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KEDVES OLVASO!

Az Alkalmazott Matematikai Lapok Gjabb szamét tartja kezében, mely hosz-
szabb sziinet utan 4j szerkeszt6k munkijanak eredményeként jelent meg.

Lapunknal természetesen jogfolytonossag van, az eddig benyujtott cikkeket
mind elbiraltatjuk. A jelen szam is ilyenekbdl all. Fontos feladatunknak tekint-
jiik, hogy miel6bb minden lemaradisunkat ledolgozzuk.

A lap azonban csak akkor fog élni, ha az a tudomanyos kézésség, akinek szol,
aktivan tdmogatja cikkekkel, forditasokkal és benyujtott dolgozatok lektoralasaval.

Szivesen kozoljik PhD disszertacidk onalléan megalld részleteit, fontos ide-
gennyelvi dolgozatok forditasait és valamely teriilet j eredményeinek Gsszefogla-
lasat. Nyitni kivanunk a szamitistudomény iranyaba is.

Reméljiik, hogy lapunk a magyar alkalmazott matematikusok érémeére fog szol-
galni.
Budapest, 2003. szeptember

A szerkesztdk
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NAGYMERTEKBEN NEMLINEARIS FUGGVENYEK VIZSGALATA

LICSKO ILDIKO

Budapest

A nagymeértékben nemlineéaris Boole-fiiggvényeket szdmos helyen alkalmazzak, tob-
bek kozott a kriptografidban is. A linearis fliggvényektél legnagyobb tavolsagra lévd
differencialisan egyenletes filiggvények kriptografiai alkalmazasok sziméira nem megfe-
lel8k, ezért tobb kutatas iranyul egyéb nagymeértékben nemlinearis fliggvényosztalyok
kutatasara és szerkesztésére. A jelen dolgozatban ilyen fiiggvények szerkesztésének szu-
perpozicios alapon térténé megfogalmazasaval foglalkozunk. Vizsgaljuk tovabba néhany
jellegzetes tulajdonsaggal rendelkezd fiiggvénytipusra a fliggvényhez tartozdé nem zérus
linearis struktirakat. Fels6 korlatot adunk ezen fiiggvények nem zérus linearis strukta-
radinak szdmara.

Bevezetés

A kriptografiai alkalmazasokban hasznalt rejtjelezési fiiggvények alapvetGen
meghatarozzak a rejtjel erésségét. Tobbnyire nemlinearis Boole-fiiggvényeket al-
kalmaznak, hiszen a rejtendd informaciot altalaban binaris formaban taroljak.
A klasszikus (titkos kulcsi), blokkos tipusu rejtjelezd algoritmusokat sok helyen
ma is el6nyben részesitik a nyilvanos kulcsu rejtjelezd eljarasokkal szemben. Ezt
az allitast bizonyitja, hogy az 1997-ben meghirdetett AES palydzaton, amelyet a
rejtjelezd szabvany megujitasara szantak, kovetelmény volt a klasszikus, blokkos
modszer. A Boole-fiiggvények mellett gyakran alkalmaznak méas véges test feletti
fiiggvényeket. A klasszikus rejtjelezési eljarasok két teriiletén van jelent&ségiik a
nemlinearis figgvényeknek.

1. Nagy mennyiségii adat atvitelekor a rejtjelezésre megfelelé bonyolultsagu al-
véletlen kulcsfolyamot generalnak. A leggyakrabban hasznalt algoritmusok
visszacsatolt shiftregiszterekkel dolgoznak, amelyek kimenetét egy memoria
mentes nemlinearis fiiggvény segitségével egyesitik. Az illetéktelen rejtjelfejts-
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4 LICSKO ILDIKO

nek az jelent nehézséget, hogy a fiiggvény nemlinearis, igy a kulcsra vonatkozo
kovetkeztetés aranytalanul nagy energiabefektetést igényel.

2. A Feistel tipusn rejtjelezés a rejtends szoveg és a kules egyesitésére alkalmaz
nemlinearis fiiggvényeket. Ebben az esetben szintén az neheziti az illetéktelen
rejtjelfejté dolgat, hogy az alkalmazott fliggvény nemlineéris.

A rejtjelezs algoritmusok készitdinek komoly problémat jelent megfeleld nem-
lineéris fliggvények szerkesztése.

A modern rejtjelfejtési eljarasokkal (differencialis- és linearis kriptoanalizis)
szemben a rejtjelezd algoritmusnak ellenéallonak kell lennie. Az illetéktelen rejt-
jelfejts szamara egyéb tulajdonsigok mellett a nem-linearitis jelent nehézséget.
Tovabbi ,nehezitést” jelent az alkalmazott fiiggvények néhany egyéb tulajdonsaga:
balansz! tulajdonség, terjedési kritériumok teljesitése, korrelacio-immunitas, diffe-
rencidlis egyenletesség stb. ’

1. El6zetes ismeretek

Ha n viltozo értékét a {0,1} halmazbol veszi, akkor a lehetséges permuta-
ciok szama 2". Ezen elemek halmazat jeldljiik {0,1}"-nel. A {0,1}" halmaz ele-
mei vektorteret alkotnak, amelyet n-dimenzios Boole-térnek szokis nevezni. Boole-
figgvénynek nevezziik az f : {0,1}" — {0, 1} leképezést, amelyet gyakran irunk le
igazsagtabla segitségével. Az f fliggvény igazsagtablija egy 2™ elemi {0, 1} sorozat,
amely megadja a {0,1}" elemein felvett fiiggvényértékeket. Gyakran hasznaljuk egy
Boole-fiiggvény helyett az altala generalt, {—1,1} eértékkészleti, 2" elemd soroza-
tot, amelyet f-fel jeloliink f : {0,1}" — {—1,1}. Az f és f kozitti kapcsolat:

Fl@) = (-1

vagy .
Fla) = 1-2f(z).

A tovabbiakban az f(z) jelolés mindig az f altal generalt 2™ elemi {—1,1} soro-
zatot jelenti.

A Boole-tér egyes vektorait megadhatjuk koordinataikkal, hivatkozhatunk ra-
juk egy egész szammal, ekkor a vektor koordinatai az illeté egész szam binaris
eldallitasat mutatjak. Jelolhetjiik a vektort egy egész szammal,ekkor azt mondjuk
meg, hogy a vektor hanyadik eleme a Boole-térnek, és ebben az esetben a vektor
koordinitai ennek az egész szamnak a binaris el6allitasat szolgaltatjak. Hivatkoz-
hatunk a vektrorokra egy indexelt névvel, ez esetben a vektor neve mellé irt érték
jelzi a vektor altal képviselt egész szam binaris elGallitasat.

1A tovabbiakban ezt a tulajdonsagot magyar kifejezéssel kiegyensulyozottsagnak nevezziik.

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




NAGYMERTEKBEN NEMLINEARIS FUGGVENYEK VIZSGALATA 5

Az f(z) figgvény silya az igazsagtablajaban 1évé 1-ek szamat jelenti:

w(fy= > fl@).

z€{0,1}"

Az f(z) fliggvényrdl azt mondjuk, hogy kiegyensilyozott, ha igazsagtablajaban az

1-ek és a 0-ak szama megegyezik, vagyis f(x) = 1 pontosan ugyanannyi helyen,

mint f(z) = 0. Ekkor ‘
> f@)=o,

z€{0,1}"
és az f(z) stlya: w(f) = 2"~ L |
A Boole-tér elemei kdzott a szokéasos miiveleteket értelmezhetjiik: a,b € {0,1}",
a = (ag,a1,---,an-1), b= (bo,b1,...,bn-1)
esetén az Osszedast

adb= (ao@bo»al @b1,--.,an_1 @bn—l)

és a skalaris szorzast az

formaban értelmezziik.
Az f fiiggvényt akkor nevezziik affin fliggvénynek, ha Zsegalkin-polinomja fel-
irhaté
flzo,z1,. . Tno1) = apZo @ a1 P ... B an_1Tn_1PcC

alakban, ahol a;,c € {0,1}, 0 <i <n — 1. Amennyiben ¢ = 0, akkor a fliggvényt
linearisnak nevezziik. Az ax linearis fiiggvényt tekinthetjiik az a konstans vektor
és az z valtoz6 skaléris szorzataként.

Az f fiiggvényrdl azt mondjuk, hogy egy a € {0,1}",a # 0 elemet tekintve ki-
elégiti a terjedési kritériumot, ha az f(z) @ f(z @ a) fiiggvény kiegyensilyozott. Az
f és g fiiggvények tavolsagat a

df.g=w(feg= > (flz)®g),

z€{0,1}"

c(frg)= Y. ()@ = 9n_94(f,g)

z€{0,1}"

mennyiséggel adjuk meg.

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)



6 LICSKO ILDIKO

Az f autokorrelacios fiiggvényét r¢(a)-val jeloljiik és az

ri@= Y f@)fzea)

176{0,1}"‘

Osszefiiggéssel definidljuk. Az autokorrelacios fiiggvényt skalarszorzatkeént is felfog-
hatjuk. Jelsljitk ugyanis £(a)-val az f(x + a) altal generalt {—1,1} sorozatot, ekkor
£(0) jeloli az f(x) altal generalt {—1,1} sorozatot, és

rea)= Y Fl@)f(z ®a) = £0)(a).

ze{0,1}"
Az m-edrendd H métrixot
H:(hi,j) hije {—1,1} 4,7=0,1,...,m

Hadamard-matrixnak nevezziik, ha teljesiil, hogy HHT = mI, ahol HT a H mat-
rix transzponaltja, I pedig az m-edrendi egységmatrix. A 2"-edrendii Hadamard-
matrixot H, jeloli, és a kovetkezs6 rekurziv eljaras segitségével allithato els:

Hn—l Hn—l

H0=1,Hn=[H LR
n— n—

], n=12,....
A H,, matrix sorait [;-vel jeloljiik, 1 = 0,1,...,2" — 1. Az [; sor felfoghat6 mint egy
linearis fiiggvény a g;(z) = iz altal generalt g,(z) {~1,1} sorozat. Igy a H,, matrix
sorai el6allitjak a {0,1}" Boole-tér dsszes linearis fiiggvénye altal generalt {—1,1}
sorozatot.

Az f fiiggvény Walsh-transzformaltja az a € {0,1}", a = (ag, a1, .- .,an-1) he-
lyen:

Fla)= ) fl@)(-D*,

z€{0,1}"

az f altal generalt f Walsh-transzformaltja pedig

Fla)= Y (-pftee

z€{0,1}"

Az F(a) mennyiség tulajdonképpen az f fliggvénynek az ax linearis fiiggvénnyel
vett korrelacidja.
Egy a € {0,1}" vektort az f fiiggvény linearis struktirajanak neveziink, ha az

f(z) & f(z @ a) fliggvény konstans, vagyis

F@feoa = Y (-1 - 4on,
z€{0,1}"

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




NAGYMERTEKBEN NEMLINEARIS FUGGVENYEK VIZSGALATA 7

Az f fliggvényt differencialisan egyenletesnek nevezziik?, ha minden
a € {0,1}"-re teljesiil, hogy a generalt fiiggvény Walsh-transzformaltja konstans,

€s
Z (_1)f(1)€Baz

z€{0,1}"

|F—(a)l = = 2%,

A Wiener-Khintchine tétel a H,, Hadamard-métrix, az f autokorrelaciés fiigg-
vénye valamint az f fiiggvény linearis fiiggvényekkel vett korrelacioja kézétti kap-
csolatot mutatja:

(F@)F(z@ao),- .., F@)Fz ®asm_1))Hp = (F@))> - ., (Fl2)lan_1)?),

ahol I; a H,, sorait jelenti (lasd [8]).

Egy f fliggvény nem-linearitasan az f-nek az affin fiiggvények halmazatol sza-

mitott tavolsagat értjiik, és Ny-fel jelljiik:

Ny=2""1- ! max (|f(z)i])

f 2 ie{o0,1}" e

A nem-linearités legkisebb értéke 0, ez az affin fiiggvények nem-linearitasa. Az affin
fiiggvenyektdl azok a fiiggvények vannak legtavolabb amelyekre |7(1:)l,‘ konstans,
és értéke: 2%. A differencialisan egyenletes fiiggvények rendelkeznek ezzel a tulaj-
donsaggal, nem-linearitasuk mértéke Ny = 2"~1 — 22 -1 &5 csak paros dimenzidju
térben léteznek, hiszen 2% egész szam kell legyen. Annak ellenére, hogy a lineari-
tast tekintve kedvezd tulajdonsaguak kriptografiai célokra nem alkalmazzak ezeket,
tekintettel arra, hogy nem kiegyensilyozottak és nem korrelacié-immunisak.

Célszertinek tinik ezért mas olyan fliggvényeket keresni, amelyek a lehetséges
legnagyobb mértékben nemlinearisak, kiegyensilyozottak, vagy legaldbb konnyen
ilyenné tehetsk.

Az emlitett szempontokat figyelembe véve a [8] dolgozat szerzéi olyan fligg-
vényosztalyokat kerestek amelyek nem-linearitdsa nagy, megkozeliti a maximaélis
értéket, és konnyen kiegyensulyozottd tehetSk. A differencidlisan egyenletes fiigg-
vényekre jellemz6, hogy a (0,0,...,0) vektor kivételével a Boole-tér minden elemét
tekintve kielégitik a terjedési kritériumot. A vizsgalat targyat az képezte, hogyan
befolyasolja a fliggvény nem-linearitasat, ha azokrél a vektorokrél, amelyekre a
fiiggvény nem elégiti ki a terjedési kritériumot, specialis tulajdonsagok allapitha-
tok meg.

A [6] dolgozat 2. Lemméaja megad egy szerkesztési modot, amelynek segitsé-
gével konkatenalt {—1,1} sorozatok altal meghatarozott fiiggvények explicit alak-
ban felirhatok. A lemma a kovetkezd jeldlést alkalmazza: legyen a = (i1, 12,...,1p),
a€{0,1}*, D, : {0,1}” — {0,1} olyan fiiggvény, amely a kovetkezs alaku:

Da(yl’y%---vyp) = (yl®il®1)"'(yp@ip@l)-

2 Az angol nyelvii irodalomban szokisos megnevezésiik: Bent functions.

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)



8 LICSKO ILDIKO

Legyenek fo, fi,..., far—1 : {0,1}7 — {0, 1} fiiggvények q dimenzids térben és az
altaluk generalt {—1,1} sorozatok &; = (—1)f". Jellje € azt a {—1,1} sorozatot,
amelyet &y,&1,...,&2r—1 sorozatok &sszefiizése eredményez. Ekkor € egy olyan f :
{0,1}7*? — {0,1} fiiggveény altal generalt {~1,1} sorozat, amelynek el6allitasa a
kovetkezs:

2r -1
f(y,x) = @ Da,ﬁ(y)fi(x)v
1=0
ahol y = (y1,¥2,...,¥p), T = (T1,Z2,...,Z4) és a; olyan {0,1}"-beli vektor, amely

az © egész szam bindris reprezenticidja.

Felsoroljuk a [8] dolgozat néhany érdekes megallapitasat.

[8] 9. LEMMA.
Legyen n > 2 és p,q > 0 pozitiv egész szamok. Ekkor a 2" = p? + ¢? egyenletnek
paros n esetén két megoldisa van p = +237 &g q=20, vagy ¢ = £23" és p=0.
Paratlan n esetén az egyenletnek egyetlen megoldasa p = ¢ = $22(n=1),

|8] 11. KOVETKEZMENY.
Legyen f : {0,1}" — {0,1}, R a terjedési kritériumot nem teljesits vektorok hal-
maza, | R |> 1. Tegyiik fel, hogy barmely paros t-re, 0 <t <| R | igaz, hogy a; &
as®...®a; =0 ay,as,...,a nem zérus, N-beli vektorok esetén, akkor
1. n-nek paratlannak kell lennie
2. az f nem-linearitasa Ny = 2n~1 — 23(n=1),
I8} 15. KOVETKEZMENY.

Egy f : {0,1}" — {0, 1} fiiggvényr6l, amely altal generalt f Walsh-transzformalt-
Jjara teljesiil, hogy

|F(a)] = Z (_1)f(z)€Bax - 2%, |
z€{0,1}"
vagy
|F(a)l = Z (_1)f(x)€Ba:c ~0,

z€{0,1}"
barmely a € {0,1}"-re, a kévetkez6 tulajdonsagokat lehet elmondani.
1. Csak paratlan dimenzidéban léteznek.
2. A H, Hadamard-matrix {;,7 = 0,1,...2" — 1 sorainak pontosan felére igaz,
— X — (r+1)
hogy f(z)l; =0, illetve f(z)l; = £27 2
3. A nem-linearitas értéke Ny = 27~ 1 — 23(n-1)

4. Tetsz6leges A n x n-es nemszingularis, GF(2) feletti matrix, és b € {0,1}"
esetén a g(x) = f(Az ®b) figgvény altal generalt g(z) fiiggvény Walsh-

transzformaltja ugyancsak a 0 vagy +247 erteket veszi fel.

Alkalmazott Matematikei Lapok 21 (2004)



NAGYMERTEKBEN NEMLINEARIS FUGGVENYEK VIZSGALATA 9

5. Barmely lineéris (x) figgvény esetén az f(z) @ p(z) altal generalt fiiggvény
Walsh-transzformaltja ugyancsak a fenti értékeket veszi fel.

A fenti tulajdonsagok biztositjak, hogy paratlan dimenzioju Boole-térben szer-
keszthet6k nagymeértékben nemlinearis fiiggvények?, és ezek az 5. tulajdonsag alap-
jan konnyen kiegyensulyozotta tehetdk.

Differencialisan egyenletes fiiggvények generalasa egyszerii médon kivitelez-
hetd, [4] altalanos megoldast ad ezen fliggvények Boole-polinom segitségével térténd
generalasara, [6]-ban peddig arra talalunk médszert, hogyan lehet differencialisan
egyenletes fiiggvényeket linearis fiiggvények altal generalt {—1,1} sorozatok kon-
katenalasaval elallitani.

2. Szuperpozicios elven térténd fiiggvényszerkesztés

A [8]-ban talalhato, a paratlan dimenzioj, nagymeértékben nemlinearis Boole-
fiiggvényekre vonatkoz6 eredmények és az ott kozolt példak elemzése vezetett a
kovetkezé meggondolasokhoz. Legyen n paros és f : {0,1}" — {0, 1} differenciali-
san egyenletes fliggvény. Tekintsiik azt a h fliggvényt, amelynek igazsagtablajat az
f fliggvény igazsagtablajanak kétszer egymasutan masolasaval nyerjiik. Az igazsag-
tabla sorait Ggy masoljuk, hogy az elsé esetben az f sorainak mindegyikébe z,, = 0
értéket irunk, majd aladja ismét leirjuk az igazsagtablat ugy, hogy a sorokba z, =1
értéket tesziink. Vizsgaljuk az eredményiil kapott h : {0, 1}”‘Irl — {0,1} figgvényt.
Mivel az f fiiggveény differencialisan egyenletes, ezért teljesiil minden a € {0, 1}"-re,

hogy
Z (_1)f($>e)a1
z€{0,1}"

|f(a)| = =27,

Nézziik, hogyan viselkedik a h, illetve az altala generalt h : {0,1}""" — {-1,1}.
Legyen a = (ag,a1,.--,0n-1), = (Tg,T1,..-,ZTn-1), a,x € {0,1}". Jeldlje
b= (a07a17 .. -1an-—l7bn)1 y= (l‘,.’L’n), byy € {07 1}n+la

Hoy= 3 (-1)twew - S (mpf@eesenb.

ye{o,1}"+1 z€{0,1}",z,,=0

+ Z (__1)f(z)@az@x”b”,
z€{0,1}" z,=1

és a lehetséges atalakitasok utan

F(b) — Z (_l)f(:c)GBaI + Z (_1)f($)69a1®b,,..

z€{0,1}",z,=0 z€{0,1}" 2, =1

3 Az angol nyelvii irodalomban syokisos megnevezésiik: Highly nonlinear functions.
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Ebbél kévetkezik, hogy

) 0 ha b, =1,
2%t ha b, = 0.

Ez a fiiggvény a 15. kovetkezmény feltételeit kielégiti, tehat a h fiiggvény nem-

linearitasa:
Ny, = gntl-1 _ 2%(n+1—1)_

A fenti konstrukcié annyiban hatranyos, hogy alkalmazésa esetén meég kiilsn kell
gondoskodni arrél, hogy a fiiggvényt kiegyensilyozotta tegyik.

A fenti eljarast szuperpozicio segitségével is megfogalmazhatjuk. Legyen n pa-
ros és f : {0,1}" — {0,1} differencialisan egyenletes fiiggvény. Legyen

g : {0,1Y""' 5 {0,1} i=0,1,...,n

az i-edik projekcio, vagyis g¢;(zo,Z1,-..,Zn) = z;. Tekintsiik a h : {0,1}"+1 —
{0,1} fliggvényt, amelyet a kdvetkezdképpen definialunk:

g0, 91,1 9n) = gnf(Zos ... Tno1) B (9 B 1) (20, - .-, Tn=1)-

Egyszerd konstrukcié az f(xg,zy,...,Zn-1) alapjan egy h{zg,Z1,...,%n) ki-
egyensulyozott fiiggvény eldallitasara:

hgo, 91, 9n) = gnf(Zoy- - Tn—1) ® (gn D L)(f(z0,-- -y ZTn—1) B 1).

A h(zo,xy,...,Z,) igazsigtablaja az f és a negilt f igazsagtablajanak egymas-
utan masolasaval addédik agy, hogy x, oszlopiba f esetén 0-t, a negalt f esetén
l-et irunk. Mivel a negilas a differencidlis egyenletességet és a terjedési kritériu-
mot nem befolyasolja, ezért a fliggvény az el6zGekben ismertetett tulajdonsigok
mellett kiegyensulyozott is. A [8] cikkben megadott 2. példa megegyezik ezzel. Az
elmondottak lehetévé teszik, hogy differencidlisan egyenletes fiiggvény és enyhe
feltételt kielégits fliggvény segitségével nagymértékben nemlineéris fliggvényeket
szerkessziink.

1. LEMMA. Legyen f : {0, 1}2 — {0,1} &s f(z,y) = zDy; g1 : {0,1}" — {0,1}
differenciilisan egyenletes fiiggvény n paros; g» : {0,1}™ — {0,1} kiegyensulyozott
fiiggvény m pératlan. Az f(g1(zo,Z1,...,Tn=1),92(¥0, Y1, -, Ym-1)) = 91(2) ®
g2(y) fiiggvény nem-linearitdsa: Ny = 2n+m=1 _ gz(ntm=1),

Bizonyitds. A fenti konstrukcié paratlan dimenziéji fiiggvényt eredményez.
A kiegyensiilyozottsig nyilvan fennall, hiszen a g; fiiggvény kiegyenstlyozott volta
miatt pontosan annyiszor hasznaljuk a g, fliggvény igazsagtablajat, mint annak ne-
galtjat, és ezzel az f kiegyenstlyozott volta mar adédik. Vizsgaljuk meg, hogy az
el6allt f mely vektorokra nem teljesiti a terjedési kritériumot.
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NAGYMERTEKBEN NEMLINEARIS FUGGVENYEK VIZSGALATA 11

Tekintsiik az z € {0,1}", z = (z0,Z1,...,Tn-1) és az y € {0,1}, ¥ = (yo, ¥1,
..y Tm—1) elemekre a szuperpozicioval elGallitott fiiggvényt. Az

f(gl(x()azh e 7-’571-1),92(110,3/1, v 1ym—1)) =

= g1(z0,Z1, .-, Tn-1) ® 92(Y0, Y1, - - -, Ym—1)

n+m

fiiggvény a {0,1} téren értelmezett, és valéjaban a kévetkez6képpen irhaté:

f("l"()vxh"'1In—17y0,y17--'1ym—-1) =

= g1(Z0, %1, ., Tn-1) D 2(¥0, V1, -+ -, Ym—-1) = 91(x) ® g2(y).

Legyen a € {0,1}""™, jelélje a = (azy, Gayr - Gay_yrGygs Gyys -« - » Gy, ) Valamint

Oz = (Quyy Gz, s -y Gzp_y) €5 Gy = (Gyyy Gyys- -4 Oy ), €kkor f(a) = flaz, ay) =

f(gl(a:r)’g2(ay)) = gl(ax) @g2(ay)~ A S {O, 1}”+ma z = (I(),.’El, ey Tn-1,Y0,Y1,
vy Ym—1) jeldléssel

f(Z ®a) = f((1091:1)' -y Tn-1,Y0,Y1,- - - 7ym—1) 52]
® (azwaIl’ vy Oy gy Qyyy Qyy sy - - 7aym—1)) =
=q(z®az) ® g2y ®ay).

A terjedési kritérium teljesitése azt jelenti, hogy az f(z) & f{z ® a) fiiggvény ki-
egyensulyozott. Vizsgaljuk meg, hogy mely vektorokra nem teljesiil:

T (mpf@esen g
ze{0,1}"+™
Az el6z6 meggondolasok miatt
Z (_l)f(z)eaf(zeaa) _ Z Z (”1)91(x)eagz(y)@gx(z@a.r)@gz(yea,,)_
z€{0,1}"+™ z€{0,1}* ye{o,1}™

A szummazas sorrendje felcserélhetd, a szummaézasbeli konstansok kiemelhet&k és
igy kapjuk, hogy: '

Y (m1yf@estes _

ZE{O,I}"""""
= Z (_1)92(1/)@92(11@‘1;/) ( Z (_1)91($)®91(1@0J-)) ]
ye€{0,1}™ z€{0,1}"
Mivel a g; fiiggvény differencialisan egyenletes, ezért az a, = (0,0,...,0) vektor

kivételével mindeniitt kielégiti a terjedési kritériumot, vagyis az z-re valé szumma
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az a; = (0,0,...,0) kivételével mindeniitt zérus, az a, = (0,0,...,0) helyen pedig
2™ értéket ad. A 11. kévetkezmény jel6lését alkalmazva az R halmaz elemei legfel-
jebb a {0,1}™ tér vektorai a (0,0,...,0) € {0,1}" ponttal Ssszefiizve, ezek viszont
kielégitik a 11. kdvetkezmény feltételeit ¢+ = 0 értékkel. Ezzel tehat az f fiiggvény
nem-linearitasara adodo érték:

Nf — 2n+m—l _ 2%('n.+m—1)' O

A [8]-ban, illetve a jelen leirasban talalhaté példak az 1. Lemma stilussban a
kovetkezd adatokkal adhatok meg.

1. Ha ga(xg) = 0, akkor f(g1,92) : {0, 1}"Jrl — {0,1} és visszakapjuk az els6-
ként emlitett fiiggvényt, vagyis a differencialisan egyenletes igazsagtabla ma-
solasat.

2. Ha m =1, és ga(xo) = xo akkor f(g1,92) : {0,1}"+1 — {0,1} megkapjuk a
differencialisan egyenletes igazsagtabla negaltjanak masolasat, és ezzel a |8]
masodik példajat.

3 Ham=56é¢0p=010x)(1®x1)22@ (1D x0)r123 D xo(1 D 11)(x2 P x3) D
zoz; (23 ® x4) akkor a [8)-ban targyalt 1. példat kapjuk.

A [8] 3. peldat a [6] 2. lemma motivélja. Ezt a lemmat g;-t tekintve konstrukciés
nézépontbol fogalmazzuk.

2. LEMMA. Legyen m < n,
1. g : {0,1}" - {0,1}i=0,1,...,2" -1,z € {0,1}"-re

() 1 hazx =1,
AT ) =
g1 0 kiilénben.

2. fo, : {0,1}" = {0,1}, a; € {0,1}" a; =0,1,...,2™ — 1 olyan lineéris fiigg-
vény, amelynek egyiitthatéi az a; egész szam bindris alakjat adjik, vagyis
y € {0,1}"-re f., = a;y, és a kiegyensilyozottsag megtartdsa érdekében ve-
het6a; =1,...,2m.

Ekkor az f : {0,1}"*"™ — {0,1}, amelyet az f,, és g; fiiggvényekbél a [6] cikk
2. lemméja alapjin a kévetkezé modon képeziink

2™ -1
f = @ gz’fa,-
i=0

olyan fliggvény, hogy nem-linearitisinak értéke:

m=n esetén N;=2"+""1_ 93 (n+m)
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és
m=n—1 esetén Ny =2"m=1 _oi(ntm=1)
Bizonyitds. Legyen
T e {071}m~ x:(z()vxl’"'u‘rﬂl—l)v
ye{0,1}", y=Wo ¥t ¥n-1),
FAS {Oa 1}m+71’ z = (l'(),.'El, ey Tm—1,Y0,Y1, - - - 7y'n—l) = (va)y
és

ac {O’l}nv a = (U’I(N'"7a31m—17ayo""7ayn-1)=(a‘270’y)? ag € {Ovl}n
pedig az = i értéknek megfelels linearis fiiggvény egyiitthatéinak vektora. Az f
altal generalt fliggvény:
7(2:) — (__1) ,—() f (y)gr(x)
Vizsgaljuk, hogy mely a € {0,1}"*™ vektorok esetében nem elégiti ki az f fiiggvény
a terjedési kritériumot. A terjedési kritérium teljesitése azt jelenti, hogy

Z (_1)f(z)eaf(zeaa) —0.
ze{0,1}+™
S (-pf@eites
z€{0,1}"+™
= 3 (~1)f @SS (@ysa))

xE{O,l}"‘,yE{O,l}"

2M~1 ,2"-1
-y < T (_1)f(x,y)®f(($,y)@(au:,ay))) -

=0 y=0

= 2m2—1 ( Z”Z_l 1) (@ 2 9i (@) fay (y)) GB( 21 g (z@as) fu, (y@a,,)) > _

=0 y=0

— Z Z fl (y) ].)f""'e’“«‘ (y®ay) _ Z Z( 1 ary a Day YDAsda, “/

A szumma konstansait kiemelve kapjuk, hogy

S (-1)/@0S6e S (Lppenes § (1)@ @oen)y,

Z€{0,1}11+1u T Yy

42" ha (a; ® azga,) =0,

S (1)leenany < {
» 0

kiilénben
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és

Z (—1)% @ty =

x

+2™ haa, =0,
0 kilénben.

Ekkor azonban azok a vektorok, amelyekre az f nem elégiti ki a terjedési kri-
tériumot:

1. m =n esetén a (0,...,0) vektor, és az eredmény f fliggvény differencialisan
egyenletes,

2. m=n—1 esetén azok a z € {0,1}*" " vektorok, amelyekre a, = (0,...,0)

és ay = (0,...,0) illetve a; = (0,...,0) és a, = (1,0,...,0) teljesiil, ezen vek-
torok viszont kielégitik a 11. kévetkezmény feltételeit, és igy a tétel allitasa

igaz,
3. m < n — 1 esetében annyit mondhatunk, hogy a, = (0,...,0) és ay, = (yo,.. .,
Yn—m—1,0,...,0). llyen vektor pedig pontosan 2"~™ darab van. [

Megjegyezziik, hogy az m = n — 1 eset felel meg a [8]-beli 3. példanak.

3. Specialis tulajdonsagu fiiggvények vizsgalata

Ha meg akarjuk allapitani, hogy egy fiiggvény milyen messze van az affin fligg-
vények halmazatol, vagyis keressiik nem-linearitasanak mértékét, akkor altalaban
az alabbiakat vizsgaljuk:

1. a terjedési kritérium teljesiilését,
2. az adott f fiiggvény altal generalt f fiiggvény Walsh-transzformaltjat.

Az els6 esetben a Boole-derivalt viselkedését, a méasodik esetben pedig azt vizs-
galjuk, hogy az illets fiiggvénynek a lineéris fliggvényekkel val6 korrelacidja hogyan
alakul. Az elébbiekben mar emlitettiik, hogy a {0,1}" tér pontjainak segitségé-
vel elgallithaté az adott tér Gsszes linearis fiiggvénye, hiszen a linearis fiiggvényt
egy skalaris szorzatnak tekinthetjiik, mégpedig egy adott a vektor és az = val-
toz6 skalaris szorzataként. Ekkor a linearis fiiggvény egytlitthaté6i az adott a vektor
komponensei az a szam binaris eldallitasat adjak. Az Hadamard-matrix sorai pe-
dig megjelenitik az adott Boole-tér Gsszes linearis fiiggvénye altal generalt {—1,1}
sorozatokat. Erdemes megvizsgalni, hogy egy fiiggvény a Boole-tér mely pontjai
altal képviselt linearis fliggvényekkel nem korreldl, illetve melyek azok a linearis
fiiggvenyek, amelyekkel szamitott korrelacié nem zérus. A kovetkezd 3. Lemma a
figgvenyek viselkedését ilyen szempontbél vizsgélja.

3. LEMMA. Legyen f : {0,1}" — {0, 1}, amelynek korreldciéja a lineéris fiigg-
vényekkel csak a 0 illteve +C értékeket veszi fel, és azon linedris fiiggvények széma,

21 —2m

amelyekkel a korrelacié nem zérus 2°™. Ekkor C = £2~ 2 = 2" ™,
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Bizonyitds. A Parseval egyenlGség alkalmazasaval:

Y Fy’=2r Y F@)lt= Y o+ Y o=2n

a€{0,1}" z€{0,1}" a,F(a)#0 a,F(a)=0
22MC? = 9% o C = £2M T = 420
és ezzel az allitast bizonyitottuk. O

Az eddigiekben targyalt fliggvényekre a 3. Lemma a kovetkez6képpen alkal-
mazhato:

1. a differencialisan egyenletes fiiggvények esetében 2m = n, és c(f,az) = +2%
minden a-ra;

2. nagymeértékben nemlinearis paratlan dimenziéju fliggvényekre 2m =n—1, és

e(f,ax) = {12

¥

3. affin fliggvények esetén 2m = 0, és ¢(f,ax) = £2™ ha f = az és 0 kiilénben.

A 3. Lemma feltételeit teljesits fiiggvények nem zérus linedris strukttarainak
szamara ad fels6 korlatot a

4. LEMMA. Legyen f : {0,1}" — {0,1} olyan, hogy a linedris fiiggvényekkel
vett korrelacidja csak a 0 vagy +C értéket veszi fel, és azon linedris fiiggvények
szdma, amelyekkel a korrelécié értéke nem zérus 2™. Ekkor az f nem zérus lineéris
struktiirdinak szama legfeljebb L = 2"~2™ — 1.

Bizonyitds. Induljunk ki a Wiener-Khintchine sszefiiggésbdl:

—/ \TF /N = 2 = 2

(F@)fz®ao),.... f@)f@@ax 1)) Hy = (F@))", ..., (F(@)lan-1)"),
Az egyenlSség baloldalan a beszorzas eredménye:

(F@)f(z @ ao),. .., f(x)f(z @ azn_1))Hn =

- ( S F@)F @ @ a) (-1, Z T z@a)(—l)‘“”“-‘).

a=0

Emeljitk négyzetre a kiindulési egyenlGség mindkét oldalat:

2" -1 2"—1 2" -1 2" -1 B 4
> (X F@fesa 1)“y)(zf Teon-u™) = 3 (Fal)’,
y=0 a=0 =0
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az egyenldség baloldalat tovabb alakitva kapjuk:

2" 1 2" -1
> F@)feoa’ =Y Fou)'
a=0 =0

A baloldali szumma két részre bonthatd, a = 0 esetén a zardjelben 1évé kifeje-
zés értéke +2" ezt négyzetre emelve az eredmény 227, A jobboldalon a kivetkezs
meggondolas alapjan okoskodhatunk: az f olyan, hogy a linearis fiiggvényekkel vett
korrelaci6ja 22™ pontban £27™ értéki, a tobbi helyen 0. Igy a fenti egyenlet

2" -1

gn (2271 + Z (E)f .'IIGBO/)) ) — 221n24n—4m — 24n-2m

alaki lesz. Tovabbi atalakitas eredménye:

2" -1 _ _ an _ 22m
Z (f(z)f(z @G)) = Wﬁ% = (2"~ )27, O
a=1

Az eddig altalunk vizsgalt fiiggvényekre ezek alapjan a kévetkez6t mondhatjuk:

1. differencialisan egyenletes fiiggvények esetében 2m = n, ¢(f,ax) = £2% min-
den a-ra, és a nem zérus linearis struktirak szama L =27"2m _ 1 =
20-1=0

2. nagymértékben nemlinearis paratlan dimenzioji fiiggvényekre 2m = n — 1,
2%
e f,az) = 0 és a nem zérus linedris struktirdk szama legfeljebb

L=27%m _1=21_1=1;

3. affin fliggvények esetén 2m = 0, és a nem zérus linedris struktirak szdma
legfeljebb [ =270 —1 =2" — 1.

A bemeneti vatozok affin transzforméacidja nem véltoztatja a fliggvények azon
tulajdonsagat, hogy a linearis fiiggvényekkel vett korrelacidjuk csak 0 vagy +C
értéket vesz fel.

5. LEMMA. Legyen az f : {0,1}" — {0,1} olyan, hogy a lineéris fiiggvények-
kel vett korreldciéja csak a O illetve +C értéket veszi fel, és 2°™ azon lineéris
fiiggvények szdma, amelyekkel a korreldcié nem zérus. Legyen A egy n x n mé-
retd, nem szinguldris méatrix a GF(2) felett. Akkor barmely z,b € {0,1}" esetén a
g(z) = f(Azx + b) fiiggvényre is igaz, hogy a linedris fiiggvényekkel vett korrelaciéja
csak a 0 vagy +C értéket veszi fel, és a nem zérus értéket adé linedris fiiggvények
szama 2%™.
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Bizonyitds. Legyen y = Az @b és |, a H,, matrix a € {0,1}"-hez tartozo sora,
amely nem mas, mint az ax linearis fiiggvény altal generalt {—1,1} sorozat.

g(z)l, = Z (_l)g(z)e)a.z: Z (_1)f(Azs)b)eeaz'

z€{0,1}" z€{0,1}"
Mivel A nem szingularis, ezért létezik
=AY (y®b).
Az aA~ (y @ b) fiiggvény affin, tehat van olyan c € {0,1}", hogy

aA"Hy®b) = cy @ d.

Igy
ze{0,1}"
— Z (_1)f(y)63aA"1(yé9b) — Z (_l)f(y)@cyéBd _ (—1)dc(f, ax). ]
ye{0,1}" ye{0,1}"

A 4. és 5. Lemmaban a fiiggvényeket a linearis fiiggvényekkel mutatott korre-
laciojuk szempontjabol vizsgialtuk. A tovabbiakban is ezt tekintjiitk a vizsgalodas
alapjanak. A paratlan dimenzioju (n paratlan), fiiggvények kozil azok vannak leg-
tavolabb a linearis fliggvényektdl, amelyeknek a linearis fliiggvények felével vett kor-
relaciéja nem 0. Mas széval: amelyek kielégitik a 3. Lemma feltételeit, és teljesiil,
hogy 2m =n — 1.

6. TETEL. Tegyiik fel, hogy a g1 és g2 : {0,1}" — {0,1} fiiggvényeknek a li-
nedris fiiggvényekkel vett korreliciéja csak O illetve +C értéki, és a nem zérus
korrelaciét mindkét fiiggvény 2%™ esetben veszi fel. Tekintsiik a {0,1}"-en létez6
linedris fliggvényeknek azt a részhalmazat, amelynek elemeivel a g, fiiggvény kor-
reldciéja nem 0, és tekintsiik azt a részhalmazt, amelynek elemeivel a g, fiiggvény
korrelacidja nem 0. A linedris fliggvényeknek ez a két halmaza akkor és csak akkor
diszjunkt, ha

(@1 (@) + [Gala)l)” = 22772

minden i =0,1,...,2" — 1 esetben.

Megjegyzés. A két fiiggvényhalmaz diszjunktsagan azt értjiik, hogy (§1 (1)11)2 =
0-bol kovetkezik (gz(:r)l1-,)2 # 0 és forditva.

Bizonyitds. A bizonyitas két lépésben torténik.
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1. A feltétel sziikséges.
Ha mindkét fiiggvény olyan, hogy a linearis fliggvényekkel vett korrelaciojuk
csak 0 vagy £C értéki, és a nem zérus értéket 22™ esetben veszik fel, akkor

22n—2m

2n—2m
(gl(ﬁv)li)2 = {37 (52(31”)11')2 = {0.

Mivel a fiiggvényckre igaz, hogy valahanyszor (§2(z)li)2 =0, akkor
(gl(x)li)z = 2%n-2m lletve forditva ha (gl(:r)li)2 =0, akkor (%(x)li)2 =
2'277.—2171 ezért

_ 2 2 _

(@1(2)k)” + (Gola)ls)” = 22072
minden 1 =0,1,...,2" — 1 esetén teljesiil.

2. A feltétel elégséges.
Ha teljesiil

(gl (I)ll.)2 + (52(1‘)11)2 = 2271—2771 = 22(’"—771)

minden i=0,1,...,2" — 1 esetén, akkor a [8] 9. lemmajat alkalmazhat-
juk. A 2(n — m) érték minden esetben paros, a fenti egyenléség tehat vagy
(G1(x)ls) = 0 és (go(z)li) = £2"7™ vagy (g,(x)l;) = 0 és (7, (z)l;) = £2°°™
mellett, teljesiil. Ez viszont azt jelenti, hogy a két fiiggvénynek a linearis fligg-
vényekkel vett korrelacidja sosem veheti fel azonos linearis fliggvényre ugyan-
azt az abszolat értéket. O

7. TETEL. Tegyiik fel, hogy a g1 és g2 : {0,1}" — {0,1} fiiggvényeknek a li-
nedris fiiggvényekkel vett korreldciéja csak O illetve =C értékd, és a nem zérus
korrelaciét mindkét fiiggvény 2*™ esetben veszi fel. Tekintsiik a {0,1}" -en létezé
linearis fiiggvényeknek azt a részhalmazat, amelynek elemeivel a g, fiiggvény kor-
relaciéja nem 0, és tekintsiik azt a részhalmazt, amelynek elemeivel a g, fiiggvény
korrelacicja nem 0. A linedris fiiggvényeknek ez a két halmaza akkor és csak akkor
diszjunkt, ha minden b € {0,1}" b # 0 esetén

71(x)g1(z ® b) + Go(z)ga(z B ) = 0.

Bizonyitds. Mindkét fiiggvényre alkalmazhat6 a Wiener—Khintchine sszefiig-
gés:

(@@ (z @ bo), .., 51 ()7 (& & by 1)) Hn = (@1 (2)o) - (G2(@an-1) ),

(G2(x)Ga(z D bo), - - ., Go(Z)Falz B ban_1)) Hy = ((gz(x)lo)2’ e (52(1’)12"—1)2)-
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A két egyenletet Osszeadva, Hy,-nel beszorozva és 2"-nel osztva kapjuk:
((gl(x):(jl(m @ bo) + (7)o (z B bo)), .. .,

(T1(2)71 (z @ bao_1) + o (x)Fo(z B b2 _1))) =

= ((@@)M)” + @@)k)),- -, (@1 (@ -1)" + @al@)lzn 1)) Ha2 ™

Tekintsilik ezek utdn az allitas sziikséges és elégséges voltanak bizonyitasat.

1. A feltétel sziikséges.
Ha mindkét fiiggvény olyan, hogy (ﬁz(a:)li)2 = 0-bél kévetkezik (gl(ac)li)2 #
0 és megforditva, akkor a 6. Tétel szerint a kapott egyenldség jobboldalan a
vektor mindegyik eleme 2272 értéki, és ezzel

((3:(2)51(z @ bo) + G2 (2)Fa(z D b)), - - -,
(@1 (2)71(z B bon 1) + To(2)Fo (T B ban 1)) =
=om=2m(1  1)H, 27",
Ekkor viszont:
(61(2)9,(z ® b)) + a(2)ga(z ®b;)) = 227%™ ha j=0

és
@:1(@)7:(z ® b;) + Gy ()go(z B b;)) =0 ha j #0.

2. A feltétel elégséges.
Tegyiik fel, hogy minden b € {0,1}", b 5 0-ra teljesiil, hogy (g, (z)7,(z ®b) +
G2(z)7,(z ® b)) = 0. Induljunk ki a két fiiggvényre felirt Wiener-Khintchine
egyenletbdl, amelyeket Gsszeadtunk és megszoroztunk H,-nel:

2"((7,(2)7,(z ® bo) + Fo(2)Fa(z ® b0)), - - -,

1

(7(2)T (@ B banor) + @) Ta(z @ b)) [ . | =
1

= (((F@)0)” + (@(2)0) )., (@ -1)" + (@200 1)) ) Han
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Elvégezve a beszorzast az eredményiil kapott vektor j-edik eleme:
2" -1

2*((3,(2)71(z +by)) + (F2(2)Ta(z + 7)) = Y (@k)* + (@:1) ) (=)™,
=0

Figyelembe véve, hogy minden j # 0 esetén teljesiil

(9. (2)g,(z ® b) + Fo(2)Fo(z ® b)) =0,
ezért adédik, hogy

(a) ha j # 0, akkor a vektor elemei 0 értékiek;

(b) ha j = 0, akkor g, (z)g,(z ® bg) = 2™ és Gy (z)Go(x B by) = 2". Ezzel
= 2 2

> (Hi@) + @@0)7) = 22,

1=0

Felhasznalva, hogy 2m = n — 1, vagyis n + 1 = 2n — 2m adédik, hogy a
szumma minden tagja

(gl (l')li)z + (—g-z('zj)[l)2 — 92n-2m

ami viszont a 6. Tétel alapjan bizonyitja az allitast. O

A fent emlitett tulajdonsagok illusztralasara alljon itt egy konkrét példa, amely
a kénnyebb szamolhatésag kedvéért 3 valtozés fliggvényeket mutat be.

] L] L] ] W] 5] | Iz]a(x) | 5:1(z) | g2(x) | G2(x)
000 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -1 1 -1
001 1] -1 1] -1 11 -1 1] -1 0 1 1 -1
010 1 11 -1]-1 1 11-1|-1 1 -1 1 -1
011 11 -1 -1 1 1} -1{-1 1 0 1 1 -1
100 1 1 1 1| -1{-11-1]-1 0 1 1 -1
101 1] -1 1{-1]-1 11 -1 1 1 -1 1 -1
110 1 11 -1{-1]-1{-1 1 1 1 -1 0 1
111 11-1] -1 1] -1 1 1] -1 0 1 0 1
G@L| 014 0 4| 0] -4| 0] -4
G@l [ =4] 0| 4] 0]-4] 0] 4| 0
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Osszefoglalas

A dolgozatban bemutatott eredmények a nagymértékben nemlinearis fiiggve-
nyek szerkesztésére adnak modszert. Az 1. Lemma altalanosan fogalmaz meg egy,
az irodalombdl ismert példat, a 2. Lemma pedig mas megvilagitasba helyez ko-
rabbi eredményeket. Az 1. és 2. Lemma megalapozza, hogy egészen enyhe feltétele-
ket kielégité fliggvényeket alkalmazhassunk nagymértékben nemlinearis fiiggvények
szerkesztésére. A szuperpozicid, mint szerkesztési elv valaszt adhat arra a kérdésre,
hogy a kriptografiai alkalmazasokban kivanatos fliggvények besorolhatok-e vala-
mely specidlis Boole-fliggvény osztalyba. A 4. Lemma segitségével adott tulajdon-
sagl Boole-fiiggvények nem zérus linearis struktiriinak szdméara vonatkozo fels
korlatot sikeriilt megadni. A 6. és 7. Tétel sziikkséges és elégséges feltételt ad, olyan
nagymértékben nemlineéris fiiggvényparok létezésére, amelyek teljesitik azt a fel-
tételt, hogy egy adott linearis fliggvénnyel szamitott korrelacidjuk sohasem veszi
fel ugyanazt az abszolut értéket.
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CHARACTERISTICS OF HIGHLY NONLINEAR FUNCTIONS

ILpbikd Licsk6

The highly nonlinear odd-dimensional Boolean-functions have great importance in cryptog-
raphy, that is why the research of that function-classes is one of the most interesting topic. This
study focuses on some types of functions having special characteristics in the class of highly non-
linear odd-dimensiona! Boolean-functions. Upper bound can be given for the number of non-zero
linear structures of such functions and regarding them as mappings some functional-relations
can be proved. The paper examines pairs of highly nonlinear functions having the property that
their correlation with a given linear function never takes the same absolute value. Sufficient and
necessary conditions are given for existing of such function-pairs.
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EGY TOBBVALTOZOS HASZNOSSAGI FUGGVENY

MADI-NAGY GERGELY ES PREKOPA ANDRAS

Budapest

Egy u(z) hasznossagi fiiggvénytdl altalaban azt szoktak megkdvetelni, hogy telje-
siilljenek az u'(2) > 0, u(z) < 0 feltételek, vagyis hogy u(z) n6évekvé és konkav legyen.
Egyes szerz6k azonban azt is megkivanjak, hogy az egymas utéani derivaltak alternalva
pozitivak illetve negativak legyenek: u'(z) > 0, u”(z) <0, u'”’(z) > 0, u¥(2) <0, ....
Egy u(z1,...,2zs) tobbvaltozés hasznossagi fiiggvénnyel kapcsolatban, a fentieknek meg-
feleléen megkivanhatjuk azt, hogy mindegyik valtozdjaban névekvd és az Gsszes valto-
z6ban egyiittesen konkav legyen, illetve megkivanhatjuk még azt is, hogy a fiiggvény
valamennyi paratlan (paros) rendd vegyes parcialis derivaltja pozitiv (negativ) legyen.
A dolgozat célja kettss. Egyfels] konstrualunk egy, az erésebb feltételnek eleget tevs,
u(zy,...,zs) hasznossagi fiiggvényt. Masfel6l, a véletlen X1,..., X vagyon értékekkel
vett u(X1,..., X,s) valoszinidségi valtozé varhaté értékére szoros also és fels§ korlatot
adunk, midén val6sziniségi valtozoink diszkrétek, egyiittes eloszlasuk ismeretlen, vi-
szont ismertek azok bizonyos tobbdimenziés momentumai.

1. A tébbvaltozés hasznossagi fliggvény

Egy u(z) egyvaltozés hasznossigi fiiggvénnyel kapcsolatban megkoveteljiik,
hogy teljesiiljon az alabbi

H1 FELTETEL. u'(2) > 0, u”(z) < 0.

A legtobb hasznossagi fiiggvény esetében ezek az egyenlGtlenségek szigori ér-
telemben teljesiilnek.

Egyes szerzdk a fentinél erdsebb feltétel teljesiilését kivanjak meg, nevezetesen
az alabbit.

H2 FELTETEL. u/(z) > 0, u”(2) <0, u"”'(z) > 0, u{¥(2) <0,..., tehét a parat-
lan (péros) rendi deriviltak nemnegativak (nempozitivak).
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Az u(zy,. .., zs) tobbvaltozds hasznossagi fliggvények esetében a H1 Feltételnek
az alabbi feleltethetd meg:

H3 FELTETEL. Az u(z,...,2s) fliggvény névekvé mindegyik valtozéjaban és
konkav, mint s-véltozos fliggvény.

Ennél szigorubb az alabbi

H4 FELTETEL. Az u{z,...,2s) fiiggvény névekvé minden valtozéjaban, kon-

kédv, mint s-valtozés fiiggvény, tovabba az Gsszes (tiszta vagy vegyes) paratlan rendi
derivaltak nemnegativak, a paros rendi derivaltak pedig nempozitivak.

Ebben a szakaszban analitikus formaban megadunk egy a H4 Feltételnek eleget
tevs fliggvényt. Ez a kovetkez6:

(1.1) u(zy,...,zs) = log [k(e®*1 % — 1) .. (e**¥% — 1) - 1],

ahol k > 1, au,...,as pozitiv, a1,...,as pedig nemnegativ allandék, a fiiggvény
értelmezési tartoméanya pedig a

(1.2) {(z1,...,2) | e*%F% > 2, i=1,...,5}

halmaz. Az (1.1) fiiggvény meghatarozasihoz az Gtletet az igynevezett Frank-féle
fiiggvény adta pl. Bowers Jr. et al. {1], melyet azonban lényegesen atalakitottunk.

Nyilvanvald, hogy az u(zi,...,zs) fliggvény az értelmezési tartomanyiban
mindegyik valtozdja szerint (mint egyvaltozos fiiggvény) szigortan ndvekvs. Nem
nyilvanvalé, de igaz az az allitas is, hogy az (1.1) fiiggvény az értelmezési tarto-
manyaban konkav. Ennek bizonyitasidhoz sziikségiink lesz a logaritmikusan konkav
(logkonkav) fiiggvény fogalmara és egyszerid tulajdonsigaira.

1.1. Definicio. Tegyik fel, hogy D C R® konvex halmaz és f a D halmazon
értelmezett nemnegativ értéki fiiggvény. Az f fiiggvényt logkonkivnak nevezziik,
ha barmely x,y € D és 0 < A < 1 esetén fennall az

A 1-A
(1.3) fAz + (1= Ny) 2 [f(=@)]" [f(v)]
egyenlStlenség. Ha az (1.3) relacioban a forditott irdnyd egyeni6tlenség érvényes,
akkor az f figgvényt logkonvexnek nevezziik.

Ha f(z) pozitiv értékii a D halmazon, akkor a logkonkavitas egyenértékd azzal,
hogy log f(z) konkav a D halmazon.

Két logkonkav fiiggvény szorzata nyilvanvaléan logkonkav, 6sszegiik azonban
nem feltétleniil. Az Gsszegre a logkonvex tulajdonsag 6roklédik, amint az a Holder
egyenlétlenség segitségével konnyen belathato. Igaz viszont az alabbi

1.1. TETEL (Prékopa (3] p. 324, Lemma 11.2.2). Ha az f fiiggvény logkonkav
a D konvex halmazon és p > 0 dllandé, akkor az f(z) — p fiiggvény logkonkdv az

{z] f(2) 2 p}

halmazon.
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A tételt nem bizonyitjuk, de megjegyezziik, hogy az egyszeridien bizonyithato
a szdmtani atlag — mértani atlag egyenl6tlenség felhasznalasaval. Az 1.1. Tételbdl
kovetkezik az

1.2. TETEL. Az (1.1) fiiggvény konkav az (1.2) halmazon.

Bizonyitds. Jelolje D az (1.2) halmazt. Minden i esetén az

etiZitai

filggveény logkonkav a D halmazon, tehat az 1.1. Tétel szerint ugyanez 4ll az

ediZita: _ 1

fiiggvényre is. Ebbdl kévetkezik, hogy a
k(ealzl+al _ 1) N (eax2u+as _ 1)

szorzatfiiggvény is logkonkav ugyanott. Mivel pedig (1.2) szerint ennek értéke na-
gyobb mint 1, az 1.1. Tétel ismételt alkalmazasaval kivetkezik, hogy az (1.1) fiigg-
vény konkav az (1.2) halmazon. O

Kovetkezo tételiink az (1.1) fiiggvény tovabbi fontos tulajdonsagat mondja ki.
1.3. TETEL. Minden z € D esetén fennall, hogy
o4 +-4-+isu

m >0, hai, +...+ i paratlan,
1 s

illetve
Gt ticgy,
—— <0, hai,+... +is paros.
0z - - Oz ! s P
Bizonyitds. Egyszerség kedvéért feltessziik, hogy k=a;=...=a; =1,
a1 = ... =ag = 0. Ez nyilvin nem jelent megszoritast, tovibba az is igaz, hogy

ennek a feltételnek a figyelembe vételével szamitott parcidlis derivaltak képletébdl
az altalanos esetre vonatkozé képletek konnyen szarmaztathatok. Sziikségiink lesz
az alabbi lemmara.

1.1. LEMMA. Tekintsiik az
£(2) = log (k(e* — 1) ~ 1),
fiiggvényt, ahol k > 1 dllandé6 és z > log2. Azt allitjuk, hogy

i k4l
E‘”(kez—(kﬂ))

(1'4) d’f k+1 h
DTS L
il Z <kez—(k+1)> 1= 23,
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ahol az afli) szamok az alibbiak:

oV =1,i=23 .

(2) 2
ay =ay’ =1
(1.5) e »
a(7) —a}l’ 1)(h 1)+a§:' I, h=2,...,i-1

1
“E)"afll)( 1).

A Lemma bizonyitdsa. Az elsérendd derivaltra vonatkozoé allitas trivialis, és az
1 = 2 esetre vonatkoz6 formula érvényessége is kdnnyen ellenérizhetd. Teljes induk-
ci6s bizonyitast alkalmazva, tegyiik fel, hogy (1.4) méasodik sora igaz valamely i > 2
esetén. Az (1.4) egyenletek koziil az alsot tovabb derivalva az adédik, hogy

di+D f o () E+1 P (k4 1ke?
— =(=1)")> a’h < ~ >
dzt*1 hz=:1 ! kez — (k + 1) (kez_(k+1))2
i h-1 2
i (&) k+1 k+1 k+1
=(-1 h =
( )};ah <kez—(k+1)> (kez~(k+1)+ kez — (k+1)
i h h+1
B (3) k+1 (1) k+1 _
b L;ah h(kez-(k+1)> Zah h(kez—(k+1) h

N ; k "
'Y (afPh +af (h_l))(lwz—*%l:le> +

i+1
i (). k+1
(=D, ’(kez—(kﬂ))

i+1 h
VERTY (i+1) k+1
= (10" a (kez—(k+1)) '

h=1

Ezzel a Lemmat bebizonyitottuk.
A Lemmabol kovetkezik, hogy az f(z) fiiggvény paratlan rendd derivaltjai po-
zitivak, paros rendii derivaltjai negativak. Erdemes megjegyezni, hogy az (1.4) kép-
letek koziil a masodikat az ¢ = 1 esetre alkalmazva, az els6hdz képest csak az a

kiilénbség, hogy nem adédik hozza az 1.
Visszatérve a 1.3. Tétel bizonyitasara, vezessiik be a

ky =k(e* —1)---(e* = 1)

jelolést, és rogzitsiik a 29, ..., 2, valtozok értékeit. Ekkor az u(z,..., z,) fliggvény
egyedill a z; valtozo6tél fiigg, és alakja a kovetkezd:
(1.6) u(z1, ..., 2) = log (k1(e®* —1) —1).
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ou kl +1
= 1 L2 S
0z + (klezl — (k1 + 1))

Bilu iy i1 (1) kl +1 h .
= (=1)" ! —_— > 2.
dzy! SLRNPIL ket -+ 0 T

h=1

A Lemma szerint

(1.7)

Hasonlé formula irhaté fel a 21, . . ., z; valtozok akdrmelyike szerint vett derivalt ese-
tére. Ebbdl pedig kovetkezik a tétel allitasa arra az esetre, amihez csak egy valtozo
szerint vett derivaltat vesziink.
A vegyes derivaltak esetével oly médon foglalkozunk, hogy az (1.7) képleteket
atalakitjuk, majd 2z, szerint derivaljuk i, rendben, s.i.t.
Vezessiik be a
ko = k(e —1)(e* —1)---(e* — 1)

jelolést. E jeloléssel az alabbi egyenldség irhaté fel:
klezl et (kl + 1) = kl(e“ - 1) —-1=

=k(e? —1)(e? = 1) (e — 1)~ 1 =
=ky(e” — 1) = 1 = kpe™ — (ky + 1).

Ezt figyelembe véve, (1.7) felirhat6 a kdvetkezs modon:

ou ki +1 ko +1

8—21— k2+1k2622—(k2+1)

3y I (i)<k1+1>h< ko + 1 )” .
— = (=" Y e . i>2
ooy UV 2w\ 3T \BR w0 4

Most régzitsiik z1, z3,. .., 25 értékét, és tekintsiik az (1.8) formulakkal adott fligg-
vényeket a zo valtozo egyvaltozos fliggvényeinek. Ha vesszilik a z» szerinti els6 de-
rivaltat, akkor a h indexhez tartozé tagban azt kapjuk, hogy

9 ks + 1 "
Oz \ koe?z — (kz + 1) N

( ky+1 )h‘l (k + 1)kpe
=—h| o =
ke — (k2 +1) (kaez — (ko + 1))

- ko +1 h-t ko +1 n ko +1 2 _
=M\ Rse — (ko + 1) ko — (ka+ 1) \kse22 — (ks + 1)) |

__p ky+1 h+ k2 +1 ht
B koe?2 — (kg + 1) koe® — (ko + 1) ’
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Ezt minden tagban elvégezve, majd tovabb derivalva z; szerint addig, amig i, rendii
derivéaltakat kapunk, lathato, hogy

ai1+i2u L
= = (=1)"*"2" Y pozitiv értek).
PRI (-1) (p )
Tovabb haladva a zs,..., zs szerinti derivaltakban, a tétel allitasa kovetkezik. O

2. Numerikus példak az E[u(Xi,...,X,)] varhaté értékre s = 3 esetén

Nagy és Prékopa a [2] dolgozatban altalanos és hatékony modszert adott diszk-
rét valészinlségi valtoz6k magasabb rendd konvex vagy konkav fliggvénye varhato
értéke alsé és fels§ korlatjai konstrualasara. Az 1. szakaszban értelmezett hasz-
nossagi fliggvény eleget tesz a [2] dolgozatban megfogalmazott kivetelményeknek.
Ebben a szakaszban az ottani becslési modszereket alkalmazzuk az u(X,, Xs, X3)
valdsziniségi valtoz6 varhato értékére, ahol X, Xo, X3 diszkrét valdsziniiségi val-
tozok. Teljesség kedvéért 1jbol felirjuk a fiiggvényt:

u(z1, 22, 23) = log [(e*1517% — 1)(e®272+%2 — 1)(e™7+ ~ 1) — 1]
(2.1)
(zla 22, 23) € Za
ahol
Z =(0,1,2.3,4,5,6,7,8,9) x (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9) x (0,1,2,3,4,5,6,7,8,9).

Tegyiik fel, hogy e* %1% > 2, j =1,2,3, (21, 22,23) € Z esetén.
Becsléseink alapja egy tobbvaltozos diszkrét momentum probléma (TDMP),

melyet az (X,...,X,) valoszindségi vektorvaltozora fogalmazunk meg az alabbi
mébdon.

Feltessziik, hogy X, értelmezési tartomanya egy ismert véges halmaz: Z; =
{zj0,---,2jn; }» 3 =1,..., 8. Vezessiik be a kovetkezs jelolést:

pilu.i,:P(X1:21i1,~~aXs=Zsi,)7 05ij§’llj, j=1,...,$

ny M
— a1 % . .
Hay..co = E § 214, 243, Diy i

=0  i,=0
ahol a1,...,as nemnegativ egész szamok. A pq,. .o, Szdmot az (X1,...,X;) valo-
szinfiségi vektorvaltozé (a, ..., a,) rendi (hatviny)momentuméanak nevezzik. Az

a1 + ... + o Osszeg a momentum teljes rendje.
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Tekintsiink egy f(z), z€ Z, Z =2, x ... x Z, fiiggvényt és vezessiikk be a
kovetkez6 jelolést: fi, .. = f(214y,.--,2si,)- A tObbvaltozos diszkrét momentum
problémat az alabbi LP feladat irja le:

min (max) Z?ﬁ:o e ZZ‘;O Jiya.Pis s,
feltéve, hogy
n s x
(2.2) Ym0 e AT T i, = Mo,
a; 20, 3=1,...,8; on+... +a; <més
a;=0,5=1,...,k—1Lk+1,....8, n<ar <mg, k=1,...,5

Diy..i, 2 0, minden 4,,...,%; esetén.

A p;, . i, szimbdlumok a valtozok, mig a tobbi érték adott.

Ismeretes, hogy egy linearis programozasi minimum (maximum) feladat tet-
sz6leges dual megengedett bazisahoz tartozo6 célfiggvény érték mindig kisebb (na-
gyobb) vagy egyenld, mint az optimum érték. Ezt felhasznalva korlatokat nyerhe-
tiink az

(2.3) E[f(X1,...,X,)]

varhato értékre. A legjobb korlatokat az optimalis bazis szolgaltatja.

Az optimum értéket egy tetszéleges duil megengedett bazisbol kiindulva a
duél moédszer végrehajtasaval hatarozhatjuk meg. Indulé bazist pedig adott eset-
ben kénnyen meghatarozhatunk Nagy és Prékopa [2] cikke alapjan, ahol a szerz8k
elégséges feltételeket adnak arra vonatkozolag, hogy egy bazis duil megengedett
legyen. Ezeket dual megengedettségi struktura tételeknek nevezziik.

A felirand6 tételekhez sziikségiink lesz a kovetkez§ indexhalmazra:

(2.4) I=Iu (Y L),

ahol

(25) Ip = {(i1,...,4s) |0 < i; <m—1, egészek, j =1,...,s, i1+... +is <m}
és

Ijz{(ilv'--yis),ijEKj, 74[:0176]}

(2.6) |
K; = {kﬁl),...,kj(lK’!)} c{mm+1,...,n;}, j=1,...,s.
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Legyenek adottak a kovetkezd strukturak:

|K| paros

min ) w11, ,00) 40 41

max m,u(j),u(j) +1,... ,v(j),v(j) +1,n;
(2.7
|K;| paratlan
min  m,u? w9 + 1, 0D D 4+ 1
max  u w41, 00 ) 41 0,
Ekkor, megfelelden rendezve a Zj,..., Z, halmazok elemeit, igazak lesznek a
kévetkezok.

2.1. TETEL. Legyen zjo < zj1 < ... < 2zjn;, J =1,...,s. Tegyiik fel, hogy az
f(2), z € Z fiiggvény m + 1 rendd osztott differencai nemnegativak, tovabbd, hogy
a zj valtozéja szerinti m + | K| rendi osztott differenciai is nemnegativak, ahol K;
(2.7) valamelyik min struktdrdjat koveti, j =1,...,s.

Ekkor a (2.2) minimum feladat matrixanak I indexhalmazhoz tartozo oszlopa-
ibél 4ll6 B bazis dusl megengedett.

Ha a fent emlitett osztott differencidk mindegyike nempozitiv, akkor ugyanez
igaz a minimum helyett a maximum feladatra.

2.2. TETEL. Legyen zjo > zj1 > ... > Zjn;, j = 1,...,s. Tegyiik fel, hogy az
f(z), z € Z fiiggvény m + 1 rendi osztott differencdi nemnegativak, tovabb4, hogy
a z; véltozéja szerinti m + |K;| rendd osztott differencidi ugyancsak nemnegativak,
ahol K (2.7) valamelyik, az alabbiakban jelzett, struktirijat koveti, j = 1,...,s.
Ekkor igazak a kévetkezdk:

(a) Ham + 1 pdros, |K;| paros és K; (2.7) megfelel6 max struktiirdjat koveti vagy
ha m + 1 péros, |K;| paratlan és K; (2.7) megfelel6 min struktirdjat koveti,
akkor a (2.2) minimum feladat matrixéanak I indexhalmazhoz tartozé oszlopa-
ibél 4ll6 B bazis dual megengedett.

(b) Ha m + 1 pdratlan, |K;| paros és K; (2.7) megfelel6 max struktirajat koveti
vagy ha m + 1 pdratlan, |K;| paratlan és K; (2.7) megfelel6 min struktirdjat
kéveti, akkor a (2.2) minimum feladat métrixanak I indexhalmazhoz tartozé
oszlopaibdl allé B bézis dual megengedett.

Ismeretes és kinnyen belathato, hogy ha az R® tér egy nyilt konvex halmazan
értelmezett fiiggvény adott rendd (tiszta vagy vegyes) parciélis derivaltja folyto-
nos és nemnegativ fiiggvény, akkor az ugyanabbél a halmazbél vett, tetszéleges
alappontokhoz tartozo, megfelel$ rendii osztott differenciai is nemnegativak.

Tekintve fentieket, adott m, m;, j = 1,2, 3, paros szdmok esetén a (2.2) fiigg-
vénnyel vett TDMP probléméak koziil mind a maximum mind a minimum feladathoz
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talalhatéak dual megengedett bazisok. Ezt kihasznalva, a kdvetkez6 konkrét példak
megoldasaban, az alabbi kiindulé bazisokkal dolgozunk. Minimum feladat esetén
az

(2.8) {(i1,i0,83) |11 +i2+i3<mvagy i =0,k #jm <i; <mj,j=1,...,s}
valtozokhoz tartozo oszlopokkal, mig maximum feladat esetén az

(2.9) {(i1,82,43) | i1 + G0 + 13 > 27 —m vagy iy = 9, k # j,
' 9—m>i;>9—my, j=1,...,5)

valtozékhoz tartozé oszlopokkal.

2.1. PELDA. Tekintstik a (2.1) fiiggvényt az ) =as =az=a; =az =az =1
esetre. Korlatozo feltételeink jobb oldalan pedig alljanak a Z; tart6ju egyenletes
eloszlas megfelel6 momentumai.

Ha a vegyes momentumok koziil csak a kovariancidkat vessziik figyelembe, ak-
kor a tiszta momentumok maximalis rendjétdl fiiggden a kovetkezd eredményeket
kapjuk:

1. Tdbldzat
m | my | my | mg| Minimum | Lépés || Maximum | Lépés
2 2 2 2 16.083862403 93 16.439400518 69
2 4 4 4 16.236742070 124 16.337970820 128
2 6 6 6 16.265375750 211 16.297838921 123
2 8 8 8 16.272378408 309 16.294804990 294

Tekintve a fentieket, 1athato, hogy a fiiggvény varhaté értékére kapott alsod
illetve fels6 korlatok, a peremeloszlasok egyre to6bb momentumanak figyelembe vé-
telével, egyre kozelebb keriilnek egymashoz, az utolsé két esetben mar harom jegy
pontossaggal becsiilve a célfiiggvényt. Kicsit pontosabban vizsgalva az eredménye-
ket az is kideriil, hogy az utols6 esetben a minimum és maximum értékek relativ
eltérése kisebb mint 2 ezrelék.

Ha a megfelels tiszta momentumok mellet az Osszes legfeljebb 4 rendd vegyes
momentumot szerepeltetjiik a korlatozo feltételek kozott, akkor a 2. Tablazat ered-
ményeit kapjuk.

2. Tdbldzat
m | my | mp | m3 || Minimum | Lépés || Maximum | Lépés
4| 4 4 4 16.256237098 | 331 16.337929898 | 364

4 6 6 6 16.284878189 | 466 16.297815868 | 686
4 8 8 8 16.288316597 | 802 16.294784936 | 669

Osszehasonlitva a két tablazatot a kovetkezd tanulsigokat szirhetjiik le. Egy-
részt, mint az varhaté volt, a masodik esetben pontosabb eredményeket kaptunk.
Az utolso sor esetén a relativ eltérés kevesebb mint 4 tizezrelék.
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Masrészt viszont ennek a pontossdgnak nagy ara van. A tablazatokban az ered-
mények mellet szerepel, hogy a CPLEX program hany lépésben jut el az optimaélis
megoldasig. Lathatjuk, hogy hasonl6 pontossig (pl. hirom szamjegy) eléréséhez az
1. Tablazatban jéval kevesebb lépésre volt sziikség. Ha emellett még azt is figye-
lembe vessziik, hogy a 2. Tablazat esetén joval tobb sorral (és igy persze nagyobb
matrixszal) szamolunk, akkor maris vonzébbnak tiinik ujabb tiszta momentumok
figyelembe vétele a becslés javitasara, mintsem a momentumok teljes rendjének
novelése.

Természetesen, bizonyos hataron tul, mikor mar a pontossig tiszta momentu-
mok figyelembe vételével mar nem, vagy csak elhanyagolhaté mértékben javithato,
sziikség lehet magasabb rend momentumok figyelembe vételére. Altalanossagban
annyit mondhatunk, hogy ajanlott el6szor a tiszta momentumokban rejl§ lehets-
ségeket kiaknézni, és csak utdna ugrani egy nagysagrendet a vegyes momentumok
teljes rendjével.

A fenti példdban mind az u fliggvény, mind a momentumok general4sara hasz-
nalt eloszlas szimmetrikus volt. Erdemes egy altalanosabb példat is megvizsgalni,
egyrészt abbdl a szempontbdl hogy a kapott becslések lesznek-e olyan pontosak
mint a 2.1 Példaban, masrészt hogy az eddig leirt kbvetkeztetéseket mas példaval
is alatdmaszthassuk.

A koévetkezd feladat korlatozé momentumait elGallito eloszlas egyrészt aszim-
metrikus lesz, mésrészt, az el6z6 példatdl eltérGen, peremeloszlidsai sem lesznek
fiiggetlenek egymastol. Az (2.1) fliggvény paramétereinek is 0j értéket adunk, ezzel
is altalanosabba téve a példat. Megjegyezziik, hogy ezen paraméterek valtoztatasa
lényegében ekvivalens az 2.1. Példaban szereplé u fliggvény Z értelmezési tarto-
manyénak eltolasaval (ha az a; tagokat tekintjiik) illetve nyujtasaval (ha az o
tényezdket vessziik figyelembe).

2.2. PELDA. Tekintsiik a kovetkez6, Poisson eloszlasi, valoszintségi valtozokat,
X, Y;, Y,, Va3, rendre a kivetkez6 A paraméterekkel, 1, 2, 2.5, 3. Korlatozo felté-
teleink jobb oldalara az alabbi valészintiségi vektorvaltozé megfeleld momentumai
keriilnek:

(min (X +Y1,9), min (X + Y5,9), min (X + Y3,9)).

Az u fiiggvény, melynek varhato értékét becsiilni fogjuk, legyen a (2.1) fiiggvény az
alabbi paraméterekkel:

o] = 1.75, Qo = 1.25, Q3 = 0.75, ap = 3, as = 2, a) = 1.

Ha a vegyes momentumok koziil csak a kovariancidkat vessziik figyelembe, ak-
kor a 3. Tablazat eredményeit kapjuk, mig az m = 4 esethez tartozd becsléseket a
4. Tablazat tartalmazza.
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3. Tdbldzat

m l my | mo l ms3 “ Minimum I Lépés “ Maximum ] Lépés

2 2 2 2 18.466954935 62 18.572924791 46

2 4 4 4 18.532630264 111 18.550298509 126

2 6 6 6 18.541879509 178 18.544391959 148

2 8 8 8 18.543136443 | 263 18.543344110 191
4. Tdbldzat

m I mq l my | ma3 ” Minimum I Lépés “ Maximum | Lépés

4 4 4 4 18.532852070 | 254 18.550297658 | 325
4 6 6 6 18.541926465 | 742 18.544391052 | 658
4 3 8 8 18.543148260 | 542 18.543343503 | 736

Megvizsgalva a fenti adatokat, az Gsszes legfeljebb 8 rend tiszta momentumot
tekintve, az alsé illetve felsé becslés kozti relativ eltérés mind kovariancia, mind
a legfeljebb negyedrendii vegyes momentumok esetén kisebb mint 2-10~°, ami a
2.1. Példanal jobb eredmény. A most kapott lépésszamok és pontossagok Osszeve-
tése pedig alatdmasztja az el6z6 példa kovetkeztetéseit.
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A MULTIVARIATE UTILITY FUNCTION

GERGELY MADI-NAGY AND ANDRAS PREKOPA

A univariate utility function u(z) is usually required to satisfy the conditions: u/(z) > 0,
u”’(z) <0, i.e. the function should be nondecreasing and concave. Some authors, however, require
that the more restrictive conditions: u/(z) > 0, u’’(2) <0, u'’{2) > 0, u{® <0, ... should be
satisfied. Given a multivariate utility function u(z1,...,zs), we may require, in agreement with
the above weaker conditions, that it be nondecreasing in each variable and concave in all variables.
On the other hand, maintaining these conditions, we may impose on it the additional requirement
that all of its partial derivatives of odd (even) order should be nonnegative (nonpositive). In this
paper our objective is twofold. First, we construct a multivariate utility function that satisfies
the above-mentioned stronger conditions. Secondly, given the random wealths Xi,..., X, we
give lower and upper bounds for the expectation of u(X7i,...,Xs) when the random variables
are discrete with finite supports, their joint distribution is unknown but known are some of their
multivariate moments.
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A VEGES CRISS-CROSS MODSZER UJ VARIANSAI
BISZIMMETRIKUS LINEARIS KOMPLEMENTARITASI
FELADATRA*

ARIF A. AKKELES, BALOGH LASZLO ES ILLES TIBOR'

Jelen dolgozat célja a Zhang-féle 4j és flexibilisebb, linearis programozasi feladatra
megfogalmazott véges criss-cross modszer altalanositasa a linearis feltételes konvex kvad-
ratikus célfiiggvényes primal-dual feladatparhoz tartozé linearis komplementaritasi fel-
adatra. Klafszky és Terlaky &altal k6zo6lt véges kvadratikus criss-cross algoritmustol kii-
16nbozik az altalunk megfogalmazott 4j algoritmus.

Az uj kvadratikus criss-cross algoritmus végességének bizonyitdsa hasonlé a
Klafszky és Terlaky altal k6zolt kvadratikus criss-cross algoritmuséhoz és az ortogo-
nalitasi tétel alkalmazasara ad egy szép példat. Természetesen, ha a primal-dual fela-
datpar linearis programozasi feladat akkor a linearis komplementaritasi feladat struktu-
raja egyszeriibb és igy az algoritmus végességének a bizonyitasabol a Zhang-féle linearis
programozasi algoritmus végessége is kovetkezik.

1. Bevezetés

Tekintsiik a kovetkezd linearis feltételes, kvadratikus célfiiggvényes primal-dual
feladatpart:

1 1
min ¢Tx + 5 xTCTC x + > zTz
Ax + Bz >b (P),
X >0

*A kutatast az OTKA T 29775, illetve az FKFP 0152/1999 szamu pélyazata tamogatték.
tIllés Tibor készonetet mond a Magyar Tudoméanyos Akadémianak a Bolyai Jinos Kutatdsi
Oszténdijért (BO/00334/00).
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1 1
max yIb — 5 yTBBTy — 3 wlw
yTa- wI'Cc <ec (D),
y 20

ahol A € R™*™, B € R™*k C € R¥*™ tetszéleges matrixok és ¢, x € R®, b,y € R™,
z € R¥, w € R! vektorok.
Vezessiik be a primdl megengedett megolddsok

P={(x,2) eR"™* . A x+ Bz>b, x>0}
és a dudl megengedett megolddsok
D={(y,w)eR™ . yT4 —wTC <c, y >0}

halmazat.

Koénnyen megmutathato, hogy a (P) faladat célfiiggvénye konvex, mig a (D)
feladaté konkav fliiggvény. A konvex kvadratikus feladatok megoldasara szamos pi-
vot (pl. [21, 34]), illetve bels6 pontos algoritmus (pl. [28, 29, 18, 24]) ismert.

Egyszeriien igazolhat6 a kovetkezd allitas.

1.1. ALLiTAS (Gyenge dualitas tétel). Bédrmely (x,z) € P és (y,w) € D esetén
A o l r v L rppr 1 T
cx+—2-xCC'x+§zzzyb—inBy—§ww. C

A (P) és a (D) feladatparhoz tartozé komplementaritasi feladat pedig linearis
komplementaritasi feladat lesz {2], amelynek matrixa érdekes struktaraval rendel-
kezik [17], és a kovetkezd formaban adhaté meg:

—Py - Ax + § =-b

ATy — Qx + X = ¢
(LCPgp),
X, ¥,XYy 20

xx=0, yy= 0

ahol P = BBT és Q = CTC pozitiv szemidefinit matrixok, és az xX = (z1Zy,- . .,
TnZ,) komponensenkénti szorzast jelol, ugyanigy az y ¥ is. Az (LCPgp) a (P) és
(D) feladatokhoz tartozé Karush-Kuhn-Tucker rendszer, [2, 11, 17]. Jeldlje a (P)
és (D) feladatokbol nyert (LCPgp) feladat matrixat M. Ekkor az M matrix a
kévetkezd alaki lesz:

P A

—AT Q

M =
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-b

Vezessiik be a kovetkezd jeldleseket: N :=m+n, q:= (), u:= (y,x) és v :=

(¥,%). Ekkor az (LCPqp) feladat egyszerien
-Mu+ v =q
u, v >0, (LCPyp),
uv=20

alaku lesz, ahol az M maétrix specilis szerkezetd, tin. biszimmetrikus mdtriz®.

A B matrixot az (LCPgp) feladat bdzisanak nevezziik, ha B a [-M | mét-
rixnak egy N x N-es nem szingularis részmatrixa. Indulé bazisnak, altalaban, a
By = I matrixot valasztjuk, ahol az I az N x N-es egységmatrix.

Vezessiik be az (LC Pgp) feladat megolddsainak az

F={(u,v) e R?N . -Mu+v=q}
a megengedett megolddsainak az
Fo={(u,v)€F :u>0,v>0}
és a komplementdris megolddsainak az
Fe={(u,v)€F : uv=0}

halmazat. Ekkor az (LC Pgp) feladat megengedett komplementdris megolddsainak

a halmazat
Fr=FgNF,
jeldli.
Egyszertien igazolhato a kovetkezd lemma [17] az (LCPgp) feladat esetén:
1.1. LEMMA. Legyen (u’,v'), (u",v") € F tetsz6leges megoldasa az (LCFPgp)

feladatnak. Ekkor
W —u) (v =v") >0. 0

A linearis komplementaritasi feladat? elméletét tobb matematikai programo-
zési témaju kdnyvben, kiilénbdz6 szempontok alapjan targyaljak [26, 20, 4, 41].

A konvex programozis dualitas elméletének (lasd pl. [2, 26]) a kovetkezmé-
nye az alabbi eredmény, amelyre mi kézvetlen, konstruktiv bizonyitast adunk a

cikkiinkben.
P A P 0 0 A
M= - + € RNXN
-AT @ 0 Q -AT o

biszimmetrikus mdtriz, ha P és Q pozitiv szemidefinit matrixok.
2 Amennyiben eltekintiink az M matrix specidlis tulajdonsagaitél az an. (ditaldnos) linedris
komplementaritdsi feladatot kapjuk.

1
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1.1. TETEL. A (P) és (D) feladatnak pontosan akkor létezik optiméalis megol-
dédsa, ha az (LCPgp) feladatnak létezik megoldasa. O

Az el6z6 tétel alapjan elegendd az (LC Pgp) feladatot megoldanunk. Ismert,
hogy az (LC Pgp) feladatot — szamos matrix osztalyra, ilyen példaul a biszimmetri-
kus matrixok esete is — barmely q € R" jobboldal esetén, meg tudjuk oldani 14, 26].
Az (LCFyp) feladat megoldasara tobb pivot algoritmus (pl. [39, 22, 3, 23, 37, 14,
25, 17]) és nagyszamu belsGpontos algoritmus ismert (pl. [18, 19, 13]).

A pivot algoritmusok bazismegoldasokon keresztiil jutnak el egy megengedett,
komplementaris bazishoz vagy kimutatjak, hogy ilyen nem létezik. Két tipusuk
ismert: (1) nemnegativ megoldasokon keresztiil érnek el egy megengedett és komp-
lementaris (bazis) megoldast [39, 22, 23], (2) komplementaris bazis megoldasokon
keresztiil érnek el egy megengedett és komplementaris bazist (pl. [3, 37, 14, 17])
vagy kimutatjak ilyennek a nem létét. A masodik csoportba tartozo egyik algorit-
mus Klafszky és Terlaky véges criss-cross médszere [17]3.

A bels6pontos médszerek ennél joval valtozatosabbak, habar hatékonysaguk,
szinte kivétel nélkiil, a Sonnevend Gyorgy altal bevezetett centrdlis wt [28] koveté-
sébdl adodik.

A lineéris komplementaritasi feladat legfontosabb elméleti kérdéseit (centra-
lis ut, maximalis komplementaris megold4s, analitikus centrum létezése [20]) — a
Newton-lépés [27] felhasznalasaval, elemi modon, a logaritmikus-barrier figgvény
[20, 27} alkalmazasa nélkil — valaszoljak meg Illés, Roos és Terlaky [10] P.-matrixok
[20] esetén®. A belsGpontos médszerek altalaban igénylik indulé belss pont létezé-
sét, [13, 18, 19, 20, 24], habar ma mar ismertek olyan belsGpontos médszerek is,
melyek (in. nem megengedett induld pontbol (is) elindithatok [12, 30|, és amennyi-
ben van megoldas, polinom idében megtalaljak azt, kiillénben pedig kijelzik ilyennek
a nem létezését.

Az elmult évtizedben a Terlaky-féle linedris programozasi criss-cross algorit-
mus [31, 32, 33] egyszerisége szamos kutatot inspiralt tovabbi munkéra a pivot-
algoritmusok teriiletén, sok érdekes és meghdkkent§ elméleti tulajdonsagat mu-
tatva ki a criss-cross modszernek [6, 7], 4 alkalmazasi teriileteit tarva fel a pivot-
algoritmusoknak [1]. A pivot algoritmusokrol, az elmilt évtizedek eredményeirsl
sz6l Terlaky és Zhang dolgozata [35], illetve a criss-cross médszerrel kapcsolatos
kutatasokat Gsszegzi Fukuda és Terlaky cikke [8, 9].

A criss-cross moédszert ellenzék legfGbb érve az eredeti Terlaky-féle criss-cross
mo6dszer numerikus hasznalhatésaga ellen a criss-cross pivot szabaly nagyfoka ko-
tottsége, egyértelmisége volt, kiemelve a szimplex varidnsok flexibilitasat a be-
mend valtozok kivalasztasa soran. Néhany eredmény [7, 6] és néhany szép tipus-
példa [9] cafolni latszik az ellenz6k bizonyos érveit, annak ellenére, hogy a criss-
cross modszernek még egyetlen, komolyan tesztelt implementéacidja sem ismert.

3 A kvadratikus criss-cross modszer végességének egy alternativ bizonyitasa talalhaté meg Vi-
liaho [38] cikkében.
1A P.-matrixok a pozitiv szemidefinit matrixok altalanositasanak tekintheték.
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Komei Fukuda tObb eldadasaban is emlitette a criss-cross modszer j, flexibili-
sebb varidnsanak az elkészithetGségét. S6t egy ilyen lehetdségrél tuddsitott is a
Fukuda-Matsui {5] cikkben, ahol bizonyos valtozok sorrendjét, pivotalas elstt, fel
lehetett cserélni egy 0-1 vektor alapjin, amelyet minden iterdciéban moédositot-
tak. Mégis az elsG tényleg flexibilisebbnek hitt valtozatai a criss-cross médszernek
csupan 1997-ben lattak napvilagot linearis programozasi feladatra, Shuzong Zhang
dolgozataban [40].

Jelen dolgozat célja a Zhang-féle 1ij, flexibilisebb criss-cross médszer [40] altala-
nositésa az (LC Pgp) feladatra. Klafszky és Terlaky altal kozolt véges kvadratikus
criss-cross algoritmustoél [17] killonbodzik az altalunk megfogalmazott 1j algoritmus.
Az 1j kvadratikus criss-cross algoritmus végességének bizonyitasa koveti a Klafszky
és Terlaky cikkében kidolgozott médszert [17], és az ortogonalitasi tétel [15, 16, 11]
alkalmazédsara ad egy szép példat. Termeészetesen, ha az (LCPgp) esetén, a PP és
Q zér6 matrixok, akkor az (LCPgp) egy olyan komplementaritasi feladatra re-
dukalédik, amelynek a strukturaja megegyezik a linearis programozési feladatbol
nyerhets (LC Ppp) feladatéval és igy az algoritmus végességének bizonyitasabol a
linearis programozasi algoritmus végessége is kovetkezik.

A dolgozatban hasznalni fogjuk a kdvetkezs jeloléseket: @ nem negativ, © nem
pozitiv, + pozitiv és — negativ elemeket (szamokat, koordinatakat) jelolnek. Ha egy
elem helyén a pivot tablaban * 4ll, akkor arrél semmilyen kdzelebbi informéciéval
nem rendelkeziink.

A cikk tovabbi részében eldszor a pivot tablaval és a diagonalis, illetve a felcse-
rélgs pivotalassal kapcsolatos ismereteket foglaljuk Gssze. Ezt koveti az 0j criss-cross
algoritmus egyik varidnsanak a megfogalmazasa (2. rész). A 3. részben az algorit-
mus végességét igazoljuk. A 4. részben a criss-cross algoritmus maésodik varidnsat
is megfogalmazzuk.

2. A criss-cross modszer egy ij variansa

Az (LCPgp) feladat induld (révid) pivot tdbldja

1. dbra. A bazis valtozok az y, X; mig az y és az x a bazison kiviiliek.
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alaky, és az induld megoldasa y = -b, X =c¢,y =0ésx=0,azazu=0,v = q,
ahol q = (—b,c)T. Az aktudlis (rovid) pivot tabla belsejét, az 1. dbréan ez a —M
matrix, az M matrix jeloli. Az (LCPgp) tetszOleges B bazisdhoz tartozd (rdvid)
pivot tdbldt vagy bdzistablit az Mg = [M,q) = [-B~'M, B~ !q] jeldli.
Az algoritmus megfogalmazasakor harmas célt kdvetiink:

1. komplementaris tablakon (bazisokon) keresztiil jusson el a megoldasig,

2. 6rizze meg a tabla strukturajat (biszimmetrikussagat),

3. véges legyen az algoritmus.
Mivel a P és a @ pozitiv szemidefinit matrixok, a diagonalis elemek értéke a tab-
laban negativ vagy nulla. A pivotalasra tehat kovetkezs lehetdségek kinalkoznak,
ha a pivot tabla komplementaritasat meg szeretnénk Grizni [17, 23]: a diagondlis
pivot, felcserélds pivot és a blok pivot®.

Uj

2. dbra. Diagonalis pivot.

Legyen a v; bazisvaltozo, és tegyiik fel, hogy v; < 0, azaz nem megengedett.
Ha 7n;; < 0, akkor az u; belép a bazisba, és a v; tavozik (diagonalis pivot)®.

Uy U
0

v; | 0 0 0 - -
0

Uk +

3. dbra. Felcserélés pivot.

5 A felcserélés pivot tulajdonképpen 2 X 2-es blok pivot. Az algoritmusunkban azonban nagyobb
meéretii blok pivotot nem engediink meg, mert bonyolulttd tenné a végesség igazolasat.
A vy elSallitasaban, az u; valtozo egyiitthatdja, az adott bazisban, my;.
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ElképzelhetS azonban az is, hogy m;; = 0. Ekkor az M matrix negativ szemi-
definit részében a j. sor (és a j. oszlop) minden eleme nulla (lasd pl. [11]), vagyis
pivot elem kizarélag a ferdén szimmetrikus részben talalhat6. Ha a j. sorban van
olyan elem, amelyre m;; < 0, akkor az uy belép a bazisba, és a v; tavozik onnan,
de igy a tabla elveszitené a komplementaritasat. Ezért a (4, k) pozicio utan a (k, j)
pozicion is pivotdlunk, ahol 7, > 0 elem &ll. Ennek a masodik pivotnak a haté-
sara uj belép a bazisba, és vy, tavozik a bazisbél (felcserélds pivot), visszaallitva a
tabla komplementaritasat.

Természetesen az az eset is el6fordulhat, amikor mj, > 0 teljesiil, barmely j
index esetén. Ez a linearis egyenlStlenség rendszerek megoldhatésagaval kapcsola-
tos nem megengedeltségi kritérium, amelynek az el6fordulasa azt jelenti, hogy az
(LCPgp) feladatnak megengedett megoldasa sincsen, azaz Fg = .

Egyszerten igazolhaté (14sd pl. 36, 11]) a kovetkezd:

2.1. LEMMA. A diagonglis és a felcserélés pivot meglrzi:
(i) a pivot tabla komplementaritasat, és
(i1} a (révid) pivot tdbla biszimmetrikussgat. O

Legyen 7 := {uj,us,...,un,v1,%s,...,un} U{q} a valtozok, illetve a hozza-
juk tartozé indexek I := {1,2,...,N,1,2,..., N} U{¢} halmaz, ahol N = n +m és
|Z| = |I} = 2 N + 1. A jelolések egyszertiisitése végett allapodjunk meg abban, hogy
& = o teljesiil, barmely « € I esetén.

Legyen az Ip és In az (LCPgp) feladatnak a bdzis, illetve a nem bdzis index
halmaza. Az |Igl = N és az |Iy| = N + 1, hiszen g € Iy teljestl barmely bazis-
tabla esetén. Ha ¢ € Ig akkor az i € Iy, illetve, ha j € Iz akkor j € Iy teljesil a
bazistablak komplementaritasa miatt.

Miel6tt megfogalmaznank az algoritmust, vezessiik be a kovetkezs leképezése-
ket:

s, : I+ NZVN és legyen sy = (0,0,...,0) € N2V, illetve

7, ha az o € I indexd valtozé mozog az r. iteracidban
sr(a) =
s,—1(a), killénben

Kénnyen belathatd, hogy barmely pivotalasi szabaly esetén s, > s,_1 lesz, és s, #
Sy—1.
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2.1. ALGORITMUS. Induljunk ki az 1. abran adott (révid) pivotalasi tablabol,
amely biszimmetrikus és komplementaris. Legyen M = M, § = q, r = 1 és s¢ adott.

1. lépés: Legyen J := {av € I : g, < 0}.
Ha J = @ akkor megoldottuk a feladatot, STOP;

kiilonben menjiink a 2. lépésre.

2. 1épés: Legyen Juax := {6 € J: s,-1(8) > s,—1(a), barmely o € J esetén} és
valasszunk ki egy tetszdleges k € Jax indexet.
Ha my, < 0 akkor diagonalis pivotot alkalmazunk, és legyen

T hai € {k,k}
s (1) =

s,-1(i), hai¢ {k &}

noveljik meg az r értékét eggyel és menjiink az 1. lé-
pésre;
kiilsnben menjiink a 3. lépésre.

3. lépés: Legyen K := {a € I : Mg < 0}.
Ha K = () akkor P =0 vagy D =, STOP;

kiildnben menjiink a 4. lépésre.

4. lépés: Legyen K ax := {,6 € K:5.-1(8) > sr—1(a), barmely a € K esetén} és
valasszunk ki egy tetsz_(’)’l_eges | € K hax indexet. Alkalmazzunk felcserélds
pivotalast a (k,1) és (I, k) indexekkel adott poziciékon.

Legyen tovabba

T, hai e {k,!}
sr(t) =
sr—1(1), egyébként.
és
r+1, haic{kl}
sr41(2) =
s-(i), egyébként.
Noveljiikk meg az r értékét kettGvel és menjiink az 1. lépésre. O

A 2.1. Algoritmus pivotalasi szabilyat a szakirodalomban LIFO (last-in-first-
out) pivotélasi szabalynak nevezik. Illusztraljuk az algoritmus miikédését (egy fel-
cseréls pivotalast) a kovetkezd példaval.
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2.1. PELDA. Legyen adott az M € R3*5 matrix és a q € R® vektor az alabbi
formaban

0 0 -1 -2 1 4 UuUp vy
0 0 -1 1 -1 -2 Ug Vg
M= 1 1 2 0 01}, gq= 0, u=|uz|, v=|wvs{,
2 -1 0 2 0 Uy N
-1 1 0 0 2 0 Uus Us

ahol u és v a valtozok vektorai.

Az indulé bazistibla az alabbi

Bo (5} Ug Uus Uy Us
v] 0 0 1 2 -1
vy 0 0 1 -1 1] -
vg | -1 -1 =2 0 0
vy | —2 1 0 -2 0
vs | 1 -1 0 0 -2

S O D o o2

Ekkor a J = {2} (1. 1épés) és Jmax = {2}, k = 2, azaz maz = 0 (2. lépés). To-
vabba K = {4} (3. lépés) és Kax = {4}, valamint mqg = —1 < 0 (4. lépés).

Felcserélds pivot: pivot pozicié (2,4), tehat a vy valtozé tavozik és az ug belép
a bazisba

By | uy wue uz ve us
Uy 0 0 3 2 1
U4 0 0 -1 -1 -1
vg | -1 -1 =2 0 0
vy | =2 1 -2 -2 =2
vs 1 -1 0 0 -2

O O DO

Ekkor az s vektor a pivotélas utan a kovetkezd alaka lesz, s; = (0,0,0,1,0,0,1,
0,0,0) (4. 1épés).

A felcserélés pivot, masodik pivot pozicidja a (4,2), azaz a vg valtozéd tavozik
a bazisbdl és az uy belép.

Byl uy vg uz vy us|q
U1 0 0 3 2 110
Ug 0 o -1 -1 -1712
vy | —3 1 -4 -2 -=-21|4
up | —2 1 -2 -2 =-21|4
vy | —1 1 -2 -2 -4 4
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Az s vektor a pivotalas utan a kovetkezs alaka lesz, sy = (0,2,0,1,0,0,1,0,2,0)
(4. 1épés) és figyeljiik meg, hogy az M matrix biszimmetrikus. Visszatérve az 1. 1é-
pésre kideriil, hogy a megoldas megengedett, tehat elSallitottuk az (LCPgp) fela-
datnak egy megoldasat. 0

Ezzel illusztraltuk azt, hogy az algoritmussal szemben tamasztott kdvetelme-
nyek koziil a 2. és a 3. (a komplementaritis és a biszimmetrikussdg megdrzése)
teljesiil. Hatra van az algoritmus végességének az igazolasa, amit a kovetkezd pa-
ragrafusban indokolunk meg.

Feltéve, hogy a 2.1. Algoritmus véges: vagy az 1. lépésben, vagy pedig a 3. 1é-
pésben allhat le. Amennyiben az 1. lépésben all le, tigy az 1.1. Tétel értelmében
elgallitottuk a (P) és a (D) feladatok megoldasat is. Ha a 3. lépésben all le a 1.1.
Algoritmus akkor az (LCFPgp) nem lesz megengedett, hiszen a révid pivot tabla

k. sora, m*) > 0 és g < 0, azaz

-Mu + v = g

v

u, v

rendszer nem oldhat6 meg. Ekkor a (P) és a (D) feladatparnak nincsen optimalis
megoldasa (lasd pl. [14, 11]). Kimondhatjuk a kovetkezo allitast

2.1. ALLiTAS (Erés dualitas tétel). Ha P # 0 és D # § akkor létezik (x*,2*) €
P és (y*,w*) € D, amelyekre

1 1 1 1
cTx* + 3 x*)TcTex* + 2 (z)7z* = (y*)'b- 3 (y*)"BBTy* - 3 (wTw*. O

Mar csak az marad hatra, hogy az algoritmus végességét igazoljuk.

3. Az algoritmus végessége

Vezessiik be a t; és t® (2 N + 1)-dimenzi6s vektorokat, ahol i € I és j € I,
a kovetkezé médon:

(B~'m;),, hakelp
(t;), = -1, hak=j
0, ha k € InU{g} \ {j},
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illetve
(B7'a),, hakelp
(tg)y = -1, hak=g¢q
0, ha ke Iy
és

(t9)" =eTB~(-M I q).
Az ortogonalitasi tétel [15, 16, 11] alapjan: barmely két B’ és B” bazis esetén
(1) (t5)7¢" = o,

ahol i € Ig: és j € In-.

Illusztraljuk az ortogonalitasi tételt a 2.1. Példa segitségével. Valasszuk a By
bazisbél az els§ sort, azaz

M7 = (0,0,1,2,-1,1,0,0,0,0,4)
és a t3 vektort a B; béazis tablabol
(ts)” = (0,0,-1,-1,0,3,0, -2, —2,0,0).
Egyszerii szamolassal adodik a
(M) by = -3+3=0,
azaz a t(1) és t} vektorok merdlegesek egymasra.

A tovabbiakban sziikségiink lesz a kdvetkezd lemmara.

3.1. LEMMA. Legyen (u’,v’), (u”,v") € F.. Ekkor
W) v+ )TV <o.

Bizonyitds. Figyelembe véve azt, hogy az algoritmus komplementaris tablakat
general és az 1.1. Lemmat, ekkor

0< (v~ u")T(VI —v") = (uI)TV' _ (UH)TVI _ (uI)TVII + (u”)Tv”,
de a megoldasok komplementaritasa miatt, a kivetkezs Osszefiiggés adodik
(2) W) Tv + () v” <. ad

A tovabbiakban bebizonyitjuk, hogy a 2.1. Algoritmus véges.
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3.1. TETEL. A 2.1. Algoritmus véges.

Bizonyitds. Indirekt mdédon bizonyitjuk az allitast. Tegyiik fel, hogy az algorit-
mus nem véges. Ez azt jelenti, hogy van olyan példa, amely esetén az algoritmus
végtelen sok bazistablat general. Mivel a lehetséges bazisok szama véges (legfeljebb
(%V )), ezért egyes bazisok végtelen sokszor fordulnak els. Ezt a jelenséget ciklizd-
ldsnak nevezziik. Azon példak kozil, amelyek esetén ciklizalas 1ép fel, tekintsiink
egy minimdlis méreti (LCPgp) feladatot, azaz egy olyat, amelynél kisebb méretd
feladatra az algoritmus méar nem ciklizl. A miniméalis méret miatt, minden valtozé
részt vesz a ciklizalasban.

Figyeljiik meg az algoritmus &ltal eldallitott bazistablak sorozatat, és jelolje
Mp: azt,

(i) amely esetén valamely valtozé par el8szor valtoztat bazis allapotot (jelolje ezt

a part az (up,vy)),’ és

(ii) az Mp: tablat kovetSen mar s,.(a) > 1, barmely « € I esetén, azaz az Mp
utan mar minden valtozd bazis allapota legalabb egyszer megvaltozott.

Nyilvanvalé, hogy a v, bazis és az u, nem bazis valtozé az Mp: tadblan.

Az Mg az utolsé olyan (révid) bazistabla, amely esetén valamely o € I indexi
valtozo(k) esetén s,(c) = 0, azaz még nem valtoztattak bazis allapotot. A kérdés
az, hogy maximum hény ilyen valtozo lehet? A vélasz eléggé nyilvanvalé: ha az Mg
tablan diagonalis pivotra keriil sor akkor egy par, kiilonben maximum két olyan
par viltozé lehet, amelyek még nem mozogtak.

Vizsgaljuk meg az Mp: tablan el6fordulé elgjelstruktirdkat egy kicsit részlete-
sebben. A 2.1. Algoritmusban definialt szabaly alapjan az M p. tablan az u, valtoz6
belép a bazisba és a v, tavozik az r'., illetve az (r' + 1). iteracioban. Az Mp- tablan
a kovetkezs esetek fordulhatnak elo:

1. A v, valtozo kivalasztdsa egyértelmien tortént. A v, valtozd tavozik és az u,
valtozo pedig belép a bazisba, (diagonalis pivot, 4. abra, (a)), ekkor

!

T, ha o€ {p,p},
sp(a) =
sp—1{a), egyébként.

7 Jegyezziik meg, hogy a p nem feltétleniil a maximalis index.
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Up U Up

(a) ® (b) ®
v; + |

52} 5%

® 0| @

&® 0|

Up — —_ Up — 0o .- 0 —

4. dbra. A v, valtozé tavozik az aktualis bazisbol, kivalasztasa egyértelmien tortént.
Az (a) esetben diagonalis, mig a (b) esetben felcserélds pivotéalasra keriilt sor.

2. A v, véltozd kivalasztasa egyértelmiien tortént és my, = 0 a révid tablan, ezért
felcserélds pivotra keriilt sor. A v, valtozé tavozik és az u; belép, illetve v;
tavozik és az u, valtozo pedig belép a bazisba, (4. abra, (b)), ekkor

’I"/, ha« «a € {ﬁl]})
spp1{a) =¢ 41, ha ae€{pj}
sp—1{a), egyébként.

Ebben az esetben nem lényeges, hogy az u; nem bdzis valtozo és a v; a bazis
valtoz6. Ha nem igy volna akkor csak az s,/ 41() trividlis modositasat vonna
magautén az a € {j, j} esetén.

3. A v, valtozot valasztottuk ki, de a vi valtoz6 sem mozgott még eddig. Mivel
az Mg/ utan mar minden par mozgott, ezért ez a tabla csak akkor lehet az
Mg, ha felcserélGs pivotalasra keriil sor, (5. 4bra) azaz v, tavozik és u belép,
illetve vy tavozik és u, 1ép be a bazisba, ekkor

r',  ha ae€ {pk},
spri(a) =< ' +1, ha ac€ {pk},
sr—1(cx), egyébkent.

Figyelembe véve, hogy a vy, és uy, valtozopar is elGszér mozog, a pivotalasi sza-
baly alapjan a v, valtoz6 sordban, az ux valtoz6 egyiitthatojat és és a g, értéket
kivéve, minden mas elem nem negativ értékd. A révid tabla biszimmetrikussaga mi-
att, pedig az u, vatozo oszlopa, a vy egyiitthatojatol eltekintve nem pozitiv értékd
lesz (5. abra).
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5. dbra. A g értéket  jeldli. Ha g > 0 akkor, lényegében a 4. abra (b) esetét
kaptuk, kiilonben qx < 0, azaz akar a v, valtoz6 tavozasaval is kezdédhetett volna a
pivot pozicid kivalasztasa.

Az eddigi esetekben a v, viltozot, Ggymond aktivan, valasztottuk ki a bazisbél
valé tavozasra. Elsfordulhat az is, hogy felcserélds pivot esetén, az up, illetve v,
valtozé kivalasztasa passzivan torténik meg. Ezt illusztralja a 6. bra®.

4. Az Mp bazis tabla esetén, valamely v; valtozo tavozik a bazisbol és felcserélSs
pivotalasra keriil sor, azaz /m;; = 0 a révid tablan. A bazisba belépd valtoz6 az

u,, illetve a masodik pivotélaskor a v, tavozik és az u; belép a bazisba, ekkor

r, ha o< {p,j},
spyr{@) = ¢ 7 +1, ha o€ {p, i},

sr—1(a), egyébkent.

A 2.1. Algoritmus pivotéalasi szabalya és az Mg tabla definicidja alapjan nyil-
vanval6, hogy a v; valtozd sordban az egyetlen negativ érték az u, valtoz6 egyiitt-
hatéja, azaz az u, valtozot, mint a bazisba belépét, egyértelmden valasztottuk ki®.

8 A teljesség korlatozasa nélkiil feltehetjiik, hogy a v; bazis véltozo.

9El6fordulhat az az eset, amikor a v; valtozo is el6sz0r mozog, de ezt az esetet, azért nem kell
kiilén targyalnunk, mert csupan megallapodas kérdése, hogy a két lehetséges valtozé koziil, az
aktivan, illetve passzivan valasztottat nevezziik-e ,utolsé’nak. Ezt az esetet, egyébként, az 5. 4bran

mutattuk be.
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6. dbra.

A B’ bazist kévetSen, mind a bazis valtozok, mind pedig a bazison kiviili valto-
z6k kozott kialakult egy egyértelmii rendezés, hiszen minden iteraciét jelzé, s, (i),
kisérd érték, pontosan egyszer fordul el§ az aktudlis Iy és Iy index halmazokhoz
tartozé valtozok esetén. A tovabbiakban a valtozok kivilasztiasa egyértelmii lesz,
ez azt jelenti, hogy |Jmax| = |Kmax| = 1 lesz a tovabbi iteraciok soran.

A ciklizalas miatt, figyelembe véve a példa minimalis méretét, minden valtozé
végtelen sokszor valtoztatja meg a bézisdllapotat, ezért lesz egy olyan, a B’ bazist
kivetd els6 B” bazis, amelynél az (up, vp) par djra bazisallapotot valt, azaz u,
tavozik a bazisbél és a v, belép a bazisba.

Az Mg~ tabla az, amely esetén az (up,vp) valtozo par elGszér mozog az Mp:
tabla 6ta. Az u, valtozé tavozik a bazisbol. Ekkor a kévetkezs esetek fordulhatnak
els.

A. Diagonalis pivottal torténik a baziscsere, 7. abra.

B. Az u, valtozot valasztottuk tadvozé valtozénak és felcserélds pivot torténik, 8.
abra. (Az u, valtozo tavozik és a v;(u;) 1ép be a bazisba.)

C. Az u(v) valtozot valasztottuk tavozd valtozonak és felcserélds pivot torténik,
ahol a v, valtozo lép be a bézisba, 9. dbra.

Vizsgaljuk meg részletesen a felsorolt eseteket.

Az u, valtoz6 kivalasztasara a 2.1. Algoritmus 2. lépésében keriilt sor, azaz
Jinax = {p}. Ebben az esetben, ha §; < 0, azaz i € J, akkor s, (i) < sy (p) teljesil.
Ekkor barmely i € J\ {p} indexi valtoz6, az Mg+ bazis 6ta nem mozgott, tehat az
i € Ig., vagyis, ha uf < 0 (v) < 0) akkor ) > 0 (v] > 0) és v[ =0 (u] = 0) teljesiil.
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Up - | -

7. dbra. Az up valtozd tavozik az Mg~ tablan diagonalis pivottal.

Elemezziik most a kdvetkezs eseteket:

1. & A. Figyelembe véve az u; < 0, v, =0 és v, <0, u;, = 0 dsszefiiggéseket
(3) up, vy 4 uy, v, >0

adodik. Az i € J\ {p} esetén

(4) uwj vy +ul vi =0

teljesiil és a j ¢ J esetben uf, v}, uj, v} > 0 miatt

(5) u; vi +uj vy >0
lesz. Osszegezve a (3)-(5) egyenlétlenségeket
(u')TV” + (u”)Tv’ >0

adodik, ami ellentmond a (2) egyenlGtlenségnek, tehat az 1. és az A. eset nem
kovetkezhetnek egymésutén.

2. & A. eset megegyezik az 1. & A. esettel, hiszen a 2. esethez tartoz6 tablan
(4. abra (b)) a g vektor elGjel struktiraja megegyezik az 1. esethez tartozé tébla
(4. abra (a)) jobboldal vektordnak az elGjel struktirajaval, tehat ez az eset sem
fordulhat els.

3. & A. Mivel a v el§jelét nem ismerjiik, ezért meg kell vizsgalnunk mindkét
lehetséges esetet, azaz, ha

(a)v, >0 és

(b) v}, < 0.
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Az (a) eset ugyanugy ellentmondasra vezet mint az 1. & A.

A (b) esetben sziikséges figyelembe venniink az u} értékét (el6jelét) is. Ennek
megfelelGen tobb esetre dgazik szét az elemzésiink.

Ha v}, < 0 és u){ = 0 akkor az (a) esethez hasonléan ellentmondésra jutunk.

Ha v;, < 0 és uy < 0 akkor legyen Mg az a pivot tabla, amelyen az uy valtozo
eldszor lép be a béazisba az Mp: tabla 6ta. A pivotaldsi szabaly alapjan legyen
J={ielgn : tj; <0}. Nyilvin k € J és spm_1(k) > spm_1(i), 1 € J, 1 # k esetén.
Mivel sp41(p) > s 4+1(k), illetve, ha v, bazis valtoz6 az Mg« tablan az csak ugy
lehetséges, hogy az Mpg. és Mp. tablak kozott el6forduld valamely tablan (up,vp)
valtozok mozogtak, de akkor s, _1(p) > sy ..1(k), tehat t%’; > 0 lenne.

T
Az ortogonalitasi tétel alapjan (')t = 0.
Az i€ J\ {k} indexi véltoz6k nem mozogtak az Mp- tabla 6ta, azaz t}; t;; = 0,
mivel i # p és i # p. Tovabba

(6) tsitia 2 0 teljesiil barmely j ¢ JU {p,5,k, k,q}.

A pivot szabaly miatt t;,, t5; > 0, illetve t5; = 1 és t;, = 0 alapjan
! mn 7 m

(7) tﬁﬁ tﬁq + tﬁp tpq 20

teljesiil. Mivel vy bazis valtozo volt az Mg, tablan, ezért t;E =0és t%k < 0, hiszen
(B, k) pivot pozici6é volt. A pivotalasi szabaly miatt t;':':; =0 és ty, <0, valamint
ts, <0ésty = —1. Ez alapjan

n

(8) tor g T Lok thq T thgteg > 0

adodik. Osszegezve a (6)—(8) egyenl6tlenségeket kapjuk a
T

(9) 0< (tP) ¢ =0

ellentmondast.

Ha v}, < 0 és u}] > 0 akkor két tovabbi lehetSségiink van, azaz (i) sy~ (k) > 7/,
vagy (i) sy~ (k) =r'. '

Amennyiben az (i) eset all fenn akkor az uy, valtozo tavozott valamely bazisbol
(és kés6bb ujra bekeriilt a bazisba) az Mg~ tablat megel6z6en. Ezzel szemben az
(i1) esetben az uy valtozonak (legalabb egyszer) el kell hagynia ahhoz a bazist, hogy
ciklus kialakulhasson. Erre csak az Mp~ tibla utan keriilhet sor.

Fiiggetleniil az (i) és (ii) esetektd], jelolje Mg azt a bazis tablat, amely esetén
az uy valtozo, elsd alkalommal tavozik a bazisbol.

Ha s,#(k) >r' akkor az Mg~ tabla megel6zi az Mp~ tablat, ezért v’ =
s (k) < spo(p) =1’ + 1. Mivel az uy, valtozoé belép a bazisba, ezért u,’ > 0. Meg-
mutatjuk, hogy a (9) egyenlétlenség most is teljesiil. Az egyetlen kiilonbség az el6z6
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elemzéshez képest az, hogy a t; > 0, amig t;, = 0. Masfell a ¢;, = 0 miatt, ha a

tiy ertékeit felcseréljiik 7 értékeivel, az Gsszefiiggések valtozatlanok maradnak.

Végezetiil, ha a B" bazis a B” bazist kéveti (ez az (ii) eset), akkor ¢ = uy’ <

0 és t;;’; = v" = 0 teljesiil. Masfel6l az is igaz, hogy az r’ = s, (k) < min {s,(p),
Sy (p)}, azaz t;,'(’l = ug’ >0és tg; = v;,” > 0. Ezért ebben az esetben is hasonléan
igazolhato a (9) egyenlStlenség, amely mutatja, hogy ez az eset sem fordulhat el6.

4. & A. A 6. és 7. abrakon lévé Mpg. és Mg pivot tablakbél olvassuk ki a t/(9)
és t, vektorokat. A 7. abran az u, valtozo tavozik a bazisbél és v, lép be az Gj
béazisba, ezért t;, < 0 és t;, = 0. A pivotdlasi szabaly miatt

J={ielp : t;; <0}\ {p} C Ip,

hiszen s, (p) = sp1(p) > sp—1(i) teljesiil barmely i € J\ {p} indexre, azaz t%i =
0, ha i € J. Ebbdl kivetkezik, hogy

(10) S thth,=0.

i€ J\{p}

Figyelembe véve az s, (j) = $,+(p) €s sp-1(j) > sp—1(p) kisérs értékeket azt kap-
juk, hogy t, és t%’q nem negativok. A 6. abra alapjan téj =0, tgj =1, t%ﬁ =0,

1 2 ’ 2.
t;p < 0 és t;q < 0, ezért

(11) thotd st i th i th - th th >t th —tt > 0.

'
33739 LV RSl jp Pq jp "Pq jq “eg = "jp "pq tjq

A (10) és (11) osszefiiggések mellett figyelembe véve, hogy, ha | ¢ JU {j,7,P,q}
akkor tgl és t, nem negativ szamok

adddik, ami ellentmondast ad, tehat a 4. & A. esetekben meghatarozott Mpg: és
Mg pivot tablik nem kévethetik egymast.

A B. esetben a @” jobboldal vektor strukturaja megegyezik az A. esetben a

q" jobboldal vektoréval, ezért az 1. & B. és 2. & B. esetek ugyanigy nem fordul-
hatnak el6, mint az 1. & A. eset.
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v Up

Wi +

8. dbra. Az up valtozo tavozik az Mg tablan, felcserélds pivottal.

A 3. & B. és 4. & B. esetek igazolasa koveti a 3. & A., illetve a 4. & A.
esetek gondolatmenetét lépéseit, igy ezek az esetek sem fordulhatnak el6.

Az 1. & C. és 2. & C. esetek bizonyitdsa ugyanugy torténik, hiszen mind

az 1., mind pedig a 2. esetben a t; jobboldal vektorbél nyert (2 N + 1)-dimenzios
vektor elGjel struktiraja azonos, azaz ty, = —1,t;, <0 és t,, = 0. Vizsgaljuk meg

a C. esetet jellemzd 9. abrabol nyert t”) vektor el6jel struktirajat.
A pivotalasi szabaly értelmében J = {i € Iy~ : t}, < 0} és Jnax = {P}. Figye-
lembe véve a tabla komplementaris voltat és a pivotalasi szabalyt J C I/, azaz

J C In» adédik, vagyis t;, = 0, hai € J. A pivotalasi szabaly alapjan ¢, < 0,15 <0
és ty, = 0. Az ortogonalitasi tétel felhasznalasaval

T
0=(t) t'® = § tithy + oo tln + bt + tog thy + § thothh >
i€J\{q} igJu{q,p,p}

>t +tp,tis >0

teljesiil, hiszen t;, > 0 és t}; > 0 ad6dik, hai ¢ JU {g,p,7}. Az ellentmondéas mu-
tatja, hogy ez az eset sem fordulhat elé.
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9. dbra. Az u; valtozo tavozik az Mp~ tablan, felcserélds pivottal és a v, valtozo lép
be. A v, valtoz6 kivalasztdsa passzivan tortént.

3. & C. Az 5. és 9. abrakon 1év6 Mp: és M. pivot tablakbél tekintsiik a t'®) es
T

tp, illetve t") és t7 vektorokat. Az ortogonalitési tétel alapjan (t'®)"t/ =0 és

(t,)7t"®) = 0 teljesiil. Elemezziik részletesen ezt az esetet. A gondot az okozhatja,

hogy a 9. abran a t oszlopban, illetve ") sorban tobb helyen all pozitiv, illetve
negativ érték. Figyelembe véve azonban a pivotalasi szabalyt és a feladat minim4lis
ciklizalé példa voltat, azt kapjuk, hogy

JZ{iEINII : t;;(O}\{ﬁ}CINI, illetve jZ{EEJ}CIBI.
Ha i € J C In: akkor t}, =0, illetve t;, = 0 is teljesiil. Ennek kovetkeztében
(12) tip tiy =0, barmely ¢ € J U {p},

annak ellenére, hogy t}; < 0 teljesiil. Ha viszont 1 € I\ (J U {p}) akkor
(5

(13) th, t <0,
hiszen t.gp <0 és t;; > 0. Tovabba, a t;,p =-1¢ésa t{;, < 0, miatt
(14) top tip > 0.

Figyelembe véve a tabla biszimmetrikussigat és komplementéaris voltat kénnyen
belathaté, hogy

(15) th tir =0, haieJC Ip,

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




CRISS-CROSS ALGORITMUSOK 59

valamint
(16) D twli= D tpth
i€(Ju{p}) ie(Ju{p})
Koénnyen belathatd, hogy
7 " 7
(17) tok tr = thp Uk
Végezetiil a t;, = 0 és a t;; = 1, illetve ¢, = 0 miatt

P . o
(18) top by =0 € 15515 =0

adodik. Figyelembe véve a megfelel vektorok ortogonalitasat és a (12)—(18) Ossze-
fiiggéseket

T T {
0=(t®) ti—(t)) "D =t ¢ >0
ellentmondas adédik, hiszen t;, t7; = to, ¢, = 0 nyilvan teljesiil.

4. & C. A 6. és 9. abrakbol olvassuk ki a t'0) és t; vektorok elgjel strukturait.
Egyszertien adédik a

(19) ity =0 & 5, t:<0

Osszefliggések, hiszen t:;[ =0, illetve t%p < 0és t;’l— > 0. A gondot ismét a
J = {iGIB/I : ti;—>0}
indext valtozok okozhatnak, de J C Ip- és igy t%, = 0 miatt

(20) 5ty =0

adodik barmely i € J esetén. esetén. (A pivotalasi szabaly miatt j ¢ J, mert akkor
j € J az t]; < 0, és ezen kellene pivotalni.) Vegyiik észre, hogy ha i € I'\ (Ju{p})
akkor t%i >0és t:’l- < 0 teljesiil, azaz

(21) t5 ti < 0.

Alkalmazzuk az ortogonalitasi tételt és figyelembe véve a (19)-(21) Gsszefiiggéseket

T
0= (t'D) tf <t <0

ellentmondas adodik. O
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4. Osszefoglalé

S. Zhang [40] altal linearis programozasi feladatra megfogalmazott criss-cross
tipust pivotaldsi szabalyt, amelyben a bazisba legkésGbb beléps valtozéd tavozik
legelgbb a bazisbol (last-in-first-out, LIFO), altalanositottuk konvex kvadratikus
célfiiggvényes linearis feltételes primal-dual feladat parbél szarmaztatott linearis
komplementaritasi feladatra. Az ortogonalitasi tételre alapozva bizonyitottuk be a
criss-cross algoritmus ezen 1j varidnsanak a végességét, konvex kvadratikus progra-
mozasi feladatra.

A leirtakhoz hasonléan igazolhaté, hogy S. Zhang [40] leggyakrabban valasztott
valtozé (most-often-selected variable)

(@) Sp-1{a) +1, haaz o € I indexd valtozd mozog az r. iteraciéban
sr(a) =
sr-1{a), kiilonben

szabalyara alapozva is készithetiink criss-cross tipust pivotalasi algoritmust biszim-
metrikus matrixi linearis komplementaritasi feladatokra.

Klafszky és Terlaky [17] cikke alapjan nyilvanvald, hogy linearis programo-
zasi feladat par specialis struktaraja linearis komplementaritasi feladatra vezet.
Az S. Zhang [40] criss-cross tipusa algoritmusanak az (LCPgp) feladatra adott
altalanositasanak a cikkiinkben k&zolt bizonyitasabdl, a primal-dual linearis pro-
gramozasi feladatparra, az S. Zhangétdl eltérd, 4j végesség bizonyitast nyeriink.

Az algoritmus megfogalmazasabél vilagos, hogy a belép6/tavozd valtozdk ki-
valasztasanak a szabadsaga legfeljebb addig all fenn, amig az eljaras soran mozgd
valtozd mindegyike, legalabb egyszer bazis allapotot nem cserél. Ezek utan a pivot
pozicié kivalasztasa egyértelmive valik. Ennek ellenére, &ltaldban mégsem mond-
hat6 az, hogy az utolsénak mozgd valtoz6 els§ bazis allapot valtozdsa utan, az
indexek kialakult rendezésének (sorrendjének) a rogzitése esetén, a tovibbiakban a
Klafszky és Terlaky [17] féle criss-cross médszerként mikddne az algoritmus.
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NEW VARIANTS OF THE CRISS-CROSS METHOD FOR LINEAR COMPLEMENTARITY
PROBLEMS WITH BISYMMETRIC MATRICES

ARIF A. AKKELES, LAszL6 BALoGH AND TIiBOR ILLES

In this paper, S. Zhang’s new and more flexible criss—cross type pivot rule is generalized for
linearly constrained convex/concave primal-dual quadratic programming problem. The obtained
criss—cross type algorithm is different from the original criss—cross algorithm defined by Klafszky
and Terlaky.

The finiteness proof of this new criss—cross algorithm is similar to the original one, in the
sense that it is based on the orthogonality theorem. Furthermore, if the primal-dual problem is a
linear programming problem (no quadratic terms in the objective function) then the structure of
the corresponding linear complementarity problem is simplier and then our proof of finiteness of
the algorithm leads to a new proof of S. Zhang’s criss-cross type algorithm for linear programming
problem.
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A LEGKOZELEBBI SZOMSZED GYORS MEGKERESESE

KETSKEMETY LASZLO

Budapest

Egy n elemi tananyagban a legkozelebbi tars megkereséséhez n tavolsagot kell ki-
szamitani. Kizarasi feltétel alkalmazasaval a tavolsagszamitasok szamat radikalisan cs6k-
kenteni lehet. A dolgozat els§ részében metrikus térben a haromszég-egyenlStlenségen
alapulé kizarasi feltételeket hasonlitjuk Gssze a hatékonysag szempontjabol. Foglalko-
zunk a csoportos kizaras lehetdségeivel is, amikor a tanulépontok jol definialt halmazait
egyiittesen lehet kizarni a keresés folyamatabol. A kizarasos keresés hatékonysaga fligg
a tanulopontok feldolgozasanak a sorrendjétél is. A dolgozat végén néhany keresési stra-
tégiat hasonlitunk &ssze.

1. Jeldlések

Legyen (X, d) egy metrikus tér. Adott egy 7, = {t1,%2,...,tn} C X véges elem-
szami halmaz, melyet tanuldpont-halmaznaek neveziink. A D, = {(tl,ll), (t2,l2),
o (tnln)} € X x{1,2,..., L} halmazt nevezziik tananyagnak. A class (t;) = 1; €
{1,2,...,L} at,; tanulépont tanitdsa. A tanitasok segitségével a tanulépontok hal-

L
maza osztdlyokra particionalhatd: T, = |J Cq, ahol t;,t; € C, esetén I; =1; és
a=1
ti € Cay tj € Cg esetén l; # l;. Az x € X osztilyozandd pont vagy tesztpont (query
point) legkdzelebbi szomszédja (vagy tdrsa) az a tyn(x) € T, tanulépont, melyre
duin = d(z,tyn(z)) < d(z,t:),1=1,2,...,n. A legk6zelebbi tars médszerhez olyan
algoritmusok tartoznak, amelyek megadjak ¢y n(x)-et, vagy legalabb is tyn(z) ta-
nitasat. A dolgozatban olyan ty n(x)-et keres6 algoritmusokat elemziink, amelyek-
nél nem kell feltétleniil kiszamitani az osztalyozandé pont és az Gsszes tanulépont
tavolsagait. A haromszog-egyenlGtlenségen alapuld kizdrdsi feltételeknek eleget tevs
t € 7, tanulopontok biztosan nem lehetnek a legkGzelebbi tarsai az  osztalyozando
pontnak, igy nem kell kiszdmolni a d(z,t) tavolsdgokat sem. Egy keresS algoritmus
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lépésszama azoknak a d(z,t) tavolsigszamitasoknak a szdma, amelyet a legkdze-
lebbi tars megkereséséig elvégziink. A lépésszamot s, (x)-nel fogjuk jelSlni.

Ha az eddig kiszamolt tavolsiagok és a tanulépontok tavolsdgmatrixanak segit-
ségével olyan feltételrendszert allitunk fel, aminek eleget nem tévs tanulépontok
biztosan nem lehetnek a tesztpont legkdzelebbi tarsa, kizdrdsi feltételrsl beszéliink.
A kizarasi feltételeket kielégits a tanulépontokat elhagyjuk a keresés folyamatabol,
igy tavolsdgukat a tesztponttdl nem kell kiszamitani. Lényeges az is, hogy a még
ki nem zart tanulépontok koéziil melyiket valasztjuk a kovetkezs lépésben. Egy al-
goritmust, amely egyértelmi utasitast ad a kévetkezd tanuldépont megvalasztasara,
azaz elSirja a keresés sorrendjét, keresd stratégidnak neveziink.

Tegyiik fel, hogy a legkozelebbi szomszéd keresése {roviditve NN-keresés) folya-
méan mar feldolgoztuk a ¢;,,t,,,...,t;, tanulépontokat, és kiszdmoltuk a d(z,¢,;,),
d(z,ty,),...,d(z,t;,) tavolsagokat. Vezessiik be az alabbi jeloléseket:

dmin = ]__r?in k d(.’l?,tij), tNN = ti_.,y ha dmin = d(.’E,tiﬂ),

.....

dmax = jzrrllaxkd(x,tij), tpny =ti,, ha dpax =d(z,t;).

Az irodalomban tébben publikiltak kiilonb6z6 keresS stratégiskrol és kiza-
rasi feltételekrsl. Sethi [4] arra az esetre javasol keresd stratégiat, amikor az X
alakzattér linearis. Ez a keresési elv atvihets tetszéleges metrikus térbe is. Azt
javasolta, hogy vélasszunk ki tetszélegesen harom tanulépontot; jeldljiik ezeket
t1, to, tz-mal. Szamoljuk ki ezek tavolsigait az x osztalyozanddé ponttol. Jelol-
jik ezeket Dy, D,, Ds-mal. Ezutan megkeressiik azt a legkisebb e > 0-at, ahol

3
az A= () S(ti, D; + e)\S(ti, D; — €) ponthalmaznak mar van a 7, tanulépont-
i=1

halmazzal kozos eleme. Ezt a kozos elemet tekintjik legkozelebbi szomszédnak.
A képletben S(z, R) az x kizéppontd, R sugart nyilt gombot jeldli, tehat A egy
€= te?_".\r?tilr'lh'ta} ir:nl%)’(S ]d(t,ti) - d(x,ti)’ vastagsagu gémbhéj. A javasolt algorit-
mus nagy hibaja, hogy nem garantilja a legk6zelebbi tars megtalalasat. A gémbhé-
jak metszetébe, még kis € esetén is az z-tSl igen tavoli tanulépontok is beleeshetnek,
ha a kivalasztott ¢y, t2, t3 tanulépontok egymashoz lényegesen kizelebb esnek, mint
z-hez. Faragd et al. [2] bebizonyitottak, hogy RP-ben p + 2 tanuléponthoz a fenti
val tehat a p = 1 esetben garantalt csak a legkozelebbi tars megtalalasa. Tobben,
igy pl. Vidal [5], Faragé et.al. [2], [1] javasoltdk a geometriai, vagy minimaz ke-
resést, ami a fenti gombhéjas keresési technikdnak az altalanositasa. Részletesen a
5. szakaszban fogunk vele foglalkozni.

Fukunaga és Narendra [3] RP-ben egy keresé fa felépitését javasolta, amelyet
bejarva egyre kbzelebb jutunk a legkozelebbi tarshoz. A keresés kozben kizarasi
feltétellel a fa egyre tobb agat tudjuk térdlni, ezdltal a bejarandé utat roviditjik
le. A keress fat hierarchikus klaszterezéssel alakitjuk ki Ggy, hogy az ésszevonasok
soran a klaszterek szama minden lépésben az l-ed részére cs6kken. A 0-adik genera-
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ci6hoz maga a 7, tanulépont-halmaz tartozik: C{ = 7;,. Az elsé generaci6 a 7,, egy |

!
halmazbél all6 particidja: 7, = |J C}. A kévetkezd generaci6ban a particié halma-
j=1
il

zainak a széma (%, C} = k:(j!1)1+1 C?, stb. Tegyiik fel, hogy a k-adik generacioban
mar csak egyelemd klaszterek talalhatok. Ezutan minden particiéban kiszamoljuk
az atlagvektort, és meghatarozzuk azt a sugarat, amelyhez tartozé gomb az atlag-
vektor koriil mar lefedi a particiét. Az elsé generaciébol azt a particiot vessziik
el6szor, amelyik atlagvektora a legk6zelebb van az x—hez. Ezen legk&zelebbi tavol-
saggal egész particiok zarhatdk ki a tovabbi vizsgalatbol. Az ezekhez tartozé dgakat
toroljiik a keresé fabol. A kivalasztott particion beliil szekvencialisan haladva, a pil-
lanatnyi legkdzelebbi tavolsag egyre cstkken fog, ami altal a kizarasi feltétel egyre
élesedik. Az algoritmusban javasolt kizarasi feltétel a kés6bb ismertetett X; kiza-
rasi feltételhez hasonlé, de itt a tér linearitdsa is erGsen ki van hasznalva. Ehhez
hasonlé, altalanos metrikus térben érvényes csoportos kizarasi technikat targya-
lunk a 3. szakaszban. A 2. szakaszban ismertetendd Ks-mal jelolt kizarasi feltételt
egymastol fiiggetleniil javasolta Vidal [5] és Farag6 et.al. [1].

2. Kizarasi feltételek

Jelolje 6 = (d(x,tl),d(a:, t2),. .. ,d(x,tn))T az x € X tesztpont tavolsagvekto-
rat a 7, tanulépont-halmaz elemeitsl. A haromszog-egyenlStlenséghol kovetkezen
d komponenseinek ki kell elégitenie az alabbi rel4ci6 rendszert. Minden 1, j index-
parra fenn kell allnia, hogy |§; — di;| < 6; < &; + dj, ahol dy; = d(t;,t;). Az, hogy
a & komponensei koz6tt kényszerfeltételek allnak fenn ad lehet&séget arra, hogy
kizarasi feltételeket fogalmazzunk meg.

2.1. TETEL. A t € To\{ts;.ti,---,ti } tanulépont biztosan nem legkbzelebbi
szomszédja z-nek, ha az alabbi kizdrasi feltételek valamelyike igaz ra:

,Cl-' 2dmin < d(t,tNN),'

Ka: 0< rrlla.xk(d(t,th) —Qd(l',tij)),'
i=1,...,
’CB-' dmin < J—_I-Tll?tx,k |d(t,t“) - d(l’, ti_,’) |:
]C4-' dmax e dmin > d(tFNv t);
}CS-' 2dmin < d(t, tNN) vagy dmax - dmin > d(tFN7t);

Bizonyitds. Legyenek z,a,b € X tetszdlegesek.
(%) Ha 2d(z,a) < d(a,b), akkor d(z,a) < d(z,b).
Ugyanis 2d(z, a) < d(a,b) < d(z,a) + d(z,b) = d(z,a) < d(z,b).
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Ky: Alkalmazzuk a (*) tulajdonsagot a a = tyn, b = t szereposztasban.
Ka: 0< _n%axk (d(t,tii) —2d(.’£,tij)) -
Jj=1,...,k -

= J1<j5<k:dtty) >2d(zt,).
Innen a (*) tulajdonsaghol az a =t;;, b =1 szereposztassal kapjuk, hogy

dmin < d(ﬂ?,ti:‘.) < d(a:,t)

Ka: d(tt,) <d(t,z) +d(z,t;,) = d{t,t;,) - d(z,t,,) < d(t,z);

—_~

d(z,ti;) < d(t,x) +d(t, ;) = d(z,t:;) —d(t,t;) <d(t,z),

F

ahonnan kévetkezik |d(z,t;,) — d(t, ;)] < d(t, z).
Mivel j tetszsleges volt, ezért

max ld(z,t:,) — d(t,t;;)] < d(t, ).
1=1,..., .

Tehat, ha fennall K3, akkor dpn;, < d(t, ) is igaz lesz.
Ka: d(t,z) > d(trn,T) ~ d(trn,t) >
> d(tpn,z) — (d(trN, Z) — dinin) = duin-
Ks: Nyilvanval6an igaz, hiszen K, és K4 is igaz volt. O
A kévetkezd tétel a kizarasi feltételek kapcsolatat adja meg. A leirdsban a
Ki; = K; implikicié azt allitja, hogyha K; kizar egy tanulépontot, akkor KC; is
kizarja azt, vagyis K; nem gyengébb K;-nél.
2.2. TETEL. K; = K, ha (i,7) € {(1,2),(2,3),(4,3),(5,3)}.
Bizonyitds. K1 = Ky

2d(tnn,z) S d(tn,t) =

0 <d{tyn,t) —2d(tnn,z) < max (d(t,t,-j) - 2d(x,t1j)).
J=1,..,

0< max (d(t,t,-‘_i) — 2d(x,tij)) =31<j<k:

Amin < d(l‘,tij) < d(t,t,‘j) - d(.’L‘,tij) < max |d(t,tij) - d(.’L‘,t,’j)l.

a j=1,.,
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K4 = K3

dmax = dmin > d(tFNv t) =

)

duin < d(trn,z) — d(trn,t) < max |d(t,ti,) — d(z,t:;)].
) - E :

K:s - /Cg
Nyilvanvalo, mert £; = K3 és Ky = K3 igaz volt. O

A K, kizarasi feltétellel torténd keresési folyamatot szemlélteti az 1. abra. Az
osztalyozandé pontot kis fekete négyzet jeloli az abra bal als6 felében. A +-szal
jelolt tanulopontok a téglalapon egyenletesen oszlanak el. A keresés folyamataban
szerepl6 tanulépontokat halvianyabban nyomtattuk ki, és a sorszammal is megcim-
kéztiik. Berajzoltuk azokat a kordket is, amelyen kiviili tanulépontokat kizarunk a
tovabbi keresésbdl. Az algoritmus az 6todik lépésben jut el a legkdzelebbi szom-
szédhoz. A bejelolt korokon belili pontok koziil véletlenszertien valasztjuk ki a
legkozelebbi tanulépontot.

. .
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1. dbra. A K, kizarasi feltétel mikodésének szemléltetése sikon

A kovetkez6 tétel egyszerii ellenpéldakon keresztiil igazolja azt, hogy melyik
kizarasi feltétel melyik kizarasi feltételt nem implikilja altalaban.
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2.3. TETEL. K; #=K;, ha
(4,7) € {(3,2),(3,1),(2,1),(3,4),(3,5),(2,4), (4,2),(1,4), (4, 1) }.

Bizonyitds. Az alabbi egyszerd sikbeli ellenpélddk mutatjik, hogy a 2.2. Tétel
iranyai altaldban nem fordithatok meg.

}Cg # }Cll )
Legyen X = R2, t, = (1,0), tz = (1.75, 0.75), t3 = (~0.5, —2), = = (0,1).

A tavolsagmatrix: d(t;,ts) = 32 x 1.06, d(t1,t3) = 2.5, d(t2,t3) = Y22 x 3.55.
A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(t1,z) = /2 = 1.41, d(ty, ) =
34C ~ 1.76. Ky-vel kizarjuk tz;-mat, mert max (d(ti t3) — 2 - d(z, ;) = d(ta, t3) —
2-d(z,tq) = 3.55 — 3.54 > 0. Viszont K;-gyel nem zarjuk ki sem t,-6t, sem ¢3-mat,
hiszen 2.82 =~ 2 - d(t;,z) > d(t1,t2) =~ 1.06 és 2.82 = 2 - d(t;,z) > d(t1,t3) = 2.5.

’Cg #} }Cz'

Legyen X = R? t; = (0,0), tg—(\/_i) ts = (v3,0), z=(0,1). A ta
volségmétriX' d(tl,tz) = 5— =~ 1. 42 d(tl,tg) = \/§ =~ 1. 73 d(t2,t3) = ‘/T_ 0.49.

A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(t;,z) = 1, d(t2,z) = 1.53. Ka-
vel nem zarjuk ki t3-mat, mert max (d(ti,t3) — 2-d(z, ;) = d(t1,t3) — 2 - d(z,t1) =
=1,

—0.27 < 0. Viszont K3-mal ugyan még nem zarjuk ki #5-6t, de ¢3-mat mar igen,
hiszen 1 = d(tl,.’l,') > 'd(tl,tg) fl, ‘ =~ 0. 42 de 1= d(tl,l‘) < m% ld(ti,t3) bl
i=1,

d(z, ;)| = |d(t2, ts) — d(z, t2)| =~ 1.04.

K3 &= K;:

A Ky = K5 implikaciébol trivialisan kévetkezik.

Ks &= K4:

Legyen X =R?, t; = (0,0), to = (%, 3), t3=(-3%,-2), £ =(0,1). A tavol-
sagmatrix: d(ty,tz) = /2 =~ 1.9, d(ty,ts) = \/g ~ 2,06, d(ty, ts) = Y22 ~ 3.55,

A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(t1,z) =1, d(t2,z) = /2 =

1.77. K4 nem zérja ki tz-mat, mert 0.77 =~ d(t3,z) — d(t1,2) = dmax ~ dmin <
d(tpn,t3) = d(ta, t3) ~ 3.55. Ezzel szemben K3 igen, hiszen 1 = dinin = d(), 1) <
max Id(ti,tg) - d(a:,ti)| = [d(tg,t3) — d(x,t2)| =~ 1.78.

i=1,

K3 # Ks:

Mivel K5 = K3V K4 olyan ellenpélda kell, ahol sem K;-gyel, sem K4-gyel
nem lehet tz-mat kizarni, mig a K3-mal igen. Legyen X = R2, t; = (0,0), tp =

(%—,ﬁ,%‘-), t3=(\/_,\/_), = (0,1). A tavolsagmatrix: d(t1,t2) = 3@~143
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d(t1,t3) = V6 =~ 2.45, d(ty,t3) = ,/% = 1.43. A pontokat természetes sorrendben
dolgozzuk fel: d(t;,z) = 1, d(tg,x) =~ 1.53. Mivel 2. d(t1,2) =2 > d(ty, 1) =~ 1.43,2-
d(ty,x) =2 > d(t1,t3) = 2.45 valamint 0.53 = d(t2,z) — d(t1,Z) = dmax — dmin <
d(ts,x) = 1.43, ezért Ks nem zarja ki tsz-mat. Viszont 1 =dy, = d(t1,7) <
max ld(t,;,t;;) - d(m,ti)l = Id(tl,tg) - d(x,tl)l = 1.45 miatt K3-mal t3 kizarhato.
=1,

Ko 71:> Ky:
Legyen X =R?, t; =(0,0), t2 = (, 3), t3 =(-3,-2), z=(0,1). A tdvol-
sagmatrix: d(ty,t2) = /38 = 1.9, d(t1,t3) = 1/ ~ 2.06, d(ts,t3) = Y22 = 3.55.

A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(t1,z) =1, d(t2,z) = /5% ~

1.77. K4 nem zarja ki tz-mat, mert 0.77 = d(t2,z) — d(t1,z )—dmax—dmm <
d(ten,t3) = d(ta,t3) = 3.55. Ezzel szemben K, igen, hiszen m%x (d(ts,ta) —2-

d(z,t;)) = d(t1,t3) — 2 - d(z, t1) =~ 0.06 > 0.

K4 #= Ka:

Legyen X =R2, ¢; = (0,0), t2 = (v/3,0), ts = (22, ¥B), z=(0,1). A t&
volsagmatrix: d(t1,t2) = V3 =~ 1.73, d(t1,t3) = YL ~ 1.43, d(t2,t3) = ¥ ~ 0.49.
A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel: d(z,t;) = 1, d(z,t2) = 2. K3 nem
zéarja ki tz-mat, hiszen max (d(ts ts) —2-d(z,t;)) = d(ty,t3) —2-d(z,t1) = —0.57 <

0. Viszont K4 kizarja a harmadik pontot, mivel

1= d(tz,.’l?) - d(tl)-’r) = dmax - dmin > d(tFNatB) = d(t23t3) ~ 0.49.

K1 #= Ky

Legyen X = R?,t; = (0,0), t2 = (2,0), t3 = (2,3), = (0,1). A tavolsagmatrix:
d(ty,tz) =2, d(t1,t3) = V13 =~ 3.6, d{te,t3) = 3. A pontokat természetes sorrend-
ben dolgozzuk fel: d(z,t1) = 1, d(z,t2) = V5 =~ 2.24. K; nem még zarja t»-6t, de
tz-mat mar igen: 2 = 2 - d(ty,z) > d(t1,t2) = 2 és 2 = 2 - d(t;,z) < d(t1,t3) =~ 3.6.
Ezzel szemben K4 nem zarja ki a harmadik pontot: 1.24 = d(tz,z) — d(t1,z) =
dmax - dmin < d<tFNa t3) = d(t21 t3) = 3.

Ky 7L——>IC11

Legyen X = R2, ¢, = (0,0), to = (\/5,0), = (M —¢—§) z=(0,1). A ta

volsagmatrix: d(t1,ts) = V3 = 1.73, d(ty,t3) = £ ~ 143, d(ts,t3) = X8 ~ 0.49.
A pontokat természetes sorrendben dolgozzuk fel d{z,t1) =1, d(z,tz) = 2. K4
kizarja az els6 két pont feldolgozdsa utdn a harmadikat, hiszen 1=d(t2,z) —
d(t1, ) = dinax — dmin > d(trn,t3) = d(t2,t3) =~ 0.49. K; viszont nem zarja ki sem
to-6t sem tz-mat: 2 =2 - d(tl,l') > d(tl,tz) ~173és2=2- d(tl,x) > d(tl,tg) ~
1.43.
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K3

Ko

K4 K,

2. dbra. A téglalapok az egyes feltételekkel kizart tanulépontok halmazait szemléltetik

A 2. dbran szemléltetjiik a kizérasi feltételek kapcsolatat.

2.4. MEGJEGYZES. a.) A felsorolt kizarasi feltételek kozott a K3 a legerdsebb.
Azokat a tanul6pontokat, amelyeket a tobbiek kizarnak, 6 is kizarja. Azonban ke-
zelhetGség és programozhatdsag szempontjabol a KC; is érdekes lehet.

,,,,,

meghatarozni, hiszen ¢t mar akkor is kizarhato, ha létezik olyan o € {i1,42,...,ix}
index, melynél dpin < |d(t,ta) — d(x,ta)] fennall.

c.) A kizarasi feltételek a legktzelebbi k szomszéd keresésekor is alkalmazhatok.
Példaul a K3 kizéarasi elv a kdvetkezGképp modositando: a t € To\{ti,, tiys- -« ti, }
tanulépont nem lehet kozte az x € X k legkozelebbi szomszédja kozott, ha dg min <
jmax ld(¢, ;) — d(z,t;;) |, ahol dimin a k-adik legkisebb tavolsig d(z,t;,),

d(z,ti,), ..., d{z, t;,) kozbtt.
Az alabbi két tétel a Ky kizarasi feltétellel kapcsolatos.

2.5. TETEL. A K kizdrasi feltétel antiszimmetrikus és nem tranzitiv. (Ha a
kizérja b-t, akkor b nem z4rhatja ki a-t. Viszont létezhetnek olyan a, b, c tanulépon-
tok, hogy bar a kizarja b-t, b c-t, de a nem zérja ki c-t.)

Bizonyitds. Ha a kizarja b-t, akkor 2d(z, a) < d(a,b) teljesil, és d(z,a) < d(z,b)
biztosan. Tehat a haromszog-egyenlétlenségbét d(a, b) < d(a,z) +d(z,b) < 2d(z,b),
azaz b nem zarhatja ki a-t.

Masrészt tekintsiik a stkon az a = (0,0),b = (3,-1) ésc= (%, 2) tanuléponto-
kat és az x = (1.3, —0.3) tesztpontot. Az Euklideszi-metrikat alkalmazva, egyszerd
szamolassal ellendrizhetjiik, hogy d(x,a) = 1.334, d(z,b) ~ 1.838, d(z,c) = 2.435,
d(b,a) =~ 3.16, d(a,c) = 2.061 és d(b, c) =~ 3.905. Lathat6, hogy a bar kizarja c-t, és
b kizarja c-t, de @ nem zéarja ki c-t. O

Ha a K; kizarasi feltételt szigoritjuk, és kétszeres helyett a haromszoros tavol-
sagot vessziik, biztosithatjuk a kizarasi elv tranzitivitasat.
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2.6. TETEL. Ha 3d(z,a) < d(a,b) és 3d(z,b) < d(b,c), akkor 3d(z,a) < d(a,c).
Bizonyitds.
3d(z,a) < d(a,b) < d(a,z) + d(b,z) = 2d(z,a) < d(z,b).
3d(z,b) < d(c,b) < d(c,z) + d(b,z) = 2d(z,b) < d(z,c¢).

Vagyis 4d(a, z) < d(c,z). Igy d(a,c) > d(z,c) — d(z,a) > 3d(z, a). [

3. A tananyag szeparalasa

Tekintsiik most a két osztaly esetét, azaz legyen L = 2. A célunk az, hogy a
7, tanul6pont-halmaz C;, C osztalyainak minél nagyobb elemszamua M; C C; (i =
1,2) részhalmazait kijel6ljiik, amelyek szeparaltak abban az értelemben, hogyha az
osztalyozas soran kozel jutunk az egyik részhalmaz centrumahoz, az mar garantalni
fogja azt, hogy a mésik részhalmazban biztosan nem talalhatjuk meg a legktzelebbi
tarsat.

3.1. Definicié. Legyen A C T,. A G(c,R) = {z; z € X, d(c,z) < R} ¢ cent-
rumu, R sugart zart gdmb az A-t lefed6 gomb, ha c € A és A C G(c¢, R). Az A-t
lefed6 zart gdmbok kozott azt a G a(ca, Ra)-val jeloltet fogjuk legkisebb lefedd zdrt
gombnek nevezni, amelynél sugar minimélis. ¢4 az A halmaz centruma, R4 pedig
a takard-sugdr.

3.2. Definicid. Legyenek Aj, Ay C 7,,. Jelolje rendre ¢y, co a centrumaikat, és
Ry, Ry a takar6-sugaraikat. Az A, A, halmazok szepardlhatdak, ha d(c1,c2) >
R; + Ry + max {Rl,Rg}.

max{Ry, Ry}

8. dbra. Sikbeli szeparalhato halmazok

Belathato, ha egy = tesztpont kizel esik az A; halmaz centrumahoz, akkor a téle
szeparalhat6 A, halmaz mindegyik eleme kizarhato lesz a tovabbi NN-keresésbdl.
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3.3. TETEL. Legyenek Ay, A> C 7T, szepardlhatéak. Ha x € X -re teljesiil, hogy
d(z,e1) < Ry, akkor min d(z,z) < min d(z,y).
z€A YyEA2

Bizonyitds. Legyen z € A, tetsz8leges. A haromszog-egyenlGtlenségbdl:
d(z,u) +d(z,c1) 2 d(u,c1) és de,u)+d(u,c1)>d(e2,1),
vagyis
d(z,u) > d(e1,c0) —d(er,z) —d(u,¢2) > d{c1,c2) — Ry — Ra.
A szeparalhatosagi feltétel miatt:
d(c1,c2) — Ry — Ry > max {R1, R2} > R;.
Ebbol mar kovetkezik, hogy
d(z,u) > Ry >d(z,c1) 2 ngiqnld(x,z).
Mivel z € A, tetszbleges, ez mar igazolja az allitast. O

Tavoli = tesztpontok esetén az alabbi csoportos kizaras lehetséges:

3.4. TETEL. Legyenek A1, Ay C T,, szepardlhatoak. Ha x € X-re teljesiil, hogy
d(z,c1) + R2 < d(z,ca), akkor tyn(z) ¢ As.

Bizonyitds. Legyen y € A, tetszbleges. Ekkor
d(z,c1) < d(z,c) — Ry és d(z,c2) < d(ca,y) +d(y,z) < Ry +d(y, )

amibél mar kévetkezik az allitas: d(z,¢1) < d(y, z). O
3.5. TETEL. Tegyiik fel, hogy mar kiszdmoltuk a d(z,t1),d(z,t2),...,d(z, tx)

Ha dmin + RA < d(-'E’CA)x akkor tNN(‘T) ¢ A

Bizonyitds. Legyen u € A tetszGleges.
Ekkor dmin < d(z,ca) — Ra <d(z,ca) — d(u,ca) < d(z,u). O
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4. Algoritmusok szeparalhaté részhalmazok keresésére

Ebben a szakaszban két olyan algoritmust adunk meg, melyek olyan nagy elem-
szdmi A; C Cy, Ay C C; szeparalhat6 részhalmazokat hataroznak meg, amik fel-
hasznélasaval a legkozelebbi tars keresésésének folyamata majd felgyorsithaté lesz.

1. Leszdkitd algoritmus

Az els6nek ismertetendd algoritmus az osztalyok sziikitésével jut el szeparal-
haté részhalmazokhoz. Kiindulunk a Cy, C3-6t lefed6 Sp, So legkisebb gombokbdl.
Jeldlje ¢(C;) illetve R(C;) a megfelels centrumokat és takaré-sugarakat. Ha mar
indulaskor

(**) d (C(Cl), C(Cg)) > R(Cl) + R(CQ) + max {R(Cl), R(Cz)}

lenne, akkor az osztalyok tanuldépont-halmazai maguk is szeparalhatéak volnanak.
Ha nem ez a helyzet, akkor az egymashoz legkdzelebbi z € Cy, és y € Cy tanu-

lépontokat vessziik, ahol d(z,y) = ECmin o d (u,v). Legyen A; = C1\{z} és
k1 1, €5 V 2

Ay = Co\{y}. Szamoljuk djra c(4;), R(4;)-t (i = 1,2). Nyilvan R(A4;) < R(C;). Ha
még nem teljesiil a (+x) feltétel, az A;, Ao legkdzelebbi elemeit hagyjuk el, és sza-
moljuk a maradék halmazok minimalis lefeds gémbjének centrumelemét és sugarat.
Az algoritmust akkor allitjuk meg, ha valamelyik lépés utan mar teljestil a (xx) fel-
tétel.

2. Bovitd algoritmus

A masodik algoritmusban az A; és As halmazokat egyre bévitve épitjiik fel.
Legyenek = € C4, és y € Cy most a legtavolabbi elemek, azaz

d(z,y) = d (u, ),
@Y = P, 4 )

Legyenek tovibba a és b a megfelels legkézelebbi osztalytarsak, azaz
d(a,z) = min d(u,z) és d{by)= gsncgd (v,y).
Indulaskor
Al = {:C)a‘}v A? = {yab}y
C(Al) =z, R(Al) =d (a,z), C(A2) =Y R(A2) =d (b’y)

Ha az igy kialakitott A; és A, halmazokra fennall a (xx) feltétel, akkor a bé-
vitést azokkal a p € C1\A1, q € Co\ Az elemekkel folytatjuk, amelyekre fennallnak

d@p)+d(ap) _ . d@¥)+deu)
2 w€CI\{z} 2 !
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illetve
dlw.g) +dlbg) _ .~ d(yv)+d(bv)

2 v€C2\{y} 2

Tehat, A; = {z,a,p}, A2 = {y,b, ¢} stb. Altalaban, ha A, és Ay-re még fenn-
all a (xx) feltétel, azon r € C1\ A4, s € C3\ A2 elemekkel kiséreljiik meg az ujabb
bévitést, melyekre teljesiil

> d(z7) 2. d(z,9) 2. d(z,s) > d(z9)

2641— — min L— illetve L — min _Z_E_AZ—
Z 1 gECl\Al Z 1 ’ Z 1 gECz\Az z ]. )
zZ€EA, zZ€EA, 2E A, z€EA,

Ha az A, U {r} és Ay U {s} halmazokra teljesiil még a szeparalhatésag, akkor
tovabblépiink, kiilénben marad A, és A,.

5. Legkozelebbi szomszéd keresd stratégiak

A legkozelebbi szomszéd megtalalasanak gyorsasagat befolyasolja az is, hogyan
valasztjuk meg a keresés sorrendjét. A keresési folyamat automatizalasihoz is sziik-
séges annak az elvnek a lerdgzitése, hogy a tananyagbdél melyik legyen a kdvetkezd
feldolgozand6 tanulépont. Egy S keresési algoritmus definial egy (i, s,...,1,) in-
dex permutaciét, amely azt a sorrendet jelenti amiben a tanulépontokat a keresés
soran sorravessziik. Tehat S : X — P, egy fiiggvény, ahol P, jelenti az (1,2,...,n)
indexek permutaciéinak halmazat. A keresés eredményességét jellemzé adat a tald-
lati hely, azaz az S(x) permutécid azon k pozicidja, ahol az x tesztpont legkdzelebbi
tarsanak indexe all. Tehat, ha az S keresési stratégia talalati helye k az = tesztpont
osztalyozasakor, akkor ez azt jelenti, hogy az = legktzelebbi tarsa ¢,, . A talalati hely
egy 1 és n kozotti értéket felvevs diszkrét valdszindségi valtozd, melynek varhaté
értékének n-edrésze az S stratégia eredményessége. Jelolésben eff (S).

Példak keresési stratégidkra.

1. Véletlen keresés, S,

Minden egyes lépésben a hatralévs tanuldpontok koziil egyet véletlenszertien
valasztunk ki. Tehat ilyenkor barmelyik permutaciét ugyanakkora, 11—1 valoszi-
niséggel valaszthatjuk ki. Hlyenkor a taldlati hely barhol, ugyanakkora valo-

szintiséggel elfordulhat, vagyis eff (S,) = 1 3 i = 2L,
i=1

2. Determinisztikus keresés, Sy

Ilyenkor a D, tananyag alapjan definidlunk egy (v1,72,.- -, ) keresési sor-
rendet, és minden z € X tesztpont esetén ezt fogjuk alkalmazni. Jeldlje
Y, =d(z,t,), Y2 = d(z,t,,),. .., Y, = d(z,t,,) a tesztpontnak a tanulépon-
toktol vett véletlen tavolsagait. Ha P(Y1 < Y2 <...<Y,) 2 P(Y;, £Y;, £
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... £Y;,) tetszdleges (i1,12,...,1,) permutacional, akkor a (yi,v2,---,Vn)
permutaciot definialé Sy permutacié optimdlis. Az alabbi algoritmus az opti-
malis determinisztikus keresési stratégiat kisérli meg elgallitani azaltal, hogy
amikor a tanulépontokat osztalyozzuk a tananyag segitségével. Jeldlje h;; a
t; tanulépont k-adik legkdzelebbi tarsanak indexét 1,2,...,i— 1,4+ 1,...,n
koziil. Jeldlje o;; annak a gyakorisagat, hanyszor volt t; a j-edik legkdzelebbi

n
tars az osztalyozas soran: 0;; = Y. I{he; = 1}.
a=1

T2
T n—1
Legyen o; = (01,042, -, 0in-1) , ( > 0 =n-— 1). Rendezziik sorrendbe
j=1
az 01,02,...,0, vektorokat Ggy, hogy o; > o; legyen, ha 0;, = 051,052 =
0j2;--.,0i k=1 = 0j k—1, de 0,z > 0j;. Ha o, = o; akkor definici6 szerint o; >

o;-t vegyiink, ha ¢ < j. (Ha az o; vektorok dimenziéjat csokkentjiik azzal,
hogy csak az els§ k < n —1 legkdzelebbi szomszédot figyeljiik, akkor ko-
z6ttitk gyakrabban fordulhat el egyezés.) Tegyiik fel, hogy az el6bbi ren-
dezéssel a o, > 04, > ... > 0,, sorrendet kaptuk Ekkor a keresési sorrend
(Y1,72,- - -, Yn) lesz. Megbecsiilhetjiik ehhez a kereséshez tartoz6 eredményes-
séget is, az alabbi médon. Jeldlje z; a t; tanulépont legktzelebbi szoszédja-
nak talalati helyét (y1,vz,...,vn)-ben: z; = k, ha hyy, = 1. Ekkor eff (Sg) =

n
% > z;. Az algoritmust értelemszerden modosithatjuk arra az esetre, ami-
1=1
kor rendelkezésre all egy C,, = {z1,%3,...,%m } tesztponthalmaz. o,; ilyenkor
azt jelenti, hogy a t; tanulopont hanyszor volt a tesztpontok osztilyozasa-

n
kor a j-edik legkozelebbi szomszéd. Most ) 0;; = m. Az eredményességet az
j=1
elébbiekhez hasonléan becsiilhetjiik.
. Geometriai vagy minimax keresés, Spum

Tegyiik fel, hogy mar feldolgoztuk a t,,t+,,...,t,, tanulépontokat.

fliggvényt.
gx(t) tulajdonsagai:
i° gr(x) =0, gx(t) 2 0;
i4° 0 < gi(t) < g2(t) < ... < g(t) <d(t,z) < d(tpn, T) = dimax
zelebbi tarsa; (Ez a K3 kizarasi feltétel.)

i° gr(ty,) = d(t,, x). Specidlisan, ha a ty v, a legkOzelebbi tars mér t.,,t,,
ooy by, kOzOtE van, gr(tvn) = dmin.
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v° 0 S gl(t) < g2(t) <...< gn(t) = d(t,l‘) : dmiu = gn(tNN) < gn(t) =
d(t, ).

A minimax keresési stratégianal mindig az lesz a kivetkezd tanulopont, ame-
lyik minimalizalja g (¢)-t:

= min max |d(t,ty,) —d(t..,z)|.
r R [dlt,) ~ dlin, )

g(t’Yk+ 1 )
Tehat azzal a tanuléponttal folytatjuk a keresést, amely a K3 kizarasi feltétel
szerint legkevésbé zarhato ki. Masrészt ez a ¢ tanulépont hasonlit leginkabb z-
re abban az értelemben, hogy 6 is kb. olyan tavolsagra van a mar feldolgozott
tanulépontoktol, mint z. Igy feltehetSleg a metrikus térben hozza kozel fog
esni.

. Keresés kizarassal, S.

Tekintsiink egy KC kizarasi feltételt és egy S keresési stratégiat. A kettd kom-
binaciéjabol kapjuk az S, kevert keresési stratégiat:

1. lépés: S-sel meghatarozzuk a keresés els6 (y1,7y2, - - -, 7x) elemét.

2. lépés: K(7v1,72,- - - k) segitségével redukaljuk a 7 tanulépont-halmazt
azaltal, hogy kizarunk tanulépontokat a vizsgalatbol. Ha 7 kiiiriil, megallunk.

3. lépés: S-sel a maradék halmazbdél meghatarozunk egy vagy tébb gjabb
Yi4+1yVk+2, - -- indexhez tartozd tanuléopontokat, majd visszatériink a 2. lé-
pésre.

Példa S, kevert startégiara:
1° 8, eljarassal meghatarozzuk vyi-et: dmin = d(t,ty,), tNN = ty,;
11° Ks-mal kizarjuk azokat a ¢ tanulépontokat, melyekre
]d(t’t"/l) - dminl > dwin;

111° Spm-mel dolgozunk tovabb: azt a t.,, tanulépontot vessziik a redukalt
7, tananyagbol, melyre g;(t,,) = {1E11Tn ld(t,ty,) — d(ty,, 7)),

diin = min {d(ty,,z),d(ty,,7)}, tNN=...;

1w° K3-mal Gjabb tanulépontokat kizarunk 7-bdl, stb.

5.1. MEGJEGYZES. ii°-nél vehetjiik az Sy keresés altal definialt (v1,7v2,...,7n)

permutaciobol azt a legkisebb indexet is, amelyet K3 még nem zart ki.
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6. Példak kizarasos keresési stratégiakra

Ebben a pontban harom S, tipusi keres6 algoritmust ismertetiink.
Keresdfds algoritmus kizdrdssal

Fukunaga és Narenda [3] linearis alapterd metrikus térben javasol egy olyan
csoportos kizarast alkalmaz6 legkézelebbi tars keresési algoritmust, amely a ta-
nanyag el6feldolgozasakor létrehozott keres6fan alapul. Ennek az algoritmusnak a
kiterjesztését adjuk meg tetszéleges metrikus térben. Fukunaga és Narenda algorit-
musaban a csoportok atlagait a csoportok centrumelemével fogjuk helyettesiteni.
A modositott algoritmus igy csak az elsG stacidjaban fog eltérni az eredetitdl.

Adott egy 7, = {t1,t2,...,tn} C & tanulépont-halmaz az (X, d) metrikus tér-
ben. Bontsuk fel 7,-t [ lehetéleg egyenld elemszamu diszjunkt részhalmazra valami-
lyen klaszterez§ eljarassal. Jelolje Gy, Ga,. .., G| ezeket a klasztereket. Ez a particio
alkotja az elsG generaciét. Ezutan mindegyik G, klasztert 1jbél [ egyenls elemszamu
klaszterre bontjuk, létrehozva a masodik generacié particiéit: Gi;,Gig, ..., G,
Goi,.--,Ga, ..., Gy. A szétbontast addig folytatjuk, amig az utols6 generacié par-
ticidi mind egyelemt halmazok nem lesznek. Az utolsé generécid sorszamat gpax
jeldli. (A tananyag mintaelemszamatol fliggéen az utolsé generadciéban nem biztos,
hogy ! lesz a particidk szama, de ez az algoritmus miik6dését nem fogja befolya-
tudjuk egy p = (@1,02,...,a) indexsorozattal, ahol az a; index adja meg az els6
generaci6é megfelel klaszterének sorszdmat, ap a G,, halmaz tovibbosztasakor a
megfeleld részhalmaz sorszamét jelenti, stb. Ezutin minden generacié minden G,
klasztere esetén meghatarozzuk a halmaz ¢, centrumelemét és az R, takaré suga-
rat.

Egyszertien belathat6 az alabbi két allitas.

6.1. SEGEDTETEL. A t; € G, tanulépont nem lehet az x tesztpont legkézelebbi
tarsa, ha dywin + Rp < d(z,¢p), ahol dnin az eddig taldlt legkisebb tévolsdg x és a
tanulépontok kézott.

Bizonyitds. d(z,t;) > d(z,¢p) — d(ti, cp) 2 d(x,¢p) — Rp > dmin- O

6.2. SEGEDTETEL. A t; € G, tanulépont nem lehet az x tesztpont legkbzelebbi
tarsa, ha dmin + d(t;, cp) < d(z,¢p).

Bizonyitds. Hasonl6an az el6z6hoz. O

A Fukunaga—Narenda algoritmus masodik staciéja valtozatlan.

0. lépés. (Inicializalas) Legyen a pillanatnyi minimalis tavolsdg dmin 1= o0, a
pillanatnyi generacio szintszama g := 1, a feldolgozandé klaszterek indexeinek lis-
taja A := 0.

1. lépés. (A feldolgozando particiok beallitasa) Eltaroljuk a g generacio klaszte-
reinek sorszamat a A listaba, és kiszamoljuk az ehhez a listahoz tartozé p indexhez
a d(z, cp) tavolsagokat.
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2. lépés. (Az 6.1. Segédtételben megfogalmazott kizarasi elv érvényesitése) Ve-
gyiik sorra a p € A indexeket, és ezek koziil toroljiik azokat, ahol dmin + R, <
d(z, cp) teljesiil.

3. lépés. (Visszaléptetés) Ha A kiiiriil, akkor visszalépiink egy kordbbi szintre,
vagyis g := g — 1. Ha g = 0 lenne, akkor megallitjuk az algoritmust. d,,;, tartal-
mazza a legkozelebbi tavolsagot, NN pedig a legkdzelebbi szomszéd indexét. Ha
viszont g # 1, akkor tjra a 2. lépésre tériink. Ha A = {) akkor a /. lépésre ugrunk.

4. lépés. (A legkozelebbi klaszter kivalasztasa az adott generdciéban) Legyen
p* € A az a klaszterindex, melynél d(x,cp+) minimalis. Legyen ¢ := p*, A:= A\
{p*}. Ha g = gmax, akkor lépjlink 5.-re, kiilonben g := g + 1, és lépjiink I.-re.

5. lépés. (A 6.2. Segédtételben megfogalmazott kizarasi elv érvényesitése) Fel-
dolgozzuk a G4 klasztert. Csak azoknal a t; € G4 tanulépontokndl szadmoljuk ki
a d(z,t;) tavolsagokat, melyekre dy,iy + d(ti,¢q) > d(z,¢q). llyenkor ha még az is
teljesiil, hogy d(z,%;) < dmin, akkor duin := d(z,t;) és NN := i, Ha mar minden
tanulopontot leteszteltiink G4-bél, akkor a 2. 1épésre tériink vissza.

Gyorsitdsi lehetdségek osztdlyozdsndl

1. Tegyiik fel, hogy két osztalyunk van C) és Cp, C1 NC2 =0, C1UC, = T,,.
Ha az els6 generacié felbontasat agy végezzik el, hogy G1,Ga,...,Go CCy &5
Gas1,Gaq2,-..,G C Cy legyen, akkor lehetSség nyilik arra, hogy az algoritmust
hamarabb megéallitsuk.Ugyanis, ha g = 1 esetben pl. dmin + Ry < d(x,¢p) fenall
minden p > o esetén és NN < a, akkor mar megéllhatunk. A megallitdskor NNV
még nem biztos, hogy a legkdzelebbi szomszéd indexét tartalmazza, de a tartalma-
zott tanulépont osztalya garantaltan megegyezik a legkozelebbi tars osztalyaval,
vagyis z-et pontosan tudjuk méar osztalyozni.

2. A 6.2. Segédtételben megfogalmazott kizarasi feltételt élesiteni lehet az 5. 1é-
pésben. A t; € G, kizdrand6, ha d i, < max ]d(x, u) — d(ti,u)| teljestil, ahol a ma-
ximumot azon u tanulépontokra kell venni, melyeknél mar kiszamoltuk a d(z,u)
tavolsagokat.

A szepardlt halmazok felhaszndldsa a keresésnél

A 3.3.-3.5. Tételekben megfogalmazott csoportos kizarasi feltételeket az alab-
biak szerint hasznalhatjuk fel a legkozelebbi szomszéd megkeresésére. 7,-et ha-
rom részre bontjuk fel: az A1(C C1), As(C Cy) szeparalt halmazokra, és az E =
7 \ (A1 U Az) halmazra. Az A; és A, halmazokat a 4. szakaszban leirt algoritmu-
sok valamelyikével allitottuk els.

o Elgszor a d(z,c;) és d(z, cz) tavolsdgokat szamoljuk ki.
dinin := min {d(x,cl),d(z,cz)} és class (z) := 1, ha d(z, ¢1) < d(z, c2), kiilon-
ben class(z) := 2. Megnézziik, hogy teljesiil-e a 3.3. vagy a 3.4. Tételben
megfogalmazott kizarasi feltétel. Ha igen, A; és Ay koziil a megfelelét t6rol-
jlik a tovabbi keresésbdl.
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e Az E halmaz elemei kéz6tt a K3 kizaras figyelembevételével a minimax stra-
tégiaval kivalasztjuk a kovetkezd tanulépontot. Ha lehetséges, dp;in és class ()
tartalmat feliilirjuk. Ilyenkor megvizsgaljuk a 3.5. Tételben ismertetett kiza-
rasi feltételt a még nem t616lt A; halmaz esetén. A feltétel teljesiilése esetén
toroljiik a megvizsgalt halmazt a tovabbi keresésbél.

o A nem kizart A; (vagy As) halmazok tanulépontjait csak akkor vessziik sorra,
ha mar F elemei elfogytak. Ezek elemei koz6tt is a minimax kereséssel és a
K3 kizarassal haladunk.

7. Keresési stratégiak hatékonysaganak jellemzése

Adott egy 7, tanul6pont halmaz és egy x tesztpont. Jelolje pow (z) azon ta-
nulépontok minimalis szamat 7,-bdl, melyek z-t6l vett tavolsigai ismeretében a
tobbi tanulopont kizarhatd a tovabbi keresésbél a K kizarasi feltétellel. Tehat,
ha pow (z) = k, akkor léteznek olyan t;,,t;,,...,¢;, € 7, tanulopontok, hogy a
d(z,t;;) tavolsagok és a D = (d(tmtﬁ))a,ﬁ=1,2,...,n tavolsagmatrix ismeretében a

K kizérasi feltételle]l minden v € T, \{ti,,ti,, .., %, } tanulépontrol biztosan allit-
hat6, hogy nem lehetnek x legkdzelebbi szomszédja. Méasrészt az is igaz, hogy tet-
sz0leges toy 1 tagy - - - 1 tay € Tn, I < k — 1 részhalmaz esetén létezik olyan u € 7,, ami
nem zarhaté ki K-val. pow (z) tehat a minimalis kizaré tanulépont halmaz elem-
szamat jelenti. Ennél kevesebb tavolsigszamitassal nem lehet megiiszni a legkoze-
lebbi tars megtalalasat az alkalmazott kizarasi elv mellett. pow (z) az x tesztpont
ereje, Ty = {ti;,tig,- .., ti, } pedig egy minimdlis kizdré halmaz. Tegyiik fel, hogy
az S keresési stratégiat alkalmazzuk a K kizarasi feltétellel abban a legrosszabb
esetben, amikor az els6nek kivalasztott tanulépont éppen az x tesztpont legtavo-
labbi térsa T,-ben. Jeldlje step (z) azon d(z,t,;) tavolsagszamitasok szamat, ami
ahhoz sziikséges, hogy biztosan allithassuk azt, hogy mar megtalaltuk a legkoze-
lebbi tarsat. Nyilvan step (z) > pow (). step (x) az S keresési stratégia lépésszdma,

off (z) = %

Tekintsiik most a K3 kizarasi feltételt a minimax keresési stratégiaval. Jeldlje 7,
a tanuloépont-halmazt. Jelolje x valamelyik tanul6pontot. (A targyalt algoritmusban
z végig fog futni 7,, minden elemén.) Tegyiik fel, hogy a maradék n — 1 tanulépon-
tot ugy indexeltiik, hogy d(z,t1) < d(z,tz) < --- < d(z,t,—1) teljesiil. Készitsiik el
az alabbi (n — 1) x (n — 1)-es A = (a,;) matrixot, amely minden komponense 0
vagy 1.

pedig a hatékonysdga.

0 ha |d(t;,t:) —d(z,t;)| < d(z,t1)
a5 =
71 ha |d(t,t) - d(z,t5)] > d(z, th).
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n—1 n—1
Jelolje az A matrix sor- illetve oszlopdsszegeit s; = ) a,; illetve 0; = > ay;.
i=1 i=1

o; azt adja meg, hogy a t; tanulépont hany tanulépont tarsa révén zarhato6 ki a
tovabbi keresésb6l. Specidlisan, ha o; = 0, akkor t;-t nem lehet a keresésbdl ki-
zérni. Nyilvan oy = 0. s; viszont azt adja meg, hogy a t; tanulépont hany tarsa
kizarasaban vesz részt.

Az alabbi algoritmus meghatarozza pow (z)-et és Ty-et. Kiindulaskor pow (z) =
0és Ty =10.

1. lépés. Ha o; = 0, vessziik az i-edik sort és toroljiik A azon oszlopait és so-
rait, ahol ebben a sorban 1 &ll. A ¢; tanul6pontot eltaroljuk T-ben és pow (z) =
pow (x) + 1. Ezutan ezt az i-edik sort és oszlopot is toroljikk A-bol. Ha egyik osz-
lopOsszeg sem 0, a 2. 1épésre ugrunk, kiilénben a 3. lépésre.

2. lépés. Azzal a t; tanuldponttal bévitjiikk a T, halmazt, ahol az s; sordsszeg
maximalis, pow (z) = pow (z) + 1. A j-edik sorban 4ll6 1-esek oszlopait és sorait
toréljiik a matrixbol. Ratérink a 3. 1épésre.

3. lépés. A redukalt matrixban, ha még van sor és oszlop, kiszamoljuk a sor- és
oszloposszegeket, majd visszatériink az 1. lépésre. Ha minden sor és oszlop ki van
torolve, az algoritmus leall.

Ezutan kiszamoljuk a megfelels step (x) értéket is, amikor a kiindulasi elemiink
tn—1, vagyis amikor a lehet§ legrosszabb indulési szituacié. Végezetiil kitoltjik az
alabbi tablazatot:

z | pow(z) | step(z) | eff (x)
131

tn
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FAST SEARCH FOR NEAREST NEIGHBORS

LAszL6 KETSKEMETY

In the metric space (X, d) during searching the nearest neighbor (NN) of the query point
2 € X among the elements of the finite training set 7 = {¢1,12,...,tn} C X we can avoid the cal-
culation of every distances d(x, t;). This is useful in the case of large n and a complicated metric
function d. The solution is the application of an excluding assumption during the searching pro-
cess. An excluding assumption means a criteria for such training points which can’t be the nearest
neighbor of the query point. After k searching steps a training point t € T\{ty;,tyg,...,ty, } can’t
be the nearest neighbor point if one of next three assumptions is valid: or 2dmin < d(¢, tyn)or0 <
max {d(t,ty;) — 2d(z,t;)} OF dmin < (Jnax |d(t,t+;) — d(z,t;)|, where duin = d(z,tyn) =

1

) r{xin kd(z,t—”). The order of the NN searching process is determined by the minimax criteria:
i=1,...,

the next training point to elaborate after ty,,tyy,...,tv, it = arg _min [d(t, t;) — d(z,ty;)].
The statistical estimation of the number of steps for such NN searching algorithm is calcula-
ted by the average of the number of steps s; when z =1t; and 7 = {¢1,...,t;—1,ti41,.--,tn}.
A group exclusion is also possible. We can exclude from the NN searching process every ele-
ments of B C 7 if there exists such ANB =0, A C 7 with d(z,c4) < min {2R4,d(x,cp)}, where
d(ca,cg) > Ra+ Rg + max{Rs,Rg} and eg. Ra = géi‘il {RC; d(x,c) < Re,x € A}.
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A LEGKOZELEBBI SZOMSZED MODSZER HATEKONYSAGA
AUTOMATIKUS SKALAZAS ESETEN

KETSKEMETY LASZLO

Budapest

A dolgozat azt targyalja, hogy a legkozelebbi szomszéd modszernél hogyan lehet
skalazhaté metrikdk esetén azt az optimalisat kivalasztani, ami minimalizalja az oszta-
lyozasi hiba valészintiségét. Az optimalizalt dontésfiiggvény-sorozat hiba valdszintségé-
nek a Bayes- hibahoz valé konvergencidja sebességére becslést adunk. A targyalt mod-
szer ugyancsak alkalmas tobb metrikafiiggvénybdl optimalisan stlyozott kevert metrika
megkonstrualasara is. A probléma megoldasidhoz felhasznaljuk Farkas Gyula klasszikus
eredményét a homogén linearis egyenlétlenségrendszerek nemnegativ megoldasainak el6-
allitasarol.

Bevezetés

A gyakorlati alkalmazéasokban sokszor felvetédik az alabbi osztalyozasi feladat.
Adott egy objektumhalmaz és kategéridk egy véges halmaza. Az objektumokrol
tudjuk, hogy ezek véges sok kategoria (osztaly) kozott oszlanak szét. Hogyan le-
het az objektumok megmérésével a kategdridkra kovetkeztetni? Példaul jellemezni
lehet-e a valasztopolgarokat az iskolai végzettségre, korra, foglalkozasra, jovede-
lemre stb. vonatkozd mérési adatokkal agy, hogy megbizhatdan kdvetkeztetni le-
hessen arra, hogy melyik partra fognak szavazni? Milyen adatokat gyijtsén Ossze
az orvos a paciensrdl ahhoz, hogy felismerje a betegséget? Mekkora felbontassal
kell digitalizalni a kézzel irt jelet ahhoz, hogy az azonosithat6 legyen a megfelels
betiivel az abc-ben? Az objektumokhoz hozzarendelt X adatot alakzatnak nevezik.
Az objektumok kivélasztasa altaldban véletlenszeri, ezért sztochasztikus modellt
alkalmaznak.

Tegyiik fel, hogy adott az (2, F,P) valosziniiségi mez6n az (X,Y) véletlen
elem-par, ahol X az (&,d) metrikus téren veszi fel az értékeit, ¥ pedig binéris.
A feladat az, hogy X segitségével jol becsiiljlik Y-t. Ehhez megadunk egy ¢ : X —
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{0,1} dontésfigguényt, melyet az L(¢) = P(¢(X) #Y) hibavaldsziniiséggel jellem-
ziink. Arra toreksziink, L{¢$) minél kisebb legyen. Amennyiben ismert az (X,Y)
par egyiittes eloszlasa, meghatarozhat6 egy optimalis ¢* dontésfiiggvény, melyre
o = argqb';érgr(lo . L(¢) teljesiil. A ¢* a Bayes-dontésfiiggveny, L(¢*) = L* pedig

a Bayes-hibavaloszintség. Az alkalmazasokban nem ismerjiik az (X,Y) egyiittes el-
oszlasat, viszont rendelkezésiinkre all egy véges elemszamu statisztikai minta, me-
lyet tananyagnak nevezink: D,, = {(XI,YI), (X, Y2),..., (Xm,Ym)}. Egy tarfu-
16algoritmus D,, segitségével elGallit egy ¢, : X x D, — {0,1} dontésfiiggvényt,
melyet az L(¢.) = P(¢m(X) # Y | D) feltételes hibaval6sziniséggel jellemziink.
Olyan ¢,, megkonstruilasa a cél amelyrdl belathato, hogy nll_inoo EL(¢m) = L*. Az

ilyen dontésfiiggvényeket elgallitani tud6 tanuléalgoritmusokat (gyengén) konzisz-
tensnek nevezziik.

A legkdzelebbi tars médszer az egyik legismertebb és legrégibb tanuldalgorit-
mus. Az X alakzatot ahhoz a kategéridhoz sorol, amelyik kategéridhoz az X-hez
legkézelebbi X; tanulépont is tartozik D,,-bél, vagyis d(X, X;) < d(X, X;) min-
den (X;,Y;) € Dm-re. A legktzelebbi k tars modszereknél X-et abba a kategoriaba
osztalyozzuk, amibe a D,,-beli k legkbzelebbi tars tobbsége is tartozik. A legkoze-
lebbi tars moédszereknek igen nagy irodalma van, itt most Devroye, Gy6rfi, Lugosi
[5], Cover és Hart [3], Stone [10], Duda és Hart [6] valamint Fukunaga [8] &ssze-
foglalé muvére hivatkozunk. Cover és Hart [3] foglalkoztak elészor a legkozelebbi
tars modszer aszimptotikus tulajdonsagaival. Bebizonyitottak, hogyha az (X, d)
metrikus térben az x osztdlyozandd pont 1 val6szinlséggel az osztalyok feltéte-
les stirtiségfiiggvényének folytonossagi pontja, akkor az osztalyozasi hiba nagysaga
aszimptotikusan a Bayes-hiba egyszerese és kétszerese kizé fog esni fiiggetleniil a d
metrika megvélasztasitél. Ezt az eredményt tébben altalanositottdk arra az esetre
is, amikor az X alakzat eloszlasara semmilyen kikdtés sincsen. (L. pl. Devroye [4].)
Szeparabilis metrikus térben a legk6zelebbi szomszéd moédszer konzisztens dontés-
fiiggvények sorozatat fogja elgallitani, ha a Bayes-hiba 0. A konvergencia sebessége
persze fiigg d megvalasztasatol, ezért gyakorlati alkalmazasokban — ahol mindig
véges elemszamu D, tananyag all rendelkezésre — nem kdz6mbos milyen metrika
alapjan osztalyozunk.

Short és Fukunaga [9] az X = R? vektortérben foglalkozott az optiméalis met-
rika megvalasztasaval. A szerz6k az x osztalyozandé vektor fiiggvényében javasoljak
az Euklideszi-metrika alabbi médositasat:

d(x,x;) = 'AT(x) (x — xi)l,
ahol
A(x) = M;(x) — M(x) és
k

1
Ml(x) - '/; Z(x - x'y,-) . I{x.yi az 1 osztalyhoz tartozik}:
=1
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k k
1
E Z X - x’y ky = Z I{x.y‘. az 1 osztalyhoz tartozik}s
i=1 i=1
€S Xy Xyy, ..., Xy, 82 X legkOzelebbi k tarsa a D,, tananyagban. Az alkalma-

zott A(x) stlyvektor nem mas, mint az osztalyozas négyzetes hibajahoz tartozéd
gradiens-vektor statisztikai becslése.

Brown és Koplowitz [1] egészen mas elvek alapjan javasolja a metrika kiva-
lasztast. Modszeriikkkel nem reprezentativ tananyagok esetén lehet az osztalyozasi
torzulast kikiisz6bolni. A javasolt metrika d*(x,x;) = A;d(x,x;) alaku, ahol x; a
j-edik osztalyhoz tartozik, és A; alkalmasan megvalasztott saly.

Ebben a dolgozatban annak a lehetGségét vizsgaljuk, hogyan lehet adott &
alaphalmazhoz metrikafiiggvények egy A halmazabdl az optimalisat kivalasztani,
amivel egy teszthalmazon az osztilyozasi hiba relativ gyakorisdgat minimalizaljuk.
A leiras soran az X alaphalmaz a p-dimenziés RP vektortér lesz. Ennél altalanosab-

P
ban csak az 5. szakaszban fogjuk a problémat targyalni. Egy d(x,u) = > p(z;,u;)
i=1

szerkezetid bazismetrikabol indulunk ki, ahol p egy metrika R-en. Il;ren pl. az
Euklideszi-, Minkowsky-, city-blokk vagy a Canberra-metrika.
A bazismetrikaval generaljuk a

P
A= {dA; da(x,u) = ZAip(xi,ui),A > O}

i=1

halmazt. A minden eleme metrika RP-n. A célkitdzésiink az, hogy ebbdl valasszuk
ki az optimalisat.

Az n elemszamu tananyagot egy m elemszama D,, és egy [ elemszami T} rész-
halmazra bontjuk fel. (n = m +1). A tovabbiakban D, jatsza a tananyag szerepét
az osztalyozaskor. Tj-et tesztanyagnak fogjuk nevezni. Jel6lje a tananyagot

Dy, = {(X1,y1)’ (x2,92)s -+ - (Xm,ym)},

ahol x; az i-edik tanuldpont, y; az i-edik tanitds.

A tesztanyag

1) = {(xm-i—la Ym+1)y (Xma2:Yma2)s - - s (Xmoty ym+l)}

lesz, ahol x4 az j-edik tesztpont.

Jelolje a A metrika-csalddhoz tartozo sulyozott metrikds legkdzelebbi tars
dontésfiiggvények halmazat C,,. A dontésfiiggvényeket a kapcsolatos A skalazo-
vektorral fogjuk indexelni.

A ¢4 dontésfiiggvényhez tartozo, a D,, feltételre vett feltételes dontési hiba va-

l6szintiségét L(pa) = P(¢a(X) # Y | D) jeloli. A ¢a dontésfiiggvény az L(¢a) —
¢incf L{¢) kiilonbséggel jellemezhets.
€Chn
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Jelélje gr, € Cp, azt a dontésfiiggvényt, amelynél

Lini(g) = d)ﬂggm Lint(#4),

1
ahol Ly (¢a) = 1 2 T g (xmsi)ymss} 22 L(9a) dontesi hibavaloszintiség empiri-

kus becslése.

1. A skalazott metrikas osztilyozas konvergencia sebessége

Ennek a pontnak a legfontosabb eredményeit az 1.1. Tételben foglaljuk Gssze.
Ismeretes (Ld. pl. Devroye [4]), hogyha az L* Bayes-hiba 0, a legkdzelebbi szomszéd
dontésfiiggvényeinek sorozata konzisztens tetszSleges olyan d metrika esetén, ahol
(X, d) metrikus tér szeparabilis. Tehat ebben a kedvez6 esetben minden d € A met-
rika esetén biztos a legkdzelebbi tars dontésfiiggvényeinek konzisztencidja. Tovabba
igaz az is, hogy E(L(¢m)) — Lyn minden ¢ € Cy, és tetszoleges eloszlas esetén,
ahol Ly jeldli a legkdzelebbi tars dontési hibavalészinliségét. Nem mindegy azon-
ban, hogy a fenti konvergencia milyen sebességgel torténik meg, azaz a tananyag
végessége miatt nem kézombos a d metrika megvalasztdasa. A 3. szakaszban adjuk
meg azt az algoritmust, amely kivalasztja A-bél az empirikus hibat minimalizal
elemet. Ehhez a metrikdhoz tartozé a g, € C,, dontésfiiggvényre igaz az alabbi
tétel:

1.1. TETEL. Az Ly (¢) empirikus hibavalosziniiséget minimalizalo g?, dontés-
fiiggvényre minden € > 0 esetén fennall, hogy

m P 1e?
P(L(g,*n) ~ inf L(¢)>¢| Dm) < 4¢8 <12<2>) e

Az 1.1. Tétel bizonyitasihoz sziikségiink lesz a dontésfiiggvény-osztaly struk-
tarajat jellemzd fogalmakra és allitasokra, melyeket a Devroye-Gyorfi-Lugosi [5]
kényvbél vettiink at.

1.2. Definicio. Legyen A R-beli mérhets halmazok egy osztalya. Tekintsiik a
{21,22,...,2n} p-dimenziés vektorhalmazt. Jelolje N4(z1,22,...,2,) azoknak a
részhalmazoknak a szamat, amelyek {zy,22,...,2,} N A, A € A alakiak. Ekkor az
A halmazosztaly n-edik darabolasi egyiitthatéjan az

s(A,n) = max  Na(z1,22,-..,2n)

V{z1,22,..,Zn }

szamot értjiik.

Tehat maximum s(.A,n) kiilonb6z6 részhalmaz lehet egy n-elemi RP-beli pont-
rendszerbsl A-beli részhalmazokban. Szokis azt is mondani, hogy A maximum

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)



A LEGKOZELEBBI SZOMSZED MODSZER HATEKONYSAGA 85

s(A,n) részhalmazt ,csip ki” {z;,22, ..., 2, }-b6l. Nyilvan s(A,n) < 2". Ha valamely

{2z1,22,...,2,} pontrendszer esetén N4 (21,22, ...,2,) = 2", akkor A ,Osszedara-
bolja” {z1,%2,. .., 2 }-et. Ha viszont s(A,n) < 2", akkor barmely {z1,2z2,...,2Zn}
pontrendszer esetén van legalabb egy olyan {z;,,2i,,...,2;, } részhalmaz, amely

egyik A € A-nak sem részhalmaza. Az is vilagos, hogy ha s(A4, k) < 2F valamely
k-ra, akkor s(A,n) < 2" is igaz minden n > k-ra.

1.8. Definicio. Legyen A RP-beli mérhet§ halmazok egy legaldbb kételemi
csaladja. Azt a legnagyobb k egész szamot, melyre s(A, k) = 2% az A halmazcsalad
Vapnik—Chervonenkis dimenziojanak (VC-dimenzié) nevezzik és V4-val jeldljiik.
Ha s(A,n) = 2" minden n-re, akkor definicié szerint V4 = oo.

(Tehat, ha V4 < 0o és n > V4, akkor sziikségképpen s(A4,n) < 2™.)

1.4. Definicié. Legyen C tetszbleges ¢ : RP — {0,1} dontésfiiggvények hal-
maza. Tekintsiik p + 1-dimenzios vektorok alabbi A¢g halmazosztalyat:

Ac = {45 A= {{x; 6(x) = 1} x {0}} U {{x; ¢(x) = 0} x {1}}, g € c}.

Ezen Ac halmazosztaly m-edik darabolasi egyiitthatoja lesz a C dontésfiiggvé-
nyek osztalydnak n-edik darabolasi egyiitthatéja: S(C,n) = s(A¢,n). C Vapnik—
Chervonenkis dimenzi¢ja pedig Vo = max n lesz.
5(Cn)=2"
Hasznaljuk az 1. szakaszban bevezetett jeloléseket. Az n elemszdmi tananya-
got egy m elemszamu D,, és egy [ elemszamu 7} részhalmazokra bontottunk. ¢a
P

jeldli a da(x,u) = > Aip(z;,u;) tavolsagfiiggvényhez és Dp,-hez tartozd legkoze-

=1
lebbi szomszéd elven mikdds dontésfiiggvényt, Cp, = {da; A > 0}.

A C,, fiiggvényrendszer l-edik darabolasi egylitthatojara vonatkozo egyenlét-
lenséget fogunk kimondani. Ehhez el6szor sziikségiink van két segédtételre. Az els6
segédtételben megfogalmazott 4llitas bizonyitasa megtalalhaté pl. Cover [2] cikke-
ben is. Az itt kozolt bizonyitas jeloléseit kés6bb hasznalni fogjuk. Legyen n € RP
tetszoleges. Ekkor a H = {x € RP; nTx = 0} hipersikkal az R? teret két részre par-
ticionalhatjuk: az A; = {x € R?; nTx > 0} és A, = {x € RP; nTx < 0} particiokra.
Ha k darab kiilénbdz6 normalvektort tekintiink, akkor hipersikokkal kialakithato
particiok szamat jelolje C(k, p).

p—1
1.5. SEGEDTETEL. C(k,p) =2 3. (7).
=0

Bizonyitds. Nyilvan C(k,p) = C(k — 1,p) + C(k — 1,p — 1), mert a k-adik hi-
persikot az el6z6 k — 1 db hipersik éppen C(k — 1,p — 1) particiéra bontja szét.
Ugyanis p-dimenziés hipersikok metszete is hipersik lesz, de a p — 1 dimenzios al-
térben. Egyetlen hipersik 2 részre bontja a teret, tehat

2 ha p2>1
C(l,p) = {
0 ha p<0.
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Ekkor

=Clk-2,p)+2Ck—-2,p-1)+C(k-2,p—-2) =

=Ck-3,p)+3Ctk-3,p—1)+3C(k—3,p-3)+C(k—3,p—3) =

=‘..=;(;)C(k—s,p——j):...=l§(k;1)c(1vp—j)=

p-1 .,
=2 (k .1>. 0
; J

j=0

1.6. SEGEDTETEL. C(k,p) < 3 (%) <k?, k>p> 2.

e

=0

Bizonyitds.

cten =23 (7= (31 (551 + (1)«
ACT)C] e 1G22+ GID] G2 -
() () ) <)

Teljes indukci6val bizonyitunk. A p = 2-nél tetsz6leges k > 2-ra igaz az allitas,

2
hiszen 3° (¥) =1+k+ m—;lz =k%+ (#) < k2. Ezut4n legyen p > 2 tetszd-
i=0

leges. A k = p esetére nyilvan igaz:

p
Z(f):ngpp, ha p22

1=0

P
Tegyiik fel, hogy az egyenlStlenség igaz valamely k > pre: > (f) < kP.
i=0
Ekkor

P p—1
(kJ.rl) = 22 <k> + (k> <2%Pl 4 RP<pkPTl4RP < (k+ 1P O
e ; ( P

1
i 1=0
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Vegyiik ki az i-edik tesztpontot, X,,4i-t T;-b6l. Szamoljuk ki minden (4, k) in-
dexkombinéaciéval az Nﬂ) = t(X;, Xm+:) — t(Xk, Xm+4i) vektorokat, ahol t(x,u) =
(p(x1,u1), p(T2, u2), . - . ,p(x,,,u,,))T jeloli az x,u € RP vektorok tavolsagvektorat.
A régzitett X, 4,-hez Dp, tanulopontjaival (') ilyen vektor készithetd el, tehat ha
mind az [ tesztpontot sorravessziik, akkor [ () darab Ng’k) kiilénbség-vektorunk
lesz. Tekintsiik most azokat a hipersikokat RP -ben, melyeknek az Nglk) vektorok a
normalvektorai. A hipersikok egyenletei N;QTA = 0 alakban adhaték meg, A € RP.

Ezen elGkésziiletek utan becslést tudunk adni a C,, halmaz [-edik darabolasi
egylitthatojara.

1.7. SEGEDTETEL. S(Chm,1) < ({(3))".

Bizonyitds. Jelolje 7} = {Xm+1, Xm+2;-- -, Xm+1} @ tesztpontok halmazat és le-

gyen Fp, = {u ERP;u= (¢(xm+1),¢(xm+2), e ,d)(me))T, ¢ € Cm}. Elgszor azt
bizonyitjuk be, hogy F, elemszama nem lehet tobb, mint ({(7))”. Tekintsiik min-

den (7, s) indexkombinaciéval az N;’z = t(Xj, Xm4i) — t(Xs, Xm+:) vektorokat, ahol

t(x,u) = (p(zl, uy), p(x2,u2),. .. ,p(xp,up))T jeloli az x, u € RP vektorok tavolsag-
vektorat. (Lasd a 2.1. Definiciot.) A képletben x; és x; a Dy, tananyag két tetszéle-

ges pontja. Ilymodon Gsszesen l(rz") db ilyen Ng’i € RP vektor készithetd el. Vegyiik

most az Gsszes olyan hipersikot RP-ben, melyeknek normalvektorai a kiszdmolt Ng?
; T
vektorok: H 1(2 = { u € R?; (NE:)) u= O}. A 1.6. Segédtétel szerint ez az Gsszesen
k= 1(7) db hipersik a teljes teret nem tébb mint (I(7}))” particiéra bontja. Ha
most a; és ap nemnulla vektorok ugyanabbdl a particiébol valok, a hozzajuk tar-
t0z6 Pa,, P, € Cr, dontésfiiggvényekre fenn fog allni, hogy azonosan osztalyozzak
a T; teszthalmaz pontjait, azaz ¢a, (Xm+i) = Gay (Xm+4), ¢ = 1,2,...,1. Az Fy, hal-
maz elemszama nem lehet tehat t8bb, mint a particiék szama, azaz (l(’;))p .
Vegylink most tetszéleges z1,2o,...,2z; € R? tanulépontokat, és hozzatarto-
zban vy,vs,...,v € {0,1} tanitasokat. Ezekkel a pontokkal fogjuk eljatszatni a
tesztpontok szerepét, azaz tegylik fel egy pillanatra, hogy z; = Xim+; €5 Vi = Ymi
(i=1,2,...,1). A korabban elmondott modon létrehozzuk RP partici6it, melyek
szama nem haladhatja meg (1(77))"-t. A C,, fiiggvényosztalyhoz tartozé Ac,, hal-
mazrendszer most

Acy, = {Aai An = {{x: $a(x) = 1} x {01} U {{; ga(x) = 0} x (1}}, a € B?}.

S(Cm,l) azt a maximélis részhalmaz szamot jelenti, amit Ac,, kicsippent
Z ={z; X vy,%9 X Va,...,2 X uj} részhalmazai kozil. Ha most a; és ay nem-
nulla vektorok ugyanabbol a particiobol valok, és Aa, = {{x; @a,(x) =1} x {0}}u
{{x; #a,(x) =0} x {1}}, i = 1,2, akkor Aa, N Z = Aa, N Z lesz. Vagyis Z-b6l nem
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lehet tobb részhalmazt kicsipni, mint ahany particié alakult ki benn a hipersikok

révén, azaz S(Cp,, 1) < (l(’;))p. O

Ezek utan ratériink az 1.1. Tétel bizonyitasara.

Bizonyitds. Becslést adunk a
P Y — i
(L(#*) ~ inf L(¢) > | Dy)
feltételes valésziniségre, ahol

L(¢) =P(¢(X) #Y | D).

A Devroye-Gyorfi-Lugosi [5] konyv 8.2. Lemma4ja szerint:

L") = nf 16) <2 swp |Lni(9) - L)

A Devroye-Gyorfi-Lugosi [5] kényv 12.8. Tétele szerint:
P( sup |Lmu(9) = L(#)] > €| Din) < 465 S(C, 1) 2",
6€C,
Ezekbél az egyenlétlenségekbdl kozvetleniil kévetkezik, hogy

* : 8 2y -2
P(L(¢ )~ inf L(#)> <] Dm) < 4e88(Cp, 12)e™ 5.

Végiil felhasznalva az [?-edik darabolasi egyiitthatéra vonatkozd becslést:
P 2
*Y < 8 Py AL —!ST'
P(L(¢ )= inf L(¢) > e Dm) < de (1 (2>) e

A fenti becslés mar eloszlasmentes, a felsé korlat nem fiigg a véletlentdl. Ezzel
az 1.1. Tételt bebizonyitottuk. O

1.8. MEGJEGYZES. A 1.1. Tétel allitasanak jobboldala

In! Inm In(m —1)
coexp | —1- Cl+02—l—+63 ] + C4 ]

alaka, ahol cg,...,cq alkalmasan megvalasztott konstansok. A [ — oo hatarat-
menet sordn a kifejezés akkor lesz minimalis, ha kdzben lﬁgl—m — 0 is fennall.
Ez utébbi feltétel nyajt gyakorlati atmutatast arra vonatkozdan, hogy milyen
aranyban osszuk fel az adatainkat tananyag és teszthalmaz részekre. Tekintsiik

¥
az f(z,y) = 2=2) = l"(; 1) + 122 fiiggvényt. Megmutathat6, hogy = = ¥ v&-

n_
Inn?

n

m==n-—g3

lasztassal y — oo esetén T — 00 és f(ﬁ?;:y) — 0. Tehat az | =
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valasztas esetén a becslé kifejezés minimalizilhatd az n — oo atmenetkor, azaz
viszonylag kis elemszami tesztanyag levalasztisaval pontossa tehet$ a metrikasi-
lyozasos osztalyozas. Az alabbi tablazat azt mutatja, hogy n névekedtével hogyan
! Lo,os
arany.

alakul az [ és m értéke, valamint az . és -

l
n l m —% | -%
m n

100 22 78 | 27.74 | 21.71
200 38 162 | 23.26 | 18.87
300 53 247 | 21.26 | 17.53
400 67 333 | 20.3 | 16.69
500 80 420 | 19.18 | 16.09
600 94 506 | 18.53 | 15.63
700 | 107 593 | 18.01 | 15.26
800 [ 120 680 | 17.59 | 14.96
900 | 132 768 | 17.23 | 14.70
1000 | 145 855 | 16.93 | 14.48
2000 t 263§ 1737 | 15.15 | 13.16
3000 | 375 | 2625 | 14.27 | 12.50
4000 | 482 | 3518 { 13.71 | 12.06
5000 | 587 [ 4413 | 13.30 | 11.74
10000 | 1086 | 8914 | 12.18 | 10.86
100000 | 8686 | 91314 | 9.51 | 8.69

2. A legjobban skalazott metrika kivalasztasinak elSkészits fazisa
Ebben a szakaszban azt fogjuk targyalni, hogy hogyan lehet a g, dontésfiigg-
vényhez tartozé A* skalazo vektort elGallitani, azaz hogyan lehet kivalasztani az

optimalis metrikat a A metrika-csaladbél.
A leirasnal sziikségiink van néhany jelolésre. A tananyag két osztalyra oszthato:

Mo = {x;; X; € Dy, y; =0} & My = {x;; X; € D, y; = 1}.
Hasonloképpen a teszthalmazt is két részre oszthatjuk:
Og={xi;x;, €Ty, yy =0} & Oy ={x;;x;€Ti, y; =1}.
A dolgozatban hasznalni fogjuk a vektorok és matrixok koézott értelmezhetd

>, <, < és > féligrendezési relaciékat. Az x > u és A > B (<, >, <) féligrendezési
relacidk akkor allnak fenn, ha minden koordinataban fennallnak.
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2.1. Definicié. t(x,u) = (p(xl,ul),p(zg,ug),...,p(:):,,,up))T, az X és u tdvol-
sdgvektora.

2.2. MEGJEGYZES. t(x,u) > 0, és nyilvanvaléan igaz, hogy ha t(x,u) <
t(w,v), akkor tetszéleges A > 0 skalazo vektorral da(x,u) < da(w,v) is fenn-
all.

2.8. Definicié. A z € Oy tesztpont tdvolsdgvektora az M;-tdl:

T
t(M =t"(z) = ( i i ..., mi z ) .
(My,2) = t*(2) = ( min p(z1,w1), min p(zz,u2),..., min p(zp, up)
2.4. MEGJEGYZES. Hasonldan lehet értelmezni a z € O; esetén a t(My,z) td-
volsdguektort is.

Az optimalis A* > 0 skalazé vektort tgy fogjuk elGallitani, hogy felirjuk azt
egy GA <0, A >0, A # 0 homogén linearis egyenl&tlenség-rendszer megoldasa-
ként, ahol a G matrix minden sordban van legalabb egy negativ komponens. A 7;
teszthalmaz minden eleméhez megkisérliink elGallitani egy vagy tobb sorvektort a
G matrixban. Amelyik tesztpontnal ez nem sikeriil, azokat rosszul fogja osztalyozni
még az optimalis g, dontésfiiggvény is, de ezeket minden mas ¢ € Cp, dontés-
fiiggvény is rosszul osztalyozna. Az ismertetendd algoritmus két fazisban oldja meg
a feladatot. Az els6 fazisban megadjuk a G matrixot, a masodikban pedig megha-
tarozzuk a g -hoz tartozé6 A* > 0 skalazoé vektort. Ebben a pontban az algoritmus
els6 fazisat ismertetjik.

Felhasznaljuk, hogy z € Op-t tekintve, az alabbi hirom eset valamelyike bizto-
san fennall:

l.eset: Van olyan x € My, melyre t(x,z) < t*(z). Illyenkor tetszéleges A ska-
1426 vektort hasznalva z-t jol fogjuk osztalyozni, hiszen ATt(x,z) < ATt*(z) <
ATt(u,z), minden u € M;-re, azaz ¢4 (z) = 0 lesz.

2. eset: Minden x € My esetén t(x,z) > t*(z). Ekkor tovabbi két alesetet kii-
16nboztetlink meg:

2/-a- Létezik u € My, hogy minden x € My-re t(x,z) > t(u,z) is. Ilyenkor
semmilyen A skalazé vektornal sem tudjuk z-t jol osztalyozni, hiszen da(u,z) <
da(x,2), azaz pa(z) = 1.

2/-b- Minden u € M;-hez létezik x € Mp, hogy t(x,z) % t(u, z). llyenkor
az (x,u) parhoz kiszamitjuk a g = t(x,z)} — t(u, z)-t, és felvessziik azt a G matrix
sorvektorai kozé. Ekkor majd A*-gal teljesiilni fog, hogy minden u € M;-hoz létezik
X € My : da-(u,z) > da-(x,2), azaz z-t j6l fogjuk osztalyozni, mert ¢a-(z) = 0.

3. eset: Van olyan x € My, melyre t(x,z) ¥ t*(z), de t(x,z) £ t*(z) is. Az

P
ilyen x € My-ekre el6szér maximalizaljuk a k(x) = > I{p(z;’z,-)<t?(z)} fliggvényt,
i=1 :

P
majd a k(x)-et maximalizal6 x-ekre minimalizaljuk a {(x) = 3 p(z;, 2;) fiiggvényt.
=1
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Jeldljiik az optimumot felvev tanulépontot x*-gal. Ilyenkor g = t(x*,z) — t*(z)-
t felvessziik azt a G matrix sorvektorai kozé, és A*Tt(x*,z) < A*Tt*(z) miatt
da-(u,2) > da-(x*,2) lesz minden u € M;-re, azaz z-t jol fogjuk osztalyozni.

Az algoritmus az elsé fazisban a fenti harom eset figyelembevételével elGallit
egy G maétrixot. A masodik fazisban megoldjuk a GA < 0, A > 0, A # 0 linearis
programozdsi feladatot, melynek barmely A* megoldasa alkalmas skalazo vektor
lesz a g;, dontésfiiggvényhez. G sorainak s szamara igaz az alabbi egyenlétlenség:

0<s<#M - #00+ #Mo-#0y, ahol pl. #M; = 3 I1,._1}, az M) halmaz sza-
i=1

mossaga. Az algoritmus az els6 fazisban meghataroz egy h* értéket, amely azon
tesztpontok szamat adja meg melyekre a 2.-a- aleseténél leirt feltétel igaz. Ezeket
egyik ¢a € C,, dontésfiiggvénnyel sem lehet jol osztalyozni, még g, -gal sem. Igaz
lesz tovabba az aldbbi egyenlétlenség:

h*

e* = T = im,l(g:n) < imvl(q&A)’

vagyis Cpp-en g%, minimalizélja az L., empirikus osztalyozasi hibat.

2.5. MEGJEGYZES. Ha az osztalyok szdma ketténél nagyobb, azaz ¢ : X —
{1,2,..., L} alakq, akkor az O; tesztosztalyon az épp vizsgalt tesztpont osztalyatol
eltéré osztalyhoz nem tartozéd tesztpontok halmazat kell érteni. Ilymédon a leirt
algoritmus kiterjeszthetd az altalanosabb esetre is. Masodik 1épésben elhagyjuk az
elsének kivalasztott osztaly tanuldpontjait. Az igy redukalt halmazban vessziik a
masodik osztalyt és ennek a tesztpontjai fogjak jatszani Oy szerepét, a komplemens
halmaz pedig O;-ét. Az els§ lépésben megkezdett G maétrix sorainak feltdltését az
Uj szereposztasban folytatjuk, amig az Gsszes osztily feldolgozasra nem kertilt.

A korabban targyalt harom eset figyelembevételével megadjuk az A*-ot elGal-
lité algoritmus elsé fazisat, azaz elGallitjuk a G matrixot.

Az algoritmus leirdsaban hasznalni fogjuk a := jelet, amelynek jelentése: a
jobboldal tartalmaéval feliilirjuk a baloldal tartalmat.

Inicializalas: h* := 0.

il Vegylik egyenként a T; halmaz tesztpontjait. (1. ciklus). A leirasban je-
16lje z € T; az éppen soron kovetkezd tesztpontot. (Ha mar minden tesztpontot
feldolgoztunk, az iv° pontra ugrunk) Tegyiik fel, hogy z € Op. Legyen s,b:= 0.
Szamoljuk ki t(M;,z) = t*(z)-t.

i1° Sorravessziik az My osztéaly x tanulopontjait, ezzel elinditjuk a 2. (bels6)
ciklust.
ii%/-a- Vegyiik a kovetkezd x € My tanulépontot, és szamoljuk ki a t(x, z)

tavolsagvektort. Ha mar nincs tébb pont My-ban, az ii°/-e- pontra ugrunk.
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11%/-b- Megvizsgaljuk a t(x,z) < t*(z) feltételt. Ha teljesiil, akkor kilépiink
a 2. ciklusbol és az 1. ciklus végére lépiink véve a kovetkez8 z tesztpontot, azaz
visszalépiink i%-re. Ha nem teljesiil, a 4i°/-c- pontra ugrunk.

ii%/-c- Megvizsgaljuk a t(x,z) # t*(z) relaciét. Ha igaz, megvizsgaljuk,
hogy x maximalizilja-e a x(x) és ((x) fliggvényeket. Ha igen, x*-ot x-el feliilir-
juk, s := s + 1. Visszatériink az 1" /-a- ponthoz.

i1%/-d- Ha nem igaz, akkor Visszatériink az 1i°/-a- ponthoz.

ii%/-e- Megvizsgaljuk az s = 0 feltételt. Ha igaz, elinditunk egy 3. ciklust,
azaz raugrunk a iii%-pontra. (Ilyenkor a fent targyalt 2. eset fordult el6.) Ha s > 1,
akkor kiszamoljuk a g = t(x*,z) — t*(2)-t és felvesszilk a G matrix sorvektorai
kozé, b:= b+ 1. (V6. a 3. esetnél leirtakkal.) Raugrunk i%-ra.

1110 Sorravessziik az M; halmaz elemeit. Vegyiik u € M;-et. Elinditunk egy
belsé ciklust, ahol sorravessziik az x € My tanulépontokat. Megvizsgaljuk, hogy
fennall-e t(x,2z) % t(u,z).

Ha valamely x-re ez teljesiil, kiugrunk a bels6 ciklusbdl, kiszamoljuk g =
t(x,2z) — t(u,z)-t és taroljuk azt G-ben, b := b + 1. Visszatériink i’-ra.

Ha a bels6 ciklus végigporog és minden x € My-re t(x,z) > t(u,z) adédott,
1-gyel megnoveljiik az h* szamlalé tartalmat és csak ekkor tériink vissza i%-ra.

iv® A feldolgozas befejez6d6tt. A G métrix sorainak szédma b, oszlopainak
szama, p. h* tartalma a Tj-ben rosszul osztilyozhaté pontok minimalis szdma.

3. Homogén linearis egyenlStlenség-rendszer
nemnegativ megoldasanak megkeresése

Belathato, hogy egy homogén lineéris egyenl6tlenségrendszer nemnegativ meg-
oldasai egy véges konvex kup elemeiként adhaték meg. Ebben a pontban ismerte-
tendé eredményeket Farkas Gyula klasszikus cikke [7] alapjan kozoljik.

Legyen G € R**P egy tetszfleges olyan matrix amelynek minden sordban van
negativ komponens, azaz létezik g;; < 0 (i = 1,2,...,s). Hogyan konstrudljunk meg
olyan x > 0, x # 0 vektort, melyre Gx < 0 lesz?

Az alabbi tétel Farkas Gyulatol szarmazik. A konstruktiv bizonyitasban hasz-
nalt jeloléseket az optimalisan skalazott metrikat meghatarozé algoritmus masodik
fazisanak leirasakor fel fogjuk hasznalni.

3.1. TETEL (Farkas). A Gx <0, x > 0, x # 0 feladat megoldhaté, és minden
megoldas el6all x = HH,---H;y,y >0, y # 0 alakban, ahola H,,H,,... , H, >
0 a bizonyitas soran ismertetend6 algoritmus éltal a G komponenseibdél megkonst-
rudlt matrixok.
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Bizonyitds.
1. lépés: Jelolje g; a G matrix i-edik sorvektorat. Legyen

T
g =g =72 )

Tegyiik fel az egyszertiség kedvéért, hogy g(® elsé  db komponense 0, az ezeket
kévets k db komponense negativ, az utolsé ! db komponense pedig pozitiv (r + &k +
[ = p). Ezutan definialjuk a

Hl = (ela <y €k, H11 v aHk~l) € RpX(T+k+k'l)
matrixot, ahol e; az i-edik p-dimenzids egységvektor,
H; = Yryk41€r41 ~ Vrs1€r4ks1s- - Hey = YpCr+k — Yr+k€p-

Tehat H; els6 r + k oszlopa egységvektor, az utolsé k - [ oszlopvektora pedig
vi€; — v;€; alaki, ahol v, > 0 &s y; < 0. A konstrukciobol nyilvanvalé, hogy

Hl 20 és g(O)THl(Oa"-0777‘-{-1777‘-}-27"'77T+k)701"'0) SO
N—— N——r

r db k-l db
2. lépés: Legyen
T
g2
G = -H;.
gl

Jelolie gV a G matrix els6 soranak vektorat. Ismételjiik meg g(M-gyel az
1. lépésben g(®-val leirt eljarast, elgallitva most a Hy > 0 matrixot. A Hy matrix
sorainak szama r + k + kl lesz, az oszlopainak szama attol fiigg, mennyi 0, pozitiv
és negativ komponense van a g(1-nek. Ezutén legyen

gl
Gy=| ! | Hy
g1
ennek g(?) az elsé sorvektora .... A fenti eljarast ismételgetve s — 1 lépésben el-

jutunk a G,_; = gl H,_; = g1 matrixhoz, ami mar sorvektor. Végiil jeldlje a
g~ _hez elkészitett matrixot H;.

3. lépés: Legyen most y > 0, y # 0 tetszsleges.

gOTH H,. - -H;

gWTH,H; - - H,
. <0,

GH:GHngHS:

g(s—l)THs

Alkalmazott Matematikei Lapok 21 (2004)



94 KETSKEMETY LASZLO

hiszen g(i)THHl <07 és H;,;oH;,3 - - H,; > 0 miatt a matrix i-edik sorvektora
nempozitiv komponensd vektor lesz. Ekkor viszont minden y > 0 vektorral x =
H y-ra teljesil Gx=G Hy <0. a

3.2. MEGJEGYZES. a.) Minden g; sorvektorhoz olyan H; matrixot konstrua-
lunk, hogy a g7 H; sorvektor nemnulla komponensei éppen g; negativ komponensei
legyenek.

b.) Az algorimus minden wjabb sorvektor bevonasakor tovabb tud lépni, hi-
szen H;_;, > 0 és g;-nek van negativ komponense a feltételek szerint. Igy nyilvan
giTHi_l < OT lesz.

A Farkas-tétel alapjan lehet az optimalisan skaldzott metrikat kivalaszté algo-
ritmus masodik fazisat leirni.

Inicializalas: Hy, P := E € RP*P  ahol E a p x p-es egységmétrix.

i° Egyetlen ciklusban sorravesszitkk a G sorvektorait. A lefrasban az i-
edik sorvektort g;-vel fogjuk jelolni. Ebbsl kiszamitjuk w? = g7 H;_;-et. Jeldlje
6(1),6(2),...,0(r) a w; = (wi1, Wiz, - - . ,wi,,)T vektor zérus komponenseinek inde-
xét, w(l),w(2),...,w(k) a negativ, u(1), (2}, ..., u(l) pedig a pozitiv komponense-
inek indexeit. Ekkor w;-komponenseibdl el6allitjuk a H; matrixot, amelynek hfj?ﬂ
komponenseire teljesiil, hogy:

. b {(1§ﬁ§résa=6([3)) vagy
(r+1<B<r+késa=08-r))

valamely j = 1,2,..., k-ra:

wiy ha <r+k+14+(G-1)-1<B<r+k+1+3-1

R, =4 a=w(j), y=pB-r-k)

valamely j = 1,2,...,k-ra:

—wiy ha (r+k+14+(G-1)-1<B8<r+k+1+5-1

a=p(f-r—k), v=w()

0 egyébként.

Veégiil: P :=P - H,.
110 Minden x > 0 esetén a Px vektor egy optimélis skalazo-vektort allit
els. Legyen pl. A* =P 1, ahol 1 = (1,1,...,1)T.
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4. Metrikak keverése

Ebben a pontban altalanosabban foglalkozunk az optimalis metrika megvalasz-
tasaval. Az alaptér most tetszSleges X # () halmaz lehet. Legyenek dy,da, ..., d,
kiilonb6z6 metrikdk X'-hez. Ezekkel, mint bazismetrikakkal képezziik a

P
A= {dA; da(z,u) =Y Aidi(z,u), A> 0}

=1

metrika-halmazt. Feladatunk az, hogy D, és T, segitségével olyan 0 < A* =
A*(Dy,, T)) skalazo vektort megadjunk, amivel da- minimalizlja az

l
A 1
Lm,l(¢A) = 7 Z I{‘¢A<$vu+i)¢y1n+i}
i=1

hibabecslést. Legyen most
t(z,u) = (di(z, u), d2(z,u), ..., dp(z, u))T

a tavolsagvektor és z € My esetén

T
t(My, ) = t* :('d,,'d,,...,'d,).
(My,z) = t7(2) = { min di(z,u), min dy(z,u),..., min dp(z,u)

Ezekkel minden megismételhets, amit az optimalis sulyvektorok el6allitasarol
a 3. és 4. szakaszban elmondtunk. Ezzel a technikaval j6 metrikakbol keverhetiink
ki még jobb metrikat. Ugyanis, ha W; C T; jel6li a teszthalmaz azon részét, me-
lyet a d; metrikaval a legkozelebbi tars médszerrel jol osztalyozzuk, akkor a da-

P
metrikaval a jol osztalyozhato tesztpontok halmaza | W; lesz.
i=1
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EFFECTIVENESS OF NEAREST NEIGHBOR CLASSIFICATION
WITH OPTIMAL SCALING

LAszLd KETSKEMETY

In this paper the method of the selection of an optimal scaling vector A* > 0 for the
P
da(x,u) = Y A;p(z;, u;) metric function to RP is discussed. With this A* we can minimize

i=1
the holdout estimation of the classification error

{
. 1
Lini(¢a) = 1 :2—:1 I{¢A(xm+.’)¢ym+.‘}’

where
Dm = {(x17 yl)) (Xg,yg), R ] (x"'lv ym)}
denotes the training set, and
Ty = {(Xm+1,Ym+1), Xm+2,Ym+2); -, (Xt 1 Um41) } -
is the test set. ¢ 5 is the NN decision function e.g. ¢a(z) = y;, when

da(z,xj) = min da(z,xg).
k=1 m

,,,,,

(The problem is discussed when y; € {0, 1}, i.e. when only two classes are considered.) We show
that the optimal scaling vector A* is a solution of a problem

(*) Gx<0, x>0, x#0

of homogenous linear inequalities system where G has at least one negative component in every
rows. The solution of the general problem () was solved by G. Farkas in [1]. The key ques-
tion is how to produce the matrix G using sets Dy, and T;. The rows of the matrix G are
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t(x,z) — t(u, z)-formed vectors, where e.g. t(x,z) = (p(z1, 21), p(z2, 22), . .. ,p(a:p,zp))T the dis-
tance vector of x and z. In the upper expression of difference of distance vectors (x,0), (z,0) and
(u, 1) are applicable elements of the test set T;. The discussed method is applicable to mix metrics,
too. If d1,da, ..., dp denotes p different metrics on the same basic space X then an optimal metric

2 .
da(z,u) = ) Aidi(z,u) can be mixed with which classifying the points in T} the the error L,,
i=

2
will become minimal. We prove that P(L(¢A~) - d)gg L(g) > €| Dm) < 4¢8 (lz(gl))pe‘%_

for every € > 0, where Cy, is the class of the NN decision functions, ¢ o+ € Cr denotes the cho-
sen optimal NN decision function, L(¢) = P{¢(X) # Y) is the error probability. This shows the
effectiveness of the method.
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NEMPARAMETERES FUGGVENYBECSLESEK

ANTOS ANDRAS ES PINTER MARTA

Budapest

1. Bevezetés

A matematikai statisztika alapvets célja valoszindségi térvények vagy azok jel-
lemz&inek megtanuldsa adatokbél. A klasszikus matematikai statisztika jobbara
paraméteres szabalyokbdl all, amelyek arra az esetre vonatkoznak, amikor a sta-
tisztikusnak van valamilyen elGzetes ismerete az aktualis problémarol, és igy fel-
tételezni tudja, hogy az ismeretlen valdszinidségi torvény az eloszlasok valamely
paraméteres osztalyahoz tartozik.

A nemparaméteres statisztika esetében nem Aall rendelkezésre ilyen informé-
cid, ezért a szabalyok konstrualidsa nem hasznalhatja a torvény egyetlen specidlis
jellemzéjét sem, és a szabaly alapvet§ tulajdonsigainak eloszlasfiiggetlennek kell
lenniiik.

Altalanos modelliink a kivetkezs: Legyen X egy vektor valosziniségi valtozo,
melynek eloszlisa ismeretlen. Szeretnénk megbecsiilni X eloszlasanak egy P jellem-
z8jét, amelynek értéke lehet egy fiiggvény vagy akar maga az eloszlas. A becslés
josagat egy nemnegativ I(-,-) veszteségfiggvény méri (pl. a fliggvények L; vagy
L,-beli tavolsiga). Inputként adottak az Xy,..., X, fliggetlen mintdk. A becslést
jelolje P,, amely a mintdk minden egyes realizaciéjahoz P egy lehetséges becslését
rendeli. Az [(P,, P) nulldhoz val6 konvergenciajat vizsgaljuk.

Egy P, becslés gyengén konzisztens egy eloszldsra, ha

I{(Pn, P) — 0 sztochasztikusan.

Egy P, becslés gyengén konzisztens a D eloszldsosztdlyon, ha gyengén konzisztens
minden D-beli eloszlasra, és gyengén univerzdlisan konzisztens, ha gyengén kon-
zisztens X minden lehetséges eloszlasara.
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Egy P, becslés erdsen konzisztens egy eloszldsra, ha
I(Pn,P) — 0 1 valosziniiseggel,

és a fentihez hasonléan definialjuk az erds konzisztencidt eqy D eloszldsosztdlyon és
az erds univerzdlis konzisztencidt.

Gyakran, habar az eloszlast nem ismerjiik, mégis van valamilyen elézetes isme-
retlink X eloszlasardl az X4, ..., X, adatokon kiviil. Paraméteres esetben feltéte-
lezziik, hogy az eloszlas egy paraméterezett osztaly tagja. Nemparaméteres esetben
az ismeretiink vonatkozhat a siiriiségfiiggvényre, pl. bizonyos esetekben tudhatjuk,
hogy az ,sima”, vagy regressziébecslésnél a regressziofiiggvényrol lehet elGzetes in-
forméacionk, pl. hogy az monoton, vagy egy halmaz indikatora. Altalanossagban te-
hat ilyenkor feltételezhetjiik, hogy az eloszlas benne van egy D eloszlasosztalyban.
Az ilyen esetben, konzisztens becslések altal elérhetd legjobb konvergenciasebessé-
get ragadjak meg a kovetkezd definicidk:

Egy a, pozitiv sorozatot a D eloszldsosztdlyra nézve minimax alsé konvergen-
ciasebességnek nevezink, ha

ElP,, P
limsup inf sup El(Pn, P) >0,

n—oo P, X€D QAn
ahol az infimum az Gsszes becslés, mig a szuprémum az Gsszes D-beli eloszlés f616tt
értendd.
Az a, sorozat éles minimax konvergenciasebesség D-re nézve, ha van olyan P,
becslés, hogy
) El(P,, P
limsup sup El(F, P) <
n—oo X€D an

o0

és minimax alsé konvergenciasebesség D-re nézve. Tehat ha létezik olyan becsld,
aminek a hibija egyenletesen minden osztalybeli eloszlas esetén legalabb gy kon-
vergal, mint a,, de nem létezik olyan, amely ennél gyorsabban konvergalna.

Egy a, pozitiv sorozatot a D eloszldsosztdlyra nézve individudlis alsé konver-
genciasebességnek neveziink, ha

El(P,, P
inf sup limsup—(u >0
{P.} X€ED n-—oc An

?

ahol az infimum az 6sszes becsléssorozat, mig a szuprémum az 6sszes D-beli eloszlas
folott értendd.

Az a, sorozat éles individudlis konvergenciasebesség D-re nézve, ha van olyan
P, becsléssorozat, hogy

El(P,, P
sup limsup—(—"—’——-)- <
X€D n—oo an

o0

és minden a!, = o(a,) sorozat individualis als6 konvergenciasebesség D-re nézve.
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A paraméteres statisztikiban D egy paraméterezett eloszlascsalad, és P a pa-
raméter. Viszonylag enyhe és a gyakorlatban egyszertien ellenérizhets feltételek
esetén megkonstrualhaté egy P, becslés (t6bbnyire a maximum likelihood becslés)
ugy, hogy egyrészt

lim P, =P 1 valosziniiséggel

n—oo
minden P-re, azaz a becslés erGsen konzisztens D-n, masrészt az E{|P, — P|}-re
az a, = n~1/? egy éles minimax és individualis konvergenciasebesség.

Nemparaméteres esetben a helyzet nem marad ilyen szép és egyszerii. Egyrészt
- mig altalaban létezik erésen univerzalisan konzisztens becslés —, gazdag elosz-
lascsalddokra nem garantalhato konvergenciasebesség, azaz barmely becsléssorozat
konvergenciasebessége tetszélegesen lassu lehet egyes eloszlasokra. Ez azt jelenti,
hogy tetszéleges nulldhoz tart6 b, sorozathoz és P, becsléssorozathoz létezik egy
eloszlas ugy, hogy

El(P,, P) > b,

végtelen sokszor. Masrészt ilyenkor mar a minimax konvergenciasebesség is joval
bonyolultabb alaku lehet, tovabba a minimax és az individuélis konvergenciasebes-
ség kiilonbdzG lehet. Mig a minimax konvergenciasebesség minden n-re megadja
az osztalyban az (n-nel esetleg valtozo) legrosszabb esetre vonatkozo hibat, addig
az individuéalis konvergenciasebesség az egyes fix eloszlasokra vonatkozé tényleges
konvergenciasebességek koziil adja meg a leglassabbat.

Cikkiink 2. fejezetében Osszefoglalunk az eloszlas- és stirtiségbecsléssel kapcso-
latos konzisztencia- és konvergenciasebesség-eredményeket. A 3. fejezetben a reg-
resszitfiiggvény becslésével, a 4.-ben pedig az alakfelismeréssel kapcsolatos — rész-
ben sajat — eredményeket mutatjuk be.

2. Eloszlas- és siriségfiiggvénybecslés

Az els6 példank egy F(z) eloszlasfiiggvény becslésének feladata fiiggetlen,
azonos eloszlast X, Xo,... X, mintikbol, melyek R%n veszik fel az értékeiket
(d 2 1). Azaz az eloszlas becsiilendd jellemzéje F, és a veszteségfiiggvény az
U(Fy, F) = supgena | Fa(z) — F(z)| szuprémum norma. Itt az Fy,(z) empirikus el-
oszlasfiiggvény konstrualasanak a modja egyrészt eloszlasfiiggetlen, masrészt Fy, ()
egyenletes konvergenciaja, a Glivenko-Cantelli-tétel teljesiil minden F(z)-re:

lim sup |Fu(z)— F(z)| =0 1 valosziniséggel,

n—co zeR4
d
ElF,,F)<c =
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minden F(zx)-re, azaz n~'/? (minimax) konvergenciasebesség. A Glivenko~Cantelli-
tétel valéban eloszlasfiiggetlen, és a Kolmogorov—Szmirnov-tavolsigban valé kon-
vergencia egyenletes konvergenciat jelent, tehat ugy tidnik, hogy nincs is értelme
ezzel tovabb foglalkozni. Azonban, ha valaki példaul egy osztalyozasi problémanal
(ld. 4. fejezet) két ismeretlen, folytonos eloszlasfiiggvény empirikus eloszlasfiiggve-
nyeit akarja hasznalni egyfajta ,likelihood” teszt létrehozasara, akkor ezek a becs-
lések hasznalhatatlannak bizonyulnak. Az deriil ki, hogy erésebb hibakritériumot
kell keresniink.

Ebbdl a célbél nyilvanvaloan érdemes megvizsgalni veszteségfliggvényként a
totalis variaciét: ha p és v két valosziniiségi mérték R%-n, akkor u és v totalis

variacidja,
def
Wpsv) = V(pyw) = sup |(A) — v(4)],

ahol a szuprémumot az Gsszes A Borel-halmaz felett vesszik.
Azonban, ha p jeloli az {X;}-k koz0s eloszlasat és u, az empirikus eloszlast,
akkor nematomos p-re
Vip, ) =1,
tehat az empirikus eloszlas totalis varidcidéban egy rossz eloszlasbecslés.
Esetleg azt vélhetnénk, hogy lehet talalni kifinomultabb eloszlasbecslGknek egy
olyan p} sorozatat, amely erésen univerzalisan konzisztens totélis variaciéban, azaz

lim V(u,u,) =0 1 valészinlséggel.

Az alabbi eredmény szerint ez sem lehetséges.

2.1. TETEL (Devroye és Gyorfi [25]). EloszlasbecslSk barmely ), sorozatdhoz
létezik olyan p eloszlas, amelyre

V{u, 1) > 0.5 minden n-re 1 valoszindséggel.

Ennek a negativ eredménynek az az oka, hogy a totalis variicié sokkal erGsebb
hibakritérium, mint a Kolmogorov-Szmirnov-tavolsag: nem lehet olyan eloszlas-
becslst konstrualni, amely totalis variacioban eloszlasfiiggetlentil konzisztens. Ah-
hoz, hogy konzisztencia eredményeket kapjunk, vagy a halmazosztalyt, amely felett
lyat le kell szikiteniink.

Ha a halmazosztaly valahol az eddig vizsgalt két extrém eset (csak a ,negye-
dek” illetve minden Borel halmaz R%-ben) kézétt van, akkor a nevezetes Vapnik-
Chervonenkis-elmélet azt adja, hogy in. Vapnik-Chervonenkis-osztalyokra (1d. 3.1.
definicio) a helyzet ugyanaz, mint a Kolmogorov—-Szmirnov-tavolsag esetén: erds
univerzalis konzisztencia és n~!/? (minimax) konvergenciasebesség.

Szikitsiik most a megengedett eloszlasok osztalyat. Ha p és v abszolat foly-
tonos eloszlasok egy o-véges A mértékre nézve és stirtiségfiiggvényiik f illetve g,
akkor a Scheffé-tétel miatt

I =gll:= [ |15 - s@|xz) = 2V (1, 0)
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Ez az Osszefiiggés az L;-ben konzisztens strtségfiiggvény-becslésen keresztiil egy
olyan eloszlasbecsléshez vezet, amely konzisztens totalis varidcidban: tegyiik fel,
hogy fn Li-ben (erésen) univerzalisan konzisztens, azaz

lim || f — fall =0 1 valdszintséggel.
n—00
Vezessiik be az f, stiriségbecsld segitségével definialt eloszlasbecslét:
i) = [ fu(@)e)

ekkor
Hm V{u,ul) =0 1 valoszintséggel.
00

Ha X\ a Lebesgue-mérték, akkor Li-ben konzisztens siirtiségbecslésre stan-
dard példa a hisztogram és a magfiiggvényes becslés (Devroye [19] és Devroye,
Gyorfi [24]).

Legyen P, az R%nek egy particiéja pozitiv és véges Lebesgue-mértéki {4, ;}
cellakkal. Ekkor a hisztogram becslé a kovetkez6:

_ Hn (An(z))

@) = S

ahol Ap(z) = An j, haz € A, ;.

2.2. TETEL. Tegyiik fel, hogy p-nek létezik f siriségfiiggvénye. Ha a hisztog-
ramnél minden origé kbézéppontu S gémbre

lim sup  diam (A4, ;) =0
n—0o0 4. A, ;NS#0
és

n—oo n

b

akkor
lim ||f — fall =0 1 valészindséggel.
n—oo

Ha a celldk d-dimenzi6s kockdk h, oldalhosszusaggal, akkor a tétel feltételei
azt jelentik, hogy h, — 0 és nh,dl — 00.

A magfiigguényes becsldt a nemnegativ, mérheté K (x) magfiiggvény és a pozi-
tiv h,, sorozat hatarozza meg;:

~ -X;
fn(x)=#§:z<<zh )
n =] ™
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2.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy u-nek létezik f sdriiségfiiggvénye. Ha a magfiigg-
vényes becslésnél

/ K(z)\(dz) = 1
Rll

és
(1) lim h, =0, lim nh? = oo,
akkor

lim ||f — full =0 1 valészinidséggel.
n—oo
A 2.2, és 2.3. tételbdl a varhatéértékben valé konzisztencia,

E{||f(X) - fa(X)|} -0

is kdvetkezik. E tételek szépségét az adja, hogy az Li-ben vald konzisztencia elérhetd
anélkiil, hogy barmit feltennénk az f stiriségfiiggvényrél, és igy totalis varidcidban
konzisztens eloszlasbecsldt kaphatunk, ha u abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre
nézve. A hisztogram becslSk kiterjeszthetSek olyan eloszlasbecslékké, amelyek kon-
zisztensek totalis varidciéban, ha a p nematomos része abszolut folytonos egy ismert
g-véges A mértékre nézve (Barron, Gyorfi és van der Meulen [9]).

A paraméteres statisztikdban a konzisztencia tisztazasa utén az a legfonto-
sabb kérdés, hogy adott pontossidghoz mekkora mintanagysag kell, azaz mi az illets
becslés konvergenciasebessége. Ezért strtségfiiggvénybecslés esetén is természete-
sen kérhetne valaki konvergenciasebességre vonatkozé eredményeket, de erre megint
csak negativ valasz adhatd, mivel stiriségbecslk minden f,, sorozatira a varhato
Ly-hiba, E{||f — fall} konvergenciasebessége tetszGlegesen lassu lehet.

Sét, egy ismert tartéhalmazu végtelen diszkrét eloszlast sem lehet totalis vari-
aciéban garantalt konvergenciasebességgel becsiilni:

2.4. TETEL (Devroye, Gyorfi és Lugosi [27]). Legyen u egy val6sziniiségi mér-
ték a pozitiv egészek halmazan. Pozitiv szdimok minden 0-hoz tart6 b, < 1/16 so-
rozatdhoz és eloszlasbecsl6k minden p), sorozatdhoz létezik p valoszintdségi mérték
tgy, hogy

EV(u,,u) > b, minden n-re.

Ez azt jelenti, hogy minden 0-hoz tart6 sorozat individualis alsé konvergencia-
sebesség a pozitiv egészeken valo eloszlasok osztilyara nézve. A tételbdl levezethetd
a kovetkez6 negativ eredmény siiriségbecslékre:

2.5. TETEL (Birgé [13], Devroye |20, 22]). Sdrdségbecslék minden f, soro-
zatdhoz és pozitiv szimok minden 0-hoz tarté b, < 1/32 sorozatdhoz létezik f :
[0,1] — [0, 2} sdriségfiiggvény ugy, hogy

E{|f — fall} = b, minden n-re.
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Ez azt jelenti, hogy minden 0-hoz tarté sorozat individudlis alsé konvergencia-
sebesség a [0,1] — [0, 2] strtségfiiggvények osztalyara nézve. Konnyd belatni, hogy
a lasst konvergencia eredmény akkor is igaz az abszolut folytonos eloszlasok D osz-
talyara nézve (totalis variacio veszteségfiiggvénnyel), ha barmilyen eloszlasbecslést
megengediink (nem csak abszolat folytonosakat), azaz minden 0-hoz tarté sorozat
individudlis als6 konvergenciasebesség D-re nézve.

Ezek szerint van Lj-ben konzisztens siirtiségbecsls, de konvergenciasebességet
nem lehet garantalni, hacsak nem tesziink fel néhany dolgot az ismeretlen f sii-
riiségfiiggvényrél. llyen feltételek megfogalmazhatdak példaul a metrikus entrépia
segitségével:

2.1. Definicid. Egy M(d) metrikus térre legyen az N{e, M) e-lefedési szdm
az M legkisebb olyan A részhalmazinak a szamossiga, amelyre minden z € M-
hez létezik egy y € A gy, hogy d(z,y) < €. Legyen log N(e, M) az M-nek az ¢-
metrikus entrdpidja.

Siirtiségfiiggvények egy osztalya metrikus tér a d(f,g) = sup,er |f(z) — 9(z)]
tavolsaggal. Erre vonatkozik az alabbi eredmény:

2.6. TETEL (Birgé {13]). Ha D’ olyan siriiségfiiggvény osztaly, amelynek -
metrikus entrépidja O(e~%) amint e — 0, akkor alkalmas striségfiiggvény-becslével
elérhetd a

1

n 2+

(minimax) konvergenciasebesség D°-ra.

Az e-metrikus entropiaja jol ismert pl. a kovetkez6 un. ,sima” fliggvényoszta-
lyoknak:

2.2. Definicié. Adott k € Np-ra (ahol My ={0,1,2,...}), 0< B < 1-re, p=

k + B-ra és M > O-ra, legyen FPM) azon f : R% — R fiiggvények osztalya, ame-
lyekre minden o = (ay, - . ., aq) vektorra, ahol a; € Ny, Z?=1 o; =k

|D*f(z) — D*f(2)| < Ml|z - z||°,

ahol D® az a-hoz tartozo6 parcialis derivaltat jeldli.
Jelolje F®»M)| . az F®M)-nek a megszoritasat a C C R* halmazra koncent-
ralédo striségfiiggvényekre.

Barmely belsé ponttal rendelkezs konvex kompakt C C R esetén F®M)| -
nek az e-metrikus entropiaja O(e~%P) nagysagrendd, és F®M)| -re az n~wH
éles minimax konvergenciasebesség (lasd pl. {13]). Birgé a kovekezé erésebb allitast
is bizonyitotta:
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2.7. TETEL (Birgé [13]). Bérmely bels6 ponttal rendelkez6 C C R? esetén
FipM) |C—re és minden 0-hoz tarté b, sorozatra

PR
bnn TpFol

individualis alsé konvergenciasebesség.

Ez a tétel motivalta a 3. és 4. fejezetben talalhaté, regressziobecslésre illetve
alakfelismerésre vonatkoz6 hasonlé eredményeket.
A varhato Li-hibaval szemben az L;-hiba véletlen része

If = fall = E{UIF = fall}

n~1/2 nagysagrendd, tehat az L,-hiba véletlen részének konvergencisja sokkal gyor-
sabb lehet, mint a varhaté Li-hibéé:

2.8. TETEL (Devroye [21]). A hisztogram vagy a magfiiggvényes striiségbecs-
16kre

PIIf — fal ~E{If - full}| > e} < 26772,

Bizonyos feltételek mellett Berlinet, Devroye és Gyorfi [12] és Beirlant és
Gyorfi [10] bebizonyitotta az Li-hiba n~1/? nagysagrendii aszimptotikus norma-
litasat, és kiszamolta az aszimptotikus szorast.

Eloszlasbecsléshez mas hibakritériumot is tekinthetiink. Ilyen hibakritériumo-
kat vezetett be Csiszar {17], amelyeket f-divergencidknak hivunk (lasd még Liese,
Vajda [43] és Vajda [53]). A harom legfontosabb f-divergencia a matematikai sta-
tisztikdban a totalis variacié, az informaciés divergencia és a y2-divergencia.

Ha u és v valészintiségi mértékek R9-n, akkor p és v informéacios divergencija
(vagy I-divergencia, relativ entrépia, Kullback-Leibler-mérgszam)

_ def 3 1ng #(45)
Wp,v) = I{p,v) (s::p) ;u(Ag)log V(4,)’

ahol a szuprémumot az Gsszes véges Borel-mérhets {A;} particié felett vessziik.

Az alabbi egyenlétlenség, melyet Pinsker-egyenlétlenségnek is neveznek, felsé
korlatot ad a totalis varidciéra az I-divergencia fiiggvényében (cf. [17], Kemper-
man [39] és Kullback [41]):

(2) 2{V (i)} < I, v).

Ha u és v abszolut folytonosak egy o-véges A mértékre nézve f illetve g si-
riiségfiiggvénnyel, akkor u és v I-divergenciaja az f és g sirtségfiiggvényekkel is
kiszamithato:

f(z)
(

1) = [ fa)1og T2 < D(1.0).
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Mostanaban elég nagy az érdekl6dés az I(u,v) I-divergencia és a D(f,g) di-
vergencia irant abban az esetben, amikor v illetve g empirikus. Ha

* *
Hy ::u‘n(';Xl’-'-an)
a p eloszlas becslése, akkor w7 informacios divergencidban erdsen konzisztens, ha
lim I(y,un) =0 1 valészindséggel.
n—o0
Analdég médon f,, erGsen konzisztens informaéciés divergencidban, ha

Him D(f, fn) =0 1 valdsziniiséggel.
n—oo

A (2) Pinsker-egyenl6tlenség alapjan az informacios divergencia dominalja a
totalis variaciot, tehat az 2.1. tétel miatt igaz, hogy eloszlasbecslék barmely u)
sorozatahoz létezik p valdszinlségi mérték, amelyre a u), sorozat nem konzisztens
informaciés divergencidban. A helyzet még rosszabb: ismert tartohalmazt diszkrét
eloszlast sem lehet informacios divergencidban konzisztensen becsiilni:

2.9. TETEL (Gyorfi, Pali és van der Meulen [35]). Legyen p valésziniségi
mérték a pozitiv egészeken. Eloszlasbecsl6k barmely u;, sorozatdhoz létezik vé-

ges H(p) = — Y o, u({i}) log u({i}) Shannon-entrépiaji p valosziniiségi mérték,

amelyre
I{p, pr) = oo minden n-re 1 valésziniiséggel.

Ebbdl a tételbsl kovetkezik egy negativ eredmény a siirdiségbecslésre is:

2.10. TETEL (Gyorfi és van der Meulen [36]). Siriségbecsi6k minden f, so-
rozatahoz létezik véges H(f) = — [ f(z)log f(z)dz differencialis entrépiaju és tet-
sz6legesen sokszor derivdlhato f surusegfuggveny igy, hogy

D(f, fn) = 0o minden n-re 1 valészindséggel.

Barron {7} foglalkozott elscként stirdségfiiggvény becslésével tgy, hogy a becsls
I-divergencidban konzisztens. Eredményeit [9] altalanositotta. Megmutattak, hogy
ha feltesziink bizonyos feltételeket arrdl az eloszlasosztalyrol, amelybdl az ismeret-
len eloszlas szarmazik, nevezetesen azt, hogy létezik ismert v valdszindségi mér-
ték, amelyre I(u,v) < oo, akkor tudunk konstruélni olyan eloszlasbecslét, amely
az osztaly valamennyi eloszlasara konzisztens informécios divergencidban. Mint jol
ismert, az I(u,v) < oo feltételbdl kvetkezik, hogy u abszolit folytonos v-re nézve,
tehat érdemes olyan eloszlisbecslést késziteni, amelynek v szerint van stirtiségfiigg-
vénye. Vezessiik be a kivetkez jellést

f@) = 2,

ésegy Pp={An1,4n2,- s Anm, }, 0 <m, <n, n > 2 particiéra, legyen

V(Apy) = hn = 1/my,.
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Adott ay, 0 < a, < 1 sorozatra tegyiik fel, hogy

lim a, = 0.
n—oo

Tekintsiik a kdvetkezs stiriségbecslést:

fo(z) = (1 - an)/‘n(An(x))/hn + Gn,
ahol y,, az empirikus mérték. Ebbél

_ 1
T nhy+1

an

valasztassal a 7] altal bevezetett stiriségbecslot kapjuk.

2.11. TETEL (Barron, Gyorfi és van der Meulen [9]). Ha I(u,v) < oo és

lim h, =0, lim nh, = oo,
n-—oo n-—00

és

<1,

lim sup
n—oo Npln

akkor
lim D(f, fn) =0 1 valdszintséggel.
n—oo

3. Regressziobecslés

Legyen Y valos értékd valosziniiségi valtozo és legyen X d-dimenzids véletlen
vektor (megfigyelés). X koordinatai kiilonbozs eloszlastak lehetnek, lehet némelyik
diszkrét (példaul binaris), masok lehetnek abszolit folytonosak. Igy nem tesziink
fel semmit X eloszlasarél. A regressziGanalizis célja Y becslése, ha X adott, azaz
olyan z valos fiiggvenyt keresiink, amely X értékkészletén van definidlva, és amelyre
z(X) ,kozel” van Y-hoz. Tegyiik fel, hogy az analizis f6 célja a négyzetes kozéphiba
minimalizalasa: )

min E{(z(X)-Y)}.
Jol ismert, hogy a minimumot (E{Y?} < co-re) az
def
m(z) = E{Y | X =z}

regressziofiiggvény éri el, ugyanis minden z mérhetd fiiggvényre

E{(2(X) - Y)*} = B{(m(X) - Y)"} + B{(m(X) - 2(X))"}

= E{(m(0) - 1)} + | Im(@) - (@) u(da),
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ahol ¢ az X eloszlasat jeloli. A jobb oldal masodik tagjat a z fliggvény integralt
négyzetes hibajanak nevezzitk és J(z)-vel jel6ljiik:

Jz) & ,/R" |m(z) - z(z)'2,u(dm).

A négyzetes kozéphiba nyilvan pontosan akkor lesz kozel a minimumhoz, ha
J(z) kozel van a 0-hoz. A stirtiségbecsléssel szemben, ahol az L;-hiba volt a legalkal-
masabb hibakritérium, itt az Ly-hiba a legfontosabb. Raadasul a striségbecslésnél
az L -teret a Lebesgue-mértékkel definidltuk, mig a regresszidbecslésnél az Ly-teret
u-vel definialjuk.

A regresszidbecslés feladatanal adottak a Dy, = {(X1,Y1),...,(Xn, Ya)} fig-
getlen, azonos closzlasi példanyai (X,Y)-nak. Ezek felhasznalasaval m(z)-nek
olyan

Mn(x) = mn(z, Dp) : REX (REX R)" - R

becslését szeretnénk megkonstrualni, amelyre J(m,,) kicsi, azaz az m,, regresszié-
filggvény becslés m-hez valé Lo(u)-konvergencidjat vizsgaljuk. Tehat most az X
szerepét az (X,Y) par jatsza, P-nek m felel meg, a veszteségfiiggvény pedig az

l(my, m) def J{m,) négyzetes L{u)-hiba.

Stone [51] mutatott ra elGszoér, hogy léteznek gyengén univerzalisan konzisztens
becslék, ilyenek példaul a legkézelebbi szomszéd becslok. Kovetkezd alaku becslGket
vizsgalt:

n
Ma(z) =Y Wai(z; X1,..., X)Yi.
i=1
Ezek a becslék lokalis atlagold tipusiak, mivel a W,; sulyok jellegzetesen nemnega-
tivak, dsszegiik 1, tovabba W,,; ,nagy”, ha x és X, ,k6zel” van egymashoz, egyébként
Wi kicsi” (Gyorfi, Kohler, Krzyzak és Walk [33]).
A k-legkizelebbi szomszéd becsld esetében, Wy(x; X1,...,Xn) =1/k, ha X,

az x k legk6zelebbi szomszédjanak egyike Xi,..., X, koziil, kiilonben W,,; nulla.
Vegyiik észre, hogy ekkor Y & | Wy, = 1.

3.1. TETEL (Stone [51]). Ha
kn, — 00, kn/n— 0
akkor a k,,-legkozelebbi szomszéd becslé gyengén univerzalisan konzisztens.
3.2. TETEL (Devroye, Gyorfi, Krzyzak és Lugost [26]). Ha

lim k,/logn = oo, lim k,/n=0
n—oc n—oo

akkor a k,-legkozelebbi szomszéd becsld er6sen univerzalisan konzisztens.
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A hisztogram vagy particids becslé R® egy Pp, = {An.1, An ...} particibja ese-

tén az
2iey Yl (z, X))

Z?:l I(n(x’ Xi)

figgvény, ahol K,(z,u) = z;”;l Iizea, ;uea. ;) (I4 az A esemény indikitorfiigg-
vényét jeloli), vagyis cellanként atlagoljuk az odaesé mintak Y;-értékeit. Gyenge
és erds univerzalis konzisztenciadra vonatkoz6 eredményeket bizonyitott Devroye,
Gyorfi [23] és Gyorfi [32)-ben.

A regressziofiggvényt az

mp(x) =

n - -'I:_Xi
Zz:l )/11\ ( hn )
Z?:l K <$ ; Xz)

magfiiggvényes becslével is lehet becsiilni ahol h,, > 0 egy n-tdl fiiggd simitd té-
nyezs, K egy abszolat integralhato fliggvény (a magfiiggvény). Konzisztencidjahoz
hasonl6 feltételekre van sziikség, mint a magfiiggvényes stirtiségbecsls esetében.

mp(x) =

3.3. TETEL (Devroye és Wagner {30|, Spiegelman és Sacks [50]). Ha (1) telje-
siil és K egy kompakt tartéji, korldtos, nemnegativ fiiggvény gy, hogy régzitett
origé kézepid S goémbre inf s K(x) > 0, akkor a magfiiggvényes becslés gyengén
univerzalisan konzisztens.

A magfiiggvényes becslés erdsen konzisztens, ha Y egyenletesen korlatos, (1)
teljesiil, K Riemann-integralhaté és K > alg, ahol ¢ > 0 egy konstans és S egy
origb kbzepd, pozitiv sugara gémb (Devroye és Krzyzak [28]). A magfiiggvényes
regresszidbecsl erds univerzalis konzisztencidjat Gyorfi, Kohler és Walk [34] és
Walk [58] bizonyitotta.

Sajnos robusztus eloszlasosztily esetén a lassu konvergencia (az alakfelisme-
résre vonatkozo 4.1. tétel és (3) kovetkezményeképpen) itt is fennall:

3.4. TETEL (Devroye [18], Gyorfi, Kohler, Krzyzak és Walk [33]). Regresszi-
6becslék minden m,, sorozatdhoz, és pozitiv szaimok minden monoton, 0-hoz tarté
1/64 > by > by > ... sorozatdhoz létezik (X,Y)-nak olyan eloszlisa, amelyre X
egyenletes eloszlasi [0, 1]-en, Y = m(X) és

EJ(my,) > b, minden n-re.

Az eddig ismertetett regressziébecslési mdédszerek a lokalis atlagolas elvén ala-
pultak. Létezik egy masik, hasonléan természetes alapelv, az empirikus hibamini-
malizalas, amely szintén elvezethet univerzalisan konzisztens becslésekhez. Valasz-
tunk egy F, fiiggvényosztilyt, és a regressziébecsiés ebbdl az osztalybdl veszi az
értékeit. Az F,, kivalasztasakor vagy az m regressziofiiggvényrdél szerzett ismerete-
inket vessziik figyelembe, vagy F,, olyan fiiggvényekbdl all, amelyek szamitégéppel
bizonyos szamitasi bonyolultsaggal realizalhatok.
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Korabban mar lattuk, hogy az m regressziéfiiggvény minimalizélja az Lo-hibat,

E{(m(X)-Y)*} = irfxfE{(f(X) -Y)*},

tehat mondhatna valaki, hogy minimalizaljuk E{ (F(X)- Y)z}—t az F, osztalyon.
Ez azonban nyilvanval6an lehetetlen, mert a minimalizalando fiiggvény fiigg (X,Y)
ismeretlen eloszlasatdl.

Az empirikus hibaminimalizdlds alapitlete, hogy becsiiljiik az Lo-hibat az

=S 1A - [
j=1

empirikus Lo-hibaval, és azt a fliggvényt valasszuk ki F,,-bél, amelynek az empiri-
kus hibaja minimalis.

Az ily médon valasztott m, fiiggvénynek a regressziofiiggvényt6l vett négyzetes
tavolsagara teljesiil, hogy

[ Jma@) = m(@)[utae) <
Rll

LS 15 - Yl - B{(7(0) - ¥))

=1

-+

. 2
+ flen;“ /R'l [f(a:) m(x)l u(dz).
A jobboldalon szerepld els6 tag a becslési hiba, a masodik az approximaciés hiba.
A becslési hiba azt meéri, hogy a becslé Lo-hibaja mennyivel tér el az osztalybeli
legjobb fiiggvény Lo-hibajatol, az approximécids hiba pedig azt, hogy mennyire j6l
lehet a regressziofiiggvényt F,-beli fiiggvényekkel kozeliteni Ly értelemben. Ahhoz,
hogy univerzalisan konzisztens becslét kapjunk, azt kell megmutatni, hogy mindkét
tag nullahoz tart (X,Y) minden olyan eloszlasara, amelyre E{Y?} < oo.

Valasszuk az F, osztalyt gy, hogy minden F,-beli fliggvény abszolat értéke
korlatos legyen, és a kozos B, korlat tartson végtelenhez. Az egyszertiség kedvéért
tegyiik fel, hogy Y korlatos, azaz |Y| < L egy valdszindséggel. A konzisztenciara
vonatkozé eredmények kiterjeszthetSk nemkorlatos Y-ra is ([33]). A becslési hiba
konvergenciajahoz azt kell megmutatni, hogy

lim sup
n—00 ge€g,

=3 a(z) - B{g(@)}| =0

1 valésziniiséggel, ahol

Z=(X,Y), Z;,=(X,Yi),1=1,2,...
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és
Go={g: 9(z,y) = |f(@) —y|’, feF}

nemnegativ, 232-tel feliilrél korlatozott fiiggvények egy osztilya (elég nagy n-re).
Minden régzitett olyan g fiiggvényre, melyre E{| g(Z )|} < 00 a nagy szamok
erds torvénye alapjan

lim

n—0o0

5> a(z) - ()| <0

n 4
j

1 valészintiséggel. Masrészt a Hoeffding-egyenlétlenség szerint minden g : R% x

R — [0,2062] fiiggvényre

2

1 n _%T
P{‘HJ;Q(Z;) ~E{g(Z)}‘ > g} < 9wk

Ezt és az uni6korlatot felhasznalva kapunk eredményt abban az esetben, ha a G,
osztaly véges:

%Zg(zj) —-E{9(2)}| > e} < 2|G,le” B
j=1

P< sup
9€G.,

(133])-

Ha nem véges az osztaly, akkor is tudunk felsé korlatot adni, ha G, Vapnik-
Chervonenkis-dimenziéja véges.

8.1. Definicié. Az R%1-beli halmazok egy A osztalya szepardl egy G C R4+!
halmazt, ha G minden részhalmaza el6all AN G alakban valamely A € A-ra. Az A
osztaly V4 Vapnik-Chervonenkis- (VC-) dimenzidja a legnagyobb n szam, amelyre
még létezik olyan n pontb6l 4ll6 halmaz R*+!-ben,amelyet A szeparal. Ha minden
n-re létezik ilyen halmaz, akkor definici6 szerint V4 = oo. Ha V4 véges, akkor A-t
Vapnik-Chervonenkis- (VC-) osztdlynak mondjuk.

3.5. TETEL (Vapnik és Chervonenkis [56]). Barmely v val6szintségi mértékre
és A halmazosztalyra, és minden n-re és € > 0-ra

P{ sup [vn(A4) = v(4)] > E} < 8pVaene’/32
AcA

ahol v, az (X;,Y;) mintak altal meghatdrozott empirikus mérték.

Definialhaté egy fiiggvényosztaly Vapnik—Chervonenkis-dimenziéja is:
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8.2. Definicid. Az F : R% — [0, 0] osztaly szepardld egyiitthatdja, s(F,n), az a
szam, ahany kiilonb6z6 részhalmazat tudjuk kivalasztani n pontnak F-beli fiiggvé-
nyekkel. Egy E részhalmazt kivalaszt egy f fiiggvény, ha f(z) > /2, haz € E, és
flz) <af2,haz ¢ FE.

Az F osztaly Vapnik—-Chervonenkis- (vC-) dimenzidja Vi a legnagyobb olyan
ng szam, amelyre még létezik olyan ng pont, amelynek minden részhalmazat ki
tudjuk valasztani F-beli fliggvényekkel. Ha minden n-re létezik ilyen n pont, akkor
V}‘ = 0C.

Tehat, ha a G,, osztaly vc-dimenzidja véges, akkor a Vapnik-Chervonenkis-
egyenlétlenség alapjan

P< sup
9€G.,

Egy osztaly nagysagat a dimenzi6jan kiviil lefedési szamaival is jellemezhetiink,
és ezek segitségével is eljuthatunk felsé korlathoz:
Az 2.1. definiciébeli metrikus térben a tavolsig lehet az empirikus L,-tavolsag,

2

1o ne
n > 9(zy) - E{Q(Z)}‘ > 5} < 8nVone” B
j=1

azaz d1n(g,9") = L Yiui |9(z:) — ¢'(2:)|. Gn-nek az ezen tavolsagon alapulé in.
empirikus L e-lefedési szama legyen Ny (e, 27, G, ), ahol 2} = (21,..., 2n)-
Ha Z} = (Z,,...,Z,) fiiggetlen, azonos eloszlasi valdszintségi valtozok egy

sorozata, akkor Nj(g, Z},G,) valoszintségi valtozo. Ekkor igaz a kovetkezd tétel

3.6. TETEL (Pollard [47]). Legyen G a g : R% s [0, M] fiiggvények egy oszta-
lya. Minden n-re és € > 0-ra,

i ST 9(Z) - Blg(Z)}| > s} < 8E{N,(c/8, Z},G) e ne"/(Q28M%)

Tehat véges L; lefedési szami osztaly esetében is lehet fels6 korlatot adni a
becslési hibara.

A konvergencisebességre visszatérve, a 3.4. tétel allitadsat ugy is fogalmazhat-
juk, hogy minden 0-hoz tart6 pozitiv sorozat individuélis alsé konvergenciasebesség
az X = Uniform [0, 1]-t és Y = m{X)-t teljesits eloszlasok osztalydra nézve.

Most feltételezziik, hogy az (X, Y) eloszlasa benne van egy sziikebb eloszlasosz-
talyban. Az also és éles konvergenciasebességeket vizsgalhatjuk ilyen eloszlasoszté-
lyokra is, melyeket tobbek kbzétt pl. az hataroz meg, hogy az m regressziofiiggvény
benne van egy adott fiiggvényosztalyban. Ez lehet pl. az F®M) sima” fiiggvényosz-
taly (2.2. definicio):

8.8. Definicid. Legyen DPM) (XY azon eloszlasainak halmaza, amelyekre

(I) X egyenletes eloszlast [0, 1]%en,
(II) Y =m(X) + N, ahol X és N fliggetlenek és N standard normalis,
(II1) m € F@:M),
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- 3 , s _ 2p
3.7. TETEL (Barron, Birgé és Massart 8], Stone [52]). Az n™ %+ sorozat a
DM} eloszlasosztalyra nézve minimax alsé konvergenciasebesség, és ez éles.

A minimax alsé korlat f6 jellegzetessége, hogy mivel a legrosszabb esetet jelent6
eloszlas igen bonyolult mddon fiigghet a becslési algoritmustél, altaldban a bizo-
nyitas nem konstruktiv, pusztan a ,rossz” eloszlas létezését tudjuk bebizonyitani.
A bizonyitas {6 eszkoze a randomizdlds: azt, hogy az eloszlasosztalybeli legrosszabb
esetben a hiba ,nagy”, gy igazoljuk, hogy véletlenszerien valasztunk egy eloszlast
az osztalybol, és az atlagos (varhat6) hibat becsiiljiik alulrél. Az eloszlasosztaly
szimmetriai miatt ilyenkor kezelhetébb formulat kapunk, amelybél kikiiszébolhe-
téek az adott becslési algoritmus tulajdonsagai.

A véletlen valasztas, és igy a ,rossz” eloszlas a minimax als6 korlatoknal altala-
ban fligg a mintamérettSl. Az individuélis alsé korlatoknal azonban ett6l fiiggetlen
eloszlast keresiink, igy a mintaszamtol nem fiigghet sem a randomizélas, sem a
konkrét véletlen vilasztas. Ez altalaban bonyolultabb bizonyitast eredményez.

3.8. TETEL (Antos, Gyorfi és Kohler [5]). Legyen b, egy tetszdleges nulldhoz
tarté pozitiv sorozat. Ekkor a

2p
byn~ THd
sorozat a D®M) eloszlasosztilyra nézve individuélis alsé konvergenciasebesség,

__2p . . .« . L1 - P
azaz n~ +71 éles individudlis konvergenciasebesség.

4. Alakfelismerés

Az alakfelismerés esetében a {0,1} lehetséges értékid Y valészindségi valtozd
(cimke, osztaly) értékét kell eldonteni adott X d-dimenzids véletlen vektor (megfi-
gyelés) alapjan. A dontés vagy osztalyozasi szabaly egy

g : R%— {0,1}
dontesfiiggvény. Az osztalyozasi szabaly mindségét az
def
L(g) = P{g(X) #Y}.

hibavaloszintiség méri. Létezik optimalis osztalyozd, a lehets legjobb (legkisebb)
hibaval6szintiséget a Bayes-dontés adja:

g* (:r) d_gf 0 ha’ T’* (1') < 1/2!
1 kiilénben,
ahol n*(z) = P{Y = 1| X = z} az a poszteriori valosziniségfiiggvény, amely ebben

az esetben megegyezik az E{Y | X = z} regressziofiiggvénnyel. A Bayes-dontés hi-
bajat, L(g*)-ot, Bayes-hibanak nevezik, és L*-gal is jelolik.
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A Bayes-dontéshez ismerniink kellene Y-nak X feltétel melletti feltételes elosz-
lasait. Az alakfelismerés feladatanal ezek ismeretlenek, de — mint regressziobecslés-
nél, itt is — rendelkezésiinkre allnak a D,, = {(X1 Y1), (Xn, Yn)} adatok, melyek
(X,Y) fliggetlen és azonos eloszlasu példanyai. Egy olyan adatoktol fiiggs

9n(2) = gn(z,Dn) + R4 x (R4 x {0,1})" — {0, 1}
osztalyozéasi szabalyt szeretnénk megkonstrualni, amelyre

Ln % L(g,) = P{ga(X) #Y | Dy}

kizel van L*-hoz. Tehat az X szerepét ismét az (X,Y) par jatsza, P-nek g* felel

meg, a veszteségfliggvény pedig az {(gn,9") def L,, — L* hiba.

Most is kétfajta univerzalis konzisztenciarol beszélhetiink:
A g, osztalyozéasi szabaly gyengén univerzdlisan konzisztens, ha
EL, =P{g(X)#Y} - L*
(X,Y) minden eloszlaséra, illetve erdsen univerzdlisan konzisztens, ha
P{gn(X) #Y | D} — L* 1 val6sziniiséggel
(X,Y) minden eloszlasara.

Mivel az n*(z) a poszteriori valoszintségfliggvény egy specialis regressziofiigg-
vény, ezért sikeres 7),, regressziébecslésekbdl a

gn(z) =

1, ha n,(z)>1/2,
0 kiilonben

behelyettesitéssel sikeres osztalyozasi szabalyok vezethet6k le, ugyanis

3) L(gn) — L* = 2E {I{g..<X>¢g-<X>} "’*(X) - %}}

< 2B {I{,, cxypgm0} 17" (X) = (301 } < 20/T(a)

([27]). Tehat a konzisztens regresszidbecslésekbsl adédéan most is tekinthetjiik a
kovetkez6 harom, lokilis tobbségen alapul6, univerzalisan konzisztens osztalyozasi
szabalyt:

A k-legkiozelebbi szomszéd szabdly a

gn(z) = arg ma.xZ Wai(z) Iy, =5y
je{o} ;o4
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doéntésfiiggvény, ahol W,,; az el6z8 fejezetben definialt legkozelebbi szomszéd suly.
A particids szabdly a

n
gn{Z) = arg max Iry Iiy,—;
dontésfiiggvény, ahol A, (z) a P,, azon celldja, amelybe z beleesik. Azaz minden
celldn t6bbségi dontést hoz az odaesé mintak cimkéi alapjan.
A magfiggvényes szabdly a

n
Xi—z
gn(x) = argmax » K ( : >I =g
jEO{O,l} ; ha {Yi=3}

dontésfiiggvény.

(3) miatt ezek az osztalyozasi szabalyok (erésen) univerzalisan konzisztensek
azon feltételek teljesiilése esetén, amikor a megfelels regressziobecslék (erdsen) uni-
verzalisan konzisztensek ([27]).

Bar megmutathaté, hogy az alakfelismerési feladat konnyebb, mint a regresszi-
6becslés, lassu konvergenciasebességre vonatkozd eredmény itt is ismert:

4.1. TETEL (Devroye [18], Devroye et al. [27]). Osztalyozasi szabalyok minden
{gn} sorozatahoz, és pozitiv szamok minden monoton, 0-hoz tart61/16 > by > by >
... sorozatdhoz létezik (X,Y)-nak olyan eloszlasa, amelyre X egyenletes eloszlési
[0,1]-en, L* =0 (Y = n(X)) és

EL, = P{gn(X) #Y} > b, minden n-re.

A koévetkezd eredmény ramutat, hogy bizonyos feltételek mellett létezik kon-
vergenciasebesség. Legyen most g, a fentebb definialt particids szabaly, m, jelolje
a particidban szerepld celldk szamat, és legyen R}, a Bayes-hibanak a P, particiéra
valoé megszoritasa, azaz

My

R: = Z; min {v(An;), 1(An;) = v(Anj)},

ahol v(A) = E{Y{xea)}-

4.2. TETEL (Pintér [46]). Ha létezik egy ¢ konstans 1igy, hogy minden n-re és
j-re
|1(Anj) = 20(Anj)| > cu(Any),

akkor 12
Mn
E(L,-R) < ——.
( n) S ce n
Ha még az is teljesiil, hogy
m2
lim —= =0,
n—so N
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akkor
vn(L, — Ry)—0

sztochasztikusan, ha n — co.

Most ismét feltételezziik, hogy az (X,Y) eloszlasa egy sziikebb eloszlasosztaly-
bol valo. Tegyiik fel, hogy az n* a poszteriori valészintségfiiggvény (regressziofiigg-
vény) benne van egy adott F fliggvényosztalyban. Ekkor a feladat az F osztalybol
kivalasztani egy 7 fiiggvényt ugy, hogy az altala meghatarozott g(x) = I {(n(z)>1/2}
ddntés hibavalészintisége kicsi legyen.

Az F osztaly megéallapitasdban sokféle szempont jatszhat szerepet, példaul az
osztalyozandé adat eloszlasardl rendelkezésre all6 informacid, szamitasi megfonto-
lasok. Az osztaly elég nagy kell, hogy legyen ahhoz, hogy jo kozelitést adjon az
optimalis megoldasra, de nem lehet til nagy, mert akkor az adatok mennyisége
nem elegendd arra, hogy jo dontést valasszunk ki belSle. Az, hogy hogyan érde-
mes mérni az osztaly nagysagat, altalaban fiigg a mddszertdl, amellyel a valasztast
végezziik. Regresszidbecslésnél lattuk, hogy egy osztaly nagysiganak jellemzésére
alkalmas az osztaly Vapnik—Chervonenkis-dimenzi6ja:

Az F : R%— [0,1] osztily szepardld egyiitthatdja, s(F,n), az F-beli fiigg-
vények altal meghatarozott dontésfiiggvények osztalyanak szeparalo egyiitthatoja,
azaz az a szam ahanyféleképpen n pontot az osztalybeli fliggvényekkel osztalyozni
lehet.

Az F osztély szeparélja az z,,...,x, pontokat, ha minden FE C {z},...,z,}-
hez létezik olyan ng € F, amelyre ng(z) > 1/2, ha z € E, és ng(z) <1/2, ha
z € {z1,...,z,} \ E, azaz az ng altal meghatarozott gg dontésfliggvény az E-beli
pontokban 1-re, az {x1,...,2,} \ E-beli pontokban O-ra dént. Ekkor s(F,n) = 2™

Az F osztdly Vapnik—-Chervonenkis-dimenziéja Vr a legnagyobb olyan ng
szam, amelyre még létezik olyan ng pont, amelyet F szeparal. Ha minden n-re
létezik ilyen n pont, akkor Vr = oo.

A Vapnik-Chervonenkis-dimenziénak szamos altalanositasa létezik.

{.1. Definicié (Pollard [48]). Az F : R%w [0,1] osztaly P-szeparalja az
Zi1,...,In pontokat, ha létezik egy s : {z1,...,2zn} — R fiiggvény ugy, hogy min-
den E C {z;,...,xn}-hez létezik olyan ng € F, amelyre ng(z) > s(z), ha x € E,
ésnp(z) < s(z),haz € {z;,...,zo} \ E. Az F osztily P-dimenzidja a legnagyobb
olyan ng szam, amelyre még létezik olyan ng pont, amelyet F P-szeparal. Ha min-
den n-re létezik ilyen n pont, akkor P(F) = co.

A P-dimenzi6val rokon a V-dimenzié (Vapnik [55]), a kiilonbség, hogy ott a
definicidban az s(z) fiiggvény helyett a € R konstans szerepel.
Az utébbi dimenzidknak létezik paraméterezett, skilaérzékeny valtozata is.

4.2. Definicio (Kearns és Shapire [38]). Legyen « pozitiv valos szam. Az F
osztaly P,-szepardlja az zi,...,%, pontokat, ha létezik egy s : {z1,...,2o,} —» R
fiiggvény tgy, hogy minden F C {z,,...,Z,}-hez létezik olyan ng € F, amelyre
ne(z) > s(x) +v,haz € E, és ng(x) < s(z) — v, haz € {z1,...,z,} \ E.
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Az F osztaly P,-dimenzidja a legnagyobb olyan ng szidm, amelyre még létezik
olyan ny pont, amelyet F P.-szeparil. Ha minden n-re létezik ilyen n pont, akkor
P, (F) = oo.

Hasonl6an definidlhaté a V-dimenzié skalaérzékeny valtozata is.

A definiciokbél kovetkezik, hogy VL (F) < Py(F), Vo(F) S V(F), Py(F) <
P(F), valamint hogy Vr < V(F) < P(F). Azonban kénnyen belidthat6, hogy a
Vapnik-Chervonenkis-dimenzi6 és a skalaérzékeny P, és V, dimenzidk koz6tt nem
allithato fel ilyen egyetemes kapcsolat. Ha F az Osszes olyan R-en értelmezett fiigg-
vényt tartalmazza, melyek értéke a [0,1/2]-be esik, ha = < 0, és az (1/2, 1}-be, ha
z > 0, akkor V¢ =0, de P,(F) = oo minden «y-ra. Masrészt, ha F az Gsszes olyan,
pozitiv egészeken definislt fiiggvényt tartalmazza, melyekre |n(z) — 1/2| < e7%/2,
akkor P,(F) = |—log2y], de V¢ = 0.

4.3. Definicié (Lugosi és Pintér [45]). Legyen 0 <y <1/2. Az F osztaly v-
szepardlja az z1, ..., T, pontokat, ha létezik egy s : {T1,..., 2o} — [1/2—7,1/2+
7] fiiggvény ugy, hogy minden E C {x,..., 2, }-hez létezik olyan ng € F, amelyre
ne(z) > s(x) +v, haz € E, ésne(z) <s(z) —y,haze {z1,...,z,} \ E.

Az F osztaly vy-dimenzidja a legnagyobb olyan ng szam, amelyre még létezik
olyan ng pont, amelyet F y-szeparal. Ha minden n-re létezik ilyen n pont, akkor
dy(F) = oo.

A definiciokbél kénnyen belathato, hogy d,(F) < Py(F) és dy(F) < Vr, azaz
do(F) < min(Py(F), V).

Ezen dimenziok segitségével jellemezhetd az alakfelismerési modszerek egy nagy
csoportja, az empirikus hibaminimalizaldson alapulé médszerek.

4.4. Definicié. Egy g dontésfiiggvény empirikus hibevaldszinisége az

1 n
Lnlg) =7, > Toixanr,
=1

mennyiség.
Az empirikus hibaminimalizdlds mddszere minimalizalja az empirikus hibét az
adott fiiggvényosztalyon, tehat a

gnlz) = arg min Ln(g)
g(a:):!{”(r)ZU?} ‘nEF
dontésfiggvényt valasztja.
4.3. TETEL (Vapnik és Chervonenkis [57]). Ha az n*valodi regresszids fiigg-
vény F-beli, akkor
L*log (s(F,n)) log (s(F,n))

E{L(gn)}_L*SKmaX n ) n 1

ahol K egy univerzalis konstans.
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Mivel a szeparalé egyiitthatora igaz, hogy

s(F,n) < <—3ﬁ) ”,

F

E{L(gs)} - L* < K max (W, fo%n) .

Az empirikus hibaminimalizalas modszere robusztus abban az értelemben, hogy ha
feltevésiinkkel ellentétben n* ¢ F, akkor is elég jol mtikédik. A fenti fels6 korlatban
mindkét oldalon L* helyére inf, ¢ x L(g)-t irva, az egyenlStlenség tovabbra is fennall
a becslési hibara.

Az empirikus négyzeteshiba-minimalizdlds mddszere az

ezért

n

7y () = arg min % > (X)) - )

ner i=1

2

figgvényt valasztja, azaz minimalizélja az empirikus Lo-hibat. Az Ls-hiba ugyan
inkdbb a regresszidbecslésben alkalmazott hibakritérium, de lattuk, hogy ha Lo
értelemben j6 regresszidbecslét talalunk, akkor abbél kézenfekvSen adédik j6 osz-
talyozasi szabaly.

4.4. TETEL (Lee, Bartlett és Williamson [42]). Ha n* € F, akkor az igy vé-
lasztott 0, 4ltal meghatarozott g/, dontésfiiggvényre, minden € > 0-ra

log N, 7
E{L(g)} - L* <K ( sup \/—O° Oo(;’xl’]:) +e> :
T

) REERR) T

ahol Noo(g, 27, F) az F osztdly a deon(n1,72) = MaXi<i<n Inl(a:i) - 772(.’1,‘1;)1 empi-
rikus tavolsaghoz tartozo c-lefedési szama.

A tétel fels6 korlatjaban szerepls lefedési szamot becsiilni lehet az F osztaly
egy P,-dimenzi6ja segitségével (Alon, Ben-David, Cesa-Bianchi és Haussler [1]):

an Peyylog (26"/(Pe/4))
sup Neo{e,zT,F) <2 (—2> .
LYgernyLyy 3
Mivel vannak olyan esetek, amikor az F osztaly vc-dimenzidja végtelen, de P, (F)
véges minden ~y-ra, és forditva, ezért a két médszer nem kompatibilis. Kénnyd mu-
tatni olyan szituacidkat, amikor Vr = oo, tehit az empirikus hibaminimalizalas
megbukik, de az empirikus négyzeteshiba-minimalizalas kis hibavalésziniiséget ad,

és forditva.

A lefedésen alapul6 becslések el@szor kivalasztjak az F osztély egy valamilyen
értelemben vett véges lefedését, azaz egy olyan F. C F-et, amelyre teljesiil, hogy
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F minden eleméhez van F.-nak egy eleme, amely -nal ,kézelebb” van hozza, majd
ebbdl a lefedésbdl valasztanak empirikus hibaminimalizalassal. A kiilonb6zd maod-
szerek abban kiilonboznek egymastol, hogy hogyan mérik ezt a kozelséget. Ilyen
médszereket javasolt és vizsgalt Benedek és Itai [11], Buescher és Kumar [15, 16],
Dudley, Kulkarni, Richardson és Zeitouni {31], Kulkarni [40], Vapnik [54] és Dev-
roye et al. [27].

Ha X eloszlasa ismert, akkor azt felhasznalhatjuk a lefedés kivalasztasahoz. [54]
és [11] a du(n,n’) = P{g(X) # ¢'(X)} Hamming-tavolsagban fedi le az osztalyt,
és ebbdl a lefedésbdl valaszt minimalizalva az empirikus hibat. [27] szuprémum
norméban (sup,¢y [n(z) — 7'(z)|) fedi le F-et.

Legyen most a ,tavolsag” n; és 1 kozott E{2|ni(X) - 772(X)|I{91(X);eg2(X)}}’
ahol g; az n; altal meghatarozott dontésfiiggvény. Ezen tavolsag valasztasat (3)
indokolja.

Ekkor az F{V lefedés az F-beli fiiggvények egy olyan minimalis elemszamu

osztalya, amelyre teljeslil, hogy minden 7 € F-hez létezik egy ' € ]-}(1) ugy, hogy
E{Q'n(X) - 77,(X)|I{g()()¢g'(,\’)}} <e.
Most valasszuk ki ]-'él) azon elemét, amelynek empirikus hibdja a legkisebb:

gnlz) = arg min L.(g).
9(2)=I{y )2 1/2) e FY

4.5. TETEL (Lugosi és Pintér {45]). Ha n* € F, akkor az ily médon vélasztott
gn dontésfiiggvényre

E{L(gn)} - L* <

* (1 (1)
< & + max \/22(L +6)logT(Ln(!.7:e |+1)),2210g(n(|1_:-'5 | +1))

Az FV lefedes definiciojabél kovetkezik, hogy
|7 < min (N1(e/2, 1, F), Nu(/2, 1, F)),

ahol Ny(e, u, F) az Ly-tavolsighoz (d; (n1,7m2) = E{inl(X) -—7)2(X)|}), Ny(e,p, F)
pedig a Hamming-tavolsaghoz (dy (n1,72) = P{g1(X) # g2(X)}) tartozo lefedési
szam. Ezen lefedési szamokra bebizonyithato, hogy ha Ny (e, z}, F) és Ny (e, 27, F)
jelsli az empirikus Li-tavolsaghoz (dyn(n1,m2) = 1 30, |m(xi) - 7]2(33,»)|), illetve
az empirikus Hamming-tavolsaghoz (dg»(n1,m2) = 2 Y1, I{gl(xi)#gz(zi)}) tartozé

lefedési szamot, akkor ha n > c%{— log é, akkor

Vr
Nyu(e/2, 1, F) < sup Ny(e/4,2},F) < s(F,n) < (E) ,

L1yeeny Zn
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. P, 256
valamint, ha n > c~—=5* log® %, akkor

6dn 2Ps/16 IOg(zen/Ps/lﬁ)
Nie/2,uF) < sup Ny(e/d,al, F) < 2( ) .

Tl T e?
Igy tehat a modszer konvergenciasebességét a két dimenzio (VC és P,) minimuma
hatéarozza meg. Ugyanakkor az algoritmus miikédhet akkor is, ha min (Vr, Py) = 00
minden y-ra. Gondoljunk példaul az &sszes [0, % + i] értékkészleti fiiggvényt tar-
talmaz6 osztalyra. Ekkor min(Vg, Py} = oo, és konnyd meggondolni, hogy mind az
empirikus hibaminimalizalds, mind az empirikus négyzeteshiba-minimalizalas ha-
talmas hibavalosziniségeket adhat. Ugyanakkor |F(1] = 1, hiszen F-et lefedi az

— % fiiggvény.

— 1
7]:5

Ha nem ismerjiik X eloszlasat, akkor a ,tavolsag’ ilyenkor az adataink egy
részétol fligg, azaz az adataink egyik felének felhasznalasaval megkonstrualjuk egy
lefedését F-nek, majd ebbél az adatok masodik felén empirikusan legjobb jeloltet
valasztjuk. A lefedéshez hasznalt metrika ilyenkor mindig mas, mint az, amellyel a
lefedésbdl kivalasztunk egy dontést.

A D, = ((X1,Y1),...,(X,,Y,)) adathalmazt vagjuk két részre:

Dm. = ((Xl’yl)v ey (X1n7 Kn))

és

Tn~m = (</X’m+l~)/m+l) ~~~~~ (XTM )/n))

D,, segitségével konstrualjunk egy .7’5(2) lefedését F-nek az empirikus L;-tavolsig
szerint, azaz legyen ]-'5(2) egy minimalis elemszami olyan részhalmaza F-nek,
amelyre minden n € F-hez létezik egy vy € ]—'5(2), amelyre

m

2
=3 (X - 0'(X)] < e
M im1

Ekkor nyilvan |77 = Ny(e/2, X[*, F). Valasszuk ki F£* azon elemét, amelynek
az adatok masodik felén (T},_,,) vett empirikus hib4ja minimalis:

gn(z) = arg min Ln-m(g) =
9@=I¢ o) e Fd®
1 n
= argmin . ——— 3 Iy}
9($):I{'IL-)i»1/2} nert? t=m+1
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4.6. TETEL (Lugosi és Pintér [45]). Han* € F, akkor minden n-re, m = n/2-re
és e-ra

E{L(g)} — L* < 6e+

* n/2 /2
+ 3max \/llL log (2nEN:(/2, X}/ ,]-'))’ 512log (10nEN; (¢/32, X}/%, F))
n n

Az Ny(e/2, X% F) és Ni(e/32, X/?, F) lefedési szamokra felsd becslés ad-
hat6é a mar latott moédon F valamely P,-dimenzi¢janak fiiggvényében.

Most vegyiik F egy lefedését a korabban latott
E{20n1(X) = m2(X) g, (x) 4200}

,metrika” empirikus valtozata szerint. Legyen }'5(3) az F-beli fiiggvények minimalis
elemszamu olyan osztalya, amelyre minden n € F-hez van 1’ € .7-'5(3) ugy, hogy

2 m
=D (X = 0 (Xl g kg <&

i=1

Es legyen
gn(x) = arg min Ly (9).

g(z)= } neFY

Nz

Ekkor az ]]:5(3)| lefedési szam fliggvényében lehet az eldzSekhez hasonlé felsé kor-
latot adni a hibavalészinidségre ([45]).
Az |f€(3)| lefedési szamrol pedig bebizonyithaté az alabbi felsé korlat:

4.7. TETEL (Lugosi és Pintér [45]). Ha 12m > [1/e], e < 1, akkor X1,..., X,

minden értékére
,f(S)I < 2(6m)de/1u log,(2em/d, /10)+1
| < .

cpv e

A lasst kovergenciara vonatkozo 4.1. tétel allitasat agy is fogalmazhatjuk, hogy
minden nulldhoz tart6 pozitiv sorozat individualis alsé konvergenciasebesség az
X = Uniform [0, 1]-t és Y = n(X)-t teljesits eloszlasok osztalyara nézve.’

Vizsgaljuk most meg az F = F(»M) sima” fiiggvényosztalyokat (2.2. definici6)
véve az alabb definialt eloszlasosztalyokra vonatkozd alsé és éles konvergenciase-
bességeket az alakfelismerés esetében is:

4.5. Definicié. Legyen D*(M) (X Y) azon eloszlasainak halmaza, amelyekre

(I') X egyenletes eloszlasu [0, 1]d-en,
(I') Y € {0,1} 1 valoszintiséggel,
(") n € FM),
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4.8. TETEL (Yang [59]). Az n™ %+ sorozat a D*(PM) eloszlasosztalyra nézve
minimax alsé konvergenciasebesség, és ez éles.

4.9. TETEL (Antos [4]). Legyen b, egy tetszdleges nulldhoz tarté pozitiv so-
rozat. Ekkor a

-
1)’17)/ 250 +4d

sorozat a D*PM) eloszlasosztalyra nézve individualis alsé konvergenciasebesség,
azaz n~ ¥ éles individudlis konvergenciasebesség.

A kovetkez6kben az alakfelismerés egy olyan specidlis esetével foglalkozunk,
amikor az L™ = 0, azaz Y az X fiiggvénye. Ezt az esetet tanuldsnak hivjuk. Le-
gyen C az R? részhalmazainak egy osztalya. C elemeit koncepcioknak nevezziik, és
C egy koncepcidosztaly. Legyen D az (X,Y) azon eloszlasainak osztalya, amelyekre
Y = I xecy valamely C € C-re. Tehat ebben az esetben egy ismeretlen C € C kon-
cepciét kell megtanulni a

D'n = <(‘X11[{,\'1€C})1 tey (Xn',j{‘\',,é(;'}))

adatbol. Mivel L* = 0, ezért (g, g*) = L(g). Az (X,Y) egyiittes eloszlasat az X
eloszlasabol és C-bél all6 eloszlds-koncepcid pdr hatarozza meg.

A minimax varhaté hibavalészintség viselkedését is alapvetSen a C koncepcio-
osztaly Ve ve-dimenzibja (3.1. definici6) hatarozza meg:

4.10. TETEL (Vapnik és Chervonenkis [57], Haussler, Littlestone és War-
muth {37]). A Vc/n sorozat a D eloszlasosztdlyra nézve minimax alsé konver-
genciasebesség, és ez éles.

A fenti minimax alsé korlatok nem minden esetben terjeszthetd ki individualis
als6 korlatta (Antos [3]), azonban sok fontos ,,geometriai” koncepcidosztély eseté-
ben igen. A vC-dimenzié szerepét itt a koncepcidosztily paraméterszama jatsza.
Az alabbi koncepcibdosztalyok ve-dimenzidja megegyezik a k paraméterszammal:

Legyen C} a k darab ,kezdGszegmens” unidinak osztalya, azaz X tartoja legyen
[0,1] x {1,2,...,k} és

k .
L= { U ([0.2] x {4}) : = € [O,l]k}.

Legyen C? a k-dimenzios ,negyedek” osztalya R*-ban, azaz
Cg = {{:ze RF .z, <ayi= 1,...,k} s ay,.. . a ER}

ahol z,,...,z) az x vektor komponensei.
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Legyen C} a k-dimenzios ,félterek” osztalya R*-ban, azaz

k
Cg: {{z : Zaixi+ao 20} : ao,al,...,akER}.

i=1

(|3]-ban tovabbi koncepcidosztalyok is talathatéak, amelyekre szintén igazak az
alabbi eredmények.)

4.11. TETEL (Antos és Lugosi [6], Schuurmans [49]). Ha C a Cl, CZ és C}
egyike, akkor barmely g, osztdlyozési szabdly sorozatra létezik egy eloszlds és egy
C € C koncepci6 igy, hogy minden 0 < € < 1-re,

k
E{L(gn)} > (1 - 5)5— végtelen sok n-re,
n
azaz k/n éles individudlis konvergenciasebesség D-re nézve.

Legyen g, egy osztalyozasi szabaly sorozat. A kumulativ hiba

1 n
n Z I{gi(XiH,Di)#I(x,-He(:)}’
i=1

a sorozat 4ltal az els6 n lépésben elkdvetett hibak relativ gyakorisaga, ha min-
dig az els6 1 mintat hasznaljuk az ¢ + 1-edik minta cimkéjének eldéntésére. Most a
veszteségfiiggvény az

l({gi};;ug*) dg % Z L(g:)
i=1

kumulativ hibavaldszintiség.

4.12. TETEL (Haussler, Littlestone és Warmuth [37]). Ha C a Ci, C? és C}
egyike, akkor a varhato kumulativ hibira a klogn/n sorozat a D eloszlasosztalyra
nézve minimax alsé konvergenciasebesség, és ez éles.

A fenti minimax alsé korlatok kdvetkezd individuilis kiterjesztését bizonyitjuk:

4.13. TETEL (Antos és Lugosi [6]). HaC aC}, C} és C} egyike, akkor barmely
gn 0sztilyozasi szabaly sorozatra létezik egy eloszlis és egy C € C koncepcid ugy,
hogy minden 0 < € < 1-re,

1 n
- ZE{L(gi)} >(1- E)% logn végtelen sok n-re,
i=1

azaz a varhaté kumulativ hibara klogn/n éles individuélis konvergenciasebesség
D-re nézve.
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A varhato hibaval6szintiség hasznos mennyiség az L,, viselkedésének leirasahoz.
Azonban inkabb a

P{L, >¢€}, e€€[0,1]

farokvaldszinidségek irjak le teljesen a hibavalésziniiség eloszlasat. Most a veszte-
ségfiiggvény az

xy def
lgn,g") = I{L"EE}

indikator.
A vc-dimenzi6 a farokvaldszintségekre vonatkozé minimax alsé és fels§ korla-
tokat is jellemzi:

4.14. TETEL (Anthony et al. [2], Lugosi [44], l4sd még Vapnik és Chervonen-
kis [57], Blumer et al. [14]). Barmely koncepciéosztilyra létezik g, osztdlyozési
szabdly sorozat, hogy

n2e\ e
sup P{L,>¢}=0 (—) e ™.
(X,Y)eD Ve

4.15. TETEL (Devroye és Lugosi [29]). Ha V¢ > 2 és € < 1/4, akkor az

(Ve-1)/2
E ¢ e—4ne/(l—4e)
Ve

sorozat a D eloszldsosztilyra nézve minimax alsé konvergenciasebesség.

Nyilvan € legérdekesebb értékei az 1/n-nek a konstans tobbszorosei, mivel ez
az a tartomany, ahova egy j6 g, osztalyozasi szabaly L,, hibavalésziniisége nagy va-
loszintiséggel esik. Ilyen {¢ = £, } sorozatokra a fenti minimax korlatok kévetkezs
tipusu individualis kiterjesztését bizonyitjuk, ha C a ,,geometriai” koncepci6oszta-
lyok egyike:

4.16. TETEL (Antos és Lugosi [6]). Legyenek €1,¢2,... nemnegativ szdmok
igy, hogy {¥n = ne,} nem tart végtelenhez, amint n — co. Ha C a C}, C} és C3
egyike, akkor barmely {g,} osztalyozdsi szabily sorozatra létezik egy eloszlas és
egy C € C koncepcid tigy, hogy minden § € (0, 1)-re,

k

|
—

(C'Yn)i
il

e~ " végtelen sok n-re,

N =

P{Ln > En} 2> (1 - 5)

1l
=)

i

ahol ¢ = log 256 =~ 5.545, azaz (cne,/k)* " e~ és igy {1} individualis als6 kon-
vergenciasebesség D-re nézve.
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NONPARAMETRIC FUNCTION ESTIMATION
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The main purpose of this paper is to review the limits of nonparametric statistics in the
fields of distribution estimation, density estimation, regression estimation and statistical pattern
recognition (or classification).

The basic aim of mathematical statistics is to learn a probability law or its characteristics
from data. The classical mathematical statistics consists mainly of parametric rules, when the
statistician has some a priori information about the actual problem in order to assume that the
unknown probability law belongs to a parametric class of distributions.

In case of nonparametric statistics the statistician has no such knowledge, therefore the con-
struction of the rules applied cannot use any specific feature of the law, and the basic properties
of the rule should be distribution-free.

We wish to estimate an unknown characteristic of the distribution of an observation. The
estimation or prediction is based on previously collected data, independent samples from the
distribution, and a loss function is defined to measure the quality of the estimate. For example,
in regression estimation this loss function is the mean squared error, in pattern recognition it is
the error probability, the probability that our decision is wrong in the sense that we classify the
observation into an incorrect class.

An estimate is consistent if the loss function tends to zero (or its theoretical minimal value)
in some sense as the sample size goes to infinity for any reasonable distribution. In each case, we
can say that consistent estimates exist, but a universal rate of convergence cannot be guaranteed
over all these distributions. However, for certain (nonparametric) classes of distributions, one can
investigate uniform and individual convergence rates, and can also establish sharp lower bounds
for these rates.

Quite often, in addition to the collected data, some supplementary information is also avail-
able about the distribution. Then we can exploit this knowledge using methods based on empirical
loss minimization and we can give upper bounds on the rate of convergence in terms of appropriate
dimensions of the distribution class.
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ALSO ES FELSO KORLATOK RENDSZEREK MUKODESI IDEJENEK
VARHATO ERTEKERE

HORVATH ALICE ES PREKOPA ANDRAS

Budapest

A dolgozatban sorosan és parhuzamosan kapcsolt elemekbdl felépiils rendszerek
miikédési idejének varhat6 értékére adunk also és felsé koriatot. E korlatok alkalma-
zasat az teszi sziikségessé, hogy bonyolult, nagy rendszerek esetében a miikédési id6
varhaté értéke nem szamithaté ki numerikusan. A korlatok meghatéarozasakor a diszk-
rét momentum problémaval kapcsolatos eredményekre tamaszkodunk.

1. Bevezetés

Az Gn. megbizhat6sagi rendszerek legegyszeriibb esetei a soros illetve parhuza-
mos kapcsolasi rendszerek (Id. 1., 2. abrak.)

1. dbra. Soros kapcsolasi rendszer

A rendszerben szerepld 1-t6l n-ig szamozott OsszetevBket komponenseknek ne- -
vezziik. A soros rendszer akkor és csak akkor miikédik, ha mindegyik komponense
mikédik. A parhuzamos rendszer akkor és csak akkor miikodik, ha legalabb egy
komponense mikodik. Ha egyszerdség kedvéért feltételezziik, hogy az egyes kom-
ponensek egymastol fiiggetleniil miikédnek, vagy nem miikédnek, és p; jeloli annak
a valoszintségét, hogy az i-edik komponens miikadik, akkor a soros, illetve parhu-
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2. dbra. Parhuzamos kapcsolasi rendszer

zamos rendszerek miikédési valoszindségét az alabbi képletek szolgaltatjak:

(1.1) T =p1p2- - Pn
(1.2) r=1-1-p1)(1~-p2)---(1~-pn)

A gyakorlati problémakban az egyes komponensekkel kapcsolatban beszélhetiink
azok élettartamarol. Ezekrdl feltessziik, hogy valészinlségi valtozok. Egyszertség
kedvéért tegyiik fel azt is, hogy fiiggetlenek. Ha az i-edik komponens élettartamat
X; jeloli és F;(t) ennek eloszlasfiiggvénye,

(1.3) Fi(t) = P(X; <t), i=1,...,n,

akkor a rendszer t idSpontbeli miikodési valosziniségét az (1.1), illetve (1.2) kép-
letek szolgaltatjak a

(14) pi:].'—F,‘(t), i:l,...,n

helyettesitéssel. A tovabbiakban a rendszer miikédési valdszinliségét a rendszer
megbizhatosaganak nevezziik. A gyakorlatban nemcsak a rendszer adott idépont-
beli megbizhatosaganak a valoszindségét akarjuk meghatarozni, hanem mas egyéb
jellemz6 adatokat is. Ezek korében egyik legfontosabb a meghibasodasig eltelt id6
varhaté értéke. Soros rendszer esetében a meghibasodasig eltelt id6t az

(1.5) X = Min (X1, Xa, ..., Xn),
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parhuzamos rendszer esetében az
(16) Y=Ma.x(X1,X2,...,Xn),

valoszintiségi valtozé adja meg.
Ezek varhaté értékét elvben meghatirozhatjuk az alabbi médon. Ismeretes,
hogy ha egy Z nemnegativ val6szintiségi valtozé eloszlasfiiggvénye G(z), akkor
o
(1.7) E(z) = / [1-G(2)]dz.
0

Els6 lépésben tehat az (1.4) és (1.5) képletekkel adott X,Y valészintségi val-
tozok eloszlasfiiggvényét kell meghataroznunk. Ez kénnyen megtehets az Fi(t),

1 =1,...,n eloszlasfiiggvények ismeretében. Valéban, soros rendszer esetében azt
kapjuk, hogy
(1.8) Ft)=PX <t)=

= P(min(Xy,...,X,) <t) =
=1-P(min(Xy,...,X,) > 1) =
=1-PXy>t...,.Xn>t)=
=1-PXy;>t)--PXp>t)=
=1-(1-Fi(t) - (1 - Fa(t)).
Parhuzamos rendszer esetében viszont az adédik, hogy
(1.9) G(t) = P(Y <t) = P(max(Xi,...,X,) <t) =
=P(X, <t,...,Xn<t)=
=P(X; <t),-- ,P(Xn <t) =
= Fi(t),--- , Fa(t)-
A fentiek szerint a soros rendszer esetében a meghibasodasig eltelt id§ varhaté

értéke

o0

(1.10) /[1 - F(t)] dt,
0

parhuzamos rendszer esetében pedig a varhato érték
oo

(1.11) /[1 ~ G(t)] dt.
0
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Bonyolultabb esettel allunk szemben akkor, ha az X;, ..., X, val6sziniségi val-
tozok sztochasztikusan Osszefiiggok.
A tovabbiakban gyakran fel fogjuk hasznalni az un. szita formulat, mely tet-

szbleges Aj, ..., A, eseményekre érvényes:

(1.12) PAJU...UAp) =81 =S+ S5+ ...+ (=1)""18,,
ahol

(1.13) S = > P(A,N..NA,), k=1,..,n

1< <. . < €0

E formulat gyakran Poincaré formulanak nevezik, arra valé tekintettel hogy ezt
Poincaré (1896) dolgozataban kozolte. A szakirodalom tanasaga szerint azonban a
formulat, s6t ennek néhany altalanositasat is C. Jordan (1867) dolgozata mar tartal-
mazza. A szita formula médszerének torténetét és alkalmazasat illetGen 1d. Takacs
(1967) cikkét és Prékopa (1995) konyvét. Az (1.13) képlettel adott mennyisége-
ket binomialis momentumoknak nevezziik. Az elnevezést az aladbbi tétel indokolja,
melynek bizonyitdsa megtalalhaté az emlitett cikkben és konyvben.

1.1. TETEL. Jelolje V az Ay, ..., A, események koziil azoknak a szamat, ame-
lyek bekiovetkeznek. Nyilvanvalo, hogy a V' valbsziniségi valtozo lehetséges értékel
0,1,...,n. Azt allitjuk, hogy fenndll az alabbi egyenl6ség

'(1.14) E[(Z)] =S, k=0,1,...,n

Alkalmazzuk az (1.12) képletet az X; < (t), i = 1,...,n eseményekre, figye-
lembe véve, hogy

(1.15) F(t)=P(X <t)=P(min(Xy,...,X,) <t) = P(A{U...UA,).
Miel6tt a formulat felirnank, bevezetjikk az alabbi jeloléseket:

(1.16) F,‘l‘_”’,‘k(t) = P(X“ <ti,.. .,Xik < t), 1<y <...<u, <n

(1.17) Sk(t) = > Fuat), k=1,...,n

1<i1<...<ir<n

E jelolésekkel érvényes az alabbi egyenldség:

(1.18) Zn: LS (8),

k=1

tovabba, az (1.7) formula szerint az alabbi egyenlGség is:

(1.19) E(X) = 7[1 ~ F(t)] dt = 7[1 - En: (~1)kSk(t)} dt.
0 0
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Az (1.16), (1.17) képlethez hasonl6an értelmezziik az

(1.20) Fi i) =P(Xsy >t1,...,Xi, >t), 1<i,<...<ip<n

(1.21) Sety= Y. Fiy.(), k=1...,n
1€i1<...<ix<n

fiiggvényeket. Ezek segitségével felirhatjuk a parhuzamos rendszer mikodési idejé-
nek varhat6 értékét. Fennall az, hogy

(1.22) 1-G(t) = P(Y >t) = P(max(Xy,..., X,) > t) =

Innen pedig azt kapjuk, hogy

(1.23) E(Y) :/[I—G’(t /zn: Sk(t) dt.
0 o k=1

Megjegyezzitk még, hogy ha az (1.12) (1.13) formulaban szereplé mennyisége-
ken (binomialis momentumokon) kiviil bevezetjiik még az

(1.24) Sk= > PA,n..nA,), k=1,..,n

1<i1<...<ix<n

mennyiségeket, akkor érvényes az alabbi Osszefiiggés

(1.25) S, = (Z) ¥ i (::D(—l)isi, k=1,...,n.

i=1

Ugyanez nyilvan érvényben marad akkor is, ha Sy helyébe S}, szimbolumot és
S, helyébe az S, szimbolumot helyettesitjiik. Ugyanis az '(1.25) formulat alkalmaz-
hatjuk az Ay, ..., A, eseményekre is.

Az (1.19) és az (1.23) képleteknek elsGsorban elvi, mintsem gyakorlati jelent&sé-
giik van. Ugyanis, ha n nagy szam, akkor, az S| (t),...,Sn(t) és az Si(t),...,Sn(t)
binomialis momentumok k6ziil csupan az alacsony indexiek szamithaték ki. Fon-
tos tehat, hogy a E(X) és E(Y) varhato értékekre a gyakorlatban hasznalhato alsé
és fels6 korlatokat dolgozzunk ki, melyekben az el6bb emlitett binomialis momen-
tumok koziil csupan az alacsony indextek fordulnak elé.
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2. A binomialis momentumprobléma

Legyen A,,..., A, tetsz8leges események egy tetszéleges eseménytérben, és Sy,
Sk, k=1,...,naz (1.13) és az (1.24) képletekkel adott mennyiségek. Vezessiik még
be a

(2.1) vi=P(V =14, i=01,...,n

jelolést. Az 1.1. Tétel szerint fennallnak az alabbi egyenl6ségek (ahol Sp = 1)+
(i

(2.2) Z<k>”i=5k’ k=0,1,...,n
i=0

A (2.2) egyenlbségeket a vp, vy, . .., v, szdmokra nézve egyenletrendszernek tekint-
hetjiik, melynek matrixa az alabbi;

1 1 1 1 1
1 2 3 n
1@ - G
23) L@

1

ahol a fédiagonalis alatt zérdk allnak. A (2.3) matrix nem szingularis, inverze (1d.
pl. Riordan 1968) az alabbi:

1 -1 1 -1 S
1 -2 3 (-1)"*n
-1
1 -(3) =" ()
(2.4) -2
1 D" ()
1
A (2.2) egyenletrendszerbdl tehat vg, vy, .. ., v, meghatarozhatok, eredményiil

azt kapjuk, hogy

(2.5) i ()sk, i=01,...,n

i=0
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Nyilvanval6, hogy fennall a

(2.6) PV>D)=uvi+...+v,
egyenldség.
Tegylk most fel, hogy az Sy, k =0,1,...,m binomialis momentumok koziil

csupan az Sy, k < m értékek ismertek. Ekkor a (2.2) egyenlségrendszerbdl csak az
alabbiakat megtartva:

n

Z<;>vi=.§k, k=0,1,...,m,

=0
v; 20, 1=0,1,...,n
a nemnegativitasi feltételeket elirva, a (2.6) egyenldség jobb oldalan All6 Gsszeget
pedig minimalizalva, illetve maximalizalva, két linedris programozasi feladatot ka-
punk. Ezek optimum értékei a P(V > 1) valészintségre vonatkozoélag alsé illetve

fels6 korlatokat szolgaltatnak. Tekintsiik tehat az alabbi linedris programozasi fel-
adatokat:

n
min (max) Z v
i=1

feltéve, hogy

n

Z(IZ)vi:Sk, k':O,l,...,m

i=1

v; >0,i=0,1,...,n

A (2.7) feladatokban vg, vy, ..., v, dontési viltozok. Ha vy, illetve vpax je-
lentik ezen feladatok optimum értékeit, akkor tehit fennall az, hogy

(28) Umin S P(V 2 1) S VUmax-

Ezen tulmenden azt is allithatjuk, és ez a fenti megfogalmazasbdl nyilvanvalé,
hogy a (2.8) alsé és fels korlatok élesek, vagyis csupan az Sk, k < m binomidlis
momentumokra tamaszkodva nem adhatok jobb korlatok.

A (2.7) feladatok mellett megfogalmazunk még egy masik feladatpart, mely
(2.7)-t61 abban kiilénbézik, hogy nem szerepel benniik Sy sora és vg oszlopa. Az 0j
feladatpar tehat az alabbi:

n
min (max) Z U5
i=1

(2.9) feltéve, hogy

C)wzsm k=1,....n.
< \k
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Jeloljék Viin és Viax a (2.9) feladatok optimum értékét. Konnyd belatni hogy
a (2.9) minimum feladat optimum értéke megegyezik a (2.7) minimum feladat opti-
mum értékével, vagyis Viyin = viin. Ugyanis a (2.9) feladat megengedett megoldasai
kézétt vy, . .., v, valédi értékei is helyet foglalnak és igy az optimum érték nem na-
gyobb 1-nél.

Masfelsl a (2.9) feladat minden olyan megengedett megoldasa, melyre vy +
...+ v, <1, kolcséndsen és egyértelmiien megfeleltethets a (2.7) feladat vy =
1—vy —...—vp, v1,...,v, megengedett megoldasanak és a megfelel§ megenge-
dett megoldasokon a célfiiggvényértékek egyenlék.

A maximum feladatok optimum értékei nem feltétleniil egyenlék. A (2.9) ma-
ximumfeladat optimumértéke ugyanis lehet 1-nél nagyobb is. Fennall azonban a

(2.10) Vmax = min (Vyax, 1)

egyenlGség. Ugyanis a (2.7) feladatot oly modon is megfogalmazhatjuk, hogy azt
a feltételt, melyben vg szerepel, a v1 + ..., +v, <1 feltétellel potoljuk, és elhagy-
juk a vy > 0 nemnegativitasi kovetelményt is. Ekkor azonban a feltételek kézott
helyet foglal egy olyan is, mely a célfiiggvényre vonatkozolag ir el6 felsé korlatot
(ti. azt, hogy v1 + ... + v, < 1). Ilyen esetben a célfiiggvényre vonatkozé korlatozo
egyenlGtlenség elhagyhato, viszont az igy kapott optimum érték és a célfiiggvény
korlatjanak a maximuma szolgaltatja a kivant optimum értéket, esetiinkben a (2.7)
maximum feladat optimum értékét. Ezzel a (2.10) egyenlGséget belattuk.

Erdemes még felirni a (2.9) feladatok dualisait. A (2.9) minimum feladat du4-
lisa az alabbi:

m
Maxz SLxk
k=1

(2.11) feltéve, hogy
f: ixk<1 1=1,...,n.
k: —_— 1 Y 1
k=1

A (2.9) maximum feladat dudlisa pedig kévetkezd

Min Xm: Sk Yk

k=1

(2.12) feltéve, hogy
(i
Z( >yk2 1, i=1,...,n.
k
k=1

A binomialis momentumproblémat Prékopa (1988) fogalmazta meg és vizsgalta
legfontosabb tulajdonsagait. E dolgozatban megtalalhat6 a dualis feladatok interp-

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)



ALSO ES FELSO KORLATOK RENDSZEREK MUKODESI IDEJENEK VARHATO ERTEKERE 139

retacidjais. A (2.11) és a (2.12) feladatokban a valtozok nincsenek nemnegativitasi
feltétellel korlatozva. Tekintsiik az altalanos linearis programozasi feladatot:

min (max) cTx

(2.13) feltéve hogy
Ax=b,z >0,

ahol A m X n-es matrix, ¢, * n—-komponensi, b m-komponensi vektor, m < n.
Feltessziik, hogy A rangja m-mel egyenls. Bevezetjiik még az

A=(as,...,an), b=(b1,...,bn)"
z=(z1,...,2n)", c=(c1,-..,ca)"

jeloléseket.

1. Definicid. Ha az {a,, i € I'}, |I| = m vektorok linearisan fiiggetlenek, akkor
azt mondjuk, hogy ezek az {a,,...,a,} vektorok egy bazisat alkotjak. A bazis
elnevezést a

B = (Cl,q',i € I)
maétrixra is alkalmazzuk, ahol az oszlopvektorokat a névekvé indexek sorrendjében
helyezziik el.

2. Definicid. A B bazist megengedettnek nevezziik, ha a Bxg = b egyenlet zg
megoldésara teljesiil az x g > 0 egyenlStlenség. Ha x g minden komponense pozitiv,
akkor a bazis nem degeneralt. Ellenkezs esetben degeneralt.

3. Definicio. A B bazist dual megengedettnek nevezzilk a minimum (maxi-
mum) feladatra nézve, ha teljesiil az, hogy

(2.14) cEB7la; < (2)ei, i=1,...,n.

Ha i € I, akkor (2.14) egyenl&séggel teljestil. Ha minden olyan ¢ esetén, melyre i €
I, a hatarozott egyenldség teljesiil (2.14)-ben, akkor a bazis dual nem-degeneralt.
Ellenkezs esetben dudl-degeneralt.

A lineéaris programozassal kapcsolatos legfontosabb ismereteket illet§en hivat-
kozunk Prékopa (1968, 1975) konyvére, illetve (1996) cikkére.

A tovabbiakban néhany ismert tételt emlitiink meg. Az els6hoz szlikségiink van
a (2.13) feladat dualisara:

max(min)b’ y
(2.15) feltéve hogy
ATy < (>)e
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2.1. TETEL. A (2.15) feladat megengedett megoldasai dltal meghatérozott kon-
vex poliéder csicsainak halmaza megegyezik azoknak az y vektoroknak a halmaza-
val, amelyek megoldasai valamely yT B = c%, egyenletnek, ahol B a (2.13) feladat
dudl megengedett bizisa. A tétel kézismert bizonyitisa elemi médszerekkel elvé-
gezhetd.

2.2. TETEL (Gessel és Viennot (1985), Prékopa (1988)). A (2.3) métrix min-
den olyan minora (egy négyzetes rész determininsa), melyben a fédiagonalisban
(és akkor folétte is) pozitiv elemek 4llnak, pozitiv.

E tétel felhasznalasaval Prékopa (1988) bebizonyitotta az alabbi tételt:

2.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy a (2.13) feladat a (2.9) feladat témdr alakja.
Ekkor a B bézis dudl megengedett akkor és csak akkor, ha oszlopainak I index
halmaza az alabbi tipusi

m paros m pdratlan
Min feladat i+ l,...,5,j+1 ii+1,....5,i+1,n
Max feladat 1,4,i4+1,...,5,7+1L,n 1,4,i+1,...,5,7+ 1.

A 2.3 un. duél megengedett bazis struktira tétel igen fontos a (2.9) feladat
algoritmikus megoldasa szempontjabol.

A feladatot ugyanis a dual modszer segitségével konnyen meg tudjuk oldani.
Ebben két igen fontos egyszeriisitési lehet&ség all rendelkezésiinkre: (1) indulé dual
megengedett bazist egyszertien tudunk nyerni, nem kell mast tenniink, mint a
2.3. Tételnek megfelel§ struktiraju indexhalmazt és a hozza tartoz6 vektorokat
kivalasztani, (2) ha valamely lépésben a bazisb6l kimend vektort meghataroztuk,
akkor a bazisba bejové vektor egyértelmien adott azaltal, hogy annak indexe a
2.3. Tétel szerinti strukturat kell, hogy helyreallitsa. Ennek alapjan a (2.9) feladat
megoldasara vonatkozo dual algoritmust az alabbiakban 6sszegezhetjiik.

1. Valasztunk egy B, a 2.3. Tételnek megfelels induld, duil megengedett bazist.

2. Ellenérizziik, hogy fennall-e a B~1b > 0 relaci6. Ha igen, menjiink a 4. lé-
pésre. Ha nem, akkor valasztunk egy olyan j indexet, melyre (B~1b) ; <0és
menjiink a 3. lépésre.

3. Tavolitsuk el a bazisbél a B matrix j-edik vektorat, s helyette vonjuk be azt
a vektort, amely a duil megengedett bazis struktirat helyreallitja.

4. Stop, B optimalis bazis.

Az alabbiakban bebizonyitunk egy fontos tételt, melynek egy gyengébb valto-
zata szerepel Boros és Prékopa (1990) cikkében.
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2.4. TETEL. Jeldljék p1,...,ps a (2.11) feladat megengedett megolddsai K
konvex poliéderének csucsait. Tekintsiik a K halmaz Carathéodory-féle (1911) el6-
allitasaban szereplé (konvex)conv (p1,...,p,) halmazt.

Ha x € conv (py,...,ps), akkor komponensei alternalo elGjeliiek, pozitiv eld-
jellel kezdédéen, tovabba

(2.16) |Z1| = T2 = ... 2 |Zml]-

Bizonyitds. Elegendd az allitast a megengedett megoldasok konvex poliéderé-
nek csicsain bebizonyitani, ugyanis a conv (py,...,ps) halmaz minden egyéb vek-
tora a csiicsok konvex kombinacidjaként all els. Legyen x csticsa a megengedett
megoldasok halmazanak. Ekkor a 2.1. Tétel szerint  megoldasa az

(2.17) eTB=ch=(,...,)T
egyenletnek, valamely B dual megengedett megoldas esetén. Innen az adodik, hogy
T = ¢LB~!. Ez a vektor viszont eléfordul az

1 ¢ \7! 1 —cZB-!
(2.18) . = B
0 B 0 B!

matrix als6 soradban. Az ]
1 ek
0 B

matrix inverzének els6 sorat képezve olyan minorokat kell alternalé elGjellel ellatni,
melyek a 2.2. Tétel szerint pozitivak. Ebbsl kévetkezik, hogy az (1, —cLB~1) sor-
vektor komponensei is alternalé elGjeliek, a + jellel kezdddGen.

A (2.16) relacié hasonl6éan bizonyithaté, mint Boros és Prékopa (1989) cik-
kében a megfelel§ allitds. A binomidlis momentumprobléma egy masik valtozata
lehetdséget nyujt arra vonatkozolag, hogy legalabb r esemény bekdvetkezésének a
valosziniségére adjunk also6 és felss korlatokat. Ekkor a (2.9) feladatok helyett az
alabbiakat fogalmazzuk meg:

n
min (max) Z vy
i=r

(2.19) feltéve, hogy
e
Z( >vi =8, k=0,1,...,m.
=0 k

Ha v és o)« jelentik a (2.19) feladatok optimum értékeit, akkor fennéllnak az

min

alabbi egyenléGtlenségek:

(2.20) v, <PV 21) <olf),

min —
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Vegyiik észre, hogy most megtartottuk az Sp-hoz tartozd sort és a vyp-hoz tartozoé
oszlopot a feladatban. A gondolatmenet, amelyet alkalmaztunk akkor, amikor a
(2.7) feladatot a (2.9) feladatra redukaltuk, most nem alkalmazhat6. Ha a (2.18)
feladatot a (2.13) alakba irjuk, akkor az A matrix (m + 1) x (n+ 1)-es, az « és a
¢ vektorok n + 1 komponenstek, b pedig m + 1 komponensi vektor. A ¢ vektor
0,...,0,1,..., l)T alaku, ahol a zér6k szama r. Az igy nyert feladat szdmunkra
az 7 = n esetben lesz fontos. Erre vonatkozoélag fennall az alabbi dudl megengedett
bazis struktiura tétel.

2.5. TETEL (Prékopa 1988). A B bazis dudl megengedett akkor és csak ak-
kor, ha a bazis vektorainak I indexhalmaza (|I| =m + 1) az alabbi struktirak
valamelyikébe tartozik:

m + 1 péros m + 1 paratlan
Min feladat Ic{0,...,n-1} Ic{o,...,n-1}
Li+1l,...,5,7+1L,n—-1Ln 0,i,i+1,...,5,7+1,n-1,n
Max feladat 0,,i+1,...,5,7+1,n L,i+1,...,5,7+1,n

Az I € {0,...,n — 1} esetekben a trivialis, 0 alsé korlat adodik. Ez azt je-
lenti, hogy a feladat megoldasakor célszerd olyan induldé bazist vilasztani, melyre
I¢{0,...,n—1}. Az algoritmus sordn az a, vektort benn tartjuk a bézisban,
ameddig lehet. Ha az a, vektort nem lehet mar a bazisban tartani, akkor az 10j ba-
zismegoldason a célfiiggvényérték 0, de egy ciklizalast elkeriilé médszerrel tovabb
. haladva, a, esetleg visszatérhet és az optimum érték pozitiv lehet.

3. Alkalmazas rendszerek miikdodési ideje alsé és felsG korlatjanak
meghatarozasara

Az 1. szakaszban bevezettilk az egyes komponensek élettartamara az
Xi,-..,Xn, tovabba az {X; <t},i=1,...,n eseményekre az A;, i =1,...,n jelo-
léseket. A soros rendszer élettartamara az X, a parhuzamos rendszer élettartamara
pedig az Y jelolést alkalmazzuk. Ekkor

X = min(Xyq,...,Xz)
Y = max(Y1,...,Y,),

E valoszintiségi valtozdk eloszlasfiiggvényére kordbban az F(t), illetve a G(t) jelo-
lést vezettiik be:

F(t) = P(X < t)

G(t) = P(Y < t).
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Bevezetjiik még az

jeloléseket is.
Ezek alapjan felirhatjuk, hogy

(3.1) Fit)=1-F(t)=1-P(A4,U---UA,) =P(A Nn---NA,),

(32)  G)=1-G{t)=1-P(A;N---NAy) =P(A U---UAy).

Az Ay, ... A, események is a t valtozo fliggvényei, 4m ennek feltiintetésétdl elte-
kintiink. A binomialis momentumok ¢-t6l valé fliggését a tovabbiakban feltiintetjiik
és Sk, Sk helyett az Sy (t), Si(t) jeloléseket alkalmazzuk.

Mind a soros, mind a parhuzamos rendszerek esetében két feladatpart fogal-
mazhatunk meg annak a valoszintiségnek a korlatozasara, hogy a rendszer tilélje a
t idépontot. Tekintsiik elébb a soros rendszert. A (3.1) képlet szerint az F(t) valé-
szintiség korlatainak meghatarozasaraa P(A;U---U A,), vagy a P(A1N---N Ap)
valosziniség korlatait kell meghataroznunk. A P(A; U---U A,,) valdsziniség éles
also és fels6 korlatjanak meghatarozasara megfogalmazzuk a

n
min (max) Z v;
i=1

feltéve, hogy

linearis programozasi feladatokat.
Ezek optimum értékére bevezetjilk a Vi (f) és a Viax(t) jeloléseket. Ekkor
fennallnak az alabbi relacidk:

(34) ‘/min(t) < P(Al u---u An) =1- F(t) S Min (‘/max(t)7 1)
(3.5) Max (1 — Vinax(t),0) < F(t) < 1 — Viuin(t).

A (3.5) relaciobdl integralas utan azt kapjuk,hogy
o< oo _ o
(36) / [1 - ‘/max(t)]_‘_ dt S / F(t) dt = E("E) S / (1 - ‘/min(t)) dt;
0 0 0
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ahol [z], =z, hax > 0és[z], =0, haz <0. A soros rendszer mikodési ideje var-
hat6 értékének becslésére felhasznalhatjuk az F(t) = P(A;N---N A,) egyenlSséget
is. Ekkor az alabbi feladatot fogalmazzuk meg:

min (max) v,
feltéve, hogy

3.7 Ly _
(3.7) (;c)vi:Sk(t), k=0,1,...,m

=1

v; >0, 1=0,1,...,n.

Ha ennek optimum értékeit vpmin(t) s vmax(t) jelolik, akkor fennallnak az alabbi
relaciok:

(3.8) o (1) < P(A -0 A,) = F(t) <o, (1)

(3.9) / o (1) dt < / F(t)dt = E(X) = / o™ (8 dt.
0 0 0

Hasonléképpen jarunk el a parhuzamos rendszer esetében. Ha a G(t) = P(A, U
---UA,,) egyenlséghdl indulunk ki, akkor G(t) alsé és fels6 becslésének meghata-
rozésara az alabbi linearis programozasi feladatot irjuk fel:

n

min (max) Z v

i=1
feltéve, hogy
(3.10) "
Z (Z)vi =S(t), k=1,...,m
i=1

v; 20, 1=1,...,n

Az optimum értékeket a Vi,in(t), Vinax(t) szimbolumokkal jel6lve, fennallnak az
alabbi egyenl6tlenségek:

(311) ‘/min(t) S é(t> S Min (‘/max(t); 1)

(3.12) /O Vit < /0 " Gy dt = B(Y) < /0 " Min (Ve (6), 1) dt.
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Ha viszont a G(t) = 1 — P(4; N -N A,) egyenldségbsl indulunk ki, akkor az alabbi
LP szolgéltatja a korlatokat:

min (max) v,

feltéve, hogy

(3.13) i (;)m =S(t), k=0,1,...,n

i=1

’U1'>0, i=0,1,...,n.

Ha vl(]:i)n és vih(t) jeldlik az optimum értéket, akkor fennallnak az alabbi egyenl6t-
lenségek:

(3.14) v (1) S P(A1U--UA) =1 G(t) < v (t)

min

(3.15) 1-v™ (1) < G(t) <1 o™ ().

max min
Az alabbi egyenl6tlenségbdl integralassal nyerjiik a miikodési id6 varhaté értékére
vonatkoz6 korlatokat:

(3.16) (1o ) dt < [ Gtydt = BY) < [ (1-8h(0) d.
/ / /

A (3.6), (3.9), (3.12) és a (3.16) integralok meghatarozasaban a problémat az
okozza, hogy az optimalis bazis a ¢ valtozo fliggvényében valtozik, tehat az éles kor-
latok meghatarozasakor nem tamaszkodhatunk csupédn egy bdazisra. Mindamellett
az

E(X) = / Ft) dt
EY)= | G(t)dt
/

varhato értékekre vonatkozolag egyetlen bazisra tamaszkodva is adhatunk korlato-
kat, ezek azonban gyengébbek lesznek a fent emlitetteknél. Miel6tt bemutatnidnk
mi médon lehetséges ez, megallapodunk abban, hogy a soros rendszer esetében a
(3.3), a parhuzamos rendszer esetében pedig a (3.10) LP-re tamaszkodunk. Ez azt
jelenti, hogy a mikddési idé varhato értékére a soros rendszer esetében a (3.6),
a parhuzamos rendszer esetében pedig a (3.12) formula szolgiltatja a kivant kor-
latokat. Ismeretes, hogy ha a (3.13) linearis programozasi minimum (maximum)
feladatnak B egy dual megengedett bazisa, akkor fennall az alabbi egyenlStlenség

cEB~ b < cTzgp

3.17)
( (5B b > cTxop),
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ahol z4pt az optimalis megoldas. A legjobb korlatokat akkor kapjuk, ha (3.17)-ben
vessziik B-re vonatkozélag a maximumot (minimumot}, vagy ami ugyanaz, vessziik
az optimalis B bazist.

Ezt az elvet alkalmazhatjuk az E(X), E(Y) varhato értékek becslésére oly mo-
don, hogy vessziik a (3.3) illetve a (3.10) feladatokban az adott dual megengedett
B béazishoz tartozo célfiiggvényértéket:

(3.18) cEBTIS(t), ¢EBT1S8(t),

ahol ek =(1,..., l)T, S(t) = (S1(t), ..., Sm(t)), S(t) = (S1(t),...,Sm(t)) és az igy
nyert fliggvények integraljai segitségével képezziik a korlatokat.

Ha a (3.6), (3.9) formuldkra tamaszkodva alkotjuk meg a korlatokat, akkor azt
mondjuk, hogy ezek (t szerint) valtozo bazishoz tartozo korlatok. Ha pedig a (3.18)
fiiggvények integralasa révén nyerjik a korlatokat, akkor azt mondjuk, hogy ezek
rogzitett bazishoz tartozé korlatok. Ebben az utébbi esetben is van lehetdségilink
optimalizalasra, amint a késGbbiekbdl kitiinik.

4. A feltételtér felbontasa poliedrikus kupokra

A (2.13) linearis programozasi feladatban szereplé b vektorok terét, tehat az
R™ teret feltételtérnek nevezziik. Az « vektorok R"™ terének pedig megoldastér a
neve.

A (2.13) feladatot a (3.3), vagy a (3.7) feladatra fogjuk specializalni, midén ¢
rogzitett pozitiv szam.

Mind a (3.3), mind a (3.7) feladatok bazisai dual nem-degeneraltak. Ha egy ba-
zis dual megengedett, akkor ahhoz, hogy optimalis legyen, primal megengedettnek
is kell lennie. Ha B egy dudl megengedett bazis, akkor a bazis optimalizdlasanak
sziikséges és elegendd feltétele a B~'b > 0 egyenldség.

Soroljuk fel képzeletben a dual megengedett bazisokat: Bj,..., B,. Minthogy
mindegyik dual nem-degeneralt, a

(4.1) Br'v>o0,...,B/'b>0
relaciék kozos belsé pont nélkiil poliedrikus kiipokra osztjak fel a
(4.2) {b| Az =b, =z > 0}

poliedrikus kupot. A (4.2) halmaz azoknak a b vektoroknak a halmaza, melyekre a
(2.13) feladatnak van megengedett megoldasa. A (4.2) halmaz fent emlitett tipusi
felosztasa abbol kévetkezik, hogy a (2.13) LP (mely a (3.3) és a (3.7) feladatok
valamelyikét jelenti) rendelkezik megengedett megoldassal és véges optimummal
{megengedett megoldas azért van, mert a b vektort ténylegesen létezd valoszinii-
ségi valtozokkal kapcsolatos eseményekbdl szamitjuk; véges optimuma pedig azért
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van, mert a megengedett megoldasok halmaza korlatos) és a bazisok dual nem-
degeneraltak.

Vezessiik be b helyett a b(t) jelolést. Egy rogzitett t esetén a feloszt6 polied-
rikus kiipok hatarpontjaitél eltekintve, csak egy teljesill a (4.1) egyenlétlensegek
koziil. Ha ez a B 'b(t) > 0 egyenlétlenség, akkor az optimum érték az adott ¢
esetén, egyenl a

(4.3) cE B b(t)

értékkel.
Ha meg akarjuk kapni a (3.4) - (3.6) relaciokban szereplé Vipin(t) és Vinax(t)
értékeket minden ¢ > 0 szadmra, akkor erre két lehet8ség adodik, ezek a kovetkezdk.

I. Felsoroljuk a By,..., B, duil megengedett bazisokat és mindegyik B; eseté-
ben meghatarozzuk a t értékeknek azt az intervallumat, amelyre teljesiil az, hogy

(4.4) ' B 'b(t) >0, telJ.

A J;, i =1,...,7 intervallumok egyesitése egyenlé a {t | ¢ > 0} halmazzal, k6-
zliliik barmely kettének legfeljebb csak a hatarpontjai lehetnek kozosek.

II. A t valtozot noveljiik 0-t6l oo-ig és kozben regisztraljuk, hogy mely ba-
zisokra teljesiil a primal megengedettség. Most is ugyanezeket a J;, i =1,...,r
intervallumokat kapjuk, legfeljebb méas sorrendben.

Ha By,..., B, a (3.3) feladatra specializalt (2.13) minimum feladat dual meg-
engedett bazisai, akkor a (3.6) egyenl6tlenségben szerepld jobb oldali integralra azt
kapjuk, hogy

r

(45) /(1 - mm(t Z/ 1_ CB 1b(t))
0

i=17,
Ha viszont By,..., B, a maximum feladat dual megengedett bazisai, akkor a
o0
(4.6) / — Vinax(t)] | dt = Z / Max (1 — ¢f, B; 'b(t),0) dt
0 =17

relaci6 adodik. Teljesség kedvéért felirjuk a (3.6) egyenlotlenseg jobb és bal oldalan

all6 integralokat is ilyen alakban.
Ha By,..., B, a (3.3) feladatra specializalt (2.13) minimum feladat dual meg-

engedett bézisai, akkor azt kapjuk, hogy

(4.7) (1 = Vinin(t)) dt = Z 1—c%, B 'b(t)) dt.
o] [

zlJ
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Ugyanigy, ha a bazisok a maximum feladat esetében dual megengedettek, akkor a

(4.8) / (1= Viax(8)], dt = i/ (1 -k, B 'b(t),0) dt
0

i=1 J;
.

relacié addédik. Ha valamely J; intervallum degeneralt, vagyis egy pontra zsugoro-
dik, akkor az ezen vett integral 0, ez az integral az Gsszegb6l elhagyhaté. Felvetddik
a kérdés, hogy sok, vagy kevés J; intervallum megjelenésére szamithatunk-e a fenti
Osszegekben? Illusztracioként egy egyszeri példat vesziink, melyben valamennyi
dual megengedett bazis elfordul az Gsszegben. Tegyiik fel, hogy z1,...,z, expo-
nencialis eloszlastiak, A = 1 paraméterrel és legyen n = 2. Ekkor

(4.9) Si(t) =n(l —e7t), Syt) = <’2’>(1 et

A (3.3) minimum feladat dual megengedett bazisai
(4.10) Bi =(a,-,ai+1), i=1,...,n—1.
A maximumfeladatnak egyetlen dual megengedett bazisa van:

(4.11) B = (a1,an)

Hivatkozasok

[1] Barlow, R. E., and Proschan, F., Statistical Theory of Reliability and Life’ Testing., Holt,
Rhinehart & Winston (New York, 1981).

[2] Boros, E., and Prékopa, A., Probabilistic Bounds and Algorithms for the Maximum Statisfi-
ability Problem, Annals of Operations Research 21 (1989), 109-126.

{3] Carathéodory, C., Uber den Variabilititsbereich der Fourierschen Konstaten von positiven
harmonischen Funktionen, Rediconti del Circolo Matematico di Palermo 32 (1911), 193-217.

[4] Gessel, 1. and Viennot, G., Binomial Determinants, Paths, and Hook Length Formulae, Ad-
vances in Mathemetics 58 (1985), 300-321.

[5] Prékopa, A., Stochastic Programming, Kluwer Academic Publishers (Dordrecht, 1995).
[6] Prékopa, A., Linedris programozds, Bolyai Matematikai Tarsulat (Budapest, 1968).

[7] Prékopa, A., Boole-Bonferroni Inequalities and Linear Programming, Operations Research
36 (1988), 145-162.

[8] Prékopa, A., A Brief Intraduction to Linear Programming. Matematical Scientist 21 (1996),
85-111.

[9] Rade, L., Expected Time Failure of Reliability Systems, Matematical Scientist 14 (1989),
24-37.

[10] Riordan, J., Combinatorial Identities, Wiley (New York, 1968).

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




ALSO ES FELSO KORLATOK RENDSZEREK MUKODESI IDEJENEK VARHATO ERTEKERE 149

{11] Takacs, L., On the Method of Inclusion and Exclusion, Journal of the American Mathematical
Association 62 (1967), 102-113.

(Beérkezett: 2002. junius 24.)

HORVATH ALICE

ELTE TOFK

1126 BUDAPEST

KISS JANOS ALTABORNAGY U. 40.

PREKOPA ANDRAS

ELTE TERMESZETTUDOMANYI KAR
OPERACIOKUTATASI TANSZEK

1053 BUDAPEST, KECSKEMETI U. 10-12.
PREKOPA@CS.ELTE.HU

RUTCOR, RUTGERS CENTER FOR OPERATIONS RESEARCH
RUTGERS UNIVERSITY

640 BARTHOLOMEW ROAD

PISCATAWAY, NJ 08854-8003
PREKOPA@RUTCOR.RUTGERS.EDU

LOWER AND UPPER BOUNDS FOR THE EXPECTED TIME TO FAILURE OF SYSTEMS

ALICE HORVATH AND ANDRAS PREKOPA

In large series-parallel systems the exact calculation of the expected time to failure is fre-
quently impossible because there are too many arithmetic operations involved. However, lower
and upper bounds can be given so that they may serve as approximations for that value. In this
paper we present bounds for the expected time to failure by the use of some recent results in
connection with discrete moment problems.
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HASH-FAK ES SZOFAK AZ ADATBANYASZATBAN

BODON FERENC

Budapest

Napjainkban a gyakori minték kinyerése az adatbanyaszat talan leggyorsabban fej-
16d6 teriilete. A gyakori mintakat leginkabb elemhalmazok vagy epizédok formajaban
keressiik egyre Gjabb algoritmusok segitségével, amelyek gyorsabban, vagy kisebb me-
moériaigénnyel taldljak meg azokat. Az Gsszes lehetséges minta szama tul nagy lehet,
ezért az algoritmusok dn. jeldltmintazatokat allitanak el6. Ezek el6fordulasat hataroz-
zdk meg, majd kivalogatjak koziiliik a gyakoriakat. Az egyes modszerek elsGsorban a
jeldltmintazatok definici6jaban és elSallitasaban kiilonboznek egymastél, emellett al-
talaban elhanyagoljik a megfelels adatstruktiira kivalasztasinak kérdését. frasomban
bemutatom, hogy az adatstruktiira helyes megvalasztasa nagyobb hatassal lehet az al-
goritmusok id&- és tarigényére, mint a jeldltmintazatok kivalasztidsdnak modja.

Bevezetés

Az adatbaziskezel6-rendszerek az élet szinte minden teriiletén elterjedtek. Ez
els6sorban a veliik valé munka leegyszertisédésének és az arcsokkenésnek koszon-
hets. Az elektronikus tarolas fontos elénye, hogy kdnnyen és biztonsagosan lehet
nagy mennyiségid adatot tarolni. Ezen felill gyors az adatok visszakeresése és az
alapvet§ statisztikai értékek (minimum, maximum, atlag, stb.) meghatarozasa. Az
adatok tarolasa és keresése mellett a 90-es évek elején egy 1j igény fogalmazédott
meg Osszefliggések, kapcsolatok, mintézatok felfedezésére az adatokban. Ez az igény
keltette életre az adatbdnydszatot, amely napjainkra a szamitastudomany egyik leg-
gyorsabban fejléds és legjobban kutatott teriiletévé nétte ki magat. Megélénkiilt
a klaszteranalizis, az osztalyozas, a sorozatelemzés, és létrejott egy 0 kutatasi te-
riilet, ahol az asszociaciés és epizddszabalyok kinyerését vizsgaljak. Ez utobbi 0]
terililet elsd és egyben legfontosabb lépése a gyakori elemhalmazok megtalalasa.

A gyakori elemhalmaz-kinyerésnél adott az elemhalmazok egy sorozata. Egy
elemhalmaz gyakori, amennyiben egy kiisz6bszamnal tébb elemnek részhalmaza
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a sorozatban. Célunk a sorozatban a gyakori elemhalmazokat megkeresése. Epi-
zodkutatasnal az elemhalmazok idébélyeggel is el vannak latva, igy itt gyakori
részsorozatokat keresiink.

A probléma szinre lépése utan [1] egyre hatékonyabb algoritmusok jelentek
meg 2] [15] [5] [19] [23]. A hatékonysagot a futasi idvel és a memoriasziikséglet-
tel mérik. Osszefiiggéseket, mintazatokat altaldban nagy adatbazisokban keresiink
(példaul szupermarketek tranzakcios adatbazisaban), igy ezek a paraméterek kie-
melten fontosak az adatbanyészati algoritmusokban.

Nyilvanval, hogy az adathalmaz mindéssze 1 végigolvasasara van sziiksége an-
nak az algoritmusnak, amely egyesével vizsgalja a sorozat elemeit és minden olyan
elemhalmaznak noveli a szamlalojat, ami részhalmaza a sorozat aktuéalis elemé-
nek. A probléma ezzel kapcsolatban az, hogy egy sok elemet tartalmazé halmaznak
olyan sok részhalmaza van, hogy mar azok szamlaléi sem férnének el a memori-
aban. A sorozat elemeinek feldolgozasa el6tt nem tudjuk, hogy melyik szamlalét
kell majd névelniink, igy a legtobb id6 a szdmlalék hattértarra mentésével és azok
betoltésével telne.

A gyakorlatban alkalmazott algoritmusok ezért nem az Gsszes elemhalmaz el6-
fordulasat tartjdk szamon, hanem csak az un. jeloltekét. Ezek olyan halmazok,
amelyek esélyesek arra, hogy gyakoriak legyenek. Az egyes megoldasok kiilénb6z6
elemhalmazokat valasztanak jelolteknek. Az egyre hatékonyabb algoritmusokban
egyre kevesebb az 4n. hamis jelolt, az olyan jel6lt, amelyrdl késébb kideril, hogy
nem gyakori elemhalmaz. A gyakori elemhalmazok kinyerésének legidGigényesebb
és ezért a legfontosabb lépése a jeloltek el6fordulasanak meghatarozasa. Az irasok-
ban ennek részleteirdl, a felhasznélt adatstruktirarél kevés sz6 esik. Tébbségében
atveszik az APRIORI algoritmusban [2] bemutatott megoldast, ahol a jelolteket
hash-faban taroltak.

Latni fogjuk, hogy a sz6fa szamos tekintetben jobb a hash-fanal, a két struktira
6tvozése pedig még tobb elénnyel jar. Irasunkban a két adatstrukturat vessziik na-
gyito ala. Megvizsgaljuk elényeiket, hatranyaikat, hangolasi lehet8ségeiket, tovabba
azt, hogy miként 6tvozhets a két modszer.

Az iras felépitése a kovetkezs: az 1. részben formalizaljuk a problémat, majd
leirjuk a legismertebb algoritmust. A 2. részben ismertetjiik a hash-fat, a 3.-ban a
szofat. A 4. részben megvizsgaljuk, hogy miként lehet névelni a két adatstruktira
teljesitményét kiilonb6zs triikkokkel, majd ,egyesitjiik” a két adatstruktirat. Az
6. részben elméleti szinten hasonlitjuk Gssze a két kiillonb6zé modszer hatékonysa-
git. Ezt a 7. részben teszteredményekkel is alatamasztjuk, végiil levonunk néhany
kovetkeztetést.
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1. Gyakori elemhalmazok kinyerése

Adott az elemek T = {t1,t2,...,tm} halmaza, tovabba a kosarak X = (ky, ks,
..., kn) sorozata. Minden kosar egy elemhalmaz, tehat Vi-re: k; C 7. Azt mondjuk,
hogy k; kosar tartalmazza az X elemhalmazt, ha X C k;.

1. Definicid. Az X C T elemhalmaz tdmogatottséga (support) azon kosarak
szdmanak ardnya az Osszes kosar szamahoz mérten, amelyek tartalmazzak az X -et.
Az X tamogatottsagat suppy (X )-el jeldljiik, tehat

k; € X : k; tartalmazza X-et
suppc(X) = L " A

Az X elemhalmaz elgforduldsdn (vagy abszolat tAmogatottsagan) a suppgc(X)-
N szorzatot értjiik. A taAmogatottsag fontos tulajdonsaga, hogy monoton fogyé hal-
mazfliggvény. Gyakori elemhalmaznak nevezziik azokat az elemhalmazokat, ame-
lyek tamogatottsiga egy elSre megadott konstansnal (jel6ljiik ezt min _ supp-al)
nagyobb. Ritke egy elemhalmaz, ha nem gyakori.

Feladat egy adott kosarhalmazban a gyakori elemhalmazok megtalalasa, ami
mar onmagaban is érdekes lehet, de még fontosabbak az ezekbdl kinyert in. asszo-
ciacios szabalyok.

2. Definicié. Legyenek ¢, s € RT. A X kosarhalmazban ¢ bizonyossagu, s tamo-

gatottsagia X 2% Y asszocidcids szabdly fennall, ha X, Y diszjunkt elemhalmazok,
azaz X, Y CT, XNY =P és

_ suppx (X UY)
suppy (X)

s = suppy (X UY)

A szabaly bal oldalat feltétel résznek, a jobb oldalat pedig kdvetkezmény résznek
nevezziik.

Asszociacios szabalyokat elszor vasarlasi szokasok feltarasara alkalmaztak. Ha
példaul egy miiszaki Aruhaz vasarlasait elemezziik vasarloi szokasok felfedezése cél-

jabol, akkor a DVD lejatszo %% 5%, pvp lemez egy hasznos informaci6. A fenti
szabaly szerint, azok akik DVD lejatszot vesznek, 90%-ban mindjart DVD lemezt
is vasarolnak. A szabdly tamogatottsiaga pedig azt mutatja, hogy a két termék
egylitt a vasarlasok 5%-aban szerepelt. Megjegyezziik, hogy ennek az alkalmazasi
teriiletnek a hatasara az elemeket sokszor termékeknek hivjuk, a kosarakat pedig
tranzakcidknak.

A gyakori elemhalmazok kettébontasaval (feltétel- és kovetkezményrészre)
asszociaciés szabalyokat nyerhetiink. Benniinket Altaldban a magas bizonyossaga
szabalyok érdekelnek. Ervényes asszocidcids szabdlyoknak hivjuk azon asszociaci6s
szabalyokat, amelyek tamogatottsaga és bizonyossaga az el6re megadott korlatok
felett vannak.
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A gyakori elemhalmazok kinyerésének igénye az adatbanyaszat egyre t6bb te-
riilletén meriil fel. Az asszociacids szabalyok mellett elékeriil példaul az epizédku-
tatasban [3] |21] [12], de a funkcionalis fliggdségek kinyerésénél alkalmazott algorit-
musok [9] |8] is ezen alapokra épiilnek. Az adatbanyaszat elterjedésével egyre tébb
helyen meriilt fel az igény asszociacios szabalyok banyaszatara. Legfontosabb terii-
lete a marketing, azon belil is a mar emlitett vasarlasi szokaselemzés, de megjelent
az orvostudoméinyban, a telekommunikaciés halézatok elemzéseiben, a pénziigyi
szektorban stb.

1.1. APRIORI algoritmus

Fontos részfeladat a gyakori elemhalmazok meghatarozasa. Ennek alapmod-
szere az APRIORI algoritmus. Az APRIORI algoritmus az egész adatbanyaszat
egyik legmeghatirozobb algoritmusa. A napjainkban felbukkané 4j problémakat
(asszociacios szabalyok Galois-lezartja {17] [18] [16], ciklikus asszociciés szabalyok
[14], id6leges asszociacids szabalyok [11], asszocidcios szabalyok véltozé tamogatott-
sagi kiiszObbel [24], on-line asszociaciés szabalybanyaszat [6] [7] [13] [20] [22]) mind
ezen algoritmus moédositasaval, kiterjesztésével oldjak meg. Az APRIORI algorit-
mus egy szintenként haladé algoritmus. Ezekre az a jellemzé, hogy az adatbazis
(kosarak) els§ végigolvasasanal a gyakori elemeket, a masodik végigolvasasnal a
gyakori elempéarokat, az i-edik olvasasnal pedig az i elemi gyakori termékhalmazo-
kat hatarozzak meg.

Az algoritmus csak az an. jeldltek el6fordulasat vizsgélja. A tamogatottsag
monotonitasabol kdvetkezik, hogy egy gyakori termékhalmaz minden részhalmaza
gyakori. Ebb6l sziiletett az Otlet, hogy azok és csak azok a termékhalmazok le-
gyenek jeloltek, melyeknek minden részhalmaza gyakori. Az i-elemi jelolteket az
adatbazis i-edik atolvasasanak megkezdése el6tt allitjuk eld. Egy jel6ltet két olyan
¢ — 1-elemii gyakori elmehalmaz egyesitésével kapunk , amelyeknek ¢ — 2 kdz06s ele-
mitk van. Az egyesités utan ellendrizniink kell, hogy a jel6lt minden ¢ — 1 elemd
részhalmaza gyakori-e.

Az algoritmus id6 és tar szempontjabol legkényesebb lépése a jeloltek tdmoga-
tottsdganak meghatarozasa. Az lenne a legegyszertibb, ha minden kosarnal sorban
megvizsgalnank az Osszes jeloltet, hogy tartalmazza-e azt a kosar. Ennek az egy-
szerd megoldasnak legf6bb hatranya a lassisiga. A gyorsitas érdekében a jelolteket
egy specialis adatstrukturaban, az un. hash-faban szokas tarolni. Ezt az adatstruk-
turat arra talaltak ki, hogy gyorsan el lehessen dénteni egy adott kosarrél, hogy az
mely jelolteket tartalmazza.

Mielétt ismertetjiik ennek részleteit, térjiink ki réviden arra az esetre, amikor
a jeloltek mérete egy. Amennyiben ismerjiik a termékek szamat (vagy erre egy nem
tul nagy fels6 korlatot), akkor semmilyen kifinomult adatstruktirara nincs sziik-
ségiink. A tamogatottsagok meghatarozhatoak egy egysoros tablazat segitségével.
A tablazat i. eleme tartalmazza az i sorszamu termékhez tartozé elGfordulasok
szamlaléjat. Egy kosar vizsgalatakor a kosarban talalhaté termékekhez tartozo ele-
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mek szamlalojat kell novelni. Latjuk tehat, hogy a specialis adatstruktira csak
abban az esetben lehet érdekes, ha a jeloltek mérete legalabb 2.

2. Hash-fa

A hash-fa egy olyan fa, amelynek belsé csomépontjai hash-t4blak!, a levelekben
pedig jeloltek és szamlaloik talalhatok. Az i-edik szinti hash-tabldk az i + 1-edik
szintre mutatnak, a hash-fa gydkere a nulladik szinten van. A hash-fa célja az, hogy
a kosar elemeinek egyszeri végigolvasasaval megkapjuk azokat a leveleket, amelyek-
ben talalhato jeloltek a kosarban el6fordulhatnak. Mivel a hash-tabldkban lehetnek
iitkozések, a hash-fa nem biztositja, hogy az igy talalt levelekben 1évé minden je-
161t el6fordul a kosarban. Az viszont biztos, hogy nincs jelolt, ami egyik levélben
sem fordul el§, de kosarban megtalalhat6. A hash-fa célja tehat az, hogy a vizsgéa-
landé jeldltek szamat csokkentse. A talalt levelekben 1év6 jeloltek szama altalaban
joval kisebb, mint az Gsszes jelolté.

Az 1. abran az {ACD}, {AEL}, {AEG}, {AEM}, {KM N} jelolteket tartal-
maz6 hash-fat lathatjuk. Egy elem (betii) hash-értéke megegyezik az angol dbécé
szerinti sorszdmanak modulo 6 maradékéval.

g |
K
C ] KMN 0
ACD L
GM
N,
AEL 0 AEG 0 || AEM 0

1. dbra. 5 jeldltet tartalmazo hash-fa

1A hash-elési technikarél részletes informaciok a [10]-ban talalhato
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A k elemi kosarban a j elemii jeldlteket ugy talaljuk meg, hogy a gyokérbsl
kiindulva bejarjuk a fa bizonyos részfiit. Ha egy [ szintdi hash-tablahoz a kosar
i-edik elemének hash-elésén keresztiil jutunk, akkor el6 kell allitanunk az Osszes
k—7+1>¢ >1isorszamu ¢ elem hash-értékét. Ezek koziil egyesek sehova, masok
hash-faba, a maradék pedig levélbe mutat. Ha levélbe jutunk, akkor a levélben
talalhaté Osszes jelolthalmazt meg kell nézni egyesével, hogy tartalmazza-e Gket a
kosar. A szamlalokat ez alapjan kell novelni eggyel.

A hash-fa felépitése az alibbi médon torténik. Kezdetben a hash-fa iires, a
gyOkér nem mas, mint egy levél. A jelolteket, 0 kezdeti értéki szamlaloikkal, a
gyokérbe (nulladik szint) tessziik addig, amig a gyokérben talalhaté jeloltek szama
el nem éri az eldre megadott korlatot. Ekkor a gyokér hash-tablava alakul, amely
hash-fliggvénye a jeloltek els6 elemére vonatkozik. Hash-értéktdl fiiggden az eddig
gyokérben tarolt jeloltek az 0jonnan felvett levelekben keriilnek szétosztasra.

Tovabbi jeloltek beszarasanal a jelolt mar nem a gyGkérbe keriil, hanem az
elemeinek hash-értéke alapjan meghatarozott levélbe. Ha egy az l-edik szinten ta-
lalhaté levélben a jeloltek szama meghaladja a korlatot, akkor belsé csomoépontta
alakul, és a benne taldlhato6 jeloltek az [ + 1-edik elemiik alapjan keriilnek szét-
osztasra. Ez csak abban az esetben lehetséges, ha a jeloltek mérete legalabb [ + 1.
Ezek szerint a jeloltek méretével megegyezd szinten nem garantalhaté az, hogy a
levélben a levélkorlatnal kevesebb jel6lt van.

Az l-edik szinten talalhaté hash-tablak a jeloltek [ + 1-edik elemére vonatkoz-
nak. A hash-fiiggvények bemenete tehat egyetlen elem, igy céljainknak tokéletesen
megfelel a legegyszertibb hash-fiiggvény, a modulus fiiggvény. Az i-edik termék (¢;)
hash-értéke legyen h(t;) = tmod m, ahol m-et a tovabbiakban a hash-fa modulu-
sanak nevezziik.

Az implementaci6 egyszerisitése érdekében a fentitél egy kis mértékben eltérd
hash-fat alkalmaztunk. Esetiinkben a hash-fa gydkere mindig hash-tabla, tehat leg-
feljebb az els6 szinten lehetnek levelek. Konnyd utianagondolni, hogy ez a hash-fa
kevésbé érzékeny a rosszul megadott levélkorlat paraméterre, mint az a hash-fa,
amelynek a gykere kezdetben egy levél.

3. Szofa

A szofat eredetileg szavak tarolasara és gyors visszakeresésére talaltak ki [10].
Ezen tul azonban tetsz6leges halmazok tarolasara is alkalmas, igy jogosan meriil fel
az adatbanyaszatban valo hasznalatanak lehetdsége. A széfa is egy lefelé iranyitott
gyokeres fa. Egy i-edik szintd pontbol egy élen keresztiil juthatunk el egy i + 1-edik
szintii pontba. A gyokeret 0. szintiinek tekintjiik. A szo6fa élein cimkék talalhatok,
amik szétarak esetében egy betiinek felelnek meg, elemhalmazok tarolasa esetén
elemnek (vagy elemsorszamnak). Minden pont egy elemhalmazt reprezental, amely
a gyokerbdl ebbe a pontba vezetd éleken talalhaté elemekbdl all. Sejthets, hogy
minden levél egy jeloltet reprezental, ezért a levelekhez egy el6fordulasi szamlalé is
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tartozik. A 2. abran egy szofat lathatunk, amely ugyanazokat a termékhalmazokat
tarolja, mint az el6z6 példiban bemutatott hash-fa.

2. dbra. 5 jeloltet tartalmazo szofa

A k elemi kosarban a j elemi jelolteket ugy taldljuk meg, hogy a gyokérbdl
kiindulva bejarjuk a fa bizonyos részfait. Ha egy [ szint bels6é ponthoz a kosar
i-edik elemén keresztiil jutunk, akkor a k — j + 1 > ¢/ > 7 sorszamu i’ elemeken ke-
resztiil lépiink eggyel mélyebb szintre. Ha eljutunk egy j szintd ponthoz, az azt
jelenti, hogy a pont altal reprezentalt termékhalmazt a vizsgalt kosar tartalmazza,
igy ennek a pontnak az el6fordulasi mutatéjat kell névelniink eggyel.

A ritka elemhalmazok torlésénél azon leveleket kell torolniink, amelyek szam-
14161 az eléfordulasi korlatnal kisebbek. Egy pont torlésénél torolniink kell azokat
az éleket is, amelyek a pontra mutatnak. Ha nem akarjuk végignézni az 6sszes pon-
tot, akkor célszerii minden ponthoz felvenni egy mutatot, amely a pont sziilGjére
mutat. Ezaltal a szofa allapotainak egyszeri atnézésével az Gsszes ritka levél torol-
hetd, és ekdzben a szofa allapotait ugy 6sszehtuzzuk, hogy ne tartalmazzon lyukakat
a torlest megvalosito lépéseket a [4] irasban részleteztiik.

A kovetkezSkben kitériink egy olyan kérdésre, amivel az irodalom tudomasunk
szerint nem foglalkozik, a tesztek azonban aldtamasztottdk, hogy komoly hatéssal
van a tamogatottsagok meghatarozasanak futasi idejére. Amikor a szoéfa egy pont-
jaban el kell donteniink, hogy melyik pontba lépjiink tovabb egy elem hatésara,
akkor végig kell nézni a pontbdl kiindul6 élek cimkéit. Egyezés esetén kovetni kell
a megfelels élt.

A cimkék gyors atnézése érdekében az éleket cimkék szerint névGen rendezve
taroljuk, és binaris keresést végziink. Ha csak az Gsszehasonlitdsok szaméat tekint-
jiik, akkor a binaris keresés mindig gyorsabb a linearis keresésnél, hiszen log, d < d,
ha d > 0. A gyakorlatban azonban nem ilyen egyszert a helyzet, hiszen az 6sszeha-
sonlitas mellett értékadasok is szerepelnek, amelyek szintén id6t rabolnak. Nézziik
meg, miként megy végbe a binaris és a linearis keresés (3. abra).
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Bemenet: V': elemek vektora
v keresendd elem
Kimenet: 1: ha v € V, kiilénben 0
i: index ami a v sorszamat adja meg,
vagy azt a pozicidét, ahova a v-t be kellene szurni

Binaris keresés:
Atmeneti valtozdk:
also_index=0,
felso_index=]|V};

while (also_index<felso_index+1)

{
index=(also_index+felso_index)/2;
if (V[index]<v) also_index=index+1;
else if (V[index]>v) felso_index=index-1;
else return (1,index)
}

if (V[indexl<v) index++;
return (0, index);

Linearis keresés:
for (index=0;index<]|V|;index++)
if (V[index]<v) return (0,index);
else if (V[index]}==v) return (1,index);

8. dbra. Binaris és a linearis keresés

Egy d elemd rendezett tdmbben egy elem binéris keresésénél kezdetben 2 ér-
tékadasra van sziikség, majd legfeljebb log, d-szer kell végrehajtani az Gsszeadas,
osztas, (esetleg két) feltétel-ellendrzés és értékadas miveleteket. Linearis keresésnél
legfeljebb d-szer kell végrehajtani az értékadas és feltétel-ellendrzés miiveleteket. Ha
tehat az élek szama kicsi, akkor a linearis keresés gyorsabb a binarisnal. Célszerd
tehat egy bizonyos kiiszobnél kisebb értékekre linearis keresést futtatni, mig a kii-
szébnél nagyobbakra binarist. Azt, hogy mi a kiisz6b pontos értéke, nem az adatok
karakterisztikija szabja meg, hanem az implementéaci6s kérnyezet (pontosabban az,
hogy mekkora az ezen elemi miiveletek végrehajtasanak ideje). A mi tesztkérnyeze-
tiinkben (linux operaciés rendszeren 2.95.3-as gec fordité) a 10-es elemszam alatt
végeztiink linearis keresést. A mintaadatbazisunkon végrehajtott tesztek azt mu-
tattak, hogy ez a hibrid (linearis, binaris) keresés atlagosan 40%-al volt gyorsabb
a tisztan binaris keresésnél.

A hash-fat és a szo6fat is a jeldltek tarolasara alkalmazzuk. Maguk a gyakori ter-
mékhalmazok és azok el6fordulasal mas adatstruktirdkban vannak. Legegyszertibb
és talan leghelytakarékosabb egy lexikografikusan rendezett, valtozé sorhosszisagi
tomb hasznalata. A tdmb 4. sora tarolja lexikografikusan rendezve az i-elemi gya-
kori termékhalmazokat.

A hash-faval ellentétben a széfit hasznalhatjuk a gyakori termékhalmazok ta-
rolasara is. Ennek a kovetkezs elényei vannak:
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1. Egyszer( a jeloltgeneralas, hiszen elég csak azokbdl a termékhalmazokbol ge-
neralnunk jeldltet, amelyeknek ugyanazok a sziileik (ez pontosan annak felel
meg, hogy az utolso elem kivételével a termékhalmazok megegyeznek).

2. Csak egy adatstrukturat kell implementalnunk, igy a programkoéd egyszertbb
(és ennek kovetkeztében kénnyebben ellendrizhetd) lesz.

3. Azonnal el6 tudjuk allitani az n. esélyes jeldlteket, amelyek jonéhéany
APRIORI-alapu algoritmusban (on-line asszociaciés szabalybanyaszat [22],
mintavételezésen alapul6 algoritmusok [23], stb.) fontos szerepet jatszanak.

4. Magukat az asszociacids szabalyokat is gyorsabban tudjuk elGallitani, hiszen
gyorsabban tudjuk kikeresni egy termékhalmaz el6fordulasat (a szofat eredeti-
leg pont azért alkalmaztak, hogy egy szo6tar szavait taroljak benne, és gyorsan
meg lehessen talalni egy dokumentumban a szétarban nem szerepld szavakat).

Altalaban egy szé6faban gyorsabban lehet keresni, mint egy lexikografikusan rende-
zett listdban, ugyanakkor a memoériaigénye is nagyobb. Az imént felsorolt elénytk
mellett sajnos szamolhatunk azzal, hogy a memériaigény nagyobb lesz.

4. Gyorsitott széfa

Az el6z6 részben bemutatott széfa kis valtoztatasaval nagymértékben lehet no-
velni a sebességet. Ezeket a valtoztatasokat, tritkkoket mutatjuk be ebben a rész-
ben.

4.1. Maximalis at hossza

Tekintsiik a 4. abran lathaté széfat, amely egy 5-elemi jeloltet és a gyakori
termékhalmazokat tarolja.

Amennyiben az {A, B,C, D, E, F,G, H, I} termékeket tartalmazo kosarban ta-
lalhato 5-elemd jelolteket akarjuk maghatarozni, akkor az algoritmus be fogja jarni
a teljes szofat. Nyilvanvalo, hogy ez sziikségtelen, hiszen csak egyetlen 5 hosszu ut
van, tehat csak egyetlen tton lehet jel6ltig eljutni. A felesleges ,kacsazgatasok” el-
keriilése érdekében taroljuk minden csomépontban a beléle kiindulé leghosszabb 1t
hosszat.

A j-elemi jeldltek keresésénél ezt gy hasznalhatjuk fel, hogy a szofa l-edik
szintjén csak azon pontokra lépiink tovibb, amelyek leghosszabb it mutatdja
7 —1 - 1. Ezt a keresést alkalmazva a fenti példaban az algoritmus kizardlag az
egyetlen széba jové uton fog haladni.

A maximalis 0t hosszat minden ponthoz tarolnunk kell, igy ennek a széfanak
nagyobb lesz a memoriaigénye, mint az eredetinek.

Eszre kell venniink, hogy amennyiben a széfaban csak a jeldlteket taroljuk,
akkor a fenti probléma nem jelentkezik, hiszen minden 4t ugyanolyan hosszu a
gyokertdl a levélig, és jelSltet reprezentdl.
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4. dbra. Egy 5-elemi jeloltet tartalmazé szofa

4.2. Masodszinti kdédolas

Megtargyaltuk, hogy linearis keresést végziink azon pontoknal, amelyekbs! ke-
vés é] indul ki. Linedris keresésnél kiolvassuk az elsé elemet és Osszehasonlitjuk a
termékkel: ha nagyobb a sorszadma, akkor nincs ilyen cimkéjii él, ha kisebb, ak-
kor a kovetkezé elemre lépiink, ha megegyezik, befejezziik a keresést. Ha pechesek
vagyunk, és a leggyakoribb termék kapta a legnagyobb sorszamot, akkor mind-
annyiszor el kell vindorolnunk a sor végéig, valahanyszor ezt a terméket keressiik.

Osszességében gyorsabb lesz a keresés, ha a kodok sorrendje megegyezik a gya-
korisag szerinti sorrenddel. A gyakorisag szerinti sorrendet a teljes adatbazis els6
végigolvasasa utan pontosan tudjuk, igy minden adat rendelkezésiinkre 4ll, hogy
a szofat ne az eredeti, hanem méasodszinti kodokkal épitsiik fel: egy termék ma-
sodszintd kédja i, ha § az i. leggyakoribb termék. A masodszintd kodok és azok
inverzeinek tarolasa csak kis mértékben néveli a memoriasziikségletet, cserébe vi-
szont nagymeértékben gyorsithatja a keresést.

Elemezziik, hogy ez a gyorsitasi technika mennyivel gyorsithatja a keresést.
Tegyiik fel, hogy m darab gyakori elem van és az i-edik leggyakoribb elemet n;-
szer kell megkeresniink (ny >np >...>n,,) és n=73 ., n;. Ha egy elem a j-
edik poziciéba keriilt, akkor ennek megkeresése ¢ - 7 kéltségi, ahol ¢ egy konstans.
A tovabbiakban az atlathatdsag érdekében c-t elhagyjuk. A mésodszintii kodokat
alkalmazé keresés Gsszkoltsége (aranyossagi tényezd erejéig) > oo, i - n;.

Mennyi lenne az 6sszkdltség, ha nem a masodszintd kodok alapjan rendeznénk
sorba az elemeket? Ezt pontosan nem tudjuk, hiszen nem tudjuk, ki keriilne az
els§ pozicidba, ki a masodikba, stb. Meg tudjuk hatarozni viszont az §sszkoltség
varhat6 értékét, ha azzal a feltételezéssel éliink, hogy minden sorrend egyenléen
valészind. Az egyenletességi feltevés miatt minden permutaci6é # valészindséggel
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fordul elg. Tehat

™m

1
Essszkoltseg) = Z — - (m-hez tartozo koltség) = — Z Z (i) Nr(i)-
m

™

Itt m az 1,2,...,m permutacidkon fut végig, és 7 i-edik elemét = (i)-vel jeloltiik.
Mivel mlnden elem egy pozicidba pontosan (m — 1)!-szor fog keriilni, ezért

. . 1 1
El6sszkoltseg] = —(m - 1) Zn] Zz _Llm + )m Zn] ; n.

E|[6sszkoltség]-rol csak azt tudjuk belatni, hogy nagyobb vagy egyenld, mint a
masodszintii kodokat alkalmazo keresés 6sszkoltsége (az ny > ng > ... > n,, feltétel
miatt). Mi ennél tGbbet szeretnénk megtudni, mégpedig, hogy mennyi lehet a

) Yo,
m+1
"
hanyados értéke. Legrosszabb esetben (n; = ng = ... = n,,) a hanyados 1, legjobb
esetben (ny =n—m+1,ny =n3 =... = n,y = 1) pedig kénnyd latni, hogy 0-hoz

tart ha n — oco.

Ennél tobbet nem tudunk mondani, csak abban az esetben, ha ismerjiik a
gyakori termékek el6fordulasanak valészintiségét. Az alkalmazasok nagy részében
jellemzé, hogy a gyakori elemek kézott van néhany nagyon gyakori elem, a ritka
elemek el6fordulasanak valésziniisége pedig kis mértékben tér el egymastol. Ezért
dontsttiink az exponencislis cstkkenés mellett. Modelliinkben az i-edik leggyako-
ribb termék el6fordulasanak valészintsége p; = ae®, ahol a > 0, b < 0 két olyan
paraméter, amelyekre ae® < 1 fennall. A b paraméter felfoghaté gy, mint az elosz-
las meredeksége. Az a paraméter adja az eloszlas ,nagysagat”, vagyis a kiindulasi
pontjat hatarozza meg.

Tudjuk, hogy az n; el6fordulasok aranya megegyezik a valésziniségek ardnya-
val,tehat ny :no: ... iy, =pr:po: ... P EbbGl, ésaz n = Z:’;l n; feltételbsl
adodik, hogy n; = nimpl—p. Felhasznélva a mértani sor Osszegére vonatkozé kép-

j=1Pj

letet és bevezetve az x = e’ jeldlést, kapjuk, hogy

(z - 1) -1 i
i=n =n -zt
gmtl 1 gmtl — 1

Innen ki lehet szamitani az 8sszkoltséget:

m

e 2
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Szamitsuk ki a _' i - z* mennyiséget:

m m m {4 m
§(i+1)‘zi—;xi = (Zf’“) —;x =

1=1

m

E iz

i=1

mz™t? — (m+ 1)z™! + 2
g 17" '

A koltségarany értékét is kifejezhetjiik zart alakban:

2z(mz™*! — (m + 1)z™ +1)
@ T - Dm D

(2) koltségarany =

ahol 2 = e’. Lathato, hogy a megtakaritas a-tol fiiggetlen. Az 5. abran 3 kiilonbozs
eloszlast lathatunk. Az elsé eloszlasnak nagy a meredeksége, a masodiknak kozepes,
a harmadik eloszlast pedig lankasnak nevezhetjiik.

05 T T T T T T T T o 96
007e7(-0.06x)  +

\ 0.767(-0.35%) ---=--
045 |\ 0.407-0.1) =%+ |

L

0 L L
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

5. dbra. Az elemek el6fordulasi valosziniségének 3 kiilonbozé eloszlasa

Ha behelyettesitjik az eloszlasok b paramétereit a 2-es képletbe és m értéké-
nek 10-et adunk, akkor 0,39-et, 0,73-at és 0,8-at kapunk, ami teljesen megfelel az
elvarasainknak: az olyan eloszlasnal, amelynél az el6fordulasok nagyban eltérnek
egymastol, a masodszintii kodok bevezetésével a keresés sebessége tobbszorosére
néhet. Természetesen a fenti képlet csak egy fels korlat a sebesség novekedésére.
Nem szabad elfelejteniink, hogy a masodszinti kédoknak nincs hatasuk azon pon-
toknal, ahol binaris keresést végziink. '
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5. A hash-fa és a sz6fa Osszehasonlitasa

Ebben a részben attekintjiik a két adatstruktira elényeit és hatranyait. Két
szempontot vesziink figyelembe: a sebességet és a memdriasziikségletet. Tegyiik fel,
hogy az adatstruktirdkban talalhato jeldltek mérete j.

A hash-fanak két paramétere van. A levélkorlat azt hatarozza meg, hogy egy le-
vélbe maximalisan hany termékhalmaz keriilhet, a modulus pedig a hashtablak mé-
retét befolyasolja. Nyilvanval6, hogy minél nagyobb a modulus, annal inkabb szét
leszniek osztva a jeldltek a levelekben, hiszen annal kisebb a termékek hashértékei
kozotti litkdzések valoszintsége. A nagy modulus érték azonban nagy hashtablakat,
igy nagy helyigényi belsé pontokat eredményez.

A levélkorlat szintén mindkét mutatéra hatdssal van. Nagy értéknél ugyanis
sok termékhalmaz keriilhet egy levélbe. Ezekrdl mind el kell donteni, hogy tényleg
eléfordulnak-e a kosarban, ami lasst miivelet. Cserébe viszont kevesen lesznek a
nagy helyigény{i bels6 pontok, igy kicsi lesz a memériaigény.

A hash-fat tehat nem lehet egyértelmien 6sszehasonlitani a széfaval, hiszen a
két paraméter nagy befolyassal van a sebességre és a memoriaigényre. Vizsgaljuk
meg, hogy pontosan mibdl all egy tamogatott jelolt meghatarozasa a széfaban és a
hash-faban.

A hash-faban el kell jutnunk egy levélig, majd a levélben talalhaté jelSlte-
ket egyesével meg kell vizsgalnunk. A levélhez maximum j darab hash-értéket kell
kiszamitanunk. Tegyiik fel, hogy a hash-értékek gyorsan szamithatdak, vagy eld-
feldolgozas soran minden termék hashértékét elGre taroltuk. A levélben minden
jeloltrdl explicite el kell donteniink, hogy eléfordul-e a kosarban. Ez a legrosszabb
esetben a kosar elemszamaval megegyezs szamu Osszehasonlitast igényel. Erezhetd,
hogy a hash-faban gyorsan eljutunk a levelekig, azonban ott sokat idézhetiink.

Ezzel szemben a szo6faban a levelekig valé eljutis tarthat sokaig, viszont tovabbi
vizsgalatra nincs szitkség. Ha levélhez ériink, akkor tudjuk, hogy a kosar biztosan
tartalmazza a levél altal reprezentalt jeloltet. Az egy szinttel valé lejjebb lépés las-
sabb miivelet, mint a hash-fanal. Ha az élek cimkeék szerint rendezve vannak, akkor
egy szinttel valo lejjebb jutashoz log, d; Gsszehasonlitasra van sziikség, amennyiben
az aktualis csticsbol d; darab él indul. Ha a gyakori elemhalmazokat is a széfaban
taroljuk, akkor az egy csticsbol induld élek szadma nem néhet ahogy haladunk a sz6-
faban lefelé, s6t azt varjuk el (és a teszteredmények is ezt mutatjak), hogy minél
lejjebb vagyunk a szofaban, annal kevesebb él indul egy csticsb6l. Tulajdonképpen
ez az észrevétel adta az Otletet a széfa hash-eléssel vald 6tvozéséhez.

6. Hibrid adatstruktarak
Esetiinkben hibrid adatstruktirat két iranybol indulva hozhatunk létre. Egy-

részrél a hash-fat ,gyurhatjuk at”, hogy elkeriiljiik az iitkdzéseket, masrészrél a
széfaban alkalmazhatunk hash-elési technikakat.
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6.1. Hash-fa perfekt hash-eléssel

A masodszintii kédokon alapuléd perfekt hash-elést a hash-fanal is bevezethet-
jik. Ekkor nem kell el6re megadni a hash fiiggvényt, hanem az a gyakori termékek
szamatol fiiggden, az adatbazis els§ végigolvasasakor alakul ki. Nyilvanvalé, hogy
ennek csak elénye van abban az esetben, ha eredetileg mi nagyobb modulust akar-
tunk beallitani, hiszen elkeriljiik az titkozéseket, és kisebb lesz a bels6 pontok
helyigénye.

Természetesen abbdl, hogy tokéletes hash-elést alkalmazunk, nem kévetkezik,
hogy a levelekbe csak egy jelolt fog keriilni. Ennek oka a hash-fa felépitésében
keresendé: csak akkor alakitunk &t egy levelet belsé pontta, ha a benne talalhato
jeloltek szdma egy bizonyos korlat folé emelkedik. A perfekt hash-tablak alkalmaza-
saval tehat nem tudjuk kivaltani a keresés masodik fazisat, amikoris minden jel6ltet
egyenként végig kell nézni, hogy ténylegesen tartalmazza-e azt a kosar. Igaz lesz
viszont az alabbi tulajdonsag.

6.1. TULAJDONSAG. Ha a kosdrban talilhaté jeloltek keresésénél egy l-edik
szinten taldlhaté levélbe jutunk, akkor a levélben taldlhaté jeloltek elsé | darab
termékét a kosar biztosan tartalmazza.

Ebbdl a tulajdonsagbdl pedig kézvetleniil adodik, hogy ha a jeldltek méretével
megegyezs levélbe jutunk, akkor az ott talalhato egyetlen jeloltet a kosar biztosan
tartalmazza. llyenkor megtakaritjuk a keresés masodik fazisat.

Emlékeztetiink, hogy a hagyoményos hash-fanal nem mindig teljesiil levél-
korlat-feltétel az utolso szinten talalhato levelek esetében, azaz itt a korlatnal tébb
jelolt is keriilhet egy levélbe. A fenti tulajdonsag miatt a perfekt hash-elést hasz-
nalé hash-fara igaz az, hogy tetszéleges levélben talalhato jeloltek szima mindig a
korlat alatt lesz.

6.2. Szo6fa hash-eléssel

A széfan alapulé tamogatottsag-meghatarozas akkor lassu, amikor olyan belsd
pontokbdl kell tovabblépni, amelyekbdl sok él vezet, hiszen a megfelels él kiva-
lasztasa sok Osszehasonlitast igényelhet. Tudjuk, hogy az egy pontbdl indulé élek
szdma nem ndéhet, ahogy haladunk lefelé egy ut mentén, s6t tapasztaltuk, hogy
eleinte egy csucsnak sok fia van, majd ahogy haladunk lefelé a gyermekek szama
nagymertékben csokken.

Gyorsitani tudjuk a keresést, ha a szofa belsé csiicsainal hash-tablakat alkalma-
zunk. Ekkor egyetlen hash-érték kiszamitasaba keriil az egy szinttel lejjebb lépés.
Mivel a sz6finak szeretnénk megd@rizni azt a tulajdonsigat, ami szerint egy levél
pontosan egy elemhalmazt reprezental, igy perfekt hash-tablakat kell alkalmaz-
nunk. Erre tokéletesen megfelelnek a masodszinti kédok, hiszen a széfaban csak
gyakori termékek szerepelnek.

Nem célszerd minden belsé pontot lecserélni hash-tablara, hiszen egy hash-
tabla joval tobb memoriat igényel, mint az élek cimke szerint rendezett halmaza.
Csak azokat a belsG pontokat cseréljitk ki hash-tablara, amelyekbdl kiindulé élek
szdma egy ésszerd [ korlat felett van.
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A széfa épitésénél tehat, egy 1j belsd pont létrehozasakor a ra mutaté csticsnal
ellendrizniink kell, hogy meghaladta-e az éleinek szdma l-et. Amennyiben megha-
ladta, akkor a csticsot hash-tablava alakitjuk. A ritka jeloltek torléséneél éleket is
torliink, igy a fenti transzformécio inverzét is meg kell valdsitanunk.

A szofa esetiinkben ugy fog kinézni, hogy a gyokérhez kozeli csticsok hash-
tablak lesznek, az alsébb szinten talalhaték pedig hagyomanyos cstucsok. Kovet-
kezésképpen, ahol eddig lassi volt a keresés, ott villamgyorssa vélik, ahol pedig
amugy is gyors volt — az élek kis szdma miatt —, ott gyors marad.

7. Kisérleti eredmények

Ebben a részben bemutatjuk, hogy miként szerepeltek az egyes adatstrukturik
kisérleteinkben. Két paramétert vizsgaltunk: egyrészt, hogy mennyi id§ alatt talalja
meg az algoritmus a gyakori termékhalmazokat, masrészt, hogy ezalatt mekkora a
maximalis memoriafogyasztasa.

A feladat minden esetben egy 31 Mbyte-os szovegfajlban talalhaté kosarak
feldolgozasa volt. A fajl kozel 990 ezer kosarat tartalmazott, egy kosar atlagosan
8.1 terméket. Osszesen 41270 kiilonbézé termék volt az adatbazisban. A tesztek
egy linux alapu (kernel verzi6 2.4.2), 1.5 Ghz-es Pentium IV-es processzorral ella-
tott 1 Gbyte memoridval rendelkezd PC-n futottak. Az algoritmus futdsi idejét a
\usr\bin\time parancs %U és %S opcidival kaptuk meg. A memoriasziikségletet
a program valtozéinak (t6mbok, vektorok, segédvaltozdk) helyfoglalasaval mértiik.
A terjedelmi korladtok miatt nem soroljuk fel az 6sszes teszt eredményét, csak a leg-
jellemz6bbeket prébaljuk kiragadni koziiliik. Aki tébbet szeretne megtudni, az a
http://www.mit.bme.hu/ bodon/magyar/adatbanyaszat/teszt oldalon tovabbi
részleteket talal.

Els6ként nézziik meg a kozismert hash-fa eredményeit. A kévetkezs két dbran
egy alacsony és egy magas tamogatottsagi kiisz6b mellett elvégzett teszt eredmé-
nyei lathatok. Azokon a helyeken, ahol nincs bejegyzés, ott vagy a memoriaigény,
vagy a futasi id6 lépte at az altalunk megengedett kiisz6bot.

A fenti tablazatokbdl egyértelmiien kideriil a hash-fa legnagyobb hatranya:
rendkiviil érzékeny a paraméterekre, a két parameéter barmelyikének rossz bealli-
tasa 6riasi memoriafogyasztast, vagy rendkiviil lassa futast eredményezhet. A tab-
lazatokbol az is kideriil, hogy ugyanannal az adathalmaznal két olyan paraméter,
amelyekkel a hash-fa j6 eredményt adott (bizonyos tamogatottsagi kiiszébnél), mas
kiisz6b mellett gyengén szerepel.

Nézziik meg, hogyan szerepeltek a szo6fa kiilonbozé valtozatai tesztjeinkben (3-
as tablazat). A széfa_mazit jeloli azt a sz6fat, amely a leghosszabb 1t hosszat is
tarolja, a szdfa_ keskeny pedig azt, ami csak jelolteket tarol. A gyakori termékhal-
mazokat ebben az esetben (hasonléan a hash-fihoz) lexikografikus listakban téarol-
tuk. Azért illettiik ezt a szofat a keskeny jelzével, mert mélysége megegyezik a tobbi
szofaéval, szélessége viszont kisebb azokénal. A szdfa jkdd a masodszinti kédok-
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levélkorlat
Modulus 5 10 40 | 100 500 2500 10000
10 19,3 19,3 19,3 19,0 17,6 17,6 17,6
40 31,9 31,9 28,2 18,2 18,2 18,2 18,2
100 51,9 50,7 34,9 18,9 18,9 i8,9 18,9
500 158,0 145,0 62,2 22,9 22,9 22,9 22,9
2500 646,0 584,6 208.,9 42,5 425 42,5 42,5
10000 2477,0 2232,0 758,0 115,7 115,7 115,7 115,7
40000 9801,0 8824,0 2955,0 408,7 408,7 408,7 408,7

Maximalis memoria szitkséglet (kbyte)

levélkorlat

Modulus 5 10 40 | 100 |00 | 2500 10000
10 3766,7 | 4735 167,0 | 159,8 | 172,7 172,7 172,7
40 196,0 1424 1251 | 1356 | 1357 135,7 135,7
100 116,0 109,8 1083 | 121,0 | 1210 | 121,0 121,0
500 94,6 93,7 96,6 | 111,2 | 111,2 | 111,2 111,2
2500 93,4 92,1 94,2 | 108,3 | 1083 108,3 108,3
10000 95,8 94,1 94,8 | 108,6 | 108,6 108,6 108,6
40000 96,5 94,7 95,1 | 108,6 | 1086 108,6 108,6

Futasi idd (sec.)
1. tdbldzat. Hash-fa min _ supp = 0,01 mellett

bél felépitett és a leghosszabb utak hosszat is tartalmazo széfa. Azt varjuk, hogy
ez az adatstruktira lesz a leggyorsabb, ugyanis minden gyorsitasi lehet&séget tar-
talmaz. A masodszintd kédokkal felvértezett keskeny szofat nem implementaltuk,
de a tesztek alapjan kovetkeztethetiink tulajdonsagaira.

A tesztek a vart eredményt hoztak. A gyorsitasi lehet8ségek minden esetben
gyorsabb futast eredményeztek. Természetesen ezzel egyidejien a memoriaigény is
novekedett, hiszen a maximalis utak hosszat, a masodszintd kédokat és azok in-
verzeit tarolni kell. A memoriaigény ndvekedése azonban csekély, minden esetben
10% alatt maradt. Ha ezt Osszevetjiik azzal, hogy az algoritmus futasi ideje az
eredeti 11-ed részére csbkkent, akkor csak azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy
mindenképpen célszerii a gyorsitasi lehetGségeket alkalmazni.

A tablazatot bongészve egy — az elképzeléseinknek ellentmond6 — részletre fi-
gyelhetiink fel. A karcsu széfa maximalis memoriaigénye szinte egyaltalan nem tér
el a tobbi szofavaltozatétél. Korabban arra jutottunk, hogy gyakori termékhalma-
zok lexikografikus listaban valé tarolasa kevesebb helyet foglal, mint a széfaban
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| levélkorlat
Modulus || 5 | 10 40 100 | 500 |2500 10000
10
40 19219 | 1921,9 | 1921,9 |1920,5 | 1893,9
100 2068,3 | 2068,7 | 2068,7 | 2064,2 {19154 | 1894.4
500 3937,1 | 3907,2 | 38455 | 2751,7 [1902,6 | 1902,6
2500 105877 | 10287,5 | 95656 | 3185,1 |1924,6 | 1924,6
10000 312351 | 29761,7 |26778,6 | 5722,3 |1997,9 | 1997,9
40000 1072519 |95479,0 |15830,0 |2290,9 | 2290,9
Maximalis memoria sziikséglet (kbyte)
levélkorlat
Modulus [| 5 | 10 40 | 100 500 |2500 {10000
10
40 283996 | 74274 | 6056,0 |6946,3 112958
100 11087,1 | 36125 | 31531 | 3357,7 {6577 77355
500 17888 | 17135 | 1739,6 | 2179,0 |42758 | 4678,8
2500 1882,6 | 18165 | 1819,5 | 1892,9 |3361,6 | 3712,2
10000 1896,6 | 18158 | 1802,9 | 1796,6 |3265,0 | 3619,6
40000 18123 | 1809,1 | 1791,1 [3270,8 | 3628,9

Futasi id6 (sec.)
2. tdbldzat. Hash-fa min _ supp = 0,002 mellett

tarolas. Ezzel szemben az eredmények azt mutatjik, hogy az eredeti szofa és a
karcst szofa maximalis memoriaigénye hajszal pontosan megegyezik?.

Az ellentmondas okira rajohetiink, ha megnézziik a gyakori termékhalmazok
karakterisztikiajat. A szakirodalomban tapasztaltaknak megfelelGen a kételemi je-
16ltek szama a legnagyobb, méghozza kiemelkedGen. n gyakori termék esetén a
2 elemi jeloltek szama (), amelyek tobbségérdl altalaban kideriil, hogy ritkak, igy
a 3 elemii jelltek szama nemhogy (})-at, de még a 2 elemii jeldltek szamat sem éri
el. Ez természetesen tapasztalati tény, hiszen elvben a j elemi jelltek szama akar
(’J‘) is lehet, példaul abban az esetben, ha a minimalis tamogatottsagi kiisz6bot 0-

nak valasztjuk (vagy olyan kicsinek, hogy még a T is gyakori). A 2 elemi jeloltek
tarolasdhoz pedig az eredeti szofanak kevesebb memoériara van sziiksége, mint a
keskeny sz6fanak és az 1 elemii gyakori termékhalmazokat tarolé lexikografikus lis-
tanak egyiittvéve. Ennek oka az, hogy minden gyakori terméket (1 kivételével) belsé

2A valésagban minimailis eltérés azért van. Ez azonban nem latszik, mivel az értékek csak
1 tizedes jegy pontossagig szerepelnek a tablazatokban.
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szofa sz6fa_ sz6fa sz6fa__

I min_supp | maxtut sovany djkod
0,05 1,3 1,4 1,3 1,4

0,01 34,8 37,7 34,9 378
0,005 287.4 310,9 287.5 311,0
0,003 11298 | 11999 | 11298 | 1199,9
0,002 3787,4 4007,0 3787,4 4007,0
0,001 18589,9 | 19683,1 | 18589,9 | 19683,1

Maximadlis memoria sziikséglet (kbyte)

szofa szofa_ | szofa_ | szofa_
min_ supp i maxiut sovany ajkod

0,05 58,9 55,7 55,6 36,7
0,01 105,8 93,4 83,7 52,5
0,005 206,5 156,9 136,3 83,1
0,003 414,4 258.6 191,5 133,4
0,002 2296,4 695,9 557,6 353,6
0,001 29618,7 5163,4 4963,7 2681,5

Futasi id6 (sec.)
3. tdbldzat. A sz6fak eredményei

csomoépont reprezental, igy az eredeti szofa csak eggyel tébb allapotot tartalmaz,
mint a keskeny szofa.

A fentiekbdl nem kévetkezik, hogy a keskeny sz6fanak semmi haszna sincs. Egy
algoritmus elemzésénél nem csak a maximalis memoria szamit, hanem a memoriai-
gény id6beni alakuldsa is. A 6-0s dbra az eredeti és a keskeny szofa memoriaigényét
mutatja az id6 fiiggvényében.

Az 4abrabol kideriil, hogy a keskeny sz6fa memoriaigénye tényleg csak a 2-elemi
jeloltek generdlasa utan egyezik meg a hagyomanyos sz6fa memoriaigényével, utana
viszont kisebb helyet igényel.

Ratérhetiink a két nagy rivalis Gsszecsapasara: hasonlitsuk Gssze a széfikat a
hash-fakkal. Lathatjuk, hogy sebesség tekintetében a szofa a gydztes. Csak a leg-
gyengébb szofa sebességét tudta elérni a hash-fa, de z6mében olyan paraméterekkel,
amelyeknél a hash-fa memoriaigénye az optimaélis to6bbszordse. A gyorsitott sz6fak
sebességét a hash-fa semmilyen paraméterek mellett nem tudta még csak megkoze-
liteni sem. Az is latszik, hogy ott, ahol a gyorsitott széfa ,,csak” 2-3-szor gyorsabb a
hash-fanal, ott a hash-fa memériaigénye tobbszorose a sz6faénak. Ahol a memoriai-
gény megegyezik, vagy a hash-faé kisebb, ott a hash-fa futasi ideje nagysagrendekkel
nagyobb.
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memoria (kbyte)

T T T T T T T
1000 —
800 —
600 —
400 —
sz6fa-max-1it
200 - '.: “ sz6fa-keskeny - - - - - o
0 ‘__J I I I | I | |
0 2 4 6 8 10 12 14

idé6 (sec.)

6. dbra. A memoriahasznalat dinamikija a szdfa és szdfa_keskeny esetében

A hash-fa szurkoloinak tabora joggal kovetelheti, hogy a gyorsitasokkal fel-
vértezett szofat ne az eredeti hash-faval, hanem a perfekt hash-elést alkalmazéval
hasonlitsuk Gssze. A tovabbiakban tehat megnézziik, hogyan szerepelt tesztjeink-
ben a hash-fa fejlettebb véltozata (4-es tablazat).

Az eredeti hash-faval Gsszehasonlitva lathatjuk, hogy a perfekt hash-fa gyor-
sabb. Ez még akkor is igaz, ha a modulus paraméternek olyan nagy értéket valasz-
tunk, ami kizarja az titkozést. A perfekt hash-fanal 6.1-es tulajdonsag miatt szamos
felesleges ellenorzést elhagyhatunk, ami gyorsitja a keresést. Memoriaigény szem-
pontjabol nem allithatjuk, hogy a perfekt hash-fa jobb az eredeti hash-fanal. Ha a
modulus kisebb a gyakori termékek szamanal, akkor az eredeti hash-faban a hash-
tablak kisebbek lesznek a perfekt hash-fa tablainal. Az viszont igaz, hogy ahol az
eredeti hash-fa sebessége megkozeliti a perfekt hash-faét, ott az utébbi memériai-
génye mindig kisebb. A perfekt hash-fa tehat Osszességében jobbnak mondhaté az
optimalis paraméterekkel rendelkezd hash-fanal.

Ha a szo6fak kiilonbozé verzidival hasonlitjuk 6ssze a perfekt hash-fat, akkor 1at-
hatjuk, hogy sebességben megveri az eredeti szofat, de a tobbivel szemben jocskan
alulmarad. Memoriaigénye pedig minden esetben t&bb volt barmelyik sz6fa memo-
riaigényénél. Ez varhato, hiszen a bels6 pontokban talalhaté hash-tablék iiresen
maradt bejegyzéseit felfoghatjuk olyan éleknek, amelyek helyet foglalnak, de nem
vezetnek sehova.
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levélkorlat .
min_supp | 1 2 5] 7] 10| 25| 60| 100
0,05 82,7 82,6 82,4 820] s18] 818 81,8 81,8
0,01 130,6]  130,3] 1294 1200 1276/ 1203 99,0 99,0
0,005 4972  496,5|  494,0] 4923 490,70 4759| 4294| 3582
0,003 1725,6| 1723,6| 1719,6| 17156 1711,6| 1686,6| 1613,5| 15114
0,002 5508,4| 5595,4| 5587.4| 5581,4| 5572,4| 5527,3] 5411,2| 5260,0
0,001 || 408666,7|302338,5| 128241,3| 90132,0 61654,2] 34968 6| 26793,6| 26506,0

Maximalis memoria sziikséglet (kbyte)

levélkorlat
min_supp 1 2 5] 7| 10| 25| 60 | 100
0,05 524] 522 52,1 524 s52,5] 525] 525] 525
0,01 81,0 807 80,5 805/ 80,4 79,9 886 886
0,005 188,3| 187,00 1856 184,9| 1853 183,8| 1885 1670
0,003 514,7| 5124 507,2] 496,7| 499,1| 4995| 4916 481,9
0,002 1818,0| 1822,6) 1638,5| 1599,4| 1566,8| 1522,2| 1499,5| 14876
0,001 15750,1] 13537,8] 10719,6] 9826,0| 9156,3| 8079,9| 7561,7| 7464,8

Futasi id6 (sec.)
4. tdbldzat. A perfekt hash-fa eredményei

Neézziik most az utols¢ adatstruktarat, a hash-tablakkal felszerelt szofat (5-0s
tablazat). Reményeink és eddigi észrevételeink szerint ez az adatstruktira lesz a
leggyorsabb.

Val6ban a hash-elést alkalmazé széfaval tudjuk a leggyorsabban meghatarozni a
tamogatottsagot. Lathato, hogy a gyorsasagért memoériaval fizettiink. Az ar azon-
ban nem volt magas, sosem aldoztunk fel az eredeti memoriaigény 40-50%-anal
tobbet.

8. Kovetkeztetések

A gyakori objektumok (elemhalmazok, epizédok, szekvencialis mintak stb.) ki-
nyerése az adatbanyaszat egyik legalapvetSbb teriilete. Irasunkban bemutattuk,
hogy milyen adatstrukturakat célszerd alkalmazni a feladat gyors megoldasa ér-
dekében. A hash-fa és a sz6fa Osszesen 6 killonboz6 valtozatéval foglalkoztunk.
Elmeéleti megfontolasokkal vizsgaltuk a médszerek id6 és memoria igényét. Kovet-
keztetéseinket teszteredmények is alatamasztottak.
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levélkorlat
min_supp 1 2 5 7 10 25 60 100
0,05 1,5 1,5 1,4 1,4 1,4 1,5 1,5 1,5
0,01 41,9 41,7 41,1 40,7 40,3 38,6 39,2 39,2
0,005 . 346,2 345,6 343,91 342,7( 341,0| 3334} 320,7) 314,9
0,003 1340,0| 1338,8( 1335,2| 1332,8] 1329,3| 1312,7{ 1278,9 1249,1
0,002 4478,2| 4476,0| 4469,4| 44650 4458,5| 4426,8| 4357,7| 4287,6
0,001 1063898,3|634890,5; 123388,4151763,3| 27668,5| 21837,6(21674,1| 21496,0

Maximalis memoria sziikséglet (kbyte)

| levélkorlat
[ min_supp 1 2 5] 7] 10| 2] 60 | 100
0,05 s1,5] 51,7 s19]  s522[ 52,5 526 526] 533
0,01 68,3 685/ 681 684 69,1 705 748 748
0,005 88,7  89,1| 924 906 91,3 934 985 988
0,003 126,4) 1250 1259| 1258 126,5| 1302 138,6] 1456
0,002 282,2| 282,1| 296,4| 302,8| 3368/ 3456| 357.6| 3649
0,001 2316,0] 2363,8] 2370,5| 2645,0] 2897,7| 3042,4| 3083,9] 3109,5

Futasi id6 (sec.)

5. tabldzat. A hash-szofa eredményei

A 6 adatstruktira koziil nem hirdethetiink abszolut gy6ztest, minden valtozat-
nak vannak el6nyei és hatranyai. Ismerniink kell a felhasznalas céljat, az algorit-
mussal szemben allitott kovetelményeket és a rendelkezéstinkre allé eréforrasokat.

Amennyiben csak a sebesség fontos, és nagy mennyiségli memoéria all rendel-
kezésiinkre, akkor az alacsony levélkiiszobbel (2-4) beallitott hash-elést alkalmazé
széfa a legjobb valasztas.

Egy altalanos adatbanyészati rendszerben a sz6fat célszerid hasznalni. Az ilyen
rendszereknek hatékonyan kell mdkodniiik kiilonb6zé erdforrassal rendelkezé gé-
peken és kiilonbo6z6 karakterisztikijiu adatokkal is. Fontos szempont, hogy az ilyen
rendszereket elssorban nem informatikai szakemberek, hanem marketingesek, gaz-
dasagi kozépvezet6k, adatelemzok hasznaljak, akik elsGsorban a sajat szakteriile-
tlikhoz értenek. T6liik az adatbanyaszati algoritmusok és a felhasznalt adatstrukta-
rak ismeretének hidnyaban nem varhato el, hogy j6l valasszak meg a paramétereket.
Automatikus eszkozokre van sziikség, és a szofa ilyen (hangoland6 paraméterek nél-
kiili) adatstruktara.

Ha a feldolgozand6 adatok karakterisztikdja pontosan ismert, és a kis meméri-
afogyasztas joval fontosabb a gyors futasi id6nél, akkor a megfelel§ paraméterekkel
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(kis modulus, kozepes levélkorlat) rendelkezs hash-fa a legjobb valasztas. Ugy te-
kinthetjiik, mintha az adatstrukturat ,raszabnank” az adatokra.

Az adatbanyaszati algoritmusok leirasanal a felhasznalt adatstruktarakrol al-
talaban nem sok szo esik, és legtobbszor a hash-fat alkalmazzak. Irasunkban be-
mutattuk, hogy a helyes adatstruktiira megvalasztasa tobb koriiltekintést igényel,
és leginkabb a széfa alkalmazisa a megfelels. A teszteredményekbdl az is kidertil,
hogy helytelen adatstruktira esetén mind a futési id6, mind a felhasznalt memo-
ria tObbszorose lehet a sziikségesnek. Ha Osszehasonlitjuk a kiilénb6zd ,tritkkds”
jeloltgeneralasi modszerekbdl kapott sebességndvekedést a megfelels adatstruktira
kivalasztasa altal kapott gyorsulassal, akkor megallapithatjuk, hogy az adatstruk-
tara kivalaszt4dsa nagyobb hatéassal lehet a hatékonysagra, mint a jeldltgeneralas
moédja.
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TRIES AND HASH-TREES IN DATA MINING

FeErenc Bopbon

Discovering frequently occurring patterns in large databases is the most rapidly developing
field of data mining. Patterns are usually defined as episodes or sets of items. The number of the
possible patterns is large, hence the algorithms generate candidates. Ideally all frequent patterns
are candidates and the number of false candidates (candidates that are not frequent) is low.

The only difference among the several algorithms in the literature is in the definition of the
candidate patterns and the way candidates are generated. The data structures for storing candi-
date patterns have received little attention. Mostly the choice suggested in the classic algorithm
APRIORI is adopted. In this paper we show that selecting the data structure properly has grea-
ter effect on the run time and memory need than the way candidates are generated. We present
an improved trie-based algorithm. As far as speed is concerned, this data structure outperforms
all known data structures in searching for frequent patterns.
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NYELVESZKEDES

VIZVARI BELA

Budapest

Minden olyan lapnak, melynek kiadasat az Akadémia tamogatja, fontos fela-
data a szakmai nyelv apoléasa.

A matematikanak szamos dialektusa van. Példaul évekig nem értettem, hogy
a kolozsvari magyar kollégak mire hasznaljak az ,grtelmezés” szot. Aztédn rakér-
deztem, és megtudtam, hogy a definiciéra gondolnak. Ok meg csodalkoztak a mi
kifejezésiinkén annak latin eredete miatt. Hasonléképpen az optimalizalasi felada-
tok feltételeit kielégits pontokat egyes magyar iskolakban megengedett, masokban
lehetséges megoldasoknak nevezik.

Dialektusok a matematikan beliil léteznek a beszélt és irott nyelvtdl fiiggetleniil
is. Ha angolszasz nyelvi befolyas alatt all6 kdzegben az ember magyar szokés szerint
egy tobb sorba frando képlet egyik soranak végén és a kovetkezd elején is kiteszi a
minusz jelet, akkor nem tudjak, hogy most azt hozza kell adni vagy le kell vonni.
Nalunk természetes, hogy az iires halmazon vett maximum —oo, a minimum meg
+00, de Németorszag egyes részein ezt szabadon definiadlhaténak tekintik.

A példakat még lehetne sorolni, de ennyi is elég ahhoz, hogy meggy6zz6n min-
ket, hogy érdemes a szakmai nyelvr6l beszélni, hogy jobban megértsiik egymast.
Ezért inditani kivanunk egy nyelvi rovatot. Ebben helye van minden, a szakmai
nyelvvel Ssszefiiggd kérdésnek. Ide tartozik az is, hogy forditaskor vagy abban az
esetben, amikor olyan dolgokrol frunk, aminek még nincs magyarul el6zménye, mi-
lyen elveket kévessiink.

A rovat nyitva all mindenki el6tt, akinek a szakmai nyelvrél mondanival6ja
van.
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KONYVISMERTETO

Prem K. Kythe, Pratap Puri, Michael R. Schiferkotter: Partial Differential
Equations and Mathematica,
CRC Press, 1997, Boca Raton, New York, London, Tokyo

LOCZI LAJOS

Budapest

E bevezets jellegl konyv parcialis differencidlegyenletek és peremérték-problé-
mék megoldasat targyalja a Mathematica program segitségével. ElsGsorban okta-
tasi céllal ir6dott és két félévnyi anyagot foglal magéaba. Stilusa ezért visszafogott, a
benne k6zolt eredmények klasszikusnak mondhatok. Els6 hat fejezetét alsébbéves
egyetemistaknak, az ez utan kovetkezd négy fejezetet pedig diploma el6tt allok-
nak ajanljak szerzsi. Tobbéves tanitasi tapasztalatukra alapozva szisztematikusan
és atfogéan mutatjik be az alaptechnikikat, a hangsulyt mindvégig a modszerek
peldakon keresztiili alkalmazasira helyezve: a konyv tébb mint 130, részletesen
kidolgozott példat tartalmaz, tovabbi 170 probléméhoz pedig eredmény vagy ut-
mutatas tartozik, mégpedig régton a feladat szévege utan. A kényv csaknem 400
oldalat ezért a képletek uraljak; tablazatokkal, révid Mathematice-programokkal,
sik-, illetve térbeli Mathematica-grafikikkal tarkitva.

A bevezet6 utdn roviden ismertetik a Mathematica alap-utasitaskészletét. Az
elsé fejezet néhany definiciét és jeldlést sorol fel, Am ezek némelyike matematikai
szempontbol kifogasolhato. (Példaul egy linearis differencidloperatortél csak a line-
aritasi tulajdonsagot koveteli meg, s azt nem, hogy a szorzat derivaltjara a szokott
médon hasson.) A masodrendii egyenletek osztalyozasa utédn 20 fontos, a fizika-
ban gyakran el6fordulé linearis és nemlinearis parcialis differencidlegyenletet adnak
meg (a Burgers-egyenletet azonban atnevezték Berger-egyenletre és a biharmonikus
egyenletben is szerepel egy nyilvanvalé eliras), majd néhany egyenletrél megtudjuk,
hogyan szarmaztathatok fizikai meggondolasokbol. A masodik fejezet a karakterisz-
tikak modszerével allitja el6 elsérendi (allandé- és valtozé egyiitthatos, linearis és
nemlinearis), valamint bizonyos masodrendd egyenletek megoldasat, majd szemlél-
tetl azokat a Mathematica grafikdjaval. A harmadik fejezet az operatorszamitas se-
gitségével formalis algebrai mddszerekre vezeti vissza a differencialegyenletek meg-
oldasat. A negyedik fejezetet az ortogonilis sorfejtéseknek szentelték: az ortogonalis
polinomok, a Fourier-rendszer és a Bessel-fliggvények szerinti sorfejtésekre vonat-
kozo6 f6bb eredményeket mutatjak be itt. A kdvetkezd fejezetben a valtozok szét-
valasztasanak modszerével oldanak meg (inhomogén) hiperbolikus, parabolikus és
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elliptikus peremérték-problémakat téglalapon, koron, illetve gdmbben. Itt talalhat-
juk az els6 komolyabb Mathematica-programokat és dbrakat, melyek jol kiegészitik
a formalis szamolasokat. A legvaskosabb hatodik fejezetben az integraltranszfor-
méciok elméletébe nyeriink bepillantast. A hat legfontosabbként felsorolt transzfor-
macié egyikében, a Mellin-transzformacié definiciéjaban azonban a hatvanykitevs
helyet cserélt az alappal, ami szerencsére nem okoz zavart a tovabbiakban, mert a fe-
jezet részletesen csak a Laplace- és a Fourier-transzformacioval foglalkozik. Szdmos
fiiggvény transzformaltjat, illetve inverz-transzformaltjat szamitjak ki (ez utébbia-
kat tobbnyire komplex vonalintegralok felhasznalasaval.) A konyv hetedik fejezete
a legnehezebb: a harmonikus fliggvények, disztribuciok, integralatalakito-tételek
és Green-fiiggvények nemtrivialis alkalmazésait ismerhetjiik meg szamos példan és
kiilénféle tartoméanyokon.

Az abrdkon a kirlap egy Green-figguényét szemlélhetjik két nézépontbdl. A logaritmikus
szingularitdst aszimmetrikusan helyeztik el.

Az utols6 harom fejezetben elGszor a peremérték-problémak variacios megfo-
galmazasat tekinthetjiik at, majd a Galjorkin- és a Ritz-modszerrel, ezutan pedig
perturbacios modszerekkel (ide értve a hatar perturbacidjat is) ismerkedhetiink.
Végiil a szerz6k a véges differencidk modszerének kiilonféle valtozatait mintafela-
datokra alkalmazzak és 6sszehasonlitjak az eredményeket az egzakt megoldéasokkal.
A konyvet fiiggvény- és integraltranszformacios tablazatok és a szereplé Mathe-
matica-utasitasok gyijteménye zarja. Sajnos aprobb elirdsok és hianyos képletek
majdnem minden fejezetben eléfordulnak, ezek legtébbje azonban kénnyen lelep-
lezhetd. '

A konyvben mindvégig idézett webcimen kellene megtalalnunk a Mathematica
segitségével kidolgozott példakat, &m a megadott oldal mér nem elérhets. Helyette a
www.crcpress.comoldalon az Electronic Products rész Downloads € Updates link-
jére kattintva a felsorolasban lelhetiink a konyvhoz tartozé tomoritett dllomanyra.
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Letoltés és kicsomagolas utan 12 alkényvtarban talalhatjuk meg az egyes fejezetek-
hez tartozd Mathematica-jegyzetfiizeteket. Az llomanyok betoltéséhez magunknak
kell a megfelel6 utvonalat beirnunk. Sajnos nem sikeriilt minden példat reprodu-
kalni: néhany parancs hibaiizenet nélkiil lefutott, mégsem adta a kivant eredményt.
Az egyes allomanyok j6! vannak dokumentélva, a kényv nélkiil 5Gnmagukban is ért-
hetdek; eleve kész szamolasokat, grafikonokat és abrakat tartalmaznak. A véges
differencidk utolsé fejezetben targyalt médszeréhez a szerzék teljes programot mel-
lékeltek, s ezt alkalmazzak is Laplace- és Poisson-tipust egyenletekre.

A konyv sokrétd és valtozatos, (kritikusan olvasé) oktaték és hallgatok egya-
rant haszonnal forgathatjak. Osszetett példai koziil sokat gyakorlati alkalmazésok
inspiraltak. A letolthet§ csomagnak megvan az az elénye is, hogy a benne szerepls
mobdszereket, példakat sajat feladatunkhoz kénnyen modosithatjuk, hozzaigazithat-
Jjuk.

Megjegyzés. Fenti ismerteténk megirasa és megjelenése k6zott hossza id6 telt
el, amely id6 alatt a konyv uj kiadast ért meg (Partial Differential Equations and
Boundary Value Problems with Mathematica, Second Edition).

A szerzk igérete szerint a kdnyvet szamos ponton lényegesen atdolgozték, ja-
vitottak, illetve a peremérték-problemakrol beiktattak egy egész fejezetet is. A ma-
sodik kiadas mar a Mathematica 4-es verziojahoz igazodik. (Megemlitjiik, hogy
id6kozben megjelent a Mathematica program 5-0s valtozata, melynek sigoéja egy
egész konyvnyi anyagot tartalmaz differencidlegyenletek szamitégépes megoldasa-
r6l. E leiras azonban féleg a differencidlegyenletek numerikus problémaéira 6ssz-
pontosit, igy tartalmaban viszonylag tavol all a jelen cikkiinkben szemiigyre vett
kényvtol.)
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gépelését olyan formaban kérjiik, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként atlag 50 betiihelyes sort
tartalmazzon. A kozlésre szant dolgozatokat e-mailen az aml@math.elte.hu cimre kérjiik elkiildeni
az abréakat tartalmazo fajlokkal egyiitt. Elényben részesiilnek a TEX-ben elkészitett dolgozatok.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kdvetkez6 kdvetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
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modon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német francia vagy orosz nyelvi,
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Mind az abrakat, mind a ldbjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontasatél fiiggetlen, folyta-
tolagos arab sorszamozassal kel ellatni. Az abrak elhelyezését a dolgozat megfelelé helyén, szél-
jegyzetként feltiintetett, Abraazonositd sorszamokkal kell megadni. A ladbjegyzetekre a dolgozaton
beliil az azonositd sorszam felsd indexkénti hasznalataval lehet hivatkozni.
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mitastechnikai és Automatizalasi Kutato Intézete, CDC 3300 fethasznaléi ismertetdk 2. 1973.
majus) 19-20.

2
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PREKOPA ANDRAS 75 EVES

Prékopa Andras akadémikus, lapunk alapitdsanak kezdeményezsje, a magyar
operacidkutatds uttordje, a nemzetkozi operaciokutatas és dltaldban az alkalmazott
matematika kiemelkedd egyénisége, az idén tolti be hetvendtodik életévét.

1. Palyafutasanak allomasai

1929. szeptember 11-én sziiletett Nyiregyhédzan. Sziil6varosar6l mindig nagy
szeretettel emlékezik meg. A kozel kétszaz éves nyiregyhéazi Kossuth Lajos Gim-
nazium, ahova jart, és ahol érettségizett 1947-ben, nagyszerd szellemi kornyezet
volt a tudés irant fogékony, lelkileg érzékeny fiatalember szamara az egész életre
sz6l6 alapozas szempontjabol. Sziil6foldjéhez egész életében érzelmileg is szorosan
k6t6dstt. Tizendt éven at volt elndke a Szabolcs-Szatmar-Bereg Megyei Oregdidk
Klubnak. Ezen keresztiil is rendszeres kapcsolatot tartott egykori iskolatarsaival,
barataival, ismerGseivel. Egyik irasaban irja: ,ha leutazom Nyiregyhazara és Sza-
bolcs megyébe érkezem, az eziistleveld nyarfak latvanya és az akac illata emlékeztet,
otthon vagyok, ez az én vilaigom”. Am otthona tobb is lett az élet folyaman: Deb-
recen, Budapest, ...
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Egyetemi tanulményait a Debreceni Tudomanyegyetemen végezte 1947-1951
kozott, matematika-fizika-abrazolé geometria szakos hallgatoként. Egy évre ra,
1952-ben ezekbdl a szakokbol kézépiskolai tanari diplomat szerzett. Matematika
tanarai Varga Ott6, Rényi Alfréd, Szele Tibor, Rapcsik Andras, Gyires Béla, Barna
Béla és Gyarmathy Lészl6 voltak, fizikat pedig Szalay Sandortél, Budé Agostontol,
Fényes Imrét6l és Horvath Janostdl hallgatott. A legnagyobb hatast Rényi Alfréd
gyakorolta ra, aki akkoriban vezette be Magyarorszagon a val6szintségelmélet mo-
dern, Kolmogorov-féle megalapozasat, és 1952 elejétdl az & aspiransa lett Budapes-
ten az MTA Alkalmazott Matematikai Intézetében. Az Intézetben ebben az idében
olyan szellem uralkodott, mely az 1j és jelentds matematikai eredményekre tamasz-
kodé alkalmazast tartotta a legértékesebb tudomaényos tevékenységnek. Ez adta az
indittatast Prékopa Andras sajat tudomanyos egyénisége megformalasihoz, és ke-
s6bbi tudomanyos tevékenységéhez, melyben az elmélet és az alkalmazas egysége
magas szinvonalon megvalésul.

Az aspirantira elvégzése utan, 1955-1956 kozott az akkor mar 4j nevet és szer-
vezeti format nyert Matematikai Kutaté Intézetben dolgozott. 1956 tavaszan meg-
szeptembert6l az ELTE Valészintiségszamitasi Tanszékén lett adjunktus. 1963-ban
ugyanott docensi kinevezést kapott. 1968 és 1983 kozott a Budapesti Miszaki Egye-
tem matematika professzora volt, elébb a Villamosmérnséki Kar, kés6bb a Gépész-
mérnoki Kar Matematika Tanszékén. 1983-ban visszakeriilt az ELTE-re, az tijonnan
megalakult Operacidkutatasi Tanszéknek lett egyetemi tanéra és elsd, alapité tan-
székvezetSje. Ezt a tanari poziciét a 2000. januar 1-jén bekdvetkezett nyugdijaza-
saig megtartotta, 2000-ben az ELTE emeritus professzora lett. 1985-t6l kezd6déen
az Amerikai Egyesiilt Allamokban, a Rutgers Egyetemen (New Jersey allami egye-
teme) is professzor lett, ahol ma is aktiv.

F&allasai mellett nagyon fontosak voltak mellékfoglalkozasai. 1958-1965 ko-
zott a Kozponti Statisztikai Hivatalban egy matematikus csoportot szervezett és
iranyitott. Mintavételi terveket készitettek, tanfolyamokat tartottak és matema-
tikai jellegd statisztikai problémak megoldasaval segitették a Hivatal munkajat.
1959-1970 kozott az MTA Matematikai Kutat6é Intézetében létrehozta és vezette
Magyarorszag elsé operacidkutatési jellegd kutatd csoportjat. A csoport létrejot-
tekor az ,operaciokutatas” terminologia Magyarorszdgon még nem volt elfogadott,
ezért annak ,A matematika kozgazdasagi alkalmazasai” nevet adtdk. 1970-ben a
Csoport atkeriilt az MTA Szamitastechnikai Koézpontjaba, ahol Operacidkutatési
Osztaly néven nagy kutato egységgé fejlddott. A Kozpontnak az MTA Automatiza-
lasi Kutato Intézettel 1973-ban tértént egyesitésekor az Osztdly tovabb miikodott
Prékopa Andras vezetésével. Az egyesitett intézet (MTA SZTAKI) 1977-ben 4j
szervezeti format nyert, létrejétt az Alkalmazott Matematikai F&osztély, melynek
6 lett a vezetGje. Ezt a funkcidt 1985-ig megtartotta.

Prékopa Andras nds, felesége Széchenyi Kinga tanar, mifordit6é és szobrasz-
miivész. Az utébbi években tébb nagysikerd plakettet készitett, czek kdzott van a
Farkas Gyula plakett, melyben a Farkas Gyula dij dijazottjai részesiilnek, a 2002.
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évi Bolyai bicentenariumra készitett Bolyai Janos és Farkas plakett, tovabba az
Egervary Jend plakett, mellyel elsG izben férjét jutalmaztak a Magyar Operacioku-
tatasi Tarsasag 2004. évi kozgyilésén. Két lanyuk és két unokajuk van.

2. Tudomanyos eredményei

Els6 dolgozatat harmadéves hallgatoként irta az un. Banach gyufdk probléma-
rol. Az eredményt az Els6 Magyar Matematikal Kongresszuson ismertette 1950-
ben. A feladat a véletlenszertien hasznalt tartalékeréforrasok készenléti allapota-
nak lefrasaban nyer alkalmazast. Az aspirantura idején megalkotta a sztochasztikus
halmazfiiggvények elméletét. A svéd H. Cramér, a lengyel E. Marczewski és C. Ryll-
Nardzewski mellett Prékopa Andras lett az elmélet egyik megalapitéja és abban
az idében a legmesszebbre vezetd eredmények eléréje. Harom hosszta dolgozatban
foglalkozott egyéb, idevago dolgozatal kozott, a véletlen mértékek kiterjesztésével,
az ezekkel vett sztochasztikus integralokkal és a kapcsol6dé eloszlas probléemakkal.
A fenti eredmények egy részét foglalta Gssze kandidatusi értekezésében, melyet a
Bolyai Tarsulat Griinwald Géza dijjal jutalmazott. Prékopa Andris eredményeit
nem ismerve az angol Kingman publikalt tiz évvel kés6bb hasonlo, de gyengébb
credményeket. Ideviagd eredményeire épiil egy tovabbi dolgozata, melyben a Po-
isson tipusu véletlen ponteloszlasok egy egzisztencia tételét és egy un. szorzattér
tételt bizonyit be. Az utdbbinak széleskérd gyakorlati alkalmazésa van. Ebben a
dolgozatban mar megfogalmazza azt a modellt, amelyet a mai szakirodalomban
,marked Poisson process” néven ismernek. Prékopa Andras tehat e témakornek is
uttordje.

1957 folyaman kezébe keriilt a néhany évvel el6bb keletkezett operacidkutatas
tudomanya amerikai szakirodalmanak néhany elsé példanya. Erdeklsdése a linedris
programozas és altaldban az operacidkutatas felé fordult. Az Gj tudomany gyakor-
latiassaga és vonzo matematikija nagy hatast gyakorolt ra.

Els6 fontos operaciokutatasi eredménye egy készletmodell, melynek legegysze-
riibb valtozatat Ziermann Margittal egyiitt fogalmazta meg. A modellt azutan tobb
cikkben jelent6sen tovabbfejlesztette, részben tanitvianyaival. A régebben véletlen
iitemezésiinek, vagy a szerz6k neve alapjin Prékopa-Ziermann modellnek nevezett
készletgazdalkodasi modszertan t6bb mint hiisz éven at dominans szerepet jatszott
a hazai gyakorlatban. Ma leginkabb a ,magyar készletmodell” nevet viseli. Kiilfél-
don is ismertté valt, széleskorii elterjedése a kézelmultban kbzzétett, ijabb ered-
ményeket is tartalmazo publikiciok révén varhato. A készletmodell egyik fejlettebb
valtozata sziikségessé tette Szmirnov rendstatisztikai tételének altalanositasat, to-
vabbi valtozatok, pedig ujabb elmélyiilt matematikai feldolgozast igényeltek. Egy
sztochasztikus programozasi jellegd valtozatot Kelle Péter tanitvanyival kézdsen
dolgozott ki. Ujabban visszatért ennek a készletmodellnek a vizsgalatara és azt
tovabbfejlesztette dinamikus sztochasztikus programozasi iranyban. Errél tartott
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plenéris el§adast 2003. juliusaban, Isztambulban az EURO/INFORMS szervezetek
nagy nemzetkozi konferenciajan.

Legfontosabb operacidkutatasi eredményei a sztochasztikus programozas ké-
rébe esnek, melynek Prékopa Andras az egyik megalapozéja. O fogalmazta meg
teljes altaldnossdgban az Gn. valdszintséggel korlatozott modellt, melyben egy, vagy
tobb feltétel a dontési valtozoktol is fliggs, tobbdimenzids halmaz valészintiségére
irunk el6 (1-hez kozeli) als6 korlatot, és bizonyitott be ezzel kapcsolatban alapvetd,
mély tételeket. Az utébbiak a megfogalmazott feladatok konvexitasi problémajaval
foglakoznak. A feladatok egy széles osztalyara bebizonyitotta, hogy a valosziniiségi
feltételnek eleget tevs dontési valtozok halmaza konvex, ha a feltételben szereplé
valdszintiségi valtozok folytonos eloszlassal birnak és egyiittes stirdségfiiggvényiik
logaritmikusan konkav. Az idevagé fontos tételek révén, a matematikan beliil is
jelentds, 4j eredményeket ért el. Bevezette a logkonkav mérték fogalmat és bebi-
zonyitotta annak alaptételét: ha az egyiittes strtségfiiggvény logkonkav, akkor az
dltala szarmaztatott valésziniségi mérték is az. T6bb méas fontos eredményt is el-
ért e téren. Eredményeit széles korben alkalmazzak az operacidkutatason kiviil a
fizikiban, a statisztikiban, a matematikai analizisben, a konvex geometridban, az
operaciokutatasi alkalmazasok révén a miiszaki tudomanyokban, és sok egyéb tu-
domanyban (dietetika, szociolégia stb.).

Az egyenlStlenségek elméletében Prékopa, Prékopa-Leindler, vagy Prékopa-
Borell egyenlétlenségként emlitik a logkonkiv mértékek egyenlStlenségét, illetve
annak valtozatait, altaldnositisait, gyakran az iinnepelt jelzGvel (celebrated ine-
quality) és gyakran kilon fejezetet szentelve neki.

Prékopa logkonkavitasi eredményei az operacidkutatasi vizsgalatok keretében
sziilettek. Ritkasigszamba megy, hogy egy ilyen matematikai eredmény a mate-
matikin beliil és mas vonatkozasban is széleskor(i alkalmazast nyer. Tudomanyos
igényd alkalmazasi problémak megolddsa matematikailag is jelentds, 4j eredmények
elérése révén, ez jellemzi Prékopa Andras kutatasi tevékenységét.

Ujabban szellemes bizonyitast adott arra, hogy elég nagy argumentum érté-
kek esetén a normalis és a Dirichlet eloszlas eloszlasfiiggvénye nem csak logkonkav,
hanem az erdsebb, konkavitasi feltételt is teljesiti.

A valosziniséggel korlatozott sztochasztikus programozasi modell els6 nagy
sikerét harminc évvel ezel6tt aratta a magyar villamosenergiaipar 6téves terve fel-
adatanak a megfogalmazasa és megoldasa révén. Tovabbi fontos alkalmazasok szii-
lettek viztarozok optimalis méretezésére, tavak optimalis vizszintszabalyozasara,
egylittmikods villamosenergia rendszerek optimalis kapacitds bévitésére, készlete-
zési, termelésiranyitasi, keverési feladatok megoldasara, optimalis statisztikai min-
tavételi terv készitésére stb. Ezek a feladatmegoldasok 1j tudoményos eredményt
jelentenek nem csak alkalmazott matematikai/operaciokutatasi vonatkozasban, ha-
nem az alkalmazasi teriiletek tudomanyaiban is. A valdsziniséggel korlatozott szto-
chasztikus programozési modell elsé feladatmegoldé algoritmuséanak a kidolgozasa
is Prékopa Andras nevéhez fiiz6dik. Szamitastechnikai, szimulaciés és optimaliza-
lasi algoritmusok kidolgozasa és implementélasa révén kezdetben Dedk Istvan és
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Szantai Tamas vett részt a modellel kapcsolatos munkiakban. Késébb Kelle Péter,
Rapcsak Tamads, Mayer Janos és Komaromi Eva is bekapcsolodott. A sztochasz-
tikus programozas torténetében Prékopa csoportjanak a munkijaban alkalmaztak
elgszor, egy szamitogépes futason beliil, az optimalizalast és a szimulaciét, tSbb,
mint harminc évvel ezel6tt. E tekintetben igen érdekesek és ujszeriiek a tiszai ta-
rozok méretezésével és egy 1j tébbdimenziés gamma eloszlassal kapcsolatos, Szan-
tai Tamassal k6zos dolgozatai. A Tisza vizhozaméat nem sikeriilt a szakirodalombol
vett tébbdimenzibs eloszlassal leirni, ezért Gj eloszlast vezettek be, melynek empiri-
kus adatokhoz valé illesztését linearis programozassal végezték. Az eloszlast azutan
szimulaltak, és az eredményeket egy masik optimalizicio keretében hasznaltdk fel.

A val6szintliséggel korlatozott modellel kapcsolatos vizsgalatait késGbb kiter-
jesztette tobbdimenzids diszkrét eloszlasokra is. Bevezette a p-szintii efficiens pont
fogalmat és segitségével a feladatra egzakt és kozelitd megoldasokat adott. Kiilo-
nosen értékesek ebben a vonatkozasban azok az elméleti eredmények és megoldo
algoritmusok, tovabba alkalmazasok, amelyeket Vizvari Bélaval, majd D. Dentche-
vaval és A. Ruszczynskivel kozosen ért el. A feladattipus alkalmazasat halézatok
optimalizalasi, tovabba pénziigyi és kozlekedési problémak megoldisan mutattik
be.

Egyik kiemelked6 alkalmazasi eredménye a magyarorszagi villamosenergia ter-
melése optimalis menetrendjének a meghatarozasa. A feladaton egy kutaté csoport
kozel tiz éven 4t dolgozott Prékopa Andras vezetésével és hathatos részvételével.
A napi villamosenergia igény el6re jelzett értékeinek a birtokdban egy nagymeéretu,
vegyesvaltozos (folytonos és 0,1-es értéki), nemlinearis (nem konvex) optimaliza-
lasi feladatot fogalmaztak meg. Ennek egyik Gjszerdsége abban 4ll, hogy egyiittesen
kezeli a halézati feltételeket az erémiivekkel és ezéltal egyfeldl sikeriil a generato-
rok ki- és bekapcsolasaval jar6 nagy fesziiltségingadozasokat elkeriilni, masfelél az
optimalis terhelés kiosztas és energiaszallitasi feladatokat egy modellen beliil meg-
hatérozni. A kb. 1600 feltételt és ugyanennyi valtozot (koziiliik kb. 400 a 0,1 értékii)
tartalmazd feladatot a 80-as évek elején az Akadémia IBM 3031-es szamitogépén
két perc alatt oldottak meg. A munkiban Potecz Béla (abban az id6ben az Orsza-
gos Tehereloszt6 vezetSje) és Németh Agoston erdsaramii mérnskdk, tovabba Deak
Istvan, Hoffer Janos, Mayer Janos és Strazicky Beata matematikusok vettek még
részt. A munka az MTA SZTAKI keretein beliil késziilt.

Prékopa aspiransai kozott a matematikusokon kiviil mérnékok, orvosok és mas
tudomanyok miiveléi is szép szamban voltak. Az orvos végzettségi (ma professzor
és intézeti igazgat6é a Semmelweis Orvostudomanyi Egyetemen) Kopp Maria egy-
kori aspiransaval érdekes magatartastudomanyi jelentGségi jatékelnéleti modellt
alkottak meg az embernek a kdrnyezetével szembeni magatartasara vonatkozolag.
A modellben azt a nagy altalanossigban érvényes elvet fogalmaztak meg, hogy ma-
gatartasunkat a kompetencia maximalizalasa vezérli. A cikket csak magyar nyelven
kdzolték, ami sajnalatos, mert ezt az idSkozben hiressé valt modellt tiz évvel ko-
rabban alkottak meg, mint A. Bandura, akinek ezt a mai szakirodalom tulajdonitja
egy 1988-ban megjelent angol nyelvii cikke alapjan.
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Nemrég Xiaoling Hou doktoranduszival jelentetett meg egy részben jatékel-
méleti cikket, melyben a kifizetési (payoff) matrixot ismeretlennek tételezik fel,
majd mintavétellel szereznek ezzel kapcsolatos informaciot. A cikkben meghata-
rozzék azt a minta nagysagot, amelynck alapjan a jaték értéke elsirt pontossaggal
megkozelithets. Hasonld probléméat oldanak meg a linearis programozasi feladattal
kapcsolatban, ahol a technikai egyiitthatékra vonatkozolag torténik mintavétel.

Kozel husz évvel ezelStt kezdett foglalkozni események Boole fiiggvényei va-
lészintiségeire vonatkozé alsé és felsé becslésekkel. Ezekre a sztochasztikus, nagy
rendszerekkel kapcsolatos feladatok megoldasaban (pl. tavkozlési, vagy szallitasi ha-
lézatok megbizhatésaganak kozelitd szamitasadban) van igen nagy szikség. A legis-
mertebb Boole fiiggvény, melyet események alkotnak: az uni6. Ennek val6szindségét
elvben a Poincaré formula (inclusion-exclusion) alapjan lehet kiszamitani, a gya-
korlatban azonban az események szama igen nagy lehet és az emlitett formulanak
csupan az elsd néhany tagja szamithat6 ki, nagysebesség(i elektronikus szamitoé-
géppel is. Becslésekre kell szoritkoznunk. A Poincaré formula elsé néhany tagja
felhasznalasaval Bonferroni (1937) adott egyszerid becsléseket, melyek azonban a
gyakorlatban t6bbnyire hasznalhatatlanok. Dawson és Sankhoff 1967-ben az elsé
két tag segitségével éles also becslést adott az unié valoszintiségére. Prékopa észre-
vette, hogy a Poincaré¢ formula tagjaira alapozott éles valdszintiségi becslések, un.
binomialis momentum probléma gyanant fogalmazhaték meg, és a linearis progra-
mozas eszkozeivel feltarta ezeknek a feladatoknak a szerkezetét. Erre tdmaszkodva
1ij formulakhoz, ill. becsléseket eredinényezé hatékony algoritmusokhoz jutott. Az
1) formulakat részben Boros Endrével kézosen nyerte. Az eredményeket alkalmazta
szallitasi halézatok (Boros Endrével kozosen), tavkozlési halézatok (Boros Endré-
vel és Keh Wi Lih-hel kéz6sen) megbizhatosagi szamitasara, az utébbi bevonult az
AT&T napi gyakorlataba, a PERT probléméara (Jianmin Long-gal és Szantai Ta-
massal kdzésen), tobbdimenzids integralok becslésére, valoszintséggel korlatozott
sztochasztikus programozasi feladatban valésziniiségek becslésére, és mas felada-
tokra. Igen érdekes az az alkalmazas, melyben az in. halmaz lefedési, egyébként
determinisztikus feladatot cldja meg valésziniiségi korlatok fethasznalasaval. Ez a
munkija Boros Endrével kozos.

A binomialis momentum probléman kiviil foglalkozott az Gn. Boole-feladatra
tamaszkodo valosziniségi becslésekkel is. Ezekben a feladatokban nem a Poincaré
formulaban szerepld ,aggregalt” valdszintiségeket hasznaljak, hanem az események,
eseményparok, stb. egyedi valoszintiségeit. Egy Bukszar Jozseffel kézds cikkében a
legfeljebb haromeseményes valészintségekre tdmaszkodva ad igen jé fels6 becslést
az uni6 val6sziniiségére. A binomialis momentum probléma feladatat aggregaltnak
tekinthetjlik a Boole-féle feladathoz képest. Mig az aggregalt feladat numerikus
megoldasanak csak instabil volta lehet az akadalya (nem a feladat mérete), addig a
Boole-féle feladat numerikus megoldasat annak méretei (n esemény esetében az LP
oszlopainak a szama 2" — 1) teszik gyakran szamftastechnikailag kezelhetetlenné.
Két ujabb keletii cikkében olyan korlatokat ad az unié és n esemény koziil legalabb r
bekdvetkezésének a valoszindségére, mely egy kozbiils6 LP feladatra tAmaszkodik.
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Ezaltal elkeriili a szdmitastechnikai nehézségeket, masfelGl azonban az aggregalt
feladattal nyerhetSknél jobb becsléseket kap. Mindkét cikke L. Gao-val kozés.

A diszkrét binomialis momentum probléméaval kapcsolatos vizsgalatait kiter-
jesztette a diszkrét hatvinymomentum problémaéakra, az egy- és tobbvaltozos esetek-
ben. Ezekben a feladatokban az osztott differencidkkal megfogalmazott magasabb-
rendi konvex fiiggvények keriilnek felhasznalasra. Az idevagd eredmények egy része
olyan fliggvényekre vonatkozik, melyeknek az értelmezési tartomanya diszkrét. Az
eredmények maésik részében azonban a fliiggvények értelmezési tartomanya véges,
vagy végtelen intervallum. Az elGbbi kategoridba tartozé feladatokban a f6 célkitd-
zés dual megengedett bazisok keresése, melyek azutidn a becsléseket és a megoldo
algoritmusokat eredményezik. Mellékeredményként sikeriilt olyan egy- és tobbval-
tozos Lagrange-féle interpolaciés polinomokat konstrualni, melyek az adott diszkrét
fiilggvényt féloldalasan approximaljak. Egy idevagé legujabb dolgozata Nagy Ger-
gellyel kozds. Prékopa eredményei tehat a Lagrange-féle interpolacié elméletét is
gazdagitottak. Egy tujabb, Gabriela Alexevel koz6s dolgozataban az egydimenzios,
folytonos momentum probléma numerikus megoldasara ad igen hatékony eljarast,
midén a célfiiggvény integrandusza magasabbrendi konvex fiiggvény. A numeri-
kus szamitasokban harminc momentumot is figyelembe tudnak venni. Az egyvalto-
z6s diszkrét momentum problémat megoldé dual tipusta algoritmus numerikus ha-
tékonysagat vizsgdlja, aritmetikai programcsomag felhasznalasaval, egy Szedmék
Sandorral kozos, szintén ujabb dolgozata. Otszaz lehetséges értéket megengedve,
otven momentum felhasznalasa esetén is kielégitd pontossidgot értek el a feladat
megoldasaban.

A szidmos matematikai és alkalmazasi teriileten kiviil Prékopa Andras a mate-
matikatorténetnek is jeles kutatéja. Az egyik idevagé cikke az optimalizdlaselmélet
kialakulasianak torténetérdl szoél. A cikk Amerikaban jelent meg angol nyelven és
feltarja, tobbek kézott, Farkas Gyula munkassagat a nemlinedris programozas op-
timalitasi (sziikséges) feltételének megalkotasaban. A szakmai nagykézonség ily
modon értestilhetett arrol, hogy Farkas Gyula nem csak a linearis egyenl6tlenségek
alaptételét bizonyitotta be, hanem t6bb, mint egy fél évszazaddal megelGzve ma-
sokat, a nemlinearis optimalizalds centralis jelentdségi elméletét is kidolgozta, az
analitikus mechanika keretei kézott (ehhez volt szitksége a linearis egyenl&tlensé-
gekkel kapesolatos tételre). Egy masik fontos cikkében Bolyai Janos felfedezésének
jelentGségével és hatasaval foglalkozik, széles anyagot feldlelve, élvezetes stilusban.
Osszefiiggésbe hozza Bolyai nemeuklideszi geometriajat a modern alkalmazott ma-
tematikaval és szamitastechnikaval. Nemrég Szénassy Barnarol, a jeles Bolyai ku-
tatordl tartott eléadast és irt ismeretterjeszt6 cikket.

Az ismeretterjesztést kozépiskoldsok felé is szivesen és eredményesen tette, cik-
keket irt a Kézépiskolai Matematikai Lapokba a valoszintiségelméletrdl és a linearis
programozasrol.

Nem volna teljes Prékopa Andris tudomanyos munkéassiginak ismertetése
konyveinek emlitése nélkiil. Hirom 6énalléan irt kényve az 1962-ben megjelent, majd
négy kiadast megért Valoszintiségelmélet, az 1968-ban megjelent Linearis Progra-
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moz4s és az 1996-ban megjelent angol nyelvii Stochastic Programming. Valészinii-
ségelmélete a mai napig kozkedvelt md, els6sorban a mérndksk korében. Vilagosan
kifejtett elmélet és gyakorlatias szellem a jellemz6je. Négyszaznegyven oldalon, a
valészintségelméleten kiviil a matematikai statisztikiba is igen j6 bevezetést nyajt.
A hérom és fél évtizeddel ezel6tt négyszaz példanyban megjelent Linearis Progra-
mozés konyvét ma is széles korben hasznaljak, néhol asztalhoz lancolva, hogy a
ritka érték nehogy elvesszen. Megjelenése idején kiemelkedGen a legjobb kényv volt
ebben a témdaban, a nemzetkozi szakirodalmat tekintve is. A kényvben tobb al-
goritmus és tétel 0jszeri bedllitast nyer. Az egész miivet elegancia, cgzaktsag és
vilagos stilus jellemzi. Orvendetes, hogy folyamatban van tjabb kiadasa. A Klu-
wernél 1996-ban megjelent Stochastic Programming is a legjobb a hasonlo targya
konyvek korében. Magas szinvonali matematika és konkrét gyakorlati alkalmazas
harmonikus egységet alkot ebben a j6 Gsszefoglalast nyujtd, nagy anyagot feltlels
miiben.

A Bognar Janosnéval, Mogyorodi Jézseffel és Szasz Domokossal kdzdsen irt
Valészinlségszamitasi Feladatgydjtemény nemrég djabb kiadast ért meg, sokat
hasznalt m{ a magyar nyelvd szakirodalomban.

A Prékopa Andras altal irt kényvrészletek koziil kiemelkedik a Handbook on
Stochastic Programmingba irt, mintegy szdz oldalas, Probabilistic Programming
cimd fejezet, mely a témanak t6mor és jol hasznalhat6é Osszefoglalasat nyujtja.
Ebbél azok is tajékozdédhatnak a lényeges eredmények felsl, akik azokat csupén
alkalmazni akarjak.

A nagy szamu szerkesztett konyv, melyben a szerkesztd cikke is minden eset-
ben ott van, tobbnyire szinvonalas és referalt konferencia kiadvany. Ezek is tanu-
sitjak, hogy Prékopa igen sok hazail és nemzetkdzi tudomanyos konferenciat szer-
vezett. Van azonban olyan mi a szerkesztések kozott, mely nem konferencia kiad-
vany: a 2004-ben megjelent Bolyai Janos Emlékkonyv. A kényv tarsszerkeszt6i: Kiss
Elemér, Staar Gyula és Szenthe Janos. Bolyai Janos sziiletésének 200. évforduldja
alkalmabdl indult el a konyv Gsszeallitisinak munkaja Prékopa Andras kezdemé-
nyezésére. Ez az els6 olyan Bolyai monografia, mely a Bolyai Janossal kapcsolatos
széleskord ismereteinkre tdmaszkodik és azokat j6l Gssze is foglalja. Hala az elmalt
évtizedekben folytatott eredményes Bolyai kutatasnak, a Bolyai évforduléra sike-
riilt a Bolyai kéziratokat lényegében teljeskdrien feldolgozni. A Prékopa Andras
altal szervezett 2002. évi Bolyai Janos nemzetkézi emlékkonferencia kiadvanya is
mar sajté alatt van. A konferencian & is tartott el6adast a hiperbolikus ortosémak
kébtartalmanak becslésérsl és a kétetben angol nyelven is megjelenik a Természet
Vilagaban kézolt ,Bolyai Janos forradalma” cimid nagyon szép és informativ cikke.

3. Tudomanyszervezd tevékenysége

Prékopa Andras a hazai operaciokutatas szervezetei létrejottében és sokréti te-
vékenysége elinditasiban meghatirozé szerepet jatszott. 1957 §szén a Matematikai
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Kutat6 Intézetben operaci6kutatdst szeminariumot szervezett, melyen hetenként
taldlkoztak az 4j tudomany irdnt érdekl6dé matematikusok, kdzgazdaszok, mér-
nékok. Ez ido tajt vasaroltak meg kiilfoldrél az els6 nyugati szamitogépet Fran-
ciaorszagbol és kezdték épiteni az Akadémian, szovjet dokumentécié alapjin, az
M3 elektronikus szamitégépet. Még nem volt teljesen vilagos, hogy mi a kapcsolat
és a kiilénbség az operacidkutatads, a kibernetika, a szamitastechnika és az &ko-
nometria kézott. Néhany éven beliill azonban vildgossa valt, hogy harom dologrol
van sz6. A ,kibernetika” beolvadt az operacidkutatdsba és a szamitastechnikaba
(az utobbira ma Magyarorszagon inkabb az informatika elnevezés hasznélatos). Az
operacidkutatas lett az a tudomany, amely széleskoriien és altalaban a rendszerek-
kel foglalkozik, nagymértékben tdmaszkodva a szamitastechnikara, a matematikara,
és természetesen az adott alkalmazasi teriilet ismereteire. Az operacidkutatas hazai
kezd& 1épésének a megtételéhez sziikség volt erre a vilagos latasmodra.

Az operéacidkutatas” cimszo hasznilata az Stvenes évek végén még nem volt
megengedett, ezért amikor 1959-ben Prékopa Andras vezetésével létrejott az elsé
ilyen jellegi kutatd csoport, annak ,,A matematika kozgazdasagi alkalmazésai” ne-
vet adtak. A csoport tovabb folytatta a hetenkénti szeminariumot, melyhez egyre
tobben csatlakoztak.

A csoport 1970-ben atkeriilt az MTA Szamitastechnikai Kézpontjaba (az MTA
SZTAKI jogelddje), Operaciokutatasi Osztallyd szervezddott. Ebben az idében
mar nem volt akadalya az ,operaciékutatas” szo6 hasznalatanak. 1977-ben, mar a
SZTAKI-ban, Prékopa létrehozta az Alkalmazott Matematikai F6osztalyt, melyben
a négy osztaly egyike volt az Operacidkutatasi Osztaly. Mar a korabbi Osztalynak
is nagy nemzetkozi tekintélye volt, elsGsorban vezet§je személyes elismertségének
koszonhetden, a hirnév és tekintély a FGosztily megalakulasa utan tovabb nove-
kedett. Ebben szerepet jatszott az is, hogy Prékopa sok nemzetkozi konferenciat
szervezett, melyen neves kiilféldi tudésok vettek részt, és alkalmuk volt a hazai
tudomanyos eredményekkel is megismerkedni.

Els6 nagy nemzetkézi konferenciajat 1963-ban rendezte Budapesten ,,A mate-
matika kézgazdasdgi alkalmazasai” cimmel. A nagyszamu résztvevs kozott olyan
hires emberek is voltak, mint L. V. Kantorovics, a lineéris programozas egyik meg-
alapitoja, késébbi Nobel dijas, Oskar Morgenstern, aki Neumannal egyiitt kényvet
irt a jatékelméletrdl, Herman Goldstein, aki Neumannal egyiitt dolgozott az elsé
elektronikus szamitogépen az ENIAC-on, majd az Institute for Advanced Study
gépén, Harold Kuhn, a hozzarendelési probléma ,;magyar médszerének” a megalko-
tGja, a dualitas elmélet és a nemlinearis programozas egyik uttordje, Philip Wolfe,
a nemlinearis programozas kiemelked& egyénisége és tobb mas olyan kutatd, aki ak-
kor mar nemzetkozileg is ismert volt, vagy késébb azza lett. A konferencia a Bolyai
Tarsulat rendezvénye volt.

1964-ben a Bolyai Tarsulaton beliil Prékopa létrehozta az Alkalmazott Mate-
matikai Szakosztalyt. Ennek megalakulasatél kezdve t6bb mint hisz éven 4t § volt
az elndke. Részben ebben a mindségében szervezte 1967-ben a veszprémi operacio-
kutatasi konferenciat, 1970-ben a debrecenit, melyek magyar nyelven folytak hazai
résztvevikkel. Ezt kévetSen, 1971-ben, Gydrben nemzetk6zi készletezési és tarozasi
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konferenciat szervezett, amin matematikusok, mérnoksk és ipargazdasagi szakem-
berek vettek részt. Hasonléan nemzetkozi volt az az operaciokutatasi konferencia,
amelyet Egerben rendezett 1974-ben. Ezen az IFORS (International Federation of
Operational Research Societies) is hivatalosan képviseltette magat.

Az 1970-es évek kronikdjahoz tartozik még a nemzetkozi jelentGségidi matra-
firedi matematikai programozasi konferenciak elinditdsa és ezek sordban az els6k
megszervezése. A legelsd neve még a Matrafiiredi Téli Iskola nevet viselte, ez 1973-
ban volt. A matrafiiredi konferencidkon a matematikai programozas szidmos neves
egyénisége megfordult: az amerikai Dantzig, Rockafellar, Grigoriadis, Wets, Zionts,
Jewell és Bell, az osztrak Burkard, a svajci Kall, a dan Krarup, az orosz Mojsze-
jev, Yeremin és Jevtusenko, a roman Dragan, a lengyel Walukiewicz és Slovinsky,
a cseh Nozitka és Dupacova, a német Korte, Zowe, Guddat és Elster, a francia
Houard, a brit Sargent és masok, tovibba, természetesen, valamennyi jeles ma-
gyar matematikai programoz6. Eleinte minden évben volt matrafiiredi konferen-
cia, késobb ritkabban. Ezek a konferencidk Gsszekots szerepet jatszottak az akkori
kelet-nyugat szétszakitottsidgban a matematikai programozas kutatoi szamara és
kellemes, otthonos keretek kozott lehetséget adtak a rendszeres talalkozasra, a
személyes kapcsolatok kiépitésére. A konferenciasorozat ma is folytatodik.

1972-ben a Szamitastechnikai Ko6zpont osztalyvezet§jeként szervezte meg
Dunaujvaroson a ,JKohaszat és Matematika” cimii konferenciat, mely sokat segi-
tett a matematikusok ipari kapcsolatainak a kiépitésében.

Prékopa Andras személyes nemzetkozi clismertségének volt koszonhets, hogy
1976-ban Magyarorszag rendezhette meg a IX. Nemzetkozi Matematikai Progra-
mozasi Sziimpoziont. Erre a nagy nemzetkdzi rendezvényre harom évente kertiil
sor és a nemzetkozi jellegii Matematikai Programozasi Tarsasag keretében zajlik.
Magyarorszagon a partner rendezé szervezet a Bolyai Tarsulat volt. A nagysikerd
konferencianak Prékopa Andras volt az elnbke. E konferenciasorozat programbi-
zottsaganak 1964 és 1994 kozétt minden alkalommal tagja volt.

Az emlitetteken kiviil még a kovetkez§ konferencidknak volt a fG szerve-
z6je: nemzetkdzi sztochasztikus programozasi konferencidk 1. Oberwolfach (1979);
2. Készeg (1981); 3. ITASA, Laxenburg (1983); IFIP rendszermodellezési és opti-
malizalasi konferencia, Budapest (1985); EURO 2000 (Conference of the European
Operational Research Societies); Janos Bolyai Memorial Conference on Hyperbo-
lic Geometry, Budapest (2002), Bolyai Memorial Conference, New Brunswick, NJ,
USA (2002).

Az 1970-es évekre, nagy mértékben Prékopa Andrasnak kdszonhet&en, néhany
alkalmazott matematikus évfolyam mar elhagyta az egyetem padsorait és ered-
ményes kutaté munkat végzett az iparban, az allamigazgatasban, vagy egyetemi
allasban. Az alkalmazott matematikai kutaté6 munka és tudoményos eredmények
azonban Magyarorszagon nem élveztek a tiszta matematikaihoz egyenrangi meg-
becsiilést. Ennek ellensilyozasara 1974-ben, a Bolyal Tarsulat keretében, mega-
lapitotta a Farkas Gyula dijat, melyet a kival6 alkalmazott matematikai jellegi
eredményt elért fiatal kutatok kapnak. A dijat minden évben kiosztjak. 2004 el6tt
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ez volt az egyetlen alkalmazott matematikai jellegd dij, melyet magyar alkalmazott
matematikus hazdjaban megkaphatott.

1976-ban ankétot rendezett a hazai alkalmazott matematika helyzetérsl és
problémairél. Ennek jegyz6konyve ma is megvan, az elhangzott megallapitasok ma
is érvényesek. Az ankéton & tartotta a vitaindité el6adast, szovege megjelent a
Magyar Tudoményban.

Az 1979-es évben akadémiai levelezd tagga tortént megvalasztasat kovetGen,
felhasznélva az 1) cim adta lehet&ségeket, az Akadémia Matematikai és Fizikai Tu-
domanyok Osztalyan Operacidkutatdsi Bizottsagot szervezett. Ezzel biztositotta
ennek az 1j tudomanynak az akadémiai szintid elismerését. A bizottsag ma is mi-
kédik az Akadémia Matematikai Osztalyan, a Matematikal Bizottsag és az Infor-
matikai és Szamitastudomanyi Bizottsag mellett.

Emlitettiik, hogy Prékopa Andras kezdeményezdje lapunk alapitasanak is. Az
1973-ban megindult lapnak hat éven at felelGs szerkesztGje volt, ezt kdvetGen 1990-
ig a f6szerkeszt6i feladatot latta el. Jelenleg a kovetkezd tudoméanyos folydiratok
szerkesztGbizottsagi tagja: Acta Cybernetica, Acta Mathematica Hungarica, Alkal-
mazott Matematikai Lapok, Annales Scientiarum Mathematicarum de R. E6tvos
Nominatae Sectio Mathematica, Annals of Operations Research, Computational
Management Science, Discrete Applied Mathematics, Mathematical Inequalities
and their Applications. Koridbban tagja volt a European Journal of Operational
Research, Periodica Mathematica Hungarica, Stochastic Processes és a Mathema-
tics of Operations Research folyéiratoknak.

4. Oktatoi tevékenysége

Nagyon jelentds oktat6i munkassaga. Eletrajzabol kittnik, hogy egész eddigi
palyafutasa alatt tanitott, 6tvendt év egyetemi oktatoi munkat tudhat maga mo-
gott.

Masodéves egyetemi hallgaté koraban, 1949 tavaszan demonstrator lett a Deb-
receni Tudoméanyegyetem matematikai intézetében. A kovetkezs tanévben, harmad-
éves hallgatéként, § tartotta a vegyészeknek a matematikai bevezets elGadasokat.
Negyedéves hallgaté kordban mar a matematikus hallgatok szamara tartotta a ma-
tematikai analizis fékollégiumot.

Az egyetem elvégzése utdn, 1951-ben Budapestre helyezték, fél évig volt ta-
narsegéd a Vegyészmérndki Kar Matematika Tanszékén. Az 1952 elején kezd6dott
aspirantiira alatt is oktatott az E6tvos Lorand Tudomanyegyetemen, ahol 1956-t6]
allasba keriilt. Ebben az id6ben indult a valésziniségszamitas szakirany, melynek
a valoésziniiségszamitési alaptargyon kiviil két {6 tantargya volt: sztochasztikus fo-
lyamatok és matematikai statisztika. Prékopa Andras feladata a sztochasztikus
folyamatok tematikajanak a kidolgozasa és a targy tobb éven 4t valé el6adésa volt.

Az dtvenes évek végén kezdte az ELTE-n az operaciokutatasi targyak oktatasat.
Els6 linearis programozasi kurzusat 1958 Gszén tartotta. Ezt kdvetGen minden év-
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ben oktatott operacidkutatast, a hatvanas évek folyaman szinte valamennyi abban
az id6ben mar létezett operacidkutatasi diszciplinarél tartott eladast a kiilonféle
programozdasoktdl a készletezési és sorbanallasi modellekig.

1965-ben életbe 1épett egy egyetemi reform és Prékopa Andras kiharcolta, hogy
az operacidkutatas kiilon szakirdny legyen a matematikusképzésen belill (az egyéb
szakok: a valészintiségszamitasi, az analizis, tovabba a numerikus és gépi matema-
tika mellett). Az els6 olyan évfolyam, mely mar a reform szerint kezdte egyetemi
tanulmanyait, a haroméves alapképzés utian 1968-ban kezdte el a két éves szakira-
nyu tanulmanyokat. Igy a szakirany hivatalosan 1968-ban indult. Valjaban mar
1967-t8] kezd6dGen rendszeresen megtartottak az operacidkutatasi szakiranya els-
adasokat, melyeket sokan hallgattak. Erre valé tekintettel jogosan allithato, hogy
az elsd évfolyam 1969-ben végzett.

1968-70 kozott nagysikerd két éves operacidkutatasi tanfolyamot rendezett a
Bolyai Tarsulat Alkalmazott Matematikai Szakosztalyanak keretében. Az egyeterni
féleveknek megfelel§ id6ben, minden héten 6t napon at, napi négy éraban folytak az
el6adasok. Prékopa Andris maga t6bb targy eldadasat vallalta. Rajta kiviil Majt-
hay Antal, Kovacs Laszlo Béla, Klafszky Emil, Elteté Odén és masok voltak az
clsadok. Az eladdk egy része jegyzetet is irt eladasaihoz, ezeket a Bolyai Tar-
sulat konyv alakban megjelentette. A legmaradandébb a Prékopa Andras altal irt
Linearis Programozas cimd konyv lett, melyet a mai napig hasznalnak a linearis
programozas klasszikus fejezeteinek az oktatasaban.

Ha valaki 6sszehasonlitja Prékopa Andras életrajzi adatait oktatasi palyafuta-
sanak adataival, észreveszi, hogy az ELTE-n a szakiranyt mar a BME tanaraként
vezette (1968-1983 kozott). A kép még bonyolultabb, ugyanis a szakirany okta-
téi az altala mellékfoglalkozas formédjaban vezetett akadémiai intézeti csoport, ill.
osztaly tagjai voltak. A Szamitastechnikai Kézpont, ill. késébb a SZTAKI Operaci-
okutatasi Osztalya gyakorlatilag az ELTE akkor még nem létezd Operaciokutatasi
Tanszékének a teljes feladatkorét ellatta. A Tanszék végiil is 1983-ban létrejott Pré-
kopa Andras vezetésével, aki ekkor visszakeriilt az ELTE-re, &m j6 néhany évig még
rendkiviil mostoha koriilmények kézott miikodott.

1993-ban az ELTE-n létrehozta az Operaciokutatasi, Alkalmazott Matematikai
és Statisztikai doktori programot, melynek & lett a vezetSje. Ezt 1994-ben akkre-
ditaltdk A program 2001 6ta a Matematikai Doktori Iskola keretében mikddik,
valtozatlanul Prékopa Andras vezetésével és a program korabbi cimében megjelolt
harom alprogrammal.

1985-ben az Amerikai Egyesiilt Allamokban, a Rutgers Egyctemen (New Jersey
allami egyeteme) is professzor lett. Ebben az allidsaban a mai napig is aktiv. Min-
den valészintség szerint § tartotta az USA-ban az els§ sztochasztikus programozasi
kurzust, erre 1985 Gszén keriilt sor. Ezen kiviil kidolgozta, és a RUTCOR, Rutgers
Center for Operations Research keretében bevezette az Actuarial Mathematics, a
Financial Mathematics, tovabba a Stochastic Models of Operations Research kur-
zusokat, ez utébbit undergraduate és graduate szinten egyarant. A fentieken kiviil
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a Rutgers egyetemen még alkalmazott matematikai, statisztikai, linearis programo-
zasi és analizis kurzusokat tartott.

Ebben a részben kell megemlékezniink arrél is, hogy nagy szamu tanitvanya
készitett és védett egyetemi doktori és kandidatusi értekezést (tébben mind a ket-
t6t) iranyitdsaval. Ha csak a személyek szamat vessziik, multiplicitas nélkiil, ez
a szam akkor is negyvenhét. Kozottiik a magyaron kiviil tiz kiilénbdzé orszagbol
szarmazo6 egykori didk van. T6bb mint a fele ma egyetemi tanar, jonéhanyan nem-
zetkozi hirnévre tettek szert. Rajtuk kiviil még sokan emlithetdk, akik ugyan nem
Prékopa Andras vezetésével irtak disszertacidjukat, de az 6 oktatéi munkija ré-
vén valasztottdk az operacidkutatast élethivatiasukka és lettek hires professzorok
(pl. Maros Istvan, Imperial College; Kovacs Laszlo Béla, koppenhagai egyetem;
Eiben Agoston, amszterdami egyetem). Jelenleg négy doktorandusz dolgozik veze-
tése mellett.

Vendégprofesszori kinevezések, elismerések, tagsag tudomanyos
szervezetekben

Vendégprofesszori kinevezései: Aarhus University, Dania, 1960; Case Institute
of Technology, USA, 1965; Tulane University, USA, 1965, 1967; Universitit Ziirich,
1975; University of Wisconsin-Madison 1977-1978; Stanford University, 1978;
University of Copenhagen, 1983; Rutgers University, 1985-1987.
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Tanitvanyai mindig szerették és szeretik ma is. Ennek alapja a j6 légkor, a ko-
z0sség Osszefogasa és az 6 gerinces magatartasa volt. Sokszor lattuk, hogy nem a
kénnyebb utat vilasztja. Sem a tudomanyban, ahol tehetsége révén elméleti kuta-
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felaldozasa és a tudomanyos kutatas karara kiilsé munkak véllaldsa aAran kevesebb
konfliktussal biztosabb poziciét mondhatott volna magaénak. Végiil az életben a
nyiltan vallalt vallasossdga révén szintén hatrauyba keriilt. De mellette mindnyajan
biztonsagban érezhettiik magunkat.
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LOTKA-VOLTERRA-AUTOKATALATOR (LVA) IRREVERZIBILIS
REAKCIOLEPESEKKEL

MOLNAR TAMAS

Budapest

Jelen irés célja megvizsgalni egy olyan kémiai folyamatot, amelynek kiindulasi
alapja a reverzibilis LVA modell, de amelynek soran a négy résztvev6é anyag hatféle
lehetséges reakci6lépésébd] egy nem megy végbe. A cél a lehetséges stacionarius pontok
megkeresése, szimuk megéllapitasa és vizsgalata, valamint a rendszer globalis viselkedé-
sének leirdsa. Két alesetben a parametrikus reprezenticié modszerének alkalmazasaként
Hopf bifurkaciot bizonyitunk.

1. Bevezetés

1.1. A feladat leirasa

A kémiai oszcillaciés modellek egy nevezetes képviselje a Lotka—Volterra-
modell, amely t6bb mas modellhez szolgalt kiindulasul. A benne el6fordulé kon-
zervativ oszcillacidk miatt vizsgaltak példaul a Lotka—Volterra-autokatalatort, ahol
ez a probléma elkeriilhets. Az autokatalator viszont explozivnak bizonyult, azaz a
végtelenbe tarté trajektoridkat mutatott, ezért keriilt az el6térbe reverzibilis médo-
sitdsa. Errdl sikeriilt kimutatni példaul, hogy van egy globalisan aszimptotikusan
stabil stacionarius pontja. A reverzibilis LVA modell a kévetkez6:

Jeloljon az A, B, X, Y jel négy anyagot. A koévetkezs reakcidk jatszédhatnak le
a részvételiikkel a reakciétérben, ahol feltevésiink szerint mas, a reakcidk lefolyasara
hat6 tényezd nincsen:

A+2X =3X
(1) X+Y =2Y
Y=2RB
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Ilyen tipusi reakcidkat elemeztek példaul a jelzett dolgozatokban: [2], {5], [7], [4],[1]-
Most feltessziik, hogy van a hat kdztt pontosan egy olyan reakciolépés, amelyik
nem jatszodik le, és az igy kapott részben reverzibilis rendszer viselkedését vizsgal-
juk.

Feltevések. Az A és B anyag mennyisége kémiai okokbol alland6. Tehat csak
X és Y mennyiségét, koncentraciojat kell kdvetniink. A tovabbiakban [4], [B], [X]
és [Y] a megfeleld anyagokra vonatkozé mennyiségeket jelenti. Szintén feltessziik,
hogy a hatféle lehetséges reakcidlépésbdl legalabb 6t akadaly nélkiil végbemegy.

1.2. Az egyenleteink
Legyenek az (1)-(3) reakciok sebességi alland6i rendre jobbra ky, ko, k3, illetve
balra ly, lg, l3. Tehat példaul az X +Y — 2Y reakciéé k,. Legyen elGszor k; > 0,
[;>01=1,2,3. Segitségiikkel [X]-re és [Y]-ra a kovetkezdket irhatjuk fel:

[X] = ki [A]IX]° = LX) - ko[ X)(Y] + Lo[Y)?

(2) .
[V] = ko[ X][Y] + 1] B] — ks[Y] - La[Y]?

ahol [X] és [Y] a T id6tdl fiigg. Az egyenletek kezelhet6bb formara hozasa érdeke-
ben vezessiink be 4j valtozdkat a kovetkezé médon: X = ax,Y = Sy, T = vt. Ebbél
a kovetkezét kapjuk:

) i = k1[A]ayz? — Lha?yz® — koByzy + Lz%zlyz
3
§ = kaayzy + B (B] - ksyy — LBy

Illetve, ha o = k—‘l[lﬁl,ﬂ = L’k[?l,'y = k—ﬁ‘}q—]'y, akkor

i=1%-2% - KMzy + KLy?

(4) . 2
y=Mzy+ N - Ny— Ly

Ttt
_ LBl _LbBBl . k. ksh

K= ’ = ) = ’ =
kiks[A] k2ks[A)? ki[A] k2[A)°

konstansok, amelyek lathatéan nemnegativak. A késSbbiekben néhany aleset kony-
nyen szarmaztathato lesz az altalanosb6l, amikor nem, akkor hasonlé dtparaméte-
rezéssel éliink. A pozitiv ortans konnyen lathatéan invarians.

Most az altalanos esettel kapcsolatban sorravessziik, milyen eszkdzoket hasz-
nalunk. A dolgozat hatralevé része a végbe nem mend reakciélépések szerint ta-
golodik. Minden esetben megvizsgaljuk az iranymez6t és a stacionarius pontokat,
feltételt keresiink periodikus megoldasok kizarasara, és két esetben megmutatjuk,
hogy bizonyos koriilmények kézott teljesiilnek a Hopf-bifurkacio feltételei.
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2. Valamennyi reakcié reverzibilitasanak esete

Itt bemutatjuk a felhasznalt eszkoézoket.

2.1. Egyensilyi pontok keresése

Megkereshet6k a nullklindk, azaz azon pontok halmazai, amelyekben = = 0 il-
letve y = 0. A vizsgalt esetekben egyszerden leirhat6 halmazokat fogunk kapni.
% = 0 akkor és csak akkor, ha 0 = 22 —~ 2% — KMzy 4+ KLy? (8) miatt, azaz

_ (MK + VM2?K? +4KLz —4KL)zx
N2 = 5KL )
ahol csak a nemnegativ értékeknek van kémiai jelentése.
y = 0 akkor és csak akkor, ha 0 = Mzy + N — Ny — Ly? (9), vagyis
oo —N+ Ny+ Ly?
= My
Stacionarius pontra mindkét egyenlés'égiinknek egyidében teljesiilnie kell:
Z = y = 0 pontosan akkor, ha
_ =N+ Ny* + Ly*?
= My .

*

ahol y* gytke a kovetkezd p polinomnak:
p(z) = L32% + (BNL? — ML?)25 4+ (3N2L —3NL? + KM3N —2MNL)z* +

+(2MNL - MN? + N3 —6N?L - KM3N)2® +
+ (2MN? + 3N?L ~ 3N®)2? + (-MN? + 3N%)z — N3,

tovabba z* > 0, y* > 0. (y* = 0 kizarhato, mert akkor N = 0 lenne) Pontosan az
ilyen (z,y) szampérok jelentenek stacionarius pontot.

Ha minden reakcié megfordithato, akkor K, L, M és N mind pozitivak. Elsé
kozelitésként a kovetkezd mondhaté: Mivel p konstans tagja —N3, 0> —N3 =

6
(—1)6 [1 2, ezért legfeljebb 5 pozitiv gydk lehetséges, azaz ennyi y* (amelyek-
i=1
hez nem feltétleniil pozitiv x* tartozik). Adott K, L, M, N esetén a kovetkezGket
tehetjiik: Valamilyen egyszeri eljarassal fels6 korlatot keresiink a pozitiv gyokokre,
majd 0 és a korlat k6zo6tt numerikus modszerekkel, esetleg még a Sturm-tétel se-
gitsegével megkeressiik y(x) kozelits értékeit. Elképzelhets, hogy nem leliink meg
minden kiilénb6z4 fixpontot, ha ezek nagyon kézel esnek egymashoz, de keresés
kozben tekintettel lehetlink olyan kiiszébre, amelynél kozelebbi allapotok kémiai
szempontbol egynek vehetSek, és az ennél tavolabbi dllapotok megkereshetdk.

Példa: K = L =M = N = 1. Korlat: 1 + /5 = 2.3077. A korlat alatt csak y =
1 ad gy6kot, (z,y) = (1,1); mivel a Jacobi matrix sajatértékei itt A; o = -2+ V2,
ezért a stacionarius pont aszimptotikusan stabilis.
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2.2. Megjegyzés az esetleges periodikus megoldasokkal kapcsolatban
A Bendixson-kritérium [6] szerint, ha £ = Fo(z,y), y=Go(z,y) és egy S
egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon beliill 9, F + 0,G elGjele allandé és legfeljebb
nullmértékd halmazon tinik el, akkor nincs S-en belill fekv§ periodikus palya.
A [4]-[5] rendszer esetén

(OuF + 8:G)(1X), [Y]) = —3L[X]* + [X](2k1[A] + k2) + [V](=k2 — 2l2) — ks,
azaz minden periodikus megoldas dtmetszi az
-3l 2 2k [A] + ks ks
Y] = -
] k2+212[ ] ka + 2y X] ko + 20,

egyenletd parabolit. Feltevés szerint ko és [o nem lehet egyszerre 0, igy a kifejezés
értelmes. Specialisan, ha a negativ féegyiitthat6ji parabola teljesen az z-tengely
alatt halad, akkor nincs az elsé ortansban haladé periodikus megoldas. Ez pontosan
akkor kovetkezik be, ha a diszkriminans negativ, azaz ha

(2k1[A] + k2)* — 1203 k5 < 0.

Ennek a kritériumnak a felhasznalasaval elégséges feltételeket kereshetiink a vizs-
galt hat esetben periodikus megoldasok kizarasara.

2.3. Hopf-bifurkacio

Tegyiik fel, hogy a stacionarius pontra vonatkoz6 egyenletrendszer egyetlen
f(x) =0 egyenletre redukilhato, és a masik valtozé mellett két paraméter is ki-
fejezheté x valamelyikének fiiggvényeként. Ha ¢(z) és d(z) a kifejezett valtozok,
akkor a tobbi paramétert régzitettnek véve definialjuk segédeszkdzként a

T={(c,d) : 3z : f(z) =0="Tr(c,d,z)}
gorbét ahol Tr (¢,d, r) a rendszer Jacobi-méatrixanak nyoma.

OF(z, 0G(z,
Tr(c,d,z) = éx v) + éy y).

Ha a T gorbe mentén adott paraméterekhez tartoz6 pontban a Jacobi-matrixnak
két tisztan képzetes sajateértéke van, akkor a gérbén athaladva Hopf-bifurkacié 1ép
fel. Szamoljuk ki a sajatértékeket:

ox oy dy oz
A egyiitthatdja éppen a nyom, ezért
_ O0F(z,y) 9G(z,y)
T Oy Oz
a feltétel. Példaul a teljesen reverzibilis rendszer korabban szerepelt Atparamétere-

zett alakjabél a (-KMz + 2K Ly)(My) <0, Mz > 2Ly feltétel adédik, ahol egy
stacionarius pont koordinatai szerepelnek.

A2 <0
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3. A rendszer viselkedése egy tiltott reakciolépéssel

Aszerint, hogy melyik reakci6lépés nem megy végbe, hat esetet kell megvizs-
galnunk.

3.1. Az I3 =0 eset
_ ki[A _ K}A _ kA _ k ksl .
Aza——I,ILl:ﬁ—_IL{EL’7—W,K——%J,NI_W,N—WWLMS%
tassal (8)—(9) egyenleteink a kivetkez6 format oltik:

5) =122 -2% - KMzy + Ky?
§=Mzy - Ny —y?
A Jacobi-matrix:

2r — 322 - KMy —KMz+2Ky
(6) J(z.9) = My Mz - N -2y
A Bendixson-kritérium szerint nincs az elsé ortansban haladé periodikus megol-
das, ha (M + 2)® — 12N < 0. A korabban jelzett médon nyerhetiink egy masodfoka
gorbét, amelyet minden periodikus megoldasnak at kell metszenie, és ha ez a po-
zitiv ortanson kiviil halad, akkor nincsen periodikus palya, innen a kritérium. Van
az els6 ortansban két, a paraméterektdl fiiggetleniil meglévs stacionarius pontunk:
(0,0), (1,0). Minden mas stacionarius pont ¢ =d, y = Md — N alaku, ahol d a

pa(z) =23 — 22 + KMNz — KN?

polinom gyéke, amely pozitiv, mert pa(0) < 0 és p(2) > 0, ha z < 0, vagyis itt po
szigortian monoton né. A (12) képletbél

-1 —-KM

J(1,0)=\ 0 MoN

Azonnal 1atszik, hogy M < N esetén az (1,0) stacionarius pont aszimptotikusan
stabilis, mig M > N esetén nyereg.

1. LEMMA. N > M esetén a (0,0) és (1,0) staciondrius pontokon kiviil tébb
nincs.

Kémiailag értelmes, ps gydkeként adédo staciondrius pontot csak akkor kap-
hatunk, ha pa-nek van %-nél nem kisebb gyGke, mert ellenkezs esetben y negativ.

pg(%) = IIVVTZ (% — 1) > 0, tovabba p, derivaltjanak, 322 — 2z + K M N-nek nagyob-
bik zérushelye legfeljebb % < %, azaz az %—nél nagyobb z értékekre p, mar szigo-
rdan monoton nd, ezért itt gytke sem lehet.

1. és 2. dbra: (K,M,N)=(1,1,2) és (1,2,1). Az els§ dbra megmutatja az
(1,0) stacionarius pontot, amely M < N miatt aszimptotikusan stabil, ahogyan
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ezt a néhany berajzolt palyarészlet mutatja. A masodik abranal M > N, az (1,0)
pont aszimptotikus stabilitdsa lathatéan elveszett. Sejthet6 viszont egy belss stabil
stacionarius pont (0.6,0.1) kérnyezetében.
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A nullklinak vizsgalata. y = 0 akkor és csak akkor, ha = = EA—%Q Csak a

pozitiv siknegyedbe esé részt figyelembe véve ez a nullklina egy félegyenes, amely az
z-tengelyt %-nél metszi, és a siknegyedet két nem korlatos részre osztja. Az & = 0
gorbe vizsgalatahoz alkalmazzuk az y = 7z paraméterezést. Az = = 0 esetet kiilon

konnyen tudjuk majd kezelni, ezért ilyen esetben a késGbbiekben is feltehetjiik,
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hogy x hatvanyaival szabadon leoszthatunk.
=x2? — 23 - KMz%r + K272
O=1—-z—KMr+ Kr?
z(t)=1- KM7 + K12
y(r) =7 - KM7% + K13

(7)

Az & = 0 nullklinat leiré h(7) = (z(7),y(7)), T € [0, 0o gbrbe az (1,0) pontbél in-
dul, és z(7) vizsgalataval kapjuk, hogy KM? < 4 esetben két nemkorlatos részre
osztja a negyedsikot, mig K M? > 4 esetén két nemkorlatos és egy korlatos részre,
mert az origén kétszer dthaladva el6bb elhagyja a negyedsikot, majd visszatér. Me-
redeksége,

y(r) 1—-2KMr+3Kr?

= — 00,
z(7) -KM + 2Kt

ha 7 — oo.

3., 4. 8s 5. dbra: KM% <4 é&s KM? >4 (K,M,N) =(1,1,2), (2,2,3) és
(1,1,0.5). Lathato egy hurok megjelenése h-n, ha KM? > 4, és a félegyenes z-
tengelyen 1évé kiindulépontjanak eltolédasa az origé felé, ha ‘1\]% csOkken.

Az N = M eset annyiban specidlis az abrazoltakhoz képest, hogy a félegye-
nes és a h(t) gorbe kiindulépontja egybeesik. Ha N < M, akkor létezik legalabb
egy belsd (szigoruian pozitiv koordinatakkal rendelkezs) stacionarius pont, mert a
gorbék meredekségei folytan nagy x értékekre a félegyenes a masik nullklina és az
z-tengely kozott fog haladni, de z = A—’\;—nél a helyzet forditott, és a gorbék folyto-
nosak.

N
M

2. LEMMA. 1 > £ > % esetén pontosan egy belsd stacionarius pont van.

A létezést mar lattuk. p, derivaltjara vonatkoz6 megfigyelésiink miatt z > %
esetén p, mar szigordan monoton, ezért legfeljebb egy z értéket enged meg. Az
egyik nullklina az y-tengellyel nem parhuzamos félegyenes, ezért adott x-hez legfel-
jebb egy y érték adhat stacionarius pontot. Tehat pontosan egy stacionarius pont
van.

3. LEMMA. A (10)—(11) rendszerben létezik vonzé téglalap.

A nullklindk tulajdonsagai folytan léteznek olyan (z;,y;) értékek, hogy az
Osszes stacionédrius pont beleesik az orig6 és (z1,y;) mint szemkozti csticsok al-
tal meghatarozott téglalapba. Valasszuk ezt a pontot éppen az ¢ = 0 nullklinira
esének. A téglalapon kiviil az £ = 0 nullklina halad felul. Ezt dsszevetve az irany-
mezd komponenseinek elgjelével, azt kapjuk, hogy a téglalap negyedsikba es6 olda-
lain mindeniitt a trajektéridk befelé haladnak at, hiszen az y-tengellyel parhuzamos
oldalnal & < 0, az z-tengellyel parhuzamosnél ¢ < 0. Kint minden trajektoéria korla-
tos, mert minden kezddponthoz talalhaté a leirthoz hasonlé 6t tartalmazo téglalap,
ezért véges id6n beliil elérik a legelsGként leirt legkisebb téglalapot.

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




222 MOLNAR TAMAS

2.5 25
2 2
1.5
1.5
y 1L
Y
i 0.5
05 -1 - 0.5 1 15 2 25
0.5 T
-1
0 1 2 3 4
T
2.5
2
1.5
Y
1
0.5
0 0.5 1 1.5 2
(o
3., 4. és 5. dbra

1. KOVETKEZMENY. Ha az origéban nincs athurkolds, azaz KM? < 4 és
N > M, akkor az (1,0) stacionarius pont globélisan aszimptotikusan stabil.

Most is vehetiink egy olyan vonzé téglalapot, mint az el6bb. Sikban korlatos
trajektoriakrol pontosan tudjuk, milyen lehet az w-hatarhalmazuk. A masik stacio-
narius pont, az origd taszit, mert egy kérnyezetében az z irdnyt komponens pozitiv.
Ugyanezért nem lehet hatarhalmaz a két stacionarius pont és az z-tengelyen ko-
zOttiik halado pélya pontjainak halmaza sem. Periodikus palya nem lehet az w
hatarhalmaz, mert ennek a belsejében kellene tartalmaznia legalabb egy staciona-
rius pontot, de ez lehetetlen, mert kimutattuk, nincs mas stacionérius pont, mint
az origo és az (1,0) a negyedsik hataran. Kovetkezésképpen tetszéleges trajektoria
w-hatarhalmaza az egyelemi (1,0) halmaz.
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3.2. Az [, = 0 eset

A (8)—(9) alapegyenletek szerencsés mértékben leegyszeriisddnek:
it=x2—2° - KMzy
(8) .
y=Mzy+ N - Ny

A stacionarius pontokra
Ny—-N
r=—"—
My

ahol y gydke a
pa(z) = KM3Nz* + (-MN?* - KM3N + N%)2% +
+ (2MN? - 3N3)z%2 + (3N® = MN2%)z — N3
negyedfoku polinomnak. Vezessiik be a
q(2) = KM323 + (N? = MN)z? + (MN — 2N?)z + N?
polinomot, azt kapjuk hogy
p2(2) = N(z — 1)q1(2)

A Dulac-kritérium szerint most nincs a pozitiv negyedben haladé periodikus meg-
oldas,ha (M +2)%> = 12N < 0. A lokalis vizsgalathoz sziikséges Jacobi-matrix:

2z - 312 - KMy -KMz

J(z,y) = My Mz — N

Lathatéan megint van egy (K, M, N)-t6l fliggetlen stacionarius pontunk, (z,y) =
(0,1).

-KM 0
N Y
A = —KM, Xy = —N, azaz ez a stacionirius pont most aszimptotikusan stabil;

erre a reakcidegyenletek ismeretében a kvetkezd szemléletes magyarazatot adhat-
juk: Ha a méasodik reakci6 megfordithatatlan, akkor megfeleld sebességi aranyok
mellett el6fordulhat, hogy a gyors 2. reakcié elfogyasztja az X-et, amit a lassa 1.
nem tud pétolni, tehat X (el)fogy, Y pedig dinamikus egyensilyban all (illetve
ahhoz kizelit) B-vel. Ezért kozelit a rendszer az (z,y) = (0,1) allapothoz.

6. abra: (K, M,N) = (1,1,2). Jol lathat6 a (0, 1) stacionarius pont aszimpto-
tikus stabilitasa.

Vizsgaljuk most a ¢; harmadfoki polinomot! Ennek 1-nél nem kisebb gyo-
kei adnak kémiailag értelmes stacionarius pontokat. Ezért alkalmazzuka z =u+1
transzformaciot! A

q(u) = KM3u3 + BKM3 + N? - MN)u? + BKM® — MN)u + KM?
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polinom pozitiv gyokeit kell meghataroznunk. Ezek multiplicitdssal vett szdma Des-
cartes tétele szerint [3] egyenld az egyiitthatok sorozataban elfordulé eljelvalta-
sok szaméaval, vagy anndl egy paros szammal kisebb. A sorozat: +77+4. A kozéps6
egyiitthatok koziil az elséfoku tagé a kisebb, ezért pozitiv gyok létezésének sziik-
séges feltétele 3K M — MN < 0, vagyis ha 3K M? < N, akkor lehet csak belss
staciondrius pont, mert kiilénben a + + ++ sorozatban nincs elGjelvaltés. g, kons-

3
tans tagja 0 < KM?3 = KM?3 [] (—z), ahol a z;-k p; gydkei. Ha van komplex gydk,

i=1
akkor 1 = —Zl|22|2 miatt a valoés gyok negativ. Az is lehetséges, hogy mindha-
rom gyok valos és negativ. Ilyenkor nincs stacionarius pont, példa ilyen esetre a
(K,M,N) = (1,1,2) harmas. Utols6 esetként lehet, hogy 1 negativ és 2 pozitiv
gyokiink van. Tehat 1 és 2 bels6 stacionarius pontu paraméterezés is létezhet asze-
rint, hogy a gyckok egybeesGek-e.

Példa két belsd stacionarius pontu paraméterezés létezésére. Legyen
(K,M,N)=(0.1,1,3).

Kapjuk: (z1,y1) =~ (0.1180,1.0410) (A1,1,A1,2) ~ (0.860, —2.877), (instabil, de)
(z2,7y2) =~ (0.8339,1.3850), (A2.1,A22) = (—0.61, —2.09), ami szerint aszimptotiku-
san stabil fixpontot is talaltunk az elérhet6 pontossaggal szamolva.

1. MEGJEGYZES. Durva hibaanalizist végezve, 10~3 abszolut hibat feltételezve
a koordinatédkban, felhasznalva |z3| < 1, |ya| < 2-t és az Osszeg, szorzat abszolit
hib4jara vonatkozo képleteket azt kapjuk, hogy a sajatértékek hibaja nem nagyobb,
mint 0.52, ezért a stabilitas valoban fennall.

7. abra. (K, M, N)=(0.1,1,3), mint az el6bb: két stabil és egy instabil stacio-
narius pont. A harmadik stacionérius pont a (0, 1).
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7. dbra

Példa pontosan 1 stacionarius pontot adé paraméterezés létezésére.
Tegyiik fel a keresés idejére, hogy a > 0 kétszeres gyok, b < 0 a masik gyok. A

KM323 + (N2 = MN)z%+ (MN —2N?)2% + (MN —2N?)z+ N2 = 1(z — a)*(z - b)

egyenldségbSl KM =1, N2~ MN = —b—2a, MN —2N? = 2ab+a?, N2 = —a?b.
Ezen egyenletrendszer esetleges megoldasai adnak stacionérius allapotokat, amelye-
ket egyenként vizsgalni lehet. Most tegyiik fel, hogy még speciadlisabban M = V.
Egyértelmt megoldast kapunk:

1 8
a=15 b=3, M=N=271315 K =233745 ¢ (z,y):<§,§>.

A nullklinak vizsgalata l,=0 mellett. Legyen a hy gorbe azon pontok hal-
maza, amelyekre: § = 0, ami akkor és csak akkor teljesiil, ha x = %(1 - i) vagy

e s B
Y= T"N_Mz

hh(x) > 0. A gorbe csak = < % esetén van értelmezve a pozitiv negyedben, ezért
az > % sikrészen nem lehet stacionéarius pont.
= 0: A (16) egyenletbdl az y = 7z paraméterezés és osztas segitségével azt
kapjuk, hogy most az & = 0 gorbe koordinatafiiggvényei
z(r)=1- KMt

(©) y(T) =7 — KM7?
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hs(t) = (z(7),y(7)). A gorbe az (1,0) pontbdl indulva monoton csdkkens z
mellett az origén keresztiil, 7 = 57-nél hagyja el a stknegyedet. Két utobbi egyen-
letiinkbsl

_ —(z-0.5)? 1
VO =~ tarar

Ebbdl és a masik gorbérdl leirtakbél kovetkezik egy elégséges feltétel 0 stacionarius
pont létezésére: 1 < 4K M, mert ekkor a parabola fels§ csicsa a masik gorbe leg-
alséd értékét sem éri el. Egyébként 1 vagy 2 stacionarius pont lehetséges. Ha csak
1 van, akkor ez a pont, vagy ha 2 van, akkor kéziiliikk a kisebbik z koordinata-
val rendelkezs stacionarius pont instabil, mert ha egy trajektéria kezdSpontjat ugy
valasztjuk meg, hogy az a tole balra esé sikrészbe és azon beliil a két nullklina
kozé essen, akkor ez a trajektoria téle tavolodva az y-tengely felé fog haladni, és az
irdnymezg jellege miatt z-ben néveked6vé nem tud atvaltani.

8. és 9. abra: (K, M,N) =(1,1,3),(0.1,1,3). Az els6 esetben 0, a masodik-
ban 2 belss stacionarius pont van. A hsz gorbe és az z-tengely altal meghatarozott
korlatos tartomanyon £ pozitiv, a masik tartoméanyban a negyedsikon negativ. A hq
gorbe alatt y pozitiv, felette negativ.

2 25
2
15
1.5
1 )
y 1
0.5
0.5
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 06 08 1 12 14
T T

8. és 9. dbra

4. LEMMA. A {17)-(18) rendszerben létezik vonzé téglalap.

Legyen a téglalap egyik cstcsa az origd. Atlésan szemkozti csticsat valasszuk
az ¥ = 0 nullklinan lévének gy, hogy az y-tengellyel pdrhuzamos oldalara = > 1
teljesiiljon. Ekkor a trajektoridk a téglalap oldalain befelé haladnak 4t. Tetsz6leges
ponthoz most is van ilyen, 6t tartalmazo téglalap, ezért a trajektoridk korlatosak.

2. KOVETKEZMENY. Ha a (0, 1)-en kiviil mds staciondrius pont nincs, azaz ha
hy és hy gorbe nem metszi egymast, akkor ez a staciondrius pont globalisan aszimp-
totikusan stabil.
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Hopf-bifurkacié. = = ﬂMLyN, (y > 1 sziikséges), y-t p; gyokei adjak
p1(2) = KM323 4+ (N2 - MN)2% + (MN — 2N?)z + N?
TrJ(z,y) =2z — 32> - KMy+ Mz — N =

Hly—1]

_2Ny-1) ,N-1)°

M - - N.

— KMy +

Két utolso kifejezéstinket 0-val egyenl6vé téve:

0=KM3z3+ (N2 — MN)2* + (MN — 2N?%)z + N?

2N(y-1) Ny-1)°
0= ~3 — KM
My My ¥

_]\i(}v’_:_l_)~N_

Ezekbdl K és N kifejezhetd:

(y—1+M)(y—1-m)
My(y? — 2y + 1)

_1My(y—-1-M)
T2 y2-2+1

KG) =g NG)

Pozitiv paramétert M + 1-nél nem kisebb y-ra kapunk, ezért z(y) meg van engedve.
10. abra: A T gorbe az (K,N) sikon M =1,y > 2.

0.5+
0.4+
0.3 1
0.2

0.1

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
10. dbra

5. TETEL. ly = 0 esetén a T gorbén torténé athaladaskor Hopf-bifurkédcié 1ép
fel.

Jelen esetben 252 90V — My(—K Mx) = KM?zy < 0 mindig teljesiil.
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3.3. Az [ =0 eset
_ VBBl 5 [uB] . _ 1  kyfA .k _ _k
A o= g 6= \/5 v = et K= R L= xif, M = it

valasztassal az alapegyenleteink a kdvetkezs alakra hozhatok:
i =2% ~ LKzy + Ky?

(10)

y=Lzy+1- My—y%

A stacionarius pontok a kévetkezd formajuak:
. v+ My-1
Ly ’
ahol y gydke a
p3(2) = 2 + (@M — KL®*M)2® + (M? + KL% - 2)2% - 2Mz + 1

polinomnak. Legfeljebb 4 megoldas van. A Bendixson-kritérium szerint minden pe-
riodikus megoldas atmetszi az

_2+L M
Y= YLK 2+ LK

egyenletd egyenest.

A nullklinak [, = 0 mellett. y = 0 akkor és csak akkor, ha

Yy 1 M
=7 Ly+ T =: ha(y)

hy(y) > 0, és hatarértéke a végtelenben ;. & = 0 akkor és csak akkor, ha 0 = z? —

LKzy + Ky?, vagyis adott y-hoz 0, 1 vagy 2 kiilénb6z8 z érték tartozik aszerint,
hogy az z-ben masodfokd egyenletnek hany megoldasa van.

-M M?2+4
L M VT

feltehetd, mert az elsd nullklina ennél nem kisebb y-ok mellett fut az elsé sikne-
gyedben.

Az i =0 egyenletbdl z, 2 = y(l’—zK— + \/% - K )

Nyilvanvald, hogy LzTK < 1 esetén nincs stacionarius pont, mert ilyenkor a

gyokjel alatt negativ szam all. Ha L2K = 4, akkor a nullklina egy az origobol ki-
indulé félegyenes, x = y% egyenlettel. Ezt behelyettesitve a masik egyenletbe és
megoldva kapjuk:

M+ /M2 -2(KL2-2) M+VM?2-4
2= KL?_2 = 2 '
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Lathatoan M-t6l fiigg a stacionarius pontok szama: az M < 2, M =2, M > 2 ese-
tekben rendre 0, 1, 2 stacionarius pont van.

Viselkedés L?°K >4 esetén. Azt tapasztaljuk, hogy az & =0 nullklina
L?K = 4 mellett megjelend félegyenese a szorzat ndvekedésével szétnyilik két ori-
gobol kiinduld félegyenesre, amelyek kozott & negativ, kiviil pedig pozitiv. A féle-

gyenesek egyenlete
LK I2K?

11. és 12 abra. (K,L, M) = (5,2,1) esetén a nullklinik és az irdnymezd

4

2H i ——a S Y
151 8

T 9
Y7 Yy
0.5 1

0 0 2 4 6 8

T z

11. és 12. dbra

Nevezziik alsénak az elsé siknegyedben z-tengelyhez kozelebbit, vagyis ame-
lyik egyenletében + szerepel, felsének a masikat. Ismerve a masik nullklina alakjat,
sokféle viselkedés elképzelhets aszerint, hogy mely félegyeneseket hanyszor metszi,
vagy csak érinti. Az latszik, hogy az als6 félegyenesen 1év6 stacionarius pont léte-
zésének sziikséges feltétele, hogy a felson is legyen, mert ha a teljes sikon tekintjiik
az Y = 0 nullklinat, akkor annak egyik aga végig az y < 0 félsikon halad, a masik

pedig az y-tengelyt a
—M+V/M?+4
2

pozitiv értéknél metszi. Kiszamolhatok viszont a nullklinak metszéspontjai: Legyen

FPE JL2K*? L2K [L2K?
= + L 1 —K =1, b= 5 -L 1 -K-1.

Az als6 egyenesen:

M+ +V/M? — 4a

Yiz = %a
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A felsé egyenesen:

M+ VM2 —4p

2b '
Az z értékek adédnak, és a nemnegativ (pozitiv) parok adnak stacionérius ponto-
kat, mindkét egyenesen legfeljebb kett6t. Megfigyelés: létezik v/, hogy v > v/-re az
y = 0 gorbe és az y-tengely kozrefogjak a félegyeneseket (a meredekségek miatt):

1K K _Lk _ [IRE
L 2Lk LK | /L24K2_K 2 4 ’

azaz hy meredeksége a fels§ egyenes meredekségénél is nagyobb lesz, figyelembe-
véve, hogy az el6bb nem z, hanem y szerinti derivaltakat hasonlitottunk ossze.

Hopf-bifurkacié a (21)—(22) rendszerben.
Lo VAMy—1 M+ VM +4
B Ly Y= 2

szitkséges, mert lattuk, hogy pontosan ekkor fut az § = 0 nullklina a pozitiv sikne-
gyedben. A T gorbe kiszamitasahoz tekintsiik:

0=ps(y) =y + (M — KL>M)y® + (M? + KL? - 2)y* — 2My + 1.

Y34 =

A Jacobi-matrix nyoma:

2
0=2x—LKy+Lx~M——2y=(y2+A{y—1)(L—y+$>—y(LK+2)—M.

Legyen M rogzitett. Ekkor a T gorbe paraméteres alakja:

@) (My-1)

K(y) = -yt M%? —2My + 1
y2(—y? + My - 1)’

LW == -

13. abra. A T gorbe a (K, L) sikon, M = 5.
Mikor teljesiil a Hopf-bifurkaci6 feltétele az aktualis F, G-vel?

S 9F(=z,y) 0G(z,y)
Oy Oz
Ebbél kovetkezik:

6. TETEL. Ha a T gorbén val6 dthaladaskor a metszéspont y paramétere

0 = Ly(-LKz + 2Kvy) = KL(y?> - My + K).

M-vVM?2-4K
2
és
M+ VM2 - 4K
2

kozé esik, akkor Hopf-bifurkicio jitszédik le.
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13. dbra

A kovetkez6 részekben roviden megvizsgaljuk, mi a helyzet, ha a balra mend
reakciok kozott van egy megfordithatatlan.

3.4. A k1=0 eset
Bevezetve a kovetkezs konstansokat:

ks l3]B] k3 ko [l3[B]
= — — = — K —_— —
« k‘2 ) /B l2 ) Y llkg ’ kg 12 ’

k2 k2
L= L2 = iy
1213[B]zlk§’ kaly

kiindulasi rendszeriink az alabbi alakot 6lti:

(1) i = —x% - KMzy + KLy?
11
Y= Mzy+ L — My — Ly?

A Bendixson-kritérium szerint nincs elsé siknegyedbeli periodikus megoldés, ha
M < 12. A stacionarius pontokra: z = A%LL, ahol y a kovetkezd polinom
gyoke:

LPa® 1 3M P + (KM* - 3L0M° - 3123 4 (M® ~ 6E°M — KEMPE)2* +
+3(L% - LM?)2? + 3L*Mz - L3,
Legalabb egy gyok negativ. yy = 0 akkor és csak akkor ha

Ly L 0z(y) L
= —_— = — 1 —.
BEY T ¢ O

Ay M’
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ha y — oo.
A masik gorbe a szokdsos paraméterezéssel:
z(r) = — KMt + KL7?

(12)
y(r) = -KM7% + KL73

T' € [O, %] esetén a negativ, 7 > —ALi esetén a pozitiv siknegyedben halad. Elegen-
déen nagy 7-ra (z,y-ra) az z-tengellyel kozrefogja a masik nullklinAt.

A negyedsik hataran nincs stacionérius pont. A nullklinaknak viszont van leg-
alabb egy metszéspontja a siktartomany belsejében, ezért igaz a

7. LEMMA. Van legalabb egy belsé staciondrius pont.
14. és 15. abra: (K,L, M) = (2,6,3). z,y elgjelei leolvashatok.

2
1.5
Y
) |
0.5
o | 1 2 3
-0.5

14. és 15. dbra

Az egyetlen stacionarius pont: x ~ 1.6948, y ~ 1.1887, a Jacobi-matrix saji-
tértékei kozelitGleg —26.81, —2.64; ezek szerint aszimptotikusan stabil fixpontot
talaltunk.

2. MEGJEGYZES. A sajatértékek hibajarél megmutathaté, hogy legfeljebb 1073
hibat feltételezve a koordinatakban nem lesz nagyobb, mint 0.069, ezért az aszimp-
totikus stabilitas igaz.

Vonzé halmaz létezése. Vegyiink fel egy téglalapot az origoval és & =0
gorbére illeszkedd atlosan szemkozti cstcesal tgy, hogy tartalmazza az Osszes staci-
onarius pontot. Ekkor vizszintes oldalan lefelé, fiiggéleges oldalan balra, azaz befelé
haladnak at a trajektoriak. Megint igaz, hogy minden trajektoria korlatos.

3.5. A ko =0 eset
Felhasznalhatok a teljesen reverzibilis rendszer egyenletei, M = 0 mellett.
& =1x%—-2%+ KLy?

(13)
y=N - Ny- Ly?
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N >0, L > 0. Az egyik nullklina egyszerii:
A porzitiv félsikon 7 = 0 akkor és csak akkor, ha

y_—N+VNM4uV
a 2L ’

ami egy z-tengellyel parhuzamos egyenest ad, és itt y > 0. Az © = 0 gorbe para-
méterezése a kovetkezo:

#{r) =14+ KI~v?

14
(14) y(r) =7+ KL73

16. és 17. abra: A nullklindk és az irdnymez6 szemléltetése (K,L,N) =
(1,1,3) esetén.

2

T :
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NS SAEN Y V4
NNNNNY ' D
N NN i
SN AN b 1
e e NN

i, Y
,——,-'/"/
,, N
4= 0.5
I 1 { | N
dodc Aoy

i } A

b8 }
T T 13 v v

1 1.5 2 0 0.5 1 1.5 2 2.5

8

16. és 17. dbra

8. LEMMA. Ha ko = 0, akkor a paraméterek tetszdleges értékei mellett a rend-
szernek pontosan egy staciondrius pontja van, és ez globalisan aszimptotikusan
stabil.

A negyedsik hat4aran nincs stacionarius pont. Az ¢ = 0 nullklina félegyenese
tetsz6leges paraméterekre létezik. Az © = 0 nullklina az (1,0) pontbdl indul, z(t),
y(t) t-ben szigortian monoton novekvé és nem korlatos. Emiatt létezik pontosan egy
(z”,y"") metszéspontjuk a negyedsik belsejében. Tekintsiik azokat a pozitiv negyed-
sikbeli téglalapokat, amelyek egyik csicsa az origo6. Ha a szemkozti (z1,y1) cstcs
az = = 0 gorbe pontja, és z; > z”, akkor a téglalap vonz. Periodikus megoldasok
csak az egyetlen stacionérius pont koriil lehetnének, de ezek létezését megakadé-
lyozza a vizszintes, invaridns nullklina, amelyen a trajektéridk nem haladhatnak
at. Igy a kétdimenziés dinamikai rendszerek korlatos trajektoridira vonatkozo is-
mereteinkbdl kévetkezden minden trajektoria w-hatarhalmaza az egyelemt (z”, y")

halmaz.
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3.6. A k3=0 eset
Bevezetve az
_ ki[4] L113]B] I l3[B]
= ear X
ki[A]

L' 7 kiko]A)

[0}

>~
N

k2, _ Blals(B]

ki[A] k3ka|A]°
4j paramétereket a (G6)—(7) rendszer az alabbi alakba irhato:
i =1x%-13 - KLzy + K My?

(15)
y = Lzy + L — My?
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A Bendixson-kritériumbél: Az esetleges periodikus megoldasok metszik az z = =5

egyenest.
Az § =0 gorbe egyenlete: z = "—zu - % A goérbe y = ,/%—nél metszi az y-

tengelyt.
Az 1 = 0: gorbe koordinatafiiggvényei az eddig alkalmazott modszerrel:

z(r)=1- KLt + KMr?

(16)
y(r) =7+ KL7? + KM~3

A gorbe ugyanolyan jellegti, mint amilyet az I3 = 0 esetben lattunk. A folytonos-
sag és a meredekségek hatarértékei miatt most is létezik legalabb egy stacionérius
pont a negyedsik belsejében, és vonzé téglalap létezése is az eddigiekhez hasonléan
megmutathaté.

4. Specialis esetek

Eszrevehetd, hogy az & = Fo(z,y),y = G o (z,y) kifejezések rendelkeznek azzal
a kellemes tulajdonsiggal, hogy sok kozos, de ellentétes elGjeld tagjuk van, amelyek
Osszeadaskor kiesnek. Ezt fel tudjuk hasznalni, ha tovabbi megkotéseket tesziink az
[X], [Y) mennyiségekkel kapcsolatban.

[Y] = ¢[X] feltevés a teljesen irreverzibilis rendszerrel. Egy ilyen lehet
példaul az a feltételezés, hogy a reakcidtérben folyamatosan nyomon kévetjitk [X],
[Y] valtozasat, és ugy szabalyozzuk a folyamatot, hogy Y mennyisége (koncentra-
ci6ja) minden pillanatban X mennyiségének (koncentracidjanak) rogzitett ¢ kons-
tansszorosa legyen. Ez X és Y anyagok sziikség szerinti betdplalasaval vagy elvo-

nasaval érhet6 el. A reakcidtérben lévs keverék viselkedését leird egyenletek:

- [Y] = ¢[X]
[X] = Zo{x)® + BAXP - ke X] + e = £([X])
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Ebben az esetben gyorsan kiszamolhatéak a fix [X]-ek, s6t minden nemnega-
tiv [X]-hez automatikusan nemnegativ (Y] fog tartozni: c[X]. Az el§jelek sorozata
fokszam szerint: — + —+, harom elGjelvaltas van, igy a pozitiv gyokdk szama mul-
tiplicitassal szamolva 3 vagy 1. Azt kaptuk, hogy ebben a specialis esetben van
legalabb egy stacionarius pont.

Elégséges feltétel a stabilitasra. Stacionarius pontra f([X],) =0. Ez a
pont stabil akkor és csak akkor, ha f derivaltja [X],-ban negativ. A derivaltfiigg-
vény féegyiitthatéja negativ, masodfoki polinom, ezért biztosan fennall a stabilitas,
ha a derivaltpolinomnak egyaltalan nincs valés zérushelye, diszkriminansa negativ.
Azaz: 0 > 4k2[A)? — 121 ksc, ¢ > % Tehat ¢ elegendGen nagyra vélasztasaval
biztosithatjuk a stabilitast.

Specialis egyenlet [} =0, M =1, K =1 mellett. Tegyiik fel, hogy [; = 0,
tovibba M =1, K = 1. Az utébbiak elérhetGek, ha képesek vagyunk [A], [B] sza-
balyozasara, mert pontosan egy feltételt kapunk mindkét koncentraciéra. Egyen-
leteinkben csak egy paraméter marad, L. Stacionarius pontok éppen a kovetkezd
egyenleteket egyszerre kielégit6 koordinataju pontok.

0=x?— Lay + ?
(18)
0=Lry+1-y—y?

A két egyenlet 6sszegébdl y = x2 + 1. Behelyettesitve (35)-be és rendezve kapjuk:
0=z"-Ls* +3z> - Lz + 1.

Az egyenlet negyedfoki, de szimmetrikus, ezért konnyen elgallithaték a gyokei.
Ezekrdl azutan mar csak a megengedettséget kell leellendrizni. Legyen

L++VL%2-4 L—+vL?2—-4
= - 1o = —mm,
11 2 ) 2 9
Ekkor 212 = ﬁ@, T34 = ﬁ@ Megfigyelés: L < 2 esetén nincs staciond-

rius pont.

5. Osszegzés

Azt talaltuk, hogy egyetlen esettdl eltekintve a vizsgalt rendszerek nem exp-
lozivak. Bizonyos feltételek mellett tébbet, globalisan aszimptotikusan stabil sta-
ciondrius pontok létezését sikeriilt kimutatni. Bemutattuk még, hogy hogyan lehet
a T gorbe segitségével elégséges feltételt adni Hopf-bifurkaciéra. Sejthets, hogy
Hopf-bifurkacié méas esetekben is kimutathato, mint itt sikeriilt. Konkrét eldfor-
duldsoknal tovabbi szamitasokra van sziikség, ha valamelyik olyan esetrél van szo,
ahol nem sikeriilt explicit képlettel megadott eredményt taldlni.
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LOTKA-VOLTERRA-AUTOCATALATOR (LVA) WITH IRREVERSIBLE REACTION
STEPS

TAMAS MOLNAR

In the article a chemical process is examined, that is similar to the reversible LVA model, but
where one of the possible reaction steps is forbidden. The aim is to find the stationary points and
to analyse the global behaviour of the system. In two subcases the occurence of Hopf-bifurcation
is shown using the parametrical representation method.
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KIJELOLT PONTPAROKON ALAPULO KEPREGISZTRACIOS
MODSZEREK

TANACS ATTILA

Szeged

A képregisztracié a digitalis képfeldolgozas egyik alapfeladata. Célja ketts, egy-
mastol fiiggetleniil felvett kép geometriai viszonyanak a meghatarozasa, vagyis annak a
geometriai transzforméciénak a megkeresése, melynek alkalmazasa a két képet a ,leg-
jobban” fedésbe hozza egymassal. A regisztraciés probléma megoldasara 2- vagy 3-
dimenziés képek esetén egyszerd, gyors, és jol hasznalhaté megoldast biztositanak a
kijelolt pontparokon alapulé médszerek, ahol a regisztraciot a két képen megadott azo-
nos szamu, egymasnak megfeleltetve parokba rendezett pontok ismeretében szamitjuk
ki. Jelen cikkben réviden attekintjiik a regisztraciés technikak legfontosabb jellemz6it,
majd részletesen ismertetjiik az altalunk kidolgozott, illetve a szakirodalombél ismert,
els6sorban az orvosi képek regisztraci6jahoz hasznalt, de szamos tovabbi teriileten is
hatékonyan alkalmazhato, a kijelolt pontparokon alapulé moédszereket. A médszerek
bemutatasakor nem torekedtiink a teljességre, bizonyos transzformaciotipusok esetén
még tovabbi, hasonlé bonyolultsagu és hatékonysagn eljarasokat is javasoltak. A célunk
az volt, hogy minden tipusra ismertessiink legalabb egy, jo! hasznalhat6 algoritmust.

1. Bevezetés

A képfeldolgozés szamos problémajanak megoldasakor sziikség van olyan méd-
szerre, ami kiilonb6z8 nézdépontbol, kiilonbozé idépontban, vagy kiilonbozd képal-
kot berendezésekkel késziilt képeket egymassal fedésbe hoz. Harom egymasra épiils
feladatot kiilénboztethetiink meg. Képregisztrdcionak (image registration) nevez-
ziik a bdzis- vagy referenciakép és az illesztendd kép kozotti legjobb fedést biztosito
geometriai transzformacié meghatarozasat. A képillesztés (image matching) fela-
data a regisztraci6 soran megtalalt transzformaci6 alkalmazasa az illesztendd képen,
vagyis az illesztett kép elGallitasa. A képfizid (image fusion) alkalmazaséival pedig
a referencia- és az illesztett képbdl egy 1j képet allitunk els, amelyen a két kép el-
térései, illetve az egymast kiegészité képtartalmak egyiittesen vizsgilhatéak. Mint
lathato, az illesztés feltételezi a regisztracio, a képfzid pedig a regisztracio és az il-
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lesztés elGzetes végrehajtasat. Jelen cikkben csak az elsd lépéssel, a regisztraciéval
foglalkozunk.

A regisztracios, képfuzios technikak egyik legfontosabb alkalmazasi teriilete az
orvosi képfeldolgozés. A kiilonboz6 id6pontokban készitett felvételek illesztésével
lehet&ség van pl. egy daganat valtozasanak megfigyelésére, a kiilonbozé képalkotd
egyiittes megjelenitése pontosabb diagnosztikai informaciét biztosit, illetve segiti a
mitét és a terdpia tervezését. Tobb alapos attekintd cikk is megjelent errdl a terii-
letrdl [12, 14, 16]. Regisztraci6s modszerek fontosak még a légi- és miholdfelvételek
feldolgozasakor, illetve a szamitogépes latas egyes feladataiban [6].

A képek kozotti killonbségek harom tipusat kiildnboztetjik meg. A legegysze-
ribb esetben a képek kozott csak térbeli eltérés van, maga az objektum valtozatlan.
A masodik tipus esetén a felvételek készitésének koriilményei valtoznak, pl. masok a
légkdri viszonyok a légifelvételek készitésekor, vagy mas-mas képalkotd berendezés-
sel késziiltek a képek. Az ebbdl fakadd kiilonbségeket altalaban nehéz modellezni.
A harmadik tipus a legbonyolultabb, ekkor ugyanis maga a vizsgalt objektum val-
tozik meg (pl. daganat eltavolitasa el6tt és utan késziiltek a felvételek). Ebben az
esetben éppen ezen valtozasok detektalasa, megfigyelése a cél, igy az ebbdl fakadd
kiilonbozdségeket nem szabad eltiintetni a regisztracio soran.

Bar minden egyes regisztricios probléma a felsorolt tipusok figyelembe véte-
lével egyedi megkozelitést igényel, minden modszer jellemezhetd a kovetkezs négy
komponens megvélasztasaval [6]:

o A keresés tere (search space) a képek illesztésére alkalmas geometriai transz-
formacié tipusat hatirozza meg. A keresési tér dimenzidja a keresett transz-
formaci6é szabad paramétereinek szamaval egyezik meg, ebben a térben kell
az optimalis pontot megkeresni. A leggyakrabban alkalmazott transzforma-
ci6k a merev-test, az affin, a projektiv, a polinomidlis, illetve a nemlinearis
transzformaciok. Az egyes tipusok tulajdonsagaival, megadasi modjaival a
kévetkezs fejezetekben részletesen foglalkozunk.

e Meg kell hataroznunk, hogy a megfelel§ illesztést biztosit6 transzformacié ke-
reséséhez milyen képi jellemzdket (feature space) hasznalunk fel. A jellemz&k
alkalmas megvalasztasaval a feldolgozand6 adatmennyiség radikélisan csok-
kenthetd, igy felgyorsithato6 a keresés. Ehhez természetesen sziikséges az, hogy
a kivont jellemz6k relevansak legyenek, vagyis jol jellemezzék az eredeti képet.

A képi jellemz6k lehetnek kiilsok (extrinsic) vagy belsék (intrinsic). A kiilsé
jellemz6k mesterségesen keriilnek a képre, kifejezetten a regisztracié elSsegi-
tésére (ilyenek pl. orvosi képeken a csontba furt, vagy bérén rogzitett marke-
rek). A belsd képjellemzdket ezzel szemben magabdl a képtartalombél szar-
maztatjuk (pl. pontok, hatarvonalak, felszinek, objektumok, vagy akir maga
a teljes kép).

o A hasonldsdgi mérték (similarity measure) egy olyan fiiggvény, amely tetszo-
leges transzformacios paraméterek esetén megadja, hogy az adott transzfor-
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maci6 ,milyen jol” illeszti a képeket. A regisztracio feladata ennek a fiigg-
vénynek az optimalizalasa. Kivont geometriai képjellemzsk esetén (pontok,
hatarvonalak, felszinek) a legkisebb négyzetes illesztés a leggyakoribb. A kép-
pontok intenzitasértén alapul6é mértékek, mint pl. a kereszt-korrelacio, az in-
tenzitaskiilonbségek négyzetosszege, vagy a kolcsonos informaciotartalom is
széles korben hasznaltak.

o A keresési stratégia azt hatarozza meg, hogy a hasonlésagi mértéket milyen
modszerrel optimalizaljuk. Kivont geometriai jellemzdék esetén az optimaélis
transzformacié gyakran direkt modszerrel megkaphat6. Bonyolultabb esetek-
ben pl. iteraciés médszerek, dinamikus programozasi technikdk, illetve tn.
,durvatol a finomig” tébbfelbontastu keres6 modszerek alkalmazhatoak.

Az 1. abra a regisztraciot, az illesztést és a fuziét egyarant tartalmazoé eljaras
6 lépéseit mutatja be.

1. dbra. A képfiuzios eljaras f6 lépései. Az I, referencia- és az I3 illesztends képekbdl
kivonjuk az Fy és Fy képi jellemzSket. Ezek felhasznalasaval kiszamitjuk a legjobb
illesztést biztosito T transzformaciot (regisztrdcid). A T geometriai transzformaciot
alkalmazzuk I»-re (képillesztés). Az illesztett képekbdl egy 1j Iz képet allitunk els, ahol
a képek kozotti eltérések, illetve az egymast kiegészit képtartalmak vizsgalhatoak
(képfiizid).

A regisztracios probléma megoldasara altalanos és robusztus megoldast kinél-
nak a kijelolt pontok, mint képi jellemzdék. Egy altalanos pont-alapti moédszer a
kovetkez6 harom lépésbol all: elGszor a pontokat kijeloljiik, majd egyenként meg-
hatarozzuk, hogy az illesztendé képen kijelolt pontokhoz a baziskép melyik kijelolt
pontja tartozik, végiil az egymasnak megfeleltetett pontparok felhasznalasaval ki-
szamitjuk a legjobb illesztést biztosité transzformaciot.

A pontok kivélasztasa és parositdsa torténhet interaktiv vagy automatikus
modszerrel. Interaktiv modszer esetén altalaban kevés (4-20) pontpart jelolnek ki
és parositanak. Ekkor a sziikséges 1épések kényelmes végrehajtasahoz jo képmegje-
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lenit6 szoftver sziikséges (2. dbra). Az automatikus kijel6l6 modszerek nagy szamu
pontot eredményeznek és ezek parositasa specidlis algoritmust igényel. A leggyak-
rabban hasznalt médszerek az un. ,head-hat” eljaras [20], a hiearchikus Chamfer-
illesztés 2, 5|, és az iterativ legkdzelebbi pont modszer [3)].

A kovetkezs fejezetben ismertetésre keriils pont-alapi médszerek feltételezik a
pontok kijelolésének és parositdsanak elGzetes végrehajtasat.

: gitiationV3.82a (May222000) . o T e - (O] x]

File Jmage Operations Contiol Points  Oyetley  Options  Window  Help

P4 P4 B2l S | I [ e S )

o é 5 % i i
1[191,2,3] : e ; : | Scroll L: backwards, R: forwards; CTRLL,Rby 5

2. dbra. A pontok hatékony kijelolése és parositasa komoly megjelenits szoftvert
igényel [26]. Az eljaras kiilonosen 3D-ben nehéz, ahol az egyes pontparok més-mas
sorszamu képszeleten jelenhetnek meg. Az abran fehér sorszammal ellatott pontok jelzik
a radiolégus altal kijelolt anatomiai pontparokat. A sorszamok a kovetkezs teriileteket
jelentik: 2 és 3 az éreglyuk (foramen magnum) bal illetve jobb oldali hatéara, 10 a bal
oldali hall6-egyensilyi ideg (vestibulocochlear nerve) hidhoz (pons) kézeli pontja, 12 és
13 pedig a bal és jobb oldali kiils6 hallojarat (acoustic meatus) also allkapcsi iziilet
(temporo-mandibular joint) mogotti része.

2. Pontparokon alapulé regisztraciés modszerek

A k-dimenzi6s euklideszi térben az egymasnak megfeleltetett két ponthalmazt
jelolje {p;} illetve {¢;} (: = 1,2,...,n), ahol p; = (pi1,-..,Pik) €S @i = (qi1,- - - Qik)-
Ezek lesznek a képi jellemzok. A regisztracio feladata annak a T' : R — R¥ geomet-
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riai transzformaciénak a megkeresése, amely a {¢;} ponthalmazt a {p;} ponthal-
mazba képezi le. Hacsak nem interpolaciés nemlinearis transzforméciot keresiink,
a pontok kijelolési hibaja, illetve a vizsgalt objektum valtozasa miatt altalaban
pontos illesztés nem érhetd el. Ezért az optimalis 7" transzforméciotol azt varjuk
el, hogy a {¢;} pontok képei és az azoknak megfelel6 {p;} pontok tavolsagainak
négyzetosszege minimalis legyen, vagyis hogy a

(T =Y | T(@) - i
=1

hibafiiggvény (a hasonldsdgi mérték) legyen minimaélis (3. 4bra). A kovetkezd al-
fejezetekben a leggyakrabban hasznalt transzformacié tipusokat (keresési tereket),
azok tulajdonsagait, megadasi modjait, és az altalunk ismert keresési stratégiakat
mutatjuk be és hasonlitjuk Gssze.

Il 12
P
kR W e
Py uPs ‘1‘ 9
L] [ ] ]
j 2 Py 97 qg

" . " m
Py P Pu  Pp % %o o
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I3

3. dbra. Az I, referenciaképbdl és a beldle nyirassal (affin transzformacio) eldallitott I
illesztend6 képbél kivontuk a sarokpontokat, mint képi jellemz&ket (Fy), (F2). A nyiras
miatt egyetlen merev-test transzformacié sem tudja a {q;} pontokat pontosan a {p;}
pontokba leképezni. A legkisebb négyzetes értelemben optimalis megoldasként kapott
illesztett kép és a baziskép fuzioja az I3 képen lathato (az egyes pontok kénnyebb
azonositdsa végett csak az objektumok hatarvonalait abrazoltuk).
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2.1. Merev-test és hasonlosagi transzformacié keresése

A merev-test transzformacié az egyik leggyakrabban hasznéalt transzformé-
ci6 tipus, amely az elforgatast és az eltolast foglalja magaban, vagyis tavolsag-,
parhuzamossag- és szogtarto. A hasonlosagi transzformécio ezt béviti ki ugy, hogy
a koordinatatengelyek menti azonos mértékid skaldzast is megengedi, igy a parhu-
zamossagot és a szoget megtartja, de a tavolsdgot nem (4. dbra).

4. dbra. Az egyes transzforméciotipusok hatésa. Az eredeti kép (a), és a rajta
végrehajtott merev-test (b) és hasonlosagi (c) transzforméciok eredménye.
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A transzformacié forgatési részének megadasara tobb lehetfség is van. A leg-
gyakrabban hasznaltakat (ortonormalt méatrixok, egység kvaternié, Euler-féle szo-
gek) az egyes keress eljarasoknal ismertetjiik.

Merev-test transzformaciot hasznalnak pl. az orvosi képfeldolgozasban az agy-
pek esetén hasznos, ahol az objektum meérete és a kameratél val6 tavolsaga kozo6tt
kozvetlen kapcsolat van.

2.1.1. Szingularis érték szerinti felbontis A merev-test transzforméacié meg-
hatarozasanak ezt a modjat Arun és munkatarsai publikaltak |1], kés6bb Umeyama
terjesztette ki hasonlosagi transzformacio keresésére [28]. A két modszer nagyon ha-
sonlo, ezért egyiitt targyaljuk &ket.

A transzformaciot a kovetkezs alakban keressiik:

Y= ZHT%‘— (S'R'Q::+T)||2,
i=1

ahol R egy m x m méretii forgaté matrix (vagyis eleget tesz az R- RT =1I,, és a
det (R) = 1 feltételeknek, ahol I, az m x m méretd egységmatrix ), T egy m-elemi
vektor, ami az eltolast adja meg, s pedig a (minden tengely mentén egyforma)
skalazasi tényez6. Ha merev-test transzforméaciora van sziikséglink, akkor s = 1. Az
algoritmus a kdvetkezd 1épésekbd] all.

Szamitsuk ki a két ponthalmaz silypontjat:

1 n 1 n
MPZEZPh MqZEZ%
i=1 i=1

és legyen

n

2

di=qi— g d=pi—pp g = llai— el
i=1

H= idi diT
i=1

Legyen az m x m méretd H matrix szingularis érték szerinti felbontdsa H =
U-D-VT [22], és legyen X =V -UT. Ha det (X) = 1, akkor R = X az optimalis
forgaté matrix, 3 = o2 /tr (D) pedig az optimalis skilazas. Ha det (X) = —1, akkor
X tiikrozést ad. Mivel ez utobbi szdmunkra nem megfeleld, ezért ebben az eset-
ben tovabbi vizsgalatra van szitkség. Ha H szingularis értékei koziil egy 0, akkor
R=V'-UT, és5=02/tr(D'), ahol a V' és D’ matrixokat tgy kapjuk, hogy a V
és D matrixok utols6 oszlopbeli elemei elGjelét megforditjuk. Ha egyik szingularis
érték sem 0, akkor nincs megoldas.

Az optimaélis forgaté matrix és skilazis ismeretében az optimélis 7 eltolasi
vektor megkaphaté T = u, — 3+ R -y, alakban.

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




244 TANACS ATTILA

2.1.2. Egység kvaternié hasznalata Az egység kvaterni6 hasznalatat 3D
merev-test transzformacié keresésére Horn vezette be [11]. Egység kvaternionak
egy U r = (uo,uy, uz, U3)T vektort neveziink, ahol ug > 0 és u3 + u? + ud +u2 = 1.
A vektor elemei a kovetkezd 3 x 3 méreti forgaté matrixot hatarozzak meg:

ud +u? — v -2 2 (uy Uy —ug-uz) 2 (g uz + g - up)
N
R{uwpr)= {2 (u; uy+ugy-uz) u%+u%—u%—u§ 2 (uy - uz —ugp - uy)

2 (ug - ug —ug-uy) 2 (ug - ug +ug ) ug+u§—u%—ug

Jellje w; = (u4, us, uG)T az eltolasi vektort. A minimalizalandé fiiggvény ekkor:
- 2
Y= llpi— (R(Zr) @+ W) "
i=1

Szamitsuk ki a két ponthalmaz stulypontjat:

n

1 n
=D b= 0

1=1
és legyen
1< T
Ypg = n Z [(CIi —ﬂq) - (ps _.Up) ]
i=1

a két ponthalmaz kereszt-kovariancia matrixa. Legyen A = (A3, A3y, A12)T, ahol
Aij = (Bpg — qu)ij, és legyen

_(tr(Zpg) AT
Q(Zpg) = ( A Yoq + 2,7,; —tr(Zp) - I3/’

ahol I3 a 3 x 3 méretd egységmatrix. A Q(X,,) matrix legnagyobb sajatértékéhez
tartozo sajatvektort valasszuk az optimalis elforgatast megadé u g vektornak. Ezt
felhasznalva az optimalis eltolds megkaphaté

Uy = Hp — R(-JR) " Hq

alakban.

2.1.3. Levenberg—Marquardt nemlinearis iterativ minimalizalas A hason-
l6sagi transzformaci6é hét paraméterét jelSlje ry, ry, 72, dz, dy, d; és s (a harom
tengely koriili elforgatasok és eltolasok, valamint a skalazas). Ezek segitségével a
transzformacié a kovetkezoképpen irhaté fel:

Pi1 qi1 dy
Pia | =8 Rz(rz) : Ry("'y) . Rx(rr) A Q2 | + dy s
Di3 i3 d,
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ahol Ry(rz), Ry(ry) és R,(r.) a megfelels tengely koriili elforgatast leird 3 x 3
méret matrixok [9]. Ha merev-test transzformaciora van sziikségiink, akkor legyen
s =1, és elegendd a tobbi hat paramétert keresniink.

A fenti egyenlet részletesebben kifejtve:

Pi1 = Qi1 8- COSTy - COST, + @i2 - s (sinry -sinry - cosr, + cosry -sinr,) +
+qi3-s-(—cosry -sinry - cost, +sinrg -sinr,) + d;

Pip = —Qir * 8+ COSTy -SinT; + g2 - s+ (—sinry - sinry - sinr, + cosry - cosr,) +
+qi3-s-(cosry -sinry -sinr, +sinrg - cosr;) + d,

Piz = qf ) +8-8inTy — @2+ 8- SinT;COSTy + @3 - - COSTL COSTY + d.

A transzformacié hibaja:

n
Y=Y (e +eb+ek),
i=1

ahol e;1 = pi1 — P;1, €i2 = piz — Dia, €i3 = Pi3 — Dy3-

A ¢ hibafiiggvény T = (r;,7y,7;,ds, dy,d;, 8) = (t1,...,t7) paraméterek sze-
rinti minimalizalasara a Levenberg-Marquardt nemlinearis iterativ modszer egy
valtozatat hasznaljuk. Ehhez sziikséges a G = (¢1,...,97) gradiens vektor és az
A = [ag] T x 7 méreti kozelitd Hesse-fele matrix kiszdmitasa, ahol a masodrendd
derivalt tagokat elhagyjuk [22]:

_ Pt ~( 9Pi2 ~(9Pi3
gk = atk 22[ < >+€12<atk>+613<6tk)}a

OPi1 0P 31_71‘2 OPin | ODi3 ODs3
= QZ(atl B, T Ot otk | ot o

minden 1 < k,! < 7 esetén.

A Levenberg-Marquardt algoritmus egy iteracids lépése az aktualis 7 paramé-
terbecslés finomitasara szolgalé AT vektort hatarozza meg, ami kielégiti a kévet-
kez6 egyenletrendszert:

(A+ X-diag(A)) - AT = -G,

ahol A egy stabilizacids tényez$, amelynek értéke minden lépés utdn megvaltozik.
A kezdeti paraméterbecslés az identikus transzformacié 7 = (0,0,0,0,0,0,1). Az
iteraci6 véget ér a kivant pontossag elérésekor vagy adott szdmu iteraciés 1épés
végrehajtasa utan.
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2.1.4. Merev-test transzformaciét keresd eljarasok tulajdonsagai A gya-
korlatban az egyik legnépszer(ibb moédszer a szingularis érték szerinti felbontason
alapuld. Gyors, stabil, és tetszéleges dimenzi6 esetén hasznalhat6. Egyetlen hatra-
nya, hogy a tlikrozés kikeriiléséhez kiilon vizsgilatra van sziikség. Az egység kva-
ternién alapulé modszer szintén gyors és stabil, s6t az eredmény mindig egy val6s
merev-test transzformacio lesz, nem igényel kiilon vizsgalatot. Jelen formajaban vi-
szont csak 3D-ben hasznalhaté. A Levenberg-Marquardt iterativ minimalizalason
alapulé médszer mar nem annyira megbizhaté, mint az eldz6ek. Egyrészt — a méd-
szer jellegébdl adoddan — a keresés lokalis optimumban is megakadhat, masrészt
a kerekitési hibak OsszegzGdnek. A keresés idGigénye is nagyobb és kiterjesztése
tetsz6leges dimenziora nehézkes. Ennek ellenére a gyakorlatban is alkalmaznak ite-
racios modszert [19].

2.2. Affin transzformacié keresése

Az affin transzformaécié a merev-test, illetve a hasonlésagi transzformaciénal al-
taldnosabb linearis transzformécio, amely az elforgatas és az eltolas mellett maga-
ban foglalja az egyes tengelyek menti kiilonb6z6 mértékii skilazast és nyirast. Egye-
nes képe egyenes lesz, a parhuzamossagot megtartja, de nem szégtarto (5. abra).

Affin transzforméciéra van sziikség, pl. ha légifelvételeket kiildnb6z6 nézépon-
tokbdl készitiink, vagy ha a képalkot6 berendezés nyiré torzitassal, mint leképezési
hibaval rendelkezik (pl. CT illetve MR orvosi képalkoté berendezések bizonyos ké-
riilmények kozott) [16]. Két lehetséges keress eljarast mutatunk be és hasonlitunk
Gssze [26).

2.2.1. Normalegyenletek megoldasa Minden T : R¥ — R¥ affin transzforma-
ci6 megadhaté egy

tin tiz oot tiesr
ta1  ta2 -+ tor t2k4d
T=]": : : :
ke tk2 o ek tkkt
0 0 S 0 1
valés matrixszal. Tetszdleges = = (z1,...,2x) é y = (y1,...,yk) € R¥ esetén

y = T(z) akkor és csakis akkor, ha

Y1 tin tiz -tk trk+d T
Y2 i1 taa - tor f2k41 )
Yk 175 B 7 SR 79 N 1 N R Tk
1 0 0 e 0 1 1
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5. dbra. Az egyes transzforméciotipusok hatasa (folytatas). Az eredeti képen
végrehajtott affin (d), méasodfoku (e) és harmadfoku (f) polinom, valamint egy
thin-plate spline (g) transzformacié eredménye.

sziikség [9]. A transzformacié paramétereinek szama k - (k + 1) a matrix nem kons-
tans elemeinek megfelelGen.

Legyenek {p;} és {q;} az el6zGekben definialt ponthalmazok, a {p;} ponthal-
maz pedig {q;} T transzformacié melleti képe, vagyis p; = T'(¢;) (¢ = 1,2,...,n).
Elvarasunk az, hogy olyan 7" transzforméaciot talaljunk, amely a {¢;} pontokat pon-
tosan {p;}-be viszi, azaz p, = p; = T(q;) (i = 1,2,...,n). Igy egy k - n egyenletbsl
allo, b = A - t alaku linearis egyenletrendszert kapunk, ahol az ismeretlenek szdma
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k- (k +1). Lathato, hogy az egyértelmii megoldas sziikséges (de nem elegendé) fel-
tétele, hogy legalabb k + 1 pontpér legyen. Ennél t6bb pontpar esetén pedig az
egyenletrendszer tilhatarozott lesz, amelynek 4ltalanos esetben nincs megoldasa.
A legkisebb négyzetes értelemben optimalis megoldas az lesz, amely minimalizélja
ab— A-t vektor euklideszi normajat:

n
2
Yty - trkd1) = z Ip; —pill” =
i=1

k
2
E (tjr g+ bk qie F ke — Dig) -
1 j=1

n
1=

2]

A 9 ott veheti fel a minimumét, ahol a —5‘%%, o BTy

" parcialis derivaltak
mindegyike egyenls nullaval:

7 k

N

Ot =2 § Qiv - (fu.k+l — Piu + § tul . (11[) =0
un i=1 =1

n k

=2 Z(tu,k+l — Diu + tul . qil) =0
i=1 =1

19, t,'f'

0tu,k+1

Igy a kévetkezs k - (k + 1) elemii egyenletrendszert kapjuk:
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ay ... ax by t11 e
ag1 ... Gk by tik Clk
b1 bk n tl,k+1 dl
aiy .-+« Gig bl to1 C21
Qg1 -+ Kk b tok Cok
by b n 2 k+1 da
b
ayy ... aix by k1 Ck1
ak1 ... Gkk b thk Ckk
bf o b M th k41 dp.
ahol
n
Quy = Quu = 21‘:1 Qi * Qiv,
n
by = Zi=1 Giu,
n
Cyy = Zi=1piu * Qiv,s
n
dy = 21':1 Piu

(=105 kts V== 25 s )

Megjegyezziik, hogy ez a modszer ekvivalens az AT - A -t = AT - b Gn. normd-
legyenletek megoldasaval. A megoldas akkor és csak akkor létezik egyértelmien, ha
det (M) # 0, ahol

aly Ak b1

M = s . 2 . ’
Ak Ak bk
bl bk n

ami ekvivalens azzal, hogy a ¢; pontok nem esnek ugyanazon (k — 1)-dimenziés
hipersikra. A bizonyitast a kivetkezé alfejezetben adjuk meg.

2.2.2. Szingularis érték szerinti felbontas Az el6z6ekben lattuk, hogy a leg-
kisebb négyzetes megoldast megkaphatjuk az

(1) AT . A .t=AT.b
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normélegyenletek megoldasaval. Az egyenletrendszer eliminaciés modszerrel tor-
téné megoldésa helyett vegyiik A szingularis érték szerinti felbontasat (A =U - D
VT) [22], és helyettesitsiik be (1)-be:

V.-D-UT - U-D-VT.t=V.D.-UT b
A szingularis érték szerinti felbontas tulajdonségai miatt

UT U=vT.v=v.-VT = I 41,

l’g)v ‘ ¥ al p
D* vl t=D-U" b
vagyis
t=V.-DV.ut p=v.Dt.UT b= At ),
ahol D¥ = (af..... U,j(k+1)) diagonalmatrix,

. {1/0,- yha o, >0
(j’] jies

0 ,ha o, =0.

Az A" matrixot nevezik az A métrix Penrose-Moore-féle pszeudoinverz mdtrizdnak
is.

Bizonyithatd, hogy ha rang (A) = k- (k + 1), akkor az igy kapott ¢ a feladat
egyetlen megoldasa, mig ha rang (A) < k- (k + 1), akkor bar a feladat nem oldhato
meg egyértelmiien, de t lesz a legkisebb normajiu megoldas [21].

A kérdés tehat az, hogy az egyértelmid megoldashoz sziikséges rang (A) =
k- (k + 1) feltétel mikor teljesiil? Lathato, hogy akkor, ha az A matrix k- n darab
sorvektora koziill ki tudunk valasztani k- (k + 1) darabot ugy, hogy azok lineari-
san fiiggetlen vektorrendszert alkossanak. Ez viszont akkor és csakis akkor tehet6
meg, ha az n darab ¢; pont koziil ki tudunk vélasztani k + 1 darabot ugy, hogy
azok linearisan fiiggetlenek legyenek, vagyis egyik sem legyen elgallithaté a tobbi k
kivalasztott pont linedris kombinaciéjaként. Ez pedig ekvivalens azzal, hogy ezek
a pontok nem esnek ugyanazon k — 1 dimenzi6s hipersikra. Ezt az allitdst maés
médszerrel is bizonyitottuk [25].

2.2.3. Affin transzformaciét keresé modszerek Osszehasonlitasa A norma-
legyenletek eliminaciés modszerrel térténd megoldasa egyszert és gyors. Tetsz6leges
szamid pontpar esetén is k darab k + 1 egyenletbdl 4ll6 egyenletrendszert kell meg-
oldani. Hatranya viszont, hogy szingularis esetben nem oldhat6 meg, szingularishoz
kozeli esetben pedig megoldasa numerikusan instabilla valhat. A szingularis érték
szerinti felbontason alapulé médszer még szingularis esetben is stabil, viszont a
pontparok szamanak névelésével a felbontand6 matrix mérete linearisan né.

Orvosi képek regisztracioja esetén a pontparok szama viszonylag kevés (4-20),
és kénnyen biztosithat6, hogy a megoldandoé feladat ne legyen szingularis, igy ilyen
célra barmelyik megkozelités jol hasznalhaté.
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2.3. Projektiv transzformacio
A projektiv transzformacié6 a legaltalanosabb lineéris transzformacié. Egyenes
képe egyenes lesz, de sem a tavolsagot, sem a szdget, sem a parhuzamossagot nem
tartja. 2D vetiileti képek 3D képekhez torténd regisztraciéjakor hasznaljak.
Tetszsleges k-dimenzidoban megadhaté egy

11 112 tik 11 k41
21 to2 e tox t2 k+1
T= : : :
tr1 tio e 1792 Th,k+1
tht1,1 tke12 0 tkelk fhalk4l

valés matrixszal. A transzforméacié szamitdsakor a pontok homogén koordinatas

reprezentici6jara van sziikség [9]. Egy u = (uy,...,ux) pont képe v = (vq,...,ux)
lesz a kovetkezé méddon:

T T

(z1,.- y2k,w) =T - (u1,...,uk, 1),
z21 2k
V1= —5. 03Uk = —,
w w

ha w # 0. Ha w = 0, akkor a homogén koordinatas definici6 a végtelen tavoli pontot
jelenti.

Bar a projektiv transzformacié kétségteleniil fontos a gyakorlatban, ilyen tipusa
transzformaciot keres6, kijelolt pontparokon alapulé médszerrel még nem talalkoz-
tunk a szakirodalomban.

2.4. Polinomialis transzformaciok

Bizonyos esetekben, példaul ha a képalkoté berendezés globalis nemlinedris
torzitast végez a képen, linearis transzformacié helyett nemlinearisra van sziikség.
A legegyszertibb ilyen transzforméaciok az m-edfoka polinomialis transzformaciok,
amelyekre az a jellemzd, hogy egy egyenes képe egy m-edfoku polinom altal megha-
tarozott gorbe lesz [13] (5. abra). A transzformaci6t a kovetkezé médon definidljuk
2D-ben:

m m-—=i

Uy = Z aij . 'U;. ’U:;
i=0 j=0
m m—1

Uy = Z bi; -vfc vi

u = (ug, uy) € R?, v= (ve,vy) € R?,
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illetve 3D-ben:

N

e

cijk-vz-vi-v
u = (Ug, Uy, U;) € R, wv= (Vg vy, v;) € R3.

Lathato, hogy az m = 1 esetben az affin transzformaciét kapjuk. Gyakorlatban
méasod- illetve harmadfokt polinomokat hasznalnak. Ennél nagyobb fokszam ese-
tén a transzformacié paramétereinek meghatarozasa egyre szamitasigényesebb, és
a minimalisan sziikséges pontparok T'(m) szama is négyzetesen ng (1. tablazat).

Az egyszeriibb felirasi mod kedvéért a masodfoki 2-dimenzids eset legkisebb
négyzetes megoldasat adjuk meg. Az eljaras kdnnyen kiterjesztheté magasabb fok-
szamra és dimenzidra is.

Fokszam 2D 3D
1 3 4
2 6 10
3 10 20
4 15 35
m T(m) = M) | Ty = T(m — 1) 4 (ZHLmE2)

1. tdbldzat: Minimalisan sziikséges pontparok szama a polinom fokszamanak
fliggvényében

2.4.1. Masodfoku polinom transzformécié 2D-ben Legyenek {p;} és {q;} az
el6zSekben definialt ponthalmazok. Az el6z6 alfejezetben megadott képlet kifejtve
a 2-dimenzids masodfokd (m = 2) esetre:

Pi1 = Goo t+ @10 - Gi1 + Qo1 - Gi2 + G20 - qizl + a1 - g1 ¢iz + ao2 '%22

Pi2 = boo + b1o - gi1 + bor - @iz + b2o - 4 + di1 - gi1 - Gi2 + bo2 - ¢

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)



KIJELOLT PONTPAROKON ALAPULO KEPREGISZTRACIOS MODSZEREK 253

A legkisebb négyzetes megoldast a kivetkezs egyenletrendszerek megoldasaval kap-
juk:

apo  boo

aig  bio P11 P12
AT. 4 . |oor o] _ 47 p?1 p.22 ,

az by

an b“ DPnl1 Pn2

ap2 by

ahol
1 gy @2 ¢ @9 b

1 Gui G2 To1 Gn1Gn2 QP2

2.5. Nemlinearis transzformaciék

Gyakran el6fordul, hogy a képen szerepld objektumok alakja vagy egymaés-
hoz viszonyitott helyzete megvaltozik. Ha ez a valtozas nagy, akkor az el6z6ekben
targyalt globalis technikdk nem alkalmasak a képek pontos regisztrilasara, igy nem-
linearis transzformaciéra van sziikség.

Kétféle nemlinearis pont-alapa transzformacié tipust kiilonbodztethetiink meg.
Az interpoldcids technikdk biztositjik, hogy a két kijel6lt ponthalmazt pontosan
egymaésba viszik, a kézelitd technikak esetében ez nem mindig teljesiil, ekkor ugyanis
kényszerfeltételeket szabhatunk meg a pontkijeldlés pontatlansaganak ellensulyo-
zasara (pl. szabalyozhatjuk, hogy a transzforméacié mennyire térhet el az affintol).
Interpolaciés technika pl. a kévetkezd alfejezetben ismertetésre keriilé un. ,thin-
plate spline” moédszer, amely egy vékony fémlemez minimalis gorbiileti energiaja-
nak megfeleld interpoliciot ad [4]. Mas matematikai megkézelitéssel kidolgoztak a
modszer kozelits valtozatat is [23]. A thin-plate spline tulajdonsiga, hogy egy kije-
is lathatunk emiatt valtozast a transzformalt képen. Ennek a gyakran nem kiva-
natos hatasnak a kikiiszobdlésére dolgoztdk ki a B-spline alapu transzforméciot,
ahol az ilyen valtoztatasok hatdsa mar lokalis [7]. A nemlinearis transzformaciok
megadasihoz hasznalhaté alapfiiggvényekrdl 6sszefoglalé cikket talalhatunk [10].

2.5.1. Thin-plate spline transzformacié A ,thin-plate spline” interpolaciét
Bookstein vezette be [4] (5. dbra). TetszSleges dimenzié esetén értelmezhets, most
a 3D-s valtozatot adjuk meg. A transzformacio 3- (n +4) darab szabad paraméterét
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a kovetkezd egyenletrendszer megoldasaval kapjuk meg:

Ug—q1) - Ul@i—a) 1 qun q12 Q13 ay i m P11 P12 P13

U(Qn - Q1) s U(Qn —Qn) 1 gn1 gn2 qn3 on Bn Yn Pn1 Pn2 Pn3
1 - 1 00 0 O | ]la b ¢t~ 0O 0 0 p

q11 dn1 0 0 0 O az by ¢ 0O 0 O

q12 gn2 0 0 0 O ay by ¢y 0 0 O

q13 e (n3 0 60 0 O a; b, c, 0 0 o

ahol az U ((rz,7y,72)) = /72 + 12 + r2 fliggvény az iin. biharmonikus egyenlet fun-
y x Yy z

damentalis megoldasa 3D-ben. A paraméterek ismeretében egy u = (uz, uy, u;) €
R pont képe egy v = (vz, vy, v;) € R? pont lesz, ahol

n
UI=a+a$-uz+ay-uy+az-uz+zai'U(CIi—u)

i=1

vy:b+bz-uz+by-uy+bz'uz+2ﬂi‘U(‘h‘—“)

i=1

n
vz=c+cI-uI+cy-uy+cz-uZ+Z'yi'U(qi—u).

i=1

Megjegyezziik, hogy ha o; = 3; = y; = 0 (minden i = 1,2,...,n esetén), akkor az
eredmény a kovetkez6 matrix altal definidlt affin transzformaécio lesz:

a; Gy G @
b, b, b, b
ez € € C
0 0 0 1

A 2D-s valtozat a 3D-s alapjan kénnyen felirhato, csak az U fiiggvény definiciéja
tér el:

U((rz,ry)) = (r2 + ri) ‘In(r?+ rfl)

Megjegyezziik, hogy a lineéris transzformaciok esetében a képillesztés (vagyis
a transzformacio alkalmazasanak) id6igénye fiiggetlen a pontparok szamétol, ez-
zel szemben a thin-plate spline transzformaci6 esetében az idSigény a pontparok
szamanak névelésével ardnyosan né.
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3. Pont-alapi moédszerek tovabbi jellemz6i

Felmeriilhet a kérdés, hogy miért van sziikség ennyiféle transzformaciétipus ke-
resésére? Nyilvanvalo, hogy egy adott szabadsagfokkal rendelkez$ transzformacio
csak a megfelels tipusi deforméaciokat képes korrigalni, altaldnosabbakat nem (pl.
egy merev-test transzformacio csak az elforgatasokat és az eltolast). Viszont egy
nagyobb szabadsagi fokkal rendelkezd transzforméacionak a kisebbek specialis esetét
képzik (pl. az affin transzforméacié magéban foglalja a merev-testet). A probléma
ekkor abbél szarmazik, hogy az egymaésnak megfeleltetett pontparok kijeldlése —
mar csak a képek digitalis volta miatt is — a gyakorlatban sohasem pontos. Ezek a
pontatlansagok pedig hamis deformacidkhoz vezethetnek. Példaul ha tudjuk, hogy
a két kép csak eltolasban és elforgatasban kiilénbozik, akkor egy merev-test transz-
formaciot keres§ algoritmus eredményeként egy, az optimalishoz kozeli transzfor-
méciét kapunk. Ha viszont affin transzforméaciét keresiink, akkor hamis nyiré és
skalazé hatést is lathatunk az illesztett képen. Megallapithatjuk tehat, hogy emi-
att mindig a deforméciét legjobban modellezs transzforméciot kell valasztanunk.

Egy masik fontos kérdéskor a pont-alapi médszerek pontossagara vonatkozik.
Mint lattuk, az optimalis transzformaciét egy hibafiiggvény minimalizalasaval kap-
juk meg, amely fiiggvény értékei mind nemnegativok. A kérdés az, hogyha ez a
fiiggvény nulla értéket vesz fel, akkor biztosan tokéletes az illesztés? Gyakorlati fel-
adatoknal a valasz nemleges. A regisztracié feladata ugyanis igazabol a képek, és
nem a kivont képi jellemzdk illesztése. A pontatlanul kivont ponthalmazok pon-
tos illesztése pedig nem garantalja a képek pontos illesztését. Ezt a két hibafajtat
tehat kiilon kell vilasztanunk.

Gyakorlati problémék esetében a képek illesztésének pontossigat altalaban
vizudlisan tudjuk megitélni. Elméleti szempontbdl fontos annak megéallapitésa,
hogy a kijelolés pontossiganak mértéke, illetve a kijelolt pontparok szadma ho-
gyan befolyasolja ezt? Numerikus szimuliciékkal tobben is vizsgaltak a merev-test
[8, 15,17, 18, 27], és az affin transzformacidkat |24, 27]. Az eredmények megallapit-
jak, hogy a képek illesztésének pontossaga egyenesen aranyos a pontok kijeldlésének
pontossagaval, és adott kijeldlési pontossig esetén forditottan aranyos a pontparok
szamanak négyzetgyokével. Adott szdmi pontpar és kijel6lési pontossag esetén pe-
dig egyenesen aranyos a pontok altal meghatarozott térfogat kobgyokevel [24, 27].
Ajanlott tehat minél tObb pontot, minél pontosabban, minél nagyobb térfogatrész-
bél kivalasztani.

4. Osszefoglalas

A cikkben 6sszefoglaltuk a regisztraciés modszerek legfontosabb tulajdonsa-
gait, majd részletesen ismertettiik az altalunk kidolgozott, illetve a szakirodalom-
ban talalhatd, kijelolt pontparokon alapulé transzformacidkeresG eljarasokat.
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A linearis pont-alapu moédszerek megbizhatdak és jol hasznalhatoak, amennyi-
ben a keresend§ transzforméacié ténylegesen linearis, vagy legalabbis jol kbzelithetd
vele. A gyakorlatban altalaban ilyenek pl. a mihold- illetve légifelvételek, illetve

Py

csontba firt markerek segitségével meghatarozott linearis transzformaciot tekintik
a legpontosabbnak [29)].

Amennyiben a képek kozotti killonb6z6ségek nemlinearis transzformacié kere-
sését igénylik, a pont-alapi modszerek hasznalata nehézkessé, megbizhatatlanabba,
valik. Altalaban nagy szamu pontpar kivalasztasa sziikséges, raadasul a nemlinearis
transzformaciénak jol kell modelleznie a képen lathaté objektumok deformaciéjat.
Az orvosi képfeldolgozasban ilyen probléma meriil fel pl. a hasi szervekrdl, a ge-
rincrdl, illetve miitét elStt és utan késziilt felvételek regisztraciéjakor. A csontok
illetve a lagy szovetek deforméacios képessége jelentésen eltér, jelenleg is aktiv ku-
tatas targyat képezi ezek megfelelé modellezése. A jelenlegi eredmények alapjan
elmondhatd, hogy ilyen esetben a pontparok helyett inkabb kijel6lt felszineket, tér-
fogatokat, illetve a képek intenzitasértékeit érdemes hasznélni.

Kész6netnyilvanitas. Koszonetet mondunk dr. Csernay Laszlénak (Szegedi Tu-
doméanyegyetem Orvostudomanyi Kar) az MRI képekért, és dr. Nagy Endrének
(Szegedi Tudomanyegyetem Orvostudomanyi Kar) az anatémiai pontparok kijelo-
léséért.
Munkankat az OTKA T023804 és az FKFP 0908/1997 palyazatok tamogattak.
A regisztraciés eredményt bemutat6 6. és 7. abrak a Slicer program segitségével
(http://www.slicer.org/) késziiltek.
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6. dbra. 3D MRI agyfelvételek regisztracio elstt. Feliil a baziskép, kozépen az illesztendd
kép, alul a baziskép és az illesztend6 kép korvonalanak egymaésra vetitése lathato a
harom tengely mentén elmetszve (axial, saggital, coronal).
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7. dbra. A regisztracio és az azt kovetd illesztés eredménye. Feliil az illesztett kép, alul a
baziskép és az illesztett kép korvonalanak egymasra vetitése lathaté6 a harom tengely
mentén elmetszve (axial, saggital, coronal). A regisztraciohoz radiologus altal kijelolt 13
anatomiai pontpart és a szingularis érték szerinti felbontason alapul6 merev-test
mobdszert alkalmaztuk. Tapasztalatunk alapjan a pontparok kijelolése kb. 5-10 percet, a
regisztracio és az illesztés végrehajtasa néhany tizedmasodpercet vesz igénybe.
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IMAGE REGISTRATION METHODS BASED ON INTERACTIVELY IDENTIFIED POINT
PAIRS

ATTILA TANACS

Registration is a fundamental task in digital image processing. Its purpose is to find a ge-
ometrical transformation that relates the points of an image to their corresponding points of
another image. A general and easy to use solution for registration problems is selecting pairs of
points as features. In this paper, after a short general introduction which describes the most com-
mon features of the registration methods, we discuss some of the point based methods proposed
by us and other authors. We successfully use these in the field of medical image registration but
they also can be used in other fields including computer vision and remotely sensed data proces-
sing. We didn’t inted to describe all the available methods. For some transformation types such
as rigid-body, there are several others with similar complexity and reliability. We intended to give
at least one useful method for every transformation types.
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AZ ARANYOS ELOSZTASI ELJARAS EGY KARAKTERIZACIOJA

TASNADI ATTILA*

Budapest

Amennyiben egy targy irdnt megnyilvanulé igények meghaladjak a rendelkezésre
all6 mennyiséget, akkor valamilyen eljaras szerint szét kell osztanunk a sz(ikés mennyi-
séget a szereplSk kozott. Az elosztasi eljarasokat szokas igazsagossagi, invariancia és mas
tipusii axiomakkal jellemezni. Ebben a cikkben az aranyos elosztasi eljarast jellemezziik
egy igazsagossagi és egy invariancia axiéma segitségével.

1. Bevezetés

Az életben szamtalanszor talalkozunk olyan helyzetekkel, amikor egy targy
irAnti mennyiségi igények meghaladjik a targybdl rendelkezésre 4llé mennyiséget.
A targy szot Atvitt értelemben hasznaljuk, azaz nemcsak fizikai formaban megje-
lend targyakra gondolunk. Példanak tekinthetjiik a karpotlasi igényeket, egy cs6d-
bement cég hitelezSinek igényeit, egy sziiletésnapi torta szeletei irant megnyilvanulé
igényeket, a képviseleti problémakat, stb.

A képviseleti problémat itt kiilon ki is emelném, mivel jol ramutat arra, hogy
milyen tagan értelmezziik ebben a cikkben a targy fogalmat. Ha csoportok képvi-
seletének kérdését akarjuk vizsgalni, akkor a kérdéses targy a képvisel6i hely, mig
az egyes csoportok képviselShelyek iranti igényének mértéke — a mindenki szeretné
magat személyesen képviselni elvbdl kiindulva — a csoport létszamaval egyezik meg.
Ilyen képviseleti probléma példaul az egyes teriileti egységek képviselete egy orszag
parlamentjében, a karok képviselete az Egyetemi Tanacsban, stb. A képviseleti
problémat részletesen targyalja Young [6] konyvének 4. fejezete.

* A szerz$ kifejezi koszOnetét egy anonim biralé hasznos megjegyzéseiért. A kutatis kezdete az
MTA Bolyai Janos Kutatasi 8szténdfj és a BKAE normativ kutatastamogatasi palyazat (2001/78)
keretében folyt. A kutatas folytatasat az OTKA (F 043496) tette lehet6vé.
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A vizsgalédasaink soran feltessziik, hogy mind az igények, mind az elosztandé
mennyiség egészértékd. Az ilyen tipusi elosztasi problémakat diszkrét elosztasi
probléméaknak szokis nevezni. A fent emlitett képviseleti probléma példaul egy
diszkrét elosztasi probléma. Moulin [1] determinisztikus elosztasi eljarasokat vizs-
galva kimutatta, hogy axiomatikus tulajdonsagai alapjan az igynevezett prioritasi
szabaly — amely a szereplGket egy az igényiikt6l és az elosztandé mennyiségtél
fiiggetlen fontossagi sorrendbe rendezi — kitlintetett szerepet tolt be. A prioritasi
szabaly szerint egy alacsonyabb fontossagu szerepls csak akkor részesiilhet az elosz-
tand6 mennyiségbdl, ha az Gsszes nala fontosabb szerepld igényét maradéktalanul ki
lehet elégiteni. Kiemelendé Moulin-nek a diszkrét elosztasi problémara vonatkozé
tétele [1, 1. tétel], amely szerint a harom invariancia axiémat (konzisztencia, alul-
ol elgallithatosag és feliilrdl elgallithatosag) egyszerre egyediil csak az ugynevezett
prioritasi szabdaly teljesiti. Ez egy meglehetSsen negativ allitds ugyanis a prioritasi
szabily egy nem igazsagos elosztasi eljaras.

A determinisztikus modellkeretben ad6dé negativ eredmény feloldhaté, ha az
elosztas folyamata soran megengedjiik a véletlent, azaz az elosztasban résztvevd
szereplGknek juttatott mennyiségek valoszindségi valtozok. A valdszinliségi modell-
keretben Moulin [2] tébbféleképpen karakterizalja az ugynevezett aranyos elosztasi
eljarast, amely szerint az elosztand6 egységeket ugy sorsoljuk ki a szereplSk kozott
egymasutan, hogy minden egyes szereplé a fennmaradé igényekkel ardnyos valo-
szintiségekkel juthat az éppen kisorsolandé egységhez. Az ardnyos elosztasi eljaras
- akarcsak a prioritasi szabaly — eleget tesz a konzisztencia, alulrél el§allithato-
sagi és fellilrol elgallithatosagi axiomaknak. Ebben a cikkben az arinyos elosztasi
eljarasra adunk egy egyszertd karakterizaciét.

2. A modellkeret

Jeldlje N a nemnegativ egész szamok halmazat és legyen A a lehetséges sze-
replék egy véges halmaza. Tetszéleges N C NV, z € NV és M C N esetén vezessiik
be az Ty = Y pq Ts jelGlést.

Egy elosztdsi probléma az (N, ¢, (z;),c ) harmassal irhato le, ahol N C M a sze-
replSk halmaza, t € N az N-beli szereplSk részére elosztandd mennyiség és x; € N az
i € N szerepld igénye. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy zn > ¢,
mivel ellenkez6 esetben mindenki megkaphatja az altala igényelt teljes mennyiséget.

A lehetséges elosztdsok halmazat jelolje Qp ¢ ., azaz

Oniz={weNY |wy =t, Vie N :0<w <z},

és jelolje P(Qn,12) az QN4 . halmaz hatvanyhalmazat. A p valdsziniiségi elosz-
tdsi eljdrds minden egyes (N,t,(z;),cy) elosztasi probléméahoz hozzarendel egy
az (Q Ntz P(Q N,t,x)) téren értelmezett valdszindségi mértéket, amelyet py ¢ o-szel
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jeloliink. Tovabba jelélje ekkor p?V,t,m az i € N szereplének jutatott mennyiség el-
oszlasat, amely a pn ¢ . egy peremeloszlasa.

Az aranyos elosztasi eljaras jellemzéséhez két axiémara lesz sziikségiink. Az
elsd szerint, ha a rendelkezésre all6 mennyiség megndvekszik, akkor azonos elosz-
tashoz kell jutnunk a megndvekedett mennyiség egyideji elosztisa esetén, illetve
az eredeti mennyiség és a ndvekmeény kiilon-kiilon torténd elosztasa esetén. Ezt az
axiomat alulrol elgallithatosagi axiéméanak nevezziik.

1. AXIOMA. Alulrél eléallithatdsag:

0<t <t<ay=pnialw)= D pNwe(@)pN it emw (W - o)
WEQN 1,
w' <w
teljesiiljén minden N C N halmazra, minden t,t' € N elosztandé mennyiségre, min-
den x € NV igényvektorra és minden w € Qy ; , elosztésra.

Megjegyzendd, hogy az alulrél elGéllithatosagt axidomat eredetileg determinisz-
tikus elosztési eljarasokra fogalmaztik meg (lasd példaul Moulin [1]). A determi-
nisztikus modellkeret val6szintségi kiterjesztését illetGen Moulin [2] és a szerz [4]
Moulin-t6l fiiggetleniil elért eredményére utalunk.

Az elemzésilink soran hasznalt masodik axiéma egy igazsagossagi axiéma, amely
szerint a varhaté elosztisoknak az igényekkel aranyosaknak kell lenniiik.

2. AXIOMA. Ardnyos varhato részesedés:

t

kply , (K =1, —
];) PN, (k) In

teljesiilion minden N C N halmazra, mindegyik i € N szereplére, minden ¢ € N
elosztand6 mennyiségre és minden = € NV igényvektorra.

3. A karakterizacio

Definidljuk az aranyos elosztasi eljarast: Egy adott (N o (Z4) e N) elosztasi
probléma esetén jutassunk az ¢ € N szereplének x; darab sorsjegyet. Majd hiz-
zunk ki visszatevés nélkiil ¢ darab sorsjegyet az xn darab sorsjegy koziil és végiil
minden egyes szerepld a kihuzott sorsjegyeivel azonos mennyiségben részesiil az
elosztand6 targybol. A definiciobol kifolyolag az aranyos elosztasi eljaras a polihi-
pergeometriai eloszlassal irhato le, tehat

/)N,t,z(w) =

tetszbleges w € Q¢ . elosztas esetén.
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1. TETEL. Az ardnyos elosztdsi eljaras karakterizalhaté az alulrél elGallithato-
sdgi és az aranyos virhaté részesedés axioméakkal.

Bizonyitds. Az 4ltalanossag megszoritdsa nélkiil feltehetjitk, hogy N = {1,
..,n}. A tovabbiakban az alabbi két azonossagot fogjuk majd hasznélni:

2 @)=

5 05

k4 +kp=k i=1

Elgszor is gy6zddjiink meg arrdl, hogy az aranyos elosztéasi eljaras kielégiti mind
az alulrol elgallithatdsagi, mind az ardnyos varhaté részesedés axiémakat. Legyen
0<t—u=t' <t <zy és vegylnk egy tetszéleges w € {dn ¢ o elosztast. Ekkor az
aranyos elosztasi eljaras definici6ja, (2), disztributivitas és (1) miatt a kovetkezd
egyenlGségek adodnak:

n

PNte(w) = pN.t,z(w)% (2) = EZ(%TI é ) H ( )

u wiy=t—u 1=1
0<w<w

M G2 T CE
0 L e

t—u u

0<w' <w 0<w' <w

Z pN.tl,I(w/)pN,t—t’,:t—w’(w —w'),
W EQN 1 p
w'<w

amelyek alapjan lathato az alulrol elgallithat6sagi axioma teljesiilése. Tovabba az
aranyos elosztasi eljaras nyilvan kielégiti az aranyos varhato részesedés axioma-
jat, mivel a polihipergeometriai eloszlas egydimenzids peremeloszlasainak varhaté
értékei tx; /xN.

A forditott irdnyt ¢ szerinti indukcidval latjuk be. Tekintsiik elSszor a ¢t =1
esetet. Ekkor az aranyos varhato részesedés axiéméaja miatt barmelyik ¢ € N sze-
replének juttatott mennyiség eloszlasa

z _ (")

Puas) = 25 = g e
i _av-zi _ (H)EYT)
pN,l,:z(O) e N - (:rlN)
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tetszleges © € NV igényvektorra. Mivel py | (1) = pn,1,z(ei) és Qw12 = {e1, €2,
.,en}, ezért barmely w € Q1 ; elosztasra teljesiil a kovetkezd egyenlSség

(3) PNz (W) = H—(Q
1

Vegyiink egy tetszéleges rogzitett x € NV igényvektort. Az indukcids feltevés sze-
rint

T &)
(4) t-1,z W) = T’
pra-12l) = (s

tetszlleges w' € Qu 11, elosztasra. Az alulrél elGallithatésagi axioma, (3), (4), (1),
s (2) felhasznalasaval az alabbi egyenloségeket kapjuk:

PN tz(w) = Z PN t—1,2(W)PN 1z (W — W) =

WEQNI_1,x
w <w

. Z z 1 (13:)( : W:) _ Z H?:l (::) (w,-u—)—iwi) .
0 D o 1ot R e 0513
w' <w 0<w' <w

- H%‘N():) 6 SL% H(‘,‘:) _ H;‘(:;N()i:i)

t i=1 t

tetszbleges w € Qpn ¢, elosztasra. Tehat py ;. valéban egy polihipergeometriai el-
oszlas, azaz p sziikségszerien az aranyos elosztasi eljaras. O

4. Irodalmi kitekintés

Moulin [2] megadja a valésziniségi modellkeretben a harom invariancia axié-
manak (konzisztencia, alulrél eléallithatosag és feliilrd] elsallithatosig) egyideji-
leg eleget tevs elosztasi eljarasok halmazat. Lényegében az ezen halmazba tartozé
eljarasok a szereplSket prioritasi osztalyokba soroljak és az igy adédd prioritasi
osztalyokon beliil engedik csak meg a visszatevéses mintavételen alapuldé arényos
elosztas alkalmazasat.! Moulin [2, 2. tétel kovetkezménye] szerint csak az aranyos

1A pontosan két szereplst tartalmazo prioritasi osztalyokon beliil az ardnyos elosztasi eljarason
kiviil masfajta elosztasi eljaras is megengedhetd.
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elosztasi eljaras ,prioritis mentes”. Ezért igazsigossigi megfontolasbél ez utobbi
eljaras kitlintetett szerepet jatszik a valosziniiségi modellkereten beliil.

Végezetiil megemlitenék még két tovabbi valdsziniiségi elosztasi eljarast. A fair
sorbadllasi eljaras szerint az elosztandé mennyiséget tobb forduldban osztjuk el
ugy, hogy minden egyes forduléban a még igényekkel rendelkezd szerepléket vélet-
len sorrendben egy-egy egységhez juttatjuk a még el nem osztott egységekbdl. Ezen
eljarast tobbféleképpen karakterizalja Moulin és Stong [3]. A masik altalam még
emliteni kivant eljaras a fair maradék elosztasi eljaras, amely szerint mindenkinek
garantalt az igényeivel aranyos részesedésének lefelé kerekitett értéke és a maradé-
kot pedig gy osztjuk el, hogy teljesiiljon az ardnyos varhaté részesedés axiomaja.
A fair maradék eljaras definiciéja és egy karakterizaciéja megtalalhaté a szerzé egy
masik cikkében [5].
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A CHARACTERIZATION OF THE PROPORTIONAL PROBABILISTIC
RATIONING METHOD

ATTILA TASNADI

Rationing occurs if the demand for a certain good exceeds its supply. In such situations a
rationing method has to be specified in order to determine the allocation of the scarce good to
the agents. Moulin [2] characterized the proportional probabilistic rationing method in several
ways. In this paper we give a simple proof of a characterization of the proportional probabilistic
rationing method.
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AZ LPT(k) ALGORITMUS EGYFORMA PARHUZAMOS GEPEK
UTEMEZESERE

DOSA GYORGY ES VIZVARI BELA

Veszprém, Budapest

Az egyforma péarhuzamos gépek iitemezése az iitemezéselmélet sokat vizsgalt,
klasszikus feladata. A feladat NP-teljes, nem ismert olyan polinom lépésszamu algorit-
mus, amely minden esetben meghatarozna egy optimalis megoldast. Az egyik legkorabbi
approximdcio6s algoritmus Graham LPT algoritmusa. E cikkben az LPT algoritmusnak
megadjuk egy lehetséges altaldnositasat, részletesen foglalkozunk az 0j algoritmuscsa-
lad elméleti hatékonysagaval, valamint illusztraciéként kozliink néhany feladatosztalyon
kapott futasi eredményeket is.

1. Bevezetés

Egyforma parhuzamos gépek litemezésével, a P || Chax feladattal foglalko-
zunk, amely a kovetkezs: Adott egy feladathalmaz: 7 = {1}, Ts,...,T,}, ahol T}
(i =1,...,n) olyan munkat jelent, amelyet m gép valamelyikével kell elvégezni. A T;
munka elvégzésének ideje [(T;). A munkak egy itemezésén a 7 halmaz valamely
P = {P, Py,..., Py} partici6jat értjik, ekkor az i-edik gép végzi a P;-ben 1évé fel-
adatokat, az egy-egy gépen elvégzendd munksk sorrendje kbz6mbos. A P litemezés
teljes atfutasi ideje az utolsé munka befejezési idejét jelenti, ahol feltessziik, hogy
a gépek a 0 id6pontban kezdenek dolgozni. A teljes atfutasi id6t L(P)-vel jeloljiik.
A P* iitemezés optimalis, ha a 7 halmaz tetsz6leges P litemezése esetén teljesiil az
L(P*) < L(P) egyenlétlenség. Ilyen optimalis {itemezés biztosan van, esetleg tobb
is lehet. Az L(P*) értéket jeloljiik OPT(T)-vel. Kénnyen igazolhat6, hogy a feladat
NP-teljes [4].

Az egyik legkorabbi heurisztikus megoldé algoritmus a Graham-féle LPT (lon-
gest processing time) algoritmus [6] a nevéhez hiven a munkakat sorbarakja tgy,
hogy a végrehatasi id6k monoton nemnovekvs sorozatot alkossanak. (Nevezziik ezt
a sorrendet a tovabbiakban LPT-sorrendnek.) Ezutdn a munkakat ebben a sor-
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rendben mohé médon iitemezi, a soron kovetkez8 munka olyan gépre keriil, hogy
ezaltal a teljes atfutasi id6 a lehetd legkevésbé novekszik. Jeloljikk ALG(7)-vel egy
adott ALG algoritmus altal meghatarozott iitemezés atfutasi idejét a 7 a fela-
dathalmaz esetében. Az algoritmusok hatékonysagat gyakran mérik ugy, hogy az
ALG(T)/OPT(T) érték legfeljebb mekkora lehet. Legyen tehat

LG(T)

1 R,,(ALG) =«
0 (ALG) = supy { S0

’ T tetszoleges feladdthalma/}

Az el6bbi értéket az algoritmus elméleti hatékonysiganak nevezziik. Az LPT
algoritmus esetén Ry, (LPT) = § — 5= [6]. Az LPT-nél jelentésen hatékonyabb (leg-
alabbis a legrosszabb eset tekmteteben) a Multifit algoritmus. Ez ladapakolasi algo-
ritmust és logaritmikus keresést valtogat, és teljesiil hogy R, (Multifit(k)) < 1.22 +
27k [1], ahol k az elvégzett iteracick szdma. E két algoritmus vizsgalataval foglal-
kozik [10]. A feladatot tovabb vizsgalva kés6bb kideriilt, hogy tetszélegeses kicsi
pozitiv e-hoz megadhat6 olyan ALG(e) algoritmus, amelyre R,,(ALG(g)) <1 +e.
Az ilyen algoritmus-csalddot polinomialis idejd approximéciés sémanak (PTAS)
nevezik [8]. Altaldban persze az € szam csokkenése esetén a lépésszam novekszik.
A témaban érdekldds olvasénak részletesebb attekintés kedvéért a [7], [9], [11] md-
veket ajanljuk.

Graham [6] cikkében felvazolja az LPT algoritmusnak a kovetkez§ altalanosita-
sat: A munkakat LPT-sorrendbe rendezziik, ezutan az elsé k szima munkat optimé-
lisan iitemeziink, majd a hatralévd munkakat az LPT algoritmus szerint {itemezziik.
Nevezziik ezt az algoritmust LPT(k)-nak. Jelen cikkiinkben az LPT algoritmusnak
egy masik, LPT(k)-val jelolt altalanositasaval foglalkozunk: A sorbarendezés utan,
amikor megkeressiik a kovetkez6 k szdmi munka optimaélis {itemezését, csak a so-
ron kévetkezd munkat iitemezziik ennek megfeleléen, majd megint a kévetkez§ k
darab munka optimalis iitemezésének megkeresésével folytatjuk tovabb az algorit-
must, most is csak egyet iitemeziink ennek megfelelSen, és igy tovabb. Ez is egy
viszonylag egyszerd, és még nem vizsgalt altalanositasa az LPT algoritmusnak.
Latni fogjuk, hogy a legrosszabb eset vizsgalatanak tekintetében ez hatékonyabb
az LPT(k) algoritmusnal. Rogzitett k esetén az algoritmus lépésszama a kezdeti
sorbarendezéstdl eltekintve, ami nlogn lépés, linearis futasidejd, és k — oo esetén
az algoritmus hatékonysaga 1-hez tart.

Korabbi cikkeink ([2] és [3]) mas altalanositasi lehetSséggekkel foglalkoznak.
[2] kozli az LPT és a Multifit algoritmusoknak egy olyan k6z6s altalanositisat,
amelynek soran az elméleti hatékonysidg nem romlik, 3 — 3+n marad. Azt, hogy
a Graham-féle LPT algoritmus a mai napig népszerd, szeles korben alkalmazott
mddszer, és tovabbi kutatasok targya is, mutatja 5] is. Ez a cikk lényegében [2]-
hez hasonlé eredményeket kézol.

A cikk szerkezete a kdvetkezd. A masodik fejezetben el6készitjiik az algoritmus
vizsgéalatat, a harmadikban pontos becslést adunk az algoritmus elméleti hatékony-
sagara két gép és tetszOleges k esetén. A kdvetkezd két fejezetben szintén pontos
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becslést adunk tetszbleges gépszam, valamint k = 3 és k = 4 esetén. Az utolso fe-
jezetben két tablazatban illusztraljuk a kapott modszer hatékonysagat.

A tovabbiakban az egyszertiség kedvéért az optimalis {itemezésnél szerepls gé-
peket optimalis gépeknek nevezziik, a legrévidebb atfutasi idével rendelkezd munkat
A-val jeldljiik, és a munkdk hosszat gyakran [(7') helyett csak T-vel fogjuk jeldlni.

2. Az LPT algoritmus, és altaldnositasi lehetdségeti

Graham LPT algoritmusa a kdvetkezé: El6szér a munkakat nemndvekvd sor-
rendbe rakjuk a végrehajtasukhoz sziikséges id6 szerint. Ezutan ebben a sorrend-
ben iitemezziik Sket, mindig a legkorabban felszabadulo gépre tessziik a kovetkezé
munkat. Az LPT algoritmus esetén R,,(LPT) = % - ﬁ, a becslés éles voltanak
bizonyitasara az alabbi feladathalmaz szolgal:

(2) T={2m-12m-1,2m—-22m-2,...,m+1,m+ 1,m,m,m}

Az LPT korabbiakban emlitett, Graham cikkében szereplé LPT(k) altalanosita-
sanak elméleti hatékonysaga a k paraméter ndvekedésével javul: R,,(LPT(k)) <
1+ I%L—D%’ és a becslés éles ha a gépek m szama osztéja a k paraméternek [6].
Jegyezziik meg, hogy 1 < k < 2m esetén nem kapunk az R, (LPT) = 3 — 51 kons-
tansndl jobb értéket. Alabb megadjuk az LPT egy maésik lehetséges altalanosit4sat:
az LPT(k)' algoritmus soran a munkikat LPT-sorrendbe rendezziik. Ezutan megke-
ressitk a kovetkezd k szami munka optimalis elhelyezését. Ezutan csak azt rogzitjiik,
hogy a sorban kovetkezd munka melyik gépre keriil, és ezt a két lépést ismételjiik.
Amikor utoljara mar csak k darab munka marad, azokat utoljara egyszerre optima-
lisan {itemezzitk Nyilvanval, hogy k = 1 esetén az eredeti LPT algoritmust kapjuk.
Az algoritmus formalis leirasa a kbvetkezd:

Az LPT(k)" algoritmus. _

0. Legyen m a gépek, n a feladatok szama. Legyen 1 < k < n rogzitett pozitiv
egész.

1. Rakjuk sorba a munkakat a végrehajtasi idejiikk nemnoévekvs sorrendjében. Le-
gyen n; = n.

2. Készitsiik el a soron kovetkezs k szami munka Osszes lehetséges iitemezését.
Ezek kozilil valasszuk ki azokat, amikor az atfutasi id§ ndvekedése minimalis.

3. Az elgbbiek koziil vilasszuk ki azokat az litemezéseket, amikor a még nem {ite-
mezett munkak kozill a sorban kévetkezd a lehetd legkorabbi idépontra keriil.
Az igy kapott itemezések koziil vilasszunk olyat, amikor a kévetkez6 munka a
lehetd legkisebb sorszamu gépre keriil, és iitemezziik erre a gépre a kovetkezd
munkat.

4. Legyen n; := n; — 1. Ha n; > k, akkor menjiink a 2. 1épésre, egyébként helyez-
ziik el optimalisan a maradék k szami munkit, és vége.
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Megjegyzés. Azt varjuk, hogy igy az LPT(k)-nal hatékonyabb algoritmust ka-
punk. Sajnos az algoritmus lépésszama is ndvekszik, azonban viszonylag kicsi k
parameéter esetén még gyors, és jol mikods algoritmusokat kapunk, ahogyan ezt az
utols6 fejezetben demonstraljuk.

2.1. TETEL. Az LPT(2)" algoritmus megegyezik az eredeti LPT algoritmussal.

Bizonyitds. Tekintsiink egy olyan pillanatot, amikor a kovetkezdé két munkat
akarjuk optimalisan elhelyezni. Ha ezek két kiilonb6zd gépre keriilnek, akkor a ko-
rabbi idépontra érdemes iitemezni a hosszabb idejit, és a méasik gépre a masik
munkat. Az LPT algoritmus ugyanezt teszi. Ha egy gépre keriil a kovetkezd két
munka, akkor ide tenné a kévetkezd munkat az LPT algoritmus is. Mindkét eset-
ben a két algoritmus ugyanazt az iitemezést késziti el. O

Jegyezziik meg, hogy LPT(2) is megegyezik az eredeti LPT-vel, de LPT(3)
mér killonbozik téle. Az LPT(3)" és LPT is kiilonbozik mar egymastol, erre példa
lehet m = 2 mellett a 7 = {5,4,3,2,2} feladathalmaz, amelynek az LPT algorit-
mus 9, az LPT(3)’ pedig 8 atfutasi idével rendelkezd iitemezését késziti el. (1. abra,
balra) Az abran az gynevezett Gantt-tablaval szemléltetjiik a feladatok litemezé-
sét: A fiiggbleges savok egy-egy gépet jelentenek, a téglalapok pedig a munkakat
szimbolizaljak. A sav alja megfelel a 0 id6pontnak, és a legmagasabbra felnyilé
téglalap tetejének magassiga pedig a teljes atfutési id6nek.

- 15
14 4]
35
9+ 377
A EMBE °
1213 Nl oy ||
e [ 2 | 8
54 5|4 5
LPT LPT(3) LPT(3)

1. dbra

2.2. Definicid. Egy T feladathalmazt (p/q) ellenpéldanak neveziink, ha az opti-
malis megoldas értéke ¢, az LPT (k)" algoritmus 4ltal kapott iitemezés teljes atfutasi
ideje pedig p. Az ellenpélda minimalis, ha kisebb elemszamu (p/q) ellenpélda nem
létezik.

2.3. LEMMA. Legyen T (p/q) ellenpélda. Ekkor tetszbleges o > 0 esetén T
egyben (ap/aq) ellenpélda is. O

2.4. LEMMA. Legyen a gépek szama m > 2, legyen T minimalis (p/q) ellen-
példa az LPT(k) algoritmus esetén, vagyis legyen OPT(T) = g, mig az LPT(k)’
altal kapott megoldas értéke p. Legyen A € T minimélis magassagu téglalap. Ekkor
teljesiil A > -+ (p — q).
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Bizonyitds. Legyen 7; az utolsoként elhelyezett k szamu téglalap, legyen 7o =
T1\ {A}, és legyen {B} UT; az utolso el6tti elhelyezésnél lerakott k darab téglalap.
(Vagyis az utolso el6tti elhelyezésnél megkerestiik {B} U 7y optimalis elhelyezését,
és ezutdn a B téglalapot rdgzitettiik. Ekkor maradt még meg az utolsé k& darab
téglalap, 7; = To U {A}.) Amikor {B} U 7y-t elhelyeztiik, a minimalitds miatt nem
értiik el a p magassagot. Rogzitsitk most egy pillanatra az 6sszes {B} U 7p-beli
téglalap helyét. Tegyiik most a lehet§ legalacsonyabb helyre az A téglalapot. Ez
az litemezés nem lehet jobb annal, mint amikor csak a B téglalapot rogzitjitk az
LPT(k) szerint, és az utolsé Ty U {A} halmazt optimalisan helyezziik el. Ezért az
A téglalap teteje most eléri a p magassagot.

A téglalapok Osszmeérete legfoljebb mq. Egyik gép atfutasi ideje legalabb p.
A t6bbi gépek koziil igy van olyan, amelyiknek az atfutasi ideje legfoljebb g — -T;'LL——(II_
Mivel az A téglalapot a lehetd legalacsonyabb helyre tettiik, ezért amelyik gépre
keriilt, ott sem lehetett az elébbinél tobb az atfutdsi id§. Viszont az A téglalap
elhelyezésével elértiik a p magassagot, ezért az A téglalap magassaga legalabb

p—(a- &%) =350 -0 =

Megjegyzés. Az el6z8 lemmanal azért kellett ilyen koriilményesen eljarni a leg-
révidebb munka hossziisaganak alsé becslésénél, mert az az LPT(k)" algoritmust
elvégezve nem biztos, hogy a legrovidebb ideji munka végz&dik majd a legkésdbbi
idépontban. Az 1. idbra jobboldali részén olyan szituicid lathaté, amikor nem a
legrovidebb téglalap teteje van a legmagasabban. Két gép van és k = 3, valamint
7 = {8,5,5,5,3,3}. Az els6 harom munka elhelyezése utan a két gép aktualis atfu-
tas ideje 8, illetve 10. Ezutan az utolsé harom munka elhelyezése az abran lathaté
modon lesz optimaélis, a két 3 hossztsagi munka keriil az els, és az 5 hosszi munka
a masodik gépre. A teljes atfutasi id6 15, és nem a legrdvidebb idejd munka vég-
z6dik a legkéstbbi id6pontban. Az sem igaz, hogy csak egy munka végzSdhet a
legkés6bbi idépontban: a 7 = {6,5,5,5,5,3} feladathalmaz és harom gép esetén
két 5 hosszisagi munka végzddik legkésébb. A kovetkezs fejezetben pontos becs-
lést adunk LPT(k)' hatékonysagara két gép és tetszbleges k esetén.

3. Két gép esete

Két geép esetén az LPT(4) algoritmus az LPT(4) hatékonysagi becslésénél sze-
repls, és az élességet bizonyité T = {3,3,2,2,2} feladathalmaznak optimalis iite-
mezését késziti el, ugyanis itt 6t munka van, az elsé téglalap elhelyezése utan mar
csak négy marad, amit LPT(4) optimalisan iitemez. Hasonlé a helyzet nagyobb
k esetén is: az LPT(k) algoritmus éles ellenpéldaja k + 1 munkabol all, és ezeket
az LPT(k)" optimalisan iitemezi. Az LPT(k) algoritmusnak a két gépre vonat-
kozo ellenpéldai olyan feladathalmazok, ahol két 3 hosszisadgi munka van, és még
k — 1 darab 2 hosszisagi munka. Emiatt ha a két 3 hosszusagi téglalapot mar va-
lahogyan elhelyeztiik, akkor a tObbi helye mar adodik; masrészt ha ennek a két
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3 hossziisagu téglalapnak a helyét az elején elrontjuk, akkor ezt a hibat mar nem
lehet helyrehozni. Ezért az LPT(k) algoritmus az LPT(k + 1) hatékonysagi becs-
lésénél szerepls feladathalmaz elemeit mar nem tudja ”jé]” iitemezni; igy teljesiil a
kévetkez$ becslés: Ra (LPT(k)') > ,’z%. Alabb belatjuk, hogy ez a becslés éles.

3.1. TETEL. Két gép, és tetszéleges o > 0, egész esetén az LPT(3 + 2a)’ algo-

ritmus elméleti hatékonysdga Ry(LPT(3 + 2a)") = gigg

Bizonyitds. Legyen el6szor a =0. A T = {3,3,2,2,2} példa mutatja, hogy a
szorzo értéke legalabb %. (2. abra, balra) Tegyiik fel, hogy ennél nagyobb. Ekkor
a 2.4. Lemma miatt a legrovidebb téglalapnak a magassiga tobb mint 2. Emiatt
legf6ljebb 4 darab téglalap van, mert optimalis iitemezés esetén mindegyik gépen
legféljebb két munka van. Ezeket viszont LPT(3)’ optimalisan helyezi el.

gt
7197 7 2
6 2 212
312 3]2]
[° |5 212 2[2 ° 5
33 313 313 37
opt LPT(3) opt LPT(4)’

2. dbra

Most vegyiik az altalanos esetet. Az ellenpélda hasonlé az elébbihez, csak még
2a darab 2 egység hosszl téglalapot hozzavesziink az elSbbiekhez. Ekkor a két
3 egység hossziisagu téglalap keriil alul egymas mellé, és igy adodik a —g{g—g arany.
Tegyiik fel hogy ennél rosszabb a hatékonysag. A legkisebb magassag ekkor tobb
mint 2. Emiatt legf6ljebb 2(a + 2) téglalap van, ekkor viszont az algoritmus opti-

malis litemezést ad, ellentmondéast kaptunk. O

3.2. TETEL. Két gép, és tetszGleges a > 0, egész esetén az LPT(4 + 2a)’ algo-

ritmus elméleti hatékonysaga R»(LPT(4 + 2a)') = 322,

Bizonyitds. Megint tekintsiik elészor az a =0 esetet. A T = {3,3,2,2,2,2}
ellenpéldanal % aranyt kapunk, ugyanis a két 3 egység hosszu téglalapot az algo-
ritmus egymas folé teszi. (2. dbra) Tegyiik fel hogy Rs > -575. A 2.4. Lemma alapjan
a legrovidebb téglalap magassaga t6bb mint 2. Emiatt legfoljebb 6 téglalap van. 6-
nal kevesebb nem lehet, mert akkor az algoritmus optimalis megoldast ad, emiatt
pontosan 6 darab téglalap van, és minden optimalis gépre pontosan harom-harom
feladat kertil. Az els6 optimalis gépre keriiljon az A;, As, és Aj feladat, mig a ma-
sikra a Bi, Bg, és Bj. Feltehets, hogy Ay > Ay > Az, és B, > By > Bj, valamint
A; > Bj. Mivel 06sszesen hat munka van, az elsé kettd elhelyezése utan a tobbit
mar egyszerre helyezziik el. Két esetet kiillonboztetiink meg.
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ﬁ B3 2 B3

¥ S A

Ay B_l Ay A_z

opt LPT(4)'
3. dbra

1. A; és Az a két legnagyobb téglalap. Ha ezek egymas folé keriilnek az LPT(4)’
algoritmus soran is, akkor optimalis megoldast kapunk. Tegyiik fel ezért, hogy egy-
mas mellé keriilnek, tehat két kiilonb6zd gépre. Tegyiik ekkor a B; téglalapot A;
folé (A5 eredeti helyére), a tobbit pedig arra a gépre, amelyiken optimalis elhelye-
zéskor voltak. Ekkor A; + By + Az < Ay + Ay + A3 < 7. Masrészt ha a masik gépen
Ay + By + B3 > 8 lenne, akkor A; > By + 1 lenne, amibél As > 3, ekkor viszont
A1+ Ay + Az > 3+ 3+ 2 =8, ami lehetetlen. Ezért ha a maradék négy téglalapot
optimalisan helyezziik el, mindkét gépen legfeljebb 8 az atfutasi id6, ez ellentmon-
das.

2. Ay és B; a két legnagyobb téglalap. Ha egymas mellé, két kiilén gépre ke-
rillnek, akkor optimalis megoldast kapunk. Tegyiik fel hogy egy gépre keriilnek.
Tegyiik ekkor az A, téglalapot a Bj helyére. Ekkor az el6z6hoz hasonléan kapjuk:
A masodik gépen legftljebb 7 az atfutéasi id6. Az els§ gépen ha A; + B; + A3 > 8
lenne, akkor B; > As + 1, ahonnan B; > 3, ami megint lehetetlen, mert akkor
By + By + B3 > 3+ 2+ 2=7. A maradék négy téglalapot optimalisan elhelyezve
megint mindkét gépen legfeljebb 8 az atfutasi id6, ami ellentmondas.

Az altalanos esetben ellenpéldanak megfelel az el6z6, kiegészitve 2a darab 2
egység magassagu téglalappal, a bizonyitas t6bbi része ez el6z§ esettel analdég mé-
don elvégezhetd. O

4. Az LPT(3)’ algoritmus

Ezzel a két gép, és tetszlleges k esetét megvizsgaltuk. Most kovetkezzen a
tetszbleges szamu gép, és k = 3 esete. A bevezetésben lattuk, hogy ez mar nem
egyezik meg az LPT-vel. A kovetkez$ fejezetben megmutatjuk, hogy ugyan LPT
és LPT(3)' kiilénb6z6 algoritmusok, de az LPT(3)" elméleti hatékonysaga tetszéle-
ges gépszam esetén ugyanakkora, mint az LPT algoritmus elméleti hatékonysaga.
A kés6bbiekben hasznos lesz a kovetkezé definicid, és az azt kévetd lemmak.

4.1. Definicié. Tegyiik fel, hogy valamely gépek olyanok, hogy minden gépre
legfeljebb két munka van iitemezve, és azok a kévetkezd sorrendben helyezkednek
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el: az alsé sorban balrél jobbra, f6l6tte pedig forditva, jobbrél balra csékken a mun-
kdk hosszusaga, tovabbd ha egy gépre két munka van {itemezve, akkor a késGbbi
idépontban kezd6dé (a fels sorban levs) munka végrehajtasi ideje nem hosszabb,
mint a kordbban kezd&ddnek a végrehajtasi ideje. Nevezziik a munkaknak ezt a
sorrendjét regularis sorrendnek.

4.2. LEMMA. Tegyiik fel, hogy minden gépen legfeljebb két munka van. He-
lyezziik el a munkikat ujra, a reguldris sorrendjiik szerint. Ekkor a teljes atfutdsi
idé nem névekedett.

Bizonyitds. Helyezziik el a munkakat a regularis sorrendjiik szerint, és tegyiik
fel, hogy nétt a teljes atfutasi id6. Az als6 sorban legyenek az Ay, ..., A, munkak,
a felette levsk pedig legyenek B, ..., By,. Az els6 j — 1 gépen csak egy munka van.
(1 € j €< m) Tegyiik fel, hogy a maximalis atfutasi id6 az i-edik gépen adodik, és ez
A; + B;. Ha azt akarjuk, hogy a teljes atfutasi id6 csokkenjen, akkor az A;,..., A;
munkskat kiilén gépre kell tenni, mert ha kettd ezek koziil egy gépre kerlilne, ak-
kor a teljes atfutasi id6 legalabb akkora lesz, mint az el6bb. Ezekre a gépekre nem
kertilhet egy munka sem az A;;1,...,Am, Bi,..., Bm munkak kéziil, mert akkor
megint nem csdkkenne a teljes atfutasi id6. Ez utébbi 2(m — 1) + 1 darab munka
ezek szerint legfoljebb m — ¢ szdmu gépen van, ezért van olyan gép, amelyiken lega-
1abb harom munka van. Ezek szerint a regularis sorrend szerinti iitemezés optimalis
azok kozott, amikor minden gépen legfeljebb csak két munka van. a

Megjegyzés. Az el6bbi lemma miatt ha van olyan optimalis iitemezés, amelyik
esetén minden gépen legfeljebb két munka van, akkor a munkak reguléris {itemezése
is optimalis megoldast ad.

4.3. LEMMA. Tegyiik fel, hogy a T feladathalmaznak valamely optimélis iite-
mezése esetén mindegyik gépen legfeljebb két munka van. Ekkor az LPT(k)" algo-
ritmus tetszéleges k > 3 esetén a munkéakat a reguldris sorrendben litemezi.

Bizonyitds. Alkalmazzuk az el6z6 lemmat a 7 feladathalmaz egy részhalma-
zara, az els6 néhany munkara. E feladathalmaznak is van olyan optimalis litemezése,
amikor minden gépen legfeljebb két munka van, ezért e munkak regularis {itemezése
is optimalis. Ez azt jelenti, hogy ha a munkakat a regularis sorrendjiikben helyez-
ziik el, minden egyes munka elhelyezésekor, a mar elhelyezett munkak halmazara
nézve optimalis az {itemezésiink. Tekintsiik azt a pillanatot, amikor az LPT(k)’ al-
goritmus a j-edik munkat {itemezi, ahol 1 < j < n — k + 1, ahol n a munkak szdma.
Ekkor j — 1 munka helyét mar rogzitettiik, és most éppen a k kovetkez6t tessziik
meég valahova ugy, hogy az atfutasi id6 minimalis legyen. Tegyiik fel, hogy az elsé
j — 1 szamu munka a regularis sorrendben lett {itemezve. Az elébbiek miatt a ko-
vetkez8 k szAmi munka optimalis elhelyezései k6z6tt szerepel az is, amikor az elsé
4 — 1+ k munka mindegyike a regularis sorrend szerinti gépen van, tovabba a j-
edik munka nem keriilhet korabbi id6pontra, mint ha a regularis sorrend szerinti
helyére keriil. igy a j-edik munka is a regularis sorrend szerint lesz iitemezve. [
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4.4. KOVETKEZMENY. Ha van olyan optimdlis megoldds, amikor mindegyik
gépre legfoljebb két munka van iitemezve, LPT(k)' optimalis megold4st ad.

Bizonyitds. Az el6bbi két lemma szerint a feltétel teljesiilése esetén a munkak
regularis sorrendben valé iitemezése optimalis megoldast hataroz meg, masrészt pe-
dig LPT(k)" a munkakat regularis sorrendben helyezi el. E kett6t dsszevetve kapjuk
hogy LPT(k)" optimalis megoldast hataroz meg. W]

Megjegyzés. Az alabbi lemmaban egy masik, kozvetlen bizonyitasi lehetdsé-
get mutatunk arra, hogy ha van olyan optimaélis megoldas, amikor minden gépre
legfoljebb két munka keriil, akkor LPT(k)" optimalis megoldas készit el. Itt nem
hasznaljuk fel azt, hogy a munkak sorrendje reguldris. Emiatt e bizonyitasi lehe-
téség egyrészt révidebb, masrészt viszont kevesebbet mond az LPT(k)" algoritmus
mukodésérsl.

4.5. LEMMA. Legyen a gépek szdma m > 3, valamint legyen k > 3. Tegyiik fel,
hogy mindegyik optimalis gépre legféljebb két munka van titemezve. Ekkor LPT(k)’
optimalis megoldast hatiroz meg.

Bizonyitds. Legyen T tetszéleges (p/q) ellenpélda. Legyen j azon optimalis gé-
pek szama, amelyekre egy munka lett iitemezve, ekkor m — j szamu gépen pedig
két munka van. Végezziik el az LPT(k)" algoritmust a 7 \ {A} feladathalmazra,
(ahol A a legrovidebb ideji munka.) Most legalabb 5 + 1 olyan gép van, amelyen
csak egy munka van. Ezen gépek barmelyikére ha ratessziik az A munkat, a 2.4.
Lemma szerint az atfutasi idé tobb lesz mint p. Emiatt ezek a munkik az optima-
lis {itemezésnél is egyediil voltak a gépeiken, ami ellentmondas, mert csak 7 olyan
optimdlis gép volt, amelyre egy munka lett iitemezve. Ez azt jelenti, hogy (p/q)
ellenpélda semmilyen p-re és g-ra nem létezik, vagyis az algoritmusunk optimalis

megoldast ad. ad
4.6. TETEL. Az LPT(3)" algoritmus elméleti hatékonysaga tetszéleges m gép-
szam esetén R, (LPT(3)') = 4=1,

Bizonyitds. Lassuk el8szér a harom gép esetét. Az eredeti LPT algoritmusnal
Graham példaja a kovetkezs: T = {5,5,4,4,3,3,3}. Az els6 hat feladat optimalis
litemezésénél minden gépen két feladat van, (az atfutasi id6 8). Erre a hat fela-
datra alkalmazva az el6z6 lemmat, kapjuk, hogy az els6 négy munkat az LPT(3)’
algoritmus ugyanigy helyezi el. Az utolsé harom munkat elhelyezve az litemezés at-
futési ideje 11 lesz. (Az LPT is igy iitemezi a munkakat.) Az optimum értéke 9, és
igy R3 (LPT(S)') > %1 Masrészt. tegyiik fel, hogy van olyan feladathalmaz, ahol az
optimalis megoldas értéke 9, mig az LPT(3)" algoritmus altal adott megoldas ér-
téke t6bb mint 11. A 2.4. Lemma szerint a legrévidebb téglalap magassiaga tobb
mint 3. Emiatt minden optimaélis gépen legfoljebb két feladat van. Az el6z8 két
lemma miatt LPT(3)" optimalis megoldast ad, ami ellentmondas.
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Lassuk most az altalanos esetet. Graham példaja tetszdleges szamu gép ese-
tén olyan feladathalmaz, ahol az optimum értéke 3m. A munkak szidma 2m + 1. Az
els§ 2m szami munka optimadlis elhelyezése ugyanaz, mint amit ahova az LPT al-
goritmus teszi Sket, és ekkor minden gépen két munka van. Most alkalmazva a 4.3.
Lemmat k = 3 esetére és az els6 2m munkéra, az els6 2m — 2 munkat az LPT(3)’
ugyanoda teszi, mint ahova azok az LPT algoritmusnal keriilnek. Az utolsé harom
egyforma hosszisagit munkit mar nem tudjuk jobban elhelyezni, mint az LPT, igy
kapjuk a 4m — 1 atfutasi id6t. Emiatt R,, (LPT(3)"} > =1, Tegyiik fel, hogy van
olyan feladathalmaz, ahol az optimalis megoldas értéke 3m egység, mig az LPT(3)’
algoritmus altal adott megoldas értéke tobb, mint 4m — 1. A legrévidebb téglalap
magassaga tobb mint m, emiatt minden optimalis gépen legfeljebb két feladat van.
Alkalmazva az el6z6 lemmakat, az LPT(3)" algoritmus optimalis megoldast hata-
roz meg, ami ellentmondas. O

5. Az LPT(4) algoritmus elméleti hatékonysaga

5.1. A harom gép esete

Az elSbbi bizonyitasi technika sajnos az LPT(4)" algoritmus esetén mar nem
mukddik, mert a 4 legkisebb munka hosszusiga a (2) példaban mar nem egyforma.
Az LPT(k) (vessz6 nélkiili) algoritmus esetén belathato, hogy példaul harom gép
esetén az LPT(3), LPT(4), LPT(5) és LPT(6) algoritmusok elméleti hatékonysaga
megegyezik az LPT elméleti hatékonysagaval, LPT(7) volt az els, amelynek az
elméleti hatékonysaga javult az el6z6ekhez képest. Most, a vessz8s algoritmusnal
mas a helyzet. Az el6bbi T = {5, 5,4, 4,3, 3,3} feladathalmaz esetében LPT(3) még
ugyanazt az iitemezést késziti el mint az LPT, de k = 4 esetén mér olyan iiteme-
zést kapunk, amikor a teljes atfutdsi id6 nem 11, hanem csak 10, k =5 és k=6
esetén pedig mar optimalis megoldast kapunk. Tébb gép esetén is hasonl6 szituacié
tapasztalhato, amibdl azt sejtjiik hogy k > 4 esetén a vessz8s algoritmus elméleti
hatékonysaga jobb mint az LPT elméleti hatékonysaga (tetszéleges gépszamnal).
A cikk tovabbi részében ezt bizonyitjuk be, és pontos becslést adunk LPT(4)" el-
meéleti hatékonysagara. Sziikségiink lesz a kovetkezd elkészitésre:

5.1. LEMMA. Legyen a gépek szama m > 3, valamint k > 4. Legyen T olyan
minimélis ellenpélda, ahol ¢ = 3m — 3, és p > 4m — 5. Helyezziik el T \ {A} elemeit
az LPT(k)" algoritmus szerint. Ekkor nincs olyan gép, amelyiknek az atfutasi ideje
legalabb akkora, mint valamely optimalis gép atfutdsi ideje.

Bizonyitds. Hajtsuk végre az LPT (k)" algoritmust 7 \ {A}-ra. Ekkor barmelyik
gépre téve az A munkat a gép atfutasi ideje legalabb p lesz. Tegyiik fel, hogy a F;
gép atfutasi ideje legalabb akkora, mint valamely optimalis gép ideje. Tegyiik az
A munkat egy masik, mondjuk a P; gépre. Ekkor Pj-n az atfutasi id6 tobb mint
4(m — 1) — 1. Ez azt jelenti, hogy a P; gépen levg, az optimumeértékhez viszonyitott
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m — 2 egységnyi tobblet a tobbi m — 2 gépen jelentkezik hidnyként, igy ezek kdziil
van olyan gép, mondjuk P, ahol az atfutasi id6 kisebb mint 3m — 4. Ha erre a gépre
tennénk az A munkat, az atfutasi id6 tobb lenne mint 4m — 5, emiatt A > m — 1.
Emiatt minden optimalis gépen legf6ljebb két munka van, ami a 4.5. Lemma miatt
lehetetlen, mert akkor az algoritmusunk optimalis megoldast hataroz meg. a

5.2. LEMMA. Legyen a gépek szdma m > 3. Legyen T olyan ellenpélda, ahol
g =3m—3, ésp > 4m — 5. Ekkor nincs olyan optimalis gép, amelyiken csak egyet-
len munka lenne. Tovabba helyezzitk el T \ {A} elemeit az LPT(k) algoritmus
szerint. Ekkor minden gépre legaldbb két munka keriilt.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az optimalis litemezésnél egy munka, mondjuk B
egyediil van, és ez a heurisztikus algoritmusnal a P; gépre keriil. Itt most legalabb
akkora az atfutasi id§ mint B optimalis gépén, és az el6z6 lemma miatt ellentmon-
dast kaptunk. Most nézziik az allitds masodik részét. Hajtsuk véegre az LPT(k)
algoritmust 7 \ {A}-ra. Tegyiik fel, hogy a P, gépen csak egy munka van, a B
munka. Ha ide tesszlik még A-t, akkor ez t&bb lesz mint 4m — 5, ezért a B munka
az optimadlis iitemezésnél is egyediil volt. Az el6bb belatott rész miatt most is el-
lentmondéast kaptunk. a

Az el6z6 lemma alapjan feltehets, hogy ha T olyan ellenpélda, ahol g = 3m — 3,
és p > 4m — 5, akkor minden optimélis gépen legalabb kettd munka van. Masrészt
mivel A > 2o (m—-2)=m -1 - minden optimélis gépen legfeljebb harom
munka van.

Az alabbi lemmaban megvizsgaljuk, hogy hova helyezi az algoritmus a harom
legnagyobb munkat. A lemmat kés6bb nem csak m = 3 gép esetén fogjuk alkal-
mazni, hanem tobb gép esetén is, akkor az utolsé harom gépre.

ml’

5.3. LEMMA. Legyen m =3, és A} > Ay > Az > A4 > A5 > Ag hat munka.
Ekkor az LPT(4)" algoritmus a A, és Ay, munkskat kiilénbéz6 gépre iitemezi. To-
vibbd a As munkit az algoritmus vagy az el6zdektd! kiilonb6z6 gépre teszi, vagy
pedig a Az gépére keriil. Ez utobbi esetben a hat munkdra vonatkozé teljes dtfutasi
id6 max {A2 + Ag, A4 + As + Aﬁ}, ami kisebb, mint Al + AG.

—d

—— - 6
Azl
As

A1lAs) A, A1 Aa| 44 A1lA, Ay
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Bizonyitds. Az els§ 6t munka elhelyezésekor a baloldali abra szerinti elhelyezés
nem rosszabb, mint ha Aj is az els§ gépre keriilne. Emiatt feltehets, hogy A, az
els6, A, pedig a masodik gépre keriil. Nézziik hova kertilhet A3. Ha a hat munka
optimalis litemezésénél minden gépre pontosan két munka keriil, akkor a 4.4 K¢-
vetkezmény miatt ezek regularis sorrendben lesznek, és LPT(4)’ ugyanigy helyezi
el Gket, ekkor tehat Az a harmadik gépre keriilt. Ellenkezs esetben, ha optimalis
iitemezésnél nem minden gépre keriil két munka, akkor van olyan gép ahol csak
egy munka lesz, és ez az elsé gép, ahol a leghosszabb idejd munka van. A tdbbi 6t
munka lesz a masik két gépen. Ekkor A3 keriilhet a harmadik gépre (k6zépss abra),
vagy a masodikra is. Ez ut6bbi esetben az 6t munkabél a két leghosszabb egy gé-
pen van, ezért a tobbi harom munka: A4, As és Ag mar az utolséra fog keriilni
(jobboldali abra). A teljes atfutéasi id6 max {Az + A3, Ag + A5 + Ag}, ami kisebb,
mint A; + Ag, mert kiilénben Ag az els6 gépre keriilt volna. O

5.4. TETEL. Legyen a gépek szdma m = 3. Ekkor r, (LPT(4)") = .

Bizonyitds. Az éles ellenpélda a kovetkezd dbran lathaté.

— hiz=e

3
— 3
4

LPT(4)’

5. dbra

Az els6 optimalis gépen levd két munka hossza 7 és 4 — €, a kdzépsén 5, 3 és
3, az utolsén pedig 5 — ¢, 3, illetve 3. (Az dbran a 4 — ¢ hossziusagu munkat 4’
vel, az 5 — € hosszisagn munkat 5'-vel jelltiik.) Az LPT(4)" végrehajtasa soran
a 7 hosszisagiu munka az elsg, az 5 hosszsaga a masodik gépre keriil. A kévet-
kez6 lépésben ha keriilne munka az elsd gépre, ott legalabb 10 lenne az 4j &tfutési
idS. Ennél kisebb lesz az {itemezés atfutasi ideje, ha a kévetkez6 négy munkat az
abran lathaté modon helyezziik el, mert ckkor csak 10 — ¢ lesz az 0j atfutasi id6.
A t6bbi munka helye mar adédik. Végiil, az iitemezés teljes atfutdsi ideje 13 — ¢, a
hatékonysag aranya llif, aminek szupremuma a tétel allitasaban szerepld i—?

Most tegyiik fel, hogy 7 olyan ellenpélda, ahol ¢ = 11, és p > 13. Hirom esetet
vizsgalunk meg aszerint, hogy mennyi azon gépek szama, amelyeken az optimé-
lis iitemezésnél harom munka van. Mindegyik esetben teljesiilnek a kdvetkezsk:
J<AL 3%—, (az utobbi azért, mert kiilonben nem férhetne el harom munka egy
optimalis gépen), amelyik optimalis gépen harom munka van, ott a legnagyobb
munka hossza kisebb mint 11 —3 — 3 = 5.

1. eset: Minden optimalis gépen 3 munka van.
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Legyen A = 3 + ¢. Ekkor a leghosszabb munka hosszisaga legfoljebb 11 — (3 +
€) — (3 +¢€) =5 — 2e. Az optimélis gépeken a kdzépsd sorban levé munkik hossza
kisebb mint 4, mert ha legalabb 4 lenne, akkor a legalsé munka hossza is legalabb
4, plusz még a foliil levé munka ami t6bb mint 3, ez egyiitt meghaladna a 11-et.
Emiatt az is igaz, hogy legalabb hat olyan munka van, amelyek ideje kisebb mint
négy, ezért a négy legkisebb munka mindegyikére is igaz ez. Helyezziik el az els6 5
munkat az LPT(4)" algoritmus szerint. Most egyik gépen sem lehet 4, vagy annal
tobb munka, mert akkor ezek egyiittes hossza legalabb 12 lenne, és ez ellentmond
az 5.1. Lemmanak. Két eset lehetséges. Egyik az, hogy egyik gépen 3, a masik kett6
gépen egy-egy munka van. Amelyik gépeken egy darab munka van, tegyiik oda a
hatramaradt négy munka koziil barmelyik kett6t: A harom munka egyiittes ideje
kisebb mint 5 + 4 + 4 = 13, és ellentmondast kaptunk. Most tegyiik fel azt, hogy
az els6 6t elhelyezése utan az els6 két gépen kett-ketts, a harmadikon egy munka
van. Legfoljebb harom olyan munka van, amelyeknek a hossza tébb mint 4. Emi-
att feltehetd, hogy példaul a masodik gépen levs két munka koziil az egyik négynél
kisebb. Tegyiik most a legkisebb munkit az els6 gépre, egy barmelyik masikat a ma-
sodikra, és a maradék kett6t a harmadikra. A masodik és harmadik gépen megint
54 4 4+ 4 = 13-nél kisebb az atfutasi id6. Az elsé gépen levé harom munka hossza
pedig legfeljebb 2 - (5 — 2¢) + 3 + ¢, ami kisebb mint 13, megint ellentmondast kap-
tunk, mert mégis van olyan elhelyezése az utolsé négy munkanak, amikor nem lépi
tul a gépek atfutasi ideje a 13-at.

2. eset: Az optimalis gépeken 2-3-3 munka van.

Az els6 optimalis gépen vannak az A;, A, munkak, a tébbin hdrom munka van.
(5. abra baloldali része) Legyen A = 3 + ¢, igy amelyik gépen harom munka van,
ezek k6zOtt a munkik kozott a legnagyobb kisebb mint 5 — 2e. Hajtsuk végre az
LPT(4) algoritmust 7 \ {A}-ra. Hét munkat helyeztiink el. Az 4; és A, munka
nem keriilhet egy gépre az 5.1. Lemma miatt. Emiatt kiilén gépre keriilnek, mond-
juk az elsé gépre keriil A, a masodikra pedig A2. Ha van olyan gép, amelyiken
csak két munka van, meégpedig olyan optimalis gépekrdl valé munkak kéziil, ame-
lyeken harom munka volt, akkor e két munka egyiittes hossza legfeljebb 2 - (5 — 2¢),
és igy 2+ (5 —2¢) + 3+ € =13 — 3¢ < 13, ami ellentmondasra vezet, mert ide te-
hetd még az A munka ugy, hogy a 13 egységnyi magassagot nem lépjiik tal. Emiatt
a harmadik gépen harom darab munka van, ezek mindegyike az utolsé két opti-
malis géprdl valé. Jut még egy-egy munka az A; és A, munkikon kiviil az elsé
és a masodik geépre. Ekkor tehat az A; gépén rajta kiviil csak egy munka van, le-
gyen ez a munka az X, ugyanigy legyen az A; gépén rajta kivill az Y. Erre az
Y munkira A, +Y + A > 13, ahol Y <5~ 2¢, és igy A +5 -2+ 3+¢€ > 13,
amibél Ay > 5 + €, ebbdl pedig kévetkezik, hogy Ay < 6 — ¢, mert kettdjiik hossza-
nak &sszege legféljebb 11. Az is kovetkezik ebbdl, hogy A, a masodik legnagyobb
munka, és A; a leghosszabb, és az is, hogy € < 0.5, mert 24, < 11.

Rakjuk sorba az {4;, Az, By, B2, B3, C1,C2,C3} munkékat a végrehajtési ide-
jiik cs6kkend sorrendjében, és legyen {1, T%,T3,T4,T5, s} az els6 hat munka ebben
az 4j sorrendben. Mar tudjuk, hogy T1 = A, és T» = Az. A 5.3. Lemma miatt a har-

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




282 DOSA GYORGY ES VIZVARI BELA
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6. dbra

madik legnagyobb munka csak akkor keriilhetne a masodik gépre, ha Ty + T5 + T ki-
sebb, mint 7 + Tg. Azonban ekkor Ty + 75 < Tj. A baloldali munkak mindegyikének
hossza t6bb mint 3, emiatt A; > 6 lenne, de lattuk mér, hogy A; < 6. Emiatt a har-
madik legnagyobb munka a harmadik gépre keriil. A harmadik legnagyobb munka
vagy Bi vagy Ci lehet csak, legyen példaul az utobbi. Tudjuk, hogy Bz, B3, Ca, Cs
mindegyikének a hossza kisebb mint 4. Ha az els6 gépre tessziik az A munkéit, meg-
haladjuk a 13 magassagot, vagyis A; + X + A > 13. Emiatt 6 —e + X + 3 +¢ > 13,
amibél kapjuk, hogy X > 4, ez az X csak B; lehet. Tekintsiik a mésodik gépet. Ha
ide tessziik az A munkat, meghaladjuk a 13 magassagot: A +Y + A > 13. Itt ¥V
a By, B3, Cy, C3 munkak valamelyike, igy Y < 4. Ezért az elébbi egyenlgtlenség
bal oldalan A2 < 5.5,Y < 4, A = 3 + ¢, ezck 6sszege t6bb mint 13, amibdl € > 0.5
kovetkezik, és ez ellentmondas.

3. eset: Az optimalis gépeken 2-2-3 munka van
Az els6 optimdlis gépen legyenek az Ay, A2 munkik, a masodikon Bj, Ba, a
harmadikon pedig a C;, Cs, és C3 munka.

C:
A2 32_3

| 02

Ay B, o

7. dbra

Feltehets, hogy az els6 két gépen regularis sorrendben vannak a munkak, igy
A1 aleghosszabb munka az Ay, Aq, B, B2 munkak koz6tt. Helyezziik el az LPT(4)'
algoritmus szerint a hat leghosszabb munkat, ezek kozott szerepel A; is, keriiljén
6 az elsd gépre. Még nem értiik el a p magassiagot. Ha most az els§ gépre keriilt
masik munka is, és ennek a hossza legalabb akkora mint A, hossza, akkor alkal-
mazva az 5.1. Lemmaét kapjuk hogy g < ﬂ;?—n:%:)—l = %, ellentétben azzal, hogy az
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ellenpéldanknal s = %—? > % Ha nincs az els6 gépen masik munka, akkor tegyiik
ide az utols6 munkat, A-t, ez legfeljebb akkora mint Ag, és az iitemezés teljes at-
futasi ideje kisebb mint p, ez megint ellentmondas. Maradt az a lehetdség, hogy
keriilt az els6 gépre masik munka is, legyen X, de ennek az X munkanak a hossza
kisebb mint A, hossza. Ekkor A, szerepel a hat legnagyobb munka k6z6tt, hiszen
a nala kisebb X is szerepel. Cseréljiik ki az X és A; munkakat. Ahova most X ke-
riilt ott csOkkent az atfutasi id6, az els§ gépen pedig A; + Az lett az atfutasi ids,
mindketts kisebb mint p. Tegyiik a legkisebb munkat A; gépétdl kiilénbozs gépre,
itt most nagyobb lesz az atfutasi id6 mint p, és a 5.1. Lemmaban alkalmazott gon-
dolatmenet szerint ellentmondast kapunk. 0

Ezzel a tételt belattuk. S6t, az utolsé esetben egy altaldnosabb tétel is kimond-
haté:

5.5. TETEL. Legyen a gépek szdma m > 4, és a munkik szdma 2m + 1. Ekkor
az LPT(4)" algoritmus altal kapott iitemezés és az optimumérték aranyara teljestil

al< 3m=2 egyenlotlenség. Tovabba a jobboldali konstans a Ichetd legkisebb.

Bizonyitds. A becslés élességét igazolo példat a kévetkezé modon kapjuk: Ve-
gylik Graham peldajat m — 1 gép esetére. Vegyiink most még egy gépet, és ezen le-
gyen egy 2m — 3, valamint egy m — 1 méretd munka. Koénnyen latszik, hogy LPT(4)
a regularis sorrendben teszi le a munkakat az utolsé négy egyforma hosszi munka
kivételével. Ekkor az els6 harom gép kivételével mindegyiknek az atfutasi ideje
3m — 4, az els6 haromé ennél (m — 1)-gyel kisebb. Mar nem tudjuk jobban az utolsé
négy munkat elhelyezni, mint hogy harom keriil az elsg harom gépre, egy pedig akéar-
hova. Az iitemezés teljes atfutasi ideje 4m — 5 lesz. Az alabbi abran lathatdk az
¢éles ellenpéldak m = 4, illetve m = 5 esetén.

114 15T
3 4
9 T 12 |
—13| 8 sl 4| 1
430 (]33], ale|”]  [4fa]4|s]5
3 || — 4
5515 ] 5[5(5 7171716 ] 7|7)7
3 4 6 4 616
opt LPT(4)’ opt LPT(4)’
8. dbra

Most lassuk be, hogy az el6bbi arany legfeljebb ekkora. Feltehetd, hogy az els6
m — 1 optimalis gépen két-két munka van, és ezek a regulilis sorrend szerint he-
lyezkednek el, az utols6 optimalis gépen pedig harom munka van. Az elsé gépen
levs munkak legyenek A; és Ag, (A1 > A3), az utolsé gépen pedig legyen C,, Cz,
és C3. A négy legrovidebb ideji munka kozott van Ag, mert nala csak a C betds
munksk lehetnek kisebbek. Szintén teljesiil az, hogy A; szerepel a 2m — 3 darab
legnagyobb munka koztt, mert van négy masik munka, amelyek hossza az 6vénél
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nem nagyobb. Helyezziik el az LPT(4)" algoritmus altal a 2m darab legnagyobb
munkat, keriiljon A, az els6 gépre. A bizonyitds tovabbi része az elézé tétel bizo-
nyitasanak megfeleld részével megegyezik. O

Megjegyzés. Az 5.4. Tételben az élességet bizonyité ellenpélda most nem Gra-
ham példajanak valamilyen médositasabol szarmazik, masrészt a }—‘1‘ hatékonysagi
érték jobb mint az LPT vagy LPT(3)" hatékonyséagi szorzéja, mert az 4

Az 5.4. Tételben annak az esetnek a vizsgalata volt a legbonyolultabb, amikor
2, 3 és 3 munka volt az optimalis gépeken. Ez azért van, mert az éles ellenpélda is
ebbe az esetbe tartozott, masrészt belathato, hogy a masik két esetben, tehat ami-
kor 3, 3 és 3, vagy pedig 2, 2 és 3 munka van az optimalis gépeken, a legrosszabb ha-
tékonysagu ellenpélda aranya %—f--nél kisebb, pontosabban %~dal egyenld. Ez utébbi
allitas bizonyitasat itt nem részletezziik.

5.2. A négy gép esete

5.6. TETEL. Legyen a gépek szdma m = 4. Ekkor r,, (LPT(4)") = L.

Bizonyitds. A Ll-es (éles) ellenpélda a 8. dbra baloldali részén lathat6. Mas-
részt tegyiik fel, hogy a 7 ellenpélda esetén ¢ = 9, és p > 11. A 4.5. és 5.2. Lemmak
miatt mindegyik optimalis gépen vagy kettd, vagy harom munka van, és van olyan
optimalis gép, ahol harom munka van. Négy esetet fogunk megvizsgalni, aszerint,
hogy mennyi azon gépek szama, amelyeken az optimalis litemezésnél harom munka
van. Mindegyik esetben teljesiilnek a kévetkezdk: 2% < A €3, amelyik optimalis
gépen harom munka van, ott a legnagyobb munka kisebb mint 3%. Az LPT(4) al-
goritmust 7\ {A}-ra végrehajtva a kapott atfutasi id6k mindegyike tébb mint 8.
Emiatt a téglalapok Osszteriilete 4 - 9-nél legfoljebb 1-gyel kisebb, és emiatt minden
optimalis gép atfutasi ideje is legalabb 8.

1. eset: Minden optimalis gépen 3 munka van.

A legnagyobb hosszisiagii munka hossza legféljebb 9 —2- 2% = 3%. Hajtsuk
végre az LPT (k)" algoritmust 7 \ {A}-ra. Mivel az elhelyezett munkak szama 11,
van olyan gép, ahova legfoljebb két munka jutott. Ezek egylittes hossztsaga legfol-
jebb 7 % Ha ide tessziik még az A munkét, az egyiittes hosszisag tobb lesz mint
11, ezért A > 3%, ami ellentmondas.

2. eset: Az optimalis gépeken 2-3-3-3 munka van.

Az els6 optimalis gépen vannak az A;, A2 munkak, a tobbin hirom munka
van. Tudjuk hogy A > 2%. Amelyik gépen harom munka van, ezek kézott a munkak
kozott a legnagyobb legfeljebb 9 — 2A. Hajtsuk végre az LPT(k)" algoritmust 7\
{A}-ra. Tiz munkat helyeztiink el. Az A;és A, munka nem keriilhet egy gépre az
5.1. Lemma miatt, emiatt kiildn gépre keriilnek. Ay < 4.5. Ha Aj gépén rajta kiviil
csak egy munka van, akkor valamely X munkara A; + X + A > 11, ahol X <9 —
24, és igy 4.5+ 9 — A > 11 vagyis A < 2.5 lenne. Emiatt A2 gépén rajta kiviil még
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9. dbra

legalabb két munka van, A; gépén is van rajta kiviill még legalabb egy munka.
Emiatt van olyan gép, amelyiken csak két munka van, mégpedig olyan optimalis
gépekrdl valé munkak koziil, amelyeken harom munka volt. E két munka egyiittes
hossza legfeljebb 2(9 — 2A4), és igy 2(9 —2A4) + A > 11, vagyis A < 2%, ami megint
ellentmondas.

3. eset: Az optimalis gépeken 2-2-3-3 munka van.

Az els6 optimalis gépen legyenek az A;, A2 munkik, a masodikon B;, B, a
tobbin harom munka van. Feltehetd, hogy az elsé két gépen regularis sorrendben
vannak a munkak. 4, és B) a két leghosszabb munka, LPT(4)’ soran ezek kiilén
gépre, mondjuk az els6 két gépre keriilnek. Az 5.1. Lemma miatt a B munka egyik
elébbi gépre sem keriilhet, 6 tehit a harmadik gépre keriil. Amelyik optimalis gépen
két munka van, e két munka kéziil a nagyobbik hossza t6bb mint 4, a harmadik
és negyedik optimalis géprdl valdk hossza kisebb mint 3%, emiatt By > 4. Ha By
gépén még két masik munka is lenne, az egyiitt t6bb mint 4 + 2. 2% > 9, ami a
4.5. Lemma miatt lehetetlen. igy Bj gépén rajta kiviil csak egy méasik munka van.
Ez nem lehet a harmadik vagy negyedik optimaélis géprdl val6, mert akkor az elézé
esetben latott moédon By + X + A > 11, amibdl ellentmondéast kapunk. Vagyis Bj
gépén rajta kivill nem lehet mas, mint az A, munka, és egyben az is igaz, hogy
B, a harmadik, A, pedig a negyedik legnagyobb munka. Most az 5.3. Lemmat az
utolsé harom gépre alkalmazva ebbdl kovetkezik, hogy B; és a hetedik legnagyobb
munka hosszanak Gsszege nagyobb, mint e négy munka koziil valamelyik haromnak
az Osszege, emiatt By > 222 =51, de akkor B, < 3%, ami ellentmondas, hiszen
lattuk mar kordbban, hogy Ba > 4.

4. eset: Az optimalis gépeken 2-2-2-3 munka van.

Mar kordbban lattuk (5.5. Tétel), hogy ebben a szitudciéban a hatékonysag

értéke nem lehet rosszabb mint gz:g, ami most négy gép esetén %1. O
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5.3. Ot vagy tobb gép esete

5.7. LEMMA. Legyen a gépek szdma m > 5. Legyen T olyan ellenpélda, ahol
¢g=3(m—-1)=3m-3,ésp>4(m—1)—1=4m—5. Helyezziik el T\ {A} elemeit
az LPT(4)" algoritmus szerint. Ekkor egyik gépen sincs kettonél tébb munka.

Bizonyitds. Legyen elGszor a gépek szama m = 5, ekkor ¢ = 12, és p > 15. Le-
gyen A = 3% + ¢, ahol € > 0. Tegyiik fel, hogy a P, gépen legalabb harom munka
van. Tegyiik az A munkat egy masik, mondjuk a P; gépre. Ekkor P;-n az atfutasi
id6 t6bb mint 15. A P; gépen az atfutasi id6 t6bb mint 3(3% + e) = 11% + 3¢, ami-
att a maradék harom gép valamelyikén az atfutasi id6 kisebb mint 11% — ¢, ekkor
viszont ide még beférne a legkisebb munka, ellentmondast kaptunk.

Ehhez hasonléan adédik a bizonyitds 6tnél tébb gép esetére. Legyen a 2.4.
Lemma alapjan A = -“y(m ~2) +e=m —1— ;1—1_—1+€, ahol € > 0. Ha a P; gé-
pen legalabb harom munka van, akkor tegyiik az A munkat egy masik gépre, ame-
lyen ekkor az atfutasi id6 t6bb mint 4m — 5. A t6bbi gép atfutasi idejének atlaga
kisebb mint 3m — 3 — —2—}% =3m -4+ ;—anl A P; gépen harom munka van, ezek
egylittes ideje tobb mint 3m — 3 — -"—1331 + 3¢, ami az el6bbi atlagnal ::_j + 3e-
nal tébb. Emiatt a maradék m — 2 gép valamelyikén az atfutdsi id6 kisebb mint

3m—4+ —m—l_—l - (m—_';‘% - % Ha ehhez hozzaadjuk az A munka idejét, az

egyitt tobb mint p = 4m — 5 kell hogy legyen:

1 m-—25 3e
+m-1-

- - >4m -5
-1 (m-=2)m-1) m-—2 m—1+€ m

3m—4+
m
Ezt rendezve kapjuk, hogy € > ﬁ, amib6l A > m — 1 kévetkezik. Ez ellent-
mondéas, mert akkor harom munka egyiittes ideje tobb mint 3m — 3. O

Az el6z6 lemma miatt feltehetd, hogy a munkik szama pontosan 2m + 1, egy
optimalis gépen harom, a tobbin kett§ munka van.

5.8. TETEL. Legyen a gépek szama m > 5. Ekkor 7, (LPT(4)") = 42=3.

Bizonyitds. Az allitas az el6z6 lemma és az 5.5. Tétel kovetkezménye. O

Megjegyzés. Az elSbbiekben belattuk, hogy LPT(4)" algoritmus elméleti haté-
konysaga tetszOleges gépszd m esetén jobb, mint az LPT algoritmus elméleti ha-
tékonysaga, pontosabban ugyanakkora, mint az LPT hatékonysagi szorzéja m — 1
gép esetén, ami kisebb, mint LPT szorzojanak értéke m gép esetén. Az is kovet-
kezik ebbél, hogy az LPT(4)" algoritmus elméleti hatékonységa minden gépszam
esetén jobb, mint az LPT(4) (vesszd nélkiili) algoritmus elméleti hatékonysaga, mas
szoval, valdban javitottunk az LPT(k) algoritmuson.

Még annyit jegyezziink meg, hogy harom gép esetén belathatd, (a bizonyitasra
most itt nem tériink ki), hogy az LPT(5)" és LPT(6)" algoritmusok elméleti haté-
konysaga %. Az el6bbiek alapjan azt sejtjiik, hogy tetszéleges gépszam esetén ha
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k-t noveljiik, az elméleti hatékonysag nem romlik. Masrészt kénnyen lathat6, hogy
R,,(LPT(k)') a k paraméter novelésével 1-hez tart:

5.9. TETEL. limg—oo R (LPT(k)') = 1.

Bizonyitds. Tekintsiink egy tetszéleges (p/q) ellenpéldat, ahol p = ag vala-
mely 1-nél nagyobb a-ra. Ekkor a legkisebb idejii munka idGtartama legalabb
o(p—q) = (o —1)q, ezért egy-egy optimalis gépre legfeljebb L(T'”_—ITIEJ

m—1
szamd munka lehet litemezve, vagyis a munkak szama legfeljebb I_’ST_IIJ Legyen
a k paraméter értéke legalabb ekkora, ez esetben optiméalis megoldast kell hogy
kapjunk, vagyis tetszéleges (p/q) tortre elég nagy k esetén mar nincs ilyen ellen-
példa. O

6. Numerikus eredmények

Nlusztracié céljabol kozoljiik az alabbi eredményeket, ahol kétféle 6sszehason-
litast végeztiink: egyrészt az LPT(k)' algoritmust az LPT, valamint LPT(k) al-
goritmusokkal hasonlitottuk Gssze, masrészt megvizsgaltuk az LPT (k)" algoritmus
viselkedését néhany feladatosztalyban, a k paraméter novelése esetén. A tablaza-
tokban m a gépek szdméat, n a feladatok szamat jelenti. Az els6 tablazatban a
feladatok id6tartamat minden esetben a [9, 18] intervallumboél valasztottuk egyen-
letes eloszlas szerint, lefelé, egész szamma vald kerekitéssel. Azt vizsgiltuk, hogy
az egyes algoritmusok szaz esetb6l hanyszor adtak minimalis eredményt.

m | n | LPT | LPT(k1) | LPT(ko)" || k1 || k2
.|| 214 91 97 100 10 || 10
2. || 3|15 85 85 85 10 || 10
3.1 5120 78 57 72 10 || 10
4. 2115 0 0 100 10 || 10
51 3116 0 0 100 10 || 10
6. || 5|21 0 3 99 10 || 10
7. 2|15 16 14 99 10 || 4
8. | 3|16 21 26 96 10 || 4
9./l 5|21 7 24 95 10| 6

Az LPT, LPT(k), és LPT(k)" algoritmusok 8sszehasonlitasa
A kovetkezSket tapasztaljuk: Ha a gépek szama osztdja a feladatok szamanak,

(els6 harom feladatosztaly), az algoritmusok hatékonysaga kozott nincs 1ényeges kii-
16nbség: ilyenkor az egyszeri LPT is olyannyira az optimumhoz kbzeli eredményt

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)



288 DOSA GYORGY ES VIZVARI BELA

ad, hogy ezen a masik két algoritmus nem tud lényegesen javitani. A kivetkezs ha-
rom feladatosztaly majdnem ugyanaz mint az elsé harom, de a feladatok szamat
mindhirom esetben eggyel néveltiik. Ennek eredménye az lett, hogy az LPT(k)’
algoritmus egészen rendkiviili médon jobb a masik ketténél: a 4. és 5. példa ese-
tén mind a sz4z esetben az az LPT(k)’ jobb eredményt adott mint a masikak. Az
utols6 harom feladatosztaly megegyezik a k6zéps6 harommal, csak annyi valtozas
tortént, hogy az LPT (k)" paraméterét csokkentettitk (négyre, illetve hatra), mig
az LPT(k) paramétere 10 maradt. Ennek eredményeképpen LPT(k) egyrészt fel-
gyorsult, mésrészt némileg romlott (a masik kettd kezd feljonni hozza), de még
igy is sokkal hatékonyabb maradt mint a méasik kettd algoritmus. Jegyezziik meg,
hogy a mai modern szamitégépek nagysagrendekkel gyorsabbak, mint amelyek a [6]
cikk keletkezésének idején voltak. Vagyis igaz ugyan, hogy az LPT(k) esetén csak
egyszer, az algoritmus elején kell optimélis megoldasat szamolni egy részfeladat-
nak, az LPT(k)' esetében pedig sokszor, ez a mai szamitégépekkel mar hatékonyan
implementathato.

A masodik tablazat annak illusztralasara szolgal, hogy mi torténik, ha a gépek
szama rogzitett, és az LPT(k) algoritmus k paraméterét noveljiik. A gépek és mun-
kak szamat itt is m, illetve n jeldli, a fels6 sorban a k paraméter névekvs értékei
szerepelnek, és a feladatok id6tartamat a [py, pa] intervallumbol valasztottuk

m | n|p,pe || LPT || (3) | (4) | (5) | (6) | (7) | (8) | (9) | (10)
1| 2(31] 918 ol 2] 1] 4]6 |2 |33]67]| 78
2. || 3[22] 918 0l o] ojo]o|11]19]41] 9
3.9 3]22] 5,19 0| 0 | 18] 21|38 |69 |8 |90 | 97
4.| 3]22| 525 1] 2 | 28|41 |60 |80 |8 |97 | 99
5.0 4]21| 9,18 0flo ] o[o0 1 |5 |11]31] 90
6.1l 5[31] 9,18 Of 1 | o] o 11|20 ][35]61] 9
7.0 3[27| 918 88| 75| 80| 71 | 68 | 77 | 67 | 76 | 84

Az els6 hat sorban arra latunk példat, amikor az algoritmus hatékonysaga a k
paraméter névekedésével egyiitt névekszik. Itt a feladatok n szima nem oszthaté a
gépek m szamaval. A 3. és 4. esetek vizsgalatakor a g—f tort értékét noéveltiik. Min-
den esetben névekvs az LPT(k)' hatékonysaga. A 7. példaban a feladatok szama
oszthatd a gépek szamaval. Itt, mint kordbban is lattuk, nem javitott az LPT(k)
algoritmuson a médositott LPT (k)" algoritmus, legaldbbis k < 10 esetén. Az utols6
harom k-ra az LPT(k)’ hatékonysaga azonban mar ndvekvé tendencidt mutat: 67,

76 és 84 esetben kaptunk minimalis megoldast a kilenc algoritmus altal kapott meg-
oldasokra vonatkoztatva. k = 12-re viszont mar 95-6t kapunk (ez a tablazatban nem

szerepel).
Az LPT(k)" algoritmus bonyolultsaga, ugyanigy mint az LPT(k)-¢, a k pa-
raméter novelésével exponencialisan n6évekszik. Ha azonban a k paraméter értékét
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rogzitjik, az algoritmus lépésszama nlog n, a kezdeti sorbarendezés miatt, a tébbi
lépés n linearis fiiggvénye. A szamitogépes program futisa példaul 6t gép, k = 10
¢és 30 munka esetén Pentium I tipust géppel kilenc-tiz méasodpercig tartott. Hozza
kell tenni azonban azt, hogy ezek az adatok csak az illusztraci6 céljat szolgaljak; az
algoritmus szamitogépes realizaciojakor lényegesen gyorsabban dolgoz6 program is
készithetd. Elmondhatjuk, hogy az algoritmus hatékonysaga a k paraméter néve-
lésével novekszik, ha a gépek szama nem oszt6ja a feladatok szamanak. Ellenkezé
esetben is javulé hatékonysag tapasztalhato, de csak valamilyen nagyobb k értéktdl
kezdve.
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ALGORITHM LPT(k)’ FOR SCHEDULING IDENTICAL PARALLEL MACHINES

GYORGY D6sA AND BELA VIZVARI

This paper is devoted to some heuristics for the problem P || Cmax. This problem is known
to be NP-complete. Graham’s list scheduling method is generalized in the following way: First
a nonincreasing processing time order of the taks is determined. Then the next two steps are
iterated: 1: Find the best possible allocation of the next k tasks. 2: Assign only the next task
accordingly to this schedule. We prove that this algorithm improves the theoretical efficiency of
Graham’s algorithm, and we also give some numerical results, as well.
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SZILARDSAGTANI TENZOROK SIKGORBEI

DR. NEMETH FERENC

Budapest

A dolgozat szilardsagtani tenzorok olyan sikgérbéit ismerteti, amelyek a vasbeton
lemezek torési elméletének kutatasa soran nagyon jo demonstracios eszkéznek bizonyul-
tak. A targyalt gérbék a tenzorok egyik tranformacios egyenletével irhatok le.

1. Bevezetés

A szilardsigtanban kozismert fogalom a valamely pontban uralkodé fesziilt-
ségi allapot, amelyet egy mésodrendii fesziiltségi tenzorral lehet leirni. Ez altalanos
térbeli esetben 3 x 3-as, sikbeli esetben pedig 2 x 2-es matrixa. De ugyanilyen felé-
pitésii a rugalmas testek valamely pontjaban (annak kis kornyezetében) keletkezd
alakvaltozasi allapot tenzora, valamint a szilard testek tehetetlenségi tenzora is.
Tovabba ugyanilyen, de csak 2 x 2-es métrixi a sikidomok tehetetlenségi tenzora,
valamint a hajlitott lemezek nyomatéki tenzora, és a falak, tarcsak, héjak memb-
ranerSinek tenzora is.

E tenzorok 4brazolasara a szilardsagtanban ismert és hasznilatos a Mohr-féle
kor, amely szerkesztéses megoldasckra is alkalmas. Kevésbé ismert, a szerzd altal
sok esetben el6nydsebbnek tallt, és tenzorkdrds abrazolasnak nevezett eljaras [1],
mely ugyancsak szerkesztéses feladatmegoldasokat tesz lehetGvé. A tenzorkords ab-
razolas mellett nagyon hasznosnak bizonyult a vasbeton lemezek t6rési elméletének
kutatasa soran [2], [3], [4], a hajlité nyomatékok polagorbéje, ami tulajdonképpen
a nyomatéki tenzor egyik tranformaciés egyenletének abraja.

Ez az egyenlet m, = mj cos? ¢ + my sin? ¢ alaku, ahol m; és my a nyoma-
téki tenzor sajatértékei (f6nyomatékai), m, pedig a hajlité nyomaték az 1-es f6-
tengellyel ¢ szdget bezaré normalisii metszetben. Itt a polar tengely az 1. {6-
tengely. Ha a polar tengely egy tetszleges = tengellyel esik egybe, akkor m, =
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my cos? p +my sin®  + Mgy sin 2¢ alaki lesz a szébanforgd transzformacios egyen-
let. Ez az egyenlet ugyanolyan alaki gérbét ir le, mint az eldz6 egyszerdbb egyenlet,
csak ferdék lesznek a tengelyek.

E cikkben a gorbéknek a lehetséges alakjait és tulajdonsagait fogjuk vizsgalni,
e fiiggvény matematikai elemzése atjan. Célunknak az egyszertibb fiiggvényforma
is megfelel.

2. A vizsgalt fiiggvény
A vizsgalt fiiggvény polarkoordinatas alakban:
(2.1) p = acos? ¢+ bsin’ ¢

Az 1. abran a koordinata rendszeriinket mutatjuk meg. Innen leolvashaté: z =
pcos, y = psing. Ide behelyettesitve (2.1)-et, elGallithatéd e fiiggvény paraméte-
res alakja:

2. x = acos® p + bsin® pcos
2.2
y = acos® psing + bsin® p.

3

\
A
A
& T T pp——
3]

1. dbra

A derékszégd koordinatas fiiggvényalak elGallitasahoz az (2.1) fiiggvénybdl kii-
sz6boljiik ki a szogfiiggvényeket cos ¢ = —;- és sinp = % behelyettesitésével, akkor

2 2

r Y
p=a— + b=,
PP

innen
az® + by* = pi.
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1
2

Mivel p = (z? + y?)?, azért deréksz6gii koordinatakban az

3
2

(2.3) az? + by’ — (22 +y%)* =0

implicit alak adédik.

3. A tenzorgdrbe jellegzetes alakjai

A gorbe alakja az a és b mennyiségektdl fliigg. Mindegyik esetben azonban mind
az z, mind az y szimmetria tengely, amelyekben a metszéspontok x = =a, illetve
y = +b helyen vannak.

A polarkoordinatas egyenletet hasznalva a gorbiilet a

(3.1) K=

képletbdl szamithato ki [6]. Felhasznélva a

/

p=(b—a)sin2p
p" =2(b—a)cos2yp

derivaltakat, levezethets, hogy a tengelyekkel valé metszéspontokban a kévetkezé
képletek adjak a gorbiiletet:

(3.2) z tengelyen: K =

3b—2a
(3.3) y tengelyen: K = e (b #0).

Lassunk néhany jellegzetes gorbealakot. Mindegyik esetben az a mennyiséget
pozitivnak és ugyanakkoranak tekintjik, mig a b értéket b = a-bol kiindulva csok-
kentjiik, &tmenve negativba is, egészen b = —a értékig.

1. eset: b = a. Ekkor a gorbe a sugaru kor,

2. abra: a > b > %a. A gorbe ellipszis szert, a és b féltengelyhosszakkal.

3. abra: b = %a. E speciilis esetben az y tengellyel valé metszéspontban zérus
a gorbiilet. Ugyanakkor az x tengelynél a gorbiilet K = -3% E képletek a (3.3) és
(3.2) bsszefliggésekbdl vezethetdk le.

4. abra: %a > b > 0. A gorbe piskéta formaji. Ezen az dbran b = 0,4da. Az =
tengelynél pozitiv, mig az y tengelynél negativ a gorbiilet. A két szakasz hataran
inflexiés pont, illetve a kettds szimmetria folytan pontok talalhaték. Az inflexids
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y

N
-

2
a>b>—
3%

2. dbra

ponthoz tartozé ¢; polarszog a gorbiilet (3.1) képletének szamlaléjaban allo kife-
jezés zérus-voltabol vezethetd le. A ¢ sz0g az alabbi egyenletbdl szamithato ki:

(3.4) (3b% — 2ab) tg* 1 + (6a2 — 10ab + 6b%) tg2 p1 + (3a® — 2ab) = 0

Megjegyezziik, hogy ez az egyenlet a (;-re csak az itt targyalt esetben (4. abra)
ad valés megoldast, tehat csak itt vannak inflexiés pontok. Az Osszes tovabbi eset-

ben csak ,Jlatszblagos” az inflexi6.
Levezethets, hogy yextr $z€ls6 értékekhez tartozéd polar szog a

a
2a — 3b

tgpo =

képletbdl szamithato ki.

5. abra: b = 0. Ez esetben kettds tojasgorbe adodik.

A polarszoget pozitiv értelemben novelve 0-t6l 27-ig, a p polarkoordinata tgy
véaltozik, hogy a gorbének az origoban kettds visszatérési pontja van, fiiggéleges
érint6vel. A gorbének itt tehat nincs inflexidja. A maximalis y ordinatéju pon-
tok polarszoge a ¢o = arc cot( + /2 ) + km, képletb6l szamithaté ki, ahol k£ = 0,1.
E pontok derékszogi koordinatéit pedig az

To = tacos’ pg = +0,5443a,
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y

-b

3. dbra

Uniag =20 cos? o sin g = £0,3849a

képletek adjak.

6. abra: a - b < 0. Az a és b ellentétes elGjeld, itt b = —0,4a.
A gorbe kettds lemniszkata szert. Az origd négyszeres pont, amelyben az érin- |
t6k a szoge abbdl a feltételbdl vezethets le, hogy ott p = 0 kell legyen. Ilymodon a

toz—:!:—E
L

képletet kapjuk az érint6k szogének megéllapitasara. Az origoban nincs inflexio,
pozitiv értelemben névelve a ¢ szoget a gorbe sehol sem megy at az érinté masik
oldaléra.

7. abra: b = —a. A gorbe négyszirmu rozsa forméjiu. Az origd négyszeres pont,
itt az érint6k az y = +x egyenesek. Az origdban nincs a goérbének inflexioja.

4. Példa az alkalmazasra

A vasbeton lemez egy pontjaban adott az igénybevételi nyomatékok tenzora,
amelynek hajlit6 nyomatéki komponense polar koordinatakban folrakva az M bett-
vel jel6lve lathat6 a 8. abran. Ez azt jelenti, hogy minden irdnyban van valamekkora
hajlité6 nyomaték. E tenzor fGtengelyei az 1 és 2 jeliek, f6nyomatékai (sajatérte-
kei) pedig my és ma. A folvett € és i vasalasi irdnyok esetén a méretezé mérnoknek
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§a>b>0

b=0

5. dbra

ugy kell megallapitani a sziikséges vasmennyiségeket, hogy a térényomaték (a nyo-
matékbirds) minden irdnyban nagyobb, de legalabb akkora legyen, mint az igény-
bevételi nyomaték. Egy gy nevezett optimalis mértezés esetén a torényomatékok
tenzora, illetve annak hajlit6 nyomatéki komponensei az M* gérbét adjak. Ennek
f6tengelyei 1* és 2%, fényomatékai m} és m3 [5).

Lathato, hogy a térényomaték gorbéje semmilyen irdnyban sem keriil az igény-
bevételi gérbén beliil, nem metsz bele, minden irdnyban m; > m,;. Hibas lenne a
méretezés, ha lenne olyan irany, ahol az igénybevételi nyomaték nagyobb lenne
a torényomatéknal: m; > m}. Ha pedig messze kiviil fut a térényomatékok gor-
béje, akkor gazdasagtalan a méretezés, mert sziikségteleniil nagy a nyomatékbiras.
Ertelmezhet6 a tartaléknyomatéki tenzor: M® = M* — M, amelynek komponensei

0. * .
m; =m} —m,.
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)

a-b<0

6. dbra

Abrankon ennek fotengelyei 1° és 2°, fényomatekai m és m9 = 0. Mivel az
ut6bbi nulla, a 2° irdnyaban torés kovetkezik be, ez még megfelels és gazdasagos
méretezést jelent. Es mivel mJ = min!, a méretezés optimalis.

A fent leirtak részletezése, bizonyitdsa meghaladja e cikk kereteit. E példa csak
érzékeltetni kivanja a targyalt tenzor-gérbék hasznossagat.

Még egy bonyolultabb példat is bemutatunk a 9. abréan az [5] cikk alapjan. Itt a
vasbeton lemez vizsgalt pontjaban az igénybevételi fényomaték az 1 tengely iranya-
ban pozitiv, a 2-es fdiranyban pedig negativ. (A deformalodott lemez f6gorbiiletei
ellentétes elGjeliiek.) Igy az igénybevételi nyomatéktenzor polargorbéje kettds lem-
niszkata szer (az abran sraffozassal kiemelve). Ilyen esetben a vasbeton lemezt
az also és fels6 rétegében egyarant el kell latni acélhdloval. Az als6 héalét a pozi-
tiv nyomatékokra kell méretezni, a felsét a negativ nyomatékokra. Térényomatéki
tenzor most ketts is adodik, az M,4 a pozitiv tor6nyomatékok polargorbéje, az
M, ,; a negativ nyomatékoké. E példaban mindkét térényomatéki tenzor polargor-
béje kettds tojasgorbe. A gobéket szamitogéppel rajzoltattuk f6l, az érintési pontok
automatikusan kiadédtak. A torényomatékok gorbéje kiviilrél érinti az igénybevé-
telek gorbéit, ez azt jelenti, hogy mind a pozitiv, mind a negativ nyomatékokra
helyes a méretezés. Az érintési pontok iranya azért is fontos, mert igy megkap-
juk az also és a fels6 torésvonal iranyat is, ami a tovabbi méretezés szempontjabol
hasznos informaécio6.

Megemlitjiik még, hogy nyomatéki polargérbék hasznalatat tudomasunk sze-
rint el6szor Lenkei Péter [7] javasolta, majd Cardenas és Sozen kutatasi jelenté-
siikben egyszeriibb esetekben alkalmazték is [8]. Azonban olyan alapos elemzés és
sokoldalu felhasznalas, mint ami e cikkben lathat6, még nem tortént.

A polargorbék hasznalata szemléletessé teszi azt, ha a méretezés helyes, vagy
hibas. Kiilonosen hasznos ez a kutaté szamara, ha valamilyen méretezési eljaras
kifejlesztésén dolgozik, vagy ha egy 1j méretezési eljaras helyességérdl, vagy hiba-
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y

—b

7. dbra

jarol kell érvelni, mint ahogy a szerzd tette ezt egy kandidatusi védésen, vagy az
Eurocod biralataban [5].
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PLANE CURVES OF MECHANICS TENSORS

Dr. FERENC NEMETH

A type of plane curves is analysed, which is very useful to demonstrate the optimum design of
reinforced concrete bended slabs. The treated curves are represented by one of the transfomation
equation of mechanics tensors.
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ALSO ES FELSO KORLATOK A CSOPORTOS ELETBIZTOSITASI
AKTUARIUS JELENERTEKRE EGYUTTES
VALOSZINUSEGELOSZLASOK FIGYELEMBEVETELEVEL

HORVATH ALICE ES PREKOPA ANDRAS

Budapest

A csoportos életbiztositasi aktuarius jelenérték kiszamitasahoz a csoportban sze-
repl§ egyének élettartamait a szakirodalomban altaldban fiiggetlen valosziniiségi valto-
zéknak tekintik. A val6sdgban azonban az élettartamok igen gyakran sztochasztikusan
Osszefiiggbknek bizonyulnak és a tényleges egyiittes eloszlassal szamitott aktuarius jele-
nérték jelentésen eltérhet attédl az értéktsl, amit a fiiggetlenség feltételezésére tamasz-
kodva nyeriink. Dolgozatunkban modszert adunk a jelenérték alsé és fels§ korlatainak
szdmitdsara, mikdzben az élettartamok korében csak kis szamu valoszintségi valtozo
egyiittes eloszldsdnak ismeretét tételezziik fel. A korlatok a binomislis momentumprob-
lémakra tdmaszkodva nyerhetGk.

1. Bevezetés

Dolgozatunkban a Bowers et al. (1997) konyv fogalmait és jeloléseit hasznaljuk.
Egy adott egyén teljes élettartama valészintiségi valtoz6, melyet a tovabbiakban X,
vagy (esetleg indexszel ellatott) mas latin nagybetivel jel6liink. Ha az egyén tal-
élte az x évet, akkor a hatralévs élettartamat a T'(z) szimbélum jelsli. A T(x)
valésziniiségi valtozoé eloszlasa az X > 0 val6szinfiségi valtozo feltételes valdszinii-
ségeloszlasaval adhaté meg. Ha X eloszlasfiiggvényére bevezetjiikk az F(x) jelolést,
vagyis

(1.1) Flz)y=P(X <z), >0,
tovabba bevezetjiik még az
(1.2) s(z) =1- F(x)
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jelolést is, akkor T'(z) eloszlasa az alabbi képlettel adhat6 meg:

(13) P(T@)<t)=P<X<z+t|X>z)= P(x;())((f;)H) =

Flx+t)— F(z) s{z)-s(z+1t)

s(z) - s(z)

Az (1.3) valosziniiségre szokis a g, jelolést, a P(T(x) > t) valoszindségre pe-
dig a ;p, jelolést alkalmazni. Az élettartamokat dltalaban diszkrét, vagy folytonos
eloszlasu valoszindségi valtozoknak szokéas feltételezni. A diszkrét esetben az élettar-
tam lehet 0,1,2,... év, vagy valamilyen révidebb id§tartam. A ,q, valésziniiségeket
egeész x, t esetére az élettartam tablazatok tartalmazzak. Az egy évre vonatkozo

l16léseket alkalmazni:

Pz = tPry Gz = 4z, ha t=1.

A ,p, valésziniség szamithat6 a t = 1 esetre vonatkoz6 valoszintiségek segitségével,
ugyanis fennall az alabbi egyenldség:

P(X>z+1)
14 =P(X > t| X = =
B li[ PX>z+k)
= P PX>z+k—1) = PzPz+1 - Px+t-1-
Tekintsiink most n egyént, akik az adott id6pontban zi,...,z, évet mar él-
tek, ahol zy,...,z, nem feltétlenill egész szamok. Masként kifejezve, tekintsiik az
(x1),...,(zn) élettartamokat. Az id6 haladtaval a még életben 1évs egyének szdma

csdkken. Azt mondjuk, hogy a legalabb k taléls allapot érvényes, ha k egyén az n
koziil még életben van. A legalabb k tulélg allapot jele:

k
T1Z2...Tn |

Egy masik rokon fogalom a pontosan k tuléls allapot.Ez fennall akkor, ha az n élet
koziil pontosan k még nem fejez6d6tt be. Ennek az allapotnak a jele:

()

A jelen id6ponthoz képest t id6 milva a legalabb k tuléls allapot bekdvetkezésének
a val6sziniségét a
k_

ryzy...70
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a pontosan k tulélgallapot bekovetkezésének a valdsziniiségét a

P M

LGl

szimboélum jeloli.

Ismeretes, hogy ha Ai,..., A, tetszéleges események, Py annak a val6szind-
sége, hogy ezek koziil pontosan k esemény bekdvetkezik, ahol 0 < k < n, akkor
tetszéleges ¢, ¢, . - ., ¢y szamokkal fennall a

n n
(1.5) > ckPy=co+ Y SplAFe,
k=0 k=1

egyenldség. Az (1.5) képletben Sy = 1,

Se= > P(A,N..NAy), k=1,...,n,
1<i1<...<ik<n
AFcy pedig a ¢y, c1, . . ., ¢ sorozat k-adik differencisja,
AOC() = Cy, AICO = C1 — Cp, A260 =C2 — 2C1 + Co

és altalaban
b k
k = i-1 . —
(1.6) A 60—12:0 (-1) (i>c,, k=1,...,n.

Hasonl6 képlet adhaté arra az esetre, amikor a Py valoszintiséget a legalabb
k esemény bekovetkezésének P valdsziniiségével helyettesitjik. Az erre az esetre
vonatkozé6 képletben a dg,dy, ..., d, szdmokat alkalmazva, fennall a

n n
(1.7) dePk =dyp +ZSkAk_ld1
k=0 k=1
egyenlGség.
Tekintsiik most ismét a T(xy),...,T(z,) valosziniségi valtozékat, melyek az
zi,..., T, éves egyedek tovabbi élettartamait jelSlik. Vezessiik be a kovetkezd jelo-
léseket:

Se= S P(T(ai) >t T(z) > 1), k=1,...,n.
1<i1<...<ix<n
Ha ezeket az (1.5) és az (1.7) képletekben megfelels S; mennyiségek helyébe

tessziik és egyidejiileg végrehajtjuk a

Pr=w___1n

LT Eq

P,=p k

r1x...Tq
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helyettesitéseket, akkor az alabbi formulakhoz jutunk:

n n
(1.8) Z CktP____ 1) =Cot Z 1Sk Ao
— YR —
n n
L. = k=1
(1.9) Dok =dot ) SAF )
k=0 k=1
Az aktuarius elméletben és gyakorlatban a T'(z,),...,T(z,) valosziniségi val-

tozokat altalaban fiiggetleneknek tételezik fel. E feltétel érvényessége esetén fennall
az, hogy

P(T(SE“) > tl,...,T(ﬂiik) > t) = P(T(l‘,l) > t) P(T(.’L‘lk) > t)

és igy a Sy értékeket a T'(x;) valoszindségi valtozok eloszlasai ismeretében megha-
tarozhatjuk. Az (1.8), (1.9) egyenldségek jobb oldalanak ismeretében a bal oldalak
is ismertté valnak. Az utobbiaknak konkrét biztositdsmatematikai tartalmuk van,
amint ezt a kévetkezd szakaszban kifejtjiik.

Ha azonban a T'(z1),...,T(z,) valészintségi valtozok nem fiiggetlenek, akkor
mar nem biztos, hogy a ;Si,..., S, mennyiségek mind ismertek, lehet, hogy csak
az els6 kettd, vagy az els6 harom, vagy az els6 néhiny mennyiség ismert, a tobbi
nem. Ez két okbdl is bekovetkezhet. Egyfeldl lehet, hogy néhany valészinségi val-
tozo egylittes eloszlasara van adatunk, de sokra nincs, méasfelél lehet, hogy vannak
adatok, de valamennyi 5] ... S, kiszamitasidhoz sziikséges szamitasi id6 irredlisan
sok volna. Ily médon az (1.8), (1.9) formulak alkalmazasi lehetdsége korlatozott.

A 2. szakaszban az (1.8), (1.9) egyenletek bal oldalan 4ll6 mennyiségek bizto-
sitasmatematikai jelentésével foglalkozunk. Az ezt kovets 3. szakaszban megadjuk
az (1.8), (1.9) formulak bal oldalain 4ll6 &sszegekben szerepld valdszintiségek alta-
lunk javasolt alsé és felsé korlatait, melyek révén eljutunk az dsszegek alsé és felsG
korlataihoz. Végiil a 4. szakaszban egy specidlis esettel foglalkozunk.

2. Az élettartamok egyiittes valosziniiségeloszlasinak jelentdsége az
életbiztositasi feladatokban

A nagy szamu alkalmazasi lehetdség koziil kettét ragadunk ki. Az egyik a t6bb
személy egyiittes életbiztositdsa esetén a netté prémium, a masik a t&bb személyes
évjaradék (annuitis) meghatarozasa. Az egyiittes életbiztositas vonatkozaséban fel-
meriil§ problémak koziil vegylik az alabbi példat.

1. Példa. Tegyiik fel, hogy n személy szamara kotiink életbiztositast, mely a
j-edik elhalalozaskor d; &sszeget fizet, ahol j = 0,1,...,n. Az életbiztositas megkd-
tésének idejét zérénak véve, a biztositott egyének ekkor bizonyos életkort mar elér-
tek, jeloljék ezeket xy,...,z,. A jov6ben bekdvetkezs elhaldlozasok idSpontjait az
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1. szakaszban leirtaknak megfeleléen a T'(z1),...,T(z,) valoszindségi valtozok ér-
tékei adjak meg. Egyiittes eloszlasuk a teljes X7, ..., X, élettartamok F(z1,...,2,)
egylittes eloszlasfiiggvénye segitségével hatirozhat6 meg.

Példaul, a T(z1) > t1...,T(x,) > t, esemény valosziniisége a kivetkezs:

(2.1) P(T(z1) > t1,...,T(zn) > ts) =
:P(Xl >.’L‘1+t1,...,Xn>.'IJn+tn|X1 >xy,...,Xn >.’En) =

. P(X1 >x1+t,..., Xn > T +ta, X1 >."L‘1,...,Xn>.’1,'n)

P(Xl >.Z1,...,Xn>$n)

P(X1>1L'1+t1,...,Xn>.”L‘n+tn)
P(Xy>z1,...,Xn > zp) '

A (2.1) képlet utolsd soraban mind a szamlalo, mind a nevezd jol ismert mo-
don szarmaztathat6 az X,,. .., X, valoszinlségi valtozo egyiittes eloszlasfiiggvénye
segitségével. Egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy Xi,..., X, egylittes eloszlasa
folytonos. Rendezziik sorba nagysag szerint a T'(z1), ..., T (z,) val6szindségi valto-
z6kat, jeloljék ezeket 17, ..., T ahol T} a legkisebb, T} a legnagyobb érték. Jeldlje
f;(t) a T} valoszintségi valtozé sdriségfiiggvényét, j = 1,...,n. E stirdségfiiggve-
nyek is szarmaztathatok az F(zy,...,z,) eloszlasfiiggvénybdl. Ezek utan felirjuk a
nettd prémium értékét:

(2.2) /ooe'”
0

ahol r a kamatlab és et a jelenérték meghatarozasahoz szolgalé diszkontals faktor
(id6ben folytonos kamatozast feltételezve). Ha az Xq,..., X, valdszindségi valto-
zok fiiggetlenek, folytonos és azonos eloszlastuak, kozés sdriiségliiggvenyik f(t),
tovabba ;1 = ... = z,, = 0, akkor

d; f;(t) dt,
=1

n! j-1 n—j .

Ezekkel a fiiggvényekkel (2.2) értéke meghatarozhaté.

2. Példa. Evjaradék (annuitas). Tegyiik fel, hogy n személy szdméra folyési-
tando évjaradék Osszege idGegységenként ¢; forint a j-edik és a j 4 1-edik személy
halala kdzott, 7 = 0,1,...,n. Meghatéarozhatt6 az évjaradék jelenértéke idében foly-
tonos kamatozas esetén, ahol a kamatlab r. Az egyes személyek élettartama indulas-
kor az X1,..., X, értékekkel egyenld. A feladat megoldasara az (1.8) formulat alkal-
mazhatjuk. Ekkor azonban ismerniink kell minden ¢ > 0 esetén a ,S;, k=1,...,n
értéket. Tegyiik fel, hogy ezek rendelkezésre allnak. Ekkor a kivant eredményhez
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az (1.8) egyenl8ség mindkét oldalanak 0-t6l co-ig terjedd integralisa révén jutunk.
Ugyanis annak a valészintisége, hogy a t id6pontban a rendszer a pontosan k t0léls
allapotban legyen, a
P
Tirs .
értékkel egyenlS. Ebbdl kovetkezik, hogy a (t,t + dt) idSintervallumban kifizetett
évjaradék varhato értéke

(2.3) e ch P w dt

Flag.oan
k=0

és igy a teljes (0, 00) idGintervallumban kifizetett évjaradék varhatoé értéke, vagyis
az un. aktuarius jelenérték az alabbi:

n o0 o0 n oo
(2.4) ch/e_” Pk dt = co/e_” dt + ZAkCO/ S dt.
= e J P J
Ha az egyes élettartamok fiiggetlen valészinilségi valtozok, akkor ehhez .S,
k=1,...,n meghatarozhaték az egyedek élettartama valdsziniiségeloszlasa és a
¢, ..., Cn SOrozat ismeretében.

3. Also és felsd korlatok az aktuéarius jelenértékre vonatkozolag

A (2.4) egyenletben szerepls .S, értékek ismerete mindent >0ésk=1,...,n
esetén feltételezi az n személy élettartama egyiittes valészinliségeloszlasanak az is-
meretét. Ez azonban a gyakorlatban altaldban nem All rendelkezésre. Sok esetben
mégis kevesebb, mint n élettartam egylittes eloszlasa rendelkezésre all. A legegy-
szeribb eset az, amikor minden élettartam par egyiittes valoszintiségeloszlasat is-
merjiik. Ebben a szakaszban erre a viszonylag egyszerid esetre koncentralunk és
médszert adunk az évjaradék aktuarius jelenérték alsé és felsé korlitjainak a meg-
hatarozasara, kizar6lag a paros élettartam eloszlasok ismeretének feltételezése mel-
lett. A modszer sok hasonlésagot mutat a Horvath és Prékopa (2002) dolgozatban
kozolt modszerhez, mely azt a célt szolgalja, hogy rendszerek atlagos miikodési ide-
jére hatarozzunk meg korlatokat. Miel6tt azonban tovabb mennénk, figyelmiinket
egy specidlis ¢, €1, . . . , ¢, sOrozatra irdnyitjuk, mely gyakran eléfordul az évjaradék
szamitasban. Ez a sorozat a kdvetkezé:

(3.1) =0, c1=c""Y, =% . .  ,cn=1,

ahol 0 < ¢ < 1. Mivel ¢, az évjaradék idGegységre es6 részét jelenti a pontosan
k tuléls allapot érvényessége esetén, a fenti sorozat azt jelenti, hogy egy egység

Alkalmazott Matematikai Lapok 21 (2004)




ALSO ES FELSO KORLATOK 307

jar, ha mindegyik kedvezményezett életben van és minden halil esetén az évjara-
dék ¢ szorzoval cstkken. A (3.1) sorozattal kapcsolatban bebizonyitunk két tételt.
Ehhez sziikségiink van a magasabb rendd osztott differencia fogalmara, mely meg-
talalthato pl. Jordan (1947), vagy Prékopa (1995), konyvében.

3.1. TETEL. A (3.1) képlettel adott co,c1,...,cn sorozat valamennyi m + 1-
rendd osztott differencidja pozitiv, ha m + 1 pdratlan.

Bizonyitds. A Fekete és Polya (1912) levelezésében szereplé Fekete altal bizo-
nyitott egyik tétel és az osztott differencidk determinans alakja segitségével bebi-
zonyithaté, hogy ha a konszekutiv pontokhoz tartozé m + 1-edrend(i differencidk
pozitivak, akkor valamennyi m + 1-rendi osztott differencia pozitiv. Ennek indok-
lasa megtalalhaté Prékopa (1995) kényve 156. oldalan, igy a részleteket mell§zziik.

Tekintsiik a ¢;, €41, - -+, Citm+1 Szdmokat. Mivel ezek az 4,71+ 1,...,1+m+1
szamokhoz tartoznak, az osztott differencia pozitivitisahoz az elegendé a kozonsé-
ges A™+1e; differencia pozitivitasat belatni. Ismeretes, hogy

iy m+1
A7n+l(, _ Z( 1 ( )Ci+k-

Mivel ¢g =0, cx =c¢* %, k=1,...,n, az i > 0 esetben azt kapjuk, hogy

m+1 __m+1 vkl m+1 n—i-k __

(32) A=) (-1) L )e -
k=0
- asy <m+1>< 1)’“_
k=0 ¢
) 1 m+1 m /1 m+1
=—c"" (1 - —> = (-7 (Z - 1) > 0.
C

Ha viszont i = 0, akkor

lI

_— m+1 w1 {m+ 1
(3.3) A™Fle =" (-1) L Je=

k=0
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m+1 k
n m+1 -1 n_
e ()(F) e

= [1 - (1 - -i—)mﬂ} =c" [1 + (=)™ (1 ;C)mH} > 0.

Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

3.2. TETEL. Hac < %, ésm+ 1 péros, akkor a ¢y, ¢y, . . . , ¢, Sorozat valamennyi
m + 1-rendd osztott differencidja negativ.

Bizonyitds. Ha ¢ > 0, akkor a (3.2) relacio utolsé sorabél leolvashaté, hogy
A™*1e; < 0. Ha viszont i = 0, akkor a (3.3) és az (1 — c)/c > 1 relaciébol kivetke-
zik, hogy

m+1
(3.4) Al = [1 - <1 C) } <0.

(&

Megjegyzés. Ha ¢ > %, akkor az i > 0 esetben A™*!l¢; pozitiv, illetve negativ,
aszerint, hogy m + 1 paratlan, vagy paros. Az i = 0 esetében azonban A™*!¢; > 0,
fiiggetleniil attél, hogy m + 1 pératlan, vagy paros.

A tovabbiakban ismertetjiik médszeriinket, melyre tdmaszkodva alsé és fels6
korlatot adunk a (2.4) képlet bal oldalan 4ll6 mennyiségre. Ehhez el6bb korlatokat
adunk a

n

(3-5) Z ChtP_____ (K]

142w
k=0

Osszegre, rogzitett t esetén. A kivant korlatokat az e~ "'-vel valé szorzas, majd in-

tegralas utan kapjuk. Tegyiik fel, hogy m + 1 paratlan és ismeretesek az 1. szakasz-
ban értelmezett ;Sg, k =1,...,m mennyiségek. Tudjuk azt, hogy ha A;; jelenti

a T(z;) >t eseményt, j = 1,...,n, tovibba v, rogzitett ¢ esetén azoknak az A;
eseményeknek a szidma, amelyek bek&vetkeznek, akkor
(3.6) E [(1‘)] = S, k=0,...,n

A (3.6) formula érvényességét illetGen 1. Prékopa (1995) konyvében a 6.2. sza-
kaszt. A (3.6) egyenl&séghdl kdvetkezik, hogy

" (i
(37) Z(k) tD i = tSk) k::(),l,...,n,

¢ F1mgan
i=0

ahol ,Sp = 1 definicié szerint.
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A (3.7) egyenlGségek szama n + 1, ugyanennyi a bal oldalon &ll6 &sszeg-
ben szereplé valdszindségek szdma is. A ,S;, k=0,1,...,n és a ,p G, t =

FTFTR
0,1,...,n mennyiségek egyértelmiien meghatarozzik egymast. Ha azonban a (3.7)
egyenldségeket csak a k =0,1,...,m esetekre irjuk fel, ahol m < n, akkor a Sy,
k =0,1,...,m mennyiségek, melyeket feltevésiink szerint ismeriink, mar nem ha-
tarozzak meg egyértelmden a ,p g, ¢ =0,1,...,n valésziniségeket. Ezért az

FrET T
utébbiakat valtozoknak tekintjiik és az adott egyenlGségek és a valtozékra tett nem-
negativitasi feltételek mellett minimalizaljuk, ill. maximalizaljuk azt a célfiiggvényt,
amelyet (3.5) hataroz meg, ha ott is valtozoknak tekintjiik a valoszintiségeket. A je-
161és egyszertisitése érdekében a valtozoknak tekintett ,p i, valészintiségek he-

FTETT
lyett a tovabbiakban a vy; szimbolumokat alkalmazzuk. Iy médon a (3.5) értékre
vonatkozo alsé és fels6 becsléseket az alabbi linearis programozasi feladat optimum
értékei szolgaltatjak:

n

(3.8) min(max) z CiVt;

=0

feltéve, hogy

n .
<l)vt,—= tSIm k=0,1,...,771
=0 k

(3

v; 20, 1=0,1,...,n.

A (3.8) feladat helyett egy valamivel kényelmesebb alaka feladatot irhatunk
fel, ha a ;S, K =0,1,...,m (n. binomiilis momentumok helyett attériink a ,u,
k =0,1,...,m hatvinymomentumokra. A (3.8) feladat egyenlSséges feltételeinek
ekvivalens alakja a kovetkezd

n

(3.9) D kv = i, k=0,1,...,m,

=0
ahol 0° = 1, definici6 szerint, és

k

(3.10) i =Y S(k,)i1eS; k=0,1,...,m.
=0

Az S(k,j) szamok az un. Stirling szamok. Ezek értelmezését illetden 1. Prékopa
(1995, 154. 0.) A (3.10) egyenlGségek kis k értékekre konnyen megadhaték a (3.6)
formula alapjan, ugyanis minden k esetén fennall az

E(Vf) = thk
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egyenldség. Igy pl.

th = 51
ey = 28 + 15
thg =653+ 6,5 + 151,

A fentick alapjan felirhatjuk a (3.8) feladatokhoz ekvivalens alabbi feladatokat:

n

(3.11) min(max) Zcivu
i=0

feltéve, hogy
n
> v = g, k=0,1,...,m.
i=0

A (3.11) feladat tomorebb alakja a kévetkezd:

n

(3.12) min{max) Zc,—vti
i=0

feltéve, hogy

n
E AV =
i=0
v >0, 1=0,1,...,n,

ahol

a;=1"1 i=0,1,...,n

tl‘l‘z t/lQ

thm

A (3.12) feladatra érvényes a kovetkezd tétel.
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3.3. TETEL. Ha a (3.1) altal adott ¢g, ¢, . . ., sorozatban 0 < ¢ < 1 ésm + 1 pa-
ratlan, akkor a (3.12) feladat dudl megengedett bazisai, a bazisindexekkel kifejezve,
az alabbi sémat kévetik:

min feladat 0,4, +1,...,hh+1
max feladat j,5+1,...,hh+1,n.

Bizonyitds. A tétel a 3.1, 3.2 tételek és Prékopa (1990, 1995, 159. old.) diszk-
rét momentum probléméara vonatkoz6 dudl megengedett bazis struktiira tételébsl
kovetkezik. Itt felhasznalast nyer a cg, ¢y, . . ., ¢, sorozat osztott differenciainak po-
zitivitasa.

3.4. TETEL. Hac < % és m + 1 pdros, akkor a (3.12) feladat dual megengedett
bazisai a bazisindexekkel kifejezve, az alabbi sémat kovetik:

min feladat 0,4,i+1,...,h,h+1,n
max feladat 7,7+ 1,...,hh+ 1.

Bizonyitds. A tétel érvényessége a 3.2 tételhez hasonloan igazolhat6. Az m = 2
esetre vonatkozdlag a 3.11 feladat alakja a kévetkezs:

n

(3.13) min{max) Z CiV;
=0

feltéve, hogy
Voo + V1 F Ut .. F U =1
Vil + 202 + .. F U = g
vt1+4v12+...+nzvm= 2
v; 20, 1=0,1,...,n,

ahol ,u; és . a kordbban megadott képletek szerint hatdrozhatok meg .S és (S,
ismeretében.
A 3.3 tétel szerint a (3.13) feladat dual megengedett bazisai az alabbi tipustak:
min feladat 0,¢,7 + 1
max feladat 7,7+ 1,n.

Az m = 3 esetben a (3.11) feladat alakja a kdvetkez6:

n

(3.14) min(max) Z CiV;

=0

feltéve, hogy
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Vo + U+ U2+ . v =1
Vi1 + 202 + ..+ N0y, = tih

v + v + ...+ 0oy,

Il

th2

Vi1 +8v12+"'+n3vtn = U3
v 20, 1=0,1,...,n,

ahol a ;py, ¢4, ¢13 hatvanymomentumok, a ,S;, ;S2, 53 binomiélis momentumok
ismeretében meghatirozhatok.
A 3.4 tétel szerint a (3.14) feladat dual megengedett bazisai az alabbi tipusiak:

min feladat 0,7, +Ln
max feladat 4,5+ 1,7,7 + 1.

Ha a (3.12) feladat minimum és maximum értékeit L; és U, jelentik, akkor
fennall az alabbi relacio:

n
LtSZCitP g < Uy,

‘ 153 an
1=0

a (2.4) egyenl8ség felsd soraban 4ll6 un. aktuéarius jelenértékre pedig az alabbi alsé
és fels6 korlatokat kapjuk:

oo " o N
(315) /e_TtLt dt S ZCi/e_” N/ dt S /e—rtUt dt.
0 =0} ez en /

A korlatok numerikus meghatarozasa oly médon térténik, hogy minden ¢ ese-
tén meghatarozzuk azt a bazist, mely primal megengedett is, felirjuk az Ly, ill. az
U; optimum értéket és elvégezzilk az integralast arra az intervallumra, amelyben
az adott bazisra a primal megengedettség fennall.

4. Az m + 1 = 3 esetre vonatkozé formulak

A (3.13) probléma az un.diszkrét momentumprobléma, régzitett ¢ esetén. E fel-
adatban a valoszindségeloszlas tartdja a 0,1,...,n halmaz, a célfiiggvényben pedig
aco=0,¢ =c""% i=1,...,n egyiitthat6k szerepelnek.

Ha az eloszlas tartéja a {zo, 21,. . ., 2, } halmaz, a célfiiggvény egylitthatok pe-
dig az f(z0), f(#1),-.., f(2n) szamok, akkor a feladat optimum értékei, vagyis a
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célfiiggvény alsé és fels§ korlatjal az alabbi egyenlétlenségek formajaban oldhatok
meg: (1. Prékopa 1995, 171. old.)

zizig1 — (2i + Ziz1)p1 + po
(zi — 20)(zig1 — 2p)

(4.1) f(z0)—

_ 20%i+1 (202zi41 — (20 + zit1)p1 + p2 z0zi — (20 + zi)p1 + po

zZi) + Zi <
(i1 — #2)(zs — ) I T =20t — 2 )
Zj+12n — (Zj+1 + zn)p1 + p2
SE[f(©)) <~ flz) -
7)) (zj+1 = 2j)(2n — 25) (=)
zj2n ~ (25 + zn)p1 + f2 zizjy1 — (2 + 25 +
_ o n _]. n_ . f(2j+1)+ Jj*it+ _( ] ]+1).U‘1' ‘2f(2n),
(zj41 — 2 )(zn = Zj41) (zn = 2j+1)(2n — 25)
ahol 7 és j az alabbi egyenlStlenségek révén hatarozhatok meg:
(4.2) cz; < Hz2 — 20/ < Zi41
B — Zo
Znlt1 — H2
4.3 ;<2 < z;
(43) AP A
Ha ezt a mi esetilinkre specializaljuk, akkor a kévetkez6 adédik
(C+1) ety = 1 pi Seb = b2 e S
4.4 n—i _ n—i-1 -~ n—I| <
(4.4) - ¢ Tir1 c hS ;C tpt1£2m:n <

cUtn—(t+j+1l)un+ the n—j _ JM = (n+7)em + tH2 n—j-1

n—j (n-j-1)

LG+ = 25+ 1) s —
(=3 - D(n 1)

’

ahol az i szamot az

(4.5) i < g S (04 1) o,

a j szamot pedig a

(4.6) Jn— ) gy — g <G+ (0~ )

egyenlGtlenségbdl hatarozzuk meg.

Tegyiik fel, hogy a ,u; és a ,up momentumok semmilyen ¢ > 0 esetén nem
egyenlék. Ha két momentum egyenld, akkor az eloszlds a {0,1} értékre koncent-
ralédik. Ezt az esetet tehat kizarjuk. Ekkor azonban a (4.5) altal meghatarozott
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i # 0, ugyanis 1 = 0 esetén azt kapnank, hogy i < s, viszont tudjuk azt, hogy
o > i, tehdt pp = 4y kGvetkeznék.

A (4.6) egyenlStlenséghb6l azonban kévetkezhet, hogy 7 = 0. Ha ez fennall akkor
a (4.4) egyenl6tlenségben ¢™~7 helyett 0 irandé.

Jeldlje I; a t értékeknek azt az intervallumat, amelyet a (4.5) egyenlGtlenségek
rogzitett ¢ esetén meghataroznak.Hasonléan értelmezziik (4.6) alapjan a J; inter-
vallumot. Ha a (4.2) egyenlétlenségben mindeniitt szorzunk az e~ faktorral, majd
a bal oldalon integralunk az I;, a jobb oldalon pedig a J; intervallumon, végiil el-
végezzitkkazi—re (i =1,...,n) ésaj—re (3 =0,1,...,n) vonatkozod Gsszegezést,
akkor a kapott Gsszegek alsd, illetve felsé korlatai lesznek az évjaradék aktuarius
jelenértékének, vagyis a

n o0

E c”_l/e'” P g dt
ey

=1 ;

értéknek. A formulak felirasatél, azok bonyolultsiaga miatt, eltekintiink. A médszer
numerikus bemutatasira egy kés¢bbi dolgozatban tériink vissza.
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LOWER AND UPPER BOUNDS FOR THE ACTUARIAL PRESENT VALUE OF A GROUP
LIFE INSURANCE POLICY, USING JOINT LIFE TIME DISTRIBUTIONS

A. HorvATH AND A. PREKOPA

When calculating the actuarial present value of a life insurance policy it is generally assumed
that the lives are independent of each other. This condition is, however, not always satisfied in
practice but the numerical calculation is frequently too complicated if we take into account the
joint distribution of the lives. In this paper we give lower and upper bounds, in a relatively simple
way, for the actuarial present value, by the use of the method of discrete moment problems.
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KLASSZIFIKACIO AZ ESET ALAPU
KOVETKEZTETORENDSZEREKBEN

BOGNAR KATALIN

Debrecen

Ebben a cikkben egy formalizmust adunk az eset alapt kévetkeztetési eljaras vissza-
keresési és illesztési miiveleteire az objektum orientalt ismeretabrazolasi rendszerekben,
figyelembe véve a leird logikak fogalmait. Ha az eseteket hierarchidba szervezziik, ak-
kor az eset alapi kdvetkeztetOrendszer és az osztalyozas kdnnyen kapcsolatba hozhatéd
egymassal.

1. Bevezetés

A Mesterséges Intelligencia (MI) kutatasok olyan eljarasokat és technikdkat
tanulméanyoznak, amelyek segitségével az emberi gondolkodas kévetkeztetési maod-
szerei egyre jobban érthetdek és alkalmazhatéak az informaciés rendszerekben. Eb-
b6l adéddan a kovetkeztetési mddszerek és azok hatasa az ismeretek abrazolasara
fontos szerepet jatszanak az MI kutatdsokban. A kiilénb6zé feladatok megoldasa
soran szamos, egymastol eltérd alapokon nyugvéd kévetkeztetGrendszert hasznalha-
tunk. A kitizott célt valtozatos modokon érhetjiik el, ez kitiinik szohasznalatunkbdl
is: bizonyitas, meggy6zés, elhatirozas, igazolas, magyarazat, stb. A kovetkeztetési
eljirasasokat kiilénb6z6 szempontok szerint csoportosithatjuk, a kovetkeztetéshez
(hipotézisen alapuld, analég, stb.), az ismeretekhez (kozelit8, kvalitativ, tempora-
lis, stb.) val6 viszonyuk vagy a tudasabrazolas médja (strukturalt objektum alapa
oroklgdesi hierarchiat kovets vagy szabaly alapd formalis, stb.) szerint. A kdvet-
keztetési modok mindegyike egy-egy emberi gondolkozasi mechanizmuson alapul és
valtozatossaguk ezen tul a megvalositdsuknak is készénhet6. E modszerek alapve-
t6en hirom f6 kategériaba sorolhat6ak:

o Levezetés jellegii (deduktiv), formalis kovetkeztetés

Egy adatszerkezet szimbolikus leirdsdnak szintaktikijan alapul, a mtveletek

adott szemantikai jelentését a hattérben figyelembe vevs, de mindig szintakti-
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kai levezetési szabalyok segitségével elfallitott levezetés formajaban (pl. elsé-
rendd predikdtum kalkulus, automatikus tételbizonyitas [7]).

o A hasonlosagot figyelembe vevs (analog)
Egy struktiralt tudasbazis alstruktirainak hasonl6sagan alapul. Megvalosita-
sdhoz egyeztetés, a hasonlésag és a fiiggdségi kapcsolatok kiértékelése sziiksé-
ges.

o Az egyedibdl az altalanos felé haladé (induktiv), altalanositason és absztrak-
cién alapulé kévetkeztetés
Az 6roklédési mechanizmust megvalésitéd eljaras. Kozvetlenil kapcsolodik az
osztalyozason alapul6 kévetkeztetéshez.

Ebben a cikkben a hasonlosagon alapulé kévetkeztetések koziil az eset alapuval
fogunk foglalkozni. A bevezetd ismertetések utan az eset alapi kévetkeztetés egy
lehetséges megkdzelitését mutatjuk meg az objektum orientdlt ismeretabrazolasi
rendszerek kérnyezetében, ahol az eseteket hierarchikusan szervezziik. A modszer
lényegét egyszert( példakon illusztraljuk.

2. Hasonl6sagon alapulé kévetkeztetés

A hasonl6sagon alapulé kovetkeztetés egyfajta megkozelitésében a kévetkez-
tetésben részt vevd elemi egységeket adatsrukturaként figyelembe véve (lasd [3])
tekintsiik a kovetkezd formalizmust: legyenek P és T adatstrukturak, A és B al-
struktira P-ben valamint C és D alstruktira T-ben. Az analégidn alapuld kovet-
keztetés megfelelteti egymasnak az A és C alstruktirakat. Amennyiben C-bél D-re
el6zéleg levontunk valamilyen kovetkeztetést, akkor ennek mintajara A-bol kovet-

T adatsruktiira P adatsruktira
Forras probléma (C) Célprobléma (A)
hasonl6sag
figges
Forras megoldas (D) Célmegoldas (B)

1. dbra. Hasonldsdgon alapulo kévetkeztetés
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keztetiink B-re. Ez az eljaras két kapcsolatot feltételez. Egyrészt, az A és B valamint
a C és D strukturak kozotti fliggeést, masrészt az A és C valamint a B és D struktu-
rak kozotti hasonldsidgot. Ugyanakkor kérdéses, hogy milyen kévetkeztetési médot
hasznéalunk, amikor C-bgl D viselkedését irjuk le. Minél nagyobb A és C kozotti
hasonl6sag (hataresetben A azonos C-vel) és minél erésebb a fiiggés C és D kozott
(hataresetben a kovetkeztetési mod a deduktiv levezetés), A-b6l B-re vonatkozo
hasonlésagon alapulé kovetkeztetés annal inkabb kozelit a deduktiv levezetéshez.

3. Eset alapu kovetkeztetés

A hasonlésdgon alapulé kovetkeztetés egyik formaja az eset alapu kovetkez-
tetés (case based reasoning, CBR a tovabbiakban). Ennél az eljarasnal arrél van
sz0, hogy az el6zbleg mar megismert eseteket hasznaljuk fel az 4j problémak meg-
oldésa soran. Valéjaban az emberi gondolkodis nagyon hatékonyan alkamazza ezt
a mddszert a hétkdznapi élet szamos terliletén (lasd [4]). Bizonyos szakmakban a
tanulds a kiilonb06zs esetek sokasdganak memorizalasat jelenti. Az eset alapu kovet-
keztetés olyan modell felallitasat teszi lehet6vé, amely magaban foglalja a probléma
megértését, mar megoldott mas problémakhoz valé viszonyat, megoldasat és a ta-
nuldst egyarant. Az eset alapu kovetkeztetés alkalmas hidnyosan vagy pontatlanul
definialt szitudciok kezelésére, vagy olyan kiértékelések elvégzésére, amelyekre nem
létezik j6l definidlt algoritmus.

Az eset alapa kovetkeztetéshez a problémat megfelelen reprezentald alape-
setekre és jo adaptalé mechanizmusra van sziikségiink. Az eset-bézis tartalmazza
a sikeres és sikertelen prébalkozasokat egy cél eléréséhez. A sikeres esetek segit-
séget nyajtanak a probléma megoldasara, mig a sikerteleneket felhasznalhatjuk a
lehetséges hibak elkeriilésére.

Az 1j szituacié megértésének képessége a régi tapasztalatok fiiggvényében két
{3 részbdl all: egyrészt emlékezni kell a régi tapasztalatra, felidézni azt valamilyen
jellemz6i (indexek) alapjan, masrészt interpretalni az 1j szituiciot a visszakeresett
fiiggvényében. Ezek utan egy adapticids eljarassal modositjuk a régi megoldast
az Uj szitudcid altal tamasztott kovetelmények figyelembe vételével. Az cset alapu
kovetkeztets rendszerek egyik jellegzetessége, hogy képesek tanulni a tapasztalatok-
bél. Ehhez sziikség van egy bizonyos visszacsatolasra, hogy a rendszer értelmezni
tudja, mi midkddott jol és rosszul az altala szolgaltatott megoldasban.

Formalisan azt mondhatjuk, hogy az eset alapu kévetkeztetés célja, hogy hoz-
zarendeljen a P célproblémahoz egy Megoldas (P) megoldast, felhasznalva az eset-
bazisban talalt P’ forrasproblémanak a Megoldas (P') megoldasat.

Esetnek egy (P, megoldas-menete (oy, . ..,0;), megoldas (P)) harmast neveziink

a tovabbiakban, ahol P-vel jel6ljiik a probléma valamilyen reprezentacidojat, a
megoldas-menete (0;,...,0;) az oy,...,0; operdtorok azon sorozatat jeloli, ame-
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lyek a P problémara, mint kezdeti allapotra alkalmazva elallitjak a megoldas (P)
megoldast, azaz a végallapotot.

Az eset-bazis az esetek egy véges halmaza, azaz
Eset-bazis = {esety | k =1...n}, ahol
esety = (Pk, megoldas-menete (o}, ..., of ), megoldas (Py)).

Szokas a hasonlosagon alapulé kovetkeztetés széhasznalatat kdvetve forrasproble-
ménak nevezni azt a problémat, amelyet az eset-bazisban talaltunk, s amelybdl a
célprobléma (vagy 4j eset) megoldédsa kialakithato.

Az eset alapu kovetkeztetSrendszer segitségével kiilonféle tipusu problémak
— diagnozis, konfiguracio, tervezés — megoldasat allithajuk eld.

3.1. A CBR életciklusa

Célprobléma

4j (cél) eset

visszakeresés

régi (forras) eset

Eset-bazis + >
Tudasbazis

tanulas .
egyeztetés

~

eset + megoldas

mobdositott
tesztelt eset

felﬁlvm illesztés
adaptalt eset

2. dbra. Az eset alapuld kivetkeztetés életciklusa

1. Az eset visszakeresése
Ez a lépés egy keresési és egy illesztési eljaras kombinacidja. Az eset visszakere-
sése soran két alapvetd problémaval kell megbirkéznunk. Az esetek indexelése
és a hasonlosagi kérdések. Az indexelés, azaz az esetek jellemzésére szolgalod
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attributomok kialakitdsdnak problémaja soran az indexeknek eléggé altalanos-
nak kell lenniiik, hogy lehet6vé tegyék az esetek alkalmazasat a kiilonbozd szi-
tuaciokban, ugyanakkor megfelel6 mddon specifikusnak, hogy a visszakeresés
soran taldljunk illeszthetd eseteket az eset-bazisban. Az illesztéshez sziikséges
a hasonlésag megéallapitasa. Ehhez viszont be kell vezetni valamilyen tavolsag
definiciét, melynek alapjin valasztunk a jeloltek koziil.

. Egyeztetés, a kozelit6 megoldas javaslata

Az elébbiek szerint megtalalt eset(ek)bél kiindulva egy elézetes, kizelits meg-
oldast konstrualunk. Altalaban kivélasztjuk a legjobb visszakeresett eset meg-
oldasat, mint els§ kozelitést. Itt az a kérdés meriil fel, hogy a régi megoldas
mely részeit hasznaljuk fel.

. Illesztés, adaptacio

Mivel az 14j szituacié ritkdn azonos valamely régivel, ezért annak megoldasat
médositanunk kell az aktualis szituacid sajatos feltételeivel. Példaul valamilyen
helyettesits eljarassal meg kell oldanunk az aktuilis paraméterek illesztését.
Szokasosan két megkozelitési mddot kiilonboéztetiink meg. Generald adaptacié
esetén minden sziikséges ismeret a rendelkezésiinkre all a tudasbazisban a fel-
adat megoldasahoz. Az atalakité adaptacié esetén hidnyosak az ismereteink, a
tudasbazisbél nem vagyunk képesek a megoldas generalasara (lasd [6]).

. Feliilvizsgalat, igazolas

Az illesztés sordn kialakult kozelitd megoldas értelmezése soran ellendrizziik az
esetleges alternativ megoldasokat és a sikertelen megoldisokra magyarazatot
szolgaltatunk.

. Tanulis, memorizilas

Az eset-bazist kiegészitjiik a kialakult 0j eset (probléma, megoldas, megoldas-
menete) harmassal. Megtérténik az j ismeretek szintézisének beépitése. Meg-
jegyezziik, hogy a tanulasi folyamat nem feltétleniil kapcsolédik kozvetleniil a
CBR kovetkeztetési eljarasahoz.

4. CBR az OOKBR-ben

Ebben a fejezetben el6szor az objektum alapt ismeretidbrazolas (object ori-

ented knowledge based representation, OOKBR, a tovabbiakban) és az osztélyozas
alapfogalmait definialjuk, majd az eset alapu kovetkeztetSrendszert elhelyezziik eb-
ben a koérnyezetben, és bemutatjuk hogyan lehet az OOKBR hierarchia keretében
megfogalmazni a CBR életciklus egyes elemeit.

4.1. Objektum alapt ismeretabrazolas
A valts vilag egy fogalmat reprezentalé osztaly egy elemhalmazt csoportosité

és sajat leiroval rendelkezd generikus egység. Egy ilyen C osztaly jellemezhets a
reprezentalt fogalom allapotat és viselkedését leiré tulajdonsidghalmazzal. Jeldljon
ar egy attribtutumot és si a hozzatartozé specifikiciot (az értékek tipusat, értelme-
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zési tartomanyat, szdmossagat, stb), ahol ai-k paronként kiilonbdzdek. Ekkor a C
osztaly kifejezhets az (a;,s;) parok konjunkcidjaként:

C = (al,sl) Il (32,82) N ,ﬂ(an,sn).

Az osztalyok klasszifikacioja soran az osztalyhoz tartozo egyedek kozés tulajdon-
sagait hasznaljuk fel. Ezen alapul egy altalanos relaci6, az alarendelés, amely az
osztalyok hierarchidba szervezését biztositja. A pontos formalis definiciot a leird
logikak kidolgozasa soran definialtak (lasd [1]).

Legyen x osztalyok véges halmaza és legyen C alarendelési relaci6 x-n, ami
egyébként részben rendezési relaci6. Ekkor a H = (x, T, C) halét fogalmi hierar-
chidnak nevezziik. T a x egységeleme, a hierarchia gy6kere a C relaciora nézve. Az
osztalyozasi eljaras lehetévé teszi, hogy felismerjiink egy objektumot a tulajdonsa-
gait azonositva (lasd [2]).

4.2. Az esetek hierarchikus szervezése

Tekintsiik az esetekben megfogalmazott problémakat és azok indexeit objek-
tumoknak. Az eset-bazisban tarolt esetek kezeléséhez sziikséges, hogy az esete-
ket valamilyen médon indexeljiik, illetve ezen indexeken definidljunk egy rende-
zési relaciot, melynek segitségével dsszehasonlithatjuk Sket. Egy eset indexe a hoz-
zarendelt problémanak és alkalmanként a megoldas menetének f&bb tulajdonsa-
gait irja le. Intuitive, az eset indexe (jelolése: index (probléma)) a probléma azon
részét jeleniti meg, amely kozvetleniil szerepet jatszik a probléma megoldasanak
(jelolése: megoldas (probléma)) elGallitasaban. Az az eljaras, amely a (probléma,
megoldés (probléma)) péros ismeretében az index (probléma)-t meghatérozza, le-
valasztja a problémardél azokat az elemeket, amelyek nem jatszanak szerepet a meg-
oldas (probléma) elgallitasaban. Amennyiben el tudjuk donteni egy elemrdl, hogy
részt vesz-e vagy sem ebben a folyamatban, akkor az indexelés automatikus le-
het. Am gyakran ez nem lehetséges, igy az indexelés intuitiv, azaz erésen fiigg a
szakteriilet ismereteitdl és a szakért6tol.

Esetiinkben az index (probléma)-t és magat a problémat ugyanazon formaliz-
mus szerint, az objektum alapu ismeretabrazolas eszk6zrendszerével reprezentaljuk,
és ily modon az el6z6ekben bemutatott alarendelés fogalmat alkalmazva beszélhe-
tlink fogalmi hierarchiardl a problémak kézott éppugy, mint az indexek kézott.

4.3. Példa

4.3.1. Kockak az asztalon. Tekintsiik a kovetkezd példat (lasd [5]), amelyben az
univerzumot egy asztal és cimkézett kockak alkotjak. Egy kockat elhelyezhetiink az
asztalra vagy egy masik kockira. Az A kockat szabadnak nevezziik, ha nincs rajta
egyetlen masik kocka sem. Legyen adva a 3.4bran lathato helyzet. A P; probléma-
ban az A kocka az asztalon, rajta a B és a B-n a C kocka. Mellettiik az asztalon
a D, rajta az E kocka taldlhato. A megoldas (P;) kialakitasaban az index (P1) a
meghatarozo.
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P, index (Py) megoldas (Py)

8. dbra. Forrdseset

A kockik mozgatasahoz a kovetkez6 operatorokat vezetjiik be:
O1(A, B) A-t leveszi B-r6l és leteszi az asztalra,
02(A, B, C) A-t leveszi B-r6l és leteszi C-re,
O3(A,B) A-t felveszi az asztalrol és leteszi B-re.
A megoldas menetét, O;(C, B), O3(B, A, C), O3(A,B), a 4. abra mutatja.

megoldas (P 1)

4. dbra. Megoldds-menete
4.3.2. Mérési folyamat feliigyelete. Legyen a kovetkezd példankban a feladat
egy mérési folyamat feliigyelete, ahol a megfigyelés soran kiilonb6z6 tulajdonsagok
értékének valtozasat ellendrizziik. A probléma megoldasat az jelenti, ha meghata-

rozzuk a beavatkozas, azaz a tulajdonsigok megvaltoztatasinak mértékét. Az elsé
probléma leirasara az aldbbi hadrom tulajdonsig-érték paros szolgal:

SurvP; : (Tl,El) M (TQ,EQ) r (Tg,Eg).

A probléma megoldasa soran a T tulajdonsag E; értékét Vi-el, a T tulajdonsag
E, értékét Va-el kell modositani.

Megoldas (SurvPy) : (T1,E; 0 V1) M {(Tq,Eq 0 Vo) M (T3, E3).

Ekkor az index és a megoldashoz sziikséges operatorok a kovetkezdképpen alakul-
nak:
index (Surv Pq) : (T, E;) N (Ty, Eg)
megoldés—menete (Ml (T1 s Vl), M2 (Tg, Vg)) .
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5. Eset visszakeresés, adaptacio

5.1. Eset visszakeresés

Az eset visszakeresése soran a célprobléméanak megfelels esethez hasonlé ese-
teket térképezziik fel az eset-bazisban, hogy megkapjuk a forrasesetet. A vissza-
keresést nem a megoldassal rendelkez6 esetek, hanem a hozzajuk rendelt indexek
kérében végezziik. Szamos megkozelitéstdl eltéren, ahol hasonlosagi mértéket al-
kalmaznak a forrds-eset visszakeresésére, mi a visszakeresést agy tekintjiik, mint a
cél-eset osztalyozdsat az indexhierarchidban. A visszakeresés mivelete két lépésben
torténik:

o A célprobléma indexelése. Itt egy trivialis indexelést adunk meg, azaz in-
dex (cél) = cél. Hiszen, amig nem oldottuk meg a célproblémat, nem tud-
hatjuk, melyek azok az elemek, amelyek nem jatszanak szerepet a megoldas
elGallitasdban.

o Osztalyozds. A célt az index hierarchidban osztalyozzuk, azaz megkeressiik a
cél(index) legspecifikusabb alarendeldit. Azok az esetek, amelyek alarendeltjei
az igy megtalalt indexnek, kiindulépontjai lehetnek egy adaptacids eljarasnak,
és ezzel kezdeti megoldast szolgaltatnak.

Megjegyezziik, hogy a célprobléma megoldasat kovetSen, a memorizalas fazisban
finomitunk az indexelésen, hogy az eset-bazisban a késGbbi feladatok megoldasa
soran hasznalhaté indexet taroljunk.

5.2. Példa eset visszakeresésre
5.2.1. Tekintsiik a Py célproblémat az 5. abran.

B
Py
5. dbra. Célprobléma

Az index (P2) = P; trivialis indexelést kévetSen végezzik el az index (P3) osz-
talyozasat az indexhierarchiaban. Itt megtalaljuk a 4.3.1 példaban leirt index (P)
bejegyzést, amely alarendeli az index (P;)-t. Igy a P, probléméahoz tartozé eset
kiindulépontul szolgilhat az adaptacios eljarasban.

5.2.2. Tekintsiik a Surv Py célproblémat:
Surv P, : (TI, EP;)N (Tz, EPz) M (Tg, EPj).

Az index (SurvP3) = SurvP, trividlis indexelést kévetSen végezziik el az
index (Surv P;) osztilyozasit az indexhierarchiaban. Itt megtalaljuk a 4.3.2 pél-
daban leirt index (Surv P;) bejegyzést, amely alarendeli az index (Surv Py)-t. Igy a
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Surv P; problémahoz tartozé eset kiindulopontul szolgalhat az adaptécios eljaras-
ban.

5.3. Adaptacié
A forras C index (forras) 3O cél alarendeléseket figyelembe véve az adaptéacios
eljaras a forrashoz tartozé esetben leirt megoldas-menete (0y,...0;) operatorokat
alkalmazza a célproblémara.

5.4. Példa adaptaciora
5.4.1. Folytassuk az 5.2.1 és 4.3.1 pontokban megkezdett példankat. A P, prob-
léema megoldasat az O,(C,B), O2(B, A, C), O3(A, B) operatorsorozat adta. En-
nek megfelelGen a Pj-re is alkalmazzuk ezeket az operatorokat, hogy megkapjuk a
megoldas (P3)-t (6. abra).

B

6. dbra. megoldas (P3)

5.4.2. Folytassuk az 5.2.2 és 4.3.2 pontokban megkezdett példankat. A Surv P,
probléma megoldasat az M; (T, V1), Ma(T2, Vs) operatorsorozat adta. Ennek meg-
felelen a Surv P,-re is alkalmazzuk ezeket az operatorokat, hogy megkapjuk a
megoldas (Surv Py)-t:

Megoldés (Surv Pz) : (Tl, EPI (o] Vl) M (Tg, EP2 [¢] Vg) M (T3, EP3)

5.5. Gyenge osztalyozas
Az el6bb leirt eljaras pontos illeszkedésen alapulé osztalyozas, amit erds osz-
talyozasnak is neveziink. Gyakran eldfordul azonban, hogy a célprobléma tulaj-
donsagaihoz nem taldlunk pontosan illeszthetd indexet a forrasproblémék kérében.
Ekkor az tugynevezett gyenge osztalyozast alkalmazzuk, melynek alapdétlete, hogy
a forras-eset indexét és a célt modositjuk ugy, hogy az alabbi aldrendelési relaciok
fennalljanak:

(1) forras C index (forras) ~ ¢ (index (forras)) 3 y(cél) ~ cél.
A médositashoz az altalanositas, specializalds és tipusviltoztatis miiveleteket al-
kalmazzuk, melyek az adott problématdl és teriilettsl fiiggenek. Az (1) alarendelési

kapcsolatokban a ¢ és i fiilggvények ugy biztositjak a médositasokat, hogy kdzben
az alabbi tulajdonsagokkal rendelkezzenek:
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e ha ismert a megoldas (index (forras)), akkor létrehozhaté
a megoldas(¢(index (forras))),
o ha ismert a megoldéas(1(cél)), akkor a megoldas (cél) megkonstrualhaté.

Ez a két tulajdonsag adja az (1) alarendelési kapcsolatokban a =~ értelmét. Az index
(forras)-rol a ¢(index (forras))-ra val6 atmenet lehetséges tgy, hogy megérizziik az
adott probléma megoldasat, s hasonl6 a helyzet a 1(cél) és cél Atmenetre is. Vagyis
a gyenge osztalyozas sordn az adaptacids 1épés az erGs osztilyozas altalanositas-
specializalas miiveleteihez képest kiegésziil a ¢ és ¢ fliggvényeket figyelembe vevs
mdbdositasi mivelettel.

5.6. Példa gyenge osztalyozasra
5.6.1. Legyen adva célproblémaként a 7. 4bran lathaté helyzet.

P

7. dbra. Célprobléma

A 4.3.1 példaban adott P; problémat taldljuk az eset visszakeresése soran a
legkdzelebb a Pj3 célproblémahoz, azzal a médositassal, hogy

¢(index (P,)) = és ¥(Ps) = )

azaz az (1) alarendelési viszonynak a 8. &bran lathato helyzet felel meg.

EE ~ C :.H
‘ =[] [E] [u]
P1 P3

8. dbra. Gyenge osztdlyozds

Ekkor a megoldds-menete operatorok a kovetkezGképpen véltoznak:
0:(¢(C),B),02(B, A, ¢(C)), 03(A, B).

A ¢(index (Pl)) és (P3) kozotti kapesolatot figyelembe véve kapjuk az
0,1 (¥(J),B),02(B, A,%(J)),03(A, B)
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operatorsorozatot, azaz Ps-ra megoldasként az
0:(J,B),02(B, A, J),03(A,B)

operatorsorozatot, tehat a

B
helyzetet.

5.6.2. Legyen adva célproblémaként:
SurvP3 : (Tl, ECl) M (Tg, ECQ) I (T4, EC4)

A 4.3.2-ben adott Surv P, problémat taldljuk az eset visszakeresés soran a legkd-
zelebb a Surv P3 probléméahoz, azzal a médositassal, hogy:

#(index (SurvPy)) : (T, Ey) M (T2, E2) M é(T3), Es)
¥(Surv P3) : (T1,EC;) M (T2, ECy) M4y(T4),ECy).
Ekkor a megoldas menetét szolgaltaté operatorok a kovetkez6képpen médosulnak:
megoldéas-menete (M (T, Vi), Ma(Tq, Va), M3(¢(T3), V3))
azaz a megoldas:

Megoldés (SUI‘V Pg) : (Tl, EC1 (o] Vl) M (TQ, EC2 o Vz) M (T4, ’([I(EC4) o ¢(E3)) .

6. Osszegzés

Ebben a cikkben bemutattuk az eset alapi kévetkeztetés egy lehetséges meg-
kozelitését, amely a klasszifikicion (osztalyozason) alapul egy objektum alapi is-
meretreprezenticiés rendszerben. Az eset alapi kévetkeztetés keresési és illesztési
miiveleteinek formalizalasahoz figyelembe vettiik a leiré logikdk fogalmait is. Lat-
hattuk a CBR és az osztalyozas kozotti kapcsolatot, ha az eseteket és az indexeket
hierarchiaba szervezziik. A modszer el6nye, hogy mind az esetek, mind az indexek
kezelésére ugyanazon abrazolasi technikit alkalmazzuk.
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A CLASSIFICATION BASED APPROACH TO CASED BASED REASONING

KATALIN BOGNAR

In this work, we try to formalize the relations existing between the retrieval and adapta-
tion operations, and the classification process, in the context of object oriented representation
systems, including description logics. When cases and indexes are organized in hierarchies, the
links between CBR and classification are very close. A case should be a structured knowledge unit
associated with operating instructions and explanations.
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A KROMATIKUS SKALA TIZENKET HANGJABOL KEPEZHETO
HANGKESZLETEK ATTEKINTESE

ADAM ANDRAS

Budapest

Kollégdm és szeretett bardtom, Pollik Gyorgy emlékének

Egy 12 elemet tartalmazé halmazbol (212 =) 4096-féle modon lehet részhalmazo-
kat kivalasztani. Akkor azonban, ha alaphalmaznak a 12 (temperalt) skalahang &sszessé-
gét vessziik, kézenfekvs, hogy ne tekintsiink lényegesen kiilonbozének két hangkészletet
(részhalmazt), amennyiben azok transzponalas révén elallithatéak egymasbol. Ezt a
szemléletet elfogadva osztalyokba sorolhatjuk a hangkészleteket, az osztalyok — azaz
a lényegesen kiilonboz6 hangkészletek — szama 352-nek adodik (az iires hangkészle-
tet is szamitva). A jelen munkaban ugy sorolunk fel 352 hangkészletet, hogy az oszta-
lyok mindegyikét egy-egy hangkészlet képviseli. Foglalkozunk emellett a hangkészletek
szimmetria-viszonyaival és a bel6liik nyerhet& skalakkal vagy moduszokkal (amelyek ugy
4llnak el8, hogy a hangkészletben egy hangot alaphangként kitiintetiink és hozza viszo-
nyitjuk a tobbi hangot).

1. Bevezetés

1.1. E munkaban az egyenletesen temperalt zenei skdla 12 hangjanak 6sszességébdl
kivalaszthaté hangkészleteket vizsgaljuk az egymasbdl transzpozicié révén valé el-
érhet@ség és a szimmetria-tulajdonsigok szempontjabol. Ha a K, és K, hangkész-
letek transzponaldssal dtvihetGek egymasba, akkor lényegileg megegyezSeknek te-
kintjiik, ugyanazon osztalyba tartozoaknak vessziik 8ket; meggondolasainknak f6
célja az igy ad6do osztdlyok kombinatorikus attekintése. Kj-et és Ko-t egybeva-
goaknak fogjuk mondani, ha k6z6s osztalyba tartoznak; szemléletmédunkat olykor
azzal a fordulattal juttatjuk kifejezésre, hogy ,egybevagosagtol eltekintve” (vagy
hogy ,egybevagosag erejéig”) toreksziink a hangkészletek attekintésére.

A jelen munkat az Orszagos Tudomanyos Kutatasi Alap (OTKA) T 37846. sz. témaja tamo-
gatta.
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Fejtegetéseink tisztan leiré jellegiiek; alig utalunk ra, hogy a muzsika idében
jatszoédik le, és attdl is eltekintiink, hogy az él6 zenében megszélaléo hangok nem
tisztan szinuszos rezgések, hanem felhangokkal vannak szinezve. Ezen idealizalé
feltevések mellett a 2. részben tovabbi egyszerisitésekkel is taldlkozni fog az olvasé.

A targyunkat tehat meglehetSsen leszikitettnek valasztottuk meg; ez a kor-
latozas azonban azzal a nyereséggel jar, hogy a felvallalt témanak kerek, lezart
rendszerezését tudjuk adni.!

1.2. Egy K hangkészlet hangjai (dltalaban) nem egyenrangiak a zene gyakor-
latdban, hanem a hangok egyike kitiintetett szerepet jatszik, és K tobbi hangjat
ehhez ~ az alaphanghoz — viszonyitjuk.2 A hangkészletet és a benne kivalasztott
alaphangot — Bardos Lajos szohasznalataval [1] — egyiitt modusznak nevezziik.
A moduszokkal kapcsolatosan is természetes szemléletméd, hogy a transzponélas-
sal egymasba atvihetd moduszok k&zdtt nem tesziink kiilonbséget; most azonban
azt a szigorubb kovetelményt is kiréjuk, hogy a transzpozicié alaphangot alap-
hangba koteles atvinni.

Az ilyen értelemben lényegileg nem kiilénb6z8 moduszokat egymassal izomor-
faknak nevezziik. A hangkészletek egybevigdsagi osztilyainak rendszerezéséhez
csatlakozva a moduszok izomorfia-osztalyainak attekintésével is foglalkozni fogunk
a kovetkezdkben.?

1.3. E kozlemény 2. része az alapvets fogalmakat és megallapodasokat rogziti le.
A 3. részben foglalt vizsgalodasok elméleti oldalrdl készitik el§ a hangkészletek at-
tekintését; itt a hangkészlet aszimmetrikus vagy szimmetrikus voltat jellemzd két
szam: az index és az azzal Osszefiiggd rend jatszik kozponti szerepet.

A 4. résznek — a munka gerincének — f6 targya az egybevagésigi osztilyokat
reprezentalé 352 hangkészlet attekintése. Az 1., 2., 3., 5. és 6. tablazatokban tény-
legesen felsoroljuk (egybevagosag erejéig) a 2, 3, 4, 5, illetve 6 hangot tartalmazé
hangkészleteket, megszakitva ezt (a 4.4. szakaszban) ujabb elméleti vizsgaloédasok-
kal. Az egyre terjedelmesebbé valé felsorolasok bizonydra prébara teszik az olvaso
tiirelmét, a tovabbi (a 7, 8, ..., 12 és 0 méretii) hangkészletekrsl ezért itt csak
sltalanossagban szolunk, a (most mar menthetetleniil unalomba fald) részletezd
tablazatokat a C. fliggelékbe szamiizziik.

Az 5. részben statisztikai 6sszesitéssel zarjuk le a hangkészletek és a moduszok
attekintését.

LA kombinatorika barmely szakembere sziméara, aki a zenérdl tébb-kevesebb ismerettel bir, a
meggondolasaink 8 vonalai bizonyira nem teljesen 1jszerfiek.

2Ez a hagyomanyos zenei stilusok esetén van igy. A (20. szazadi) atonalis zene a hangkészlet
hangjainak teljes egyenrangtsagara torekszik.

3Esetleges dolog, hogy egybevagosagrol beszéliink hangkészletek kozott és izomorfiat mondunk,
ha moduszokrél esik sz6; a felcserélt terminoldgiaval is éppen gy élhetnénk. Fontos azonban egy-
masto6] élesen eliité két sz6t hasznalni; ha nem igy jarnank el, az igen zavarna a fejtegetések
megeértését.
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A harom fiiggelék koziil az elsében rovid vazlatot adunk a temperalt és a raci-
ondlis elv szerint kijel6lt frekvencia-aranyok egybevetésérsl (az érdekl6dsk Tarno-
czy Tamas [5] kényvének 7. és 9. fejezeteiben gazdag tovabbi anyagot talathatnak).
A B. és C. fiiggelékekben az ad6ssagok torlesztését kapja meg az olvaso: itt potoljuk
a 3. és 4. rész tomorsége kedvéért mell6zott bizonyitasokat, illetve tablazatokat.

1.4. Az, hogy az egybevagosagi osztalyokbol mely hangkészleteket szemeliink ki azok
reprezentalasara, és hogy a kivalasztottakat miképpen vessziik sorra, voltaképpen eléggé
onkényes. A ¢ hang minden kivalasztott (nem iires) hangkészletben benne van, és a 3, 4,
..., 9 méretek esetében olyan a kivalasztas, hogy a legnagyobb hangkéz a ¢ hang fslé esik.
Emellett a 3, 4, 5, 6 méretid hangkészletek soraban egyméas mellé keriilnek azok, amelyek

az oktavot egyforman osztjak fel hangkézokre.

Amikor a tovabbiakban két hangkdz egyenlé [kisebb vagy nagyobb] voltaré! beszé-
liink, ezen a frekvencia-aranyok egyenl§ [stb.] voltat értjiik. Talan nem teljesen szakszerd
ez a szbhasznalat (vo. [5], 160. old.), a hangmagassagok szubjektiv 6sszemérését azonban
éppen fedi.

Az A. fiiggeléekben el6fordulo cent-értékek utols6 szamjegyeinek gépi ellendrzését

Adam Bence végezte el.

1.5. Amikor a régéta készen 4ll6 tablazatok kézleménnyé valo kibévitéséhez hozza-
fogtam, azt reméltem, hogy a cikk végso kialakitasdban Pollak Gyo6rgy lényeglatasa
és éles biralo szelleme nagy segitségemre lesz. Sajnos, munkdmat mar csak emléké-
nek ajanlhatom.

A jelen kézlemény kidolgozasa utan jutott tudomasomra, hogy Elids Adam [2]
cikksorozata szdmottevs atfedésben van a munkdmmal, kiilénosképpen az 1.-3.,
5.-6., 10.-13. tablazatokat illetGen.

Halas koszonettel tartozom Kovacs DBrigittanak, aki a muzsikus szakember
szemszogébdl tett hasznos észrevételeket meggondolasaimra és Elias cikkeire fel-
hivta a figyelmemet.

2. Mivel is fogunk foglalkozni (és mivel nem)?

2.1. E munka lényeges részében (kivételt csak az A. fiiggelék képez) a zenei hangok
osszességének a kromatikus skila 12 hangjat tekintjiik. E szemléletnek megfelelden
elfogadjuk a kovetkezs két leegyszerisits feltevést:

(A) Az egyenletes temperalassal ad6d6 hangmagassagokat vessziik alapul, azaz
feltessziik, hogy barmely két hang frekvencia-aranya 27/12 alakban irhaté, ahol j
egész szadm.

(B) Az egymastol oktav-tavolsigra levé hangok koz6tt nem tesziink kiilonb-
séget. E megallapodas kovetkeztében az (A) pontban emlitett 27/1? frekvencia-

4peldaul: a 4.3. szakaszban azt tapasztalhatjuk, hogy a Hég), HS), ceey H:(,?) jelolésii hangkész-

letek egymast kovetik az 5. tablazatban. Eppen ezek a hangkészletek — és a veliik egybevagoak —
tagoljak egy tiszta kvartra, egy kis tercre, egy nagy szekundra és két kis szekundra az oktédvot.
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aranyokkal elég a |j| < 12 esetben foglalkoznunk. Feltevésiink lehet&séget nyujt arra
a tovabbi megéllapodésra, hogy attekintésiinket (a meghatarozottsig kedvéért) az
egyvonalas oktdv hangjaira korlatozzuk.

A fenti két feltevésiinket kiegészitjiik azzal a konvenci6val, hogy a zongora fe-
kete billentyiinek hangjait szivesebben nevezziik meg (és szivesebben jeldljiik) fisz,
cisz, gisz, illetve b, esz alakban, mint e hangok enharmonikus parjaiként.

Az elmondottak értelmében a vizsgalodasaink targyat az egyvonalas oktév 12
hangjabél allo

{c, cisz, d, esz, e, f, fisz, g, gisz, a, b, h}

halmaz képezi. Jeldljiik e halmazt M-mel. Az M halmaz részhalmazainak jellésére
hasznaljuk most a K bet(it, és nevezziik e részhalmazokat hangkészleteknek. Az
osszes hangkészletek szama nyilvan 4096(= 2!2), ebbe az iires hangkészlet és a teljes
M halmaz is beleszamit.

2.2. Induljunk ki egy K hangkészletbdl, jeloljiik t(K)-val azt a hangkészletet,
amely tgy adédik, hogy K minden eleme helyett a néla kis szekunddal magasabb
hangot vessziik, vagyis hogy a K-beli hangokat kis szekunddal feljebb transzponal-
Jjuk. Mondhatjuk azt is, hogy ¢ a

< ¢ cisz d esz e f fisz g gisz a b _h)

cisz d esz e f fisz g gisz a b h ¢

permuticidja az M halmaznak. E miivelet ismételt alkalmazasaval tovabbi transz-
ponaltakat kaphatunk K-bél: t2(K)-t, t3(K)-t, ...; ez azt jelenti, hogy nagy sze-
kunddal, kis terccel, ...transzponalunk felfelé. Néha célszerd t(K) helyett t!(K)-t
irni; megéallapodunk tovabba abban, hogy t°(K) az eredeti K hangkészletet jelenti.
Konnyen belathatd, hogy a t™ és t* transzpozicidkat egymas utan alkalmazva éppen
a t™t* transzpoziciét hajtjuk végra.

A (B) feltevéshez csatlakoz6 megallapodas szerint a ¢,t2,13,... transzpozici6-
kat ugy értjiik, hogy amennyiben kilépnénk (felfelé) az egyvonalas oktav hangjainak
vilagabdl, gy az 0j hang helyett annak az alsé oktavjat vessziik. Ebb6l az kovet-
kezik, hogy barmely K-ra t'2(K) megegyezik az eredeti K hangkészlettel (tovabba
hogy t'3(K) = t(K), t'4(K) = t?(K) stb. is igaz), j hangkészleteket tehat csak
a t,t2,...,t10 ¢! transzpoziciok szolgaltathatnak. (Latni fogjuk, hogy ezek sem
mindig.)

Két K, K, hangkészletet egybevdgénak mondunk, ha K, megkaphaté K;-
bél transzponéilassal, azaz ha van (legalabb egy) olyan ¢t transzpozicié, amelyre
t¥(K,) = Kj. Ez csak akkor lehetséges, ha K; ugyanannyi hangbdl 4ll, mint K.
A kromatikus skila 12 hangjabdl képezheté hangkészleteket ilyen médon oszté-
lyokba soroltuk. A jelen munka fé célja az egybevdgdsdgi osztdlyok rendszeres dtte-
kintése.
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2.3. Jeldljiink ki egy nem iires K hangkészlet elemei koziil egy x hangot és nevez-
ziik azt alaphangnak. Az igy nyert (K, ) parat modusznak nevezziik.’

Legyen (K1, z) és (K2,y) két modusz. Pontosan egy olyan t¥ transzpozicidja
van a teljes M hangkészletnek (t0,¢!,¢2,... ! kozétt), amelyre t¥(z) = y igaz.
Ha erre a transzpoziciora a t“(K,) = Ky egyenlGség is teljesiil, akkor azt mond-
juk, hogy a (K1, z) modusz izomorf a (K3,y) modusszal. Az egybevagésag tekin-
tetében kiilonbozé hangkészletek attekintéséhez csatlakozva foglalkozni fogunk a
moduszok izomorfiaosztélyainak rendszerezésével is. A moduszok esetében vilagos,
hogy mindegyik izomorfiaosztaly 12 moduszbdl all.

Két modusz izomorf volta erésebb megkotés anndl, hogy azok mint hangkész-
letek egybevagéak. Példaul: {C, fisz, gisz}, {c, Fisz, gisz}, {c, fisz, Gisz}, egybeva-
gbak — s6t: megegyezdek — egymassal mint hangkészletek; mint moduszok azonban
(a nagybettivel kezdett hangot véve alaphangnak) paronként kiilonboz6ek és nem
is izomorfak.

2.4.

4 n |
I 11 1 II 1 I 1 1T
7 IR | AR
Sly 1T bl 11T % Ji

t8(K) t"(K) t3(K) oK) 1K) tY(K)

1. dbra

Vizsgaljuk tovabb a ¢, fisz, gisz hangokbdl 4ll6 K hangkészletet. K transz-
ponaltjait az 1. dbraban soroljuk fel. (Az abraban a moédositd jel mindig csak a
kézvetlenill rakdvetkezd hangra vonatkozik. A g és a kozotti hangot egy izben a
jobb 4ttekintés érdekében aszként jelsltiik.) Ebben a példaban a kiindulasul szol-
galo hangkészlet transzponalasaval csupa kiilénbdzé hangkészletet kapunk.

Nézziik ujabb példaként az egész hangt skalat mint hangkészletet:

K ={c, d, e, fisz, gisz, b}.
A t transzpoziciét K-ra alkalmazva a masik egész hangui skala adodik:
{cisz, esz, f, g, a, h},

t?(K) gyanant pedig tjra K-t kapjuk vissza.

5E definici6 mdgbtt a kbvetkezé szemlélet all: igaz ugyan, hogy az z alaphang nem tébb, mint
a K hangkeészlet hangjainak egyike, azonban mégis 6 a ,tajékozodasi pont” abban az értelemben,
hogy K-nak a t6bbi hangjai x-hez viszonyitva toltenek be szerepeket K-ban.
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Az elsé példankban az egymassal egybevagd hangkészletek egy osztalya 12
hangkészletbdl allt, a masodik példank esetén csak kettSbél.

2.5. Ha olyan olvasé futotta 4t az eddig mondottakat, aki hivatasanal fogva jar-
tas a zenében, sdri fejcsévalasra indithattdk az egyszerisitések és elhanyagolasok,
amelyekkel szembekeriilt.

Mély homalyban maradt, hogy egy hangkészlet hangjait id6ben egyszerre (ak-
kordként) vagy egymas utan (mint skalat) képzelje-e el. Bele kellett torédnie, hogy
pl. a tiszta kvintet 27/12 frekvencia-aranynak tekintse, holott az él6 zenében az
tobbnyire 3/2 aranynak hangzik (és ha nem, fiiliink akkor is 3/2-nek fogja fel).%
Berzenkedéssel észlelhette, hogy — az enharmonikusan egyez§ hangok azonositisa
folytan — a targyalas ligyet sem vet a vezetShang-jellegd hangok felfelé vagy lefelé
torekvésére, ami pedig a muzsika valdsigos folyamatanak savit-borsat adja. Botra-
nyosnak talalhatta sutba vagni azt a tényt, hogy egy sok hangot tartalmazé akkord
merGben masképp hangzik Gssze ugy, ha tobb oktavon at szélesen szétteritve szol,
mint ha egyetlen oktavon beliili hangfiirtté kényszeriilnek a hangok 6sszezsifolodni.

Alapjaban véve ez az idegenkedés nagyon is jogos. Mégis, talan nem hiabaval6
a reménység halvany szikrdja abban, hogy a 2.1.-2.4. szakaszokra épitendd attekin-
tés egyik-masik toredéke tanulsigos lehet a miivészi zenét elméleti beallitottsaggal
tanulményozo szakemberek szimaéra is.

(Itt jegyezziik meg, hogy a — lefelé torténs — t~*,¢t=2,t73, ... transzpoziciok bevezeté-
sére nincs sziikség, mivel ezek rendre megegyeznénck a t'!,¢1° ¢ ... transzpoziciokkal.)

3. Elméleti vizsgalédasok

3.1. Tekintsiink egy K hangkészletet. Nevezziik a K-ban foglalt hangok szamat
K meéretének, jeloljiik a méretet n-nel. Legyen 1 a legkisebb olyan pozitiv szam,
amelyre t'(K) = K; ezt az i-t a K hangkészlet indezének fogjuk hivni. A 12/i
hanyadost K rendjének mondjuk és r-rel jeloljiik.

Az index mindig létezik, minthogy t!2(K) = K barmely hangkészletre igaz. R6-
videsen latni fogjuk, hogy a rend sziikségszertien egész szam. A t'(K) = K egyen-
16séget ugy értettiik, hogy t* a K hangkészletet egészében viszi a4t K-ba (hiszen azt
a szigorubb kdvetelményt, hogy K minden egyes hangja dnmagaba menjen 4t, csak
t12 &s az ennek ismétlésével adodo transzpoziciok teljesitik).

A most kimondandé 3.1.-3.5. (tovabba a késébbi 3.6, 4.1, 4.2) megallapitasok
bizonyitasaval itt nem foglalkozunk, igazolasukra a B. fiiggelékben fogunk visz-
szatérni.

6Az A. fiiggelékben még visszatériink az ilyen jellegli kérdésekre.
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3.1. MEGALLAPITAS. Tekintsiink egy K hangkészletet, legyen K indexe i. Ek-
kor a K-t tartalmaz6 egybevigésagi osztaly pontosan a

(3.1) K, t(K), t}(K),..., t7}K)
hangkészletekbdl all, és ezek paronként kiilénbdzoek. A folytatasként képezhetd
t'(K), t'HY(K), t7HK),. ..

(végtelen) sorozatban periodikusan ismétlGdik a (3.1) felsorolasban szereplé i szamti
hangkészlet.

Tudjuk, hogy az egybevagd hangkészleteknek ugyanaz a mérete. Az analog al-
litas az indexekre is igaz:

3.2. MEGALLAPITAS. Ha a K, hangkészlet transzpondlissal kaphaté a K;
hangkészletb6l, akkor K; és K, indexe egyenld egymdssal.

Azt, hogy a rend egész szam, a kovetkez8 eredmény biztositja:

3.3. MEGALLAPITAS. Barmely hangkészlet indexe osztéja 12-nek.

3.4. MEGALLAPITAS. Legyen K egy n méretd és r rendid hangkészlet. Ekkor v
osztdja 12-nek is és n-nek is.

3.5. MEGALLAPITAS. Legyen K egy n méretd és r rendd hangkészlet. Tekint-
stik a K-bél képezhetd n moduszt. Ezek a moduszok n/r izomorfia-osztilyba soro-
l6dnak, és a széban forgé izomorfia-osztalyok mindegyike r-et tartalmaz a K-bol
képezheté moduszok kéziil.

3.2. Bardos Lajos [1] kdnyvében (a 4. fejezet elején) ez olvashaté: ,Minden hang-
rendszernek (meghatarozott hangkészletnek) annyi modusza van, ahany kiilénb6z6
hangfoka”.

Bardos allitdsa valoban helytallé azokra a hangkészletekre, amelyeknek az in-
dexe 12 (tehat a rendje 1), és a hangkészletek tulnyomé tébbsége ilyen.

Amennyiben azonban az index kisebb 12-nél (vagyis 1, 2, 3, 4, 6 egyike), az
idézett mondat csak ugy marad érvényes, ha a mas-méas alaphangu (de persze azo-
nos hangkészletd) moduszok kéz6tt még akkor is kiilénbséget tesziink, amikor azok
izomorfak egymassal. Természetesebb azonban — legalabbis matematikai szemszog-
b6l — a moduszok megszamlalasa gy, hogy az egymassal izomorfakat megegyez6-
eknek tekintjiik. :

3.3. Terjessziik most ki vizsgalodasainkat hangkészleteknek egy teljes egybevago-

sagi osztalyara. A 3.1.-3.5. megallapitasok ismeretében kdnnyen belathaté az alabbi
osszefoglald eredmény:
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3.6. MEGALLAPITAS. Tekintsiik hangkészleteknek egy
{I(ly K27 LK I(l}

egybevagisagi osztalyat — ahol i egyenlS a tekintett hangkészletek indexével —, és
jeloljiik e hangkészletek (kozds) méretét n-nel. Rendezziik el a hangkészletekbdl
képezhetd i - n szami moduszt egy métrixban gy, hogy a kézos hangkészletii mo-
duszok egy sorba, az egymadssal izomorf moduszok egy oszlopba keriilnek. Ekkor
(a) A mdétrix mindegyik helyére r modusz keriil.
(b) A mdétrix sorainak szdma i, ennélfogva a matrix mindegyik oszlopdban 12
(=1-r) modusz 4ll.
(c) A mdtrix oszlopainak szdma n/r, tehat a matrix mindegyik sordban n mo-
dusz all.
Megjegyzések.
1. Matrixon téglalap alaku tablazatot értiink.
2. Az (a) allitast (valamivel szabatosabban) igy is fogalmazhatjuk: ,A matrix mind-
egyik helyén egy r moduszt tartalmazé halmaz all”.
3. A matrix helyeinek (a tablazat rekeszeinek) szama 12n/r? (= in/r = i*n/12).
4. Amint mar emlitettiik, a hangkészletek z6mének 12 az indexe. Az ilyen hangkészle-
tek esetében r = 1, és igy a 12n modusznak nem kell r-esével ,tarsbérietben szorongania”
a 12 sorb6l, n oszlopbél 4ll6 matrix helyein.

A 3.6. megallapitadsban mondottakat példak tanulmanyozasa révén érthetjiik
meg igazin. Az egyik ilyen példaval a 4.2. szakasz végén fogunk megismerkedni, a
mésikat szavakban vazoljuk a 4.6. szakaszban a Hég) hangkészletet tanulmanyozva.

4. A hangkészletek egybevagosagi osztalyainak attekintése

4.1. Az 1, 2 és 3 méreti hangkészletek.” Ha n = 1, azaz a hangkészlet egyet-
len hangbél all, akkor a lehetséges hangkészletek egyetlen egybevagosagi osztalyt
képeznek. Valasszuk ki az osztalybél a ¢ hangot (mint egyetlen elemét) tartalmazé

hangkészletet, jeloljik ezt H fl)-gyel. A hangkészletiink indexe 12 és rendje 1, tehat
(egyezésben a 3.5. megallapitassal) H fl)-b(’)'l egyetlen modusz nyerhetd.

Térjiink most 14 arra a lehetSségre, amikor a méret 2. E méret esetében 6
egybevagbsagi osztaly létezik. Az osztalyokat az 1. tablazatban felsorolt hat (H fz)-
gyel, Hém-vel, ceey Héz)—tal jeldlt) hangkészlettel reprezentaljuk.

A H{2), Héz), RV Hé2) hangkészletek barmelyikének indexe 12 és a rendje igy 1.
Ezek mindegyikéb6l tehat (az 5. megallapitas értelmében) 2 modusz képezhetd,
egyiittvéve 10 modusz &ll elé.

7 A targyalas rendszeressége azt kivanna, hogy az 4ttekintést az {ires - vagyis a 0 méret(i - hang-
keészlettel kezdjiik. Errél azonban sokat nem lehet mondani, és elegendd lesz akkor szét ejteniink
rola, amikor majd a 12 meéretii hangkészlettel foglalkozunk.
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I Jelblés | Hangkészlet I Index | l Jellés l Hangkészlet I Index ]
H? {c, cisz} 12 H? {c,e} 12
H? {c,d} 12 H® {c, f} 12
H {c, esz} 12 H® {c, fisz} 6

1. tébldzat. A két hangot tartalmazé hangkészletek felsoroldsa egybevdgdsdgtol eltekintve

Kiilén vizsgalatot érdemel a Hém hangkészlet, azaz a tritonusz hangkoz (amely

éppen felezi az oktavot). Ennek az indexe 6, és igy r = 2; a H6 hangkeszlet tehat
egyetlen moduszt ad.?

Osszefoglalva: az n = 2 esetben 11 (= 10 + 1) moduszt kapunk a tekintett hat
hangkészletbsl. Ez a tizenegy modusz megfeleltethetd a (tiszta) primnél bévebb,
de az oktavnal sziikebb hangkdz&knek.

I Jeldlés I Hangkészlet I Index I [ Jeldles I Hangkészlet l Index I
H® {c,b,h} 12 ¥ | {c fisz,g} 12
HY {c,a, b} 12 HY) {c, fisz, h} 12
H§3) {c, a,h} 12 H{g) {c, fisz, gisz} 12
His) {¢, gisz, a} 12 Hﬁ) {¢, fisz, b} 12
Héa) {c, gisz, h} 12 Hfg) {c, fisz,a} 12
HEY {¢, gisz, b} 12 H {c,f, b} 12
H® {c, 9, gisz} 12 HY {c, f, gisz} 12
HEY {c, 9.} 12 HY {c.f,a} 12
Héa) {c,9,a} 12 Hl(g) {c, e, gisz} 4
HE | {egbty | 12

2. tdbldzat. A hdrom hangot tartalmazdé hengkészletek felsoroldsa egybevdgdsdgtol
eltekintve

Kovetkezzenek most a 3 méretd hangkészletek. Ezeknek a 19 egybevagosagi

osztalyat a 2. tablazatban szerepld Hl(s) H (3), . (3) hangkészletek reprezental-
jak.® (A jol ismert dur, moll, szikitett és bovitett harmashangzatot Hg), H S),

fg), illetve Hfg jel6léssel talaljuk meg k6zottiik.)

A Hl(s) H, ® . H 1(2) hangkészletekbdl egyenként 3, &sszesen tehat 54 modusz
képezhet;° hozzajarul még ehhez a H fg)—b(’il képezhets egyetlen modusz (3.5. meg-

8Valéban: a C, illetve Fisz kitiintetésével kapott két modusz izomorf egymassal.

9Azokat a hangkészleteket vessziik eldbbre a tablazatban, amelyek egyenlétleniil osztjak fel az
oktavot, és fokozatosan haladunk az egyenletesebb felosztasok felé.

10 szrevehetjiik, hogy pl. a H( ) hangkészlet harom modusza megfelel a dirakkord harom meg-
forditasanak.
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allapitas). Az n = 3 esetben tehat 55 azoknak a moduszoknak a szama, amelyek a
tekintett 19 hangkészletbdl képezhetGek.

4.2. A 4 méretid hangkészletek. A négy hangbol 4ll6 hangkészletek egybevago-
sagi osztalyainak attekintését nyujté 3. tablazatra rapillantva egy varhaté és egy
talan megleps tényt vehetiink észre. Arra szamithatunk, hogy a méret névelésekor
egyre t6bb hangkészlet fog rendszerezésre varni; ez valoban mindaddig igy is torté-
nik, amig a méret a lehetséges maximum felét — azaz a hatot — meg nem haladja.

A 2 és 3 méretii hangkészletek vizsgalata soran azt észlelhettiik, hogy az in-
dex csupan az oktavot pontosan egyenl$ részekre széttagolé hangkészletek (HéQ)
és H }3)) esetében volt kisebb 12-nél. A 4 méretiiek koz6tt viszont harom hang-
készletnek is 12 alatti szdm az indexe; ezek: Hég), Hég) és Hg). (Koziiltik H,gg) -a
sziikitett szeptimakkord — az, amely négy egyenl6 részre osztja az oktavot.)

Az a 40 hangkészlet, amely kiilonbézik a most emlitett haromtél, egyenként
4, 6sszesen 160 moduszt ad. Hozzavéve ezekhez a Hég)—b()’l és H§g)—b61 elgallithatod

két-két, valamint a H g)—b(’)l nyerhetd egyetlen moduszt, Gsszesen 165-nek adodik
az n = 4 esetre vonatkozoan felsorolt hangkészletekbdl (izomorfiatol eltekintve) ké-
pezhets moduszok szama.

A zenében talan leggyakrabban el6fordulé négyeshangzatok a 3. tablazat utolsé
helyein 4llnak.

Példa. A 4. tablazat a Hs(g) hangkészletet tartalmazo egybevagdsigi osztaly
elemeibdl képezhetd 6sszes moduszt tiinteti fel a 3.6. megallapitas szerinti matrix-
elrendezésben. Esetiinkben n =4, i = 6 és r = 2. A matrix Gsszesen in = 24 mo-
duszt tartalmaz. A matrixnak 7 = 6 sora és n/r = 2 oszlopa van. A matrix minde-
gyik helyére r = 2 modusz keriil; az egyiivé helyezett moduszok mint hangkészletek
is megegyeznek, emellett izomorfak is egymassal.

4.3. Az 5 méretd hangkészletek. Az 6t hangbdl 4ll6 hangkészletek attekintése
soran (5. tablazat) az indexet nem sziikséges feltiintetniink, minthogy 5-nek és 12-
nek nincs 1-nél nagyobb kizos osztéja, igy ezen hangkészletek mindegyikére r = 1
és i = 12 érvényes (3.4. megallapitas). Ennek kdvetkeztében a tablazatban szerepls
66 hangkészletbdl 330 modusz nyerhetd.

A Hég) hangkészletben a pentaton hangsort ismerhetjiik fel.

4.4. Kiegészitd (komplementer) hangkészletek. Miel6tt a 6 méretii hangkész-
letek népes csaladjat vizsgalnank, djabb elméleti meggondolasokat célszerd elére-
bocsatani.

Tekintsiink egy n méretii K, hangkészletet. Jeloljiik K2-vel azt a hangkészletet,
amely éppen a teljes M halmaznak (1. 2.1. szakasz) a K;-ben el nem fordulé hang-
jaibél all. K mérete nyilvan 12 — n. Ekkor azt mondjuk, hogy K; és K, kiegészité
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l Jelolés l Hangkészlet | Index I I Jel6lés I Hangkészlet | Index I
Hf“ {c,a,b,h} 12 Hé‘;) {c.f, a,h} 12
H | {c,gisz,bh} | 12 HY (c.f, a,b} 12
H§4) {¢, gisz, a, h} 12 Hé‘é) {c.f 9, h} 12
g {c, gisz, a, b} 12 Y {¢,f, 9, 9152} 12
Hs(;4) {c, 9,5, h} 12 HS) {¢, [, fisz, gisz} 12
Hé4) {c, g, gisz, h} 12 Hl(,g) {¢, f, fisz, b} 12
H~(,4) {c, 9, gisz,a} 12 Hé;) {c, f, gisz, h} 12
Hé4) {c.g,a,h} 12 H;ﬁé’ {c, 1, gisz,a} 12
HY | {egab) 12 HY | {cffima) | 12
HE | {c,g.giszb} | 12 HO | {cfgisnb) | 12
HEY | {cfiszbh} | 12 HY {c.f,9,b) 12
HY {c, fisz, g, h} 12 H{Y {c.f,g:a} 12
Hg) {¢, fisz, g, gisz} 12 Hég) {c, e, gisz, h} 12
H{Y {c, fisz, a, h} 12 HY {c, e, g,h} 12
Hf‘é) {c, fisz, a, b} 12 Hé‘-‘,) {c, €, gisz,a} 12
Hfé) {¢, fisz, gisz, h} 12 Hég) {¢, €, gisz, b} 12
Hf‘;) {¢, fisz, gisz,a} 12 Hég) {c, e, fisz, b} 6
Hfg) {c, fisz, 9, b} 12 Hé‘(‘,’ {c,e,g,b} 12
HS) {c, fisz, g, a} 12 Hﬁ) {e, e, fisz,a} 12
HS | {c, fisz, gisz, b} 12 H® {c,e,g,a} 12
Hé‘f’ {¢,f,b,h} 12 Hﬁg) {¢, esz, fisz,a} 3
HY {c, f, fisz, b} 6

3. tdbldzat. A négy hangot tartalmazd hangkészletek felsoroldsa eqybevdgdsdgtsl eltekintve

({C, e, fisz,b}, {c, e, Fisz, b}) {c,E, fisz,b}, {c, e, fisz, B})
({Cisz £, g,h}, {cisz,f,G,h}) {{cisz, F, g, b}, {cisz,f,9,H})
{{c, D, fisz, gisz},{c, d, fisz, Gisz})  ({C, d, fisz, gisz},{c, d, Fisz, gisz})
({cisz, Esz, g,a}, {cisz, esz, g, A})  ({Cisz, esz, g,a},{cisz esz, G, a}>
({d, E, gisz, b}, {d,e, gisz B}) ({D, e, gisz, b}, {d,e, Gisz b})
({esz, F,a,k}, {eszf a,H}) ({Esz f,a,h}, {eszf, A h})

4. tdbldzat. A Hé‘;)-b(ﬂ és a vele egybevdgd hangkészletekbil képezhetd moduszok
rendszeres dttekintése (a moduszok alaphangjdt nagy kezdGbeti jelzi)
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hangkészletei vagy komplementer hangkészletei (révidebben komplementumai) egy-
masnak.

4.1. MEGALLAPITAS. Tekintsiink két K, Ko hangkészletet. Jeloljiik K, kie-
gészité hangkészletét Ks-mal és Ko kiegészitG hangkészletét Ky-gyel. K, és K,
pontosan akkor egybevagoak, ha K3 és K, is egybevigoak.

4.2. MEGALLAPITAS. Ha a K, és K, hangkészletek egymas komplementumai,
akkor K, indexe egyenlé Ko indexével.

Ha n # 12 — n, akkor az n indexid K, hangkészlet eleve nem lehet egybevago
a komplementumaval. Amennyiben viszont n = 12 — n (vagyis ha n = 6), gy nem
zarhat6 ki, hogy az egymassal komplementer hangkészletek ugyanabba az egybeva-
gosagi osztalyba tartozzanak. A 6 méret(i hangkészletek most kovetkezs attekintése
sordn a kiegészitG parat alkoté hangkészletek egybevagdsagat is figyelemmel fogjuk
kisérni.

4.5. A 6 méretd hangkészletek. A 6. tablazatban felsorolt 80 hangkészlet ko-
ziil zeneileg Hég)-nak ~ az egészhangu skalanak — van jelentdsége. Hég)-bél egyetlen
modusz képezhetd (izomorfiatdl eltekintve), H, ég)-b()l kettd, a HSO, HIY HL® hang-
készletek mindegyikébdl harom-harom, a tablazatban foglalt tovabbi 75 hangkész-
letb&] egyenként hat modusz. A 80 hangkészletbdl tehat Gsszesen 462 (lényegesen
kiilénb6z6) modusz nyerhetd.

Tudjuk, hogy egy 6 méretd hangkészlet kiegészits hangkészletének mérete szin-
tén 6. A 80 hangkészletet végigvizsgalva azt kapjuk, hogy kozottiik nyolc olyan
talalhato, hogy ezek komplementuma egybevagd az eredeti hangkészlettel, éspe-
dig HO, HO, 5O, H®, HD, HD | HY | H® ilyenek. Ebb6l kivetkezik, hogy
példaul a H (6)—ot tartalmazo, 12 elemi egybevagdsagi osztalyon beliil kettesével
vannak komplementer hangkészletek!! (4.1. megallapitas).

A fennmarad6 72 hangkészlet az alabbi moédon Allithat6é parokba a komple-
mentum-képzés vonatkozasaban:!? HS® es H®; H® e HD; H® o HY,
6 6 6 6 (6 6 6 6 6 6
Hé) H() H() HI(O) H Ve Hz H() Hé1),H1 H§4),H§4) Hz(s),
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6
Hfs) ( ) H§7) Hés)a HI(S) Hzgz)’ H Hég)a H( ) es Hés)a H( ) es Hzgz),

43 ?
Hég) és Hﬁ), H(G) és Hég), H(s) és Hég), H(G) és Hég), H(G) és Hég), H(G) és Hég),

HY &s HY; H(G) és HY; H‘ﬁ) és Héﬁ),H(‘"’) és H;g>,H§g> Hég),H(‘” s HYY;

Higy H{g) komplementuma {cisz, d, esz, ¢, fisz, h}, ez H§§)-b6l elgall a t® transzpozicié révén,
tehat valéban ugyanabban az egybevigdsagi osztalyban van, mint H{g).

12E parbaillitas gy értendd, hogy példaul Héﬁ) komplementuma, azaz a {cisz, d, esz, e, f, g}
hangkészlet egybevago a H(G) hangkészlettel (a t7 transzpozicioval kaphaté meg H((f)-bél), és

~ ezen tulmenéen — egyfelsl a H( ), masfelsl a Hés) hangkészletek egybevagosagi osztalyaiban
levd tizenkét-tizenkét hangkeszlet is parba allithaté agy, hogy egymast kiegészité hangkészletek
tartoznak Ossze.
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l Jelolés I Hangkészlet | I Jelolés I Hangkészlet I
Hl(s) {¢, gisz, a, b, h} Héi) {c,, g, gisz, b}
Héf)) {c,9,a,b,h} H§§’,) {c, 1, fisz, gisz, b}
H:gs) {e, g, gisz, b, b} Hg(,z) {c, e, gisz, b, B}
His) {¢, g, gisz, a, h} H:,(,?) {c, e, gisz, a, h}
Hés) {¢, 9, gisz, a, b} Hég) {c, e, gisz, a, b}
Hés) {¢c, fisz, a, b, h} Hgg) {¢c, e, fisz, b, h}
H® {c, fisz, g, b, h} HY {c, e f a, h}
Hés) {¢c, fisz, g, gisz, h} Hﬁ’) {c,e,f a,b}
Hés) {¢, fisz, g, gisz, a} Hég) {c,e,9,b,h}
Hfg) {c, fisz, gisz, b, h} H‘g) {¢, e, g, gisz, h}
Hﬁ) {¢, fisz, gisz, a, h} Hﬁ) {c, e g, gisz,a}
Hl(g) {c, fisz, gisz, a, b} Hig) {¢, e, f, gisz, h}
Hfi) {c, fisz, g, a, h} Hég) {c, e, f, gisz,a}
Hfi) {c, fisz, g, a, b} HS) {c, e, f, fisz,a}
Hfg) {c, fisz, g, gisz, b} Hﬁ? {c, e 9,0a,h}
Hftsi) {¢,f, a,b, h} Hig) {c, e, g, gisz, b}
HS {c, f, fisz, b, k) HE) {c, e, 9, a, b}
Hg) {c, f fisz, g, h} Hé?) {c, e, fisz, a, b}
H{S’ {¢, f, fisz, g, gisz} Hég) {c, e, fisz, a, h}
Hég) {¢, f, gisz, b, h} Hég) {c, e, fisz, gisz, h}
HS {c,f gisz, a, b} HE {c, e, fisz, g, b}
Hg) {¢, f, gisz, a, b} Hf()g) {c, e, fisz, gisz, a}
Y {c.f, 9. b, h} HY {c, e, fisz, g,a}
HY | {cf g giszh) HE | {c e gisz b}
HY {c.f, 9. gisz, a} H {c,e.f 9,0}
HP | {cffismoh} Hig) {c,e,f, 9,0}
HS) {¢, 1, fisz, gisz, h} Hég) {¢, e, fisz, gisz, b}
HY {c,f, fisz, a, b} HEY {c, esz, fisz, a, h}
Hég) {¢, f, fisz, gisz, a} Hég) {¢, esz, fisz, gisz, h}
HSY {c, £, fisz, g, b} 7S {c, esz, fisz, a, b}
HS) {e. f, fisz, g,a} Héi) {¢, esz, fisz, g, b}
H:gfz’) {c.f.9,0,h} HG(? {c, esz, fisz, gisz, b}
H:E:Ss) {c.f, 9,0, b} Hé? {c, esz, f, gisz, b}

5. tdbldzat. Az Gt hangot tartalmazé hangkészletek felsoroldsa egybevdgdsdgtol eltekintve
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[ Jelolés I Hangkészlet I Index I [ JelGlés [ Hangkészlet ] Index I
Hfs) {¢c, g, 915z, a, b, h} 12 Hﬁ) {¢c, e, f, fisz, gisz, h} 12
Héc) {c, fisz, gisz, a, b, h} 12 Hﬁg) {c, e, [ fisz, gisz,a} 12
H§6) {¢,fisz,9,a,b,h} 12 H‘gg) {c, e f fisz, g, b} 12
H‘gﬁ) {¢, fisz, g, gisz, b, h} 12 Hﬁ) {e, e, f fisz, g,a} 12
HE()G) {c, fisz, g, gisz, a, h} 12 Hﬁg) {c, e, fisz, gisz, b, h} 12
Hée) {¢c, fisz, g, gisz, a, b} 12 H‘gg) {c, e, fisz, gisz, a, h} 12
H.E.G) {¢, [, gisz, a, b, h} 12 Hi?,) {c, ¢, fisz, g, e, h} 12
Héﬁ) {c,f, fisz, a, b, B} 12 Hggr {c.e.f 9,a,h} 12
Héﬁ) {c,f fisz, 9, b, h} 12 H‘gg) {¢, e, fisz, gisz, a, b} 12
Hl(g) {¢, f, fisz, g, gisz, h} 12 Hég) {c, e, fisz, g, a, b} 12
Hl((li) {¢, f, fisz, g, gisz, a} 12 Hé?) {c,e,f 9, a,b} 12
Hl(g) {¢,f 9,a,b h} 12 Hég) {¢, €, fisz, g, gisz, b} 12
HY {c.f g, gisz, b, h} 12 H {c, e,f g, gisz, b} 12
HS) {c, ], g, gisz, a, h} 12 Hég) {c, ¢, 1, fisz, gisz, b} 12
Hl(g) {c¢, ], 9, 9152, a, b} 12 Hég) {c, esz, fisz, a, b, h} 12
Hfg) {¢, [, fisz, gisz, b, h} 12 Hég) {c, esz, fisz, g, b, h} 12
Hf.ﬁ,) {¢, [, fisz, gisz, a, h} 12 Hég) {c, esz, fisz, g, gisz, h} 12
Hl(g) {¢, [, fisz, gisz, a, b} 12 Hég) {c, esz, e, g, gisz, h} 4
H{g) {c,f fisz, g, a, h} 12 Hég) {¢, esz, fisz, gisz, b, h} 12
Hég) {¢,f fisz, g, a, b} 12 Hég) {c, esz, fisz, gisz, a, h} 12
Hgi) {¢, [, fisz, g, gisz, b} 12 Hé?) {c, esz, fisz, gisz, a, b} 12
Hég) {c, € gisz, a, b h} 12 Hég) {c, esz, fisz, g, a, h} 12
Hég) {c,e,f a,bh} 12 Hég) {c, esz, fisz, g, a, b} 12
Héi) {c, e, f, fisz, b, h} 6 Hég) {¢, esz, fisz, g, gisz, b} 12
Hég) {c. e, 9,0, b h} 12 Hég) {c, esz, f, gisz, b, h} 12
Hég) {c, e, g, gisz, b, h} 12 Hég) {c, esz, f, gisz, a, h} 12
HS) {c, e 9,915z, a,h} 12 Hég) {c, esz, f, gisz, a, b} 12
Hég) {c, €, g, gisz, a, b} 12 Hég) {c, esz,e,g9,a,h} 12
Hg) {c, e, fisz, a, b, h} 12 Hég) {c, esz, e, 9, a, b} 12
Hgg) {c, ¢ fisz, g, b, h} 12 H.Eg) {c, esz, e, g, gisz, b} 12
H:ﬁ’) {¢, e, fisz, g, gisz, h} 12 H;tl)) {¢c, esz, f, fisz, a, h} 6
Hég) {c, €, fisz, g, gisz,a} 12 H-gg) {c,esz,f, g, b h} 12
Hg) {¢, e, f, gisz, b, h} 12 H.f.g) {c, esz, f, fisz, a, b} 12
Hgﬁ) {c, e, f, gisz, a, h} 12 H.ﬁ) {¢, esz, e, fisz, a, b} 6
Hég) {c, e, f, gisz, a, b} 12 H;g) {c, esz,f, g, a, h} 12
Hég) {c,e,f 9. b, h} 12 H.(Ig) {e, es2,f, g, a, b} 12
Hég) {c, e, f, 9, gisz, h} 12 H.(lg) {c, esz, f, g, gisz, b} 12
H:(,g) {c, e, [, g, 9isz,a} 12 117(25 {c, esz, [, fisz, gisz, b} 12
H:gg) {¢, & f fisz, a, h} 12 H.(,g) {c, esz, e, fisz, gisz, b} 12
Hig) {c, e [, fisz, a, b} 12 Hég) {¢, d, e, fisz, gisz, b} 2

6. tabldzat. A hat hangot tartalmazd hangkészletek felsoroldsa egybevdgdsdgtol eltekintve
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B o 19; 1D 65 1D HD 65 N, ) e 1P 1 s Y L) e 1Y,
B s S B o5 ;1D e 1Y)

4.6. A 7, 8, 9, 10 méretd hangkészletek. A hangkészletek eddigi attekintését
nehézkessé tették az egyre terjedelmesebb tablazatok. Az itt kovetkezSkben elte-
kintek a részletes felsorolastol, az olvasé az egyre nagyobb méretii hangkészletek
(egybevagdsagto! eltekintve értett) teljes listajat a C. fiiggelék tablazataiban ta-
lalhatja meg. Ezt a nagyvonalisigot az teszi lehetdvé, hogy a 7, 8, 9, 10 méretii
hangkészletek gépiesen megkaphatdak mint az 5, 4, 3, illetve 2 méretiiek komple-
mentumai (4.1. megallapitas).

A 7 méretii hangkészletek kdzott ott van a zeneileg kiemelkedd jelentdségii Hé?
diatonikus hangsor, ezt Hég) komplementumébol, a {cisz, d, e, fisz, g, a, A} hang-
készletb6l a ¢! transzpozicié szolgaltatja. Készitsiik el (gondolatban) a 3.6. meg-

allapitasban szerepld matrixot Hég)-ra vonatkozoan. Ekkor (mivel i =12, r =1,
n=n/r =7), a 84 modusz gy tolti ki a matrix 12 sorat és 7 oszlopat, hogy az
egyik oszlop a (jol ismert) 12 dar hangsort, egy masik oszlop a 12 dér hangsort tar-
talmazza, — a tovabbiak ugyanigy a frig, lid, mixolid, eol, lokriszi hangsorokat —; a
matrix sorait pedig az jel6li ki, hogy k6z6s sorba a hangkészlet gyanant megegyez6
moduszok keriilnek.!3

A Hg) hangkészlet a harmonikus moll, a Hég) hangkészlet az emelkedd ira-
nyit melodikus moll hangsort adja, ha az e, illetve a hang kitiintetésével képeziink
moduszt bel6liik (7. tablazat).

H((%Z) {C, esz, e, fisz, g, a, h}
Hég) {CV d1 e,ﬁszy gisz, a, h}
Hﬁ(g) {C, da e,f, g9, qa, h}

7. tdbldzat

Abbél a 66 hangkészletbdl, amelyek a 10. tablazatban vannak felsorolva, 462
modusz nyerhetd.

Lépjliink most tovabb a 8 méretid hangkészletekre. Ezeknek az egybevagdsagi
osztalyait a 11. tablazatban szerepld 43 hangkészlet képviseli. H, g)-b()l két, Hz(g)-
bdl és Hég)-bél négy-négy modusz képezhets (izomorfiatdl eltekintve), a tobbi 40
hangkészlet egyiittvéve 320 moduszt ad; Gsszesen tehat 330 moduszt kapunk.

A 12. tablazatban felsorolt 19 hangkészlet a 9 méretiiek egybevagosagi oszta-
lyait reprezentélja. Az itt szerepl6 hangkészletekbdl — mint mindig, izomorfia ere-
Jéig értve — 165 moduszt nyerhetiink (H{g)-bc'il harmat, a tébbiek mindegyikébdl
kilencet).

13peldaul: az E-dir hangsort tartalmazé sorba jutnak még a fisz-dér, gisz-frig, A-lid, H-mixolid,
cisz-eol, esz-lokriszi hangsorok.
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A 10 méretd hangkészletekbsl 6 van (13. tablazat), a moduszok szdma
55 (= 5-10 + 5).

4.7. A 11, 12, 0 méretii hangkészletek. 11 méretii hangkészletet ugy kapunk,
hogy a teljes M hangkészletb6l (a kromatikus skalabol) egy hangot kihagyunk. Az
igy el6allé hangkészletek mind egybevigbak egymaéssal, a meghatarozottsag kedvé-
ért a

an) = {¢, cisz, d, esz, e, f, fisz, g, gisz, a, b}

hangkészletet valaszthatjuk ki kéziilik. H 1(11) indexe 12, rendje 1, belSle 11 modusz
allithato6 eld.

12 méretd hangkészlet egy van: M, azaz a tizenkét kromatikus hang egyiittese.
Indexe 1, rendje 12; egymagaban alkot egybevagdsagi osztalyt és egyetlen modusz
képezhetd beldle.

Az M teljes hangkészlet komplementuma az iires hangkészlet. Akarcsak M ese-
tében, erre is i = 1 és r = 12. Mivel egy hangot sem tartalmaz, nincs olyan modusz,
amely belle nyerhet6 lenne. (Formalisan: n = 0 folytan n/r = 0/12 = 0.)

5. A hangkészletek és moduszok statisztikaja

@O hof1|2]3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 |12 || Egyiitt
anjjry1|{6 19| 43 | 66 | 80 | 66 [ 43 | 19 | 6 | 1 |1 352
(II0){[1[12]| 66 |220| 495 | 792 [ 924 | 792 | 495 ] 220 [ 66 | 12 | 1 4096
(IVY||0| 1 (11|55 | 165 | 330 | 462 | 462 | 330 | 165 | 55 | 11 | 1 2048
(V) [|0]12] 1321660 | 1980 | 3960 | 5544 | 5544 | 3960 | 1980 [ 660 [ 132 |12 || 24576

8. tdbldzat. A hangkészletek és moduszok szdma méret szerint €s dsszesitve

A 8. tablazat bels6 oszlopai a hangkészletek és moduszok szamat tiintetik fel
a méret fiiggvényében. Az (I) sorban a méreteket adjuk meg; a (II) sorban az
talalhatd, hogy a 4. részben folytatott vizsgalodasaink soran hany hangkészletet
talaltunk, vagyis hogy mennyi a hangkészletek egybevagosagi osztalyainak szdma,
a (I11) sorban pedig az egybevagbak kozott is kiilonbséget téve szamlaltuk meg a
hangkészleteket. (Példaul: a 4 méretre vonatkozéan a (III) sorban a 495 szém 4ll;
ez Ggy adédott, hogy dsszeadtuk a 3. tablazatban szereplS indexeket.)

A (IV) sor a moduszok izomorfia-osztalyainak szamat adja (szintén a 4. részre
tamaszkodva). Végiil az (V) sorban ugy szamlaltuk meg a moduszokat, hogy az
egymassal izomorfak kozott is killonbséget tettiink. Igy az (V) sorban levs széa-
mok mindegyike 12-szerese a felette 4ll6 (IV) sorbeli szamnak (a 2.3. szakaszban
mondottak értelmében).
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A kombinatorikdban jartas olvasd rogtoén észreveheti, hogy a (III) sorban -
amint természetes is — a (102), (112),(122), (132),,(13) binomialis egyiitthaték, a
(IV) sorban pedig — az 1 méretté] kezdve - a (), (}), (5), (..., (}}) bino-
miélis egyiitthatok allnak. Azzal is egyezésben van a tablazat zaro oszlopa, hogy
a hangkeszletek egyiittes szdma 2'2(= 4096) és a moduszok izomorfia-osztalyaié!?
211(= 2048).

A 8. tablazat (II)-(V) soraiban mutatkoz6 szimmetriat kozvetleniil is igen
konnyen belathatjuk. Egyrészt az Gsszes n méretii hangkészletbdl kiindulva és a
kiegészitd hangkészletekre attérve pontosan megkaphatjuk a 12 — n méreti hang-
készleteket. Masfelsl pedig gondoljuk meg, hogy az n méretd moduszok izomorfia-
osztalyait reprezentalhatjuk gy, hogy kiszemeljiik az 6sszes olyan moduszt, amely-
nek alaphangja egy rogzitett hang (példaul mindegyiké a c¢); majd lépjink gy
tovabb, hogy megtartjuk az alaphangot és a tébbi n — 1 hang helyébe a hianyzé
12 — n hangot vessziik; — ezzel az eljarassal éppen a 13 —n( = 1+ (12 — n)) méreti
moduszokat kapjuk a korabban régzitett alaphanggal.

Mint érdekességet emlitem meg, hogy a fenti 8. tablazat (II) soranak szamai eléfor-
dulnak Labos Elemér és Nogradi Erika [3] kozleményének 179. oldalan; anélkiil, hogy a
szerzGk utalndnak e mennyiségek zenei vonatkozasara.

(Utdlagos kiegészités) A jelen munka anonim lektora t4jékoztatott arrél, hogy
D. L. Reiner a [4] k6zleményben a kombinatorika és a csoportelmélet ismert ered-
ményeire erésen tamaszkodo tomor targyalasat adja a hangkészletek megszamlala-
sanak!®, tovabba hogy a legutébbi idében G. Mazzola foglalkozik a targykorrel.!6

FUGGELEKEK
A. Temperalt hangolas, illetve racionalis frekvencia-aranyok

A.1. Az oktav egyenld hangkézokre osztasa
Az eddigi meggondolisaink mindig azon a szemléleten nyugodtak, hogy az ok-
tavot egyenld hangkézokre osztottuk; alapvetSen tizenkettére, de — a Héz), H fg),

H §§), Hég) hangkészletekkel taldlkozva — érintettiik a 2, 3, 4, 6 egyenl6 hangkdzre

valo felosztast is.

14 211 grték — amely talan nem annyira kézenfekvs, mint az elézGek — onnan adodik, hogy a
modusz alaphangjat mindig ugyanannak (pl. c-nek) véve a tovabbi 11 hangbél szabadon valaszt-
hatjuk ki a modusz tébbi hangjait.

15Reiner szemléletmoédja tébb vonatkozasban méas, mint a jelen cikké, éspedig: (1) az oktav
akarhany (nem feltétleniil 12) egyenld részre osztasat figyelembe veszi; (2) az egymasboél tiikor-
forditassal el5allé hangkészleteket (pl. a darakkordot és a mollakkordot) tébbnyire egy osztalyba
sorolja; (3) vizsgalja a dodekafénia értelmében vett sorok megszamlalasanak témajat is (ugy,
hogy — a transzpozici6 mellett — a tiikérforditas és a rakforditas lehetdségeit is tekintetbe veszi);
(4) moduszokkal nem foglalkozik.

16 A Mathematical Reviews 2003g:00015. szami referdtuma Mazzola két cikkét ismerteti, utal
tovabba az ezeket kdvetSen megjelent kdnyvére.
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Két hangkdzt akkor érziink egyenlének, ha a frekvencidk hdnyadosa ugyanaz.
Ennélfogva példaul az F és 2F frekvencidja hangok oktavjanak harmadolasa azon
F1, Fy frekvenciak meghatarozasat jelenti, amelyekre

R F, 2F

Al =22 =20
(A1) F F £

érvényes; az (A.1) egyenletek megoldisaval az
F=F-¥2, F=F ¥4
frekvenciadkat kapjuk.

A.2. Raciondlis rezgésszam-aranyok az oktavon beliil

Amint a legutébbi példa is mutatja, az egyenlé hangkozokre valo tagolas irra-
cionalis frekvencia-aranyokhoz vezet. Elfogadhatjuk ehelyett azt az elvet, hogy az
oktavnak kézbees6 hangokkal vald kitoltése soran racionalis frekvencia-ardnyokat
részesitsiink elényben, azaz - kissé konkrétabban kifejezve — hogy olyan r/s ara-
nyokat keressiink, amelyekre 1 < r/s < 2 igaz, és r, s lehetéleg kis egész szamok.

A most megfogalmazott alapelv kétféle médon érvényesithets. Az egyik méd
az, hogy az oktavot a frekvenciak egyenld kiilonbségét megkovetelve tagoljuk kis
szamu részre; ekkor pl. az oktav harmadolasa ((A.1) helyett) a

(A.2) Gy~ F=Gy~G) =2F -Gy

egyenletek megoldasat jelenti. Ezzel a
4 5
Gy=<F, Gy=-F
1 3 ) 2 3

frekvencidkhoz jutunk. (A felosztis hangkozei ekkor a mélyebb hangok kézott na-
gyobbak, a magasabbak felé haladva egyre kisebbek lesznek.)

A masik méd racionélis aranyok keresésére az, hogy az F' frekvenciaju hanggal
az 616 zenében (halkabban) egyiitt hangzé

9F, 3F, 4F, 5F, 6F, 7F,...

felhangsort tekintjiik, és az els6 néhany felhangot oktavval (vagy annak alkalmas
tobbszorosével) leszallitva beiktatjuk az F' és 2F kozotti intervallumba. Elég a pa-
ratlan szorz6ju felhangokkal foglalkoznunk.

Konszonansnak azokat a hangkézoket érezziik, amelyeket 3/2, 4/3, 5/3, 5/4,
6/5, 8/5 frekvencia-aranynak fogunk fel, hozzivehetjiikk ezekhez a nem tul éles
disszonancianak szamit6 9/8 és 9/5 aranyokat (nagy szekund, kis szeptim). A most
felsorolt aranyok koziil a 3 és 5 nevezdjiiek a kiilonbség-elvi egyenls felosztas 1t-
jan szarmaztathatoak, a tobbi igy is és a felhangsorra tdmaszkodva is egyarant
nyerhets. A felhangok sora azt sugallja, hogy a 7/4 és 11/8 aranyokra is legylink
tekintettel a tovabbiakban.
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A.3. Egy kézbevetett megjegyzés

Nehezen megvélaszolhat6 kérdésekhez jutunk, ha a hangok rendszerét szigori kovet-
kezetességgel a racionalis aranyokra kivanjuk alapozni. Példaul: miképpen volna egyenls

az emelkedd 12 tiszta kvintlépés a megfelels szami oktavlépéssel, amikor a 3/2, (3/2),
(3/2)3,... sorozat szamlaléiban mindig paratlan szamok allnak (tehat soha nem nyilik
lehet&ség a tort egyszerdsitésére)? Vagy: miért 10/9 az e és d hangok frekvencia-aranya
C-darban (mi-re), és miért 9/8, ha D-dirban vagyunk (re-dd)?

A.4. A cent mint a hangk6z6k mérésére szolgald egység
Arra, hogy a racionalis elvi hangkozoket Gsszemérjitk az egyenlé frekvencia-
aranyok szerinti (azaz a temperalt) hangkozokkel, az akusztikusok azt a modszert
hasznéaljak, hogy centekben fejezik ki a hangk6zoket. A G és F frekvenciaji hangok
centekben mért tavolsagat az

1200 - (logy, G — log, F)

formulaval értelmezziik, ebben 2 alapu logaritmusok szerepelnek. A kézhasznalata
10 alapu logaritmusokkal val6 szdmolas céljara ez a formula (6t jegynyi pontossag-
gal kozelitve) a

(A.3) 3986,3 - (log;o G — logy F)

alakban irhat6. A centet az oktav 1200 (avagy a temperalt kis szekund 100) egyenld
hangkozre osztasanak eredményeként vezettiik be; a temperalt nagy szekund, kis
terc, nagy terc, ... hangkodzok igy rendre 200, 300, 400, ... centtel egyenlGek.

A.5. Osszehasonlitas

Alkalmazzuk most az (A.3) formulat arra, hogy centekben fejezziik ki a korab-
ban emlitett racionéalis aranyokat (és még néhany aranyt). A szamitasok eredmeényét
a 9. tablazat tartalmazza.

A nagy szeptimnek megfelel 15/8 arany abbol kaphaté meg, hogy a tiszta
kvint és a nagy terc egyiitt nagy szeptimet ad. A kis szekund a nagy szeptimet
oktavva kiegészité hangkdzként szarmaztathato. A tritonusz (szdkitett kvint, b6-
vitett kvart) két ardnyat a tiszta kvart — illetve annak felsé oktavja — és a nagy
szeptim egybevetésével nyerhetjiik.

A tablazat zarojelek k6zott azokat az ardnyokat is tartalmazza, amelyek a nagy
szext és a nagy terc szamara a kvintet jellemz§ 3/2 arany tovabbépitésével adéd-
nak, valamint a kis tercre az elébbibél szarmaztatott aranyt.

Szokas a 7. (a hét szorzéja) felhangot mint a kis szeptim jé kozelitését tekin-
teni. A 7/4 aranynak megfelel cent-érték azt mutatja, hogy ez csak meglehet&sen
durva kézelités. A 11. felhang pedig (alsé harmadik oktavja 550 cent koriil lévén)
egyaltalan nem illik bele a hangrendszeriinkbe.

A tovabbi esetekben elfogadhaté vagy — mint a tiszta kvint esetében — megle-
péen jo kozelitéssel megkaptuk a temperalt hangkozoket.
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16/15 | 111,73 cent kis szekund 45/32 | 590,22 cent
64/45 | 609,78 cent

}tritonusz
10/9 | 182,40 cent

9/8 |203,91 cent
(32/27| 294,13 cent) } ) 8/5 |[813,69 cent kis szext
kis terc
6/5 315,64 cent 5/3 884,36 cent

}nagy szekund
3/2 | 701,96 cent tiszta kvint

}nagy szext

5/4 |386,31 cent } (27/16 | 905,87 cent)
nagy terc
(81/64 | 407,82 cent) 7/4 | 968,83 cent
4/3 498,04 cent tiszta kvart 16/9 |996,09 cent
! }kis szeptim
11/8 | 551,32 cent 9/5 | 1017,60 cent

15/8 |1088,27 cent nagy szeptim

9. tdbldzat. Néhdny raciondlis ardny és a megfeleld cent-értékek

Taldn nem tilzas azt mondani, hogy a zenét a 12-es szdm két kedvezd tulaj-
donsdga teszi lehetdvé:

a 27/12 hatvany gyakorlatilag megegyezik a 3/2 torttel (egyikiik 700, masikuk
kb. 701,96 cent hangkozt hataroz meg),

12 olyan szam, amelynek sok osztdja van.

A.6. Egy ujabb kozbevetés
Nincs ugyan komoly jelentésége, hadd emlitsek meg néhany érdekességet. A trito-
nuszt jol megkézeliti a 24/17 és kivaléan az 577/408 arany (cent-értékiik 597,00 illetve
600,003), a kis szekundot pedig igen jol a 196/185 arany (99,9941 cent).
A 7/5 és 7/6 tortek alacsony szamok hanyadosai, és értékiik 1, 2 kozé esik. Mint
hangkozoket azonban nincs ok tekintetbe venni 6ket. Az elsé (582,51 cent) a tritonusz
gyenge kozelitése lehetne, az utobbi (266,87 cent) kiviil all a hangrendszeriinkdn.

A.7. Abszolit hangmagassagok

Az A. fiiggelék eddigi részeiben mindig egymashoz viszonyitott hangmagassa-
gokroél beszéltiink. Befejezésiil egy pillantast vetiink ra, abszolut értelemben milyen
rezgésszami hangok képezik a zene fizikai alapanyagat.

Ebbd! a célbél az egyvonalas a hang frekvencidjat szokas megallapodéasszertien
megszabni. A 19. szazad harmadik negyedében — fokozatos emelés eredményekép-
pen — 435 hertzben rogzitették a  kamara a” hang frekvencidjat, a késgbbi konvencié
szerint pedig ma — t6bb mint 6tven év 6ta — 440 hertz az a rezgésszam, amely viszo-
nyitasi alapként hasznalando6.!? Feltehetd, hogy ez jéval (hatvan-nyolcvan centtel?)

magasabb a 19. szizad legelején hasznalt hangolasnal.
Mint matematikus, rokonszenvvel fogadnam, ha a kamara a hang frekvencidjaként
430,5 hertz lenne elgirva (ami 37,79 centtel alacsonyabb a mai szabvanynal). Ekkor ugyanis

17440/435 cent-értéke 19,79.
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— mivel 512 = 2° és az 512/430,5 arany j6l egyezik a 300 centtel (pontosabb cent-értéke
300,16) - a ¢ hangok rezgésszamai 2 hatvanyai volnanak.'®

B. A megallapitiasok bizonyitasa

A 3.1., 3.3. és 4.4. szakaszban nyolc megallapitast mondtunk ki anélkiil, hogy
ezek igazolasara ott kitértiink volna. A jelen fiiggelék 1.-8. pontjait sorra a 3.1.-3.6.
és 4.1.-4.2. megallapitasok indokolasanak szenteljiik.

1. Az els6 megallapitas helyessége kozvetleniil belathato.

2. Tekintsiik a kiilonb6z8 K és K> hangkészleteket, amelyek egybevagoak. Le-
gyen j a legkisebb olyan szdm, amelyre t/(K;) = K. Ekkor j kisebb K indexénél,
+-nél. Konnyen lathaté, hogy a

K, t(K2), t2(K3),..., t7(K2), t'(K2)
sorozat tagjai rendre egyenléek a
t(Ky), YKL, ..., 7KL, K,
t(K1), t3(K1),..., V71 (K1), (K1)

sorozat tagjaival. Az utébbi sorozatban az els§ és az utolso6 tag megegyezik, emellett
a sorozat ¢ + 1 tagja kozil az elsé 1 tag paronként kiilénboz6.

3. A 3.1. megallapitasbol kovetkezik, hogy (egy pozitiv j szamra) K = t/(K)
pontosan akkor érvényes, ha j oszthaté az i indexszel. Mivel K = t!2(K), igaz az
i | 12 oszthatdsag.

4. A 3.3. megallapitas és a rend definici6ja folytan r | 12. Hatra van az 7 | n
oszthatosag igazolasa.

Vezessiink be a K hangkészletben egy ekvivalencia-relaciét agy, hogy az x és y
hangok akkor ekvivalensek, ha van olyan ¢ szim, amelyre y = t9*(z) teljesiil (i-vel
K indexét jeloltiik). Ekkor az ekvivalenciaosztalyok mindegyike

(Bl) {.’E, ti(ﬂf), tzi(.’L‘),---, t(r_l)i(m)}

alakban irhaté, ahol = az osztaly barmely elemét jelentheti. A (B.1)-ben felsorolt
elemek paronként kiilénbdzéek (mivel 7,2¢, ..., (r — 1)i mind 12 alatti szdmok), és
belathato, hogy kimeritik az osztalyt. A K hangkészlet tehat elgall mint r elemet
tartalmazo egy vagy tobb ekvivalenciaosztaly egyesitése. Ennélfogva r osztoja az
n (= |K|) szamnak.

5. Legyen z és y két eleme a K hangkészletnek. Tekintsiik azt a ¢? transzpo-
ziciot, amely z-et y-ba viszi at (0 < j < 11). Amennyiben j egyike a 0,%,21, ...,

18Jgy tudom, zenei kérékben sem ismeretlen olyan vélemény, hogy a ma érvényben levé han-
golasi norma tul magas, pl. mert kedvezétlen az énekesek szamaéra.
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(r — 1)i szamoknak, gy ¢’ izomorfiat létesit a K-bdl z illetve y kitiintetésével ké-
pezett két modusz kozott. A (tekintetbe jévé) tobbi j szamokra pedig a t7(K)
hangkészlet kiilonbozik K-tol.

6. Az Osszefoglalé jellegii 3.6. megallapitas a korabbi 6t megallapitasbol kévet-
kezik.

7.—8. Az allitasok kozvetleniil belathatbak, ha szem eldtt tartjuk az egybeva-
gosag, az index és a kiegészité hangkészlet definicidit.

Példa. Azt a gondolatmenetet, amellyel a 3.4. megallapitasban kimondott r | n
oszthatosagot és a 3.5. megallapitast bizonyitottuk, a

{c) d} e7 .f’ .ﬁsz? glsz’ b’ h}

hangkészletet — és a beldle nyerheté moduszokat — vizsgalva illusztralhatjuk. Ez a
hangkészlet egybevago a His hangkészlet!® komplementumaval, és a C. fiiggelék-
ben mint Hég) fog szerepelni.

Hég)-re vonatkozban n =8, i =6, r = 2. Az r | n igazolasa sordn megjelend
ekvivalenciaosztilyok szama 4 (= n/r), és mindegyik ekvivalenciaosztaly 2 (=)
hangbol all. Az osztalyok a kivetkezdk:

{c, fisz}, {d,gisz}, {e, b}, {f, h}.

Az ugyanazon osztilyba tartozo egyik vagy masik hang kitiintetésével izomorf mo-
duszok allnak el Hég)-b(')‘l, a lényegesen kiilonb6z6 moduszok szdma tehat 4.

C. A7,8,9, 10 méretd hangkészletek felsorolasa

A 4.6. pontban részletezés nélkiil széltunk a legalibb hét, legfeljebb tiz hangot
tartalmazé hangkészletekrdl: eltekintettiink azok tényleges felsorolasatol. A jelen
fliggelek négy tablazatot tartalmaz, ezekben sorra megtalalhat6éak (egybevagosag
erejéig) a széban forgé hangkeészletek.

A 10. tablazatban foglalt 66 hangkészlet rendre egybevagd az 5. tablazatban
felsorolt hangkészletek komplementumaival. Ugyanilyen Osszefiiggés 4ll fenn a 11.
és 3., a 12. és 2., valamint a 13. és 1. tablazatok kozott is.

19Fzt a hangkészletet elemeztiik a 4.2. szakasz végén.
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l Jelblés | Hangkészlet | | JelGlés l Hangkészlet
H§7) {¢, fisz, g, gisz, a, b, h} Héz) {c, esz, £, 9, gisz, a, b}
Hz(,-{) {¢, f, fisz, g, gisz, a, b} Hég) {¢, esz, f, g, a, b, h}
H§7) {¢c, e, f, fisz, g, gisz, a} Hg) {c, e, [, fisz, gisz, a, b}
Hi” {c, e, 9, gisz, a,b, h} Hé? {c, esz, fisz, g, gisz, b, h}
HY” {c.f, 9, gisz, a, b, h} HD {c, ¢, fisz, g, gisz, b, h}
Hén {¢. [, fisz, g, gisz, a, h} H:g) {c, e, f, fisz, gisz, b, h}
HYD {c. e f fisz, g, gisz, h} HY {c, esz, e,f,9,b, h}
Hé-l) {c, e 1 gisz,a,b, h} Hg) {c, esz, f, fisz, g, b, h}
Hén {¢, f, fisz, gisz, a, b, h} Hg) {¢, e, f, fisz, gisz, a, h}
Hg) {c, ¢, f, fisz, g, gisz, b} H‘g) {¢, esz, e, f, g, gisz, h}
Hﬁr) {¢, esz, fisz, g, gisz, a, b} Hﬂ) {¢, e[, g, gisz, a, h}
Hg) {¢c, e, fisz, g, gisz, a, b} Hg) {c, esz, e, fisz, g, b, h}
Hx(;) {c, esz, f, gisz, a, b, h} H,g) {c, esz, e, g, gisz, b, h}
H{Z) {¢, esz, fisz, gisz, a, b, h} Hi:{,) {c, e, f, g, gisz, b, h}
Hfg) {c, e, fisz, gisz, a, b, h} Hg) {c, esz, e, f, g, gisz, b}
H{? {c, f, fisz, g, gisz, b, h} Hg) {c, esz, f, g, gisz, a, h}
HP {¢, e, f, fisz, g, b, h} HD {c, esz, f, fisz, g, a, b}
Hg) {c, e, f, fisz, a, b, h} Hép {c, esz, f, fisz, g, a, h}
Hg) {¢,f, fisz, g, a, b, h} Hé;) {c, esz, ¢, f, g, a, b}
Hég) {c, e, f, fisz, g, a, b} Hég) {c, esz, e,f,9,a,h}
Hé? {c, esz, fisz, g, gisz, a, h} Héz) {c, esz, ¢, fisz, gisz, a, b}
Hg) {c, e, fisz, g, gisz, a, h} Hé? {¢c, esz, e, fisz, g, gisz, b}
HEY {c e f fisz, g, a,h} HED | {c, esz, f, fisz, gisz, a, b}
HiY {c, esz, e, g, gisz, a, b} HD | {c, esz, e, fisz, gisz, b, h}
HD {c, &1, 9,9is2,a,b} Hég) {c, esz, f, fisz, gisz, b, h}
Hég) {¢c, esz, ¢, fisz, a, b, h} HF(,;) {c, esz, f, g, gisz, b, h}
Hg) {c, esz, f, fisz, a, b, h} Hég) {c, d, e, fisz, gisz, b, h}
H.g) {c,esz, e, g,a,b,h} Héz) {¢, esz, e, fisz, g, a, b}
Hg) {c, esz, fisz, g, a, b, h} Hé;) {c, esz, ¢, fisz, g, a, h}
H;g) {¢,e,f,9,a,b,h} Hég) {c, esz, f, fisz, gisz, a, h}
H§Z) {c, e, fisz, g, a, b, h} Hé? {c, esz, e, fisz, gisz, a, h}
Hg) {c, esz, e, f, fisz, gisz, b} Hég) {c, d, e, fisz, gisz, a, h}
Hg) {c, esz, f, fisz, g, gisz, b} Hég) {¢,d, e, f g,0,h}

351

10. tdbldzat. A hét hangot tartalmazé hangkészletek felsoroldsa egybevdgdsdgtol eltekintve
(az index mindig 12)
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l Jelolés | Hangkészlet l Index] lJelélés l Hangkészlet l Index l
Hfs) {c, f, fisz, g, gisz, a, b, h} 12 Hég) {¢c, esz, e, f, fisz, gisz, a,b} | 12
Hés) {c, e, f fisz, 9, gisz, a, b} 12 Héi) {c, esz, f, fisz, g, gisz, b, h} | 12
Hés) {c, esz, fisz, g, gisz, a,b,h} | 12 Hég) {c, esz, e, f, fisz, gisz, b,h} | 12
His) {¢, ¢, fisz, g, gisz, a, b, h} 12 Hég) {c, esz, e, f, g, gisz, a, b} 12
Hés) {¢, e, f, fisz, g, g1sz, a, h} 12 Hég) {c, esz, f, fisz, g, 6, b, h} 12
Hés) {c, esz, e, g, gisz, a, b, h} 12 Hég) {c, esz,¢,f, 9,0, b, h} 12
HS) {c, &,f, 9, 9isz, a, b, h} 12 Hég) {¢c, esz, ¢, f, fisz, gisz, a, h} | 12
HS(S) {c, esz, ¢, f, fisz, g, gisz, b} | 12 Hég) {c, esz, e, fisz, g, gisz, a, h} | 12
Hés) {c, esz, f, fisz, g, gisz, a, b} | 12 HS) {c, esz, e, fisz, g, a, b, h} 12
Hfg) {¢c, esz, f, 9, gisz, a, b, h} 12 Hég) {c, d, e, fisz, g, gisz, a, b} 12
Hl(f) {c, e f, fisz, g, gisz, b, h} 12 HS) {e,d, e f, g,a,b,h} 12
HS) {c, esz, e, f, fisz, g, b, h} 12 Hs(i) {c,d, ¢, fisz, g, a,b, h} 12
Hg) {c, e, 1, fisz, gisz, a, b, h} 12 Hég) {c, esz, ¢, f, g, gisz, a, h} 12
H{i) {c, esz, ¢, f, fisz, g, a, b} 12 Hég) {¢, esz, e, f, 9, gisz, b, h} 12
Hfg) {c, esz, f, fisz, g, gisz, a, h} | 12 Hég) {c, esz, e, fisz, g, gisz, b, h} | 12
H{g) {c, esz, e, f, fisz, g, a, h} 12 Hég) {¢, d, e, fisz, g, gisz, b, h} 12
H{?’ {c, esz, ¢, fisz, g, gisz, a, b} | 12 Hég) {¢,d, e, f, fisz, gisz, b, h} 6
Hl(g) {¢, esz, ¢, fisz, gisz, a, b, h} | 12 H;g) {¢, d, esz, f, fisz, gisz, b, h} 12
Hfg) {c, esz, f, fisz, gisz, a,b,h} | 12 Hﬁ;) {¢, d, esz, f, fisz, g, a, h} 12
Hég) {c, d, ¢, fisz, gisz, a, b, h} 12 HS) {c,d, e, f, g, gis2, a, h} 12
Hg) {c, e f, fisz,g,a, b, h} 12 H}g) {¢, d, esz, f, fisz, gisz, a, h} 3
Hég) {c, esz, e, f, fisz, a, b, h} 6

11. tdbldzat. A nyolc hangot tartalmazé hangkészletek felsoroldsa egybevdgdsdgtol
eltekintve
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{ Jelolés I Hangkészlet I Index l
Hfg) {¢c, e, f, fisz, g, gisz, a, b, h} 12
Hég) {c, esz, f, fisz, g, gisz,a,b,h} | 12
Hég) {c, esz, ¢, f, fisz, g, gisz, a, b} | 12
Hég) {c, esz, e, fisz, g, gisz, 0, b, h} | 12
Hs(g) {c, esz, ¢, f, fisz, g, gisz, a, h} | 12
Hég) {c,d, e, fisz, g, gisz, a, b, h} 12
H-(,g) {c, esz, e, f, 9, gisz, a, b, h} 12
Hég) {c, esz, ¢, fisz, g, gisz, b, h} | 12
Hég) {c,d, e f, 9, 9152, a, b, h} 12
Hfg) {c, d, esz, e, f, fisz, g, a, b} 12
Hﬁ’) {c, esz, e, f, fisz, gisz, a, b, h} | 12
Hfg) {c, esz,¢e,f, fisz, g,a, b, h} 12
Hfg) {c, d, e, f, fisz, gisz, a, b, h} 12
Hfg) {¢, d, e, f, fisz, g, gisz, b, h} 12
Hfg) {¢, d, esz, f, fisz, gisz, a,b,h} | 12
Hfg) {¢,d, e, fisz, g,a, b, h} 12
HY | {cd, esz,f fisz,9,a,b,h} | 12
Hl(g) {e, d, esz, ¢, fisz, g, a, b, h} 12
Hfg) {¢c, d, esz, e, fisz, g, gisz, b, h} 4

12. tdbldzat. A kilenc hangot tartalmazd hangkészletek felsoroldse egybevigdsdgtol
eltekintve

| Jelolés ] Hangkészlet I Index I

Hfm) {c, cisz, d, esz, e, f, fisz, g, gisz,a} | 12
H;m) {c, cisz, d, esz, e, f, fisz, g, gisz, b} | 12
Hélo) {c, cisz, d, esz, e, f, fisz, g, a, b} 12
Hilo) {c, cisz, d, esz, e, f, fisz, gisz, a,b} [ 12
HE(,IO) {e, cisz, d, esz, e, f, g, gisz, a, b} 12

Hém) {c, cisz, d, esz, e, fisz, g, gisz, a, b} 6

13. tdbldzat. A tiz hangot tartalmazd hangkészletek felsoroldsa egybevdgdsdgtdl eltekintve
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OVERVIEW OF THE SUBSETS OF THE SET
OF THE TWELVE CHROMATIC MUSICAL NOTES

ANDRAS ADAM

There are (212 =) 4096 possibilities for choosing a subset from a set containing twelve ele-
ments. In the case where the collection M of the twelve (tempered) notes is regarded as the basic
set, the expedient approach is that two gamuts (subsets of M) are viewed as essentially coincid-
ing if they can be obtained from each other by transposition. Using this notion we can partition
the gamuts into classes. The number of classes (i.e. of the essentially different gamuts) is 352,
including the void gamut.

In the tables of this paper the 352 gamuts are listed in a way that each class is represented
by exactly one gamut. In addition, the symmetry properties of the gamuts are dealt with and
an enumeration of the keys is achieved. (By a key, a gamut K is meant together with a tone z,
selected from among the elements of K; x is then called the fundamental tone and the elements
of K are considered in their relation to z.)
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A ¢ FAKTORIZALO ALGORITMUS!

HORVATH GEZA

Debrecen

Az RSA a jelenleg hasznalt legnépszertibb nyilvanos kulcsta kriptorendszer. Az RSA
biztonsaga a nagy egészek faktoriz4cidjanak bonyolultsagan alapul. Egy jol ismert fak-
torizalé algoritmus a Fermat faktorizacid, mely abban az esetben hatékony, ha a két
oszt6 kozel van egymaéshoz. Ebben a cikkben egy j faktorizalé algoritmust ismerte-
tiink, mely szintén akkor hatékony, ha az osztok kozel vannak egymashoz, ugyanakkor
gyorsabb, mint a Fermat faktorizacio.

1. Bevezetés — Az RSA kriptorendszer

A nyilvanos kulcsu titkositas alapttletét Diffie és Hellman vetette fel 1976-
ban [1]. A rendszer alapja, hogy létrehozunk egy ex titkosito és egy dx dekédold
algoritmust, ahol ex nyilvanos, dx pedig titkos, és dx kiszamitasa belathato idén
beliil nem lehetséges az adott ey esetén. A fenti rendszer elsé megvalésitasat 1977-
ben adta Rivest, Shamir és Adleman, bevezetve az RSA kriptorendszert [3].

Az RSA kriptorendszer Z,-ben végez szamitasokat, ahol n két kiilénb6z6
paratlan prim p és q szorzata.

p(ny=(p-1)-(¢g—1).

Valasszunk két természetes szamot, a-t és b-t ugy, hogy ab =1 (mod go(n)).

Ezek utan hozzuk nyilvanossagra n-et és b-t. A titkosito algoritmus eg(z) =
z% mod n.

A dekédolas az n és a ismeretében a di (y) = y® mod n dek6dolé algoritmussal
torténik.

!1Ez a munka az Orszigos Tudomanyos Kutatasi Alapprogramok tamogatasaval jott létre.
(OTKA T038225).
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Az RSA biztonsaga azon a feltételezésen alapul, hogy a titkosito fiiggvény egyi-
ranyu, azaz beladthaté idén beliill nem tudjuk dekéddolni a kédolt tizenetet. A csapo-
ajtd, mely lehetdvé teszi szamunkra, hogy mégis dekédoljuk az iizenetet: n faktora-
inak ismerete. A p és ¢ szamok ismeretében ugyanis ¢(n) egyszerden kiszamithaté,
és (n) ismeretében a bdvitett euklideszi algoritmus segitségével kdnnyen ki tudjuk
szamolni az a titkos kulcsot.

2. El6zmény — Fermat faktorizalé algoritmusa

Az n faktorainak meghatarozasara jol ismert algoritmus a Fermat faktorizacio.
Az algoritmusbdl tobb valtozat ismeretes, az ismertetést a Peths Attila [2] kényvé-
ben talalhaté verzidval kezdjiik. Legyen n = pq, p, ¢ paratlan primek, 1 < ¢ <p < n,
legyen a = (p + q)/2 és legyen b = (p — q)/2. Ezek utén n = a? — b2, mert

=8 = ((p+9)/2)" ~ (- 0)/2)" = (0® + ¢* + 2pg — P> — ¢* + 2pg) /4 = pg = n.

Legyen x =2a+ 1 és y = 2b+ 1. Ebben az esetben a = (x —1)/2, b= (y —1)/2 és

n=a®-b=((z - 1)/2)2 - ((y—l)/2)2 =(z® -2z -y* +2) /4=

= ((z=v)/2) - (= +v - 2)/2),

ahol = > 2| /n| és y > 1. Kezdjiik az algoritmust az z =2|/n] + 1 ésy =1 ér-
tékekkel, majd néveljitkk z és y értékeit, amig meg nem kapjuk azokat az z és
y értékeket, melyek megoldjék az r = ((z — y)/2) - ((z +y — 2)/2) — n = 0 egyen-
letet. Ha megvan a fenti egyenletet megold6 x és y, akkor kdnnyen meg tudjuk
hatarozni n osztoit: p = (x +y — 2)/2 és ¢ = (z — y)/2.

A Fermat faktorizal6 algoritmus

Input: n
2

L z2[V/n]+lye=1l,r=|y/n]"=-n
2. whiler>0do{re—r—y,y—y+2}
3. if r =0 then

{

Output: p= (z+y - 2)/2, ¢ = (z —y)/2

exit

}
4. r—r+zx,x+—xc+2

goto 2
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Az algoritmus bonyolultsaga

Tudjuk, hogy y = 2b+1 = (p — ¢) + 1, ami azt jelenti, hogy az algoritmus végrehajt
(p — q)/2 bsszehasonlitast (r > 0), szintén (p — ¢)/2 kivonast (r « r — y), valamint
{p — q)/2 kett6vel val6 novelést (y — y + 2) a masodik lépésben.

Azt is tudjuk, hogy z =2a+1=p+q+1, ezért az algoritmus végrehajt
(p+q+1-(2|vn]+1))/2=(p+q)/2 - |v/n| Gsszehasonlitast (r =0) a har-
madik lépésben, valamint végrehajt (p +q)/2 — |/n] Gsszeadast (r «— r + z), és
(p+q)/2 — | V| kettdvel valé novelést (z «— z + 2) a negyedik lépésben.

Osszeadva az algoritmus altal végrahajtott utasitasok szamat, a kdvetkezoket
kapjuk: az algoritmus végrehajt

P—)/2+(+9/2-|Vn)=p— |Vn]

lépést, és minden lépésben elvégez egy kivonast vagy Osszeadast, egy kettével vald
novelést, és egy Osszehasonlitast.

Egy masik Fermat faktorizalé algoritmus

Benne de Weger [5] cikkében talaltunk egy masik, szintén Fermat faktorizalo algo-
ritmusnak nevezett algoritmust, amely eltér az el6z8 algoritmustél a 1épések szé-
maban csakugy, mint az egyes lépések végrehajtasdhoz sziikséges miiveletek bo-
nyolultsdgaban. Ezt az algoritmust a tovabbiakban, a félreértések elkeriilése érde-
kében, masodik Fermat faktorizalé algoritmusnak hivjuk. Ebben az esetben olyan
z,y pozitiv egészeket keresiink, melyek kiilonboznek az x =n+ 1, y =n — 1 sza-
moktdl, és kielégitik a 4n = 22 — y? egyenletet. Amennyiben talalunk ilyen egésze-
ket, abban az esetben egyszert behelyettesitéssel megkaphatjuk a p = (z + y)/2 és
g = (x — y)/2 egészeket, melyek nagyobbak, mint 1 és kielégitik a pg = n egyen-
letet. Ahhoz, hogy megtalaljuk a megfeleld = és y szdmokat, sorba vessziik az
= [2vn] +1,[2vn] +2,|2v/n] +3,... értékeket, egészen addig, mig 2% — 4n
négyzetszam lesz.

Az algoritmus bonyolultsiga eltér az el6z6leg ismertetett algoritmusétol. A ma-
sodik Fermat faktorizalé algoritmus altal megtett lépések szama: z — |_2\/7_1J =
p+q-— [2\/17J Ez a lépésszam joval alacsonyabb, mint az el6z8 algoritmus lé-
pésszama, ami hatékonyabba teszi a masodik algoritmust az el§z§ algoritmusnal.
(A lépésszamok részletes dsszehasonlitasara a kovetkezd fejezetekben tériink ki.)
Ugyanakkor a méasodik agoritmusnak minden lépésben sokkal bonyolultabb mi-
veleteket kell végrehajtania, mint az el6z6 algoritmusnak, mivel minden 1épésben
ellendriznie kell, hogy az z% — 4n négyzetszam-e. Igy tehat egy kisebb lépésszami,
ugyanakkor minden lépésében joval bonyolultabb miveleteket végrahajté algorit-
must kaptunk.

A harmadik fejezetben megmutatunk egy 0j faktorizalo algoritmust, a ¢ algo-
ritmust, mely ugyanolyan kevés lépést tesz meg, mint a masodik Fermat faktori-
z4ci6, és koriilbelill olyan olcs6 miveleteket hasznal, mint az elsGként ismertetett
Fermat faktorizal6 algoritmus. A negyedik fejezetben egy klasszikus lehetdséggel
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éliink, mikor egy révidebb el@szamitas segitségével (és a tar feltoltésével) javitunk
a @ algoritmus futasi sebességén, még hatékonyabba téve ezzel az 4j algoritmust.

3. A p faktorizalé algoritmus

Az alabbi algoritmus egy igen egyszeri 6tleten alapul. Legyenek p,q egymaés-
tol kiilonboz6 paratlan primek, n = pq és ¢(n) = (p — 1) - (¢ — 1). Minden egész =
esetén, ahol 0 < z < n, tudjuk, hogy

?™H =z (mod n),

ahol p(n)+1=(p—1)-(¢g—1)+1=n—(p+q)+2. Amennyiben p = q = | /n],

akkor p+q = 2| /n |, egyébként pedig p+gq > 2| /n|. Legyen i = "~ 2VRrl+2 mod
n. Ebben az esetben
i/x’”"“ﬂw_1J =z (mod n).

Régzitsiikk az x = 2 értéket. Kezdve az ip = an-2lvrl+2 mod n értéktsl szamoljuk
ki az i;41 = 1;/2 mod n sorozatot. Mikor elérjiika j = p+q— 2|_\/7—1J értéket, akkor
i; = 2. A j érték ismeretében mar kénnyen szamithato ¢(n), a p(n) = n—2|v/n| -
j + 1 formula segitségével. Felhasznalva az n és o(n) értékeket, ki tudjuk szamolni
a p és q értékeit a kévetkezSképpen:

pny=p-1)-(¢g-D=pg—(p+q)+1=n~(p+q) +1,

ezért
p+g=n-—-pn)+1,

és ¢ =n/p, igy
p+(n/p) =n—p(n)+1,
(n/p) =n—¢(n) —p+1,
n=np—¢(n)p - p° +p,
és végiil
pPP—(n+1-pn)p+n=0.

Ezek utan a p és q értékei:

p:n+1—<p(n)+\/(n+1—<p(n))2—4n/2,

q=n+1—cp(n)—\/(n+1—cp(n))2—4n/2.
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Sajnos kaphatunk i; = 2 értéket olyan k esetén is, mely kisebb, mint j. Ez
akkor torténik meg, ha a 2 rendje modulo n kisebb, mint p +q — 2/, ami a
gyakorlatban igen ritkidn fordul elg, de tipikusan eldfordul példaul abban az eset-
ben, ha p = 2" — 1, ¢ = 2° — 1 valamely r, s egészekre. Példaul a p =2% — 1 = 31,
g = 2% — 1 = 3 valasztas esetén n = 93, és 2 rendje modulo 93 = 10, ami kisebb,
mint p+ ¢ — 2/ = 34 — 21/93 > 14. Erdekes nyitott kérdés, hogy egy adott m
kiisz6b esetén hany ilyen n < m talalhaté.

A fentihez hasonlé esetek miatt sziikséges a kapott p,q értékek helyességét
ellendrizni, miel6tt leallitjuk az algoritmust. Ha a p, ¢ értékek szorzata nem n, ab-
ban az esetben folytatni kell az algoritmust egészen addig, amig meg nem kapjuk
a megfelel p és g értékeket. (A fenti probléma egy mésik lehetséges megoldasa,
ha inkorrekt p, ¢ esetén kicseréljitk a rogzitett x = 2 értéket valamely = > 2 egész
értékre.)

A ¢ faktorizalo algoritmus

Input: n
1. je—0,i2m2lval+2 mod n
2. whilei# 2do

{
if pdratlan(i) then {7 «— i+ n}
1ei/2,j—j+1
}
3. p(n) —n-2|yn| —j+1,

p+—n+1—<p(n)+{\/(11+1—<p(n))2—4nJ/2,
g+—n+1—p(n) - [\/(n+1—cp(n))2—4nJ/2

4. if n = pq then
{
Output: p(n), p, ¢
exit,
}

5. ie1,j—j+1
goto 2

Az algoritmus bonyolultsaga

Az algoritmus elvégez 2j+1 Osszehasonlitast (i # 2 és pdratlan(i)), j kettSvel vald
osztast (i « i/2), j eggyel torténd noévelést (j «— j+ 1) és koriilbeliil j/2 6sszeadast
{i — i+n}, ahol j = p+ g~ 2|/n]. Az algoritmus szintén kiszamitja a ¢(n), p,
g értékeket és ellenbrzi az n = pg egyenl@séget varhatéan egy alkalommal.

Meg kell jegyezniink, hogy az (¢ « i/2) kifejezésben a /2 miivelet egy jobb shift
miiveletnek felel meg az i szam binaris alakjan, ami egy igen gyors mdvelet.
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Megéri eltolteni egy kis id6t ap+q— 2 L\/ﬁJ érték vizsgalataval. Azt mondjuk,
hogy az algoritmus azonnal megadja a ¢(n) értéket, ha

p+q-2[vn| <3

Ez teljesiil, amennyiben

p+q—2ypg <1

A fenti kifejezést atalakithatjuk a kévetkezéképpen:
p+q—1<2/pq

P’ +q* +2pg — 2p — 2q+ 1 < 4pg

(P-a)+1<2(p+q)

Ez azt jelenti, hogy azonnal megkapjuk a ¢(n) értéket, ha a p — ¢ kiilénbség
kisebb, mint /p + ¢. A szakért6k szerint jelenleg biztonsigosnak itélt RSA 1024 bi-
tes modulust hasznal. Ebben az esetben, ha a p — ¢ kiilonbség hossza kisebb, mint
256 bit, akkor a ¢(n) értéket és n faktorait azonnal szolgaltatja az algoritmus.

Itt meg kell jegyezniink, hogy az els6 Fermat faktorizacié esetén nincs ilyen
azonnali valasz, hiszen az elsé algoritmus mindenképpen megtesz legalabb (p—q)/2
lépést. Ez azt jelenti, hogy 1024 bites RSA esetén, ahol a p — ¢ kiilonbség 255 bit
hosszii, az els6 Fermat algoritmusnak meg kell tennie legalabb 2254 lépést, ami
figyelembe véve a jelenlegi szamitasi kapacitasokat, teljes mértékben lehetetlen.

Altalanossagban elmondhatjuk, hogy n bites RSA esetén, haap—q<n!/4 a
masodik Fermat faktorizal6 algoritmus és a ¢ algoritmus azonnal szolgéltatja az
n faktorait. A kiilénbség a mésodik Fermat faktorizaci6 és a ¢ faktorizacio kozott
akkor valik szembetingvé, mikor a p — g kiilonbség nagyobb, mint n!/4. Ebben az
esetben természetesen a g algoritmus joval hatékonyabb, mivel jéval gyorsabban
szamithat6 miiveleteket hasznal, mint a masodik Fermat faktorizalé algoritmus.

A ¢ faktorizaléd algoritmusnak van egy masik fontos tulajdonsaga: egyszerten
szét tudjuk osztani a szamitasokat tGbb szamitégép kozott. Ehhez mindéssze arra
van sziikség, hogy valasszunk egy megfelel§ m egészet, és inditsuk el a ¢ algoritmust
az i = 2"=2Lval+2 mod n és j = 0 értékekkel az elsS rendelkezésre 4116 szamitogeé-
pen, majd hagyjuk futni az algoritmust a j = m értékig. (Természetesen ha kdzben
megtalaljuk n faktorait, akkor kilépiink.) Ezzel parhuzamosan elinditjuk a ¢ algo-
ritmust a méasodik szémitégépen az i = 27~ 2LVA]l+2-m mod n és j = m értékekkel,
és addig futtatjuk, amig el nem éri az algoritmus a j = 2m értéket, (vagy meg nem
talalja n faktorait,) és igy haladunk tovabb a tovabbi rendelkezésre 4ll6 gépek ese-
tén is.
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4. A p, faktorizalé algoritmus

Megfigyelhetjiik, hogy a ¢ algoritmus minddssze kettGvel oszt egy paros sza-
mot, vagy pedig hozzdadja az n értéket egy paratlan szamhoz, és az eredményt
osztja kettdvel. Kénnyen megndvelhetjiik az algoritmus hatékonysigéat, ha eldre ki-
szamoljuk a h - n értékeket, ahol 0 < h < r, r = 2%, és minden lépésben azt a h - n
értéket adjuk az i szdmhoz, melynek hozzdadasa utan a kapott Gsszeg oszthatdva
valik 28-nal, majd az 6sszeget osztjuk 25-nal. Az igy kapott algoritmus az eredeti
algoritmus k lépését hajtja végre egy lépésben, ezért kozel k-szor gyorsabb, mint
az eredeti ¢ algoritmus.

Az el6készitd részben az algoritmus kiszamolja a g vektort, melyre

gl(=i-n)mod 2] =i-n, 0<i<2k

Megmutatjuk, hogy ekkor minden i esetén az i+ g[i mod 2¥] érték oszthato
2%_nal. Minden i pozitiv egészre léteznek megfelels pozitiv j, h egészek tgy, hogy
i=h-2¥ —j 0<j< 2% Ezt a formulat hasznalva azt kapjuk, hogy

i+glimod2*)=h-28 —j4+g[—jmod2¥]=h-2F ~j4+j+0-2F = (h+0) 2%,
a megfelels o > 0 egész esetén.
Az elGkészits rész
Input: n, k
1. j«0
2. fori=0to 2¥ —1do {g[—j mod 2*] «— j, j — j +n}
Output: a g vektor

Meg kell jegyezniink, hogy bar 0 < —j mod 2% < 2% definici6 szerint, ennek
ellenére szamos programozasi nyelv az a mod m értéket a —m +1,...,m — 1 inter-
vallumbél veszi. Amennyiben az implementacié soran ilyen programnyelvet hasz-
nalunk, akkor a (2* - (j mod 2*)) mod 2* kifejezést kell hasznalnunk a —j mod 2k
kifejezés helyett.

Az elGkeészits lépésben az algoritmus 28 — 1 8sszeadast hajt végre.

Az elBkészitd lépés utdn mar hasznalhatjuk a g vektort a o algoritmusban,
mely a ¢ algoritmuson alapul, de hatékonyabb az eredeti ¢ algoritmustol.

A ¢, faktorizalé algoritmus
Input: n, g, k
1. 10,52 2lVAl+2 mod n, b — true
2. if i < 2%~ then {for j :=0to k — 1 do {if i = 27 then {h — j, b — false}}}
3. while b do
{

i (i+g[i mod 2%]) /2% I — 1 +1
if i < 2%-! then {for j:=0to k—1do {if i = 27 then {h « j, b — false}}}
}
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4. cp(n)«——.n—2|_\/ﬁj—l~k—h+2,
p<—n+1-<,o(n)+[\/(n+1—<p(n))2—4nJ/2,
g—n+1-¢(n)-— {\/(n+1—<p(n))2—4nJ/2

5. if n = pg then

{

Output: o(n), p, q

exit

}
6. b« true

goto 3
A ¢, algoritmusban az ,if i < 25~! then {for j:=0 to k—1 do {if =27 then
{h—3j, b false}}}” kifejezés ellendrzi, hogy i egyenls-e 27-nel, ahol 0 < j <
k — 1. El6szér csak annyit ellendrziink, hogy i < 2%. Ezzel az egyetlen &sszehason-
litassal az esetek nagytobbségében az Gsszes tobbi Gsszehasonlitas kivalthato.

Meg kell még jegyezniink, hogy az ¢ — (2 + g[i mod 2"'])/2" kifejezésben a /2F
az i + g[i mod 2*] kifejezés bindris alakjanak jobb shiftje k-val, ami igen gyors md-

nagyon kénnyen megkapunk.
Az algoritmus bonyolultsaga

Az algoritmus végrehajt | 6sszeadast (i — (i + g[i mod 2%]) /2¥), [ jobb shiftelést k-
val (i « (i+ g[i mod 2¥])/2*), I névelést eggyel (I — I+ 1), és koriilbelill 20 +2 + k

osszehasonlitast (b, i < 2% és i = 27), ahol [ = [(p—i— q-— ZL\/'ﬁ_])/kJ Az algoritmus

tovabba kiszamolja a ¢(n), p, ¢ értékeket, és ellendrzi az n = pg egyenletet nagy
valészintiséggel egyszer.

Végezetiil meg kell jegyezniink, hogy a g2 algoritmus szamitdsai szintén eloszt-
hatéak tébb szamitogép kézott ugyantgy, ahogy az a ¢ algoritmus esetén tortént.

5. Példak

Két példan keresztiil mutatjuk be az algoritmusokat, az els§ esetben 512 bi-
tes RSA-t hasznalunk, a masodik esetben pedig 1024 bites RSA-t. Az egyszerdség
kedvéért mindkét esetben a k = 16 értéket hasznaljuk a ¢, algoritmusban.

1. példa
p = 10866377935291798003205130112569788580862350271948845872887067834049974796

0787
g = 10866377935291798003205130112569788524389969010670528549728230368301682968

6997
p— q = 564723812612783173231588374657482918273790
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n = 1180781694325964389920957163427393340751931122188902409307546704825149261
25031127703285849518428528245386551464935016998209126487198025878252584342397
86639

w(n) = 1180781694325964389920957163427393340751931122188902409307546704825149
26125028954427698791158827887219364037507224491766280864549755764348432349176
62138856

els6 Fermat faktorizalo algoritmus: kiszamithatatlan
masodik Fermat faktorizal6 algoritmus: 733716 lépés draga miiveletekkel

o faktorizalé algoritmus: Gsszehasonlitdsok szama: 1467433 eggyel valdé novelések
szama: 733716 Gsszeadasok szama: 366249 jobb shiftek szama: 733716

o2 faktorizalod algoritmus: Osszehasonlitasok szama: 91732 eggyel valé ndvelések
szama: 45857 osszeadasok szama: 45857 16-tal t6rténd jobb shiftek szama: 45857

2. példa
p = 7603132699754291736658926489218762024177651878300432892395455802632112438
31145176765685946913841581118552312946734410067337257290913748204858401647781
4313

= 7603132699754291736658926489218762024177651878300432892395455802632112438
22669537827414685390102109490160586561810661573853513643074363466365564074020
1823
p — q = 8475638938271261523739471628391726384923748493483743647839384738492837
5737612490
n = 5780762685007298493672291802482482032798166186205941306151154876800377041
63465973391828933275653837719074438420245951894603013272454309295915821772441
21159606923120727177513823398360992089679195552472802295493776117270016599265
10983086668304282478607721586121678676625237696865669967817950926071551353809
2599
p(n) = 5780762685007298493672291802482482032798166186205941306151154876800377
04163465973391828933275653837719074438420245951894603013272454309295915821772
44121144400657721218594040505545382554565630840248716201429708985205664752374
3885716837207520365017466403097740877916808016605567489903382983925484 7585632
0076464

els6 Fermat faktorizalo algoritmus: kiszamithatatlan
masodik Fermat faktorizal6 algoritmus: 236208 lépés draga miveletekkel

o faktorizalé algoritmus: &sszehasonlitdsok szama: 472417 eggyel valé novelések
szama: 236208 6sszeadasok szama: 117702 jobb shiftek szama: 236208

w2 faktorizdl6 algoritmus: Osszehasonlitasok szama: 29544 eggyel valé novelések
szama: 14763 6sszeadasok szdma: 14763 16-tal t6rténd jobb shiftek szdma: 14763
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THE ¢ FACTORING ALGORITHM

GEzA HORVATH

RSA is the most popular public-key cryptosystem. The security of RSA is based on the
difficulty of factoring large integers. A well-known factoring algorithm is the Fermat factoring
algorithm, which is useful when the two divisors are close to each other. In this paper we show
a new algorithm, the ¢ factoring algorithm, which is more effective than the Fermat factoring

algorithm.
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A KOLTSEGTERVEZESI , TIME-COST TRADE-OFF” FELADAT
ALTALANOSITASA ES MEGOLDASA

MALYUSZ LEVENTE

Budapest

A koltségtervezési feladat elészor Kelley és Walker [5] munkajaban jelent meg 1959-
ben, ahol a probléméara egy linearis programozasi feladaton alapulé megoldast is kézol-
tek. Halozati folyam algoritmuson alapul6 megoldast adott ra 1961-ben Fulkerson [2],
majd Kelley [6]. A koltségtervezési feladat klasszikus formé4jaban visszavezethet§ egy
minimalis koltségl folyam feladatra. Ennek leirasa megtalalhaté Ahuja [1])-ben. Ebben
a cikkben a koltségtervezési feladatot altaldnositottam oly médon, hogy célként eléirjuk
miszerint megadott eseményeknek eldirt id6pontokban kell bekévetkezniiik. Ha elébb
kévetkeznek be, akkor bevételt hoznak, ha késébb akkor koltséget okoznak. A modell
tovabbra is visszavezetheté a minimalis koltségl folyam feladatra. A koltségtervezési
feladatra egy halozati folyam algoritmuson alapulé megoldast adok amely az 1969-ben
megjelent Klafszky [7]-ben ismertetett algoritmuson nyugszik.

1. A feladat ismertetése

1.1. A miszaki feladat

Egy beruh4zas elvégzéséhez sziikséges tevékenységek és a tevékenységek ko-
zOtti kapcsolatok iranyitott élhalmaz, hals, formajaban adottak. A haloé pontjai
eseményeket, az élek val6di- és latszattevékenységeket vagy kapcsolatokat jeldl-
nek. Valddi tevékenység esetén — ekkor ,,a” és ,,b” nemnegativak — a tevékenység
elvégzésének normal idejét ,, b, illetve roham idejét ,,a” jeldli, ,, 7’ pedig a tevé-
kenységidst. Jelblje egy tevékenységre a ,, b” idGtartamhoz rendelt koltséget K az
,» @’ id8hoz tartozzon K,. A koltségfiiggvényrdl tegyiik fel, hogy linearis, meredek-
sége %‘%L =tga = —¢, ahol ¢ > 0. Ekkor egy adott tevékenységid6hoz ,, 7-hoz
tartozo koltseg K, + (b — 7)c. A koltség a normal idoné! a legkisebb a rohamidénél
a legnagyobb és kézben linedrisan valtozik. Ha ,,a” és ,,b” nempozitivak, akkor c
legyen zérus.
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koltség

a T b tevékenység id6

Az i-edik esemény bekovetkezte az eldzetes tervek, szerzédések szerint a kezdési
id6ponttol szamitott e; > 0 napon torténik meg. Az épittetd/beruhazo generalkivi-
telez6t biz meg a munkalatok elvégzésével, a generalkivitelezé pedig t6bb munkara
alvallalkozokat fogad. Tegyiik fel, hogy a szerepl6k kozotti szerzédések szerint az
i-edik esemény feltételezett bekdvetkeztekor eldirt D; Osszeget kapunk vagy kell
fizetniink a kévetkezdk szerint.

Ha mi kapunk az épittet6tél akkor D; pozitiv, ha mi fizetiink az alvallalkozonak
akkor D; negativ. Az i-edik eseményhez tartozé miszaki tartalom megvalésulasa-
nak idépontjat, az i-edik esemény bekovetkeztét, jelolje p;. Legyen a napi banki
betéti kamatlab ¢ és d; = D;q tovabba kerekitsiik d;-t egész szamma. Igy naponta
d; osszeget nyeriink vagy vesztiink aszerint, hogy mi fizetiink vagy nekiink fizetné-
nek, illetve attol fiiggben, hogy milyen irdnyban tér el p; az elére adott e; értéktdl.
Alternativ értelmezés szerint a d; jeloljon napi kdtbért. A generalkivitelez6 szem-
pontjabol, ha d; pozitiv, akkor azt a napi kotbért fejezi ki, amit az i-edik esemény
bekovetkeztének késéséért (u; > e;) kell fizetnie a megbizé felé vagy az az elétel-
jesitési prémium amit a generalkivitelez6 kap a megbizotol ha hamarabb (u; < e;)
teljesit. Ha d; negativ, akkor vagy azt a napi kotbért jeloli, amit a generalkivitelezé
kap az alvallalkozotol ha az késik (u; > e;) a munka elvégzésével vagy azt az eld-
teljesitési prémiumot jelenti, amit a véallalkozé kap ha hamarabb (u; < e;) teljesit.
Formalisan kifejezve célunk az, hogy a Kypij + (bij — 7ij)cij + (pi — ei)d; értékeket
minden tevékenységre és eseményre Osszegezve az Osszeg minimaélis legyen.

1.2. A matematikai modell

Adott egy [N, A] egy iranyitott élhalmaz, ahol N a csomépontok indexhal-
maza, ,, A” az élek indexhalmaza. A halénak egy kezdé ,,s” és egy végpontja ,,t”
van. Minden csomoéponton keresztiil vezet ut s-bél t-be. Az igy definidlt halét ne-
vezziik terviitem haléonak. Adottak a halo éleihez rendelt a;; és b;; egész szamok,
amelyekre feltessziik hogy a;; < b;; tovabba vagy mindkett nempozitiv, vagy mind-
kett6 nemnegativ. Legyen 7;; olyan keresendé egész szam, amelyre a;; < 75 < by;
Vij € A-ra. Adott tovabba minden élre egy [aij;, b;;] szakaszon értelmezett linearis
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fliggveny, amelynek meredeksége —c;;, ahol ¢;; > 0. Az a;; és b;; értékekhez tartozo
figgvényértékeket jelolje rendre Ky;; és Kpj.

A halé pontjaihoz rendeljiink u;, Vi € N értékeket. Feltétel, hogy 7i; < p; —
Vij € A. A halo atfutdsi ideje, az iitemezés értéke: p, ahol p > u; — . Legyen
ts = 0. Adottak tovabba e; > 0, Vi € N egész értékek, és d;, Vi € N egész szamok.
Az [N, A] iranyitott élhalmazt egészitsiik ki a (¢, s) éllel amelyre a;g := —p, by 1= 0,
ces := 0. Az igy definialt halot a tovabbiakban [N, Aj-val jeldljiik.

Megjegyzés: Egyes éleken megkoveteljiik, hogy 7;; = p; — p,. Ezt ugy érjitk
el, hogy az ilyen ¢éleken elSirjuk, a kovetkezd feltételeket 7;; < p; — i,
Q5 S Tijg S bij, illetve Tji S Hi — Hj, —bi]‘ = Gy S Tji S bj,; = —Q4j és Cjy = 0. Ko-
vetkezésképpen a;; < p; — p; < by;. Mivel a célfiiggvény optimumat ¢;; > 0 esetén
7y = min (byj, u; — p;) helyen veszi fel, ezért elSbbiek szerint 7,; = pj — p; telje-
siil. Ha ¢j; = 0, akkor 7;; tetszéleges, tehat gy valasztjuk meg, hogy 7j; = p; — 15
teljesiiljon.

Célunk minden lehetséges p értékre olyan 7 és p rendszerek keresése, amelyre

Z [I{bij + (bij - Tij)c,,j] -+ Z(ﬂi —e;)d; minimalis.
ijeA iEN

A koltségtervezési feladat adott p atfutasi idére a kdvetkezs formaban irhato
fel.

Primal feladat. Adott az [N, A] terviitem halé és halé éleihez rendelt a;j, b;;
egész és c¢;; > 0, nemnegativ egész értékek Vij € A-ra, valamint a p és d;, Vi € N

egész szamok, ahol " d; = 0.
iEN
Keresend§ azon p;, Vi € N-re és 734, Vij € A-ra, ahol

(1) Tij < By — Bi vije A
(2) Tij < bij, Vije A
(3) Tij > @y, VijeA
(4) , us =0

(5) ~P < ps — it

és Z Kuij + [(bij — 7i5)e;] + Z(ui —e;)d; legyen minimalis vagy

ijEA ieN
legyen maximalis { Z CijTij — Z diui}.
ijEA iEN

A fenti feladathoz rendelhets a kovetkezd dual feladat.
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Tekintsiik az [N, k] halozatot, ahol k;; = oo, ha Vij € A és 0 egyébkeént.

Dual feladat. Keresend$ az [N, k] halézaton értelmezett s-b6l t-be iranyuld
fij, Vij € A folyam, amelyre

(6) Z f]‘i - Z fi]' = di, Vi e N-re,

JiEA ijeA

és E (C,;j - fij)bij - E (f” - cij)aij legyen minimalis.
iJEA ijEA
fij<esj fii>cij

A két feladat kozotti kapcsolatot mutatja meg az 1. lemma.

1. LEMMA. Minden a primal feladat feltételeit — (1), (2), (3), (4) és (5) fel-
tételeket — teljesité p és T vektorra valamint az [N, k] halézaton értelmezett dudl
megengedett — (6) feltételt teljesitd — s-bdl t-be irdnyuld f folyamra, teljesiil az
alabbi egyenlétlenség.

(7) Yocumg = dim <Y (e = fidbis— D (fig —cisdais

ijEA €N ij€EA ijEA
fij<cij fii>ci;
Bizonyitds.
Z CijTij — Zdiﬂi =
ijEA iEN
= Z (fij +eij — fig)mij + Z (fis = (fi5 — cij))Tg — Z dipi =
ijEA ijEA €N
fij<eij fij>eij
=3 fimij— Y dipi + Z (ci — fi)ris — D (fij — €ij)7s <
iJEA iEN ijEA ijEA
fij<ci; fiz>cij
<N fiilug — ) =Y i+ N7 (e — Fibii— Y (fig — ci)asg,
iJEA €N ijEA ijEA
fii<eij fiz>cij

ahol

ST fualug =) = > mdi= > p; Y (fis— fri—di) =0,

1jEA iEN JjEN iEN
ijeA

Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
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Kivetkezmény. Ha (7)-ben az egyenlGség all fenn, akkor a célfiiggvények opti-
malisak.

Optimalitdsi kritérium. Az egyenldség fennallasinak elégséges feltétele, hogy
létezzen egy olyan folyam, amelyre:
1% Ha 7; < p; — p; akkor f;; = 0.
2° Ha Tij < b‘ij akkor f‘ij > Cij.
3° Ha Tij > Qij akkor fij < Cij-

Ha ismeriink egy atfutasi id6héz p-hez tartozé optimalis megoldast, akkor
Klafszky [7] folyamszemléletét megtartva tudunk konstrudlni egy olyan algorit-
must, amely egy maximaélis folyam feladat megoldasaval p-nél kisebb atfutasi idére
— ha ez létezik — is optimalis megoldist eredményez. De ha halénk hurkot tartal-
maz, akkor a megengedett megoldas létezése is kérdéses és altalaban egy kiindulé
optimalis megoldashoz egy minimélis koltségii folyamfeladatot kell megoldanunk.
Specialis esetben (pld. CPM halé, csak minimalis kapcsolatokat tartalmazé MPM
h4lo) azonban trivialis médon ... a kiindul6 optimalis megoldas.

2. A koltségtervezési feladat megoldasa

Eszrevételek.

1. Folyam csak olyan éleken folyhat, ahol 7i; = pt; — ps.

2. A primal feladat feltételeit kielégitd optimalis 7 a kdvetkezs értékeket veheti
fel: Tijg = min [,U.] - ,U,i,b,']'].

3. Had, =0, Vi € N és a halo hurokmentes, akkor a 7,; = b, fi; =0,Vij€ A
egy optimalis megoldas. Ez az dgynevezett CMP /cost feladat. A feladat megoldasa
megtalalhato a kivetkezd mivekben Kelley-Walker [5], Fulkerson [2], Klafszky [7].

4. Ha d; =0, Vi € N és a valodi tevékenységek leirdsahoz (7;; = p; — p14) zérus
hurkot hasznéalunk, akkor a 7;; = by;, fi; = 0,Vij € A egy optimélis megoldas. Ez az
ugynevezett csak minimaélis kapcsolatokat tartalmazé MPM/cost feladat. A feladat
megoldasa megtalalhaté Hajdu {3]-ban.

5.Had; = 0, Vi € N és a halé negativ hurkot is tartalmazhat akkor a maximalis
kapcsolatokat is tartalmazé MPM/cost feladatot kapjuk. Ez a feladat visszavezet-
heté egy minimalis kéltségi folyamproblémara lasd Ahuja |1]-ben. Malyusz [8}-ban
a feladat kiindul6 megold4sat egy minimalis kéltségd folyam probléma megolda-
saval kapjuk, majd kovetve Klafszky [7] szemléletét, maximalis folyam feladatok
sorozatos megoldasaval megkapjuk a legkisebb koltségii megoldast egyre kisebb At-
futasi idokre.

6. A koltségtervezési feladat olyan altalanositasa, amely MPM/cost modellben
megengedi tevékenységek megszakitasat is megtalalhaté Hajdu [4]-ben.
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7. A koltségtervezési feladat primal feladata a legkisebb koltségii folyam feladat
dualisa. Tehat altalanos esetben egy kiindulé optimalis megoldashoz egy minimalis
koltség folyam feladatot kell megoldanunk.

A feladat megoldasanak algoritmikus lépései:
Keresiink egy kiindulé optimalis megoldast, amelyhez tartozé atfutasi id6 le-
gyen Prax.
Keresiink egy optimalis g, 7, f, v rendszert, amelyre p* < puax, Gts = —Pmax-
— osztalyozzuk az éleket
— konstrualunk egy szabad kapacitis halézatot
— maximalis ,, ¢” folyamot keresiink ,, s”-bél ,, t"-be
ha ,, g” végtelen, akkor vége,
ha véges, akkor

do
— a minimalis vagasban megvizsgaljuk az éleket és modositjuk a u, 7, f,
v rendszert: a;s = —p.

— osztalyozzuk az éleket
— konstrudlunk egy szabad kapacitas halézatot
— maximalis ,, g” folyamot keresiink ,, s"-bél ,, t’-be
until maximalis folyam véges;
Az optimalitasi kritériumoknak megfelelGen a kovetkezd osztalyokba sorolhat-
juk az éleket.

Ar 19 teljesiil, (esetleg 3° is) Tij < Wi — Wi fij=0
Aq 20 &g 30 teljesiil, a;j < Ty < bij, Tij = Wy — M fij = Cyj
AIII csak 20 teljesiil, Tij < bi]', Tij = Hj — Hi = Q45 f,’j Z Cij
Ay csak 39 teljesiil, Qi < Tijy Toj = B — i = by fij < cij
Ay egyik sem teljesiil, Tij = @iy = by = p; — py fij >0

2. LEMMA. Ha valamely p-re létezik optimalis u, 7, f akkor vagy létezik p* <
p amelyre van optimélis p*, 7, f* megoldids vagy p a legkisebb érték amelyre a
feladat megoldhaté.

Bizonyitds. Készitsiik el az alabbi [N, A’, r] szabad kapacitas halozatot, ahol A’
olyan kib&vitése A-nak, ahol igaz, hogy ha ij € A, de ij ¢ A, akkor legyen ji € A’
és ekkor ry; = 0.1

1 Az igy kialakitott szabad kapacitas halézatban csak a minden egyes algoritmus 1épésnek meg-
feleld folyamnovekményeket dbrazoljuk. Ez egy tigynevezett ,residual network”.
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El csoport Kapacitas az ij € A | Kapacitas a ji élen (ji nem biz-
élen tos, hogy A-ba tartozik!)

1] € Ap Tij = 0, Tji = 0

ij € An ri; = 0, 75 =0

ij € A Tij = 00, Tji = fij — Cij

ij € Ay rij = cij — fij, rii = fij

ij € Ay Tij = 00, rji = fij

A tobbi él és a cstucspontok kapacitdsa legyen 0. A csticspontok kapacitasat
mar a kiindulé optimalis megoldas telitette!

Ha ij € A, és ji € A, ahol ¢,1 € (I,II,II1,IV, V) akkor r;; = r;'j + r;-i.

Keressiink maximalis folyamot az el6bb definidlt tobb nyel6vel és forrassal ren-
delkez6 halozaton. Legyen a maximalis folyam ¢ a minimalis vagas (S, T).

Legyen f* = g + f. A kapacitasok megvalasztasa miatt f* tovabbra is megfelel
az optimalitasi kritériumoknak.

Ha g végtelen, akkor van olyan t s-bdl t-be, amelyen minden él vagy az Ay
vagy az Ay csoportba tartozik, tehat azon az uton minden 7;; = a5, igy p a legki-
sebb érték (atfutasi id6) amelyre a feladat megoldhaté.

Ha g véges, akkor a vagasban 1év6 élek telitettek, azaz a vagasban vagy f; =0
vagy f7; = cij, ahol ij € (S,T). A vagasban csak Aj, Arr, Arv tipusi élek lehetnek,
mert ezek kapacitisa korlatos. A vagasban visszafelé barmilyen kapacitasu él lehet.
Vizsgaljuk meg a folyaminformaciok segitségével, hogy a vagasban 1év6 és a vagas-
ban visszafelé 1év6 élek milyen élcsoportba keriilhetnek az optimalitasi kritériumok
betartasaval, ha viltoznak a T halmazban a potencial értékek.

Ekkor egy élen a folyam vagy 0 vagy c.

Vagasban leves élek i € S, j € T, ij € A.
Ar (f5 = 0): a maximalis csdkkenés tetszéleges c-re, minden vagasban 1évé A,
tipusu élt figyelembe véve
6 = iE.IS‘I,nJI'lET(uj — pi — byj).
ijEA;

An, Arv (f}; = ci;): a maximalis cstkkenés

b2 = ieg,n;leT(“j — Wi — a45).
ijE€EAN
A vagasban visszafelé barmilyen él lehet. Ekkor i € T, j € S, ij € A és a po-
tencialéertékek a kovetkezGképpen valtoznak.
Ajp, Ayy vagy Avy tipusi élek estén a csokkenés tetsz6leges nagy lehet.
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A, A élek esetén a maximalis cs6kkenés tetszbleges c-re

dy2 = ie}r}i]tles (bij — pj + i)
ij€EA v A
A (t,s) él az algoritmus folyamén mindig visszafelé men6 Ajry tipust él lesz a
vagasban. A maximalis cstkkentés a (¢,s) élen: byy — s + ¢ =0 —0+p.
Most csckkentsiik a potencialértékeket gy, hogy a folyamértékek valtozatlanok
maradnak és az optimalitasi kritérium tovabbra is teljesiil.

4 := min (41, 62,6,1), ahol ¢ biztosan pozitiv mennyiség.
Legyenek az 1j potencial értékek a kdvetezsk szerint megvalasztva.

,u,:Z/L,_, ha i€ S,
H::Hi"/\, ha ZET’

ahol A=0,1,2,...,4,

illetve 77 := min [u] — p7, by
p*=p—A A p*, ut, 7, f* értékek az optimalitési kritériumot kielégitik.
Ezzel a bizonyitast befejeztiik.
Jeldlje pmin a legkisebb p-t, amelyre még létezik megoldasa a feladatnak, és
Pmax @ kiindulé optimélis megoldashoz tartozd p értéket. A 2.lemma kovetkezme-
nye, hogy tetszbleges pmin €S Pmax k0zé esG p-re létezik u, 7, f, v optimalis megoldas.

Megjegyzés. pmin megkaphatd az adott halézaton értelmezett maximalis 0t
minimélis potencial feladat megoldisaval p,.x pedig egy minimalis koltségid folyam
feladat megoldasaval.

3. Az algoritmus illusztralasa egy numerikus feladaton

Hatarozzuk meg az alabbi terviitem halén minden lehetséges atfutési idére a
minimalis koltségl megoldast.
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Kiindulé megoldas
fi2 = foa =1, egyébként f =0 minden élre.
Primal célfiiggvény értéke:

Z C,jTij = C12T12 + €34T34 + C56Ts6 + d1ppy — daprg =40+ 154204+ 0 — 11 = 64.
ijEA
A dual célfiiggvény értéke:
—(fts — cus)aws + (12 — fr2)bi2 + (c3a — faa)bas + (cs6 — fs6)bse =
=0+30+ 14 4+ 20 = 64.

A (t,s) él az algoritmus folyaman mindig visszafelé mené Ajyy tipusu él lesz a
vagasban. A maximalis csokkentés a (t, s) élen: bys — s+ =0 —0+p, ays = —p.
Ezért az abrakbol az egyszeridsités kedvéért elhagytuk.

1. iteracids lépés

Elek osztalyozésa szabad kapacitas halozat

O D

bi=17-11-1=5

056 =17T—-7-5=5
a vagasban visszafelé

065 =—5—-T+17=5
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6=5

Az ij potencial értékek és tevékenységidsk

Primal célfiiggvény értéke:

Z CijTij = C12T12 -+ €C347T34 + C56T56 + d1,u,1 - d4/1.4 =40+ 15+ 10— 11 = 54.
ijEA

A dual célfiiggveény értéke:
—(fts — cs)aes + (c12 — fr2)biz + (cas — faa)baa —
— (faa — c24)az4 — (f43 ~ ca3)aas — (fas — c35)azs =
=244+10+15-3+10—-2 = 54.
2. iteraciés lépés

Elek osztalyozasa szabad kapacitas halozat
(csak a vagasban 1évg élek valtozhattak!) (szaggatott vonallal jeldltem a csak a
folyamszamitashoz sziikséges éleket)

O )=

¢ maximalis folyam, minimalis vigas f* folyam
(tobb lehetsség koziil tetszés szerint
valasztottam)
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d12=10-0-5=5

013=6-0-1=5
a vagasban visszafelé

021 =-5-04+10=5
d=5
az 4j potencial értékek és tevékenység id6k

Z CijTij = C12T12 + C34T34 + C56T56 — d4/1.4 =20+15+10—-6 = 39.
ijJEA

A dual célfiiggvény értéke:
—(fts — cts)ats + (caa — f34)b3a — (faa — c24)a2q —
— (faz — ca3)aaz — (fa6 — ca6)ass — (fas — c35)ass =
=214+15-4+4+10-1-2 = 39.

3. iteracio

Elek osztalyozasa szabad kapacitas halézat

O D

g maximalis folyam, minimalis vagas (tobb lehetdség koziil tetszés szerint
valasztottam)
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Mivel a maximalis folyam végtelen, ezért algoritmusunk leall. 7 nap az elérhets
legrovidebb atfutasi idé.
A kapott eredményeket a kovetkezs tablazatban foglaljuk 6ssze.

p0|pl|p2|p3|pd|pd|p6|01|12| 21 |13(24{2332(35]|45({56| 65 |v|cf.
010|10(6 11| 7|17{0|10|-10|1 | 1|5 |-5]1{1]|10|-10|0]|64
0/0}10(6 |11} 7|12|{0f10|-101111|5|-5|1 |1 |5|-5]|2]|54
0|05 (1}16]2|7|0|5|-5]1]1|85|-5|1]1]5]|-5]3{39
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A GENERALIZATION OF MPM/PDM LEAST COST SCHEDULING
»TIME-COST TRADE-OFF” PROBLEM

LeEVENTE MALYUSZ

Least cost scheduling techniques on CPM network (shortly CPM/cost problem) originates
from James E. Kelly and Morgan Walker. It was developed in 1959. First algorithm based on
network flows was published by Fulkerson D. in 1961. Classical form of time-cost trade-off origi-
nates in the minimum cost flow problem. In this paper a new construction management problem
is presented that is an improvement of classical problem. Development deals with the system of
contractual instalments. Events should occur at given times according to the contracts among bu-
ilding contractors. If events occur before those times they bring benefit if they occur later they
bring outcomes. It is showed that this model also originates in the minimum cost flow problem.
An algorithm is presented that follows the main steps of algorithm of CPM/cost method pub-
lished by E. Klafszky in 1969. Starting from an optimal initial solution, project duration time is
decreased step by step until minimum project duration time is attained. In each step only a ma-
ximum flow problem must be solved although original problem is equivalent to a minimum cost
flow problem.
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gépelését olyan formaban kérjiik, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként atlag 50 bettihelyes sort
tartalmazzon. A kozlésre szant dolgozatokat e-mailen az aml@math.elte.hu cimre kérjiik elkiildeni
az abrakat tartalmazé fajlokkal egylitt. Elényben részesiilnek a TgX-ben elkészitett dolgozatok.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezs kévetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
tartalmaznia kell a dolgozat cimét, a szerz§ teljes nevét, valamint annak a varosnak a nevét, ahol
a szerz$ dolgozik. A fejléc utan egy, képletet nem tartalmazo, legfeljebb 200 sz6bél allo kivona-
tot kell minden esetben megadni. A dolgozatot cimmel ellitott szakaszokra kell bontani, és az
egyes szakaszokat arab sorszdmozassal kell ellatni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé sza-
kaszt kell alkotnia. Az irodalomjegyzék utan, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerz6
teljes nevét és a munkahelye (illetve lakisa) pontos cimét. A dolgozatban eléforduld képleteket
szakaszonként Gjrakezdddden, a képlet elStt két zardjel kozé irt kettds szamozassal kell azonosi-
tani. Természetesen nem sziikséges minden képletet szamozassal ellatni. Az esetleges definicitkat
és tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként Gjrakezd6d6, kettés szamozas-
sal kell ellatni. Kérjitk a szerzéket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitasat a szévegben kell§
modon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német francia vagy orosz nyelvi, -
kiilén oldalra gépelt Osszefoglalot.

Mind az 4brékat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontéasatdl fiiggetlen, folyta-
tolagos arab sorszdmozassal kel ellatni. Az abrak elhelyezését a dolgozat megfeleld helyén, szél-
jegyzetként feltiintetett, Abraazonositd sorszdmokkal kell megadni. A labjegyzetekre a dolgozaton
beliil az azonosité sorszam felsé indexkénti hasznalataval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozasok formaja a kovetkezd. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgozat
végén talalhaté irodalomjegyzékben, a szerzék, illetve a tarsszerzGk esetén az elsé szerzd neve
szerint alfabetikus sorrendben tgy, hogy a cirill bet(is szerz6k nevét a Mathematical Reviews
atirasi szabalyai szerint latin betisre kell atirni. A folytiratban megjelent cikkekre [1], a konyvekre
[5], a kdtetben megjelent dolgozatokra [4], a disszertaciokra (3] és a gépi program leirasokra [2] a
kovetkez6 minta szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas, J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die reine und ange-
wandte Mathematik 124 (1902) 1-27.

[2) Keri, G., ,,DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia Sz4-
mitastechnikai és Automatizalasi Kutat6 Intézete, CDC 3300 felhaszn4loi ismertetdk 2. 1973.
méajus) 19-20.

[3] Prékopa, A. ,Sztochasztikus rendszerek optimalizalasi problémairél”, doktori értekezés. Ma-
gyar Tudomanyos Akadémia, Budapest, 1970.

[4] Prabhu, N. U. ,Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inventory
Control and Water Storage Ed. A. Prékopa (Janos Bolyai Mathematical Society and North-
Holland Publishing Company, Amsterdam-London, (1973) 221-228.

[5] Zoutendijk, G. Methods of Feasible Directions (Elsevier Publishing Company, Amsterdam
and New York, 1960).

A dolgozatok szévegében az irodalmi hivatkozas szamait sz6gletes zarojelben kell megadni,
mint példaul [5] vagy [4, 76-78|. A szerz6k a dolgozatukré!l 50 darab ingyenes kiilénlenyomatot
kapnak. A dolgozatok utan szerzéi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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