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KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK
MEGOLDASAINAK STABILITASAROL
MECHANIKAI ALKALMAZASOKKAL

HATVANI LASZLG
Szeged

A dolgozat témaja LIAPUNOV direkt médszerének nem-autoném rendszerekre, illetve a
valtozdk egy részére vonatkozd (parcidlis) stabilitisvizsgilatokra valé tovabbfejlesztése, tokéletesi-
tése és klasszikus mechanikai feladatokra torténd alkalmazasa. A 2. fejezetben olyan tételeket
adunk, amelyek negativ szemidefinit (de nem negativ definit) derivalttal rendelkezd Ljapunov—
figgvények segitségével lokalizaljdk a megoldasok pozitiv hatadrhalmazait. A 3. fejezetben ezeket az
eredményeket egyensilyi helyzet aszimptotikus stabilitasat biztosité feltételek levezetésére haszndl-
juk. A 4. fejezetben a parcidlis hatarhalmazok lokalizdldsinak problémajit oldjuk meg. Az
5. fejezetben olyan rendszerekkel foglalkozunk, amelyeknek jobboldala valamilyen értelemben
konvergens, ha a nem-—ellenérzdtt koordinatak, illetve az idé végtelenbe tart. Az igy keletkezd
,,hatdregyenlet” tulajdonsigaibdl kovetkeztetiink az eredeti egyenlet megoldasainak megfeleld tu-
lajdonsagaira. A 6. fejezetben olyan Ljapunov-figgvények elméletét dolgozzuk ki, amelyek két
fiiggvény osszegeként dllnak elS gy, hogy az Gsszegnek a rendszer szerinti derivaltja az egyik tag
felhasznalasival becsiilhetd.
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Bevezetés

A stabilitds fogalma a mechanikdbdl ered. Mint ismeretes, egy mechanikai
rendszer allapotat helyzete és sebessége hatirozza meg, amelyeket kozos néven
allapothatarozéknak neveziink. Egy egyensiilyi helyzetet stabilisnak mondunk, ha a
rendszer mozgasai sordn az allapothatdrozéknak a nyugalmi allapottdl valo eltérése
tetsz6legesen kicsiny marad, feltéve, hogy a rendszer az egyensiilyi helyzethez ele-
gendden kozelrsl indult elegendden kicsiny kezd6 sebességgel. Ha az eltérés még
nulldhoz is tart, amint az idS végtelenbe tart, az egyensiilyi helyzetet aszimptotiku-
san stabilisnak mondjuk. Ha az egyensilyi helyzet nem stabilis, akkor instabilisnak
nevezzik. Példdul, a matematikai inga palydjanak legalsé pontja stabilis egyensilyi
helyzet, a pdlya legfelsd pontja viszont instabilis.

Tekintsiink most dltaldnosabban egy olyan, id6ben valtozé rendszert vagy folya-
matot, amelynek matematikai modellje egy

(0.1) z=X(z,t) (t>0, ze€R¥

kozonséges differencidlegyenlet-rendszer; ¢t az id6t jeloli, z pedig a rendszert jellemzd
allapothatarozdokbdl 4116 vektor. Jelolje z(t;zo,t0) a (0.1) egyenlet z(to; z0,%0) = zo
feltételnek eleget tevd megoldasat. Az zo kezdeti dllapot meghatirozasa méréssel
torténik, tehat nem abszolit pontos. Ha a valédi zo allapotra méréssel a € kozelités
adédott, akkor modelliink alapjan arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy a rendszer
a t idépillanatban az z(t;€,t0) dllapotban talilhatd, pedig z(t; zo,t0) lesz a valédi
allapota. A modell csak akkor hasznalhaté a gyakorlatban a rendszer leirasara,
ha ez a két dllapot kicsit tér el egymastdl, feltéve, hogy & elég jol kozeliti zo-t.
Ugyanazzal a problémadval keriltiink szembe az dltalanos (0.1) differencidlegyenlet
egy tetszéleges z(t; xq, o) megoldasira vonatkozéan, mint az elébb egy mechanikai
rendszer egyensilyi dllapotanak tanulmanyozasanal.

A stabilitas egzakt matematikai elméletének megalapozdja a kiemelkedd orosz
mechanikus és matematikus, A. M. LiapunNov. 1892-ben megjelent doktori érteke-
zésében — elvonatkoztatva a mechanikai rendszer egyensiilyi dllapotatél — megadta
a (0.1) egyenlet tetszSleges megoldasa stabilitasdnak ma is hasznalatos definicidjat :
az z(t; zo,to) megoldas stabilis, ha az |z(t;&,t0) — z(t; zo,20)] eltérés tetszdlegesen
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kicsiny t-ben egyenletesen a [t, 00) intervallumon, feltéve, hogy |§ — zo| elég kicsiny.
Ha az eltérésrdl még azt is tudjuk, hogy 0-hoz tart, ha ¢ — oo, akkor a megoldas
aszimptotikusan stabilis.

Az y = z—z(t; zo, to) 4 fiiggd valtozd bevezetésével az z = z(¢; 2o, tg) kiszemelt
megoldas az y = 0 megolddsba megy 4t, és y-ra ugyancsak egy (0.1) tipusu egyen-
let teljesiil, ezért feltehetjiik, hogy (0.1)-nek az z = 0 megolddsa és mi ennek a
megolddsnak a stabilitasi tulajdonsagait vizsgaljuk.

Ebben a dolgozatban olyan feltételeket adok meg, amelyeknek teljesiilése a
megoldasok ismerete nélkiil ellendrizhet, és amelyek biztositjak, hogy a nem-
autoném (0.1) rendszer 0-megoldasa aszimptotikusan stabilis, illetve instabilis le-
gyen. Az eredmények legtébbje alkalmas nemcsak az allapothatarozdk osszességére,
hanem azoknak egy részére vonatkozo, un. parcialis stabilitasi tulajdonsagok meg-
allapitasira is. A tételek egy része kifejezetten parcialis stabilitasi tulajdonsigokra
vonatkozik. Ide tartoznak azok az eredmények, amelyekben arra a régi problémara
adok megoldast, hogy miként lehet parcidlis aszimptotikus stabilitast, illetve insta-
bilitast biztositani akkor, ha a nem-ellendrzott koordinatik a megoldasok mentén
nem-korlatosak is lehetnek.

A tételek jelentOs részéhez az elméleti mechanika stabilitaselméletének néhany
klasszikus problémajaval foglalkozva jutottam el. Ezek egyike annak meghataroza-
sa, hogy holoném szkleroném mechanikai rendszer stabilis egyensiilyi dllapota mi-
lyen surlédasi és giroszképikus erdk hatdsara valik aszimptotikusan stabilissd. Ezzel
a kérdéssel kis rezgésekre mar KELVIN és P. G. TaIT [53] is foglalkozott. Erdekes,
hogy a stacionarius esetben, vagyis amikor a haté erdk explicit médon nem figgnek
az 1d6tél, teljes disszipacid esetén az aszimptotikus stabilitds a mechanikai tapasz-
talatok alapjan (1. csillapitott rezgbmozgas) egészen kézenfekvének latszik, bi-
zonyitasira mégis egészen 1966-ig kellett varni (L. SALVADORI [47]), amikor az
invarianciaelv mar ismertté valt. Mar a tapasztalat is mutatja, hogy az insta-
cionarius eset joval bonyolultabb, hiszen ha a surlédasi erd fékezd hatasa az 1d6
fiiggvényében tul kicsi vagy tul nagy, akkor nincs aszimptotikus stabilitds. Mate-
matikailag a nehézségeket gy foglalhatjuk ossze, hogy az invarianciaelv az insta-
cionarius esetre nem alkalmazhaté. Ebben az esetben a probléma a kévetkezé alakot
olti : Adjunk meg olyan, az erSk id8tél valé figgését szabalyozd feltételeket, amelyek
teljesiilése esetén az egyensilyi allapot aszimptotikusan stabilis. Dolgozatomban a
disszipacid kiilonbozd teljességi fokainak bevezetésével megadok ilyen feltételeket.
Bebizonyitom tovabba azt a tapasztalat altal ugyancsak kézenfekvének latszé régi
sejtést, hogy az egyensiilyi allapot a sebességekre vonatkozéan teljes disszipacid
esetén tetszdleges nem-korlatos surlédasi erSk mellet is aszimptotikusan stabilis.

Tekintsiik most dt részletesebben az egyes fejezetek tartalmat, kitérve arra,
hogy milyen elézmények birtokdban sziilettek a tételek és hogyan kapcsolédnak a
témakor alapvets eredményeihez.

Ismeretes, hogy a differencidlegyenletek, koztiik a mechanikai rendszerek moz-
gasegyenletei dltaldban nem integrilhaték. Ezért a megolddsok (mozgasok) sta-
bilitasi tulajdonsagait a megolddsok ismerete nélkiil, kozvetlenill az egyenletben
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szerepld fliggvények (potencidlis energia, mozgdsi energia, haté erdk) ismeretében
kell megallapitanunk. A. M. LiAPUNOV emlitett értekezésében egy ilyen médszernek
az alapjait is lefektette. I:]szrevette, hogy DIRICHLET-nek a konzervativ mechanikai
rendszer egyensilyi helyzetének stabilitdsdra vonatkozé tételre adott bizonyitasa,
amely a teljes mechanikai energianak a mozgasok mentén valé invarianciajan, azaz
az energia megmaradasanak elvén alapult, 4tvihetd a (0.1) altalanos egyenletre. Az
igy keletkezett Ljapunov-féle direki mddszer soran az egyenletben szerepl6 fuggvé-
nyek felhaszndlasaval konstrualunk egy, az allapothatdrozék halmazan értelmezett
V fiiggvényt, egy u.n. Ljapunov-fiiggvényt, és — csupan az egyenletrendszert
hasznalva — meghatéarozzuk annak a rendszer megoldésai (a mozgdsok) mentén vett
V derivaltjat. A V és V fiiggvényekkel megfogalmazhatdk olyan feltételek, amelyek
teljesiilése esetén a rendszer trividlis megolddsa (az egyensiilyi helyzet) stabilis, il-
letve aszimptotikusan stabilis, vagy instabilis. Az els6 ilyen tételeket LiaPuNov
adta meg. Az aszimptotikus stabilitasrdl sz6lé alaptételének a jelen értekezésben
is kiilénosen fontos szerepe lesz, ezért példaként ezt idézziik : Ha a (0.1) rend-
szerhez létezik olyan V(z,t) fiiggvény, amely (1) pozitiv definit; (2) V(z,t)_ 0, ha
z — 0,t € Ry; (3) V(2,1) negativ definit, akkor a (0.1) rendszer 0—megoldasa
aszimptotikusan stabilis.

A direkt médszer mind elméleti, mind gyakorlati szempontbdl nagyon hasznos-
nak bizonyult. A 40-50-es évektSl kezdédéen, amikor kideriilt, hogy az iranyitasi
rendszerek konstruilasiaban és stabilizaldsaban is a leghasznosabb mdédszer, és amikor
az elektronikus szamitégépek megjelenése révén a numerikus kozelités elGtérbe ke-
rilt, kiillénésen nagy lendiilettel kezd fejlédni. Princetonban, 1949-ben ijranyomjik
LiAPUNOV tobb, mint 50 éves doktori értekezését. Mind Keleten, mind Nyu-
gaton szdmos monografia késziill a témabdl. Konferenciasorozatokat szerveznek,
és a meginduldé szovjet és amerikai differencidlegyenletes folydSiratoknak is egyik
kozponti témaja a stabilitaselmélet. Igen sok, a gyakorlatban fontos rendszerhez
sikeriil Lyapunov-fiiggvényl konstrudlni, az alaptételekrdl pedig bebizonyitjak, hogy
bizonyos mddositasokkal megfordithatékka valnak. Mindazonaltal, a médszer al-
kalmazasanak maig legnehezebb problémdja az adott rendszerhez alkalmas Ljapu-
nov-fuggvény konstrualisa, amelyre nincs altaldnos algoritmus. Ezért fontos vizs-
galni, hogyan lehet gyengiteni, vagy akar csak dtfogalmazni az alaptételek egy—egy
feltételét. Kiilonosen sok nehézséget okoz annak a feltételnek a teljesitése, hogy a
Ljapunov-fiuggvénynek a rendszer szerinti deriviltja legyen negativ definit. Példaul,
mint mar emlitettiik, mechanikai tapasztalatok alapjan nyilvanvalonak latszik, hogy
holoném szkleroném mechanikai rendszer stabilis egyensilyi dllapota instacionarius
surlédasi erdk hatdsdra teljes disszipacié esetén aszimptotikusan stabilissa valik.
Ugyanakkor LIAPUNOV aszimptotikus stabilitasardl sz6l6 tételével ezt nem tudjuk
levezetni, mivel a kézenfekvs Ljapunov-figgvénynek, a teljes mechanikai energianak
a mozgasok mentén vett derivaltja nem negativ definit, hanem csak negativ szemide-
finit. Felmeriil a kérdés : Milyen kiegészit6 feltételek mellett tudunk szemidefinit de-
rivalttal rendelkezd Ljapunov-figgvény birtokdban aszimptotikus stabilitast allita-
ni?
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Ebben a problémakdrben az elsé 1ényeges eredmény E. A. BARBASIN és N. N.
KRASZOVSZKIJ hires tétele [64] : Legyen (0.1) autondm, azaz tekintsiink egy

(0.2) t=X(z) (t>0, z€Rt; X(0)=0)

rendszert, és tegylk fel, hogy létezik olyan V : R" — R fiiggvény, amelyre tel-
jesiilnek a kovetkez8k : (1) V pozitiv definit; (2) V(z) < 0; (3) a V~1(0) halmaz
nem tartalmazza a (0.2) egyenlet egyetlen teljes trajektdridjat sem a {0} kivételével.
Ekkor a (0.2) egyenlet 0-megoldasa aszimptotikusan stabilis.

Ez a tétel rendkiviil alkalmazhaténak és gyiimolcsozének bizonyult, igy sok
dolgozat foglalkozik a (0.1) nem-autoném rendszerre valé kiterjesztésével (Z. ART-
STEIN [2-4], T. A. BurTon [9], J. KaTo [33], J. P. LASALLE [35, 36], V. M. Ma-
TROSZoV [69], N. ONUCHIC, L. R. ONucHic, P. TaBoAs [41], A. Sz. OZIRANER,
V. V. RUMJANCEV [73], N. ROUCHE, P. HABETS, M. LaLoY [46], L. SALVADORI
(48], A. A. SEszTaKoV [51], T. YosHI1ZAWA [56-58]). LASALLE [36] bebizonyitotta,
hogy ha a Ljapunov-fiiggvény derivaltja egy V(z, t) < —U(z) < 0 egyenldtlenségnek
tesz eleget, és X (z,t) a t-nek bizonyos értelemben korlatos fiiggvénye, akkor a (0.1)
rendszer megoldasainak trajektdridi az U~1(0) halmazhoz konvergéalnak, ha t — co.
Az alkalmazasok soran kideriilt, hogy a tételben megkivant egyenlStlenség sokszor
til szigorti. Példaul, ha mechanikai rendszerre surlédasi erdk hatnak, és a surlédasi
egylitthaték az idétél fiiggnek, akkor a mechanikai energia derivaltjara egy

(0.3) V(z,t) < —4(t) U(z) (4(t) 20, U(z) > 0)

tipusi egyenlétlenség teljesiil, ahol ¢(t) iddnként még a 0 értéket is felveheti.

A 2. fejezetben olyan lokaliziciés lemmat adok meg, amelynek alkalmazdsaval
bebizonyithatd, hogy ha V-ra (0.3) teljesiil, és ¢ integralisan pozitiv, akkor a
megoldasok trajektéridi az U~!(0) halmazhoz konvergilnak. S&t, az igy kapott
tétel egy masik lényeges szempontbdl is dltalanositja LASALLE eredményét, ameny-
nyiben benne az X(z,t) korldtossiga helyett egy W : R¥ — R" segédfiiggvény
W(z,t) derivaltjdnak korlatossigat koveteljik meg, ami — ahogyan a felsorolt
példak mutatjdk — a tételt sokkal rugalmasabba, alkalmazhatobba teszi. Ennek az
az ara, hogy R¥-ban be kell vezetni egy 1j, a W altal generalt kornyezetrendszert,
amellyel R* esetleg nem lesz lokalisan kompakt. A fejezet masodik felében az
el6bbi kornyezetrendszeren alapulé mddszer tovabbfejlesztésével olyan lokalizacids
tételeket bizonyitok, amelyek — szemben a kordbbi eredményekkel — az X (z,1),
illetve W(z,t) fliggvényektdl nem kivannak semmilyen korlatossagi feltételt.

A 3. fejezet alkalmazott jellegli. A lokalizaciés eredmények felhasznilasival
megadom a Barbasin—-Kraszovszkij—iélel egy kiterjesztését nem-autoném rendsze-
rekre, amelynek segitségével elegendd feltételek adhatok nem-linedris masodrendii
differencidlegyenlet 0-megoldasa, illetve instaciondrius disszipativ és giroszképikus
erck hatasa alatt 4llé6 mechanikai rendszer egyensilyi allapota aszimptotikus sta-
bilitasara, instabilitisara.
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A 4. és 5. fejezet parcidlis stabilitasi tulajdonsiagokkal foglalkozik. A parcidlis
stabilitds fogalmat V. V. RUMJANCEV [74] vezette be 1957-ben.

A mechanikaban gyakran tapasztalhatd, hogy egy egyensiilyi helyzet az dllapot-
hatarozék nem mindkét tipusara, hanem vagy csak a sebességekre, vagy csak a
helykoordinatakra vonatkozéan rendelkezik valamilyen stabilitasi tulajdonsaggal.
Példaul egy vizszintes sik lapon surlédas hatasa alatt mozgd golyS sebessége nulla-
hoz tart, de egy kiszemelt (a mozgasoktdl fliggetlen) egyensilyi helyzettSl vald
eltérése nem. Mas szdval, az egyensiilyi helyzetek csak a sebességekre vonatkozéan
aszimptotikusan stabilisak. Altaliban, a parcialis stabilitasi tulajdonsigok az alla-
pothatarozdknak csak egy részére, az un. ellendrzott koordinatakra tesznek megal-
lapitasokat.

A direkt moédszernek a parcidlis aszimptotikus stabilitdsra és instabilitasra
vald kiterjesztése soran felmeriild problémak koziil a legsilyosabb az, hogy a nem—
ellenérzott koordinatakrdl a mozgasok soran még korlatossagot sem tudunk, igy
a klasszikus médszerben oly fontos szerepet jatszé kompaktsigi meggondolasokat
nem alkalmazhatjuk (pl. az invarianciaelv nem alkalmazhaté). Ezen gy szok-
tak segiteni, hogy feltételezik a nem-ellendrzott koordinataknak a mozgdsok soran
valé korlatossdgat (pl. [72, 73, 44, 61]). Ez a feltétel azonban kozvetleniil nem
ellendrizhetd, ,,a priori” ismeretet tételez fel a megoldasokrél, igy kivanatos lenne
téle megszabadulni. A. Sz. OzIRANER [72] példdja mutatja, hogy elhagyni nem
lehet, igy az a kérdés, hogyan lehetne valamilyen ellenérizhetd feltétellel helyettesite-
ni.

A 4. fejezetben autoném rendszerekkel foglalkozva bevezetem a parcialis hatar-
halmaz fogalmat, majd ezek lokalizdldsa céljabdl a kovetkezd alternativat bizonyi-
tom: ha egy megoldas mentén az ellenérzott koordinatak vektora korldtos, akkor
vagy a nem—ellendrzott koordinatakbdl allé vektor normaja végtelenhez tart, ha az
id6 végtelenhez tart, vagy pedig a megoldas hatdrhalmaza a Ljapunov-figgvény egy
szinthalmazan fekszik. A lokalizalashoz tehat csak az elsS esettel kell foglalkozni.
A 4. fejezetben ehhez a Ljapunov-fiiggvényre adok meg alkalmas, kozvetleniil
ellendrizhets feltételeket. Az 5. fejezetben feltételezem, hogy a (0.2) egyenlet
jobboldaldn X(y,z) valamilyen értelemben konvergdl egy X*(y) fiiggvényhez, ha
|z} — oo (ahol z = (y,2)T, és z a nem—ellendrzott koordinatak vektora), és a
hataregyenletek médszerének [50] alkalmas médositasidval a hataregyenletre adok
megfelelo feltételeket.

A 6. fejezet eredményei egyarint sorolhaték a Ljapunov-elmélethez és a dif-
ferencidlegyenlStlenségek elméletéhez. Disszipativ rendszerekben a sebességekre
vonatkozé aszimptotikus stabilitds probléméjanak megoldésahoz itt olyan tételeket
bizonyitok, amelyek egy (Vi(z,t) + Va(z,t)) < —(t)e(Vi(z,t)) tipust egyenlbtlen-
ség teljesiilését tételezik fel (#(t) > 0; c(r) > 0 és monoton nové), és azt allitjak,
hogy Vi(z,t) — 0 és Va(z,t)-nek létezik a hatarértéke a megolddsok mentén, ha
t — oo.

Mar az eddigi példakbdl is kideriilt, hogy a Ljapunov—féle direkt médszerigaza-
bél csak egy j6 programot ad arra, hogy a konkrét rendszerekre hogyan allapitsunk
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meg stabilitasi tulajdonsigokat. A legtobb tétel ilyen szerkezetii : ,,Ha a rendszer-
hez 1étezik olyan Ljapunov-figgvény, hogy ..., akkor a rendszer 0—megoldasa ... .”
Ljapunov-figgvények konstrudlasira viszont nincs altalanos algoritmus. E. A. BAR-
BASIN [62] irja az eddig meglévS partikuldris médszereket dsszegy(ijté kényvében,
hogy nem-linedris rendszerekhez alkalmas Ljapunov-figgvény megtaldlisa ma sok-
szor még szerencse dolga (hallottam mar a Ljepunov-figgvény-keresés miivészetérdl
is). Mindenesetre, hogy egy altaldnos Ljapunov-tipusi tétel ér—e valamit, vagy sem,
az dénti el, hogy redlis modellekhez tudunk-e taldlni olyan Ljapunov-figgvényt,
amely a kivant tulajdonsigokat teljesiti. Ezért ugy lattam célszeriinek, hogy az
egyes alkalmazdsokat, példakat kozvetleniil az illusztrdlandé alaptételek utan tar-
gyaljam, igy ugyanaz a modell a dolgozatban tobb helyen is eléfordul.

A kifejtés médszerének alapelve : az eredményekrdl egy olyan dttekintést adni,
amely biztositja, hogy az olvasé tajékozddjék az alapvets problémakban és a lehetd-
ségekhez mérten konnyen kivehesse és nyomon kovethesse az alapvetd gondolatokat.
Ezért az eredményeket legtobbszor nem teljes altalanossagukban, néha csak egy-
egy példan illusztrilva ismertetem, az altaldnos esetre csak utalok, vagy vazlatos
kifejtést adok. A fejezeteket az eredmények irodalmi el6zményeinek, utéhatasanak,
visszhangjanak rovid attekintésével zarom.

Mas szerzdk eredményeit az idézett tételek sorszdmaihoz tett *—gal kiillonbozte-
tem meg sajat eredményeimtél (pl. 4.1.* TETEL).

1. fejezet

Alapfogalmak, elézmények

Ebben a dolgozatban, mint mar emlitettiik, kozonséges differencidlegyenlet—
rendszerek megoldasainak aszimptotikus viselkedésével foglalkozunk, tehdt az alla-
pottér (fazistér) a valés koordinatdji z = col(z!,...,z*) oszlopvektorok RF tere,
a t id6 az R valés szamegyenesen, illetve az R, := [0,00) félegyenesen viltozik.
Tegyiik fel, hogy az R téren adott egy |- | : R* — R, norma. Ha z,y € R¥, akkor
d(z,y) := |z — y| a két elem tavolsagat jeloli.

Az RF térhez az egyetlen oo ideilis pontnak a hozzdvételével az R teret
kapjuk, mikdzben tetszéleges ¢ € RE -ra d(z,00) := 1/|z|. Ha K, H C R*_, akkor
tavolsigukat a d(K,H) := inf{d(z,y) : ¢ € K, y € H} képlet definidlja. Ha
p € Rt és p > 0 adott, akkor B(p,p) a p koriili p sugari nyitott gombot jeldli (a
dimenzié hangsdlyozdsira haszndljuk a By (p, p) jelolést is). Ha H C Rt és p > 0,
akkor B(H,p) az R® tér H-hoz p-nal kozelebb esé pontjainak halmazat jeloli.

Adott K C RE halmaz és u : [0,w) — R* fiiggvény esetén az u(t) — K
(t — w — 0) konvergencia azt jelenti, hogy d(K,u(t)) — 0 (t —» w — 0).

Tekintsik az

(1.1) &= X(z,1)
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differencislegyenlet-rendszert, ahol az X : T — RF fiiggvény legalabb folytonos;
T := G x R;;G C R* adott Gsszefliggd nyitott halmaz. Jelolje z(t) = z(t; zo,to) az

(1.2) = X(z,t), z(to) =2z ((.’!:o,to) € F)

kezdetiérték—probléma egy tetszéleges megoldasit. ,,Az X fiiggvény legalabb folyto-
pos” feltétel azt jelenti, hogy X-r&l csupan folytonossagot tesziink fel minden olyan
allitasban, amelynek bizonyitasa kdzben csak az (1.2) probléma megoldasinak Iéte-
#ését hasznaljuk. Néhdny &llitas bizonyitdsiban arra is sziikségiink lesz, hogy
z(t; zo,t0) zo—nak folytonos fiiggvénye, ilyenkor azt is feltessziik, hogy teljesiil en-
nek a tulajdonsagnak egy elegend$ feltétele (pl. X z—ben Lipschitz—feltételnek tesz
eleget). Ha az (1.1) egyenlet jobboldala t-t8l fliiggetlen, vagyis az egyenlet

(1.3) = X(z)

alaki, mds szdval, autoném, akkor z(t; zo,te) nem fiigg lényegesen to~tdl, hiszen
z(t; zo,t0) = z(t — to; zg, 0), tehdt (1.2) helyett csak az

(14) z=X(z), =z(0)==z0 (0 € G)

kezdetiérték—problémat tekintjilk, amelynek egy tetszdleges megoldasdt z(¢; zq)-lal
Jjeléljiik.

Gyakran fogjuk vizsgalni az z1,... , z* allapothatarozékoordinatak egy részére
vonatkozd, un. parcidlis stabilitasi tulajdonsagok feltételeit is. Ekkor az z € R*
vektornak egy z = col(y,z) partici6jdt tekintjik, ahol y € R™,2 € R" (1 <
m < k, n := k—m). Az y vektor az z vektor azon koordinitaibdl all, ame-
lyekre vonatkozdan az adott tulajdonsdgot megkivanjuk — ezeket ellendrzott ko-
ordinataknak fogjuk hivni. Ebben az esetben az (1.1) egyenletet az

1

(1.5) ‘ y=Y(y,zt), z=2Z(y,z1)

alakban is hasznaljuk, és mindig feltessziik, hogy a jobboldalak a I',, = G,, x R} hal-
mazon vannak értelmezve, ahol G, = By (0,h) x R®, 0 < h < 0o. Kovetkezetesen
Il —vel jeloljiik a Ty, halmaz egy y-ban kompakt B, (0,h’') x R" részhalmazit,
ahol 0 < k' < h. HallgatSlagosan mindig feltessziik tovabba, hogy az (1.5) z(t) =
(y(t), 2(t))T megoldasai z—folytathatdk, vagyis ha y(t) korlitos a [to, T) intervallu-
mon (ty < T < 00), akkor az z(t) megoldas folytathaté a [tg, T intervallumra (azaz
egyetlen megoldasnak sem lehet olyan ,,sz0kési ideje”, ahol csak a nem-ellenérzott
koordindtdk vektora ,,sz6kik”).

Az (1.1) és (1.3) egyenlet megoldasait geometriailag az integralgdrbékkel és
trajektoridkkal lehet dbrazolni.

Tekintsiik az (1.1) (vagy az (1.3)) egyenlet egy z = ¢(t) megoldasat. Ismeretes
(pl. [15]), hogy ¢—nek létezik egy jobbra maximalis ¢ folytatasa, amely egy [to,w)
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intervallumon van értelmezve, ahol ty < w < oo, és d;(t) G hatdrdhoz tart, ha
t - w — 0 (ha w < oo, akkor szdkési iddnek nevezziik).

A tovabbiakban az egész dolgozat soran, ha tekintjik egy egyenlet egy tetszGle-
ges megoldasat, akkor azon mindig jobbra maximalisan folytatott megolddst értiink
(¢ =9¢).

At — ¢(t) (to <t < w)fiiggvény grafikonjat az R¥+! kibSvitett fazistérben
a ¢ megoldas integrdlgorbéjének nevezzik, a yt(¢) := {¢(t) : to <t <w} C R*
halmazt pedig a megoldéas pozitiv féltrajekidridjdnak (félpalyajanak) hivjuk. Ha ¢
az (1.3) autoném egyenlet megoldasa, akkor feltehets, hogy balra is maximalisan
folytatott, azaz ¢ : (a,w) — R¥ (—00 < @ < w < o0). Ekkor a y(¢) := {¢(¢) :
a < t < w} C R¥ halmazt a megoldashoz tartozd (teljes) trajektsridnak (palysnak)
nevezzik.

A H C G halmazt az (1.3) egyenletre nézve invaridnsnak nevezziik, ha barmely
zo € H ponthoz létezik az (1.4) problémanak olyan ¢ : (a,w) — RF megoldasa,
amelyre y(¢) C H.

Legyen ¢ : [to,w) — R* megoldasa (1.1)-nek (vagy (3.1)-nek). Azt mondjuk,
hogy p € G pozitiv hatdrpontja ¢—nek, ha létezik olyan {t,} sorozat, amelyre t,, —
w=—0, ¢(tp) = p (n — o0) teljesiil. A ¢ megoldas Gsszes pozitiv hatarpontjanak
halmazat Q(¢)—vel jeloljik, és a ¢ megoldas pozitiv hatdrhalmazdnak nevezzik.

A hatdrhalmazok tulajdonsagait foglalja 6ssze az alabbi két lemma, amelyek
bizonyitasa [46] I1I. figgelékében taldlhatd.

1.1.* LEMMA. Legyen ¢ (1.1)-nek tetszéleges megoldasa. Ekkor

a) v¥(¢) = 7+ () U Q(¢);

b) Q@) zart,

c¢) ha y*(¢) korldtos, akkor (¢) nem tres, kompakt, Gsszefiiggs, és $(t) —
Q(¢) (t = w —0); tovdbbd, ha M zirt és ¢(t) — M (t — w — 0), akkor Q(¢) C M;

d) ha GNQ(¢) nem tires, akkor w = 0o.

1.2.* LEMMA. Ha ¢ megolddsa az autoném (1.3) egyenletnek, akkor Q(¢)NG
invaridns az (1.3) egyenletre nézve.

Az 1.1.* lemma ¢) allitdsa mutatja, hogy a megoldasok hatdrhalmaza meghata-
rozé a megoldasok aszimptotikus viselkedésének leirasa szempontjabél, hiszen Q(¢)
a legsziikebb olyan zart halmaz R*-ban, amelyhez a megoldasok konvergalnak.

Most felidézziik a kiilénb6zd stabilitdsi fogalmak definicidjat (1. pl. [46]).
Tegyiik fel, hogy 0 € G és X(0,t) = 0(t € Ry), vagyls £ = 0 megoldasa az
(1.1) egyenletnek, tovabba barmely ty € Ry szamhoz létezik olyan p(to) > 0, hogy
ha |z¢| < p(to), akkor z(¢; zo, ) értelmezve van a [to, 00) intervallumon.

1.3 Definicié. Azt mondjuk, hogy az (1.1) egyenlet 0-megoldasa:

(a) y—stabilis, ha barmely € > 0, ¢ty € R4 szdamokhoz létezik olyan § = 6(¢, to)
> 0, hogy ha |zo| < 6 és t > tg, akkor az (1.2) probléma tetszSleges z(t; zo,t0) =
(y(t; zo,t0), 2(t; z0,t0))T megoldasa esetén |y(t; zo,t0)| < € teljesiil.

(b) egyenletesen y—stabilis, ha az el6z8 definiciéban § nem fiigg to—tol.
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(¢) y-vonzd (y—attrakiiv), ha barmely t¢ € Ry szamhoz létezik olyan o =
o(te) > 0, hogy ha |zo| < o, akkor lim;_, o |y(t; Zo,t0)| = 0;

(d) aszimptotikusan y—stabilis, ha y-stabilis és y-vonzd;

(e) ekvi-aszimplotlikusan y—stabilis, ha aszimptotikusan y-stabilis, és az y-
vonzds definiciéjaban szerepld konvergencia zo € B(0,0(to)) —ban egyenletes, va-
gyis badrmely 7 > 0 szdmhoz létezik olyan T = T'(n,%o), hogy ha |z¢| < o(tg), t >
to + T, akkor |y(t; zo,t0)| < 7.

(f) egyenletesen aszimptotikusan y—stabilis, ha egyenletesen y-stabilis, ekvi—
aszimptotikusan y—stabilis, tovabba o és T nem fiiggnek to—tol.

Ha az osszes koordindtira vonatkozd stabilitdsi tulajdonsagokrdl beszélunk
(y = =z, vagyis minden koordinita ellendrzott), akkor z—stabilitds, egyenletes z—
stabilitds, ... helyett egyszeriien stabilitdst, egyenletes stabilitdst, ... mondunk.

Az egyenletes aszimptotikus stabilitis fogalmat kiillondsen fontossa teszi az a
tény, hogy beldle a gyakorlati szempontbdl oly fontos totdlis stabilitds kovetkezik.

Ez a stabilitasfogalom nemcsak azt veszi figyelembe, hogy a kezdeti értékekben
eléfordulhatnak pontatlansagok, hanem azt is, hogy magat a modellt a mozgasok
soran allanddan érik ,kicsiny” zavarok (részletesen 1. [46]).

A fent definialt stabilitasi tulajdonsagok feltételeinek tanulmanyozasara A. M.
LiapunNov [65] adott meg egy méddszert, amelynek lényege, hogy nem kozvetleniil az
z(t) megoldas |z(t)| normajinak, hanem egy ligyesen valasztott V(z,t) segédfiigg-
vény és a megoldds V (z(t),t) osszetett fliggvényének a viselkedését vizsgilja a ¢ id§
nagy értékeire.

Adott V : T — R folytonos fiiggvényhez az (1.1) egyenlet birtokaban rendeljitk
hozzé a V : T — R fiiggvényt a kovetkezd definiciéval :

V(z,t) = l}i’mg-l:(}))(l /DV(z+hX(z,t),t+h) — V(a,t)).

Ezt a fiiggvényt a V fiiggvény (1.1) rendszer szerinti derivdltjdnak nevezzik. Ha
hangsilyozni akarjuk az (1.1) rendszerrel valé kapcsolatit, akkor a V{y.1) jelolést
hasznaljuk. Az elnevezést a kovetkezd lemma indokolja :

1.4.* LEMMA. (T. YosH1zawa [55], 3.0.). HaV € Lip.(T'; R), és ¢ : [to,w) —
R™ megolddsa (1.1)-nek, akkor DYV (4(t),t) = V(¢(¢),1) (t € [to,w)).

A V(z,t) fiiggvény meghatdrozasahoz nem kell ismerni a megoldasokat, bir-
tokdban mégis értékes informacidkat tudhatunk meg a megoldasokrél. Példaul, ha
V(z,t) < 0 a I}, halmazon, akkor V(z,t) a megolddsok mentén nem névekszik,
amig azok grafikonja I'/,—ben halad.

Jelolje K az a : Ry — Ry folytonos, szigorian monoton novekvd, a(0) = 0
feltételnek is eleget tevd fliggvények osztalyat.

Most egy olyan fogalmat definidlunk, amely azt fejezi ki, hogy ha V(y,z2,t)
kicsi, akkor |y| is kicsi, éspedig (z,t)-re vonatkozéan egyenletesen.

1.5 Definicié. Azt mondjuk, hogy a V : I',, — R fuggvény pozitiv y—definit,
ha V(0,t) = 0(t € Ry) és létezik olyan a € K, hogy az a(ly]) < V(y,z2,t)
egyenlStlenség teljesiil a ', halmazon.
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A Ljapunov—féle direkt mddszerben a legtobbszor azt bizonyitjuk be, hogy ha
z(t) (1.1)-nek megoldasa, akkor V(z(t),t) — 0 (t — oo0). Ha V pozitiv y—definit;
akkor ebbdl a 0—megoldas y—attraktivitisa mar azonnal kovetkezik.

1.6. Megjegyzés. A Dini—féle konvergencia-tételhez hasonléan bizonyithaté a
kovetkezd allitas : Tegyiik fel, hogy V : T — R pozitiv y—definit, és barmely o € R4
szamhoz létezik olyan 8(¢y) > 0, hogy ha |zo| < 6(to), akkor V(z(t;z0,%0),t) a t
valtozéban monoton csokkenve 0-hoz tart, ha ¢ — oo. Ekkor az (1.1) egyenlet 0—
megoldasa ekvi-aszimptotikusan y-stabilis [73].

Mint ahogyan az 1.3 definici elétt a p(to) > 0 szdmok létezésére vonatkozd
feltételbdl is latszik, a 0-megoldas stabilitdsi tulajdonsagait csak akkor tudjuk
vizsgalni, ha az origé kicsiny kornyezetébdl indulé megoldasok jobbra akarmeddig
folytathatok. Mint kideriilt, Ljapunov direkt mdédszere az 6sszehasonlitasi médszer-
rel [46] kombinalva ezen tulajdonsig feltételeinek vizsgalatira is alkalmas. Ezt
illusztralja a kovetkezs tétel, amit itt bizonyitas nélkiil idéziink.

A tétel kimonddsdhoz sziikségiink van néhany ij fogalomra. Ha u,v € R",
akkor u < v azt jelenti, hogy v’ < v' (i =1,2,...,r). Ha V : T — R’ vektorértékii
segédfiiggvény, akkor a V miiveletet komponensenként kell végrehajtani. Azt mond-
juk, hogy egy W : R” — R fiiggvény kvazi-monoton nem-csokkend [46], ha W/
nem-csokkend ul,u? ... W/~ Wt . u-ben (j = 1,2,...,r).

1.7. TETEL. [22]. Tegyiik fel, hogy T = R¥ x R, és léteznek olyan V : T —
R", w: R"xI' — R’ folytonos fiiggvények, hogy V lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi
z—ben, w(u, z,t) kvdzimonoton nem—cs6kkend u—ban és teljesiil az

(1.6) V(z,t) < w(V(z,1), z,t)

egyenlStlenség a I' halmazon.

Legyen z : [to,w) — R* (1.1)-nek megolddsa. Ha az 4 = w(u,z(t),t), u(to) =
V(x(to),to) kezdetiérték-probléma u*(t) maximalis megolddsa definidlva van a
[to,w) intervallumon, u*(w — 0) := limy_,, o u*(t) létezik és véges, és van olyan
nem-—csokkené p : R™ — R funkciondl, hogy

liminf p(V(z,¢)) > p(u”(w - 0)),

akkor az z(t) megoldds folytathatd a [tg, T] intervallumra.

Kiegészité megjegyzések

A megoldasok folytathatésagaval a kvalitativ elméletben sok dolgozat foglalko-
zik. T. A BurToN [10] adott egy olyan tételt, amely A. WINTNER, R. CONTI
és T. YosHIZAWA eredményeit kiterjesztve igen jél alkalmazhaté egészen altalanos
egyenletekre is, viszont az egyik segédfiiggvényrél monotonitast tételez fel. Ez a
feltétel WINTNERNé] és CONTInAl nem szerepelt, és BURTONnek az volt a sejtése,
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12 HATVANI L.

hogy tételének allitasa igaz marad akkor is, ha ezt a feltételt elhagyjuk. [22] dol-
gozatomban egy példaval megmutattam, hogy ez a sejtés nem igaz. Az ugyanitt
kozolt 1.7 tétel alkalmazasaval az is megallapithaté, hogy mi az a monotonitasnal
lényegesen gyengébb feltétel, amellyel Burton tételében a monotonitas helyettesithe-
té.

Az 1.7 tétel a differencidlegyenl6tlenségek elméletén alapulé Osszehasonlitasi
moédszert haszndlja [46, 59]. Erdemes azonban megjegyezni, hogy a tételben az
alapvetd (1.6) differencidlegyenl6tlenség nem zart (csak a V fiiggvényt tartalmazd)
fiiggvényegyenldtlenség, hanem az z fiiggd valtozdt is tartalmazza explicit médon.
Ez komoly nehézségeket okoz, hiszen az egyenlStlenséget nem lehet V—re megoldani,
mint a korabbi tételekben. Az ilyen tipusd egyenlétlenségek alkalmazisa [80] dol-
gozatommal kezd6dott, amelynek alapvetd otlete az

u = w(u,z,t), z = X(z,t)

rendszer bevezetése és az (u, z)T megoldasok parcislis u—stabilitasi tulajdonsigainak
vizsgalata, amelyekbdl el8szor a V(z(t),t) fiiggvények, majd az £ = X (z,t) rendszer
z(t) megolddsainak aszimptotikus tulajdonsagaira kovetkeztethetiink.

Ezt a médszert — amit A. A. MARTYNYUK [37] bedgyazasnak nevezett el —
tobb irdnyba tovabbfejlesztették [37, 68].

2. fejezet

Az invarianciaelv egy dltaldnositasa
nem-autoném rendszerekre. Lokalizdcids
tételek.

A Bevezetésben mar idéztiik BARBASIN és KRASZOVSZKII alapvets tételét a
(2.1) ¢=X(z) (z€GcCR X(0)=0)

autoném differencidlegyenletrendszer 0-megoldasidnak aszimptotikus stabilitdsardl.
A tételnek a megoldasok pozitiv hatdrhalmaza fogalman alapulé bizonyitasaban a
kovetkez6 két lépés a leglényegesebb:

1. Tetszdleges z = ¢(t) megoldds Q(p) pozitiv hatdrhalmaza a V' Ljepunov-
Jiggvény valamely szintfeliiletén fekszik, vagyis létezik olyan ¢ € R, hogy Q(¢) C
V-1(e).

2. Q(y) invaridns, tehat tetszdleges pontjan dthaladé megoldas trajektoridja is
a szintfelilleten halad, ahonnan Q(p) C V=1(0).

J. P. LASALLE ismerte fel 1968-ban, hogy a bizonyitasnak ez a része nem csak
a stabilitaselméletben, de a kvalitativ vizsgdlatokban &altalaban, a leghasznosabb
eszkozok egyike. igy sziiletett meg az invarianciely:
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2.1.* TETEL. (J. P. LASALLE [35]). Legyen z = ¢(t) a (2.1) egyenletnek
egy megoldasa, és tegyiik fel, hogy létezik olyan lokélisan Lipschitz-tulajdonsdgi
V : G — R fiiggvény, amelyre V(z) < 0 teljesil a ¢ megoldas v(p) trajektdridjdnak
pontjaiban. Ekkor G N Q(p) C M, ahol M azon teljes trajektdridk egyesitése,
amelyeknek mindegyike a V=1(0) halmazban fekszik.

Az invarianciaelv jelent6sége abban all, hogy lokalizdlja a megoldas aszimp-
totikus viselkedését meghatirozé pozitiv hatarhalmazt. Pédaul, ha tudjuk, hogy
v() korldtos és (¢} C G, akkor a pozitiv hatarhalmaz vonzasi tulajdonsaga (1. 1.
fejezet) miatt az invarianciaelv egy kovetkezményeként adédik a p(t) — M (t — oo)
tulajdonsig.

A jelen fejezet célja ilyen lokalizacids tételek megalkotasa a nem-autondém

(2.2) t=X(z,t) (X:T—RF

differencidlegyenletrendszerre. Mint latni fogjuk, a fent emlitett elsd 1épés (2.2)-
re kiilonosebb nehézségek nélkiil altaldnosithaté, mindossze a V~1(c) szintfelillet
megfeleldjét kell megtalalni. A masodik 1épést viszont lehetetlenné teszi a nem-
autondém esetben az a tény, hogy a pozitiv hatarhalmaz invariancidjdnak még csak
értelme sincs. Igy az Q(p) és a V=1(0) megfelel6jének kolcsonos helyzetét teljesen
1) médszerekkel kell tanulmanyozni.

2.1. Lokalizacié Ljapunov-fiiggvény szinthalmazaval

A (2.2) rendszer nem autoném, igy egy z : [to,w) — R* megolddsit geomet-
riailag t — (¢, z(t)) grafikonjival reprezentalhatjuk a kibSvitett R*+1 fazistérben.
Azt mondjuk, hogy az z megoldas a A C I" halmazban halad, ha grafikonja A-ban
fekszik.

2.1.1. Definicié. Legyen A C T adott. Azt mondjuk, hogy V € Lip(A; R)
a (2.2) rendszerhez tartozdé Ljapunov-fiiggvény a A halmazon, ha létezik olyan 7 :
R, — R, folytonos fiiggvény, amelyre az

/n(t)dt < oo, V(z,t) <n(t) ((z,t) €A)

egyenlGtlenségek teljesiilnek.

A A halmazra vonatkozdéan haszndlni fogjuk a kovetkezd jeloléseket:

L(t) = {z:(z,t) €A}, L= JL@t); L* =) | L(®)

>0 T>0t>T
Ha egy ¢ : [to,w) — R* megoldas A-ban halad, akkor Q(p) C L*.
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14 HATVANI L.

A V fiiggvénynek az w,c (0 < w < 00, ¢ € R) szamokhoz tartozé hatdr-
szinthalmazdn [82) azt a V~![c,w] C L* halmazt értjik, amelynek barmely p pont-
jahoz létezik olyan (z;,t;) € A (i = 1,2,...) sorozat, hogy

limz; =p, limt; =w -0, lim V(z;,t;)=c.
1— 00 $— 00 $— 00

Ha V nem fiigg t-t8l, akkor nyilvinvaléan V~}[c,w] = V~!(c). Konnyii beltni,
hogy ha a V(.,t) : L(t) - R (t € [0,w)) fiiggvénycsalad egyenl6 mértékben
folytonos, és

t-l»iurzrlo V(z,t) = V*(z) (z € V—l[c,w]),

akkor V~1c,w] = (V*)~1(c).

2.1.2. LEMMA. Legyen V a (2.2) egyenlethez tartozé Ljapunov-figgvény a A
halmazon, és legyen ¢ : [to,w) — R¥ (2.2)-nek tetszbleges, A-ban haladé megoldi-
sa, amelyre Q(p) # 0. Tegyik fel, hogy az L* halmaz minden p pontjihoz létezik
olyan 6(p) > 0 szdm, hogy V(z,t) alulrdl korldtos a {(z,t) € A : |z — p| < 6}
halmazon. Ekkor a

t-liul;n—o Vip(t),t) =: ¢

hatdrérték létezik és véges, kovetkezésképpen
Qp) C V1[e,wl
Bizonyitds. Legyen p € Q(p) és {t;}72, olyan sorozat, hogy

limt; =w—-0, lim ¢(t)=p.
$— 00 1— 00

Vezessiik be a

w() = V(e )+ [n()ds (o<t <w)

jelolést. A Ljapunov-fiiggvény definicidja szerint
D*uw(t) = V(p(t),t) - n(t) <0,

tehdt w csokkend figgvény. Masrészt, a lemma feltétele szerint a {w(t;)} sorozat
alulrdl korlatos, igy 1étezik a lim;_,,,—o w(t) =: ¢ véges hatarérték, ahonnan a lemma
allitdsa azonnal kovetkezik. O

2.2 Lokalizdcié Ljapunov-fliggvény derivaltjanak 0—halmazdval

Az invarianciaelvnek nem-autoném rendszerekre vald kiterjesztésénél a f8 ne-
hézséget az okozza, hogy a megoldasok pozitiv hatdrhalmazénak invariancidja meg-
sziinik. Most vazoljuk az invarianciaelvnek (1.2.1.* tétel) egy olyan bizonyitisit az
autoném esetre, amelyben a hatarhalmaz invarianciajat nem hasznaljuk ki — ez a
bizonyitas kijeloli a kiterjesztés f6 iranyait.
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Tegyiik fel, hogy az allitds nem igaz. Ekkor létezik olyan p € Q(y), ¢ > 0, hogy
B(p,0)NV~1(0) = 0. Egyrészt, a y(¢) trajektéridnak allandéan vissza kell térnie a
p pont tetszdleges kozelébe. Masrészt, B(p, ¢)-ban V-nak negativ maximuma van,
igy amig () itt tartézkodik, V' (¢(t)) gyorsan csokken; kovetkezésképpen v(p)-nek
ki kell 1épni B(p, ¢)-bol. Tehat létezik idépontoknak --- < t] < t;" < ti,, <.
végtelenbe tarté sorozata, hogy () a [t;,t;"] id6szakban “atmetsm a B(p, g)\
B(p, /2) halmazt. Nyilvin, |(t:") — p(t})| > ¢/2, ugyanakkor ¢(t) = X (p(t))-nek
a [t;,t;"] intervallumon i-tdl figgetlen korlatja van, ezért |t;" —t;| > 6 > 0 (i =
1,2,...), ahonnan V(p(t)) — —o0, t — 00, ami ellentmondas.

x¥ )

B(p.g)

b
\\

\'y(qs) X

7/

v'(0)

2.1. dbra

A rendszer autoném voltat ebben a bizonyitasban csak két helyen hasznaltuk
lényegesen: egyrészt, hogy V = V(z) nem fiigg kozvetleniil t-t8l, igy a V # 0
halmaz kompakt részhalmazain V nagativ konstans alatt marad; marészt, X(z)
korlatos minden kompakt halmazon. Ennek koszonhetd, hogy az invarianciaelv
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iltaldnosithaté a kovetkezd iranyba: tegytik fel, hogy valamely U folytonos fiigg-
vénnyel.

(23) V(z,t) SU(z) <0 ((t,2)€T),

és adjuk at a V~1(0) szerepét az U~1(0) halmaznak, tovibba tegyiik fel, hogy
X(z,t) valamilyen értelemben korlatos a K x R* halmazokon, ahol K C Ry kom-
pakt (1. LASALLE [35,36)).

Mint az alkalmazasok soran latni fogjuk, sok esetben mindkét feltétel til szi-
gori. Aldbbi kiterjesztésiinkkel kezelni tudjuk majd azokat az eseteket is, amikor a
Ljapunov-figgvény derivdltjara (2.3) helyett csak egy

V(z,t) < a(t)U(z) («: Ry = Ry, U:G— R_)

alaki becslés van birtokunkban, ahol a(t) t-nek barmilyen nagy értékeire akar a
zéro-értéket is felveheti, de ,,atlagban” nem kicsi:

2.2.1. Definicié. A mérhetd o : Ry — R, fiiggvényt integrdlisan pozitivnak
nevezziik, ha birmely
S:=Jlaib] (a0 <bi<aiyr, bi—a;26>0, i=12,...)

=1
/0200.

S

halmaz esetén

A B : Ry — R_ figgvényt integrdlisan negativnak nevezziikk, ha —g in-
tegralisan pozitiv.

Az a(t) = ap > 0 nyilvinvaléan integrilisan pozitiv, de ugyanilyen tulaj-
donsigi minden nem-negativ periédikus fliggvény is, amely egyetlen részinterval-
lumon sem azonosan nulla. Koénnyli bebizonyitani, hogy « akkor és csakis akkor
integrdlisan pozitiv, ha barmely § > 0 szam esetén

146
(24) liminf / a>0.

t—o0
t

Az X(z,t) korldtossigara vonatkozd feltétel azért tul szigord, mert gyakran
taldlkozunk olyan esetekkel (pl. a parcidlis stabilitdsra vonatkozé problémakban),
amikor az r allapothatdrozé helyett annak csak adott W : R¥ — R’ fiiggvényérdl
(pl. az dllapothatarozé-vektor koordindtainak egy részérdl) tudjuk, hogy a megolda-
sok mentén nem valtozik ,,til gyorsan”. Ez abban jelentkezik, hogy X (z,t) helyett
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a W(z,t) fiiggvényre teljesiil bizonyos korlatossidg. Természetes gondolat ekkor az
euklideszi |z — p| tavolsag helyett a |W(z) — W(p)| pszeudo-metrikat hasznalni.
Legyen adva egy W € Lip (G; R") fiiggvény. Ennek felhasznalasaval vezessiink
be egy 1j kornyezetrendszert G-ben az alabbi definicidval:
B*(p, o) jelolje a W—1[B,.(W(p),e)] = {z € G : [W(z) — W(p)| < ¢} halmaz
p—t tartalmazé komponensét (p € G, ¢ > 0).

%% 4 & BIWI(p). o)

2.2. dbra

Az invarianciaelv kiterjesztését el6készitendd most két olyan lemmat bizonyi-
tunk, amelyek arra adnak elegendéd feltételt, hogy egy p pont ne tartozzék hozza
egy adott ¢ megoldas pozitiv hatarhalmazahoz.

2.2.2. LEMMA. Legyen V a (2.2) egyenlethez tartozé Ljapunov-figgvény I'-
n, és tekintsiik az egyenlet egy tetszileges A C T'-ban haladé ¢ : [to,w) — RF
megoldasat. Tegyiik fel, hogy a p € G N L* ponthoz létezik olyan o > 0, T > 0
szampar, hogy

H(p,0) = AN(B*(p,0) x (T,0))

Osszefiiggs nyitott halmaz, és minden olyan u : [T,00) — R* lokélisan abszolit
folytonos fiiggvényre, amyelynek grafikonja H(p, o)-ban van, teljesiilnek a kovetke-
z6 feltétetlek:

(1) fW(u(s), s)ds egyenletesen folytonos,
T
(2) [V (u(t),t)]- integrdlisan pozitiv,

(3) V(u(t),t) alulrdl korldtos
a [T, 00) intervallumon.
Ekkor p & Q(yp).

2.2.3. LEMMA. Az el6z8 lemma dllitdsa érvényben marad, ha az (1), (2)
feltételt az alabbiakkal pStoljuk:

(1) f W (u(t), ) dt < oo;
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@) :fi/(u(t),t)dt = —c0.

Bizonyitds. A két lemmat egyiitt bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy az allitas nem igaz, vagyis p € Q(y). Ekkor az 1.1. lemma
szerint w = 0o, és létezik olyan {t;} sorozat, hogy t; — oo, p(t;) — p (i — o). Ez
azt jelenti, hogy elég nagy i-re o grafikonjanak t;-hez tartozé pontja H(p, ¢)-ban
van. Madsrészt, (2) — (3) miatt ¢ grafikonja nem maradhat valamely idSponttdl
kezdve véglegesen H(p,p)-ban, tehdt 1étezik két olyan {t;}, {t;”} sorozat, hogy

T<ti<t"<.--<ti<t" <...; limt; = oo;
$—+00
(2.5) W(p) - Wip®)l <e(t <t<t”)
e ..
W(p(t:") - We)l =5 (i=12...).

Mivel H(p,p) Osszefiiggd nyitott halmaz, létezik olyan u : R, — R* lokélisan
abszolit folytonos fliggvény, amely a [t},t;”] intervallumokon megegyezik a ¢ meg-
oldéssal, és grafikonja H(p, g)-ban van. Nyilvinval6an,

"_Il

(2.6) / W (u(t),t)| = g

és ez ellentmond az (1’) feltételnek, mely szerint W(u(t)) teljes valtozdsa R;-on
véges. Ezzel a 2.6. lemmat bebizonyitottuk.

Bebizonyitjuk, hogy (2.6) az (1) — (3) feltételekkel is ellentmondédsban van.
Az (1) feltétel kovetkeztében létezik olyan 6 > 0, hogy ha |t/ — ¢”| < 6, akkor
| I W(u(s),s)ds| < 0/2. (2.6) miatt tehdt t;" — ¢/ > 6 >0 (i = 1,2,...). (2)

szerint —[ V(u(t),t)]— integralisan negativ, igy

<) i ty
V)6 S Ve i)+ [1-3 [V, 9-d — -0 (- o)
) ji=1 )
b
és ez ellentmondasban van V(u(t),t) alulrdl valé korldtossagdval. 0o

Valdjaban mar a fenti két lemma is kozvetleniil haszndlhaté hatarhalmaz lo-
kalizalasara, de a feltételek — kiilondsen (2), illetve (2’) — nehezen ellenérizhetdk.
Ezt megkonnyiti az a koériilmény, hogy a problémdkban — mint mar kordbban
emlitettuk — a Ljapunov-fugguény derivaltjara gyakran adhaté egy szeparalt val-
tozoji becslés:

(2.7) V(z,t) < a(t)U(2) +n(t) ((z,1) € A),
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ahol a,n: Ry — Ry, U : LN G — R_ mérhetdk, 5 integralhaté R, —on. Jelolje F
az U fiiggvény 0-halmazat:
F:={zelnG:U(z)=0}.

Ezt a halmazt sokszor ,,veszélyes halmaz”-nak szoktdk nevezni [45,46]. Ennek az
az oka, hogy ha egy egyensiilyi helyzet attraktivitiasat szeretnénk bizonyitani (ami
annyit jelent, hogy a megolddsok pozitiv hatdrhalmaza egyetlen pont, éspedig az
egyensiilyi helyzet), akkor egyediil F pontjai ,,veszélyesek”, mivel — mint ahogyan
az aldbbi tételek mutatjik — az F halmaz F° komplementerének pontjai nem lehet-
nek megoldasok hatarpontjai.

2.2.4. TETEL. Legyen V a (2.2) egyenlethez tartozé Ljapunov-figgvény I'-n,
legyen A C T adott, és tegyiik fel, hogy a (2.7) becslésben szerepls fiiggvények
rendelkeznek a kdvetkezd tulajdonsdgokkal:

(1) « integralisan pozitiv;

(2) barmely p € F° ponthoz léteznek olyan o(p) > 0, T(p) szamok, hogy

sup{U(z) : z € S(p,e) := LN B*(p,0)} < 0;
tovdbb4 minden olyan u : [T,00) — RF lokdlisan abszolit folytonos fiiggvényre,
amelynek grafikonja a
H(p,0) :=AN(B*(p,0) x (T,00))
osszefiiggl nyitott halmazban van, teljesiil, hogy

t o,
(3) [ W(u(s), s)ds egyenletesen folytonos, és
T

(4) V(u(s), s) alulrdl korldtos
a [T, c0) intervallumon.

Ekkor barmely, A-ban haladé ¢ : [ty,w) — R* megolddsra Q(¢) NG C F.

Ha L* C G is teljesiil, akkor ¢(t) — Fo, (t = w — 0). Ha ¢ még korldtos is,
akkor w = 0o és p(t) — F (t — o).

2.2.5. TETEL. Az el6z6 tétel dllitdsai érvényben maradnak, ha az (1) és (3)
feltételt a kovetkezSképpen médositjuk:

(') Zoa = 00;
@) IlW(u(t),tﬂdt < co.

Bizonyitds. A két tételt egyiitt bizonyitjuk.

Tegyiik fel, hogy az 4llitds nem igaz. Ekkor létezik olyan ¢ megoldas és p €
Q(¢) N G pont, amely nem tartozik F-hez. A feltételek szerint léteznek olyan
e(p) > 0, 6(p) > 0, T(p) szdmok, hogy

V(z,t) < =8a(t) +n(t) ((z,t) € H(p, 0))-
Igy teljesiilnek a 2.5 (illetve 2.6.) lemma feltételei, ezért p & Q(¢), ami ellentmondas.
Ha L* C G, akkor Q(p) C G, és ezért p(t) — Fo, (t = w —0). Ha ¢ még
korldtos is, akkor Q(¢) # 0, és p(t) = F (t - 00). O
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A ¢(t) = Fs ,konvergenciat” a 2.3. abra szemlélteti.

2.3. dbra
A 2.2.5. tétel létjogosultsdgat az tdmasztja ala, hogy (1) = (1°), (1’) # (1),
és (37) = (3), 3) # (3)-
2.3. Néhany kovetkezmény, példa

A 2.2.2., 2.23. lemmak bizonyitidsit analizalva konnyd latni, hogy ha W
skalaris értékii fiiggvény (azaz r = 1), akkor a (2.5) formuldkban szerepld {t;}, {t;"}
sorozatokrdl az utolsé sorban irott osszefiiggés helyett akar a

Wipt") - W) =5 (=12...),
akar a g

W) - W(e) = -2 (=12,...)
egyenlSségek teljesiilését is feltehetjiik. Ennek megfelelden a kivant ellentmondashoz
akkor is eljutunk, ha a lemmak (1), illetve (1’) feltételében W, illetve |W| helyébe
akar a [W),, akar a [W]_ fiiggvényt irjuk. Ezért helytall a kovetkezd

2.3.1. Megjegyzés. Ha W skalaris értékii, azaz r = 1, akkor a 2.2.4. illetve

2.2.5. tételben a (3), illetve (3’) feltétel helyett az alabbi — gyengébb — feltétel
kovetelhetd meg: barmely t — (u(t),t) € H(p,g) lokalisan abszolit folytonos
fliggvény esetén

J0u(e), ) -y
4

egyenletesen folytonos R,-on, ahol [h(s)];(-) azt jelenti, hogy vagy [h(s)]4 &ll s
minden értékére, vagy [h(s)]- &ll s minden értékére. O
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A tételekben szereplé feltételek szerepe, természete viligosabb lesz, ha megfo-
galmazunk néhiny kovetkezményt.

A A halmaz azért jelenik meg a feltételekben, hogy a lokalizalas soran haszno-
sitani tudjuk a megoldasokrdl esetleg mar birtokunkban 1év6 ,,3 priori” ismereteket
(ha ilyen informaciénk nincs, akkor A = I'). Péld4ul, gyakran tudjuk, hogy min-
den megoldds korlatos (ennek megallapitasira léteznek a lokalizaciotdl fiiggetlen
modszerek [55]). Sokszor a lokalizilisra maér csak akkor keriil sor, amikor az
egyensiilyi helyzetrdl stabilitast tudunk, ahonnan a korlatossag kovetkezik. Ezekben
az esetekben a feltételek az alabbi médon egyszeriisodnek.

2.3.2. KOVETKEZMENY. Legyen K pozitiv szdm, amelyre B(O,K) C G,
legyen V Ljapunov-figgvény B(O, K)x Ry -on, és tegyiik fel, hogy a (2.7) becslésben
szerepld fiiggvények eleget tesznek a kovetkezd feltételeknek:

(1) a integrélisan pozitiv;

(2) barmely p € F*¢ ponthoz létezik olyan o(p) > 0, hogy

S(p,0) := B(O,K)N B*(p,¢) C F5

t .
(3) [sup{|W(=,s)| : z € S(p, ¢)}ds egyenletesen folytonos Ry —on;
0

(4) V alulrdl korldtos az S(p, ¢) x R4+ halmazon.

Ekkor bdrmely ¢ : [tg,00) — B(O, K) megoldasra ¢(t) — F teljesiil, ha
t — oo. 0

Tekinsiik most a 2.2.4. tételnek azt a specidlis esetét, amikor W(z) = z. Mivel
ekkor B*(p, ¢) = B(p, ¢), a A halmaz szerepe lényegtelenné vilik, hiszen a (2) feltétel
A =T mellett is mindig teljesiil.

2.2.3. KOVETKEZMENY. Tegytk fel, hogy V Ljapunov-figgvény -n, és a (2.7)
becslésben o integralisan pozitiv. Tovabba tegyiik fel, hogy ha H C G kompakt,
akkor barmely u : Ry — H folytonos fiiggvény esetén az f(; X (u(s), s)ds egyenlete-
sen folytonos és V (u(t),t) alulrdl korlitos R,~on. Ekkor barmely ¢ : [to,w) — R
megolddsra Q(¢) N G C F. Specidlisan, ha a ¢ megoldds trajektdridja prekompakt
G-ben, akkor ¢(t) — F (t — o).

Ennek a kovetkezménynek a(t) = 1 specidlis esete az invarianciaelv nem-
autoném rendszerekre valé LaSalle-féle kiterjesziése [36]. Annak illusztrilasara,
hogy a nem-alland6 a(t) esete fontos lehet, elegendé elképzelniink egy olyan rend-
szert és Ljapunov-figgvényt, amelyekre

(2.8) V(z,t) = (sin®t)U(z) (U:G — R_).
Mivel ebben az esetben LaSalle-tipusi (2.3) becslés csak az U(z) = 0 fiiggvénnyel all,
a LaSalle-féle dltaldnositds nem alkalmazhaté. Ugyanakkor a2.3.3. kdvetkezmény

igen, hiszen az a(t) = sin® t fiiggvény integralisan pozitiv.
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A 2.2.4.-2.2.5. tételeknek a LaSalle—féle kiterjesztésekkel és mds altaldnositd-
sokkal [82,41,51,57] valé Gsszehasonlitasaban fontos szerepet jitszik a W fiiggvény
megjelenése is. Az eddigi altalanositasokban — mint ahogyan a 2.3.3. kovetkez-
ményben is — az fot X(u(s),s)ds fiiggvény egyenletes folytonossaga azt hivatott
biztositani, hogy az z(t) megoldds ne valtozhasson ugyanakkorat barmilyen rovid
id6 alatt. Viszont gyakran el6fordul, hogy egy aszimptotikus tulajdonsig meglétét
nem befolyasolja, ha. z(t) bizonyos irdnyokban gyorsan véatozik. Példaul, ha az
z = 0 attraktivitdsa érdekel benniinket, akkor virhatéan nem zavard, hogy z(t)
“gyorsan forog” az z = 0 kériil, vagyis X (z,t)-nek az z(t) helyzetvektorra merdleges
osszetevSje nagy; elegendd az (|z]|?) = 2X7(z,t)z fiiggvény korlatozasa. A W(z) =
zTz vilasztdssal — a 2.3.1. megjegyzést is figyelembe véve — adédik az alabbi

2.3.4. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy T = R¥ x R, és V olyan Ljapunov-
figgvény I'-n, amely korlitos, valahinyszor z egy kompakt halmazon valtozik.
Tegyiik fel tovdbbd, hogy léteznek olyan folytonos o, a : Ry — R, fiiggvények,
amelyekre a(0) = 0; a(r) > 0, ha r > 0; « integrdlisan pozitiv, és

V(z,) < —a(t)a(lz]) (z€R* t€Ry).

Ha bdrmely r1,r2 (0 < ry < r3) szdmok esetén

t
/sup{[XT(z,s)x]+(_) i1y < || < ro}ds
0

egyenletesen folytonos Ry -on, akkor (2.2) bdrmely ¢ : [to,w) — R*¥ megolddsdra
vagy ¢(t) — 0, hat — oo, vagy p(t) = 00, hat »w —~0. D

Visszatérve a V(z,t) < U (z) < 0 becslés gyengitésének kérdésére meg kell je-
gyezniink, hogy LASALLE [36] és ONUCHIC [41] ebben az irdnyban a kdvetkezSt érték

el: csupan a V(z,t) < 0 becslést feltéve Q(p) NG C H tartalmazast bizonyitottak,
ahol

H:={zeG:(3{(zi,t)}2,) (zi — z, t; > o0,
V(@i t:) = 0 (i — 00))}.
A (2.8) tulajdonsaggal rendelkezd Ljapunov-figguényre azonban ez sem mond sem-
mit, hiszen H = G. Megvan viszont az az eldnye, hogy a (2.7) becslés nélkiil is

alkalmazhaté. Mddszeriinkkel azonban ez az eredmény is élesithets. Vezessiik be
az

Fi={zeG: (= t)}2) W(w) - W), t:i =0,
V(ziti) = n(ti) = 0 (i > 0))}

jelolést.
A 2.2.2 lemmabdl a 2.2.4. tételhez hasonldan vezethetd le az alabbi
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2.3.5. KOVETKEZMENY. LegyenV Ljapunov-figgvény a T halmazon és legyen
A C T adott. Tegyiik fel, hogy barmely p € F¢ ponthoz léteznek olyan o(p) > 0,
T(p) szamok, hogy L N B*(p, ¢) és F idegenek, valamint minden olyan
u: [T,00) — R" lokdlisan abszoliit fiiggvényre, amelynek grafikonja a
H(p,e) := AN(B*(p,e) x (T, ))

Osszefiiggs nyitott halmazban van, teljesil, hogy f;, W (u(s), s)ds egyenletesen foly-
tonos, és V(u(s), s) alulrdl korldtos a [T, 00) intervallumon.
Ekkor barmely, A-ban haladé ¢ : [to,w) — R* megolddsra Q(¢) NG C F.

2.3.6. Példa. Tekintsik az
(2.9) _ i +a(t)s +b(f(2) =0 (s €R)

egyenletet, ahol a : Ry — R, f : R — R folytonos, b : R4y — R folytonosan
differencidlhats. Az y = z valtozd bevezetésével egyenletiink elsérendii rendszerré
irhaté &t:

(2.10) i=y, §= -bO)f(z) - alt)y.

Tekintsiik a

V(z,y,t) = b(t)+2F(Z) F(z) —/f, W(z,y) = (22 y;)

segédfiggvényeket. A V és W fiiggvénynek a rendszer szerinti derivaltja:

V= oy’ o) = T + ok

= (zy, -b(t)yf(z) — a(t)y?).
A 2.2.4. tétel kovetkezményeként az alabbi eredmény adddik:

2.3.7. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy f(:(lal + |b]) egyenletesen folytonos
Ry-on. Ha b(t) > 0, vagy valamely v > 0 szdammal b(t) < —« teljesil t elég
nagy értékeire, valamint o integrdlisan pozitiv, akkor (2.9) barmely z : [to,w) — R
megolddsdra vagy a) |z(t)|+ |z(t)] = o0, hat - w -0, vagy b) z(t) — 0,
hat — oo. 0

t
Ha a(t) > 0, akkor ebben az éllitasban szemet sziir az [ a fiiggvényre vonatkozé

0
feltétel, hiszen mechanikai tapasztalataink azt sugalljak, hogy ,nagyobb” surlédas
mellett a sebesség méginkabb 0-hoz tart. Ezen tapasztalatainkkal 6sszhangban allé
eredményt kapunk, ha ebben az esetben segédfiggvénynek a W(y) = y2/2 skalar
értékil fiiggvényt vilasztjuk. Ennek derivaltjara érvényes a

[W(z,3,t)]s = [-b()f(2)y — a(t)y®)+ < [~b(t) f()]+
becslés. Ha alkalmas feltétellel biztositjuk z(t) korldtossagat, akkor alkalmazhatjuk
a 2.2.4. tétel 2.3.1. megjegyzéssel finomitott formajat. Igy adédik az alabbi
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2.3.8. KOVETKEZMENY. Tegyik fel, hogy a(t), b(t) > 0, és

lim F(z)=o00
le| =00

Ha f<; b egyenletesen folytonos R, —on, és a integralisan pozitiv, akkor (2.9) barmely
z megolddsira z(t) - 0, hat - o0. O

A lokalizacids tételek legfontosabb alkalmazasat a harmadik fejezetben latjuk,
ahol nem-autondm rendszer egyensiilyi helyzetének aszimptotikus stabilitasara ve-
zetiink le elegendd feltételeket. A jelen fejezet végén az olvasé taldl még egy al-
kalmazast 2x2 tipust linearis rendszerekre, amelyre azért nem itt keril sor, mert
ugyanaz a rendszer a kovetkez3 pontokban megfogalmazandé lokalizacios tételek
illusztrdlasira is kivaléan alkalmas.

2.4. A 2.2.3. lemma egy dltaldnositdsa

Az eddigiekbél kitlinik, hogy egy moddszer nem-autoném rendszerekre vald
kiterjesztése soran annal jobb eredményt kapunk, minél jobban figyelembe tudjuk
venni a rendszer jobboldaldnak az id6t&l valé explicit fliggését (a Ljapunov-figguvény
is figg az 1d6tdl, a derivaltjira vonatkozd becslés is fiigg az 1d6tél). Eppen ezért
az olvasénak biztosan feltiint, hogy az eredményekben oly fontos szerepet jatszo
W figgvény nem fiigg az id6t6l. Ennek az az oka, hogy az id6tdl is explicite
fiiggd W(z,t) szerepeltetése a kifejtést technikailag bonyolultabba tette volna. U-
gyanakkor az altalunk bemutatandé mddszer alapgondolata mar a stacionarius
W(z) esetében is csonkitatlanul megjelenik. Mdsrészt viszont, sok esetben csak az
altalanos eredmények alkalmazhatdk, igy ezekrdl is szélnunk kell. Utalunk azokra
a pontokra, ahol lényeges valtoztatasokra van sziikség — az eredmények pontos
megfogalmazasat és bizonyitasit az értekezés terjedelmének korlatozottsaga miatt
itt melldzzik (a részletekre vonatkozéan 1. a [26] dolgozatot). Megfogalmazunk
tovabba egy olyan eredményt, amely mutatja, hogy W(z,t)-ben a t megjelenése
lényeges, és ezt a 2.3.6. példaban targyalt egyenletre alkalmazzuk.

Legyen adva egy W € C!(T; R") fiiggvény, amelyrsl azt is tudjuk, hogy a
{W(-, ) }ter, fliggvénycsalid elemei G-n egyenld mértékben folytonosak. A p € G
pontnak ezen W fiiggvény segitségével definidlt kornyezete az idében valtozik; a
2.2. dbra helyett most a 2.4. abra érvényes.

A tételek megfogalmazasaban térténd valtozasok:

1) a H(p, ¢) halmaznak a 2.2.2. lemmaban tald'haté definici6jdban a B*(p, o) x
(T, 00) halmaz az

(2.11) {(z,t) eT : |W(z,t) - W(p,t)] < e} (pr€G; 0< o= konst.)

halmaznak az z = p egyenest tartalmaz6 komponensével helyettesitends;
2) a W(u(s), s) helyére mindeniitt W (u(s), s) — D;W(p, s) irandé.
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2.4. dbra

Erdekes, hogy bizonyos esetekben az altalanositasnak még ez a szintje is kevés:
tovabbi engedményeket kell tenniink a feltételeknek az id6tdl valé explicit fliggése
iranyaban. Tekintsiik példaul a 2.3.6. példaban szerepl6 (2.9) egyenletet, és tegyiik
fel, hogy tovabbra is az z(t) — 0 (t — oo) tulajdonsag feltételeit keressiik. A
korabban kapott feltételek mindegyike a |b(t)| fliggvényt valamely értelemben felil-
rél korlatozza. Ha b(t) > 0, akkor ezt igy mondhatjuk, hogy a rezgés soran a rugal-
massagi egyiitthaté nem néhet akarhogy (a rendszer nem merevedhet akarhogy).
Pedig a mechanikai tapasztalat azt sugallja, hogy kell6 surlédassal ekkor is elérhetd,
hogy a sebesség 0-hoz tartson.

Tekintsiik hat a kovetkezd problémdt: Legyen b : Ry — R adott differencidlhaté
figgvény. Tegyiik fel, hogy b(t) > 0 (t € Ry), de felilrél a fiiggvényt nem
korlatozzuk, és b(t) is tetszdleges. Keressink olyan feltételt az a : Ry — R
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fuggvényre, amely biztositja, hogy a (2.9) egyenlet minden megoldasanak derivaltja
0-hoz tart, ha t — co.
Tekintsiik a W(z,y,t) := y%/2b(t) fiiggvényt. Ennek (2.10) szerinti derivaltja:

a b 2
(212) W(x,y,t)=—f(r)y—<2b((,t))+bb2((tt))) = (@) - a0

Tehat

. 2
(213) W(z,y, s) —_ D,W(zo,yo,s) = —f(z)y - a(t)_ + % yg

ami azt mutatja, hogy W-nek ezen vilasztdsa megengedi a b(t) — oo esetet. Viszont
ha az L(p, ¢) halmazt a (2.11) szerint definidljuk, akkor azt kell megkovetelnink,
hogy a V(u(t),t) = —a(t)w?(t) fiiggvény legyen integralisan nagativ, valahanyszor
az u(t) = (v(t), w(t)) fiiggvény grafikonja benne van az

1
{(z,u,t) e R> x Ry : ;(t—)lyz—yél <e} (w#0, ¢>0)

halmazok valamelyikében. Ez viszont egyetlen yo—ra és p—ra sem teljesiil, hiszen a
b(t) — oo miatt akar w(t) = 0 is lehetséges elég nagy t—re. Ezen tgy segithetiink,
ha a (2.11)-ben azt is megengedjiik, hogy ¢ fliggjon t-t6l.

Foglakozzunk a tovabbiakban az egyszeriiség kedvéért csak azzal az esettel,
amikor W skalaris figgvény: W € C(T; R). Adott P € G ponthoz és € > 0-hoz
rendeljik hozzd a

0e p(t) := max{|W(z,t) - W(p,t)| : |z — p| < €}
folytonos fiiggvényt. Jelolje S*(p,¢) az
{(z.,t) €T : [W(z,t) - W(p,t)| < ee,p(t)}

halmaz z = p egyenest tartalmazé komponensét, és legyen

Bi(p,€) :=A{(z,t) € S*(p,e) : W(z,t) — W(p,t) = gp(t)},
B_(p,¢€) := {(z,t) € S*(p,€) : W(z,t) - W(p,t) = —gp.(1)}.
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w4 chp(t)
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2.5. dbra
Az alabbi eredmény a 2.2.3. lemma &ltaldnositdsanak tekinthetd.

2.4.1. LEMMA. LegyenV a (2.2) egyenlethez tartozé Ljapunov-figgvény I'-n,
legyen A C T adott, és tekintsiik az egyenlet egy tetszSleges ¢ : [tg,00) — R*, A-
ban haladé megoldasat. Tegytk fel, hogy egy p € GN L* ponthoz léteznek olyan
p > 0, T € Ry szamok, amelyekkel teljesiilnek az aldbbi feltételek: ha u : Ry —
R* tetszéleges olyan lokalisan abszohit folytonos fiiggvény, amelynek grafikonja a
H(p,p) := AN S*(p, ) halmaz lezdrdsdban halad, akkor
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() T V(u(t), t)dt = —oo;

0
(ii) V(u(t),t) alulrdl korlitos Ry -on ;
(iii) vagy .
W(z,t) — D:iW(p,t) < D™ pp u(t)
valahdnyszor t > T, (z,t) € B4+(p,p) N A, vagy

W(z,t) - DiW(p,t) > D_gpu(?)

valahdnyszor t > T, (z,t) € B4+(p, p) NA;
(iv) vagy .
W(z,t) — D:W(p,t) < —D_pp (1)

valahdnyszort > T, (z,t) € B_(p,p) N A, vagy
W(e,t) — D:W(p,t) > D™ gp u(t)

valahdnyszor t > T, (z,t) € B_(p, p)A.
Ekkor p ¢ Q(4).

A lemma bizonyitisa hasonlé a 2.2.2. és 2.2.3. lemma bizonyitasiahoz, csupan
egyetlen lényeges pontban van eltérés. Az emlitett lemmakban a feltételek azt
teszik lehetetlenné, hogy a megoldas grafikonja (a most érvényes jelolésekkel szélva)
végtelen sokszor atmesse az S*(p, u) \ S*(p, s#/2) halmazt. A differencidlegyenlSt-
lenségek alaplemmajanak ([59], 64. o.) felhaszndldsaval be lehet litni: most a
(ii))-(iv) feltétel azt biztositja, hogy a megoldas grafikonja t nagy értékeire vagy
csak beléphessen az S*(p, u) halmazba, vagy csak elhagyhassa azt, ami ugyanigy
ellentmondashoz vezet.

A részletes bizonyitast mellézziik.

2.4.2. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy a V Ljapunov-figgvény eleget tesz
a (2.7) becslésnek, és fooo a = oo. Legyen A C T adott. Tegyiik fel, hogy barmely
p € L* NG\ F ponthoz léteznek olyan u,v > 0, T € R, szamok, amelyekkel
teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(i) ha (z,t) € H(p,p) := AN S*(p,p) ést > T, akkor U(z) > v;

(i) V alulrdl korldtos a H(p, p) halmazon;
(iii)—(iv) a 2.4.1. lemma (iii)—(iv) feltétele teljesil.

Akkor a (2.2) egyenlet minden, A-ban haladé megoldasira Q(¢) NG C F.

Ha még az L* C G tartalmazds is igaz, akkor p(t) = Foo (t >w —0). Haa ¢
megoldas korldtos, akkor w = 00 és p(t) = F (t = 00). O

Alkalmazzuk a 2.4.2. kovetkezményt a (2.9) egyenletre felvetett problémank
megoldasira. Hasznaljuk most is a 2.3.6. példdban mar bevezetett V(z,y,t) :=
y?/b(t) + 2F(z) Ljapunov-figgvényt, amelynek (2.10) szerinti derivaltja:

V(1) = —a(t)y?, a(t):= 20 4 2O

OO
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Tekintsiik a W(y,t) := y%/(2b(t)) figgvényt. Ekkor tetszileges p = (q,r)
(r #0) pontra és p (0 < p < |r|) szdmra

arlt) = max { sl = sy = vl S =

T T e e ) P

Ha 0 < ¥ < v/2 — 1, akkor
S*(p,u) ={(z,y,t) : € R, t € Ry,
2-1+7)3Y%r < lyl < 1+ },

vi=2- 1+l =(1-B)rl, (B=1-[12-(1+7)4?)

valasztassal a 2.4.2. kovetkezmény elsd két feltétele teljesiil. A (iii)—(iv) feltétel
biztositasahoz el8szor vegylik észre, hogy

Bi(p,p) = A{(z,y,t) :y=(1+7)r}.

A (2.12)—(2.13) szamolast folytatva a

(2.14), (W (z,y,t) = DW(p, )ly=(14)r —
"%"M(t) =~ f@ U+ 7)r + S (1+7)? {—2,)“(—?))+

b(t) [2y+72 1
“7275[(1%7)2_1+(1+‘r)2]}S
 falt) 1Az
<=+ {53 - F o)

becslést nyerjik.
Hasonléan kaphatd, hogy

B_(p,p) = {(z,v,t) :y=(1-B)r}

(2.14)_ [W(z,y,t) - W (p,t)]y=1-p)r +
d a(t) |f(=)I
+:179p,u(t) < '“7'2(1 - ﬂ)z {m - [r](1 = ﬂ)} :
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ALLiTAs. Tegyiik fel, hogy a (2.9) egyenletben szerepld fiiggvényekre teljesiil-
nek a kc')'vetkez()'zfeltételek:

(i) | llim J f(r)dr =

Z|—00 o
(i) 2a(t)b(t) + b(t)>0 (t>0);

a(s) 1

1 hm 2 [ ——<ds— —
() DO
(iv) ‘lim a(t)/b(t) =00

—+ 00
Ekkor (2.9) minden z(t) megolddsdra

tl_l’r{.lo z(t)=0.

Bizonyitds.
Adott K > 0 szdmra definidljuk a

A(K) := {(z,y,t) : |z} < K}

halmazt. Legyen z : [to,w) — R a (2.9) egyenletnek egy tetszdleges megoldasa.
Ekkor van olyan K, hogy ha |z| > K, akkor

F(z) > [2(t0)]?/b(to) + F(z(to)) -

Mivel V(z,y,t) < 0, az F(z(t)) fiiggvény nem vehet fel az ezen becslés jobb
oldaldn &ll6 konstansnal nagyobb értéket, tehat a (2.10) egyenletrendszer megfeleld
z = z(t), y = z(t) megoldasa A(K)-ban marad.

A A = A(K), F ={(z,y) € R? : y = 0} valasztassal a 2.4.2. kovetkezmény
els6 két feltétele teljesiil. Rogzitett p = (¢,r) (r # 0) ponthoz létezik olyan T € R,
hogy ha t > T, akkor

a(t)/b(t) > max{|f(z)| : |z| < K} /|r|(1 - B).

A (2.14)4 és (2.14)- becslések mutatjak, hogy a (iii)—(iv) feltétel is teljesiil.
A 2.4.2. kovetkezmény szerint tehdt (z(t), y(t)) —» Mo (t — w—0). De |y(t)| =
[£(t)] £ oo, mivel z(t) korldtos, tehit (z(t), y(t)) — M, vagyis z(t) — 0, hat — oo.
a

2.5. Lokalizacié a gytirti-mdodszerrel

A 2.2. pontban ismertetett lokaliziciés tételek valamilyen értelemben korld-
tozzak az |X(z,t)| fiiggvényt (dltalanosabban |W(a:,t)l — t). Most olyan tételeket
ismertetiink, amelyekben ilyen kozvetlen korlatozas nincs, pontosabban, a kézvetlen
korlatozas helyett a Ljapunov-figgvény V(:c t) derlvaltja és | X (z,t)| (altaldnosab-
ban |W(z, t)]) kozott tételeziink fel kapcsolatot. Ez a kapesolat, durvén szdlva, azt
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fejezi ki, hogy ha a ¢(¢) megoldas (altaldnosabban a W(p(t)) fiiggvény) a veszélyes
halmaz komplementerében gyorsan valtozik, akkor V{p(t),t) gyorsan csokken. Ezt
a becslést lokalizaldsra a gyilirdmoddszerrel hasznosithatjuk, amelynek lényege:
ap & Q(p) reliciét gy mutatjuk meg, hogy p-t korilvesszik egy gyiiriivel, és
belatjuk, hogy egyrészt ¢ trajektoridja nem maradhat valahonnan kezdve orokre a
gylird belsejében, masrészt viszont a gyliriit végtelen sokszor nem metszheti at.

A gytirlismédszer gyokere az alabbi egyszerii

2.5.1. LEMMA. Legyen a,b,: Ry — R lokdlisan abszohit folytonos, n €
Li(Ry), és tegyiik fel, hogy

liminfa(t) > —oo, liminfinf |b(¢)| =0,
t— o0 t—o0
a(t) <n(t) (L€ Ry).
Ha barmely € > 0-hoz létezik olyan 6(¢) > 0, T(¢) > 0, hogy
[t>T, e <b(t) < 2] = a(t) < —6[b(1)]-
akkor lim b(t) = 0.
t—00
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az &llitdis nem igaz, vagyis van olyan B szam,
amelyre

limsup |b(t)] > B > 0.
t—00
Az éltalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy limsup,_, ., &(t) > B. Ekkor
léteznek olyan {t}, {t;"’} sorozatok, hogy
B / " ! " / M /
T 3’ St1<t1 <"’<t"<t.‘ <t"+1<...,il_l’r{.]°t"200,

2B B
bt = 20 W) = o B <t <= T < < 2 (i=1,2...).

A feltételek miatt

tju o0 B p t,"
a(t;") < /dsa(t'l)+/n—5(§)2/[i>]— <
t o i=1 !
Skonst.—é(g) «jg — —00 (j — 00),

ami ellentmondas. a
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Most elegendd feltételt adunk arra, hogy egy pont ne tartozzon egy megoldas
pozitiv hatdrhalmazahoz.

Legyen adva egy W € Lip(G; R") fiiggvény, és tekintsiik ismét a 2.2. pont-
ban mar haszndlt kornyezetrendszert G-ben: B*(p, ¢) jelolje a W~1[B,(W(p), ¢)]
halmaz p-t tartalmazé komponensét (p € G, ¢ > 0) (1. a 2.2. abrat).

2.5.2. LEMMA. LegyenV a (2.2.) egyenlethez tartozé Ljapunov-figgvény I'-n,

és ¢ : [to,w) — R* az egyenletnek egy A C I'-ban haladd megoldasa. Tegyiik fel,
hogy a p € GN L* ponthoz létezik olyan ¢ >0, 8§ > 0, T > 0, hogy

(2.15) (1) V(z,) < —6W(z,8)] + n(t)
(2) V(z,t) alulrdl korlatos

a AN (B*(p,e) x [T,00)) halmazon.

Ekkor vagy a) p & Q(y), vagy b) w = 0o, és Q(p) NG C W~ L[W(p)].

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy a) nem teljesil, vagyis p € Q(p). Mivel p € G
és G nyilt, a megoldasok folytathatdsagardl szdld tétel szerint w = oo. Tegyiik fel,
hogy b) is hamis, vagyis létezik olyan ¢ € Q(¢) N G, amelyre W(q) # W(p). Ekkor
van olyan j (1 < j < r) természetes szam, hogy az

a(t) = V(p(t),1), b(t) = W (p(t)) — W’ (p)

fliggvények egyrészt teljesitik a 2.5.1. lemma feltételeit, masrészt
limsup,_, o, [b6(t)| > 0, ami ellentmondas. O

Wig(t)) &
o
Wlp) ¥  WIq) R LJW(Q) B

2.6. dbra

Ha W skalaris (r = 1), akkor a W(¢p(t)) fuggvényérték csak vigy keriilhet kozel
W (p)-hez, majd W(q) # W(p)-hez, hogy kozben a W(p(t)) egy intervallumon egy
pozitiv y—val nd, egy masikon pedig y—val csokken gy, hogy ezeken az interval-
lumokon W(y(t)) kozel van W(p)-hez (¢(t) € B*(p,e)). (Ez az r > 1 vektorialis
esetben a W7(p(t)) komponensekre nem igaz, 1. a 2.6. abrat: W?2(p(t)) csak
novekszik, amikor W(¢(t)) W(p)-hez g—nal kozelebb van.) Ezért igaz a kovetkezd
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2.5.3. Megjegyzés. Ha a 2.5.2. lemmaban W(z) skalaris (r = 1), vagy pedig az
(1)~(2) feltételeket az egész I'-n megkoveteljiik, akkor az (1) feltételben W helyére
[W]; is irhatS. (Az utébbi esetben az allitas igy médosul, hogy vagy a) Q(p) NG
lres, vagy b) w = 00, és létezik olyan p € GN L*, hogy Q(p) NG C W1 [W(p)].)

2.5.4. TETEL. Legyen V a (2.2.) egyenlethez tartozé Ljapunov-figgvény I'-n,
éslegyen A C T, H C G adott. Tegyiik fel, hogy barmely p € H¢-hez léteznek olyan
o(p) > 0, 6(p) > 0, T(p) szdmok, amelyekkel a 2.5.2. lemma feltételei teljesiilnek
a AN (B*(p,e) x [T,00)) halmazon. Tekintsik a (2.2.) egyenlet egy ¢ : [to,w) —
R¥, A-ban haladé megoldasit. Ekkor:

1) vagy a) Q¢) NG C H, vagy b) w = oo, és létezik olyan d € R", hogy
W-1[d]n H¢ nem iires és Q) NG Cc W~1[d].

2) Ha L* C G is teljesiil, akkor vagy a) ¢(t) — Heo (t — w—~0), vagy b) w = oo,
és létezik olyan d € R", hogy W '[d]NH® nem iires, és p(t) — W~ 1{d]o (t — o0).
Nevezetesen, ha ¢ korldtos, akkor w = oo, és vagy a) p(t) — H, vagy b) W(y(t))-
nek létezik véges hatdrértéke, hat — oo.

_ Skaldris W esetén (r = 1) az éllitdsok igazak maradnak, ha a W fiiggvényt a
[W]4-szal pétoljuk.

Bizonyitds. Ha Q(p) NG iires, akkor a) teljesil. Tegyiik fel, hogy ez a halmaz
nem iires, és van olyan p pontja, amely H komplementerében van. A 2.5.2. lemma
szerint ekkor b) teljesiil (nevezetesen, d = W(p)).

Az utolsé allitasra vonatkozdan 1. a 2.5.3. megjegyzést. m]

2.5.5. TETEL. LegyenV a (2.2.) egyenlethez tartozd Ljapunov—figgvény I'-n,
és tegytik fel, hogy

(1) V(2,1) < ~8|[W]4 | + n(0),

(2) V(z,t) alulrél korldtos
egy A C T halmazon; 0 < § = konst.

Ekkor a (2.2) egyenlet tetszéleges ¢ : [to,w) — R*, A-ban haladé megoldésira
vagy

a) Qp) NG iires, vagy

b) w = oo, és létezik olyan d € R", hogy Qp)NG Cc Wl[d]. O

Ez a tétel a 2.5.3. megjegyzés felhasznadlasival ugyanigy bizonyitandé, mint a
2.5.4. tétel.

2.6. Alkalmazasok, példak

A gylirlimédszerrel vald lokalizdlas legfontosabb alkalmazasara a mechanikai
rendszerekkel kapcsolatban az aszimptotikus megallds feltételeinek tanulmanyoza-
sanal keriil sor, itt csak a mddszert illusztralé példakra, az eredmények elhelyezését
konnyits specialis esetekre tériink ki.

I. Alkalmazzuk a 2.5.4. tételt a I' := A :== RFE x Ry, H := {0}, W(z) := |z|* =

zTz esetre.
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2.6.1. KOVETKEZMENY. Legyen V : R¥ x Ry — R a (2.2) egyenlethez tartozé
Ljapunov-fiigguény, és tegyiik fel, hogy V(z,t) alulrdl korldtos biarmely K x R,
hengeren, ahol K C R* kompakt. Ha birmely 0 # p € R* ponthoz Iétezik olyan
6>0,0>0,T, hogy

V(z,t) < —8[XT (z,t)z] 4y + n(t)

az ||z| — |p|| < e, t > T halmazon, akkor (2.2) birmely ¢ : [ty,w) — R* megolddsa
norméjanak létezik véges vagy végtelen hatarértéke, hat — w — 0.

II. A gylirlimédszer alapjan nyerhet tételek prototipusinak V. MARACSKOV
[67] azon nevezetes eredménye tekinthetS, amelyben bebizonyitja, hogy LiAPunov-
nak az aszimptotikus stabilitasrdl szdl6, a bevezetésben idézett klasszikus tételében
aV(z,t) 320 (z — 0; t € Ry) feltétel a kovetkezdvel helyettesithets: | X (z,t)]|
korlatos minden K x R; halmazon, ahol K C R" kompakt. Ezt az otletet T. A.
BurToN [9] és J. R. HaDDOCK [14] fejlesztették tovabb. Legélesebb eredményeik
egyike a 2.5.4. tételbdl a W(z) := z vilasztassal adédd

2.6.2.* KOVETKEZMENY. (J. R. HADDOCK [14]). LegyenV : T = RF x Ry —
R a (2.2) egyenlethez tartozé Ljapunov-figgvény, amely alulrdl korlitos barmely
K x R, hengeren, ahol K C RF kompakt. Legyen H C R* adott zirt halmaz.
Tegyiik fel, hogy barmely ¢ > 0-hoz és K C RF kompakt halmazhoz létezik olyan
(e, K)>0, T(e,K) hogy at > T, x € B°(H,e) N K halmazon teljesiil a

(2.16) V(z,t) < =8|X(z, )| + n(t)

egyenlétlenség.
Ha ¢ : [to,w) — R* megolddsa (2.2)-nek, akkor vagy a) p(t) — Ho , vagy b)
o(t) H komplementerének egy véges pontjahoz tart, hat — oo. 0

Ebbdl a kovetkezménybdl konnyen levezetheté Maracskov tétele. Az x = 0
stabilitdsa kovetkezik Ljapunov tételébsl ([46], 21. o.), igy az z = 0 attraktivitasat
kell csak beldtni. Legyen H = {0}, ¢ > 0, K C R" kompakt. V negativ definit,
ezért

m:=sup{V(z,t):t>0, z€ B*(0,e)N K} < 0.

Masrészt, az X-re tett korlatossagi feltétel miatt
M(K) = sup{|X(z,t)] : t >0, 2 € K} < 00,

igy (2.16) teljesiil az 5(t) = 0, 6(¢,K) := M(K)/(-m(e, K)) valasztassal. A
2.6.2. kovetkezmény szerint minden elég kicsiny |p(to)| kezdeti értékkel induls o(t)
megoldasnak létezik véges hatarértéke (az £ = 0 stabilitdsa miatt o(t) korldtos!).
Ez a hatdrérték csak az z = 0 lehet, hiszen ha a ¢ megoldas trajektoéridja egyen-
letesen tavol maradna az orig6tdl, akkor V negativ definit volta miatt V(¢(t),t)
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negativ konstans alatt maradna, és igy V(p(t),t) — —oo (t — 00) teljesiilne, ami
lehetetlen.

Konnyi arra példat mutatni (1.még ebben a pontban), hogy (2.16) nem teljesiil,
de ha az |X| fiiggvényt [X*];—vel vagy [X?]-—vel helyettesitjiik, akkor igen (1 <
i < k). Azt vérjuk, hogy ekkor a ¢(t) /> Hy, esetben a v megoldasnak csak a ¢*
komponensérdl van informdciénk. Ez valéban igy van:

2.6.3. KOVETKEZMENY. Legyen V : R¥ x Ry — R a (2.2) egyenlethez tartozé
Ljapunov-figgvény, és legyen H C R¥ adott. Tegyiik fel, hogy barmely p € H°~hez
létezik olyan p(p) > 0, 6(p) > 0, T(p), hogy

(1) V(=,t) < =6[X"(2,)]4(-) + 1(t),

(2) V(z,t) alulrdl korldtos
az {(z,t) : |z* — p'| < ¢, t > T} halmazon.

Ha ¢ : [ty,00) — R* megolddsa (2.2)-nek, akkor vagy a) ¢(t) — Heo, vagy b)
létezik olyan p € H¢, hogy ¢*(t) — p' (t = o).

III. Az alabbi példa alkalmas a 2.2. és 2.4. pontban ko6zolt médszerek egyiittes
illusztralasira. Egyben mutatja azt is, hogy azok hogyan egészitik ki egymast az
alkalmazasok soran, tovibba médot ad az eredményeknek korabbi tételekkel vald
osszevetésére is.

Tekintsiik a

(2.17) z=—r(t)z+q(t)y
y=-—q(t)z—p(t)y ((z,y) €R)

linedris nem-autonom differencidlegyenlet-rendszert, aholp,r: Ry — Ry, ¢: Ry —
R folytonos fiiggvények, és valasszuk a V(z,y) = (22 + y?)/2 Ljapunov-figgvényt.
Ennek derivaltja V(z,y,t) = —r(t)z2 —p(t)y? < 0, tehat minden megoldas korlatos,
s6t azt is tudjuk, hogy minden megoldas (nem iires) pozitiv hatarhalmaza egy origé
koriili koron fekszik, (1. 2.1.1. lemma) ; mds széval, az z2(t) + y?(t) fiiggvénynek
létezik véges hatarértéke.

J. P. LASALLE az invarianciaelv nem-autondém rendszerekre valé kiterjesztését
felhasznalva a (2.17) rendszer egy speciilis esetére az alabbit bizonyitotta:

A) (J. P. LASALLE [35]: r(t) =0, ¢(t) = 1). Ha alkalmas ¢, C konstansokkal
0 < c<p(t) < C(t € Ry) teljesiil, akkor minden megoldasra z(t) — konst., y(t) —
0, hat — oo.

A (2.17) rendszer ebben a specialis esetben ekvivalens az

E+pt)t+z=0
csillapitott rezgémozgdssal (y = &). Az allitas gy is fogalmazhaté, hogy a mozgé
pont aszimptotikusan megill a surlédis hatdsira. Ez az interpretdcié azonnal su-

gallja, hogy a p(t) < C korlatozas aligha sziikséges, hiszen a nagyobb surlédas csak
elGsegiti ezen jelenség bekovetkeztét. Az alsé becslés mar nem tiinik feleslegesnek,

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



36 HATVANIL.

de Yigy érezziik, hogy a p(t) surlédasi egyiitthaténak nem kell egyenletesen nagynak

lenni — helyette valamilyen értelemben az Gsszsurlédasnak kell jelentékenynek lenni.
J. R. HADDOCK egy valamivel 4ltaldnosabb esetben a kovetkez6t bizonyitotta:
B) (J. R. Happock [14]: r(t) =0). Ha létezik olyan 8 > 0, hogy

(2.18) lg()l < Bp(t) (t € Ry)

és [;° p = oo, akkor barmely megoldasra z(t) — konst., y(t) — 0 (t — oo).

Terjessziik ki a B) allitast az altalanos r(t) # O esetre. Legyen W(y) := y2/2;
ennek a (2.17) rendszer szerinti derivaltja: W(z,y,t) = —q(t)zy — p(t)y®. Jelolje H
az z tengely pontjait az (z,y)-sikon, és vezessiik be a

A=A, :={(z,y,t) E R”*x R, : 2° +y* < C?} (0< C =konst.).

A 2.5.4. tétel alkalmazdsdhoz azt kell belatni, hogy barmely e-hoz 0O<e<eo
létezik olyan § > 0, hogy ha [y| > ¢, (z,y,t) € A, akkor V(z,y,t) <
< —6[W(z,y,t)]+. (2.18) felhasznilasaval a

x? 4 z? C?+1

W (9,00 < a2 < lo) S22 < 550(0)

becslés adédik, tehat a § := €2/(BC?) vélasztds megfelels. Ezzel bebizonyitottuk a
kovetkezd allitast:

2.6.4. KOVETKEZMENY. Tegyik fel, hogy (2.18) teljesil. Ekkor (2.17) minden
megolddsanak létezik véges hatarértéke, hat — oco. Ha f0°°p = 00, akkor z(t) —
konst., y(t) -0 (t —00). O

Ha a kiterjesztést HADDOCK tételével végeztiik volna (azaz a W(x,y) = (z,y)
valasztassal éliink), akkor az r(t) fiiggvényre is fel kellett volna tételezni a (2.18)
egyenldtlenség megfelel6jét — mint kideriilt — feleslegesen.

Ismeretes [30, 534. o.] hogy a p(t) = r(t) (t € R} ) esetben a (2.17) egyenlet-
rendszer altaldnos megoldasa:

(2.19) z =(c1 cos Q(t) + c25in Q(t)) exp [— P(t)]
' y =(—c1 sin Q(t) + ca cos Q(t)) exp [-P(t)],

ahol Q(t) := f(; q, P(t) := f(: p.

Ebbd latszik, hogy a (2.18) feltétel nem engedhetd el (az r(t) = p(t) = 0, [° ¢ =00

esetben nem létezik a megoldasok hatarértéke). Ugyanakkor dgy tiinik, hogy a

(2.18) feltétel nem szitkséges, hiszen az allitas a megoldasok aszimptotikus viselkedé-

sérdl szél, a feltétel mégis egy egyenlStlenséget kovetel meg pontonként valahonnan
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by

S Q) X
B8 (x(t), y(t) )

2.7. dbra

kezdve. Az a sejtésem, hogy a 2.6.4. kovetkezményben (2.18) helyettesithets az
enyhébb
t t
/Iql<ﬂ/p (t€ Ry)
0 0
feltétellel.

A p = r esetben az 2.6.4. kovetkezmény az élesebb z(t) — 0, y(t) — 0
(t — oo) konkliziéval is igaz, hiszen ekkor a 2.6.4. kovetkezményhez hasonléan
z(t) — 0, y(t) — konst. is levezethetd.

A 2.2.4. és2.2.5. tétel alkalmazasaval — a p, illetve ¢ fiiggvényre tett megszori-
tas szigoritasa révén — teljesen meg tudunk szabadulni a (2.18) feltételtdl. Valdban,
legyen V, W, A. ugyanaz, mint az elébb, tovabba a(t) := p(t), U(y) := —y%. A A,
halmazon

07 (2,3, 0 < la®zy — p(O)3+ <laOIS-,

igy az emlitett tételekbSl — a 2.3.1. megjegyzést is figyelembe véve — adédnak az
alabbi allitasok:

2.6.5. KOVETKEZMENY. Ha p integrdlisan pozitiv, és f(; lg| egyenletesen foly-
tonos Ry -on, akkor (2.17) barmely megolddsara z(t) — konst., y(t) — 0 (t — 00).
a

2.6.6. KOVETKEZMENY. Ha [°p = oo és I3 lal < oo, akkor (2.17) barmely
megoldadsdra z(t) — konst., y(t) - 0 (t - 00). O

A 2.6.6. kovetkezmény még a p = r specidlis esetben is éles abban az értelem-
ben, hogy ha f0°° lg] < oo, akkor f0°° p = oo sziikséges is az allitas teljesiiléséhez.
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Megjegyzés. Hasonléan a 2.4. pont eredményeihez, a gyilirlimédszert is ki lehet
terjeszteni vigy, hogy az id6tél is explicit médon fiiggé W(z,t) fiiggvények is meg-
engedettek legyenek.

2.7 Kiegészitd megjegyzések

A fejezet 2.2.-2.3. és 2.5.-2.6. pontjai [20] dolgozatom eredményeit dolgozzdk
fel. Ezeket a lokalizacids tételeket azdta tobben alkalmaztik és fejlesztették tovabb
[40, 51, 56-58]. A gylirlimédszer tételeit mechanikai rendszerekre alkalmazva TER-
JEKI JOzSEFfel kozosen kidolgoztuk az aszimptotikus megallds elméletét [77,78].
(Azt mondjuk, hogy egy mechanikai rendszer aszimptotikusan megall, ha a poziciés
koordindtaknak létezik véges hatarértéke, és a sebesség-koordinatak 0-hoz tartanak,
hat — oo. A Ljapunov-féle aszimptotikus stabilitds ennek az a specidlis esete, amikor
a pozicids koordinatak hatdrértéke minden mozgis mentén ugyanaz.) A kapott
eredmények j6 lehetSséget adnak a szdraz és viszkozus surlédas osszehasonlitdsara.

A 4. pont [26] dolgozatom eredményeinek felhaszndldsaval késziilt.

3. fejezet

Aszimptotikus stabilitdst és instabilitdst
biztosité feltételek tdbb Ljapunov-fliggvénnyel

.4 14r a bevezetésbdl tudjuk, hogy az invariancia-elv azon Barbasin- Kraszovszkij-
tétel bizonyitasinak analizisébél sziiletett, amely autoném differenciilegyenletrend-
szer egyensilyi helyzetének aszimptotikus stabilitasara ad elegendd feltételt. Termé-
szetes tehdt, hogy az invariancia-elvnek az el6z6 fejezetben kapott, a nem-autoném
rendszerek megoldasai pozitiv hatarhalmazat lokalizalé altalanositasanak felhaszna-
lasaval aszimptotikus stabilitast, illetve instabilitast biztosité eredmények nyerhe-
t8k a nem-autoném esetre. Eszre kell azonban venni, hogy mig az autoném esetben
a hatarhalmazok lokalizdlasa az egyediili lényeges momentum (a hatirhalmazok
invariancidja miatt a 9~!(0) ,,veszélyes halmazrél” elegendd kikéotni, hogy nem
tartalmaz teljes trajektdridt az £ = 0 ponton kiviil), addig a nem-autoném es-
etben a veszélyes halmaz (1. az F halmazt a 2.1. tételben) az origd tetszdleges
kornyezetén kiviil esé részének kornyékérdl a trajektériakat ki kell még valahogyan
ytiltani”. Ehhez V. M. MATRoOszov [69]-ot kdvetve egy tovabbi Ljupanov-tipusi
segédfiggvényt hasznilunk fel.

Tételeinket parcialis aszimptotikus stabilitdsra és instabilitasra mondjuk ki,
mivel a mechanikai alkalmazasokban ennek kiilén jelent&sége lesz. Megjegyezziik
azonban, hogy tételeink a korabbi eredmények élesitéseit és altalanositdsait adjak
akkor is, ha az 6sszes véltozokra vonatkozé tulajdonsigokra (a Ljupanov-tulajdonsd-
gokra) szoritkozunk, igy ezzel a specidlis esettel néhanyszor kiilon kovetkezmény for-
majaban foglalkozunk. Ezt illusztrdlja az elsd alkalmazas is, amelyben masodrendii
nem-linearis differencialegyenlet trividlis megoldasanak aszimptotikus stabilitasara
keresiink feltételeket.
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Tovabbi alkalmazdsként tobb szabadsagi foku, surlédasi erd hatasa alatt allé
holoném mechanikai rendszer egyensiilyi helyzetének parcidlis stabilitasi tulajdon-
sagait vizsgaljuk.

3.1. Alaptételek

Ismét sziikségiink lesz egy W segédfiiggvény altal generalt kornyezetrendszerre,
de most W csak az ellendrzott valtozdktol fligg, amit a jelolésben is hangsiilyoznunk
kell. Legyen h’ > 0 és W € Lip(Bm(0,h’); R’) adott. Ha K C Bn(0,h') és
p > 0, akkor B}, (K, p) jelolje a W—1[B;(W(K), p)] halmaz azon komponenseinek
egyesitését, amelynek K-val van kozos pontja.

A bevezetésben mondottakkal 6sszhangban, differencidlegyenlet-rendszeriink
particionalt alakja:

(3.1) y=Y(y,21), 1= 2Z(y,z1),

és feltessziik, hogy Y(0,0,t) = 0, Z(0,0,t) = 0(t € Ry), vagyisy =0, 2 = 0
megoldasa (3.1)-nek.
Rogzitett h' (0 < b’ < h) szdmra vezessiik be az

M, (t;t) == U {z(t;z0,t0)} (0<tp<t)
|zo]<h!

M.(t):= |J M.(tto)
to€[0,t)
Iy = {(z,0) 1t € Ry, [yl S W, 2 € My(2))

jeloléseket. Szikségink lesz egy, az egyenletes y-stabilitasndl valamivel erdsebb
tulajdonsagra is. '

3.1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy (3.1) 0-megoldisa erdsen y-stabilis, ha
barmely € > 0 esetén létezik olyan 6(¢) >0, hogy ha to € Ry, |yol < 8(€), zo € M, (to),
akkor |y(t; xo,%0)| < € a [tg, 00) intervallumon.

Ennek a tulajdonsagnak adja egy elegendd feltételét az aldbbi

3.1.2* LemMa. ([73], 1.3. TETEL). Tegyiik fel, hogy létezik a (3.1) rend-
szerhez olyan V € Lip,(T'),; R) fiiggvény, amely rendelkezik a kévetkezd tulaj-
donsdgokkal:

(1) alkalmas a,b € K fiiggvényekkel teljesiil az

a(ly)) < V(y, 2,t) < b(lyl)

egyenlétlenségpar a Ty, halmazon;
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() V() <0, ((=:1) €TH).
Ekkor a (3.1) rendszer O-megolddsa erésen y-stabilis.

3.1.3. LEMMA. Ha (3.1) O-megolddsa erésen y-stabilis, és barmely to € R, -
hoz létezik olyan o(to) > 0, hogy tetszéleges xo € By (0, 0(to)) pontra az |y(t; zo, to)|
fiiggvény tetszblegesen kicsiny pozitiv értékeket is felvesz a [tg,00) intervallumon,
akkor a 0-megoldas ekvi-aszimptotikusan y-stabilis.

Bizonyitds. Tekintsiik egy rogzitett ¢ > 0 -hoz az erds y-stabilitis értelmében
tartozd 8(¢) > 0 szamot. A lemma feltételei szerint minden to € Ry-hoz létezik
o(to) > 0 1gy, hogy ha |zo| < o(to), akkor egy alkalmas T' = T(e,to,z0) szdmmal
teljesiil az y|(to + T; zo,t0)| < 6(¢)/2 egyenlStlenség. A megolddsok a kezdeti
értékektSl folytonosan fiiggnek, tehat a Bi(0,0(tp)) gémb minden pontjinak
van olyan y(zg) > 0 sugari gémbkornyezete, amelynek tetszbleges z, pontjabél
indulé megoldasra teljesiil az |y(to + T(¢,t0,%0); T«,t0)| < 6(¢) egyenlStlenség. A
By (0,0(t0)) kompakt halmazt pontjainak emlitett kornyezetei koziil véges sok is
lefedi, tehdt 1étezik olyan T} = Tj(e,tp) szdm, hogy barmely zo € Br(0,0(to))
pontra

min{|y(t; 2o, 20)| : t € [to, to + T1]} < 6(e).

Az erés y-stabilitds definicidja miatt ebbSl mar kovetkezik az |y(t; zo, to)| < €
egyenl6tlenség minden ¢ > ty + T)(¢,tg) értékre, vagyis a 0-megoldas ekvi-aszimp-
totikusan y-stabilis. a

Tekintsiik a (3.1) egyenlet egy ¢(t) = (¥(t), x(t))T megoldasat, amely értelmez-
ve van egy [tog,00) intevallumon. Mivel csak a valtozék egy részére, az ellen8rzott
koordinatikra vonatkozéan kivanunk aszimptotikus stabilitast biztositani, be kell
vezetniink az ellendrzott koordindtakra vonatkozd pozitiv hatarhalmazt. Jelolje
Qm = Qm(¢) azon ¢ € R™ pontok halmazat, amelyekhez 1étezik egy {¢;}52, sorozat
gy, hogy t; — 00 és ¥(t;) — ¢ (i — 00). A 0-megoldds y-attraktivitdsdhoz nyilvan
azt kell bizonyitani, hogy Qm = {0}. (Az Q,, halmazzal az autoném rendszereknél
a kovetkezd fejezetben részletesen foglalkozunk.)

Most kimondjuk a tételt, és majd a feltételek birtokdban, a bizonyitas elején
vazoljuk a médszer alapvetd otleteit.

3.1.4. TETEL. Tegyiik fel, hogy a (3.1) egyenlethez léteznek olyan V, A €
Lip (T%; R), W € Lip(Bm(0,h"); R?) fiiggvények, amelyek eleget tesznek az alibbi
feltételeknek a T}, halmazon:

(1) létezik olyan a,b € K fiiggvénypar, hogy

a(lyl) < V(y,z,t) < b(|yl);

(2) V(y, 2,t) < a(t)U(y), ahol az a: Ry — R, U:Bn(0,h') — R_ fiiggvények
folytonosak, és a integralisan pozitiv,

(3) ha F jeloli U zérdhelyeinek halmazét, akkor barmely K C By, (0,h') \F
zdrt halmazhoz létezik olyan p > 0 szam, hogy E;(K, p)NF =4,
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(4) bdrmely to € Ry-ra és barmely u : t +— u(t) € [B},(K,p) N Bm(0,h')]} x
t »
M, (t;to) lokdlisan abszoliit folytonos figgvényre az [ W (s,u(s))ds egyenletesen
to

folytonos a [tg, 00) intevallumon;
(5) tetszdleges to € Ry és n > 0 szdmhoz létezik olyan f > 0 szdm és  :

o0
R4 — R folytonos fiiggvény ([ € = o), hogy minden u : t — u(t) € J xM,(t;to)
0

lokdlisan abszolit folytonos figgvényre, ahol
J={yeR™:n<|y| <k, y€Bn(FA)}

az A(u(t), t) fiiggvény feliilrél korldtos, és az A(u(t),t) > €(t) egyenltlenség teljesiil
a [tg,00) Intervallumon.
Ekkor a (3.1) egyenlet 0-megoldasa ekvi-aszimptotikusan y-stabilis.

Bizonyitds. Eloszor vazoljuk a bizonyitas alapvetd gondolatait.

Az elsd feltétel (a V(z,t) < 0 egyenlétlenséggel egytitt, ami (2)-bél kovetkezik)
biztositja a (-megoldas erds y-stabilitdsat. Tehdt mar csak azt kell megmutatni,
hogy tetsz6leges megoldas ellenérzott koordinataibdl all6 vektor hossza tetszblegesen
kicsiny értékeket is felvesz. Ehhez el6bb a (2)-(4) feltételeket haszndlva megmu-
tatjuk, hogy Qn, C F (1. a 2.24. tétel feltételeit). Ebbol kovetkezik, hogy az F
halmaz tetszdleges kornyezete esetén a H : t — y(t; 2o, o) gorbe valahonnan kezdve
ebben a kornyezetben helyezkedik el. Az (5) feltétel viszont azt mondja, hogy a
B (F, ) kornyezet J részhalmaza nem tartalmazhatja valamely pontjatdl kezdve

az egész H gorbét, mivel ekkor [ & = co miatt A(z(t),t) nem lenne feliilré] korlatos.

0
Midsrészt H a J halmazt az |y| > a; feltételt megsértve hagyhatja el, amit éppen
szeretnénk.

Nézziik mindezt részletesen. Az (1)-(2) feltételekbdl a 3.1.2. lemma szerint
kovetkezik a 0-megoldds erds y-stabilitdsa, vagyis barmely ¢ > 0 szdmhoz létezik
olyan é(¢) > 0, hogy ha ty € Ry, |yo| < 8(¢), és 20 € M, (to), akkor |y(t; zo,t0)] < €
a [to,00) intervallumon. Legyen ¢ := §(h') > 0 és tekintsiink egy tetszdleges
é(t) = z(t; zo,to) megoldast. Vezessiik be a ¥(t) := y(¢; zo,t0), x(t) := z(t;z0,t0)
Jjeloléseket. A 3.1.3. lemma szerint elegendd megmutatni, hogy | (1)} tetszSlegesen
kicsiny pozitiv értékeket is felvesz.

Az y = ¥(t) fiiggvény nyilvdn megoldisa az

(3.2) ¥ =Y(y,x(t),t)

differencidlegyenletnek, és ezen megoldas pozitiv limeszhalmaza éppen Q,,(¢), azaz
Q) = Qn(d). A V(y,t) := V(y,x(t),t) Ljapunov-figgvénye a (3.2) egyenletnek.
Konnyti latni, hogy a A := B,,(0,h')x R vélasztassal a 2.2.4. tétel minden feltétele
teljesil a (3.2) rendszerre, tehdt Q,(4) C F, sét ¢(t) — F (t — o0).

Legyen n > 0 tetszSlegesen rogzitett szam a (0,h') intervallumon és tekintsiik
a (to,n) parhoz az (5) feltétel értelmében tartozé § > 0 szdmot és & fiiggvényt.
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L<V

3.1. dbra

Létezik olyan Ty > to, hogy 9 (t) € By (F,) minden ¢t > Ti-re. Ha |¢(t)] > n
egy [T1,T3) intervallum minden pontjara (T3 > T;), akkor ugyanitt a ¢(t) € J is
teljesiil. Az (5) feltétel szerint

T2
A((T3), T) — A($(T1), Th) = / A(d(t), t)dt >
T
T,
> [&@)dt - 00 (T2 — 00).
/

Masrészt, A(4(t),t) felilrdl korlatos, tehat létezik olyan T3 > to, hogy |¥(T2)| < 1,
amit bizonyitani akartunk. D

A mdédszer alkalmas instabilitast biztosité feltételek levezetésére is.
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3.1.5. TETEL. Tegyiik fel, hogy a (3.1) egyenlethez léteznek olyan V, A €
Lip(T”; R), W € Lip (B(0, }'); R’) fiiggvények, amelyek eleget tesznek a I, hal-
mazon az alabbi feltételeknek:

(1) bdarmely to € Ry-ra és barmely § > 0-ra a V(-,t) : B:(0,8) — R fiiggvény
vesz fel negativ értékeket, tovabba létezik olyan b € K, hogy

V(y,z,t) > =b(lyl);

(2)-(5) teljesiilnek a 3.1.4. tétel (2)-(5) feltételei.
Ekkor (3.1) 0-megolddsa y-instabilis, sét barmely €,6,to (0 < 6 < e < h',tp €
R4) szamhdrmashoz létezik olyan zo, T, hogy |zo| < 6, T > to és |y(T; zo,t0)| = €.

Bizonyilds. Legyenek tg € Ry, 6§ > 0 rogzitve. Tekintsiink egy olyan zo €
B (0,8) pontot, amelyre V(zo,ty) < 0, és tekintsiik az egyenlet z(¢;zo,ty) meg-
oldasat, amely értelmezve van valamely [tg,w) intervallumon. Nyilvan elegendd
bebizonyitani, hogy ezen megoldas grafikonja elhagyja valamikor a I}, halmazt,
hiszen ez csak tigy lehetséges, hogy valamely t. € (to,w) szamra |y(t.; zo,t0)] > A'.

Tegyiik fel, hogy ez az 3llitds nem igaz. Akkor w = 0o, és a megoldas grafikonja
I'” -ben halad, amibél az (1) feltétel szerint az is kvetkezik, hogy a V(z(t; zo, o), 1)
fiuggvény alulrdl korlatos. Ezen korilmények kozott a (2)-(4) feltételekbSl — ugya-
migy, mint a 3.1.4. tételben — kovetkezik az Q,, C F tartalmazds. Masrészt, a
V(z,t) fiiggvény a megoldas mentén csSkkend, ezért az (1) feltétel kovetkeztében

h > Jy(t;zo, to)l 2 b7 (=V (2(t; 20, t0), 8) 2
> b7 (=V(zo,t0)) =0 >0; (t>tp).

Ebbdl viszont az (5) feltétel szerint egyrészt A(z(t),t) — oo (t — o00), masrészt
A(z(t),t) korldtos a [tg, 00) intervallumon, ami lehetetlen. @]

3.2. Finomitdsok, dltalanositasok

1° Ha a 3.1.4. és 3.1.5. tétel (2) feltételében az o fiiggvény nem feltétlentl

integrdlisan pozitiv, csak [ o = oo teljesiil, viszont, egyidejiileg, a (4) feltételben
0

az [ |W(u,(t),t)|dt < oo egyenlétlenséget koveteljiik meg, akkor a tétel allitasa
to

érvényben marad.

Valéban, a bizonyitdsban csupan annyi a kiilonbség, hogy az Q,, halmaz loka-
lizalasira a 2.2.4. tétel helyett a 2.2.5. tételt kell hasznalni.

2° Haa 3.1.4. és3.1.5. tétel (4) feltételében szerepld W fiiggvény skalaris értéki
(7 = 1), akkor a (4) feltételt W helyett elegendé a [W], fiiggvénnyel megkovetelni
(1. a 2.3.1. megjegyzést).

3° A tételek (2) feltételében szerepld o fiiggvény integralis pozitivitasa elég erds
kikotés. Igaz ugyan, hogy a(t) még a 0 értéket is felveheti barmilyen nagy t-re, de
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az integralis pozitivitas (2.4) sziikséges és elegendd feltétele mutatja, hogy atlagban
mar nem lehet akdrmilyen kicsiny. Ez a feltétel gyengithetS, ha egyidejiileg egy
masik feltételt erésebbel pétolunk.

3.2.1. Definicié. A mérheté a : Ry — Ry fiiggvényt gyengén integrdlisan
pozitfvnak nevezzilk, ha [ a = oo teljesill minden olyan S = (J2,{ai, b;] halmazra,
s

amelyhez van olyan § > 0 és v > 0, hogy S komponensei eleget tesznek az

a; <b;<ajpy, bi—a;>6>0, aip1—b <7
feltételeknek (i = 1,2,...).

A tovéabbiakban az integralis pozitivitast IP-vel, a gyenge integralis pozitivitast
GYIP-vel roviditjiik. A két fogalom definicidjat Gsszehasonlitva (2.2.1. definicid)
latszik, hogy IP = GYIP; nevezetesen, a GYIP-nal « integraljdnak csak olyan inter-
vallumrendszer egyesitésén kell divergalnia, amelyben a szomszédos intervallumok
tavolsiga korlat alatt marad. Mdsrészt viszont GYIP # IP; példaul, az 1/(t + 1),
(1/(t + 1)) sin? t fiiggvények GYIP-ok, de nem IP-ok.

o0
Ha egy « fiiggvény GYIP, akkor nyilvadn [ o = co. Mdsrészt, konnyii beldtni,
0

hogy ha a : Ry — R4 monoton és [ a = oo, akkor a GYIP.
0

[o ]

Ha egy o fiiggvény IP, akkor [ o = oo T-ben egyenletesen (amin azt értjik,
T
T+S
hogy barmely M szamhoz létezik olyan So(M), hogy ha S > So(M), akkor [ a >

T
M minden T € Rj-ra). Ennek bizonyitdsihoz szintén a (2.14) feltételhez kell
fordulni. Az el6z6 példakbdl latszik, hogy a GYIP-bdl ez az egyenletes divergencia
nem kovetkezik.
Néhany késGbbi tétel feltételeinek Gsszehasonlitasanal hasznos az az észrevétel,

o 0]
hogy a GYIP és a T-ben egyenletes [ o = oo egyiitt sem vonjdk maguk utan,
T

altalaban, az IP-t. Példaul, az

1 1
aft) = ¥ MSisndts
n+lc<t<ntl (n=12,...)

00
figgvény GYIP, [ a = 0o T-ben egyenletesen, de nem IP.
T

ALLiTAs. Ha a (2) feltételben o csak GYIP, de az (5) feltételben szerepls A
fiuggvényre

lA(z,t)| S e, A(z,t) 2£(t) (L€ Ry, y€J, z€ M,(2)
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o0
teljesiil valamely ¢ konstanssal és olyan { fiiggvénnyel, amelyre f § = oo T-ben

T
egyenletesen, akkor a 3.1.4. és 3.1.5. tétel allitdsai érvényben maradnak.

Bizonyitds. Mint a 3.1.4. tétel bizonyitasaban, most is azt kell kimutatni, hogy
a Y(t) = |y(t; zo,to)| fliggvény tetszSlegesen kicsiny értékeket is felvesz.

Legyen 1 > 0 tetsz8leges, h’-nél kisebb szdm, és tegyiik fel, hogy |¥(t)] > n a
[to,w) intervallumon. Ekkor ezen az intevallumon

¥(t) € H(n, k') :={y € R™ : 9 < |y| < h'}.
Tekintsiik az 7-hoz az (5) feltétel szerint tartozé B > 0 szdmot és £ fliggvényt, és
vezessiitk be a K := H(n,h')\ By(F, B) jelolést. A (3) feltétel szerint a By, (K, p)
halmaznak F-fel nincs kozos pontja, és a GYIP ezért a H : t — 1(t) gorbének el
kell hagynia ezt a halmazt. Masrészt, az (5) feltétel miatt a H gorbe a J halmazban
sem tartézkodhat orokre, igy 1étezik idépillanatoknak egy to < ... < a; < s; < t; <
bi < aij41 < ... < w sorozata ugy, hogy

W (¥(s:)) — W((ai))l > p, IW(¥(bi)) - W(p(t:)) > p
[ti<t<sip]l = ¥(t)eJ
[ai <t < b] = ¥(t) € B;,.,(K, p), (i=12...).

A (4) feltétel miatt b; —a; > 6§ > 0 (i = 1,2,...) valamely alkalmas é szdmmal.
Masrészt,
Si1

202 AW(sirr)s i) — AW 2 [ €0
t;
[=.2]
tovdbbd [ & = oo T-ben egyenletesen, ezért 1étezik olyan v = v(n), hogy a;41—b <
T

sipi—ti <y (i=12,...).
A (2) feltétel kovetkeztében
b
0 < V(6(h),5) < V(glta),ta) + [ V().

to

by
<Ho)-ar Y / a(t)dt.

Mivel @ GYIP, és b; —a; > 6 > 0, a;41—b; <y (i=1,2,...), az utolsé becslés
az w = oo esetben ellentmondashoz vezet. O

4° Mint ismeretes, az egyenletes aszimptotikus stabilitasnak a stabilitdselmélet-
ben a totalis stabilitassal valé kapcsolata miatt kiilonds jelent8sége van. Feltételeink
kis médositdsival ezt a tulajdonsagot is biztositani tudjuk.
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m
y l‘P(Si”)
Y(q;,,)
I* _
Bmlk, il
& /rn— Q B
7
F
4 J L'J(b')
- U Yit.)
\ oy b g%
K\ /
\\X 7
4
/|
/
/
Y(a;)
"'P(Si)
8.2, dbra

3.2.2. TETEL. Tegytk fel, hogy a 3.1.4. tétel (1)—(3) feltételei teljesiilnek,
tovabbad

(4) az

/ sup{|W(z,5)| : = € Biy(K, p) x M,(s)}ds

figgvény egyenletesen folytonos Ry-on;

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK MEGOLDASAINAK ... 47

(5) tetszbleges to € Ry, n > 0 szdmokhoz létezik olyan ¢, 8 > 0 szdm és
& : R, — R folytonos fiiggvény hogy

|A(z, )| < e, Az, t)> (1) (t €Ry, yeJ z€ M,(t)) ,

o]
és [ £ = oo T-ben egyenletesen.
T
Ekkor a (3.1) egyenlet 0-megolddsa egyenletesen aszimptotikusan y-stabilis.

Bizonyitds. A 3.1.2. lemmma szerint a 0-megoldas erésen y-stabilis, vagyis bar-
mely € > 0-hoz létezik olyan v(¢) > 0, hogy ha tq € Ry, |yo| < v(e), és
zo € M, (o), akkor |y(t;z0,t0)] < € a [to,00) intervallumon. Legyen o := v(h’).
Azt kell bebizonyitanunk, hogy tetszéleges ¢ > 0 szdmhoz létezik olyan T'({), hogy
ha |zo| < o, to € Ry, t > to + T(¢) akkor |y(t;zo,t0)] < {. Ehhez elegends
belatni, hogy létezik olyan T({), hogy az origd o sugari kérnyezetébdl tetszdleges
idépillanatban induld megoldasra |y(t.; zo, to)| < V(() teljesiil a [to, to+T'(¢)] inter-
vallum valamely pontjaban.

A 3° pontban adott bizonyitas jel6léseit haszndlva, azt kell belatni, hogy az
n = v({)-hoz 1étezik olyan T(¢), hogy barmely t, € R -ra, zo € Bx(0,0)-ra az
z(t; zo,t) megoldashoz tartozd w kisebb, mint ¢ + T(¢).

Tekintsiik most is az {a,,b;} sorozatot. A (4) feltétel szerint létezik olyan § =

8(¢), hogy b; — a; > 6(C). Masrészt, a IP, és ennek a tula_]donsagnak (2.4) feltétele

szerint 1étezik olyan T1(¢) és m(¢) > 0, hogy ha a; > T1((), akkor f a(t)dt > m(¢).

Ez azt jelenti, hogy a V(4(t),t) fiiggvény az [a;, b;] intervallumon legalébb eim(¢)-

val cs6kken. Mivel V(¢(to),t0) < b(c), ez maga utdn vonja, hogy i nem vehet fel a
b(o)

[ eam(()

o0
Tudjuk azt is, hogy fa = oo P-ben egyenletesen, hiszen o IP. Tehat van
P

] +1 szamnal nagyobb értéket.

P+T;
olyan Ty, hogy [ a > b(c) minden P € R;-ra. Ebb&l latszik, hogy az {a;, b}
P

sorozatrdl feltehetjiik a b; — a; < T tulajdonsdgot is (a;-hez a lehetS legkozelebb
kell véalasztani b;-t).

A fenti tényeket egymashoz kapcsolva belathatd, hogy

@ ST =Tt (24 s ) (T 1(AQ). O

5° A 3.1.5. tétel bizonyitasabdl kitiinik, hogy ha a tételben az (5) feltétel n = 0-

val is teljesil, akkor az (1) feltételben a b € K fliggvény létezése helyett elegendd
feltenni a kovetkezét: V' alulrdl korldtos a I, halmazon.

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)




48 HATVANI L.

3.3. Masodrendii nem-linedris differencidlegyenletek megold4sainak és disszi-
pativ mechanikai rendszerek egyensiilyi helyzetének aszimptotikus stabilitdsa

1° Els6 alkalmazasként ismét egy nem-linedris masodrendii differencidlegyenle-
tet vizsgalunk, de most olyan feltételeket keresiink, amelyek mind a kitérésre, mind a
sebességre vonatkozdan biztositjidk az egyensilyi helyzet aszimptotikus stabilitasat,
illetve instabilitasat.

Tekintsiik a

(3.3) (p(t)z) +a(t)z +q(t)f(2) = 0

egyenletet, ahol p : Ry — (0,00), ¢ : R+ — R\ {0} folytonosan differencidl-
haté, a : Ry — R, f : R — R folytonos fiiggvények, f(0) = 0. Vezessiik be az

F(z) := ff(r)dr jelolést.
0

A klasszikus mechanikdbél [7,12,70] ismeretes, hogy (3.3) egy olyan egy szabad-
sagi foku holoném reoném mechanikai rendszer mozgasegyenlete, amelynek kinetikai
energiaja (1/2) p(tXz)?, potencidlis energidja q(t) F(z), és amelyre még a — a(t)z
nem-konzervativ erd is hat (ha a(t) > 0, akkor ezt surlédisi erének hivjuk, ha
a(t) < 0, akkor ,gyorsité” nem-konzervativ erének (ez az elnevezés nem tul sze-
rencsés, hiszen minden erd gyorsitd, ennek ellenére hasznaljuk, mivel elfogadott az
irodalomban [70])).

A mechanikai rendszerek stabilitdselméletébél [46,81] ismeretes, hogy az z =
z = 0 egyensulyi allapot stabilitasa akkor varhat6, ha a potencidlis energidnak az
z = 0-ban szigord minimuma van (1. a Lagrange-Dirichlet-téielt a konzervativ rend-
szerekre [46]). Az is ismert tapasztalat, hogy a surlédasi erének stabilizdlé hatasa
van, és hogy aszimptotikus stabilitds nem érhetd el megfelel6 nagysagu surlédasi eré
nélkiil [29]. A surl6dasi er adagolasival az aszimptotikus stabilitds biztositasanal
azért ovatosnak kell lenniink, mivel ha til gyorsan fékezzik a rendszert, akkor az
aszimptotikusan megallhat az egyensiilyi helyzettdl tavol. Ezt mutatja J. HALE [15]
kovetkezd egyszerli példaja: az £+ (2+ ')z +z = 0 egyenletnek az z(t) = c[l+¢e77]
fuggvények megoldasai. Szamos dolgozat foglalkozik azzal a problémaval, hogy
milyen surlédasi erd mellett van aszimptotikus stabilitas [1,5,8,11,18,19,54,72], de
altalaban vagy azt tételezik fel, hogy a(t) korlatos, vagy hogy a(t) pozitiv konstans
felett marad.

Ismeretes, hogy az egyensilyi allapot instabilitdsa akkor varhaté, ha a po-
tencidlis er6 instabilis tipusu (a potencidlis energidnak nincs szigori minimuma),
illetve ha ,,gyorsité” nem-kozervativ er6 hat a(f) < 0. Mindkét hatas kiolvashaté
lesz az instabilitast biztosité feltételeinkbdl.

Az z; = z, £y = z valtozdk bevezetésével a (3.3) egyenlet ekvivalens az

[y =2 z :—ﬂt—)- zy)—
(34) ) =23, Iy p(t)f( 1)
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rendszerrel. Vilasszuk az aldbbi segédfiiggvényeket:
V(zy,z2,t) = gzg + 2F(z,), W(z;) = z2,
Ai(z1,22,t) = —p(t)z2f(21),  A2(z1,22) = —22f(21).
Ezeknek a (3.4) rendszerre vonatkozé derivaltjai:

pq) + 2aq
2

V=—a(t)el, oft):= ( . (U(z1,22) = —23);

; Pay g
W =225 ( P ) —2;z2f(r1)

A1 = q[f*(z1) - ‘q’ix%f'(zl)] +azyf(21)

a+p
14

A 3.1.4. és 3.1.5. tétel kévetkezményeként adédik a

hdy= 2| )= 22 @) |+ Faaf(e),

3.3.1. TETEL. Tegyliik fel, hogy a (3.3) egyenletben szereplé figgvények eleget
tesznek a kovetkezs feltételeknek:

(i) 0<e S| p(t) |S Ci, (t€Ry);

t q(?)
v(s) + a(s)], ,_
i [p(s) + a )]+( ) ds egyenletesen folytonos R, -on;
p(s) ¥
0
(iii) |aft)| integrdlisan pozitiv;

(iv) vagy t :
a) oflql =00, p(t) <Ch, 0flal = O(OIIQI) (t — 00),
vagy

T .
a+p’<oo

b) limsup %

T —o0

Ekkor:
1) hazf(z) > 0(z #0),q(t) >0és a(t) >0 (t € Ry), akkor az
z = ¢ = 0 egyensiilyi dllapot ekvi-aszimptotikusan stabilis.
2) Tegyiik fel, hogy barmely o > 0 szdmra F(z) # 0 az |z| < o halmazon.
a) Ha F(z) vesz fel pozitiv és negativ értéket is barmely |z| < o
halmazon, vagy q(t)F(z) < 0 valamely R, x B{(0, 0p) (o0 >
0) halmazon, tovibbi a(t) jeltartd, akkor az ¢ = z = 0
egyenstlyi dllapot instabilis.
B) Ha q(T)F(z) > 0 az Ry x B1(0,00) halmazon, és a(t) < 0
(t € Ry), akkor az ¢ = = 0 egyenstlyi dllapot instabilis.
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3.3.2. Megjegyzés. A 3.3.1. tételben a (iii)—(iv) feltétel pStolhaté a kovetkezs-
vel:
(iii’) |a(t)| gyengén integrilisan pozitiv;
(iv’) vagy
00
a) [ |g| = oo t.-ban egyenletesen, és létezik olyan K és Tp, hogy ha t > Tq,

1
T > to, akkor
t+T

t+T
[/ [usx
1

t
vagy ot

. 1 a+p
b) limsu —/ | ‘< 00.
) msup J "

T—oc

Tovabba, ha a(t) integralisan pozitiv, és (iv’) teljesiil, akkor 1)-ben egyenlete-
sen aszimptotikus stabilitast allithatunk.

R. J. BALLIEU és K. PEIFFER [5] bebizonyitottak, hogy az (z, %) = (0,0) pont
globalis attraktora az
E+a(t)z+ f(z)=0
egyenletnek, (azaz barmely megoldasra z(t) — 0, 2(t) - 0 (t = o0)),haa: Ry —

o2
R4 nem—névekvd, [ a = o0, zf(z) > 0 (z #0), és F(z) — oo (Jz| — 00).

Ebben a specidlis esetben p(t) = ¢(t) = 1, és az a fiiggvényre tett feltételek
teljesiilése esetén a(t) = 2a(t) GYIP, vagyis a 3.3.2. megjegyzés (iii’), (iv’)b)
feltételei teljesiilnek. Tehat a 3.3.1. tétel — 3.3.2. megjegyzés altalanositasa, de
egyben élesitése is BALLIEU és PEIFFER eredményének, mutatva, hogy a 3.1.4. tétel
ujdonsaga nemcsak abban &ll, hogy parcialis stabilitasi tulajdonsiagra vonatkozik,
hanem abban is, hogy alkalmas a klasszikus Ljapunov—féle (az Osszes valtozdra
vonatkozd) stabilitdsi tulajdonsdgok megallapitdsira is.

2° Disszipativ giroszkdpikus rendszer. Most keriil sor annak a mechanikai rend-
szernek a bevezetésére, amelynek vizsgilata a jelen dolgozat legtobb eredményét
spiralta.

Tekintsiink egy r szabadsagi fokd holoném, szkleroném mechanikai rendszert,
amelyre potencidlis, disszipativ és giroszképikus erék hatnak. Egy ilyen rendszer
mozgdsat leiréd Lagrange—féle mdsodfajd mozgdsegyenlet a kGvetkezd alaku ([46], I1.
fiiggelék):
doT 0T or . .

#d; o~ g DItCE

ahol ¢, ¢ € R" az altalanositott koordinatdkbdl, illetve altaldnositott sebességekbdl
allé vektor; w : ¢ — m(q) € R a potencidlis energia (7(0) = 0), amely kétszer
folytonosan differencialhaté; T = T(q, §)=(1/2)¢T A(¢)¢ a kinetikai energia, amely-
ben az A : ¢ — A(q) € R™*" matrixfiiggvény szimmetrikus, minden ¢-ra pozitiv
definit [46], és kétszer folytonosan differencialhatd; a B : (¢,t) — B(q,t) € R™*",

(3.5)

.
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G : (¢,t) — G(q,t) € R™" matrixfiiggvények folytonosak, B szimmetrikus és
pozitiv szemidefinit (a surlddasi egyiitthatok matrixa), G ferdén szimmetrikus (a
giroszkdépikus egylitthatdk matrixa). Szerencsére mar magyar nyelven is rendelke-
zésre all N. ROUCHE, P. HABETS és M. LALOY igen értékes [46] kényve, amelyben
az olvasé nagyon sok érdekes konkrét példat talilhat a (3.5) rendszerre a legkulonfé-
1ébb alkalmazasi teriiletekrél (mechanika, repiiléselmélet, elektromossigtan, kémia,
kozgazdasigtan, stb.).

A surlédési er8 okozta fékezés mérésére a ¢T B(q,t)g Rayleigh-féle figgvényt
szokas hasznalni [46,12] (1. késbb a (3.7) formuldt). Tegyiik fel, hogy létezik olyan
folytonos 8 : Ry — Ry fiiggvény, hogy

§"B(g,t)§ > B(t)I§]* (¢ € R",t€ Ry).

3.3.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy a disszipacid

a) teljes, ha B(t) = By = konstans > 0;
b) integrdlisan teljes, ha B integralisan pozitiv;
c) gyengén integrdlisan teljes, ha B gyengén integrilisan pozitiv.

Tegyiik fel, hogy -g—:— (0) = 0, vagyis ¢ = 0 egyensiilyi helyzet.

A (3.5) rendszer egyensilyi allapotdnak stabilitasi tulajdonsdgaira vonatkozd
vizsgdlatok hosszi miiltra tekintenek vissza. Lagrange tétele a B(t,q) = G(t,q) =
0 konzervativ esetre vonatkozik, és azt mondja, hogy ha konzervativ mechanikai
rendszerben a 7 potencidlis energidnak a ¢ = 0 helyen szigori minimuma van,
akkor a ¢ = ¢ = 0 egyensiilyi allapot stabilis. A tételt LAGRANGE csak specidlis
esetekben tudta bizonyitani, az altaldnos esetre DIRICHLET adott egy bizonyitast,
amivel a stabilitasi vizsgalatok ma is hasznalatos leghatékonyabb médszerének, a
direkt modszernek vetette meg az alapjait. A. M. LIAPUNOV-nak, a direkt mddszer
feltaldléjanak ugyanis ,,csupan” az a zseniilis felismerés az érdeme, hogy DIRICHLET
modszere altalanos dinamikus rendszerekre is dtvihet8, ha tudunk hozzdjuk valami-
lyen ,energiaszeri” segédfiiggvényt taldlni. A Lagrange-Dirichlet tétel még ma is
a kutatasok kozéppontjaban all: a hosszi erdfeszitések ellenére még ma is nyitott
kérdés, hogy igaz-e a tétel megforditasa [46).

Az energiaintegral létezése (az energia megmaradasinak tétele) miatt konzer-
vativ esetben az egyensiilyi allapot aszimptotikus stabilitdsa nem is varhats. Vi-
szont altalanos tapasztalat, hogy ha teljes disszipacidju surlédasi erd hat, akkor
az egyensilyi llapot aszimptotikusan stabilissa valik. Erdekes, hogy ezt a tényt
elméletileg nagyon sokdig csak specialis esetekre [53] (pl. linearis rendszerekre)
sikeriilt bebizonyitani. Ennek az az oka, hogy a linedris kozelités alapjan vald
vizsgalatok mddszere itt altaldban nem miikSdik, mivel a linearis kézelitések a kri-
tikus esetekhez tartoznak [63]. A probléma megolddsdhoz a stacionarius esetben a
Barbasin-Kraszovszkij-tételek alkalmazisa vezetett el; igy sziiletett L. SALVADORI
[47] hires tétele:
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3.3.4* TETEL. Tegyiik fel, hogy

(1) a = potencialis energidnak a ¢ = 0 helyen minimuma van;

(2) a ¢ = 0 egyensulyi helyzet izoldlt;

(3) a disszipativ és giroszkdpikus eré nem fiigg az id6tél, és a disszipacio teljes.

Ekkor a ¢ = ¢ = 0 egyensiilyi dllapot aszimptotikusan stabilis.

Ha (1) helyett azt tessziik fel, hogy

(1’) a © potenciélis energidnak a ¢ = 0-ban nincs minimuma, akkoragqg=¢ =20
instabilis.

Nyilvan fontos hasonlé feltételek kidolgozasa az instaciondrius esetre is, amikor
a surlédast és giroszkSpikus erdk az 1d6tdl explicite is fliggnek (pl. szakaszos fékezés,
jarmiivek, gépek megallitasa, stb.). Az els6 ilyen eredmény V. M. MATROSZOV [69)]
nevéhez fiiz8dik, és specialis (bizonyos homogenitasi tulajdonsagokkal rendelkezd)
potencialis energia esetére ad feltételt. Ehhez a vizsgalathoz tobben csatlakoztak
[45-48, 60], és ma is intenziv kutatdsok folynak ebben az irdnyban [39,52, 77-79].
Itt most mi olyan feltételeket adunk meg, amelyek — a kordbbi eredményektél
eltéréen — nem kovetelik meg a disszipdcid teljes voltat, és a Salvadori-tétell még
a staciondrius esetre szoritkozva is altaldnositjak, amennyiben nem kovetelik meg
az egyensilyi helyzettdl, hogy az izolalt legyen. Ez az utolsé engedmény azzal
jar, hogy csak parcialis aszimptotikus stabilitasra szamithatunk. Ekozben azonban
egy uj probléma meril fel: a nem—ellen6rzott koordinatak a mozgasok soran nem-—
korlatosak is lehetnek. Ezt az esetet a vizsgalatokbdl sokszor kizarjak (pl. [44,72]).
Az alabbi tételek az altaldnos esetre vonatkoznak.

Vezessiik be a

1L(t) := sup{|G(q,t) - B(q,t)| :q € L C K"}
Jjelolést.
3.3.5. TETEL. Legyen ¢ = (§,§)T az dltaldnositott koordinitik vektoranak
egy particiéja (§ € R*, § € R"=*, 0 < s < r), és tegylik fel, hogy valamely h' > O-ra

az alabbi feltételek teljesiilnek a K x R"~* halmazon (K = B,(0, h')):
(1) létezik olyan ay,b; € K, hogy

a1(|gl) < 7(4,9) < bu(ll);

(2) minden a1, a3 (0 < ay < ap < h') szampdrhoz létezik olyan n > 0, hogy
| grad 7(4,9)| > n (a1 <3| £ a2);

(3) léteznek olyan A,A > 0 konstansok, amelyekkel A|p|> < pTA~(¢) p <
Alpl> (p€ R);

(4) az A~1(q) elsérendi parcidlis derivéltjai és a w(q) els6 és masodrendii
parcialis derivaltjai korlatosak;

(5) a disszipacio gyengén integralisan teljes;

t
(6) az [ Yk xgr--+(7)dr fiiggvény egyenletesen folytonos R, -on.
0
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Ezen feltételek mellett a ¢ = ¢ = 0 egyensulyi dllapot ekviaszimptotikusan
(§,¢)7 -stabilis. Ha a disszipdcié még integralisan is teljes, akkor az aszimptotikus
stabilitas egyenletes.

3.3.6. TETEL. Tegyiik fel, hogy a potenciélis energianak nincs helyi minimuma
a ¢ = 0 pontban, és létezik egy by € K fiiggvény, amellyel a —=(g,q) < b1(l4])
egyenlStlenség teljesil valamely B,(0,h') x RT~* halmazon (h' > 0). Tegyiik fel,
tovabbad, hogy teljesiilnek a 3.12. tétel (2)—(6) feltételei.

Akkor a q = ¢ = 0 egyenstilyi allapot (§, )T -instabilis.

A 3.3.5. és 8.3.6. (étel bizonyildsa. A q, p = A(q)g Hamillon—vdltozék
bevezetésével a (3.5) rendszer a

. OH ) OH 0H
(3.6) =5 P-—E*—(G—B)'g;

kanonikus alakba {rhaté, ahol H = H(q,p) = T + = a teljes mechanikai energia.
A (3) feltétel kovetkeztében a (3.6) rendszer ¢ = p = 0 megoldasanak stabilitasi
tulajdonsigai megegyeznek a (3.5) rendszer ¢ = ¢ = 0 allapotanak stabilitasi tulaj-
donsagaival.

Tekintslik a (3.6) rendszerhez a

V(q)p) = H(qap)r W(q)p) =Dp Al(q’p) = —pTgrad 7r(Q)

segédfiiggvényeket, amelyeknek (3.6) szerinti deriviltjait kiszdmitva kapjuk, hogy
ha K; C R*® egy teszOleges kompakt halmaz és A’ > 0 rogzitett, akkor § € K;,
Ip| < h' esetén

H=—(A"p)TB(A™'p) < —B(t)|Apl%;

: 0H
W= ‘-—— +(G-B)A™'p

aq S c1 + 627K1XR'_'(t);

(3.7)

Ay = (%§ +gradx — (G — B)A'lp) grad 7 — pT (grad 7).

Tovabba, barmely 1 > 0 szdmhoz létezik olyan é(n) (0 < é(n) < n/2), hogy ha
n <|(§p)l < b’ és |p| < 6, akkor

Al(q,P, t) .>_ Igra'd 7I’(q)lz - 6362 - c46K1XH""(t) =: £(t)’

(e1,. .. ,cq pozitiv konstansok). Kénnyd belatni, hogy a (6) feltétel maga utan vonja
@ . t+T
limsup — / Yrxrr-+(T)dT < 00
t—o00 T
T 00 t
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e o]
egyenlStlenség teljesiilését. Ha 6-t elég kicsire vélasztjuk, akkor nyilvdn [ & = oo
T
T-ben egyenletesen.

A fenti becslések mutatjak, hogy a 3.1.4.-3.1.5. és 3.2.2. tétel feltételei tel-
jesiilnek az z = (¢,p)T, y = (§,p)7, a(t) = B(t), U(§,p) = —cs|p|? (0 < c5 =konst.),
F = {(4,p) : 1§} < K, p = 0} vélasztds mellett. Az emlitett tételek éppen jelen
tétellink allitasat adjak.

3.3.7. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy

(i) a 7 potencidlis energidnak a ¢ = 0 pontban helyi minimuma van;
(ii) a (3.5) rendszer ¢ = 0 egyensulyi helyzete izoldlt;
(iii) a disszipdcié gyengén integrilisan teljes;
(iv) valamely h’ > 0-ra az

[ max{(Ga,9) - Bla,)]: ll < W}ds
0

fiiggvény egyenletesen folytonos Ry -on.

Akkor a (3.5) rendszer ¢ = ¢ = 0 egyensiilyi dllapota ekviaszimptotikusan
stabilis. Ha a disszipdcié még integrdlisan is teljes, akkor az aszimptotikus stabilitds
egyenletes.

Ha (i) helyett azt tessziik fel, hogy a m potenciilis energidnak a ¢ = 0-ban
nincs helyi minimuma, akkor a ¢ = ¢ = 0 egyensilyi allapot instabilis.

Bizonyitds. A 3.3.5.-3.3.6. tételt alkalmazzuk a ¢ = ¢ (s = r) trividlis parti-
cidra.

El8sz6r bebizonyitjuk, hogy a potenciélis energidnak a ¢ = 0 pontban szigori
helyi minimuma van, vagyis létezik olyan a; € K, hogy a1(l¢|) < n(q) az origé
egy kis kornyezetében. Ha ez nem lenne igy, akkor a ¢ = 0 ponthoz akarmilyen
kozel lenne olyan gqg, ahol 7(go) = 0. De ekkor ¢¢ is minimumhelye m-nek, tehat
grad m(go) = 0, vagyis go egyensiilyi helyzet, ami ellentmond (ii)-nek.

Mivel n(0) = 0 és = folytonos a ¢ = 0-ban, a b, € K fliggvény létezése mindkét
esetben nyilvanvalé.

A ¢ = 0 egyensiilyi helyzet izolalt, tehat az origéhoz elég kozel grad =(q) # 0,
ahonnan (2) kdvetkezik, ha h’ elég kicsi.

A mechanikébdl ismeretes, hogy A~!(g) minden régzitett g-ra pozitiv definit.
Mivel most |g| < k', ebbdl a (3) feltétel teljesiilése kovetkezik. 0O

3.3.8. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy a nem-ellendrzétt koordindtik a
mozgasok sordan egyenletesen korlitosak, azaz léteznek olyan § > 0 és M szamok,
hogy ha |(q0,40)| < 6 és 0 < to < t, akkor |§(t; g0, do,t0)| < M.

Tegyiik fel, tovdbb4, hogy

(i) aw potenciilis energidnak a ¢ = 0 pontban helyi minimuma van;
(i) ha a (§,§)7 pont az origé egy elég kis kornyezetében lévé egyensilyi
helyzet, akkor § = 0;
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(iii)-(iv) teljestl a 3.3.7. kovetkezmény (iii)—(iv) feltétele.
Akkor a (3.5) rendszer ¢ = ¢ = 0 egyensilyi dllapota ekviaszimptotikusan
(§, )T -stabilis. Ha a disszipacié még integralisan is teljes, akkor az aszimptotikus
stabilitds egyenletes.
Ha (i) helyett azt tessziik fel, hogy a = potenciilis energidnak a ¢ = 0 pontban
nincs helyi minimuma, akkor az egyensilyi dllapot (§, ¢)T -instabilis.

3.4. Kiegészitd megjegyzések

Ez a fejezet [21] dolgozatomra épiil.

A (3.3.) egyenlet hosszi id6k 4ta a stabilitdsi vizsgdlatok gyakori targya. A
kordbbi eredményekrdl jé attekintést ad a [11] monografia. A legijabb eredmények
kozott meg kell emliteni KARSAT JANOS két dolgozatat. [32]-ben — tovébbfejlesztve
egy korabbi dolgozatomban kidolgozott médszeremet — olyan tételeket bizonyit,
amelyek figyelembe veszik az a(t) surlédasi egylitthatét alulrdl és feliilr6l korlatozd
figgvények kolesénhatasat. A [31]-ben 1évé feltételek megengedik a(t)-nek ,hosszi”
intervallumokon valé eltiinését is (szakaszos fékezés).

A (3.5) rendszer egyensulyi helyzetei stabilitdsi tulajdonsidgainak meghataro-
zasa a klasszikus mechanika egyik kdzponti kérdése [46]. Egészen a kdzelmultig
azonban szinte kizardlag a staciondrius esetet vizsgaltak [70]. [21] dolgozatomhoz
kapcsolédva S. MURAKAMI ad érdekes eredményeket a (3.5) rendszerre 1984-ben
megjelent [39] dolgozatdban. A [79] dolgozatban TERJEKI JOZSEF-fel kozdsen mar
olyan rendszereket targyalunk, amelyekben a potencialis energia is fiigghet az id6tdl.

4. fejezet

Parcidlis stabilitdsi tulajdonsiagok
autoném rendszerekre

Ebben a fejezetben olyan médszert dolgozunk ki, amely kifejezetten parcialis
aszimptotikus stabilitds, illetve parcidlis instabilitds megallapitasara alkalmas olyan
Ljapunov-figgvény birtokaban, amelynek a rendszer szerinti derivéltja csak negativ
szemidefinit. Ilyen feltételeket autoném rendszerekre célszeriinek latszik a Barbasin-
Kraszovszkij mddszer dltaldnositdsaval levezetni. Ez sikerrel meg is tortént V.V.
RUMJANCEV [76], C. RisiTo [44] és A. S. OzIRANER ([72] dolgozataiban. Az &l-
talanositas soran azonban egy j probléma meriilt fel: annak érdekében, hogy a
megoldasok hatarhalmazan annak invarianciajan alapulé technikat dtmentsék, min-
dannyian feltették, hogy a nem-ellendrzétt koordinatak a mozgasok soran korlato-
sak. Ez a feltétel két szempontbdl is szerencsétlennek, természetellenesnek tiinik.
Egyrészt, a nem-ellenérzétt koordinatakra vonatkozik, pedig azokrdl a legtobbszor
nincs informacidonk. Mdsrészt, a direkt médszer alapelvének ellentmondva, ,,a pri-
ori” ismereteket tételez fel a megoldasokrdl, és igy nem ellendrizhetd a megoldasok
ismerete nélkil.
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4.1.* TETEL. (A. S. OZIRANER [72]). Tegyiik fel, hogy az
(4.1) z=X() (X(0)=0)

autonom rendszer minden, az origéhoz elég kozelrél indulé megolddsa z-korlitos
(azaz a megoldasok ellendrizetlen koordinatai korlitos fiiggvények R, -on).

I. Tegyiik fel, hogy létezik a (4.1) rendszerhez olyan V : G|, — Ry Ljapunov-
fuggvény, amely teljesiti a kdvetkezd feltételeket:

(1) V pozitiv y-definit;

(2) az {z : V(z) > 0} N V~1(0) halmaz nem tartalmazza a (4.1) rendszer

Ezen feltételek mellett a (4.1) rendszer 0-megoldasa egyenletesen aszimptoti-
kusan y-stabilis.

II. Tegyiik fel, hogy létezik olyan V' € Lip(G.,; R) figgvény, amely teljesiti a
kovetkezd feltételeket:

(1) V(0) = 0, és az £ = 0 pont barmely kérnyezetében van olyan pont, ahol V
negativ értéket vesz fel; )

(2) az {z : V(z) < 0} N V~1(0) halmaz nem tartalmazza a (4.1) rendszer

Ezen feltételek mellett a (4.1) rendszer 0-megolddsa y-instabilis. O

A korlatossagi feltétel a bizonyitdsban igen lényeges szerepet kap: biztositja,
hcgy a megoldasok hatarhalmaza nem iires. A trividlis y = —y, 2 = 2z rendszer
mutatja, hogy a 0-megoldas gy is lehet egyenletesen aszimptotikusan y-stabilis, ha
a megolddsok nem z-korlatosak. Masrészt viszont, ha a 4.1* tételbdl a korlatossdgi
feltételt elhagyjuk, akkor az allitds nem igaz, mint ahogyan a kdvetkezd egyszerii
példa ([72]) mutatja.

Tekintsilik az

y:—y\(1+z2), z=2z

rendszert, amelynek altaldnos megoldasa:

t

y(t) = yoexp |- /

0

| 2(t) = zexpl

1+ 22 exp[2s] |’ 28 = Zoexplil-

Ha yo # 0, zo # 0, akkor y(t) — yoo # 0 (t — 00), tehdt a O-megoldds nem
aszimptotikusan y-stabilis. Masrészt, viszont, a 4.1* tétel 1. részének minden felté-
tele teljesiil a V(y,z) = y?/2 Ljapunov—figgvénnyel a z-korlatossagi feltétel kivéte-
lével. Valéban, V=1(0) = {(y,2) : y = 0}, tehdt a (2) feltételben szerepld halmaz
lires.

Hasonldan lathaté be, hogy az

y=y\(1+22)a z=2z
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rendszer a V(y,z) = —y? fiiggvénnyel teljesiti a 4.1* tétel II. részének feltételeit a
z-korlatossig kivételével, a 0-megoldas mégis y-stabilis.

A probléma tehat: Milyen, kozvetleniil ellenérizhetd feltételekkel lehet a 4.1.*
tételben a 2-korlatossagi feltételt helyettesiteni ?

A probléma megoldasat azzal kezdjlik, hogy megadjuk az Q,,(¢) hatarhalmaz
egy lokalizacidjat. Ennek felhasznalasival igen egyszeriien osztalyozni tudjuk a meg-
oldasokat, ha a 4.1.* tétel feltételei teljesiilnek a 2-korlatossagi feltétel kivételével.
Ez lehet6vé teszi, hogy a Ljapunov-figgvényre tett tovabbi megszoritassal aszimp-
totikus y-stabilitast, illetve y-instabilitdst biztosité feltételeket nyerjink. Eredmé-
nyeinket K. PEIFFER és N. ROUCHE [43] egy problémdjira alkalmazzuk, amely
gravitaciés térben adott felilleten mozgé anyagi pont egyensilyi helyzetének sta-
bilitasi tulajdonsigaira vonatkozik.

4.1. Parcidlis hatdrhalmazok. Egy alternativa a megoldisok viselkedésére

4.1.1. Definicié. Tekintsiik a (4.1) egyenlet egy tetszileges ¢ : [to,w) — R
megoldasat. Jeldlje 9 : [to,w) — R™ a megoldas ellendrzétt, x : [to,w) — R" pedig
a nem-ellendrzott koordinataibol allé vektort. Az z = ¢(t) megoldashoz tartozé
Qun (@) parcidlis hatdrhalmaz azon ¢ € R™ pontokbél &ll, amelyek mindegyikéhez
létezik olyan {t;}32, sorozat, hogy t; » w —0, ¥(t;) = ¢ (i — o0).

Jelolje P, : R* — R™ az RF térb8l az R™ altérre valé merdleges vetités
operatorat. Nyilvanvaldan igaz az Q,(¢) DO Pn(Q(¢)) tartalmazas. A Bolzano-
Weierstrass—tétel alkalmazasaval konnyii latni, hogy ha x : [to,w) — R"™ korlatos,
akkor a két halmaz megegyezik. A 4.1. dbra egy olyan esetet mutat, amikor az
elébbi tartalmazas valddi:

Q) ={y,2):y=1, vagy y=—1, z € R}
Qu(d) ={(y,2) : =1 <y <1, z=0}
Pr(92(¢)) = {(~1,0),(1,0)}

A parcialis hatarhalmaz sok tulajdonsigot 6rokol az osszes koordinatakra vo-
natkozo hatarhalmaztdl. Nevezetesen, teljesen hasonléan be lehet bizonyitani, hogy
ha ¢ : [tg,w) — R™ korlatos, akkor w = 00, Qm(4) nem iires (Q(¢) lehet iires !),
kompakt, Gsszefiggdé halmaz, tovabba a legsziikebb azon zdrt halmazok koziil, ame-
lyekhez (t) konvergdl, ha t — co. (Ez a legutébbi tulajdonsidg mutatja, hogy
az Q,,(¢) hatarhalmaz meghatarozé az y-stabilitdsi tulajdonsidgok szempontjabdl.)
Nem orokli viszont a parcidlis hatarhalmaz a legfontosabb tulajdonsagot: Q,,(¢)
altaldban nem invaridns a (4.1) rendszerre vonatkozéan. Ez azt jelenti, hogy az
invariancia-elv itt nem érvényes; hasonléan a Barbasin- Kraszovszkij tétel nem-au-
toném rendszerekre valé dltalanositasahoz, Q. (@) lokalizaldsdhoz tj médszert kell
keresni.

4.1.2. LEMMA. Tegyiik fel, hogy V : G,, — R a (4.1) rendszerhez tartozd
Ljapunov-figgvény, és z = ¢(t) = (¥(t), x(t))7 olyan megolddsa (4.1)-nek a [to, o)
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4.1 dbra

intervallumon, amelyre |(t)] < h"” < k' (t > t;). Akkor vagy a) |x(t)] — oo,
hat — oo, vagy b) v(t) = V(¢(t)) = Vo € R, hat — oo, Q(¢) nem iires és
Q(¢) C V=1 (vo) NV~1(0).

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy a) nem teljesiil. Akkor 9 korlatossigat is fel-
haszndlva kovetkeztethetiink egy olyan {t;}:2, sorozat és ¢ € R™, r € R*, vo € R
létezésére, amelyekre teljesiilnek: t; — oo, ¥(t;) — ¢, x(t;) — r és v(t;) — vy,
ha i — oo. Q(¢) invaridns (4.1)-re vonatkozdan, tehdt létezik (4.1)-nek olyan
z = z(t; q,r) megoldasa, hogy y(z) C Q(¢). Legyen € Ry rogzitve. Ekkor létezik
olyan {¢;} sorozat, hogy t; — oo, ¢(t;) — z(f;q,r) és v(t;) — V(z(f;q,7) :), ha
i — 0o. De v(t) monoton csokkend, tehat V(z(t;¢,r)) = vo, ahonnan E tetszdleges
volta miatt az allitds mar kovetkezik. O

4.1.3. LEMMA. Tegyiik fel, hogy V és ¢ olyanok, mint az el6z6 lemmaban,
tovabba legyen V alulrdl korlatos G,,-n. Akkor

Qm(¢) C Pu(Q¢)) U Vr;I[vO: o0),
ahol vy = tlir{.lo V(é(t)).
Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy ¢ € Q.,(¢), de ¢ € P (Q2(¢)). Ekkor 1étezik olyan
{t:} sorozat, hogy t; — oo, ¥(t;) — g, |x(t;)| — o0, v(t;) — vo, ha i — oo, azaz

q € Vilvo,00]. O

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK MEGOLDASAINAK ... 59

4.1.4. TETEL. LegyenV : G;, — R a (4.1) egyenlethez tartozd olyan pozitiv
y-definit Ljapunov-figgvény, hogy tetszleges ¢ > 0 szamra a V=1(c) N V~1(0)
halmaz nem tartalmazza az egyenlet egyetlen teljes trajektoridjat sem. Ekkor a
(4.1) 0-megoldasa y-stabilis, és tetszéleges, az origo elég kicsiny kornyezetébdl indulo
2(t) = (y(t), (1)) megolddsra vagy a) V(z(t) — 0 (és igy ly(®)] — 0), vagy b)
|z(t)| — o0, ha t — oo.

Bizonyilds. Mivel V pozitiv y-definit és V(z) < 0, a 0-megoldas y-stabilis
(1. [46], 22. o.). Legyen z = ¢(t) = (¥(t),x(t))T egy olyan megoldas, amelyre
¢ korlatos. Tegyiik fel, hogy |x(¢)] #+ oo, hat — oco. Ekkor a 4.1.2. lemma
szerint v(t) = V(4(t)) — vo > 0, és létezik olyan p € R* pont, hogy p € Q(¢) C
VY vo)NV~1(0). De az Q(4) halmaz invarians, igy (4.1)-nek 1étezik trajektdridja
a V=1(vo) N V=1(0) halmazban. A feltételek szerint ekkor vo = 0. O

Oziraner tétele (a 4.1.* tétel) a most bizonyitott tételnek nyilvanvalé kovetkez-
ménye (az egyenletességre vonatkozéan 1. az els fejezet 1.6. megjegyzését).

4.2. Tételek az aszimptotikus stabilitdsrdl és az instabilitdsrdl

4.2.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy a 4.1.4. tétel feltételei teljesilnek. Tegyiik
fel, tovabba, hogy V(y,z) — 0 a By, (0, h') gémbben y-ra vonatkozéan egyenletesen,
ha V(y,z) — 0 és |z| — oo. Ekkor a (4.1) egyenlet 0-megolddsa egyenletesen
aszimptotikusan y-stabilis.

Bizonyitds. Az 1.6. megjegyzés szerint elegendS azt bizonyitani, hogy a V
Ljapunov-figgvény minden olyan ¢(t) = (¥(t), x(t))T megoldas mentén 0-hoz tart,
amelyre [¥(t)] < h"” < h' egy alkalmas h” konstanssal. Mint tudjuk, v(t) =
V(é(t)) — vo > 0, ha t — oo, tehdt létezik olyan {t;} sorozat, hogy t; — oo
és V(¢(t:)) = 0, ha i — co. A 4.1.4. tétel szerint vagy a vo = 0, vagy {z = x(t:)}
sorozat normaban oo-hez divergdl. A masodik esetben V(l/)(t.-),z,-) — 0, |z] — oo,
és ugyanakkor V(¥(t;),2) — vo, ha i — 0o. A tétel utolsé feltétele szerint ebbédl
kovetkezik, hogy vo = 0. O

Hasonlitsuk Gssze a most bizonyitott tételt K. PEIFFER és N. ROUCHE egy
tételével ([43]), Th. IV), amely a (4.1) autoném rendszerre a kovetkez6t mondja:
Legyen V : G), — R pozitiv y-definit Ljapunov-figgvény, és V(z) — 0 a G},
halmazon egyenletesen z-re vonatkozéan, ha V(z) — 0. Ekkor (4.1) 0-megoldisa
egyenletesen aszimptotikusan stabilis. A 4.2.1. tétel tartalmazza ezt az eredményt,
s6t — mint azt a kovetkezd példa mutatja — élesiti is.

Tekintsiik az

n=-n(l+2%, h=—y t=2-27°

rendszert a V(y1,y2,2) = y¥ + y2 + y22% Ljapunov-figgvénnyel. Ez nyilvan pozitiv
(1, y2)-definit, és a rendszer szerinti derivaltja

V(y1,y2,2) = =293 (1 + 2%) — 2% — 222%.
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Ha V — 0, akkor y; — 0, y2 — 0,y2z* — 0, és ezekb8l nem kovetkezik, hogy
V — 0, vagyis a Peiffer-Rouche-télell erre az esetre nem lehet alkalmazni. Ugyan-
akkor y; — 0, y2 — 0, y2z* — 0,|z] — oo egyiitt maga utén vonja, hogy V — 0,
és a 4.2.1. tétel alkalmazhatd.

Az alkalmazasok sordn latni fogjuk, hogy a 4.1.*, 4.1.4. és 4.2.1. tételben
szerepld azon feltétel, mely szerint ,barmely ¢ > 0 szamra a V~1(c) N V~1(0)
halmaz nem tartalmazhat teljes trajektériat”, tul szigorinak tiinik. Persze, mar
elméleti szempontbdl nézve is feltiinik, hogy a feltétel nem eléggé alkalmazkodik a
feladathoz, hiszen nem tesz kiilonbséget ellendrzott és nem-ellendrzott koordinatak
kozott. C. RisiTo [44) — igaz, hogy meglehetSsen bonyolult médon — gyengébb
feltétel mellett is bizonyit aszimptotikus y-stabilitast, egyenletesség nélkiil.

4.2.2.* TETEL. (C. RisiTo [44]). Tegyiik fel, hogy a (4.1) rendszer minden,
az origéhoz elegendéen kozelrdl indulé megolddsa z-korlatos, és az {(y,2) : y = 0}
halmaz invaridns a rendszerre nézve. Tegyiik fel tovibbad, hogy a rendszerhez létezik
olyan V : G, — Ry Ljapunov-figguvény, amely teljesiti a kovetkezd feltételeket:

(1) V pozitiv y-definit;

(2) aV=1(0)\ {(v, 2) : y = 0} halmaz nem tartalmaz teljes trajektdriat.

Ekkor a (4.1) rendszer 0-megolddsa aszimptotikusan y-stabilis. O

A 4.1.4. tételben megfogalmazott alternativa és a lemmak segitségével egy-
szerien megkaphaté Risito tételének iltalanositasa olyan esetekre, amikor a z-
korlatossagra és invariancidra vonatkozo feltétel nem teljesiil.

4.2.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy V : G!, — R egy pozitiv y—definit Ljapunov-
figgvény a (4.1) rendszerre vonatkozdan, amely bdrmely ¢ > 0 szamra rendelkezik
a kovetkezé tulajdonsagokkal:

(1) a (4.1) rendszernek a V=1(c) N V~1(0) halmazban fekvé minden teljes tra-
Jektoridja részhalmaza az {(y,z) : y = 0} altérnek is;

(2) Vin'te, 00) € {0}

Ekkor a (4.1) rendszer 0-megolddsa aszimptotikusan y-stabilis.

Bizonyilds. A 4.1.4. tétel bizonyitasdnak elején mar beldttuk, hogy a 0-megol-
dés y-stabilis. Legyen ¢(t) = (¥(¢),x(t))T egy olyan megoldas, amelyre ¥ korlatos
R4-on. Azt fogjuk bebizonyitani, hogy Q.. (¢) = {0}.

Mint tudjuk, v(t) = V(é(t)) — vo > 0, hat — co. Ha vg = 0, akkor készen
vagyunk, hiszen V pozitiv y-definit. Tegyiik fel, hogy vo > 0, és az allitds nem
igaz, vagyis létezik az 2, (¢) halmaznak egy ¢ # 0 eleme. A 4.1.3. lemma szerint
ekkor a (2) feltételbSl az kovetkezik, hogy van olyan p € Q(4), hogy ¢ = Pnp.
De Q(¢) invaridns a (4.1) rendszerre vonatkozdan, tehdt (4.1)-nek létezik olyan
¢ : R — R* megoldasa, amelyre £(0) = p, és 7(§) C Q(4). A 4.1.2. lemma szerint
7(€) részhalmaza a V=!(vo) N V~1(0) halmaznak is. Masrészt, ¢ # 0, tehdt a v(¢)
trajektoriat az {(y,2) : y = 0} halmaz nem tartalmazza, ami ellentmond az (1)
feltételeknek. O
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4.2.4. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy a 4.2.3. tétel (1) feltétele teljesil,
és létezik olyan p > 0 szam, amellyel a 0 < |§| < p halmazon a

lim yg V(y,2) =00
|z] =00

relicio érvényes.
Ekkor a (4.1) rendszer 0-megolddsa aszimptotikusan y-stabilis.

A 4.1.2. lemmadaban bizonyitott alternativa alkalmas instabilitasi feltételek le-
vezetésére Is.

4.2.5. TETEL. Tegyiik fel, hogy a (4.1) rendszerhez létezik olyan

V € Lip (G.,; R) fiiggvény, amely rendelkezik a kévetkezd tulajdonsdgokkal:
(1) minden é > 0 szdamhoz Iétezik olyan zo(8) € Bx(0,6), hogy V(zo(6)) < 0;
(2) létezik olyan € (0 < €9 < h'), hogy barmely ¢ < 0 szdmra a

(4.2) V=) N V=10) N B (0,60) X R™)

halmaz nem tartalmazza a (4.1) rendszer egyetlen trajektoridjit sem.
Akkor biarmely € > 0-ra vagy a) minden v}, (zo(6)) : t — y(t; zo(6)) (t € Ry)
gorbe véges idé alatt kilép a B, (0,60) gémbbdl, vagy b) |z(t; zo(6))] — oo, ha

t — oo.

Bizonyitds. Ha az allitas nem igaz, akkor valamely 6y (0 < 8y < €p) szdmhoz
létezik olyan

(43) $(t) = (¥(1), x(1))"  ($(0) = zo())
megoldas, amelyre teljesiilnek a kovetkezdk:
(4.4) [$()] < €0 (t € Ry); v(t) = V(6(1)) — vo <0 (2 — 00),

az §2(¢) hatarhalmaz nem iires és a (4.2) halmazban fekszik ¢ = vp-val. Masrészt
() invaridns, igy (4.2) tartalmaz egy teljes trajektdridt, ami ellentmondas. O

4.2.6. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy a 4.2.5. tétel feltételei teljesiilnek,
tovabbd

(4.5) llmll inf V(y,2) >0
z| —00
y-ra vonatkozdan egyenletesen a B,,(0,¢q) halmazon.

Ekkor a (4.1) rendszer 0-megolddsa y-instabilis.

4.2.7. TETEL. Tegyiik fel, hogy a 4.2.5. tétel feltételei teljesiilnek, tovabbd a
V fiiggvény alulrdl korldtos a By, (0,€0) x R™ halmazon, és

liminf ;0 V(y,2)20
V(y,z)—»O
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y-ra vonatkozdan egyenletesen a By, (0,€0) halmazon.
Ekkor a (4.1) rendszer 0-megolddsa y-instabilis.

Bizonyitds. Azt bizonyitjuk be, hogy barmely é-ra a 4.2.5. tételben definialt
tetsz6leges 7% (z0(8)) gorbe kilép a Bp,(0,€0) gombbdl. Tegyiik fel, hogy ez nem
igaz. Akkor valamely 8p-ra (0 < 6y < €o) a (4.2) megoldas rendelkezik a (4.4)
tulajdonsagokkal. A 4.2.5. tétel szerint ekkor |x(t)| — oo, ha t — co. Hasonléan,
mint a 4.2.1. tétel bizonyitasaban, ebbdl be lehet bizonyitani, hogy a (4.5) feltétel
miatt vg = 0, ami ellentmondas. a

4.3. Alkalmazasok mechanikai rendszerekre

Tekintsiik ismét a 3. fejezet 2. pontjdban mar tanulmianyozott mechanikai
rendszert, amelyre disszipativ és giroszkdpikus er8k hatnak (I. (3.5) egyenlet).
Most azonban feltesszlik, hogy ezek az erdk sem fliggnek explicit médon az 1d6tdl,
megengedjiik viszont, hogy a sebességtSl nem-linedrisan is figghetnek. Ekkor a
mozgasegyenlet

daoT 8T on . .

(4.6) 557_53“_5?+Q’ (¢,4 € R")

ahol Q : R?” — R" a disszipativ és giroszképikus erék ereddje, azaz feltessziik, hogy
Q7(¢,9)§ < 0 (q,4 € R"). llyen surlddasi er8k mellett akkor mondjuk, hogy a
di-szipdcid teljes, ha egy alkalmas ¢ € K fiiggvénnyel teljesiil a Q7 (q,¢)¢ < —c(|¢])
egyenlStlenség az R?" halmazon. Konnyit belatni, hogy a Salvadori-tétel (a 3.3.4.*
tétel) ilyen surlédasi erdk mellett is valtozatlanul érvényes. Lényeges azonban a
Salvadori-tétel (2) feltétele, amely azt kivanja, hogy a ¢ = 0 egyensilyi helyzet
izoldlt legyen. Képzeljiik el, példdul, egy golydnak gravitaciés térben vizszintes sik
lapon valé mozgasat surlddasi erd hatasa alatt. Nyilvan egyetlen egyenstilyi helyzet
sem lesz aszimptotikusan stabilis, pedig a Salvadori-tétel osszes tobbi feltétele tel-
jesiil. Aszimptotikusan stabilis lesz viszont minden egyensilyi helyzet a sebességre
vonatkozdan. Vagy tekintsik az (y,z,u) koordindtarendszerben (az ,,u” tengely
felfelé mutat) az u = y? feliilet mentén valé mozgast. Ekkor a z-tengely minden pon-
tja egyensiilyi helyzet, tehdt az y = 0, z = 0 egyensiilyi helyzet nem izolalt, mégis
ugy érezziik, hogy y-ra vonatkozéan aszimptotikusan stabilis lesz. Vilagos tehat,
hogy a (2) feltétel gyengitésekor parciilis stabilitasi tulajdonsigok levezetésére kell
torekedniink. Ugyanerre a kovetkeztetésre jutunk, ha a disszipacid teljességére
vonatkozé feltételt gyengitjilk, és megengedjiik, hogy bizonyos irdnyokban nem hat
disszipativ erd.

A sebességre vonatkozo aszimptotikus stabilitassal egy kilon pontban fogunk
foglalkozni egy kés6bbi fejezetben, egyiitt az instaciondrius (nem-autondém) esettel.
Most az altalanositott koordinitak egy részére vonatkozé aszimptotikus stabilitasra
és instabilitasra adunk feltételeket. (Megjegyezziik, hogy Salvadort tételében az in-
stabilitasrol sz6l6 részben is lényeges az egyensiilyi helyzet izoliltsdganak feltétele.
K. PEIFFER [42] mutatott egy szellemes példat arra, hogy nem-izolalt egyensilyi
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helyzet teljes disszipaci6ji surlédds hatdsara még akkor is lehet stabilis, ha a po-
tencial C* és az egyensilyi helyzetben szigord maximuma van!)

Legyen adva az altalanositott koordinataknak egy ¢ = (q1,¢2)7 (1 € R*,
g2 € R™™*) particidja.

4.3.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy
(1) = pozitiv q,-definit,;
(2) létezik olyana € K ésv,p > 0, amelyekkel a T(q,¢) > a(|q1|) egyenltlenség
teljesiil a B,(0,v) x R"~* x B,(0,p) x R"~* halmazon;
(3) a disszipacié q,-teljes, azaz léteznek olyan b : R" — R, ésc € K fiiggvények,
hogy
Q" (¢,9)d < —b(q1,92)c(ld])

az elébbi halmazon, és ha b(q1,q2) = 0, akkor ¢; = 0.
(4) a {qg = (q1,92)T : 1 # 0} halmaz nem tartalmaz egyensiilyi helyzetet;
(5) a 0 € R?* egy elég kicsiny kornyezetében fekvd tetszéleges

(a2,41)" # O pontra

im  (T(g,¢:)+ 7(gi)) = oo.
=91
[(g2,42)T |—00

Ekkor a (4.6) rendszer ¢ = ¢ = 0 egyensilyi dllapota aszimptotikusan (q1, §1)-
stabilis.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 4.2.4. kévetkezményt a V = H(q,q¢) = T + 7
Ljapunov-figgvénnyel A (3) feltétel szerint ennek a (4.6) rendszer szerinti de-
rivalt)a: )

H(q,4) = Q7 (¢,9)d < —b(q1,92)e(l4]),

tehat ha H(g,¢) = 0, akkor ¢ = 0 vagy ¢, = 0, vagyis H=10) C {(g,4) :q1 = 0
vagy ¢ = 0}. Ha a (4.6) rendszer ¢t — (q(t), ¢(t))T mozgasa az utébbi halmazban
fekszik, akkor az vagy egyensilyi helyzet, vagy pedig teljesil a ¢,(t) = 0 (¢t €
R4) azonossag, tehdt a (4) feltétel miatt mindkét esetben a mozgas trajektdridja
a {(,9)T : ¢ = 0, ¢ = 0} halmazban fekszik. Ez azt jelenti, hogy a 4.2.4.
kovetkezmény minden feltétele teljesiil. O

A 4.2.4. kovetkezménybdl ugyanigy lehet levezetni aszimptotikus ¢;-stabilitds-
ra vonatkozé tételt is:

4.3.2. TETEL. Tegylik fel, hogy

(1) x pozitiv q;-definit;

(2) a disszipdcid q,-teljes, vagyis barmely p > 0 szamhoz léteznek olyan
b: R" — R ésc € K figgvények, hogy

Q7(q,4)d < =b,(q1,92)c,(ld]) (i< p, p2€ER™°, GER")

és a b, fiiggvényre az is teljestl, hogy ha b,(q:1,q2) = 0, akkor ¢; = 0;
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(3) a {qg =(q1,92)T : ¢1 # 0} halmaz nem tartalmaz egyensiilyi helyzetet;
(4) a0 € R® pontnak van olyan kérnyezete, ahol minden ¢ # 0 pontra

lim0 7(qy,q2) = 00.

Ekkor a (4.6) rendszer ¢ = ¢ = 0 egyensulyi dllapota aszimptotikusan ¢;-
stabilis. O

Az el6z6 két tételben a surlédads részleges abban az értelemben, hogy a kon-
figuracids tér egy alterében nem 1ép fel surlédas. Természetes a kovetkez6 kérdés:
mit tudunk mondani az egyensiilyi helyzet stabilitasardl, ha a surlédas abban az
értelemben is részleges, hogy az altalanositott sebességek egy alterébdl szarmazé se-
besség—0OsszetevSk nem eredményeznek surlédast (vagyis bizonyos irdnyokban nincs
surlddas). Ekkor a (3) illetve (2) feltételekben szerepl6 becslés helyett a

Q" (¢,9)d < —b(q1, 92)c(ld1])

egyenlStlenség teljesiil.

Be lehet latni, hogy az allitasok érvényben maradnak, ha a (4), illetve (3)
feltétel helyett azt tessziik fel, hogy ha egy mozgas soran ¢;(t) = ¢} (¢t € Ry), akkor
¢ =0

A tételekben szerepls utolsd feltételek igen er6snek tiinnek. Azzal az esettel,
amikor az ott szereplé hatarértékek végesek, a kovetkez6 fejezetben foglalkozunk,
mert targyaldsdhoz egy j mddszer sziikséges.

Térjiink most ra arra a kérdésre, hogy milyen potencidlis energia mellett lesz
az egyensiilyi allapot instabilis. W. T. KoITER [34] bebizonyiotta, hogy haa¢=10
egyensulyi helyzet izolalt a {q : 7(¢) < 0} halmazon, és a m-nek a ¢ = 0-ban nincs
minimuma, akkor a ¢ = ¢ = 0 instabilis. Alabbi tételiink (a ¢ = ¢; specidlis esetben)
mutatja, hogy az egyensiilyi dllapot valdjaban g¢-instabilis.

4.3.3. TETEL. Tegytk fel, hogy alkalmas h',eq,Ao (0 < €9 < I, Ao > 0)
konstansokkal teljesiilnek az aldbbi feltételek:

(1) bdrmely § (0 < &§ < &) szamhoz létezik olyan ¢o(6) € B.(0,6), hogy
P(g0(6)) < 0;

(2) T(q)q) Z ’\0|q|2 (Iqll S hly q2 € Rr-'v q € Rr)s

(3) a{q:11{q) <0, |g1] < €0} halmaz nem tartalmaz egyensilyi helyzetet;

(4) a disszipdcid teljes.

Ekkor barmely § (0 < § < o) szdmra vagy a) av](40(8),0) : t — q1(¢; go(6),0)
(t € R}) gorbe véges idS alatt kilép a B,(0,¢¢) gombbél, vagy
b) lg2(t; 90(6),0)| — oo (t — o0).

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 4.2.5. tételt a V=H =T+ n, y = q, vélasztassal.
O

A 4.2.6. kovetkezménybdl az alabbi eredmény adédik.
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4.3.4. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy a 4.3.3. tétel feltételei teljesiilnek,
tovdabba

(5) 1|m|1 inf 7(g1,¢2) > 0
g2|—00

egyenletesen a q,-re nézve a B,(0, k') halmazon.

Ekkor a (4.6) rendszer ¢ = ¢ = 0 egyensilyi allapota g;-instabilis.

A jelen fejezetet egy példdval zarjuk. K. PEIFFER és N. ROUCHE [43] vizsgalta
egységnyi tomegli anyagi pontnak homogén gravitacids térben az u = (1/2)y?(1+22%)
egyenletii feliillet mentén valé mozgasat (az Oy, z, u inerciarendszerben az u tengely
felfelé mutat). A rendszer kinetikai energidja és a potencidlis energia:

1,0 o 1. .
T = 5(5" + ) + 54731 +2%) + 2y2)?, w= %yz(l +z%),

ahol g a gravitdcios gyorsulds nagysiga. PEIFFER és ROUCHE feltételezte, hogy a
disszipativ erdt a

(4.7) Q1= —0127.—1, q2 = —GZ—Z (0 < a = konst.)

képletek definialjak.

A H =T + = teljes mechanikai energia (y, y, z)-ra vonatkozdan pozitiv definit,
tehat az y = 2 = y = 2 = 0 egyensiilyi allapot ezekre a valtozékra nézve sta-
bilis. PEIFFER és ROUCHE bebizonyitottak, hogy y-ra vonatkozdan aszimptotikusan
stabilis. (Meg kell emliteni, hogy az els kozelitésben val6 stabilitas-vizsgalatrol
sz6l6 Ljapunov-Malkin—-tétel ([66], 113. o.) alkalmazdsdval aszimptotikus (y, y, £)-
stabilitas adddik!)

Tekintsiink el most a meglehet8sen erdltetettnek tiind (4.7) feltételtdl, és tegyik
fel, hogy tetszlleges olyan (akdr nem-linedris) surlédasi eré hat a pontra, amely-
re nézve a disszipacio y-teljes. (Ekkor — az esetleges nem-linearitas miatt — a
Ljapunov-Malkin tétel sem alkalmazhat!). A 4.3.1. tételbdl azonnal adédik, hogy
az egyensilyi allapot aszimptotikusan (y, y)-stabilis.

Eredményeinkkel vizsgilhat6 egy tetszdleges u = f(y, z) felilet mentén vald
mozgas is. A 4.3.2. tétel és 4.3.4. kovetkezmény felhasznalasival kaphatdk a
m = ¢ - f(y,z) potencidlis energidra aszimptotikus stabilitdst, illetve instabilitast
biztosits feltételek.

Példaul, legyen
(1/2)(1 + 22) + exp[=1/|z]lsin(1/23) 2 #0
f(y,2) = { 0 s =0

A 4.32. tétel szerint az y = z = y = z = 0 egyensuilyi allapot aszimptotikusan
y-stabilis. Ugyanakkor, A. S. Oziraner tétele (4.1.* tétel) még akkor sem lenne
alkalmazhat6, ha tudnank, hogy a mozgisok a sebességekkel egyiitt korlitosak,
hiszen az {(y, 2) : #(y,#) > 0} halmazban van egyensiilyi helyzet!

A 4.34. kovetkezmény szerint az f(y,z) = y*/(1 + 2) esetben az egyensilyi
allapot y-instabilis.
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4.4. Kiegész{td megjegyzések

1979-ben, az elsd szegedi differencidlegyenletes konferencian L. SALVADORI
hivta fel a figyelmet olyan feltételrendszerek kidolgozdsinak fontossigara, ame-
lyek parcialis aszimptotikus stabilitdst, illetve instabilitast biztositanak a nem-
ellenérzétt koordindtdk korldtossigdnak megkovetelése nélkill. Az 6 biztatdsara
kezdett ilyen irdnyyd kutatdsaim eredményeit [23, 24, 28] dolgozataimban foglaltam
ossze. A jelen fejezet [23] alapjan készult.

Hasonlé tipusid, funkciondlegyenletekre vonatkozé aszimptotikus vizsgalatok
taldlhatok J. KATO megjelenés alatt all6 [33] dolgozataban. A fejezetnek a mecha-
nikai alkalmazasok soran nyert eredményeit TERJEKI JOZSEF [52] egészitette ki és
fejlesztette tovabb.

5. fejezet

A hatiaregyenlet médszere

Az el6z6 fejezetben autondm rendszerekre alkalmas Ljapunov-fiiggvény bir-
tokdban egy alternativat bizonyitottunk (4.14. tétel), amely azt mondja, hogy
a rendszer tetszileges megolddsdra vagy a) az ellenérzott koordindtak 0-hoz tar-
tanak, vagy b) a nem-ellen6rzott koordinatakbél all6 vektorfuggvény normaban
00 —hez tart, ha t — o0o. Az a) eset kedvezd az aszimptotikus stabilitds szem-
pontjabdl, a b) esetet pedig vigy intéztiik el, hogy a Ljapunov-fliggvény limeszére
tettiink feltételt, mikézben a nem-ellenérzdtt koordinatik vektora oco—hez tart (1.
4.2.4. kovetkezmény); nevezetesen, feltettiik, hogy ez a limesz oo. A jelen fe-
Jjezetben azzal az esettel foglalkozunk, amikor ez a limesz véges. Kapcsolédva ismét
K. PEIFFER és N. RoUCHE [43] példdjdhoz, tegylik fel, hogy a gravitdcids térben
egy anyagi pont az u = (1/2)y?[1 + 1/(1 + 22)] egyenlettel adott felillet mentén
surlédva mozog (az Oy, z, u inerciarendszer u-tengelye fliiggSlegesen felfelé mutat).
Az el6z6 fejezet eredményeit hasznilva nem lehet az y = 2 = § = 72 = 0 egyensiilyi
allapot aszimptotikus y—stabilitisit bizonyitani, hiszen a potencidlis energia nem
tart végtelenbe, ha |z|] — oo. Ugyanakkor joggal varhatjuk el ezt a tulajdonsdgot,
hiszen ha a mozgasok korlatosak, akkor méar a 4.1* tételbdl is adédik, ha viszont egy
mozgas mentén z nem korldtos, akkor az alternativa miatt |z(t)] — oo , és a mozgds
,,aszimptotikusan kozel van” az z = (1/2)y? felillet mentén torténd mozgashoz;
amelynek sordn y(t) — 0, ha t — oo .

Ebben a fejezetben azt fogjuk feltenni, hogy a rendszer jobboldalan az ellenér-
z6tt koordinatak valtozasit szabalyozd vektornak valamilyen értelemben létezik a
hatarértéke, ha a nem-ellenérzott koordindtdk vektora normaban végtelenbe tart.
Ez lehet6vé teszi, hogy a T. YosHizawa [55], G. SELL [50] és Z. ARTSTEIN [2-4]
altal kidolgozott hatdregyenlet-mddszert feladatunkra alkalmazzuk.

Az itt kifejtendd moédszer — szemben az el6zd fejezet tételeiben leirtakkal
— nem-autoném rendszerekre is alkalmazhaté [24,27]. A jelen értekezésben mi
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mégis csak az autondm esetet targyaljuk, mivel az alapvetd gondolatok ezen is be-
mutathatdk, tovabba a nem-autondm eset teljes kifejtéséhez komoly technikai ap-
paratus bevezetésére lenne szilkség [2-4, 27), ezért az dltaldnos esetre csak utalni
fogunk.

5.1. Autoném rendszerekre vonatkozd tételek

Tekintsiik ismét az
(5.1) = X(z) (€ R, X(0)=0)
egyenletrendszert, és ennek a szokdsos z = (y, z)7 particiénak megfelels alakjat:
(5.2) y=Y(y,2), £=2Z(y,z).

Ebben a pontban végig feltessziik, hogy Y(y,z) — Y.(y), ha |z} — oo, y-ra
vonatkozéan egyenletesen a By, (0, h’) halmazon.

Sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésre. Adott W : I, — R fiiggvényre és
¢ € R szamra jeldlje W,;;1[c, 00]o azon y € R™ pontok halmazat, amelyekhez létezik
olyan {(y:,2i,t)} sorozat, hogy ¥ — y, || — oo, t; — 00, W(yi, zi,t;) — ¢, és
W(yi, zi,ti) = 0, ha i — oco.

5.1.1. TETEL. Tegytk fel, hogy az (5.2) rendszerhez létezik olyan V : GI, —
Ry Ljapunov-figgvény, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

(1) V pozitiv y—definit;

(2) barmely c pozitiv szémra a V=1(0) N V=1(c) halmaz nem tartalmazza az
(5.2) rendszer egyetlen teljes trajektdridjdt sem, és

(3) a V,;}[c,00]0o halmaz nem tartalmazza az

(5.3) y=Y.(v)

hatdregyenlet egyetlen teljes trajektoridjat sem, kivéve esetleg az R™ tér origdjat.
Ekkor az (5.2) rendszer 0-megoldédsa aszimptotikusan y—stabilis.

Bizonyitds. Az (5.2) rendszer 0-megolddsa y-stabilis (1. [46], 22. o.), tehat
barmely ¢ > 0-hoz 1étezik olyan 6(¢) > 0, hogy ha |zg| < 8(¢), akkor |y(t;z0)| < €
minden ¢ > 0-ra. Legyen gy > 0 rogzitett, és definidljuk a o = §(¢o) > 0 szdmot.
Be fogjuk bizonyitani, hogy barmely zo € Bi(0, ) esetén |y(t; zo)| — 0, ha t — oo.

Legyen x = ¢(t) = (¥(t),x(t))T tetszéleges olyan megoldasa az (5.2) egyenlet-
nek, amelyre ¢(0) € B (0,0) teljesil. A v(t) = V(4(t)) figgvény csokkend, tehdt
v(t) — vo > 0. Ha vo = 0, akkor (1) miatt készen vagyunk. Tegyiik fel, hogy
vo > 0. Az el620 fejezet 4.1.4. tétele szerint a (2) feltételbdl

(5-4) Jim |x(t)] = oo
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kovetkezik. Tekintsiik az

(55) y= Y(y:X(t)) (y € Bm(o’hl)1t € R+)

rendszert és azt az U : Bn(0,h') x Ry — R fiiggvényt, amelyet az U(y,t) =
V(y, x(t)) definidl. Nyilvanvaléan, U(5 5)(y,t) = V(5 2)(¥, x(t)) < 0, tehdt U az
(5.5) rendszerhez tartozé Ljapunov-figguény, és u(t) = U(¥(t),t) — vo, hat — oco.
Azt allitjuk, hogy az (5.5) egyenlet y = ¥(t) megoldisanak Q(¥) hatarhalmazara
Q(\I’) - U;l[vo,oo]o.

Valéban, a 2.1.2. lemma szerint Q(¥) C U;![vo,00]. Tegyiik fel, hogy ennek
ellenére az eldbb allitott tartalmazas nem igaz. Mivel U, [vo, 00]o zdrt halmaz
a Bn(0,h') gombben, ekkor létezik olyan ¢ € Q(¥) és p > 0, hogy Bm(g,p) N

U,'[vg, >0Jo = ® ahonnan a

limsup{Ugs 5)(¥(t),¢) : t > T, ¥(t) € Brm(q,p)} < 0
T —o0

egyenlStlenség addédik. Figyelembe véve azt is, hogy az (5.5) egyenlet jobboldala
korlatos a B,,(0,h') x Ry halamazon, a 2.2.2. lemmét az (5.5) egyenletre a A =
B, (0,h"), V = U, W(y) = y vélasztassal alkalmazva kapjuk a ¢ ¢ Q(¥) reldcidt,
ami ellentmondas.

Masrészt, az (5.4) miatt U, [ve, 00)o C V,7![vo, 000, tehat az elbb bizonyitott
tartalmazast felhasznalva

(56) Q(¢) = Q(‘I’) C V,;l[vo, OO]O

adédik.

Az Y(y,z) — Yi(y) (2] — o0) és az (5.4) tulajdonsig egyiitt azt eredményezik,
hogy az (5.3) egyenlet az (5.5) egyenletnek hataregyenlete. Ismeretes, hogy a
megoldasok hatarhalmaza invaridns a hataregyenletre vonatkozéan (1. [46], 178.
0., 5.7. tétel), amib8l mar kovetkezik az Qn(¢) = {0} egyenlSség, vagyis hogy
[¥(t)] — 0, ha t — oo, amit bizonyitani akartunk. Valéban, hiszen ha Q,(¢), és
igy Q(¥) tartalmaz az R™-bdl az origétdl kiillénboz8 pontot is, akkor az invariancia
miatt tartalmaznd a (3.3) egyenletnek egy olyan trajektdriajat is, amely az origétdl
kiilonbozik. (5.6) miatt ez a trajektdria a V,;1[vo,00]o halmazban is benne lenne,
ami viszont vo > 0 és a (3) feltétel miatt lehetetlen. O

Talan érdemes megjegyezni, hogy a tétel autoném rendszerekrdl szdl, bizonyi-
tdsdban az egyik lényeges 1épés mégis a nem-autoném egyenletek elméletébdl egy
lokalizacids tétel alkalmazasa.

Az el6z8 fejezetben volt szé arrdl, hogy — szemben C. RiSITO [44] tételeivel
— a (2) feltétel nem tesz kiilonbséget ellendrzott és nem-ellendrzott koordinatdk
kozott (1. 4.2.2* tétel). A hatdregyenlet médszere alkalmas arra is, hogy ezt a
feltételt finomitsuk.
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5.1.2. LEMMA. Tegyiik fel, hogy az (5.2) rendszerhez Iétezik olyan V : G, —
R, Ljapunov-figgvény, amely eleget tesz a kovetkezd feltételeknek:

(1) V pozitiv y—definit;

(2) barmely ¢ pozitiv szamra teljesil, hogy ha a V('s'lz)(O) N V~1(c) halmaz
tartalmazza az (5.2) rendszer egy teljes trajektoridjat, akkor ez a trajektdria az
{(y,z) : y = 0} altérben helyezkedik el.

Ekkor az (5.2) rendszer 0-megolddsa y-stabilis, és ha ¢ = (¥, x)T : [to, 00) —
R* (5.2)-nek tetszGleges olyan megolddsa, amelyben ¥ korldtos, akkor valahdnyszor
t; — 0o, ¥(t;) = q # 0, V(¢(t;)) — vo > 0, mindannyiszor |x(t;)| — oo, hai — co.

Bizonyitds. Az y-stabilitds a Rumjancev-tételbsl kovetkezik ([46], 22. o.).
Ha az allitds mdsodik része nem igaz, akkor feltehetd, hogy x(ti) - r€e R
(i — 00). A 4.1.2. lemma szerint Q(¢) C M(vp) := V(g_12)(0)ﬂ V~Yvg). Mivel Q(¢)
invaridns az (5.2) rendszerre vonatkozéan, az M(vo) halmaz tartalmazza az (5.2)
(g,7) ponton athaladé trajektdridjat, ami ¢ # 0 miatt ellentmond a (2) feltételnek.
0

5.1.3. TETEL. Tegyiik fel, hogy az 5.1.2. lemma (1)-(2) feltétele teljesiil,
tovabba

(3) barmely c pozitiv szdmra a V,;![c, 0] halmaz nem tartalmazza az (5.3)
hatdregyenlet egyetlen teljes trajektoridjat sem, kivéve esetleg az R™ tér origdjat;

(4) létezik olyan b € K fiiggvény, amellyel

V(y,2) <b(lyl)  ((y,2) €Ty,).

Ekkor az (5.2) egyenlet 0-megoldisa egyenletesen aszimptotikusan y—stabilis.

Bizonyitds. Az 5.1.2. lemma szerint a 0—megoldas y—stabilis. Tekintsiink egy
#(t) = (¥(t), x(t))T megoldast, amelyre ¥(t) korlatos. Két eset lehetséges:

a) [x(t)l — oo b) [x(t)] o0 (t — o).

Bebizonyitjuk, hogy mindkét esetben vy = lim;—, o, V(¢(t)) = 0.

Az a) esetben ¥(t) — 0, ha t — oo, amint azt lattuk az 5.1.1. tétel bi-
zonyitdsaban, ebbdl viszont a (4) feltétel miatt vy = 0 mar kovetkezik.

A b) esetben létezik olyan {t;} sorozat, hogy t; — oo, ¥(t;) — ¢, x(t;) — r,
ha i — 0o0. Az 5.1.2. lemma szerint ¢ = 0. A (4) feltétel értelmében

0<y = tlim V(i) < tlim b(|¥(t:)|) = 0.
Tehat mindkét esetben vy = 0, amibdl az 1.6. megjegyzés alapjan a tétel
allitasa kovetkezik. O

Az 5.1.3. tétel (4) feltétele sok fontos esetben nem teljesithets (pl. V(y,z2) =
y? + 1/(1 + 2?2)), ezért most egy olyan tételt bizonyitunk, amelyben a (4) feltételt
az (5.2) rendszer jobboldalanak egy korlatossagi tulajdonsiga helyettesiti.
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5.1.4. TETEL. Tegyiik fel, hogy az 5.3. tétel (1)—(3) feltételei teljesiilnek,
tovabba a Z fiiggvény korldtos a G!, halmazon. Akkor az (5.2) egyenlet 0-megol-
ddsa aszimptotikusan y-stabilis.

Bizonyitds. A bizonyitast ugyaniigy lehet kezdeni, mint az 5.1.1. tételnél, a
vo > 0 esetet kell viszont maképpen kezelni, hiszen az (5.4) tulajdonsig most nincs
a birtokunkban.

Tegyiik fel, hogy vo > 0. Be fogjuk bizonyitani, hogy Q,(¢) = {0}. Ha ez nem
igaz, akkor eldszor azt mutatjuk meg, hogy Qm(¢) C N(vo) := V,;1[vo, 00)o, majd
azt, hogy a hataregyenletnek halad €,,(¢)-ban {0}-t6l kiilonbo6z8 trajektéridja, ami
ellentmond a (3) feltételnek.

Az Q,,(¢) halmaz kompakt és Osszefliggd, tovabba N(vo) zart, ezért elegendd
az Qm(4) \ {0} C N(vp) tartalmazast megmutatni. Tegyiik fel, hogy ez nem igaz.
Akkor 1étezik olyan ¢ € Q,,,(¢) (¢ # 0) ése > 0, hogy B,,(g,2¢)N[N(vo)U{0}] = 8
Bebizonyitjuk, hogy

(5.7) a= li;llsup{V(\Il(t),x(t)) :t>T, ¥(t) € Bn(g,26)} <0

Ha ez nincs igy, akkor létezik egy olyan {t;} sorozat, amelyre t; — oo, V(¢(t;)) — 0,
¥(t;) — ¢' € Bpm(q,2¢) teljesiil. Az 5.1.2. lemma szerint akkor azt is tudjuk, hogy
| x(t;) |— oo, ha i — oo, vagyis ¢’ € N(vo) , ami ellentmond ¢ definiciéjanak. (5.7)
tehat igaz.

V alulrdl korlatos, tehat (5.7) miatt ¥(t) € Bm(q, 2¢) nem teljesiilhet egyetlen
[T, 00) intervallumon sem. Ezért létezik olyan {t},t; } sorozat, hogy

t’ <t <t|+l) t: — 00, I ‘I’(t:')_q |: £, |W(t:')_q|:2€’

e<|¥(t)-gq| <2 t<t<t,i=12...).
De Y (¥(t), x(t)) korlatos, ¥ nem valtozhat akdrmilyen gyorsan, igy t:.' —-ti>p8>0
teljesti]l minden i-re egy alkalmas konstanssal. Ekkor

V(t ) -V < Z/ V(¢(t))dt < iaff — —o0 (i — o0)

= ltl

ami ellentmondds. Ezzel az Q,,,(¢) C N(vo) tartalmazast bebizonyitottuk.
Tegyiik fel, hogy ¢ € Qm(¢), ¢ # 0ést; — oo, ¢(t;) — ¢, ha i — co. Tekintsiik
a {¥'(t) :== ¥(t; + t)} fliggvénysorozatot. Ennek i-edik eleme megoldasa az

y=Y(y,x(ti+1)),  y(0)=¥(t)

kezdetiérték-problémanak. Z korlatos a GJ, halmazon, és az 5.1.2. lemma miatt
| x(t;) |— oo, tehdt barmely kompakt [a,b] intervallumon | x(¢; + ¢) |— oo egyen-
letesen, ha ¢ — co. Ezért Y (y, x(ti + t)) — Yu(y) az (y,t) véltozdkra vonatkozéan
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egyenletesen a B,,(0, k') x [a,b] halmazon. A Kamke-lemma kovetkeztében ([46],
175. o. 5.3. Lemma) a {¥;(t)} sorozat egy részsorozata egyenletesen konvergal az
v = Yu(y), y(0) = ¢ kezdetiérték-probléma egy v megoldasidhoz az [a, b] intervallu-
mon, ha i — oo. Tehdt barmely rogzitett t-re y(¢t) a {¥(t+t;)} egy részsorozatanak
limesze, tovabba t; + ¢t — oo, igy 7(t) € U (é) , vagyis O, (¢) tartalmazza az (5.3)
hataregyenlet egy teljes trajektoriajat, amely nem esik egybe az {0} halmazzal. A
kordbban bizonyitott Q,,($) C N(ve) tartalmazds miatt ez a trajektdria N(vo) -bdl
sem lép ki, ami ellentmond a (3) feltételnek. O

A hataregyenlet mddszere instabilitasi tételek levezetésére is alkalmas.

5.1.5. TETEL. Tegyiik fel, hogy az (5.2) egyenlethez létezik olyan
V € Lip(G},; R) figgvény, amely rendelkezik a kovetkezs tulajdonsagokkal:

(1) V alulrdl korlitos;

(2) barmely pozitiv § —hoz létezik olyan zo € B(0, ), hogy V(z¢) < 0;

(3) barmely ¢ negativ szamra a V(g;)(O) N V~1(c) halmaz nem tartalmazza az
(5.2) egyenlet egyetlen teljes trajektoridjdt sem, és

(4) a V,;![e, 00)o halmaz nem tartalmazza az (5.3) hatdregyenlet egyetlen teljes
trajektdriajat sem.

Akkor az (5.2) egyenlet 0-megolddsa y—instabilis.

Bizonyilds. Legyenek €9,6 adottak (0 < g9 < h', 0 < § < €g) és vegyliink egy
olyan zq € Bi(0,6) pontot, amelyre V(zo) < 0. Tekintsiik az (5.2) egyenlet ¢(0) =
o feltételnek eleget tevd = ¢(t) = (¥(t), x(t))T megoldasat. Bebizonyitjuk, hogy
| (¥(T) | > €0 valamely T > 0 szdmnra.

Tegyiik fel, hogy ez utdébbi allitas nem igaz, vagyis | ¥(t) |< €o minden ¢ > 0
értékre. Az el6zd fejezet 4.1.2. lemmaja szerint ekkor a (3) feltételbdl | x(t) |
— 00 (t — o00) kovetkezik. Mint ahogyan az 5.1.1. tétel bizonyitdsdban lattuk,
ekkor a nem-iires ,,(¢) halmaz, amely invaridns az (5.3) hatdregyenletre nézve,
részhalmaza a V,;1[vg, 00]o halmaznak. Ez azt jelenti, hogy ezen utébbi halmaz
tartalmazza a hatdregyenlet teljes trajektéridjit, ami ellentmondésban van a (4)
feltétellel. O

5.1.6. Megjegyzés. Legyen y = (y1,y2)7 az y € R™ vektor egy particidja
(31 € R™, y € R™, 1 < my < m, m + my = m), és tegylk fel, hogy
valamely €9 > 0 szamra teljesiil a kovetkezd: ha |y;| < g¢ és V(y1,¥2,2) < 0,
akkor |y2} < K. Az 5.1.5. tétel bizonyitdsdbol konnyen litszik, hogy ebben az
esetben a tétel feltételeibdl y; -instabilitds is kdvetkezik.

5.2. Holon6m és anholoném mechanikai rendszerek

Tekintsiik ismét a 4. fejezetben mar vizsgalt

40T 6T on o
(5.8) za—q.—sg——'é'q"*'Q (‘11‘1€R)
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mechanikai rendszert és az altalanositott koordinatak ¢ = (g1, ¢2)7 particiéjat (g; €
R, gg € R?, 1 <r, <r, rp+ry,=r) A jelen fejezet eredményeit most az
aszimptotikus (¢1, ¢)T-stabilitds és a ¢;-instabilitds feltételeinek tanulmanyozasira
hasznaljuk abban az esetben, amikor az (5.8) rendszer aszimptotikusan g,—fiigget-
len.

5.2.1. Definicié [24]. Az (5.8) rendszert aszimplotikusan g;—figgetlennek ne-
vezzitk, ha valamely h’ > 0 konstanssal tetszéleges K C R" kompakt halmazra
teljesiilnek a kovetkezd feltételek:

(a) 1étezik olyan A > 0 és c € K, hogy

/\Iq"l S dTA(quq2)dl QT(QI,Q2,d)d S ‘C(|Q|),

| =

feltéve,hogy ¢, € B,,(0,k'), ¢2 € R™, § € R";
(b) A (g1,92) — Au(q1), 7(q1,92) — Ilu(q1), ha |g2| — o0, tovabba

Q(91,92,9) — Q.(g1,9) a B, (0,h') x K halmazon egyenletesen, ha |go] — o0, és
0A/dq, 07/dq egyenletesen konvergal a B,, (0, h’) halmazon, ha |g2| — oco.
Illusztrdlasképpen tekintsiik a jelen fejezet bevezetésében mar emlitett példat:
m tomegii anyagi pont graviticiés térben mozog az u = (1/2)y%[1 + 1/(1 + 22%)]
egyenlettel adott feliilet mentén, a pontra Q@ = —(ay, az,atd) (a > 0) surlédasi erd

is hat. A potencialis és kinetikai energia, mint az y, 2 altalanositott koordinatik és
a7 y, z altalanositott sebességek fiiggvényei:

1, : 1 s 25\’
T-ﬁ'"{ﬁ”(yy(”r:ﬁ)-yn?
_mg - 1
TEY (1+1+z2)

Konnyii ellendrizni, hogy ez a mechanikai rendszer aszimptotikusan z—figgetlen, és
a megfelelé hatarfiggvények:

.. 1 . .
Tu(y,9,2) = 5m{(1 + ¥")§* + %}

1 - S
m.(y) = Emyyz, Q.(¥,9,2) = —(ay, az, ayy)

Térjink vissza az (5.8) mechanikai rendszerhez, és a kivant feltételek megha-
tarozasara probaljuk alkalmazni az 5.1.4. és 5.1.5. tételt. Bevezetve a ¢, p = A(q)g
Hamilton—féle viltozdkat, az (5.8) rendszer a

69 p=—37 (250)p- 5 4 Qe 470
§=A"(aq)p

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



KOZONSEGES DIFFERENCIALEGYENLETEK MEGOLDASAINAK ... 73

kanonikus alakot 6lti. Ha (5.8) aszimptotikusan g,—fiiggetlen, akkor (5.8) ¢ =¢ =10
egyensilyi helyzetének és (5.9) ¢ = p = 0 megolddsinak ugyanazok a stabilitasi
tulajdonsagai.

Hatdrozzuk meg az alkalmazni kivant tételben eléfordulé fiiggvényeket, halma-
zokat. Valasszuk segédfiiggvénynek a H = T + 7 teljes mechanikai energiit. Ha a
disszipacid teljes, akkor létezik olyan d € K fuggvény, hogy

(5.10) Hs.o)(p,a1,92) = QT(g, A~ (9)p) A~ (g)p < —d(Ipl)

teljesiil, ha (p,q;) € By, 4r(0,h'), g2 € R™2. Tehat H Ljapunov—figgvény az (5.9)
rendszerhez, és

(5.11) HEGlo(O)NH () = {(p,q) : 7(9) = ¢, p=0} (c€R),

ezért az (5.9) rendszernek ezen halmazban 1év§ teljes trajektoridi pontosan azok a
p =0, ¢ = ¢o egyensiilyi allapotai, amelyekre m(¢go) = ¢. Nyilvanvaléan,

H7 % [e, 0000 C HZY e,00)Nd™1(0) =:
={(pq1) :p=0, 1 = 77}, 0]} = E(c)
Mivel On/8q, folytonos és egyenletesen konvergens, ha |gz| — o0, a w(-, ¢2) :

B,,(0,h’") — R fiiggvények folytonosak g,-re vonatkozéan egyenletesen (g2 € R™),
igy

(5.12) E(¢) ={(p,q1) :p=0, m(q1) = c}.

Mivel az (5.9) rendszer aszimptotikusan g,—fliggetlen, hataregyenletrendszere a
lgz| — oo hatiratmenet mellett a kovetkezd:

o _l T 104, —1) _ on. i -1
p'=—zp (A. 57 AN p i + Qu(91,A77p)
(5.13) P = Ql(a, Al'p)
¢ =Y (AT (g0))aep®
k=1

(i=12,...r, j = 1,2,...,r). Ha az E(c) halmaz tartalmazza a (4.6) rendszer
egy teljes trajektoriajat, akkor ez a trajektoria (5.12) szerint egy p = 0, ¢q; =
(¢1)0 =konst. pont, amelyre

(@) =e o =0
N lgi=(a1)0
is teljesiilnek.
Ezek utan konnyi ellendrizni, hogy az 5.1.4. és 5.1.5. tételbsl — az 5.1.6.
megjegyzést is figyelembe véve — az alabbi tételt kapjuk.
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5.2.2. TETEL. Tegyiik fel, hogy az (5.8) rendszer aszimptotikusan g,—fiigget-
len.

I. Ha a 7 potencidlis energia pozitiv ¢,—definit, az (5.8) rendszernek nincs
egyensulyi helyzete a {(q1,92)7 : 7(q1,92) > 0, ¢« # 0} tartomdnyban, és a
dn.(q1)/dg1 = 0 egyenléséghbdl vagy ¢1 = 0, vagy m.(q1) = 0 kdvetkezik, akkor
az (5.8) ¢ = ¢ = 0 egyensiilyi allapota aszimptotikusan (g1, ¢)T —stabilis.

II. Ha a 7 potencidlis energidanak a ¢ = 0 pontban nincs helyl minimuma,
az (5.8) rendszernek nincs egyensiilyi helyzete a {q : w(q) < 0} tartomdnyban, és
a dm.(q1)/dg1 = 0 egyenl6ségbdl n,(q1) > 0 kévetkezik, akkor az (5.8) rendszer
q = ¢ = 0 egyenstlyi dllapota q;-instabilis.

Ebbdl a tételbdl azonnal kdvetkezik, hogy az u = (1/2)y*[1+ 1/(1 + 22)] feliilet
mentén torténd mozgasndl viszkdzus surlédds mellett az y = 2 = gy = 2z = 0
egyensilyi allapot aszimptotikusan (y, y, z)-stabilis. Ugyanakkor, az u = y3[1 +
1/(1+ 22)] felillet mentén valé mozgasnal ugyanaz az egyensiilyi allapot y—instabilis.

Tekintslink most egy anholoném [7,12] mechanikai rendszert. Ez azt jelenti,
hogy a rendszerre nemcsak geometriai, hanem kinematikai kényszerek is hatnak,
azaz a konfigurécids tér egy-egy adott pontjdban a sebességvektor nem lehet tetszé-
leges, hanem egy kijeldlt linearis altér egy eleme. Ez annyit jelent, hogy adott egy
B : R" — R™*" matrixfiiggvény, és a mozgasokra az (5.8) egyenleten kiviil a

(5.15) 42 = B(q1,92)01 (1 €ER™, g2 €R™, ri+ry=r)

feltételnek is teljesiilni kell minden id&pillanatban. Ilyen feltétel formajat olti pél-
dédul az a kikotés, hogy egy golyé vagy korong adott felillet mentén csiszas nélkiil
gordiiljon (a feliilettel érintkez8 pontnak a sebessége 0). Ez szdmunkra azért érdekes,
mert itt eleve adott az altaldnositott koordinataknak egy természetes particidja.

Ha az (5.15) osszefliggés segitségével az (5.8) egyenletbdl a ¢, sebességet kikii-
szoboljik, akkor egy

400 _9O-m) 4O-m)
(516) dt Bql 6q1 6 q2
42 = B(q)q

alaki rendszert kapunk, ahol G = G(q,q:1) ferdén szimmetrikus matrixfiiggvény:
GT = _—G, vagyis giroszképikus hatas 1ép fel; © = (1/2)¢T A(q)¢1 — kvadratikus
alak; Q = Q(q,ql) egy R -vektorfiiggvény (ez a Voronec—egyenlet ([71], 109. o.)).

Az ilyen anholoném rendszer egyensiilyl helyzetének parcialis stabilitasi tu-
lajdonségait V. V. RUMJANCEV [75] és C. RisiTO [44] kezdték vizsgilni abban a
specidlis esetben, amikor Q1 = Qi(q,q1) (Rum]ancevnel Qi(g,41) = Dql, ahol
D ry x r;—es konstans matrlx) a Q2 = 0, és a disszipacié teljes, vagyis QT ¢, = 0
akkor és csakis akkor, ha ¢; = 0.

5.2.2* TETEL (V. V. RUMJANCEV [75]). Tegyiik fel, hogy minden K C R™
kompakt halmazra

B+Q+¢TG
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(1) B(q1,92) korlatos a K x R"™ halmazon;

(2) 9%/3q1 + (07 /8q;) B pozitiv ¢, —definit a K x R™ halmazon;

(3) ®* masodfoki Taylor-polindmja a ¢ = 0 koril pozitiv g, —definit.
Akkor a ¢ = ¢ = 0 egyensiilyi dllapot aszimptotikusan (q1,¢)T —stabilis.

RisiTO-nak sikeriilt a (2) és (3) feltételt lényegesen gyengiteni, de csak az elsd
feltétel szigoritasaval:

5.2.3* TETEL (C. RisiTo) [44]). Tegyiik fel, hogy

(1') az (5.16) rendszernek a ¢ = 0, ¢ = 0 kis kornyezetébdl indulé megoldasai
egyenletesen gqa—korlitosak Ry-on;

(2') az (5.16) rendszer egyenstlyi helyzetei pontosan a q1 = 0, g2 = ¢ = konst.
pontok; —

(3') & pozitiv q1 —definit minden kompakt K C R" halmazon.

Akkor a ¢ = 0, ¢ = 0 egyensiilyi allapota aszimptotikusan (q1,¢)T -stabilis.

Az elss feltétel tulzottan szigort, mivel a megoldasok ismerete nélkil nehezen
ellendrizhet5. Felmeriil a kérdés: hogyan lehetne a két tétel elényeit egyesits
eredményt kapni? Nevezetesen, milyen feltételekkel kell kiegésziteni az (1), (2'),
(3') feltételrendszert gy, hogy a kapott feltételrendszer elegendd legyen az aszimp-
totikus (g1, )T -stabilitdshoz? Erre a kérdésre valaszt lehet kapni az el6z6 és a

jelen fejezet eredményeinek a holondm esethez lényegében hasonlé médon valé al-
kalmazasaval (1. [27]).

5.3. Kiegészitd megjegyzések

Az eredmények [24,27]-b8l valdk, ahol nem-autondm esetre vonatkozé tételek is
taldlhatok. Ezekben az els6 1épés olyan feltételek kidolgozasa, amelyek biztositjak
az £ = X(z,t) és az y = Y (y,x(t),t) egyenletek hatdregyenleteinek a létezését.
Ezutdn az 5.1.1. tétel feltételein — durvan szélva — az aldbbi moddositasokat kell
végrehajtani:

— a (2) feltétel helyett azt koveteljik meg, hogy tetszdleges pozitiv c-te a
Vi e, 0)o halmaz ne tartalmazza az # = X (z,t) egyenlet egyetlen hatdregyenleté-
nek egyetlen pozitiv fél-trajektdriajat sem,;

— tetszdleges pozitiv c-re és olyan x : Ry — R figgvényre, amelyre |x(t)] — -
oo (t — 00), a V,;l[c,00]p halmaz ne tartalmazza az y = Y (y,x(t),t) egyenlet
egyetlen hatdregyenletének egyetlen pozitiv féltrajektoridjat sem a {0} kivételével.

Az igy kapott allitdsoknak az 5.1.3.-5.1.4. tételekkel analég finomitisat a [27]
dolgozat tartalmazza.

6. fejezet
Energia-tipusi Ljapunov-fliggvények

A. M. LiapuNov-nak az aszimptotikus stabilitasrél sz6l6 klasszikus tételében
([65], 1. Bevezetés) a Ljapunov—figgvényrél az alabbi két feltételt taldljuk: alkalmas
a,b, c € K figgvényekkel teljesiilnek az
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(1) a(lz]) < V(=,t) < b(|=();

(2) V(z,8) < —c(J2])
egyenl6tlenségek az U x R, halmazon, ahol U C RF az origé egy kornyezete. Az
a,b, ¢ figgvények szigori monotonitdsa miatt a (2) feltétel ekvivalens egy V(z,t)
< —d(V(z,t)) egyenlStlenség teljesiilésével, ahol d € K. A mechanikiban — mint
az eddigi tapasztalatokbdl kideriilt — a legtipikusabb Ljepunov-fuggvénynek, a
V(g,q) = T(q,9) + 7(¢) = (1/2)4TA(¢q)¢ + 7(q) teljes mechanikai energinak a
mozgasok mentén vett derivéltja a ¢ pozicids koordinatakra vonatkozéan nem nega-
tiv definit, tehat csak egy V(q,4) < —¢(|4]), vagyis egy V(q, ¢) < —d(T(g,4)) egyen-
16tlenség teljesiilése varhatd. Ez adja az 6tletet, hogy vizsgaljuk a kovetkezd kérdést:
Tegyiik fel, hogy a Ljapunov-figgvény két segédfiiggvény Geszege, V = Vi + V3,
és a rendszerre vonatkozé derivalt egy V(z,t) < —d(t)e(Vi(z,t)) egyenldtlenségnek
tesz eleget. Milyen feltételek mellett tudjuk ezt a Ljapunov-figgvényt a megoldasok
aszimptotikus viselkedésének tanulmanyozasara hasznalni? A kérdést megvalaszold
eredményiink alkalmas mechanikai rendszerekben a sebességekre vonatkozé aszimp-
totikus stabilitas feltételeinek tanulmanyozasara.

6.1. Altaldnos rendszerekre vonatkozé tételek
6.1.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy a
(6.1) z = X(z,1)

differencidlegyenletrendszerhez léteznek olyan Vi,Vo € Lip(T,,; R) fiiggvények,
amelyek kielégitik a kovetkezd feltételeket a I'y, halmazon:
(1) V(z,t) := Vi(z,t) + Va(z,t) 2 0;
(2) Vl(z)t) 2 0;
(3) Iétezik olyan c € K és a : Ry — R, integrdlisan pozitiv figgvény, hogy
V(z,t) < ~a(t)e(Vi(z,1));

(4) tetszbleges v,71 > 0 szamokra és minden olyan € : Ry — R* folytonos
fiiggvényre, amely eleget tesz a V(£(t),t) < v (t € Ry) feltételnek, az

[Va(&(s), s]4ds
H(t;v1)

fiiggvény egyenletesen folytonos az R, félegyenesen, ahol
H(t;m) == {s:0 < s <t, Vi(s,£(5)) >}

Ekkor a (6.1) egyenlet minden akdrmeddig folytathatd z(t) megolddsara
Vi(z(t),t) — 0, és Vo(x(t),t)-nek létezik hatdrértéke, hat — oo.

Bizonyitds. Legyen z(t) megoldasa a (6.1) egyenletnek a [to,o00) intervallu-
mon, és tekintsiik a vi(t) := Vi(z(t),t), va(t) := Va(z(t),t), v(t) := v1(t) + va(t)
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fiiggvényeket. Jelolje vg > 0 a v fliggvény hatarértékét, ha t — oco. Azt kell meg-
mutatnunk, hogy v;(t) — 0, ha t — oo.

Tegyiik fel, hogy ez nem igaz. Akkor az (1)—(3) feltételek teljesiilése miatt

lim inf v1 () < limsup v;(t) =: v] < oo,
t—o00 t— 00

va, := liminf vy(t) = vo — v] < vo = limsup v,(2).
t—o0 t—o0

6.1. dbra

Bebizonyitjuk, hogy léteznek olyan € > 0 és § > 0 szamok, valamint olyan disz-
junkt intervallumok végtelen sorozata, amelyek §-—nal hosszabbak, és amelyeken a
vy fliggvény legalabb e-nal né.

Valéban, legyen € := v]/4 > 0, ha v} < oo, és legyen € > 0 tetszSleges, ha
v] = oo. Létezik olyan T', hogy vo < v(t) < vo +¢, hat > T, tovabba létezik olyan
T<th<t{<---<ti<t! <..., hogy

nili)=8 () =6 e<ult) <3=) HE L) i=12...)
Felhasznalva a v,(t) = v(t) — v1(t) azonossagot, a
va(t;) <wvo— 2, va(tf) > vo—€ (1=1,2,...)
egyenlStlenségeket kapjuk, amelyekbdl a

n
t;

0 < e <vpt!) —vat]) < /[Vg(x(t),t)]+dt flely...]

4
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becslés adédik. A (4) feltétel miatt ebbdl kovetkezik, hogy tf —t; > 6 > 0
(i =1,2,...) teljestl valamely é-val (y := vo +¢, 71 :=€).

Maisrészt, a (3) feltétel szerint ekkor v(t) — —oo, ha t — oo, ami ellentmond
annak, hogy v(?) nem-negativ. ]

Ha a V) fiiggvény porzitiv y—definit, akkor a tétel feltételeibdl kovetkezik, hogy
minden olyan z(t) = (y(t), 2(t))T megoldasra, amely barmeddig folytathatd,
ly(t)] = 0 (t — o0) teljesiil. Ha még a V = Vi + V, pozitiv y—definitasit is
biztositjuk, akkor egy olyan tételt kapunk, amely aszimptotikus y-stabilitast biz-
tosit, és ugyanakkor — ez rendkiviil fontos! —a V = Vi + V2 Ljapunov—figgvényre
semmilyen fels6 becslésnek (,,végtelen kicsiny fels korlat”) nem kell teljesiilni:

6.1.2. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy a (6.1) egyenlethez létezik két olyan
V1, V2 € Lip(I'%,; R) fiiggvény, amely kielégiti a kovetkezd feltételeket a T'j,, halma-
zon:

(1) V1(0,t) = V5(0,t) = 0, Va(=,t) > 0;

(2) Iétezik olyan a, € K fiiggvény, hogy a1(ly]) < Vi(y, z,t);

(3)—(4) teljesiil a 6.1.1. tétel (3)—(4) feltétele.

Ekkor a (6.1) egyenlet 0—megolddsa aszimptotikusan y-stabilis, és minden elég
kicsiny kezdeti értékekkel induld z(t) megolddsra a Va(z(t),t) fiiggvénynek létezik
véges hatarértéke, hat — oo.

Legyen z = (v',2')T az = € R* vektornak egy idjabb particidja: y' € R™,
ZER, m<m' <k, n=k-m' HaVi(y,z,t) >0 (y > 0)az’ € R*, t€ Ry
valtozdkra vonatkozdan egyenletesen, akkor a (3) feltétel igen egyszerii alakot 6it.

6.1.3. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy a (6.1) egyenlethez létezik két olyan
Vi, Vs € Lip(T%,; R) fiiggvény, amely kielégiti a kovetkezd feltételeket a T';,, halma-
zon:

(1) V1(0,t) = V5(0,t) = 0, Va(z,t) > 0;

(2) léteznek olyan ay,b; € K figgvények, hogy a1(Jy]) < Vi(z,t) < b1 (l¥'});

(3) létezik olyan ¢ € K és olyan integralisan pozitiv o : Ry — R, fiiggvény,
hogy ]

V(z,t) < —a(t)e(ly']);

(4) barmely vy, u > 0 szdmokra az

t
/ [sup {Vz(y',z’,s) (y,7") € M,,,,J(s)}}+ ds
]

fiiggvény egyenletesen folytonos az Ry félegyenesen, ahol

Myu(s) = {(v', ) € R xR™ : V(y/,2',6) <7, |2 i}
Ekkor a 6.1.2. kévetkezmény dllitdsa igaz.
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6.2 Az egyensiilyi helyzet sebességekre vonatkozé aszimptotikus stabilitdasa

Tekintsiik ismét a 3. fejezetben mar targyalt disszipativ giroszképikus mecha-
nikai rendszert:

d T 98T or . .

(62) Ea—d—a—q——a—Bq'*‘Gq,

(a jelolésekre vonatkozéan 1. a (3.5) rendszert). Feltéve, hogy d7(q)/0q)q=0 = 0,
vizsgaljuk a ¢ = ¢ = 0 egyensulyi dllapot ¢ altalanositott sebességvektorra vonat-
kozé aszimptotikus stabilitdsanak a feltételeit.

A B(t,q) = B(g), G(t,q) = G(q) staciondrius esetre V. V. RUMJANCEV [76]
bebizonyitotta, hogy ha a disszipacié teljes, és potencialis er8 nem hat (x(q) = 0),
akkor az egyensiilyi dllapot aszimptotikusan stabilis a sebességekre vonatkozéan.
Ebben az allitasban az elsé feltétel természetes, a masodik viszont nem. Hiszen,
példaul, ha csak a gravitaciés térben adott feliilet mentén mozgd anyagi pontot
vizsgaljuk, tapasztalataink szerint teljes disszipacional nem csak akkor all be a
sebességekre vonatkozd aszimptotikus stabilitds, amikor az adott felillet egy viz-
szintes sik, hanem, példaul akkor is, ha a feliilet csésze alaki (hat potencialis erd,
de az egyensiilyi dllapot stabilis). RUMJANCEV-nek a m(gq) = 0 feltételt azért kel-
lett megkovetelnie, mert LIAPUNOV klasszikus tételének a parcialis y-stabilitasra
vonatkozé altalanositdsdban a V(y,2) Ljapunov-figgvényre egy V(y,z) < b(|y|)
(b € K) felsé becslésnek is teljesiilni kell, ami esetiinkben a H(q, ¢) teljes mechanikai
energiara vonatkozdéan egy H(q,q) = T(q,q) + m(q) < b(|q|) egyenlétlenség tel-
jesiilését jelenti, ami maga utin vonja a n(g) = 0-t. Ez is mutatja, mennyire fontos
olyan feltételeket keresni az aszimptotikus stabilitdsra, amelyek a V' Ljapunov-
fiigguényt felilr8] nem korlatozzak. Ha a rendszer autoném (vagyis a mechanikai
rendszer staciondrius), és a megoldasok korlatosak, akkor az invariancia—elv segitsé-
gével nyerhetdk ilyen feltételek (1. 4. fejezet). Nem-autoném rendszerekre azonban
az invariancia—elv nem igaz, marpedig igen fontos lenne, példaul, a sebességekre
vonatkozdan aszimptotikus stabilitasi feltételeket kapni arra az esetre is, amikor a
fékezés intenzitasa, vagyis a B(q,t) egyutthaté-matrix az id6tél is fugg.

Az ilyen iranyu korabbi tételeket kozosen jellemzi, hogy megkdvetelik a B(q,t)
matrixban szereplS surlédasi egyiitthatdk idébeni korldtossagat ([21,69,73]). Ez
szintén egy természetellenes technikai feltétel, hiszen tapasztalataink szerint minél
nagyobb a surldédas, anndl inkabb szamithatunk az egyensiilyi helyzet aszimptotikus
stabilitasara a sebességekre vonatkozéan. A 6.1.1. tétel felhaszndlasival olyan
eredményt kapunk, amely a || B(q,t) ||, || G(g,t) || fiiggvényeket feliilrd] egyaltaldn
nem korlatozza.

Jelolje A(q), illetve A(g) a kinetikai energia A(gq) szimmetrikus matrixanak
legkisebb, illetve legnagyobb sajatértékét, £(q,t) pedig a surlédasi egyiitthatdk
B(q,t) matrixanak legkisebb sajatértékét. Tetszéleges M > 0 szamra Eps jeloli
a potencidlis energia {¢ € R" : n(¢) < M} nivéhalmazanak az origét tartalmazé
komponensét.
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6.2.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy létezik olyan M > 0 szdm, amellyel teljesiilnek
a kovetkezd feltételek:

(i) a disszipacié ,,integrdlisan teljes”, vagyis az

ap(t) := inf{B(g,t)/A(q) : ¢ € Em}

fiiggvény integralisan pozitiv;

(ii) Ay ;= inf{\(q) : ¢ € Em} > 0;

(iii) n(q) > 0, és gradn(q) korldtos az Ep halmazon.

Ekkor a (6.2) rendszer ¢ = § = 0 egyensiilyi dllapota aszimptotikusan stabilis
a sebességekre vonatkozdan, és minden elég kicsiny kezdeti értékekkel induld ¢(t)
mozgasra limy_, o 7(q(t)) létezik.

Bizonyitds. Alkalmazzuk a 6.2. kovetkezményt a Vi = T(q,q), Vo = 7(q)
valasztassal.

Legyen A > 0 olyan kicsi, hogy ha |go] < A és |§go] < A, akkor
T(go, ¢)+7(g0) < M. Mivel (T+7) < 0ésT(q,¢) > 0, az R? allapottér origéjanak
A sugari kornyezetébdl induld ¢(t) mozgdsokra teljesil a 7(¢(t)) < M (t € Ry)
egyenlStlenség, vagyis ¢(t) € Ep minden ¢ € Ry idSpillanatban. Ezért a 6.1.2.
kovetkezmény feltételeinek ellendrzésénél eleve feltehetjik, hogy ¢ € Epr. Ekkor
viszont V5 (g,4) = (1/2)iTA(g)d > A ldl?, és

(Vi + V)" = —¢"B(g, )i < —B(q,)]dI* <

< -(8(¢, )/ MaYWr = —am ()W,
vagyis teljesiil a 6.1.2. kovetkezmény (1)—(3) feltétele. Mivel

Vel = |¢"gradn(g)| < lgradn(g)l/vAm VA,

a (ii1) feltételbdl kovetkezik, hogy a (4) feltétel is teljesil. O

Ha eleve ismeretes, hogy az R?" konfiguraciés tér origdjanak egy kornyezetébdl
indulé mozgasokra ¢(t) korlatos a t > t, félegyenesen (individudlisan), akkor a (ii)
feltételre nincs sziikség, hiszen A(q) > 0 (¢ € R"), tehdt minden mozgashoz létezik
olyan Ag > 0, hogy A(q(t)) > Ao (t > to) teljesiil. Ugyanigy felesleges ebben az
esetben a gradw(q) korlatossigara vonatkozé feltétel is (iii)-ban. Ha =(g) pozitiv
definit, akkor az egyensiilyi allapot stabilis (¢-ra vonatkozdéan is), igy feltehetjiik,
hogy a mozgasok az origé egy kompakt kérnyezetében vannak, ami a feltételeket
lényegesen egyszeriisiti.

6.2.2. KOVETKEZMENY. Tegyiik fel, hogy
(i) létezik olyan K > 0 szdm és fo(t) integrdlisan pozitiv fiiggvény, hogy
B(g,t) = Bo(t) (lgl < K);

(ii) ©(q) pozitiv definit.

Ekkor a (6.2) rendszer ¢ = ¢ = 0 egyensiilyi allapota stabilis, a sebességekre
vonatkozdan aszimptotikusan stabilis, és minden elég kicsiny kezdeti értékekkel in-
dulé mozgdsra létezik a lim¢_, o, m(¢(t)) hatdrérték.
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6.3. Kiegészitdé megjegyzések.

Az eredmények [28]-bdl valék. TERIEKI JOzsEFfel kozos [79] dolgozatunkban
jelent meg a 6.1.1. tétel egy &ltalanositisa, amelyben a (3) feltételben

V(z,t) < —w(t, Vi(z,1) + r(V(z,1),1)

tipusu egyenl8tlenséget is megengediink, és a (4) feltételt is csak egy gyengitettebb
formaban koveteljik meg. Ennek koszonheten a tétel olyan mechanikai rendszerek
vizsgalatara is hasznalhatéva valik, amelyben a potencidlis erdk az 1d6tdl is fiiggnek.

A 6.1.1. tételnek fontos momentuma, hogy a V Ljapunov-figgvényt felilrol
nem korlatozza. Tovabbi ilyen tipusi eredmények talalhatdk [25] dolgozatomban,
ahol alkalmazaisként a védltozé fonalhosszisagi matematikai inga

" NOINI0) g . _
¢+ [2I(t) + " o+ I(t)sm¢ =0
mozgasegyenletét targyalom. Ebben ¢ a fiiggblegesen lefelé mutaté irdnytdl vald
szogkitérést jeloli, I(t) az inga hossza a t idSpillanatban (az ! fiiggvény , kiviilrsl”
tetszSlegesen eldirhatd), m az anyagi pont tomege, g a gravitaciés allandd, h(t) a
surlédasi egyiitthaté a t idSpillanatban. Bebizonyitom, hogy ha

3i(t)  2h(t)
[0SR

integralisan pozitiv, akkor ¢(t) = o (1/\/I(t)) (t — o00).
A véltozé fonalhosszisagi matematikai inga modelljével kapcsolatban sok ér-

dekes probléma meriil fel, amelyek megoldasa a jovében is elé fogja mozditani a
nem—autondm rendszerek stabilitdselméletének fejlédését.

7. fejezet

Utészd

1979-ben kozdltem egy hosszabb lélegzetii dsszefoglalé dolgozatot [H4] ugyan-
ebben a folydiratban a nem-autoném differencidlegyenlet-rendszerek stabilitaselmé-
letérél, amelyben szdmot adtam ezen a teriileten elért sajit eredményeimrél is. Jelen
dolgozatom ezen attekintés folytatisa; azonos akadémiai doktori értekezésemmel,
amelyben az utébbi években elért, magyarul nem publikalt eredményeimet dolgoz-
tam fel. Az értekezés megirdsa Sta is eltelt mar egy kis idd, ezért salikségesnek
litom az irodalomjegyzék kiegészitését néhiny, a témahoz tartozdé azdta megje-
lent dolgozattal (még akkor is, ha az eredeti irodalomjegyzék sem torekedett tel-
jességre), tovabba az eredmények, mdédszerek tovabbfejlddésének egy rovid, csak az
uj iranyokat megjelolé attekintését .

A megoldasok hatirhalmazainak Ljapunov direkt mddszerével valé lokalizalasa
egyre altalanosabb rendszerekben nyer alkalmazast.

A nem-autoném differencidlegyenlet-rendszerek megoldasainak altalanositdsa a
kovetkezd fogalom:
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7.1. Definicid. Legyen M metrikus tér, és legyenegy u : Ry x M x R—- M
leképezés adott. Rogzitett t € Ry, o € R szamok mellett definidljuk az U(t, o) :
M — M leképezést az U(t,to)x = u(t, z,ty) egyenlséggel (z € M).

Az u: Ry x M x R — M leképezést folyamatnak nevezzik, ha

(1) u folytonos;

(2) U(0,t9) = I — az identitds-operator (to € R);

(3) U(t,to + S) U(S,to) = U(t + S,to) (t,S €ERy, to € R)

Ha U(t,tp) nem figg to-tol, akkor U egy un. autoném folyamat. Ha még
azt is feltessziik, hogy u az R x M x R halmazon van definidlva, és (3) teljesiil
minden ¢,s € R esetén, akkor u egy dinamikus rendszer a klasszikus Birkhoff-féle
értelemben.

Az (1.2) kezdetiérték-probléma z = z(t;xo,t) megoldasa (xg € R", ty €
R4, t € R) nyilvinvaléan egy folyamat, feltéve, hogy a megoldasok folytonosan
figgnek a kezdeti feltételektd]l és akarmeddig folytathatok eldre (visszafelé nem
feltétleniil!).

Tekintsiik az

(7.1) z(t) = f(z1,1)

funkcional-differencidlegyenletet a kovetkezd standard jelolésekkel: r > 0 roggzitett
valés szam; C a [—r,0] intervallumot R*-ba képezé folytonos fiiggvények halmaza
a maximum-normaval; adott z : [-r,T) — R" (T > 0) fiiggvény esetén z; € C az
z4(s) := z(t + 8) (—r < s < 0) egyenlSséggel van definidlva. Be lehet bizonyitani
[H1], hogy az

2(t) = f(z1,t), zo=¢, (0 ER, pe )

kezdetiérték-probléma z = z(t; ¢, ¢) megoldasa folyamat a 7.1. definicié értelmé-
ben.

Tovabbi példak hozhatdk a folyamat fogalmara a parcialis diferencidlegyenletek
korébdl: a parabolikus és hiperbolikus egyenletekre megfogalmazott kezdeti- és pe-
remértékproblémak megoldasai kielégitik a folyamat defininicidjat alkalmasan de-
finialt figgvénytereken. Ez a felfogas lehetdvé teszi a megoldasok kvalitativ jel-
lemz&inek, aszimptotikus viselkedésének a kozdnséges differencidlegyenletekre ki-
dolgozott mddszerekkel valé tanulmanyozasat (1. pl. [H2]). Viszont, mivel az
allapottér fliiggvénytér, végtelen dimenzids téren definialt folyamattal van dolgunk,
amely tény a kozonséges differencidlegyenlet R* llapotterével dsszehasonlitva ko-
moly nehézségeket okoz. Ezeket mar a (7.1) egyenlettel is jol illusztralhatjuk, hiszen
az ott fellépd C tér végtelen dimenzids.

Tegyiik fel, hogy f(0,t) = 0 és a (7.1) egyenlet z = 0 megoldisinak attrak-
tivitasara keresiink feltételeket Ljapunov direkt mddszerével Ennek legkézenfek-
v6bb médja az az N. N. Kraszovszkl) [64] altal javasolt megkozelités, hogy a
Ljapunov-figgvény szerepét adjuk at egy V : C x R — R funkciondlnak, és a
funkciondl (7.1) szerinti derivédltjanak negativ definitasat koveteljik meg a

(7.2) V(z,t) < =W(l|z. )
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formaban, ahol || - || a maximum-normat jaloli C-ben. Ezen a médon egy igen
j6 (megfordithatd!) tételhez jutunk, aminek viszont csak elméleti jelentdsége van,
mivel kézvetlenil nem alkalmazhaté: a (7.2) feltételt kielégitdé Ljapunov-Kraszov-
szkij funkciondlt konstrudlni a megoldasok ismerete nélkiil nagyon nehéz. Kénnyebb
viszont sok, a gyakorlati alkalmazasok szempontjabél fontos esetben olyan funkci-
onélt taldlni, amely eleget tesz egy (7.2) tipusi egyenlStlenségnek, de az |z(t)],
illetve az |||z¢||] ,,normaval” az || z; || helyett, ahol ||| - ||| az Lz-normat jeloli C—
ben. Ez is mutatja, hogy a végtelen dimenzids esetben a Ljapunov—tipusi tételekben
a normakat kiilonés gonddal kell kivdlasztani. Ehhez a témakorhoz kapcsolédnak
T. A. BuRTON-nel kdzds [B1,B2] dolgozataink, amelyekben azt vizsgdljuk, hogyan
hasznalhaté a

V(ze,t) < —m(O)Wi(] 2(t) |) = m(@)Wa(lllz|I])
(m,n2: R— Ry)

egyenlStlenségnek eleget tevd Ljapunov-Kraszovszkij-funkciondl a (7.1) egyenlet
megoldésai aszimptotikus viselkedésének tanulmanyozdsira. Az igy nyert ered-
mények alkalmazasaként feltételeket adunk a (3.3) tipusi rezgés altaldnositasat
szolgdltato

(1.3) E(t) + a(2(t), ) + f(=z(t — h(t))) =0

egyenlet £ = 0 egyensiilyi helyzetének aszimptotikus stabilitdsira. A (7.3) egyenlet
olyan mozgast ir le, ahol a visszatérité er6 nem a pillanatnyi kitérés, hanem egy
kordbbi idSpontbeli kitérés fiiggvénye. (Ez az egyenlet irja le pl. a napraforgd
mozgasat.) ,

KLINCSIK MIHALY [K5] dolgozataban azt vizsgilja, hogy az

(7.4) uge = uzz — p(t)g(ur) (p(t) > 0)

hullamegyenletre felirt kezdeti- és peremértékprobléma megoldasa hogyan viselke-
dik a t id6 nagy értékeire ,kis” és ,nagy” p(t) surlédasi egyutthaté mellett. Ehhez
Ljapunov direkt mdédszerét hasznélja egy alkalmas fiiggvénytéren (az energiatéren)
felirt folyamatra, amelyet (7.4) megoldasai hatdroznak meg. Bizonyitasanak 6
eszkoze a 6.1.1. tételnek végtelen dimenziés Banach-terekre valé altalanositisa.
Sikeriil belatnia, hogy ha a sirlédas elég nagy, akkor az u(t,-) — 0 (¢t — o0) az
energiatér normajaban, és ha a surlédas nem né ,,tdl gyorsan”, akkor u(t,-) — 0 is
teljesiil.

A Ljapunov—féle direkt mddszernek a folyamatokra valé kiterjesztésérél, annak
gyakorlati alkalmazasairdl szélnak az Gsszefoglald [S1, S2] dolgozatok.

A dolgozat 4. és 5. fejezetének témajat adé parcialis stabilitas elméletének
nagy eseménye az [R1] monogrifia megjelenése, amelyet az elmélet megalapitdja,
V. V. RUMJANCEV és munkatarsa, A. Sz. OZIRANER irt. Ez a konnyen olvashatd,
mind az elméleti megalapozas, mind a gyakorlati alkalmazasok szempontjabdl fontos
konyv remélhetSleg tovabbi stabilitaselméleti kutatasok kiindulépontja lesz.
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Végezetiil, halis koszonetemet fejezem ki ARATO MATYAS f8szerkesztd-helyet-
tesnek és FARKAS MIKLOS szerkesztének hasznos megjegyzéseikért és batorité ta-
nacsaikért.

Jel6lések
R*: valés szamokbdl 416, k elemii
z = col (1, 22,...,z*) oszlopvektorok tere (k > 1)-allapottér;
R4 = [0, 00);
R_ :=(~00,0];

|z] (z € R*): az z vektor norméja;

d(z1,23) := |21 — 22| (21,22 € R¥) - tavolsag;

R := R* U {00} - kompaktifikdcié;

d(H,K) := inf{d(z,,z;) : z, € H, z, € K} (H,K C R);

H¢ (H C R*): H komplementere;

H (H C R*): H lezirtja;

He := HU {o0}: (H C R¥);

[a]+ := max{a,0} (a € R) - szidm pozitiv része;

[a]- := max{—a,0} (a € R) - szam negativ része;

Bi(p,p) ;= {z € R* : d(z,p) < p} (p€ R*, p > 0): p koriili p-sugarii gomb;

B(H,p) :={z € R* : d(z,H) < p} (H C R¥, p> 0): H p-sugari kdrnyezete;

AT(A € RP*9 — p x ¢ tipust matrix): A transzponaltja;

Ci(H;K) (H C R?’, K C RY): i-szer folytonosan differencialhaté H — K fiigg-
vények osztdlya;

Lip (H; K): Lipschitz-tulajdosdgi fiiggvények osztalya;

Lip.(T;R) (T C R* x R, (z,t) € T): z-ben Lipschitz-tulajdonsdgi figgvények
osztalya;

h~3(c):={z€G:h(z)=c} (h:GCRF—-R", ceR);
f(t) =df(t)/dt (f:R—R- differencialhatd);
Dt f(t) := limsup J—Q‘L:-&Q‘!l (f: R— R),

40

t—ig
D4 f(t) = liminf H4={ll,
D~ f(t) := limsup &)&&(‘—Q,

t—"u—o
D_f(#) := liminf LO=fGo)  (Dini-derivdltak );

G C R*: tartomany (0sszefiiggd nyitott halmaz);
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' =G x R+
ACT
L(t) := {z : (z,t) € A},
L:= U L(t),
130
L*:= n U L),
T>0 T
DiW(z,t) := OW(z,t)/0t (W:T — R");
V(z,t) = limsup(1/h)[V(z + hX(z,t),t + h) — V(2,1)] : a V : T — R fiiggvény
h—0+40
z = X(z,t) egyenlet szerinti derivdltja:
z(t;zo,t0): a differencidlegyenlet z(to;zo,t0) = zo kezdeti feltételnek eleget tevd
megoldasa;
z = col (y,2) = (v,2)7: az z € R* vektor particiéja
(veR™, zeR*, 1<m<k, m+n=k),
y € R™: ellendrzott koordinatik vektora,;
z € R™: nem-ellendrzott koordindtak vektora;
Gm := Bm(0,h) x R* (0 < h < o0);

I'm :=Gm X Ry
G, = Bm(0,h") x R* (0 < k' < h);
I, =Gl x Ry;

vt(4), 7(¢): pozitiv féltrajektdria, ill. teljes trakektoria;
Q(¢): pozitiv hatarhalmaz
K: azon a : Ry — R; folytonos, szigonian monoton névé fiiggvények osztalya,
amelyekre a(0) = 0;
V(z,t) == 0 (z—0, t € R;) - egyenletes konvergencia, azaz 3b € K:
V(z,t) < b(| z |) teljesiil valamely B(0,h’) x R, halmazon (0 < A’ < o0);
(z,t)» V(z,t)€R (zr€R¥;t€Ry; 0<w< o0, cER)
Vle,w]:i={pe R¥ | 3{(zi, )}y :2i = p, ti 2w —0, V(z4,8;) > c,
(i = o0)},
V"l[g,w]o ={p € R* | {(zi,t;)}2,: 2i = p, ti s w—0, V(z;,t;) > ¢,
V(z.-,t;) -0, (i— 00)},
(v,2,t) » V(y,2,t) ER(yER™, zER*; tE Ry, c€ER)
V';l[c, OO] = {q € R™ | 3{(yl.)zi')tl')}?;l ‘¥ —q, Izl'l — 00, t; — 00,
V(yi,2,t) = ¢, (i — )},
Vin'le,o0)o = {g € R™ | 3{(wi, 2, 1)} : 45 — q, |zi| = 00, t; — o0,
V(yi)zt'rti) —C, V(yi)zi)ti) —0 (t nd w) H
0O : éllitas, bizonyitas vége.
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HATVANI LASZLO
BOLYAI INTEZET .,
H-6720 SZEGED, ARADI VERTANUK TERE 1.

ON THE STABILITY OF THE SOLUTIONS OF
ORDINARY DIFFERENTIAL EQUATIONS
WITH MECHANICAL APPLICATIONS

L. HaTvaNI

This paper is devoted to the further development and extension of Lyapunov’s direct method
for nonautonomous systems, for partial stability investigations. The positive limit sets, the positive
partial limit sets of solutions are located by a Lyapunov function with negative semidefinite (but
not negative definite) derivative. These results are used for establishing theorems on the asymptotic
stability and instability of mechanical equilibria. The method of limiting equation is combined
with the partial stability investigation.
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A CLARKE-FELE DERIVALT

SZABO IMRE

Budapest

Az operaciékutatdsi mddszerek hatasossiganak a kiterjesztése sordn egyre nyilvinvalébba
vilt, hogy a hagyominyos simasagi, Altaliban folytonosan differencidlhatdsigi feltételek a fi-
nomabb modellekben gyakran nem teljesiilnek, igy az alkalmazhatésdg gitjaiva valtak. Ezért
szukségessé valt egy olyan elmélet kifejlesztése, amely alkalmas Altalanosabb szélsérték-feladatok
kezelésére. A Clarke—féle derivdlt segitségével azokra a szélsbérték-feladatokra, amelyekben
szerepld fliggvények nem differencidlhatdk, s8t nem is konvexek, de lokdlisan Lipschitz tulaj-
donsdgiak, az ismert sziikséges feltétekkel analég tételek fogalmazhaték meg, példiul a mate-
matikai programozasi feladatra vonatkozé Lagrange multiplikdtor szabdly.

0. Elokésziiletek

A hatvanas évek elején elsdsorban J. J. MOREAU és R. T. ROCKAFELLAR
munkassaganak koszonhetben a kiterjesztett valds értéki konvex fuggvényekre beve-
zették a szubderivalt fogalmit. FRANK H. CLARKE a lokélisan Lipschitz tulaj-
donsagi fiiggvényekre dltalanositotta ezt a fogalmat doktori dolgozataban ([1]). A
tdmaszfuggvény és a tdmaszhalmaz fogalom par segitségével a Clarke—féle derivdlt a
szubderivalttal egységes keretbe dgyazhaté. EbbS] a felépitésbél jol lathatd a szub-
derivalt és az iranymenti derivalt, illetve a Clarke—féle dltaldnositott derivdlt és az
iranymenti derivalt dltaldnositdsa k6z6tti szoros kapcsolat.

Egy adott Banach téren értelmezett folytonos és ,,szublinedris” fuggvények,
valamint a dudlis tér nem ires, konvex, gyenge*—kompakt részhalmazai kolcsonésen
egyértelmiien megfeleltethet6k egymdasnak. A szubderivalt és a Clarke—féle derivdlt
felépitésének a keretéiil ez a kapcsolat szolgal.

Jeloljon a tovabbiakban az (X,}| - ||) egy Banach teret. Legyen az f ebbél a
Banach térbél a valos szamokba képezé fiiggvény, amely az X egy Osszefliggd nyilt
részhalmazdn van értelmezve. Ehhez képest nem jelent megszoritast az, ha azt
tessziik fel, hogy az f értelmezési tartomanya az egész tér, azaz D(f) = X.

0.1. Definicio. Az f : X — R fliggvényt szublinearisnak nevezziik, ha poziti-
van homogén és szubadditiv, azaz
(1) VzeX,VA>0:f(Az)=Af(z)
(2) Ve,yeX:f(z+y) < f(z)+ fly)
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Ha az f : X — R fiiggvény szublinedris, akkor konvex, ugyanis VA € (0,1),
Vz,y € X esetén

fQz+(1-2)y) < f(Az) + f((1 - A)y) = Af(2) + (1 - A f(y)-

A kovetkez8kben a folytonos és szublinearis fiiggvények fontos szerepet fognak
Jatszani. Jelolje a halmazukat P, azaz

P:={f:X — R, f folytonos és szublinedris}.

Ha az X véges dimenzids tér, akkor a folytonossigi megkotés redundans, ugya-
nis ismert, hogy véges dimenziés téren értelmezett konvex figgvény folytonos az
értelmezési tartomany belsejében (lasd példaul [9]).

Hasonléképpen fontos szerepet fognak jatszani az X* dudlis tér nem ires, kon-
vex, gyenge*~kompakt részhalmazai. Jeldlje ezek Osszességét M, azaz

M = {U C X* U #0, konvex, gyenge*-kompakt}.
0.2. Definicié. Egy f: X — R fliggvény tamaszhalmazanak nevezziik az
M; = {* € X*: (z*,z) < f(z), Vz € X} C X* halmazt.

0.3. ALLfTAs. Ha f € P, azaz f : X — R folytonos és szublinedris, akkor
M; e M, azaz
(1) My #£9
(2) M; konvex és gyenge*—zart
(3) M; gyenge*—kompakt,
ami azt jelenti, hogy az M : P — M leképezés.

Bizonyitds. (1) A Banach-Hahn tételbdl kovetkezik.
(2) A definicié alapjan kdnnyen lathaté.
(3) Az My(z) == {(z*,z) : =* € M;} = [—f(—=z), f(z)] egyenldség szerint M,
gyenge*—korlitos halmaz, igy a Banach-féle egyenletes korldtossag tétele miatt kor-
latos az X* normajaban. Mivel (2) szerint gyenge*-zart is, azért a Banach-Alaoglu
tétel szerint gyenge*—kompakt. ]

0.4. Definicié. A C C X* nem tires halmaz tamaszfliggvényének nevezziik a
oc(z) :=sup{{z*,z) :z* € C}, oc¢c: X — RU{+00} figgvényt.

0.5. ALLITAs. A o¢ tdmaszfiiggvény szublinedris, tovibba, ha a C halmaz
korldtos, akkor folytonos is, azaz a ¢ : X — R fiiggvény P-beli. Ami azt jelenti,
hogy o : B — P, ahol B az X* nem iires, korldtos halmazait jeloli.

Bizonyilds. oc(Az) = sup{(z*,Az) : z* € C} = sup{A(z*,z) : z* € C} =
= Asup{(z*,z) : z* € C} = Aoc(z), oc(z+y)=sup{{z*,z+y) :2*€C}=
= sup{(z*,z) + (z*,y) : ¥ € C} < sup{(z*,z) : 2* € C} +sup{{z*,y) : z* €
C} = oc() + oc(y)-

Ha C korlatos, akkor o¢(z) = sup{(z*,z) : z* € C} < sup{||z*]| - ||z]| : =* €
C} =sup{|lz*||:z* € C}-||lz||. DO
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0.6. ALLITAS. 0 o M = idp, azaz birmely f € P esetén f = o(M(f)) =
opm, = max{(z*, -) :2* € M;}.

Bizonyitds. Nyilvan f > opr,. Masrészt az f konvex és folytonos volta miatt
a Banach-Hahn tétel szerint Ve > 0 esetén V(z, f(z) — €) pont szepardlhaté az
epif = {(z,a) : f(z) < o} halmaztél valamilyen nem nulla funkcionéllal. O

Ac:B—-Pésaz M:P — M leképezésekre tehdt teljesiil, hogy c o M =
idp . Nyilvan ekkor a o szurjektiv, és az is konnyen lathatd, hogy az M injektiv.
Ha megmutatjuk, hogy a o|p : M — P leképezés injektiv, vagy azt, hogy az
M : P — M szurjektiv, azaz, hogy VU € M esetén M(o(U)) = M, = U, akkor
M és P kolcsonésen egyértelmiien megfeleltethetdk.

0.7. MEGFELELTETESI TETEL (Héormander).
Az X* nem iires, konvex, gyenge*—kompakt részhalmazai, valamint az X -en értel-
mezett, valos értékid, folytonos, szublinedris fliggvények egymasnak kélcsondsen
egyértelmiien megfeleltethetdk, azaz létezik ® : M — P bijekcid.

® nem mds mint a timaszfiiggvény képzés, azaz ® = o/, az inverze @1
pedig a tamaszhalmaz képzés, azaz ®~! = M.

® és ®~! rendezéstartd, azaz, ha U,V € M, U C V, akkor ®(U) < &(V), ha
f,9 €P, f < g, akkor $=1(f) C $~(g).

Bizonyitds. ® nyilvan szurjektiv, azaz R(®) = P, ugyanis a 0.6. allitas szerint
Vf € P esetén az My € M halmazra ®(M;) = op, = f.

® injektiv is, ugyanis VU,V € M, U # V esetén tetsz8leges adott y* € U\V és
a V gyenge*-kompakt, konvex halmaz szigorian szepardlhatok egy hipersikkal, azaz
létezik olyan zo € X nem nulla elem amelyre: ®(U)(zo) = oy (z0) = max{{z*, zo) :
* € U} > (y*,2z0) > max{(z*,z) : 2* € V} = o(z0,V) = &(V)(z0), azaz
®(U)(z0) > ®(V)(20), azaz ®(U) # ®(V).

® rendezéstartd : ha U,V € M, U C YV, akkor ®(U) = oy = max{{z*, -} :
r* € U} < max{(z*, ) :z* € V} = oy = (V).

®-! rendezéstarté : ha f,g e P, f < g, a.kkor *-f) = = {¢* € X*:
(#*,-) < f}<{z*eX: (2% ) <g}= My =@71(g). O

1. A szubderivilt

1.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az f : X — R fiiggvény az z € X pontban
a v irdny mentén differencidlhatd, ha létezik a kovetkezd hatarérték:

1z +2) = f(z)

f(z,v) = Jim TEEZ

Lathaté, hogy az f(z,:) : X — R fiiggvény pozitivan homogén, ugyanis
flz+pro)—f(z) . f(z+prv)—f(z) _
=u lim =
A p—+0 )
uf'(z,v). Konvex fiiggvények esetén tobb is igaz:

Vu > 0esetén f'(z,pv) =
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1.2. ALLiTAs. Ha f: X — R konvex fiiggvény, akkor
1. f minden irdny mentén differencidlhaté az egész X —en, azaz barmely ¢ € X és
birmely v € X esetén létezik f'(z,v).

2. f/(z,v) elédl f'(z,v) = inf fz+ *'/’\) = 5(2) 4 jakban.

3. Az f'(z, -) : X — R fiiggvény szubadditiv.

Ez a pozitivan homogén tulajdonsiggal egyiitt azt jelenti, hogy az f'(z, -) figgvény
szublinedris.

4. Ha az f fiiggvény folytonos az ¢ € X pontban, akkor az f'(z,-) fiiggvény
folytonos X —en.

Bizonyitds. Lasd példaul [9] 4.1. §3. és 4. allitas. Q

1.3. Definicié. Az f : X — R konvex figgvény ¢ € X pontjahoz tartozo
szubderivdlinak nevezzilk a kovetkezd z*—beli halmazt:

af(x) = Mf’(r,~) = {.’L'* € X*: (r*,v) < f/(z’v)) Vve X}

A Of(z) halmaz elemeit szubgradienseknek nevezziik.

Az elnevezést az indokolja, hogy a szubderivalt halmaz elemei — a szubgradi-
ensek — linedris funkcionalok, amelyek az eredeti fiiggvényt alulrdl approximaljak.

1.4. ALLiTAs. Legyen az f : X — R konvex fiiggvény.
1. Ha az f folytonos az z € X pontban, akkor a 8f(z) C X* nem iires, konvex,
gyenge*—kompakt halmaz.
2. f'(z, -) = 0ay(s) = max{(z*, -) : z* € 8f(z)}

Bizonyilds.
1. Az 1.2. allitas 4. szerint ekkor az f'(z, -) fiiggvény folytonos az X-en, igy a 0.7.
megfeleltetési tétel alapjan ez a definiciébdl kovetkezik.
2. A 0.6. allits alapjan a definiciébél adédik. a

Mair emlitettiik, hogy ha az X véges dimenzids, ligy ha az f konvex, akkor
folytonos is az értelmezési tartomdanyanak a belsejében, azaz most az egész X—en,
tehdt ebben az esetben a df(z) sohasem iires, konvex, gyenge*~kompakt halmaz.
Ha az X nem véges dimenzids, akkor is ismert az a tény, hogy egy konvex fliggvény
pontosan akkor folytonos az értelmezési tartomanyanak a belsejében, azaz most az
egész X—en, ha feliilrél korlitos egy = pont kérnyezetében, ami pedig nem til erds
megkotés.

1.5 Példa. (Az abszolitérték és a norma szubderivaltja)

1. Legyen f(z) := |z| (z € R), ekkor f'(0,v) = ;r;t(') w = |v|, igy 8f(0) =
{z:z-v<|v|, ve R} =[-1,+1].
2. Legyen f(z) := ||z|| (z € X), ekkor f'(0,v) = il;%w = ||vll, igy
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af(0) = {z* € X*: (z*,v) <||v|l, Vv € X} = cIB*, ahol B* az X* dualis térbeli
nulla kozepii egységgombot jeloli.

A fenti fogalmak felépitésébdl jol lathaté, hogy konvex fiiggvény esetén egy
adott ponthoz tartozé iranymenti derivalt fiiggvény és a szubderivalt ugyanan-
nak a dolognak a kétféle reprezenticiéja. Ez a tény a szubderivalt hagyomanyos
definici6jabdl mar nem latszik :

1.6. Definicié. Az f : X — R konvex fliggvény z € X pontjahoz tartozé
szubderivaltnak nevezziik a kovetkezd halmazt :

of(z) :={z*: (z¥,z - z) < f(2) — f(x), Vz € X}.
A definicié geometrial jelentése igen szemléletes. Azt mondja, hogy az f

fiiggvény grafja (z, f(z)) pontjin keresztiil hizott érinték a graf alatt vannak. Ez
is magyarazza a szubderivalt elnevezést.

1.7. ALLITAS. A szubderivilt 1.3. és 1.6. definicija ekvivalens.
Bizonyitds. Jel6lje a bizonyitdsban az 1.6. definiciébeli halmazt 8 f(z).
Legyen z* € 0f(z), azaz z* € Mji(; .y, legyen z € X tetszdleges, ekkor
Mz —z)) — v
(z*,z —z) < fi(z,z2—z) = inf fz+Mz—2)) - f(=) < f(2) = f(z), azaz

~ A>0 A
2* € 0f(z).

Forditva : Legyen z € 8f(z), azaz ¥z € X esetén (z*,z — z) < f(2) — f(z).
Ekkor Vv € X és VA > 0 esetén A(z*,v) = (z*,Av) < f(z + Av) — f(z), azaz

(o*,0) < JEFAZFE@) 5 0y ebpal

A
. Av) —
(z*,v) < }\r))f(; Hz+ 1:\) /() = f'(z,v), azaz z* € 8f(z). O
1.8. Megjegyzés. Konvex fliggvények esetén eltekinthettiink volna attdl a fel-

tevéstdl, hogy a fuggvény értelmezési tartomanya az egész X. Ugya.nist }3a egy f

o f(z), hazeD(f
konvex fiiggvényre D(f) # X, akkor legyen fi(z) := { too, hazgD(f)’
Ekkor a f; : X — R U {400} kiterjesztett valds értékii fiiggvény szintén kon-
vex, és D(f1) = X. Az eredeti f fiiggvény értelmezési tartomdnyat az f; figg-
vény effektiv tartomdnydnak nevezziik, és domf,—gyel jeloljiik, azaz domf, :=
{z € X : fi(z) < +oo}. (Egy kiterjesztett valés értékii f, fiiggvényt valédinak
mondunk, ha a domf; nem iires.) A szubderivaltat nyilvan csak a domf; pont-
jaiban értelmezhetjiik, az azon kivili pontokra lires halmaznak definialjuk. A
domf, hatdran az fi'(z, -)X — RU {+oo} fliggvény viszont nem folytonos, igy az
1.2. allitds 4. pontja mar nem biztositja, hogy a df1(z) szubderivalt halmaz nem
ures. Azonban, kiilonésen a szubderivalt hagyomanyos 1.6. definicidjabdl jol latszik,
hogy ha az £ a domf; hatdran van, de az ¢ € domfi, akkor a df1(z) nem iires,
s6t konnyen ellendrizhets, hogy ott gyenge*—zart konvex halmaz. A szubderivalt
ebben kiilonbozik a tobbi derivalt fogalomtdl, mert azokat csak belsé pontban lehet
értelmezni.
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2. A Clarke—féle dltaldnositott derivdlt

A szubderivalt konstrukcidjat nézve természetesen vetédik fel a kérdés, hogy
nem tudnédnk-e ezt altalanosabb fiiggvény osztalyra bevezetni. Ennek az az akada-
lya — ha a szubderivalt 1.3. definicidjira gondolunk — hogy az iranymenti derivalt
nem létezik barmely fliggvény esetén. Igy el8szor egy olyan altaldnositott irdnymenti
deriviltat kellene bevezetni, amely tagabb fiiggvény osztdlyon is létezik, és ez az
irAnymenti derivalt fiiggvény a masodik véltozéjaban, azaz az f'(z, -) fiiggvény,
szublinearis és folytonos.

Az irdnymenti derivilt legaltalanosabb fogalmat gy lehet konstrudlni, ha nem
csak A, hanem z és v szerint is vessziik a hatdrértéket, vagyis mivel ez nem feltétleniil
létezik, azért vagy a felsd, vagy az als6 hatarértéket vessziik.

2.1. Definicié. Egy tetsz8leges f : X — R fiiggvény dltaldnositott irinymenti
derivdltja az x € X pontban a v € X irany mentén :
N W '
f(z,v) = limsup fE M)~ S )
(\e,0")=(+0,2,0) A

2.2. ALLiTAs. Az f%(z, ) : X — R fiiggvény szublinedris.
Bizonyitds. A pozitivan homogenitas bizonyitisa ugyanigy megy, mint az

f'(z, ) hagyomanyos iranymenti derivalt fiiggvény esetén.
A szubadditivitds :

f(z'+Av') = f(z') _

fA(z,v1 +v2) = limsup
(A0, v )= (+0,2,v,+v2) A
= limsup (f(z’ +n) - (&) +
(2!, 0,0/ =03 )= (40,2,01,92) A

<

fl(@" + Av") + AV — v1')] = f(2' + Avy)
+ - )

< fAz,v1) + fA(z,v2). O

Az f(z, -) figgvény tehdt szublinedris. Ugyanigy, mint a konvex fiiggvények
esetén az iranymenti derivalt fiiggvénynek, az f(z, -) fiiggvénynek is vehetjiik a
tdmaszhalmazat, azaz az Mo, .y halmazt, amely szintén tekinthetd az f fiiggvény
z pontbeli derivaltjanak. Ha az X véges dimenzids tér, ugy mivel az f%z, -)
fiiggvény szublinedris, igy konvex, azért folytonos is, ezért ekkor a 0.3. szerint
a Mjo(,, .y X*~beli halmaz nem iires, konvex, gyenge*~kompakt.

Azonban, ha az X nem véges dimenzids, akkor az f(z, -) fliggvény nem

feltétleniil folytonos, ezért a 0.3. 4llitds nem biztositja azt, hogy az M %z, ) halmaz
nem liires.
Kérdés, hogy milyen fiiggvény osztily mellett lesz nem iires? Latni fogjuk, hogy
a lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi figgvény esetén az f°(X, -) irdnymenti derivalt
fuggvény folytonos, ezért az Mo(,, .y halmaz nem iires, s6t f°(z, - )-re ekkor valami-
vel egyszeriibb definicié is adhaté.

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



A CLARKE-FELE DERIVALT 97

2.3. Definicié. Azt mondjuk, hogy egy f : X — R fuggvény kielégiti a Lip-
schitz feltételt egy H C X halmazon, ha létezik egy L > 0 allandd, hogy minden
zy, T2 € H esetén teljesiil :

|f(z1) = f(z2)| < L||zy — 24|

Azt mondjuk, hogy az f lokdlisan Lipschitz tulajdonsigi az = pontban, ha z-
nek van olyan U kornyezete, hogy f kielégiti a Lipschitz feltételt a H = U halmazon.

Az f lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi, ha Vo € X pontban Lipschitz tulaj-
donsdgi.

Az f globdlisan Lipschitz tulajdonsdgi, ha az f az egész H = X halmazon
kielégiti a Lipschitz feltételt.

A definicidbdl lathaté, hogy ha az f : X — R fiiggvény Lipschitz tulajdonsdgi
egy ¢ € X pontban, akkor ott folytonos is.

2.4. Definicié. Legyen az f : X — R lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi az
z € X pontban. Az f fiiggvény Clarke—féle dltaldnosilott irdnymenti derivdltja az
z pontban a v irany mentén :

' _ ’
f°(z,v) := limsup f(z'+ ) - f(z )
(A2)=(+0,2) A

Az f Lipschitzessége miatt ez véges érték.
Az f°(z,v) fogalma az f°(z,v)-t6l abban kiilonbozik, hogy itt v nem valtozik.

2.5. ALLiTAs. Ha az f figgvény Lipschitz tulajdonsdgi az z pontban, akkor
az f°%(z,v) megegyezik az f°(z,v)-vel, azaz ebben az esetben a két altalinositott
derivilt fogalom ekvivalens.

Bizonyitds. Egyrészt f°(z,v) < fz,v), mésrészt

f(z,v)=  limsup (f(r' + M) = £+ 2)
(A2 )= (+0,2,0) A
LG '\1:\) - f(z'))

< limsup  Lljv —v'||+
(A2 v')=(+0,z,v)
/ —
+ limsup {2+ M)
(A"~ (+0,2) A

Igy ff(z,v) = f°(z,v). O

2.6. ALLiTAs. Az f°(z, ) : X — R dltaldnositott irinymenti derivalt fiigg-
vény
(1) szublinedris
(2) globdlisan Lipschilz tulajdonsdgi ugyanazzal a Lipschitz dllanddval mint az f

f(x') S fo(z,v).
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fiiggvény az = pontban, igy folytonos az egész X —en.

(3) 1f°(=,v)| < Lilv|]

(4) 1*(z,—v) = (=f)°(z,v)

(5) Az f°(-, -} : X x X — R fiiggvény feliilrél félig folytonos.

Bizonyitds.
(1) Az f°(z, -) fliggvény szublinearitasa a 2.5. allitas alapjan kovetkezik az f(z, -)
fiiggvény szublinearitdsdbdl (lasd 2.2. 4llitas, egyébként a direkt bizonyitds ugyan-
gy megy).
(2) Mivel f Lipschitz tulajdonsdgi az = pontban, azért Yv,,v3 € X pont és elég
kicsi A > 0 esetén f(z' + Av)) — f(z') < f(z' + Avy') — f(2') + L - Aljvy — v3]|, ebbdl
fo(x)vl) S fo(z) 112) + L”vl - ‘!)2”.
Mivel a v, és a vy szerepe felcserélhetd, azért az allitds kovetkezik.

31 Ay) — ’

(3) Mivel Vz’' € X és VA > 0 esetén '+ lj\) (=) < Lj|v]|, azért |f°(z,v)| <
LlJv}].

f& = w) — f(=') _

(4) f°(z,—v)= limsup 3
(2= (+0,2)
ey D) = f)
()\,u’)—o(+0,:v) A

=(=f)*(=,v),

ahol v’ := z — Av.

(5) Legyenek (z;) és (yi}) C X tetszbleges #; — z, v; — v sorozatok. A limesz
szuperior definiciéja szerint Vi esetén 3 olyan y; € X és A > 0, hogy ||yi — zi|| + A <
1/1, és

Folea ) - 17i < L8E "";’:‘) — f(%)
— f(yl'+Aiv)~f(yi') f(y,'-}-Av‘-)_f(y’._*_/\iv)
= : + - |

A miésodik kifejezés nem nagyobb mint L|lv; — v|| az f Lipschitzessége miatt.
Mindkét oldal limesz szuperiorjat véve, amint i — +o00, kapjuk, hogy
limsup f°(zi,v;) < f°(z,v), azaz az f°(-, -) feliilrdl félig folytonos. O
$—+4o00

A fentiekben a lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi fuggvényekre sikeriilt konstrual-
ni egy olyan altalanositott irdnymenti derivalt fogalmat, amely a masodik valtozd)a-
ban szublinearis és folytonos fliggvény. Ezért ugyanigy, mint a konvex figgvények-
nél a szubderivalt konstrudldsinal, a 0.7. megfeleltetési tétel alapjan, az fo(z, -):
X — R altalanositott iranymenti derivalt fliggvénynek kolcsonosen egyértelmiien
megfeleltethetjiik az X* egy nem iires, konvex, gyenge*—kompakt részhalmazat.
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2.7. Definicid. Legyen az f : X — R fuggvény Lipschitz tulajdonsdgi az ¢ € X
pontban. Az f figgvény z pontbeli Clarke—féle dltaldnositott derivdltjanak nevezzik
a kovetkezS halmazt:

Of(z) = Myo(z, .y = {z* € X*: (z*,v) < f°(z,v), Vv e X}.

2.8. ALLITAs. A Clarke—féle derivdltra teljesil, hogy
(1) 8 f(z) C X*, nem iires, konvex, gyenge*—kompakt halmaz.
(2) °(2,9) = ay(e) = max{(a*,2) : 2* € 01 ()}
(3) llz*|lx < L:Vz* € 8f(z) esetén
(4) AO3f(-): X — X* halmazértékii leképzés zdrt, abban az értelemben, hogy ha
z* € 0f(zs):i=1,2,..., és z; — z, tovdbbd «* az (z;*) sorozat torléddsi pontja
a gyenge*—topoldgidban, akkor z* € 8f(z).

Bizonyilds.
(1) A 0.7. megfeleltetési tétel alapjan a definiciébdl kovetkezik.
(2) A 0.6. éllitas alapjan a definiciébdl kovetkezik.
(3) A definici6 szerint ||z|[, = sup{(z*,v) : |[v|| < 1}. Ha z* € df(z), akkor
(z*,v) < f°(z,v), de a2.9. dllitas (3) szerint |f°(x,v)| < Lijv||, igy (*,v) < Lj|v]].
Ebbdl, ha z* € §f(z), akkor ||z*||. = sup{(z*,v) :{v]| < 1, («*,v) < L|jv||} < L.
(4) Vv € X esetén van olyan részsorozata (x;*)-nak (amit az dltalainossag megsérté-
se nélkil vehetiink z;*-nek), hogy (z;*,v) — (z*,v). Definicié szerint (z;*,v) <
f°(z,v). Az f°(=,v) feliilrdl félig folytonossdga miatt (lasd 2.9. allitds (5)), kovetke-
zik, hogy (¢*,v) < f°(z,v), azaz definici6 szerint z* € 0f(z). O

A Clarke—féle dltaldnositott derivdlt felépitésében nagy silyt helyeztiink arra,
hogy ez is — mint ahogyan a szubderivalt — tulajdonképpen egy fogalom par: az
altalanositott iranymenti derivalt és a Clarke—féle derivdlt ugyanannak a dolognak
a kétféle reprezentacioja.

2.9. Példa. Legyen k nemnegativ egész szam, és legyen az f : R — R figgvény
a kovetkez6:

—z 4+ 1/2F, ha 1/281 <z < 1/2F

2z — 1/2%F+1 ha 1/2F*2 <z < 1/2FH!
f(z) = z+1/2F, ha —1/2F <z < —1/2k#1

~2z — 1/2%*!, ha —1/2F! <z < —1/2F+2

0, ha z=0

Ez a figgvény nem derivalhat6 a nulldban, s6t még az irdnymenti derivaltjai sem
léteznek itt. Ugyanakkor Lipschitz tulajdonsdgi ebben a pontban (L = 2 Lipschitz
dllanddval), ezért vehetjik a Clarke—féle dltaldnositotlt irinyments derivdltjdt:

f°(0,v) = limsup (@' + dv) - (&) = 2|v]
T e)=(+0,0) A ’
valamint a Clarke-féle derivdltjdt:

0f(0) ={«* : 2*-v < 2Jv|, Vv € R} =[-2,2].
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3. A Clarke—féle derivilt kapcsolata a
hagyomaényos derivdlttal és a szubderivilttal

Mint az &ltalanositott fogalmaktdl, tgy a Clarke—féle derivdlt fogalomtdl is
elvarjuk, hogy jé kiterjesztése legyen a hagyomanyos derivalt fogalomnak. Latni
fogjuk, hogy folytonosan derivalhat6 fuggvényekre valéban egybeesnek.

3.1. ALLiTAs. Legyen az f : X — R fiiggvény Géteauz derivilhaté az z € X
pontban, jel6lje a derivadltjat itt D f(z). Akkor az f figgvény Lipschitz tulajdonsdgi
z-ben és Df(z) € 8f(z).

Bizonyitds. A Gileauz derivdlt definicid)a szerint létezik az f'(z,v) és egyenld
(Df(z),v)-vel. Mivel f'(z, ) < f°(=, -), ezért (Df(z), -) < f°(=, -), azaz
Df(z)edf(z). O

Az allitas nyilvan akkor is igaz, ha f z-ben Fréchet derivdlhato.
Az ellenkezé tartalmazas viszont nem igaz. Tekintsiik ugyanis a kovetkezd
példat: .
z?sinlf/z, haz #0
Legyen f(z) := .
gyen f(2) 0, haz=20
Ez a fiiggvény derivalhatd, igy irdnymenti derivalhaté is a nulldban:

z?sinl/z -0

Df(0) = lim = limz -sinl/z = 0.
z—0 z—0

Ez a fuggvény azonban Lipschitz {ulajdonsdgi is a nulldban, az altalanositott irany-
menti derivaltja:

9 . o
£90,0) = lLimsup (z+ Av)?sinl/z+ A —z-sinl/z = ol,
(£.2)=(0,+0) A
amib8l 8f(0) = [-1, 1].
Vegyiik észre, hogy a Df : R — R fliggvény nem folytonos a nulldban, ugyanis,
ha ¢ # 0, akkor Df(z) = 2z -sinl/z — cos 1/z.

3.2. ALLiTAs. Haaz f: X — R fiiggvény Giteaur derivilhaté az z € X pont
egy U kornyezetében, és a Df : X — X™* derivalt fliggvény folytonos z-ben, akkor
a df(z) halmaz egy pontbdl dll, és 8f(z) = {Df(z)}.

Bizonyitds. Legyen tetszileges v € X esetén g(A) := f(z’+ Av). Ag: R— R
fiiggvény derivdlhatd a nulla egy jobboldali [0, ] kérnyezetében:
9'(A) = (Df(z' + 2v),v) :A€[0,4]
A kozépérték tétel alapjan létezik olyan A € [0, u], hogy

S& 1) = £) _ D ra s o)
i _<Df( +’\)»)

Ebbdl lim sup-ot véve g — 40 mellett, a Df fiiggvény folytonossiga miatt Vv
esetén f°(z,v) = (Df(z),v), igy a 0f(z) = Mipy(z),.) = {Df(z)}. O
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A Clarke-féle derivdlt felépitése a szubderivalt felépitésének az altalanositott
megismétlése volt. Természetesnek érezziik, hogy a Clarke—féle derivdlt a szub-
derivalt fogalmanak is j6 kiterjesztése a konvex fiiggvényekrdl a lokdlisan Lipschitz
tulajdonsdgi figgvényekre.

Jeldlje a tovabbiakban megkiilonboztetésiil d. a konvex fiiggvényekre bevezetett
szubderivaltat.

3.3. ALLiTAs. Legyen az f : X — R konvex fiiggvény Lipschitz tulajdonsdgi
az ¢ € X pontban, akkor az f Clarke—féle derivdlija az z pontban megegyezik a
szubderivaltjaval, azaz f(z) = 0.f(z), ami ekvivalens azzal, hogy az f z pontjihoz
tartozé altaldnositott irainymenti derivalt fiiggvénye megegyezik az irdnymenti de-
rivdlt fiiggvénnyel, azaz f°(z, -) = f'(z, -).

Bizonyitds. Ez utébbit igazoljuk. Nyilvan f'(z, -) < f°(z,v). Masrészt

! _ '
fo (.‘B, U) = lim sup sup 'f(z + Av) f(z ),
=40 |1zi_g)lces 0<A<e A

ahol 6§ > 0 tetszéleges rogzitett szaim. Konnyen ellendrizhetd, hogy ha az f fiiggvény

f(z' + Av) - f(2)
A

akkor a t — fiiggvény monoton névekeds. Ezért

' _ ’
f°(z,v) = lim sup fa'+ev) = (= )
£ Jzi—s]i<es €

Mivel az f Lipschitz tulajdonsdgi az = pontban, azért z—nek van olyan = + ¢6B
kornyezete, amelyen az f kielégiti a Lipschitz feltételt, amib6l

f(#' +ev) - f(2)  flz+ev) - f(2)| o1
z > )

£
igy

flz + et;) - f(z) +26L = f'(z,v) + 26L.

] < :
Pl < Jim,
Mivel § tetszéleges, azért fo(z,v) < f'(z,v). 0
4. A Clarke—féle derivalt ekvivalens deflniciéi

Az eddigiekbdl is latszik, hogy milyen szoros a kapcsolat a Clarke—féle de-
rivdll és a szubderivalt kozott. Nem meglep6 ezért, hogy a szubderivalt segitségével
tovabbi ekvivalens definicick adhatdk.
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4.1. ALLiTAs. (A Clarke-féle derivdlt ekvivalens definicidja)
Az f : X — R lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgi fiiggvény ¢ € X pontjahoz tar-
tozé 8f(z) Clarke—féle derivillja megegyezik az z pontbeli f°(z,-) : X — R
altaldnositott iranymenti derivalt fliggvény O € X pontbeli szubderiviltjaval, azaz

8f(z) = 0.°(z, O).

Bizonyitds. Mivel az f°(z, -) : X — R figgvény szublinearis, azért konvex is.
A 0 ponthoz tartozd szubderivaltja az 1.7. definicid szerint:

0.f°(z,0) = {* : (¢*,v—-0) < f°(z,v) — f°(2,0), VvE X} =
={z*: (*,v) < f°(z,v), Vv € X} = Mje(,, .y =0f(z). O

Végtelen dimenzids téren értelmezett fiiggvényekre CLARKE eredetileg igy ve-
zette be az altalanositott derivalt fogalmat.

A kovetkezSkben a Clarke—féle derivdlinak egy, a véges dimenzids téren értelme-
zett fiiggvényekre érvényes ekvivalens definicijat adjuk. Ehhez szitkséges a véges di-
menzids téren értelmezett lokdlisan Lipschitlz tulaydonsdgi figgvényekre igaz Rade-
macher tétele:

4.2. ALLiTAS. Haaz f: R® — R fiiggvény Lipschitz tulajdonsdgi egy C C R®
halmaz ¥V pontjiban, akkor f (Lebesgue mérték szerint) m.m. differencidlhaté a C
halmazon.

Bizonyitds. Lasd példaul [8].

4.3. ALLITAS. (A Clarke~féle derivdlt véges dimenzié-beli ekvivalens definicié-
ja.)
Legyen az f : R® — R fiiggvény Lipschitz tulajdonsdgd az ¢ € X pontban. Jeldlje
 azokat a pontokat, ahol az f fiiggvény nem differencidlhaté. Legyen tovabbd
S C R" tetszlleges nulla Lebesgue mériékd halmaz. Akkor

f(z) = co{Limf'(z;) : z; —» =, z; ¢ SUQ},

ahol Lim a torlédasi pontok halmazat jeldli.

Bizonyitds. A 4.2. allitas (Rademacher tétele) szerint a Q halmaz mértéke nulla
az z pont egy kornyezetében, igy az QU S mértéke is az, ezért van olyan (z;) C R®
sorozat, amely z; — z és létezik f'(x;). A 3.1. Aallitds szerint f'(z;) € 0f(z;) Vi
esetén. Mivel a 3f(x) halmaz gyenge*~kompakt halmaz (lasd 2.8. allitds (1)), azért
lokélisan korlatos is. Ezért a Bolzano-Weierstrass tétel szerint a (f'(z;)) C R®
sorozatnak van konvergens részsorozata. Ennek hatarértéke a 2.8. allitds 4. alapjan
benne van a 0f(z)-ben. Eszerint a {Limf'(z;) : z; — z, z; ¢ SUQ} halmaz benne
van a 0f(z)-ben. A fentiek szerint ez a halmaz nem ires, korlatos és zart, azaz
kompakt, igy a konvex burka is az, ugyanis kompakt halmaz konvex burka kompakt.
Mivel a 0f(x) halmaz konvex azért a fenti halmaz konvex burkat is tartalmazza.
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A forditott tartalmazashoz azt latjuk be, hogy a 9f(z) tamaszfiggvénye
f°(z, -) kisebb vagy egyenld a co{Limf'(z;) : 2; — z, z; ¢ SUQ} halmaz timasz-
fiiggvényénél, azaz V0 # v € R™ és Ve > 0 esetén

fo(z,v) —e < limsup{(f'(z:),v) :zi > z,z; ¢ SUQ}.

Az egyenldtlenség jobboldalat jelolje a. Definicié szerint létezik olyan é > 0, hogy
barmely y € z+6B, y ¢ SUQ esetén (f'(y),v) < a+e. Tekintsiik az Ly := {y+pv :
0 < p < 6/(2|v|)} szakaszt. Mivel az (S U Q) N (z + §B) mértéke nulla, azért a
Fubini tétel alapjan A— m.m. y € £+ (6/2) B esetén az L, szakasz az SUQ halmazt
egy dimenziés nulla mértékii halmazban metszi. Ezért ezen az L, szakaszon az

f A— m.m. differencialhaté, azaz létezik az f', igy

m

Fly+Av) - f(y) = / (f'(y + Bv),v) dB.

0

Mivel y + fv — z € §B, ahol 0 < B < p, azért (f'(y + PBv),v) < a+ €. Ez teljesiil
majdnem minden y € = + (6/2)B és minden u € (0,6/(2|v])) esetén. Mivel az f
fliggvény folytonos, azért ez minden y és minden u esetén teljesil, amibél kovetkezik,
hogy f(z,v) <a+e. O

Ez az ekvivalens definicié két dolog miatt is fontos. Egyrészt CLARKE eredetileg
igy vezette be ezt a fogalmat, lasd [2]. Az Gtletet valdszinilileg ROCKAFELLAR [7]
kényvének 25.6. tétele adhatta, amely a szubderivaltat hasonléan jellemzi.

Masrészt a gyakorlatban legtobbszor ennek a segitségével szamolhaté ki a Clar-
ke—féle dertvdll.

5. A Clarke—féle derivalt tulajdonséagai

Az elézéekben mar szerepelt, hogy a Clarke—féle derivdlt és az altalanositott
iranymenti derivalt ugyanannak a dolognak a kétféle reprezenticidja. A 0.7. megfe-
leltetési tétel szerint egyrészt egymdsnak kolcsdndsen egyértelmiien megfeleltethe-
t6k, azaz barmelyiknek az ismerete egyben a masik ismeretét is jelenti, masrészt
8f1(z) C Ofz(x) pontosan akkor, ha ff(z, -) < f3(z, -), azaz barmelyik valamely
tulajdonsdganak az ismerete egyben a masik hasonlé tulajdonsiginak az ismeretét
is jelenti. A kovetkezé tulajdonsagokat ezért mind a Clarke—féle dertvdlira, mind az
altalanositott iranymenti derivaltra megfogalmazzuk, de csak az egyikre bizonyitjuk,
altalaban az iranymenti derivaltra, mert erre kényelmesebb.

5.1. ALLITAs.
1. Legyen az f : X — R filiggvény Lipschilz tulajdonsdgi az ¢ € X pontban. Akkor
VA € R esetén a Af fliggvény is Lipschitz tulajdonsdgi az = pontban, és teljesiil,
hogy
8f(Ae) = A3f(z), azaz (A)°(z, -) = M (z, ).

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



104 SZABO L
2. Legyenek az f; : X — R (i = 1,2,...,n) figgvények Lipschitz tulajdonsdgiak

n
az z € X pontban. Akkor a Y f; fiiggvény is Lipschitz tulajdonsdgi az z pontban,

=1

0 (E f.-) (z) € Z@f;(z), azaz
i=1 i=1
(Ef.-) (z,-) <Y (=)

i=1

és teljesiil, hogy

3. Ha teljesul még az, hogy az f; figgvények legfeljebb egy kivételével folytanosan
differencidlhatok, akkor egyenléség dll fenn.
Osszevonva 1.-et és 2.-t: VX; € R (1= 1,2,...) esetén

] (Z /\.-f,-) () C Z/\,vaf;(z), azaz

i=1

n ° n
(Z’\lft) (zt ~)SZA,’f°(Z, )
i=1 izl
illetve egyenlGség van, ha a 3. feltételei teljesiilnek.

Bizonyitds.
1. Nyilvdn Af is Lipschitz tulajdonsdgi az z pontban.
Ha A > 0, akkor

AP (zv)= limsup MEFE)=ME)
(#,2')—(4+0,2) 7

1 + o) = 1) _

= limsup A

(#,")—(+0,7) o
’ _ '
=2 limsup JEFEISE) o,
(#,2')=(40,2) M
Ezek utan elég az allitast A = —1 esetén bizonyitani. Most nem tudjuk

kozvetleniil azt bizonyitani, hogy (—f)°(z,v) = —f°(z,v). Ehelyett legyen z* €
O(—f)(z), ez definicié szerint azt jelenti, hogy (z*,v) < (-f)°(z,v), Vv € X
esetén. A 2.6. allitas (4) szerint (—f)°(z,v) = f°(z,-v), igy (z*,v) < f°(z,-v),
Vv € X, azaz (—z*,—v) < f°(z,—v), Vv € X, ami azt jelenti, hogy —z* € df(z),
azaz r* € —0f(z).

2. Elég az allitdst n = 2-re bizonyitani, az altalanos eset teljes indukciéval adédik.
Az pedig, hogy

(i +£2)°(z,0) < fi(z,0) + f3(z,v) (Vv EX),
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az f°(z,v) 2.4. definici6jabdl a lim sup tulajdonsiga alapjin kozvetleniil latszik.
3. Mivel folytonosan differencidlhaté fliggvények Osszege is folytonosan differencial-
hatd, azért elég az allitast csak két olyan fliggvényre bizonyitani, amelyek koztil
legaldbb az egyik folytonosan differencidlhaté. Ekkor egy olyan dszegnek vessziik a
lim sup-jat amely egyik tagjanak létezik a limesze, igy (f1 + f2)°(z,v) = fi(z,v) +
f3(z,v) = fi(z,0) + fi(z,v) (Vv € X). o

5.2. Megjegyzés. A konvex fliggvényekre vonatkozé, az 5.1. allitas 2.-hoz ha-
sonlé allitdsban, a Moreau-Rockafellar tételben (1asd pl. [9] 0.3.§ 0.3.3. tétel) a
tartalmazas pont forditott. Ellentmondas nincs, mert ott folytonos konvex fliggvé-
nyekre (, igy Lipschitz tulajdonsdgi konvex fliggvényekre is) egyenl6ség all fenn.

5.3. ALLITAs. (A lokalis szélsdérték sziikséges feltétele.)
Legyen az f : X — R fiiggvény Lipschitz tulajdonsdgi az z € X pontban. Ha az f
fiiggvénynek az z pontban lokilis szélsGértéke van, akkor 0 € 8f(z).

(A 0 az X* zérus elemét, azaz az X-en értelmezett azonosan nulla linedris
funkcionalt jeloli.)

Bizonyitds. Mivel az 5.1. dllitds 1. szerint 8(—f) = —08f, azért elég az allitast
abban az esetben bizonyitani, ha az z pont lokalis minimum hely. Ebben az esetben

Vv € X esetén f°(z,v) > 0, azért a Clarke—féle derivdlt 2.11. definicidja szerint
0€df(z). O

5.4. ALLiTAs. (Kbzvetett fiiggvény derivalisa.)
Legyen az f : X — R fiiggvény Lipschitz tulajydonsdgi az = € X pontban, a
h : R — R fiiggvény folytonosan differencidlhaté az f(z) € R pontban. Akkor
ahof: X — R fiiggvény is Lipschitz tulajdonsdgi az £ € X pontban, és

8(ho f)(z) C K (f(2)) - 0f(2), azaz
(ho £)*(z,v) < K'(f(2)) - f°(=,v)-

Bizonyitds.
(ho f)°(z,v) = limsup h(f(=' +2v)) — h(f(=") _
(M) (+0,2) \
= limoup h(ff(zc;l?:g; - ;g()z)) =16
< men T L man | [t
= s h(ff(!(lg - ;ggz)) O flexio-r .

= h(f(z))- f(z,v). O
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5.5. KOVETKEZMENY.
1. Legyen az f és az fo : X — R Lipschitz tulajdonsdgi az ¢ € X pontban. Akkor
az f1 - fo fiiggvény is Lipschitz tulajdonsdgi az ¢ pontban, és

0(f1- f2) € fa(z)0f1(z) + fi(z)0 f2-

2. Az el6zbeken kiviil tegyiik fel, hogy fa(z) # 0. Akkor az 'l% figgvény is Lipschitz
tulaydonsdgi az ¢ pontban, és

h f2(2)8f1(z) — f1(2)8fa(z)
2(%) < @) '

Bizonyitds.
1. Legyen g : R? — R a kovetkezd fiiggvény: g(ui,uz) := u; - uz, és legyen
h: X — R? a kdvetkezd fiiggvény: h(z) := [fi(z), fo(z)]. Ekkor fi- f2 = goh. Ezek
utan alkalmazzuk az 5.4. allitast.
2. Az el3z5hoz teljesen hasonléan megy. O

5.6. TETEL. (A burkoléfiiggvény derivaltjardl.)
Legyenek az f; : X — R (i = 1,2,...,n) figgvények Lipschilz tulajdonsdgiak az
z € X pontban. Jeldlje f a burkold (a pontonkénti maximum) fiiggvényiiket, azaz

f(z) :=max{fi(z): i=1,2,...,n} (Vz € X).

Jelolje 1(2) := {i : fi(z) = f(z)}, azaz azoknak az indexeknek a halmazit, ame-
lyekre a maximum eléretik. Akkor az f fliggvény Lipschitz tulajdonsdgi az x pont-
ban, és

Of(z) C co{8fi(z) : i € I(2)}.

Bizonyitds. Azt fogjuk beldtni, hogy a bal oldali halmaz tamaszfliggvénye nem
nagyobb a jobb oldali halmaz tamaszfiiggvényénél. A bal oldali halmaz tamasz-
fuggvénye:

0o1z) = f°(z, ) = (max{fi() : i =1,2,... ,n})°(x, -).
A jobb oldali halmaz tamaszfliggvénye:
Tcoffi(zyiel(z) = max{(z¥, -) : 2" € co{dfi(z) :i € I(2)}} =
—max{ff(z, ) i € I(2)}.
Jelolje az I(x) index halmazhoz tartozo fliiggvények felsé burkoléfiiggvényét h,
azaz h(z) := max{fi(z) : i € I(x)}, és jelolje az I(z)® index halmazhoz tartozé
fiiggvények felsé burkolofiiggvényét g, azaz g(z) := max{fi(2) :: ¢ I(z)}.

Mivel h és g folytonosak és g(z) < h(z), azért 1étezik olyan z+48 B kornyezete z-—nek,
hogy hls4+58 = flc+sB, ezért minden v € X esetén h°(z,v) = f°(x,v). Ezért elég
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azt bebizonyitani, hogy h°(z, -) < max{f?(z, -) : i € I(z)}, ehhez pedig elég azt
belatni, hogy 1étezik olyan £ € I(z) index, hogy h°(z, -) < f (=, -).
h(zn + Apv) — h(z,)
A

h°(z,v). Ekkor minden n esetén van olyan i, € I(z) index, hogy f;n'(‘a:,, + Anv) =
h(z, + Apv). Mivel h(z) = max{fi(z) : i € I(z)}, azért f; (zn) < h(z,), igy
h(z" + A"“v) - h(z") < -f'.n(zﬂ + /\"'U) — f‘.n(:")

—— A" -
Mivel az Ir(‘z) index halmaz véges, azért van olyan £ € I(z) index, hogy végtelen
h(zn, + Anv) — h(z,,) <

Legyenek a A\, — +0 és z, — z olyan sorozatok, hogy

sok nj esetén £ = i,, -h°(z,v) =  limsup 3 <
(/\..,::,k)—»(+0,z)
n A - n PR ’
< limsup /1@ + Anv) = f1(2n,) = fi(z,v), ez teljesil Vv € X esetén.
(An,znh)“‘(+oy’:) /\
0

5.6. Megjegyzés. Ez a tétel a Clarke—féle elmélet egyik legjelentésebb ered-
ménye. Ugyanis a gyakorlati feladatokban szerepl fiiggvények ha nem differencial-
hatdk és nem konvexek, akkor dltaldban nem is lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgiak.
Ezt mutatja az is, hogy a Clarke-féle dertvdltat szemléltetd 2.9. példa elég mester-
kélt volt. Azonban a gyakorlatban gyakran keressik egy adott fiiggvényhalmaz
burkolofiiggvényének a szélsGérték helyét. Ennek illusztrildsira tekintsiik a kovet-
kez6 példakat:

1. Jel6lje egy termék keresletét az ar fiiggvényében q(p), és legyen Q) az a mennyiség
amennyit egy adott vallalat ebbdl a termékbél eld tud allitani. Ekkor az a mennyiség
amennyit a vallalat el tud adni: min{q(p), @}

2. A tékenovekedési modellekben fel szoktdk tenni, hogy a termelési tényezGket
adott aranyban hasznaljak fel. Példaul, ha feltessziik, hogy K és L a toke és a
munka mennyisége valamilyen egységekben, amelyeket egyenlé mértékben lehet fel-
hasznalni, akkor a termeléshez felhasznalhaté input az egyik—egyik fajtabol:
min{K,L}. ‘

3. Szintén burkolo-fiiggvényhez vezetnek a gazdasagi és a miiszaki élet kiiszobjelen-
ségeinek tanulmanyozasai. Szemléletes példa erre egy tartaly, amelynek a magassaga
ho, a tartdlyban 1év8 viz mennyisége a t idSpillanatban h(t), akkor az a viztdmeg
amely a tartalybdl ki fog folyni ardnyos a kovetkezd figgvénnyel: max{h(t)— ho,0}.

A tételnek nem csak az ilyen irdnyi alkalmazdsai miatt van jelentSsége. Alap-
vetS szerepet jatszik a szélsGérték feladatok megolddsai sziikséges feltételeinek a
bizonyitasaban, igy példaul a matematikai programozasi feladatra vonatkozé Lag-
range multiplikdtor szabdly bizonyitasiban is.

6. Matematikai programozés

A legegyszerlibb tipusi matematikai programozasi feladatra vonatkozd sziiksé-
ges feltétel bizonyitasa a fenti eszk6z6k segitségével nagyon egyszeri.
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6.1. A matematikai programozdsi feladat I,
Legyenek az fésg; : X - R (i=1,2,...,n) lokdlisan Lipschitz (azaz az X hal-
maz minden pontjdban Lipschilz) tulajdonsdgi figgvények. Tekintsiik a kovetkezd

feladatot:
f(z) — min
(6.1) { g(2)<0 (i=1,2,...,n)

6.2. TETEL. (Lagrange multiplikator szabdly.)
Ha az zo megolddsa a (6.1) matematikai programozasi feladatnak, akkor léteznek

olyan A\,v; (i=1,2,...,n) nem mind nulla valés szdmok (szorzék), hogy
n

(1) 0 € A3f(x0) + z v;0gi(zo)
i=1

(2) Ay, 20 (i=1,2,...,n)

3) vi - 9i(z0) =0 (i=1,2,...,n).

Bizonyitds. Jeldlje go(z) := f(z) — f(=z0), legyen

F(z) := max{f(z) — f(z0), 91(z),... ,9n(z)} = max{go(z), 9:1(2),... ,9n(2)}.
Kénnyen lathatd, hogy F(zg) = 0és F(z) > 0 Vz € X esetén (, ha F(z) < 0 volna,

akkor az z megengedett és f(z) < f(zo) lenne). Igy zo az F minimum helye, ezért
az 5.3. allitas alapjan 0 € 0f(zo).

A burkoléfiiggvény derivdlasara vonatkozo 5.6. tétel szerint 3F (zo) C co {8gi(z0) :
i € I(z9)}, ahol I(z¢) azon i = 1,2,... ,n indexek halmaza amelyekre a maximum
eléretik az o pontban. Ezek szerint a 8F(zo) minden pontja el5all ezen fiiggvények
konvex kombindciéjaként, igy a 0 pont is, azaz léteznek olyan A > 0,1; > 0

(t=12,...,n), A+v1+...+ v, = 1 szdmok, hogy 0 € Adgo(zo) + E v;09i(z0).
Mivel az 5.1. allltas alapjan 8go(zo) = 0[f — f(z0)}(z0) = 0f(z0), azert.
0 € A3f(z0) + E v;09i(z0)-

Azoknak a g; (1 =1,2,... ,n) figgvényeknek az indexei, amelyekre g;(zo) < 0 nin-
csenek benne az I(zo) mdexhalmazban, mert F(zo) = 0. Ezért az ezekre vonatkozé
v; egyiitthatok nulldk, igy v; - gi(z0) =0 Vi=1,2,...,n esetén. a

6.3. Megjegyzés. Ha a matematikai programozasi feladatban feltessziik még,
hogy az z pont benne van egy adott halmazban, akkor a tavolsigfiiggvény fo-
galmanak a segitségével az elGbbihez hasonlé tétel arinylag konnyen megfogal-
mazhaté. Azonban, ha még egyenl6ségi korlatozasok is szerepelnek, akkor mar
egy kicsivel kevesebbet mondhatunk, nem lehet biztositani a multiplikitorok nem-
negativitasat, a bizonyitds pedig nagyon korilményessé valik. A bizonyitiashoz
felhasznaljuk IvAR EKELANDnak egy 1974-ben publikilt hires tételét, amelynek
szamos teriilleten valé hasznos alkalmazasa ismert (lasd [5]). Ebben az esetben tu-
lajdonképpen a sima esetben hasznalt Ljusziyernyik tételt helyettesiti.
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6.4. Definicié. Egy z € X pontnak egy adott C C X nem iires halmaztdl valé
tdvolsaga:

de(z) ;= inf{llz—¢||: c € C}.
A dc : X — R figgvényt tavolsagfliiggvénynek nevezziik.

A d¢ tavolsigfiiggvény nem differencialhaté a C hataran, de itt is létezik az
altaldnositott derivaltja, ugyanis:

6.5. ALLITAS. A dc : X — R tdvolsigfiiggvény globdlisan Lipschitz tulaj-
donsdgi az L = 1 dllandéval, azaz Vz,y € X esetén |dc(z) — dc(y)] < ||z — il

Bizonyitds. Ve > 0-hoz 3 olyan ¢ € C, hogy ||y — ¢|| < dc(y) + €. Ekkor
do(2) < lz —clf < |l —yll + |ly — cll < [l2 - il + dc(y) + e
Itt z és y szerepe felcserélhetd. a

6.6. ALLiTAs. Legyen f : X — R Lipschitz tulajdonsdgi egy S halmazon
L Lipschitz dllanddval. Legyen C C S és tegyiik fel hogy az f figgvény eléri a
minimumat a C halmaz felett egy = pontban. Akkor barmely L' > L esetén a
9(2) := f(2) + L'dc(z2) fiiggvény eléri a minimumadt S felett az z pontban.

Bizonyitds. Indirekt mddon tegyiik fel, hogy létezik olyan y € S és ¢ > 0, hogy
f(y)+ L'dc(z) < f(z) + L'e. Legyen ¢ € C olyan pont, hogy ||y — ¢|| < dc(y) + €.
Ekkor f(c¢) < f(y) + L'lly — || < f(y) + L'(dc(y) + €) < f(z), ami ellentmondas.

6.7. KOVETKEZMENY. Ha az f : X — R fiiggvény eléri a minimumét egy C
halmaz felett egy ¢ pontban, és itt lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgé L Allandédval,
akkor
1. z az f + Ldcns fiiggvény minimum helye,

2. 0 € 0f(x) + Lddc(x).

Bizonyitds.
1. Legyen S olyan kornyezete az = pontnak, amelyen a fiiggvény az L allandéval
kielégiti a Lipschitz feltételt.
Az el626 allitas szerint z az f+ Ldons fliggvény igy az f + Ldc fiiggvény minimum
helye is, mivel dgns(z) = de(z).
2. Ebbdl az 5.2. és az 5.4. 4llitds alapjan kovetkezik, hogy 0 € O(f + Ldc)(z) C

0f(z)+ Lddc(2). O
6.8. TETEL. (EKELAND) Legyen (E, p) teljes metrikus tér, és legyen F : E —

R U {400} alulrdl félig folytonos és alulrdl korlitos fiiggvény. Legyenek € > 0 és
z € E olyanok, hogy F(z) < iréfF+e. Akkor létezik olyany € E pont hogy VA > 0

esetén

(1) F(y) < F()

(2) p(z,y) <1/

(3) Vz # y esetén F(2) > F(y) — eAd(y, 2).

Bizonyitds. Lasd [5].
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6.9. A matematikai programozdsi feladat II.
Legyen C C X nem iires zart halmaz, legyenek az f,g;,h; : X - R(i=1,2,... ,n;

j=1,2,...,m) a C halmazon lokdlisan Lipschitz (azaz a C halmaz V pontjiban
Lipschitz) tulajdonsdgi figgvények. Tekintsik a kovetkezd feladatot:
62) { f(z) — min

’ gi(z) <0 (i=1,...,n), hj(z)=0 (j=1,...,m), z€C

6.10. TETEL. (Lagrange multiplikdtor szabaly)
Ha az zo megolddsa a (6.2) matematikai programozasi feladatnak, akkor léteznek
olyan A,vi,pj (1 = 1,2,...,n; j = 1,2,...,m) nem mind nulla valés szamok
(szorzdk), hogy

(1) 0 € A0f(z0) + I vidgi(z0) + D _ 1j0hj(z0) + (L + 1)8c (o)

=1 i=1

ahol L az ésszes szereplS figgvény egyiittes Lipschitz dllanddja,
2) ;>0 (i=1,2,...,n),
(3) Vi -g,'(Zo) =0 (1 = 1,2,... ,n).

Bizonyilds. A fenti F fiiggvény helyett vezessiik be a kovetkez6 F, : X — R
fuggvényt:

Fe(z) := max{f(z) — f(zo) + £,91(2), ... , gn(2), |R1(2)|, [R2(Z)|, - . , |Am(2)]|}

Az F, fiiggvény lokdlisan Lipschitz tulajdonsdgd, igy folytonos, tovdbba alulrél
korlatos, mert F (z) > 0 Vz € C. Az zy nem biztos, hogy az F,~t minimalizalja,
de nyilvan F,(z¢) = ¢ < iréf Fe(z)+e¢€. Alkalmazva EKELAND 6.8. tételét A := 1/,/¢

mellett kapjuk, hogy létezik olyan z. € X, hogy ||zo — z¢|| < V£ és x, minimalizélja
az Fe(z)++/€||z—z.|| figgvényt a C halmaz felett. Mivel ez a fiiggvény is Lipschitz
tulajdonsdgd L+ 1 allandéval, azért a 6.7. kdvetkezmény 1 pontja szerint z, a lokalis
minimum helye a G¢(z) := F,(z)+ /€||z -z ||+ (L + 1)dc(z) fiiggvénynek. Ezért a
lokalis széls6értékre vonatkozd 5.4. dllitas és az 5.2. allitas alapjan 0 € 0G(z.) =

O[Fc + Vel - —zell + (L +1) - dc](ze) C OFe(zc) + /0 |1 (0)+ (L +1)-0dc(z.).
Mivel a norma Lipschitz tulajdonsdgi konvex fliggvény, azért a 3.3. allitas szerint
a Clarke—féle derivdltja megegyezik a szubderivaltjaval, ez pedig az 0 € X pontban
az 1.5. példa alapjan az X*-beli nulla kériili B* egységgdmb, azért

0 € 0F.(z.) + VeB* + (L + 1) - 8dc(z,).

A burkoléfiiggvény derivalasara vonatkozé 5.7. tétel szerint OF(z.) benne van azon
fiiggvények Clarke—féle derivdltjainak konvex burkdban, amelyekben a maximum
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eléretik. Ezért léteznek olyan Ae,vei,pe; > 0 (i = 1,2,...,n; j = 1,2,...,m),
Aet+Ven+. o+ Ven+peg+ ...+ e, = 1 szamok, hogy

0€XOf(x)+ E Ve i0gi(zc) + Z#:’j(ﬂhj (z)| + VeB* + (L + 1) - 8dc(z.),

=1 j=1

(az elsé tag O(f — f(z) + €)(zc) = 0f(z.))-

Az F.(z.) > 0, kiilonben az z, kielégitene minden feltételt és f(z.) < f(zo)
lenne, ami ellentmondana zg optimalitasinak. Ezért a fenti el6allitisban csak azok
a |hj(x,)|-ok szerepelnek, amelyekre h;(z,) > 0. Mivel az abszolitérték fiiggvény
a nulla helyet kivéve folytonosan differencidlhatd, azért a kozvetett fliggvény de-
rivaldsara vonatkozd 5.4. allitas alapjan

Olhj(ze)l € [hj(ze)/|hj(zc)]] - Ohj(ze) = [sgn hj(zc)] - Oh;(ze).
Legyen pic j = p; ;[sgn h; (ze )], erre mar nem teljesiil, hogy . ; > 0. Ekkor a fentiek

alapjan 0 € A, 0f(zc)+ E ve i0gi(ze)+ Z Pe ;Ohi(z:) +/EB*+(L+1)-ddc(z.),
j=

ez azt jelenti, hogy leteznk olyan u, € 6f(:1:,), ve,i € Og(ze), we; € Ohj(x.),
Ye € EB*, 2z, € (L +1)-8dc(z.), amelyekre barmely € > 0 esetén

n m
Acue + ZVc,i Vi + Z“t,j We it Ye+ 2 = Q
i=1 j=1

Ha ¢ — 0, akkor z, — z¢. Ekkor egyrészt a 2.12. dllitas (4) alapjan az
(Ue,VeiyWe j,Ye,2e) sorozatnak barmely (u,v;,w;,0,z) torléddsi pontjira
u € 0f(xo),v; € 0g9(2o), w; € Ohj(x0), y =0, z € (L + 1) - ddc(zo), masrészt a
(A, Veispre,j) sorozatnak létezik olyan (A, v4,p;) torlédasi pontja, és az
(Ue, Ve i, We j, Ye, 2c) sorozatnak létezik olyan (u,v;,w;,0,2) torlédasi pontja, ame-

lyre 0 € A0 f(zo) + Y vi0gi(xo) + 3 pjOh;(x0) + (L + 1) - ddc (o).
i=1 ji=1

Mivel a (/\,,Vt,.',;l:.'j }-k egy n + m dimenzids szimplex pontjai, azért a szim-
plex kompaktsiaga miatt létezik (/\,V,’,p;) torlédasi pontjuk a szimplexben, igy a
(Ae) Ve i, fe j) sorozat (A, v;, p;) torlédast pontjaban A, vy > 0.

Ha a g;(z¢) < 0, akkor 1étezik egy olyan kornyezete az zg—nak amelyben
gi(z) < 0. Mivel az F¢(z.) > 0, azért az ilyen g;(z.)-ok nem szerepelnek a 0-t
konvex kombinacidként eléallité fiiggvények kozott, azaz ekkor v, ; = 0, igy v; = 0,
azaz v; - gi(z9) =0, 1=1,2,...,n. O

6.11. Megjegyzés. A tételt nem lehet a 6.2. tételhez hasonléan bizonyitani.
Legyen ugyanis ahhoz hasonléan legyen F(z) := max{f(z)— f(z0),91(2),... , gn(z),
|h1(z)l,- .. s hm(z)|}. Ugyanigy most is zo az F minimum helye, igy 0 € 8F(zo),
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tovabba a burkol6 fiiggvény derivalasira vonatkozé tétel szerint léteznek olyan
A>0,5>0,4 >0 (=12,...,n,i=12,...,m), A+ +...+v,+
U1, -, m szamok, hogy

Q € Aaf(zo) + Eu.-ag;(zo) + Z:pja|hj(zo)|.
i=1 j=1

Most azonban a 8|h;j(zo)| kiszamitasahoz nem alkalmazhatjuk a kozvetett fliggvény

derivalasira vonatkozé6 5.4. allitast, mert h;j(zo) nulla is lehet, és itt az abszolitérték

fiiggvény nem differencidlhaté. Ez az akaddly azonban még athidalhatd, ugyanis van

olyan allitds (ldsd [4] 2.3.9 tétel), amely szerint d|h;j(z0)| C U a-0h;j(zo), amibdl
lal<1

0 € A0f(zo) + ) _ wiBgi(zo) + Y _ pj - @jBhj(zo).

=1 j=1

fng latszik, hogy elértiik a célunkat, de sajnos nem, mert eléfordulhat, hogy
A=0,p4 =0(=12,...,n)és v; # 0 valamilyen j-re, de kozben a; = 0,
azaz vj - oj = 0, igy nem tudtuk biztositani, hogy a multiplikatorok nem mind
nullak.

Eziton szeretnék kdszonetet mondani DANCS IsTVANnak, akitsl a dolgozat
megirasa soran allandS tdmogatist és segitséget kaptam.

IRODALOM

[1] CLARKE, F. H., “Necessary conditions for nonsmooth problems in optimal control and the
calculus of variations 7, Ph. D. Thesis, Univ. of Washington, 1973.

[2) CLARKE, F. H., “Generalized gradients and applications ", Trans. Am. Math. Soc. 205
(1975), 247-262.

[3] CLARKE, F. H., “A new approach to Lagrange multipliers ", Math. Oper. Res. 1 (1976),
165-174.

(4] CLARKE, F. H., Optimization and Nonsmooth Analysis (John Wiley & Sons, 1983).

[5] EKELAND, L., “Nonconvex minimization problems ", Bull. Am. Math. Soc. (N. 5.)1 (1979),
443-474.

[6) HARNOS, Zs., Differencidlszdimitds dltalinosilisei (Magyar Rendszeranalizis Bizottsig Ki-
advany, 1979).

[7] RocKAFELLAR, R. T., Convez Analysis, Princeton Mathematics Ser., vol. 28 (Princeton
Univ. Press, 1970).

[8] STEIN, E. M., Singular Integrals and Differentiability Properties of Functions, Princeton
Math. Ser., vol. 30 (Princeton Univ. Press, 1970).

[9] JoFFE, A. D., TiHOMIROV, V. M., Teoriia ckstremalnyh zada& (Nauka, Moszkva, 1974).

(Beérkezett: 1989. februir 6.)

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



A CLARKE-FELE DERIVALT 113

SZABO IMRF . i
ELTE SZAMITOKOZPONT, OPERACIOKUTATASI OSZTALY
1117 BUDAPEST, BOGDANFY UT 10/B.

CLARKE'S DERIVATIVE
1. SzaBO

In this paper we present the Clarke’s derivative. With the help of the dual concept of the
support function and the support set give a unified treatment of the Clarke’s derivative and the
subderivative. From this one can see the close relation between the generalized derivative and the
generalization of the directional derivative.

By means of the Lagrange multiplier rule an example will be given to formulate necessary
conditions for the constrained extremum problems with the help of the Clarke’s derivative.
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MATRIXOK KOPOZITIVITASANAK A VIZSGALATAN
ALAPULO MODSZEREK ALKALMAZASA NEMKONVEX
KVADRATIKUS OPTIMALIZALASRA

KERI GERZSON

Budapest

A dolgozatban az Altalinos kvadratikus programoz4si probléma kezelésére alkalmazhaté olyan
mddszereket tirgyalunk, amelyek parametrizilt maétrixok kopozitivitasdnak a vizsgilatan ala-
pulnak. A kopozitiv, ill. nem kopozitiv maitrixok bizonyos tulajdonsigaira vonatkozd elméleti
eredmények alapjdn véges algoritmust dolgozunk ki egy kvadratikus programozassal kapcsolatos
optimalizilasi probléma megolddsara. A dolgozat végén beszamolunk az eddigi szamitastechnikai
tapasztalatokrél.

1. Bevezetés. A fontosabb fogalmak, jelolések és roviditések

A dolgozatban egy 4j megkdzelitési médot javaslunk az dltalanos kvadratikus
programozasi (QP) probléma kezelésére. Ennek lényege, hogy az eredeti probléma
bizonyos szubproblémadira egy transzformaciét alkalmazva, az ennek eredményeként
kapott, és a szubproblémaval ekvivalens leszarmaztatott problémara elvégziink egy
véges sok 1épésbdl all6 megoldasi algoritmust. Ez az algoritmus négyzetes matrixok
kopozitivitasanak tesztelésére a CoTTLE-HABETLER-LEMKE [2] cikkben megadott
kritériumok alkalmazisin alapul. A dolgozat néhany alapgondolata mar felmeriilt
a szerzd [4] cikkében. Ott azonban még problémaként szerepelt olyan eljaras kidol-
gozasa, mint amilyent a jelenlegi dolgozat mar teljesen kidolgozott algoritmusként
targyal.

Jeloljiik R" -rel az r dimenziés euklideszi teret, R, -rel pedig az Gsszes r di-
menziés nemnegativ vektor halmazat.

1.1. Definicis. Egy r x r méretii valds szimmetrikus A matrix pozitiv szemi-
definit (a tovabbiakban PSD), ill. kopozitiv (a tovibbiakban CP), ha x'Ax > 0
teljesul minden x € R", ill. minden x € R’ vektorra.

Nem kopozitiv matrixra az NCP roviditéssel fogunk utalni.

1.2. Definicié. Egy valds szimmetrikus A matrix k-adrendben pozitiv szemi-
definit (a tovdbbiakban kPSD), ill. k-adrendben kopozitiv (a tovdbbiakban kCP),
ha A -nak minden k-adrendii f6 szubmatrixa PSD, ill. CP.

Azért, hogy a kovetkezd definiciénak r = 1 esetén is legyen értelme, tekintsiik
konvenciénak, hogy minden valds szimmetrikus matrix 0CP.
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1.3. Defininicié. Egy r x r méretii valés szimmetrikus A matrix pontosan
k-adrendben kopozitiv, ha e matrix kCP, de nem (k + 1)CP.

A most bevezetett fogalomnak arra a fontos specidlis esetére, amikor k = r —
1, kilén jeldlést, a [2] cikk szerz8inek kezdSbetiiibdl kialakitott CHL szét fogjuk
hasznélni. Tehat egy r x r méretii valds szimmetrikus A matrix CHL madtrix, ha ez
a matrix (r — 1)CP, de nem CP.

Egy négyzetes A matrix determinansat |A|-val, adjungéltjit adjA -val fogjuk
jelolni. A;j -vel jeldljiik az adjA matrix transzponaltjanak (i, ) koordinataji ele-
mét, ami nem mds mint az A matrix a;; eleméhez tartozé algebrai komplementum
(mas szoval: ko—faktor).

A Q,ill. 1 szdm vektorként hasznalva csupa 0, ill. csupa 1 értékli komponensbél
allé vektort for jelenteni.

2. Az dltaldnos QP probléma és a szubprobléma megfogalmazasa

Az 3ltalanos kvadratikus programozdasi probléma alatt a kovetkezd feladatot
értjuk:

01 minimalizdlandé f(x) = x'Dx + 2g'x
21) feltéve, hogy Mx<b és x>0
Itt D egy adott n x n méretii matrix, g egy adott n dimenzids vektor, M egy adott
m X n méretli matrix, b pedig egy adott m dimenzids vektor.

A QP probléma célfiggvényében szereplé D matrixrdl semmi tovabbi kikotést
nem tesziink fel. Az f(x) célfiiggvény tehat lehet se nem konvex, se nem konkav.

Rétériink a szubprobléma megfogalmazasira, amelyet e dolgozatban a QP
probléma megengedett iranyai és megengedett pontjai halmazdnak véges részhal-
mazaihoz rendeliink hozzi. Megengedett irdnyok alatt az {x : Mx <@, x >0}
halmaz vektorait, megengedett pontok alatt pedig az {x : Mx < b, x >0} halmaz
elemeit értjiik.

Tekintsiik most megengedett irdnyok valamely q, qg,...,4,, véges sorozatat,
és megengedett pontok valamely s,, s3,...,s,, véges sorozatat. (Feltessziik, hogy
r1 > 0ésry > 1) Ekkor Q = [q1,q2,.--,Qr,] €8y n X r; méretli mdtrix, S =
[s1,82,-..,8r,] pedig egy n X ry méretli matrix.

A (2.1) -nél megadott QP probléma valamely szubproblémaija alatt a kovetkezd
médon leithatd problémat értjiik:

minimalizdlandé f(x) = x'Dx + 2g'x

2.2
(2:2) feltéve, hogy x € K ={Qy +Sz:y >0, z>0, ¥z =1},

ahol Q és S a fenti médon megadott matrixok. A (2.2)-ben feltételi halmazként
szereplé K halmaz nyilvédnvaléan részhalmaza az eredeti (2.1) probléma feltételi
halmazanak. Ezért egy (2.2) alaki probléma optimilis megolddsait nevezhetjiik
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szuboptimalisnak a (2.1) problémara nézve. Egy vagy tobb ilyen szubproblémanak
a megolddsa hasznos informaciét adhat az ltaldnos QP problémara vonatkozoan.
Szubproblémak generdlasira alkalmazhatunk extremalis pontok keresésére szolgald
eljarasokat, Monte-Carlo mddszereket vagy egyéb eljarasokat. llyen eljarasok rész-
letes kidolgozasat azonban nem tekintjiik e dolgozat feladatanak. A tovdbbiakban
a (2.2) szubproblémaval foglalkozunk, ennek megoldasat tiizziik ki célul.

3. A szubprobléma dtalakitisa és a leszirmaztatott probléma

Legyen
o) =[50z &]1e 1]
vagyis
Q'DQ QDS + Q'gl!
(3.2) A= [s ‘DQ+1gQ S'DS +1g'S +S'gl

Ekkor az r = ry + r; jelGléssel A egy r x r méretli valds szimmetrikus matrix.
Legyen ezenkiviil

(33) I:{T1+l, 7‘1+2,...,1‘1+7‘2},
A(h)-val pedig jeloljiik azt a parametrizalt matrixot, melynek elemei
i) haigZ ¢
(3.4 ay= {2 eIt
aij+h haieIésjel.

Az ujonnan bevezetett jeldlésekkel a (2.2) szubprobléma célfiiggvénye a kovetkezd-
képpen alakithaté at:

o =1x 1|7 5 ["]=[y'q'+z's' ulp & [¥ %] -

B8y '1[ HD g] 0 1“] ol I]AH

=v'Av.

Az atalakitas végén a

(3.6) v= [y]

Zz

jelolést alkalmaztuk. A (3.5) 4talakitashoz hasonléan adédik, hogy

3.7) F)+h=[x 1][? ﬂ [’1‘]=V'A(h)v,

tetszéleges valés h esetén. Az utébbi formula alapjan a kovetkezd észrevételt fo-
galmazhatjuk meg: Tetszbleges valds h esetén fennall, hogy f(x) + A > 0 minden
x € K-ra akkor és csak akkor teljesiil, ha v'A(h)v > 0 minden v € R, vektorra,
vagyis ha az A(h) matrix CP. Ebbdl viszont az alabbi két allitas is kovetkezik:
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3.1. ALLiTds. A

(3.8) h* = inf{h : az A(h) métrix CP},
vagyis
(3.9) h* = sup{h : az A(h) mdtrix NCP}

mennyiség akkor és csak akkor véges értékii, ha az f(x) fiiggvény alulrdl korldtos a
K halmazon.

3.2. ALLiTAs. Ha a (3.8)(3.9)-nél értelmezett h* mennyiség véges értéki,
akkor a (2.2) szubprobléma optimum értéke —h*.

A 3.2. allitas alapjan kovetkezik, hogy valamely x* € K vektor akkor és csak
akkor optimalis megoldasa a (2.2) szubproblémanak, ha f(x*) + h* = 0, vagyis
ha az x*-nak megfelel6 v* vektorra v*’A(h*)v* = 0. (Figyelembe véve a (3.7)
egyenlGséget.) Igaz tehdt a kovetkezd allitas is:

3.3. ALLITAs. Ha a (3.8)—(3.9) szerint definidlt h* véges értékid, és valamely

v = [Z, vektorra teljesiil

v'eR",
(3.10) v =1,
i€l
v'A(h*)v* =0,

akkor az
(3.11) x* = Qy* + Sz*

vektor optimalis megolddsa a (2.2) szubproblémanak. Forditva, ha a (3.11)-nél

y

adott vektor optimdlis megolddsa a szubproblémanak, akkor a v* = 2 ] vektorra

fennall (3.10).

A fentiek szerint a (2.2) szubproblémaval ekvivalens a kovetkezs, a) és b)
részbdl all6 leszdrmaztatott probléma:

a) Hatdrozzuk meg a (3.8) alatt értelmezett h* mennyiség értékét. (Déntsiik
el, hogy h* véges értékii-e. Ha igen, akkor szamitsuk ki az értékét.)

b) Amennyiben h* véges értékd, akkor keressiink egy olyan v* vektort, melyre
teljesiilnek a (3.10) feltételek.
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4. Véges algoritmus a leszirmaztatott probléma megoldasira

Jelolje By(h), Ba(h), ..., By(h) az A(h) matrix f6 szubmatrixait rendjiik nem-
csokkend sorrendjében, tehit a sorrend elején levé B;(h), Bo(h),...,B,(h) matri-
xok rendje 1, a sor végén levé By (h) matrixra pedig By(h) = A(h). Az azonos
rendii szubmatrixok egymas kozotti sorrendje tetszbleges lehet.

Az algoritmus menete a kovetkezd: A h,., €s k értékek kezdd bedllitasa utan
ciklikusan, k novekvd értékeire elvégziink egy Osszetett vizsgilatot, mikozben a
vizsgilat eredményétdl fliggSen h,., értékét valtozatlanul hagyjuk vagy megno-
veljik. Az utobbi esetben a v,., vektort is megadjuk, ill. ujraértelmezzik. Az
algoritmus végrehajtasanak eredményeként vagy kideriil, hogy a probléma nem kor-
latos (h* értéke +00), vagy pedig az utolséként kapott (hnew, Vnew) PAr a probléma
megoldasat adja (A* = hy.y €8 V* = Vi)

A ciklikusan ismétlodd vizsgilatot azzal kezdjiik, hogy a Bi(h,.,) matrixrél
eldontjiik: CHL maétrix-e. Ehhez CoTTLE-HABETLER-LEMKE tétele [2, 3.1 tétel]
szerint a szébanforgé matrix determinansanak és adjungéltja elemeinek az el6jelét
kell ellendrizni. KELLER tétele (2, 4.2. tétel] szerint pedig az adjungalt elemeinek
az ellendrzését az adjungalt egyetlen oszlopara lehet redukalni.

Az algoritmus folyamatanak leirasira a PASCAL programozasi nyelv néhany
egyszeriibb elemét is alkalmazzuk, ezeket ismertnek feltételezziikk. A felhasznalt
PASCAL kulcsszavakat vastag betiikkel irjuk, kiemelés céljdbdl. Az algoritmus
folyamata a kovetkezd:

k=1
Rpew := —min{a;; : i€} —1;
repeat

hotd := hnew;

if CHL _test (Bi(ho14)) then (*nincs teendd*)
else if |Bi(hoia)| = |Bi(hota + 1)
then exit (*a probléma nem korlatosx)

else
begin
— _ By (ho1a .
hnew = h"_ld k(hora+1)=IBe(hora)l’
u := az adjBy(hpeyw ) matrix barmely nemzérd oszlopa;
v := az u vektor r dimenziés kiterjesztése;
v 12
Voew 1= S (*normalasx)
vi
iI€EZ
end;
b=k 41

until ledlldsi feltétel
Kiegészitd magyarazatok az algoritmus folyamatleirasahoz:
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CHL _test egy Boole tipusi figgvény, melynek értéke igaz, ill. hamis attdl
fiiggben, hogy az argumentumban adott matrix nem CHL matrix, ill. CHL matrix.
A fiiggvény értékének kiszamitdsit KELLER tételének alkalmazasaval, a kovetkezd
eljarassal végezhetjiik:

function CHL_test (B): Boolean;
if B-nek van nemnegativ sora
then CHL test := true
else if |B| > 0 or adjB elsé oszlopaban van negativ elem
then CHL test := true
else CHL_test := false

A repeat sz6 utdn rogton kovetlezd if szelekcié then aga iires; ha tehit
B (hnew) nem CHL mdtrix, akkor rogton k értékének novelésére, és a kovetkezs f6
szubmatrix vizsgalatara tériink at.

Az u és v, ., vektorok kijeldléséhez az alibbi magyardzatot flizzuk: Az algo-
ritmus bizonyitasa folyaman meg fogjuk mutatni, hogy ha |Bg(hoia)] # |Bi(hoia +
1)|, akkor az adjBi(h,.w) matrixnak van zéré vektortdl kiilonbozd oszlopvektora.
Ha 1,,1,,...,%,-nek nevezziik a B; szubmadtrix sorainak az A matrixban elfoglalt
sorindexeit, akkor az u vektor r dimenzids kiterjesztésén azt a v vektort értjik,
melyre

(4.1) v, =u; (1=12,...,5),
és
(42) v,-=0, haig{il,iz,...,i,}.

A kiterjesztés altal kapott v vektorbdl az algoritmus szerint torténé normalas-
sal adédik a v, vektor. A normalds célja annak biztositasa, hogy a v,.,, vektorra

(3.10) mdsodik sora teljesiiljon. (Be fogjuk latni, hogy a nevezdben levd Y v; értéke
iel
nem lehet zéré.)
A vy, vektor meghatarozisa utin érdemes kiszdmitani az

(4.3) x=[Q S]vnew,

vektort nemcsak az eljirds végén, hanem kozben is, minden olyan alkalommal,
amikor az algoritmus menete 1ij v,., vektor eléllitasit eredményezi. Nyilvanvaléd
ugyanis, hogy valamennyi igy kapott x vektor a QP szubprobléma megengedett
megoldasa. Az algoritmus bizonyitdsa soran pedig az is ki fog derilni, hogy az
egymas utan képzett x vektorokhoz egyre javuld —hy,.,, célfiiggvényértékek tartoz-
nak. Ezért az algoritmus szamitdsainak badrmilyen okbél torténé félbeszakadisa
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esetén az addig esetleg mar megkapott részeredmények is felhasznalhatdk, ha az al-
goritmust kiegészitjilk a QP szubprobléma megengedett megoldasainak (4.3) szerint
torténd generalasaval.

A kovetkezSkben ratériink a leallasi feltétel értelmezésére. Az until sz6 utan
irhattuk volna konkrétan hogy k > N, amely a legtermészetesebb és legegyszeriibb
lehetséges leallasi feltétel. Ilyenkor ténylegesen sorravesszitk az A matrix valameny-
nyi B {6 szubmatrixdt. Az igy elvégzett algoritmus tehit exponencialis 1épésszamu.

Megadhatdk azonban mas egyéb leallasi feltételek, amelyek a lépésszam re-
dukcidjat eredményezik. Ezek alkalmazisa esetén a f6 szubmatrixok kozil csak
a viszonylag kisebb méretiieket kell sorravenni. Vezessiik be matrixok méretének
jellemzésére a kovetkezd definiciéban szerepld kifejezéseket.

4.1. Definicid (és jelolések). Jeloljiik egy tetszOleges valés szimmetrikus A
matrix esetén ordoA-val az A matrix rendjét, rankA-val pedig a rangjat. Nevez-
ziik negordoA-nak az A métrix azon sorainak szamat, melyekben van negativ elem,
negrank A-nak pedig annak a matrixnak a rangjat, amely A-bdl a csupa nemnegativ
elemet tartalmazé sorok és az ugyanilyen oszlopok elhagyasaval keletkezik.

Az algoritmus ledllasi feltételeként a kovetkezd feltételek barmelyike valaszt-
hato:

ordoB; > rankA(hgew),

ordoB; > negordoA (hpew),
ordoB > negrankA (hney ),
ordoB; >ordoD+1 (=n+1),
ordoB; > rankD + 2.

A felsoroltak koziil a leghamarabb torténd ledllast a harmadik feltétel biztositja, a
tobbiek viszont konnyebben ellendrizheték. A felsorolt leallasi feltételek jobb oldalai
kozott az alabbi relaciék allnak fenn:

negrankA(h, .y ) < rankA(hpey) < ordoD + 1,
rankA(h,.,) < rankD + 2,
negrankA(h,ey) < negordoA(hpew).

A szitkséges bizonyitasokat a kovetkezd két szakaszban adjuk meg.

5. A véges algoritmus alapjdul szolgals tételek

El8szor felsorolunk CP és CHL matrixok fontosabb tulajdonsigaival kapcso-
latos, majd valds négyzetes matrix adjungaltjaval kapcsolatos néhany allitdst. Ezek
altaldban nagyon egyszeriien, elemi médon bizonyithatdk, ezért bizonyitasukat el-
hagyjuk.
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5.1. ALLITAS. Az azonos méretii CP métrixok halmaza konvex zdrt kiip.

5.2. ALLirAs. Egy CP métrixhoz nemnegativ matrixot hozzdadva ijra CP
matrixhoz jutunk.

5.3. ALLfTAs. Egy CP métrix minden f& szubmitrixa szintén CP. (Specidlis
esetként fédtlgjanak az elemei nemnegativak.)

5.4. ALLiTAs. Egy CHL mitrixnak minden soriban van negativ elem.

5.5. ALriTAs. Egy CP (ill. CHL) mitrixbdl szimmetrikus sor-oszlop per-
mutéciéval keletkezd mdtrix szintén CP (ill. CHL).

5.6. ALLITAS. Szinguliris négyzetes mitrixot az adjungaltjival megszorozva,
zéré matrixot kapunk eredményiil.

5.7. ALLITAs. Szinguldris négyzetes métrix adjungéltjinak a rangja legfeljebb
1 lehet, vagyis ilyenkor az adjungdlt valamennyi oszlopa arinyos egymassal.

5.8. ALLITAs. Tetszéleges r x r méretii valds négyzetes matrix és tetszéleges
r dimenzids u,v vektorok esetén fennall
|A +uv'| = |A| + v/(adjA)u.
A felsorolt tulajdonsiagok alapjan most még a 3.1. A&llitashoz kapcsoléddan
fogalmazunk meg két megjegyzést.

5.1. Megjegyzés. h* = —oo soha nem éllhat fenn, mivel az 5.3. allitas szerint
tetsz6leges i € Z index esetén az A(—a;; — 1) matrix NCP.

5.2. Megjegyzés. Az 5.1. allitas folytan véges h* esetén az A(h*) matrix CP.
Ratériink a tételként kimondott allitasok felsorolasara.

5.1. TETEL. (CoTTLE-HABETLER-LEMKE tétele). Tegyiik fel, hogy egy r x r

méretli valds szimmetrikus A mdtrix (r — 1)CP. Ebben az esetben A akkor és csak
akkor NCP, ha teljesiilnek a kovetkezék:

(1) |A]<0;
(ii) adjA > 0.

A bizonyitast mellbzziik, mivel az megtaldlhaté a [2, 3.1. tétel] megfeleld szo-
vegrészében.

5.2. TETEL. (KELLER tétele). A tétel allitisdhoz az 5.1. tétel szovegét igy
mddositjuk, hogy a (ii) feltétel sordt a

(i') adjA elsd oszlopa nemnegativ
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sorral helyettesitjiik.

Eredeti formajdban [2, 4.2. tétel] a tétel gy szdl, hogy ,,Egy valds szim-
metrikus mdtriz akkor és csak akkor CP, ha minden olyan f6 szubmdtrizdnak a de-
termindnsa negativ, amelyben az utolsé sorhoz tartozé ésszes ko-faktor nemnegativ.”
A 5.5 4llitasra hivatkozva, az el6z8 mondatban az ,,utolsé sor” szavak helyére ,,els6
sor” vagy ,,tetszéleges sor” is helyettesithetd. A matrix szimmetridja miatt pedig a
,,801” 826 helyére ,,0s2l0p” szdt is ithatunk. Az 5.2. tétel megfogalmazasakor azért
valasztottuk az elsd oszlop vizsgalatat, mert ezzel az algoritmus gépi programjanak
elkészitése soran el6jovo kényelmi szempontot vesziink figyelembe.

Itt emlitjik meg, hogy négyzetes matrixok kopozitivitasira vonatkozd tovabbi
kritériumokat tdrgyal HADELER (3] és VALIAHO [8], [9].

5.3. LEMMA. Legyen A egy r x r méretii valés matrix, I, J pedig az

{1,2,...,r} halmaz részhalmazai. Jeloljiik C-vel azt az r x r méretii matrixot,
melynek elemei
0, hai¢gI vagyj ¢ J
(5.1) Cij={ .¢ gy #
1, haieIésjeJ,
és legyen
A(h)=A +hC.
Ekkor tetszéleges valds hy, hy-re és tetszGleges Ah # 0-ra fenndll
|[A(hy + Ah)| = |A(h1)] _
(5.3) < =22 Ai(ha).
€T jET

Bizonyitds. Elem dton bizonyithaté, vagy az 5.8. allitas specialis eseteként is
megfogalmazhatd, hogy tetszbleges valés h esetén

(5.4) |A(h)| = |A +hC|=A|+h DS Ay
i€l jeJ
Ha most az (5.4) osszefiiggésben A helyére az A(h;) matrixot, h helyére pedig Ah-t
irjuk, akkor azt kapjuk, hogy
(5.5) |A(h1 + AR)| = |A(hy)| + AR DD~ Aj(hy).
i€l jeg
Ebbdl Ah # 0 esetén kovetkezik, hogy
|A(hy + AR)| - |A(R)| _
(5:6) ) =203 Auh)
i€l jeJ
(5.4) szerint |A(h)| mint h fiiggvénye, linedris, és h szerinti derivaltja (meredeksége)
éppen a

(5.7) DDA

i€l jeJ

kifejezés. Igy az (5.6) jobb oldalan 3llé Osszeg értéke nem fiigg hy értékétsl, tehat
érvényes (5.3) is.
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5.4. LEMMA. Legyen A egy r x r méretii valos szimmetrikus matrix, T, J
pedig az {1,2,...,r} halmaz azonos részhalmazai. Jeldljiik A(h)-val az (5.1)—(5.2)
szerint elSallitott parametrizdlt matrixot, amely ebben az esetben szintén szim-
metrikus. Ekkor a

(5.8) H ={h: az A(h) métrix CHL}

halmaz konvex (azaz véges vagy végtelen intervallum).

Bizonyitds. Tekintsiik a

(5.9) H, = {h: az A(h) mitrix (r — 1)CP},
és a
(5.10) Hz = {h: az A(h) mitrix CP}

halmazokat. Ezekre fennall
(5.11) H=Hy—H,

a CHL matrix definiciéja szerint. Az 5.1. &llitasban megfogalmazott tulajdonsag
kovetkeztében H; és Hz nyilvanvaléan intervallumok a szamegyenesen, és mindkettd
Jobbrdl végtelen. Kovetkezésképpen H is intervallum, tehdt a szamegyenes konvex
részhalmaza.

5.5. TETEL. Tegytk fel, hogy az 5.4. lemmdban szerepl§ parametrizalt A(h)
mdtrixra az (5.8) formuldval értelmezett H halmaz nem tres, és hy = sup M véges
értékii. Ekkor az A(hy) matrixra fennall a kévetkezé harom tulajdonség:

|A(ho)| = 0,
(5.12) adjA(ho) > 0,
22 Aij(ho) =D (adjA(ho))ji # 0.
i€ jeT ieZ jel

Bizonyitds. Jelolje hy a M halmaz egy tetszéleges elemét. Az 5.4. lemma
szerint hy < h < hg esetén az A(h) matrix CHL, ezért az 5.1. tétel szerint az ilyen
h értékekre |A(h)| < 0 és adjA(h) > 0. Ebbé&l folytonossig miatt kovetkezik, hogy
igaz (5.12) masodik sora, és fennall

(5.13) |A(ho)| < 0.

Mivel h > hg esetén az A(h) matrix (r — 1)CP, de nem CHL, kévetkezésképpen
ilyen h-kra az A(h) matrix CP. Az 5.1. 3llitas folytan az A(ho) matrix is CP, ezért
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az 5.1. tétel szerint |A(ho)| < 0 nem 4llhat fenn, és eszerint érvényes (5.12) els6
sora is.
Az 5.3. lemma szerint fennall

(5.14) |A(h1)] = |A(ho)l + (k1 — ho) ) D~ Asj(ho).

i€ jeI
Mivel |A(hy)] <0, 1A(ho)| = 0 és hy — hg < 0, ezért (5.14)-bd] kovetkezik, hogy
(5.15) > " Asjthe) >0,
i€l jeI
tehat fenndll (5.12) harmadik sora is.

5.6. TETEL. Tegyiik fel ismét, hogy az 5.4. lemmaban szerepl6 parametrizalt
A(h) matrixra az (5.8) formulaval értelmezett H halmaz nem tres. Ekkor tetszéle-
ges valos h esetén igazak a kovetkezdk:

(i) supH akkor és csak akkor véges értéki, ha
(5.16) [A(h +1)]—|A(R)| > 0;
(ii) sup H = +oo akkor és csak akkor, ha
(5.17) |[A(k +1)| — |A(R)| = 0;
(iii) ha sup M értéke véges, akkor

[A(A)]

(5.18) suPH:h_|A(h+1)|—|A(h)|'

Bizonyitds. Az 5.3. lemma szerint a
(5.19) ® = |A(h+ 1)| - |A(h)]|

kifejezés értéke nem fiigg h-tol. Az 5.1. tétel szerint adjA(h) > @ tetszSleges h € H
esetén, kovetkezésképpen

(5.20) ®=|A(h+ 1) - |AMB) =D Ay(h) >0
i€T jeI

Az (5.20) egyenldtlenség és a tétel feltevésébil kovetkezden fennallé supH > —oo
egyenlStlenség miatt elég az (i) és (ii) allitasoknak a ,,csak akkor” részét bizonyitani.

(i) Tegyiik fel, hogy ho = sup ™ véges értékii. Az 5.3. lemma szerint tetsz6-
leges h € H értékre

(5‘21) |A(h0)| - |A(il)| =&.

ho—h
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Az 5.1. tétel szerint |A(h)] < 0, az 5.5. tétel szerint pedig |A(ho)] = 0.
Nyilvanvaléan ho — h > 0, ennélfogva (5.21) bal oldala pozitiv, tehat fennall (5.16).

(i1) Tegyik fel, hogy sup H = +00, és megint valasszunk H-bdl egy tetszGleges
h elemet. Ekkor az 5.3. lemma szerint

(5.22) |A(h)| = |A(R)| + (h - h)®

tetszdleges valds h-ra. Az 5.1. tétel alapjan tudjuk, hogy h > h esetén |A(h)| < O,
ezért

(5.23) (h — h)® < —|A(h)]

minden h-nal nagyobb A-ra. Ez csak tgy lehetséges, ha fennall ® < 0, de ez (5.20)
miatt csak egyenléséggel teljesiilhet.
(iii)) Az 5.3. lemma szerint

(5.24) 0 = |A(ho)| = |A(B)| + (ho — h)®,
vagyis atrendezéssel

_,_ la(h)
(525) ho =n- _(—I)_—

Ezzel éppen az (5.18) formulat kaptuk mas jel6lésekkel.

6. A véges algoritmus bizonyitdsa

Az ismertetett algoritmus végessége kovetkezik abbdl, hogy az A matrix osszes
6 szubmatrixat legfeljebb egyszer vizsgaljuk.

Megmutatjuk, hogy minden olyan k érték esetén, melyre az algoritmus cik-
lusat végrehajtjuk, és nem jelentkezik a ,probléma nem korlitos” észrevétel, j =
1,2,...,k-ra igaz, hogy a B;(hn.w) matrix CP. Mindig hp.w-nak a k-adik 1épésben
kapott értékével érvényes az allitds. k=N esetén ez az allitas épp azt jelenti, hogy
az A(hn.w) matrix CP. (Feltéve, hogy az algoritmus a k > N ledllasi feltétellel
fejezédik be.)

Az dllitdst indukcidval bizonyitjuk. Legyen elészor k = 1. Ha a B(h,14) matrix
nem CHL, akkor ebben az iteraciéban hn., értéke nem valtozik meg. A Bi(hnew)
matrix nem CHL és rendje 1, kovetkezésképpen e matrix CP. Ha viszont a By (h,1q)
matrix CHL, és hp.y €értéke az algoritmusban megadott formula szerint médosul,
akkor az 5.6 tétel szerint

(6.1) hnew = sup{h : a B;(h) matrix CHL},
tehat az 5.1. allitas folytan a By (hp.) méatrix CP.
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Az indukcids feltevést tigy fogalmazhatjuk meg, hogy a Bj(hoq) matrix ko-
pozitiv j = 1,2,...,k — 1 esetén. Ebbé&l arra kell tudnunk kovetkeztetni, hogy a
B, (hnew) matrix kopozitiv j = 1,2,...,k esetén. Megint két esetet kell végiggon-
dolnunk, attél fiiggben, hogy a By (h,14) matrix nem CHL vagy CHL. Ha a Bi(ho14)
matrix nem CHL, akkor a k-adik itericiéban hy., értéke nem valtozik meg, tehat
a Bj(hnew) matrix kopozitiv j = 1,2,...,k — 1 esetén. Ez azt is jelenti, hogy a
Bi(hnew) matrix minden nala kisebb méreti f6 szubmatrixa CP. Mivel még azt is
tudjuk, hogy a By(hy.y) métrix nem CHL, mindebbdl kdvetkezik, hogy ez a matrix
CP. Most nézziik azt az esetet, amikor a Bi(hyg) matrix CHL, és h,.,, értéke az
algoritmusban adott formula szerint modosul. A k = 1 esetben mar alkalmazott
gondolatmenettel, az 5.6. tételre hivatkozva irhatjuk, hogy

(6.2) hpew = sup{h : a Bi(h) matrix CHL},

tehit a Bj(hnew) matrix CP. Mivel hyq eleme a (6.2)-nél szereplé halmaznak,
ennélfogva h,yq < hgpew. Ezt figyelembe véve, tovabba az 5.2. &llitasra is hi-
vatkozva, az indukcids feltevésbSl kovetkezik, hogy a B;(hn. ) matrix is kopozitiv
j=12,...,k — 1 esetén.

Folytatjuk az algoritmus helyességének a bizonyitasat. Ha az eljaras gy ér
véget, hogy valamely k esetén a By (hoq) matrix CHL és fennall

Bk (hota)| = IBi(hota + 1),

akkor az 5.6. tétel (ii) allitdsa kovetkeztében a By (h) matrix CHL minden h > hgq
esetén, ennélfogva az A(h) matrix semmilyen valés h esetén nem lehet CP. Ilyen
esetben h* = 400, tehdt a probléma valéban nem korlatos.

Ha a Bi(ho14) matrix CHL és |Bir(hoid)| # |Bx(hota + 1), akkor be kell még
latnunk, hogy az adjBg(hnew) matrixnak van zéré vektortdl kiilénboz8 oszlopvek-
tora. Ez valéban igy van, ugyanis az 5.5. tétel szerint a Bi(hp.y ) matrixra fennall

(6.3) > Y (adiBi(hnew))ji # 0,

€I jeI*

ahol Z* a B, mdtrix azon sorainak az indexhalmazat jeloli, amelyek az A matrixban
Z-hez tartoznak. v

A bizonyitas tovabbi részét csak a k > N ledlldsi feltétel alkalmazasa esetére
részletezzilk. Ha az eljards e leallasi feltétellel fejez6dik be, akkor az algoritmus
soran h,., értékének legaldbb egy alkalommal véltoznia kellett. A kezdd h,..
értékkel ugyanis az A(hpew) matrix NCP, az 5.3. allitds kovetkeztében. Ezért
a hpey kezdGértékével parametrizalt By (hy.y) szubmatrixok kozott kell lenni le-
galabb egy CHL madtrixnak, mds széval olyan eset nem kovetkezhet be, hogy a
CHL_test fliggvény az algoritmus lefutdsa sordn végig igaz értéket vegyen fel. Ebbdl
kovetkezik, hogy az elvégzett iteracick valamelyike (mondjuk a k*-adik iterdcid)
soran feanail

hold < hnew »
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viszont a k*-nal késébbi iteraciok soran h,.. értéke mar nem valtozik. Az algorit-
mus menetébdl és a bizonyitas eddigi részébdl lathato, hogy az A(h) matrix NCP,
ha hoig < h < hpew, de az A(hpew) matrix mar CP. Az algoritmusnak a k > N le-
allasi feltétellel torténd befejezésekor tehdt hy., valoban a (3.8) szerint értelmezett
h* értéket veszi fel.

Az utolséként generdlt v,., vektor a k* iterdcidhoz tartozd Bie(hnew) szub-
matrixbél szdrmazik, oly médon, hogy az adjBge(hpew) matrix valamely nemzéré
u oszlopvektordnak v kiterjesztését lenormaljuk az algoritmus folyamatleirasaban
megadott médon. Az 5.5. tétel szerint a By+(hyew ) matrixra fennall

lBk‘ (hnew)l = 0)
(6.4) adjB+(hnew) >0,

Z Z (adjBg+(hpew))ji # 0,

i€I* jeI

ahol Z* értelmezése hasonld, mint kicsit feljebb, a (6.3) formuldndl. A (6.4) tulaj-
donsigokbdl az 5.7. allitds figyelembe vételével kovetkezik, hogy az adjBie(hnew)
métrix rangja 1. Ennek alapjin (6.4)-b6l az is kovetkezik, hogy az adjBie(hnew)
matrix barmely nemzéré u oszlopvektorara fennall

u>0,

(6.5) Z u; #0,
i€l*
u'Bge (hpew)u = 0.

(Az 5.6. allitas alapjan adédik (6.5) utolsé sora.)

Az u vektorra felirt (6.5) tulajdonsigokbél kovetkezik, hogy az u vektor r
dimenzidssa torténd kiterjesztése, majd a kiterjesztett vektor alkalmas normalasa
utdn kapott vp., vektor kielégiti a (3.10) feltételeket, a h* = hp., érték esetén.
(A (6.5) képletcsoport k6zépsd sora biztositja, hogy a normalas elvégzésekor zér6tél
kiilonbozd értékkel osztjuk le a v vektor komponenseit.) Az algoritmus eredménye-
ként kapott (Apew, Vnew) Par tehdt valéban a leszarmaztatott probléma megoldasa.

A CHL _test logikai fiiggvény értéke kiszamitdsinak gyorsitdsira a KELLER
tételén alapuld vizsgidlatot megel6z8en ellendrizziik, hogy a vizsgalt szubmatrix sorai
ko6zott nincs-e csupa nemnegativ elemet tartalmazé sor. Abban az esetben ugyanis
az 5.4 allitds szerint ez a matrix nem lehet CHL, tehdt folosleges a determindns és
az adjungalt kiszamitasa.

Egy-egy mondattal vazoljuk az algoritmus leirasa utdn felsorolt kiilonb6zd
ledllasi feltételek indokldsit. Az 5.1. tétel szerint egy CHL matrix nem lehet szin-
guldris, ebbdl kiindulva bizonyithaté az ordoBi > rankA(hp.,) ledllasi feltétel
helyessége. Az ezt kovetS ordoB; > negordoA(hp.,) fenndllasa esetén torténd
ledllast az 5.4. allitdsban megfogalmazott tulajdonsag teszi lehetévé. A két utdbbi
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gondolat kombindildsa eredményezi az ordoBy; > negrankA(hp,,, ) ledllasi feltételt.
Végiil az
_| QD Q'g /

alaki felirasbdl lathatd, hogy az A(h) matrixra tetszdleges valds h esetén fennall

rankA(h) < ordoD + 1,
és

rank A (h) < rankD + 2.
Ez a két egyenlStlenség teszi lehetévé az utolséként felsorolt két ledllasi feltétel
alkalmazasat.

A két utolsé leallasi feletételtél eltekintve, a bizonyitas soran sehol nem hasz-
naltuk ki az A(h) mdtrix specidlis szerkezetét, amely abbdl addédott, hogy ezt a
matrixot a (2.2) QP szubprobléma adataibdl dllitottuk elé. Az algoritmus érvényes
tehat altalanosabb koriilmények kozott is, az 5.4. lemma értelmezése szerinti A(h)
matrixra, azzal az egy tovabbi kikotéssel, hogy az T = 7 halmaz ne legyen iires.

Végiil megemlithetjiik, hogy az algoritmus egy 1), konstruktiv bizonyitast szol-
galtat arra a kvadratikus programozasi egzisztenciatételre, mely szerint ,,ha egy QP
probléma célfiggvénye alulrél korldtos a feltételi poliedrikus halmazon, akkor fel is
veszi otl a minimumdil”.

7. Szamitastechnikai tapasztalatok

A 4. szakaszban ismertetett algoritmus szamitégépes programjat FORTRAN
és PASCAL programnyelvi valtozatokban készitettiik el és PC AT gépen prébaltuk
ki néhany, viszonylag kisebb méretii QP probléma megolddsira. Az algoritmust
egyelére olyan esetekre alkalmaztuk, amikor a (2.2) szubprobléma feltételi hal-
maza azonos az eredeti (2.1) probléma feltételi halmazaval, és igy a szubprobléma
megoldasaval megkapjuk az eredeti probléma globalis optimumat is. Ehhez azonban
el6szor fel kell tudnunk irni a (2.1) QP probléma feltételi halmazanak a Motzkin-féle
Jelbontdst tételen alapuld belsS reprezenticidjat, vagyis el6 kell dllitanunk a feltételi
halmaz extremalis pontjait és extremalis iranyait.

Az extremalis pontok és extremadlis irdnyok meghatarozasat egy kiilén program-
mal végezziik. Az el6bbiekhez MANAS-NEDOMA [7] cikkében ismertetett algorit-
must alkalmazzuk. Ugyanezt az algoritmust alkalmazhatjuk az extremalis iranyok
meghatarozasara is, ha az eredeti feltételrendszerben a jobb oldalakat 0-ra médo-
sitjuk, és az igy kapott feltételrendszert kiegészitjiik a Y z; = 1 feltétellel.

Az algoritmusunkkal megoldott QP problémék célfiiggvénye — egy kivétellel
— se nem konvex, se nem konkdv. Az egyes problémak megnevezése és eredete:

B jelii probléma: BaLas [1] cikkében targyalt mintafeladat:

min —0,66667z% + 0,522 + z; — 0, 5z,
feltéve, hogy 2z, — z, < 3,
T1,T2 2 0.
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M jeld probléma: MAJTHAY et al. [6] cikkében targyalt mintafeladat:

max 0,5z — 0,522 + z; + 2z,
feltéve, hogy z, + z2 < 4,
2r; —z3 <5,
zy,29 2 0.

K1, K2 jelii problémék: KouGH [5] cikkében szerepls elsd két mintafeladat:

max xf+z§-—yf——y§
feltéve, hogy Ax+ By + C >0,
x,y 20,

ahol A, B és C adott 5 soros matrixok a K1 probléma esetén, de ugyanezek 8 sorosak
a K2 probléma esetén.

K3 jeli probléma: KouGH [5] harmadik mintafeladata: Ennek feltételrendszere
azonos a K2 jelii probléma feltételrendszerével, célfiiggvénye azonban

max z7 4z~ y? — y2 — 502y — 100z,.

B+M jeld probléma: A B és M jelii problémak egyesitésébdl ad6dé QP probléma,
melynek feltételhalmaza a B és M jelli problémak feltételhalmazanak Descartes
szorzala.
B+B jeli probléma: Két azonos alaki probléma formalis Gsszetétele. A felté-
telhalmaz a B jelli probléma feltételhalmazdnak sajat magaval képzett Descartes
szorzata.
P1, P2, P3 jelli problémak: A feltételi poliéder bels6 reprezenticidjaval megadott
problémak: Feltételrendszeriik a valtozdk nemnegativitdsianak kiko6tésén kiviil csak
egy tovabbi feltételt tartalmaz, amely a P1 és P2 jelli problémak esetén ) z; <1
alaki, a P3 jelli probléma esetén pedig }_ z; = 1 alakii.
P4, P5 jelii problémak: A szerzd altal kitiizott két tovabbi mintafeladat.

A szamitégépen lefuttatott mintafeladatok f6bb jellemzsit és a futdsi idéket a
kovetkezd tablazat tartalmazza:

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-1991)



MATRIXOK KOPOZITIVITASANAK VIZSGALATA ... 131

probl. min valtozék <2 = extr. extr. futasi ebbdl
jele vagy szAma felt. felt. ir. pontok idé Q,s
max szama  szdma  szima szdma (mp) felépitése

B min 2 1 0 2 2 4 3
M max 2 2 0 0 4 3 3
K1 max 4 5 0 8 6 18 4
K2 max 4 8 0 0 28 10 6
K3 max 4 8 0 0 28 9 6
B+M min 4 3 0 2 8 33 3
B+B min 4 2 0 4 4 16 3
P1 min 6 1 0 0 7 13 -
P2 min 6 1 0 0 7 7 -
P3 min 8 0 1 0 8 70 -
P4 min 5 6 0 1 8 8 5
P5 max 8 6 0 0 85 110 16

Néhany lefuttatott problémara bemutatjuk az algoritmus végra}iajtésa soran
talalt megengedett megolddsok és a hozzdjuk tartozd célfiiggvényértékek sorozatat
Az utolsé megoldas mindegyik probléma esetén az optimalis.

B: M:

1 T2 célf. E2 T2 célf.
00 00 0,0 00 00 00
1,5 0,0 -0,00001 2,5 0,0 5,625
00 05 -0,12500 3,0 1,0 9,0

1,5 0,5 -0,12501
2,25 1,5 -0,75002

K1:

z1 T2 v y2 célf.
1,9953 0,9965 0,9953 0,9953 2,99301
4,9847 0,0 3,9861 0,4973 8,71076
4,9948 0,0 3,9978 0,4996 8,71619
4,9974 0,0 3,9988 0,4997 8,73366

6,1248 0,8556 5,1265 1,6381 9,28082
6,1319 00,8514 5,1336 1,6350 9,29814
12,9882 1,1864 11,9926 3,3149 15,28990
12,9924 1,1852 11,9968 3,3144 15,29889
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K2:

z z2 Y » célf.
16,1257 15,5901 13,1200 14,9099 108,6520
16,2149 15,5380 13,1118 14,8599 111,6169
16,8117 15,2646 13,1900 14,3474 135,8190
17,4622 14,7453 13,5071 14,0164 143,4512
K3:

T T2 Y1 Y2 célf.
16,1257 15,5901 13,1200 14,9099  -2256,646
16,2149 15,5380 13,1118 14,8599  -2252,927

11,9839 0,0 29,2130 15,5627 -1551,177
16,5911 0,0 27,8055 11,9603 -1470,485
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AMIT‘Q’GPQP ES SZOLGALAT VALLALAT

METHODS OF NONCONVEX QUADRATIC OPTIMIZATION BASED
ON THE MATRIX COPOSITIVITY INVESTIGATION

G. KERI

In the paper methods for the solution of general quadratic programming problems are inves-
tigated. These methods are based on copositivity investigations of parametrized matrices. There
is given a finite algorithm for the solution of an optimization problem related to quadratic pro-
gramming. The algorithm is based on theoretical results according to some properties of copositive
and noncopositive matrices. There are also given some computational experiences.
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A KARMARKAR TiPUSU ALGORITMUSOKROL

TERLAKY TAMAS*
Budapest

Dolgozatunkban a linedris programozas belsd pontos algoritmusaival foglalkozunk. A belsd
pontos algoritmusok KARMARKAR 1984-ben megjelent dolgozata éta az érdeklddés kozéppontja-
ban 4llnak mind elméleti mind implementaciés szempontbdl. Cikkiinkben a belsd pontos algorit-
musok egy rovid Attekintését adjuk.

A Karmarkar tipusi algoritmusok harom f5 tipusit kilonbdztetjiik meg: a projektiv, po-
tencidlfiiggvényes viltozatot (KARMARKAR) , az affin— (DIKIN-BARNES) és a trajektéria kovetd
algoritmusokat. Mind a hirom tipus egy—egy egyszeri, konnyen érthetd valtozatat kozoljiik.

Ismertetjiik az indulé megoldast keresd (elsd fazis) feladatot, valamint az algoritmusok soran
hasznailatos segédfeladatok megoldasat.

1. Bevezetés

A linedris programozas mindmaig legismertebb, legelterjedtebb megoldasi méd-
szere a szimplex médszer, amely DANTZIG-t6l [3] szarmazik. Mar a kezdeti idSktdl
vizsgaltak a szimplex mddszer elméleti és gyakorlati hatékonysagit. A szimplex
médszer a gyakorlatban nagyon hatékonynak bizonyult, megbizhaté, gyors imple-
mentaciét tesz lehetévé. A moédszer elméleti hatékonysaga sokaig nyitott, tiszta-
zatlan kérdés volt. Elészor KLEE és MINTY [11] adott példdt arra, hogy a legrosz-
szabb esetben a szimplex médszer a dimenzié fliggvényében exponencidlisan sokat
léphet. Igy nagy szakadék mutatkozott a szimplex mddszer elméleti és gyakor-
lati (,,atlagos”) viselkedése kozott. Ezt a szakadékot hidalta at (tobbek kozott)
SMALE [21], aki bizonyitotta, hogy — alkalmas feltételek mellett — a szimplex médszer
varhaté lépésszama polinomidlis.

Nem kivanunk itt kitérni a szimplex médszerrel, a linedris programozassal kap-
csolatos kiterjedt irodalom &attekintésére, az 1j pivot szabalyok ismertetésére, csak
a Karmarkar algoritmussal kapcsolatos problémdkat, eredményeket ismertetjiik.

Igy meg kell emliteniink, hogy a fenti eredmények, problémak mellett sokaig
nyitott kérdés maradt, hogy létezik—e polinomidlis algoritmus a linedris programoza-
si feladat megold4sira. A problémat KHACSIJAN oldotta meg, az ellipszoid médszer
megalkotasaval. Az ellipszoid médszer egy valtozata taldlhaté KLAFSZKY és TER-
LAKY [10] cikkében, illetve SCHRIIVER (20] konyvében. Az ellipszoid méddszer,
illetve az a tény, hogy létezik polinomialis algoritmus a linedris programozasi fe-
ladatok megoldasara, nagy izgalmat valtott ki, els6sorban a kombinatérikus opti-
malizalas teriiletén. Sok feladatosztdlyrdl sikeriilt belatni, hogy megoldasara 1étezik
polinomidlis algoritmus. Az ezzel kapcsolatos eredmények egy lényegében teljes

*A kutatds az OTKA 1044.sz. és az EGPO 59/86 pdlyazatok részleges tamogatasaval tortént.
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attekintése taldlhaté SCHRIIVER [20] konyvében. Az ellipszoid mddszer nagyon
hamar ijabb problémakat vetett fel. A mddszer elméleti hatékonysaga szamtalan
implementaciét indukalt. Azonban nagyon hamar kideriilt, hogy az ellipszoid méd-
szer elméleti hatékonysiga ellenére gyakorlatilag hasznalhatatlan, mar kisméreti
feladatok esetén sem adott kielégité megoldast. Ez azt a problémat vetette fel,
hogy van—e olyan polinomidlis algoritmus, amely elméletileg és gyakorlatilag is
hatékonyan oldja meg a linedris programozasi feladatokat.

A fenti probléma megoldasanak dtjan (ha a megoldis kérdése még nem is délt
el véglegesen) mindenképpen nagyon jelentds lépés KARMARKAR (8] algoritmusa.
Mig a szimplex médszer a megengedett tartomany (poliéder) csiicsain, a Khacsijdn
algoritmus a poliéderen kiviil iterdlva, a poliédert tartalmazé csokkend térfogatu
ellipszoid sorozatot definidlva oldja meg a linearis programozasi feladatokat, addig
a Karmarkar féle projektiv algoritmus belsS pontokon, a belsé pontok kéré gdmboket
(ellipszoidokat) irva kozeliti a feladat optimalis megoldasat.

KARMARKAR cikke 6riasi pezsgést inditott el a matematikai programozasi tar-
sadalomban. Kiilonésen KARMARKAR azon tobbszor is elhangzott allitasa valtott
ki heves vitat, amely szerint algoritmusa jelentékenyen (50-szer, 100-szor, s6t nagy
méretekben ennél is tSbbszér) hatékonyabb, mint a szimplex médszeren alapuld,
kereskedelmi forgalomban is kaphaté LP programcsomagok. Habar ez még nem
megnyugtatéan bizonyitott, annyi azért altalanosan elfogadott, hogy lényegesen
hatékonyabban implementalhaté, mint az ellipszoid mddszer, és legalabbis a
szimplex médszerrel is Gsszehasonlithatd eredményeket ad. Altaliban meglepéen
kevés (az elméleti korldtnal sokkal kevesebb, lényegében konstans szamii) iterdcid
szlikséges a feladat megolddsahoz, azonban az iteraciék nagyon koltségesek, szamits-
gépigényesek. Nem célunk itt az implementacios kérdések, eredmények attekintése,
csak néhany hivatkozast emlitiink az érdekl6dé olvasé konnyebb tajékozddasa célja-
bél. KARMARKAR [8] cikkében mar hatékony implementacidra is utal. TOMLIN [25]
negativ tapasztalatait kozli. Roos [17, 18, 19] is kozol tapasztalati eredményeket,
GILL és tdrsai [5, 6] szdmos implementdcids kérdést targyalnak. KEzen szerzék
eredményei azonban meg sem kozelitik KARMARKAR fent emlitett allitdsait, me-
lyeket [9] cikkében megerdsit, sét fokoz.

A Karmarkar algoritmussal kapcsolatos belsd pontos eljarasok irodalmanak tel-
jes attekintése szinte lehetetlen feladat a cikkek nagy szama, sokfélesége, valamint az
Ujabb és wjabb cikkek megjelenése miatt. Itt csak a {6 irdnyzatok tomor attekintését
kiséreljiik meg.

A bels6 pontos algoritmusok harom f6 osztalyat kiilonboztetjiik meg (természe-
tesen ezek kozti atmenetek is el6fordulnak), ennek megfelelden cikkiinkben a harom
f6 algoritmusirdnyt mutatjuk be a tovabbi fejezetekben.

Az elsé csoportba a ,,projektiv-potenciélfiiggvényes” valtozatok tartoznak. Ide
tartozik KARMARKAR [8] eredeti cikke, ANSTREICHER [1], IRI és IMaI [7}, KoJiMa
(12], RENEGAR [16] és Roos [17] algoritmusa.

A masodik csoport az ,,affin”, illetve ,,affin skalazasi” algoritmusok. Ide BAR-
NES [2] és DIKIN [4] algoritmusai tartoznak. Itt meg kell emliteniink, hogy DiKIN
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és BARNES algoritmusa azonos, csak az az érdemi eltérés, hogy BARNES cikke
sokkal részletesebb konvergencia analizist tartalmaz. Igy BARNES mintegy hisz
évvel késébb wjra felfedezte DIKIN algoritmusat, ami azt is mutatja, hogy a bels6
pontos megkozelités a linedris programozasban sem teljesen 1j, csak djabb tech-
nikak, komplexitast vizsgald eszkozok birtokaban 4j megvilagitasba keriilt, és djabb
eredményekre vezetett.

A harmadik tipusba a ,trajektdria kovet6” algoritmusok tartoznak. Itt tu-
lajdonképpen egy paraméterezett feladatsereg ,,(analitikus) centrumai” altal leirt
gorbét kozelitik az iteraciés pontok. Ebbe az osztalyba tartoznak Roos [18, 19],
SONNEVEND és STOER [22], YE és ToDD [27] algoritmusai.

Mindharom algoritmusosztalyba, mint emlitettiik, szamos algoritmus, algorit-
musvaltozat tartozik, melyek targyalasatol terjedelmi okokbdl eltekintiink.

Meg kell emlitentiink azon eredményeket is, melyek a belsé pontos algoritmu-
sok szimplex médszerhez valé viszonyat vizsgljéak (Topp [24] és MEGIDDO [14]),
illetve azt, hogyan kaphaté egy optimalis bazismegoldas a belsépontos algoritmusok
eredményébdl (MEGIDDO [13, 15]).

Szoros kapcsolat fedezhetd fel a kiils6 pontos (ellipszoid) mddszerek és a belsS
pontos mddszerek kozott, melyet tobbek kozott YE [26] illetve YE és ToDD [27]
vizsgalt.

A linedris programozasnal b6vebb feladatosztalyokra is kiterjesztették (kiter-
jesztik) a bels§ pontos megkdzelitést. Igy YE [28] konvex kvadratikus progra-
mozasra, KoJiMa [12] linedris komplementaritasi feladatokra, mig SONNEVEND és
STOER [22] konvex kvadratikus feltételes kvadratikus programozasi feladatokrdl bi-
zonyitotta, hogy van polinomialis algoritmus megoldasukra.

Végiil az irodalom rovid attekintésének zdrdsaként megemlitjlik, hogy — egy-
elére polinomialitds bizonyitdsa nélkil — megkezdSdott a fenti algoritmusok alkal-
mazasa bdvebb feladatosztalyokra, digymint nemkonvex programozasi feladatokra
és kombinatérikus optimalizélasi feladatokra. Sajnos ebbél a témakoérbél még nem
all rendelkezésre publikacié (csak konferencia el6adédsok hangzottak el).

Cikkiinkben KARMARKAR [8] ,,projektiv” algoritmusanak egy olyan valtozatat
kozoljiik, mely Roos [17] interpretdcidjahoz all legkdzelebb. Az affin” véltozatot
BARNES [2] cikke alapjan, mig a ,trajektéria kovetd” algoritmust Roos és VIAL
[19] dolgozata alapjan ismertet;jiik.

Fiiggelékekben foglaltuk Ossze az algoritmusok megértéséhez, felépitéséhez
szikséges elismereteket, segédfeladatokat és azok megoldasat, a belsé pontot els-
allito ,,els6 fazis” feladatat, a sziikséges transzformacidkat. A fliggelékben kozdltek
nagy része a [8, 10, 17, 20] publikacidkban taldlhaté. A témakorben tijékozatlan
olvasénak célszerii a Fliggelék tanulmanyozasaval kezdeni.

Jeloléseinkrdl megjegyezzitk, hogy a matrixokat latin nagybetlikkel, a vek-
torokat latin kisbetlikkel, a skaldrokat és a vektorok illetve matrixok koordinatait
gorog betiikkel jeloljiik. A T felsd index jelenti a matrix transzponaltjat. Altals-
ban a min{cz : Az = b, £ > 0} linedris programozasi feladatot tekintjiik, ahol az
altalanossdg megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy A : mxn méretii matrix, ¢,z € R™,
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be R™, rang (A) = m, és 1 < m < n. (A redundans feltételek kisziirése Gauss-
elimindcidval — nyilvan polinomialis algoritmus — elvégezhets.). R7} a szigorian
pozitiv, mig Rj a nemnegativ vektorok halmazat jeloli. Az alabbiakban S" = {z :
1z = n, r > 0} jeloli az n—dimenzids tér (0,...,0,n,0,...,0) pontjai altal definialt
szimplexet, ahol1= (1,...,1).

Feltételezziik, hogy a paraméterek egész értékiiek, ami a paraméterek raciona-
litdsdval egyenértékii.

Cikkiink f6 célja a Karmarkar algoritmus {6 varidnsainak és leglényegesebb
részeinek bemutatisa ismeretterjesztd céllal. A numerikus, szdmitogépes imple-
mentacié problémait, eredményeit egy masik cikk fogja targyalni, melyet MAROS
ISTVAN ir. fgy reméliink egy lényegében teljes attekintést adni errdl az \j teriiletrdl.

2. Karmarkar projektiv algoritmusa

Ebben a fejezetben az eredeti KARMARKAR [8] algoritmust ismertetjiik. Tar-
gyalasunk légyegében a projektiv algoritmus Roos [17] féle interpretdcicjat koveti,
ahhoz 4l a legkdzelebb. Igy targyalasmédunk célja nem a leghatékonyabb valtozat
kozlése (ez még nem is eldontott kérdés), hanem az algoritmus f6 1épéseinek, 1ényeges
pontjainak lehets legegyszerlibb bemutatasa.

Tekintsiik az altalanos

min cz max yb
(2.1) Primdl Az > b Duil ATy<e
z2>0 y>0

linedris programozasi feladatpart. Mint ahogy F.5. és F.6. fiiggelékekben is is-
mertetjik, (2.1) feladatpar megoldasa ekvivalens a

min €e1xr
Az =0
2.2
(2:2) L= n
z2>0
feladat megoldasaval, ahol az A matrix teljes rangi, az1=(1,...,1) pont pozitiv

indul6 megoldasa a (2.2) feladatnak, és a célfiiggvény optimalis értéke zérus. Ehhez
csak azt kellett feltételezniink, hogy a (2.1) feladatnak van optimalis megoldasa,
és a primal optimalis halmaz korlatos. Ezek a feltételek tetszSleges polinomidlis
algoritmussal, polinomiélis idSben ellenérizhetdek.

Segédfeladat

Legyen a > 0 a (2.2) feladat egy megengedett megoldasa. Ennél szeretnénk egy
jobb megoldast kapni. Az F.3. fiiggelék szerint affin halmaz és ellipszoid (gémb)
metszetén (a kozéppontbdl indulva) meghatarozhaté egy linedris célfiiggvény mi-
nimuma. Ahhoz, hogy az ott leirtakat alkalmazhassuk, az a pontot egy gémb,
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esetiinkben E(L, ar) kozéppontjdba kell transzformalnunk. Ekozben szeretnénk
megdrizni a (2.2) feladat specialitisat. Ez megtehets az alabbi, az F.6. figgelékben
leirtakhoz hasonld, projektiv transzformacidval.

__"n" & Sy __n -1, _ =
T'(z) = z": o (al,... ,an) _lD‘lzD z =%,
j=1 e
ahol D = diag(a;). Konnyen ellendrizhetd (mint F.6. fiiggelékben), hogy:

n n

(1) T '(3) = = (1a1,... ,€nan) = 7= DJ3,
Z:lfjai o 10~z
]=

(2) T'(a) =1,

(3) Az = AT '(2) =0 < ADz =0,

@) T @)= 228 _ g = § =0,
J}_;lfjai

Igy ha # megoldasa a (legyen 0 < a < 1 mint F.4. fiiggelékben)

min §;
ADz =0
2.
( 3) IZz=n

(z2-1)% < a’r?

feladatnak, akkor z = 7'~ '(z) jobb megoldasa (2.2)-nek mint a. Ekkor az F.3.
fiiggelékben leirtak szerint

(24) T=e — %1— DAT(AD?*AT)"!ADe,.

A leirt javitd eljardst az 1. dbra szemlélteti.
A fenti javité eljaras ismételt alkalmazasaval nyerjik Karmarkar projektiv al-
goritmusdt.

Algoritmus (K)

Inicializdlds. - Adott az z° = 1 > 0 pont, mely megoldasa a (2.2) feladatnak.
Legyen k = 0. Adott £ > 0.
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1. dbra
Altaldnos 1épés. Adott zF > 0, melyre Az* = 0,1z* = n. Legyen
Dy, = diag(¢f).

— Ha ¢f < € akkor STOP.
— A segédfeladatban leirtak szerint legyen

1 = T 7Y(2Y)

—k=k+1.

Megjegyezzik, hogy Di41 = diag(:c""’l) = —

Py Dy diag(a":k).

Az alabbiakban egy ugynevezett potencialfiiggvény segitségével belatjuk, hogy
az algoritmus o(nloge) lépésben megdll (az optimdlis megolddsnal), azaz poli-
nomialis.

2.1. Definicié. Az F(z) =

& _ &
I1¢ [=
i=1

fliiggvényt potencialfuggvénynek

nevezzik.

Megjegyezziik, hogy valéjaban az F fliggvény logaritmusa KARMARKAR po-
tencialfiiggvénye, és mint azt az aldbbiakban latni fogjuk, log(F') tényleg potenci-
alfuggvényként viselkedik. Vegyiik észre tovabba, hogy korlatos tartomany esetén
& akkor és csak akkor ,kicsi”, ha F(z) ,kicsi”.

Most a T" projektiv transzformacié és az F potencialfiiggvény kapcsolatat
vizsgaljuk.

2.1. LEMMA. Haz,z' € S™ és z,z’ > 0 akkor

F(Ty(z)) _ F(z)
F(Ty(e") ~ F(&)
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n F .
Bizonyitds. Nyilvan F(T(z)) = F (6—1, ey %) = (_:ck) Hasonléan
1 34 F(z*)
F(Ti(z")) = F@) amibdl kovetkezik az allitds.
k F(z*)’
k+1
KOVETKEZMENY. Minden k > 0 esetén F)
F(z*)
Bizonyitds. Mivel T/(z*) =1¢és «*+! = T~ '(z*), igy Ti(z**!) = £*, amibél
FH) @) | FE o
F(z}) = F(Ti(z%) — F@) '
fgy most mdr a potenciafiiggvény javulds mértékére is becslést tudunk adni.

F(z**) 2

F(z¥) <

= F(z%).

2.2. LEMMA. Haa = %, akkor

. , . _ 2 g
Bizonyitds. Az el6z8ek alapjan elég megmutatni, hogy F(z*) < e Definicio

P
(El:;k S ikl

szerint F(z*) = , ahol az utdébbi egyenl8tlenség az F.4. fiigge-

lékben bizonyitott célfiiggvénybecslés miatt all fenn.
Mivel a [[z* szorzat az E(l,ar) N S™ gombon (lisd F.8. fiiggelék) az

1
l+a(—1,n_1,...,n_1

pontban veszi fel a minimumat, igy [[z* > (1 — a)
1

n-1 a a_\"-1 -
« ’ (1———_ ) 1- -2 1—t¢ t
1 . =k < n-1 n—1
( +—n—l) Igy F(z*) < T_a <1+n¢:1) , ahonnan az (_—l+t)

~2a

< e %(t > 0) egyenlStlenség és 1 — _a_l < 1 miatt az F(z*) < ¢ egyenlStlen-
n —

l-a
séget nyerjiik. Ez utébbi pedig o = 1/2 esetén a kivant egyenl6tlenséget adja.

k
KOVETKEZMENY. Ha a = %, akkor F(z*) < (Z) .
(4

Bizonyitds. F(z°) = F(1) = 1 miatt az el5z6 lemmakbdl adédik.
A potencialfiiggvény a fentiek szerint zérushoz konvergdl, a konvergencia se-

bessége linearis. Igy elérkeztiink ahhoz a ponthoz, amikor beldthatjuk, hogy az
algoritmus polinomialis 1épésszamban véget ér.

2.1. TETEL. Az algoritmus o(nloge¢) lépés utdn megdll, azaz polinomialis.

5"

[1=*

ok

L&
j=1
n

Bizonyitds. Az eléz6 kovetkezmény miatt

k
< (%) . Tovabba a szamta-

k
= 1. Igy (¢5)" < (g) , amibl

ni-mértani egyenlStlenség miatt {/T]z* <
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k
k 2\n
& <e¢ ha - <€, azaz ha

loge
>2n———.
= nlog2—loge

KOVETKEZMENY. Igy hae < 1/0, ahol o a paraméterek terjedelme, ahogy azt
az F.2. fiiggelékben bevezettiik, akkor az ott leirtak szerint optimalis megolddsnal
ill meg az algoritmus. Ekkor

log o
="M= log2’

Tehdt a potencidlfiiggvény segitségével beldttuk, hogy KARMARKAR projektiv
algoritmusa polinomiilis 1épésszamban megoldja a linedris programozasi feladatot.

3. A Dikin-Barnes algoritmus

Mint a bevezetdben is emlitettiik, a KARMARKAR algoritmus affin valtozatit
BARNES [2] kézdlte, de ez az algoritmus mar DIKIN [4] munkaiban is megtalalhato.
Taldn ez a legegyszeriibb, legkonnyebben érthetd varians a belspontos algoritmusok
kozott.

Tekintsuk a
min ¢z max yTb
(3.1) Primaél : Az =1b Dual: ATy<ec
z2>0

linearis proramozasi feladatpart.
Legyen z > 0 pozitiv megoldasa a primal feladatnak. Ilyen az F.1. figgelékben
leirtak szerint el6allithatd. Legyen 0 < p < 1 tetszdleges rogzitett szam.

3.1. LEMMA. Minden 0 < p < 1 esetén
n f —f_ 2
E(z,p) = zIZ(—J-—’) <p? CR}.

& —§&;

5

Bizonyitds. Nyilvanvalo, hiszen £; < 0 esetén > 1

igy a (3.1) primal feladat helyett (iteraciés 1épésként) oldjuk meg az alabbi
egyszeriibb feladatot.
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mine’ z
Az = b
3.2) LI
Y S -§)? <ot
ji=1 £J

Vegyiik észre, hogy (3.2) feladat struktirdlisan megegyezik az F.3. fiiggelékben
targyalt (F3.1) feladattal, az A = A, c=¢, b=b, a =1, D = diag(¢;) szereposztas-
sal. Igy esetiinkben

(3.3) u=~(AD?AT) " AD%

(3.4) ¢ = ZID(c+ ATw)|
e D%(c+ ATu)

(3:5) "= D+ AT

(3.6) z=(D Yz —a)

(3.7) cz = ¢z — pl|D(c + AT u)||

Igy most mar megfogalmazhatjuk a Dikin-Barnes féle algoritmust.

Algoritmus (D-B)
Inicializdlas. Adott z° > 0, amelyre Az® = b és rang(A4) =
Altalanos 1épés.

—zF > 0, Az = b adott.

D2 AT k
—Legyen el = gk glet )

PlIDe(c+ AT
(3.8) ahol Dy = diag (fj) és
(3.9) u* = —(AD?AT)"'AD}c
—k=k+1.

Az alabbi tétel az algoritmus konvergencidjat biztositja.

3.1. TETEL. Ha a (3.1) primdl-dudl feladatpdr nem degenerdlt és van op-
timdlis megolddsa, akkor az {z*} sorozat a primal, a {—u*} sorozat pedig a duil
feladat optimalis megoldasdhoz konvergal.

Bizonyitds. A nemdegeneraltsigi feltételbdl kovetkezik, hogy a primal és a duadl
feladatnak is egyértelmii optimaélis megoldasa létezik, ami csiics. Feltehetd, hogy
ekkor A els6 m oszlopa adja a bazist (optimadlis bazist).
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Az F.2. fiiggelékben ismertetettek szerint az z primdl és y dual optimalis

1 ,
megoldasok esetén & > ;,...,Em > ;,Em“ =0,...,6np = 0és y4 —ya; =

1
0,...,Ym — yam =0,7m+1 —~Yam41 > ;:"'17n - Yan > ;

A (3.7) képlet szerint cz*t! = cz* — p||Di(c + ATu*)||, vagyis a célfiiggvény
érték szigoriian monoton csokkend sorozatot alkot, ez a sorozat alulrdl korlatos
(mivel van optimalis megoldisa a feladatnak), tehat konvergens. Igy klim [|1Dx(c +

— 00

ATu*)|| = 0. Legyen ¢ < %, és legyen p olyan nagy, hogy

IDr(c+ ATu*)|| < €2, ha k>p.

Ekkor ¢ > Z:l(f,'-‘)z(‘rj —-a;y¥)? > \/(E,"‘)Z(Vj —ajy*)? = &y - aivt| .
J:

Nemdegeneraltsig miatt van n — m darab olyan koordinita, melyre (feltehets j =
m+1,...n) |yj—aijyF| > igy ff <e,j=m+1,...,n, ésigy nemdegeneralisig
miatt §; > ¢, j=1,...,més |y; —ajyt|<e, j=1,...,m.

Ezekbél a feltételekbdl kovetkezik, hogy ay, ..., a,, linearisan fiiggetlen rend-
szer, igy bazis. Legyen z illetve y az ehhez a bazishoz tartozé megoldas. (Ekkor z*
,,kozel van” z-hez, (¢ + ATu*) , kozel van” (¢ — ATy)-hoz.)

Az F.2. fiiggelékben leirtak szerint két kiilonbozd bazismegoldds tavolsaga leg-
alibb /2¢, igy egyértelmii az az z csiicspont, melyhez z* , kdzel van”. A

r+1 r n r+1 r 2
(79) < (559 <

egyenlStlenségbdl kovetkezik, hogy ({;-“1— )2 < pz(f;-'l)z, amibdl £ — & < pgf,
azaz f;“ > (1-p);. Igy e < 1- p); esetén £ > ;—bél kovetkezik 5;'“ > &,
azaz elég nagy k esetén az {z*} sorozat mindig az z csiics egy kornyezetében marad.
Tehdt lim zF = z.
k—o0
Hasonl6an, meg kell mutatnunk, hogy klim (-u*) = y = ¢gB~!, ahol B =
—00
(@1,---18m), €8 = (Y1y---,¥m). Legyen Dy = diag(¢f,...,€5). Igy
ADEAT = Z(»sJ )?aja] = BD{B + Z (€¥)?aja] = BD}B + ¢,
j=1 j=m+1
ahol €1 = o(¢?), melybél
(ADEAT)™' = (1 + (BD}B) 'e;)"{(BD}B)™' =
={I-(BDiB) 'e; + (BDiB) %} —.. }(BDiB) ! =
= (BD}B)™! + ¢,
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ahol €3 = o(e?). Az u* vektor meghatirozasshoz még az AD?c szorzatot kell
kiszamolni. A fentiekhez hasonléan

n
AD?c = BD?cp + Z aj‘yj(EJ’-‘)z.
k=m+1
A fenti két formula alapjan
—u* = (AD}AT)"'AD}c = (BD}BT)"!BD}cp + €3 = (BT) 'cp +¢3,
ahol €3 = o(e?). igy nyilvan, ahogy allitottuk,
klim (—u¥y=y=cpB~ .
Tehat eddig belattuk, hogy az {z*} és a {—u*} sorozatok ugyanahhoz a (primal
illetve dudl) bazismegoldashoz konvergalnak. Mivel belsé pontokon halad az algo-
ritmus, az z megoldas primal megengedettsége nyilvanval. Be kell latnunk, hogy

az y megoldas dual megengedett, tovabba az optimalitashoz be kell még latnunk a
komplementaritdsi feltételek teljesiilését. A (3.5) képlet szerint

gl gk _ (ff)z (v = ajv*)
T ID(e— AT

melybdl kovetkezik, hogy
vi — ajy" <0 = ;.H > EJk
v —ajy* >0 = {f'“ < E}‘

(Hasonlitsuk Gssze a szimplex médszernél tapasztalt viltozé névekménnyel.)

fgy a bazisvaltozékra v; — ajy* — 0, mivel Ef - & > e gy y dual
megengedettségéhez azt kell belatni, hogy v; — ajy" >0 k=m+1,...,n. A
nembazis valtozok esetén pedig v; — ajy'c > 0, ugyanis ez a kifejezés csak ugy
valthatna elGjelet, ha kozben zérus értéket is felvenne, ami a nemdegeneraltsagi
feltétel matt lehetetlen. fgy a EJ’-‘ koordinatdk j = m + 1,...,n esetén monoton
tartanak zérushoz, tovabba

klim('yj—ajy"):—yj—ajyzo, j=m+1,...,n
— 00

Nyilvan cz = cgzp = cg B~'b = yb, azaz a célfiiggvény értékek megegyeznek,
mivel azonos bazishoz tartozé megoldasokrél van szé. fgy nyilvan a komplemen-
taritasi feltétel is teljesiil, azaz z7(c — ATy) = 0, ugyanis vi—ajy=0,j=1,...,m
és&i=0,j=m+1,...,n.

Osszefoglalva, Az = b,z > 0, ATy < ¢, (c—yA)z =0, azaz az {zF} — z és
{y*} — y sorozatok a feladat optimalis megoldasaihoz konvergilnak.
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Konvergenciasebesség

Az iteraciés képletek és a célfiiggvény javuldsat leiré képletek alapjan meg-
becsiilhetjiik a Dikin-Barnes algoritmus konvergenciasebességét.

3.2. TETEL. A (D-B) algoritmus éltal generilt {z*} sorozat esetén

cxFtl —ep < (l - -—-\/.n_,:n—_=+€k) (czk _ cz),

ahol z a feladat optimdlis megoldasa.

Bizonyitds. Az eldzS tétel bizonyitdsdbdl tudjuk, hogy z = (&1,...,&m,
0,...,0). Igy

czt — cz = [Di(c — ATy*)|T Dy Y (z* — 2) < ||Di(c— ATy )V —m ¥ e, =
= ;l,-(c:ck —ettyn—m+te;

LAY
ahol g = ) (-‘—;—i) — 0, ha k — oo. Ebbdl

j=1 ej
k41 _ e P (cz*—
(ex cz) — (czf —cz) < m(cz cz)
czFtl —cz < (1 - _p_____) (cz* — cz)
vVn—m+¢;

Ahogy allitottuk.

4. Roos és Vial trajektériakdvets algoritmusa

Tekintsiik a standard formaji LP feladatpdrt:

min cz max by
(4.1) Primal: Az =% Duil: ATy<c
z>0

Legyen D = diag(¢;), és vizsgaljuk az alibbi paraméteres linedris komplementaritdsi
feladatot:

Az =} >0
z
4.2 AT =
(42) y+z=c 250
Dz = p1

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



A KARMARKAR T{PUSU ALGORITMUSOKROL 145

Nyilvan 8 = 0 esetén (4.2) megoldisa ekvivalens (4.1) megoldasival. Meg-
jegyezziik, hogy (4.2) nem mas, mint a primdl feladat # paraméterli min{cz —
BY log&; | Az =b, =z > 0} logaritmikus barrier fiiggvényes feladatanak Kuhkn-
Tucker rendszere.

Amennyiben adott 3 és adott z > 0 értékek mellett szeretnénk a (4.2) feltéte-
leket lehetd legjobban kielégité (y, z) vektort eldallitani, akkor az (F8.1) feladatot
kapjuk, melynek megoldasa (F8.2),...,(F8.6) képletekkel explicite el6dllithaté.

fgy az ott leirtak szerint:

z‘=z—D(%—)=2z—2;£.

Az s= % jelolést bevezetve tehdt z* = 2z — Ds, és §(z,8) = ||s — 1|

4.1. LEMMA. Ha §(z,p) < 1, akkor z* > 0, Az = Az* és §(z*, ) < 6(=, B)*.

Bizonyitds. 6(z,8) < 1 - bdl az (s —1)2 < 1 egyenlStlenséget kapjuk, igy
s =(01,...,0n) jeloléssel 0 < o; < 2, ahonnan

& =2 -6ioi=6(2-0;)>0, azaz z*>0.
Tovabba (F8.2) felhaszndlalaval s definiciGja miatt
Az* = 2Az — ADs = 2Az — Az = Az
(F8.5) miatt (y, z) megengedett megoldisa az (F8.1) feladatnak, igy

5(c* ) < (Dﬂ

2
- ) =(D*D" s -1)%
Mivel D*D~'s = (2D — DS)D~'s = 25 — Ss, ahol S = diag(0;), igy

8%(z*,8) < (2s — Ss —1)2 = z":(mr.- —-a}-1)2 = Xn:(a.- -1t
t=1

i=1
n 2
< (Z(W - 1)’) = §(z, 8)".

=1

A fenti lemmaban csak az z = DI paramétereket médositottuk, a kovetkezd
lemmaban arra adunk becslést, hogyan viltozik é(z, 8), ha S-t csSkkentjik.
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4.2. LEMMA. Legyen * = (1 —9)8, ahol 0 < ¥ < 1. Ekkor

b(z,8%) < ——(5(2 B) + 9v/n).

Bizonyitds. Mint 4.1 lemmaban is lattuk, (y,z) megengedett megoldasa az
(F8.1) feladatnak. Igy

B 2 1 2
6(z;ﬁ‘)2 S (ES —l) = (1 — l’s —1) s ahonnan
1 9 1 9
s < gt 0+ 1251 < e U+ v

1
6(1):3‘) S 1__:_5(6(1)ﬂ) + "9\/;"—))
ahogy allitottuk.

A fenti két lemma eredményét a kovetkezd lemmaban foglaljuk Gssze, amikor
arra adunk becslést, ha z — z*, 8 — B3* valtoztatasokat egyidejlileg hajtjuk végre.

1
4.3. LEMMA. Ha 6(z,8) < %, d = m és z*,3* az elSbbiekben adottak,
akkor

8(",8") <
Bizonyitds. Az el6z6 lemmakat felhaszndlva:
1 1
8(2,B%) < To5(8(z", B) + 9VR) < T=(8z, B + 9V/) <

1 (1 1 6ym 5 _ 1
el () Bl
-5 \47 6/ 6/n—1 12-2

A 4.3 lemma alapjan mar egy iterativ algoritmus konstrualhaté z és 3 sorozatos
moddositasaval. Miel6tt ezt leirnank, el6bb még egy becslést bizonyitunk.

4.4. LEMMA. Ha 6(z,8) < 1, (y,2) kielégiti az (F8.5), (F8.6) feltételeket,
akkor z > 0, és

B(n - §(z, B)v/n) < cz — yAz < B(n + 8(z, B)v/n).

Bizonyitds. 6(z, ) definicidja szerint 6(z, B) = ”%z_ — 1| € 1, ahonnan % >
0, azaz z > 0 miatt z > 0. (Ekkor ATy < ¢). Mdsrészt

cx — yAz = (c— AT Te = zz, és
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§(z, f)v/n =

, ahonnan

Wi >

Dz
— -1
7

¥ n
B

n— 8(z, B)vn < %’ < n+6(z,B)vn
B(n — b(z, BIVn) < cx — yAz < B(n — 8(z, B)v/7).

Ezek alapjan az alibbi algoritmust nyerjiik.

Algoritmus (R-V)
Inicializdlés. Legyen (z°,8%) adott olyan, hogy

§(z°,8°Y<1/2, z°>0, B°>o0.

Legyen tovabba ¢ = ﬁ:.

Altaldnos 1&pés.

1. Ha ng* < ¢ akkor STOP.
2. Legyen g¥+! = g¥(1 - 9)
2

3
g+l = 9zF _ %:Tz{’ ahol y*, z* az (F8.5), (F8.6) képletekkel adott.
3. ki=k+1
4.1. TETEL. Legyen ¢ adott. Akkor 6\/n(log 3° — log¢) lépés utin megdll a
(R-V) algoritmus, az utolsé megolddsban y dual és r primil megengedett, tovabba

3
—by< -e.
cz y_2£

Bizonyitds. A fentiekben, illetve az F.8. fliggelékben leirtak szerint az iteracié
minden lépésében z > 0, Az = b, § > 0 és §(z,8) < % A k-adik iteracié utin
ﬂ—_—-(l—-t’)kﬂo,fgy

1-9)8"<e
klog(1—¥) +log B° < loge
loge — log A°
log(1 — 9)

Ad= 1 értéket behelyettesitve, és mivel ekkor log(l — ¥) < —9 igy

6v/n

1 - — °
p s loge—log B _ loge 185" _ 6 m(log 8° — loge),
-9 ~&/m
n
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ahogy allitottuk.
A dualitdsi résre vonatkozé becslés 4.4. lemma alapjan:

e — by < f(n + 6(z, B)v/)

ety <np (14 522)).

1 ] 1
A megallasi szabaly szerint ng < ¢, feltétel szerint é(z, 8) < 2 igy (z—’nﬂ) < 3

1 3
cz—by55(1+—2-) —-2—5.

Fiiggelék

F1. Belsd pont elddllitdsa (elsé fizis)

Tekintsitk a P = {z | Az = b, z > 0} feladatot. Legyen Z > 0 tetsz8leges vek-
tor. Az aldbbi feladat tekinthetd a belsS pontos algoritmusok elsé fazis feladatanak.

Oldjuk meg az

Az + A(b— Az)=1b
(F1.1) z2>0
min A

feladatot egy (tetszOleges) belsd pontos algoritmussal (amely belsé pontokon halad-
va oldja meg a feladatot).

1. Eszrevétel. Vegyiik észre, hogy £ = Z és A = 1 pozitiv indulé megoldast biztosit
az (F1.1) feladathoz.

2. Eszrevétel. A = 0 esetén az Ar = b feladat egy megoldasat kapjuk.

F1. TETEL.

a. Ha az (F1.1) feladat optimdlis megolddsa pozitiv, akkor P = .

b. Ha az (F1.1) feladat optimalis megolddsa nulla, akkor P # 0, de
PNR} =0.

c. Ha az (F1.1) feladat optimalis megoldasa negativ, akkor PNR} # @,
azaz feladatunkhoz pozitiv megolddst kapunk.

Bizonyitds.
a. Mint a szimplex mddszer elsd fazisa esetén nyilvanvalé.

b. Tegyiik fel indirekt, hogy van z > 0 megoldisa az Az = b feladatnak.
Rang(A) = m miatt van olyan £ € R", amelyre

Az = (b - AZz).
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Legyen € = %min{—f—é-lfj <0}. Ekkor z + €2 > 0, A = —¢ < 0,
—&;

valamint A(z + €£) + Mb — AZ) = Az + €Az — e(b— AZ) = b, azaz
feltevésiinkkel ellentétben min A < —¢ < 0, ami ellentmondas.

Ekkor van olyan (z!,A!) pont (melyre ! > 0, A! > 0), és (z2,)?)
pont (melyre z2 > 0, A2 < 0) az algoritmus altal generalt sorozatban,
aho!l a célfiiggvény érték elGjelet valt. Ekkor a

Mozt T _a2”

pont megoldas és szigorian pozitiv.

Igy tetszéleges polinomialis belsé pontos algoritmus alkalmazasival polinomi-
alis 1épésszamban eldonthetd, hogy egy linedris egyenlStlenségrendszernek van-e
pozitiv (beld pont) megoldasa vagy nincs, és az algoritmus egyben megoldast is

ad.

F2. Bazismegoldas értékek korlatai

Az aldbbiakban bizonyitds nélkiil réviden 6sszefoglaljuk a bazismegoldas érté-
kekre vonatkozé [10,20] dolgozatokban taldlhaté eredményeket.
Tekintsiik az Az = b, z > 0, illetve az ATy < c linedris egyenlStlenségrendsze-

reket. Legyen

o = |la®f... la™ | el 115l

az adatok , terjedelme”. (||-|| az Euklideszi normdt jeloli a®) pedig az A matrix i-ik

sorat.)

F2. TETEL. Legyen B az A matrix tetszéleges bdzisa.

a.

Ha z a B-hez tartozo bazismegoldds, akkor §; = 0, vagy | &; |> %.
Ha z a B-hez tartozdé bdzismegoldas, akkor | §; |< 0.
Ha y a B-hez tartozé bdzismegoldds, akkor v; = ajy, vagy

1
|7 —ay >~
Ha y a B-hez tartozé bazismegoldas, akkor | v; — ajy |< 0.
Ha z és z' két kilonbozé nemdegenerdlt bdzismegoldds, akkor

V2

llz -2l 2 —.

Ha y és y' két kiilonb6z5 nemdegenerdlt bazismegoldds, akkor

V2

lly =¥l > Pl

Bizonyitds. Az a.,b.,c.,d. allitdsok jOl ismertek, [10] és [20]-ban is megtaldlha-
tok. Bizonyitasuk a Cramer szabdly alkalmazasival a Hadamard egyenlétlenségbdl

adddik.
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e. z # z'-bél adédik, hogy van olyan koordinita (feltehets, hogy &), mely
z-ben nem zérus és z'-ben zérus, és van ilyen koordindta (§3), ha z és z’ szerepét
feleseréljuk. Ekkor

; [1 1 [2 V2
”1’—1"||Z\/€¥+5222 ata=\Va=5

f. Hasonléan a fentiekhez

V2

’
g

li(c — ATy) ~ (e~ ATY)|| 2
amibél

V2

= <lie = ATy) = (e~ ATV = 14T (v = I < 147N -y — ¥l < olly = ¥l

melybdl a kivant ||y - ¢/|| > —:;/;2— Gsszefliggés adddik.

A fenti osszefiiggések garantaljak, hogy ha egy iterativ algoritmussal ,elég
kozel” jutunk egy bazismegoldashoz (nemdegenerdltsagi feltétel mellett az optimalis
megoldas egyértelmii, és bazismegoldas), akkor azonosithaték a nemnulla koordina-
tak, és igy a bazis, melynek ismeretében Gauss elimindciéval a bazismegoldast is
kiszamithatjuk.

F3. Linedris célfiggvény minimalizaldsa ellipszoid és affin tér metszetén
Tekintsik a

mincl z
(F3.1) Az =b
(z = a)T P}z = a) < p?

feladatot, ahol a > 0 az a vektor, melyre Aa = b (1. F1.1), és P pozitiv definit
szimmetrikus matrix. J6l ismert, hogy az utolsé feltétel ellipszoidot hataroz meg,
és az elss feltétel egy affin teret. Ismert, hogy a az ellipszoid kozéppontja, és a P
mitrix felbonthaté P = DDT (és igy P~! = DT~ 'D~!) alakba, ahol D is teljes
rangl matrix.

Az (F3.1) feladat az alabbi alakba irhaté:

max (—c)T z
(F3.2) Az =1b
(D~'z - D ta)?-p*<0.
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Ennek dudlja pedig a kovetkezd:

: T -1 o T 1¢ Cf
min{ 2° D a+(?+u b+§jz=:l—c—

DT 24 ATu=—c
(20, (=0=>2z=0
Az (F3.2) és az (F3.3) feladat dualitdsat igazolja a kovetkezd lemma.

(F3.3)

F3. LEMMA. Ha z megengedett megolddsa az (F3.2) feladatnak és ((,z,u)
megengedett megolddsa az (F3.3) feladatnak, akkor

2 n_oc?
(—c):r:5zTD"a+(p—+uTb-}-l -L
2 2 j=1 C
egyenlStlenség teljesil akkor és csak akkor, ha
(F3.4) (D7 (z—a)? =(p* és
(F3.5) (i =¢(djz - d;a)

(ahol d; a D~! matrix j-edik sorat jeloli).
Bizonyitds. A dual majd a primal feltételt felhasznalva

n
—cx=2TD 'z4+uTAz =uTb+2TD 'z =uTb+ Z(jdj:c,
j=1

amelybdl az
1 n
% > IG5 — ¢(djz — dja)]* > 0
i=1

(egyenlStlenség akkor és csak akkor, ha (F3.5) fennall) egyenldtlenséget felhasznalva

a
n n

1 ? ( <
—cz <uTb+ 5;?’ +JZ<,~(1,-a+ §§(djz—dja)2

j=1
egyenlBtlenséget nyerjiilk. Ebbdl az ellipszoid feltétel felhaszndlisival (egyenloség
akkor és csak akkor ha (F3.4) fenndll) a kivant egyenl6tlenséget nyerjitk.

A lemma felcsillantja az (F3.2) feladat ,,konnyl” megoldhatésaganak lehetdsé-
gét.

KOVETKEZMENY. Ha z olyan primal, és ({, z, ) olyan duil megengedett meg-
olddsok, melyek az (F3.4) és (F3.5) feltételeket is kielégitik, akkor z primdl és
(¢, z,u) dudl optimalis megoldis.

Bizonyitds. Nyilvanvalé.

igy a feladat megolddsa egy (nemlinedris) egyenletrendszer megoldasira re-
dukaélédik, melyet az alidbbiak szerint oldhatunk meg.
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Megoldésok elddllitasa

F3. TETEL. Az (F3.3) és (F3.2) optimdlis megoldasai az alibbi médon Aallit-
hatok eld:
u=—(APAT) 1 APc

1
(= ;IIDT(C + ATu)|

_ P(C+ATU) _ l T
S o i S
z=(D Yz —-a)

Bizonyitds. A dual feltételbdl
APATu = —-APc— APDT ™'
u = —(APAT)"1APc — (APAT)"'APDT "2,

ahonnan az (F3.5) feltételbsl nyert DT7l; = (P~1(z — a) Osszefiiggés, a primal
feltétel és Aa = b miatt

u=—(APAT)"'APc — (APAT) Y APP~}(z — a)¢( = —(APAT) ' APe.
Igy az elsd deszefiiggést belattuk. Hasonléan a duél és (F3.5) feltételbsl

(P Y(z-a)+ ATu=—c, ahonnan z=a-— %P(c-{- ATu),

ami a harmadik 6sszefliggés. A masodik Gsszefiiggés belatasahoz tekintsiik az (F3.4)
és (F3.5) képleteket. Ezekbdl

2 =22,

ahonnan

¢ =Dz - o)
melybdl

z=a- %P(c+ ATw)
felhaszndlasaval

1
¢*r* = (DT DD (e + ATu))" = [DT(c + AT w)),
azaz
1

(= ;lIDT(C+ ATy)||

adédik |

A negyedik osszefiiggés valéjdban (F3.5) feltétel osszevont alakja.
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fgy lehet8ségiink van a kivant feladat megolddsdra, a megoldasértékek explicit
kiszamolasara.

Megjegyezziik, hogy az (F3.2) és (F3.3) feladatok I, programozasi primal és
dual feladatok, melyek dualitaselméletét [23]-t felhaszndlva is azonos eredményre
juthattunk volna. A feladat specialitdsai miatt azonban kozvetleniil, elemi eszko-
zokkel is megoldhattuk feladatunkat.

Végiil egy Osszefiiggést bizonyitunk az eredeti és az \j célfiiggvény értékek
kozott.

F3. KOVETKEZMENY. cz = ca — p||DT (c + AT u)]|.
Bizonyitds. (F3.3) dual feltételbdl indulva

DT 2= —(c+ ATy)
(z— a)TDT—lz =—(z—a)T(c+ ATu) = —(z — a)T¢,
ugyanis A(z—a) = 0, ahonnan (z—a)T AT = 0. Tovabb4 a tétel azonossigai szerint
(z = )T DTz = ((z - a)T P(z — a) = (p* = p|| DT (c + ATw))|
és igy a fenti két osszefliggésbdl

cz = ca— p|| DT (c + AT)||.

F4. Szimplex, beirt és kériilirt gombok

Altaldban az n dimenziés térben n + 1 altaldnos helyzetii pont konvex burkat
nevezziik szimplexnek. Cikkiinkben az

S":{zER":zEO,Z{;:n}
i=1

specialis helyzetli n — 1 dimenzids szimplexszel foglalkozunk. Kdnnyen beldthatd,
hogy a (0,...,0,n,0,...,0) pontok az S™ szimplex csticsai és az1=(1,...,1) pont
az S™ szimplex centruma.

Kordalirt gomb. (1, R) : A koriilirt gomb centruma megegyezik a szimplex cen-
trumaval, R sugara pedig a centrum és a csilicsok tavolsiga, azaz

R=|(1,...,1) = (n,0,...,0)|| = v/(n = D)2+ (n - 1)12 = \/n(n - 1).

Igy az S™ koré irt gomb egyenlete:

EQ,R) = {z | (z -1 < n(n — 1)}
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Beirt gomb. E(L,r) : A beirt gomb centruma is az 1 pont, r sugara pedig
a kozéppont és a hatdrolé lapok (n — 2 dimenziés szimplexek) tdvolsiga, azaz

esetiinkben a kozéppont és a hatdrol6 lapok (0, o LR b

n n

r=lll. ) =0 =l =

— _ " _nz=./ 1

_\/1+(n 1)(71-—1 1) 1+n—1'
. n . . .
Igyr.—_1/n_1,esabe1rtgombaz

EQr)={z| (= -1 <

) kozéppontjanak

tavolsaga.

n

}

n—1
képlettel definidlhaté.
Ardny. fgy a beirt és a koriilirt gdmb sugaranak aranya

r n 1
R \Vtm-Dn(n-1) n-1

Amennyiben a beirt gombét 0 < a < 1 ardnyban Gsszehuzzuk, akkor a két sugar
ar a

aranya — =

R n-1
Célftiggvény becslés

Legyen = {z | Az = 0,1z = n}, ¢; az i—edik egységvektor.

F4. TETEL. Tegyiik fel, hogy min{e;z |z € QNRZ} = 0. Ekkor 0 < a < 1

esetén
a

min{elzIxEQﬂRgﬂE(I,ar)}gl—n_

Bizonyitds. Legyen §; = min{e;z | z € QN EQ@,ar)} és §3 = min{eyz | z €
QN E@Q R)}. Ekkor a feltételek miatt nyilvan §; > 0 > 83, ugyanis a megengedett
halmazok a fenti sorrendben tartalmazzak egymast.

Az 1 megengedett pontban a célfiiggvény érték nyilvan 1. Legyen p (||p]| = 1)
az optimalis csbkkenési irdny az Q N E(1, R) halmazon. Ekkor

61——-1—'07‘111 és 62:1—-RH1
8 < 0 miatt RII; > 1, igy

ar a
=1—-arll; =1 R(RIh)Sl —7
ahogy allitottuk. Itt felhasznaltuk a beirt és koriilirt gombok sugarara vonatkozo
aranyt.
A fenti becslés lehetdvé teszi, hogy egy (alacsonyabb dimenzids) gémbaon vald
minimalizaldsok sorozatdval helyettesitsiik az eredeti LP feladatot, és ekézben ren-
delkezésiinkre all egy becslés a célfiiggvény aktudlis értékére is.
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2. dbra

F5. LP feladat zérus optimumi LP feladatba valé transzformalasa
Tegyiik fel, hogy a standard formaban adott

min &’ & max §7b
(F5.1) Primil Az>b Duil ATg<c
£>0 >0

feladatpar esetén, mind a primal, mind a dudl feladatnak van megengedett megol-
dédsa. (Ez az F.1. részben leirtak szerint polinomialis idében eldonthetd.) Ismert a
dualitds tételbdl, hogy ekkor midkét feladatnak van optimdlis megoldasa, melyekre a
célfiiggvényértékek megegyeznek, azaz az (§T A —¢éT)z = 0 és §7 (Az —b) = 0 komp-
lementaritasi feltételek teljesiilnek. Igy a fenti primal-dual feladatpar megoldasa az
alabbi linedris komplementaritasi feladat megoldasaval ekvivalens.

LCP

Hl
<
]

]

<

<

]
(== 1]

QIQ:;-'}-

Az —
AT
(F5.2) il

’

<
v

AN

Ry

F5.LEMMA.
a, Ha P # @ és D # 0 akkor LCP megoldhaté.
b, LCP-nek nincs szigorian pozitiv megoldasa.
Bizonyilds.

a, A dualitas tétel kozvetlen kovetkezménye.
b, A komplementaritasi feltételb8l kovetkezik.
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Jeloljiik az (F5.2) feladat egyiitthatématrixdt B-vel, jobboldal- illetve véltozo
vektordt d illetve u—val. Igy (F5.2) az alabbi alakba irhato:

Bu=d
u>0

melyet az F.1. részben leirtak szerint tetsz6leges @i > 0 vektor rogzitésével a

Bu+ Ad—-Bu)=d
(F5.3) u>0
min A

feladat megoldasival oldhatunk meg. Bevezetve az A = [d ~ Bu, B), z = (A, u),
b = d jeloléseket (F5.3) az alabbi alakot 6lti:

miné; = mine;z
(F5.4) Az =1b
z>0

F5.TETEL. Ha a standard linedris programozasi feladat primal és dudl fela-
datdnak is van megengedett megolddsa, akkor az (F5.1) LP feladatpdr az ekvi-
valens (F5.4) feladatba transzformalhatd, ahol (F5.4) az alibbi tulajdonsigokkal
rendelkezik:

a, A teljes rangi
b, min& =0
¢, Az = b-nek adott egy szigori pozitiv megoldasa.

Bizonyitds. Mint lattuk, (F5.1) ekvivalens transzformacidkkal (F5.4) feladatba
transzformalhaté. A nyilvan teljes rangi, hiszen tartalmaz egységmatrixot (lasd
(F5.2)). Nyilvanvalé az is, hogy min§; = 0, ugyanis (F5.2)-nek nincs pozitiv
megoldasa, de van megoldasa, igy az F.1. részben elmondottak szerint miné&; = 0,
és jogos volt a & > 0 feltétel bevezetése is. (F5.3) alapjan ismert egy szigoriian
pozitiv indul6 megoldas is.

fgy az dltaldnosabbnak tetszd (F'5.1) LP feladatok helyett, a specidlisnak tiin8,
de valbjdban ekvivalens (F5.4) feladatokkal elegendd foglalkoznunk. Ezen feladatok
egy tovabbi transzformadcidja taldlhaté az F.6. figgelékben.

F6. Projektiv transzformaécié

Legyen a € R'_;,‘l. Legyen D = diag(a;) matrix, igy D! = dia.g((—ll—).
¢]
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Definicié. Legyen T : R™~! — S™ projektiv transzformacié az alabbi:

T(I) = T(Ely' .. 767:—1) ; (6—1 £n_1 ,1)

ﬂ—l 3 b
£ aq An-1
+r &
_ n -1
= Trpp 0 B

Koénnyen ellendrizhetdk a T projektiv transzformacié alabbi tulajdonsigai:
1. T egy—egyértelmii leképzés, és T(Rg‘l) =S5"
2. T Ym,...,n—1,Mm) = %‘-(alql,...,an-lqn-l) = n%Ya, ahol Y =

diag (1;)
0<j<n
3. TRy 'n{z|¢& =0})=S"nN{y]|n =0} (,lapot lapra képez”)
4. A ,végtelen” pontok az 7, = 0 lapra képzddnek le
5. T(a) =1
n-1
6. Az {z |uTz = p} hipersikot a {(z,én) | 3 pja;&; — pé, = 0} altérre
ji=1
lfépezi, azaz T affin halmazt altérbe képez.
7. IlgyT:{z e R*"! | Az =b} —» {y € R" | [AD, -b]y = 0}

8. Ha z az (F5.4) feladat egy megoldasa és y = T(z), akkor ez =
e1T~(y) miatt & = ez = ;T (y) = am

n
a1

Mivel & = ez

minimuma 0, ezért min = 0, amu csak 7; = 0 esetén teljesulhet,

ha a primal optimalis halrr';az korlatos.
Igy belattuk az alabbi tételt: ‘

F6. TETEL. Az (F5.4) és igy az (F5.1) feladat megolddsa korlatos optimalis

halmaz esetén ekvivalens a

min 1,

(F6.1) [AD,=bly =0

yesS"

feladat megolddsaval, és (F5.4) optimdlis megolddsa (F6.1) optimaélis megoldasabdl
z = T~ 1(y) transzformaciéval nyerhetd.

Az A := [AD,-b], z := y jelolések bevezetésével az F5. és F6. tételek az

alabbiakban foglalhatdk ossze:

F6. KOVETKEZMENY. Az (F5.1) dltaldnos linedris programozasi feladat ekvi-

valens a

(F6.2)

miné; = mine;z
Az =0
Ir=n
z2>0
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linedris programozdsi feladat megoldasaval, ahol
a) A teljes rangu
b) AzI pont megoldisa a feladatnak
c) Az optimadlis megolddsban §; = 0, azaz mine;z = 0.

Igy belattuk, hogy az altaldnos alaki (F5.1) linedris proramozasi feladat meg-
oldasa ekvivalens azzal, hogy egyetlen véltozét minimalizalunk egy altér és egy
szimplex metszetén.

F7. Egy szé1s8érték feladat
Legyen z € R", 0 < p < 1. Tekintsiik az alabbi feladatot:

(F1.1) min fI §;
j=1
(F7.2) dg=n
j=1
(F7.3) -1 </
ji=1
(F7.4) z2>0

A p < 1 feltétel miatt (F7.4) feltétel elhagyhatd, ugyanis ez nyilvan kovetkezménye
az (F7.2) és (F7.3) feltételeknek. Most az (F7.1) (F7.2) (F7.3) feladat megoldasahoz
tekintsiik a Kuhn-Tucker feltételeket [(F7.2) Lagrange szorzdja legyen o, (F7.3)
Lagrange szorzdja pedig 8 > 0.]

(F7.5) [I6+a+28(6-1)=0 vk
i#k
(F7.6) @ (fo - n) +8 (Z(s,- -1 —pZ) =0
j=1 j=1
Eszrevételek

n
1) 3 & = n miatt a tetszbleges.

ij=1
2) B > 0, mivel # = 0 esetén (F7.5)-b6l a = [] & Vk adédik, igy
ik

& = & Vi, j, melybdl (F7.2) miatt z = 1 adédik, ami nyilvan nem
minimum, hanem maximumhely (pl. geometriai egyenlStlenséggel
kénnyen beldthats). Tehdt a tovabbiakban fetehetd, hogy nem min-
den £; egyenld, mivel ilyen pont csak az z =1 pont van a megengedett
tartomanyban.
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n
3) (F7.5)-bél [] & = p helyettesitéssel £x—val valé szorzas utan az
j=1

J—
alabbi egyenletet kapjuk:
B+ abi + 2B6E + 266, = 0.

Mivel ez £;—ra (Vk esetén) egy mdsodfoki egyenlet (k-tdl fiiggetleniil
azonos egylitthatokkal), igy a & koordinatéak, (a két kiilonbozé gyok-
nek megfelelden) két kiilonbozs értéket vehetnek fel. 2) szerint viszont
legaldbb két kiillonbozs értéket fel is vesznek. Feltehets, hogy

b= =a>&p1==b [+ (n-0 =n/

4) (F17.2) és (F1.3)-bdl tetszéleges 1 < £ < n esetén egyszeriien szamol-
haté &, és &, értéke:

1+ Yt

1= Tn

és En=1-

n
Derivalassal (£ szerint) kénnyen ellendrizhetd, hogy a [] &; szorzat
j=1
értéke £ = 1 esetén minimalis, igy

U At
N

P

Vnn=1)

(F7.7) & = és En=1-

F7. TETEL. p = ra = o, [ m = I esetén az (F7.1),...,(F7.4) feladat optimalis

megoldasa
a

h=1l+a L==b=1-
n-—1

n
n-—1

Bizonyitds. A p=a értéket (F7.7)-be helyettesitve kapjuk az &llitast.

F8. Parametrikus kvadratikus programozas

Tekintsiik a

. (Dz 2
(F8.1) min (—ﬂ— - 1) = 6%(z, B)
ATy4+z2=c¢
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kvadratikus programozasi feladatot, ahol z = (£3,...,&,) > 0 adott vektor, 8 > 0,

D = diag(§;), és A teljes rangii. Az (F8.1) feladat az alabbi primal-dual feladatpar
megoldasaval ekvivalens:

2
Primél: %52(.1:,ﬁ) = min {-l-zT-[—)—z - £z}

2. g B
ATy+z=c
Duaél: %62(3,[3) = max — {%z'rg—:z + uc}
Au=0
D! =z
u+ﬂ_22_§

Mivel csak egyenldséges feltételiink volt, igy nincs komplementaritasi feltétel, tehat
a fenti kvadratikus programozasi feladatok megoldasa a primadl és dual feltételek
altal adott egyenletrendszerek megoldasaval ekvivalens, amely az alabbi

2
(F8.2) u= % - %z
(F8.3) AD?z = Az
(F8.4) ATy+z=c

Igy tulajdonképpen az (F8.3) és (F8.4) altal definalt egyenletrendszereket kell csak
megoldanunk. Ezek megolddsa konnyen elSallithaté a

(F8.5) z=c— ATy
(F8.6) y=(AD?AT) 'AD?c — B(AD*AT) Az

formuldkkal. (Hasonlitsuk ossze az F3 tétel képleteivel.)

igy az (F8.1) feladat megoldasa algebrai alapmiiveletekkel explicite eléallithatd.
Megjegyezziik, hogy ezt klasszikus médon, z kifejezésével és derivalassal is elvégez-
hettiik volna.
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TERLAKY TAMAS
ELTE TTK, OPERACIOKUTATASI TANSZEK
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ON KARMARKAR TYPE ALGORITHMS
T. TERLAKY

An overview of interior point methods for linear programming is presented in this paper. Since
KARMARKAR’S 1984 paper interior point methods have been widely considered and examined both
from theoretical and implementational point of view.

Three main groups of interior point methods are distinguished: Projective methods with a
potencial function (KARMARKAR), affine methods (DIKIN and BARNES) and path following meth-
ods. A simple, easy to understand variant for all of the three groups are presented.

The solution of quadratic subproblems, projective transformations and the first phase (how
to find a strictly positive starting solution) are presented as well.
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PARCIALIS FUGGOSEG RELACIOS ADATBAZISOKBAN*

DEMETROVICS JANOS, KATONA GYULA és MIKLOS DEZSO

Budapest

Az Armsirong féle funkciondlis fuggdség fogalminak gyengitésével kapjuk a relaciés adat-
bazisokon értelmezett parcidlis fiiggdség fogalmit. Megmutatjuk, hogy a parcidlis fiiggdségek
j6l jellemezhetdk az adatbazis attributum-halmazin definialt parcidlis fiiggvények altal alkotott
parcidlisan rendezett halmaz lezArdsaival. Mas oldalrdl, sziikséges és elégséges feltételt adunk
ahhoz, hogy egy ilyen lezarashoz taldljunk az adott attributum-halmazon olyan adatbazist, ami
altal definidlt parcidlis fliggdségek pont az adott lezarast generdljak. Megvizsgdljuk azt is, hogy
milyen tulajdonsdgi fiiggdséget definidlnak a parcidlis fliggségek az attributumok részhalmazai
altal alkotott parcialisan rendezett halmazon és hogy ezek miképpen realizilhat6k adatbazisokkal.

1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban relacids adatbazisok egy ujfajta fuggsségeét, az in. parci-
dlis figgéséget vizsgaljuk, amely el8szor [4]-ben keriilt bevezetésre. Az adatbazisok
modelljének itt a matrixot tekintjiik. A matrix oszlopal, azaz az egyes lehetséges
tulajdonsagok nevei az adatbazis altributumai, mig a sorok, azaz az egyes elemek
tulajdonsagainak az Osszessége az adatbazis rekordjai.

Jeldljiik Q-val az attributumok (azaz a matrix oszlopainak) halmazit. Legyen
ACQ, be N A fiiggdség hagyomanyos definiciéja szerint (ARMSTRONG [1], CoDD
[2]) akkor mondjuk, hogy b funkciondlisan fiigg A-tél, ha az A-ban 4ll6 adatok
mar egyértelmien meghatarozzak a b-ben 1év6 adatot is. Sok gyakorlati esetben
egy ilyen fuggés csak majdnem teljesiil. Pl. egy nem tuil nagy adathalmaz esetén
(egy iskola tanuléinak adatai) a név rendszerint meghatirozza a személyt, azaz
minden mas adatot, azaz ettSl az egyelemii A adathalmaztél minden més b adat
funkcionalisan fugg. ,,Csak” néhany kivétel van. A Kovdcsok, Tdthok, esetleg két
unokatest vér azonos névvel. Tehat az A-ban 1évé legtébb adat mar egyértelmiien
meghatarozza a tobbi b oszlop adatait, de néhdny maés kivételes adat nem. Ezekhez
még egy (vagy t6bb) azonositd adat is kell. Ez motivélja a parcidlis fiiggoség fo-
galmanak bevezetését. Heurisztikusan szélva akkor mondjuk, hogy az A oszlophal-
mazban all6 adatsorozattdl b parcidlisan fiigg, ha minden sorban (rekordban), ahol
A-ban ezen értékek allnak, b~ben ugyanaz az érték van.

Két indokot tudunk felsorakoztatni e struktira vizsgilata mellett. Az egyik
elméleti. Minden funkcionalis fiiggéségi modell mogott ott van a parcialis fliggdségek
modellje is. Ez tehat egy finomabb modell, ami azonban még mindig csak modell

*Az 2575-6s Orszidgos Tudomanyos Kutatdsi Alap altal tAmogatva
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a valddi adatbazis és a funkciondlis fliggéségi modell k5z6tt. Tehat a ra vonatkozd
eredmények mas megviligitasba helyezhetik a funkcionalis figgbségek modelljét.

A masik indok gyakorlati. Tekintsiink egy példat. Tegyuk fel, hogy =
{z1,z9,23,24}, =2 funkciondlisan fligg z,-t8l, x4 pedig z3-tSl. Az egész 4-oszlopi
matrix tdrolasa helyett elegend$ z, és z3 oszlopait tarolni, emellett két kis matrix
taroldsdra van sziikség, amely megadja a két funkciondlis fiiggést. Jdl lathato,
hogy ez jelentds memdriamegtakaritast eredményez. Ha zo—nek z1-t6l, illetve z4—
nek z3-tdl vald fliggése csak néhany kivételes érték miatt nem teljesiil, akkor még
mindig sok taroléhelyet takarithatunk meg, ha kiilénvalasztjuk a kivételes z;,z3
parokat, és mellettiik felsoroljuk a hozzajuk tartozé z;-t és z4—et, a tobbivel meg
ugy jarunk el, mint a ,,rendesen” fliggs esetben. Tehat ez a finomabb modell hely-
megtakaritist tehet lehet6vé olyankor, amikor a funkcionadlis fliggdség segitségével
ezt nem érhetjik el.

A dolgozat 2. fejezetében megadjuk a sziikséges definicidkat, a parcialis fiiggs-
ség definicigjat és kiilonb6z6 modelljeit. A 3. fejezetben megvizsgaljuk a parcialis
fiiggdségek realizdlhatésidganak kérdését, illetve azt, hogy a parcialis fiiggoségek
milyen strukturat hoznak létre az attributumok halmazan.

2. A parcidlis fliggség definicidja és kiilonbdzé modelljei

Az adatbazis modellje itt az M matrix, amelynek a sorai szamat m és az
oszlopai szamat n jeloli. Az oszlopokat més néven attributumoknak nevezziik, ezek
halmazat Q jeléli. Az adatbazis elemein a tovabbiakban a matrix elemeit értjiik.

Az adatbéazisokon definialt figgbségek talan legismertebbike a funkciondlis fig-
g6ség (vagy roviden csak fliggdség), amelyet a kdvetkezd médon definidlunk: ha
A, B C Q két részhalmaza az attributumok halmazanak, akkor azt mondjuk, hogy B
funkciondlisan fiigg A-tdl, amennyiben az adatbazisnak nincs két olyan sora, mely-
ben az elemek megegyeznek az A halmazon, de legalabb egy helyen killonboznek a B
halmazon. Jelolése A — B. Mas szavakkal ez azt jelenti, hogy az adatbazis A-beli
oszlopaiban 1év6 adatok meghatarozzdk a B-beli oszlopokban levé adatokat. Ebben
az esetben nem lényeges, hogy mik a konkrét elemek az egyes attributumoknil, csak
az, hogy ha azok két kiilonboz6 sorban megegyeznek az A-beli attributumoknil,
akkor meg kell egyezniiik a B-belieknél is. Az egyes adatbazisokat nyilvin nem
kiilonboztetik meg egyértelmilien az altaluk meghatarozott fliggdségek, de azért
sok lényeges informaciét tartalmaznak. A funkcionalis fliggéségek megadott hal-
maza felfoghat6, mint azon (konkrét) matrixok modellje, amelyek kielégitik ezeket
a funkcionalis fiiggsségeket.

A funkcionidlis fliggdség gyengitésével kaphatjuk a sokkal gyengébb és konk-
rétabb parcidlis fuggéséget, amely mar figyelembe veszi az egyes konkrét elemeket
is. Tegyiik fel, hogy egy adatbazisban az a; és a; oszlopokban eléfordulé elemek
nem hatarozzak meg mindig egyértelmiien a b oszlopban eléfordulé elemet, am
ha egy sorban az a; attributum értéke r; és ay attributum értéke r,, akkor a b
attributum értéke r3, azaz egyértelmien meghatdrozott. Ezt a tényt gy fogjuk
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jelolni, hogy (ai1,az;r1,r2) — (b;r3). Az altalanos definicidhoz sziikségiink van
a parcidlis figgvény fogalmara. Ha az a; attributum lehetséges értékeinek a hal-
maza az adott adatbazis esetén D; és r; € D;, akkor @ = (ay,...,ax; r1,...,78)-t
parcialis fiiggvénynek hivjuk, amennyiben az a; elemek az Q kiillonboz6 elgmei. Az
a = (a1,...,ak; r1,..., ) parcidlis figgvény értelmezési tartomdnya az ET(a) =
{ay,...,a;} halmaz, értékkészlele pedig az EK(a) = {r1,...,r:} halmaz. Azt
mondjuk, hogy a # = (b1,...b:;51,...,5) parcidlis fliggvény figg az a-tdl (és ugy
jeldljiik, hogy a@ — (), ha minden olyan sorban, amelyben az a; oszlopokban r;
elemek vannak (1 <i < k) a b; oszlopokba s; elemek keriilnek (1 < j < ).

Természetesen a fenti definicié nem értelmezhetd az Gsszes parcialis fiiggvényre
egy adott adatbazis esetében, csak azokra, amelyek koherensek, azaz el6fordulnak
az adatbdzis valamelyik soraban (vagy, kényelmi szempontokbdl feltehetjiik, hogy
az ,, értelmetlen”, nem koherens parcidlis fiiggvényektdl az dsszes koherens parcialis
fiiggvény fiigg). Mindazondltal a koherens parcidlis fiiggvények egy szép struk-
turat alkotnak. Ennek megaddsidhoz sziikségiink van egy definiciéra. Ha o =
(a1,-.-,ak;71,...,7%) 6s B = (b1,...,b;; s1,...,81) két parcidlis fuggvény, akkor
a C f, azaz a része f—nak, amennyiben {ay,...,ar} C {b1,..., b} és a; = b;—bdl
kovetkezik, hogy r; = s;. Azt mondjuk, hogy a parcialis fliggvények egy P halmaza
leszdllé struktiirdji, ha az aldbbi két tulajdonsagot kielégiti:

(2.1) ha @« € P és B C a, akkor g € P.
(2.2) minden a € P-re létezik egy olyan ¥ € P, amelyre a C v,
y=(c1y---s¢n;-.-) s {e1,...,cn} =N
Nyilvanvald, hogy egy adott adatbazis esetében a koherens parcidlis fiiggvények
halmaza leszall6 lesz.

Parcialis fliggvények unidja és metszete is definidlhatd, (még ha az elsé csak
bizonyos parokra is) habar kicsit mas médon, mint az egyszerii halmazok esetében.
Legyen o = (ay,...,ax; r1,...,7%) és B = (b1,...,b;; s1,...,81) két parcialis fiigg-
vény. Kettojuk metszete az a 4 parcidlis fliggvény, amelynek az értelmezési tar-
tomanya azon ¢ attributumok halmaza, amelyek o értelmezési tartomanyanak is és
B értelmezési tartomanyanak is elemei (mondjuk ¢ = a; = b;) és amelyekre r; = s;.
A v parcislis fiiggvény természetesen az r; = s; értéket veszi fel a c helyen. Az
unié értelmezése egy kicsit tobb figyelmet kivan. Az a = (ay,...,ak; r1,..-,7%)
és B = (by,...,b; 81,...,81) parcidlis fiiggvényeknek csak akkor értelmezzilk az
unidjat, ha a metszetiik értelmezési tartomanya megegyezik az értelmezési tar-
tomanyaik metszetével. Nem nehéz megallapitani, hogy ez pontosan akkor &all fenn,
ha a két parcialis fuggvény a mindkett8)iik értelmezési tartomanyaban eléforduléd
attributumokon ugyanazt az értéket veszi fel. Ebben az esetben értelmezhetjiik (és
értelmezziik) az unidjukként azt a v parcidlis fiiggvényt, amelynek az értelmezési
tartomanya a két eredeti fliggvény értelmezési tartomanyanak uniéja, és amely egy
¢ attributumon a kovetkezs értéket veszi fel:
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T,‘—t, hac:ai és C¢{b1,...,b1},
sj—t, hac=b; és c¢{a,...,a},

ri =s; —t, hac=a; =bj.

Az eddig megadott alapvetd definicidk segitségével megadhatjuk a parcialis
fiiggvények lezartjat, hasonléan, mint ahogy a funkcionalis fiiggiségek esetében az
Q egy részhalmazanak a lezdrtja adott. A definicié viligos megadasa érdekében
azonban el6szor egy lemmdat mondunk ki a parcidlis fiigglségek tulajdonsagairdl.

2.1. LEMMA. Ha «, B, v, § egy adatbazishoz tartozé parcialis figgvények,
akkor
(2.3) a — o
(24) a — B és B — y-bél kivetkezik, hogy a — ¥;
(2.5) a C v, 6 C B és a — B-bdl kivetkezik, hogy v — §6;
(2.6) haa — B,y — 6 és aU~ létezik és koherens, akkor fUS$ is létezik és koherens,
ésalUy— UG

Bizonyitds. (2.3) nyilvdnvald. A tovabbiakban legyen a = (ay,...,ax;
roeente), B= (b, . by 81,...,8),és 7 = (c1,...,¢p5t1,...,t). Ha o = 8
és B — v, akkor az adatbazis minden olyan sordban, ahol az a; oszlopokban r;
elemek allnak a b; oszlopokba s; elemek keriilnek, és igy a cp oszlopokba tj, elemek
lesznek, azaz o — <, ami bizonyitja (2.4)—et.

(2.5) bizonyitdsihoz elég belatni, hogy a C y-bdl kdvetkezik, hogy v — a,
ami éppen ugy nyilvanvalé a definicidkbdl, mint (2.3). Akkor viszont az itteni
feltételekbsl ¥ — a, a — 3 és f — & kovetkezik, amelyek a — relacié (2.4) szerinti
tranzitiv volta miatt v — 8-t adjak.

(2.6) bizonyitasakor legyen 6 = (dy,...,dy; u1,...,u4,). Ha a és v két parcidlis
figgvény, akkor a ,,a U v létezik és koherens” feltétel azt jelenti, hogy léteznek
sorok, amelyek az a; oszlopokban r; értékeket vesznek fel és a ¢, oszlopokban ¢,
értékeket, beleértve azt is, hogy amennyiben valamely a; = ¢5, akkor r; mege-
gyezik {5-val. Ezekben a sorokban viszont a a — [ feltételbdl kovetkezGen a b;
oszlopokban s; értékeknek és az dy oszlopokban uy értékeknek kell szerepelniik. Ez
természetesen maga utan vonja, hogy amennyiben valamely b; = dg, akkor s;-nek
meg kell egyeznie u,—vel, azaz a fUS parcidlis fliggvény létezik (definialt). Koherens
is lesz, hiszen minden olyan sor, amely az o U v parcidlis fiiggvényt tartalmazza,
tartalmazza fUé-t is. Természetesen az eddig elmondottak a aUy — SUS relaciot
is bizonyitjak. O

Ezen lemma birtokaban térjunk ra a parcialis fiiggvények lezarasinak a defini-
cidjara. Adott adatbazis esetén egy a tetszéleges (koherens) parcidlis figgvényhez
rendeljik hozzd L(a)-t, azt a legnagyobb 8 parcidlis fiiggvényt, amelyre a — 8.
Itt a legnagyobb alatt azt a parcidlis fliggvényt értjik, amelynek az értelmezési
tartomanya a legnagyobb. Ez nyilvan létezik az adott esetben, mivel ha a — 8 és
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a — f35, akkor a B, és By parcialis fiiggvényeknek a (2.6) pont értelmében létezik
az unidja és @ — f; U ;. Tehdt L(a) nem mds, mint

(2.7 Le)= | 8.

a—f

Természetesen a fenti uniéban nem kell az dsszes parcidlis fiiggvényt szerepeltetni,
elég azokat, amelyek egyetlen attributumot tartalmaznak. L(«) ezek birtokaban is
megkaphaté:

(2.8) L(a) = U (b;s).
a—(b;s)
Ezen L fliggvényr6l az aldbbi tulaldonsagokat allithatjuk.

2.2. LEMMA. Ha « és 3 egy adott adatbdzishoz tartozd két parcidlis fiiggvény,
akkor

(2.9) a C L(a);
(2.10) a C B — bdl kévetkezik, hogy L(a) C L(B);
(2.11) L(L(a)) = L(a).

Bizonyitds. L(a) definicidja szerint (2.9) egyszerli kovetkezménye (2.3)-nak.
(2.5) szerint a C B-bdl kovetkezik, hogy a — ¥ maga utdn vonja a § — 7 relaciot
is. Igy minden olyan parcialis fliggvény, amely L(a) (2.7) szerinti definicigjaban az
unidban szerepel, szerepel L(B) definicidjdban is, azaz L(a) C L(3) fennall.

(2.11) bizonyitasdhoz (2.9) szerint elég belatni, hogy L(L{«)) C L(«). Tegyiik
fel, hogy a c¢ attributum eleme L{L(a)) értelmezési tartomanyanak, azaz valamely
(c; s) parcidlis figgvény szerepel L(L(a)) (2.8) szerinti elSdllitdisaban. Ekkor, defi-
nici6 szerint, L{a) — (b;s). Ugyanakkor, megint csak definicié szerint o — L{a),
és igy a — reldci6 2.1. lemmaban bizonyitott tranzitivitdsa miatt o — (b;s), tehdt
a (b; s) parcialis fiiggvény szerepel L(a) (2.8) tipusi eléallitdsdban. O

Egy olyan L fuggvényt, amely parcidlis fliggvények egy leszallé tulajdonsigu
halmazdn van értelmezve és kielégiti a (2.9)-(2.11) tulajdonsagokat, figgvény-lezd-
rdsnak [4] neveziink. Bizonyitottuk tehdt, hogy az a @ — L(a) fuggvény, amely
egy adott adatbazis esetén az a parcialis fiiggvényhez hozzarendeli annak (2.7) sze-
rinti lezdrtjdt, egy fuggvénylezaras. Ezen fejezet tovabbi részében a funkcionilis
fuggoségbdl kapott szokasos matematikai lezaras és maga a fliggdség kapcsolatanak
[3, 4]-ben elvégzett ill. taldlhatd vizsgilatait ismételjiik meg parcidlis fiiggdségekre.

Elészor is megjegyezziik, hogy egy (adott adatbazishoz tartozd) parcislis fliggs-
ségbdl kapott L fiiggvény-lezdras egyértelmiien meghatarozza a parcialis fligg&séget.
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2.3. LEMMA. a — 8 pontosan akkor all fenn, ha 8 C L(«).
Bizonyitds. Nyilvanvalé L(a) (2.7) definiciéjabsl. O

Egy a parcidlis fuggvényrdl azt mondjuk, hogy egy adott adatbazishoz tar-
tozik, ha o koherens az adatbazisban. Legyen T (egy adott adatbazishoz tartozd)
parcialis fuggdségekbdl alkotott rendezett parok csaladja. Azt mondjuk, hogy a T
egy fiiggdségi csaldd, ha a T-bél definialt

a — 3 akkor és csak akkor, ha (a,8) €T

— reldcid kielégiti a (2.3)-(2.6) tulajdonsdgokat.

A 2.1. lemmaban lattuk, hogy ha a T csalddot tigy definidljuk, hogy (,8) € T
pontosan akkor, ha g fiigg a-tdl, akkor igy egy fliggdségi csaladot kapunk. A
2.2. lemmaban a lezdras tulajdonsagairdl bizonyitottak abbdl kévetkeztek, amit
a — relaciérdl a 2.1. lemmadban bebizonyitottunk, tehdt egy L figgvény-lezaras
fliggvényt minden fliggdségi csalddhoz definialhatunk.

2.4. TETEL. Az ugyanazon alaphalmazon értelmezett T fliggiségi csalddok és
L flggvény-lezdrasi operacick kozott egy egyértelmid megfeleltetés adhato meg az
alabbiak szerint:

(2.12) T Ley= |J (&s).

(a,(b;3))ET

A megfeleltetés inverzét az aldbbiak szerint kapjuk.
(2.13) L—3;T={(a,B):8C L(a)}.

Bizonyitds. Azt, hogy az —; megfeleltetés altal adott operacié figgvény-le-
zaras lesz, lényegében a 2.2. lemmaban bizonyitottuk. Most belitjuk, hogy a
(2.13) altal adott csaladok fiiggbségi csalddok lesznek, azaz kielégitik a (2.3)-(2.6)
feltételeket. (2.3) abbdl kovetkezik, hogy L kielégiti a (2.9) feltételt. Ha 8 C L(«)
és v C L(B), akkor (2.10) és (2.11) szerint ¥ C L(B) C L(L(a)) = L(«a), azaz (2.4)
fennal T-re.

(2.5) a definiciokbdl és a (2.10) tulajdonsagbdl kovetkezik. Ha o C v, § C 3 és
B C L(a), akkor 6 C B C L(a) C L(y), azaz (7,6) € T.

Végiil (2.6) bizonyitasa egy kicsit bonyolultabb gondolatmenetet igényel. Mivel
a U v létezik és koherens, L(a U ) is létezik és koherens. A parciilis fliiggvények
unigja definici6jabol konnyen lathats, hogy ha két parcidlis fiiggvénynek létezik
k6z6s majoransa, akkor az unidjuk is létezik, s6t ha a majorans koherens, akkor az
unid is az lesz. Marpedig ebben az esetben 8 C L(a) C L(aU+y) és § C L(y) C
L(a Uw), azaz B U § létezik, koherens, és természetesen része L(a U v)-nak, ami
éppen (2.6) konklizidja.

Azt kell még belatnunk, hogy a két megfeleltetés egymds inverze. Tekintsiik
eldszor a T figgbségi csaladhoz hozzarendelt L fiiggvény-lezdrasbdl kapott T fig-
goségi csalddot. Ha egy (o, ) par eleme Ti—nek, akkor # minden attributuma a 8
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altal ott felvett értékkel szerepel L(a) (2.12) eldallitdsiban Ty (2.5) tulajdonsaga
szerint, azaz  C L(a), ami maga utdn vonja, hogy (a,B) € T,. Forditva, ha egy
(a, B) par eleme a T; csaladnak, akkor # C L(a), azaz § minden b attributumara és
a B éltal ott felvett s értékre a — (b;s), azaz a T} csaldd (2.6) tulajdonsaga szerint
a _'ﬂ) (aaﬂ) € Tl-

Végiil legyen az L, lezdrasbdl (2.13) szerint kapott T csalddhoz rendelt lezaras
L2 és a egy tetszSleges koherens parcidlis fliggvény. Li(a) minden b attributumara
és az ott felvett s értékére (b;s) C Li(a), igy (a,(b;s)) € T. EbbSl viszont a (2.12)
definicié szerint Ly(a) = Li(a). O

Az eddigiekben tehat lattuk, hogy a parcidlis fliggdségek egyértelmiien jelle-
mezhetdk a megfelels fiiggvény-lezardssal (2.2. lemma), vagy a (1ényegében a fiiggd-
séggel azonos) megfelel fiiggdségi csaladdal (2.4. tétel). A fiiggvény-lezaras nyilvan
egyszeriibb struktiira, mint a figgdségi csaldd, igy ennek vizsgalataval foglalkozunk
a fejezet hatralevé részében. Ugyanakkor megjegyezziik, hogy nem minden, a
parcidlis fiiggvényeken értelmezett fliggvény-lezdrds (és igy az annak megfeleld par-
cidlis fuggdség) all el mint valamely adatbazishoz tartozd figgvény-lezaras. Ennek
a kérdésnek a kozelebbi vizsgalatara a 3. fejezetben tériink ki.

Egy o parcidlis figgvény (egy adott adatbazisban, ill. annak L fiiggvény-le-
zarasa szerint) zdrt, ha @ = L(a). A funkciondlis fliggéségek esetében az Q zart
részhalmazai egyértelmlien meghatarozzak a lezarast ill. a fliggdséget [3]. Hasonld
allitas igaz a parcialis fiigglségek esetére is.

2.5. TETEL. Legyen G ugyanazon ) alaphalmazon értelmezett parciilis fiigg-
vények egy csalddja. Ekkor G pontosan akkor lesz egy valamely L fiiggvény-leza-
rashoz tartozo zart parcidlis figgvények csalddja ha

(2.14) minden « € G-re létezik egy olyan v € G, amelyre o C ¥,
y={e1,.-,¢n;...} 6 {c1,...,en} = &
(2.15) a,B € G-bdl kévetkezik, hogy anN P € G.

Bizonyitds. Elbszor lassuk be, hogy az adott fiiggvény-lezarashoz tartozé zart
fiiggvények csaladja kielégiti (2.14) és (2.15)-6t. (2.2) szerint minden a-ra, és persze
igy minden zart a-ra is létezik egy (2.14)—et kielégitd v. (2.9) szerint erre a y-ra
v C L(¥), de persze L(y) C v is fennall, igy 4 zart.

Legyenek most a és @ zart parcidlis fuggvények. Ekkor a = L(a) és 8 =
L(B). anp C a, és igy (2.10)-bdl kdvetkezik, hogy L(aNB) C L(a) = a. Hasonléan
lathaté be, hogy L(an B) C L(B) = B, és igy a parcialis fiiggvények metszete
definiciéjabol konnyen lathatéan L(a N B) C a N B. Ennek a forditottja kdvetkezik
(2.9)-bsl, igy L(a N B) = an P, azaz a N B is zart parcidlis fliggvény az adott
lezarasban.

Legyen most G egy tetszlleges parcialis fliggvénycsaldd, amely kielégiti (2.14)
és (2.15)-6t. Meg kell adnunk egy olyan L fliggvény-lezdrast, amelyben a zart
fiiggvények pontosan G elemei. Legyen a fliggvény-lezaras azokon a parcialis fliggvé-
nyeken értelmezve, amelyeket G valamely maximalis tagja (azaz olyan tagja, amely-
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nek az értelmezési tartomdnya Q) tartalmaz. Ezekre a parcialis fiiggvényekre legyen

L@)= () 8

aCpeg

L értelmezési tartomanyanak valasztdsa kovetkeztében a fenti metszet nem iires.
(2.9) és (2.10) tulajdonsagok a definiciébdl kovetkeznek. Ha o € G, akkor a szerepel
a metszetben, és a metszet minden mas tagja nagyobb a-nal, tehdt L(a) = a. (2.15)
szerint minden a-ra L(a) € G, tehdt L(L(a)) = L(a), azaz (2.11) is fennal, L egy
figgvény-lezaras. Azt kell még belatni, hogy egy a parcidlis fiiggvény pontosan
akkor zart, ha benne van G-ben. Mint lattuk, a G a elemeire a = L(a) igaz, igy
ezek zdrtak. A zirt elemekre viszont a = L(a), és mivel L(a) benne van G-ben,
igy o is. 0

A fenti tételben a (2.15) tulajdonsagot gy is megfogalmazhatjuk, hogy G zirt a
metszetre. A (2.14) és (2.15) tulajdonsagokat kielégit6 parcidlis figgvény csaladokat
parcidlis metszetl-félhdloknak fogjuk nevezni.

Lattuk, hogy a zart parciilis fiiggvények csalddja mindig parcidlis metszet-
félhalékat alkotnak. A fliggvény-lezarasbdl nyilvan egyértelmilien kaphaté meg a
metszet-félhalé. Bebizonyitjuk ennek az ellenkezd)ét is.

2.6. TETEL. Az ugyanazon alaphalmazon értelmezett G parcidlis metszet-
félhalék és L fiiggvény-lezdrdsi operdcick kozétt egy egyértelmii megfeleltetés ad-
hato meg az alabbiak szerint:

(2.16) G- La)= () 8.

aCpeg

A megfeleltetés inverzét az alabbiak szerint kapjuk.
(2.17) L—36G={a:L(a)=0a}.

Bizonyitds. Mar belattuk az el6z8 tételben, hogy a (2.17) definicié egy parcialis
metszet-félhdlét, a (2.16) pedig egy fliggvény-lezdrasi operaciét hoz létre és (2.17)
megadja az Osszes parcidlis metszet-félhalot. Lassuk be, hogy —; injektiv. Legyen
L, és L, két kiilonboz6 fiiggvény-lezaras ugyanazon az alaphalmazon és G; és G a
megfeleld parciilis metszet-félhalok. Akkor létezik egy o parcialis fiiggvény, amelyre
vagy Li(a) és La(a) killénbozdk, vagy pedig csak az egyik van definidlva. Ha L;(a)
létezik és Ly(a) nem, akkor az eldbbi nem lehet eleme G,—nek, hisz akkor Ly—ben
lenne egy zart parcidlis figgvény, ami tartalmazza a-t, és igy Lo(a) is értelmezve
lenne. Tehat ekkor Li(a) € Gy és La(a) € Gs, igy Gi # G2. Ha mind Ly(a),
mind La(a) léteznek, csak kiilonbozdek, akkor 1étezik egy (b;s) egyetlen helyen
értelmezett parcialis fiiggvény, amelyet L;(«) és Ly(a) pontosan egyike tartalmaz.
Legyen (b;s) C Li(a) és (b;s) ¢ La(w). Ekkor (2.10) kovetkezményeként, mivel
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a C Ly(a), Li(L2(a)) tartalmazza Li(a)-t, tehdt Li(Lz(a)) tartalmazza (b;s)-
et. Ugyanakkor L,(a) létezik, igy (2.11) szerint Ly(Lz(a)) = Lo(a) is létezik, de
ez mar nem tartalmazza (b;s)-et. Tehat az La(a) parcidlis fiiggvény lezdrtja L,—
ben nagyobb La(a)-ndl, azaz G, nem tartalmazza Ly(a)-t, amit viszont G, nyilvan
tartalmaz.

Mar csak azt kell belatni, hogy a (2.16) szerinti operacid a (2.17) szerintinek az
inverze. Legyen az L, fliggvény-lezarashoz rendelt G; parcialis metszet-félhalobdl
kapott lezdras Ly és a egy tetszleges parcialis figgvény az adott alaphalmazon. Ha
Ly(«) adott, akkor Ly(a) € G, és igy (2.16) szerint Ly(a) is definidlva van, sét az
elézd tételben bizonyitottak szerint egyenld is Li(a)-val. Ha viszont Ly(a) adott,
akkor G tartalmaz a—t tartalmazé parcialis fliggvényeket, azaz lezarasa definialt L;-
ben is. Viszont lattuk mar, hogy L;(a) létezésébél kovetkezik, hogy Li(a) = La(a).

O

Az a tény, hogy a zart halmazok rendszere egyértelmien leirja a lezdrasi ope-
raciét és igy a fiiggéséget, nagy mértékben lecsdkkentheti az informacié taroldsara
igénybe vett helyet és egyszeriisitheti az informaciotarolds struktirdjat a funkcio-
nalis fiiggbségek esetében.

Ellentétben ezzel, a parcidlis fliggdségek esetén a zart halmazok rendszere egy
adott adatbazisra nemhogy egyszeribb (és igy egy kicsit kevesebb, de sok eset-
ben még mindig elegend6 informéaciét hordozd) struktirat alkotnak, hanem bonyo-
lultabbat. Gondoljunk csak arra, hogy az adatbdzis minden sora sziikség szerint
egy zart parciadlis fiiggvényt ad (lényegében (2.14)), de ugyanakkor még rengeteg
mas zdrt parcidlis fliggvénylink lehet. Tehat egy sokkal bvebb struktirank van,
amely természetesen nem hordozhat tobb informaciét, mint az eredeti adatbazis.
Ezen redundancia felolddsdhoz még visszatériink a kovetkezd fejezetben is. Most
itt azt prébaljuk megvizsgdlni, hogy hogyan tudjuk a zirt fiiggvények egy olyan
részhalmazat kivenni, amely még mindig hordozza az Osszes informaciét, vagy leg-
aldbbis annak egy nagy részét.

A (2.15) tulajdondonsigbdl kovetkezSen a G parcidlis metszet-félhalot az e-
lemei szamanal sokkal kevesebb tagjdval is meghatarozhatjuk. Jeldlje M(G) a G
azon v elemeinek a halmazat, amelyek nem illnak el6 mint a G két masik tagjanak
a metszete, azaz amelyekre nem léteznek olyan a, 3 elemei a G—nek amelyek mind
kulonbozéek y—tol és amelyekre ¥ = aNB. Nyilvanvald, hogy egy adott adatbazishoz
tartozo parcialis metszet-félhalé esetén az adatbazis sorai, mint parcilis fliggvények
elemei lesznek M(G)-nek, de valdsziniileg egyéb parcidlis fiiggvények is.

2.7. LEMMA. Egy G parcialis metszet-félhalé minden eleme el5all mint néhany
(> 1) M(G)-beli parcidlis figgvény metszete, de M(G)-nek nincs egyetlen valédi
részhalmaza sem, amelyik ezzel a tulajdonsdggal birna.

Bizonyitds. Bizonyitsuk el6szor az elsd allitdst. Ha van olyan eleme G-nek,
ami nem all el6 a megkivant médon, akkor legyen a egy maximalis ilyen. Az M(G)
elemei eldallnak, mint egyetlen M(G)-beli elem metszete, igy o ¢ M(G). Akkor
viszont o = f Ny, ahol B és v a—tdl kilonbsz5 elemek és igy annal nagyobbak is,
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tehat el6allnak M(G)-beli elemek metszeteként. 3 és ¥ metszetként valé el6allitdsat
behelyettesitve a SN~ képletbe kapjuk a egy eldallitdsit, mint néhany M(G)-beli
halmaz metszete.

Ha viszont egy a parcidlis fiiggvényt kitorlink az M(G)-bél, akkor éppen ez az
o parcidlis fliggvény nem lesz eléllithaté, mint néhdny M(G)-beli elem metszete.
Ha ugyanis el6allithato lenne, akkor vegyiink egy olyan elééllitast, amely minimalis
szami tagot tartalmaz. A tagok szama nyilvin legaldbb 2, és igy a = g N (Nifi),
ahol 3 és az Gsszes f; elemek M(G)-bé&l valdk. Tehit 8 # o és a minimalitds miatt
Nifi # «, azaz « el6allt mint két téle kiilonbozd G-beli elem metszete. Ez viszont
a definici6 szerint ellentmond annak a ténynek, hogy « € M(G). O

A kovetkezd két tétel leirja az M(G) csalddokat és azok viszonyat a parcidlis
metszet-félhalokhoz.

2.8. TETEL. Parcidlis fiiggvények egy Z csalidja pontosan akkor egyezik meg
egy valamely G parcidlis metszet-félhiléhoz tartozé M(G) csaldddal, ha kielégiti az
aldbbi feltételeket:

(2.18) minden o € Z-re létezik egy olyan v € Z, amelyre a C 7,
y={e1,..., en;... } és{c1,...,cn} = Q;
(219) haa=(Y_,ai, (r>1), a,a1,...ar € Z, akkor a = a; valamely i-re.

Bizonyitds. Legyen elbszor G egy tetszdleges metszet-félhald. Akkor M(G)
(2.18) tulajdonsaga kovetkezik a (2.14)-b8l. (2.19)-hez legyena = (\;_, ay, (r > 1),
a,aq,...,0, € M(G). Ekkor a = (ey N - -Nay_1)Nay, ésitt o, ay,...,a,, a1 N
--Nay-; € G, valamint a minimalitds miatt oy N--- N a1 # . Tehdt, mivel
a € M(G), ar = a.

Tegyiik most fel, hogy parcialis fiiggvények egy csalddja kielégiti a (2.18) és
(2.19) definicidkat. Konstrudljunk egy olyan G parcialis metszet-félhalét, amelyre
M(G) = Z. Legyenek G elemei az osszes Z-bdl formalhaté metszetek. Ahhoz, hogy
az igy kapott struktira egy parcidlis metszet-félhalé legyen, azt kell beldtnunk 2.7
lemma szerint, hogy Z egyetlen eleme sem &ll el8, mint téle kiilonbozd két G-beli
elem metszete, de a G — Z-beli elemeket €l6 tudjuk allitani igy.

Tegyiik fel el6szor, hogy o € Z, a = 8N~y, B,v € G. A definicid szerint 8 és v
eléallnak, mint Z-beli elemek metszetei, tehat a-ra is kapunk egy ilyen elballitast.
Viszont minden ilyen eldallitdsban (2.19) szerint az egyik tag a, tehat 3 és v egyike
is « kell hogy legyen.

Tegyiik most fel, hogy @ € G — Z. Akkor a-t felirhatjuk, mint o = a; N

Nag; 8§ 2 2, o1,...,0, # a. Tegyik fel hogy a felirasban s—t minimalisnak
valasztottuk. Akkor oy N---Na,_1 #F o, ésigy a=(a;N---Na,_1)Na, az a két
tole kiilonbozé G-beli elemként vald eldallitasa. a

A (2.18) és(2.19) tulajdonsagokat kielégit8 parcialis fiiggvény csaladot metszet-
mentes csalddoknak nevezziik. Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy a metszet-
mentes csalddok egyértelmiien meghatirozzdk a parciilis metszet-félhalokat.
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2.9. TETEL. Az ugyanazon alaphalmazon értelmezett G parcidlis metszet-
félhdldk és Z metszet-mentes parcidlis fliggvény csalidok kozott egy egyértelmii
megfeleltetés adhaté meg az aldbbiak szerint:

(2.20) G —1 M(G).
A megfeleltetés inverzét az aldbbiak szerint kapjuk.
(2.21) Z-3G={ayN---Na,, r>1, ay,...,a, € Z}.

Bizonyitds. A 2.6 tétel bizonyitdsihoz hasonldan el6szor azt latjuk be, hogy a
—1 hozzdrendelés injektiv (azt mar lattuk az el6z8 lemmaban, hogy az értéke egy
metszet-mentes csaldd lesz). Legyenek G; és G2 két kiilonboz6 parcidlis metszet-
félhalé és tegyiik fel, hogy o € Gy de a ¢ Go2. Akkor a 2.7 lemma szerint « el8all, mint
néhany M(G;)-beli parcidlis fliggvény metszete, de nem allhat eld, mint néhany
M(G3)-beli parcilis fiiggvény metszete. Igy tehat M(G;) # M(Gs).

Azt is ldttuk mar a 2.8 tételben, hogy a —, operacié értékkészlete az Osszes
metszet-mentes csaldd. Mar csak azt kell beldtni, hogy (2.20) inverze (2.21). Ren-
delje hozzd M(G;)-hez —3 Go—t. Ha egy a parcidlis fliggvény eleme G;—nek, akkor
az M(G) definicidja és a 2.7 lemma szerint el8all, mint néhdany M(G;)-beli parcilis
fuggvény metszete, igy a € G2 is fennall. Ha viszont o € G3, akkor lényegében a
2.8. tétel bizonyitasanak a masodik felében leirtak szerint o € G is, azaz G, = Go.

a

3. A parciilis fliggdségek realizalisa

Az eddigiek szerint a parcidlis fliggvények metszet-mentes csalddjai egyértel-
miien leirjak a parcidlis fiiggvény-lezarasokat ill. a parcidlis fliggdségeket. Mdst
nem is varhatunk, hiszen (2.18) és a 2.9. tétel azt is jelentik, tobbek kozott, hogy
egy adatbdzis minden sora szerepel mint parcialis fiiggvény az adatbézis dltal meg-
hatarozott metszet-mentes csalddban. Ugyanez az allitds viszont mar nem igaz
az adatbazisok és metszet-mentes csalidok viszonyara. Noha a 2. fejezetben bi-
zonyitottuk, hogy egy adatbazis egyértelmiien meghatirozza a metszet-mentes csa-
ladot, ennek forditottjabdl még csak annyit lattunk, hogy a metszet-mentes csalad-
hoz egyértelmiien tartozik egy parcidlis fiiggéségi csaldd, vagy még pontosabban
egy fiiggvény-lezaras. Azt nem, hogy taldlunk egy megfelelé adatbazist is. Persze
ha taldlunk egyet, akkor az egyértelmii, hiszen sorai a fentiek szerint adottak. (A
tovabbiakban is feltessziik, hogy a parcidlis fliggvényeink értelmezési tartomanya
mindig része ugyanannak az 2 alaphalmaznak.)

Azonban nem mindig létezik ilyen adatbazis. Legyenek a parcidlis fiiggvények
metszet-mentes halmazinak elemei (a,b,¢;p,q,7) és (a,b;p,q). Az ehhez tartozd
adatbazis csak az (a,b,c) attributum-halmazi és az egyetlen (p,q,r) sorbdl allé
adatbazis lehetne. Ehhez viszont egy olyan fliggvény lezdras tartozik, aminek a
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parcialis fiiggvényekbdl 4116 metszet-mentes halmaza csak az egyetlen (a,b,c;p,q,r)
fiiggvénybdl all.

A fentebbi példdban az okozta a bajt, hogy volt olyan nem {-n értelmezett
elemiink, amely nem allt el metszetként. Beldtjuk, hogy ez soha nem fordulhat
eld.

3.1. TETEL. Legyen G egy adatbdzis zdrt parcidlis fiiggvényei dltal alkotott
parcidlis metszet-félhdlé. Akkor G minden olyan eleme, amely nem az QQ-n van
értelmezve, elGall, mint két, téle kilonbézS G-beli elem metszete.

Bizonyitds. Legyen {ai,...,ax} egy valédi részhalmaza Q-nak és a = (a,,. ..,
ag; r,...,Tr) egy zart parcidlis fliggvény, azaz G egy eleme. El6szor belatjuk,
hogy o két téle kiilonboz8 G-beli parcidlis fiiggvénynek is a (valddi) része. Legyen
c € Q dec ¢ {ay,...,ar}. Az, hogy az a = (ay,...,8;T1,...,r;) parcialis
figgvény zart azt jelenti, hogy létezik két olyan s,t adat és az adatbazisnak két

olyan sora, amelyek a (ai,...,ar,c; r1,...,rk,8) ill. a (a1,...,ak,¢;71,...,7%,t)
parcialis fuggvényeket tartalmazzdk. Legyen (ai,...,ax,c;r1,...,7%,s) lezdrtja 8
és (ay,...,ax,¢;r1,. .., g, t) lezdrtja v. Ekkor 3 és ¥ valdban tartalmazza a—t, tehat
BNy 2a.

Legyen most 3 és v két olyan, az a-tdl kilonboz6 zart (azaz G-beli) parcislis
fiiggvény, amelyre SNy D a és az ET(8N ) — ET(a) halmaz nagysiga minimalis.
Ekkor persze a (2.15) tulajdonsig szerint 8 Ny is G-beli. Tegyiik fel, hogy a
I’IT(ﬂﬂ'y)—]:DT(a) halmaznak van legalabb egy, mondjuk c eleme, és a SNy parcidlis
fiiggvény s értéket vesz fel a ¢ helyen. Az a = (ay,...,ax;r1,...,7) parcidlis
fuggvény zart, igy az adatbazisnak 1étezik egy olyan sora, ami tartalmazza a-t, de a
c helyen egy mas, mondjuk ¢ értéket vesz fel. Legyen 6 az (a1, ..., ak,¢;r1,...,Tk, t)
parcidlis fiiggvény lezartja. Ekkor 6 D a, tehit (3N~y)Nd D a. Ugyanakkor a (8N7)
és a & parcialis fliggvények kiillonboz6 értékeket vesznek fel a ¢ helyen, igy ¢ mar nem
eleme (8N v) N6 értékkészletének, azaz ET(8 N v) — ET(a) szigorian tartalmazza
ET{(8N~v) N6} — ET(a)-t ami ellentmondas. Igy az ET(8Nv) — ET(«) halmaz
ures kell hogy legyen, azaz 8 N~y = «. Tehat a-t valdban eldallitottuk, mint két,
tole kiillonb6zé G-beli parcialis figgvény metszetét. O

Tehat egy adott adatbazis esetén az M(G) halmaz minden eleme az Q-n kell,
hogy értelmezett legyen, azaz M(G) kielégiti az aldbbi feltételt:
(3.1) minden a € M(G)-re a = {c1,...,¢n;...} és {c1,...,cn} = Q.

Parcialis fuggvények ilyen tulajdonsigu halmazat a tovabbiakban parcidlis fiigg-
vények nagy halmazinak fogjuk nevezni. A nagy halmazok mair kielégitik azt
az elvarast, hogy realizalhatdk lesznek (természetesen egyértelmiien) adatbézisok
parcialis fuggdségi relacidival.

3.2. LEMMA. Legyen M a parcialis fliggvények egy adott Z nagy halmazihoz
tartozo azon adatbazis (mdtrix) amelynek attributumai (oszlopai) az §2 elemei és
amelynek sorai a Z-beli (és igy tehdt a teljes Q halmazon értelmezett) parcialis
fiiggvények. Akkor az M adatbdzishoz a 2. fejezetben leirtak szerint hozzarendelt
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metszet-mentes csaldd éppen Z; vagy ami ezzel ekvivalens, az M &ltal meghataro-
zott parcidlis figgdségek rendszere (fliggsségi csaldd) megegyezik a Z-hez egyértel-
mien tartozo fligglségi csaliddal.

Bizonyitds. A bizonyitashoz meg kell gondolni, hogy mit jelent az a — g relacié
M-ben, ill. a parcidlis figgvények Z nagy halmaza szerint. A parcialis fliggdség
definicidjabél jél lathatd, hogy M-ben o — S pontosan akkor all fenn, ha M minden
olyan sora, amely tartalmazza a-t, tartalmazza g-t is.

Tegylk most fel, hogy valamely lezarasi operdcié (és igy a hozza tartozd parci-
alis metszet-félhalé és a parcidlis halmazok nagy halmaza — mivel mar csak olyan
lezdrasi operacidkat tekintiink, amelyekhez tartozé metszet-mentes halmazok ,,na-
gyok” is egyben) szerint « — 3, azaz § C L(a). Ez a félhaléban éppen azt jelenti,
hogy minden olyan félhalébeli (azaz zdrt) parcialis fiiggvény, amely tartalmazza a—
t, tartalmazza 8-t is. A parcidlis fiiggvények Z nagy halmazara pedig ez éppen azt
jelenti, hogy minden Z-beli parcidlis fliggvény, ami tartalmazza a—t, tartalmazza
B-t is. Viszont a Z parcialis fiiggvényei éppen az adott adatbazis sorai.

A fentebb leirtak tehat azt jelentik, hogy az igy definidlt M matrixbdl kapott
parcidlis fiiggdség megegyezik a Z nagy halmazhoz tartozd parcidlis fligglséggel.

o

Az eddigiekben a parcidlis fiigg8ségek altal meghatarozott olyan kovetkezmé-
nyekkel ill. struktdrakkal foglalkoztunk, amelyek maguk a parciilis fliggséggel ill.
az azt megadé adatbazissal ekvivalensek voltak. A tovabbiakban azt vizsgaljuk meg
néhany esetben, hogy mi torténik akkor, ha csak gyengébb struktiirdkat vesziink
figyelembe.

A 2. fejezet végén vagy az ezen fejezet elején emlitett redundanciat elkeriil-
hetnénk, ha M(G)-bél kitérolnénk a maximalis elemeket (azaz azokat, amelyek az
Q alaphalmazon vannak értelmezve). Ekkor azonban egy tires parcidlis fuggvény
halmazt kapnank.

Ezen probléma kikiiszobolésére egy G parcidlis metszet-félhalohoz megadha-
tunk egy masik struktirat is oly moédon, hogy elszor toroljik el G-nek az Q-n
értelmezett fiiggvényeit (nevezzilk az igy kapott parcidlis fliggvény halmazt G'-
nek), és utidna a maradékbdl vessziik azokat, amelyek nem &llnak el mint két
masik, téle kiilonbozé G'-beli fliggvény metszete. Nevezziik az igy kapott parcialis
fiiggvény csaladot M;(G)-nek. Konnyen lathatd, hogy M;(G)-b6l egyértelmiien
megkaphaté az Osszes, nem Q-n értelmezett G-beli parcialis fiiggvény. S&t, nem
nehéz meggondolni, hogy a G’ és az M, (G) viszonyara szinte szérdl széra megis-
mételhetSk a 2.8. és 2.9. tételek, azzal a kiilonbséggel, hogy 2.8.-bdl torolni kell a
(2.18) feltételt.

Tehat egy adott adatbazishoz jabb struktirat rendeltiink, amely esetenként
Jjol haszndlhatd az adatbdzis leirasahoz. Lattuk, hogy adott G metszet-félhals esetén
az M1(G) parcialis fiiggvény halmaz kielégiti a (2.19) feltételt. Azonban az M, (G)
parcialis fiiggvény halmazra mar nem lesz igaz az a tulajdonsag, hogy M;(G) min-
den (a tartalmazasra nézve) nem maximalis halmaza el8all, mint két téle kiilonbozd

Alkalmazott Matematskai Lapok 15 (1990-91)



176 DEMETROVICS J.,, KATONA GY. é MIKLOS D.

M (G)-beli parcidlis fiiggvény metszete. Ezt a kovetkezd adatbazis mutatja:

attributumok: a b c
elsé sor 4 5
masodik sor P q t
harmadik sor p q u

Itt a zdrt parcialis fliggvények a sorokon kiviil (a, b; p, ¢) és (a; p), ahol az utébbi
nem maximalis, de mégsem metszete két masiknak.

Persze az M;(G) halmaz kielégit még egy trivialis feltételt, nevezetesen a (3.1)
feltétel ellentetjét, azaz egyetlen M,;(G)-beli parcidlis fiiggvény sem lehet az Q
halmazon értelmezve:

(3.2) minden (ay,...,ag;...) € M(G)-re {ay,...,a;} valédi része Q-nak.

Kérdés, hogy a (2.19) és (3.2) feltételek jol jellemzik-e ezeket a halmazokat?

3.3. TETEL. Minden olyan Z parcidlis fiiggvény halmazhoz, amely kielégiti
a (2.19) és (3.2) feltételeket, létezik egy adatbdzis, amelyhez tartozé G parcidlis
metszet-félhdlora M,(G) = 2.

Bizonyitds. Azt bizonyitjuk be, hogy létezik parcidlis fliggvények egy olyan
G metszet-félhaléja, amelyre M(G) nemcsak metszet-mentes, hanem ,,nagy” is, és
M;i(G) = Z. Ehhez akkor 3.2. lemma szerint létezik egy 6t realizalé adatbazis,
amely az itteni céloknak is meg fog felelni.

A Z minden egyes « parcidlis fliggvényéhez felvesziink a leendd adatbazisban
két, addig még egydltalan nem haszndlt elemet, mondjuk a—t és b—t. Ezek utan a-
hoz definialunk két, a teljes  halmazon értelmezett parcialis fliggvényt: mindkett
tartalmazza a—t, és az a—n kivili helyeken az egyik a, a masik pedig b értékeket
vesz fel. Tekintsiik azt az A ,,nagy” halmazt, amelyet a Z Gsszes eleméhez ily
moédon felvett parcialis figgvények (és csak azok) alkotnak. Az a—hoz felvett parok
metszete igy a lesz, viszont kénnyen lathatéan akarmely mas, legalabb kéttagi N'—
beli metszet eléall, mint néhany Z-beli parcidlis fliggvény metszete. fgy az N-bél
eléallitott G metszet-félhdlohoz tartozé M, (G) halmaz valdban Z lesz. O

A dolgozat hétralévé részében még egyetlen problémat fogunk megvizsgalni.
Szamos dolgozatban (pl. [3,4]) megtaldlhaté a 2.1. lemma valtozata funkciondlis
fiiggBségekre:

3.4 LEMMA. Haegy Q attributum-halmazon értelmezett adatbazisban A, B, C,
D C Q és — jeldli a funkciondlis fiiggéséget, akkor

(3.3) A— A

(3.4) A — B és B — C-bdl kévetkezik, hogy A — C;
(3.5) ACC, DC B és A — B-bdl kovetkezik, hogy C — D;
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(3.6) A — B és C — D-bdl kovetkezik, hogy AUC —- BUD. O

Ellentétben a parcidlis fliggéségek esetével, ennek a lemmanak a forditottja is
igaz. Az Q részhalmazaibdl képzett parok egy halmazat teljes csalddnak nevezziik,
ha az kielégiti a (3.3)-(3.6) feltételeket.

3.5. TETEL. [3] Legyen T egy az Q-n értelmezett teljes csalad. Akkor létezik
egy adatbdzis, amelynek az ) az attributum halmaza és amelyben a (funkcionalis)
fiiggdsége rendszere megegyezik T—val. o

Mi most itt azt vizsgaljuk meg, hogy a parcidlis fliggéségek rendszere milyen
strukturat generdl az attributumok halmazin. A tovabbiakban egy az 2 attributum
halmazon adott adatbazis esetén ha A, B C , akkor A — B alatt azt értjik,
hogy létezik az adatbazishoz tartozé két olyan o és § parciilis fiiggvény, hogy o
értelmezési tartomanya A, (3 értelmezési tartomanya B és a — 3. A — B-t ugy
mondjuk, hogy B parcidlisan figg A-tol.

3.6. LEMMA. Haegy adott adatbazis esetén A, B,C, D az Q) négy részhalmaza,
akkor (3.3) és (3.5) fennall rajuk.

Bizonyitds. (3.3) nyilvanvaléan kovetkezik (2.3)-bol. (3.5) pedig (2.5)-nek és
annak a ténynek’ a kovetkezménye, hogy ha a, 3 két parcidlis fliiggvény és o C 3,
akkor ET(a) CET(B). O

Az Q részhalmazaibdl képzett parok egy halmazat parcidlisan teljes csalddnak
nevezzuk, ha az kielégiti a (3.3) és (3.5) feltételeket. A dolgozat utolsé eredménye-
ként azt latjuk be, hogy a parcidlisan teljes csalddok reprezentilhatdok adatbazisok-
kal.

3.7. TETEL. Minden, az Q-n értelmezett parcidlisan teljes csalidhoz létezik
egy olyan adatbdzis, amely a részhalmazain adott parcidlis fiiggéségként az adott
parcidlisan teljes csalddot adja.

Bizonyitds. Tekintsiik 2 minden A részhalmazara azokat a tartalmazasra nézve
maximalis B halmazokat, amelyekre A — B. Minden ilyen A, B parra vezessiink be
harom vj értéket (mondjuk a,b, c-t) a konstruidlandé6 adatbézisban, és konstrudljunk
néhany 4j parcidlis fliggvényt. Legyen o értelmezési tartomanya A és vegyen fel
minden A-beli helyen a-t. Ha A és B kiilonboznek, akkor legyen 3 értelmezési
tartomdnya B és ugyancsak vegyen fel minden helyen a-t. Legyen végil v és §
értelmezési tartomanya €, vegyen fel mindkett8 a B-beli helyeken a-t, a B-n kiviili
helyeken pedig ¥ b-t és § c-t. Ekkor a — B(a), v — B és § — 3. Természetesen
ezekkel a parcidlis fiiggvényekkel egyiitt fel kell venni az 4ltaluk tartalmazottakat
is. Ha ezt a miiveletet elvégezziik {2 minden részhalmazara, és egy adott részhalmaz
esetén az Osszes Ot tartalmazd olyan maximalis részhalmazra, amely parcidlisan fligg
téle, kapunk egy parcialis fiiggvényekbdl allé halmazt. Nem nehéz ellenérizni, hogy
ez a halmaz kielégiti a (2.1) és (2.2) feltételeket, azaz leszdllé lesz. Definidljunk
ezen parcidlis fiiggvények kozott parcialis fiigglségeket. Ha «, 8,7, 6 egy a fentebb
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értelmezett A — B parhoz értelmezett parcidlis fliggvények, akkor legyen o — §
(ill. @, ha A = B), v — f(a) és § — fB(a). Definidljuk még az Gsszes olyan parcialis
figgOséget is, amelyet definidlni kell a (2.5) szerint.

Nem nehéz ldtni, hogy a parciilis fiiggvényeken a fentebb értelmezett parcialis
fiiggsségek altal az 2 részhalmazain definidlt parcidlis fuggdségek éppen az adott
parcidlisan teljes csalddnak megfeleléek lesznek. Ugyancsak rutin, habar hosszadal-
mas feladat annak ellenérzése, hogy a parcidlis fiiggdségek itt adott rendszere ki-
elégiti a (2.3)-(2.6) feltételeket. Itt megjegyezziik, hogy a (2.4) és (2.6) feltételek
lényegében azért lesznek igazak, mert a feltételeik az adott esetben iires allitasok.

Végiil az eddigiek fényében azt kell csak belatnunk, hogy az igy adott parcidlis
figgdség szerint zart parcialis fiiggvények koziil azok, amelyek nem az Q-n vannak
értelmezve, eldallnak, mint két masik zart metszete. Ezt viszont a konstrukcié biz-
tositja. Az 2-nal kisebb halmazokon értelmezett zart parcidlis fliggvények éppen a
fenti konsrtukcidé O-i lesznek (ill. a-i), amik viszont minden egyes esetben el5allnak,
mint yNé. 0O

A fentiekben megadott eredményeken kivil még szamos dolgot kérdezhetik a
parcidlis fugg6ségrol. Néhany ezek koziil:

— Az el6z6ekben tébb | realizalhatésagi” eredményt lattunk. Tudjuk-e ezekben
valahogy a realizalé adatbazist minimalizalni?

— Mit tudunk azokrdl a struktirakrdl mondani, amelyeket vigy kapunk, hogy a
parcialis fuggdség fliggvény-lezarasi operacidjanak, vagy a zart halmazok met-
szet-félhdldjanak ill. egy M(G) halmaznak a ,,vazit” vessziik, azaz tekintjik a
benniik taldlhat6 parcidlis fliggvények értékkészleteinek a halmazat?

— Hogyan valtoznak a parcidlis fuggdséghez tartozo6 struktirak, ha az adatbazist
valtoztatjuk, azaz pl. eltordljik egy sorat?

IRODALOM

[1] ARMsTRONG, W. W., “Dependency structures of data base relationships ", Information
Processing 74’ (North Holland, Amsterdam, 1974), 580-583.

[2] Copp, E. F., “A relational model of data for large shared data banks ", Com. ACM 13
(1970), 377-387.

[3] DEMETROVICS, J and KATONA, G. O. H., “Combinatorial problems of database models ",
Coll. Math. Soc. Janos Bolyai, 42. Algebra, Combinatorics and Logic in Computer Science,
Gydr (Hungary), 1983, pp. 331-353.

[4] DEMETROVICS, J. and KATONA, G. O. H., “Extremal Combinatorial problems of database
models ", Kézirat.

(Beérkezett: 1988. november 28.)
(Végleges valtozat: 1991. szeptember 15.)

DEMETRBOVICS JANOS . L i
MTA SZAMI TASTECHNIKAI ES AUTOMATIZALASI KUTATO INTEZET
1132 BUDAPEST, VICTOR HUGO U. 18

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



PARCIALIS FUGGOSEG RELACIOS ADATBAZISOKBAN 179

KATONA GYULA ES MIKLOS DEZSO
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PARTIAL DEPENDENCIES IN RELATIONAL DATABASES
J. DEMETROVICS, G. O. H. KATONA, D. MIKLOS

Weakening the functional dependencies defined by AMSTRONG we get the notion of partial
dependencies defined the relational databases. We show that partial dependencies can be char-
acterized by closure operations of the poset formed by the partial functions on the attributes of
the databases. On the other hand, we give necessary and sufficient conditions so that for such a
closure operation one can find on the given set of attributes a database whose partial dependen-
cies generate the given closure operation. We characterize the dependencies defined by the set of
partial dependencies on the poset of the subsets of the attributes and describe how we can realize
such a dependency.
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ELAGAZO FUGGOSEG RELACIOS ADATBAZISOKBAN*

DEMETROVICS JANOS, KATONA GYULA ES SALI ATTILA

Budapest

Egy relaciés adatmodell \igy tekinthetd, mint egy matrix, melynek sorai az individuumok,
az oszlopai az attributumok. Ezen elméletnek egy jol ismert fogalma a funkciondlis fliggdeégek
fogalma. Ha A oszlopoknak egy halmaza, b pedig egy oszlop, b—rél azt mondjak, hogy figg A-tdl,
ha nincs két olyan sor, amely b—ben kiilénbdz8, de A-ban azonos. Ezt a fogalmat altalanositjuk
itt. Legyenek p < g pozitiv egészek. Azt mondjuk, hogy b (p, ¢)-fligg A-t6l, ha nincs ¢ + 1 olyan
sor, amelyek b—ben teljesen kiildnbdznek, de A minden oszlopiban legfeljebb p kiilonféle érték 4ll.
A hagyomanyos fliggbségekre ismert tobb tétel van a cikkben altalanositva.

1. Bevezetés

Egy adatbazis felfoghat6, mint egy matrix, amelynek oszlopai az adatfajtdk,
altributumok (pl. név, szilletési hely, id8, stb.), mig egy-egy sor tartalmazza egy-
egy individuum adatait. Jelolje X az attributumok (azaz a matrix oszlopainak)
halmazat. Legyen A C X, b € X. Azt mondjuk (ARMSTRONG [1], CopD [2]),
hogy b funkciondlisan figg A-tdl (jeldlésben: A — b), ha az A-ban &ll6 adatok
mar meghatarozzak a b-ben 4allé adatot is, azaz nincs két olyan sor, amely A-ban
egyezik és b-ben kiilonbozik.

A funkcionalis fiigg8ségek nagyon hasznosnak bizonyultak a gyakorlatban. A
létez6 adatbaziskezelS rendszerek mind ezen a fogalmon alapszanak. Tekintsiink
egy példat. Tegyiik fel, hogy X = {z1,z2, 23,24}, £1 — z3 és 23 — z4. Ha az egész
matrixot taroljuk a memdridban, az a legrosszabb esetben 4N; N3 helyet jelent,
ahol N, ill. Nj jeldli az z, ill. z3 altal felvehetS kiilonboz6 értékek szamat. Hiszen
z) és r3 egymastdl fiiggetlenill vehetik fel értékeiket (viszont zo—t és z4—et mdr
meghatarozzak), igy a sorok szdma maximdlisan NiNj. Azonban — kihaszndlva
az adott két funkcionalis fliggbséget — rengeteg helyet megspdrolhatunk. Ugyanis
elegendd az z; és z3 oszlopabdl 4ll6 métrixon kivill (ami 2Ny N3 értéket tartalmaz),
két kis matrixot tarolnunk. Az egyik mdtrix két oszlopa z; és z, értékeit tartal-
mazza. Az elsé oszlopban dllnak z; lehetséges értékei, a masodikban az zy — z3
funkcionélis fliggdség altal meghatdrozott értékek. A masik maétrixot is hasonldan
épitjiik fel z3-bol és x4-b6l. A tarolt értékek szama legfeljebb 2Ny N3+ 2( Ny + N3),
ami altalaban sokkal kisebb 4 Ny N3-nal.

Jelen cikkben a funkciondlis fiiggdségnél egy altaldnosabb (gyengébb) fogalmat
fogunk bevezetni. El8szor csak egy nagyon specidlis esetben, majd illusztréljuk a

*Az 2575-6s szdmi Orszdgos Tudomanyos Kutatasi Alap 4ltal tdmogatva.
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fogalom hasznossagit. Ha A C X, b € X, akkor azt mondjuk, hogy b (1,2)-fiigg A
tdl, ha az A-ban allé értékek , kétértelmiien” meghatarozzak a b-ben 4all6 értékeket,
azaz nincs 3 olyan sor amelyek mind megegyeznek A-ban, de 3 kiilonboz8 értéket
tartalmaznak b-ben. Jel6lése A—1,2) — b. Hasonléan, A—(1,¢q) — b, ha nincs
g + 1 olyan sor, amelyek A-ban megegyeznek, de b—ben ¢ + 1 kiilonboz6 értéket
tartalmaznak.

Tegyiik fel, hogy az adatbazis egy kamion ttjait tartalmazza, pontosabban
csak az altala érintett orszdgokat. Az egyszeriiség kedvéért tegyik fel, hogy egy
itja soran egy kamion pontosan 4 orszdgot érint (beleértve az indulasi és érkezési
orszagot is) és nem megy vissza olyan orszdgba, ahol mar volt. Tegyiik fel tovabba,
hogy 30 orszdg jon szdba, egy orszignak legfeljebb 5 szomszédja van. Jelolje
zy, 9, 3,74 az elsd, masodik, harmadik ill. negyedik orszagot mint attributumot.
Konnyen lathaté, hogy zr—(1,5) — z2, {z1,z2}H1,4) — 23 és {z2,23}H1,4) —
z4. Most nem tudjuk a tarolt matrix nagysagat csokkenteni, mint a funkcionalis
fuggsség ((1,1)-fiiggdség) esetén, de tudjuk a matrix elemeinek értékkészletét csok-
kenteni. Az eredeti matrix minden eleme 30 féle értéket vehet fel, az orszagnevet,
vagy azok valamilyen kédjait (5 bit). Taroljunk egy kis (legfeljebb 30 x 5 x § =
750-6s) tablazatot, amely minden orszdg szomszédainak egy szdmozisat tartal-
mazza, azaz hozzdjuk rendeli a 0,1,2,3,4 szamokat. Ekkor az z, attributumot
helyettesithetjiik ezen szamokkal, hiszen z; mar megadja az indulé orszagot, az
z2" attributum értéke a kis tdblazatbdl megallapithatéan meghatirozza a masodik
orszigot. Ugyanez érvényes z3-ra is, de itt még csokkenthetjitk a lehetséges értékek
szamdt, ha a lehetséges z1,z, parokhoz harmadikként csatlakozé orszdgokat meg-
szamozd tabldzatot is megadunk. Ekkor az igy kapott z3* mar csak 4 kulonbozd
értéket vehet fel. Ugyanez érvényes z4-te is. Tehdt, mig az eredeti matrixban min-
den elem 5 bittel volt leirhat6, most 2 kis péttablazat ardn a masodik oszlopban
allékat 3 bitre, a harmadik és negyedik oszlopban allékat 2 bitre csSkkentettiik.

Konnyen lathatd, hogy ez a gondolat teljesen hasonldan alkalmazhaté minden
olyan esetben, amikor valamilyen graf utjait kell tarolni, ahol a grafban a maximalis
fok sokkal kisebb a szégpontok szdmanal. Vagy masképpen fogalmazva, ha valami-
lyen folyamat allapotsorozatait kell tirolni, ahol az dllapotok szama sokkal nagyobb
az allapotok rakovetkezd dllapotainak maximalis szdmanal. De mas esetekben is,
ha sok (1, ¢)-fiiggés van, ahol ¢ kicsi.

Az 3ltaldnos fogalom, amit tdrgyalni fogunk, a (p,¢)-figgés (1 < p < g,
egészek). Akkor mondjuk, hogy b az A-tdl (p, ¢)-fiigg, ha nincs g+1 olyan sor, amely
A minden oszlopaban legfeljebb p kiilonb6z6 értéket tartalmaz, b-ben pedig ¢ + 1
csupa kiilonboz6t. Ez nyilvan altaldnositdsa a funkcionalis fiiggéség fogalmanak. A
cikk f6 célja bizonyos, a funkciondlis fiiggéségre vonatkozd tételek altalanositasa a
(p, g)-fuggdségekre.

2. A (p, q)-fliggdségek jellemzése
Ha adott az M adatbazis (vagy matrix), definidljuk a Juppe(A), A C X
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fiiggvényt a kovetkezdképpen:

JMpq(A) = {b : A_(p)q) - b} .

Ha egyébként nem okoz félreértést, az M, p, ¢ indexeket elhagyjuk.
Konnyen lathatd, hogy ha b € A, akkor A—(p,q) — b, tehét

(2.1) AC Taape(4).
Masrészt, ha A C B és A—p, q) — b, akkor B—(p,q) — b. Tehit
(22) JMpq(A) g JMpq(B), ha A g B.

A (2.1) és (2.2) feltételeket kielégité halmaz-halmaz fliggvényeket névels-monoton
fiiggvényeknek nevezziik. Ha egy A noveld-monoton fiiggvényhez talalhatd egy
olyan M matrix, hogy Jmpy = N, akkor azt mondjuk, hogy (p, ¢)-reprezentdlhaté.

2.1. TETEL. Ha X-en adott egy N nével6-monoton fiiggvény, melyre
N(0) = @ teljesiil, és 1 < q, akkor N (1, q)-reprezentélhaté.

Bizonyitds. Nevezziik ldncnak X részhalmazainak egy @ # A; C - C Ax
sorozatat, amelyekre teljesiilnek a kovetkezd feltételek:
(23) N(A) = Aipr (1<i<k),
(2.4) N(Ap) = Ag.

Egy ilyen adott L lanchoz készitsiik el a kovetkez6 M (L) matrixot. (Lésd a tabla-
zatot.)

Ay Ar-A Az3-Ay - A — A X - A
1 1 1 1 1
1 1 1 1 2
1 . . . 3
4
. 1 r+1 (k=2)r+1 kr+1
1 2 r+2 (k—=2)r+2 kr +2
1 3 r+3 (k—-2)r+3 kr+3
1 r+1 2r+1 k-Dr+1 (k+Dr+1,
ahol r = [%1 .
A matrix minden oszlopa néhany egyessel kezd6dik, majd egy helytél kezdve
a természetes szamok kovetkeznek névekvd sorrendben: 1,...,1,1,2,3,4,.... Az
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Ai — Aic1-be (1 < i < k, Ag = 0) tartozd oszlopok mind egyformak, ugyanez
érvényes X — Ap-rais. X — A; oszlopai legyenek ilyenek: 1,2,3,4,... . Masrészt
A, oszlopai alljanak csupa 1-b&l. A; — A; oszlopai A; oszlopaihoz képest r-rel
vannak eltolva, tehdt az elejiikdn r—rel kevesebb az egyes, az utolsé elemik viszont
r+1. Altaléban, A; — A;_ oszlopai az A;_; — A;_3 (1 < i < k) oszlopaihoz képest
r—rel vannak eltolva. Ennyivel kevesebb az elejiikon az egyes, és ennyivel nagyobb
az utolsé elemik. X — A oszlopail viszont mar 2r-rel vannak eltolva Ay — Ap_3
oszlopaihoz képest. A; — Ai_;1 (1 < i < k) a lanc definiciéja miatt nem lehet iires.
X — Aj viszont lehet tires. Ekkor a matrix ilyen oszlopokat nem tartalmaz.
A konnyebb érthetlség kedvéért bemutatjuk a k = 4, ¢ = 4, r = 2 esetet:

Al Ay—A) As—A; A4— Az X — Ay

1 1 1 1 1
1 1 1 1 2
1 1 1 1 3
1 1 1 1 4
1 1 1 1 5
1 1 1 2 6
1 1 1 3 7
1 1 2 4 8
1 1 3 5 9
1 2 4 6 10
1 3 5 7 11

E matrixnak a kovetkezd, konnyen ellenérizhetd tulajdonsagait fogjuk felhasz-
nalni:

(i) A sorok széama (k + 1)[¢/2] + 1.

(ii) Ha A; — A;—1 (1 < i < k) egy oszlopdban két pozicié azonos szdmokat tartal-
maz (ami csak egy lehet), és j < i akkor A; — A;_; megfelelS poziciéiban is azonos
szamok allnak (amik szintén egyesek).

(iil) Kivalasztva egy l-est A; — A;_; egy oszlopaban, A;y; — A; egy oszlopanak
megfelel6 pozicidjdban nem allhat mas, csak 1 vagy 2 vagy 3 vagy ...r + 1. Ha
viszont egy 1-t6l kilonbozd s szamot valasztunk ki A; — A;_; egy oszlopaban, akkor
Aiy1 — Ai egy oszlopanak megfelelS poziciéjdban csak s + r allhat (1 < i < k).

(iv) Ha k > j > i+ 1> 2, akkor Aj — Aj_; egy oszlopaban kivalaszthaté 2r + 1
kiilénboz6 szdm (mégpedig az 1,2,...,2r + 1) tigy, hogy A; — A;_; minden oszlo-
paban a megfelelb helyeken csupa 1-es alljon. Jegyezziik meg, hogy 2r+1 2> ¢+ 1.

(v) X — A egy oszlopdban kivalaszthaté 2r+1 (> ¢+ 1) kiilonbozd szam (mégpedig
az 1,2,...,2r + 1) ugy, hogy A; — Ai—1 (1 <1 < k) minden oszlopaban a megfeleld
helyeken csupa 1-es alljon.
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Vegyiink lincoknak egy olyan Li,...,L,, halmazat, melyben minden olyan
A, b parra, amelyre A £ 0, b ¢ N(A) teljesiil, taldlhaté egy olyan lanc és benne egy
olyan A; halmaz, melyre

(2.5) AC A é bgN(A)

fennalnak. Lincoknak ilyen halmazat kapjuk példul, ha A;—ként minden lehetséges
nem iires A-t kivalasztunk. Ekkor m = 2/X| — 1, de 4ltaldban kevesebb lanc is
elegendd.

Az M(Ly),..., M(Ly,) matrixokat irjuk egyszerlien egymas ala, de a benniik
szerepld szamokat gy mddositsuk, hogy két matrixban ne szerepeljen ugyanaz a
szam. Ha torténetesen valamely oszlopban kevesebb, mint ¢ + 1 kiillonbozd érték
szerepel, akkor M(L1)-b8l vegyiink annyi kiillonboz6 példanyt, teljesen kilonbozo
szamjegyekkel, hogy mar minden oszlopban legyen ¢ + 1 kilonbozé érték. Az igy
kapott M matrix altal definidlt J = Jp1, — mint latni fogjuk — éppen N lesz.

Ehhez két dolgot kell igazolnunk; 1) Ha b ¢ +7(A), akkor b ¢ J(A) és 2) ha
b € N(A), akkor b € J(A).

1) Tegyiik fel tehat, hogy b ¢ N'(A). Ha A = @, akkor a b ¢ J (@) allitas abbdl
kovetkezik, hogy M minden oszlopdban legaldbb ¢ + 1 kiilonboz6 érték van. Ha
viszont A # @, vélasszunk egy L, (1 < v < m) lancot és benne egy A;-t (2.5)
szerint. Mivel b & N(A;) = Aipq (lasd (2.3)),igy b€ A; —Aj1, k> j>i+1,
vagy b € X — Ay teljesiil. Az els6 esetben hasznaljuk (iv)-et. Eszerint M(L,)-ben
kivdlaszthaté ¢ + 1 sor, ami A; — A;_; oszlopaiban csupa egyest tartalmaz, mig
b—ben mind a ¢ + 1 érték kilonbozd. (2.5) és (ii) miatt A minden oszlopaban is
csupa egyes all. Tehat valéban b ¢ J(A). Ha b € X — A, akkor (v)-6t hasznélva
ugyanigy jarunk el.

2) Most tegyik fel, hogy b € N(A). Feltehetd, hogy A # @, mert N(9) iires.
Tekintsiink egy tetszéleges L, lancot: Aj,..., Ax. Legyen ¢ = i(L,) = k + 1, ha
AN(X — Ap) nem lres, ellenkezd esetben viszont ¢ legyen a legnagyobb index, amire
AN (A; — Ai—1) nem ires. A C A;-bél (2.2) miatt b € N(A) C N(4;) = Aia
kovetkezik, ha i < k. Ellenkezd esetben b € N'(A;) = A; (ahol Apyy = X).

Vegyiink ki ¢ + 1 sort M-bél tgy, hogy ezekben a sorokban A minden osz-
lopa csupa azonos szambdl alljon. M konstrukcidjabdl kovetkezik, hogy a soroknak
ugyanazon M (L, )-ben (vagy M(L,)-nek ugyanabban a példdnyaban) kell lenniik.
Tehat AN(A;—A;_1) az M(L,) matrixnak e ¢-+1 soraban csupa egyes. Ha b € A;4;,
akkor (iii)-bdl kovetkezik, hogy b-ben e sorokban legfeljebb » +1=[¢/2] +1 < ¢
kiilonbozs érték allhat. Ha b € A;, akkor b—ben e sorokban raaddsul csupa egyes
all. Tehdt b € J(A), amint azt bizonyitani kivantuk. O

2.1. Probléma. Igaz-e a 2.1 tétel allitasa tetszdleges (p, q) (p < ¢) fiiggbségekre?
Elhagyhaté-e az N (0) = 0 feltétel?

A vilaszt jelenleg még a (2,3) esetre sem tudjuk.
Ha p = ¢, a helyzet jelentésen megvaltozik. Mint azt [6]-ban mar megmutattuk,

J = TImpp (2.1) és (2.2) mellett még egy fontos feltételt koteles kielégiteni:
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2.2. ALLiTAs.

(2.6) JMPP(]MPP(A)) = JMPP(A)'

Bizonyitds. Az egyik irdnyi tartalmazas (2.1)-bdl és (2.2)-bSl kovetkezik. Te-
hat csak azt kell igazolni, hogy b € J(J(A))-bdl kévetkezik b € J(A). Vegyuk
a matrix sorainak egy olyan halmazat, melyekben A Osszes oszlopa legfeljebb p
kiilénbozd értéket tartalmaz. J definiciGja szerint ekkor J(A) minden oszlopara is
teljesiil ez. A b € J(J(A)) feltevés szerint b-ben is legfeljebb p killonbozé érték
dllhat e sorokban, s ez bizonyitja b € J(A)-t. O

A (2.1), (2.2) és (2.6) feltételeket kielégitd halmaz-halmaz fiiggvényeket lezdrd-
soknak nevezi az irodalom. Jél ismert (mas formdban ldsd ARMSTRONG [1], ilyen
alakban lasd pl. [5]), hogy p = 1-re az éllitas megfordithatd, azaz minden lezarashoz
taldlhataté olyan M matrix, melyre Jar11 éppen ez az adott lezaras, vagyis, hogy
minden lezaras (1,1)-reprezentdlhaté. A kdvetkezSkben belatjuk, hogy ugyanez igaz
p = 2-re is, de p > 3-ra mar altalaban nem.

A bizonyitashoz szikségiink van néhany, a lezarasokra vonatkozd, egyszerl
fogalomra és allitdsra, amelyeket itt bizonyitds nélkil kozlink, megtalidlhaték pl.
[6]-ben. Zdrinak neveziink egy A halmazt az L lezdrds szerint, ha £(A4) = (A).
A zért halmazok Osszességét jelolje Z = Z(L). Két zart halmaz metszete zdrt.
L(A) egyenld az A-t tartalmazé zart halmazok metszetével. Jeldlje tovabbd M =
M(Z(L)) azon zart halmazok Ssszességét, amelyek nem kaphaték meg tolik kiilén-
bozé két zart halmaz metszeteként. Barmely zart halmaz eldallithaté M-beliek
metszeteként, kovetkezésképpen L£(A) egyenls az A-t tartalmazé AM-beli halmazok
metszetével.

2.3. TETEL. Minden lezdrds (2,2)-reprezentdlhatd.

Bizonyitds. Legyen a lezaras £, és M = M(Z2(L)) = {X,G1,...,Gm}. Egyels-
re tegylik fel, hogy m > 1. Kénnyen lathaté, hogy G = £(#) minden zart halmaznak,
s igy minden G;—nek részhalmaza.

Minden G;-hez készitsiink az M madtrixban két sort, a 2i — 1-ediket és a 2i-
ediket. A G-nek megfelel6 helyeken alljon 0. A G; — G—nek megfeleld helyeken
mindkét sorban alljon i. A tobbi helyeken a j—edik sorban j + 2m alljon.

Be kell latnunk, hogy erre az M madtrixra Ja22(A) = L(A) teljesiill minden
A C X-re. Azaz b € Jpm22(A) akkor és csak akkor, ha b € L(A).

Tegytik fel, hogy b & L(A). Ha A = @, akkor felhasznélva azt az allitast, hogy
L(®) egyenld az 6sszes M—-beli metszetével, talalhaté egy Gy, amelyre b € G; teljesiil.
Ez ad két kiilonbozd értéket b oszlopaban. X, ami mindig egy G, ad egy tjabbat.
Egy tetszéleges harmadik sorban vagy 0 ill, vagy ujabb érték. Tehat b oszlopaban
van legaldbb 3 kiilonbozo érték, b ¢ J(0). Ha A # @, akkor £(A) ismét egyenld az
A-t tartalmazé M-beliek metszetével, tehdt van egy olyan G;, amelyre A C G; és
b ¢ G; fennéllnak. De ekkor a G;—nek megfeleld két sor A—-ban megegyezik, b-ben
viszont kiilonbozik. E két sort kiegészitve barmely tovabbi sorral, taldltunk 3 sort,
ami bizonyitja, hogy b &€ Jap22(A) valban igaz.
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Tegyiik most fel, megforditva, hogy b € L(A). Két esetet kiilonbdztetiink meg.

Ha A C L£(@), akkor (2.2) miatt L(A) C L(®). Ekkor b € G, tehat b oszlopaban

csupa 0 all. b € Jpm22(@) valéban kovetkezik. Ha viszont A € L£(8), akkor A-

nak van egy L£(#)-n kivili a eleme. Vegyiink ki 3 sort a matrixbdl, amelyek A

oszlopaiban legfeljebb két kiilonboz8 értéket tartalmaznak. Az a oszlopot tekintve,

azt nyerjlik, hogy a hirom sor kozil kettének ugyanahhoz a Gi—hez kell tartoznia.

Tovabba fenn kell dllnia A C Gi—nek is. G; zartsiga és (2.2) miatt J(A) C Gy,
tehat ez a két sor b-ben is egyforma. b € Jpr22(A) kovetkezik.

Az m = 1 esetben egy csupa tj elembél allé harmadik sor hozzdadasa segit.

0

Vezessiik be a kovetkezd jelolést:

A, halA| <k,
Lk (A) = ’
“4) {x, ha [A] > k,

ahol k egy egész, 1 <k < |X|,és A C X. L*, nyilvan lezdras.
2.4. TETEL. Ha p > 2 ésn > 6, akkor £2?,, nem (p, p)-reprezentalhatd.

Bizonyitds. Tegyiik fel indirekte, hogy van egy olyan n oszlopi M matrix,
amelyik £2,-t (p,p)-reprezentalja. Legyen M sorainak szama minimalis. Mivel
L2%,-ben az iires halmaz lezdrasa onmaga, ezért M minden oszlopaban van legalabb
p + 1 kilonbozd érték. Ha az a oszlopban minden érték kiilonbozd lenne, akkor
b € L£%,({a}) teljesiilne egy tetszdleges b € X-re, ellentmondasban £2,, definiciéja-
val.

Tegyiik fel most, hogy az r és s sorok egyenléek az a és a b oszlopokban.
Definicié szerint, ¢ € £2,({a,b}) fennall tetszSleges ¢ € X-re. Valasszunk ki r-hez
és s—hez még p—1 egy sort ugy, hogy értékeik c-ben kiilénb6ézzenek mind r-t8l, mind
s—t6l, és egymastdl is. (Ez megtehetd, mert van a c oszlopban is p + 1 kiillonboz4
érték.) E p+ 1 sorban a és b egyarant legfeljebb p kiilonbozd értéket vesz fel, tehat
c is. Ez csak gy lehet, ha r és s megegyeznek c-ben is. Vagyis az r és s sorok végig
megegyeznek. Ez ellentmondidsban van a minimalitassal, tehdt nem egyezhet meg
két sor két kiillonb6zé helyen.

Tegyiik fel, hogy az elsé oszlopban a t—edik és az u—adik sorok egyeznek meg,
mig a masodik oszlopban az r-edik és s—edik sorok (t # u, r # s). Az el6z8
bekezdés szerint {t,u} # {r, s}, igy csak a kovetkezd két esetet kiilonboztetjiik meg:
(i) t = r,u # s, (i1) mind a négy sor kiilonbozé.

(i) Az elsd és masodik oszlop legfeljebb 2 kiilonbozd értéket vesz fel e harom
sorban. L2, definiciéja miatt minden oszlop is csak legfeljebb két értéket vehet fel
ezekben a sorokban. Ha az oszlopok szama tSbb mint 3, akkor kell lenni olyan két
oszlopnak, amelyek a fenti harom sor valamelyik kett6jében megegyeznek, ellent-
mondasban a korabban igazolt allitassal.

(ii) Az el6zd esethez hasonléan beldthaté, hogy minden oszlop legfeljebb 3
értéket tartalmazhat a t, u, r, s sorokban. Mivel az egyezésekre csak 6—féle lehetdség
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van, n > 6 miatt ismét lesz két olyan oszlop, amely két adott sorban megegyezik.
Az ellentmondas bizonyitja allitasunkat. 0

A most kovetkezGkben egy karakterizaciét adunk arra, hogy mikor lehet egy
lezarast (p, p)-reprezentdlni. Egy ehhez sziikséges definicié:

Legyen B = {A; j} az n—elemii X halmaz egy két indexes halmazrendszere, ahol
1 <t < j < m. Akkor mondjuk, hogy teljesiti a haromszogfeltételt, ha minden
i< j < k-raA;j, Ajr és A koziil birmely ketté metszetét tartalmazza a har-
madik.

2.5. LEMMA. Akkor és csak akkor taldlhaté olyan n oszlopt és m sord matrix
melynek i—edik és j-edik sorai éppen az A; j—nek megfelelé helyeken egyeznek meg,
ha {A, ;} kielégiti a hdromszdigfeltételt.

Bizonyitds. A csak akkor rész trivialis. Tegyuk tehdt fel, hogy a hiromszog-
feltétel teljesiil és konstrudljunk egy megfelel6 matrixot. Méghozza mohé médon,
soronként. Tegylik fel, hogy az elsd k sor mar megvan, és kielégiti a feltételt. A k+1-
edik sor konstrudldsanal csak az lehet a probléma, hogy egy helyen két kilonbozd
értékkel kell megegyezzen, mondjuk a g—edik és h-adik (g < h) sorokban felvett
értékekkel. Ez viszont ellentmond annak, hogy Ag n, Ag k41 és Ap iy kielégitik a
haromszogfeltételt. ]

Most mar meg tudjuk adni a karakterizicidt.

2.6. TETEL. Az L lezdrds akkor és csak akkor (p,p)-reprezentilhatd, ha
létezik egy B = {Ai;} (1 < i < j < m) halmazrendszer igy, hogy kielégiti a
haromszogfeltételt, a kovetkezd alaku halmazok mind zartak L szerint:

27) U 4
0<r<s<p

(1 < jo,j1,..-,Jp £ m tetszélegesen rogzitett kiilonbézé egészek), és minden zart
halmaz elGallithaté (2.7) alakid halmazok metszeteként.

Bizonyitds. Bizonyitsuk el6szor a kévetkezd lemmat.

2.7. LEMMA. Tegyiik fel, hogy az m sori M métrix (p,p)-reprezentalja az
L lezdrast és M i-edik és j-edik sorai az A;; halmazban egyeznek meg. A C X
akkor és csak akkor zdrt, ha (2.7) alaki halmazok metszete.

Bizonyitds. A (p,p)-figgés definicidja szerint A-Hp, p) — b akkor és csak akkor
teljesiil egy M matrixban, ha taldlhaté p + 1 sor, amely A oszlopaiban legfeljebb
p értéket vesz fel, viszont a b oszlopban mind a p + 1 érték kiilonbozé. Ezt ugy is

lehet fogalmazni, hogy valamilyen 1 < jo, j1,...,Jp < m kiilonbozs egészekre
Ac U Ay B0
0<r<s<p

teljesiil. A tehat zart akkor és csak akkor, ha ilyen taldlhaté minden b ¢ A-hoz.
Ez utébbi viszont akkor és csak akkor teljesiil, ha A (2.7) alaki halmazok metszete.
O
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Térjiink vissza a tétel bizonyitasihoz. Ha (p, p)-reprezentilhatd, akkor a rep-
rezentalé M matrix definidlja az A; ; soregyenl6séghalmazokat. Ezek a 2.5 lemma
miatt kielégitik a haromszogfeltételt. Egy (2.7) alaki halmaz ilyen alakd halmazok-
nak (egynek) a metszete, tehdt a 2.7 lemma miatt zart. Ugyancsak a 2.7 lemmabdl
kovetkezik, hogy minden zart halmaz (2.7) alakuak metszete.

Megforditva, ha talalhatdk a tétel feltételeit kielégité A; ; halmazok, a hirom-
szogfeltétel miatt létezik egy M matrix, amelyben a soregyenléséghalmazok éppen
A; j~k. Az L szerint zart halmazok a tétel feltételei miatt eldallnak (2.7) alaku
halmazok metszeteként. Megforditva, a nem zdrtak nem allithatdk el8, mert a (2.7)
alakiak szerint zdrtak, s tudjuk, hogy zart halmazok metszetei is zartak. fgy a 2.7
lemma befejezi a bizonyitast. O

Sajnos a tétel feltétele algoritmikusan nem hatékony. A kovetkezd kovetkez-
mény mutatja azonban, hogy mégse teljesen haszontalan.

2.8. ALLiTAs. Tegyiik fel, hogy az L lezdras olyan, hogy M(Z(L)) =
={G,...,G:} zdrt az unié képzésére. Ekkor (p, p)-reprezentilhaté minden p-re.

Bizonyilds. Tegyiik fel el8szor, hogy t > p. Legyen a 2.6 tételbeli m = 2¢,
Agi—12i = G; (1 <1< t), mig a tobbi A legyen az iires halmaz. A rendszer kielégiti
a haromszogfeltételt. A (2.7) alakd halmazok a G-k unidi lesznek, a t > p feltétel
miatt a p+ 1 darab index vélaszthaté tgy, hogy (2.7) éppen egy (barmelyik) G
legyen. A feltétel szerint a G-k uniéi mind zartak, masrészt minden zart halmaz
eléallithaté M-beliek (azaz G-k) metszeteként. Igy a 2.6 tételbdl kovetkezik az
allitas.

Ha t < p, akkor G-k valamelyikét ismételjiik meg annyiszor, hogy m elérje a
sziikséges méretet. a

A kovetkezd egyszerii allitast bizonyitas nélkiil kozoljiik.

2.9. ALLITAs. Legyen az L lezdrds egy n—elemii halmazon megadva. Ha
L (2n,2n)-reprezentdlhatd, akkor (k,k)-reprezentdlhatd is minden k > 2n esetén.

ésszefoglalva, a kérdés nagyrészt még nyitott maradt:

2.2, Probléma. Keressiink egy algoritmikusan hatékony jellemzését azon leza-
rasoknak, amelyek (p, p)-reprezentalhatéak.

A kovetkezé probléma azonban kénnyebbnek latszik. Legyen AN egy noveld-
monoton fiiggvény az X halmazon. A K halmazt kulcsnak mondjuk, ha N(K) =
X. K minimdlis kulcs, ha kulcs, és nincs olyan valddi része, ami kulecs. Konnyen
lathat6, hogy a minimalis kulcsok nem tartalmazhatjik egymast, igy a minimalis
kulcsok K rendszere kielégiti a Sperner-feltételt: Ha K,,K; € K, K, # K,
akkor K, ¢ K,. Ezt vigy is mondhatjuk, hogy K Sperner-rendszer. Az X—en adott
Sperner-rendszerrél azt mondjuk, hogy (p, ¢)-reprezentalhaté (p < ¢), ha X—en van
egy novelé-monoton fiiggvény, ami (p, ¢)-reprezentalhatd és amiben a minimadlis
kulcsok rendszere éppen K.

A (p,p)-reprezentilhatSsig definicidja analég, csak egy lezaras keresendd.
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2.3. Probléma. Igaz-e hogy minden nem-iires Sperner-rendszer (p, ¢)-reprezen-
talhaté barmely p < ¢ mellett?

3. A (p,q) figgdség egymashoz vald viszonyai

Jeldlje (p,q) = (p',q') azt, hogy ha b € Jarpe(A)-bdl minden M matrixra
kovetkezik b € Jamprq(A). A kovetkez allitdsok trivialisak.

3.1. LEMMA.

(rp,9) = (pg+1)
(rg)=(-19.

O

Tobb allithatd, ha feltessziik, hogy az M matrix minden oszlopaban legaldbb
m kiilénbdzd érték all. Erre az esetre hasznéljuk a (p, q) = (¢, ¢') jelolést.

3.2. LEMMA.
(p,g) = (P—1,¢—1), de (p,g) #(p—1,9-1).
g+1 q

Bizonyitds. Az elsé allitas bizonyitasihoz tegyiik fel, hogy valamely M mat-
rixban b € Jarpe(A). Bizonyitani kivanjuk, hogy b € Jarp-1,4-1(A). Ha ez utébbi
nem teljesiilne, akkor a matrixnak volna gq olyan sora, amely A-ban legfeljebb p—1
kiilonbozé értéket vesz fel, mig b-ben ¢ kiilonbozd értéket. A feltevés szerint a b
oszlopban van legalabb ¢ + 1 kiilonboz6 érték. Az el6z8 g sort egészitsiik ki egy
ujabb sorral dgy, hogy b-ben ¢ + 1 kiilonbozé érték legyen. A semelyik oszlopaban
se lehet tobb, mint p érték, s ez ellentmondédsban van b € Jppqe(A)-val.

A masodik allitast egy olyan matrix bizonyitja, amelyben b oszlopa pontosan
¢ kiilonbozo értéket tartalmaz, A minden oszlopa pedig legfeljebb p ~ 1—et. O

3.3. LEMMA. (p,q) # (1,9 —1).
g

Bizonyitds. A kovetkezd ellenpélda adja a bizonyitast, ahol az elsd oszlop A
oszlopait jelképezi, a masodik pedig b—ét.
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1 1
1 2
1 ¢
2 1
2 2
2 q
qg 1
q 2
T 9

3.4. LEMMA. (p,q);'s(l,q-l’)a (p<9).

Bizonyitds. A kovetkezs ellenpélda adja a bizonyitast, ahol az elsé oszlop A
oszlopait jelképezi, a masodik pedig b—ét.

1 1
1 2
1 ¢-p+1
2 q-p+2
m ¢g—p+m

3.5. LEMMA. (p,q) # (p+ L,N), (p+1<N).
m

Bizonyitds. El8sz0r egy olyan konstrukciét adunk, ami (p, ¢) & (p+1, N)—et bi-
zonyitja. A matrixnak N +1 sora van, b-ben sorban az 1,2,..., N+1 szdmok allnak.
A oszlopaiban az 1,2,...,p+1 szamok allhatnak. Az oszlopokat gy valasszuk meg,
hogy barmely p+ 1 sorhoz legyen egy olyan oszlop, amelyikben p+1 kiilonb6zé érték
all. Ha A oszlopainak szama elég nagy, ez elérhetd. Konnyen lathatd, hogy ezen M
matrixban b € Jppp(A) azaz a 3.1 lemma miatt b € Jprpe(A). Masrészt azonban
b & Tmps1,8(A)

Mar csak ugy kell médositanunk M—et, hogy minden oszlopban legaldbb m
érték legyen. Irjunk az N + 1+ i—edik sorba csupa N +1+i-t (1<i<m-p-1).
Ez a médositds nem rontja el a fenti tulajdonsagot. O
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3.6. TETEL. Legyen m > q.
(3.1) (r,9) = (¢.9),

akkor és csak akkor teljesil, hal < p’' < p,ésq—p < ¢'—p'. Ha viszont m < ¢,
akkor (3.1) sziikséges és elégséges feltétele 1 <p' <pésqg<gq'.

Bizonyitds. A 3.1-3.5 lemmakbdl az allitas konnyen kovetkezik. 0

Vegyiik észre, hogy a 3.5 lemma bizonyitasaban A-nak elég nagynak kell lennie.
Ez azt jelenti, hogy kis méreti A-ra a b € Jumpe(A) feltevésbél még kovetkezik
b € Imp+1,N(A). Ha példaul |X| = n is kisebb, mint ez a hatar, akkor itt minden
A-ta is teljesiil ez a kovetkeztetés. Ez veti fel a kovetkezd problémat.

3.1. Probléma. Milyen méretii A-kra teljesiil, hogy b € Jprpq(A)-bdl kovetke-
zik b € Im p+1,n(A) minden M-re (p,q és N rogzitett)?

Két specialis esetet bizonyitas nélkiil kozlunk:

3.7. ALLiTAs. Ha |A| < [log(N + 1)], akkor b € Ja11(A)-bdl kévetkezik
b € Jman(A) minden M matrixra, de ha |A| > [log(N + 1)], akkor nem. O

3.8. ALLITAs. Ha ,
q+
<[]
4 2(q—-p+1)
akkor b € Jmpp(A)-bdl kévetkezik b € Tm py1,9+1(A) minden M maitrixra, de ha
A ennél nagyobb, akkor nem. Q

4. Minima4lis reprezenticio

E fejezetben azzal a kérdéssel foglalkozunk, hogy ha létezik reprezentacid, akkor
mi a reprezentalé M matrix minimalis sorszama. Ha A egy novel3-monoton fiigg-
vény, jeldlje spq(N) ezt a minimaélis sorszamot. A 2.1 tétel biztositja, hogy s14(N)
létezik. Az ott szereplé konstrukciéban a tablazatban szereplé matrix sorainak
szdma (ldsd (1)) = (k +1)[¢/2] + 1 < 2nq. Masrészt annyi ilyen matrixot veszink,
amennyi a sziikséges lancok szama. Ez legfeljebb 2". Tehat a kovetkezd igaz.

4.1. TETEL. Ha ¢ > 1 és N egy tetszbleges novelS-monoton fiiggvény, akkor
s14(N) < 2gn2™.
0

Ez a becslés lényegesen javithaté volna, ha be tudnank latni, hogy viszonylag
kevés lanc elég a (2.5) feltétel kielégitéséhez. A masik javitasi lehet8ség a lancok
tényleges hosszanak figyelembevétele. Altaldban a ndvel3-monoton fiiggvények
szerkezetének tanulmainyozasa szitkséges. Mindenesetre a 4.1 tétel becslése sokkal
rosszabb, mint amit s1,(£)-re ismeriink (n alatt |n/2], lisd [3]).

A tovabbiakban csak a p = ¢ = 2 esettel foglakozunk. s,,(K) = 5,(K) ill
spp(L) = 8p(L) jelolje a K Sperner-rendszer ill. az L lezdras (p, p)-reprezentalasahoz
sziikséges minimalis sorszamot.
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4.2. TETEL.
) <2((y)-

Bizonyitds. A 2.3 tétel bizonyitasabdl kiolvashatd. m]

Ez az eredmény mar csak egy kettes faktorral rosszabb az (1,1) eset becslésénél

(lasd [3)).

4.3. TETEL. Van olyan Sperner-rendszer, melyre

)2 5 (1)

Bizonyitds. A bizonyitas szé szerint ugyanaz, mint [4] bizonyitasa. O

(sz(gkn)) > (ki 1) _

Bizonyitds. Legyen M egy olyan s3(L¥,) sori matrix, amely (2,2)-reprezen-
talja £*¥,~t. Ha B egy k— l-elemii részhalmaza X-nek, akkor van harom olyan sora
M-nek melyek legfeljebb két kiillonbozd értéket tartalmaznak B-beli oszlopokban,
és van olyan oszlop, ahol hirom kiilénb6z6t. Ha B-hez a (b, ¢, d) sorok, C-hez pedig
az (e, f, g) sorok tartoznak, akkor (b, c,d) # (e, f, g), mert kiilonben BUC nem lenne
kulcs. Azaz minden k — 1 elemfi halmazhoz kiilénb6z8 sorhdrmas tartozik, vagyis a
lehetséges sorhdrmasok szdma legaldbb akkora mint a k — 1—elemii oszlophalmazok
szama. O

4.4. LEMMA.

Bizonyos specialis k értékekre s,(L*,)-t pontosan is meg tudjuk hatarézni,
masokra pedig jé fels6 becslést tudunk adni:

4.5. TETEL.
(i) sa(Cln) = 3,
(ii) s2(L2%;) = 2n, han > 3,
(iii) sz(L"p) < n+2.

Bizonyitds. (i) Az s2(L!y) > 3 egyenlStlenség a 4.4 lemmabdl kovetkezik. A
masik iranyt a kovetkezo konstrukcié adja:

00 0
1 1 1
2 2

(i) Az 52(L2,) < 2n egyenldtlenség a 2.3 tétel bizonyitasabdl kiolvashaté.
A masik irdnyd egyenlStlenséget direkt bizonyitjuk. A 4.4 lemma szerint minden
oszlophoz van harom sor, hogy azok legfeljebb két kiilonbozé értéket tartalmaznak
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ezen oszlopban. Azaz minden oszlophoz van két sor, melyek ott megegyeznek.
Belatjuk, hogy a kiilonb6z6 oszlopokhoz tartozé sorparok diszjunktak.

a) Tegyiik fel, hogy az i és j oszlopokban az r és s sorok megegyeznek. Mivel
{i,7}H2,2) — X sziikséges, ezért r és s az Osszes tobbi oszlopban is meg kell
egyezzen. Ekkor r—et elhagyva, a kapott matrix még mindig reprezentalja £,-t.

b) Ha van 3 olyan sor, hogy az i és j oszlopokban is legfeljebb két értéket
vesznek fel, akkor az Osszes tobbi oszlopban is legfeljebb két kulonbozé értéket
vesznek fel. Ekkor viszont, ha n > 3, akkor az a) esetre jutunk vissza.

Azt kaptuk tehdt, hogy az egyes oszlopokhoz tartozé parok diszjunktak. Je-
gyezziik meg, hogy s2(L2;) = 4, s2(L%3) = 5.

(iii) Az s2(L",) < n + 2 fels6 korlatot a kévetkezd konstrukcié bizonyitja:

00 0
11 1
2 0 0
0 2 0
00 2

4.1. Probléma. Hatdrozzuk meg s5(L",)—et, s2(L3,)-at és s2(L4,)-et.

4.2. Probléma. Hatarozzuk meg s2(L*,,) nagysigrendjét rogzitett k és nagy n
esetére.

Az adatbdzisok elméletében fontos szerepe van a lezdrasok direkt szorzatanak.
Ha L egy lezdras az U alaphalmazon, N pedig a V halmazon (U NV = @), akkor £
és N direkt szorzata az U UV alaphalmazon a kdvetkez6képpen definialt fiiggvény:

(LxN)A)=LANU)UN(ANY).

Konnyen lathatd, hogy ez is egy lezaras.

4.6. TETEL. Legyenek L és N lezarasok az U ill. V alaphalmazokon. Ekkor
(£ X N) < 55(L) + (V) .

Bizonyilds. Ha £ vagy N valamelyike nem reprezentalhato, akkor értelmezziik
az sp—t végtelennek. Ekkor az egyenlStlenség trivialis. Legyen tehat M; egy
minimalis reprezentlé matrixa L-nek, M; pedig N-nek. Képezziik a kovetkezd
matrixot:

QW
M=|R T],
Y P
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ahol @ az M;-b8l az utolsé p sor levagasaval keletkezik. W az M, els6 sora annyiszor
véve, ahany sora van Q-nak, R az M;, T pedig az M, elsd p sora, P ugy keletkezik
M3-bél, hogy elsd p sorat levagjuk, végil Y pedig M; utolsé sora annyiszor véve,
ahany sora van P-nek.

Tegyiik fel, hogy y € U és y & (L x N')(A) valamely A C UNV-re. Ez pontosan
akkor van, ha y ¢ L(ANU), azaz M;-nek van p + 1 sora, melyek A-n legfeljebb p
értéket vesznek fel, de y—n mind kiilonboznek. Ez a p+ 1 sor fellép az M matrixban
is, mégpedig tigy, hogy a V-re val6 kiterjesztésiikben legfeljebb p kiilonbozé érték
1ép fel, azaz y & Tmpp(A).

Legyen most y € (L x N)(A), és legyenek rg,...,r, olyan kiilonbozé sorok,
melyek A-ban legfeljebb p értéket vesznek fel. Ha az ry, ..., r, koziil legalabb kettd
esik az Y részre, illetve még R utols6 sora valamelyik, akkor y-ban az a két sor
megegyezik, tehat ro,...,r, legfeljebb p értéket vesz fel y-on. Ha viszont csak
legfeljebb egy sor esik az r;~k kozill a matrix ,,alsé” felébe, akkor az A-n és y-on
felvett értékeik ugyanazok, mint az M, megfelelS soraé, tehat y € Jaspp.

4.3. Probléma. Milyen feltételekkel all a 4.6 tételben egyenlség?
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1ES AU’I;(S)MATIZALASI KUTATO INTEZET

BRANCHING DEPENDENCY IN RELATIONAL DATABASES
J. DEMETROVICS, G. O. H. KATONA and A. SALI
A relational database model can be considered as a matrix, where the individuums are the

rows and the attributes are the columns. A well-known notion in this theory is the notion of
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functional dependencies. If A is a set of columns and b is a column then b is said to depend on
A if there are no two rows different in b but identical in A. This concept is generalized here. Let
p < g be positive integers. We say that b (p,g)-depend on A if there are no g + 1 rows having
all different entries in b but having at most p different entries in the columns of A. Several results
known for the traditional dependencies are generalized.
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A TOBBDIMENZIOS DIRICHLET ELOSZLAS MOMENTUM ES
LIKELIHOOD ILLESZTESENEK NUMERIKUS MEGOLDASAROL"

KLAFSZKY EMIL — GRUBERT LASZLO
Budapest Miskolc

Miiszaki berendezések teljesitmény vizsgdlatdnil gyakran felmerild feladat a mérési ered-
ményekre Dirichlet eloaszlds illesztése. A dolgozat célja a likelihood illesztés numerikus megoldasa.
Minthogy a likelihood illesztés iterativ megoldasihoz ,,j6” indulé megoldas kivanatos, ezért indulé
megoldasnak a ,.kevert momentum” megegyezési elven alapulé momentum becslést hasznaljuk.
Numerikus példik tapasztalatai azt mutatjik, hogy szAmos esetben a momentumbecslés elég jol
megkozeliti a likelihood becslést, azonban szélsbséges esetben nagyon el is térhet.

A dolgozatot egyittal a Dirichlet eloszlds 4ttekintésének is szdntuk, ezért a fébb eredményeket
eldljaréban Gsszefoglaljuk, igy alakult ki a dolgozat alabbi 6 fejezetre tagolasa:
. Dirichlet eloszlas fogalma, peremeloszlasok
. A Dirichlet eloszlds momentumai
. A Dirichlet eloszlas entrépiaja
. A Dirichlet eloszlas kdlesonds informacidja
. A Dirichlet eloszlas likelihood illesztése
. Algoritmus a momentum és a likelihood illesztésre
6.1 A minta aggregdlasa
6.2 A momentum illesztés numerikus megoldasa
6.3 A likelihood illesztés numerikus megoldasa
6.4 Az illesztés pontossiga
6.5 Néhany numerikus feladat

Db WON e

1. Dirichlet eloszlds definicidja, peremeloszldsok.

Az n dimenzids tér standard szimplexét jeloljik S,,—nel, azaz
n
Spni=<(z1,...,2a) | 2; 20, i=1,...,n; Z:c,- <1
i=1

A (&,...,&) véletlen vektort (py,... ,Pn;Pn+1) Paraméteri Dirichlet eloszldsnak
nevezzik, ha f(z1...,z,) sirliségfiiggvénye az S szimplexen kivil zérus, az S
szimplexen pedig

(1.1) f(z1,...,2n) = »
- 'pi+...+pn+ Pn+1)xp,_1
F(pl)'-'r(pn)r(pn+l) !
ahol p; >0,...,pn > 0,pny1 > 0.

J6l ismert az alabbi lemma, amely a tobbdimenzids Dirichlet eloszlds definicidjanak
Jogosultsagat igazolja.

...zf""l(l - - ... - xn)”“+"1,

*A dolgozat az EGPO-59/86 kutatasi palyazat keretében késziilt
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1.1 LEMMA. Ha(&1,...,€s) €gy (P1,--- s Pn;Pn+1) paramétert Dirichlet elosz-
ldsi n-dimenzids véletlen vektor, akkor a ({1, ... ,&) (k < n) k dimenziés véletlen
vektor (p1,... ,Pk;Pk+1 + - - -+ Pn + Pnt1) paraméterti Dirichlet eloszldsd.

2. Dirichlet eloszlds momentumai

Az aldbbiakban az elsérendii egyszerii és kevert momentumokat szamitjuk ki.
A szamolas egyszeriisitése érdekében vezessiik be a

bnp1:=1-61—...~ &
véletlen szamot, valamint a

Pp=p+...+Pn+Papa

szamot.

Az alabbi lemma elemi szdmoléassal nyerhetd.

2.1 LEMMA. a.) A szimpla momentum értéke:

(2.1) M(g,.):%, G=1,...,n,n+1).
b.) A kevert momentum értéke:

. P1..:Pn " DPn+1
(2.2) M(El"'gn'&”’l)—p(p—f-l)...(p-}-n)'

Bizonyitds. A bizonyitisban felhasznaljuk a I fiiggvény alabbi tulajdonsigat:

I'(z + 1) = 2T(=),
valamint az ebbdl rekurzivan nyerhetd
Mz+n+1)=(z+n)...(z +1)z2l(2)

tulajdonsigot.
a., A szimpla momentum esete:

.Y — r(p) 1—-1 Pn—1 Pa+l"‘1
M(fJ)—R./xJI‘(Pl)---F(PnH)x}; ozl 1=z — .~ zy) X

pi pL(p)

xdzl...dzn=—/ X
p J pil(p1)...T(2j)T(pn+1)

x 81 .z§pj+l)—l coezbr Tl —zy — )P ey L de, =

=P,
p
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b., A kevert momentum esete:

I'(p)
M(fl...fnfn.H)2/31...12,,(1—.171 —...—:cn)
r ...T(pn
J )T or)
X x’l’"l oz -y — . =2, )P ey L de, =

_ 14
P+ (ptm)

3. Dirichlet eloszlds entrépidja

A kovetkez8kben a tomorebb irasméd érdekében sziikségiink lesz a gamma
fluggvény logaritmusanak derivalt fiiggvényére, az tgynevezett 1 vagy digamma
fiiggvényre:

¥(z) = o~ 10g I'(z).
A definicidbdl egyszeril szamolassal adodlk, hogy
IF(p1+ ...+ pny1)
3.1
(1) ap; [ L(p1)...T(pn+1)

_ [F(Pl + ... Png1)
F(Pl) i -F(Pn+1)

A kovetkezd formula a késébbiekben t&bbszor felhasznalasra keriil, ezért azt lem-
maként mondjuk ki.

W1+ .-+ pat1) — ¥(pi))

3.1 LEMMA. Legyen a = (£1,...,&,) véletlen vektor (py,... ,Pn;Pns1) Para-
méterii Dirichlet eloszldsi, akkor

(3.2) M(log&;) = ¥(p;) —¥(p), (I=1,...n,n+1),

aholénp1:=1-&—...—& & p:=pi+...+Pn+Pat1-
Bizonyitds. Induljunk ki a silirliségfuggvénybdl:

I'(p) s -1 pa-l -1
1 L2 (=2~ .. =z )P TNy .. d2, = 1.
[ T(p1).. F(pn+l) w ' ) '

Derivaljuk p; szerint, és hasznaljuk a (3.1) formulat. Igy kapjuk, hogy

F(p) pi—1 aet
R[F(Pl)...f‘(pn )[‘/)(P) Y(p;))zpr .. 2Bt

l—-zy—...— z,,)”"“"ldzl ...dz,+
I'(p) -1 -1
+/ logz; -zi*~ ... .z8»"1.
A I(p1)...T(pn+1) g% o
-(1—-:::1—...—zn)”"“'ldzl...dzzn=0
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Ebbdl M(log&;) = ¥(p;) —¥(p) O
Emlékeztetiink az entrépia definicidjara: Ha a £ véletlen vektor siirliségfiiggvénye

f(z), akkor a

1
H(¢) = /f(z) log f(a:)dz
Rn
értéket (ha létezik) nevezziik entrépidnak.
3.2 TETEL. Legyen a ¢ véletlen vektor (p1, ... ,Pn; Pnt+1) paraméterii Dirichlet
eloszldsi, ekkor
...{pn

I'(p)
+ (p1 = 1)(¥(p) — ¥(p1))+
+ (p2 — 1)(¥(p) — ¥(p2))+

+ (pn — 1)(¥(p) — ¥(pn))+
+ (Pat+1 — D(¥(p) — ¥(Pr+1))-

Bizonyitds. Az entrdpia definicidjat a Dirichlet eloszldsra felirva kapjuk, hogy

HE) =~ / { I'(p1) .I.‘(.I;‘)(Pnﬂ)qu_l T xn)P"‘“_l} X

X {log Ton) .ITFI;,)(an) +(p1—Dlogzi+ ...+ (Pag1 — 1) x

x log(1 — z, —...—:c,,)}d:cl...dxn =

——1lo I'(p) o _ o
=~ 10g f— o — (1 = D) — ¥(p) - -

- (pn+l - 1)(¢(Pn+l - "/)(p)) O

KOVETKEZMENY. Egy és kétdimenzids peremeloszldsok entrépidjara kapjuk,

ho
gy N _1 D(pi)T(p — pj)
(&) =los =)
+ (pj — D)(¥(p) — ¥(p;))+

(p—p; = 1)(¥(p) — ¥(p — p;))-
H(&,&5) =log I‘(p,—)I‘(pj)I{‘((pp)— Pi ~ pj)

+ (p; — D)(¥(p) — ¥(p;))+

+ (pi — D)(¥(p) — ¥(pi))+
+ (p = pi — pi — 1)(¥(p) — ¥(p — pi - p;))-
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Bizonyitds. A peremeloszlasoknal (1. fejezet) lattuk, hogy &; Dirichlet eloszld-
si (pj; p—pj) paraméterrel, (§;,&;) Dirichlet eloszldsi (p;,pj; p—pi; —pj) paraméte-
rekkel. Ezekre a tételt alkalmazva kapjuk a kovetkezményt O

4. A Dirichlet eloszlds kolcsonés informaéacidja.

Legyen a (§1,...,&,) véletlen vektor (p1,...Pn; Pny1) paraméterli Dirichlet
eloszldsd. El6szor a két koordinata kozotti kolcsonos informaciét hatarozzuk meg.
4.1. LEMMA. Két koordinata kozotti kolcsonos informacio:

1(& A &j) =(p — 1)¥(p) — log I'(p)—
—(p=pi = )¥(p—pi) +log (p — pi)—
—(p—pi —1)¥(p —p;) +10gT(p — pj)+
+ (p— pi —pj — V)¥(p — pi — pj) —log T(p — pi — p;)
(ahol p:=py + ...+ Pn + Pnt1), i # J-
Az eredményt séman szemléltetve:
P-P, p

- +

(4.1)

(x -1)y(x) - loglix)

+ -

P‘Pj‘P. P-P.

1. dbra
Bizonyitds. Tudjuk, hogy
I(& A &) = H(&G) + H(&) — H(&, &)

Ebbe az entrdpia értékeket behelyettesitve és rendezve kapjuk a lemma allitasat
)

Megjegyzés. A lemma eredménye atvihetd koordindta csoportok kozotti kol-
csonos informacié meghatarozasara is: Jeloljuk J := {1,... ,n} és legyen J; C J,
Ja C J vigy, hogy J1 N J; = 0. Legyenek é() := (¢;), j € Jy és €@ :=(¢;), j € Jo;

valamint
Q=Y .p b =) p
jer jeJa
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Ezen jeloléssel a £(1) és £(2) véletlen vektorok kozotti kolesonds informacio:

1M AED) = + (p— 1)¥(p) — log T(p)—
(4.2) —(p—a—D¥(p~q1) +1logT(p— q1)-
—(p~g2— D)¥(p — q2) +log T(p — g2)+
+(p—a1—¢2-D¥(p— a1 —q)—logT(p —q1 — ¢2)-
Belitasa a peremeloszlasok entrépidjabdl azonnal adédik.
Az Osszes koordinata kozotti kolesonos informacidra az alabbi formulat kapjuk:
4.2. TETEL. A koordindtak kézotti kblesonos informacio:
IE1 A& A ... A&) =log T(p)+
+ n{(p— 1)¥(p) — log I'(p)} -
=3 {(p—p; = Vp(p — pj) — log T(p — pj) }+
j=1
+ (Pn+1 — D¥(Pnt1) — log T'(pnt1)-

(4.3)

Bizonyitds. Tudjuk, hogy

& ANE A ANE)=H(E)+ H(é)+ ...+ H(E) — H(é, 62, .- ,6n).

Ebbe az entrépia értéket behelyettesitve és rendezve kapjuk a lemma allitasat O

5. A Dirichlet eloszlas likelihood illesztése.

A feladat: Adott (ny,...,1n,) véletlen vektorhoz keressiik azt a Dirichlet elosz-
lisi (€1,...,&n) véletlen vektort, amely (71, ..., 7n)-hez legjobban hasonlé.
Emlékeztetiink arra, hogy a Gauss eloszldsndl az alabbi eredményt ismerjik:
Adott (11, ... ,n,) véletlen vektorhoz a legjobb likelihood illesztésii Gauss eloszlisi
(€1, -. ,&n) véletlen vektor az, melyre

M(fj)=M(7lj)) V],
Ezzel rokonsigot mutaté tételt tudunk kimondani Dirichlet eloszldsra is.

5.1. TETEL. Adott (n1,...,7n,) véletlen vektorhoz a legjobb likelihood illesz-
tésti Dirichlet eloszldsd (€1,...,&n) véletlen vektor az, melyre

M(logé;) = M(logn;),  V;

(5.1) M(log(1 - 3"€)) = M(log(1 - Y ny)).
j=1 i=1
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Bizonyitds. Legyen (m,...,n,) eloszlasfiggvénye G(z), (&1,...,&,) slirliség-
fiiggvénye pedig f(z), ekkor a hasonldsig mértéke

L:= [ log f(z)dG.
/

Felhasznalva, hogy f Dirichlet sdriségfiggvény, kapjuk, hogy

F(p1+ ...+ pny1)
Lz/ lo +
A { ® T(1) . T(pas1)

+(pr—1)logzi+...4+ (Prny1 — Dlog(1 — 2y — ... — :c,.)}dG,
vagy tomorebb formaban:

F(pr+ ...+ pns1)
L=lo
g F(Pl)-"r(pn+l)

+ (Pn - I)M(log ')n) + (pn+1 - l)M (log (1 - E '7.7') ) :

=1

+(p1 — )M (logm) + ...+

A feladat az L(py,... ,Pn+1) fiiggvény maximalizdldsa.
Az L fiiggvénynek lokdlis maximuma ott lehet, ahol a valtozék szerinti parcialis
derivaltja zérus, azaz

Y(p1+ ...+ pag1) — ¥(pj) + M(logn;) =0, V3,

Y1+ .+ Pag1) — ¥ (Pas1) + M (log (1— an)) = 0.

j=1

Tudjuk, hogy (hasznédlva a 3. fejezet lemmajit azaz (3.2)-t) M(log&;) = ¥(p;) —
¥(p), ezt behelyettesitve kapjuk a tétel dllitdsdit 0O

6. Algoritmus a momentum és a likelihood illesztésre.

Ebben a fejezetben célunk a likelihood illesztés numerikus kivitele, azonban ezt
megel6z6en megadjuk a momentum illesztés numerikus kivitelét.

A momentumillesztést két dolog is indokolja. Egyrészt, mint kés6bb numerikus
példakon litni fogjuk, ,,elég j6” becslést ad, kivitele lényegesen egyszerlibb mint a
likelihood illesztésé, masrészt alkalmas kiinduldpont a likelihood illesztés iterativ
eljarasahoz.

Az el6zGekben (2. és 5. fejezet) kiszamoltuk a momentum és likelihood illesztés
feltételeit. Ezeket, mint végeredményeket, a konnyebb egybevethetéség érdekében
egymas mellé helyezziik:
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Momentum illesztés hipotézise:

M(EJ’):M(TH)’ (j:l,...,ﬂ),
M (6162--'&1 (1—251')) =M (711772~~’7n (I—Zﬂj)) .
i=1 i=1

Likelihood illesztés hipotézise:

M(logé;) = M(logn;), (i=1,...,n),

(AN )

Megjegyezziik, hogy a hipotézisekbdl automatikusan kapjuk:

Momentum illesztésnél:

M{1=-3"¢gl=M|1->n|.
Jj=t j=1
Likelihood illesztésnél:

M (log&fz...fn (l-zfj)) =M (logﬂlﬂz---ﬂn (I—Z'H ) .
j=1 i=1

Amennyiben ezen automatikusan ad6dé Osszefiiggéseket a hipotézisek mellé ten-
nénk, akkor a formuldkban erds szimmetriat tapasztalnank.

6.1. A minta aggregilisa

Legyen (11, ..., 1,) egy empirikus eloszlas, azaz egy minta, amelyet célszeriien tabla-
zatosan helyeziink el. A tablazatot kiegészitjiik egy (n + 1)-edik ,,dimenzié” osz-
loppal és egy a szorzatokat tartalmazé oszloppal, valamint a tablazat aljan helyezziik
el az illesztésekhez sziikséges momentumokat, azaz a tabla azon aggregalt értékeit,
amelyekre sziikségiink lesz:
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dimenzid
AL
r N
I seme J eeee n n+1
g T
1 I i
| |
| |
| |
| |
i
minta N oo T I B
: i . Y . b net N,
elemszgm | " """ J____* ________ Rl i=t ¥ ]
! |
! |
] |
|
| |
| |
(m [
i i
M, M] | Mn | Ma.g M
1
- = 1 N A
My ooen IR My | M, ., M
2. dbra

205

ahol M;, M a momentum, M;, M a likelihood illesztéshez sziikséges aggregalt érté-

,n+1),

kek:
1 .
M; :=M(7)j)=-r;Et.-j, G=1,...,n41),
i=1
1 m n+l
M:=M(.. 0hins1) = ;EH%’,
i=1§5=1
és
— 1 .
M; :=M(lognj)=;zlogt.-j, (f=Lyass
i=1
_ 1 m n41
M := M(log(m .- ntn41)) = — > log [] tis,
i=1  j=1
Megjegyezziik, hogy
n+1
M= M;,
j=1
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igy ez a tabla aggregdldsakor ellendrzésként szolgalhat.

6.2 Momentum illesztés numerikus megoldasa

A 2. fejezet eredményeit felhasznadlva, illesztési feladatunk olyan py,...,pn,Pni1
(legyen mint eléz8kben is p := p; + ...+ pp + Pn41) pozitiv szamok meghatarozasa,
melyekre
DM, (G=1,...,n+1),
p
D1-.-PnDn+1

P+ D) ... (p+n)

teljesul.
Amennyiben p mar ismert, akkor p; értékek azonnal adédnak. Feladatunk tehat
csak a p meghatdrozasa. Az els6t a masodikba helyettesitve p-re az alabbi egyenletet
kapjuk:

n+1
M.
P p) p M

amelyet iteraciéval egyszeriien tudunk megoldani.

6.3 Likelihood illesztés numerikus megolddsa

A 3. fejezet eredményeit felhasznalva illesztési feladatunk olyan py,...pn,Pn+1 po-
zitiv szamok meghatdrozasa, melyekre:

(6.1) ¥(pj) —d(p)=M;, (G=1,...,n+1).
A (6.1) egyenletrendszer megoldasara az alabbi iterativ eljarast javasoljuk.
A 4 fiiggvény alakja a logaritmus fiiggvény alakjival erds hasonlésagot mutat, ez

azt sugallja, hogy a 9 fliggvénybél valasszuk le a logaritmus fiiggvényt.
Legyen

(6.2) 6(z) := logz — ¢(z).

Mint ismeretes [1] a § fiiggvény végtelen sor elSéllitasa:

o0
1 1
6.3 §(z) = —_— -1 14+ ——
(63) (2) kz_:o[z+k 05( +z+k)]
Az (6.1) egyenletrendszerbe (6.2)-t behelyettesitve kapjuk, hogy

(6.4) log(p;) — &(p;) — log(p) + 6(p) = M;.
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A (6.4)-bél az alabbi iterdciés formula rendezhetd ki:

6(p;’)
1 g [SPOR ) ) o
(65) Pi \/expé(p(')) Fi

ahol

M; .
K; =exp(T’), G=1,...,n+1).

A (6.5) iteracids formula konvergencidjit egzaktan nem tudtuk belatni, azonban
szamos numerikus példan kiprébalva konvergenciat tapasztaltunk.

Numerikus szamolasnal a é(z) fiiggvényt a 6y (z) véges tagi soraval helyettesi-
tettik (az N tagszdm a kompiiter kédban input paraméter; tapasztalataink szerint
N=100 illetve N=1000 valasztasnal a p; értékek els6 hdrom jegyében nincs eltérés).

Az iteracié kiinduldsaul szolgald p;’ (7 = 1....,n+ 1) értékeknek célszerii a
momentum ilesztéssel kapott p; értékeket venni.

6.4 Az illesztés pontossiga

Az illesztés eltérésére a likelihood fiiggvény negativjanak exponensét, az \igynevezett
exponencialis inaccuranciat hasznaljuk:

(6.6) E = exp(-L)

A loggamma fiiggvényt N tagi sordval kozelitjuk, azaz

N
logI‘(:c)leogN—logx+kZ_llogI+k.

Ezen kozelitéssel egyszerii szamolassal adédik az 5. fejezetbél, hogy

n+1l n+l1 N
Ly = Zlogp, logp—nZlogk+ZElog(p,+k)—-
i=lk=1

(6.7) n41 n+1

—Zlog k+2p, +Zp,M -M.

Ezt (6.6)-ba helyettesitve megkapjuk az N sortagszamtdl fiiggd En eltérést.
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6.5 Néhény numerikus feladat
1. feladat:

A MINTA (7 DB 4 DIMENZIOS):
1 2 3 4 5

0,0300 0,7000 0,1000 0,0200 0,1500
0,5000 0,0500 0,0300 0,2000 0,2200
0,0080 0,3000 0,0300 0,6000 0,0620
0,0700 0,7000 0,2000 0,0080 0,0220
0,8000 0,0800 0,0700 0,0030 0,0470
0,0500 0,1000 0,0300 0,0300 0,7900
0,8000 0,0030 0,0040 0,0060 0,1870

OOV N =

0,3226 0,2761 0,0663 0,1239 0,2111

-2,1613 -2,2215 -3,2303 -3,6132 -2,1398

6,300E~06
3,300E-05
2,678E-06
1,725E-06
6,317E-07
3,5655E-06
1,077E-08

6,843E-06
-13,3662

AZ ITERALT PARAMETEREK: (pontossag=0,00001 , sor—tagszam = 400)

lépés pl p2 p3 p4 p5 Eltérés
0 0,6443 0,5515 0,1324 0,2474 0,4217 0,02453

1 0,5404 0,5323 1,7146 0,4247 0,5960 0,11598

17 0,6608 0,6419 0,4225 0,3708 0,6678 0,01367
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A MINTA (4 DB 4 DIMENZIOS):

1 2 3 4 5
1 0,0300 0,7000 0,1000 0,0200 0,1500
2 0,5000 0,0500 0,0300 0,2000 0,2200
3 0,0080 0,3000 0,0300 0,6000 0,0620
4 0,0700 0,7000 0,2000 0,0080 0,0220
0,1520 0,4375 0,0900 0,2070 0,1135
-2,9218 -1,2283 -2,7313 -2,7152 -2,5021
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6,300E-06

3,300E-05
2,678E-06
1,725E-06

1,093E-05

-12,0987

AZ ITERALT PARAMETEREK: (pontossidg = 0,00001 , sor - tagszam = 400)

lépés pl p2 p3 p4 p5 Eltérés
0 0,4038 1,1624 0,2391 0,5500 0,3016 0,03453
1 0,4906 1,0984 0,8216 0,4972 0,7266 0,02323
7 0,5608 1,4584 0,6110 0,6156 0,6818 0,01965
3. feladat:
A MINTA (3 DB 4 DIMENZIOS):
1 2 3 4 5
1 0,0100 0,2000 0,1500 0,3000  0,3400 3,060E-05
2 0,0080 0,1800 0,0200 0,7000 0,0920 1,855E-06
3 0,0500 0,2200 0,0210 0,5000  0,2090 2,414E-05
0,0227 0,2000 0,0637  0,5000 0,2137 1,886E-05
—4,1431  -1,6128  -3,2241  -0,7513  -1,6767 ~11,4080

AZ ITERALT PARAMETEREK: (pontossig=0,00001 , sor—tagszam = 400)

lépés pl p2 p3 p4 p5 Eltérés
0 0,4285 3,7809 1,2036 9,4523 4,0393 0,00243
1 0,7561 3,9906 1,1875 9,3069 3,9766 0,00213
2 0,7039 4,1189 1,1937 9,3172 3,9833 0,00211
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4. feladat:

KLAFSZKY E., GRUBERT L.

A MINTA (30 DB 4 DIMENZIOS):

1 2 3 4 5
1 0,1761 0,3462 0,2360 0,0506 0,1911 1,390E-04
2 0,2444 0,1543 0,1956 0,2200 0,1857 3,014E-04
3 0,0068 0,2069 0,3315 0,1338 0,3208 2,015E-05
4 0,1742 0,1298 0,1601 0,2351 0,3008 2,560E-04
5 0,2370 0,3244 0,2220 0,0175 0,1992 5,936E-05
6 0,2011 0,2761 0,1793 0,0673 0,2763 1,850E-04
7 0,2832 0,1586 0,0406 0,3224 0,1951 1,148E-04
8 0,1735 0,1184 0,3162 0,0387 0,3531 8,880E—05
9 0,0637 0,2542 0,2354 0,3517 0,0949 1,273E-04
10 0,0447 0,4425 0,3864 0,0648 0,0616 3,053E-05
11 0,1578 0,0807 0,3221 0,3788 0,0606 9,417E-05
12 0,2021 0,2202 0,0406 0,2778 0,2592 1,303E-04
13 0,0380 0,2492 0,3990 0,2320 0,0817 7,168E-05
14 0,2359 0,0122 0,5058 0,0885 0,1575 2,034E-05
15 0,0582 0,3789 0,1664 0,3385 0,0581 7,206E-05
16 0,3806 0,1834 0,3487 0,0407 0,0467 4,624E-05
17 0,4805 0,0874 0,1132 0,0579 0,2610 7,182E-05
18 0,3590 0,3014 0,1754 0,0509 0,1134 1,094E-04
19 0,1014 0,3111 0,3021 0,1831 0,1024 1,785E-04
20 0,1253 0,3690 0,0221 0,2230 0,2605 5,940E-05
21 0,0813 0,1485 0,2616 0,3325 0,1761 1,850E-04
22 0,1196 0,4276 0,2261 0,0422 0,1846 8,996E-05
23 0,0332 0,2395 0,2599 0,2680 0,1994 1,104E-04
24 0,3420 0,0209 0,1131 0,2026 0,3213 5,270E-05
25 0,0307 0,1618 0,2991 0,1149 0,3935 6,713E-05
26 0,3432 0,0396 0,2919 0,0476 0,2779 5,234E-05
27 0,2777 0,2061 0,1763 0,0774 0,2626 2,050E-04
28 0,2965 0,1621 0,0211 0,2825 0,2379 6,803E-05
29 0,1371 0,3717 0,0038 0,1922 0,2952 1,099E-05
30 0,2648 0,1221 0,1901 0,1514 0,2715 2,528E-04
0,1890 0,2168 0,2180 0,1695 0,2067 1,090E-04
-1,9789 -1,7669 -1,8440 -2,0689 -1,7212 -9,3800
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AZ ITERALT PARAMETEREK: (pontossig=0,00001 , sor—tagszam = 400)

1épés pl p2 p3 p4 pd Eltérés

0 1,5291 1,7544 1,7643 1,3713 1,6722 0,03230

1 1,5180 1,7631 1,6996 1,4060 1,7757 0,03192

2 1,5217 1,7743 1,6867 1,4225 1,8196 0,03189
IRODALOM

(1) KorN, G.A. és KorN, T.M., Matamatikai Kézikonyv Miszakiaknak (Miszaki Kényvkiadd,
1975).

[2) MARDIA, K.V. and KENT, J.T. and BIBBY, J.M., Multivariate Analysis (Academic Press,
1979).

[3] PrEKOPA, A., Valdszindségelmélet miszaki alkalmazdsokkal (Miiszaki Konyvkiadé, 1972).

(Beérkezett: 1988. oktéber 3.)

KLAFSZKY EMIL
NME MATEMATIKA!I INTEZET
MISKOLC, EGYETEMVAROS 3515

GRUBERT LASZLO
LKM SZAMITASTECHNIKA
MISKOLC, DIOSGYOR 3540

ON NUMERICAL SOLUTION OF THE LIKELIHOOD AND MOMENTS
FITTING OF MULTIVARIATE DIRICHLET DISTRIBUTIONS
E. KLAFSZKY— L. GRUBERT

The paper deals with finding both the likelihood and the mixed moments fitting of multivari-
ate Dirichlet distributions. More over the different estimates are compared. In the first section of
the paper crucial results for the general fitting problem are reviewed.
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KONYVISMERTETES

COMPUTER ALGEBRA [Lecture Notes in Pure and Applied Mathematics Series /113/
Szerkesztette: DAVID V. CHUDNOVSKY és RICHARD D. JENKS
Marcel Decker, New York and Basel, 1989. 256 oldal.

A kotet az 1984 Aprilis 5-6 kozott New Yorkban megrendezett, tobb mint 400 résztvevds, ,,Com-
puter algebra as a Tool for Research in Mathematics and Phisics” cimii nemzetkozi konferencia
meghivott eldaddinak az eldadasanyagat tartalmazza. A konferencia célja a mir meglévd szimbo-
likus algebrai programrendszereknek és alkalmazasainak a bemutatisa, valamint tovabbfejlesztési
lehetdségeinek vizsgdlata volt. A konferencidval parhuzamosan a New York University-n kialli-
tas nyilt, melyen interaktiv médon bemutattdk a legfontosabb szimbolikus algebrai rendszereket.
(MACSYMA, MAPLE, mu MATH, REDUCE, SCRATCHPAD, SMP, CAYLEY stb.)

Az el8adédsok dltaldban nem tartalmazzik az egyes programrendszerek részletes ismertetését, he-
lyette a fejezetek végén gazdag irodalomjegyzék taldlhaté.

A tovabbiakban a kotetet fejezetenként ismertetjiik.

1. ,,Use of Computer Algebra for Diophantine and Differential Equations”D. V. CHUDNOVSKY,
G. V. CHUDNOVSKY
Ez a fejezet differencial algebrai mddszereket mutat be (pld. a Padé approzimdcids techni-
kdt), melyeket diofantoszi approximaéciéval és diofantoszi egyenletekkel kapcsolatos problé-
mik megoldisira alkalmaz. A szerz6k olyan eredményeket ismertetnek, amelyek bar konnyen
megfogalmazhaték, bizonyitasuk szamitégép hasznalata nélkiil igen nehézkes. (pld. Rama-
nujan egyenliség) A bizonyitasoknal az IBM SCRATCHPAD régi és 1j valtozatat, illetve az
SMP rendszert haszniljak.

2. ,,Computer Algebra and Hilbert Modular Equation” HARVEY COHN
A szerzd a legegyszerlibb Hilbert-féle moduliris egyenletet konstruilja meg szAmitSgép segit-
ségével. Nem haszndlja az eddigi formilis algebrai programrendszereket, bar utal arra, hogy
kordbbi vizsgidlatoknal mds szerzdk sikerrel alkalmaztik a MACSYMA-t és a REDUCE-t.

3. ,,Some CAYLEY Ezamples” MICHAEL C. SLATTERY

Ezt a formAlis algebrai programnyelvet az algoritmikus csoportelméleti eredmények alkalma-
z4sa és hozzaférhetdsége érdekében fejlesztették ki. A CAYLEY lehetdvé teszi a felhasznilé
szdmara, hogy definidljon egy véges vagy végesen prezentalt csoportot (generatorokkal és
relaciékkal, permutacidkkal vagy véges test feletti matrixokkal). Ha megadtuk a csoportot,
a CAYLEY egy sor Altaldnos csoportelméleti szamitast tud végezni (pld. p-Sylowok, cent-
ralizdtorok meghatarozasa). Hasznos oktatasi és kutatasi segédeszkoz, elsdsorban kis példak
konstrualdsinal.

Jelen fejezetben a szerzd Altal irt példaprogramok lathaték egy H csoport z automorfizmussal
valé bdvitésére.

4. ,,Phisics, Ramanujan, and Computer Algebra” GEORGE E. ANDREWS
Ez a fejezet kétféle mSédszert mutat a Rogers-Ramanujan egyenldségek bizonyitasdra. Ezen
mddszereknek van statisztikus fizikai alkalmazdsuk is. A fejezetben 1j, egyszeri bizonyitast
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laithatunk GOLLNITZ ,,mod 6" particiés tételére is. A bizonyitdsoknal az IBM SCRATCH-
PAD programrendszert hasznaljik.

5 ,,POLYPAK: An Algebraic Processor for Computations in Celestial Mechanics” DIETER S.
SCHIMDT
Az égi mechanikai vizsgilatokhoz gyakran van sziikség hosszu algebrai szamitdsokra. (Pld.
DELAUNAY 20 évet t3lt5tt a hold helyzetének szamitasaval.) fgy ezen a teriileten is hasznos
a szamitégép alkalmazisa. Els8sorban kiilonféle sorokkal végzett miiveletek fordulnak eld
igen gyakran.
Ez a fejezet ismerteti a POLYPAK programrendszert, amely valés és komplex tobbvaltozés
sorokkal képes tobbféle miiveletet végezni nagy hatékonysaggal.

6 ,,Computer Algebra and Definite Integrals” RICHARD ASKEY
A fejezet tobbdimenzids beta-integralokkal foglalkozik. (Selberg beta-integrdl, Mehta-Dy-
son sejtés, Andrews sejtés, MacDonald-Morris sejtés.) Vazolja ezen integrilok kapcsolatat
és ramutat a MACSYMA rendszer hasznossigira ezen integrilok vizsgilatinil illetve bi-
zonyitisanal.

7 ,,Algebraic Computation and Structures” JAMES H. DAVENPORT

A fejezet azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy milyen tipusti formalis algebrai szdmitisokat le-
het szamitégéppel elvégezni. Kapcsolédik olyan dltaldnos problémaékhoz is, mint a kanonikus
reprezenticié kérdése és a ritkasig. Erinti a konstruktiv algebra kérdéskorét is: foglalkozik
a konstruktiv gcd tartominy és a konstruktiv faktoriziciés tartomany kapcsolataval, be-
bizonyitja, hogy konstruktiv gcd tartomany feletti polinomgytirii konstruktiv gcd, mig kon-
struktfv faktorizdciés tartomanyra az analég 4llitas nem igaz. A bizonyitas sorén algoritmust
ad tobbhatarozatlani polinomgyliriiben legnagyobb k6zos oszté meghatarozasara.

8 ,,Computation of Galois Groups from Polynomials over the Rationals” DAvVID J. FORD,
JoHN Mckay
Egy racionélis egylitthatés polinom Galois csoportjdnak meghatirozasa matematikai érte-
lemben eddig is megoldott volt. Csak szamitasi szempontbél okoz nehézséget n! foki n + 1
valtozds polinom faktorizacidja. A szerzék hatékony mdédszert dolgoztak ki a Galois csoport
meghatdrozasira és a jovoben szeretnék tobb algebrai programrendszeren tesztelni. Eddig
az IBM PC-n futé ALGEB nyelven és a MAPLE rendszeren prébaltak ki.
A fejezet kitér a forditott problémara is: mely csoportok allnak elé Galois csoportként. Ez a
probléma megoldatlan, csak részeredmények vannak.

9 ,,0n the Use SCRATCHPAD in the Construction of Convolution Algorithms” Louls Aus.-
LANDER, ALLAN J, SILBERGER
A szerzok a digitalis jelfeldolgozdsban alkalmazhaté algoritmust dolgoztak ki a raciondlis
szimtest feletti végesen generdlt algebrik egy osztilydban miiveletek végzésére. Az algorit-
mus hasznilja a racionilis szaimtest algebrai bdvitései feletti kinai maradéktételt és eleget tesz
bizonyos stabilitasi feltételeknek. Az algoritmust SCRATCHPAD és SCRATCHPAD-tipusi
rendszerekben lehet megvalésitani.

10 ,,Automated Generation of Oplimized Convolution Algorithms” JAMES W. COOLEY
A szerz6 a SCRATCHPAD programrendszert hasznilja tobbhatirozatlani polinomgyiiri
faktorgyiiriiiben algebrai miiveletek végzésére. A kapott output a szerzé altal irt programok
inputja, amely optimalizilja az elvégzend$ Ssszeadasok sorrendjét.

11 ,,Manual for the System PNCRE” ROBERT RILEY
A PNCRE rendszer 44 Fortran nyelvii szubrutinbdl 4ll, amelyet egy f3program hiv meg.
Eredetileg csoméelméleti problémak vizsgalatdhoz készillt. Az SL(2,C) egy megadott rész-
csoportjit tudja kiildnbdz8 szempontokbdl megvizsgalni.
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A kotet végén taldlhaté az aprilis 6-1 vita jegyzokonyve, amelyben a kovetkezd kérdésekkel foglal-
koztak a konferencia résztvevdi:

- milyen lesz a technoldgiai fejlddés hatdsa a programrendszerekre

- milyen lesz az algoritmusok fejlddésének hatasa

- milyen fejlesztések lennének hasznosak a jévében

- milyen 1j alkalmazasi teriiletek vannak

- mit lehet vami a mesterséges intelligencia kutatisoktdl

- milyen korlatjai vannak a szimbolikus szdmitasi rendszereknek

éssmfoglalva: a kotet hasznos lehet mind a matematikai algoritmusokkal foglalkozé kutatdk szé-
mara, mind olyan kutatdk, elsésorban matematikusok és fizikusok szdmara, akik kutatasaikhoz
szamitégépet kivdnnak hasznilni.

Horvdth Erzsébet
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelv dolgozatokat kdzdl. A kéziratok gépelését,
olyan forméaban kérjik, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként 4tlag 50 betGhelyes sort tartalmazzon. A
kozlésre szant dolgozatokat harom példanyban kell bekiideni. Elényben részestilnek a TEX-ben elkészi-
tett dolgozatok. Ezeket két kinyomtatott példany kiséretében diszketten kérjik beadni.

A Kkéziratok szerkezeti felépitésének a kdvetkezd kovetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek tar-
talmaznia kell a dolgozat cimét, a szerzd teljes nevét, valamint annak a varosnak a nevét, ahol a szerzd
dolgozik. A fejléc utin egy, képletet nem tartalmaz6, legfeljebb 200 sz6b6l 4ll6 kivonatot kell minden
esetben megadni. A dolgozatot cimmel ellatott szakaszokra kell bontani, és az egyes szakaszokat arab
sorszammal kell ellitni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé szakaszt kell alkotnia. Az iroda-
lomjegyzék mindig az utolsé szakasz kell, hogy legyen, és azt nem kell sorszimmal elltni. Az iroda-
lomjegyzék utén, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzd teljes nevét és a munkahelye (illet-
ve lakisa) pontos postai cimét. A dolgozatban el6fordul6 képleteket szakaszonként GjrakezdSdden, a kép-
let eltt két zardjel kozé irt kettds szAmozassal kell azonositani. Természetesen nem sztikséges minden
képletet szdmoz4ssal ellatni. Az esetleges definicifkat és tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyan-
csak szakaszonként Gjrakezd6dd, kettds szAmozéssal kell ellatni. Kérjuk a szerzOket, hogy ezeket, vala-
mint a tételek bizonyitasat a szovegben kelld m6don emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy
angol, német, francia vagy orosz nyelvl, killon oldalra gépelt Gsszefoglal6t. Amennyiben lehetésges, kér-
jik a nyomtatis szAmdra kiiléndsen nehézkes matematikai jelSlések hasznélatanak az elkerillését.

A dolgozatok abréit és az esetleges labjegyzeteket a dolgozat végén, kildnallé lapokon kérjiikk be-
killdeni. Mind az 4brékat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontdsatél fuggetlen, folytatéla-
gos arab sorszAmozéssal kell elldtni. Az 4brék elhelyezését a dolgozat megfeleld helyén, széljegyzetként
feltUntetett, dbraazonosité sorszdmokkal kell megadni. A l4bjegyzetekre a dolgozaton beliil az azonosité
sorszAm feisé indexkénti hasznélatdval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozisok forméja a koévetkezS. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgozat vé-
g€én talalhat6 irodalomjegyzékben, a szerzdk, illetve tarsszerSk esetén az elsé szerzé neve szerint alfabe-
tikus sorrendben (gy, hogy a cirill bet(s szerz6k nevét a Mathematical Reviews Atirasi szabdiyai szerint
latin betGsre kell atirni. A foly6iratban megjelent cikkekre [1], a kdnyvekre [5], a kdtetben megjelent dol-
gozatokra [4], a disszertaci6kra [3] €s a gépi program leirasokra [2] a kdvetkezd minta szerint kell hivat-
kozni:

(1) Farkas, J.,, Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen, Journal fiir die reine und angewand-
te Mathematik 124 (1902) 1-27.

[2]) Kéri, G., ,DUALSIMP", rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia SzAmi-
tistechnikai és Automatizilasi Kutatd Intézete, CDC 3300 felhasznaldi ismertetSk 2. 1973,
majus) 19-20.

[3] Prékopa, A., ,Sztochasztikus rendszerck optimalizalasi problémairdl”, doktori értekezés. Magyar
Tudoményos Akadémia, Budapest, 1970.

[4] Prabhu, N. U, ,,Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: I nventory
Control and Water Storage Ed. A. Prékopa (Janos Bolyai Mathematical Society and North-
Holland Publishing Company, Amsterdam-London, 1973) 221-228.

[5] Zoutendijk, G., Methods of Feasible Directions (Elseiver Publishing Company, Amsterdam and
New York, 1960).

A dolgozatok szévegében az irodalmi hivatkozds szdmait szogletes zar6jelben kell megadni, mint
péidaul (5] vagy [4, 76-78]. A szerzbk a dolgozatukr6l 50 darab ingyenes kildnlenyomatot kapnak. A
dolgozatok utan szerzdi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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ELDONTHETOSEGI KERDESEK FATRANSZFORMACIO
OSZTALYOK ALTAL GENERALT MONOIDOKBAN

FOLOP ZOLTAN
Szeged

A dolgozatban determinisztikus felsz4lls és determinisztikus lesz4allé fatranszformacié osztd-
lyok altal generalt monoidokat vizsgdlunk. Megadunk egy olyan eljarast, amellyel a fenti tipusi
fatranszformaécié osztdlyoknak egy elGre rogzitett, véges de nem til 4ltaldnos P halmaza esetén a
kévetkezd algoritmus konstrudlhaté meg. A P iltal a o kompozicié miivelettel generdlt monoid
tetszdleges X1 0...0 X é8 Y] 0...0 Yy elemei esetén (X;,Y; € P) az algoritmussal eldSnthetd,
hogy az

Xj0...0XmCYi0...0Y,

tartalmazas teljesiil-e.
Ezutan az eljirdst alkalmazzuk az

M ={DL,LDL,NDL,LNDL,H,LH,NH}
és

S ={DF,LDF,NDF,LNDF,H,LH,NH}
halmazokra, ahol az M halmaz a determinisztikus leszall$ fatranszform4cidk osztalyabél és ennek
tovibbi hat nevezetes részosztilydbdl 4ll, mig az S halinaz az M megfeleldje a felszdll6 esetre.

1. Bevezetés

Fatranszformatorokkal a 70-es évek eleje Sta foglalkoznak az elméleti szamitas-
tudomédnyban. Ezen a kutatasi teriileten a fa mindig az univerzalis algebrabdl ismert
termet (polinomszimbdlumot) jelent, maga a fatranszformator pedig olyan eszkoz,
amellyel — véges dllapothalmaza és véges szamit 4tirdsi szabdlya segitségével —
fakat lehet attranszformalni fakba. Ily médon minden fatranszformator indukal egy
termek feletti relaciét amelyet fatranszformaciénak hivunk és amely azon (p, ¢) term
parokbél all amelyekre igaz, hogy a fatranszformatorral p-t 4t lehet transzformalni
q-ba.

Tobb fajta fatranszformator is ismeretes. Legel@szor az vin. felszallé fatranszfor-
madtor keriilt bevezetésre [Rou]-ban és [Thal]-ben majd a leszallé fatranszformator
[Tha2)-ben. Ezekkel az eszkozokkel leirhaté a magas szintli programozdsi nyelvek
egyik igen elterjedt forditdsi médja, a szintaxis—vezérelt forditis [Eng5]. Az elne-
vezések pedig onnan adédnak, hogy a felszall fatranszformator a fa gyokerétdl a
levelei felé, tehat folfelé haladva transzformalja 4t a fat, mig a leszallé fatransz-
formator az ellenkezd irdanyban dolgozik. Késébb, a transzformdacids képesség fo-
kozasira, bevezettek a fenti két tipusiindl hatékonyabb fatranszformatorokat is.
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Ilyenek a makré fatranszformator [CouFra], (Eng4], [EngVogl), az attributumos fa-
transzformator [Eng4], [Fiill], [Barl], a magas szintii fatranszformator [EngVog4], a
modularis fatranszformator [EngVog3] és a magas szintii modularis fatranszformator
[Vog2]. Ezen fatranszformatorokkal mar igen dltaldnos fatranszformacidk realizal-
haték. Példaként emlitjiik meg, hogy az attributumos fatranszformatorokkal és a
makré fatranszformdatorokkal modellezhetdk a forditéprogramok készitésénél igen
gyakran alkalmazott attributumos forditisok [Knu}, valamint azt az [EngVog3]-ban
bizonyitott tényt, hogy a determinisztikus moduldaris fatranszformatorok altal in-
dukalt fatranszformacidk osztilya megegyezik a fikon értelmezett primitiv rekurziv
fiiggvények osztalyaval.

Napjainkban a fatranszformatorok elmélete, a szintaxis—vezérelt forditasokat
meghaladva, az elméleti szimitdstudomany egyre tobb teriiletéhez kapcesolédik. En-
nek indoklasira, a teljesség igénye nélkill, csak az egyik legfontosabbat, a term
atiré rendszereket [Hue], [DerJou] hozzuk példaként (maga a fatranszformdtor is
egy specidlis term 4tiré rendszer) és két olyan 4j eredményt, amelyek a [DTHL]-ben
bevezetett ground fatranszformatorok tanulméanyozasabdl eredtek: [DTHL]-ben bi-
zonyitdst nyert, hogy a ground term atir6 rendszerek Church-Rosser tulajdonsdga
eldonthetd; [FiilVag8]-ban pedig gyors algoritmust adtunk a ground term egyenlet-
rendszerek széproblémajanak az eldontésére.

A fatranszformacickkal, tehat a fatranszformatorok altal indukalt relaciékkal
kapcsolatos egyik legfontosabb fogalom a kompozicié. Szinte valamennyi, ezen
témakorrel foglalkozé munkdban el8jon és kozponti helyen fog allni jelen dolgozat-
ban is. Ezért, mielStt ratérnénk dolgozatunk eredményeinek ismertetésére, felidéz-
ziik a kompozicié fogalmat és a vele kapcsolatban elért legfontosabb eredményeket
csoportositjuk.

Ha adott két (mindegy, hogy milyen tipusi) A és B fatranszformator amelyek
rendre a 74 és8 g fatranszformacidkat indukaljak, akkor ezen két fatranszformacié
T4 © 7g-vel jelolt kompozicidjan értjik azon (¢,s) term parok halmazat melyekre
teljesiil, hogy van olyan r term amelyre (t,r) € 74 és (r,s) € rp. Tehit a fa-
transzormaciok kompoziciéja nem mds, mint reldcick szokdsos kompozicidja. A
kompozicié természetes médon kiterjeszthetd fatranszformaciékbdl 4116 osztalyokra
is: az Y és Z osztilyok Y o Z kompozicidjan értjiik azon 7 o o fatranszformacidk
osztalyat, ahol 7 € Y és o0 € Z. Azt mondjuk, hogy az Y osztdly zart a kom-
poziciéra, ha Y oY C Y. Tovdbba tetszbleges n természetes szam esetén az Y n-edik
hatvanyat a kovetkezé mddon értelmezziik: Y” =Y, han=1é Y =Y " loY
kiilonben.

A tovabbiakban mar konkrét fatranszformacié osztdlyokrédl is beszélink. A
felszallo fatranszformaciok osztdlyat F-fel, a leszallé fatranszformacidk osztilyat
L-lel, a homomorfizmus fatranszformacidk osztilyat pedig H-val jeloljiik. Ezen
jelolések elStt a D, L, N és az LN prefixek is lehetnek amelyekkel egyiitt a jelolés
a szoban forgd osztdlynak rendre a determinisztikus, a linearis, a nemtorld és a
linearis nemtorld részosztilyat jelenti. A prefixeket lehet kombindlni is, példaul
LDF a linearis, determinisztikus felszllé fatranszformacidk osztalyat jelenti.

A fatranszformacié osztdlyok kompozicidira vonatkozé eredmények legtébbje
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az alabbi, egymast dtfedd négy problémakér valamelyikére vonatkozik.

(a) ElSéllithaté-e egy fatranszformacié osztdly mint mds, ndla egyszeriibb
struktirdji fatranszformacié osztdlyok kompoziciéja? Az ilyen elSdllitasokat de-
kompoziciés eredményeknek is szokas nevezni. Sok dekompozicié taldlhaté a [Bak],
[Engl, 2], [EngFil], [EngVogl], [Fiil1-3], [FiilV4agl,4] dolgozatokban és a [GécSte]
konyvben. Konkrét példik a DL = LNDLo H és a H = N H o LH dekompozicidk,
1. [Engl] és [FiilVagl].

(b) Melyek azok a fatranszformacié osztilyok amelyek zartak a kompoziciéra
nézve? Ha egy osztdly nem zart, akkor a novekvd hatvdnyai végtelen hierarchi-
it alkotnak-e a tartalmazasra nézve, vagy pedig a hierarchia valahonnan kezdve
oeszeesik? Ezekre nézve az [ArnDau], [Bar2], [DTHL], [Eng2,3,6}, [EngVogl,3],
[FilVéagl,3,4], [GécSte], [VagFiil] és a [Vogl] munkakat ajanljuk. Konkrét példaként
az [Eng6}-ban igazolt nevezetes hierarchia tételeket emlitjiik, melyek szerint L™ C
L™+ ¢g F* c F**+! minden n > l-re. Ugyanakkor DL? = DL, tehat DL zart a
kompoziciéra nézve, 1. [Engl].

{c) Ha az elSbbi hierarchia végtelen, akkor adjuk meg az osztily n-edik hatva-
nyanak jellemzését valamilyen mads tipusi fatranszformatorral! Ezzel foglalkoznak
a [Dau], [EngVog2,4] és a [Vag] dolgozatok.

(d) Adjunk meg olyan egyenlGségeket, tartalmazisokat amelyek fatranszforma-
ci6 osztalyok k6zott fenndllnak! Ez a feladat 1ényegében az (a) és (b) Ssszevondsanak
és altaldnositisidnak tekinthetd. Ilyen tipusi eredmények taldlhaték az [ArnDau],
[Bak], [Dau], [Engl,2], [EngVogl], [Fiill-3], [FiilV4gl] és [GécSte] munkikban.
Példaként itt a [FiilVigl)-ben igazolt DF? = NDF o LH egyenléséget hozzuk.

A mir meglevdé egyenl8ségekbdl, tartalmazasokbdl helyettesitéssel djabbak
nyerhetSk. Példdul az (a) pontban emlitett két egyenl8ségbdl és az NDL = LNDLo
N H-bél, ami ezek koziil az elsdnek egy specidlis esete, nyerjik, hogy NDLo LH =
LNDLoNHoLH = LNDLoH = DL. Hasonl6 médon kapjuk a DF C NDFoLH
tartalmazast is a DF C DF? tartalmazasbél [Rou] és a DF? = NDF o LH
egyenlSségbdl [FiilVagl].

Felmeriil tehat a kérdés, hogy ismeriink-e mar valamennyi egyenléséget és tar-
talmazast. Pontosabban, ha adott fatranszformacié osztdlyoknak egy véges P hal-
maza és adott két

(*) Yi0...0Y,, é Zy0...2,

alaki kifejezés, ahol Y;,Z; € P minden 1 < i < m és 1 < j < n esetén, akkor a
mar ismert P feletti egyenlGségek és tartalmazdsok segitségével el tudjuk-e donteni,
hogy az aldbbi négy, egymast kizaré és minden lehetséges esetet kimeritd feltétel
koziil melyik teljesiil.

(l) Ylo...oym =Zlo...OZn

(ii) Yi0...0Ya C Z10...02,
(iii) Z10...02,CY10...0Y,
(iv) Yio0...0Y,, és Z; 0...0 Z, Gsszehasonlithatatlanok.

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)
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Ha pedig az eddig ismert egyenl8ségek és tartalmazdsok nem elegendSek, akkor
megadhaté-e ezeknek egy olyan rendszere, amellyel a fenti kérdés mindig meg-
valaszolhato.

Vegyiink egy pozitiv példit, legyen P = {DF}. Ekkor nyilvianval6 az, hogy a
DF3 = DF? egyenldség [FiilVagl] és a DF C DF? tartalmazas [Rou] elegendoek
ahhoz, hogy tetszdleges m,n > 1 esetén el tudjuk donteni, hogy a DF™ és DF"
osztalyok kozott az (i)-(iv) reldcidk kozil melyik all fenn. (Természetesen nem csak
ilyen trividlisan valasztott P halmazok irant érdeklddiink majd.)

Ezen értekezés egyik {6 eredménye, hogy kifejlesztettiink egy olyan médszert,
metaeljirdst, amelyet dltaldnosabban P halmazokra is alkalmazhatunk. A mddszer
lényege abban all, hogy olyan, a P halmaztdl fiiggd objektumokat konstrualunk meg,
amelyek ismeretében algoritmikusan eldonthet, hogy tetszdleges két, (*) alaku ki-
fejezés kozott az (i)-(iv) relaciék melyike all fenn. Ezek az objektumok a kovetkezSk
lesznek
(a) egy P feletti véges T Thue rendszer
(b) a T altal P*-on generalt %» Thue kongruencidnak egy N reprezentans rends-

zere,

(c) az N altal reprezentalt fatranszformacié osztalyok tartalmazasi diagramja,
(d) egy olyan algoritmus amelyik tetszoleges w € P* széhoz megadja a w osztalya-
nak a reprezentansait.

Meg kell azonban jegyezniink, hogy amennyiben a P halmazt , til altalanosra”
valasztjuk, példdul, ha P az dsszes eddig definialt fatranszformacié osztalyok hal-
maza, akkor a feladat olyan attekinthetetlenné valik, hogy a fenti objektumok meg-
konstrudlasa reménytelennek tiinik.

Mindenesetre az eljards eléggé széles korben alkalmazhaté. Ennek igazoldsara,
az értekezés masodik és harmadik f6 eredményeként, sikeresen alkalmaztuk az

M={DL,LDL,NDL,LNDL,H,LH,NH}
és az

S={DF,LDF,NDF,LNDF,H,LH,NH}
halmazokra, tehat mindkét esetben sikeriilt megkonstrudlni az (a)-(d) objektumo-
kat. Itt emlitjiik meg, hogy az M halmazra vonatkozé eredmények a [Fiil3] dolgo-
zatban az S halmazzal kapcsolatos, joval tobb munkat igényld vizsgalatok pedig a
[FulVagl,2,5-7] dolgozatokban keriiltek publikdldsra.

A dolgozat felépitése a kdvetkez6. A 2. fejezetben a felhaszndlt fogalmakat
és jeloléseket vezetjuk be. A 3. fejezet tartalmazza az itt vazolt probléma pontos
megfogalmazasit és a megoldasra javasolt médszer megadasat. A 4. fejezetben ezt
a modszert alkalmazzuk az M halmazra, mig az 5. fejezetben az S halmazra.
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2. Fogalmak, jelGlések

2.1 Halmazok, reldciék.

Tetszbleges A és B halmazok esetén A C B-vel jel6ljiik azt, hogy A részhalma-
za B-nek, A C B-vel, hogy A valédi részhalmaza B-nek és A € B-vel azt, hogy A
nem részhalmaza B-nek. Az egyelemii halmazt gyakran azonositani fogjuk egyetlen
elemével, tehit {a} helyett a-t irunk.

Legyen H egy olyan parciilisan rendezett halmaz, amelynek az elemei halmazok
és amelyen a rendezés a halmazok kozétti C tartalmazds. Ekkor H tartalmazdst
diagramjdn a H-nak, mint a C relaciéval parcidlisan rendezett halmaznak, a Hasse
diagramjdt (1. [BurSan] 5. old.) értjiik.

Ha adott két halmaz A és B, akkor az A x B direkt szorzat tetsz8leges 0
részhalmazat A-bdl B-be vald reldcidnak nevezzilkk. Amennyiben valamely a € A
és b € B elemekre teljesiil az (a,b) € § tartalmazas, akkor ezt a tényt a révidebb
afb irasméddal jeldljik. A 8 értelmezési tartomdnydl dom(8)-val, értékkészletét
ran(6)-val jeloljiik és ezeket a szokasos

dom(8) = {a | afb valamely b € B -re}

ran(6) = {b | afb valamely a € A -ra}

egyenloségekkel értelmezziik. Azt mondjuk, hogy 8 totdlis, vagy leljesen definidlt,
ha dom(#) = A. TetszGleges a € A esetén bevezetjiik a

6(a) = {b | adb}

jelolést és ezt dltaldnositjuk tetszdleges L C A-ra tigy mint

8(L) = | J(6(a) |a € L).

Tovabba, amennyiben Y relaciok egy osztdlya, H pedig halmazok egy osztilya,
akkor
Y(H)={0(L) |6 €Y, LeH}

tehit Y (H) elemei is halmazok.
Most bevezetjiik a relaciék kompozicidjinak a fogalmat. Ha 8 A-bdl B-be vald,
o pedig B-bdl C-be val6 relacid, akkor 8-nak és o-nak a kompozicidjdn a

6 oo = {(a,c) | adb és boc valamely b € B-re},

A-bdl C-be valé relaciot értjilk. A kompozicié fogalma kiterjeszthetd relaciékbol
all6 osztilyokra is, ha Y és Z ilyen osztalyok, akkor

YoZ={foo|0€Y éso€Z}.
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Tovabba, legyen Y1 = Y és tetszSleges n > 1 esetén legyen Y” =Y o Y"1,

Az A-bSl A-ba valé relacidkat A feletli reldcidknak nevezzilk. Az A feletti
{(a,a) | a € A} identikus reldcit Id(A)-val jeldljiik. Amennyiben & egy A feletti
relacié akkor 0-nak az n-edik hatvinydt 6™-nel jeloljiik és a 8° = Id(A), 6" =
000" ha n > 0 Osszefiiggésekkel definidljuk. Bevezetjiik a 6* = [J(6" | n > 0)
jelolést is, tehdt 0* nem mas, mint a @ refleziv, tranzitiv lezdrtja.

Legyen A tetsz8leges halmaz, 0 pedig A feletti ekvivalencia relaci. Az NC A
halmazt a @ reprezenidns rendszerének mondjuk, ha teljesiil, hogy minden a € A-hoz
létezik pontosan egy olyan b € N, amelyre afb.

Végiil bevezetjiik a hierarchia fogalmat. Osztalyoknak egy {C& | k£ > 0} rends-
zerét hierarchidnak nevezziik, ha Cp C Ci41, minden k > 0 esetén. Azt mondjuk,
hogy a hierarchia valédi, ha minden tartalmazds valédi, tehat Cy C Ci41, minden
k > 0-ra. Az |J(Ce | k > 0) osztélyt a hierarchia szuprémumdnak nevezziik és
roviden | Ci-val jeldljik.

2.2 Szavak, Thue rendszerek és sziring dtird rendszerek.

Ha T egy dbécé, tehit egy véges, nemiires halmaz, akkor X*-gal jeloljik a T ele-
meibdl képezhetd dsszes véges hossziisagn jelsorozatok, szavak halmazat. Ertelmez-
hetd a szavak szorzata, két w és z L*-beli sz6 szorzatdt wz-vel jeloljitk. A szorzas
egységeleme az ures szd, amit mindig A-val fogunk jelolni. Igy ©* nem mas, mint
a ¥ altal generalt szabad monoid. Egy w € £* s2d hosszdl l(w)-vel jel6ljiik és a
kovetkezdképpen definidljuk. Ha w = A akkor l(w) = 0, kiilénben, ha w = va
valamely v € I*-ra és a € I-ra, akkor I(w) = I(v) + 1.

A I* x I* direkt szorzat tetszéleges véges T részhalmazat X feletti Thue rends-
zernek nevezziik. Bevezetjik a X feletti < relaciét a kovetkez6képpen: minden
w,z € L* esetén Wz akkor és csakis akkor, ha van olyan z,y € * és (u,v) € T,
amelyre vagy az teljesiil, hogy w = zuy és z = zvy, vagy pedig az, hogy w = zvy
és z = zuy. A ‘%» relaciét a T éltal generdlt Thue kongruencidnak nevezziik, mint

ismeretes, 4—;—> a T-t tartalmazo legsziikebb kongruencia £*-on.

A - relaciot L* felett dgy értelmezziik, hogy tetszbleges w,z € L* esetén
W=z akkor és csakis akkor dll fenn, ha we =z és l(w) > I(z). Ha valamely w € £*-
hoz nincsen olyan z, amelyre w2, akkor azt mondjuk, hogy w T-trreducibilis

elem. Az 6sszes T-irreducibilis elemek halmazdt I RR(T)-vel jeloljiik.
Legyen T egy T feletti Thue rendszer. Azt mondjuk, hogy T
(a) Church-Rosser, haminden w, z € L* esetén w«%vz-béil kovetkezik, hogy w—;-»z

és z—;w valamely z € £*-ra, és
(b) konfluens, ha minden w, z és x £*-beli szavak esetén a w%»z és w-—;-'-u: relaciok-
bdl kévetkezik, hogy van olyan y € £*, amelyre z—;»y és z—y.
Konnyen lathatd, hogy ha egy T' Thue rendszer Church-Rosser, akkor konfluens
is, de a forditottja altaldban nem igaz. Példaul a T = {(aa, bb)}, {a,b} feletti Thue

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



ELDONTHETOSEGI KERDESEK FATRANSZFORMACIO OSZTALYOKBAN GENERALT ... 225

rendszer konfluens, de nem Church-Rosser.
Azt mondjuk, hogy a T és a T' X feletti Thue rendszerek ekvivalensek, ha

— = —,
T T

TetszOleges L dbécé esetén L feletti sztring dlird rendszernek nevezziik a B° xX*
tetszOleges véges R részhalmazat. Az R elemeit dtirdsi szabdlyoknak hivjuk, a =R>
(kdzvetlen) dtirdsi reldcidt pedig az aldbbi médon definidljuk: minden w,z € L*
esetén, w=>z, ha van olyan z,y € X* és (u,v) € R, amelyre w = zuy és z =
zvy. Tehat, eltérSen a Thue rendszerektél, R elemei most csak az egyik irdnyban
haszndlhatok atirasra.

Jeldljik a :—E> relacié reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv lezdrtjat <=;:>-rel.

(Nyilvénvald, hogy 4%—» az R éltal generalt kongruencia L*-on, tovabba, hogy
<5 =+, ahol T = R.)
R T

Azt mondjuk, hogy az R, X feletti sztring atird rendszer
(a) noetherikus, ha nem létezik T T= alaki végtelen sorozat,

(b) Church-Rosser, ha minden w,z € T* esetén a w%ﬂ relaciébél kovetkezik,
hogy van olyan z € X*, amelyre w=;>:c és z=;>:c,
(c) konfluens, ha minden w, z és z E*-beli sz6 esetén a w==>z és a w==z reldcidk
R R
teljesiilése maga utin vonja, hogy z=;>y és z=;>y valamely y € X*-ra.

Ellentétben a Thue rendszerekkel, egy R sztring atiré rendszer akkor és csakis
akkor Church-Rosser, ha konfluens, 1. [Boo2], [Hue], [Jan).

A konfluens és noetherikus sztring atird rendszert feljesnek nevezziik. A XL*-
beli R-irreducibilis elemek halmazit IRR(R)-rel jeloljik, ahol egy w € X* szét
R-irreducibilisnek hivunk, ha nincsen olyan z € X*, amelyre w=R>z.

Végiil megemlitiink egy olyan feltételt, amelyik elegend6 ahhoz, hogy R noethe-
rikus legyen. Nevezziik silyfiiggvénynek egy p : £ — {1,2,...} leképezést, ahol
a € ¥ esetén p(a) az a silya. Egy w € I* szé siilyat a természetes p(w) = 0, ha
w = A és p(w) = p(v)+p(a), haw = va,v € T* és a € X Ssszefliggésekkel definidljuk.
Ha példaul p(a) = 1 minden a € X esetén, akkor p(w) = I(w). Azt mondjuk, hogy R
silycsokkentd, ha minden (u,v) € R esetén p(u) > p(v). Nyilvanvalé, hogy minden
stlycsokkentd sztring dtiré rendszer egyben noetherikus is.

2.8 Fik és falranszformdcidk.

Rangolt dbécének neveziink egy olyan X véges halmazt, amelynek minden o
eleméhez hozzi van rendelve egy nemnegativ egész szdm amit ¢ rangjdnak ne-
veziink. Tetszbleges m > 0 esetén X,,-mel jeloljiik ¥ azon elemeinek a halmazit,
amelyeknek a rangja m. Ha o rangja m, tehit o € T,,, akkor o-ra a o(™) jelolést
is fogjuk hasznalni. Példaul £ = {a(®,0(?} egy olyan rangolt dbécé, amelyben
Lo = {a}, ;s = {0} és L, = @ minden egyéb m-re.
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A T feletti termek vagy fdk halmazat Tx-val jelSljiik és értjitk alatta a legszii-
kebb olyan U halmazt, amire teljesiil az aldbbi két feltétel
(a.) 20 g U,

(b) o(tr,... ,tm) EU minden m> 1, 0 €, é8 ty,... ,t;m € U esetén.

Fak esetén gyakran fogjuk hasznilni a struktirdlis indukcidval (réviden in-
dukciéval) torténd bizonyitast, mely a kovetkezd elven miikodik. Legyen P egy Tx
feletti predikdtum. Ha P-re teljesiil, hogy
(a) minden t € X esetén P(t) és
(b) minden m > 0,0 € £, és ty,...,tm € Tx esetén abbdl, hogy P(t1),..., P(tm)

kovetkezik, hogy P(o(t1,...,tm)),
akkor ebbdl arra kovetkeztetiink, hogy minden t € Tx-ra P(t).

Sziikségiink lesz az alabbi két, fakon értelmezett fliggvényre. Tetszblegest € Ty
esetén [f(t)-vel jeldljiik t leveleinek a szdmdt, h(t)-vel pedig a t magassdgdt. A
fiiggvények definiciéja a kovetkezo:

(a) hat € Xy, akkor {f(t) =1 és h(t) =0,
(b) ha t = a(tl, ,tm) valamely m > 1, 0 € £, és ty,... ,tym € Tx-ra, akkor

lf(t) = Elf(t ) és h(t) = 1 + max{h(t;) |1 < i <m}.

ATy tetszoleges L részhalmazat fanyelvnek vagy erddnek nevezziik. Ha A
egy tovabbi (nem feltétleniil kiilonbdzd) rangolt dbécé, akkor a Ty x Ta tetszlleges
részhalmazat fatranszformdcidnak hivjuk. Tehit egy fatranszformdicié nem mas,
mint egy Tx-bél Ta-ba vald reldcié. Az Gsszes 1d(Ty) alakd, tehdt totdlis és iden-
tikus fatranszformadciok osztalydt I-vel jeloljiik.

Legyen H tetszdleges halmaz. Akkor T (H)-val jeloljik a Teyy halmazt, mely

utébbi esetében H valamennyi elemét 0 ranginak tekintjiik. (Természetesen a-
mennyiben H végtelen, igy ¥ U H nem rangolt dbécé, de a T U H feletti termek
Tgun halmaza hasonlé médon értelmezhetd.)
Most és a tovabbiakban X-szel jeldljiik valtozéknak az {z;,zs, ...} halmazit, X,
pedig az {z1,...,2;,m} halmazt jelenti, ahol m > 0. A Tg(X,,) halmazt réviden
Ts, m-mel fogjuk jelolni, tehat Tk, az olyan X U X, feletti termek halmaza, ame-
lyeknél X,, elemeit 0 aritasunak tekintjiik. Bevezetjik a Tx m-nek egy részhalma-
zat, a Tg,m halmazt is. Egy t € Ty, fa pontosan akkor van Tz,,,,—ben, ha t-ben az
Xm minden eleme pontosan egyszer fordul el8, mégpedig az z,, ..., z,, sorrendben.
Példaul, ha & = {a(o),a(z)} , akkor o(z1,0(a, z1) € Ty 1, de o(z1,0(a,21)) ¢ Tx 1.
Ugyanakkor o(z1,0(a, z2)) € Tk ».

Végiil bevezetjiik a fa helyetlesités fogalmat. Legyen t € Ty és legyenek
ay,...,08m egy tetszOleges H halmaznak az elemei. Ekkor t(ay, ... , ap)-mel jeléljik
azt a fat, amelyet gy kapunk ¢-bdl, hogy benne az z; viltozé minden egyes el6fordu-
lasanak helyére az a;-t helyettesitjiik minden 1 < i < m esetén. Nyilvanvald, hogy
t(ai,..., am) € Te(H). Ugyanakkor megjegyezziik, hogy egy a; nem feltétleniil
fordul el6 t(ay, ..., am)-ben, mivel z; sem fordul el8 feltétleniil {-ben. Ha azonban
te Tz,m, akkor ay,..., a,, mindegyike pontosan egyszer fordul elé t(ay,...,an)-
ben, mégpedig a fenti sorrendben.
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2.4. Failranszformdtorok.
Leszdlls fatranszformdtornak neveziink egy A = (£, Q, A, R, Q') rendszert, ahol
(a) L és A rangolt dbécék, az input és az output rangolt dbécé,
(b) Q, az dllapothalmaz, egy olyan rangolt dbécé, amelyre Q@ = @, és QN(EUAU
X)=10,
(c) Q' C Q a végdllapotok halmaza,
(d) R pedig o(q1(z1),--.,9m(zm)) — q(r) alakd dtirdsi szabdlyok véges halmaza,
aholm >0, c €Xpy, ¢,01,.-- ,gm EQ ésr €ETam.
Az elébb specifikdlt atirasi szabdlyban (rdviden szabdlyban) o(q1(z1),...,
gm (2 ))-et a szabdly bal oldaldnak g(r)-et pedig a szabély jobb oldaldnak hivjuk.
Most bevezetjiik az A dltal indukdlt fatranszformdcid fogalmdt. Definidljuk
eldszér a Te(Q(Ta)) halmaz felett, ahol Q(Ta) = {q(t) | ¢ € Q,t € Ta}, a =

reldciét a kdvetkezSképpen: tetszdleges t,s € Te(Q(Ta)) esetén t:A->s akkor és

csakis akkor all fenn, ha R-ben van egy (d) alakd szabdly, s-et pedig tigy kaphatjuk

t-bdl, hogy abban egy o(q1(t1),-..,¢m(tm)) alaki részfa valamely eléfordulasanak

a helyére a ¢(r(t1,...,tm)) fat helyettesitjiik, ahol ¢1,... ,tm € Ta. Ezutan, az A

altal indukalt fatranszformacién a
7a ={(t,s) € Ty x Ta | t::-‘?q(s) valamely ¢ € @'-re }

fatranszformacidt értjik.

A tovébbiakban a leszallé fatranszformator kifejezés helyett roviden [ transz-
formdtort fogunk mondani.

Most bevezetjiik az | transzformatorok néhany specialis tipusat.

Legyen A = (£,Q, A, R, Q') tetszdleges [ transzformator. Azt mondjuk, hogy

A

(a) teljesen definidll, ha minden m > 0, 0 € £, és q1,...,qm esetén R-ben van
legalabb egy olyan szabdly, amelynek a bal oldala ¢(gi1(z1), ... , gm(zm));

(b) determinisztikus, ha R-ben nincs két olyan szabdly, amelyeknek a bal oldala
ugyanaz;

(c) linedris, ha minden o(q1(z1),...,qm(zm)) — q(r) R-beli szabalyra teljesiil,
hogy az z1,...,2z,, viltozék mindegyike legfeljebb egyszer fordul el6 r-ben;

(d) remtorls, ha minden, a fenti alaki szabélyra teljesiil, hogy az z1,...,zm
valtozék mindegyike legalabb egyszer el6fordul r-ben;

(e) linedris nemtorls, ha A mind a linearis és mind a nemtorld tulajdonsigokkal
rendelkezik (tehat minden (c) alaki szabélyra az z,...,zmn véltozék mind-
egyike pontosan egyszer fordul el6 r-ben);

(f) leszdlls homomorfizmus, ha Q egyelemii halmaz, @ = Q’, A teljesen definiilt
és determinisztikus;

(g) leszdllg faautomata, ha ¥ = A és R-ben minden szabdly o(q1(z1),... ,qm(zm))
— gq(o(zy,...,zm)) alaki.

A determinisztikus, linearis és nemtorls jelz6ket rendre a d, [ és n betiikkel fo-
gjuk roviditeni és ezeket alkalmazzuk az [ transzformator kifejezés el6tt. Ily médon
beszélni fogunk dl, Idl, ndl, Indl transzformdtorokrdl, melyek kozil példaul a le-
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gutolsé a linedris, nemtorls és determinisztikus leszallé fatranszformator kifejezés
roviditése.

Megemlitjiik azt a két nyilvinvalé dolgot, hogy ha A teljesen definialt, akkor
14 totélis fatranszformacid, mig ha A dl transzformator, akkor 74 egy Tx-b6l Ta-ba
vald parcialis fliggvény. Tovdbba, ha A nemtorld, akkor minden (t,s) € 74 parra
teljesiil, hogy 1f(s) > If(¢t).

Ugyancsak nyilvdnvald, hogy ha A = (£,Q, X, R, Q') egy leszillé faautomata,
akkor 74 egy Tx feletti parcidlis identitds. Egy L C Ty erdSt felismerhetonek
neveziink, ha van olyan A leszallé faautomata, amelyre L = dom(r,) teljesiil. Az
Osszes felismerhetd erddk oszidlydt pedig REC-vel jeloljik.

Legyen most z a dl, Idl, ndl, Indl jelz8k valamelyike. Egy 7 fatranszformaciérél
azt mondjuk, hogy z fatranszformdcié, ha van olyan z tipusi A transzformator,
amelyre T = 14. Az Gsszes dl,ldl, ndl, és Indl fatranszformacidk osztalyit rendre
DL,LDL,NDL, és LN DL-¢l jeldljik. Tehat, példaul, DL jelenti az Gsszes olyan
fatranszformacidk osztdlyat, amelyek dl transzformatorokkal indukdlhaték. Meg-
jegyezzilk még, hogy I valédi részosztalya a DL, LDL,NDL és LNDL osztalyok
mindegyikének.

Most ratériink a felszall6 fatranszformator fogalmanak bevezetésére.

Felszdllg fatranszformdtornak neveziink egy A = (X, @, A, R, go) rendszert, ahol
T, Q és A ugyanazt jelenti mint a leszalld esetben. A ¢ Q-nak egy eleme, amelyet
kezdédllapotnak hivunk, R pedig most ¢(o(z1,... ,zm)) — r alakid szabalyok véges
halmaza, ahol m > 0, 0 € Z,,, ¢ € Q@ és r € Ta(Q(Xm)). (A Q(Xm) a {g(=:) |
¢ € Q, 1 <i< m} halmazt jel6li.)

Az A dltal indukdlt fatranszformdcidt a kovetkez6képpen értelmezziik. Most a
Ta(Q(Tg)) halmazon vezetjik be a = relacidt: tetszdleges ¢, s € Ta(Q(Tg)) esetén

t =+ 8 akkor és csakis akkor all fenn, ha R-ben van egy ¢(o(z1,...,2m)) — r

alaku szabdly, s-et pedig gy kapjuk t-bdl, hogy abban egy g(o(ty,...,tm,)) alaki
részfa valamely el6forduldsianak helyére az r(ty,...,t,) fit helyettesitjik, ahol
ti,...,tm € Ty. Az A éltal indukalt fatranszformacié pedig a

TA = {(t,s) €Ty xTa | qo(t)=;>s}

relacid.

A rovidség kedvéért a felszallé fatranszformadtor kifejezés helyett f transz-
formatort fogunk mondani.

A tovabbiakban az f transzformatorok specidlis tipusait vezetjiik be. Legyen
A=(Z,Q,A,R,q) egy f transzformator. Azt mondjuk, hogy A

(a) teljesen definidlt, ha minden m > 0, ¢ € X, és ¢ € Q esetén R-ben van
legalabb egy g(o(zy,...,zm)) bal oldali szabaly;

(b) determinisziikus, ha R-ben nincs két kiilonbozd szabily, amelyeknek a bal
oldala ugyanaz;

(c) linedris, ha minden g(o(z1,...,zm)) — r R-beli szabdlyra teljesiil, hogy
az z1,...,Z;, valtozdk mindegyike legfeljebb egyszer fordul el8 r-ben;
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(d) nemtorls, ha (c)-ben a legfeljebb helyett legaldbbot mondunk;

(e) linedris nemtorls, ha linearis és nemtorls;

(f) felszdllé homomorfizmus, ha Q@ = {go}, A teljesen definialt és determinisz-
tikus;

(g) uniform, ha minden ¢(o(zy,...,2zm)) — r, R-beli szabilyra és minden
1 < i < m-re teljesiil, hogy amennyiben p(z;) és p'(z;) el6fordul r-ben valamely
p, P € Q esetén, ugy p = p';

(h) felszdllé faautomata, ha £ = A és R-ben minden szabily ¢(o(z1,... ,2Zm))
— o(q1(z1), ... ,gm(zm)) alaku.

A d,l,n és az In roviditéseket az f transzformatorok esetében is fogjuk hasznal-
ni, mégpedig ugyanabban az értelemben mint a leszall esetben.

Most is érvényes az, hogy minden teljesen definidlt f transzformator totalis
fatranszfomraciét indukal és hogy a df transzformatorok parcialis fiiggvényt in-
dukélnak.

A felszallé faautomatak is alkalmasak erd8k felismerésére: egy L C Ty erddrol
akkor mondjuk, hogy felismerhetd felszdllé faautomataval, ha van olyan A felszallo
faautomata, amelyre L = dom(r,). J6l ismert az a tény, hogy a felszillé faau-
tomatakkal felismerhetd erdk osztalya REC-vel egyezik meg. Ugyanakkor a de-
terminisztikus felsz4llé faautomatakkal felismerhetd erdék DREC osztilya valédi
részosztalya REC-nek.

A df,ldf, ndf és Indf fatranszformdci6 fogalmat a leszallo esettel analég médon
értelmezziik. Az Osszes fenti tipusi fatranszformdcidk osztilyat rendre DF, LDF,
NDF és LN DF-fel jeloljik. Megjegyezzik, hogy I most is mind a négy osztalynak
valddi része.

Befejezésiil a homomorfizmus fatranszformatorokat tekintjiik. Ugyancsak jol
ismert az a tény, hogy minden A leszallé homomorfizmushoz van olyan B felszillé
homomorfizmus, amelyre 74 = 75 és megforditva. Ezért homomorfizmusok esetén
nem tesziink kilonbséget a leszdllé és felszdllé esetek kozott, egyszerlien csak A
transzformdtorril és h transzformdcidrél beszéliink. Ezekre szintén alkalmazzuk az
l,n és In jelzdket, tehat példaul lh transzformatoron linedris (felszallé vagy leszalld)
homomorfizmus transzformatort értiink. Az dsszes A, lh, nh és Inh transzformdciék
osztalyat pedig rendre H, LH, N H és LN H-val jeloljiik.

Végiil legyen A = (X,Q, A, R, ¢o) egy f transzformétor, p pedig Q-nak egy
eleme. Akkor A(p)-vel fogjuk jeldlni a (X, Q, A, R,p) f transzformatort.

3. A probléma megfogalmazdsa és megoldasa

A kovetkezd problémat vetjlk fel. Legyen adott fatranszformdcid osztdlyoknak
egy véges P halmaza. Adjunk meg olyan algoritmust, amely tetszbleges m,n > 0
valamint

(*) Yio...0Y, é Zi0...02,
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alaku kifejezések esetén (ahol Y;,Z; € P minden 1 <i < m-reés 1 < j < n-re, az
iires kompoziciét pedig I-nek értelmezziik) el tudja donteni, hogy az alabbi négy,
egymast kizar6 és minden lehetséges esetet kimeritd relacié koziil melyik all fenn.

(1) Yio...oY¥m=2,0...02,
(i) Yio...oYnCZio...02Z,
(iii) Zi0...0Z,CY10...0Y,
(iv) Yi0...0Yy, és Z1 0...0 Z, Osszehasonlithatatlanok.

Nyilvanvald, hogy ezen négy eset szétvalasztdsdhoz sziikséges és elegendd, ha
az algoritmus azt el tudja donteni, hogy

) Yio...oYn C Z10...02,

fennall-e.

A fejezet hatralevd részében megadunk egy olyan médszert, amellyel (nem tul
altaldinos P halmaz esetén) ez az algoritmus megkonstrualhaté. Elébb azonban
bevezetiink néhany jelolést.

Eszrevessziik, hogy a fenti kifejezések 1ényegében P feletti szavak, ezért tekint-
jiik a P* szabad monoidot és ugyanakkor a P elemei altal a kompozicié miiveletével
generalt

[Pl]={Y10...0Yy, |m>0, Y;€ P mindenl <i< m-re}

monoidot is, aminek egységeleme I. A [P] monoid elemei tehdt fatranszformacié
osztalyok, és minden {P]-beli fatranszformdcid osztaly reprezentilhaté valamely
(nem egyértelmiien meghatdarozott) P*-beli széval. Ez a

Il:P" —[P]

homomorfizmussal irhaté le, ami nem mds, mint a P feletti identitds egyértelmii
homomorf kiterjesztése P*-bél [P]-be. Vagyis, a P*-beli miiveletet --al jelSlve, egy
tetszbleges Yy -...- Yy, P*-beliszé az |Y)-...-Yu| = Y1 0...0Y,y,, [P]-beli fatransz-
formdacié osztdlyt reprezentélja, ahol |Y;| helyett magdt Y;-t irjuk, 1 < i < m. fgy
|A| = I. Két P*-beli sz6, mondjuk Yy -...-Y,, és Z1 - ... Z, pedig akkor és csakis
akkor reprezentalja ugyanazt a [P]-beli fatranszformacié osztélyt, ha Yjo...0Y,, =
Zyo...0Z,, tehat |Y1-...- Y| = |21 ...  Zy|, vagyis akkor és csakis akkor, ha
Yi-...-Yn02Z,-...- Z,, ahol 8 jeldli a P*-on a | | homomorfizmus altal indukalt
kongruencia relaciét.

Ezen jelolésekkel élve médszeriink a kovetkezd harom feladat megolddsabdl all.

(a) Adjuk meg f-nak egy N reprezentans rendszerét. (N elemeit normalformak-
nak fogjuk hivni.)

(b) Adjuk meg a normélformdk altal reprezentalt fatranszformacié osztalyok-
nak — vagyis az |N| = {|u| | u € N} halmaznak, ami nyilvdnvaléan parcialisan
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rendezett a tartalmazasra nézve — egy effektiv tartalmazasi diagramjat. (Az ef-
fektiv szén azt értjiik, hogy a diagram segitségével tetszleges u,v € N elemekrdl
el tudjuk donteni, hogy |u| C |v| fennall-e.)

(c) Adjuk meg 6-nak egy véges T C P* x P* generatorrendszerét (tehat
egy olyan, P feletti T Thue rendszert, amelyre <—;—> = 0) és adjunk meg egy

olyan algoritmust, amely tetsz6leges w € P*-hoz (T-beli egyenletek alkalmazasaval)
kiszamitja w normalformdjat vagyis azt az egyértelmiien meghatdrozott u € N-t,
amelyre we—u.

Most belatjuk, hogy amennyiben ezt a hiarom objektumot sikeriilt megkon-
strualni a P halmazhoz, akkor rendelkezésiinkre 4ll a keresett algoritmus is.

Valdban, tekintsiik a (*) kifejezéseket. ElsS lépésként az Yi-...-Yin és Z;-...-Z,
szavakhoz a (¢) pontban szerepld algoritmus segitségével konstrualjuk meg azokat
az u és v N-beli normdlformakat, amelyekre

Y1~...-Ym¢%>u és Zl~..,-Zn4—;—>v,

Mivel (c) szerint c% = 0, az is teljesiil, hogy

Yio...oYp=|u| é Zyo...02Z, =]v|

Ezért (v) akkor és csakis akkor 4ll fenn, ha |u| C |v|, ami (b) szerint |N| tartalmazasi
diagramjardl eldonthetd. A kovetkez6t kaptuk.

3.1 ALLiTAs. Tegyiik fel, hogy a fenti (a)-(c) feladatokat megoldottuk. Akkor
tetszbleges két, P feletti (x) alakd kifejezésrdl eldonthetd, hogy kézéttik az (v)
relacio fenndll-e.

A fenti médszernek konkrét P halmazokra torténé alklamazdsa azt mutatta,
hogy az (a)—(c) pontokban specifikilt feladatokat az aldbbi lépésekben célszeri
végrehajtani.

(1) Megadunk egy véges T C P* x P* relaciét (Thue rendszert), amelyrdl azt
sejtjiik, hogy -t generdlja. (Itt nagy mértékben tdmaszkodhatunk a mdr ismert
dekompoziciés eredményekre.)

(2) Bebizonyitjuk, hogy minden (u,v) € T esetén |u| = |v]. (Mivel T elemeinek
P feletti egyenldségeket kell reprezentalniuk, a szokasos (u, v) irdsmdéd helyett majd
az u =v-t fogjuk hasznélni.)

Abbdl, hogy T rendelkezik a fenti tulajdonsiggal mar nyilvanvaléan kévetkezik,
hogy 4%» C 0, hiszen T C 0 és «%» a T-t tartalmazé legsziikebb kongruencia P*-on.

Ezt a tényt az alabbi lemmadaban deklaraljuk.

3.2 LEMMA. Tegyik fel, hogy T C P* x P*-ra teljesil, hogy minden u =ve T
esetén |u} = |v|. Akkor +—;—+ cé.

(3) Megadjuk P*-nak egy olyan N részhalmazat, amirél azt sejtjiik, hogy #-nak
reprezentans rendszere. (Megjegyezziik, hogy N-nek sziikségképpen rendelkeznie

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



232 FULOP ZOLTAN

kell azzal a tulajdonsdggal, hogy tetszdleges u, v € N esetén |u| = |v| akkor és csakis
akkor igaz, ha u = v; ellenkezd esetben N nem lehetne reprezentans rendszer.)
(4) Megadjuk az N elemei ltal reprezentalt fatranszformacié osztalyok |N| =
{lu| | u € N} halmazinak egy effektiv tartalmazasi diagramjat.
(5) Végiil megadunk egy olyan algoritmust, amely tetszéleges w € P*-hoz (T-
beli egyenletek alkalmazisaval) kiszamitja azt az u € N normalformat, amelyre
L

W,
Most beldtjuk, hogy a fenti 6t pont végrehajtisa az (a)-(c) feladatok megolda-
sat 1s jelenti.
3.3 LEMMA. Tegyik fel, hogy az (1)-(5) pontokat végrehajtottuk. Akkor az
(a)—(c) pontokban kitiizétt feldatokat is megoldottuk.

Bizonyitds. ElSszo6r azt igazoljuk, hogy 8 C 4% is teljesiil, tehdt, hogy T
valéban 6-t generdlja. Evégett legyenek w,w’ € P* olyanok, hogy wéuw’. Kon-
strudljuk meg az (5)-ben megadott algoritmus segitségével azon u, 4’ € N normailfor-
makat, amelyekre w«-—-}—»u és w' «-—;——»u’ . Ekkor, a mar igazolt 4—;—» C 0 tartalmazds

miatt, wlu és w'fu’ is érvényes, tehat ufu’ is, ami viszont (3) értelmében azt je-
lenti, hogy u = u’. Mivel «-;—» kongruencia, azt kapjuk, hogy w«—;—»u = u’«%»w',

vagyis w%»w’ . Kovetkezésképpen %» = 0, tehat T 0-t generdlja, mint ahogy an-

nak (c)-ben teljesiilnie kell. Ebbdl azonban (5) értelmében az is kovetkezik, hogy
N valéban reprezentans rendszere 6-nak, tehit az (a) pontban kitiizétt feladatot is
megoldottuk. Végiil (4) a (b) megoldasat jelenti. D

A moédszer konnyebb érthetdsége végett szamoljuk végig az (1)-(5) pontokat a
mar ismert példan, a P = {DF} halmazon.

(1) Legyen T = {DF3 = DF?}. (Természetesen itt a [FiilVagl]-ben iga-
zolt DF3 = DF? egyenlSség motivalta T valasztasat, ahol DF most a df tran-
szformdcidk osztalyat jeldli.)

(2’) Nem kell semmit bizonyitani, [FiilVigl}-re hivatkozhatunk.

(3’) Legyen N = {A, DF, DF?}.

(4’) Nyilvdnvalé, hogy I C DF, az pedig [Rou)-ban nyert igazoldst, hogy
DF C DF?. Ezért a normilformak altal reprezentalt fatranszformacié osztalyok
tartalmazasi diagramja az alabbi: ,

DF

[

DF

s

(5’) A normalformat kiszamité algoritmus pedig a kovetkezd. Legyen w € P*,
tehat w = DF™ valamely m > 0-ra.
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(1) Ha m = 0, akkor legyen u = A,
(ii) ha m = 1, akkor legyen u = DF,
(iii) ha m > 2, akkor legyen u = DF?.
Nyilvdnvalé, hogy mindharom esetben wc-;—m.

Ezek utdn a 3.1 allitdsnak megfeleléen konnyedén el tudjuk donteni azt, hogy

tetszoleges két
DF™ és DF"

osztaly kozott, ahol m,n > 0, fennall-e az (v)-nek megfeleld tartalmazas.

A dolgozat kovetkezd két fejezetében a fenti (1)-(5) pontokat szamoljuk végig
a P halmaz két, kevésbé trividlis vdlasztdsa esetén.

Befejezésiil kitériink még egy problémadra, amelyhez azonban felidéziink két,
Thue rendszerekkel és sztring atiré rendszerekkel kapesolatos tételt.

3.4 TETEL ([JAN], [Boo2]). Egy T Thue rendszer (noetherikus R sztring
atiré rendszer) akkor és csakis akkor Church-Rosser, ha 4%» (4%&) kongruencia
minden blokkjiban pontosan egy T-irreducibilis ( R-irreducibilis) elem van.

3.5. TETEL ([Bool]). Minden T Thue rendszer (silycsékkentd R sztring
4iré rendszer) esetén megadhatd olyan algoritmus, amely minden w széhoz linearis
idG alatt megkonstrudl egy olyan u T-irreducibilis ( R-irreducibilis) szét, amelyre
w—su (w='>u) .

T R

Megjegyezziik, hogy amennyiben a 3.5 tételben szerepld T (R) még Church-
Rosseris akkor, a 3.4 tétel szerint, u a w kongruencia osztalyidban szerepld egyetlen
irreducibilis elem lesz.

Ezért kivanatos lenne, ha az (1) pontban megadott T Thue rendszer Church-
Rosser tulajdonsagi lenne, a normalformak (3)-ban megadott N halmazira pedig
az teljesiilne, hogy N = IRR(T). Ekkor ugyanis az (5)-ben szerepld algoritmust
mar nem kellene megadnunk, mivel a fent emlitett, [Bool}-ben szerepld algoritmus
minden w € P* szohoz kiszamitand w-nek az u € N normélformajit (mert ez az
N = IRR(T) egyenl8ség miatt éppen a w osztdlydban 1év8 egyetlen T-irreducibilis
elem lenne).

Természetesen az (1)-ben megadott T altaldban nem lesz ilyen tulajdonsigu.
Mégis elkeriilhetjiik az (5) algoritmus hasznalatdt, ha T-hez keresiink egy olyan

R sztring atiré rendszert, amelyik silycsokkentd, ekvivalens T-vel (tehdt 4%» =

%}) és amelyikre N = JRR(R). Ekkor ugyanis R Church-Rosser lesz (hiszen %}

minden blokkjaban pontosan egy R-irreducibilis elem van), a [Bool]-ben szerepld
algoritmus pedig minden w-hez megadja az u € N normaélformdjat (hiszen N =
IRR(R)).

A kovetkez6 fejezetekben mind a lesz4llé mind a felszall6 esetben kapott T-hez
sikerult megadni a fenti harom tulajdonsiggal rendelkezé R-t.
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4. A determinisztikus leszallé eset

Ebben a fejezetben a 3. fejezet (1)-(5) pontjaiban specifikalt feladatokat oldjuk
meg az
M ={DL,LDL,NDL,LNDL,H,LH,NH}

halmaz esetében. Hasznélni fogjuk a 3. fejezet jeloléseit, tehdt a | | : M* — [M]
homomorfizmust, ahol [M] az

[M]={Y10...0Yn |[m>0, Y; € M minden 1 < i< m-re}

egyenldeéggel definidlt monoid; és a | | dltal M*-on generalt § kongruencia relaciot.
Elébb azonban felidézziik a leszall6 fatranszformatorok kompozicidjanak a fo-
galmdt, ami igen hasznos segitséget fog nyujtani ezen feladatok megoldasaban.

4.1. Determiniszitkus leszdllg fatranszformdtorok kompozicids.

A most bevezetésre keriils fogalmat a [Bak] és [GécSte] munkakbdl vettiik.

Legyenek A = (,P,A,R,P') és B = (A,Q,Q, R',Q’) dl transzformatorok.
Ezen két dl transzformétor kompozicidjan értjik azt a C = (X, P x Q,Q,R", P/ x
Q') dl transzformdatort melynek R" szabdlyhalmaza az aldbbi két feltétellel van
definidlva:

(a) minden 0 € Ly, p € P és ¢ € Q esetén a ¢ — (p,q) (r) szabély akkor és
csakis akkor van R”-ben, ha az R-ben van olyan o — p (r') szabdly, amelyre teljesiil
hogy r'=oq (r);

(b) minden m > 1, ¢ € T, p,p1,.--Pm € P é3 ¢,q1,...,qm € @ esetén
a o({p1, 01)(21), -, (Pm» qm)(zm)) — (p,q) (r) szabély akkor és csakis akkor van
R”-ben, ha R-ben van olyan o(pi1(z1),... ,pm(zm)) — p (') alaki szabdly, amelyre
t‘eljes':il) hogy rl(‘h (1!1), s )Qm(zm))=;>q (1‘)

Koénnyen igazolhaté, 1. [Bak], hogy ezen dl transzformdtorok altal indukalt
fatranszformaciokra teljesiil, hogy 7¢ = 74 o 7. Ebbél a ténybdl kovetkezik az,
hogy DL o DL C DL vagyis, hogy DL zart a kompoziciéra. (Megjegyezziik, hogy
a Tc = T4 o T egyenlOség dltaldban nem igaz, ha A és B nemdeterminisztikus
[ transzformatorok.)

Ezt a kompozicids technikdt fel lehet hasznalni mads, Y o Z C V alaku tar-
talmazasok megmutatasara is, ahol Y, Z és V az M halmaznak tetszbleges elemei.
Valéban, vessziik az A és B transzformdtorokat, amelyek rendre y és z tipusiak
és megkonstrudljuk A-nak és B-nek a C kompozicidjat. Ha ez a C v tipusu, ak-
kor ez elegendd ahhoz, hogy Y o Z C V teljesiiljon. Példdul igy igazolhatd, hogy
LDLoLDL C LDL.

Egy masik észrevétel az, hogy ha mar igazoltunk egy Y o Z C Z alaki tar-
talmazast, ahol Y és Z ugyancsak az M halmaz tetsz6leges elemeit jelentik, akkor
ebbdl kovetkezik, hogy Y o Z = Z is teljesii]l. Ez azért van, mert I C Y és mert
minden Z-beli fatranszformadcié felirhaté mint egy alkalmas I-beli identitdsnak és
onmaganak a kompoziciéja. Tehat a fentiekbdl az is adédik, hogy DL o DL = DL
és LDLo LDL = LDL.
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4.2 AT Thue rendszer megaddsa és a — C 0 tartalmazds..

T
Azt 3llitjuk, hogy az alabbi véges, M feletti T relacié (tehat Thue rendszer)
éppen 0-t generdlja. A T elemeit a szokdsos (u,v) irdsmdéd helyett most is u = v
alakban irjuk fel. Alljon tehat T az aldbbi 13 elembél.

(1) NH-LH=H (8) LNDL-H =DL

() LH-NH=H (9) NH-NDL=NDL
(3) NH-NH=NH (10) LH-LDL = LDL
(4) LH-LH=LH (11) NH-LDL=DL

(5) LNDL-LNDL=LNDL (12) LDL-LNDL=LDL
(6) LNDL-LH = LDL (13) NDL-LNDL=NDL

(7) LNDL-NH = NDL

El8szor azt igazoljuk, hogy T elemei valéban [M]-beli egyenldségeket reprezen-
talnak, roviden, hogy 7' minden eleme érvényes [M]-ben. Ez példaul a (8) esetében
azt jelenti, hogy LNDL o H = DL is teljesiil.

4.2.1 TETEL. Minden u = v € T esetén |u} = |v] is teljesil.

Bizonyitds. Nem kell valamennyi esetet igazolnunk, mivel a T elemeit tulaj-
donképpen madr ismert vagy az ismertekre konnyen visszavezethetd dekompozicidk-
bdl gyiijtottiik ossze. Tovabba az (1) és (2) érvényességét majd az 5.1.1 tételben
fogjuk igazolni, mivel ott ez egyszeriibben megtehetd. Kezdjik azzal, hogy (8)
érvényessége kovetkezik az [Engl}-ben taldlhaté 4.1 lemmabdl, de a [GécSte] 158.
oldaldn levé 3.3 tételbdl is, a (6) és a (7) pedig (8)-nak specidlis eseteiként adédnak.
Tovabba, (3), (4), (58), (9), (10), (12) és (13) érvényessége kdnnyen bizonyithaté a
4.1 pontban ismertetett, fatranszformatorok kompozicidira vonatkozé technikaval.
Egyediil (11) érvényességét kell igazolnunk, vagyis azt a tényt, hogy NH o LDL =
DL.

Eszrevessziik, hogy az NH o LDL C DL tartalmazas ugyancsak a 4.1-ben leirt
modon bizonyithatd.

A forditott tartalmazis igazoldsa végett vegylink egy tetszbleges A = (X, @, A,
R, Q') dl transzformatort. JelSljik rhs(R)-rel az R-beli szabalyok jobb oldalainak a
halmazat és minden ¢ € rhs(R) és i > 1 esetén legyen t(7) az z; véltozo eléfordulasai-
nak a szama T-ben. Legyen toviabba n = max{t(i) | t € rhs(R), i > 1}. Meg fogunk
adni egy B h transzformatort és egy C Idl transzformatort amelyekre 74 = rg o 7¢.

Legyen B = (X,p, %', R/, p) ahol L' a legsziikebb olyan rangolt 4bécé amelyre
Zy.m={0'| o € X} minden m > 0 esetén és ahol R’ az Gsszes

o(p(z1),...,p(zm)) = p(¢'(z1,. -y T1y - ,Tmy. o+, Tm))

alaki szabalyokbdl 4ll dgy, hogy m > 0, ¢ € Z,,, és az z1,..., 2, valtozék mind-
egyike n-szer fordul el$ a jobboldalon.
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Tovabba vezessiik be a C = (¥',Q, A, R”,Q’) ldl transzformatort, ahol egy

a'(ql(zl), e ,ql(z,.), e ,qm(z,..(,,._l)+1), “ee ,qm(z,..,,,)) —

Q(T(zl, s Zngy e 1zn-(m—1)+l) s »zn-(m—1)+nm))

szabaly akkor és csakis akkor van R"”-ben, ha a
o(q1(z1), .- qm(zm)) = ¢(r(z1,... , 21, .. yZmy ..., Zm))

szabaly R-ben, ahol r € TAJ,, k=n4...4n, é az x; valtozé n;-szer fordul el
ezen szabaly jobboldalin minden 1 < i < m-re.

Ekkor, t szerinti struktiralis indukciéval, a kdvetkezs ekvivalencia igazolhaté
kénnyen: minden t € Ty, s € Ta és ¢ € Q esetén t——:‘>q(s) akkor és csakis akkor,

ha van olyan s’ € Ty amelyre t=;>p(s' ) és &' =;>q(s). Ezen ekvivalencidbdl ¢-t Q'-

belinek valasztva azt kapjuk, hogy 74 = rgo7c, amivel egyiittala DL C NHoLDL
tartalmazast is igazoltuk. Tehat NH o LDL = DL és igy (11) is érvényes [M]-ben.
O

4.2.2 KOVETKEZMENY. %» Cé.

Bizonyitds. L. 3.2 lemma. O

4.3 Reprezentdns rendszer és tartalmazdst diagram.

Most megadjuk M*-nak egy véges N részhalmazat, amirdl késbb belatjuk,
hogy 6-nak egy reprezentins rendszere. Az N halmazt a kovetkezGképpen definial-
juk:

N=MU{\ H-NDL, H-LNDL, NH-LNDL, LH -LNDL}.

Elészor bebizonyitjuk, hogy N kiilonbozd elemeinek a | | melletti képei is
kiilonbozéek vagyis azt, hogy minden w,z € N esetén ha w # z akkor |w| # |z|.
Ezt Ggy érjiik el, hogy megadjuk az |N| = {|u| | u € N} halmaznak a tartalmazasi
diagramjat, amirdl el6bbi dllitdsunk helyessége leolvashaté. Az 1. dbra diagramjarol
fogjuk igazolni, hogy |N| tartalmazasi diagramja.

4.3.1 TETEL. Az 1. dbrédn lithatd diagram az |N| tartalmazdsi diagramja.

Bizonyitds. ElSszor is azt vessziik észre, hogy ha egy Y osztaly a Z osztaly
folott van, akkor Z C Y. Ez konnyedén kovetkezik az M halmaz elemei kozott
fennallé alapvetd tartalmazasi relaciokbdl és abbdl a ténybdl, hogy minden Y,Y: €
M esetén az Yy,Yo C DL; Y,,Ys C LDL és Yy,Yo C NDL tartalmazasokbdl rendre
kovetkezik, hogy Y1 oYe C DL; Yi0Y; C LDL és Y1 0Ys C NDL. Ez konnyedén
lathat6 a 4.1 pontban leirtak értelmében. Ezért azt kell még belatni, hogy a diag-
ram altal mutatott valamennyi tartalmazas valddi, és hogy a relacidba nem allitott
osztalyok pedig Osszehasonlithatatlanok. Ehhez sziikségiink lesz a kovetkezd két
lemmara.

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



ELDONTHETOSEGI KERDESEK FATRANSZFORMACIO OSZTALYOKBAN GENERALT ... 237

DL
HoNDL

HoLNDL

LDL
NDL
NHoLNDL LHoLNDL
NH LH
LNDL
|
1. dbra

4.3.2 LEMMA. LDLZ Ho NDL.

Bizonyitds. Megadunk egy olyan ldl fatranszformaciét, amelyik nincs HoNDL
-ben. Evégett vezessik be a & = {a(®),0(?)} rangolt abécét és jeloljiik TR-val
(T§-vel) Tg-nak azt a részhalmazat amelyik az Osszes paratlan (paros) szami a-t
tartalmazé fabdl all. Megjegyezziik, hogy a € Ty. Tovabba., definidljuk az odd :
Ty — Ty fliggvényt a kovetkezéképpen:

(a) t = a esetén legyen odd(t) =t,

(b) t = a(ty,ts) esetén, ahol t,,t; € Ty, legyen

(i) odd(t) = a, ha t;,t; € TR vagy t),t; € T,
(ii) odd(t) = o(a,0dd(t3)), ha t; € T§ és t; € T3,
(iii) odd(t) = o(odd(ty),a)), ha t; € TR és t; € T§.

Informadlisan szélva, odd azt a transzfomraciét valdsitja meg, amely minden
t € Ty és t # a esetén a t-nek minden olyan t’ részfajit a-val helyettesiti, amely
eleget tesz az alabbi feltételeknek:

(a) ¢’ paros szami a-t tartalmaz,

(b) t' nem valddi részfaja egy masik olyan részfinak, ami paros szami a-t
tartalmaz.
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Konnyi{l azt igazolni, hogy odd indukdlhaté ldi transzformdatorral. Valéban,
tekintsiik azt az A ldl transzformdatort amelynek szabalyai a kovetkezok:

(a) a — po(a),

(b) 0(pe(21), pe(22)) = Pe(a),

(c) a(po(21), Po(22)) — Pe(a),

(d) o(pe(1), Po(22)) — Polo(a, 22)),

(&) 2(po(21), Pe(22)) = Po((z1, ).

Nyilvanvalé, hogy ha mind p,-t és p.-t végallapotnak veszziik, akkor 74 = odd,
tehat odd € LDL.

Megmutatjuk, hogy odd ¢ Ho N DL. Ez azért lesz igy, mert a h transzformator
nem tudja felismerni, hogy az input fa egy részfija paratlan vagy paros szami a-t
tartalmaz-e, az ndl transzformator pedig, habar képes erre a felismerésre, nem tud
torolni.

Tételezziik fel, hogy odd € H o NDL vagyis azt, hogy odd = 75 o 7¢ teljesiil
valamilyen B = (X,p,A, R, p) h transzformitorra és C = (A,Q,Z, R, Q’) ndl
transzformatorra. Ekkor B nem lehet nemtérls. Valdban, ha B nemtorld lenne,
akkor a 4.1 pontban mondottak miatt 75 o ¢ € NDL is igaz lenne. De ekkor azt
kapnank, hogy If(s) > If(t) minden (¢, s) € Tpo7c esetén, ami pedig ellentmondana
annak, hogy odd = 75 o 7¢.

Tehat B torls. Megmutatjuk, hogy ez is ellentmondédshoz vezet. Vegyiik B-
nek a o-t 4tiré o(p(z1), p(x2)) — p(r) alakd szabélyat, amelyre nézve hirom eset
lehetséges, nevezetesen

(a) z; eléfordul r-ben de z3 nem,

(b) z4 el6fordul r-ben de z; nem,

(c) sem z; sem z2 nem fordul el8 r-ben.

Tegyiik fel, hogy az elsG eset all fenn és vegyiink egy teszéleges t € Ty, fit,
de 1igy, hogy t # a. Legyen t’ az a fa, amelyet Gigy kapunk ¢-b8l, hogy benne az
a legjobboldalibb eléfordulasit a o(a,a) faval helyettesitjiik. Ekkor nyilvanvald,
hogy t' € T% és hogy 75(t) = 78(t’), mivel B alkalmazdsa invaridns lesz erre a
helyettesitésre. Ezért rg o r¢c(t) = g o 7c(t'), ami ellentmondas, mert odd(t') = a,
de odd(t) # a. Hasonlé mddon igazolhatd, hogy a masodik eset sem allhat fenn,
mig teljesen nyilvanval6 az, hogy a harmadik is lehetetlen. Ezért odd ¢ H o NDL,
ami a bizonyitds végét jelenti. O

4.3.3 LEMMA. NDLZ HoLNDL.

Bizonyitds. Tekintsik a £ = {a(®,0(0} és a A = {a(®, (1), 4()} rangolt
abécéket, és vezessiik be az A = (X,Q, A, R, Q') ndl transzformétort, ahol Q =
Q' = {p,q} és R az alabbi harom szabélybdl 4ll:

(a) @ — p(a),

(b) o(p(21)) = 9(7(21,21)) és a(q(1)) — p(o(z1)).

Nem specifikaljuk az A altal indukdlt fatranszformacidt, csupan megallapitjuk

azt, hogy 74(Tt) nem felismerhetd erds, valamint, hogy minden m > 0-ra, ha
(6™(a),t) € T4, akkor If(t) = 27, ahol n = [(m + 1)/2].
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Meg fogjuk mutatni, hogy 74 ¢ H o LNDL. Indirekt médon tegyiik fel, hogy
T4 = TB o 7¢, ahol B = (X, 4,9, R,u) h transzformitor és C = (Q,Q,A, R, Q')
pedig Indl transzformator. ElSszér is észrevessziik, hogy B nem lehet linearis.
Valéban, ha B linearis lenne, akkor a 75(Tx%) erdS felismerhetd lenne és ezért a
78 o 7¢(T%) is; a bizonyitdst ldsd a [GécSte] konyv 174-175 oldalain. Ez pedig
ellentmondana annak, hogy 74(Tx) nem felismerhetd.

Ezért B-nek a o-t atird o(u(z;)) — u(r) szabalydra annak kell teljesiilnie,
hogy z; k > 1-szer fordul €l8 r-ben. Ekkor azonban, ha (¢™(a),t’) € g valamilyen
m > l-re, akkor If(t') > k™. Tovabbd, mivel C nemtérl8, minden (', t) € ¢ esetén
If(t) > Uf(t'). Ezért minden m > 1 és (¢™(a),t) € 7 o 7c-re azt kapjuk, hogy
If(t) > k™, ahol k£ > 1. Ellentmondis, mivel 74 = 7 o 7¢ és If(t) = 2" minden
(™ (a),t) € Ta-ra, ahol n = |(m+1)/2]. O

Most mar be tudjuk fejezni a 4.3.1 tétel bizonyitasat is. Mint lattuk, LDL ¢
HoNDL; tovabba Ho LNDL ¢ LDL, mivel a bal oldal tartalmaz nem linearis d!
transzformatorok altal indukalt fatranszformacidkat is. Kovetkezésképpen LDL ¢
HoLNDL é HoNDL ¢ LDL. igy kapjuk, hogy Ho NDL Cc DL, LDL C DL
(ami egyébként is nyilvanvalé), LH o LNDL C LDL és LHoLNDL C HoLNDL.

Hasonléan lattuk, hogy NDL € HoLNDL, mig HoLNDL ¢ NDL nyilvanva-
16. Ezért Ho LNDL C HoNDL, NDL C Ho NDL, NHo LNDL C NDL és
NHoLNDLC Ho LNDL.

Nem jelent problémat annak a ténynek az igazolasa, hogy az NHoLNDL,LHo
LNDL és a H osztdlyok paronként Ssszehasonlithatatlanok. Ebbdl kapjuk, hogy
HC HoLNDL, NH Cc HLH C H LNDL C NHo LNDL és LNDL C
LHo LNDL.

Ugyancsak trividlisan teljesiilnek az I C NH, I C LH ésaz I C LNDL
tartalmazasok.

Végiil megjegyezziik, hogy az NDL — NH o LNDL — NH vonal barmelyik
osztdlya osszehasonlithatatlan az LDL — LH o LNDL — LH vonal barmelyik osz-
tdlydval. Valdban, az el6bbiek tartalmaznak nem linedris fatranszformaécidkat, az
utébbiak pedig torlé fatranszformacidkat. Ezzel befejeztiik a 4.3.1 tétel bizonyita-
sat. O

4.3.4 KOVETKEZMENY. Tetszéleges u,u' € N esetén u = v akkor és csakis
akkor, ha |u| = |v|.

Bizonyitds. Pontosan ez olvashatd le az 1. dbrardl. O

4.4 Algoritmus a norma’lforma megaddsdra.
Most igazoljuk, hogy tetsz6leges w € M*-hoz van olyan u € N normaélforma,
amelyre w«%m; s6t meg is adjuk azt az algoritmust, ami ezen u-t szolgiltatja.

4.4.1 TETEL. Tetszbleges w € M* esetén effektiven megadhatd olyan u € N,
amelyre teljesil, hogy wt%»u.
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Bizonyitds. El8szor megadunk tovabbi 6 olyan formalis egyenletet, amelyek
mindegyike levezethets T-b6l.

(14 H-NH=H (17) LH-H=H
(15 NH-H=H (18) LH-NH=NH-LH
(16) H-LH=H (190 H-H=H

Tehat a fenti u = v alakd egyenletek mindegyikére teljesiil, hogy u«%»v, ami
kénnyen ellenérizhetd. Példdul (14)-eta H-NH =LH -NH-NH=LH-NH=H
levezetéssel kapjuk rendre a (2), (3) és (2) egyenletek alkalmazasaval.

A keresett algoritmust a 2. dbran lithaté tiblazat (in. Cayley tdbldzat) se-
gitségével fogjuk megadni, ami a kovetkezd informdcidkat tartalmazza. ElGszor is
vegyik észre, hogy minden u € N-hez tartozik a tdblidzatnak egy sora és minden
Y € M-hez egy oszlopa.

Az u-hoz tartozé sor és az Y-hoz tartozé oszlop taldlkozdsinil 1évé téglalapban
pedig N-nek az a v eleme van amire u - Y«-i—-vv. Tovibba, ha u-Y = v is igaz,
akkor semmi mds nincs a téglalapban. Ha pedig «-Y # v, akkor azon T-beli és
T-bé8l levezetett formalis egyenletek sorszdma is ott taldlhatd (beleértve a (14)-
(19) egyenleteket is), amelyekkel a feltiintetett sorrendben igazolhaté, hogy u -
Y«%’v. Igy a tablazatrdl elmondottak helyessége utanaszamolassal ellendrizhetd.

Példaul, az u = NH - LNDL és Y = LH esetben DL az a normalforma, ame-
lyikre NH - LNDL - LH%-»DL. Még pontosabban, a (6) egyenlettel kapjuk, hogy
NH-LNDL-LHTNH-LDL, a (11)-gyel pedig, hogy NH-LDLTDL. (Annak
a megallapitasat azonban az olvaséra bizzuk, hogy egy feltiintett egyenletet melyik
rész sztringre alkalmazzuk, és hogy milyen iranyitdssal hasznéaljuk az egyenletet.)

Végiil ratérink maganak a tételnek az igazoldsira. Megmutatjuk a w hossza
szerinti indukciéval, hogy mindig meg tudjuk konstruilni azt az u € N-t, amire
w«-%—»u.

Ha l(w) = 0, tehdt w = A, akkor legyen u = A.

Ha l(w) > 0, vagyis w =z - Y valamely z € M* és Y € M esetén, akkor pedig
jarjunk el a kovetkez6képpen. Konstrualjuk meg azt az (indukcid feltevés szerint
létez8) u € N-t, amelyre z«-;—»u, majd a tdbldzat szerint konstrudljuk meg azt a
v € N-t, amelyre u-Y%»v. fgy kapjuk, hogy w = z 'Y%u-Y%v és v effektiven
megkonstrudlhats. O

Ezzel a 3. fejezet (1)—(5) pontjaiban kitiizott feladatokat megoldottuk az M
halmaz esetében. Igy, a 3.3 lemma értelmében az (a)-(c) feladatokat is, tehit
alkalmazhatjuk a 3.1 allitast.

Befejezésiil a 3.1 allitasban szerepl$ algoritmus alkalmazdsara hozunk egy pél-
dat. Legyen a két, M feletti kifejezés

LNDLoNHoLDL é NHoLNDLoNDL.
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DL NDL LDL LNDL
DL DL DL DL
DL | 8,11,12,11, | 7,11,12,11 8,1,10,11 11,12,11
8,19,8 8,14,8 8,5,8
DL NDL DL NDL
NDL 8,13,7, 7,9,7,5 7,11,8,5 13
15,8 7 8
DL DL LDL LDL
LDL | 8,12,6,17,8 7,12 6,12 12
6,2,8 6,4,6
DL NDL LDL LNDL
LNDL 8,5,8 7,5, 7 6,5,6 5
DL DL
H 11,4,1 H.-NDL 1,10,11 H.-LNDL
10,11
DL NDL DL
NH 11,3,11 9 11 NH.LNDL
DL H-NDL LDL
LH 11,2,1 9,2 10 LH . LNDL
10,11
DL H.NDL DL H.-NDL
H.-NDL | 8,13,7,15,8 7,9 7,11,8,5,8 13
11,14,1,10,11 | 7,5,7 | 11,14,1,10,11
DL H -NDL DL H.-LNDL
H -LNDL 8,5,8,11, 7,57 6,5,6 5
14,1,10,11 1,10,11
DL NDL DL NH-LNDL
NH - -LNDL 8,5,8 7,5,7 6,5,6 5
11,3,11 9 11
DL H.NDL LDL LH.-LNDL
LH-LNDL 8,5,8,11, 7,5,7 6,5,6,10 5
2,1,10,11 9,2
2/a. dbra

A 2. dbrdn 1évd tablazatnak a 4.4.1 tételben leirt médon torténd alkalmazasaval
kapjuk, hogy LNDL - NHe——NDL é NDL - LDL%»DL, vagyis, hogy LNDL -
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H NH LH
DL DL DL
DL 8,19,8 8,14,8 8,16,8
DL NDL DL
NDL 7,15,8 7,3,7 7,1,8
DL DL LDL
LDL 6,17,8 6,2,8 6,4,6
DL NDL LDL
LNDL 8 7 6
H H H
H 19 14 16
H NH H
NH 15 3 1
H H LH
LH 17 2 4
DL H-NDL DL
H.-NDL 7,15,8 7,3,7 7,1,8
11,14,1,10,11 11, 14,1,10,11
DL H-NDL DL
H.-LNDL §,11,14 7 6,1
1,10,11 10,11
DL NDL DL
NH-LNDL 8,11 7,9 6,11
3,11
DL H-NDL LDL
LH-LNDL 8,11,2 7,9,2 6,10
1,10,11
2/b. dbra

NH-LDL«—;—>DL. Hasonlé médon NH-LNDL-NDL%»NDL is adédik. Masrészt,

az 1. abran lévd tartalmazasi diagram értelmében NDL C DL, tehdt a keresett
relacié
NHoLNDLoNDLCLNDLoNHoLDL.

4.5 A T-vel ekvivalens teljes R sztring dlird rendszer megaddsa.
Mindenekelott megjegyezzilk, hogy T nem Church-Rosser tulajdonsdgi. Pél-
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d4ul, konnyen igazolhatd, hogy NDL - NH«——;—»LNDL - NH, de nincsen olyan z €

M*, amelyre NDL - NH—;vz és LNDL-NH—>z.

Tekintsiik a 2. dbran ldthaté tdblizatot és vezessiik be a kovetkezd R sztring
atiré rendszert. A tdbldzat minden u sordhoz és Y oszlopahoz rendeljiik hozza az
(u-Y,v) part, ahol v a széban forgd sor és oszlop taldlkozdsindl 1évS elem. (Példaul
azu=H-NDLéY = LDL esetben a kapott rendezett par (H-NDL-LDL,DL).)
Legyen R az Osszes ilyen médon kaphaté pdrok halmaza, amelyekre u - Y # v.
(Nem tartozik tehdt R-be az u = H és Y = N DL esethez tartozé par, mivel itt
v = H . NDL.) Valasszuk tovibba azt a silyozast amely szerint p(LH) = 2 és
p(Y) =1 minden Y € M-re, amelyre Y # LH. Allitjuk, hogy R megfeleld lesz.

4.5.1 TETEL. R sily csékkentd, ‘T’ = ? és N = IRR(R).

Bizonyitds. A tétel els6 allitdsa konnyen ellendrizhetd a tdblazat (és igy R de-
finiciéja) alapjan. Ami a mdsodik &llitdst illeti, ugyancsak a tablazatrdl ldthatd,
hogy T C R ezért % - ér. Tovabba, ahogy azt mar lattuk, R elemei leveze-

thet8k T elemeibdl, vagyis R C 4—» tehat 4=> C f——+

Most azt mutatjuk meg, hogy N = IRR(R) Az N C IRR(R) tartalmazas
nyilvanvalé R definiciéjabél: nincsen olyan N-beli elem, amelyre alkalmazhaté
lenne valamilyen R-beli szabaly. A forditott tartalmazas igazoldsa végett jeloljik
IRR,(R)-el az n hossziisagld R-irreducibilis elemek halmazat, majd mutassuk meg,
hogy IRR,(R) C N minden n > 0 esetén. Nyilvanvald, hogy IRRo(R) = {A} és
IRR (R) = M. Tovdbba R definici§jabdl, tehat a 2. dbrdn lévé tablazatbdl lathaté,
hogy csak a H- NDL, H-LNDL, NH - LNDL és LH - LN DL kett6 hosszisigi
szavakra nem alkalmazhaté R-beli szabaly, ezért TRRy(R) = {H-NDL,H-LNDL,
NH -LNDL és LH - LNDL}. Végiil igazoljuk, hogy IRR,(R) = ® minden n > 3-
ra. Ez abbdl az észrevételbdl adddik, hogy amennyiben IRR3(R)-nek lenne eleme,
akkor az csak u-Y vagy Y - u alaki lehetne, ahol u € IRR2(R) és Y € M. Konnyi
azonban ellendrizni, hogy minden ilyen széra alkalmazhaté valamely R-beli szabdly,
tehat nem lehet R irreducibilis. Tehat IRR,(R) C N minden n > 0-ra. O

A most igazolt tétel, tovdbba a 3.4 és 3.5 tételek alkalmazdsaként kapjuk, hogy
a 4.4.1 tételben megadott algoritmus helyett alkalmazhaté a 3.5 tételben szerepld
standard algoritmus, és igy N és R dnmagaban is elegendd [M] teljes leiraséra.

5. A determinisztikus felszallé eset

Ebben a fejezetben a 3. fejezetben megadott médszert alkalmazzuk az
S={DF,LDF,NDF,LNDF,H,LH,NH}

halmazra. A 3. fejezetben leirtakkal analég médon definidljuk az [S] monoidot, a
|| : S* — [S] homomorfizmust és a @ kongruencia relaciét S*-on. Mieltt azonban

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



244 FOLOP ZOLTAN

ratérnénk a moédszer alkalmazdsara, fel kell idéznlink néhény, a felszdllé fatransz-
formdatorok kompozicidira vonatkozé tételt.

5.1 Determinisztikus felszdlld fatranszformdtorok kompozicidi.

A kovetkezd kompozicié fogalom el8szor a [Bak] dolgozatban keriilt bevezetés-
re, de megtaldlhaté a [GécSte] konyvben is.

Legyenek A = (£,P,A,R,po) és B = (A,Q,Q, R/, qo) df transzformatorok.
Az A és B kompoziciéjan éretjiik azt a C = (X, P x Q, R, R”, (po, o)) df transz-
formatort, ahol R” a legsziikebb olyan halmaz, amire teljesiil, hogy ha R-ben van
egy

P(o(21,. - 12m)) = Hp1(Eir)s - - - Pa(®in))

szabaly, ahol ¢ € TA,,, és
aO=>r(@1(z1),- -, @10, (21), - 2 4n1(En)s - s Gnoa(@0)),

valamely ¢ € Q, v; > 0, ¢j1,...,¢jv; € Q (1<j<n)éste Tg,., esetén, ahol
v=v;+...+ v,; akkor a

(p,a)(o(z1, ..., Zm)) = r({q11, P1)(1), - -+ (Gnums Pn)(2n))

szabaly R"-ben van. Konnyen igazolhatd, hogy az igy megkonstrudlt C df transz-
formatorra érvényes lesz 74 o 7g C 7¢, l. [Bak]; s6t ennél tobb is igaz, amit a
kovetkezd lemmaban foglalunk Ossze.

5.1.1 LEMMA.

(i) Ha A teljesen definidlt vagy ha B nemtorls, akkor 74 o 78 = 7¢.

(ii) Ha mind A, mind B rendelkezik az z tulajdonsdggal, ahol z lehet a teljesen
definidlt, az egydllapotu, a linedris, a nemtorls és a linedris nemtérls tulajdonsagok
barmelyike, akkor C' is z tulajdonsigu.

(iii) Ha A linedris, B pedig homomorfizmus transzformdtorok, akkor C uniform.

(iv) Vezessiik be az ¢4 = Id(dom(r,)) jelélést. Ekkor 1o 0oTc =Tao0TB.

Bizonyitds. Az (i) allitds kovetkezik [Bak] 1. tételébdl mig (ii) és (iii) nyilvanva-
16 a C konstrukcidja miatt. Ezért csak (iv)-vel kell foglalkoznunk.

Az egyik irdnyi tartalmazas konnyi, mivel ¢4 074 = 74 és mint mar emlitettik
4078 C7c. E2ért Tqorg =tg014078 Ctyo07e.

Az 14 07¢c C 74 o Tg tartalmazashoz a kovetkez6t kell igazolni. Minden p € P,
g € Qést € Ty esetén, ha t € dom(r4(,)), tigy a (p, q)(t)=;>r derivacié akkor
és csakis akkor érvényes valamely r € Ta-re, ha a t' = 714(,)(t) fira teljesiil, hogy
q(t’)%r. Az éllitas t szerinti strukturdlis indukciéval igazolhaté. (Megjegyezziik,

hogyat € dom(TA(p)) feltétel fontos, az ekvivalencia nem igaz tetszdleges t € Tg-ra,
mert ekkor nem biztos, hogy a t’ fa létezik. Emiatt nem igaz altaldban a 7¢ C T407p
tartalmazas sem.) O
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Vegyiik észre, hogy az el6bbi lemma (i) és (ii) pontjainak (egyiittes) alkalmaza-
saval tobb YoZ C V alaki tartalmazas igazolhatd, ahol Y, Z,V € S. Ilyenek példaul
a DFoNDF C DF, Ho DF C DF tartalmazisok, amelyek (i)-b&l kdvetkeznek, és
az LH o LNDF C LDF tartalmazas, amihez (ii)-t is felhasznaltuk (kiilonben csak
azt tudnank, hogy LH o LNDF C DF).

Egy tovabbi észrevétel, hogy — csakigy mint a leszallé esetben —azYoZ C Z
alaki tartalmazasokbdl itt is kovetkezik, hogy YoZ = Z, mivel I CY mindenY € S
esetén.

5.2 A T Thue rendszer megaddsa és a — C 0 tartalmazds.

T
Legyen T (amirdl késdbb igazoljuk, hogy 8-t generdlja) az alabbi 19 formadlis
egyenlet halmaza.

(1) DF.NDF = DF (6) NDF.LH = DF?

(2) DF-NH <= DF (1) LDF-LNDF = LDF
(3) NDF?=NDF (8) LNDF .DF = DF?
(4) NDF.LNDF = NDF (9) LNDF.NDF=NDF
(5) NDF-NH = NDF (10) LNDF? = LNDF

(11) LNDF.LDF =LDF? (16) NH.LH=H
(12) LNDF.LH =LDF?*  (17) LH.LDF=LDF
(13) NH-NDF = NDF (18) LH?=LH
(14) NH-LDF = DF (19) LH-NH=H
(15 NH?®=NH
A kovetkezd tételben igazoljuk, hogy T elemei érvényesek [S]-ben.
5.2.1 TETEL. Minden u = v € T esetén |u| = |v] teljesiil.

Bizonyitds. Természetesen a formadlis egyenletek legtobbjét most is jol ismert
dekompoziciés eredményekbdl szarmaztattuk. Ily médon az (1)—(5), (7), (9), (10),
(13), (15), (17) és (18) egyenletek érvényessége az 5.1.1 lemma és az azt kdvetd
megjegyzések értelmében nyilvinvals. A [Bak] dolgozat 11. tételében keriilt iga-
zolasra, hogy (14) is érvényes és a tétel bizonyitdsabdl kiderilt, hogy (16) nem mas,
mint (14) speciélis esete; nevezetesen a 11. tétel h transzformacidkra valé alkalmaza-
saként kapjuk. Ezért mar csak (6), (8), (11), (12) és (19) érvényességének igazoldsa
van hatra. Ez utébbival kezdjiik.

5.2.2 LEMMA. LHoNH = H.

Bizonyitds. Ugyancsak az 5.1.1 lemmabdl és az azt kovetd megjegyzésekbdl
kovetkezik, hogy LH o NH C H. A forditott irdnyu tartalmazas igazoldsa végett
vegyiink egy A = (X,q, A, R, ¢q) h transzformatort. Irjuk az R-beli szabalyokat

(*) g(o(21,- .- 1 Zm)) = r(9(2is)s -+ 1 9(3in))
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alakba, aholm,n>0,0€X,,1<# <...<ip <m,rE€Tan és minden 1 <j <
n-re teljesiil, hogy az z; véltozd legaldbb egyszer el6fordul r-ben. (Nyilvanvalé, hogy
az R-beli szabdlyok mindig ilyen alakra hozhaték.) Minden o € ¥ esetén legyen o’
egy 4j szimbdélum, aminek aritdsa (az elébb definialt) n és legyen &' = {0’ | ¢ € I}.

Most vezessik be a B = (X,p,X/,R',p) és a C = (¥',u,A,R",u) h transz-
formatorokat, ahol R’ és R” a legszlikebb olyan halmazok, amelyekre teljesiil, hogy
ha egy (*) alakd szabaly R-ben van, akkor a p(o(z1,...,2m)) — o'(p(i,),-..,
p(zi,)) szabdly R'-ben, az u(o'(z1,...,2s)) — r(u(z),...,u(z,)) szabily pedig
R’-ben van. A szabalyhalmazok konstrukcidja miatt nyilvanvalé az, hogy B linea-
ris, C pedig nemtorl3. Tovébb4, t szerinti indukciéval igazolhatd, hogy minden
t € Tx, esetén a q(t)=;>s derivicié akkor és csakis akkor teljesiil valamely s € Ta-

re, ha van olyan t' € Ty, amelyre p(t)_—;;:vt' és u(t')=;>s, ami azt bizonyitja, hogy
Ta=71Bo7c tehit, hogy HC LHoNH. O

Most a (8) formalis egyenlet érvényességét bizonyitjuk be.

5.2.3 LEMMA. LNDF o DF = DF?%.

Bizonyitds. Csak azt kell belatnunk, hogy DF? C LN DF o DF, mivel a masik
iranyi tartalmazas nyilvanvaléan fennall. Vegylink két tetsz6leges A = (X, P, A, R,
po) és B=(A,Q,Q, R, qo) df transzformatort és konstrudljuk meg ezek C kompo-
zicidjdt, ahogyan 5.1-ben tettitk. Ekkor az 5.1.1 lemma szerint az ¢4 = Id(dom(1,4))
identikus fatranszformacidra fennall az 14 o 7¢c = 74 o T egyenléség. Masrészt jol
ismert az a tény, hogy ¢4 indukalhaté egy determinisztikus felszdllo faautomataval,
lasd [GécSte] 213. oldal, ami viszont egy speciélis Indf transzformdatornak tekin-
theté. Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztilk. O

Vegyiik észre, hogy ha az el6bbi lemmaban A és B ldf transzformatorok, akkor
az 5.1.1 lemma (ii) pontja értelmében C is az lesz. Ezért az LNDFoLDF = LDF?
egyenldség, tehat (11) is érvényes.

Haitra van még (6) és (12) érvényességének igazoldsa.

5.2.4 LEMMA. NDF o LH = DF2.

Bizonyitds. El8szor azt bizonyitjuk be, hogy DFF C NDF o LH. Tekintsiink
ezért egy tetszlleges A = (X, Q, A, R, qo) df transzformaétort. Legyen az R szabély
halmaz szdmossiga k. Szamozzuk meg a szabalyokat 1-tdl k-ig, és irjuk le a szabdlyok
listajat

irglo(zr,...,zm)) = r(gn1(z1), -y qin (21)s -, gm1(Zm)s - o+ » Gmnm(Zm))

alakban, ahol 1 < i<k, m > 0,0 € En, ¢ € Q és minden 1 < j < m-re n; > 0,
gi1,---,4in; € Q. Tovibbir € TA,,., ahol n = n; + ...+ n,,. (Megjegyezzik, hogy
n; szemléletes jelentése az, hogy z; hanyszor fordul el az i-edik szabaly jobboldalan
(1 £ j € m) és azt, hogy n; természetesen fiigg i-t6l is, de ezt a jobb attekinthetdség
végett nem specifikaltuk.)
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Meg fogunk adni egy B ndf transzformatort és egy C lh transzformdtort ame-
lyekre 74 = 75 o TC.
El6szor minden 1 < i < k-ra és 1 < j < m-re vezessiik be az

_{nj, han; >0
“=11, hanj=0

szdmokat. Vegyiink tovabbd minden 1 < i < k-ra egy o; miiveleti szimbdlumot
aminek az aritdsa u = u; + ...+ u;, és legyen L’ az ezen szimbdlumokbdl all6
rangolt abécé.

Most konstrudljuk meg a B = (£,Q’,Q, R', go) df transzformatort, ahol

()@ =Qu{r}, r¢Q,

b)a=XuZ,

(c) R’ pedig az aldbbi két szabaly szerint épiil fel:

(i) minden 1 < i < k-ra R’ tartalmazza a

g(o(z1,.-- ,2m)) = gi(pr11(z1), - -+, P1u (21)y - o+, Pmi(Zm), - -+ Pmum(Tm))

szabalyt, ahol ¢(o(z1,...,2m)) az R-beli i-edik szabaily baloldala, o; az i-edik
szabalyhoz tartozé \ij miiveleti szimbdlum, a pji, ... , pju; sorozatok, 1 < j < m-re,
pedig az alabbi egyenldséggel vannak definidlva:

: = 915 s Qjny, ha nj>0
”“""’ij—{p, ha n; = 0.
(ii) minden m > 0, ¢ € I, esetén R' tartalmazza a p(o(zy,...,zm)) —

o(p(z1), ... ,p(zm)) szabalyt.

MindenekelGtt jegyezzik meg azt, hogy B nemtorld df transzformator lesz. Ez
az (i) tipusi szabalyokat nézve abbdl kovetkezik, hogy u; > 1 minden 1 < j < m-
re, mig az (ii) tipusi szabalyok esetén nyilvdnvalé. Ugyancsak nyilvinvalé az, hogy
78(p) = 1d(Tx).

Ezutdn vezessiikk be a C = (Q,¢,A, R"”,¢) h transzformdtort, ahol R” tartal-
mazza az Osszes

c(oi(z1,... ,z4)) —
r(c(1)s - e(@ny)s s C(@urt o dumar 1) (Turd o bumos 4nm)
alaku szabdlyt, ahol 1 < i < k, o; az i-edik R-beli szabalyhoz tartozé 1ij miiveleti
szimbdlum, r pedig az i-edik R-beli szabély jobboldaldn allé fa. Tovabba, hogy
C teljesen definialt legyen, minden m > 0 és 0 € X esetén vegyiik még fel R'-
be a c(o(z1,...,2m)) — o(c(z1),...,¢(zm)) szabélyt is. Lathatd, hogy C nem
tobbsz6r6z meg egyetlen részfat sem, tehdt linedris.
Végiil, ¢ szerinti indukciéval igazolhat6, hogy minden t € Ty, és ¢ € Q esetén a

o()=»s
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derivacié akkor és csakis akkor teljesiil valamilyen s € T esetén, ha van olyan
t' € T, amelyre
)=t & ot)>s,

amibdl a ¢ = q¢ vilasztissal azt kapjuk, hogy T4 =g o7c.

Ezzel igazoltuk, hogy DF C NDF o LH. Igy az 5.2.3 lemma felhasznéldsaval
kapjuk, hogy DF? = LNDF o DF C LNDF o NDF o LH, ahonnan a (9) formalis
egyenlet mar igazolt érvényessége miatt adédik, hogy DF? C NDF o LH. Mivel
az ellentétes iranyu tartalmazas nyilvanval6an teljesiil, az 5.2.4 lemma bizonyitasat
befejeztiik. 0O

Befejezésiil észrevessziik, hogy amennyiben az e]626 lemmaban A ldf transz-
formator, akkor B Indf transzformator lesz, ezért azt kapjuk, hogy LDF C LNDFo
LH. igy a (11) és (10) érvényessége miatt adédik, hogy LDF? = LNDF o LDF C
LNDF o LNDF o LH = LNDF o LH. A forditott irdnyu tartalmazas itt is nyil-
vanvald, tehdt (12) is érvényes [S]-ben.

Ezzel az 5.2.1 tétel bizonyitdsat befejeztik. O

5.2.5 KOVETKEZMENY. «—;—» cé.

Bizonyitds. L. 3.2 lemma.

5.3. Reprezentdns rendszer és tartalmazdst diagram.

Bevezetjiik azt az N halmazt, amirdl késébb bebizonyitjuk, hogy 6-nak repre-
zentdns rendszere. Evégett legyen
N, ={DF,LDF,NDF,LNDF,DF? LDF-NDF,LDF? H-NDF,LDF*.NDF}.
és
N;={(H,NH,LH,LDF -NH,LDF - H}.
Tovabba, definidljuk a z; szavakat minden k > 0-ra a kovetkez6képpen. Legyen
20 = A, legyen zx41 = zp - LNDF, ha k péaros szam és zy 41 = zp - NH, ha k paratlan
szam.

Azt allitjuk, hogy az

N=NUNU{z: | k2>20}U{z -2 |2€ No, k> 1}

halmaz a @ reprezentins rendszere. Az eddigiekbdl mar tudjuk, hogy ehhez eldszor
meg kell adnunk az |N| = {Ju| | v € N} halmaznak a tartalmazasi diagramjdt. Ezt
fogjuk megtenni ebben a fejezetben, ami egyébként az értekezés leghosszabb 6nalld
része. Modszeriink most is az lesz, mint a leszall6 esetben, vagyis mnegadunk egy
diagramot, majd bebizonyitjuk, hogy ez az |N| tartalmazasi diagramja.

LegelGszor vezessiik be k > 0 esetén a Cy = |2i| jel6lést; tehdt Co = I, Ciyr
=Cro LNDF, ha k piros és Cr41 = Cr o NH, ha k paratlan.

Ezutan felidéziink harom olyan tételt, amelyek elengedhetetleniil sziikségesek
a tartalmazasi diagram megaddsihoz. A tételek hizonyitdsait azonban terjedelmi
okok miatt el kell hagynunk abban a reményben, hogy a dolgozat enélkill még
érthetd marad.
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5.3.1 TETEL. ([VagFiil], 3. tétel). Minden k > 1 esetén van olyan 7 € Cy
fatranszformdacid, amelyre 1y @ Cog—2. Ezért a {Cax | k > 0} rendszer valédi hier-
archia. Tovabbd 1, teljesen definidlt és meglrzi a fik magassdgdt, tehdt minden
(t,8) € m -ra h(t) = h(s).

Megjegyezziik, hogy az utébbi feltétel biztositja azt, hogy 7 nem vihet végtelen
sok fit ugyanabba az output fadba. Ezt a tulajdonsigit 7-nak a késSbbiekben fel
fogjuk hasznélni.

5.3.2 TETEL. ([VagFil], 17.lemma). Vanolyan A teljesen definidlt ndf transz-
formétor, amelyre 74 ¢ Ci semmilyen k > 0 esetén, ezért | JCix C NDF. Tovabba
T4 injektiv leképezés.

Itt is fel fogjuk hasznédlni azt a tényt, hogy 74 — lévén injektiv — nem vihet
végtelen sok fat ugyanazon output faba.

A kovetkezd tétel azt fejezi ki, hogy az ndf transzformacidkkal kapott output
halmazok osztdlya sziikebb, mint a (tetszbleges) df transzformacidk esetén kapott
osztaly.

5.3.3 TETEL. ([FiilV4g2], 3.2 lemma). NDF(REC) C DF(REC).

Ezutan tekintsiik a 3. dbrdn lévé diagramot. Errél fogjuk bebizonyitani, hogy
|N| tartalmazési diagramja.

ElGszdr is 1dthatd, hogy a diagram |N| elemein kiviil tartalmazza hat hierarc-
hidnak a szuprémumat is. Ezeket azért tiintettiik fel, mert azt is igazolni tudjuk,
hogy ezeket a szuprémumokat valédi médon tartalmazzak a felettiik 1évé elemek,
pl. ULHoCy =UH oCy C H o NDF, stb.

A koévetkezd lemmadval kezdjiik.

5.3.4 LEMMA. Ha egy Z osztdly egy Y osztdly felett van és él vezet Z-bdl
Y-ba, akkor Y C Z.

Bizonyitds. (a) ElGszor tekintsik a diagramnak az LH o Cy és a H o NDF
osztdlyokat Gsszekotd vonaltdl jobbra esd részét. Nyilvdnvald az, hogy Cx € LHoC}
és Cx € NH o Ci minden k > 0-ra. Tovdbba, mivel LH C H és NH C H, az
LHoCy C HoCy és az NHoCy C HoCj tartalmazisok is teljesiilnek. Ugyancsak
nyilvanvalé az NH o Cp C Cy42 tartalmazas, mivel Cry2 = LNDF o NH o Cy,
ezért | JNH o Cx C |JC és igy |JNH o Cx = |JCk. Hasonlé médon a H =
LH o NH egyenlGséget felhasznalva, kapjuk, hogy H o Cp C LH o Cp4y ezért
ULHoCr = HoC is fennéll. Végiil a definicidkbdl kovetkezik, hogy fennéllnak
az NH C NDF és az LNDF C NDF tartalmazasok és N DF zart a kompozicidra.
Kovetkezésképpen Cy C NDF minden k > 0-raés igy | JCr C NDF is. Ugyanezen
okok miatt az | JH o C C H o NDF tartalmazas is igaz.

(b) Vegyiik az LDF és a DF osztélyokat Gsszek6td vonalat. Az 5.1.1 lemma (i)
és (ii) pontjai miatt fenndll az LH o LNDF C LDF tartalmazas, tehit LH o C; C
LDF. Tovabba a (7) egyenlet miatt LH o Cx = LH o LNDF o NH o C_2 C
LDF o NH o Ci_3 minden k > 2-re, ezért | JLH o Cy C |JLDF o NH o Ci. Az
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ULDF o NH o C, C LDF o NDF tartalmazis ugyancsak annak a ténynek a
kovetkezménye, hogy NDF zirt a kompoziciéra, mig LDF o NDF C DF az 5.1.1
lemmabdl kovetkezik. Végiil, az 5.2.1 tételben bizonyitott egyenldségek értelmében
HoNDF=LHoNHoNDF =LHoNDF, ezétt Ho NDF C LDF o NDF.

(c) Befejezésiil tekintsiik az LDF? és a DF? osztalyokat Gsszekotd vonalat.
Az LDF C LDF? tartalmazas nyilvanvalé és NH C H miatt az is, hogy LDF o
NH oCy C LDF o H o C) minden k > 0-ra. Kovetkezésképpen | JLDF o NH o
Ci CULDFoHoCy. A H=LHoNH egyenléség és az (a) pontban igazolt
\UNHoCi € NDF tartalmazas miatt | JLDFoHoCy C LDF%0N DF, mely utébbi
az LDF o NDF C DF tartalmazas miatt, 1. 5.1.1 lemma, a DF? részhalmaza. O

A fejezet hatralevd részében azt kell igazolnunk, hogy a diagram altal mu-
tatott valamennyi tartalmazds valédi, és hogy a reldciéba nem &allitott osztilyok
osszehasonlithatatlanok. Azzal fogunk kezdeni, hogy igazoljuk: a diagramban szer-
epl6 hat hierarchia mindegyike valddi.

5.3.5 LEMMA. A {Ci | k > 0} hierarchia valddi.

Bizonyitds. Nyilvanvalé az, hogy Co C C;. Indirekt médon tegyiik fel, hogy
Ci = Ci41 valamilyen, mondjuk péros, k > 1 esetén. Akkor CroNH = Cry10NH
is teljesil, tehat Ci = Ci4o. Mivel Cryy = Ciryqe, azt is kapjuk, hogy Ci41 0
LNDF = Ciqy2 0 LNDF, vagyis Cryy = Ci4s. Tovabb folytatva, nyerjik, hogy
Cr = Ci4i1, minden | > l-re, ami ellentmond annak a ténynek, 1. 5.3.1 tétel, hogy
{Ca2: | £ > 0} val6di hierarchia. Hasonléan ellentmonddshoz vezet az az eset is,
amikor k paratlan, tehdt a lemmadt bebizonyitottuk. O

5.3.6 LEMMA. A {H o C | k > 0} hierarchia valddi.

Bizonyitds. El6szor megmutatjuk, hogy minden £ > 2 esetén H o Cor_yq C
H o Cy;. Legyen evégett k > 2, és tekintsiik az 5.3.1 tételben szereplé 1 fatransz-
formaciét. Mivel 7, € Ca ezért 7 € H o Cyy is fenndll. Bebizonyitjuk, hogy 7 €
H o Cap—4. Feltéve az ellenkez§jét, van olyan A h transzformator és egy 7 € Cok-a
fatranszformacié, amelyre 7, = 74 o 7. Allitjuk, hogy A nemtorls. Valéban, ha A
torls, akkor T4 végtelen sok input fat visz ugyanabba a fiba. Mdsrészt ran(r4) C
dom(r), mivel 7 teljesen definidlt, ezért 74 o 7 is végtelen sok fat visz ugyanabba
a faba, ami ellentmond 5.3.1 tételnek. Tehat A nh transzformétor, vagyis 7, €
NH o Cgx_4 C Car—_2, ami ugyancsak ellentmonddsban van az 5.3.1 tétellel, ezért
valéban H o Cqp_4 C H o Cy.

Innen a bizonyitas az el6z6 lemma bizonyitdsdhoz hasonléan fejezhetd be. A
H o Cy C H o () tartalmazas ugyancsak trividlis. Tovabba, a Ho Cy = H 0 Ck41
egyenlGség megint csak maga utdn vonja, hogy H o Cy = H 0 Ci4;, minden | > 1-re,
ami viszont az el6bb bizonyitottak szerint lehetetlen. 0O

5.3.7 KOVETKEZMENY. Az {NHoCy |k >0} és az {LH o Cy | k > 0} valddi
hierarchidk.
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Bizonyitds. Ha valamilyen k > 0-ra NH o Cy = NH o Ci41 lenne, akkor
balrél szorozva LH-val, és felhaszndlva a H = LH o N H egyenl8séget azt kapnéank,
hogy H o Cx = H o Ci41, ami az el6z8 lemma szerint nem lehet. Hasonlé médon
ellentmondashoz vezetne az LH o Cp = LH o Ci4) egyenlBség is. O

5.3.8 LEMMA. Az {LDF o H o Cy | k > 0} hierarchia valddi.

Bizonyitds. El6szor azt bizonyitjuk be, hogy minden k > 1 esetén LDF o H o
Cat—-2 C LDF o H o Cq;. Rogzitsiink egy tetszdlegesen valasztott k > 1 egész
szdmot és tekintsiik az 5.3.1 tételben szerepld mi4y € Cap4o fatranszformacidt,
amelyre természetesen 141 € LDF o H o Cg; is teljesiil. Meg fogjuk mutatni, hogy
Te41 € LDF o H 0 Cyp—2. Indirekt médon, tegyiik fel az ellenkezdjét. Ekkor létezik
egy A ldf transzformator, egy B h transzformator és egy 7 € Cai— fatranszformadcid
amelyekre 74, = T40TgoT. Eszrevessziik, hogy A teljesen definialt kell legyen, mivel
Ti+1 18 teljesen definidlt. Konstrudljuk meg A-nak és B-nek a C kompozicidjit,
amelyre az 5.1.1 tétel (i), (ii) és (iii) pontjai értelmében azt kapjuk, hogy r¢ =
Ta © 7g, C teljesen definialt és uniform. Ezért 1x41 = 7¢ o 7 is érvényes lesz.

Azt allitjuk, hogy C nemtorld. Valéban, ha ez nem lenne igaz, akkor 7¢ végtelen
sok fat vinne ugyanabba a faba. Tovabba, mivel 741 teljesen definidlt, annak is tel-
Jesiilnie kell, hogy ran(r¢) C dom(7). Azonban ebbél a két dologbdl az kovetkezne,
hogy ¢ o 7 is végtelen sok fit vinne ugyanabba a fiba, ami lehetetlen, tehat C
mégis csak nemtorld.

Mivel C uniform is, van olyan A’ Indf transzformator és B’ nh transzformator,
hogy 7¢ = 7tar o rps, 1. [VagFil], 14. lemma utéani érvelést. Kovetkezésképpen
Te41 = TA? 0 Tp O T, vagyis Tey1 € LNDF o NH o Cop.g = Cag, ami viszont
ellentmond 5.3.1 tételnek. Ez az ellentmondis a 7443 € LDF o H 0 Cyp_» feltevésbdl
szarmazik, ami azt igazolja, hogy LDF o HoCag..a C LDF o H 0 Cy; minden k > 1-
re. Innen a bizonyitas ugyanigy fejezhetd be mint az 5.3.5 lemma bizonyitasa.
O

5.3.9 KOVETKEZMENY. Az {LDF o NH o C} | k > 0} hierarchia is valddi.

Bizonyitds. Tegyiik fel az ellenkez8jét, vagyis azt, hogy LDF o NH o C} =
LDFoN HoCyy4 valamelyik k > 0-ra. Ekkor LDF20NHoCy = LDF?0NHoCpyy
egyenlSségnek is fenn kell allnia. Madsrészt megmutathatd, hogy LDF2 o NH =
LDFoH.Valéban,a H = LHoNH,LDF = LDFoLNDF, LNDFoLH = LDF?
és LNDF o LDF = LDF?,5.2.1 tételben bizonyitott egyenlSségek felhasznéalasaval
a kovetkezd szamolas végezhetd el: LDFoH = LDFoLHoNH = LDFoLNDFo
LHoNH =LDF30oNH = LDFo LNDF o LDF o NH = LDF?o NH.

A kettSt Osszevetve azt kapjuk, hogy LDF o H o Cy = LDF o H 0 Cj4,, ami
ellentmond az 5.3.8 lemmanak, tehat kiindulé feltevésiink helytelen volt. 0O

Most a diagram bizonyos részeirél mutatjuk meg, hogy tartalmazasi diagramok.

5.3.10 LEMMA. Az aldbbi diagram a feltiintetett fatranszformacid osztalyok
tartalmazdsi diagramja minden k > 0 esetén.
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HoC, ,,

LHoC, , , |
NHoCk’1

NH
LHoC, Ok

Bizonyitds. Azt mar lattuk az 5.3.5-6 lemmakban és az 5.3.7 kovetkezményben,
hogy az oldalélek altal mutatott tartalmazasok valédiak. Most az (a)—(c) pontokban
arra mutatunk ra, hogy a lapélek is valddi tartalmazasokat reprezentalnak.

(a) Minden k > 0 esetén Cx C LH o Cx és NH o Cx C H o Cy. Ezek abbdl a
nyilvanvalé ténybdl kovetkeznek, hogy a jobb oldalak tartalmaznak torls fatransz-
formacickat is, mig a bal oldalak nem.

(b) LH o Ci C H o Cy tetszbleges k > 0-ra. Mivel k£ < 1 esetén az allitas
nyilvanvald, csak a k > 1 esettel foglalkozunk. Tegytk fel, hogy valamely k£ > 1-re
LHoCy = HoC}. Balrdl szorozva LNDF-fel,aH = LHoNH ésaz LNDFoLH =
LDF? egyenletek felhasznaldsaval azt kapjuk, hogy LDF?0Cy = LDF?0 NH oC}.
Innen, mivel LDF o LNDF = LDF, az adédik, hogy LDF20 NHoCy_3 = LDF?o
NH o Cy, ami ellentmondasban van az 5.3.8 lemmaval, mert mint ahogy azt az
elébb lattuk LDF? o NH = LDF o H. Tehat a feltevés helytelen volt. O

(c) A Cr C NH oC} tartalmazas kozvetlen kovetkezménye (b)-nek és az LH o
NH = H egyenlGségnek.

Azt kell még igazolni, hogy a reldciéba nem éllitott osztdlyok osszehasonlitha-
tatlanok. Ezt a (d)—(f) pontokban tessziik meg.

(d) LH oCi € NHoCjy; semmilyen k > 0 esetén, mivel a bal oldal tartalmaz
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torld fatranszformacickat.

() NH oCy € LH o Ciyy semmilyen k£ > 0-ra. Valéban, ha NH o Cy C
LH o Cy41 lenne, akkor LH-val szorozva balrdl azt kapnank, hogy Ho Cy C LH o
Cik41. Ebb8l viszont, N H-val vagy LN DF-fel szorozva jobbrdl, az adédna, hogy
HoCr41 C LH 0 Ci41, aminek éppen az ellenkez8je érvényes (b) szerint.

(f) H o Cx € Ci41 semmilyen k > 0-ra. Ez az illitds nyilvanvald, mivel a bal
oldal tartalmaz torld fatranszformécidkat is.

Ezen hirom nem-tartalmazés segitségével be lehet latni az Gsszes tobbi nem-
tartalmazast is. Pl. LH o C;y € Ciy1, mert ha LH o Cp C Ciyq lenne, akkor
LH o Ciy C NH o Ciy, is teljesiilne, ami pedig (d) szerint nem lehet. A lemma
bizonyitdsat befejeztik. O

Ezutdn be fogjuk latni, hogy a diagramnak az LHoCy és a Ho N DF osztalyokat
Osszekotd vonaltd] jobbra esd része tartalmazasi diagram. Evégett helyezzik az
5.3.10 lemmaban kapott tartalmazasi diagramokat egymads tetejére. Ez természete-
sen wjabb éleket is eredményezhet, mint ahogy azt az alabbi kévetkezmény mutatja.

5.3.11 KOVETKEZMENY. Minden k > 0O-ra, NH o Cy C Cir42 6s Ho Cx C
LH 0 Ciyo.

Bizonyitds. Az, hogy mindkét esetben tartalmazas 4ll fenn, trividlis. Masrészt
az el6z8 lemma miatt egyenléség nem lehet, tehat a tartalmazdsok valédiak. 0O

Tobb 1) élet azonban nem kapunk a ,kis” tartalmazési diagramok egymasra
rakdsiaval. Ez a kovetkez6képpen lithaté be. Az LH o Cy és az NDF osztilyok
osszehasonlithatatlanok, definicidjuk alapjan latszik. Ezért LH o Cx € C1 és LH o
Ci € NH o C; semmilyen k < | esetén. Ugyanezen ok miatt H o Cp € Ci és
HoCr € NH o () is teljesil. Tehat a diagram széban forgd részének a he-
lyességéhez még azt kell megmutatnunk, hogy az | JLH o Cy, |JCs, NDF és a
H o NDF osztalyok iltal alkotott paralelogrammara is érvényesek a tartalmazasi
diagram szabalyail, vagyis minden tartalmazis val6di, és a relaciéba nem allitott
osztalyok osszehasonlithatatlanok.

El6szor is megallapitjuk, hogy az LH oCy és az N DF osztalyok 6sszehasonlitha-
tatlansiga maga utan vonja, hogy | JCx C |JLH o Cyx, NDF C H o NDF és
ULH oCy € NDF. Tovabba, az 5.3.2 tétel szerint, | JCr C NDF. Tehat azt kell
még igazolni, hogy NDF ¢ \JLH o Ci és | JLH o C C H o NDF. Mindkét illitas
az aldbbi lemmadanak lesz majd kovetkezménye, amit emellett még a tovdbbiakban
is fel fogunk hasznalni.

5.3.12 LEMMA. NDF ¢ JLDF o H o C.

Bizonyitds. Azt mutatjuk meg, hogy az 5.3.2 tételben szerepl6 74 fatransz-
formacié nincs LDF o H o Cg-ban semmilyen k£ > 0 esetén. Tételezziik fel az
ellenkez8jét vagyis azt, hogy 74 € LDF o H o Ci. Ekkor van olyan B ldf transz-
formator, C h transzformator és 7 € C; fatranszformdcid, amelyre 74 = rgorcor.
Az altaldnossig megszoritasa nélkiil feltehet8, hogy B-nek ugyanaz az input dbécéje
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mint A-nak, ezért B-nek is teljesen definidltnak kell lennie, mert A is az. Megkon-
strudlva B-nek és C-nek a D kompozicidjat, az 5.1.1 lemma alkalmazasaval azt
kapjuk, hogy D teljesen definidlt uniform df transzformator, amelyre rp = rgo7c.
Ezért 74 = 7p ot is teljesiil, és az is, hogy ran(7p) C dom(). igy D nemt5rls, mivel
ellenkezd esetben 1p o 7 végtelen sok fat vinne ugyanabba a fiba és ez ellentmon-
dana annak, hogy 74 injektiv. Tehat D uniform, nemt6rld df transzformator, ezért
van olyan B’ Indf transzformator és C’ nh transzformator, amelyre 7p = 75 o 7¢v,
l. 5.3.8 lemmat. De akkor 74 = 7p: o T7¢r o T, vagyis 74 € Ci42, ami ellentmondas
az 5.3.2 tétel szerint. Az ellentmondédsa 74 € LDF o H o C}. feltételezésbdl adddott,
tehat a lemmat bebizonyitottuk. 0O

5.3.13 KOVETKEZMENY. NDF ¢ |JLH oCy és|JLH o Cy C Ho NDF.

Bizonyitds. Az els6 allitds az €l6z6 lemma kovetkezménye, mert LH C H, a
madasodik pedig az els miatt teljesi]l. O

Ezzel befejeztiik annak a bizonyitasit, hogy a diagramnak az LH o Cy és H o
N DF osztalyokat Gsszek6td vonaltdl jobbra esd része tartalmazisi diagram. Ugy
megyink tovdbb, hogy az LDF és a DF osztdlyokat GsszekotS vonalat illesztjiik a
tartalmazasi diagramhoz. A kovetkezd lemmaval folytatjuk.

5.3.14 LEMMA. LDF és H o NDF osszehasonlithatatlanok.

Bizonyitlds. Az, hogy H o NDF ¢ LDF, nyilvanval6, mivel NDF ¢ LDF
is teljesul. A forditott LDF ¢ H o NDF nem-tartalmazisra indirekt bizonyitast
adunk. Tételezziik fel tehat, hogy LDF C H o NDF. Akkor NHoLDF C NHo
H o NDF, ahonnan az 5.2.1 tételben igazolt NH o LDF = DF és a nyilvanval6
NHoH = H miatt DF C HoNDF. Mivel Ho NDF = LH o NDF, amit az 5.2.1
tételben bizonyitott H = LHoNH és NHoNDF = N DF egyenl8ségekkel kapunk,
DF C LHoNDF is teljesiil. Mindkét oldalt alkalmazva REC-re és kihasznailva azt,
hogy LH(REC) = REC, aminek az igazolasa [GécSte] 174-175 oldalain talilhats,
kapjuk, hogy DF(REC) C NDF(REC), és ez ellentmond az 5.3.3 tételnek. Tehdt
indirekt feltevésiink helytelen volt. O

Vegylik észre, hogy a fenti lemma biztositja, hogy az LH o Cp és a H o NDF
osztalyokat 0sszek6ts vonalnak és az LDF és LDF o NDF osztdlyokat Gsszekotd
vonalnak nem lehet kéz6s pontja. Ezt allitjuk most explicit médon.

5.3.15 KOVETKEZMENY. LH o C; C LDF és minden k > 2 esetén LHoC), C
LDF o NH o Cy_3. Tovdbbd, | JLH o Cy C|JLDF o NH o C) és Ho NDF C
LDF o NDF.

Az 5.3.14 lemma biztositja azt is, hogy az LDF o NH o C} osztilyok egyike
sem lehet részosztilya egyetlen olyan osztilynak sem, amelyik a H o NDF osztaly
»alatt” van, tehat H o N DF-nek részosztalya.

Azt is meg kell mutatni, hogy az LDF és az LDF o N H o C} alaki osztalyok
csak a diagram altal mutatott osztdlyokat tartalmazzak. Ez az alabbi lemmabdl
kovetkezik majd.
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5.3.16 LEMMA. NHoCy € LDF? és NHo Cy € LDF o H o Cx_; minden
k> 1-re.

Bizonyilds. Az allitas elsd része nyilvdnvalé. A masodik igazolasat indirekt
uton végezziik. Tegyiik fel, hogy NHoCy C LDFoHoCy_1. Ekkor LDFoN HoC) C
LDF?0HoCr_y = LDF*o NHoLHoC}_,. Alkalmazva az 5.3.9 kovetkezményben
bebizonyitott LDF2o NH = LDF o H egyenlSséget és a nyilvanvald HoLH = H-t,
kapjuk, hogy LDFoNHoCy C LDF o HoCg_,. Ismét szorozva LD F-fel balrdl, az
LDF*NHoCy C LDF?0H oC}_, tartalmazas adédik. Mivel LDF20H = LDFoH
is érvényes az LDF20H = LDF2oNHoLH = LDFoHoLH = LDF o H szdmolas
miatt, azt kaptuk, hogy LDF o H o Cy C LDF o H o Cy_,, ami viszont az 5.3.8
lemma szerint lehetetlen. Ezzel a lemma bizonyitasat befejeztiik. O

5.3.17 KOVETKEZMENY. NHoCo Z LDF és NHoCy € LDFoNH 0 Ci..1,
minden k > 1-re.

Most tekintjiik az | ] LDFoNHoCy,az| JLHoCy,a HoNDF ésaz LDFoNDF
osztalyok dltal alkotott paralelogrammadt. Erre nézve a kovetkezdk teljesiilnek. Az
5.3.14 lemmabdl kévetkezik, hogy | JLDF o NH o Cy € H o NDF. Ezért az 5.3.15
kovetkezmény miatt mar csak az NDF ¢ | JLDFoNHoCy, HoONDF ¢ | JLDFo
N H oCy nem—tartalmazdsokat és az| JLDFoNHoCy C LDF o NDF tartalmazast
kell bizonyitani. Ehhez viszont elegend6 azt észrevenni, hogy a masodik kettd az
elsdnek a kovetkezménye, az els6 viszont az 5.3.12 lemmdabdl kovetkezik. Tehdt a
széban forg6 paralelogramma 3ltal mutatott tartalmazasok is helyesek.

Azt is meg kell mutatnunk, hogy LDFoN DF C DF. Ennél tébbet bizonyitunk.

5.3.18 LEMMA. LDF%0o NDF C DF2.

Bizonyfids. Az 5.2.1 tételben igazolt DF? = LNDFoDF és az 5.1.1 lemmabdl
kovetkezd DF o LNDF = DF egyenléségek segitségével lathatd, hogy DF3 =
DF o LNDF o DF = DF?. Ezért az, hogy a két osztily kozott tartalmazas
all fenn, nyilvdnvald. Megmutatjuk, hogy egyenl8ség nem lehet. Valéban, ha
LDF? o NDF = DF?, akkor mindkét oldalt alkalmazva REC-re és kihasznalva
az LDF(REC) = REC egyenldséget, 1. [GécSte] 174-175 old., az adddik, hogy
NDF(REC) = DF* REC). Masrészt [Rou] 1.3 tétele szerint DF?(REC) =
DF(REC), tehit NDF(REC) = DF(REC) is fenndll. Ez viszont ellentmond
az 5.3.3 tételnek, tehit LDF2o NDF C DF?2. O

5.3.19 KOVETKEZMENY. LDF o NDF C DF.

Bizonyitds. A tartalmazas az 5.1.1 lemma miatt dll fenn, masrészt egyenléség
nem lehet. Ha ugyanis LDF o NDF = DF, akkor LDF? o NDF = LDF o DF,
ami ellentmondasban &ll az el6z8 lemmaval, mert LDF o DF = DF?2. Ez utébbi
egyenlGség igazolasit majd az 5.4.1 tételben végezzilkk el. 0O

Ezzel bizonyitottuk, hogy a diagramnak az LDF és DF osztalyokat osszekotd
vonaltdl jobbra esd része helyes.

Befejezésiil az LDF? és a DF? osztalyokat Ssszekotd vonalat illesztjiik a mar
helyesnek bebizonyitott részhez. Sziikségiink van a kdvetkezé tényre.
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5.3.20 LEMMA. LDF? és DF osszehasonlithatatlanok.

Bizonyitds. Konnyli megadni olyan DF-beli fatranszformaciét, amelyik nincs
LDF2-ben. Példaul minden olyan DF-beli fatranszformacié j6, melynek az érték-
készlete nem felismerhetd erd5. Masrészt [Rou)-ban az 1.2 tétel bizonyitasa utdn
szerepel két olyan fatranszformacié, amelyek L DF-ben vannak, de a kompoziciéjuk
nem indukdlhaté egyetlen df transzformatorral. O

Hasonléan mint fentebb, ez a lemma szétvilasztja az LDF és DF osztalyokat
oeszekotd vonalat és az LDF? és DF? osztalyokat 6sszekotd vonalat, amit formali-
san is leirunk.

5.3.21 KOVETKEZMENY. LDF C LDF? és mindenk > 0-ra LDFoNHoCy C
LDF o H o Cy. Tovdbbd, | JLDF o NHoCy C|JLDF o H o Cy,LDF o NDF C
LDF?*o NDF és DF C DF?. Végiil, LDF o HoCy € LDF o NH o C}, semmilyen
k < 1 esetén.

Szintén az 5.3.20 lemma kovetkezménye, hogy LDF? és az LDF o H o C}
osztalyok egyike sem lehet részosztalya egyetlen DF alatti osztalynak sem. Tovab-
ba, az 5.3.16 lemma kovetkezménye, hogy LDF? és LDF o H o C}. osztalyok csak a
diagram altal mutatott osztalyokat tartalmazzak.

Most tekintsiik az | JLDFoHoCy,|JLDFoNHoCy, LDFoNDF és LDF?o
NDF osztalyok altal meghatarozott paralelogrammat. Az 5.3.12 lemmabdl és az
5.3.20 lemmabdl kdvetkezik, hogy ez a rész is tartalmazasi diagram, és az is, hogy
tovabbi élek hozzdvétele nélkiil illeszthet6 a diagram mar helyesnek bebizonyitott
részéhez. Tehat madr csak egy dolog van hétra, nevezetesen annak igazoldsa, hogy
a legfelsS paralelogramma is helyes, mint tartalmazdsi diagram. Pontosabban, azt
mar lattuk az 5.3.18 lemmaban és az 5.3.19 kovetkezményben, hogy LDF20 NDF C
DF? és hogy LDF o NDF C DF. Tovabba, az 5.3.21 kovetkezmény és az 5.3.20
lemma értelmében DF C DF% LDF o NDF C LDF?0 NDF és LDF?o NDF ¢
DF. Ezért mar csak egyetlen nem-tartalmazas van, amit meg kell mutatnunk.

5.3.22 LEMMA. DF ¢ LDF%0o NDF.

Bizonyitds. Ha DF C LDF? o NDF lenne, akkor mindkét oldalt alkalmazva
REC-re, és kihasznalva a fentebb mar idézett LDF(REC) = REC egyenldséget,
azt kapnank, hogy DF(REC) C NDF(REC). Ez viszont ellentmond az 5.3.3
tételnek. 0O

Most mar kimondhatjuk azt a tételt, amelyre sziikségilink van a 3. fejezet (5)
pontja értelmében, és amelynek a bizonyitdsat az 5.3.4 lemmaval kezdve, és az 5.3.22
lemmaval befejezve elvégeztiik.

5.3.23 TETEL. A 3. 4brdn ldthatd diagram az |N| halmaz tartalmazasi dia-
gramja.

5.3.24 KOVETKEZMENY. Tetszéleges u,u’ € N esetén u = u' akkor és csakis
akkor all fenn, ha |u| = |u'}.
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Bizonyilds. L. 3. dbra. DO

5.4 Algoritmus a normdliforma megaddsdra.
Kovetkezd feladatunk tehdt megadni egy olyan algoritmust, amelyik tetszGleges
w € S*-hoz kiszamitja azt az u € N-t, amelyre w«%vu.

5.4.1 TETEL. Tetszlleges w € S* esetén effektiven megadhatd olyan u € N,
amelyre teljesil, hogy w«%-»u.

Bizonyitds. A leszallS eset bizonyitasdhoz hasonléan el6sz6r megadunk néhany
tovabbi formalis egyenletet, amelyek levezetheték T-b8l. A most megadasra keriils
formdlis egyenletek utin azon T-beli, vagy mar korabban bevezetett egyenletek
sorszamat tintetjik fel, amelyekkel ezek levezethet6k. Nézziik az elsdt részleteseb-
ben. A

(200 H-NH=H (19,15, 19)
irdsmdd azt jelenti, hogy H - NH = LH - NH - NH a T-beli (19) egyenletet alkal-

mazva, LH -NH-NH = LH - NH (15)-6t alkalmazva és végil LH - NH = H ijra
(19)-et alkalmazva. Hasonlé médon kénnyen nyerhetok

(21) NH-H=H (22) H- LH=H
(23) LH - H=H () H-H=H
(25) LH -NH=NH.-LH

Tovabba sziikségiink lesz még az alabbi egyenletekre.

(26) DF-LNDF=DF  (14,7,14)

(27) H-LDF = DF (16,17, 14)
(28) DF?® = DF? (8,26)
(29) LDF3® = LDF? (1,3
(30) DF.LH = DF? (1,6,28)
(31) NDF.H = DF? (19,6,2)

(32) NDF.LDF = DF* (5,17,25,6,14,28)

(33) NDF.DF = DF? (14,5,32)

(34) LDF-LH = LDF? (7,12,29)

(35) LDF.-DF = DF? (27,19, 34,12, 25,17, 14, 8)

A széban forgd algoritmust a 4. dbran lathatd tdbldzat felhasznilasival adjuk
meg, amelyet a kovetkezGképpen kell majd haszndlni. Mint ahogy az lathaté, az
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Ny UN,; U {2 | k> 1} halmaz minden u eleméhez tartozik a tablazatnak egy sora
(k > 2 esetén a 233 elemekhez és a z3; elemekhez ugyanazok a sorok tartoznak),
és S minden Y eleméhez tartozik egy oszlopa. Az u-hoz tartozé sor és az Y-hoz
tartozo oszlop taldlkozdsanal 16vS téglalapban pedig N-nek az a v eleme &ll amelyre
u ~Y%>v. Tovabba azon T-beli és T-bél levezetett formalis egyenletek sorszama is

a téglalapban van, amelyekkel a feltlintett sorrendben igazolhatd, hogy u - Y%v.

Ha pedig u - Y = v, akkor rajta kiviil nincs mds a téglalapban.
Példdul az u= DF és az Y = LNDF esetet véve

DF . LNDF«—T—>DF -NDF - LNDF az (1) alkalmazasaval,
DF -NDF . LNDF«—}—»DF - NDF a (4) alkalmazdsaval
és DF - NDFTDF ijra az (1) alkalmazdsaval.

Léithatd, hogy megint csak az olvaséra bizzuk annak a megallapitasat, hogy a széban
forgé T-beli egyenleteket melyik rész sztringre és hogy milyen irdnyitassal alkalmaz-
zuk. Tovdbbd megjegyezziik, hogy az u = 295_1 és az u = z,k > 2 esetekben az
alkalmazandé egyenletek sorrendje sincs feltiintetve, nem is lehet, mert k értékével
novekvd hossziisdgi sorozatokat kapnank. Itt csupan az alkalmazandd T-beli és T-
bdl levezetett egyenletek halmazat adtuk meg, n6vekvd sorszdm szerinti sorrendben.
A sorrend megallapitasat ugyancsak az olvaséra bizzuk.

Most ratériink magdnak a tételnek az igazoldsira. A w hossza szerinti indukciét
alkalmazunk.

Ha l(w) = 0, vagyis w = A, akkor legyen u = A

Ha l(w) > 0, tehdt w = z - Y valamely £ € S* és Y € S esetén, ak-
kor pedig tegyiik a kovetkezéket. Konstrualjuk meg a tdbldzat segitségével azt a
v € N normalformat, amelyre :c«—’i—»v. (Megjegyezziik, hogy ez az indukcié feltevés

értelmében elvégezhetd.) Két eset lehetséges, amelyeket az alibbiakban részlete-
ziink.
(a) v € NyUN, U {z | k > 1}. Ekkor a tablazatbdl a fent leirt médon

kiolvashaté az az u € N, amelyre v - Y‘—’—;—ou. Igy u lesz a keresett normalforma,
mert w=z-Ye——v-YeDu.

(b)yve {z-zx | z € Ny, k > 1}, tehdt v = z-z; valamely z € N, és k > 1 esetén.
Ebben az esetben azt az u normalformat keressiik, amelyre z - z; -Y%vu. ElSszor a
tablazat segitségével konstruiljuk meg azt a v/ € N-t, amelyre 2, -Y«%»v’. Ekkor,
a tdbldzat értelmében, ismét két eset allhat fenn.

(b1) v/ = zx41. Ekkor u = z- 244, mert w = z-Y%»v'Y = z-zk-Y%»z-v' =
2 Zk41-

(b2) v' € Ny UN;. Ekkor pedig, mivel {(v') < 3, a tablazat legfeljebb haromszo-
ri alkalmazdsival megkapjuk azt az u € N-t, amelyre z - v/ o Ez az u megfeleld
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lesz, mivel w = z - Y%an =z-2 -Y«—;—vz . v’%vu.
Ezzel a tétel bizonyitasat befejeztik. O

Egyittal a 3. fejezet (1)-(5) pontjaiban kitiizott feladatokat is megoldottuk az
S halmaz esetében, tehdt alkalmazhatjuk a 3.1 allitast.

Végezetiil ezen allitasban szerepld algoritmus miik6dését szemléltetjiik egy pél-
dan.
Legyen a két, S feletti kifejezés

LNDFoLHoNHoLNDF é LHoLNDFoH.

Az 5.4.1 tételben megadott algoritmus alkalmazasdval kapjuk, hogy LNDF - LH
¢—T->LDF2, LDF*.NH %»LDF -H és hogy LDF -H-LNDF = LDF -H - 5
mar normalforma. Hasonléan, a mdsik széra az adédik, hogy LH - LNDF € N és
LNDF-H4—;—»LDF-H. Most tjra a tablazat szerint, l. (b2) eset, LH-LDFﬁ—T—>LDF

és LDF - H mar normalforma, tehat LH-LNDF - H%LDF~H. Ezért, a 3. dbran

1évd tablazat szerint a
LHoLNDFoHCLNDFoLHoNHoLNDF

tartalmazas all fenn.
5.5 A T-vel ekvivalens, teljes R sziring dtird rendszer megaddsa.

Elész6r ramutatunk arra, hogy maga a T nem Church-Rosser tulajdonsdgi.
Valéban, hiszen nem is konfluens, mert az NDF - NH - NDF sz6bdl kiindulva azt
kapjuk, hogy NDF-NH - LDF—T-vNDF -LDF és NDF-NH - LDFT»NDF -DF,

de nincsen olyan zr € S* sz, amelyre NDF - LDF%»: és NDF . DF—;—u:.

Most, csakigy, mint a leszillé esetben, megadunk egy R sztring atiré rend-
szert. Tekintsiik evégett a 4. dbran 1év$ tablazatot. Az utolsé hdrom sora kivé-
telével minden u sordhoz és Y oszlopahoz rendeljiik hozzd az (u - Y,v) part, ahol
v az u sor é8 Y oszlop talidlkozdsindl 1évS elem. (Példdul az v = LDF - NDF
és az Y = LDF esethez az (LDF - NDF - LDF, DF?) par tartozik.) Legyen
R az Osszes ilyen parokbdl allé sztring atiré rendszer, amely parokra még az is
teljesiil, hogy u -Y # v. (A z; helyett természetesen mindeniitt LN DF-et irunk.)
Adjuk meg tovabbad S elemeinek az alabbi silyozdsat: p(DF) = 1, p(LDF) = 2,
p(NDF) =3, p(LNDF) =4, p(H) =5, p(LH) = 6, p(NH) = 7. Ekkor érvényes
lesz a k6vetkezd tétel, amelynek bizonyitisa egyébként teljesen hasonlé a leszalld
eset bizonyitasihoz, és a fenti konstrukciéval egyiitt teljes egészében megtaldlhatd
[FiilVagT7]-ben.

5.5.1 TETEL. R siily cs6kkentd, ‘T = ‘T’ és N = IRR(R).
Bizonyilds. L. [FilVag7]. 0O
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Csakiigy, mint a leszdllé esetben, most is azt kapjuk, hogy az 5.4.1 tételben
megadott algoritmus helyett alkalmazhatjuk a 3.5 tételben szereplS algoritmust a
normalforma kiszadmitdsara, igy N és R megint csak elegendd az [S] monoid teljes
leirasira.

6. 6sszefoglalés

Jelen dolgozatban kifejlesztettiink egy olyan eljirast, amellyel fatranszformacié
oeztalyok egy véges, de — mint ahogy azt a bevezetésben is irtuk — nem til
iltaldnos P halmazdhoz olyan algoritmus adhaté meg, amellyel a P &ltal kom-
poziciéval generalt [P] monoid tetsz6leges két elemérdl eldonthetd, hogy kozottik
fennall-e a tartalmazasi reldcié. Ezaltal a P halmaz elemeire vonatkozé 6sszes kom-
poziciés és dekompoziciés eredményt megkapjuk szemben az eddigi kutatisokkal,
amelyek az ilyen eredményeket csak véletlenszerlien keresték és taldltak meg.

Ha mddszeriinket alkalmazni akarjuk, akkor elére el kell donteniink azt, hogy
mely fatranszformacié osztalyok kozotti osszes kompozicids és dekompozicids ered-
ményt akarjuk megkapni és ezen osztilyokbdl kell a P halmazt megalkotni. Ez az a
pont, ahol koriiltekintdnek kell lenni. Amennyiben tul sok eleme lesz a P-nek vagy
— kissé pontatlanul fogalmazva — a kompozicié csak kevés elemet , ejt Ossze” tugy a
normalformak halmazanak megadasinal, de még inkabb az ezek altal reprezentalt
fatranszformacié osztdlyok tartalmazdsi diagramjanak megaddsandl nehézségekbe
itkoziink. Nem tudhaté eldre, hogy a normaélformik halmaza megadhaté-e vala-
milyen rekurziv moédszerrel (mint ahogy az megadhaté volt a felsz4llé esetben),
hogy a tartalmazasi diagram feldllithaté-e, bebizonyithaté-e, és végiil, hogy a mo-
noid szorz6tabldk milyen médon vezethetSk vissza a véges esetre (mint a felszallé
esetben). A szerz8 véleménye szerint ezen problémdkkal taldlndnk magunkat szem-
ben, ha példdul az értekezésben vizsgalt determinisztikus osztalyok helyett ezen
osztalyok nem determinisztikus megfeleldit vizsgdlnink, mely észrevételiinket J. EN-
GELFRIETnek a mar a bevezetésben is emlitett hires hierarchia tételei tdmasztjik
ala [Eng6).

Mindazonadltal a 4. és 5. fejezetek eredményeit elegendd evidencidnak érezziik
ahhoz, hogy mddszeriink elég széles korben lehet eredményes. Erdekes és — sze-
rintink — eredményes lenne olyan P osztilyokbdl kiindulni, amelyek az igen jol
alkalmazhaté un. atcimkéz6 fatranszformacick osztdlyat [GécSte] is tartalmazzak.
Ugyancsak megoldhatdénak tiinik a feladat a [FiilVagd] dolgozatban bevezetett tin.
regularis elGrenézésii fatranszformacidosztdlyok esetén, kiillonosen a [FilVag9]-ben
igazolt hierarchia tétel ismeretében.
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DECIABILITY QUESTIONS IN MONOIDS GENERATED
BY TREE TRANSFORMATION CLASSES

Z. FOLOP

In this paper monoids generated by deterministic top-down and deterministic bottom-up tree
transformation classes with composition are considered. A procedure is described, which, given a
finite and not too general set P of such tree transformation classes, yields an algorithm with the
following property. For any two elements X; 0---0 Xy, and Yj 0-::0Y,; of the monoid generated
by P with composition o, the algorithm can decide if the inclusion

Xl o~~-oXng1 O"'OYn

holds or not.
The procedure is applied to two particular choices of P, namely to the sets

M ={DL,LDL,NDL,LNDL,H,LH,NH}

and

S={DF,LDF,NDF,LNDF,H,LH,NH}

where the firs set consists of the class of deterministic bottom-up tree transformations and its six
fundamental subclasses; and the second one consists of thie top-down counterparts of the elements
of the first one.
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ABSZTRAKT ADATTIPUSOK MEGVALOSITASANAK
LEHETOSEGEI KULONBOZ® PROGRAMOZASI NYELVEKBEN

KOZICS SANDOR

Budapest

A programok megbizhatésdga szempontjdbdl kozponti helyet foglal el a tipus fogalma. A
dolgozatban azt a folyamatot kisérjiik végig, ahogyan kialakultak a nyelvekben a fogalom legfon-
tosabb tulajdonsigai. Az elemzést a SIMULA-val kezdjiik, ahol a tipus még csak az eljdrasok
csoportositasinak az eszkdze, s az Adaig folytatjuk, ahol mar absztrakt tipusosztily definidlisara
is van méd.

1. Bevezetés

A programozasi nyelvek fejlédési irdnyat az utébbi hisz évben elsGsorban az
jellemzi, hogy egyre hatékonyabb nyelvi eszkézdkkel tamogatjak a megbizhaté prog-
ramok létrehozdsit. A megbizhatésig novelésében alapvetd szerepet jatszik az absz-
trakcié. A nyelvi eszkozdk az absztrakt fogalom definidlidsinak és megvaldsitasanak
a leirdsat szolgdljak. Ebben a dolgozatban a programozasi nyelveknek ezt a fejlodési
iranyat kivanjuk megvizsgalni az absztrakt adattipusok szempontjibdl.

Akkor mondhatjuk, hogy a programozasi nyelv timogatja az absztrakt tipusok
kezelését, ha teljesiti az alabbi két feltételt [5]:

a) A nyelv programegységet biztosit a megvaldsitis keretéil. A megvaldsitas
magaba foglalja a tipus reprezenticidjat és a tipusmiiveletek implementacidjat.
b) A nyelv a tipusmiiveletekre korldtozza a reprezentaciéhoz valé hozzaférést.

A tovabbiakban végigkisérjiik a nyelvek fejldését a 60-as évek végétdl kezdve (a
SIMULA 67-t6l az Adaig). A jellegzetességeket példdkon mutatjuk be, példdinkban
a heap tipussal és ennek kiilonféle reprezentaciodival foglalkozunk. A heap tipust
KNUTH [1] definidlta, mi 1ényegében ezt a definiciét fogadjuk el. Vizsgalédasunkhoz

az elméleti hatteret olyan, absztrakt tipusokkal foglalkozé irdsok adjik, mint pl. [5],
(7] és [8].

2. A heap tipus

A heap egyetlen komponens tipust tartalmaz. Egy heap érték ebbél a tipusbél,
az un. alaptipusbdl vett értékek sorozata. A heap alaptipusa csak olyan tipus lehet,
amelyen értelmezve van egy rendezési relacié. A tipushoz 6t miveletet definidlunk:
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create: — Heap

push: Heap x Basetype — Heap
top: Heap — Basetype

pop: Heap — Heap

empty: Heap — Boolean

A tipus sajatossaga, hogy a top és a pop miivelet mindig a sorozat legnagyobb
elemét vilasztja le. Jelentését tehat algebrai specifikiciés médszerrel a kovetkezd-
képpen adhatjuk meg:

empty(create) = true

empty(push(h,x)) = false

top(create) = error

pop(create) = error

push(pop(h), top(h)) = h

pop(push(h,x)) = if empty(h) or top(h) < x then
h

else

push(pop(h), x)

top(push(h,x)) = if empty (h) or top(h) < x then
x

else

top(h)

3. SIMULA 67

A SIMULA 67 tervezdi, O.-J. DAHL és csoportja, az ALGOL 60-at vilasztot-
tak kiindulasi pontként az 1j nyelv kialakitasakor. Kézponti fogalomnak, a dekom-
pozicié elsGdleges eszkozének a blokk fogalmat fogadtak el. [2]

A blokk adatszerkezeteket és hozzdjuk kapcsolédé alprogramokat foglal maga-
ba. A blokkban definidlt mennyiségek lokalisak, azaz teljesen figgetlenek a program
tobbi részétél. A blokk maga csak egy minta, amelynek egy példanya a blokk
végrehajtdsakor jon létre. A példany létrejotte annak a memdriateriiletnek a le-
foglalasat jelenti, ami a blokk lokalis valtozéinak és a végrehajtisahoz feljegyzendd
informaciénak a tarolasihoz sziikséges.

Egy ALGOL 60 program végrehajtasa a blokkok szemszogébdl az egymas vég-
rehajtasit kezdeményezd blokkpéldanyok sorozatabédl all. A SIMULA 67 a blokk
fogalmanak altaldnositdsiaval ennél bonyolultabb kélesonhatdsi mechanizmust hoz
létre, amelyben a blokkpéldanyokbdl mar tetszbleges listaszerkezeteket lehet kiala-
kitani.
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3.1. A class fogalma

A class egy paraméterezhetd blokk, ami valtozdk és alprogramok gyiijteménye.
Az osztdlydefinicié voltaképpen egy minta (tipus!), amibdl egy erre szolgilé miive-
lettel (generdlassal) dllithatok eld az osztilyba tartozé példanyok, vagyis az objek-
tumok.

Az aldbbi SZEMELY osztaly egy egyszerli class, ami tevékenységet nem is tartal-
maz

class SZEMELY (N); integer N;
begin
character array (1:N) NEV;
integer ADAT;
end;

I'Jj példinyt a new generator segitségével hozhatunk létre.
new SZEMELY (24)

Ehhez hasonldan tetszéleges szami SZEMELY objektum is el8allithatd.
Azért, hogy az egyes példanyokra kiilon—kilon is hivatkozni lehessen, a nyelv
bevezeti a hivatkozds tipusi (azaz pointer) véltozét.

ref (SZEMELY) S;

fgy S egy olyan valtozd, aminek értékiil adhaté a SZEMELY osztaly egy példdnyanak
cime.

S :-~ new SZEMELY (24);

(A - az értékadasnak a hivatkozaisi értékekhez tartozé formaja.) Az osztalyon kiviil
S.NEV formdban hivatkozhatunk az osztily komponenseire.

Ha egy osztélydeklariciéban tevékenységek is szerepelnek, akkor azokat az osz-
talyhoz tartozé valamennyi objektum végrehajthatja.

class PONT (X, Y); real X, Y;
begin
ref (PONT) procedure TAVOLSAG (P) REF (PONT) P;
TAVOLSAG :- new
PONT(SQRT ((X-P.X)*#2+(Y-P.Y)*%2));
end PONT;
ref(PONT) Q, R;

fgy az R pontnak a Q ponttdl val6 tavolsigat a Q.TAVOLSAG (R) kifejezés adja meg.
Ha azt akarjuk elérni, hogy az osztily valamely komponensei (tehat viltozéi
vagy alprogramjai) az osztdlyon kiviil ne legyenek lathatdak, gy ezeket a protected
hidden mindsitéssel kell elldtni.
A SIMULA 67 class fogalmat tekinthetjiik a legkorabbi olyan nyelvi eszk6znek,
amely tipusmegvaldsitds leirdsira alkalmas.
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3.2. Példa

Az alabbi példdban a heap—et egy H(1..SIZE) vektorral és egy N egésszel abra-
zoljuk. N a heap elemeinek szama, N=0 jelenti az iires heap—et. A sorozatot a H(1),
... ,H(N) elemekkel fejezziik ki. A vektorhoz hozzarendeljiik még a

Vi€ [1,N] : H(1) > H(1)

invaridnst. Igy a H(1) érték a vektor legnagyobb eleme. Egy iij elem beillesztése
olcsdn, egy elem kivétele azonban csak N-nel aranyos koltséggel végezhetd el.

class HEAP (SIZE); integer SIZE;
protected hidden N, H;
begin
integer N;
integer array (1:SIZE) H;
procedure PUSH (X); value X; integer X;

begin
if N = SIZE then TERMINATE PROGRAM;
N:= N+1;

if X > H(1) then
begin H(N) := H(1); H(1) := X; end
else
H(N) := X;
end PUSH;

integer procedure TOP;

begin
if N = 0 then TERMINATE PROGRAM;
TOP := H(1);

end TOP;

procedure POP;
begin

integer I, M;

if N = 0 then TERMINATE_PROGRAM;

M :=N;

for I := 2 step 1 until N do

if H(I) > H(M) then M := I;

H(1) := H(M); H(M) := H(N); N := N - 1;

end POP;

Boolean procedure EMPTY;
begin

EMPTY := (N = 0);
end EMPTY;
N :=0;
end HEAP;

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)




ABSZTRAKT ADATT{PUSOK MEGVALOSITASANAK LEHETOSEGEI ... 271

Példankban a tipusbél a CREATE miiveletet elhagytuk, mert az mds nyelvi utasi-
tasokkal helyettesithets. A SIMULA 67 nyelvben egy dj heap bevezetése két lé-
pésben torténik: definidlni kell egy pointer-valtozét, amivel a létrehozand6 heap-et
azonositani fogjuk,

ref (HEAP) H;

majd létre kell hozni egy heap-et a new generdtor segitségével, aminek ,,cimét” a H
valtozé kapja értékiil (itt paraméterként megadhaté ennek heap-nek a maximalis
mérete).

H :- new HEAP (10);

Azt, hogy egy tipusmiivelet melyik heap-re vonatkozik tigy valasztjuk ki, hogy a
kivant heap-nek a tipusmiiveletét hasznaljuk.

integer Z;
H.PUSH(2);
Z := H.TOP;

Minden egyes generalas alkalmaval, az 4j példdnyban azonnal végrehajtodik a
deklaracik utan allé utasitdssorozat (itt N := 0;). Ez a tulajdonsag felhasznalhaté
arra, hogy egy 0j heap-valtozd bevezetésekor azt inicializljuk. A programok meg-
bizhat6séga szempontjabdl ez egy igen pozitiv vonasa a class-nak.

A class tipussal nem paraméterezhetd.

4. MODULA-2

Amikor N. WIRTH 1977-ben elvéillalta, hogy a tervezés alatt 4116 Lilith személyi
szdmitdgépet felszereli a sziikséges software-rel, nem utolsésorban annak bizonyita-
sara, hogy alap-software is készitheté magasszintd nyelven, igy dontott, hogy a
teljes operacids rendszert a kiszolgilé programokkal egylitt ugyanazon a magas-
szint{i nyelven késziti el. [3]

Az alkalmazasi céloknak megfeleléen a tervezett nyelvnek alkalmasnak kellett
lennie algoritmus, azaz bizonyos foku absztrakcid leirdsira, ugyanakkor az operaciés
rendszer magja (pl. a perifériakezeld driver-ek) megirasdhoz a hardware regiszterek
kozvetlen elérését is lehetsvé kellett tennie. A Pascal nyilvanvaléan nem felelt meg
erre a célra, és nem latszott elegenddnek a nyelv egyszerl kibSvitése sem. A WIRTH
altal néhany évvel koridbban megalkotott Modula tilsdgosan primitiv nyelv volt,
erre a célra kozvetleniil szintén nem hasznalhaté, a modul-fogalma viszont igen
alkalmasnak litszott a magasszintii nyelvben a gépkozeli informacidk elrejtésére.
Az 4j nyelv, a Modula-2 ebbél a két nyelvbdl szliletett a Pascal szintaxisanak némi
javitasaval és a Modula néhdny fogalmanak atvételével.
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4.1. A modul

A Modul-2 nemcsak lehetvé teszi a program feldarabolasat és a részenkénti
forditast, hanem a Modula mintdjara eszkozdket ad a modulok k6zotti kapcsola-
tok leirdsdra is. A nyelvek kozott els6ként nem trividlisan haszndlja a lathatdsag
fogalmat: a modul definicidés és implementacids részre valik szét. A definicids
modul tartalmazza a mas forditdsi egységekbdl elérhet6 tipusok, objektumok és
alprogramok specifikaciéit, az implementiciés modulban pedig megtalalhaté ezek
megvaldsitasa, térzse. Az implementacids rész rejtve marad a tobbi modul el6tt.
Ezzel lehetdvé valik absztrakt tipusok definidlasa, a tipus specifikacidjanak ill. re-

Azért, hogy a forditéprogram ellendrizni tudja a modulok kozotti kapcsolato-
kat, a leforditott modulokat egy adatbazisban (kdnyvtarban) helyezi el, a modulok
forditasi sorrendjére pedig az aldbbi megszoritasokat teszi:

1) Egy modul definiciés részét elébb kell forditani, mint a hozzd tartozé imple-
mentacios részt.

2) Ha az A definicids vagy implementacids rész hivatkozik egy B modulban de-
finidlt névre, akkor a B modul definiciés részét el6bb kell forditani, mint a
hivatkozd A részt.

3) Ha egy definicids részt Wjra leforditunk, a konyvtirban érvénytelenné vilik
minden olyan definicids és implementacids rész forditdsa, amely — koézvetleniil
vagy kézvetve — az Gjraforditott definicids részre hivatkozik.

4.2. Az opaque tipus

A MODULA-2 tervezésekor célul tiizték ki nyelvi elemek definidldsat a tipus-
megvaldsitds leirasira. Ez az in. dtlitszatlan (opaque) tipus. Az &tlitszatlan
tipus specifikacidja a definiciés modulban, reprezenticidja és a tipusmiiveletek imp-
lementacidja az ehhez tartozé implementiciés modulban van. Mivel az imple-
mentaciés modul moddositasakor nem sziikséges wjraforditani a tipust felhaszndlé
modulokat (hiszen a tipus specifikiciéja nem valtozott!), ez a megoldas egy biz-
tonsagos és konnyen alakithaté programot eredményez.

A MODULA-2 tartalmaz egy szigord megkotést: az atlatszatlan tipus repre-
zentaciGja mindig a WORD tipussal kompatibilis tipus kell legyen. Erre a szabdlyra a
nyelvben azért van sziikség, mert a definiciés modul semmiféle informaciét sem tar-
talmaz a tipus reprezentacigjardl, igy azt sem lehet tudni, hogy egy ilyen tipusu
valtozd definidlasakor az mekkora téroléteriiletet foglal el. Az informécidt tar-
talmazé implementaciés modul viszont a tipus felhasznalasakor még nem 3&ll a
forditoprogram rendelkezésére (esetleg el sem késziilt). Ennek a szabdlynak az
alapjan a forditéprogram minden atlitszatlan tipusi valtozénak annyi helyet fo-
glal le, amennyi a WORD tipushoz sziikséges. (Pl. az INTEGER és a POINTER tipus
kompatibilis a WORD -del.)

Az dtldtszatlan tipus a definidldsa utdn ugyanigy hasznilhaté, mint birmely
predefinit tipus, mint pl. az INTEGER vagy REAL. Atlitszatlan tipus esetén a tipus

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



ABSZTRAKT ADATT{PUSOK MEGVALOSITASANAK LEHETOSEGEI ... 273

értékeire csak a tipusssal egy modulban definialt tipusmiiveletek, valamint az érték-
adas és az egyenldség vizsgalata megengedett. Kimondottan hiba a megbizhatésig
szempontjibdl, hogy MODULA-2 ez utébbi kett6t is megengedi. Mivel ugyan-
is pointerrel valé reprezentélas esetén ez kizarélag csak a pointert adja értékil a
valtozdénak ill. csak a pointerek egyezését vizsgdlja, ezért félrevezet$ is (hiszen a
predefinit tipusoknal nem igy van) és haszontalan is (hiszen erre a lehetd legritkabb
esetben lehet sziikség).

4.3. Példa

A példaként hasznilt heap tipus definiciés moduljat tehat megadhatjuk még
miel6tt a reprezentaciordl dontottiink volna.

DEFINITION MODULE HeapType;
EXPORT QUALIFIED heap, create, push, top, pop, empty;
TYPE Heap;
PROCEDURE create (VAR h : Heap);
PROCEDURE push ( h : Heap; x : INTEGER);
PROCEDURE top ( h : Heap) : INTEGER;
PROCEDURE pop ( h : Heap);
PROCEDURE empty ( h : Heap): BOOLEAN
END Heap Type.

Most egy olyan reprezentaciét valasztunk, amelyben a legnagyobb elem kény-
nyen elérhet8, de egy elem behelyezése vagy térlése is kevés miiveletet igényel. Egy
heap-et egy h[1..SIZE] vektorral és egy n egésszel dbrdzolunk. n a sorozat hossza és
n=0 jelenti az lires heap-et, a sorozatot pedig a h[1], ... ,h[n] elemekkel fejezziik
ki. A vektorhoz hozzarendelt invaridns azonban erésebb, mint amit a 3. pontban
hasznaltunk [2]:

Vi €,[1,n/2] : h{i] > max (h[2 % i],h[2+ i+1])

Ez a vektorral valé abrazolds megfelel a heap egy kiegyensilyozott rendezett
bindris faval val6 dbrdzoldsanak. A megfelelést az aldbbi dbra szemlélteti:

h(4
{0
h(1]
h[e]
o |
h(7]

Az invaridns most azt jelenti, hogy minden részfaban a gydkér a legnagyobb
elem. Igy a sorozat legnagyobb elemét mindig h[1] dbrazolja, annak kivételekor
pedig h[2] vagy h[3], ezek helyére pedig a ,bel6liik lelégd” elemek egyike, sit.
»csuszik elore”. Egy elem behelyezésének vagy torlésének koltsége egyarant log n-
nel aranyos.
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IMPLEMENTATION MODULE HeapType;
FROM Storage IMPORT ALLOCATE;
CONST SIZE = 100;
TYPE HeapRep = RECORD
n : CARDINAL;
h : ARRAY [1..SIZE] OF INTEGER;
END;
TYPE Heap = POINTER TO HeapRep;

PROCEDURE create(VAR h : Heap);

BEGIN
ALLOCATE(h, TSIZE(HeapRep));
hi.n := 0;
END create;
PROCEDURE push(h : Heap; x : INTEGER);
VAR

i,j : CARDINAL;
svap : BOOLEAN;
BEGIN
IF h1.n = SIZE THEN HALT; END;
INC(hT.n); j:= hl.n; swap := TRUE;
WHILE swap AND j >= 2 DO
i := j; j := j DIV 2;
IF x > ht.h[j]
THEN ht.h[il := h1.h(jl;
ELSE swap := FALSE;

END;
END;
IF svap
THEN h{.h[j] := x; ELSE hf.h[i] := x;
END;
END push;
PROCEDURE top(h : Heap) : INTEGER;

BEGIN
IF ht.n = 0 THEN HALT; END;
RETURN h1.h[1];

END top;

PROCEDURE pop(h : Heap);
VAR
i.,j : CARDINAL;
svap : BOOLEAN;
tmp : INTEGER;
BEGIN
IF hi.n = 0 THEN HALT; END;
tmp := h1.h[h{.n]; DEC(h].n;)
j := 1; swap := TRUE;
WHILE swap AND 2+j <= hi{.n DO
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1= 3; j := 2% j;
IF j < hf.n AND ht{.h([j+1] > h{.h[j]
THEN INC(j);
END;
IF tmp > hi.h[j]
THEN hf.h[i] := h{.h[j];
ELSE swap := FALSE
END;
END;
IF swap
THEN h1.h(j] := tmp; ELSE h{.h[i] := tmp;
END;
END pop;
PROCEDURE empty(h : Heap) : BOOLEAN;
BEGIN
RETURN hf.n = 0;
END empty;
END HeapType.

A Heap tipus haszndlata a MODULA-2 nyelvben nagyon természetesen, a tobbi
tipussal 6sszhangban torténik. A tipusbdl felhasznalni kivant azonositékat azonban
el6bb importalni kell:

FROM HeapType IMPORT Heap, create, push, pop, empty;
VAR h : Heap;

A tipusmiiveletekben aktudlis paraméterként kell megadni, hogy azok melyik heap-
re vonatkoznak:

create (h);
push (h,0);

A MODULA-2 tipusfogalma sckkal merevebb a SIMULA 67 nyelvénél. A MO-
DULA-2 deklaricids részei forditasi id6ben értékelddnek ki, igy a vektorok értel-
mezési tartomdnyat csak forditasi id&ben kiértékelhetd kifejezéssel lehet megadni.
Mindezek miatt a heap tipus nem paraméterezhet6 még szammal sem.

Bar az implementdciés modul végén ebben a nyelvben is van egy inicializald
rész, az csak egyszer, a program elinditasakor hajtédik végre. Igy ez nem hasznal-
hato fel atlatszatlan tipusi valtozdk inicializaldsiara. Egy Heap tipusui valtozd de-
finialdsakor annak értéke definialatlan, s majd csak a create miivelet végrehajtasa
utdn vesz fel meghatdrozott értéket. Az inicializdlds (create) elmaraddsa prog-
ramhibdhoz vezet, de a nyelv nem ad eszkozt ennek ellenSrzésére.
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5. CLU

A CLU program modulok halmaza. A nyelv hiromféle modult ismer, min-
degyik egy-egy fajta absztrakcié leirasira szolgal. Az eljrds a funkciondlis-, az
iterator a vezérlési-, a cluster a tipusabsztrakcié leirdsanak eszkoze. [4,5]

Az eljiras valahdny argumentumot felhasznalva elvégzi a szamitast, s annak
eredményét valtozokban visszaadja a hivénak. A hivé és az eljaris kozott minden
kommunikacié az argumentumokon és az eredményvaltozékon keresztiil torténik
(azaz globalis valtozék nincsenek!). Az eljiras befejezGdésekor az visszajelez egy, a
befejezddés allapotara utald feltételt is. Ez lehet normal, vagy lehet egy hibaallapot.

squareroot = PROC (x:REAL) RETURNS (REAL)
SIGNALS(no.real result)
utasitdsok
END

Az iterdtor az argumentumaibdl értékek egy sorozatat szamitja ki, mégpedig
gy, hogy az egymast kdvet meghivasakor a hivé megkapja a sorozat egy-egy jabb
elemét. Az iterdtort

iterator = ITER (t : tipus) YIELDS (elem_tipus)
utasitasok
EKD

formaban definialljuk, s egy FOR ciklus hivhatja.

FOR i : elem_tipus IN iterator(x) DO
ciklusmag
END

A cilkusvaltozdé a ciklusmag minden végrehajtisa el6tt felveszi az iterator altal
szolgaltatott Gjabb értéket. A ciklus akkor ér véget, ha az iterator terminal.

5.1 A cluster fogalma

A cluster szolgdl a nyelvben j tipus, adatabsztrakcié létrehozdsiara. A cluster
objektumokat és ezeket létrehozé ill. ezeken manipulédlé elemi miiveleteket definidl.

set = CLOSTER IS create, insert, elements
torzs
END

A cluster-en kiviil a tipus objektumai kizardlag a tipusmiiveletek segitségével kezel-
hetSk. A cluster belsejében kell megadni (mds tipusokbdl felépitve) a reprezentaciot.
A miiveletek eljardsok és iteratorok formajaban implementalhatdk.

A modulok statikus skalar értékekkel és tipussal paraméterezhet6k. Az utébbi
esetben megadhatok az aktudlis tipus paraméterre megszoritasok is, amelyekben
kikothetd, hogy annak milyen tipusmiiveletekkel kell rendelkeznie.
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set = CLUSTER [t : TYPE] IS create, insert, elements
WHERE t HAS equal : PROCTYPE (t,t)
RETURNS (BOOL)
torzs
END

A paraméterezett cluster-t tipusgenerdtornak hivjuk.

5.2. Az ARRAY tipusgenerator

A CLU ARRAY tipusa rendkiviili dinamizmusaval kiilénbozik a t6bbi magasszintii
nyelv tdmbtipusatol. Ebben a nyelvben a program végrehajtisa kézben megvaltoz-
tathaté a témb objektumok indextartomanya és hossza is.

Az ARRAY tipusgenerdtor tipusok egy végtelen osztilyat definidlja. Barmely T
tipus esetén generilhatd az ARRAY[T] tipus. Az ARRAY[T] tipus egy egész tipusi alsé
indexhatarbdl és egy T tipusu elemekbdl 4llé sorozatbdl dll. Az ARRAY tipusgene-
ratorhoz tobb mint két tucat elemi miivelet tartozik, ezekbdl azonban csak azokat
soroljuk fel, amelyeket a példaprogramban felhaszniltunk.

create: PROCTYPE (INT) RETURNS (ARRAY[T])
A create fiiggvény ereménye egy olyan ARRAY[T] tipusi érték, amelynek kez-
ddindexét a figgvény argumentuma adja, a sorozat pedig nulla hosszisigi.
low: PROCTYPE (ARRAY[T]) RETURNS (INT)
A lov fuggvény eredménye a tdmb kezdSindexe.
size: PROCTYPE (ARRAY[T]) RETURNS (INT)
A size figgvény eredménye az ARRAY[T] tomb elemszdma.
top: PROCTYPE (ARRAY[T]) RETURNS (T) SIGNALS (bounds)
A top figgvény értéke a tomb utolsé (legnagyobb indexil) eleme.
fetch: PROCTYPE (ARRAY[T], INT) RETURNS (T) SIGNALS (bounds)
A fetch fiiggvény értéke a tombnek a mdisodik argumentumban megadott in-
dexil eleme. A fetch figgvény irhaté a szokdsos formdban is: x[i].
addh: PROCTYPE (ARRAY[T], T)
Az eljirds az argumentumaban adott T tipusi értéket hozziflizi a tomb elemei-
hez, megnovelve azzel a tdmb hosszdt.
remh: PROCTYPE (ARRAY[T]) RETURNS (T) SIGNALS (bounds)

Az eljards elhagyja a tomb legnagyobb indexii elemét.

5.3. SEGNAL

A programok eljdrdsai nem minden esetben képesek elvégezni a rdjuk bizott
feladatot. A CLU lehet&vé teszi az eljards normalis befejezése mellett annak olyan
befejezését is, amikor a hivé informacidt kap az eljards visszatérése utan a rendel-
lenességrdl. Ez a hibakezelési mechanizmus két részbdl dll: a névvel azonosithatd
hibaallapot bedllitasabdl (SIGNAL) és a hiba lekezelésébdl (EXCEPT). A SIGNAL utasi-
tast a hivott, az EXCEPT utasitast a hivé eljards tartalmazza. Azt, hogy egy eljaras
milyen hibakkal térhet vissza, a eljdrdsfej SIGNALS utasitdsiban fel kell sorolni.
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PROCTYPE (ARRAY[T], INT) RETURNS (T)
SIGNALS (bounds)

PROCTYPE (STRING) RETURNS (INT)
SIGNALS (invalid(CHAR))

SIGNAL utasitas barhol eléfordulhat egy eljarastorzsben. Hatasara az eljaras
végrehajtdsa megszakad, s a vezérlés visszatér a hivé utasitashoz csatolt hibakeze-
18be (EXCEPT). A SIGNAL utasitisban mdd van értékek visszaadasara is.

signaller : PROCTYPE (i : INT)
SIGNALS (negative(INT), positive(INT), zero);
IF i < 0 THEN SIGNAL negative (-i)
ELSIF i > 0 THEN SIGNAL positive (i)
ELSE SIGNAL zero
END

END signaller

A SIGNAL utasitas altal kivéltott hibakat a hivé utasitashoz csatolt EXCEPT u-
tasitasban lehet lekezelni. A hiba lekezelése utin a program végrehajtdsa normadl
allapotban folytatédik.

signaller (x)
EXCEPT WHEN negative (z : INT) : utasitdsok
WHEN positive (z : INT) : utasitisok
WHEN zero : utasitdsok
END

5.4. Példa

Példankban a heap tipusnak ugyanolyan reprezentacidjat kédoljuk, mint a
MODULA-2 nyelv esetében. J4l megfigyelhetd, hogy a CLU eszk6zei (ARRAY ti-
pusgenerdtor, SIGNAL) segitségével mennyivel rugalmasabb, haszndlhatébb modul
definilhaté.

heap_type = CLUSTER [item : TYPE] IS
create, push, top, pop, empty,
WHERE item HAS 1t : PROCTYPE (item,item)
RETURNS (BOOL) ;
REP = ARRAY [ item ];
create = PROC () RETURNS (CVT);
RETURN ( REP$create(l) );
END create;
push = PROC (h : CVT, x : 1INT);
i,j : INT;
svap : BOOL := TRUE;
tap : item := x; [
REP$addh(h, x);j := REP$size(h);
VHILE swap CAND j >= 2 DO

Alkalmasott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



ABSZTRAKT ADATTIPUSOK MEGVALOSITASANAK LEHETOSEGEI .

i:=3; =3/ 2
IF tmp > h[jl
THEN h[i] := h[j];
ELSE swap := FALSE;
END;
END;
IF swvap
THEN h(j] := tmp; ELSE h[i] := tmp;
END;
END push;

top = PROC (h : CVT) RETURNS (item) SIGNALS (empty heap);

IF REP$size(h) = O THEN SIGNAL empty heap; END:
RETURN ( h{1} );
END top;

pop = PROC (h : CVT) SIGNALS (empty.heap);
i,j ¢+ INT;
swap : BOOL := TRUE;
tmp : item;
IF REP$size(h) = 0 THEN SIGNAL empty heap; END;
tmp := REP$top(h); REP$remh(h); j := 1;
WHILE svap CAND 2%j <= h.n DO
i:=j; ji= 2% j;
IF j < REP$size(h) CAND h[j+1] > h[j] THEN
=i+ 1
END;
IF tmp > h[j]
THEK hfi] := h([jl;
ELSE svap := FALSE;
END;
END:
IF swap
THEN h(j] := tmp; ELSE h[i] := tmp;
END;
END pop;
empty = PROC (h ; CVT) RETURNS (BOOL);
RETURN ( REP$size(h) = 0);
END empty;

END heap_type;

6. Ada

279

Az Ada tervezésének 6 szempontjai a program megbizhatdséga, karbantart-
hatésiga, emberkozelisége (olvashatdsdga) és hatékonysdga voltak. A nyelv alapja
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a Pascal, de néhdny vondst atvett a kovetkez8 nyelvekbdl is: Euclid, Lis, Mesa,
Modula, Sue, Algol 68, Simula, Alphard, CLU. [6]

Az Ada program programegységek felsoroldsa. Ada programegység az alprog-
ram, a package (ami alprogramok, tipusok, konstansok és valtozék gyijteménye), a
task (ami parhuzamosan végrehajthaté szémitdsokat tartalmaz) és a generic (ami
egy paraméterezett package vagy alprogram, ahol a paraméter tipus is lehet).

A programegységek két részbdl allnak: specifikacids részb6l, ami a mds egy-
ségekbdl lathaté informdciét tartalmazza, és a torzsbdl, ami az implementaciét
tartalmazza, és ami mds egyégekbdl nem lathaté. A specifikdcids rész és a torzs
szétvalasztdsa és a kiilon valo forditas lehet8vé teszi nagymértékben fiiggetlen prog-
ramkomponensek tervezését, irasat és tesztelését.

Az Ada nyelvhez tartozik egy specialis kdnyvtar, amelyben a programegységek
helyezkednek el. Egy Ada program kifejlesztése a konyvtari egységek adatbazisinak
felépitését jelenti. Kezdetben a konyvtar csak predefinit packageket tartalmaz, ezek-
hez illesztheti hozza a felhasznilé a maga konyvtari egységeit.

6.1. A package
Az Ada az dltalanos céli package fogalmat felhasznilva, azon beliil ad esz-
kozoket tipus megvaldsitdsira. A package a MODULA-2 modul fogalmahoz na-
gyban hasonlité programegység (és egyben forditdsi egység). Szintén két részre,
specifikdcids részre és torzsre valik szét; a specifikdcids rész felsorolja az exportalni
kivant objektumokat, tipusokat és programegységeket, a torzs magdba foglalja ezek
implementaciéjat.
package P is
— — exportdlt, mds egységbdl is lithato nevek
end P;
package body P is
— — az exportdlt egységek implementdciéja
end P;

Az Ada forditdsi egységeinek forditasi sorrendjére vonatkozé szabaly lényegét
tekintve megegyezik a MODULA-2 ilyen szabalyaval.

6.2. A private tipus
A megvaldsitani kivant tipust a specifikiciés részben un. private tipusként de-
finidlhatjuk. A tipus reprezenticidjat a specifikicids rész végén, az in. private
szakaszban kell megadni, ami nem keriil exportdlasra.
package HEAP_TYPE is
type HEAP is private;

private
type HEAP is ...
end HEAP_TYPE;
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A MODULA-2 -hoz képest az a legnagyobb kiilénbség, hogy igy megsziinik a rep-
rezentaciéra vonatkozd megkotés, hogy ti. az csak a WORD tipussal kompatibilis
tipus lehet. Mivel viszont a reprezenticié a specifikicids részbe kerilt, igy annak
mdédositisa a ra hivatkozé modulok ujraforditisit vonja maga utan.

Az Ada — a MODULA-2 -h6z hasonléan — a private tipusra megenged két
altaldnos miiveletet: az értékaddst és az egyenlOség vizsgalatit. Mivel felléphetnek
ezekkel a miiveletekkel kapcsolatban bizonyos problémak, amelyeket a MODULA-
2-nél mar kifejtettiink, ezért az Addban a private tipusokra ezeket a miiveleteket
meg lehet tiltani.

type HEAP is limited private;

A limited private tipusi objektumhoz kozdrélag az ugyanebben a package-ben de-
finialt tipusmiiveleteken keresztiil lehet hozzaférni.

Az Ada lehet8séget ad private tipushoz konstans definidldsira. Vannak olyan
tipusok, amelyeknek nevezetes konstansai vannak. Ilyen pl. a COMPLEX tipus, amit
az alabbi médon definialhatunk:

package COMPLEX_TYPE is
type COMPLEX is private;
I : constant COMPLEX;
function "+" (A, B : COMPLEX) return COMPLEX;

private
type COMPLEX is record
RE, IM : REAL;
end record;
I : constant COMPLEX := (0.0, 1.0);
end COMPLEX_TYPE;

Ez a lehetdség nagyban javitja a private tipus haszndlhatdsagat.

Az Adaban a private tipus ugyanigy paraméterezheté objektummal, mint az
egyéb tipusok, tehat mint pl. a rekord. Az aldbbi verem tipus paramétere a verem
maximalis mérete.

package STACK.TYPE is
type STACK(MAX:NATURAL := 100) is limited private;
EMPTY STACK, FULLSTACK : exception;
procedure PUSH(S:in out STACK; X:in INTEGER);

private
type STACK(MAX:NATURAL := 100) is record
N : NATURAL := 0;
S : array (1..MAX) of INTEGER;
end record;
end STACK_TYPE;

with STACK_TYPE: use STACK_TYPE;
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procedure P is
S : STACK(64);
T : STACK;

PUSH(S, A);
end P;

A P eljirasban az S verem legfeljebb 64, a T verem 100 egész befogadasara képes.

6.3. A generic
Azért, hogy a tipus alaptipusit is megadhassuk paraméterként, din. generic
package programegységet kell haszndlnunk. A generic package két f6 dologban
kiilonbozik a package-t6l:
— értékkel, tipussal és alprogrammal paraméterezhetd, és
- mivel ez csak egy véz, a package-ként valé hasznalatdhoz aktudlis paraméterek
megaddsaval generdlni kell beldle egy (hagyomdnyos) package-et.

generic

type ELEM is private;
package STACK.TYPE is

type STACK(MAX:NATURAL := 100) is limited private;
EMPTY.STACK, FULL_STACK : exception;
procedure PUSH(S:in out STACK; X :in ELEM);

private
type STACK(MAX:NATURAL := 100) is record
N : NATURAL := 0;
S : array (1..MAX) of ELEM;
end record;
end STACK_TYPE:

Egy verem objektum definidldsakor most tehat a kdvetkez6képpen kell eljarnunk:

package INTEGER STACK is new STACK_TYPE(INTEGER):
S : INTEGER.STACK.STACK;

INTEGER_STACK.PUSH(S,0);

Itt az elsd deklaracids utasitds egy 1j verem tipus bevezetése (instantiation), ahol
megadjuk, hogy az ij INTEGER_STACK package-be bedgyazott STACK tipus alaptipusa az
INTEGER tipus legyen. A kovetkezd sorokban a STACK tipus és egy tipusmiiveletének
hasznilatat mutatjuk be. Amennyiben az INTEGER_ STACK package definidlasa utdn a

use INTEGER_STACK;

utasitdst is megadjuk, ezzel a package-ben definialt neveket ,kozvetlentl lathatova”
tessziik. A kordbbi sorok most igy festenek:
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S : STACK;
PUSH(S,0);

6.4. Az exception
A hibak és a kivételes helyzetek kezelésére az Ada hasonlé mechanizmust alkal-
maz, mint a CLU. A nyelv minden hibafajtit egy névvel jeldl meg; minden blokk
tartalmazhat egy hibakezeldt, amelyben kiilén utasitdsok tartoznak a kiilonbozd
hibakhoz.
begin
A := B(I)/D;
exception
when ZERODIVIDE =>
A :=0;
when CONSTRAINT_ERROR =>
A := B(B’LAST);
end;

A blokkban fellépS valamely hiba esetén a blokk végrehajtdsa a hibakezelGben fo-
lytatédik, s ha itt nincs rendelkezés a hiba lekezelésére, akkor a hivé blokkban lép
fel a hiba. Ez a keresés addig tart, amig egy blokkban a hiba lekezelése meg nem
torténik, s ez a blokk mdr normél médon (hibadllapot nélkiil) tér vissza az &t akti-
vizal6 blokkba. Ez a rendszer bevalt, és nagyon hasznos a specifikacidjukat pontosan
teljesits, megbizhaté blokkok (eljardsok, fiiggvények), tipusmiiveletek irasahoz.

Az Ada hibakezeléssel kapcsolatban is megemlithetd azért két hidnyossag: az
az eljaras, amelyben fellép egy hiba, nem adhat vissza informaciét a paramétereken
keresztil, igy a nyelv némely esetben kikényszeriti globalis valtozék haszndlatat;
masodszor, ha a programozé nem ir a hivé blokkba hibakezel6t, a fellépé hiba
tovaterjed, s esetleg majd egy olyan modulban lép fel, amelyben erre szamitani nem
lehet.

6.5. Példa

Az eddigi példdkban valasztott reprezentaciok — a CLU kivételével — oly-
anok voltak, ahol a HEAP elemeinek szama korlatozva volt. ljj abb példankban olyan
reprezentdciot valasztunk, amelyben ilyen elvi korlat nincs: a heap tipust ezittal
vektorok kétiranyi listajaval dbrdzoljuk. A heap fejrésze két pointert tartalmaz: F
a lista elsd elemének, L az utolsé elemének pointere. Egy listaclemben (HEAP_REC)
megtalalhaté egy vektor (D), a vektor hossza (M) és egy-egy a listdban elSre (FW) ill.
vissza (BVW) mutaté pointer.

A listardl kikotjiik az aldbbi invarianst:

— mindegyik vektorra teljesiil, hogy

Vi € [1,M/2) : D(i) > max (D(2#1),D(2%i+1))
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- a listdban mindegyik vektor elsd eleme kisebb, mint az utina kovetkezd listae-
lem vektordnak elsé eleme,
- az utolsd listaelemet kivéve a vektor mindegyikben megtelt.

generic
type ITEM is private;
with function ">" (A, B : ITEM) return BOOLEAN;

package HEAP_TYPE is
type HEAP is limited private;
HEAP EMPTY : eception;

procedure CREATE(H : in out HEAP);

procedure PUSH (H : in out HEAP; X : in ITEM);
function TOP (H : HEAP) return ITEN;
procedure POP (H : in out HEAP);

function EMPTY (H : HEAP) return BOOLEAN;

private
SIZE : constant := 32;

type HEAP _REC_ADDRESS;
type HEAP is record
F, L : HEAP REC_ADDRESS := null;
end record;
type HEAPREC is record
FW, BW : HEAP_REC_ADDRESS := null;
M : NATURAL := 0;
D : array (1..SIZE) of ITEM;
end record;

type HEAP_REC_ADDRESS is access HEAPREC;
end HEAP_TYPE;
package body HEAP.TYPE is

procedure CREATE(H : in out HEAP) is
begin

H.F := new HEAP.REC; H.L := H.F;
end CREATE;

procedure PUSH(H : in out HEAP; X : in ITEM) is
P : HEAP_REC.ADDRESS := H.L;
TMP : ITEM := X;
I, J : INTEGER;
SWAP : BOOLEAN;
begin
if P.M = SIZE then
if P.F¥W = null then
P.F¥W := new HEAP_REC;
P.F¥.BW := P;
end if;
P := P,FW;
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end if;
--p=H.L and H.L.M < SIZE
P.M:=P.M+ 1; J := P M; SUAP := TRUE;
vhile SWAP and then J >= 2 loop
I :=J; ) :=J/2;
it TMP > P.D())
then P.D(I) := P.D(J);
else SWAP := FALSE;
end if:
end loop;
it SWAP
then P.D(J) := TMP; else P.D(I) := TMP;
end if;
--Vie [1,0/2] : D(i) 2 max (D(2#i),D(2#i+1))
while P /= null and then P.D(1) > P.BW.D(1); loop
TMP := P.D(1); P.D(1) ;= P.BV.D(1);
P.BU.D(1) := TMP; P := P.BW;
end loop;
end PUSH;

function TOP(H : HEAP) return ITEM is

begin
if H.F.M = 0 then raise HEAP.EMPTY; end if;
return H.F.D(1);

end TOP;

procedure POP(H : in out HEAP) is
P : HEAP.RECADDRESS := H.F;

I, J : INTEGER;

SWAP : BOOLEAN;

TMP : ITENM;
begin

if H.P.M = 0 then raise HEAP.EMPTY; end if;
while P /= H.L and then
P.FW.D(1) > MAX(P.D(2),P.D(3)) loop
P.D(1) := P.FW.D(1); P := P.FV;
end loop;
- - H.L.D(H.L.M) < H.L.D(1) =
- - H.L.D(H.L.M) < MAX(P.D(2),P.D(3))
TMP := H.L.D(H.L.M); H.L.M.:= H.L.M -~ 1;
J := 1; SWAP := TRUE;
wvhile SWAP and then 2* J <= P.M loop
I :=7; ] := 2% J;
it J < P.N and then P.D(J+1) > P.D(J) then
J =]+ 1;
end if;
if TMP > P.D(J)
then P.D(I) := P.D(J);
else SWAP := FALSE;

Alkalmasott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



286 KOZICS SANDOR

end if:
end loop;
if SWAP
then P.D(J) := TMP; else P.D(I) := TMP;
end if;
-~ - Viel1,M/2] : D(I) > max(D(2#1i),D(2#%i+1))
if H.L.M = 0 and then H.L /= H.F then
H.L := H.L.BW;
end if;
-~ - H.F /= K.L => H.L.M /=0
end POP;

function EMPTY(H : HEAP) return BOOLEAN is
begin

return H.F.M = 0;
end EMPTY;

end HEAP_TYPE;

Nagyon nehezen megoldhaté problémdja a programozasi nyelvnek a viltozok
inicializdlatlansidgdnak a kérdése. Az Ada sem képes megbirkdzni ezzel teljesen,
viszont a rekord tipusi valtozék esetében hasznilhaté megoldast ad.

type HEAPREC is record
FW, BW : HEAP REC_ADDRESS := null;
M : NATURAL := 0;
D : array (1..SIZE) of ITEM;

end record;

A mez6hoz irt kezdGértékadds azt jelenti, hogy minden valtozé definidlisakor az
azonnal felveszi a tipusdefiniciéban megadott (és a tipus definidldsakor meghataro-
zott) értékeket. A nyelv tehat nem kényszeriti ki a programozébdl az inicializdlatlan
valtozok elkeriilését, de lehetSséget ad arra.

7. A leghijabb nyelvek tdrekvései

A tipusfogalom koriili kutatds egyaltalin nem esett vissza, s6t, az utdbbi
években az objektum-orientdlt nyelvekkel kapcsolatban uj lendiiletet vett. Olyan
nyelvi eszkozoket keresnek, amelyekkel mar nem csak egy tipus, hanem tipusok egy
rendszere, osztdlya is leirhaté. So6t, tipusok osztalyan értelmezett miiveletek (pl.
oroklés) nyelvi szinten valé kezelésének lehetd8ségeit is tanulmdnyozzdk. Ezektdl a
kutatasoktol nemcsak a tipusfogalom altalanositdsa varhatd, hanem ezek valdszi-
niileg nagy hatassal lesznek a modulfogalomra és a parhuzamossigra is. Ezek az
4j probalkozasok, uj nyelvek (pl. Owl, Oberon, Eiffel) azonban még csak kutatdsi
stadiumban vannak, a gyakorlatban val6 kiprébalasukra kicsit még varni kell.
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DEFINITION OF ABSTRACT DATA TYPES IN
DIFFERENT PROGRAMMING LANGUAGES

S. Kozics

An exploration of how the most important features of abstract data types, playing a central
role in reliability of programs, developed in various programming languages from SIMULA 67 to
Ada.
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LOGIKAI FUGGVENYEK PR—ZART OSZTALYAINAK HALOJA*

BAGYINSZKI JANOS
Godols-Budapest

A logikai fliggvények halinaza hatvinyhalmazdn bevezetiink egy pr-lezirdsnak nevezett le-
24rési operacidt. E lezaras szerint a logikai fiiggvények egy halmaza pr-zdrt, ha az a projekcickat
tartalmazé olyan (POST definicitja szerint) zart fiiggvényosztdly, amely z4rt a primitiv rekurzié
képzésére. POST eredményeinek felhasznilisa nélkiil meghatirozzuk a Posi-diagram analégidjara
a pr-zdrt osztdlyok halSjat. A ,szigordbb" lezdrdsbél kovetkezden, a logikai fliggvények klén-
h4léjandl egyszeriibb halét kapunk eredinényiil, amely egy végtelen lanc. Megadjuk tovdbbd PosT
tételeinek megfeleldit. A vizsgalatokat a szamitdstudomAany kiilonbo6z3 részei kozotti Gsszefliggések
keresése motivilta.

1. Bevezetés

E. L. PosT 1920-ban irt, nem publikdlt dolgozatiban (1. [3]) és a 21 évvel
kés6bb kiadott [5] monografidban meghatdrozta egy rogzitett kételemii halmazon
értelmezhetd tobbvaltozds fliggvények Gsszes zart osztilyat, valamint az utébbiban
ezek tartalmazas szerinti diagramjit. Az (orosz, német és magyar nyelvii) iroda-
lomban félreérthetd és hibas hivatkozdsok vannak PosT dolgozatait és eredményeit
illetden, részben azért, mert ezek nehezen [4] illetve egyaltaldn nem érhetdk el [5)
(pl. hazdnkban). Ezért [3] és [4] alapjan megprébdlom réviden ismertetni a logikai
fliggvények zart osztilyaira vonatkozé Post-eredmények tényleges el6forduldsat-be-
vezetésként. Az AMS (Amerikai Matematikai Tdrsasdg) egy iilésén, 1920-ban ismer-
tették PosT két dolgozatit (a nem-publikdlt [3] és a {4]). A [3] szerint 2. sorszdm
alatt bemutatott (s kés6bb megjelent [4]) dolgozatban WHITEHEAD és RUSSELL:
Principia Mathematica (Part I. Sect. A) c. konyvében [10] leirt logikai deduktiv
rendszerbdl kiindulva, egységes mddszert ad a posztuldtumokbdl valé szidrmaztat-
hatésdg eldontésére — tetszbleges logikai fiiggvényre. A mddszer alapja logikai
figgvények igazsig-tibldzattal valé dbrdzoldsa. Az &dltaldnositis egyik irdnya az
igazsag-tabldzat (a logikai fliggvények) értelmezése kett6nél tobb elemii halmazra
(kapcsolédva SHEFFER és NIKOD munkajdhoz). A mdasodik ltalanositas 4j logikai
rendszerek bevezetését jelenti. Ez utébbi vezetett a 3. sorszam alatt bemutatott
eredményekhez. E szerint PosT primitiv miivelettablik (azaz igazsigfiiggvények)
kombinalasaval generalhaté Gsszes igazsigfiiggvény-rendszert tekinti. Megmutatja,
hogy 65 olyan rendszer létezik, amely legfeljebb 3-valtozés (primitiv) fliggvényekkel
generalhaté és 8 végtelen csalidja van a generdtor-halmazaban legalabb négyval-
tozds fiiggvényt igényls rendszereknek. A fiiggvényeket formuldval adja meg és bi-
zonyitja, hogy a fentieken kiviil nincs mas zart fiiggvényrendszer. A [4] dolgozatbdl

*A dolgozat az OTKA T4295/92 szdmt téma keretében késziilt.
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lathatd, hogy fliggvények kombindldsin Osszetett fliggvény képzését, valtozdk per-
mutaldsit és két valtozd azonositdsit érti — véges sok lépésben. Mas szavakkal:
fliggvények egy halmazat zartnak nevezi POST, ha az Osszetett fiiggvény képzése és
a valtozdk atjelolése nem vezet ki a figgvényhalmazbdl.

A. 1. MALCEV ilerativ osztdlynak nevez egy zart osztilyt (1. [8]), ha az zért a
fiktiv valtozd hozzdvételére és torlésére is: tehat egy fliggvénnyel egyiitt adottnak
tekintjik az Ssszes olyan fiiggvényt, amely attdl csak fiktiv valtozékban kulénbozik.
JABLONSZK1J, GAVRILOV és KUDRJAVCEV a [11] kényvben atdolgozva POST mo-
nografidjat (bizonyitasokat egyszeriisitve) az Osszes iterativ osztdly diagramjat adjak
meg. (Példdul PosTnél az egyvaltozds projekcié és az Gsszes projekeid két kiilon
osztalyt jelent, iterativ osztdlyként viszont csak az utébbi létezik). A [11} kdnyv
magyar nyelvii ismertetése [2], tovabbi egyszeriisitéseket tartalmaz. DEMETROVICS
J. dolgozatabdl atvett tablazatban (11. oldal) megtaldlhaté a nyolcféle osztily de-
finiciéja (O—, S—, P—, L—, D~, A—, C— és F— osztélyok, 6sszesen 49 meghataro-
zas, azonban nyolc, paraméterrel definidlt F-osztaly mindegyike megszamlalhatéan
végtelen osztalyt képvisel). Szerepel tovabba a tdbldzatban minden egyes osztaly
tipusanak, rendjének és egy bazisanak megadasa.

A 70-es években megjelentek a k(> 2) elemii halmazon értelmezett fiiggvények
zart osztalyait algebrai szempontbdl vizsgalé dolgozatok is.

Minthogy az algebrdk fliggvényklénjai a projekcié-tartalmazdsra nézve zart
iterativ osztalyok, ezért a ,,Post-diagram”-bdl elhagyva a (projekcidkat nem tar-
talmazd) Oz, O3 és O7 iterativ osztédlyokat, a részalgebra-hdlénak megfelels klén-
haléhoz jutunk. BAKER, PIXLEY, MCKENZIE és mdsok univerzilis-algebrai ered-
ményeit felhaszndlva, RESCHKE és DENECKE {7] tisztan univerzalis algebrai titon
szérmaztatjak PosT széban forgé eredményeit. Ok is (akarcsak a [11] és [2] dol-
gozatok) megtartjak PoST jeloléseit a zart osztdlyokra. A tovdbbiakban dltalunk
megadott hildval valé sszehasonlithatdsag céljabol idézziik a [7] dolgozatbdl a hilst
(1. még [6]): az 1. dbran a , Post-diagram”, a 2. abran a pr-zdri osztalyok héléja
lithatd. Az elébbit kiegészitettiik (folytonos vonal helyett pontsorral jellve) az
O3, O3 és Oz osztalyokkal, hogy az eredeti, ,, Post-diagram” is lathaté legyen. (Pon-
tosabban, ez szerepel a [11] kdnyvben, PosTnal ezen kiviil szerepelnek az S}, Py,
A} és O} (1 < i < 9) osztalyok, ahol OF = OEI) és St, P¢, Aj rendre az S,
Py, A4 osztalyok fiktiv valtozdt nem tartalmazd elemeibdl all. Erre azonban csak
kovetkeztetni tudtam, mert [5] - az OSzk nyilvdntartisa és ,magdnnyomozasom”
szerint — hazankban nem hozzaférhetd.)

Koncepciénkat egyrészt elsésorban a k > 2 eset (k-értékii logika fiiggvényklén-
haldjanak szdmossidga nem megszamlalhatS) motivilta.

Masrészrdl az elméleti szamitastudomany kiilonb62d dgai (igy a k-értéki logika
fliggvénykldnjai és a rekurziv fliggvények illetve a formalis nyelvek [1]) kdz6tti kap-
csolatok megvilagitdsa volt a cél. A koncepciét egy kovetkezd dolgozatban szeret-
nénk részletesebben kifejteni, amely a k > 2 esettel foglalkozik.

Az elképzelésiink lényege az, hogy a klénokhoz vezetd, az algebraban természe-
tes lezarasnal szigorubb lezarasi miiveletet vezetiink be. Ez a szdmitastudomanyban
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természetes, rekurziéval valé fiiggvényképzést is tartalmazza: a (primitiv) rekurzié-
ra zart klénok haléjat hatarozzuk meg (ebben a dolgozatban a Boole-figgvények
esetében). Meglepetéssel észleljiik, hogy a Post-diagramnak megfelel teljes halé
lényegesen egyszeri(ibb az el6bbinél — egy végtelen lanc adédik (2. abra), amely a
C) és Cj3 osztalyokon kivill csak az F§* (m > 2) és az F§° osztdlyokat tartalmazza.
(Itt és a tovabbiakban p helyett m-et irunk). A Posi-hdld felhasznilasival e lanc
megadasa csak annak bizonyitasat igényelné, hogy

a) minden pr-zdrt osztaly tartalmazza az Fg° elemeit,

b) F§°, F§* (m > 2), Cs, Cy a pr-zirt osztalyok és

¢) C;-ben maximalis C3, C3-ban maximalis FZ, F*-ben maximalis

(m>2),és Fe = () F.
m22

Azonban éppen annak illusztraldsira, hogy ez a szerkezet-leirds lényegesen egysze-

riibb, nem hasznaljuk fel PosT eredményeit, hanem ontartalmazé mddon épitjik
fol a halét (ezért a relacis-terminoldgidt sem hasznaljuk (8], [7]).

Megjegyezziik, hogy a zdrt figgvényoszidlyok, az iterativ osztdlyok, a kionok
és a pr-zdrt osztdlyok Osszessége egyardnt egy-egy (specidlis) lezdrasi rendszert
hatiroz meg. A lezarasi rendszerek tulajdonsigairdl e lap hasdbjain a [9] dolgo-
zatbdl tdjékozédhat az olvasé.

A 3.1. segédtétel és a 3.2. tétel lényegében ismert tételek, a 3.5. tétel és a
3.6. segédtétel allitdsit, tovdbbad a 3.9. tétel (2) és a 3.10. tétel (1)c. allitdsa
bizonyitdsinak alapotletét atvettiik [11]-bél.

FpHl

2. Definiciék és jelolések

2.1. Definicié. JelGlje Cf") a rogzitett {0,1} kételemil halmazon értelmezett
n-vdllozés figguények halmazat: C{™ := {f : {0,1} — {0,1}}, ahol n > 1
egész szam, és legyen Cy = |J Cg") az Osszes véges-valtozds fiiggvény (logikai

n>1
fiiggvény) halmaza a ({0, 1} alaphalmazon). C; elemeit szokis Boole-figgvényeknek
is nevezni. (0-véltozds fiiggvényeket nem definidlunk). C C C; esetén legyen
c™ = Cn C'g"). A tovabbiakban fliggvényen mindig Boole-figgvényt értiink.
Az egyszerliség kedvéért alkalmazzuk az Z := (z1,...,z,) € {0,1}" és (&, Zn41) :=
(z1,--.,Zn, Tn41) rovid jeloléseket, tovabba + és - jelentse rendre a mod2 Gsszeadast
illetve mod2 szorzast, és legyen aVb:=a+ b+ ab (a,b € {0,1}).

2.2. Definicié. cf, ct, el (1 < i < n) rendre az n-véltozds 0, 1 konstans
fiigguényt illetve az i-edik projekcidt jeloli: minden & € {0,1}" esetén cj(Z) = 0,
c?(Z) = 1, eP(Z) = z;. Jelolje E a projekcick halmazat: E := {e} | 1<i<n,n >1
egész szam}. Ugyancsak lekdtjlik tSbbszor eldfordulé fiiggvények jelolésére a ,h”
betiit a kovetkez8 (index szerinti rekurziv) definiciéval: minden (z1,...,Zm¢2) €
{0,1}™*2 (m > 2, egész) esetén

hm+1(31,.. . 1:m+2) =21 T+ (xl e Zmge + Zm+2)hm(zl) e )zm-{-l)
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ha(z1,z2,23) ;=21 - z2+ 22 - T3+ 23 - 21.

Megjegyzés. Konnyen belathatd, hogy hAm(z1,...,Zm+1) = 1, ha {z,...,
Zm41) elemei kozott legfeljebb egy 0 (a tobbi 1), egyébként hn(z1,...,2Zm41) = 0.
(Bizonyitdsa m szerinti indukciéval). A negyedik 1-véltozds fiiggvényt jelolje s;
s(z):=z+1,z€{0,1}.

2.8. Definicis. A C C C, figgvényhalmazt pr-zdrt oszidlynak nevezziik, ha
E C C, tovabba g1,... ,gn € C, go € C(®), g € C"+2) esetén go(g1,.-- ,9n) € C és
f € C*+D)_ ahol az f figgvényt az

f(i,O) = go(i)’
f(#,1):= g(%, f(%,0),0), Z¢€{0,1}"

primitiv rekurzié definidlja.
C' C C, figgvényhalmaz pr-lezdrtjdn a C'-t tartalmazé legsziikebb C pr-zdrt
osztalyt értjiik. Jelolése: C := [C'],,.

Konnyen l1athatd, hogy C) részhalmazain a C — [C],, hozzarendelés lezarasi
operacié. Ha [C], [C)it, [Clei jel6li rendre a PosT altal definialt lezdrast, az iterativ
illetve a kldn-lezarast, akkor a definicidbdl kovetkezden [CU E] = [CU E)it = [Cla,
ezért igaz a kovetkezs

ALLiTAs. Tetszéleges C C C) esetén C C [C] C [C)is € [Cla C [Clyr. O

2.4. Definicié. Legyen C C C) egy pr-zdrt osztély, azaz [Cl,, = C. C' C C
mazimdlis C-ben, ha [C'],, # C és f € C\ C’ esetén [{f}UC'],r =C.

2.5. Definicié. A C C C) pr-zdri osztdly arildsa (vagy rendje) az a legkisebb
pozitiv egész n szam, amelyre [C(™)],, = C.

Végiil néhény fliggvényosztilyt értelmezilink, amelyekrdl késébb megmutatjuk,
hogy pr-zdrtak.

2.6. Definicié. C5:= {f|f € C1és f(0,...,0) = 0} halmaz a 0-6rzé fiiggvé-
nyek osztalya.

2.7. Definicis. Az f € C™ kielégili az (A™) feltételt (m > 2), ha az A(f) :=
{@| f(&) = 1} halmaz barmely m-elemil A, := {d;|&; = (aj1,...,a5n), 1 €j <
m} részhalmazdhoz létezik olyan 1 < i < n index, hogy a;; = 1 teljesiil minden j
esetén.

Ha f kielégiti az (A™) feltételt m = |A(f)| esetén is, akkor azt mondjuk, hogy
f eleget tesz az (A™) feltételnek.

F™ .= F := {f| f € C és eleget tesz az (A™) feltételnek },
F® = Fg° := {f| f € C) és eleget tesz az (A*) feltételnek }.
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Megjegyzés. A 2.6. és 2.7. definiciékbdl kozvetleniil kovetkezik, hogy

FRCF™ICF™CC3CC, é FeW =M =cM={cdel}. O

3. Eredmények

Meghatarozzuk a pr-zdrt osztlyokat és azok tartalmazds-szerinti haléjat, va-
lamint a [11] dolgozatban bizonyitott tételek pr-lezdrdsra vonatkozé megfelelojét
bizonyitjuk. A bizonyitisok elSkészitéséhez néhany segédtételt bocsitunk eldre. A
Boole—fiuggvények elméletébdl ismert kifejtési tételt a szokdsostdl eltérben, egyvalto-
zéra kifejtett alakban és ES-NEM-VAGY reprezenticié (azaz teljes diszjunktiv nor-
malalak) helyett GF(2) fol6tti poliném-reprezentaciéban adjuk meg. Ennek alapja
az a jol ismert tény, hogy minden véges test folott értelmezett fliggvény az illetd
test f6l6tti polindmfiiggvényként irhaté.

3.1 SEGEDTETEL (kifejtési tétel). Minden Boole-figgvényre érvényes a kovet-
kezé kifejtés (f € C"*Y):

f(Z,2n41) = Zng1 - f(£,1) + (1 + 2a41) f(£,0).

Bizonyitds. zpy1 = 0 és 2,41 = 1 lehetséges helyettesitések azonossigokat
eredményeznek. 0O

Ismeretes, hogy a GF(2) testben érvényesek az a-a = a, a+a = 0 azonossagok.
Nevezziink egy GF(2) f6l6tti (n > 1 hatdrozatlani) polinémot Zsegalkin-polindm-
nak, ha a széban forgé azonossigokra nézve egyszeriisitett alakban van megadva.

3.2 TETEL. Minden Boole—figgvény (a tagok sorrendjétél eltekintve) kélcso-
nésen egyértelmiien reprezentdlhaté (GF(2)-16l6tti) Zsegalkin-polindmmal.

Bizonyitds. Ct") elemeire az 4llitds nyilvanval: ci(z) = 0, cl(z) = 1, el(z) =
z, 8(z) = z + 1. Feltételezve, hogy Cg")(n > 1) elemei egyértelmiien eldallithatok
Zsegalkin-polindmként, az egyértelmiiség n-re vonatkozé teljes indukciéval addédik
a 3.1. segédtétel alapjan.

A kolcsonésség annak a ténynek a kovetkezménye, hogy az n-hatdrozatlanu
Zsegalkin—-polinémok szdma megegyezik a Cf") elemszamaval. Ez utébbi szam 29,
ahol b = 2", a fiiggvények értelmezési tartomanyanak elemszama, 2* pedig a fiigg-
vényekhez tartozé érték-sorozat lehetséges kitoltéseinek szdma. MadsrészrSl a Zse-
galkin—polinom lehetséges szorzat-tagjainak szama 2" (barmelyik hatirozatlan vagy
szerepel vagy nem), s egy polinémot egyértelmiien meghatérozzdk a benne szerepld
tagok. O

A tovabbiakban a fiiggvényeket gyakran Zsegalkin-polinémmal reprezentaljuk.
A kovetkezs allitas a primitiv rekurziéra vald zartsig megdllapitasat segiti techni-
kailag.
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3.3 SEGEDTETEL (pr-lemma). Legyen C C C egy pr-zdrt osztdly. Ha go €
C™ és g € C"+2) akkor

f(‘E:z) = (1 + z) : 90(5) +z: g(f,go(i),()) ((5) z) € {Os l}n+1)

esetén f € C("+Y),

Bizonyitds. Minthogy C pr-zdrt, az f(Z,0):=go(%), f(£,1):=9¢(%, f(£,0),0) =
9(%,90(2),0) (Z € {0,1}") primitiv rekurziéval definialt f fiiggvényt is tartalmazza.
A 3.1. segédtétel szerint f(Z,z) = (1 + 2)f(Z,0) + 2f(£,1) = (1 + 2)g90(Z) +
z-9(%,90(£),0). O

Minden pr-zdrt osztaly definicié szerint tartalmazza a projekcié-fliggvényeket.
Azonban ennél tobb is igaz, mint a kovetkezd jol hasznalhaté allitds mutatja.

3.4 SEGEDTETEL. Minden pr-zdri osztdly részhalmazként tartalmazza a
{0,z, y,zy, zy + z} fliggvényhalmazt.

Bizonyitds. A 3.3. segédtételbdl go := el(z), g := e3(z, y, z) valasztéssal nyer-
jiik az rz + z fiiggvényt. EbbSl z = r azonositis adja a ¢} allandd-fiiggvényt és
az ((z+1)2) o ((z+ 1)z) = ((z + 1)z + 1)z = (zz + z + 1)z = zz kompozicié
eredményezi a szorzat-figgvényt. O

Konnyen ellenérizhet, hogy az el6bbiekben definidlt fiiggvényosztalyok a
3.4. segédtétel vonatkozasiban gy viselkednek, mint a pr-zdrt osztilyok. Ezen
tilmenden, tetszbleges f € C) esetén e - f € C3 [ F™ N F*. (Kés6bb megmu-

m>2
tatjuk, hogy a széban forgd fiiggvényosztalyok is pr-zdrt osztalyok, s6t, az Osszes
pr-zdrt osztalyt kimeritik.) A kovetkezd llitas az F*° halmaz egy jellemzését adja.

3.5 TETEL. F™ = {e;'f1 lfiec MV 1<i<nn> 1}.

Bizonyitds. Indirekte feltéve, hogy f € F™(") nem ef - fi (fi € C;) alaky,
a kifejtési tétel szerint létezik &; = (ai,...,a:i,...,as) € {0,1}" n-es, amelyre
a; = 0 és f(@;) = 1. Ezt a feltételt 1 < i < n lehetséges esetekre felirva, az
A, = {a1,...,3, H(C A(f)) halmaz nem tesz eleget az (A")-feltételnek, s igy az
(A%°)-feltételnek sem, ezért f € F* nem teljesiilhet. O

’

3.6 SEGEDTETEL. Minden m > 2 egész szam esetén h,, € F™ \ F™t! &
hoy & F.

Bizonyilds. A 2.2. definiciét kovetS megjegyzés szerint a h,,, € F™ tartalmazas
nyilvinvalé. Tovabba h,, ¢ F™+! mert A(h,)\ {(1,...,1)} a {0,1}™+! halmaz
olyan (m+ 1)-elemii részhalmaza, amely rendezhet gy, hogy az i-edik elemben az
i-edik helyen 0 &ll, az dsszes tobbi helyen 1,1 =1,2,... ,m+ 1. Végiil h,, ¢ F™+!
kovetkeztében h,, ¢ F*. O
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3.7 TETEL. Bédrmely Zsegalkin—poliném elSallithato az s fiiggvénybdl pr-lezd-
rdssal.

Bizonyitds. A p(z,0) = z, p(z,1) = s(e3(z,p(z,0),0)) primitiv rekurziéval
nyert p(z,y) = z+y figgvény kompozicid-iteraltjaként tetsz6leges homogén-linearis
Zs.-poliném eldallithatd: pry1(Z, Zn+1) := P(Pn(Z), Zn41). Hasonlban, a 3.4. segéd-
tétel szerint felhasznalhaté ¢a2(z, y) := zy fliggvény kompozicié-iteralasival adédnak
a qn41(Z, Znt1) = 92(qn(2), Tn41) = T1- ... Tp - Tny41 szorzatfiiggvények. Vilagos,
hogy minden Zs.—poliném f = pn(g;,,-..,¢:,) vagy s(f) alaki. O

A 3.9 tételben a go(z,y) := ¢2(z,s(¥)), q1(z,y) = g2(s(z),v), =,y € {0,1}
definiciékkal megadott gg és ¢ fliggvényeket is hasznaljuk.

3.8 TETEL. A Cy, C3, F™ (m > 2) és F*™ fiiggvényhalmazok pr-zdrt osztilyok.

Bizonyflds. A C; osztdly zirtsiga nem szorul bizonyitdsra. Az is vilagos

F* definiciéjabél, hogy F*° = (| F™, és minthogy zirt halmazok metszete zart
m>2

(tetsz8leges lezarasi operacié esetén, 1. [9]), csak Cs és F™ zartsigat kell bizonyi-

tani. Nyilvanvalé az is, hogy E C C3 és E C F™. A fliggvény-kompoziciéra és

a primitiv rekurziv fiiggvények képzésére vonatkozé zartsig bizonyitasahoz legyen

91,--.,9n €C, go € C™ és g € C"¥2),

C = Cj eset. Itt go(g1(0),...,9n(0)) = g0(0,...,0) = 0 és a (2.3. definicié
szerint) primitiv rekurziéval képezett f fiiggvényre f(Z,0) = go(Z), ezért f(0,...,0,
0) = g0(0,...,0) = 0, tehdt Cs pr-zdrt osztdly.

C = F™ eset. Jelolje az f, g, go, 91,---,9n, 90(91,-.-,9n) fliggvényekhez
tartozé A-halmazokat rendre AU, A9 A A~ A() ) Ale),

(a) Ha A, € AU) N AC) valamely j (1 < j < n) esetén, akkor (gj|lam = 1,
és) a g; definicidja altal biztositott i index egyidejlileg a go(gi,...,gn) Osszetett
fiiggvényre is a kivant tulajdonsdgu.

(b) Ha viszont valamely A,, C A(°) esetén minden g; (1 < j < n) fiiggvényhez
létezik olyan @ € A,,, amelyre g;(a) = 0, akkor a go nem elégitheti ki az (A™)-
feltételt, s ez ellentmondés. Ezért csak az (a) eset létezik.

(c) Végiil, a go és g fliggvényekbdl (2.3. definicié szerint) primitiv rekurziéval
képezett f figgvény A-halmaza a pr-lemmdban megadott, f-re vonatkozd kife-
jezésbdl leolvashaté: AY) = UUVUW , ahol U = {(,0)|% € A®},V = {(§,1)[Z €
A ¢g (£,1,0) € AW}, és W = {(&,1)|z ¢ A® és (,0,0) € A®}. Azonban go,
g € F™ kovetkeztében az Gsszetett fiiggvényre vonatkozd meggondolas (b) része
szerint W iires halmaz. Minthogy A, C A() minden eleme (Z,z2) alaki, ahol
# € A, igy go € F™ kovetkeztében f is kielégiti az (A™)-feltételt. O

A kovetkezékben megadjuk a felsorolt pr-zdrt osztilyok egymadshoz vald viszo-
nyat és megmutatjuk, hogy a felsoroltakon kiviil mds pr-zdrt osztaly nem létezik.
E célbdl minden osztilyhoz megadunk egy generalé rendszert, tovabba a 3.9. tétel-
ben felsorolt sorrendben minden szomszédos parhoz egy elemet (fiiggvényt), amely
a b6vebb osztilynak eleme, de a sziikebbnek nem. A tovabbi bizonyitisok szem-
pont)abdl szerencsés egyszerlisité koriilmény, hogy mindegyik osztily generilhaté
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egyetlen elemmel. Eredményiil kapjuk, hogy a ,, Post-hdld”-nak megfelel hald egy
linc, amelynek maximalis eleme C), minimdlis eleme F'*° (azaz, a végtelen sok
osztdly tartalmazas szerint teljesen rendezhetd).

3.9 TETEL.

(1) F*=[{el}],,; (@) F™=[{hn}],, m22
3) Cs=[{p}],,; 4) Ci=[{c}],,

Bizonyitds. (1) A 3.4 segédtétel és a 3.8 tétel alapjan elég megmutatni, hogy a
{42, g0} halmaz generdlja az F*° osztdlyt. A 3.5 tétel szerint viszont az z-f1, f1 € C,
alaky fliggvények eldallithatdsdgat elegend megmutatni (az el6bb emlitett g2 és go
fiiggvényekbdl). Az f(z,y,0) = q2(z,v), f(z,v,1) = e3(z,¥,90(2,9),0) = qo(z,y)
primitiv rekurzié eldallitja az f(z,y, z) = ¢q2(z, p(y, 2)) fiiggvényt. Most mar a 3.2.
tétel alapjan a bizonyitds a 3.7. tétel bizonyitasdhoz hasonléan fejezhetd be, a p és
g2 fuggvények helyett rendre az f és g3 fuggvényeket alkalmazva.

(2) A 3.6. segédtétel és a 3.8. tétel alapjan [{hm}],, C F™, ezért csak azt kell
beldtni, hogy F™ C [{hm}],,, azaz, hogy F™ C [{hm}UF*®],.. Ha f(Z) € F™
olyan fiiggvény, amelyre f(z,...,z) = 0 (z € {0,1}), azaz y-fliggvény, akkor az
[P (Z,2041) = ¢(Z,2n41) + f(E) + ¢(Z, Tny1) - F(Z) € F™ fiiggvénybdl az f*(Z,cl)
kompoziciéval nyerhet8, és f*(z,...,z) = z (z € {0,1}). Ezért elegendd az
f(el,...,e}) = el feltételnek eleget tevd fiiggvények (a-fiiggvények) generdlha-
tésdgat megmutatni.

A bizonyitas |A(f)| := j szerinti teljes indukcidval torténik. El8sz6r megmutat-
juk, hogy j < m+ 1 esetén f € F™. Minthogy f € F™ és f(1,...,1) =1, ezért az
ANV, ..., 1)} (j—1)-elem{i halmaz barmely m-elemii részhalmazahoz van olyan
t index, hogy mindegyik n-es i-edik komponense 1. Ezért j — 1 < m kovetkeztében
az f fiiggvény eleget tesz az {A™)-feltételnek. A tovabbiakban feltehetjiik, hogy
j>m+ 1 (s ezért n > 2 is teljesiil).

Legyen A(f) = {G1,...,8;},d; =(1,...,1), és

1, ha %€ A(f)\{a},

1<i<j—1.
0, egyébként, =t

fiz) = {

Vilagos, hogy f; € F™ és f; is a-fiiggvény, tovdbbd |A(f;)| = j — 1, ezért az
indukcids feltevés szerint f; € [{hm} U F°] . Végil, az indukcids lépés az f(Z) =
ho(f1(E), - .. , fm+1(Z)) azonossagbdl adédik.

(3) A 3.7. tétel bizonyitdsiban megmutattuk, hogy a {p, g2} halmaz kién-
lezartja a homogén Zsegalkin-polinédmok halmaza, azaz Cjs.

(4) A 3.4. segédtétel szerint felhaszndlhaté go figgvény és ¢] kompozicidja,
go(c1,y) = s(y), ezért a 3.7. tétel szerint adédik az allitds. O

A pr-lezdrds definiciGja és a 3.9. tétel (1) allitdsibdl kdzvetleniil adédik:

Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



LOGIKAI FUGGVENYEK PR—-ZART OSZTALYAINAK HALGOJA 297

1. KOVETKEZMENY. Minden pr-zért osztdly tartalmazza az F™ osztdlyt. O

2. KOVETKEZMENY. A tételben el6forduld pr-zdrt osztialyok mindegyike egy
elemmel generdlhaté. 0O

Az eddigiek alapjan megadhatjuk a Boole-figgvények pr-zdrt osztdlyai hal-
mazinak szerkezetét leird struktira-tételt.

3.10 TETEL. (1) a. A C; pr-zdrt osztdlyban C3 az egyetlen maximalis osztaly.
b. A Cs pr-zdrt osztdlyban F? az egyetlen maximdlis osztaly. c. Minden m > 2
egész szdm esetén az F™ pr-zdrt osztdlyban F™1! az egyetlen maximalis osztdly.

(2) Az F*°, F™ (m > 2), Cs, C\ halmazokon kiviil nem létezik a Cy osztilynak
pr-zdrt részosztdlya.

(3) A pr-zdrt osztilyok egyikében sem maximdlis az F™ osztily.

Bizonyitds. A 2.6. definiciét kovetd megjegyzés szerint F*° C F™+! C F™ C
Cs3 C C;. A 3.6. segédtétel, a 3.8 és 3.9 tételek, valamint Fy, C3 és C) definiciéjabol
adédé p € Cs\ F? és ¢} € C; \ Cs reldcidk szerint a tartalmazasok valédiak.

(1) a. f € C1\ C; esetén [{f} UCs),, = C) éllitas igaz volta jelenti azt, hogy
C3 maximaélis a C; osztélyban. Az [{ f}]pr = C egyenléséget bizonyitjuk, s ebbdl
kovetkezik az a. allitds. Minthogy f(c},...,cd) = ci, mert f(0,...,0) = 1, ezért a
3.9. tétel (4) allitasa alapjin az egyenldség teljesiil.

b. Azt mutatjuk meg, hogy tetszbleges f € C;3 \ F? fiiggvény generilja a
p figgvényt. Definicié szerint f(0...,0) = 0, tovabba létezik @ := (a1,...,an) é8
b= (b1,...,bp), amelyekre f(d) =1 = f(E), minden 1 <7 < nindex esetén a;-b; =
0 és valamely 1 < i < j < n indexpar esetén a; = b; = 1, a; = b; = 0. Képezziik az
r:= f(91,...,9n) kompoziciét, ahol g, := c3, haa; = b, =0; g :=e? haa, =1 és
be=0;g.:=e3haa, =0és b, = 1. Az igy kapottr € C:(,z) fiiggvényre teljesiilnek az
r(0,0) = £(0,...,0) =0, r(1,0) = f(&) = 1 = f(b) = (0, 1) feltételek, ezért r = p
vagy r = v. Az r(z,y) = v(z,y) = = +y + 2y esetben p a v(go, ¢1) kompoziciéval
adodik: v(go(z,y), a1(z,¥)) = z(y+ )+ (z+ Dy+z(y+ 1) (¢ + 1)y = z +y. Ezért
a 3.9. tétel (3) éllitasa teljessé teszi a bizonyitast.

c. Azt mutatjuk meg, hogy tetszSleges f € (F™\ F™t1)(") (m > 2) fiiggvény
generalja a h,, fiiggvényt, ahol n > 2 a 2.7. definiciét kdvetd megjegyzés szerint.
A feltevés szerint létezik az A(f) halmaznak olyan {a,,...,am+1} részhalmaza,
amelyre minden 1 < i < nesetén aj;-...-am41,i = 0. Tekintsik az (m+ 1)-viltozds
d1,-..,9n kovetkezd fiiggvényeket:

0, ha létezik 1<i<j<m+1, hogy z; =2z; =0,
a;4, ha z; =0, és z; =1, ha i#j,1<4, j<m+1,
(21, ..., Zmy) = iy i i ‘ #3,1<4, 5 <

aje, ha f(1,...,1)=0és z1=...=2m41 =1,

1, ha f(1,...,1)=1és zy=...=zppy1 = 1.

Vildgos, hogy a g, fiiggvények F* elemei, mert A(g;) < m + 1. Konnyen lithaté,
hogy f(91,...,9n) = hm41. A 3.9. tétel (2) 4llitasa teljessé teszi a bizonyitast.
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(2) Az (1) a., b. illetve c. allitasok bizonyitasabdl rendre adédik, hogy Cy min-
den valédi pr-zdrt részhalmaza C3 részhalmaza, C3 minden valddi pr-zdrt részhal-
maza F? részhalmaza, F™ minden valédi pr-zdrt részhalmaza F™+! részhalmaza,
m > 2. Ezért, ha létezik egy F' pr-zdrt osztéily, amelyre valamely m > 2 esetén
Fm™+l C F C F™, akkor F C F™t+! és igy F = F™+1, Ellenkez6 esetben minden

m > 2 esetén F valddi részhalmaza az F™ halmaznak, ezért F C | F™ = F®.
m>2

Masrészrdl, a 3.9. tétel 1. kovetkezménye szerint F° C F. Kovetkezésképp,
E=F>,
(3) Az allitas kozvetlen kovetkezménye az (1) és (2) allitdasoknak. O

A [11] és [2] dolgozatban felsorolt Post-tételek megfeleldi kozvetleniil vagy ko-
vetkezményként kiolvashatdk a 3.9. és 3.10. tételekbdl, ezért itt nem részletezzik —
egyetlen kivétellel. Ez a 3.9. tétel egy élesitése, és a 3.10.1. allitas bizonyitasaban
a sziikségesnél tobbet, a kovetkezd allitast bizonyitottuk.

3.11 TETEL. Legyen C egy pr-zdrt osztdly és tegylik fel, hogy C' maximadlis a
C osztalyban. Az f € C fiiggvény pontosan akkor generdlja a C osztalyt, ha nem
C'-beli. O

Megjegyezzik, hogy az allitds az F'* osztdlyra is érvényes, ha C’-nek az ires
halmazt tekintjik.
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A C;-ben levd zirt osztalyok definici6ja, tipusa, bazisa, rendszdma [2]

Jelolés | Definicié Tipus Bazis Rendszim

O Mindazon fiiggvények halmaza,

amelyek zr-szel egyenldk; 9] {z} 1
03 Mindazon fiiggvények halmaza,

amelyek 1-gyel egyenldk; (8) {1} 0
O3 Mindazon fliggvények halmaza,

amelyek 0-val egyenldk; ) {0} 0
O, Mindazon fliggvények halmaza,

amelyek egyenldk z-szel, ill. Z-sal; {a, ) {z} 1
Oy Mindazon fiiggvények halmaza,

amelyek egyenlSk 1-gyel, ill. z-szel; {a,B) {z,1} 1
Os¢ Mindazon fiiggvények halmaza,

amelyek egyenldk O-val, ill. z-szel; {a,v) {0,z} 1
Oq Mindazon fiiggvények halmaza,

amelyek egyenlék O-val, ill. 1-gyel; (8,7) ‘ {o,1} 0
Os Mindazon fliggvények halmaza,

amelyek egyenlSk 0-val, 1-gyel, z-szel; (o, 8,7) {z,0,1} 1
Oy Mindazon fliggvények halmaza, ame-

lyek egyenlSk O-val, 1-gyel, z-szel, {a,B,4,8) {£,0} 1

ill. z-sal;
S Logikai 8sszeg fliggvények halmaza; (o) {zvy} 2
S3 Si-beli, ill. O3-beli fiiggvények halmaza; (a,B) {zvy1} 2
Sy S)-beli, ill. O3-beli fliggvények halmaza; (a,7) {z v y,0} 2
Se S -beli, Oz-beli, ill. O3-beli fiiggvények {a,8,7) {z vy,0,1} 2

halmaza;
P, Logikai szorzat fliggvényének halmaza; (o) {zy} 2
P Py -beli, ill. O3-beli fliggvények halmaza; {o,7) {zy,0} 2
P Py -beli, ill. O;-beli fliggvények halmaza; {a,B) {zy,1} 2
Ps Py -beli, O3-beli, ill. O3-beli fliggvények {a,B,7) {zy,0,1} 2

halmaza;
L, Linearis fliggvények halimaza; (a, 8,7, 8) {z+y,1} 2
L, Linearis o és 3 fliggvények halmaza; {a, B) {r+y+1} 2
Ly Linearis o és -y fliggvények halinaza; {a,v) {z +y} 2
L, Linedris o fliggvények halinaza; {a) {r+y+2)} 3
Ly Linearis, o6ndualis fuggvények halmaza; {a,8) {z+y+z+1} 3
Dy Ondualis « fiiggvények halmaza; (o) {zy VzzVvyz} 3
D, Ondualis monoton fiiggvények halmaza; {a) {zyVvzzVyz} 3
D; Ondudlis fiiggvények halmaza; (a, 8) {zgVvzzVyz} 3
Ay Monoton fliggvények halmaza; {a,8,7) |{zy,zVy,0,1} 2
Az Monoton o és 8 fliggvények halmaza; {a, B) {ry,zVy,1} 2
Aj Monoton a és 4 fliggvények halinaza; {a,) {zy,z Vvy,0} 2
Ay Monoton a figgvények halmaza; {a) {zy,zV y} 2
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Jelolés | Definicié Tipus Bazis Rendszim
Cy Kétértéki fliggvények halmaza; (o, 8,7,6) {z |y} 2
Ca o és 3 figgvények halmaza; {a,B) {zvy,z+y+1} 2
Cs o és v figgvények halmaza; {o,7) {zy,z+ vy} 2
Cs a fliggvények halmaza; {a) {zvy,z(y+2z+1)} 3
Fl" Mindazon a fiiggvények halmaza,
(s >2)| amelyek kielégitik az (ak) feltételt; {a) {z v yz, hL(2)} s+1
F} Mindazon monoton a fliggvények {z vyz, h}(2)},
(1 2 2)| halmaza, amelyek kielégitik az {a®) ha p = 2,{h},(£)}, ha
feltételt; (o) T ] ut+1
F} Mindazon monoton fiiggvények halma-
(8> 2)| za, amelyek kielégitik az {a®) feltételt; {a, B) {1,h;(2)} s+1
F, "‘ Mindazon fiiggvények halmaza,
(1> 2)| amelyek kielégitik az (a*) feltételt; {c, B) {z v, h}(E)} s+l
F;‘ Mindazon a fiiggvények halmaza,
(u>2)| amelyek az (A¥) feltételt kielégitik; (a) {z(y V ), hu(£)} b+l
F¥ Mindazon monoton a fiiggvények hal- {z(y V z), h2(2)},
(1 > 2)| maza, amelyek az (A#) feltételt kielé- ha u = 2, {hu(3)},
gitik; (o) ha s > 3; s+1
F¥ Mindazon monoton filiggvények halma-
(62> 2)} za, amelyek kielégitik az (A+) felté-
telt; . {a,7) {0, h,.(£)} s+1
F¢ Mindazon fiiggvények halmaza,
(82 2)| amelyek kielégitik az (AX) feltételt; {o, ) {=#, hu(2)} p+1
Fe Mindazon o fiiggvények halmaza,
amelyek kielégitik az (a ™) feltételt; {a) {z V yz} 3
F Mindazon monoton o fiiggvények hal-
maza, amelyek kielégitik az (a*°) fel-
tételt; {a) {zvyz} 3
Fpe Mindazon monoton fliggvények hal-
maza, amelyek kielégitik az (a®°) fel-
tételt; {a, B} {1,z vyz} 3
F Mindazon fiiggvények halmaza,
amelyek az {(a™) feltételt kielégitik; (o, B} {zv§) 2
Fpe Mindazon o fiiggvények halimaza,
amelyek az (A™) feltételt kielégitik; {a) {z(y Vv )} 3
Fg» Mindazon monoton o fliggvények hal-
maza, amelyek az {A™) feltételt kielé-
gitik; (o) {z(y v 2)} 3
Fpe Mindazon monoton fliggvények halma-
za, amelyek az (A%°) feltételt kielégi-
tik; {0, 7) {0,z(y v 2)} 3
Fpe Mindazon fiiggvények halmaza,
amelyek az (A®) feltételt kielégitik; {o,7) {=¥} 2
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C, ¢

Feo
2. dbra
. - . b+l
A hp(z1,... ,Tp,Tuy1) faggvény dudlis a hu(zy,... ,Tu41) = .'sz‘ e el Tig] Tt
fliggvényhez.
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LATTICE OF PR-CLOSED CLASSES OF LOGICAL FUNCTIONS
J. BAGYINSZKI

On the power-set of the set of logical functions we define a closure operation, called pr-closure.
By this closure, a set of logical functions is pr-closed if it is such a closed class of functions (in
the sense of Post) containing the projections, that it is closed under primitive recursions. Without
using Post’s results we give the lattice of pr-closed classes, similarly to the Post-diagram. As
the pr-closure is “stronger” than the clone-closure, the former yields a simpler lattice which is an
infinite chain. Moreover we present theorems corresponding to Post’s theorems. Investigations are
motivated by research of connections between several parts of computer science.
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REKURZIV ALGORITMUS ARMA FOLYAMATOK
LIKELIHOOD FUGGVENYENEK SZAMOLASARA

HUHN EDIT

Szeged

A dolgozatban megadunk egy rekurziv algoritmust, amellyel Gauss-ARMA folyamatok esetén
a likelihood fliggvény értéke tetszileges helyen kiszamithats. Az algoritmus az ARMA folyamatok
tobbdimenzds elemi Gauss—folyamatokba valé bedgyazdsin és a Kdlman szilirésén alapul.

1. Bevezetés

Legyen z(n), E{z(n)} = 0 (n = 0,%1,...), valds értékii, reguldris Gauss-
ARMAC(p, q) folyamat, azaz z(n) Gauss—folyamat és megolddsa valamely

z(n)+a1z(n—~1)+---+a,z(n—p) = e(n) + bre(n — 1)+ -- - + bee(n — q)

sztochasztikus differenciaegyenletnek, ahol e(n), E{e(n)} = 0, E{e}(n)} = o2
(n =0,%1,...) fiiggetlen, normalis eloszldsu valészinliségi valtozok sorozata és a

4

P(2) = Eajz”'j =0 (ag=1)

j=0

egyenlet gyokei az egységkdron beliil helyezkednek el [2].

Tegyik fel, hogy rendelkezésiinkre all a folyamat egy realizaci6jabél szarmazé
z(0),z(1),...,z(N — 1) N elemii statisztikai minta. [3]-ban az egzakt likelihood
figgvény meghatairozasdra egy, a részlegesen megfigyelhetd elemi Gauss—folyamatok
Kdlmdn-szirésén alapulé maédszert ismertettliink. A fellép6 szlirSegyenletek exph-
cit megoldasat azonban az iltaldnos esetben nem sikeriilt megadni. Az alkalmazott
modszer viszont lehetséget nyijt olyan algoritmus megaddsira, amellyel a like-
lihood fiiggvény értéke tetszdleges helyen kiszamithatdé azokban az esetekben is,
amikor az explicit médon nem ismert.
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2. Az algoritmus megaddsa
Tekintsiik a z(n)T = (z1(n),..., zp(n),t1(n),...,t,(n)) = (x(n)T, t(n)T)

z1(n) = z(n)
zj(n)==zj.i(n+1), j=2,...p
tiln)=e(n+p-1)

tiln) =tj.a(n-1), i=2,...q

folyamatot. z(n) elemi Gauss—folyamat (2], az x(n) megfigyelhetd, a t(n) nem-
megfigyelhetd komponenseket tartalmaz. z(n) és t(n) a

x(n + 1) = Aox(n)+ A t(n) + Be(n)
(2.1) { tin+1)= a t(n) + be(n)

differenciaegyenlet-rendszernek az (x(0), t(0)) kezdeti értékekhez tartozé megolda-
sa, ahol (x(0), £(0)) az e(n)-tdl fiiggetlen (n =1,2,...) és

0 10 ... 0 0 0 0
0 01 0 0 0 0
Ao: : Al— :
0 00 0 1 0 0
—ap —a —a) pxp bl bq pxq
0 0 0 00 ... 00
1 0 ... 00
B= a; =
0 ... 00
0 ... 0 ocd,,, 00 ... 1 0J,,
0 0 o. 0
0 ... 00 .
b=|. e(n) = o e(n+p) =o.e'(n+p)
0 ... 0 0J,,, e(n+p)d,

A (2.1) egyenleteket roviden
2(n+1) = Qu(n) + B,

alakba irjuk.
A (2.1) els6 egyenlete x(n + 1) p—edik komponensére nézve a kovetkez6t jelenti:

(2.2) zp(n+ 1) = z(n +p) = —aTx(n) + bTt(n) + e(n +p) ,
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ahol
a” =(aj,...,ap), bT =(b1,...,b,).

Jelolje FZ az x(0),...,x(n) valtozdk éltal generdlt o—algebrat, és legyen

m(n) = E{e(n) | F5}, 7(n) = E{(e(n) - m(m) (e(n) — m(m)” | F5 }.

Mivel 2(0),...,z(n+p—1), z(n+p) egyiittes eloszldsa normalis eloszlds, az z(n+p)-
nek az z(0),...,z(n 4+ p — 1) valtozdkra vonatkozé feltételes eloszldsa is normalis,
amelynek paraméterei (2.2) alapjin

m=E {z,(n+1)| F*} = —aTx(n) + bTm(n)

o= E{(z,(n+ 1) —m)2 | F,f} =bTy(n)b + 02 .

Ismeretes [4], hogy m(n) illetve y(n) a
(2.3)

m(n + 1) = aym(n)+
m (BT + a17(n)AT) P (x(n +1) - Aox(n) - Aym(n))
v(n+1) = ayy(n)al + bbT -

1 T T T 7T
T (bB” + a17(n)AT) P (bBT + ayy(n)AT)

+

u.n. szlirBegyenletek alapjan szamolhatdk, ahol

1, i=k=gq

P={PF Py =
{Pu}, ”‘ {0, kiilénben.

A kezdeti értékek
m(0) = E{e(0) | x(0)} = BB} x(0) ,

24

E49 " 0) = B {(e(0) - m(0))(e(0) - m(@)T | x(0)} = B - B.BZIBE |
B(0) = [g?: 113;::] = cov{z(n),z(n)}

(2.5) B(0) = QB(0)QT + B,

egyenlet megolddsa [1], ahol
A0 Ay _[BBT BbT
Q= [ 0 al]’ B. = [bBT bb”

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



306 HUHN EDIT

Ezek utdn a kovetkezd médon torténhet az L (z(0),...,z(N — 1);a,b,0?) li-
kelihood fliggvény kiszamitasa:
1. Megoldjuk a (2.5) egyenletet;
2. A megolddst felhaszndlva kiszamithato

L(2(0),-..,2(p — 1);a,b,0%) = ((27)°[Buel) ™% exp {‘%x@)TB;;x(O)}

az z(0),...,z(p — 1) valtozdk likelihood fiiggvénye;

3. Kiszamitjuk a (2.4) alatti m(0), v(0) kezdeti értékeket;

4. A kovetkezd rekurziv Osszefiiggés alapjan, valamint (2.3) ismeretében szdmolha-
tunk tovabb:

L (z(O),...,x(n+p);a,b,df) =
= L(z(n+p)| 2(0),...,z(n +p—1);a,b,¢?)L(2(0),...,z(n +p—1);a,b,02) =

= {2x(b*y(n)b + aZ)}"""exp{ ~5(bTy(m)b + 637 (2(n +p— 1) + aTx(n)
- bTm(n))z}L(z(O), .., z{(n+p-1);a,b, o),

5. (2.3) alapjan meghatarozzuk m(n + 1)—et és y(n + 1)—et.
6. Végiil a 4. és az 5. alattiakat ismételjik n=0,..., N + p — 1 esetén.

Az z(0),...,z(N — 1) véltozék kovariancia-matrixdnak explicit inverze csak
specidlis esetekben ismert [1] (autoregresszids illetve elsérendii mozgdatlag folya-
matok esetén). Ennek kovetkeztében eddig ezektdl kiilonboz8 folyamatok egzakt
likelihood fiiggvényét nem lehetett kiszamolni. A fenti mddszer jelent8sége abban
van, hogy alkalmazasdval viszont barmilyen ARMA(p, ¢) folyamat egzakt likelihood
fiiggvénye szamolhaté.

Kodszonetemet fejezem ki ARATO MATYAsnak a kézirat dtnézéséért és értékes
tanacsaiért.
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KEE ELELMISZERIPARI FOISKOLAI KAR
8724 SZEGED, MARX TER 7.

RECURSIVE ALGORITHM FOR EVALUATION OF
THE LIKELIHOOD FUNCTION OF ARMA PROCESSES

E. HuHN

In the paper a recursive algorithm is given for the computation of the likelihood function
of a gaussian ARMA process. The method can be effectively used to get the likelihood function
at arbitrary values of the unknown parameters. The algorithm is based on the imbedding of the
ARMA process into a multi dimensional elementary gaussian process containing non—observable
components too, and on the Kalman filtering.
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KVAZIKONVEX ELSORENDU APPROXIMACIOK

KOMLOSI SANDOR*

Pécs

Az optimalizilis elmélet egyik kézponti problémija az optimalis megoldasok jellemzése, 1in.
optimalitdsi kritériumok kidolgozasa. Szinte valamennyi, ezen a téren fellelhetd eredmény vala-
milyen derivalt fogalmat hasznal. A nemdifferencidlhaté optimalizlis elméletében széleskoriien
alkalmaznak az immar klasszikusnak szamité gradiens, irdnyments derivdll, irdnymenti Dini-
derivdlt helyett, ezek ,kdzelitése” gyandnt pozitiv homogén (tSbbnyire konvex) fiiggvényeket, tin.
elsSrendii approximicidkat. Jelen dolgozatban kvizikonvex elsdrendli approximacidkat vizsgalok
és a szubdifferencidl fogalmat dltalanosité kvaziszubdifferencidl fogalma segitségével a konvex e-
sethez hasonlé optimalitdsi feltételeket szdrmaztatok.

1. Bevezetés

A dolgozatban a

(L.1) min f(x)
xeC, CCR"

optimalizdldsi feladatot vizsgdlom. Legyen az a pont lehetséges megolddsa a fel-
adatnak, azaz legyen a € C. Tegyiik fel, hogy a C halmaz lokilisan konvex az
a pontban, azaz létezik a-nak olyan G kornyezete, hogy a C N G halmaz konvex.
Ebben az esetben minden v € cone(CNG—a) vektorra az {a+t v, t > 0} félegyenes
kezdetben legaldbbis C-ben halad. (cone M az M halmaz &ltal generdlt kipot
jeldli.) A cone(C' NG —a) kiip elemeit a-beli lehetséges irdnyoknak nevezzik. Mivel
C lokalisan konvex a-ban, ezért az, hogy valamely v irdny a-ban lehetséges irdny-e
csak a C halmaztdl fiigg, a G kornyezettSl nem. JelSlje a tovabbiakban C(a) az
a-ban lehetséges iranyok kupjat, azaz legyen

(1.2) C(a) = cone(C NG — a).
A
(1.3) Te(a) = clC(a).

zart konvex kipot a C halmaz a pontbeli érintdkipjinak nevezzikk. (a cl jel a
lezarast jeloli!)

*A dolgozat az OTKA 354. sz. pdlydzat keretében késziilt.
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Az oplimalitds szikséges fellételei: Az nyilvdnvald, hogy az a pont csak ab-
ban az esetben lehet optimalis megoldas, ha egyetlen a-ban lehetséges irdny sem
csokkenési irdnya f(x)-nek a-ban. f(x) a-beli csokkenési iranyai kipot alkotnak,
jelolje ezt Ag(a).

(1.4) Af(a)={veR":3T >0, hogy f(a+tv)< f(a), haO<t<T}.

Az elmondottakbdl adddik a kdvetkezd optimalitasi kritérium. Ahhoz, hogy az
a € C pont lokdlis optimalis megoldisa legyen az (1.1) feladatnak, sziikséges, hogy
teljesiiljon a kovetkezd feltétel:

(1.5) As(a)nC(a) = 0.

Az optimalitdsnak ez a viszonylag egyszerii sziikséges feltétele azonban &ltaldban
nem 6l kezelhetd, teljesiilését szinte lehetetlen ellendrizni. Bizonyos esetekben —
pl. amikor a célfiiggvénynek az a pont egy kérnyezetében valamilyen specidlis tu-
lajdonsaga van — az (1.5) feltétel ,, approximdlhaté” kénnyebben kezelhetd feltéte-
lekkel. Ilyen approximéciékhoz tébbnyire a célfiiggvény approximacidi altal jutunk,
melyek altaldban a differencidlhatésag kiilonb6z6 valtozataira ill. Altaldnositdsa-
ira épiilnek. Csak példaként emlitiink két ,klasszikus” és egy ,modern” derivalt

fogalmat.
f(a +td —f(a))

(1.6) fi(a;d) = ltillal n

(L.7) P(a;d) = 1imsupL“+_‘Td;ﬁ‘il
110

(1.8) f¢(a;d) = limsup f(Z+t(:)—f(z)
110

f(a;d) a jol ismert irdnymenti derivdlt, fP(a;d) a Dini-féle irdnymenti derivdlt
és fC(a;d) pedig a Clarke-féle derivdlt. Szamos tovabbi derivélt fogalmat ill.
valtozatot is emlithetnénk, szamunkra azonban a tovabbiak szempontjabdl csupan
néhiny kozos tulajdonsdguk jatszik kdzponti szerepet.

Jeldlje f¥ (a; d) az f(x) fiiggvény valamely altalanositott irdnymenti derivaltjat
az a pontban. Valamennyi dltaldnositott derivaltfogalomra jellemz6 a kovetkezd két
tulajdonsag:

(Di) fX(a;d) d-—nek pozitiv homogén fiiggvénye,
(Dii) f¥(a;d) <0 = d € Ay(a).

Nevezziik az fX (a;d) < 0 feltételnek eleget tevd d iranyokat a K-derivdldsra nézve
csokkenéss irdnyoknak. Erre az elnevezésre a (Dii) tulajdonsdg ad alapot. Legyen:

Af(a)={d € R": f¥(a;d) < 0}.
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A (Di) tulajdonsag folytan az A;((a) halmaz kip, (Dii) miatt pedig
(1.9) A;‘(a) C Ay(a).

Ebbdl a tartalmazasbél az kovetkezik, hogy az (1.5) optimalitasi feltétel teljesiilé-
séhez sziikséges az

(1.10) Af(a)nC(a) =0

feltétel teljestilése. Ahhoz tehdt, hogy az a € C pont lokilis optimadlis megoldasa
legyen az (1.1) feladatnak szlikséges, hogy teljesiiljon az (1.10) feltétel. Mivel min-
denféle derivdlt az adott fiiggvény adott pontbeli approximaciéjanak tekinthetd,
ezért vezessuk be a kovetkezd fogalmat.

1.1. Definicié. Az fX¥(a;d), d € R" fiiggvényt az f(x) fiiggvény a pont-
beli elsérendd approzimdcidjdnak nevezziik, ha rendelkezik a (Di) és (Dii) tulaj-
donsagokkal.

Az elsSrendil approximacio fogalma — a mostanitol kissé eltéré médon — A.D.
IoFFEt8l ered [6]. A dolgozat tovabbi fejezeteiben az (1.10) feltétel geometriai
vonatkozasaira mutatunk ra specidlis tipusi elsérendii approximéciék esetén. A
linedris ill. konvex elsérendii approximacidkra vonatkozé eredmények jol ismertek.
Attekintésiik inkabb didaktikai indittatdsi. fljak viszont a kvdazikonvex elsérendi
approximacidkra vonatkozé megallapitasok.

2. Linedris és konvex elsérendil approximadcidk
Tegyiik fel, hogy az f(x) fiiggvény a pontbeli f¥(a,d) elsérendii approxima-
cidja linearis, azaz létezik egyetlen olyan g € R™ vektor, hogy
(2.1) f¥(a;d) = (g,d) minden d € R" - re.

((g,d) a g és d vektorok belsd szorzatat jeloli.) J6l ismert, hogy ha f(x) Fréchet-
ill. Gateauz-differencidlhatd az a pontban, akkor létezik f(x)-nek a-ban linearis
approximaciéja. Mivel a most vizsgalt esetben f¥ (a;d) d-nek folytonos fiiggvénye,
ezért AKX ;(a) nyilt halmaz. Ebbél fakaddan az (1.10) feltétel ekvivalens a kovetke-
z6vel:

(2.2) AX(a)NT.(a) = 0.

2.1. Megjegyzés. A (2.2) és az (1.10) feltételek minden olyan esetben ekviva-
lensek, amikor az A¥ ;(a) halmaz nyilt.

Az eléggé nyilvanvald, hogy a (2.2) feltétel ekvivalens az
(2.3) fX(a;d) >0, minden de€T.(a) esetén
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feltétellel, ami esetiinkben a kovetkezét jelenti: (—g,d) < 0 minden d € Te(a)
esetén. Ez a feltétel a polaris kip fogalmanak a segitségével a kovetkezd egyszeril
alakot olti:

(2.9) —g € N.(a) :=Te(a)®,
ahol
T.(a)? := {z € R" : (z,d) <0 minden z € T.(a) esetén}.

Az N.(a) kiipot a C halmaz a pontbeli normalis kiipjanak nevezziik.

Linearis esetben tehat az (1.10) ill. (2.2) optimalitdsi feltétele a — g ,antigra-
diens” és az N (a) kiip egy nagyon sajitos geometriai kapcsolatat fejezi ki.

2.2. TETEL. Ha fX(a;d) linedris elsérendii approximacidja f(x)-nek a-ban
— g antigradienssel, akkor AX ;(a) N T.(a) = 0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
— g € N.(a).

Tovabbi érdekes — és az (1.1) feladat szempontjabdl is hasznos — megallapi-
tasokat tehetiink a — g antigradiens és az N,(a) normalis kip kapcsolatarél, ha az
eddigi vizsgalatokat kiegészitjik az

(2.5) AK (@) NT.(a) # 0
feltétel vizsgalataval. Ez a feltétel a 2.2 tétel szerint ekvivalens a —
(2.6) —g & Ne(a)

feltétellel. Ennek a feltételnek a szamunkra érdekes kdvetkezményeihez a konvex
analizis kovetkez6 jol ismert tétele alapjan juthatunk.

2.3. SEGEDTETEL [8, Theorem 4.7). Legyen M C R"™ zdrt konvex halmaz
és legyen b € R*,b ¢ M. Ekkor az M halmaznak van egyetlen a b vektorhoz
legkozelebb fekvé eleme, melyet jeloljon u. Ekkor a d = b —u vektorra fenndllnak
a kovetkezd egyenlStlenségek:

(2.7) (d,z) <(d,b) - (d,d) < (d,b) minden z € M vektorra,
mely ekvivalens azzal, hogy a (d,x) = § egyenletd hipersik minden

feltételnek eleget tevs § valds szdmra szeparalja az M halmazt és a b vektort. Ha
az M halmaz kip, akkor a (2.7) feltétel csak tgy dllhat fenn, hogy (d,z) < 0
minden z € M esetén, kovetkezésképpen d € M°. Igaz tovabbd, hogy (d,u) =0 és
(d,b) =(d,d) > 0.

Alkalmazzuk a 2.3. segédtétel megallapitdsait az N.(a) zart konvex kipra és
a — g vektorra. Tegyiik fel, hogy — g & N.(a). Jelolje u az N.(a) halmaz — g-hez
legkozelebbi elemét. Legyen:

(2.8) = m
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2.4. TETEL. Tegyiik fel, hogy A¥;(a)NT.(a) # 0. Ekkor
(2.9) d € A% ;(a) NTy(a)

akkor és csak akkor teljesiil, ha a (d, x) = 0 egyenletii hipersik oly médon szepardlja
az N.(a) kiipot és az antigradienst, hogy

(2.10) (-g,d)>0.
Igaz tovabba, hogy
(2.11) s € AK (a)NT.(a)N S,

illetve, hogy p € AX ;(a)NT.(a) N S, s # p esetén
(2.12) |l - g—ull = *(a;s) < f¥(a; p),
ahol S={d e R":|d|| =1}.
Bizonyitds. A 2.3. segédtételbdl kozvetlenil adddik, hogy
s€ N.(a) és (s,—g)=—f"(a;s) > 0.

Mivel zirt konvex kip bipolarisa maga az adott kip [11, Theorem 14.1}, ezért
N.(a)° = T.(a), kovetkezésképpen (2.11) valdban fenndll. A 2.3. segédtételbdl
kovetkezik tovabba, hogy (s,—g) = || — g—u||, kovetkezésképpen fK(a;s) =
~|l—g —u||. Legyen most p € A¥ ;(a)NT.(a)NS tetszdleges, de s # p. p € AX(a)
miatt (—g,p) = —fX(a;p) > 0. A p € T.(a) feltételbd] pedig az adédik, hogy
(p,u) <0, hiszen u € N.(a) = T.(a)°. Ebbdl nyilvanvalé, hogy

(2.13) 0<—f¥(a;p) =(-g,p) < (-g—u,p).

Mivel 8 # p, ezért a Cauchy-Schwarz egyenlitlenség szerint

(-g-w,p)<||-g—ulj=-fX(a;s).

Ezt az egyenlStlenséget (2.13)-mal egybevetve kiadédik (2.12). Legyen d € AX ;(a)N
T.(a). Ekkor d € A¥X ;(a) miatt (—g,d) > 0; d € T.(a) miatt pedig (z,d) < 0
minden z € N.(a) = T.(a)® esetén. Ezek az Osszefliggések éppen azt fejezik ki, hogy
a (d, x) = 0 egyenletii hipersik a kivant médon szepardlja a — g antigradienst és az
N.(a) kipot.

Forditva: tegyiik fel, hogy a (d,x) = 0 hipersik ugy szeparalja —g-t N.(a)-
tol, hogy (—g,d) > 0. Ekkor (2.1) miatt d € AKX (a). A szepardlds miatt
érvényes tovabba minden z € N.(a) vektorra a (d,z) < 0 egyenlStlenség, amibdl
d € N.(a)® = T.(a) kovetkezik. Ennélfogva az adott d vektorra (2.9) valéban
teljesiil. Q.E.D.

Az imént bizonyitott tételben szerepld szepardlhatésigi tulajdonsag valéjdban
a szigoru szepardlhatésiggal azonos, amint ezt a kovetkezd definicié és segédtétel
mutatja.
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2.5. Definicié. A C; és C; halmazokat szigorian szepardlhaldknak nevezziik,
ha 1étezik olyan (d, x) = & egyenletii hipersik és olyan 8 > 0 szam, hogy a C; + 8B
és a Cy+ B halmazok az adott hipersik altal meghatarozott kiilénb6z6 félterekben
helyezkednek el. Itt B az R" tér egységgombjét jeldli, azaz B = {d € R" : ||d|| =
1}.

2.6. SEGEDTETEL [11, Theorem 11.1és 11.4]. A C; és C2 nem lres halmazok
akkor és csak akkor szigorian szepardlhatdk, ha van olyan d € R", hogy

(2.14) inf{(u,d) : u € C1} > sup{(z,d) : z € C2}.

A C; és C, nem tires konvex halmazok akkor és csak akkor szigorian szepardlhatok,
ha

(2.15) 0 <inf{fju—z||:ue€Cy,ze€Cy},
vagy, ami ezzel ekvivalens
(2.16) 0 ¢ cl(C) — Cy).

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor az fX (a, d) elsérendii approximacié d-
nek konvex fiiggvénye. J6l ismert, hogy konvex, maximum-, ill. kvazidifferencial-
haté f(x) fiiggvény esetén az f/(a,d) iranymenti derivalt konvex elsérendii app-
roximaci6 [9). Ismert tovabba, hogy lokdlisan Lipschitz figgvényekre az f€(a;d)
Clarke derivdlt ugyancsak konvex elsérendii approximdcié [1]. Nem derivalt-tipusi
konvex elsdrend{i approximacidkra vonatkozd eredmények taldlhaték a [4, 5, 6, 10]
dolgozatokban. '

Mivel fX(a, d) mindeniitt értelmezett konvex fiiggvény, ezért folytonos. Figye-
lembe véve még az fX (a; d) fiiggvény pozitiv homogenitasat, a konvex analizis egyik
sarkalatos tétele szerint f¥(a;d) egy konvex kompakt halmaz tarté fiiggvénye.

[11, Theorem 13.2] Jelolje 8% f(a) azt a halmazt, melyet az f(x) fiiggvény
a pontbeli K-szubdifferencidljinak neveziink. A X f(a) szubdifferencial és az
f¥ (a;d) approximacié kapcsolatat a kovetkezd Ssszefiiggés fejezi ki.

(2.17) ¥ (a;d) = max{(d, g) : g € 3% f(a)}.
Az irodalombdl jél ismert, hogy a (2.5) feltétel ebben az esetben a —8X f(a) konvex

kompakt halmaznak az N.(a) zart konvex kiptdl vald szigori szepardlhatésdgaval
ekvivalens.

2.7. TETEL. Legyen f¥X(a;d) konvex elsérendii approximicidja az f(x) fiigg-
vénynek az a pontban. Ekkor a kévetkezd feltételek pdronként ekvivalensek:

() —0¥f(a)nN.(a) =0,

(i) AX,(a)NT.(a) # 0,

(ii1) a — 0% f(a) és az N.(a) halmazok szigorian szeparilhatdak,
(iv) 0<m=inf{||z—gl|:z € N.(a), g € 3¥ f(a)},

(v)  0¢ Ne(a)+9% f(a).
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Bizonyilds. A (iii), (iv) és (v) feltételek ekvivalencija kovetkezik a 2.6. segéd-
tételbdl, azzal a megjegyzéssel, hogy a ¥ f(a) szubdifferencial korlatossdga miatt
az N.(a) + 0¥ f(a) halmaz zirt halmaz, ezért nincs szitkség a (2.16) formuldban
szerepld lezaras operaciéra. A 0% f(a) kompaktsiga miatt (i) és (iv) ugyancsak
ekvivalensek.

Most megmutatjuk, hogy (i) és (iii) is ekvivalensek. Legyen d € AX;(a)N
T.(a). Ekkor inf{(d,-g) : —g € —0%f(a)} = —f¥(a;d) > 0 > sup{(d,z) :
z € N.(a)}. Ez az Osszefiiggés azonban a 2.6. segédtétel szerint azt jelenti, hogy
az N.(a) és a —0X f(a) halmazok szigorian szeparalhatdk, vagyis (if) == (iii).
Tegyiik most fel azt, hogy (ii7) teljesiil. A 2.6. segédtétel szerint ekkor van olyan d
vektor, hogy

(2.18) inf{(d,—g) : g € 0% f(a)} = ~fH(a;d) > p =

=sup{(d,z) : z € N.(a)}.
Mivel N.(a) kip, ezért (2.18) csak tgy teljesiilhet, ha g = 0. Ebbdl viszont azonnal
f¥(a;d) < 0 és d € T.(a) kovetkezik, vagyis (iii) = (if). Q.E.D.

A 2.3. segédtétel allitdsa kiterjeszthetd tetszbleges M zart konvex halmaz és B
konvex kompakt halmaz esetére; nevezetesen az N.(a) zart konvex halmaznak van
a 0K f(a) konvex kompakt halmazhoz legkozelebb fekvé eleme, egészen pontosan
léteznek olyan ug € N.(a) és — g, € —0% f(a) vektorok, hogy
(2.19) 0<fl-go-wlf<|l-g~z]
barmely —g € —0% f(a) és z € N (a) esetén, hacsak a gy # g, uo # z feltételek
koziil akarcsak az egyik is teljesiil. Legyen

— 80— o
(2.20) § = ———
| — g0 —uolf
Ekkor érvényes a 2.4. tétel analogonja.

2.8. TETEL. s € AKX (a)NT.(a)N S, tovdbbd, hap € AX j(a)NT.(a)N S és
P # s, akkor
(2:21) X(a;p) > f¥(a;s) = ~|| - go — wol.

A legmeredekebb csokkenés irdnya: az s vektort a (2.21) Osszefliggésben meg-
nyilvanul szélséérték tulajdonsiga miatt az f(x) fliggvény legmeredekebb csokke-
nési irdnydnak nevezziik az f¥(a;d) approximaciéra nézve az a pontban.

Az oplimalitds szikséges fellétele: A (2.2) feltétel és a 2.7. tétel alapjin
nyilvinvalé a kovetkezd allitas helyessége.

2.9. TETEL. Legyen f¥ (a;d) konvex elsérendii approximdcidja az f(x) fiigg-
vénynek az a pontban. Ekkor ahhoz, hogy az a pont optimdlis megolddsa legyen az
(1.1) feladatnak sziikséges, hogy teljesiilion a
(2.22) 0 € Nc(a) + 9% f(a)
feltétel.
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3. Kvizikonvex elsérendii approximaciok

Vizsgaljuk most azt az esetet, amikor az f¥(a;d) elsérendii approximicié d-
nek kvazikonvex figgvénye.

A h(d), d € R" fliggvényt akkor nevezziik kvdzikonveznek, ha barmely valds
e-re a {d : h(d) < c} alsé nivéhalmaz konvex.

Ismert, hogy kvazikonvex fiiggvény esetén az fP(a;d) Dini-derivdlt kvazikon-
vex elsdrendili approximdcié [2, Proposition 16]. A kvdzikonvexitis — mint az
elnevezés is sugallja — a konvexitds fliggvénytulajdonsag egyfajta altalanositasa.
Sajnos az altalanositas soran a konvex fuggvények tobb jé tulajdonsiga megsziinik.
Ilyen megsziinG tulajdonsig a folytonossig. EbbSl adédéan egy kvazikonvex elséren-
dit approximacié mar nem sziikségképpen folytonos. Az ebb6l szarmazé hatranyokat
mérséklendd, a tovdbbiakban csak olyan kvazikonvex approximaciékat fogunk vizs-
gélni, melyek rendelkeznek a kovetkezd két tulajdonsaggal:

3.1. Definicié. Az fK(a;d) kvazikonvex approximaciét reguldrisnak nevezziik,
ha rendelkezik a kovetkezd két tulajdonsaggal:
(Ri) fX(a;d) d-nek alulrdl félig folytonos fiiggvénye,

(Rii) az A¥ ;(a) kip nyilt halmaz. -

Hogy a most vizsgalt esetben is lehetséges a (2.2) ill. a (2.5) feltételeknek a
konvex esethez hasonld geometriai interpretacidja, az a pozitiv homogén kvazikon-
vex fliggvények Crouzeiz-féle reprezentdcidjdn alapszik.

A CROUZEIX-FELE REPREZENTACIOS TETEL: [2,7) Legyen fX(a;d) d-nek po-
zitiv homogén alulrdl félig folytonos kvazikonvex fiiggvénye. Ekkor léteznek olyan
0K f(a) illetve 8% f(a) nem korlatos zart ill. kompakt konvex halmazok, hogy

. K (g d) = sup{(d,g) : g € 8% f(a)}, had € clA¥ (a)
(3.12) foaid) = { max{(d,z) : z € X f(a)}, had ¢ clAK(a)
(3.1b) sup{(d,g) : g € 0¥ f(a)} = 00, ha d ¢ cl A% (a),
(3.1¢) max{(d,z):z € X f(a)} = 0, ha d € clA¥ j(a).

3.2. Definicié. A 8K f(a) nemkorldtos zart konvex halmazt az f(x) fiiggvény
a-beli kvdziszubdifferencidljdnak nevezziik.

A tovdbbiakban megmutatjuk, hogy a (2.5) feltétel geometriai hattere a most
vizsgilt esetben is az N.(a) kip és a —0X f(a) antikvdziszubdifferencidl szigori
szeparalhatosédga.

Mivel konvex approximdcié egyuttal kvazikonvex approximacié is, ezért konvex
approximacidnak létezik a 9X f(a) szubdifferencidlja is és a 0¥ f(a) kvaziszubdif-
ferencidlja is. A kett3 azonban soha nem esik egybe. Az elsd ugyanis korlitos
halmaz, a masik pedig nem korlatos. Ismert azonban a kozottiik 1év6 két Gsszefliggés
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[3, Proposition 3.4]:

(3.2a) oK f(a) = {UtdX f(a) : t > 1},

(3.2b) 0% f(a) = 0¥ f(a) N X f(a).

A kviziszubdifferenciallal kapcsolatban tovabbi eredmények taldlhaték a [2,3,7] cik-
kekben.

3.3. TETEL. Legyen fK(a;d) reguldris kvdzikonvex approximécidja az f(x)
fiiggvénynek az a pontban. Ekkor a kovetkezd feltételek ekvivalensek:

(i)  A¥,(a)NT(a) #9,

(i) 0 ¢ cl{Nc(a)+ 0% f(a)},

(i55) a — 9% f(a) és az N.(a) halmazok szigoriian szepardlhatdk,
(iv) m=inf{l]z—g]||:z € N.(a), g € 8% f(a)} > 0.

Bizonyilds. A 2.6. Segédtétel alapjin nyilvdnvalé a (i), (ii7) és (iv) feltételek
ekvivalencidja. Most bebizonyitjuk az (i) <= (iv) ekvivalencidt. Induljunk ki
eldszor az AKX ;(a)NT,(a) # @ feltételbSl. Legyen d € AK ;(a)NT.(a) és legyenek g €
9% f(a) ill. u € N (a) tetszSlegesek. Mivel AKX ;(a) NT.(a) kiip, ezért feltehet;jiik,

hogy
de A% ;(a)nT(a) N S.

A Cauchy-Schwarz egyenlétlenség, az u € N.(a) feltétel és (3.1a) alapjin
igazak a kovetkezd egyenlStlenségek:

l-g-ull>(—g-u,d)=(-g,d)—(u,d) > —(g,d) > —f*(a; d).
Ebbdl nyilvanvals, hogy
(3.3) m> —fX(a;d) >0,

kovetkezésképpen igaz az (i) = (iv) implikacié.
Induljunk most ki az m > 0 feltételbSl. Legyenek g, € 8K f(a) és u, €

N.(a), n = 1,2,... olyan végtelen sorozatok, hogy || — g, —u, || = m. Mivel a
{8 + un} vektorsorozat korlatos, ezért kivalaszthaté beléle konvergens részsorozat.
Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, — és ezzel az altalanossidgot sem sértjiik —
hogy g, +u, — w. Nyilvinvalé, hogy w a cl{N.(a)+ 0¥ f(a)} zirt konvex halmaz
minimal-normajui eleme és || w || = m. Legyen
(3.4) s=——" .

w i
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Megmutatjuk, hogy s € Af((a) NTe(a). A w minimdl-norma tulajdonsiagabdl
kovetkezik, hogy minden g € 8% f(a) esetén (g+u—w,w) > 0, [8, Theorem 4.2.7
és 4.2.9], kovetkezésképpen (g +u, w) > (w, w) teljesil. Ez utébbi (3.4) folytin a
kovetkezdképpen is irhaté:

(g +u, S) Z —m,

illetve

(3.5) (8:5) > —m — (u,5).
Mivel N.(a) kip, ezért (3.5) ekvivalens a kovetkezovel:
(3.6) (8:5) > —m — c(u, 5)

minden g € 8K f(a), u € N.(a) és ¢ > 0 esetén. Ez viszont csak tigy lehet igaz, ha
minden u € N.(a) és g € 6K f(a) esetén
(u,s) <0 é (g,s) <—m.

Ezekbdl nyilvanvald, hogy s € T¢(a), illetve (3.1a,b) miatt, hogy
(3.7) K(a;s) < —-m <0,
kdvetkezésképpen s € AKX ;(a), tehat igaz a (iv) = (i) implikdcié. Q.E.D.

A legmeredekebb csokkenés irdnya. Az s vektornak ebben az esetben is
megvan @ (2:21) szélsGérték tulajdonsdga. =

3.4. TETEL. Legyen fK(a;d) reguldris kvazikonvex approximdcidja f(x)-nek
a-ban. Legyen s a (3.4) képlettel definidlt vektor. Ekkor

(3.8) s€ AX,;(a)nT.(a)N S,
tovdbbd, hap € AX;(a)NT.(a)N S és p # s, akkor
(3.9 -m = fX(a;s) < f¥(a;p).

Bizonyitds. Az el8z8 tétel bizonyitdsa sordn (3.8) bizonyitdst nyert. (3.3) és
(3.7) egyiitt a —m = fX(a;s) egyenldséget adja. Legyen p € AX;(a)NS tetszSleges,
de p # s. Ekkor (3.1a) szerint minden g € 9% f(a) vektorra (g,p) < fX(a,p)
teljesiil. Ebb&l mar egyszeriien adddik, hogy

(3.10) (g+u,p) < f¥(a,p)
minden g € 0K f(a) és u € N.(a) esetén.

Tekintsiik most a 3.3 tétel bizonyitdsdban szerepld {g,,} és {un} vektorsoroza-
tokat. Mivel g, + u, — w és w = —ms, ezért a (3.10) egyenldtlenséget a {g, +un}
sorozatra alkalmazva és az n — oo hatiratmenetet végrehajtva a

(311) (W,p) = —m(s,p) SfK(anp)
egyenlbtlenségre jutunk. Mivel a p és s vektorok egységnyi hosszisdgiak és nem
parhuzamosak, ezért a Cauchy-Schwarz-egyenitlenség szerint —1 > (s,p). Ezt
figyelembe véve a (3.11) egyenlStlenségbdl a bizonyitandd (3.9) Gsszefiiggés adodik.
Q.E.D.
Az optimalitds sziikséges feltétele: végezetil megfogalmazzuk a 2.9. tétel
analogonjit, mely kozvetlen folyomanya a 3.3. tételnek.
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3.5. TETEL. Legyen f¥(a;d) reguldris kvédzikonvex elsérendii approximicidja
az f(x) fiiggvénynek az a pontban. Ekkor ahhoz, hogy az a pont lokalis optimalis
megoldasa legyen az (1.1) feladatnak, sziikséges, hogy teljesiiljon a

(3.12) 0€ d[N.(a)+ X f(a)]

feltétel.

4. Az N (a) kip kapcsolata a feltételi fliggvények approximaéciéival

Ebben a részben az (1.1) feladat kovetkezd specidlis esetét vizsgaljuk

min f(x)
(4.1) n )
C={x€eR":gi(x)<0, i=1,2,...m}.
Vizsgalédasunk egy a € C lehetséges megoldds egy kornyezetére korlitozédik.
Tovabbra is feltételezziik, hogy a C halmaz lokalisan konvex a-ban. Tegyiik fel
tovabba, hogy a g;(x) feltételi fiiggvények valamennyien folytonosak az a pontban.
Célunk az N.(a) kip és a feltételi fliggvények kapcsolatanak vizsgalata. ,Aggregal-
juk” a g;(x) feltételi fiiggvényeket a kovetkez6 modon; legyen

(4.2) g(x) = max{gi(x) : i =1,2...m}.
Nyilvanvald, hogy
(4.2) C={x€eR":g(x)<0}.

ElsS 1épésként az N (a) kiip és a g(x) fliggvény kapcsolatdt vizsgdljuk. Ha g(a) =
max g;(a) < 0, akkor a g;(x) figgvények folytonossagabdl adédéan T.(a) = R" és
ennélfogva N.(a) = {0}. Vizsgaljuk a tovabbiakban a g(a) = 0 esetet.

4.1. TETEL. Legyen g¥ (a;d) elsérendii approximécidja g(x)-nek az a pont-
ban. Ekkor
(4.4) A¥g(a) C Ay(a) C Te(a).

A tétel dllitdsa a szébanforgé kipok definicidibél és a g(a) = 0 feltételbsl
kozvetlenul kSvetkezik.

4.2. Definicié. Nevezziik a g% (a;d) elsérendii approximaciét limesztipusinak,
ha rendelkezik a kovetkezs tulajdonsiggal:

Ha van olyan T > 0, hogy 0 < t < T esetén g(a+td) — g(a) < 0, akkor

g¥(a;d) <o.
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4.3. TETEL. Legyen g¥(a;d) limesztipusi elsérendii approximécié. Ekkor
(4.5) T.(a) C M%y(a),
ahol M¥,(a) = {d : g¥(a,d) < 0}.

A tétel allitdsa a definicidk kdzvetlen kSvetkezménye.

4.4. Definicis. A g(x) < 0 feltételt regulirisnak mondjuk az a pontban a
9% (a; d) elsSrendii approximaciéra nézve, ha

(4.6) AKX (a)#0 & A% (a) = MK (a).

Ha a g% (a;d) elsSrendii approximacié linedris, akkor a g(x) < 0 feltétel regularis
az a pontban g¥(a;d)-re nézve. Ha a gX(a;d) els6rendii approximacié konvex
és teljesiil az A% (a) # O Slater-feltétel, akkor a g(x) < O feltétel reguliris az a
pontban g¥ (a;d)-re nézve.

4.5. TETEL. Legyen a g(x) < 0 feltétel reguliris az a pontban a gX (a;d)
limesztipusd approximacidra nézve, ahol g(a) = 0. Ekkor

(4.7 d A¥ (a) = Te(a) = {d : ¢%(a;d) < 0}.

Bizonyitds. (4.4), (4.5) és (4.6) miatt
cd A¥ (a) = cd Ay(a) = Te(a) = M¥%,(a),
ebbdl pedig (4.7) kozvetleniil adédik.

4.6. TETEL. Legyen g% (a;d) konvex elsSrendii approximdcié 0% g(a) szub-
differenciallal. Ekkor

(4.8) [0% g(a)]® = MK (a).

Bizonyitds. Mivel

d e [0%g(a)]° <= (d,2) <0 Vze d¥y(a)
¢¥(a;d) = max{(d,z) : z € 0% g(a)},

ezért (4.8) sziikségképpen igaz.

4.7. TETEL. Legyen a g(x) < 0 feltétel regulris az a pontban a g¥ (a;d)
limesztipusu konvex elsérendii approximdcicra nézve és legyen g(a) = 0. Ekkor

(49) T.(a) = [0 g(a)]".
(4.10) N.(a) = cone 3% g(a).
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Bizonyitds. (4.9) kozvetleniil kovetkezik (4.7)-bél, ill. (4.8)-bél. A (4.9) Gssze-
fiiggés az
(4.11) N.(a) = T.(a)® = [6% g(a)]*° = cl cone 6% g(a)

eszefiiggésbdl adédik. A regularitas folytan 0 ¢ 8% g(a) és ez biztositja a
cone 0¥ g(a) halmaz zartsagat, ennélfogva (4.10) és (4.11) jobb oldalai megegyeznek.

4.8. TETEL. Legyen g*(a;d) reguliris kvdzikonvex approximacié 0% g(a)
kvaziszubdifferencidllal. Ekkor

(4.12) [0% g(a)]® = cl A%, (a).

Bizonyitds. Mivel
d e [0%g(a)]° <= (d;2) <0 Vze d¥g(a)
és (3.1a,b) szerint

sup{(d,z) : z € 8fg(a)} <0, hade clAKg(a),
illetve

sup{(d,z) : z € 8% g(a)} = +o0, ha d ¢ cl A%, (a),

ezért (4.12) sziikségképpen igaz.

4.9. TETEL. Legyen a g(x) < 0 feltétel reguliris az a pontban a g¥(a;d)
limesztipusi reguldris kvadzikonvex approximdcidra nézve és legyen g(a) = 0. Ekkor

(4.13) T.(a) = [05 g(a))°
(4.14) N.(a) = cl cone 8% g(a).

Bizonyitds. (4.13) kozvetlentil kovetkezik (4.7)-bé8l és (4.12)-b6l. (4.14) nem
mas, mint (4.13) dudlisa.

Az optimalilds szukséges feltételei: a 2., ill. 3. fejezetekben targyalt optima-
litasi feltételek atfogalmazhatdk jelen fejezet eredményeinek segitségével a

min f(x)

(4.15) 9(x) < 0

feladat esetére.
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4.10. TETEL. Legyen fK(a;d) konvex elsérendii approximécidja az f(x) figg-
vénynek az a pontban, ahol g(a) = 0. Legyen a g(x) < 0 feltétel reguldris az a pont-
ban a gL (a;d) limesztipusd konvex elsérendii approximaciora nézve. Ekkor ahhoz,
hogy az a pont lokdlis optimalis megolddsa legyen a (4.15) feladatnak, szitkséges,
hogy teljesiiljon a

(4.16) 0 € 0% f(a) + cone 8% y(a)

feltétel.
Bizonyilds. A tétel dllitdsa a 2.9. tétel és a 4.7. tétel kdzvetlen kovetkezménye.

4.11. TETEL. Legyen f¥(a;d) reguldris kvdzikonvex elsérendii approximaci-
éja az f(x) fiiggvénynek az a pontban, ahol g(a) = 0. Legyen a g(x) < 0 feltétel
reguldris az a pontban a gL (a;d) limesztipusi konvex approximécidra nézve. Ek-
kor ahhoz, hogy az a pont lokalis optimalis megolddsa legyen a (4.15) feladatnak,
sziikséges, hogy teljestljon a

(4.17) 0 € cl[6¥ f(a) + cone 0L g(a)]

feltétel.
Bizonyitds. A tétel dllitiasa a 3.5. és a 4.9. tételek kovetkezménye.

4.12. TETEL. Legyen f¥(a;d) konvex elsérendii approximacidja az f(x) fiigg-
vénynek az a pontban, ahol g(a) = 0. Legyen a g(x) < 0 feltétel reguldris az a
pontban a g~ (a;d) limesztipusu reguldris kvazikonvex approximacidra nézve. Ek-
kor ahhoz, hogy az a pont lokalis optimdlis megolddsa legyen a (4.15) feladatnak,
sziikséges, hogy teljesiiljon a

(4.18) 0 € 9 f(a) + cl cone 8- g(a)

feltétel.
Bizonyitlds. A tétel allitasa kozvetleniil adddik a 2.9. és a 4.9. tételekbél.

4.13. TETEL. Legyen f¥(a;d) reguldris kvdzikonvex elsérendii approximaci-
6ja az f(x) fiiggvénynek az a pontban, ahol g(a) = 0. Legyen a g(x) < 0 feltétel
reguldris az a pontban a g% (a; d) limesztipusii reguldris kvazikonvex approximacidra
nézve. Ekkor ahhoz, hogy az a pont lokdlis optimdlis megoldasa legyen a (4.15)
feladatnak, sziikséges, hogy teljesiiljon a

(4.19) 0 € cl{oX f(a) + cone 8L g(a)]

feltétel.
Bizonyilds. A tétel dllitasa a 3.5. és a 4.9. tételekbd] adddik.
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5. Kuhn-Tucker tipusi optimalitasi feltételek

A tovabbiakban visszatériink a

min f(x)
(5.1) gi(x) <0, i=1,2,...m
x€R"

feladat vizsgalatahoz. Legyen a lehetséges megolddsa (5.1)-nek és legyenek a feltételi
fiiggvények folytonosak a-ban. Jeldlje J C {1,2,...,m} az a-ban aktiv feltételek

(gj(a) = 0) indexhalmazdt. Tegyiik fel, hogy J nem iires. Legyenek gfj (a;d),7€J
elsdrendii approximdcidi a g;(x), j € J fiiggvényeknek az a pontban. Legyenek

g(x) = max{g;(x): j € J}
és
(5.2) ¢"(a;d) = max {g;*(a;d) : j € J}.
5.1. TETEL. A gl(a;d) fiiggvény elsérendii approximécidja g(x)-nek a-ban.

Bizonyitds. Egyszerilien belathatd, hogy ¢X(a;d) pozitiv homogén fiiggvénye a
d irdnynak. Legyen d € AL (a), azaz gL(a;d) < 0. Ekkor gfj(a; d) < 0 minden
j € J esetén. i € J esetén ebbdl, ¢ ¢ J esetén pedig a g;(x) fliggvények a-beli
folytonossdgabdl kovetkezik, hogy létezik olyan T > 0 valds szdm, hogy 0 <t < T
esetén
gi(a+td) <0 mindeni=1,2,...,m indexre.

Ebbél nyilvanvald, hogy minden 0 < ¢ < T esetén
gla+td) < 0= g(a).
Ez azt jelenti, hogy d € Ay(a), kdvetkezésképpen ALy (a) C A4(a). Q.E.D.

, L, . P 1 Y . , .
5.2. TETEL. Ha a gj’(a; d), j € J elsérendii approximdcick limesztipusiak,
akkor g(a; d) is limesztipusi.

Bizonyitds. Tegyik fel, hogy g(a+td) < g(a) teljesil valamely 0 < t < T
intervallumon. Ekkor ugyanitt minden j € J-re

gi(a+td) <g(a+td) < g(a) =0 =g (a)
teljesiil. Feltételezésiink szerint ekkor
gfj(a;d) <0 minden j € J —re,
kovetkezésképpen gl (a;d) < 0. Q.E.D.
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5.3. TETEL. Ha a g;'j (a;d) elsérendid approximacick konvexek, akkor
gL(a;d) is konvex és

(5.3) 8% g(a) = conv {UBLig;(a):j € J}.
A tétel a konvex analizis egyik nevezetes tételét fogalmazza meg. [9, Theorem 3.6.).

5.4. TETEL. Haa g,{" (a;d), j € J elsérendii approximdcick kvazikonvexek és
reguldrisak, akkor g™ (a; d) is kvdzikonvex reguliris, tovdbba

(5.4) 8% g(a) = clconv {Uafjgj (a):j€J}.
Bizonyitds. Mivel barmely ¢ valds szam esetén
{d:g*(a;d) <o) = ({d: g} (a;d) < e},
jeJ

ezért a feltételekbdl kovetkezik, hogy barmely valds c esetén a {d : g%(a;d) < c} alsé
nivéhalmaz zart és konvex, kdvetkezésképpen a gL (a;d) approximacié kvazikonvex
és alulrdl félig folytonos. Mivel

{d: g*(2;d) < 0} = [){d: ¢, (a;d) < 0},
jed

ezért a feltételekbdl kovetkezik, hogy AL (a) nyilt halmaz. A gX(a;d) kvazikonvex
approximacié tehat regularis is.

Most megmutatjuk az (5.4) Ssszefiiggés helyességét, melynek jobb oldaldn sze-
repld zart konvex halmazt jelSljik egyszerlien M-el. Elészér megmutatjuk, hogy
minden j € J-re

(5.5) 8% g;(a) C 8L g(a).
A Crouzeiz-féle repezentdcids tétel szerint

9;li(a;d) <0, hade o Aligj(a)

L<
d,z):z€0 7y =
sup{(d,z) : z € 9_7g;(a)} { oo, egyébként,

9% (a;d) <0, hade cl Ak (a)

d,z):z€ 9t ={
sup{(d,z) : z € 8L g(a)} +00, egyébként,

Mivel gjLJ' (a;d) < g%(a;d) minden d-re, ezért ezt a fenti reprezentacidkkal ossze-
vetve kapjuk, hogy minden d € R™-re

(5.6) sup{(d,z) : z € 87 g;(a)} < sup{(d, 2) : z € 8L g(a)}.
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A konvex analizis szeparacids tételeib8] kovetkezik, hogy az (5.5) tartalmazas tel-
Jesiiléséhez sziikséges és elégséges, hogy a szébanforgd zart konvex halmazok tarté
fiiggvényei kozott az (5.6) kapcsolat alljon fenn [10, Theorem 2.7). Mivel az (5.6)
Geszefiiggés minden j € J-re teljesiil és 3% g(a) zart és konvex, ezért

(5.7) M C d8tg(a).

Az M = 8L g(a) feltételt indirekt médon bizonyitjuk. Tegyiik fel, hogy 2o € 8L g(a),
de 30 ¢ M. Mivel M zirt és konvex, ezért zo szigorian szeparilhato M-tdl, azaz
van olyan dy € R™, hogy

sup{(do,z) : 2 € M} < (do, 20).
Mivel minden j € J-re 85’ gi(a) C M, ezért

sup{(do,2z) :z € 6f’g,-(a)} < sup{(do,z) : z € M} < (do, 2o).
A Crouzeiz-féle reprezentdciés képletek szerint ekkor
gi“i(a;d) < (do, zo),
amibdl
(5.9) 9% (a; do) < (do, 20)
kovetkezik. Masrészt viszont, ugyancsak a Crouzeiz-féle képletek miatt
¢*(a;d) = sup{(do, 2) : 2 € 8¢(a)} > (do, %0).

Ez azonban ellentmond az (5.9) reliciénak. Ez az ellentmondas igazolja az (5.4)
egyenlGséget. Q.E.D.

Tegyiik fel, hogy a g(x) = max{gj(x) : j € J} < 0 feltétel reguliris az a
pontban a g%(a;d) = max{gli(a;d) : j € J} elsérendii approximiciéra nézve.
Dolgozatunk hatralevo részében az (5.1) feladatra kirétt ezen regularitdsi feltevést
kiilon emlités nélkiil is érvényesnek tekintjik.

5.5. TETEL. Legyen fX(a;d) konvex 8X f(a) szubdifferenciillal és legyen
9;Li(a;d) minden j € J-re limesztipusi és konvex 8% gj(a) szubdifferenciallal.
Ekkor ahhoz, hogy az a pont lokalis optimalis megolddsa legyen az (5.1) feladatnak,
sziikséges, hogy teljesiljon a

(5.10) 0 € 3% f(a) + cone conv {U 8% g;(a):j € J}.
feltétel.

Ha fX (a;d) reguldris kvazikonvex 3% f(a) kviziszubdifferencidllal, akkor
(5.11) 0 € cl[0 f(a) + cone conv{u 8%ig;(a) : j € J}]

feltétel sziikséges feltétele a lokdlis optimalitdsnak.
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Bizonyilds. A tétel allitasa kozvetlenill kovetkezik a 4.10 és 5.3, 1ll. a 4.11 és
5.3 tételekbdl.

5.6. TETEL. Legyen fX(a;d) konvex 0 f(a) szubdifferencidllal és legyen
g9iLi(a;d) limesztipusi reguldris és kvdzikonvex minden j € J-re af" gj(a) kvazi-
szubdifferenciillal. Ekkor ahhoz, hogy az a pont lokilis optimalis megoldasa legyen
az (5.1) feladatnak, sziikséges, hogy teljesiiljon a

(5.12) 0 € 0% f(a) + cl cone conv {U c')f"gj(a) 1jE€J}

feltétel.
Ha fX (a;d) reguliris kvdzikonvex 80X f(a)) kvéziszubdifferencidllal, akkor a

(5.13) 0 € cl[0X f(a) + cone conv {U ijgj (a):j€J}]

feltétel sziikséges feltétele a lokdlis optimalitdsnak.

Bizonyitds. A tétel allitasai a 4.12 és 5.4, illetve a 4.13 és 5.4 tételek kozvetlen
kovetkezménye.

Az (5.10) feltétel a konvex programozasbodl jol ismert Kuhn-Tucker feltételmeg-
feleléje. Ennélfogva az (5.11), (5.12) és (5.13) feltételeket joggal tekinthetjiik 1igy,
mint dltaldnositott Kuhn-Tucker feltélelekel.
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QUASICONVEX FIRST ORDER APPROXIMATIONS

S. KoMLdst

The role of the concept of first order approximation introduced by A.D. IOFFE and wea-
kened by the authoris analyzed in this paper. After recalling some known results concerning
convex first order approximations the geometric background for quasiconvex approximations is
investigated in order to obtain Kuhn-Tucker type necessary optimality conditions in terms of
quasisub-diffferentials.
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ADAPTIV PARTICIOS MODSZEREK
GLOBALIS OPTIMALIZALASI FELADATOK MEGOLDASARA

PINTER JANOS
Budapest

A tébbextrémumi (globdlis) optimalizicié feladatkorének és legfontosabb médszertipusainak
rovid dttekintését kovetden, adaptiv halmazfelbontdson és részhalmazonkénti célfuggvény-approzxi-
madcidn alapulé megoldési stratégidk egy Altalinos osztdlyat definidljuk. Az elméleti eredmények
attekintésének keretében egy ,prototipus algoritmust” adunk meg. Ez a megkdzelités alkalmaz-
haté pl. szamos, formailag kiilonboz8 egyvdltozds globdlis optimalizdldsi médszer egyszerii, egységes
leirdsdra; emellett lehetvé teszi az emlitett algoritmusok kdzvetlen t6bbvdltozds kiterjesztését
és — megfeleld implementaciékban — alkalmas pl. folytonos vagy Lipschitz—folylonos figgvények
globdlis extrémumaénak intervallem (tégla—) tartomdnyon, konver halmazon, csillaghalmazon,
illetve Lipschitz—folytonos figgvények dltal definidlt tartomdnyon torténd meghatirozisira. A
globalis optimalizacié feladatanak aktualitdsit hdrom fontos problématipus bemutatisival illuszt-
raljuk: nemlinedris egyenletrendszerek altaldnos megold4sa, nemlinearis (leiré) modellek kalibra-
cidja és (valés vektor) adatok osztdlyozisa. E feladattipusok megolddsit numerikus példikkal is
szemléltetjiik.

1. Bevezetés

A globdlis optimalizdldsi probléma (GOP)

(L) min f(x) = f(x*) = 2" xeD
) D={x€R":g(x)<0, i=1,...,m}
— tehat egy megadott f : D — R! fiiggvény abszolut (globdlis) minimumanak
meghatirozasa a D C R™ megengedett tartomanyon — az ut6bbi években intenziv
kutatasok targyava valt. Ezt az érdeklédést a feladat elméleti érdekessége és a
potencialis alkalmazasok széles kdre egyarant motivélja. Kozismert az a tény, hogy
— bar a GOP optimalis megoldasidnak létezése enyhe analitikus feltételek (pl. f
folytonos, D kompakt volta) mellett biztositott — a , klasszikus” nemlinearis (kon-
vex) programozas moédszerei tipikusan csak (1.1) valamely lokdlis megolddsinak

Kdszdnetnyilvdnitds. A globilis optimalizacié témakorével kapcsolatos munkamat elsGsorban a
RoMaN G. STRONGINnal és REINER HORsTtal folytatott eszmecserék tdmogattik, de mas —
e teriileten dolgozé — kutatdk is segitették az idevonatkozé aktudlis irodalomban valé tajéko-
2z6d4somat. Eziton is megkdszoném ROGER Cooke, C. Fopor JiANos, PesTI GEza, SzaBd
JANOS és SOMLYODY LAszL tarsszerzGként valé kdzremiikdését a dolgozat irodalomjegyzékében
szereplé kozds munkaink elkészitésében. A szamitdgépi programok és a numerikus eredmények
egy része a Delfti Miszaki Egyetem vendégeként eltoltdtt idé (1987) alatt késziilt el; a gépi fut-
tatdsok jelentds részét a Vizgazddlkoddsi Tudomdnyos Kutets Kizpont (VITUKI) eszkozeinek
felhaszndlasival végeztem el.
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meghatdrozasara alkalmasak. Tovdbbmenve, a GOP nem-polinomidlis (NP) bonyo-
lultsdgi feladat és még annak bizonyitdsa is NP-nehézségili, hogy egy adott megol-
déas nem (csupan) lokalis optimumbhely (1. pl. MURTY és KABADI (1987) dolgozatit).
Természetesen a globalis megoldas és a lokalis optimumok értékei kozott szamottevo
eltérések mutatkozhatnak: ilyen esetekben indokolt tehat a ,lehets legjobb” meg-
oldas keresése.

Alkalmazési szempontbdl igen jelentds feladattipusok vezethetnek GOP-hoz.
Példaként a kovetkezd feladatosztdlyokat emlitjiik meg: legjobb nemlinearis figg-
vényapproximacié meghatédrozasa, nemlinedris egyenletrendszerek, egyensily-prob-
lémik megoldasa, statisztikai leirds, ill. fizikai, kémiai, biolégiai stb. modellek,
miiszerek és folyamatok kalibracidja, mechanikai, elektromos stb. berendezések ter-
vezése, adatok osztilyozdsa, kiszolgald rendszerek tervezése stb. (illusztracicképpen
lasd pl. GorpoN (1981), Rao, Tyacl és MisHRA (1981), GROCH, VIDIGAL és
DIRECTOR (1985), WOMERSLEY (1986), CSENDES (1988), PAPALAMBROS és WILDE
(1988), CooKE és PINTER (1989) munkait; kés6bb — néhéany konkrét feladattipus
kapcsan — tovabbi példakat is idéziink majd).

A GOP megolddséra iranyuld legfontosabb algoritmus—tipusoknak csupan vaz-
latos attekintésére vallalkozhatunk a jelen keretek kozdtt; az Olvasé bévebb ta-
jékoztatdst nyerhet pl. DIXoN és SzEGO, szerk. (1975,1978), STRONGIN (1978),
FEDOROV, szerk. (1985), ZILINSKAS (1986), PARDALOS és ROSEN (1987), CHEW és
ZHENG (1988), HoRrsT (1988b), RATSCHEK és ROKNE (1988), RINNOOY KAN és
TIMMER (1988) munkai alapjan.

Szamos (heurisztikus elemeket is tartalmazé) sztochasztikus megoldasi médszer
— pl. az ismert adaptiv véletlen keresési eljarasok és kiilénboz8, numerikus szem-
pontbdl elényos kiegészitéseik (TORN (1978), DEVROYE (1978), SoLis és WETS
(1981), PINTER (1984), RinNooY KAN és TIMMER (1987 a,b)) — biztositja az
1 valdszinliségli globalis konvergenciat. Ezeket az eljardsokat célszerii és indokolt
pl. az extremalis eloszlasok, ill. a Bayes-tipusi dontések elméletén alapuld sta-
liszlikus megdlldsi szabdlyokkal kiegésziteni (1. pl. a GUMBEL (1958), GALAMBOS
(1978), BERGER (1980) munkék &ltaldnos targyalasat, ill. DE HAAN (1981), BOEN-
DER (1984) vagy FoDOR és PINTER (1988) vizsgalatait.

A determiniszlikus algoritmusokra attérve, néhany moédszer a GOP ekvivalens
transzformadcidja 1itjan elvben biztositja a globdlis optimumhely meghatarozasat
— a transzformalt feladat megolddsira viszont szamos esetben nem all rendel-
kezésre univerzdlisan alkalmazhaté, egzakt eljards. Az emlitett transzformacidk pl.
nemlineéris egyenlet, egyenlet—, ill. egyenlétlenségrendszer megolddsara (GARCIA
és ZANGWILL (1981), LEvy és MoNnTAaLvo (1985), GE RENPU (1983), PAPALAMB-
ROS és WILDE (1988)), vagy pedig egy nemlinedris fiiggvény integraldsira (CHEW
és ZHENG, 1988) vezetik vissza az (1.1) feladat megolddsit. E mddszerosztalyhoz
sorolhat6 a HANSEN, JAUMARD és Lu (1989) dolgozatdban javasolt, a korldtozds és
szélvdlasztds elvén alapuld altalanos stratégia is.

Az egyvdllozés globalis optimalizdlasi feladat megolddsara jonéhany egzakt,
implementalhaté algoritmust javasoltak (pl. KusHNER (1964), ARCHETT! és BET-
RO (1979), DANILIN és Prvavskir (1967), SHUBERT (1972), Mockus, TIESIS és
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ZILINSKAS (1978), STRONGIN (1978), HANSEN (1979), ZILINSKAS (1981), Basso
(1982), SCHOEN (1982), BOENDER (1984) : e mddszerek korrekt, numerikusan jél
kezelhetd tobbudltozds kiterjesztései azonban egészen a legutobbi évekig nem voltak
ismeretesek.

Globalis optimalizalasi algoritmusok konvergenciajanak altalinos vizsgalataval
foglalkozik pl. HorsT (1986), PINTER (1986a), HORST és Tuy (1987), PINTER
(1988a): az e munkakban kovetett targyalasméd lehetdvé teszi az egyvaltozds algo-
ritmusok tobbdimenzids esetre torténd altalanositisat, ill. azoknak a konvergenciat
megtarté, numerikusan elényos médositasait is (PINTER, 1986b, HoRsT, 1988a).
Itt emlitjiik meg, hogy a jelen dolgozatban nem targyaljuk a GOP szamos, gya-
korlati szempontbdl fontos specidlis esetét (tehit az dltaldnos GOP vizsgalatara
szoritkozunk): specialisabb feladattipusokat — konkdv, forditott (reverse) konvex,
differencialis konvex (d.c.), indefinit kvadratikus programozds — targyal pl. FORGO
(1978) magyar nyelvii munk4ja vagy HoRsT (1984), ill. PARDALOS és ROSEN (1987).

A tovabbiakban determinisztikus, gradiensmentes (direkl) algorilmusok egy
altalanos osztalyat vizsgaljuk. E mddszerek a megengedett megoldasok D hal-
mazanak szekvencidlis (adaptiv) felbontdsdin és a célfiggvény ennek megfeleld app-
rorimdcidjdn alapszanak. A javasolt axiomatikus leirasméd lehet6vé teszi jénéhdny
egyvaltozds algoritmus egységes targyaldsit, az emlitett algoritmusok kozvetlen,
tobbdimenzids dltalinositdsat és azok kilonbozé implementacidit. Az elméleti ered-
mények tomor attekintését néhany perspektivikus alkalmazasi terulet példak segit-
ségével torténs bemutatasa koveti.

2. Az elméleti eredmények osszefoglalasa

2.1. Alapvetd fogalmak és jelolések.

Az (1.1) feladat szerkezetére vonatkozdan két (elsGsorban numerikus szem-
pontbdl lényeges) feltétellel fogunk élni:

2.1. Definicié. A megengedett megoldasok D halmaza testszerd (robust), vagy-
is egy (nem-tres, korlatos) nyilt halmaz lezardsa R™-ben.

2.8. Definicio. Az f célfuggvény Lipschitz-folytonos, tehat tetszdleges x,y € D

pontpar esetén fennall az

(2.1) 1f(x) = f(y)l < Lilx -yl

egyenl6tlenség (L = L(f, D) > 0 az f fliiggvénynek megfelelé Lipschilz-konstans a
D halmazon, || || pedig az euklideszi normdt jel6li).

A tovabbiakban azt is feltessziik, hogy az (1.1) feladatnak csak véges szdmi
globalisan optimalis megoldasa van, ezek halmazit X* jeloli.

2.1. Megjegyzés. A (2.1) feltétel — egyebek kozott — teljesiil, ha pl. f folyto-
nosan differencialhatd, vagy ha f el8allithato egy konvex és egy konkav fiiggvény
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kiilonbségeként. Ilymddon a (2.1) relacié fennalldsa természetesnek tekinthetd sok
gyakorlati feladat esetén, annak ellenére, hogy a (lehetd legkisebb) Lipschitz-kon-
stans értéke altaldban nem ismert. (Itt jegyezziik meg azt is, hogy bizonyos ese-
tekben — amelyekre kiilon ramutatunk majd — az f figgvény folytonossdga is
elegendd lesz algoritmusok megfeleld konvergencia-tulajdonsaganak fenndlldsihoz.)

Az (1.1) feladat megoldasira egy altalanos adapiiv particids algoritmus sémdt
(PAS) vezetiink be (PINTER, 1987); ennek érdekében elSszor két tovabbi fogalmat
definialunk.

2.8. Definicid. Legyen M C R™ testszeri és jel6ljon I egy véges indexhalmazt.
Az {M; : i € I} halmazok Osszessége M egy lestszeri felbontdsdt adja, ha M;, i € I
testszerd halmazok, emellett M = | JM; és MiNM; = §(M;)N6(M;), 4,5 € I,i# j;

itt 6(M;) az M; halmaz (M-re vonatkoztatott) relativ hatarat jeloli.

2.4. Definicié. Legyen adott M egy testszerii felbontdsa. A P{M;, f(M;)}
particié operdlor egy olyan funkcional, amelynek értékét az M; halmazbdl vett
mintapontok (sample pomts) és az ezekben felvett figguényériékek hatarozzak meg.

Maisszéval, ha xf 7 j j=1,...,J; amintapontok és z(’) = f(x(’)) akkor
P{M;, f(M)} := P 29 =1, 0} i€l

2.2. Megjegyzés. A konkrét algoritmikus megvaldsitds soran mind M szekven-
cidlis felbontasanak médja, mind pedig a mintapontok megvilasztasa egyértelmiien
adott. Pl. ha M egy n-dimenzids intervallum, akkor eléggé természetes egy interval-
lumokra valé felbontast megadni: itt a mintapontok pl. a keletkezd részintervallu-
mok kivalasztott csicsai lehetnek (lasd pl. a PINTER (1986a,b) dolgozatokban leirt
particiés algoritmusokat). fgy — rogzitett algoritmustipus esetén — a P{M;,
F(M;)} ,,x6vid” jelSlés nem vezet félreértéshez.

Particidés algoritmus séma

0. (Kezd&értékek beallitasa) Legyen az iteracids index értéke k := 0; Iy = {0}
és {Mo} = {D} definialjdk a kezdeti (trividlis) particiét.

k. {6 iterdcids ciklus (£ =0,1,2,3,...)

k.1. (Mintavétel) Minden ¢ € I esetén valasszunk ki egy véges :c(j) € M;

mimntapont-halmazt és hatirozzuk meg az e pontokban felvett z(’) j=1...,J
fliggvényértékeket.

k.2. (Aggregicid) Az {xgj) @ ,j =1,...,Ji} informécié alapjan hatdrozzuk
meg a partici6 operator P{M.-,f(M )} erteket minden i € I esetén.
k.3. (Kivélasztas) Vélasszunk ki egy tetszbleges t indexet, amelyre fennall a

(2.2) P{M;, f(M)} = 1’25}-”‘( P{M;, f(M;)}
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relacié: ekkor az M; halmaz tovabbi felbontdsa kovetkezik.

k.4. (Finomitas) Az M; halmazt (nem-trivialis) véges, testszerl felbontasaval
helyettesitjik:

(2.3) M= M, M,CM tel
tel,

igy a finomitott felbontast az

{M,':iGIk-H} Ik+1=1k\{l}U{t¢:£ELk}

halmazok rendszere definidlja. Térjiink vissza a kovetkezd {6 iterdcids ciklus elejére
(k:=k+1).

2.8. Megjegyzés. A bevezetett PAS algoritmus-séma lényegileg leirja (specialis
esetként tartalmazza) pl. DANILIN-Pivavskit (1967), SHUBERT (1972), Fuiii—
IcHIDA-OzAsA (1986), GALPERIN (1988), HANSEN (1979, 1980), KusHNER (1964),
ARCHETTI-BETRG (1979), MEEWELLA-MAYNE (1988), MLADINEO (1986), Moc-
KUS—TIESIS-ZILINSKAS (1978), RATscHEK (1985), SHEN-ZHU (1987), STRONGIN
(1978), Woob (1985) és ZILINSKAS (1981) globalis optimalizdldsi eljarasait. A felso-
rolt algoritmusok részleteik tekintetében persze jelent6s kiilonbségeket mutatnak és
konvergencia-tulajdonsagaik sem egységesek.

2.4. Megjegyzés. Amint azt a (2.2) kivdlasztdsi szabdly aldtamasztja, a parti-
cids operator P{M;, f(M;)} értéke informdlisan az M; részhalmaz ,értékének opti-
mista becslését” fejezi ki. Példdul megemlitjiik, hogy P{M;, f(M;)} megadhaté az
M; halmazon felvett minimadlis fiiggvényérték egy alsé becslése dltal (ilyen becslés
pl. f Lipschitz-folytonossdga alapjan vagy intervallum-aritmetikai médszerekkel sza-
mithatd); egy masik — ettdl lényegesen eltérd — megkozelitésben P{M;, f(M;)}
értékét annak valdszintisége fejezi ki, hogy az M; halmazon az aktudlis optimum-
becslésnél jobb eredményt add pontot talalunk. (A globélis optimalizaldsi médsze-
rek alapjaul szolgalé célfiiggvény-modellek és az ezeknek megfelelS keresS stratégi-
ak leirasat illetGen pl. STRONGIN (1978), ARCHETTI és BETRG (1980), ZILINSKAS
(1982), PINTER (1983), BOENDER (1984) munkaira, ill. a fentiekben felsorolt PAS
tipusi algoritmusokra utalunk.) Itt jegyezzilk meg, hogy a PAS legtSbb ismert re-
alizacidjaban elegendd a felbontds finomitdsaként keletkezd jabb részhalmazokon
elvégezni a mintapontok kivalasztdsat (megtartva tehdt a mar 1étez8 M; halmazokat
wjellemzd” P{M;, f(M;)} értékeket: e korilmény numerikus el8nyei nyilvdnvaldak
(lasd a PAS k.1-k.3. 1épéseit).

2.2. Konvergencia-tulajdonsagok és realizacios kérdések

Feltéve, hogy a (2.1) feladatot egy PAS tipusi eljardssal kivanjuk megoldani,
szikséges és elégséges globalis konvergencia-feltételek adhatok meg, a particiés algo-
ritmus megkovetelt, ill. indukalt tulajdonsigainak fliggvényében. Az alabbiakban
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csak a f6 eredmények 6sszefoglaldsdra szoritkozunk, a tovabbi részleteket illetéen az
aldbb idézett munkdkra utalunk.

i) A felsorolt PAS tipusi mddszerek két csoportra oszthaték. Az els6 csoport
algoritmusai (pl. KUSHNER (1964), ARCHETTI-BETRO (1979), MocKus-TIESIS~
ZILINSKAS (1978) és ZILINSKAS (1981) egyvaltozds médszerei) elméletileg egy min-
dendtt sird mintapont-sorozatot generdlnak a D halmazon: ilymédon a minimum-
becslések sorozata a z* optimumhoz tart, a megfelel6 minimalizalé pontsorozat
torlédasi helyei pedig az (1.1) feladat globalisan optimalis megolddsai (tehat az
X* halmaz elemei). Megjegyezzlik, hogy az emlitett tipusu algoritmusok (mar)
a célfiiggvény folytonossiga esetén is rendelkeznek a fenti értelmii elméleti kon-
vergenciaval. (A tovabbi részleteket illetéen lisd a PINTER (1987) dolgozatban
targyaltakat.)

ii) A particids algoritmusok madsodik csoportja (ide tartozik pl. DANILIN-
Pirvavskii (1967), SHUBERT (1972), STRONGIN (1978) és BOENDER (1984) egyvalto-
z6s médszere, valamint az intervallum-aritmetikai alapu eljarasok) — Lipschitz-foly-
lonos célfiggvény esetén — elméletileg olyan mintapont-sorozatot general, amely-
nek torlédasi pontjai azonosak az X* halmaz elemeivel; specidlisan, ha X* = {x*},
akkor a mintapontok sorozata az (1.1) feladat globalis optimumhelyéhez konvergal.
(A részleteket illetden ldsd PINTER (1986a,b, 1988a), illetve HoRsST és Tuy (1987)
dolgozatait.)

iii) Az emlitett (és mas PAS tipusi, intervallum-tartomanyon miik6d3) egyval-
tozds algoritmusok kozvetleniil dltalanosithatok (6bbvdltozds médszerré — a meg-
felel§ konvergenciatipus megtartdsaval (PINTER, 1986a,b). Ezek az altaldnositasok
kordbban nem voltak ismertek, mivel az egyvaltozds algoritmusokhoz vezetd cél-
fiiggvénymodellek és dontési szabalyok kiterjesztése mind elméleti, mind pedig nu-
merikus szempontbdl kivihetetlennek tiint.

iv) Az igy nyert tobbvaltozds mddszerek (véges) téglatartomdnyon kozvetleniil
alkalmazhatok (PINTER, 1986a,b). Egyszerli mddositas teszi lehetdvé az algoritmu-
sok konver D halmazon, illetve csillaglartomdnyon torténd alkalmazasat PINTER,
1986¢). Altaldnos (esetleg nemkonvex, nem osszefiiggd) Lipschilz-folytonos fiiggvé-
nyek dltal definidlt megengedett halmaz esetén a PAS megfelel6 mddositasa sziiksé-
ges (amely lehet5vé teszi D nem megengedett, illetve szuboptimalis részhalmazainak
elimindcidjat, valamint a megmaradé particids részhalmazokon a célfiiggvényérték-
becslések finomitasat (PINTER, 1988a).

v) A javasolt algoritmus-koncepcié ,gazdasigosan” valdsithaté meg: ezt il-
lusztrdlandd, az aldbbiakban egy intervallum-felbontdsi stratégidt ismertetiink (te-
hat az (1.1) feladatot a D = [a,b] = [x;, X;] tartomdnyon kivanjuk megoldani). Az
alabbi algoritmus a DANILIN~-PiYAVSKII-SHUBERT (DPS) mddszer in. diagondlis
tipusi kiterjesztésén alapszik (PINTER, 1986b).

Diagondlis tipusi kiterjesztett DPS algoritmus

0. (Kezd6értékek beallitasa) Legyen k := 1 az iterdcids index; m := 1 a tovabb
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bonthaté részintervallumok aktudlis szama; £ := 2 pedig a mintapontok aktualis
szama. A kiindulé keresési informaciét a D intervallumot meghatdrozé ,bal alsé”
és ,,jobb fels6” x,,X; csicsok és a 2; = f(x,), Z1 = f(%1) figgvényértékek adjak.

1. (Intervallum kivélasztds) Valasszunk ki egy olyan részintervallumot, ame-
lyen az

LI%i - xll - 3G +z),  i=1..,m

un. karakterisztika-fiigguény (STRONGIN, 1978) értéke maximailis; legyen a széban-
forgd részintervallum indexe t. (A képletben szereplé L = L(f, D) az f célfiggvény
Lipschilz-konstansdnak egy érvényes felsd becslése kell, hogy legyen).

2. (A globalis keresd fazis megallasi szabdlya) Ha a kivélasztott részintervallum
»elég kicsiny” (pl. ||X: — x,]| < 8, ahol § > 0 az eljaras paramétere), akkor térjiink
at az algoritmus 4. 1épésére; az ellenkezd esetben a 3. 1épésre tériink at.

3. (f)jabb mintapont kivalasztdsa és a felbontds finomitdsa) Vdilasszuk ki az
[x;, X:] intervallum

new

Xy =%(&+it)— (2 = 2) |(’—‘t'2‘.:)

2L||%s — x|
pontjat (£ :=£€+1). Az x7¥ pont a t. részintervallum kettéosztdsdt hatdrozza meg:
a ,szétvagast” azzal a hipersikkal adjuk meg, amelyik tartalmazza az x7V pontot
és merbleges az [x,,X:] intervallum (tetsz8leges) leghosszabb élére. Ezt kovetben
a t. részintervallumot felbontdsdval helyettesitjiik (m := m 4 1) és meghatarozzuk
a célfiiggvény értékét az igy nyert Uj (intervallum-csicspont) mintapontokban is
(€:=£+2). Innen visszatériink a kdvetkezd iteracids ciklus 1. lépésére (k := k+1).

4. (A megoldas lokalis kereséssel torténd finomitasa) A taldlt optimumbecslés-
bél (a legkisebb célfiiggvényértékhez tartozd argumentumbdl) kiindulva, azt alkal-
mas konvex programozasi mddszerrel pontositjuk.

Megjegyezziik, hogy a fenti algoritmus-vaz 1. és 3. lépése a PAS k.1 - k.3,
illetve k.4. lépéseinek felel meg, mig a 2. és 4. 1épések numerikus szempontbdl fon-
tos kiegészitésnek tekinthet6k. (A DPS algoritmus-vdz numerikus hatékonysaga
természetesen szamos tovabbi kiegészitéssel novelhet8, az elméleti konvergencia
fenntartdsa mellett.) Kiemeljik, hogy a fenti eljiras csak a generdlt részinterval-
lumok f6atléjanak végpontjai dltal meghatdrozott informdciét hasznal fel. igy a
taroldsi és szdmitasi igény (csak) linedris fiuggvénye mind a feladat dimenzidjanak
(n), mind pedig az algoritmus altal végrehajtott f6 iterdcidk szamanak (k). Megj-
egyezzilk még, hogy részintervallum-specifikus Lipschitz-konslans becslések is me-
gadhatok (pl. tovdbbi mintapontok felvétele itjan): ez az opcid viszonylag kis
szamitasi raforditassal jelent3s hatékonysignovekedéshez vezethet.

MielStt néhany példat mutatnank a globdlis optimalizaldsi modellek és madd-
szerek alkalmazasara, megjegyezziik, hogy a vazolt DPS algoritmus-séma egy (kon-
Jjugalt iranyokon alapulé lokdlis keresé eljardssal és szamos numerikus finomitas-
sal) kiegészitett valtozatit FORTRAN nyelven programoztuk. Az aldbb bemuta-
tott numerikus eredményeket a Vizgazddikoddsi Tudomdnyos Kutalé Kozpont IBM
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PC/XT, AT és MICROVAX-II kompatibilis szimitogépeinek felhasznalasaval kap-
tuk.

3. Alkalmazasi lehetdségek

Amint azt a bevezetésben mar megjegyeztiik, a tudomdnyos modellalkotis,
miiszaki rendszertervezés, dontéselékészités fontos problématipusai vezetnek tobb-
extrémumii optimalizdlasi feladatokhoz: itt a globdlis megoldds el6allitasat egészen
a legutdbbi évekig kildtastalan numerikus feladatnak tekintették. Bar e feladatok
lényegiiket tekintve (inherens értelemben) bonyolultak és megolddsuk szamitasigé-
nyes marad, a globdlis optimalizacié teriletén elért 1j eredmények lehetdvé teszik
elméletileg korrekt és implementdlhald algoritmusok alkalmazasat. Az elmondottak
illusztralasa céljabdl harom gyakorlati szempontbdl jelent6s feladattipust elemzink
az aladbbiakban; az itt nem ismertetett tovabbi részletek tekintetében a PINTER
(1986b, 1988b), PINTER, SzABS és SOMLYODY (1986), PINTER és PESTI (1988)
dolgozatokra utalunk.

3.1. Nemlinedris egyenletrendszerek megoldaésa.

Ez a problémakor a numerikus analizis egyik alapvetd klasszikus feladatdnak
tekinthets. Tekintsik az

3.1) filx)=0, j=1,...,m, x€DCR".

egyenletrendszert, amelynek altalanos értelemben vett legjobd (kizelitd) megolddsdt
keressik. Megjegyezziik, hogy nem éliink sem a szokdsos m=n feltétellel, sem pe-
dig a megoldas létezésére, illetve egyértelinii voltara vonatkozé feltevéssel: igy pl.
megoldassal nem rendelkez6, illetve tobb (véges szdmii) megolddssal is biré egyen-
letrendszerek vizsgalatat sem zarjuk ki.

A (3.1) feladat elemzésére irdnyuld, igen széleskori irodalombél pl. ALLGOWER
és GEORG (1983), DENNIs és SCHNABEL (1983), FORSTER, szerk. (1980), GARCIA
és ZANGWILL (1981), ORTEGA és RHEINBOLDT (1970) vagy ROBINSON szerk. (1980)
munkait emlitjiik. Az e munkdkban targyalt eredmények alapjan vildgos, hogy a
wklasszikus” médszerek (standard egyvaltozds algoritmusok, fixpont-eljarasok, ho-
motdpia-maédszerek, Newton-tipusd algoritmusok és mas konvex programozasi tech-
nikdk) a (3.1) feladat megolddsat dllaldnos értelemben nem biztositjdk. E ne-
gativ tény elsGdleges oka a felsorolt megkozelitési médok lokdlis szemlélete és al-
kalmazasuk lokdlis feltételei, amelyek teljesiilése nem garantdlt. Pl. ,megfelels”
kezdSpont hijan (csupdn) lokélisan legjobb kozelitd megoldast kaphatunk, tehat
a ,megoldas” rezidualis hibainak osszege pozitiv. Emellett (3.1) szingularitdsa,
rosszul kondicionalt volta, analitikus (simasdgi stb.) tulajdonsigok hidnya még
elméletileg konvergens médszerek esetén is komoly numerikus nehézségekhez vezet-
het. Természetesen a (3.1) altalanos feladattipus nehezen kezelheté marad: ennek
ellenére a globalis optimalizacié szemlélete alapvetSen redukélja, illetve megsziinteti
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a felsorolt bonyodalmak jelents részét. (Itt jegyezzitk meg, hogy (3.1) tipusi (egy-,
kétvaltozds) feladatok globdlis optimalizacié keretében torténd megoldasaval pl.
STRONGIN (1978), VYSOTSKAYA és STRONGIN (1983), HORsT és THoal (1988)
foglalkozott.)

A 2. szakaszban Osszefoglalt elméleti eredmények figyelembevételével feltesz-
szik, hogy

i) A D halmaz kompakt testszeri;
ii) a (3.1) rendszert alkoté fiiggvények Lipschitz-folytonosak a D halmazon;
ii1) a (3.1) rendszer (legjobb kozelit8) megoldasainak X* halmaza véges.

(A ii) feltétel kapcsan felidézzuk, hogy az teljesiil pl. folytonosan differencial-
haté fiiggvények egyenletrendszerére.)

Az alabbiakban a (3.1) feladatot egy ekvivalens globalis optimalizdlasi problé-
mava irjuk at. Ennek érdekében vezessiik be a kovetkezd jelGlést:

(3.2) FT(x) = (fi(x),...,fm(x)) F:R™—R™,
amelynek felhaszndldsival (3.1) az
(3.3) F(x)=0 (0e6R™), x€eD

alakban irhaté fel. Természetes kdvetelmény, hogy a (3.1) transzformacigjaval nyert
probléma megolddshalmaza azonos legyen az X* halmazzal: az ilyen dtalakitdsokat
megfelelének nevezziik.

Egyszerii médszerrel kaphatunk norma dlial indukdlt megfeleld transzformaci-
dkat: legyen ui. N az R™ tér egy tetszbleges normdja és definidljuk az

(3.4) f(x) =N(F(x)) =|IFx)lln, x€D
figgvényt, majd a
(3.5) min f(x), x€D

optimalizdldsi feladatot. (Megjegyezziik, hogy ha a (3.1) feladatnak létezik megolda-
sa, akkor valamennyi — norma dltal indukalt — (3.4)-(3.5) tipusi transzformacié
elméleti szempontbdl ekvivalens; ha viszont (3.1)-nek nincs megolddsa, akkor az
dltaldnositott megoldds természetes médon definidlhatd, mint a (3.5) feladat nor-
mafiggd legjobb koézelité megolddsa.) Elemi uton beldthatd, hogy az f figgvény
Lipschitz-folytonos: ennek kovetkeztében a PAS algoritmus-séma tetszSleges reali-
zacigja alkalmazhaté a (3.1) feladat megoldasara.
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Illusztrativ eredmények

A javasolt megkdzelitési méd tesztelése érdekében két pszeudo-véletlen feladat-
osztalyt vizsgaltunk részletesebben. A véletlenszerlien generdlt feladatosztalyokon
végzett vizsgalatokat (egyedi tesztproblémak megoldasaval szemben) azért tartjuk
elényosnek, mert 1) — az adott fiiggvényosztdlyra nézve — a szébanforgé mddszer
statisztikailag megalapozott kiértékelését teszik lehetsvé, enyhe valdsziniiségi fel-
tevések mellett, emellet ii) a tesztprobiémak egyszerlien generalhatok és repro-
dukalhatok, megkonnyitve killonbdzé algoritmusok objektiv Gsszevetését. Az alab-
biakban illusztrativ eredményeket kozliink; a tovabbi részletek a PINTER (1988b)
dolgozatban talilhaték meg.

Trigonometrikus egyenletrendszerek.

Eldszor a kovetkezd tipusd egyenletrendszereket vizsgaltuk:

n

fi(x) =Y {Aijsin’([Bij(z; — z})] + Cij cos®[Dij(z; — z}) + 7/2]}

—
(3.6) I
+(Ii—12:)2=0, i=1,...,n
x€D={x=(z1,...,2n): —7 < 2; <7}
amelyek z}, Ai;, Bij, Cij, Dij, i,j = 1,...,n paraméterei adott szekvenciilis

generaldsi szabélyt kdvetnek. (A generaldsi szabdly biztositja, hogy az egyetlen x*
globalis optimumhely mellett még véletlen szamu dltaldnositott lokdlis megoldds is
létezzék, minden tesztfeladat esetén.)

A kiterjesztett DPS algoritmus alkalmazasdval néhany szaz egy-harom valtozds
(3.6) tipusi problémat oldottunk meg, az algoritmus kiilonbozé paraméterezései
mellett. (A parametrizacidk az alkalmazott megallasi szabalyt és a Lipschitz-kons-
tans numerikus becslésének médjat hatdroztik meg.) A szamitdsok sordn az

> fi(x)
i=1

3.7 f(x) =

célfiiggvényalakot hasznaltuk.

Hlusztracidképpen egy futtatis eredményeit az aldbbiakban foglaljuk Ossze: itt
n = 2 (a véltozdk szdma); a = 1 (globalis megalldsi kritérium: lokalis keresésre
tériink 4t, ha a (3.7) célfiiggvény legjobb talilt értéke a ald cskken; § = 0.6 (globalis
megallasi kritérium: lokalis keresésre tériink at, ha a DPS séma 2. 1épésében kiva-
lasztott részintervallum ¢, — normdja § ala csdkken); L = 20v/2 (a Lipschitz-kons-
tansra nézve alkalmazott globalis felsd becslés); mazfet =200,300,500,2000 (mazfct a
globalis keres6 fazisban végezhetd célfiiggvénykiértékelések maximalis szama,
amelynek bevezetésével az algoritmus megbizhatdsdgat és hatékonysagat kivantuk
elemezni). Otven véletlenszerlien generdlt tesztfuttatas eredményét az 1. tdbldzat-
ban Osszegezziik: itt E(nglob), D(nglob), E(nloc), D(nloc) rendre a globdlis, illetve
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a lokalis fizisban végzett keresd 1épések szamanak varhaté értékét, illetve szérdsat
jeloli. (Megjegyezziik, hogy az egyenletrendszerek megolddsit az algoritmus az x*
argumentum szerint hét tizedes jegy pontossiggal szolgéltatta.)

1. Tdblizat

Trigomometrikus egyenletrendszerek (n = 2):
a teszteredmények Osszegzése

mazfet | sikeres megoldisok | E(nglob)  D(nglob) E(nloc) D(nloc)
szima (kerekitett értékek)
200 32 189 35 17 7,1
300 36 263 71 17 7,2
500 44 335 177 15 6,5
2000 50 710 486 11 2,8

Amint azt a fenti tabldzat tiikrozi, a mazfct paraméter névelése az algoritmust
»tokéletesen megbizhatéva” teszi, de természetesen a szamitdsi igény varhaté értéke
és szdrasa is novekszik (a lokalis jellemzdk valtozdsa kismértékii). Figyelemremélto,
hogy a feladatok mintegy kétharmadat az algoritmus 200-ndl kevesebb lépésben
oldja meg.

Shekel-lipusi egyenletrendszerck

A misodik itt vizsgalt feladattipus a globalis optimalizacié irodalmabdl (DixoN
és SZEGO, szerk. 1978) ismeretes: keresendd az

3

1
fi(x) = (zi — 27)* - 4+ k=0, i=1,...,n
' ' j=3(,.z_,)+l Ilx — djlf + ¢

x€D={x=(z1,...,2n): 0<2; <10}

(3.8)

egyenletrendszer megoldasa. A kordbbiakhoz hasonléan, a (3.8) fiiggvények (tehat
az z¥, ki, ¢j, d;j, i = 1,...,n, j = 1,...,3n értékek) generdldsa szekvencidlisan
torténik: a generaldsi szabdlyok itt is biztositjdk az x* globalis optimumbhely unici-
tasat; emellett a (3.8) egyenletek mindegyikének harom lokélisan legjobb kozelitd
megolddsa van. fgy az ¢3-norma felhaszndlasival nyert

min f(x) x€D

@9 £ = 3 )

optimalizaldsi feladatnak 3n szamu altaldnositott lokalis megoldasa van.

A korabban leirt tesztfuttatdsokhoz hasonléan, az a és § paraméterek altal
jellemzett megallasi szabalyokat alkalmaztuk; ezittal azonban lokalis (részinterval-
lum-specifikus) Lipschitz-konstans becslést alkalmaztunk, a generalt részintervallu-
mokon kivalasztott (tovdbbi) mintapontok felhasznildsival. (Megjegyezziik, hogy
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ez a megkozelités elméleti szempontbdl korrekt és varhatéan szamottevé numerikus
elényokhoz vezet, az ,univerzalis” — altaldban véve eléggé durva — Lipschilz-
konstans becsléshez képest.)

Otszaz tesztfeladat megoldasat végeztiik el (100-100 feladatot generdlva n =
1,...,5 esetén); a numerikus kisérletek szdmitdsi igényét csokkentendS, csak a
globalis keresd fazist hajtottuk végre. Igy afeladatot sikeresen megoldottnak tekin-
tettiik (a globalis keresés szintjén), ha
i) a szébanforgd egyenletrendszer Ssszegzett négyzetes hibaja kevesebb volt, mint
a = 0,25n; vagy
i) a § = 0,01n befejezési feltétel bekSvetkezése esetén a globalis optimumhely és
annak szamitott kozelitése kozott az £;-normédban mért tavolsdg 0,25n alatt ma-
radt.

A részletes szamitdgépi eredmények tanusiga szerint a legtobb esetben a fenti
megallasi szabalyok olyan kozelitd megolddsokhoz vezettek, amelyek komponensen-
kénti hibaja 0,01-0,05 koriili érték volt; még a kevésszamu ,rossz” megoldas is leg-
feljebb 0,3-0,4 komponensenkénti hibaval rendelkezett. Ilyen pontossig eléréséhez
egyszerli racs-kereséssel (grid search) legaldbb 200" filiggvénykiértékelésre volna
sziikség.) A teszteredményeket a 2. tdblazatban foglaljuk ossze.

2. tablizat

Shekel-tipusi egyenletrendszerek:
a teszteredmények Osszegzése

valtozék | sikeres megolddsok | E(nglob)  D(nglob)
szdma szdma (100 kézil) |  (kerekitett értékek)
1 100 11 13
2 98 137 203
3 100 522 407
4 100 2138 820
5 99 10471 6499

Amint azt mdr megjegyeztiik, még (hdrom esetben 500 kozott) ,sikertelen”
megoldasok is kozel voltak a megfeleld x* értékhez. A részletes futdseredmények
azt mutattak, hogy néhany feladat igen nehéz volt (pl. az egyik 5-véltozés probléma
megoldasa mintegy 22000 lépést igényelt, bar a legtobb hasonlé feladat esetén kb.
1500 lépés elegendének bizonyult, sét jonéhany feladat megolddsa 200 alatti lépés-
szammal elérhet8 volt.) Végiil megjegyezziik, hogy az egy- és kétvaltozos feladatok
megolddsa pir mdasodpercet vett igénybe, a harom- és négyvaltozés problémaké
atlagosan kb. 0,4, illetve 2,5 percig tartott (IBM PC/AT kompatibilis gépen, arit-
metikai koprocesszor nélkiil); az 6tvaltozés problémak atlagos megolddsi-ideje pedig
kb. 25 masodperc volt (egy MICROVAX-II kompatibilis szdmitégépen).

3.2. Modellkalibricié (Nemlinearis approximaciaé).
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Fizikai, kémiai, biolégiai, okoldgiai stb. rendszerek, folyamatok és jelenségek
modellezésének egyik kulcsfontossigd kérdése a (mar identifikdltnak feltételezett)
rendszerleirds numerikus kalibrdcidja, vagyis a modell olyan paraméterezése, ame-
lyik a megfigyelési adatokkal, mérésekkel a leginkabb Ssszhangban van. Tekintsiik
pl. a (skaldr) idSsormegfigyelésen alapulé nemlinedris paraméterbecslési feladatot:
itt az Osszegzett hibafiiggvény

tmax

(3.10) f)= ) [Gx)-wul’, x€D

t=tmin

(vagy mas alkalmas, norma dltal indukalt eltérési mérészam) lehet a célfiiggvény: y;
a megfigyelési értékeket, §;(x) pedig a modell output értékeket jeldli a t = tmin,...,
tmax id6pontokban. A modell output természetesen egy x paramétervektor figgvé-
nye, amely tehdt a D tartomanybdl vilasztandd ki optimadlis médon.

A kalibraciés feladat (és altaldnosabban: a nemlinedris approximaciés prob-
léma) tipikusan tobbextrémumi voltit az aldbbiakban illusztrdljuk. Tegyik fel,
hogy az § modellkimenet az x vektor kétszer folytonosan differencidlhaté fiiggvénye.

Ekkor

Vi) =2 3 [5(x) — v Vii(x)
V) =2 S 500 - wl V) +2 S Vi) VT ()

Itt a V2f(x) kifejezésben szereplé masodik osszeg pozitiv szemidefinit diagonalis
matrixokbdl all; az elsé Gsszeg viszont tipikusan indefinit matrixok Ssszege (az x
paraméter valtozasainak fiiggvényében). gy a V2f(x) Hesse-mdtriz gyakran in-
definit az f fiiggvény tehat lokalisan konvex, illetve konkav lehet: mdsszdval, a
(3.10) feladatnak t5bb lokdlis extrémuma lehet. (Lasd ezzel kapcsolatban még pl.
CseNDEs (1988) dolgozatdnak 2. szakaszdt, amely a (3.10) feladattal ekvivalens
probléma struktirajat hasonlé szempontbdl elemzi). Végil jegyezzilkk meg, hogy
a nemlinearis egyenletrendszerek megoldasa természetesen az alibbiakban targyalt
feladattipus specidlis esete.

A globalis optimalizaciéval t6rténd modell-illesztésre példaként egy viz-iiledék
kolesonhatast leiré modell kalibracigjat emlitjiik meg. A szélkeltette felkeveredés
jelensége sekély tavak vizminéségének (mesterséges eutrofizacidjanak) alakuldsaban
jelentds szerepet jatszhat (ldsd pl. SOMLYODY és VAN STRATEN, szerk. (1986) vagy
PINTER, SZABG és SOoMLYODY (1986) munkaiit). Ezért a lebeg8anyag-koncentracié
(C) dinamikajanak meghatdrozdsa elsérendien fontos. Ha egy jél-kalibralt leiré
modellel rendelkeziink, akkor ,,olcs6” szélsebesség (W) mérések alapjan becsiilhetd
C valtozasa.
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Tegyiik fel, hogy C dinamik4jat kozelitleg az aldbbi kozonséges differencial-
egyenlet irja le:

(3.11) ‘fi—f = —b,C + byW"

A (3.11) egyenletben W a szélsebesség abszolit értéke (10 méterrel a viztiikor fe-
lett), C pedig a lebegdanyag-koncentracié (térfogatra atlagolt) értéke; végil by, by
és n meghatdrozandé modellparaméterek. (Megjegyezziik, hogy az egyenlet jobb-
oldaléanak elsé tagja a kitilepedési fluxust kozeliti, a masodik tag pedig a szélkeltette
felkeveredést reprezentilja.)

A (3.11) differenciilegyenlet analitikus megoldasat ugy kozelitjiik, hogy dllandé
W‘ szélsebességet tételeziink fel az egyenl6kozll thin < t < thax idSpontokban.

Igy a

.. ) b
Ci = Ci(by1,b2,n) = Cr_arexp(=bi At) + BEW,"_A,[I — exp(—b, At)]
1

(At : az egymdst kovetd szélmérések kozotti idSperiddus)

approximdcié paramétereit kell megvalasztani, egy (3.10) tipusi célfiiggvénynek
megfeleléen. Ez azt jelenti, hogy — tetszSleges modellparaméterezést rogzitve —
egy differencidlegyenlet numerikus megolddsait kell végrehajtani a célfiiggvény kiér-
tékeléséhez. (Ez a szituacié tipikusnak tekinthetd szamos kalibréciés feladat esetén,
amikor tui. a vizsgdlt déntési varidnsok szamitasigényes, algoritmikus meghataro-
zasa sziikséges.)

A viézlatosan ismertetett fenti alkalmazds esetén a javasolt globilis optima-
lizdldsi médszer a kalibrdcié minGségét (a (3.10) célfiiggvény értékét) mintegy 20
szazalékkal javitotta, a gyakran hasznalt Levenberg-Marquardt paraméter optimali-
zdcids algoritmus ismételt alkalmazdsaval nyert legjobb paraméterezéshez viszonyit-
va.

3.3. Adatosztilyozas (cluster-analizis).

Egy véges elemszamu halmaz elemeinek megadott kritérium szerinti csopor-
tositasa az operacickutatds és a matematikai statisztika szamos feladatanak lényeges
része. Példaként kiszolgdlohelyek telepitése (facility location, Rao (1971) vagy
MULVEY és COwWDER (1979)), adatosztalyozds (HARTIGAN (1975), GorDON (1981))
vagy bizonyos optimalizalasi algoritmusok (TORN (1978), RINNOOY KAN és TiM-
MER (1987a,b)) emlithetdk.
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A feladat megfogalmazisa

A HANSEN és JAUMARD (1987) dolgozat jelSléseit kovetve, legyen

O={0 k=1,...,N} az osztilyozandé elemek halmaza

DM = {dge, k,£=1,...,N} dre = d(Or,O¢) az elemparok kiilonbsé-
gének mérdszama

Py = {Ci,...,Cu} az O halmaz egy M clusterre torténd fel-
bontasa (ahol tehat C; # 0, C;NC; = 8,
UCJ- =0)
j

1§Y; a lehetséges Py particidék halmaza

A bevezetett jellésekkel az ,optimdlis halmazfelbontasi probléma” (OHP) a
kovetkez8képpen fogalmazhaté meg:

Keresends az a Py € Il p particid, amelyik az O halmaz ,leginkiabb homogén”
(vagy »leginkabb diszkriminativ”) osztalyozasat biztositja.

A fenti verbalis feladat-megfogalmazds kapcsan megjegyezziik, hogy pl. orvosi,
biolégiai, kornyezeti adatok osztilyozasa azok ,hasonlésigat” kell, hogy tiikrézze.
Kiszolgaldhelyek telepitése esetén azok a ,fogyaszték” keriilnek azonos osztalyba,
amelyeket ugyanaz a kiszolgdldegység lit el. E modell-tipusok esetén tehdt a d
kiilonboz8ségi mérdszamot pl. egy, az O halmazt tartalmazé térben definidlt alkal-
mas tavolsigfogalom adhatja meg. (Megjegyezziik, hogy biar a dix = 0, dge > 0
és dpe = dyi relacok teljesiilését altaldban el8irjak, a ,,hdromszdég-egyenlétlenség”
megkovetelése nem minden esetben indokolt.)

Természetesen az (OHP) kvantitativ megfogalmazdsa sokféle, nem-ekvivalens
médon torténhet. Ezt illusztralandd, definialjuk az alabbi fogalmakat:

d(C;)= max d a C; cluster dimérdje
(Cj) 00sec; kt i )
r(Cs,Cj) = min die a C; és Cj kozti diszkrimindcid
OLEC;, 0,€C;

s(Cj) = die a Cj cluster felbontdsa (split)

min
OkECj, OIZCJ

Bevezetésiikkel (OHP) pl. a k6vetkez8 mddokon fogalmazhaté meg optimalizalasi
feladatként:

Phr{réilr]lM“ {d(C1),...,d(Cm)}lp

(3.12) pmax [|{r(Ci,Cy)}, 14,5 < M}l
pmax [H{s(C),-.., s(Ca)} e,

ahol || ||, egy alkalmas £,-norma és a { } zdrdjel a megfeleld homogenitasi/inho-
mogenitasi mérdszamok vektorat foglalja 6ssze. (Konkrét példdk tekintetében -a
cluster-analizis mar idézett irodalmara utalunk.)
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A numerikus megoldds kérdéseire attérve, elészor is felidézziik azt a tényt, hogy
az egzakt halmazfelbontasi mddszerek kombinatorikus jellegiik kovetkeztében mar
igen kis méretii feladatok esetén is rendkivil szamitasigényesek. Pl. a kiszolga-
lérendszer tervezésének feladata nem-polinomidlis (NP) bonyolultsigi. BRUCKER
(1978) és WELCH (1983) megmutattdk, hogy (3.12) néhany specidlis esete szintén
NP-nehézségli M > 3 szamii cluster esetén; tovibba, még az M = 2 esetben is a
legjobb ismert algoritmusok miiveletigénye O(N3log N), illetve O(N®), ahol N az
osztalyozni kivant halmaz elemszdma (ldsd HANSEN és JAUMARD, 1987).

Az egzakt mddszerekkel szemben ,realizdlhaté” kozelits osztalyozasok is ismer-
tek: ezek bizonyos heurisztikus elvekre is épitenek és csupan egy ,lokalisan legjobb”
osztalyozas numerikus approximadcidjat biztositjak.

Az elmondottak alapjan indokolt olyan algoritmikus osztalyozdsi eljirdasok ke-
resése, amelyek nem csupan (elméletileg korrekt médon) a globalisan legjobb csopor-
tositas kivalasztasira irdnyulnak, hanem numerikus szempontbdl is elfogadhatéan
realizalhatok. Az aldbbiakban a PINTER és PESTI (1988) dolgozatban javasolt méd-
szert ismertetjiilk. Az eljaris alkalmazasa soran feltessziik, hogy az osztalyozandé
objektumok valds vektorokkal adhaték meg: amint azt a felsorolt alkalmazasi példak
mutatjak, ez az eset eléggé gyakran fordul elé.

Magpontok dltal indukalt osztidlyozdsi eljaras-séma

Rendeljiink hozza minden Cj clusterhez egy s; magpontot (seed point); nem
koveteljiik meg, hogy s; az O halmazhoz tartozzék, de legyen eleme az O halmazt
tartalmazd S vektortérnek. A magpontok

SPM = {.5‘1,... ,SM}
halmazdnak bevezetése lehetové teszi szekvencidlis osztdlyozdst siratlégidk altalanos
definialasat. Pontosabban, tegyiik fel, hogy tetszdleges, a magpontok altal indukalt
M
részleges {C}} osztdlyozds (amelyre nézve fennill s; € C}, U C; € OV SPy)
j=1

mindsége egy g(C1,...,C)) funkciondl értéke alapjan megadhatd. (Természetesen
a g fiiggvény értéke altalaban a d tavolsagfogalom valamely implicit figgvénye, ezt
azonban nem jeldljik kiilon.) Ekkor — tetszdlegesen valasztott SPys halmaz esetén
— egy altalanos algoritmus-vaz adhatd meg.

Magpontok szerinti osztilyozas

0. (A kezdSértékek bedllitasa) Adott O halmaz, DM matrix és SPy halmaz
esetén legyen k:=1 (iteraciés index), O%F):=0 (az osztilyozott, O-hoz tartozé pon-
tok aktudlis halmaza), C}k) = {s;}, 7 = 1,..., M (a kiindulé, magpontok 4ltal
indukalt clusterek).
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1. (Szekvencialis osztdlyozds) A kovetkezé Ok elemet a j = j(k) indexii clu-
sterhez soroljuk, ha

o1 g(c®,....c u{ou),... CP) =
3.13
=exty (c,....cPu{a,....cP)

A (3.13) képletben szerepld ,ext” a g kritériumfiiggvény megfeleld extrémumat
jeloli. Masszéval: a kovetkezd O elemet ahhoz a clusterhez soroljuk, amelyre
nézve a feladal-figgd alaki g fuggvény értéke a ,legjobb”. (Egyenl8ség esetén a
(3.13) relaciét kielégité minimadlis index{i C; halmazt valasztjuk ki.)

2. (Médositas) Legyen O+ = 0) U {0y }; C,(H'l) = C,gk) U{O:}; C'(Hl) =
C-(k), t#j. Ak:=k+1 értékadassal az 1. 1épésre tériink vissza, amig k < N; az

]
ellenkez6 esetben az osztilyozasi eljaras végetért.

A leirt algoritmus-vaz kapcsan megjegyezziik, hogy annak filozéfidja hasonld a
cluster-medoid (-medidn) fogalman alapulé médszerekéhez (1dsd pl. KAUFMAN and
Rousseeuw (1987) dolgozatat). A medoid-fogalmon alapuld és a jelen megkozelités
kozotti lényegi kiilonbséget az jelenti, hogy itt nem koveteljik meg, hogy a mag-
pontok ténylegesen létezé (megfigyelt) objektumokat irjanak le (igy a magpon-
tok ,idedlis medoidokként” is interpretalhaték). Bar bizonyos problémdk esetén
ez a feltevés nem jogos, elfogaddsa mind koncepciondlis, mind pedig numerikus
elényokkel bir. ElSszor is, nem evidens, hogy a rendelkezésre allé megfigyelési ada-
tok tokéletesen reprezentaljak az osztdlyozanddé adathalmazt (gondoljunk pl. dia-
gnosztikai adatok csoportositasira). Mdasodszor, ha a magpontok folytonos szer-
kezeti halmazon kereshetdk, akkor a mar emlitett kombinatorikus nehézségek nu-
merikus kdvetkezményei elkeriilhet&k (helyettesithetdk). Ezzel kapcsolatban megj-
egyezziik, hogy — tetszéleges magpont-konfiguracié esetén — legfeljebb O(M N)
az algoritmus miiveletigénye. Ezért, ha SPjs optimalis megvilasztisa hatékonyan
kozelithetd, akkor — a konkrét feladat méretétél fiiggé — numerikus elényok var-
haték a globdlis optimalizalasi megkozelitéstdl. Megjegyezziik még, hogy a (3.13)
feltétel csak a magpontok fiiggvénye, akkor a javasolt algoritmus-séma figgetlen
az O halmaz elemeinek aktudlis sorrendjétdl: ez a mddszer bizonyos objektivitdsdt
tiikrozi (szemben jonéhany ismert heurisztikus eljarassal).

A konkretizacié kedvéért az algoritimus-vaz 1. 1épésében tekintsik a kovetkezd
(»legkozelebbi magpont”) osztilyozasi szabdlyt: az Oy elemet a Cj clusterba sorol-
Juk, ha fennall

(3.14) d(sj,Ox) = min d(s;,Or) (d a tavolsigfiiggvény)

Az SPyp halinaz meghatdrozisa globalis optimalizéciéval

Ismeretes, hogy a ,medoid-tipusi” klasszifikacids eljarasoknak is szdmos lokali-
san legjobb megoldasa létezhet, tehat ezek dltaldban tobbextrémumii optimalizalasi
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feladathoz vezetnek. Ennek megfelelden a ,standard” (konvex) optimalizalasi elja-
rasok nem alkalmasak a legjobb magpont-rendszer kivdlasztasira, indokolt tehat
globalis keres6 médszert valasztani.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel, hogy a magpontokat egy m-dimenzios in-
tervallumon kell kivalasztani: ilyen tartomany megaddsa nem nehéz, hiszen ha az
Oy elemek O i, £ = 1,...,m koordinatai ismertek, akkor a magpontok s, ; kompo-
nenseire nézve altaliban elSirhatdk a

(3.15) mkin Ok,i < s¢,i < max O £=1,....M i=1,...,m
i

feltételek. A (3.15) reldcick altal meghatdrozott tartomanyt D-vel jelolve, az osz-
talyozasi feladatot globalis optimalizalasi problémaként fogalmazhatjuk meg:

(3.16) min f(x), x€D
Itt x a teljes magpont-konfiguraciét jeloli:

(317) X = {81'1,... ,SI’m,Szyl,... 1 S2,my - SM 1y ,SM,m}

(x tehat M - m-komponensii vektor), az f fiiggvény pedig a magpont-konfiguracié
»j0sagat” méri (1asd pl. a (3.12) formulak altal kifejezett kritériumokat).

A korabban dsszefoglalt elméleti eredményeknek megfelelSen, a megoldds mod-
szereként pl. a D tartomdny adaptivan generdlt részintervallumokra torténd fel-
bontdsa alkalmazhatd.

Numerikus eredimények

A javasolt megolddsi mddszer alkalmazhatdsdgat illusztralandd, egy tesztfela-
dat megoldasdt foglaljuk Gssze az aldbbiakban (a tovabbi részleteket illetSen lasd a
PINTER és PESTI (1988) dolgozat numerikus eredményeit). A feladatot véges szama,
pszeudo-véletlen objektum (esetlinkben: kétviltozds, az egység-intervallumba esd
valds vektor) osztdlyozdsa jelenti (ezek pl. a ,fogyaszték” halmazdnak elemeit jelol-
hetik egy kiszolgalShely-telepitési feladatban). Az objektumok megadott kétvalto-
z6s normalis eloszldsok valamelyikéhez tartozé realizacidk, megfelelé paraméterezés
esetén tehdt (sok valdsigos feladattal ellentétben) az osztdlyozas mindsége vizuali-
san Ol kovethetd.

Az emlitett tesztfeladatban 200 objektum 6t csoportra osztasat kellett megvals-
sitani. Itt jegyezziikk meg, hogy bar a clusterek szamanak megallapitdsa sem mindig
trividlis probléma, ezzel a kérdéssel a jelen keretek kozott nem foglalkoztunk (ldsd
pl. ROUSSEEUW (1984) e kérdéssel foglalkozd munkdjat). A tesztfeladat viszonyla-
gos egyszerlisége mellett eléggé nagyméretli ahhoz, hogy egzakt (kombinatorikus)
megoldasanak el6allitasa komoly numerikus nehézséget jelentsen.

A leirt osztalyozasi feladatot tehat a cluster-magpontok legjobb konfiguracio-
janak keresésére vezettik vissza: ez tizvdltozos globalis optimalizalasi problémahoz
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vezetett. (Megjegyezziik, hogy ez a viszonylag alacsony dimenzidszam is mar nem-
trividlis numerikus feladatot indukalhat.) Mivel a magpont-konfiguracié struktiiraja
nyilvan permutdcidinvaridns, ezért a globalis optimalizaldsi feladatnak nagyszamu
ekvivalens megolddsa volna. Ezt elkerillendd, kétfdzisi hierarchikus optimalizdciot
hajtottunk végre: az elsd fazisban egy (0sszességében) kozelits optimalis megoldast
generaltunk, amelyet azutin az egyes magpontok helyzetének (a neki megfeleld clus-
terhez viszonyitott) pontosabb kijelolésére iranyulé masodik fazis kovetett. Ez az
egyszerii fogas nem csak a vdzolt permutdacids probléma elkeriilését segitette, hanem
a kiindulé n = M - m-valtozds feladat nagypontossagi megoldasat is (clusterenkénti
m-valtozds) dekompozicidval lehetett végrehajtani.

I.Fazis

09+ N
08 f .“- .
o7k
06t |
05 F : o

046

03
0'2 i ' 4 -:‘ i . L] :
01} T
0 1 1 i 1 1 1 1L 1 . 1 :
0O 01 02 03 04 05 06 07 08 09
Az osztalyozandd objektumok eés
az optimalizalt magpontok

1. dbra

T

Az elmondottakat illusztralandd, tekintsiik az 1. és 2. abrat, amelyek az elsé, il-
letve a masodik optimalizacids fazis eredményét mutatjak (a sotét négyzetek a mag-
pontok becslését, az apré pontok pedig a véletlenszeriien generalt, osztilyozandé
objektumokat jelolik). Ez a 200-elemii, 5-clusteres feladat az els§ fazisban mint-
egy ezer iteracios lépés végrehajtasat igényelte (a tizvaltozds dontési térben); a
masodik fazisban a kozelitd megoldast az egyes kétdimenzids alterekben kb. 300-300
lépésben finomitottuk. (Megjegyezziik, hogy a masodik fazisban a részmegoldasokat
mar a szébanforgé magponthoz rendelt cluster alapjan redukalt intervallumon keres-
hettiik.) Idézziik még fel, hogy az emlitett keresd lépések a kivalasztott (3.14) krité-
riumfiiggvény gradiensmentes kiértékelését jelentették az egyes magpont-rendszerek
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esetén: igy ez az értékelés viszonylag gyorsan végrehjthaté volt. (A szamitégépi
id8igény — koprocesszorral rendelkez6 IBM PC/AT kompatibilis gép felhasznala-
saval — 6 perc 55 masodperc volt az els6 fazisban, beleértve az 1. dbra és az ered-
ményfajlok elkészitését; a teljes masodik fazis 50 masodpercet vett igénybe, ismét
beleértve a 2. abra és az eredmények rogzitését.)

Amint azt a 2. dbra mutatja, az elért megoldas jol kozeliti az osztalyozandé hal-
mazok centrumait (a megfeleld varhaté érték vektorokat). Ennek kapcsan érdemes
megjegyezni, hogy ,jolkondicionalt” osztalyozasi feladatok eredménye varhatdan
nem tilsagosan érzékeny a magpontok kisebb ingadozasaira: igy azok globdlisan
legjobd helyzetének kozelitése gyakorlati szempontbdl elfogadhatd.

A bemutatott numerikus példa tanusaga szerint viszonylag nagyobb feladatok is
megoldhaték (még személyi szamitogépen is) a javasolt optimalizaldsi médszertipus
alkalmazasaval. Hangsilyozzuk, hogy a PC-k hasznalata els6sorban taroldkapacitas
szempontjabdl (tehat nem a miiveletigény kovetkeztében) jelent korlatozast — a fel-
adat dimenzidjanak fliggvényében. Az emlitett numerikus nehézségek pl. a feladat
dekompozicidja, ismételt futtatasok és mas heurisztikus eljarasok segitségével bi-
zonyos mértékig feloldhatok.

Végezetil megemlitjik a globalis optimalizalasi megkozelités egy tovabbi eld-
nyét, amely annak flezibilitdsdbél adédik. Amint azt mar korabban emlitettiik,
szamos nem-ekvivalens médon kifejezheté az ,optimalis osztalyozas” kritériuma:
mindezek a modellformak egy-egy megfelel6 kombinatorikus médszer alkalmazasat
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igényelnék. Ezzel ellentétben, az itt javasolt folytonos személetii megoldasi stratégia
lényegét tekintve nem valtozik, csak a célfiiggvény problémafiiggé megvdlasztasira
van sziikség. Példaként tekintsiik a kiszolgdlorendszer telepitési feladatnak a ,vasar-
16k” igényeivel siilyozott valtozatat (weighted facility location problem): ennek meg-
oldasara a javasolt eljaras lényegileg valtozatlan formaban alkalmazhatd, tetszbleges
tavolsagfogalom bevezetése mellett. Hasonlé elvek alapjan, szamos egyéb , konfigu-
racié-tervezési feladat” (amely néhiny objektum pozicidjanak kijelolésétdl tetszole-
gesen bonyolult, de algoritmikusan leirhaté médon fiigg) fogalmazhaté és oldhaté
meg globalis optimalizalasi feladatként (ldsd pl. PINTER és CoOKE (1987) tanulma-
nyat, amelyben ,szakértdi vélemények” osszegzésére irdnyuld kiilonb6zd modelleket
ismertetiink; az itt szereplé modellek egyike ,nem-kivanatos” (veszélyes, zajos stb.)
anyagok, berendezések helyének kijelolésére is alkalmazhatd.

A dolgozatunkban attekintett elméleti eredmények arra utalnak, hogy bar a
globalis optimalizalasi problémakor inherens nehézségei nem oldhatdk fel, 1éteznek
matematikailag korrekt megoldasi mddszerosztalyok: itt ezek egyikét targyaltuk.
Az illusztrativ numerikus eredmények pedig azt mutatjak, hogy legaldbbis az ala-
csony dimenzidjd, de valéban tobbextrémumi feladatok megoldasa sikeresen hajt-
hatd végre az emlitett szabatos algoritmusok felhasznasaval.
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ADAPTIVE PARTITION STRATEGIES
FOR SOLVING MULTIEXTREMAL OPTIMIZATION PROBLEMS

J. PINTER

Following a brief introduction to the subject of multiextremal (global) optimization, a general
class of direct (gradient-free) adaptive partition and search type solution strategies is considered.
In an outline of the underlying main theoretical results, a prototype algorithmic framework is
presented. This unifying approach subsumes e.g. a number of known one-dimensional global
optimization methods; moreover, it has natural multivariate extensions and is implementable (in
ptailored” realizations) for handling continuous or Lipschitz-continuous objective functions defined
on rectangular, convex, star-shaped or Lipschitzian nonconvex feasible sets. As some prospective
applications of multiextremal optimization, three important problem-types are investigated: the
general solution of nonlinear equation systems, nonlinear model calibration and data classification
(cluster analysis): numerical results are also presented. ’
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NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASARA
SZOLGALO ABS-MODSZEREK NUMERIKUS VIZSGALATA

JENEY ANDRAS
Miskolc

Az ABS-médszerek egy lehetséges diszkretizacidjit [7]-ben vezettik be. Jelen dolgozatban
5 kiilonbd28 paraméter valasztassal adédé konkrét diszkrét algoritmust vizsgadltunk numerikusan.
A vizsgdlatba bevontuk a Brown- és a Brent médszert, valamint 4 folytonos ABS-algoritmust is.
Mind a 11 médszerrel megkiséreltiik a [11]-ben kdz31t 100 egyenletrendszer megoldasat, kiilonbozd
kezdeti értékek mellett. Mintegy 3300 szamitégépi futds eredményeit tobb szempont szerinti cso-
portositasban diagramokon dbrdzoltuk. Ezek alapjdn megéllapithaté, hogy a bevezetett diszkrét
médszerek 4ltaldban ajinlhatdk a nemlinedris egyenletrendszerek megoldasara.

1. Bevezetés

Az eredetileg linedris egyenletrendszerekre javasolt ABS-mddszereket ABAFFY,
GALANTAI és SPEDICATO [5], valamint ABAFFY és GALANTAI (4] kiterjesztették az

(1) F(z)=0;, zeR"*;, F:DCR"—-R"

(vagy skaldrisan: fi(z)=0; z€R"”, fi:DCR"—R; i=12,...,n)
alaki, n ismeretlenes nemlinedris egyenletrendszerek megoldasara is.

A paraméterek kiilonbdz6 vilasztasaval kapott algoritmusokat numerikusan
tesztelte ABAFFY, BROYDEN és SPEDICATO [3], valamint SPEDICATO és BODON
[10].

Emlitett dolgozatokhoz csatlakozva, [7]-ben az ABS-mddszerek egy hatékony
diszkrét részosztilyat adtuk meg. Ugyanott ramutattunk ezen algoritmusok, va-
lamint a SCHMIDT és HOYER altal [8]-ban altaldnositott Brown-Brent-mddszerek
kapcsolatara.

Ahhoz, hogy a mddszerekrdl atfogé véleményt alkothassunk, a konvergencia-
viszonyok, valamint a hatékonysdgi mutaté elméleti tisztdzasa mellett numerikus
kisérletek is sziilkségesek. A dolgozatban 5 ismert és 6 altalunk bevezetett médszer
numerikus vizsgdlatit végeztiik el. Valamennyi mddszerrel, szamitégéppel, 100
egyenletrendszert oldottunk meg, egyenként 3-3 kezdd vektor mellett. A mintegy
3300 futtatas alapjdn végzett Gsszehasonlitdsok eredményeit diagramokban dolgoz-
tuk fel.
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2. A numerikusan vizsgalt algoritmusok

A k&z3lt algoritmusokban az ¢ , ill. T a megfelel6 méretii, mindenkori j-edik
egységvektor, ill. egységmatrix. A vektorok skaldr komponenseit zardjeles felsd
indexelés mutatja.

A bézis ABS-algoritmus [5] alapjan a kovetkezd (az al (yx) a Jacobi-mdtriz
k-adik sorvektora):

1. Algoritmus (bazis ABS)

Az z* megoldishoz elég kozeli zp € R"-bél kiindulva hatarozzuk meg az
R"-beli z;,z2,... sorozat elemeit az aldbbiak szerint (i = 0,1,...):

1.lépés. Legyen k:=1; y:=z;; Hy:=1
2.lépés. Vilasszunk egy z; paraméter vektort és szamitsuk a pp vektort:

pr:=Hl 2

A z; paramétert tgy valasszuk, hogy plai(yi) # 0 teljesiiljon.

Se(ye)pe

pE ar(ye)

{.1épés. Vilasszuk meg a w; paramétert tgy, hogy wl Hrag(yi) # 0 teljesiiljon,
majd ezzel legyen

3.lépés. Legyen  yry1 :=yr —

Hyae(ye)w] He

w] Hear(ye)
5.1épés. Ha k < n, akkor legyen k := k + 1 és ismétlés a 2.1épéstdl, egyébként
legyen z;41 = yn41; 2 := 1+ 1 és ismétlés az 1.1épéstol. O

Higr:= He —

(Megjegyezziik, hogy egész preciz irdsmdd esetén a k index mellett a fSiteracié
1 indexét is fel kellene mindeniitt tintetni. Ezt a jobb attekinthetlség érdekében
hagytuk el itt és a késébb targyalt algoritmusnal is.)

A 2, és a wr megvalasztasatol figgden mas és mas konkrét moédszer adddik.
Ezek kozil az aldbbiakat vizsgaltuk:

a) (ABSLU) z; = wi = ex. Implicit LU felbontas. Elméletileg ekvivalens a
folytonos Brown-mdédszerrel.

b) (ABS1) zx = wi = ax(ye). Huang-algoritmus.

c) (ABS4) zx = wy = Hiar(ye). Mddositott Huang-algoritmus. Ez az algorit-
mus elméletileg egyenértékii az el6z6vel, mert a Hy projektor (Hy Hy = Hy).

d) (ABSX) z,(“') = wﬁ") = sgn ai’)(yk) (j = 1,2,...n). Ez a vilasztas a b)
szerinti valasztas olyan célzatii mddositasa, hogy a képletek nevezdjébe ne keriiljon
nagysagrenddel kisebb érték, ha az a;(yi) komponensei abszolutértékben kicsik.

Az lLalgoritmus-csaldd egy részosztdlyanak (amelyekben a z; és w; paraméte-
rek elsd k — 1 komponense zérus) diszkrét valtozata [7] szerint:
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II. Algoritmus (diszkrét ABS)

Az z* megoldashoz elég kozeli xy € R"-bél kiindulva hatidrozzuk meg az R™-
beli 1,2, ... sorozat elemeit az aldbbiak szerint (i = 0,1,...):

1.lépés. Legyen k:=1; y:=z;; Hy:=1I, h:=h;#0
2.lépés. Hatdrozzuk meg az a; € R"™ vektort a kdvetkez6képpen:

_ 0 -
0
Se(ye + RHT ex) — fi(wr)
Je(ye + hHT k1) — fr(ye)

=1
.
!
& |-

s fk(yk+hHZ:€n)"fk(yk) J

3.1épés. Valasszunk egy z; paraméter vektort, amelynek els6 £ — 1 komponense
zérus és amelyre z] a; # 0 teljesiil. Legyen pj := HJ z;
4.lépés. Legyen  yp41 :=yr — &—(;/.k_ﬁ

zi G
5.1épés. Vilasszuk meg a w; paramétert gy, hogy elsé k — 1 komponense zérus
legyen és wla, # 0 teljesiiljon, majd ezzel legyen

&kaHk

w{&k

Hyyy = He -

6.lépés. Ha k < n, akkor legyen k := k + 1 és ismétlés a 2.1épéstdl, egyébként

legyen z; 41 := Yn41; t:= 1+ 1 és ismétlés az 1.1épéstsl. O

Ezt az algoritmust a kdvetkezé paraméterek mellett vizsgaltuk:

a) (DABSLU) z; = wi = ex. Implicit LU felbontds. Elméletileg ekvivalens a
féelem kivdlaszids nélkili Brown-mddszerrel.

b) (DABS4) wi = 2z = ar. Mddosiloll Huang-szerd algoritmus. Nem te-
kinthetjik a folytonos mddositott Huang-eljdrds direkt diszkretizaciéjanak, mert
az @;-nak csak az utolsé n — k + 1 komponense approximalja a Hyax(yi) vektor
megfelel6 komponenseit.

c) (DABSINV)

—wik)ﬁ%:— Jhaj=k
2 () Wi Gk
(2) We = A ; = (k) )
~wd [ Sk—y ) hajz=k+1
wy <w,£&k+w£k)> ,ha 2 +1,...,n

d) (DABSINV1) wﬁj) = sgn &g) (j=12,...,n); 2z a(2) szerint.
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e) (DABSX) wij) = zﬁj) = sgn&ij) G=12...,n)
Utdbbi kettdnél a wy, ill. zp valasztdsa ugyanazon meggondolas alapjan tdrténik,
mint a folytonos eset d) valasztdsandl. A c) és d)-vel az ekvivalens altalanositott
Brown-Brent-médszernél (7] involutérius matrix adédik.

A vizsgélt eljardsokat az 1. tablazatban foglaltuk Gssze:
1. tabldzat

Sorszam  Algoritmus Paraméterek A hasznalt elnevezés

1. 1. 2 = W = ak(yk) ABS1

2. I 2z = wi = Hrar(ye) ABS4

3. 1.  Zp = wp =€ ABSLU
4. I 29 = w{) = sgn ol () ABSX

5. I1. 2 = Wp = Qg DABS4
6. II. 2 = W = € DABSLU
7. II. Wi = dk; 2 a (2) szerint DABSINV
8. I w{) = sgnal’); 2, a (2) szerint DABSINV1
9. L. ) = wl) = sgnal? DABSX
10. Brent - BRENT
11. Brown - BROWN

Az 1-4. sorszdmu algoritmusok (az ,, ABS”-sel kezd6d6 neviiek) folytonos, az
5-9. sorszamiak (a ,D”-vel kezd8dSek) diszkrét ABS-mddszerek. Referencia-
eljdrasként bevontuk a [8]-ban kézolt diszkrét Brown- és Brenl-mddszert is. A
diszkrét médszerekben a h; 1épéskozt az i-edik {Siteracids lépésben egységesen a

h; = max(1072% ||z; — z;-1]|)

szerint valasztottuk (hg = 0.01).

3. A numerikus vizsgdlat koriilményei

Az 1. tablazatban felsorolt mddszerek tesztelésére 100 egyenletrendszert alkal-
maztunk: az Estonian Software and Computer Service Company altal osszeallitott
3-90-es verzidszami sorozatot [11]. A sorozat tartalmazza a 14 ARGONNE teszt-
egyenletrendszert, amelyeket elfogadottan haszndlnak iterdciés eljarasok mindsité-
sére. Az egyenletrendszerek egy részében a Jacobi-mdiriz szinguldris a megoldds
helyén.

A szamitégépi programokat Turbo Pascal (5.0 verzié) nyelven irtuk. A prog-
ramokban 11-12 értékes decimadlis jegynek megfeleld lebegbpontos mantisszaabra-
zolast alkalmaztunk. A futtatdsokat IBM PC 286 személyi szamitdgépen végeztiik.

Minden egyenletrendszernél, minden mddszerrel, 3-3 kezddvektor mellett ke-
restiink megolddst: a [11]-ben kozdlt standard kezd8értékekkel, azok 10-szeresével,
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valamint 100-szorosaval. Az 0sszehasonlithatésdg érdekében valamennyi futtatasnal
ugyanazt a ledllasi feltételt irtuk el8, mégpedig:

3) | Fz)|| < 10777,

vagy i, = 120, ahol i, az iterdcidszam, || F(z)|| pedig az in. maximumnorma.

Ezt a feltételt el6zetes kisérletezéssel allapitottuk meg. Azt tapasztaltuk, hogy
amennyiben 120 iterdciés 1épésen beliil nem kapjuk meg a (3) szerinti korlatot, akkor
egy-két eset kivételével az nem is érhetS el. Ugyanakkor a 10710 olyan szigord kons-
tansnak bizonyult, ami kell8képpen széthiizta mind a mddszerek, mind az egyenlet-
rendszerek mezSnyét.

4. A szamitogépi futtatds eredményeinek kiértékelése

A 3300 futtatas alapjan a mddszereket 4 szempont szerint értékeltiik:

I. iteracidészam,

II. futdsids,

III. a megoldott egyenletrendszerek szama,

IV. hogyan alakulnak el8bbiek kiilonb6z6 kezdSvektorok mellett.

Egy egyenletrendszert akkor tekintettiink megoldottnak, ha a (3) szerinti kor-
Iatot 120-nal kevesebb iteracids 1épésben elértiik.

Az I. és 11. szerinti értékeléshez 2-2 mérdszamot vezettiink be. Egyik az dtlagos
iteracioszam, ill. futasid, a masik pedig az iteracidészam, ill. futasidé alapjan
kialakitott, in. helyezési szdm.

Ez utébbi meghatdrozdsanal az egyes egyenletrendszereket ,pontozébiréknak”
tekintettiik. Egy adott egyenletrendszer azt a mddszert helyezi el6bbre, amelyiknél
az iteracidszam, ill. a futdsidd kisebb. Azonos iteracidszamu, ill. (szdzadmasodperc
pontossagig) azonos futdsidejli moédszerek azonos helyezési szamot kaptak az il-
leté egyenletrendszertél. Egy-egy mddszer végsd helyezési szamat az egyes egyenle-
trendszerektdl kapott helyezési szamok Gsszegeként hatdroztuk meg.

A vizsgdlatokat az egyenletrendszerek kilonbozé részhalmazain végeztilk. En-
nek megfelelGen feldolgoztuk az eredményeket gy, hogy

— valamennyi egyenletrendszert bevontuk a feldolgozasba,

~ csak az ARGONNE teszteket vontuk be,

— csak a szinguldris Jacobi-mdtrizi egyenletrendszereket vontuk be,

- csak a regularis Jacobi-mdtrizi egyenletrendszereket vontuk be.

A kiértékelés soran kapott tablazatokat hely hidnydban nem kozoljiik, csupan a
bel6liik késziilt 6sszefoglalé diagramokat. A csak a reguldris Jacobi-mdirizd egyen-
letrendszerek feldolgozdsa sordn kapott diagramok kozlésétél is eltekintettiink, mert
beldliik ugyanolyan kovetkeztetések vonhatdk le, mint az 1. diagrambdl. (Ez nem
meglepd, mivel a 97 megoldhatd egyenletrendszer nagyrészének reguléris a Jacobi-
mdtriza a megoldas helyén.)
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Az iteracidszam és a futdsidd szerinti sszehasonlitasnal egy-egy egyenletrend-
szercsaladbdl értelemszeriien csak azokat vettiik figyelembe, amelyeket valamennyi
mddszer megoldott. A II. tablazatban foglaltuk Gssze, hogy egy-egy feladatosztaly-
bdl hany egyenletrendszert oldott meg valamennyi médszer a [11]-ben megadott
kezdd értékek 1-szeresével, 10-szeresével és 100-szorosaval (zardjelben feltiintettiik
a feladatosztalyokban szerepld megoldhaté egyenletrendszerek szamat is):

I1. tablazat

kezdGérték 1-szeres 10-szeres 100-szoros
minden egyenletrendszerbél (97 db) 50 32 23
ARGONNE tesztekbdl (14 db) 5 4 2
szingularis Jacobi-m. esetén (21 db) 11 9 8
regularis Jacobi-m. esetén (76 db) 39 23 15

A mddszerek iterdciészam és futdsidd szerinti Osszehasonlitdsira a standard
kezdé adatokkal valé futtatds alapjan késziilt 1.-3. diagramok szolgalnak. Az
iterdciészam és a futdsidd szerinti mérdszamokat egyiitt abrazoltuk, az ordinita
tengelyeket egymassal szembe forditva. A vizszintes tengelyen a mddszerek sorsza-
mai szerepelnek.

Az iteraciészam és a futdsidé szerinti helyezési szimoknak megfelel6 pontokat
folytonos vonallal, az atlagos értékeknek megfelelGeket pedig szaggatott vonallal
kotottik ossze. ElSbbiek skdlabeosztasa a baloldali, utébbiaké a jobboldali tenge-
lyen van. Az atlagos futasidét secundum-okban adtuk meg.

it 2 3 &% 5 & 7 8 9 o0 1y

! ! ! o 3 i }
T T Y T

T T . 1
A
CEM \v,r““\‘ I?‘\..—". :‘0.2
40 \ 4 (0,4
3 /
\ |
80 ;
]
120 |
: ; e o o
o:Futasi idd h.szam e:Atl futasidd (s)
v v
A . A T
o:lteracio h.szam e:Atl. iteracioszam
120 o—/\//\/\\/
80

S

|
I
|
|
I
I
” L
40 e e " - |’O
r
J

et + $ t t + t T t t
¥ 2 3 & 5 @& 2 @ 9 40 M
Valamennyi egyenieirendszer
1. diagram
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 n
| | | 1 Il ] 1 } | Il 4
T T ,1‘ T T T T T T 1 ’.ll
L N A ,%\"‘ :';
10 i i
|
|
|
20 1 |
|
|

o:Fulisidd h.szam o:Atl. futasidd (s)

> @

L., ’
o:Iterdcio h. szdm e All. iteracidszam

\ r10
~-o-o-9_-o_-9o-4 >-o-9 | g
. G N R Sy S o i e s
1 2 3 4 5 6 7 8 9 100 n
ARGONNE tesztek
2. diagram
1 2 3 &4 S 6 7 8 9 10 N
—t—
e~ 7Y,
e et )
I
201 ! ‘
1
\/ I
|
40 - . |
e
o:Fuldsidd h.szam e: Al tutdsidod(s)
] v
, A .
olteracio h.szam ®:Atl. iterdcidszam
40+

4 - - -9 L
<5 B e i T e - - 20

l il Il I | } l 1
T U T 1 I T T T T

t
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Szingularis Jacobi -matrix

3. diagram
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I. Az iterdcidszdmok alakuldsa

Az 4tlagos iteracidszdmok (1.-3. diagramok alsé szaggatott vonalai) igen kis
kiilonbséget mutatnak. A kiilonbségeket a helyezési szdm felerdsiti (a diagramok
alsé folytonos vonalai). A tendencia szinte mindeniitt ugyanaz, mint az atlagos
iteracidészam esetén.

Valamennyi egyenletrendszert tekintve az ABS1, ABS4 és az ABSX mutatkozik
a legjobbnak, ezeket koveti az ABSLU, DABSX, BRENT, majd a tdbbiek.

Az ARGONNE tesztek alapjdn a helyezési szamok sem mutatnak szamottevd
ingadozast, egyedil a DABSINV1 mutatkozik kiugréan rosszabbnak a tobbinél.

A szingularis esetekben az dtlagos iteraciészam minden modszernél kozel dupla-
ja, mint ami a valamennyi egyenletrendszer figyelembe vételével adédott. (A regula-
risoknal tapasztaltakhoz képest pedig kozel hiromszorosa.) A folytonos mddszerek
altaldban is jobbaknak tiinnek a diszkréteknél.

II. A futasid6k alakuldsa

Az atlagos értékeket az 1.-3. diagramok felsé szaggatott vonalai, a futasidé
alapjan megallapitott helyezési szamokat a fels6 folytonos vonalak abrdzoljak.

Abszolut szamokban kis futasidSket kaptunk, de az egymashoz viszonyitott
eltérések nagyobbak, mint az atlagos iteracidszamok esetében. Itt is igaz az a
megallapitas, hogy a helyezési szamokat tekintve a tendencidk ugyanazok, mint
az atlagos értékeknél, de a kiillonbségek feler6s6dnek.

Valamennyi diagram egyértelmiien az ABSLU és a BROWN folényét mutatja,
alig valamivel gyengébb a DABSLU.

A Huang-algoritmus (ABS1) érthetden gyorsabb, mint a médositott (ABS4),
hiszen utébbi egy vjabb projekciét hajt végre és ez — mint lathaté — 4ltalaban nem
eredményezett iteraciészam csokkenést.

A kovetkezd kategériat az ABSX, DABS4 és a DABSX alkotja, a DABSINV1
a szingularis esetet nem nézve kirivéan lassu.

A szingularis esetben az atlagos iterdciészam novekedéssel parhuzamosan nem
né az atlagos futasidé. Ennek az a magyardzata, hogy a relative nagy futasidejii
ARGONNE tesztek megemelik az atlagot, de kiilon a szinguldrisok kozott csak
egyikiik szerepelt.

Itt jegyezzik meg, hogy a futdsidd nem kézvetleniil a mddszerre jellemz8, ha-
nem a programra és a szamitégépre. Ugyanakkor feltételezhetjiik, hogy azonos
programozd altal azonos feltételek koz5tt készitett programoknak ugyanazon gépen
kapott futasi ideje a mddszer gyorsasigat is hiien tiikrozi.

A futdsidSk kozotti eltérések azt mutatjak, hogy nem mindig elegendd csak a
fiiggvény-kiértékelések szamat figyelembe venni. Ez az altalunk vizsgalt diszkrét, ill.
folytonos médszereken beliil azonos volt, id6ben mégis l1ényeges eltérések adddtak.
Az egyéb aritmetikai miiveletek szima nagy kiilonbséggel éppen az ABSLU, DAB-
SLU és a BROWN mddszereknél a legkisebb, mig a legnagyobb a BRENT, DAB-
SINV és a DABSINV] mddszereknél. Ugyanakkor pedig az iterdcidszdmokat te-
kintve a DABSLU és a BROWN a legrosszabbak kozé tartozik és az ABSLU is a
leggyengébb a folytonosak kozott.
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-15

Szingularis Jacobi-matrix melliett
megoldot egyenletrendszerek szama

6. diagram

III. A megoldott egyenletrendszerek szdma

Az egyes modszerek altal megoldott egyenletrendszerek szamat a 4.-6. dia-
gramok abrazoljdk. A térbeli oszlopdiagramok a standard kezd&értékek 1-szerese,
10-szerese és 100-szorosa mellett megoldott egyenletrendszerek szamdat mutatjak.
Vizszintes iranyban itt is az egyes mddszereknek csupdn a sorszamat tiintettik fel.

Tekintettel arra, hogy az altalunk vizsgalt, kevés szamii ismeretlent tartalmazé
egyenletrendszerek esetén az iteraciészamok és a futdsidék jorészt kicsinyek, ezért
a megoldott egyenletrendszerek szamat tartjuk a legfontosabb jellemzének.

Megallapithatd, hogy az eddig is ismert ABS1, ABS4, BRENT és BROWN
moédszerek mellett az dltalunk bevezetett folytonos ABSX és a diszkrét DABSX
egyarant a legjobbak k6zott van. A kovetkezd kategéridba a DABS4 és a DABSINV1
sorolhaté.

A standard kezddértékekkel valé futds alapjan egyértelmiien leggyengébb a fo-
lytonos ABSLU és ennek diszkretizaltja, a DABSLU.

Lényeges szerepe van a fGelem kivdlasztasnak, hisz az emlitett leggyengébb
kettd éppen a legjobbak kozé tartoz6 BROWN (ill. a folytonos Brown) mddszer
féelem kivalasztds nélkiili megfeleldi.

Az ARGONNE tesztek alapjan a BRENT és a DABSX helyett a DABSINV1
csatlakozik a legjobbakhoz, a DABSINV pedig a leggyengébb.

A szingularis eseteket figyelembe vevé 6. diagram legfontosabb tanulsidga, hogy
ezeknél globalis kiilonbség jelentkezik a diszkrét mddszerek javara a folytonosokkal
szemben.
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IV. A kezdd adatok befolydsa

Az iterdciészamok és a futdsidd alakuldsdt mds kezdS vektorok esetén nem
foglaltuk diagramba. Kissé ndvekszenek, ahogy tavolodunk a kezdd adatokkal a
megolddstdl, de ez a ndvekedés nem szdmottev6. Az a tapasztalatunk, hogy va-
lamely médszer egy adott vektorbdl kiindulva vagy megoldja az egyenletrendszert
néhany lépésben, vagy egyaltaldn nem taldl megoldast.

Valamennyi egyenletrendszert figyelembe véve 10-szeres kezdeti értékek mellett
a megoldott egyenletrendszerek szdma a standardhoz képest dtlagosan kb. 20%-kal,
100-szoros kezdd értékek esetén 30%-kal csokkent. Ebbdl a szempontbdl érdemleges
kiilonbséget nem tapasztaltunk az egyes mddszerek kozott.

Az ARGONNE teszteket és a szinguldris esetet tekintve a viltozds nem ilyen
szabalyszerli. Pl. a Brent- és az ABS4-nél (mddositott Huang) nem viltozott a
megoldott egyenletrendszerek szdma a kezdGvektorok véltoztatdsidval. Szembeotlik,
hogy vannak mddszerek, amelyek tdvolabbrél inditva tobb egyenletrendszert oldot-
tak meg, mint kozelebbrél. Ez azért nem meglepd, mert a mddszerek n. attrakti-
vitasi tartomanya nem sziikségszerilien gémb, s&t esetleg nem is Ssszefliggd.

V. Megjegyzések az egyenletrendszerekrol

A 97 megoldhatd egyenletrendszerbél egyik mddszer sem oldott meg 8-at.

Megemlitjiik, hogy azt a négyismeretlenes egyenletrendszert ([11], 114. sor-
szam), amelyik Jacobi-mdirizdnak rangja a megoldas helyén csak kettd, kizarélag
diszkrét mddszer oldotta meg, mégpedig standard kezd&érték mellett harom, 10-
szeres mellett egy, 100-szoros mellett pedig hat mddszer.

Az egyetlen, nagyon bonyolultnak tekinthetd, valtoztathaté ismeretlenszamu
egyenletrendszerrel ([11], 215. sorszam) hat ismeretlen esetén egyik médszer sem
boldogult. (Két ismeretlennel még valamennyi mdédszer megoldotta.)

Az ARGONNE tesztek, ill. a szinguldris Jacobi-mdiriziak korében végzett
vizsgalatokbdl levonhaté kovetkeztetések kissé eltérnek a valamennyi egyenletrends-
zer figyelembe vételével kaphatdakétdl. Ennek az lehet az oka, hogy egyrészt ki-
sebb a minta (pl. a 14, ill. 21 egyenletrendszer koziil minden médszer 5-0t,
ill. 11-et oldott meg standard kezd8értékekkel), masrészt az ARGONNE tesztek
kozott lényegesen nagyobb ardnyban szerepelnek a bonyolultabb, tizismeretlenes
egyenletrendszerek, szingularitds esetén pedig a konvergencia-tételek sem garantal-
Jjak az adott mddszerrel valé megoldhatésigot.

VI. Megjegyzések a dolgozatban bevezetett médszerekrdl

A vizsgalt 11 médszer kdzil 6 mddszer, nevezetesen a 4.-9. sorszamuiak, jelen
dolgozatban szerepelnek elészor.

Az 1.-6. diagramok alapjan megdllapithato, hogy a vizsgalt szempontok szerint
majdnem kivétel nélkiil dlljdk a versenyt a referencia-mddszerekkel, sét esetenként
a legjobbak koz6tt vannak.

A DABSINV1 meglehetésen gyenge az iteraciészam és a futdsids szerint, de az
altalunk igen fontosnak tartott megoldé képesség tekintetében (azaz, hogy egyalta-
lan hanyat oldott meg a vizsgilt egyenletrendszerek kéziil), a javasolhatok kozott
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van ez az eljaras is.

Nem ajanljuk a DABSLU-t (mint ahogy az eddig is ismert, folytonos implicit
LU algoritmust, az ABSLU-t sem). Helyette a BROWN-nal ekvivalens, f8elem
kivalasztast alkalmazé valtozat kidolgozasat javasoljuk.
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NUMERICAL INVESTIGATION OF ABS-METHODS FOR
SOLVING SYSTEMS OF NONLINEAR ALGEBRAIC EQUATIONS

A. JENEY

In paper {7] we introduced an efficient discretization of the continuous ABS methods for sol-
ving systems of nonlinear algebraic equations. In the present paper we are testing numerically five
discretized as well as four continuous ABS-algorithins. The discrete Brown and Brent algorithms
are also tested for comparison. The eleven methods were run on one hundred test problems ([11])
with three different initial points in each case. The numerical results are analyzed from several
points of view and are also shown on diagrams. The computational results clearly show that the
new discretized ABS methods can be useful for efficient solving systems of nonlinear equations.
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NEMLINEARIS EGYENLETRENDSZEREK
MEGOLDASARA SZOLGALO ABS-MODSZEREK
EGY RESZOSZTALYANAK DISZKRETIZACIOJA

JENEY ANDRAS

Miskolc

A dolgozatban a nemlinedris egyenletrendszerek megoldisira szolgilé ABS-mdédszerek egy
részosztilydnak diszkretizdldsit végeztiik el. Megmutattuk, hogy az igy kapott médszercsaldd
ekvivalens a SCHMIDT és HOYER szerint dltaldnositott Brown-Brent-mdédszerek egy eddig nem
vizsgalt részosztilydval. A bevezetett diszkrét ABS-médszerek hatékonysiga ezek szerint meg-
egyezik a Brown-Brent médszerekével. Megadtiuk azokat a paramétereket, amelyek alkalmazisival
a konkrét Brown-, ill. Brent mddszerrel ekvivalens algoritmust kapjuk.

1. DBevezetés

A dolgozatban az
(1) F(z)=0;, zeR", F:DCR"—-R"

(vagy skalarisan: fi(z)=0; z€R"; fi:DCR*"-R; i=12,...,n)
alaki, n ismeretlenes nemlinearis egyenletrendszerek néhany ismert megoldési méd-
szerével és azokbol levezethetS 1) mddszerekkel foglalkozunk.

ABAFFY (1], valamint ABAFFY, BROYDEN és SPEDICATO [2] javasoltdk mdd-
szerek egy csalddjdt linearis egyenletrendszerekre, mely eljarasok ABS-mddszerek
néven valtak ismertté. Késé6bb ABAFFY, GALANTAI és SPEDICATO [4], valamint
ABAFFY és GALANTAI [3] a linedris egyenletrendszerek megoldasara szolgalé ezen
direkt médszerosztalyt kiterjesztették nemlinedris egyenletrendszerekre is.

ScHMIDT és HOYER [11]-ben a Brown- és Breni-mddszerekel egységesen tar-
gyalva, azokat tartalmazd, altalinos diszkrét mddszercsalddot ismertet. Ezeket
az eljarasokat a dolgozatban Schmidi- Hoyer-féle dltaldnositoit Brown-Brent-tipusi
mddszereknek fogjuk nevezni, illetve réviden: S-H-féle B-B-iipusi mddszereknek .

A derivaltak numerikus kozelitésével a folytonos ABS-mddszerekbol diszkrét
eljarasok szirmaztathaték. Az ilyen iranyd kutatasok koziil SPEDICATO, CHEN és
DENG [14] munkajit emlitjik. Az altaluk kidolgozott algoritmust SCD algoritmus-
nak nevezziik.
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A dolgozatban a bazis ABS-mddszerek egy lehetséges diszkretizacidjat vezetjiik
be. Az igy kapott algoritmusokra DABS névvel fogunk hivatkozni. Ezen médszerek
egy részosztalyat kis szdmitasi koltségl, 1 + o (ahol a értéke elérheti az 1-et is) R-
konvergenciarendii, hatékony eljarasok alkotjak, melyeket HDABS algoritmusnak
neveziink. Tisztazzuk az emlitett diszkrét mddszerek egymashoz valé viszonyat.

Vektornormaként az euklideszi-, matrixnormaként a spektral-normat hasznal-
juk; az ¢j, ill. I a megfelel6 méretii, mindenkori j-edik egységvektort, ill. egység-
matrixot jelol.

2. Az ADS- és az S-H-féle B-B-tipusi mdédszerek

A diszkretizacidt a skalazas és blokkositas nélkiili, in. bazis ABS-mddszernél
hajtottuk végre, ezért csak azt kozdljik [4) alapjan (az al (yr) a Jacobi-mdtriz
k-adik sorvektora):

1. Algoritmus (bazis ABS)

Az z* megoldashoz elég kdzeli o € R™-b6l kiindulva hatdrozzuk meg az
R"-beli z;,z2,... sorozat elemeit az aldbbiak szerint (1 =0,1,...):

1.1épés. Legyen k:=1; y :=z;; H,:=1

2.lépés. Valasszunk egy zp paraméter vektort és szamitsuk a p; vektort:
pe = H sz

A z;. paramétert gy valasztjuk, hogy pT ai(ye) # 0 teljesiiljon.

Si(y)ps

pLak(ye)

4.1épés. Valasszuk meg a wy paramétert gy, hogy wl Hyax(ye) # 0 teljesiiljon,
majd ezzel legyen

3.lépés. Legyen yry1 = yi —

Hka;,.(yk)w{Hk
wy Hear(y)

5.1épés. Ha k < n, akkor legyen k := k + 1 és ismétlés a 2.1épéstdl, egyébként
legyen x;41 := Yn4+1; 1:= 1+ 1 és ismétlés az 1.1épéstsl. O

Hiyy:= Hy —

(Megjegyezziik, hogy egész preciz irdsméd esetén a k index mellett a f8iterdcié
i indexét is fel kellene mindeniitt tiintetni. Ezt a jobb attekinthetdség érdekében
hagytuk el itt és a kés6bb targyalt algoritmusoknél is.)

Az ABS-mddszerekben a 2 és wi paraméterek az algoritmusban kozolt megko-
tésektol eltekintve szabadon valaszthaték. Ezen paraméterek rogzitésével szamos
konkrét médszer adédik.

A Schmidi-Hoyer-féle dltaldnosiloit Brown-Brent-lipusid mddszerek osztalya [11]
alapjan a kovetkezdképpen adhaté meg:
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I1. Algoritmus (S-H-féle B-B)
Induljunk ki az (1) egyenletrendszer z* megoldasdhoz elég kozel lévé zp € R"

vektorbdl. Az z,,z3,... € R” sorozat elemeit egymds utan 3llitsuk elé mindaddig,
amig a kilépési feltétel nem teljesiil, a kovetkez6képpen (i = 0,1,...):

(2)

1.lépés. Valasszunk egy h; # 0 diszkretizalasi 1épéskozt és egy regularis n x n

méretll Q; matrixot. Legyen h:=h;; k:=1; Ri:=Qi; w1 :=2;

2.lépés. Hatdrozzuk meg az a; € R™ vektort a kovetkezSképpen:
- 0 -
0
Se(ye + hReer) — fi(ye)
fe(ye + hReerqr) — fr(ue)

& -

L fe(yx + hReen) — fe(ye)
3.1épés. Allitsunk eld egy n x n méretii regularis Py maétrixot, amelyre
Plaip =sier  (se #0, skaldr)

és amelynek alakja:

(Az I alkotja a Py bal felss, (k— 1) x (k — 1) méretdi minorjat; a jobb alsé,
n — k 4+ 1 sorbdl és oszlopbdl allé minor pedig a Pi; a P matrix tobbi eleme

zérus).
{.1épés. Legyen Riy1 := R P
5.1épés. Legyen yrq1 := yx — fkiyk)RkHek

k
6.1épés. Ha k < n, akkor legyen k := k + 1 és ismétlés a 2.1épéstél, egyébként
legyen zi41 := yn41; i:=i+1 ésismétlés az 1.1épéstsl. O

A Q; és a P paraméterek kiilonbdzb megvalasztisdval itt is mdas és mas

modszerek adédnak. (A [9] szerint Q; nem jatszik lényeges szerepet.)

3)
(4)

A h; szdmara [11] a kovetkezd lehetSségeket ajanlja (0 < |ho|, elegendBen kicsi):

0 < |hip1]| < llzitr — =il
0 < Jhiga] < llzigr — i)
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(5) 0 < lhig1| S 1 F(zis1) |l

(1 +v5) '
2

A (3) szerinti valasztissal a R-konvergenciarend , utébbiaknil pedig 2.

Esetenként kielégitd lehet a 0 < |h;| < 1077 (||zi41|| + 107 ") valasztas is (itt a
T értéke legtdbbszor 3). Ekkor a konvergenciarend altaldban csak 1.
A skalar fiiggvényérték meghatirozasok szama a (3) és (4) szerinti valasztdsok-

kal M, az (5) szerintinél pedig M
Egységnek véve az egy vektorértékii fiiggvény kiszdmitasi koltségét, az Ost-

rowski-féle aszimplotikus hatékonysdg [10] a kovetkezS:

91n Lty/E

ﬁ ,a (3) szerint
(6) E= 7211:2 ,a (4) szerint

121]:; ,az (B) szerint

Az aritmetikai miiveletek szdina mar természetesen figg a Q; és a P, paramé-

terek megvilasztasatdl. A Brown-mddszer [11] szerinti leirdsaban ez -2-n3 + O(n?),

a Brent-mddszernél pedig gn"’ + O(n?).

3. A diszkrét ABS-algoritmus levezetése

A bazis ABS-mddszerekben (I.algoritmus) a Hyai(yi) vektor egyes komponensei !
az f, figgvényeknek az y,. helyen vett, a H; sorainak megfelel irdnyd irdnymenti
derivaltjai:

Hiar(ye) = HiV fe(ye) = limay

ahol 1‘
Se(ye + hHTer) — fiwe)
_ 1| fe(ye + hHT e2) — filye)
a = E .
Sulye + hH] en) — fi(ye)

A Hiag(yr) vektor tehat approximalhaté ag-val. Ha az lalgoritmusban min-
deniitt az @i-t hasznaljuk a Hia(yx) helyett, diszkrét bazis ABS-mddszercsalddot
kapunk, melyet nevezziink DABS-mddszercsalddnak.
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A DABS-mddszerekben megszoritas nélkiili paraméter vilasztis esetén a fligg-
vényhivatkozasok szdma n(n + 1), azaz koézel kétszer annyi, mint az S-H-féle B-
B-tfpusd mddszerekben. Az aritmetikai miiveletek szama is sokkal nagyobb, min-
tegy 7n3 + O(n?). A késdbb targyalt kapcsolat alapjan feltehetjiik, hogy a kon-
vergenciarend nem magasabb, igy ezen eljarasok hatékonysiga iltaldban j6val ked-
vezdtlenebb, mint a referencia-mddszereknek tekintheté Brown-Brent-mddszereké.
Specidlis paraméter valasztdssal azonban ugyanolyan hatékonysigu algoritmusok
addédnak.

Tekintsiik a bazis ABS-mddszerek kozil azokat, amelyeknél a 2z és a wy para-
métereket gy valasztjuk, hogy mindkettd els6 k — 1 komponense zérus:

- k
- A =071 )=00,...,0,57,..., ("’]-
- E
wl = (0T |wf]=00,...,0,u®, ... i)
(k=2,3,...,n)
Particiondljuk a H; matrixot az elsG k — 1, ill. az utolsé n — k + 1 sorara:
Sk
(8) He=| =
H,

A koltségesokkentés alapjaul a kovetkezd tétel szolgal:

3.1. TETEL. Ha az Lalgoritmusban a  paraméterek (7)-nek megfelelGen vannak
megvalasztva, akkor az yir4+1 vektort és a HL+1 matrixot az yi , zx , wx mellett a Hy
mitrix egyértelmiien meghatdrozza. Igy az algoritmus végrehajtdsa sorin a (8)
szerinti particiéban szerepld S elemei kézémbések. (k=2,...,n;i=0,1,...)

Bizonyilds. Az lLalgoritmus 3.1épésében szamolt yr4+1 a pr-n keresztul fiigg a
H-tol. A (7)-et és a (8)-at figyelembe véve, a 2.1épésben

0
pe=Hlze =[STIHT]| - | = AL %
Zk
adodik. Az Si-nak tehdt nincs szerepe az yi..; meghatarozasiban.
Jelolje cT a Hi 41 matrix k-adik sorvektorat. Az Hiyy utolsé n—k+ 1 soranak
szdmitasa az algoritmus 4.1épése alapjan (tekintettel (7)-re és (8)-ra):

~ Sk
T Hiap(ye)[07 [0 ]| - . -
i i He | i - Hyiar(yi)wT Hy
. -k S Y
i k k 1k k(yk)
(0T |&f ]| — |ax(u)
Hy
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Tehat a fIk.H meghatarozasakor is k6z6mbos, hogy milyen az Sk.

Minthogy yr és Hy rekurziv definiciéjdban csak a megelz6 indexii elemek sze-
repelnek, tovabba a belsd iterdcié kezdd adatait sem befolyasolja egyetlen Sy sem,
allitdsunkat igazoltuk. O

A tételbdl kideriil, hogy az algoritmus végrehajtdsa sordn a Hy matrix elsé k—1
sorat, illetve a Hyar(yr) vektor elsé k£ — 1 komponensét nem kell kiszamitani. Igy
mar folytonos esetben is csokkenthetd az aritmetikai miiveletek szdma, mégpedig a

legaltalinosabb esetben 9n3 + O(n?)-r8l gna + O(n?)-re.

A diszkretizalt valtozatban maganak az az-nak nem kell az elsé k — 1 kompo-
nensével térddni, ill. vehetjilk azokat barminek, célszerlien zérusnak.

A hatékony diszkrét algoritmus tehit a kvetkez6:

III. Algoritmus (HDABS)

Az z* megoldashoz elég kozeli zo € R™-b8l kiindulva hatdrozzuk meg az
R"™-beli z1, z2,... sorozat elemeit.az aldbbiak szerint (i =0,1,...):

1.1épés. Legyen k:=1; yy:=z;; Hy:=I;, h:=h #0
2.lépés. Hatdrozzuk meg az @, € R™ vektort a kovetkezéképpen:

r 0 '

0
= 7; fe(ye + hlgek) — fe(we)
filye + hH  exp1) — fi(ve)

| e + hHTen) = fiu(ue) |

3.1épés. Vilasszunk egy z; paraméter vektort, amelynek els6 k — 1 komponense
zérus és amelyre zf&k # 0 teljesul. Legyen p; := H;rzk

s k(Vk )Pk
4.1épés. Legyen yr4y =y — #_)i
z, G
5.lépés. Valasszuk meg a w; paramétert ugy, hogy elsé k — 1 komponense zérus
- TH
legyen és w'{&k # 0 teljesiiljon, majd ezzel legyen Hyyy := Hp — ak—u,)r!‘—_——f-
wy Qg

6.1épés. Ha k < n, akkor legyen k := k + 1 és ismétlés a 2.16péstdl, egyébként
legyen z;41 := ynt1; 1 := 1+ 1 és ismétlés az 1.1épéstsl. 0O

Megjegyezzik, hogy az 5.1épésben a Hy 41 a kdvetkezéképpen is felirhaté:

_—
9) Higpr = [1— i dad” ] Hy
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4. Kapcsolat az S-H-féle B-B-tipusi maédszerekkel

Annak érdekében, hogy a kapcsolatot lehetSleg egyszeriien megmutathassuk,
fogalmazzuk at a Ill.algoritmust dgy, hogy formailag is minél jobban hasonlitson a
II.algoritmushoz:

- alkalmazzuk az R, = H;r jelolést,

— vezessiik be a P, matrixot a (9)-beli kifejezés els6 tényezdjének transzponalt-

jara:
=T
= Wea,
1 P, :=1-
(10) k wl'&k

— cseréljuk fel az yx41 és a Hipq = R{H kiszdinitdsdnak sorrendjét,

— végul ne az Rfﬂ = Hj41-et szamoljuk, hanem az Rj4q-et (mintha a IIl.al-
goritmusban a HT-t médositanank HY,-re).

Ezekkel a valtoztatdsokkal a Ill.algoritmusnak csak a 4.-5.1épései médosulnak
(ill. az el8z8 1épésekben annyi a valtozas, hogy az emlitett mas jeldlést alkalmazzuk):

4/a lépés. Valasszuk meg a wy paramétert Ugy, hogy elsé k — 1 komponense
zérus legyen és wla; # O teljesiiljon. A (10) szerinti Pi-val legyen Riyq :=

RkPk
5/a.lépés. Legyen  yry1 =y — —————fk(,lz{k_)pk
Z ai

Nevezzik az igy kapott mddszercsalddot 11/a.algoritmusnak.

A 111 és a III/a.algoritmusok ekvivalencidja nyilvanvalé. Amennyiben a Ill.al-
goritmus 5.1épésében a H; és a Ill/a.algoritmus 4.lépésében az Rp modositdsat
egymasnak megfelel6 miiveletsorozattal végezziik, akkor numerikusan is teljes az
azonossag.

Térjink vissza a Il.algoritmushoz és tekintsik anndl a kovetkezd paraméter
valasztasokat: Q; = I; Py = Py, ahol

=T
wkak — D s
(11) Iskej = <1 B w[ak) = Pkej ,hd] # k

2 yhaj=k

(G, k=1,2,...,n;i=0,1,...)
(Azaz a Py métrix k-adik oszlopvektora legyen a zi, a tobbi elem pedig egyezzen
meg a III/a.algoritmusnal bevezetett, (10)-zel definidlt P lnegfele16 elemeivel. )
A w; és a zp paraméterek elao k — 1 komponense zérus, tovabba w,, ag,
zTax # 0. Legyen az igy kapott részosztaly a I1/1.algoritmus.

4.1. TETEL. A II/Lalgoritmusw'®) #0 (k=1,2,...,n;i=0,1,...) esetén
a Il.algoritmus altal meghatdrozott csaldd részosztélya, tovdbba ekvivalens a I11/a.
és igy a Ill.algoritmussal.
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Ez egyben azt is jelenti, hogy a Ill/a. (ill. III.) algoritmussal leirt méd-
szercsalad a Schmidi-Hoyer-féle dllaldnositott Brown-Brent-lipusi mddszerek egy
részosztalya.

Bizonyitds. Az allits elsé részéhez azt kell megmutatnunk, hogy P a ILalgo-
ritmus 3.1épésében leirt (2) alaky, reguldris és

(12) Pg‘&k = Ssreé} (sk f,é 0)

Mivel @, wi, 2z mindegyikének elsé k£ — 1 komponense zérus, ezért By szer-
kezete (11) alapjan a (2)-nek megfeleld.

PZ‘ csak a k-adik sordban kilonbdzik I_’kT -tdl és ez a sor éppen a zZ', amelyre

= o T
zfar = si # 0. Ebbdl és a PTay = Iag — ::k’ru;’; a; = 0-bdl kdvetkezik (12).

A regularitas igazoldsahoz hivatkozhatngnk a kbvetkezd fejezetre, ahol explicite
meg is adjuk Py inverzét. Annak létezése azonban bizonyithaté a konkrét ismerete
nélkiil is.

Indirekt tton bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy Pi nem regularis. Mivel a szerke-
zete (2)-nek megfeleld, ez csak ugy lehet, ha utolsé n — k+ 1 oszlopvektora linearisan
nem fiiggetlen. Ekkor létezik nem csupa zérus a;, hogy

(13) Zajf’kej = op 2k + E ajf’kej =0
i=k iz=k+1

Szorozzuk meg (13)-at balrél al-vel. Mivel alzy # 0, tovabba (12)-bdl af Pre; = 0
(j = k+1,...n), ezért az af -vel szorzott (13)-bdl o = 0 adédik. Ezt felhaszndlva,
n

magabdl a (13)-bdl a Z ajPrej = 0 egyenletet kapjuk.
j=k+1
Ez utdbbit irjuk fel komponensenként, figyelemmel a Pp matrix (11) szerinti
definicidjara:

(1) S =0
A Qjap " =
Wy, Gk j=k+1
n =n
w ,
(15) ay — —E a;ad) =0 (I=k+1,...,n)

Ha wﬁk) # 0, akkor (14) miatt Z aj&f) = 0. Ezt (15)-be helyettesitve,
j=k+1
a;=0( =k+1,...,n) kovetkezik. Az ellentmondds miatt P; tehat regulris.
Az allitas mdsodik részéhez (azaz a II/1. és a Ill/a. algoritmusok ekviva-
lencidjdnak megmutatasihoz) azt kell belatni, hogy a fiteracié tetszdleges i-edik
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lépésében a két algoritmus altal elSallitott {y} sorozat megegyezik (azonos y1 = z;
mellett). Ezt pirhuzamosan bizonyitjuk azzal, hogy Ri és Ry utolsé n —k +1
oszlopa azonos. (Els6 k — 1 oszlopuk az ay, ill. @ meghatdrozasanadl is k6z6mbos.)

A bizonyitdshoz k szerinti indukciét alkalmazunk.
k-ra igaz az allitds (1 < k < n + 1), a 4.1épés alapjan nyilvdnvald az Ry41€s Rp41
emlitett oszlopainak azonossiga. (Py és Py csak a k-adik oszlopukban kiilonboznek,
igy a 4.1épésben az Ryy1 és a Ri4q maétrixok szdmitdsakor csak ott kovetkezhet be
eltérés.)

A 11/1.algoritmus 5.1épésében Ry 4, helyett irjuk a vele egyenld Ry P; kifejezést,
valamint helyettesitsik be az s; = erlsz‘ ag-t:

fu(ye)RePeex Se(ye)Reze _ felye)Reze _ Se(ye)pe
e R bl b Sl h S

YVe41 = Vi — = =
el PTa; zlag zlay 2]

Itt kihasznéltuk az Ry és az Ry utolsé n—k+1 oszlopanak el6bb igazolt egyenldségét,
tovabbd, hogy z; elsé k — 1 komponense zérus, valamint, hogy indukcids feltevé-
siinkbdl a. = a; is kovetkezik. O

Vizsgaljuk meg a [14)-ben, részben heurisztikusan bevezetett algoritmus és az
S-H-féle B-B-tipusi mddszerek kapcsolatat is. Az algoritmus:

IV. Algoritmus (SCD)

Induljunk ki az (1) egyenletrendszer z* megoldasihoz elég kozel 1évé zo € R"
vektorbdl. Az z,,z,,... € R" sorozat elemeit egymads utan allitsuk elé mindaddig,
amig a kilépési feltétel nem teljesiil, a kovetkezSképpen (i = 0,1,...):

1.1épés. Legyen k:=1; vy :=uz;.

Valasszunk egy n x n méretii regularis H, madtrixot.

2.lépés. Vilasszunk egy pozitiv skaldr K-t, valamint ehhez az u;, vy € R®

vektorokat és a u, u; skaldr szdmokat (j = k, ..., n) gy, hogy
(16) llue — zill, fve — zill < KWF(ll; 0<p, pj < K||F ()l

teljesiiljenek.
Hatarozzuk meg az n — k + 1 komponensii a; vektort a kovetkezéképpen:

fi(vi + peHeer) — fe(ve) 7

HE
Se(ve + pegr1 Hrerqr) — fr(ve)
a; = He+1

Fi (Vi + n Heen) — fu(ve)
L Pn d
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3.1épés. Valasszunk egy n — k + 1 komponensi z; paraméter vektort tigy, hogy
zz'a;, # 0 teljesiiljon és szamitsuk a pr vektort: py = Hz'zk

4.1épés. Legyen s := yr — ux . Ha sp # 0, akkor legyen
s
fie(or + p=) = fe(we)
5, [o:]
u

és helyettesitsiik a 8;-t a 8i||sk|]-val; egyébként legyen 6; := 0.

zTay
5.1épés. Valasszunk egy (n — k) x (n — k + 1) méretd, teljes sorrangi Vi pa-
raméter matrixot gy, hogy Viar = 0 teljesiiljon, majd ezzel legyen Hyyq 1=
Vi Hy
6.1épés. Ha k < n, akkor legyen k := k + 1 és ismétlés a 2.1épéstdl, egyébként
legyen z;y1 := Yn41; 1:= 1+ 1 és ismétlés az 1.1épéstsl. O

Legyen yk41 = ye —

Megjegyezziik, hogy a mds algoritmusokkal valé analégiak felismerése érdeké-
ben az eredeti, [14]-ben kozolthdz képest minirndlis formai vdltoztatdst hajtottunk
végre a leirdsban: egy-két helyen mas jelolés, illetve mas sorrend.

Az 5.1épésben haszndlt Vi olyan altaldnos mdtrix, amivel a mddszer kilép az
ABS keretei koziil. A szerzdk a Vi matrix szainara egy sziikebb, az ABS szerkezethez
illeszkedd explicit formulat is adtak. Eszerint Vi a kovetkezd V{ matrix elsd soranak
elhagyasdval jon létre:

(ax — orey)wl

w’[ak

(17 Vi=1-
ahol w; olyan paraméter vektor, amelyre w'krak # 0 teljesill, o skalar.

Eszrevehetjiik, hogy a o4 paraméternek nincs szerepe. Ti. a (17) szerinti Vi
matrixnak csak az elsd sora fligg a o4-tél, a Vi pedig éppen ezen sor torlésével
keletkezik. Ez a sor a mas algoritmussal vald ekvivalencia kimutatdsanal érdekes,
akkor, ha a zg'-vel azonosra vilasztjuk.

Tekintsiik a IV.algoritmusban az u; = v = yr valasztdst és legyen u; egy
féiteracién beliil dllandS. Engedjiink meg p; szamadra negativ értékeket is. (Ezt
valésziniileg az eredeti, IV.algoritmusban is megtehetjiik, csupdn az abszolut érté-
kére kell a (16) szerinti korldtozédst adni.)

A 4.1.tétel bizonyitasihoz hasonlé mddon lithatd, hogy igy az algoritmus a
fent emlitett u; és vg-val nem mads, mint maga a Schmidi-Hoyer-féle dlialdnositolt
Brown-Brent-tipusi mddszerek csalddja. (A zx-val — mint els6 oszloppal — bévitett
VI -nek a P, felel meg. A két algoritmus leirasdban a dimenzidk eltérésének nincs
JjelentSsége, hisz a konkrét végrehajtds sordan az S-H-féle B-B-tipusi mddszereknél is
csak a mindenkori jobb als6, n—k+1 sorbdl és oszlopbél 4116 minorokkal szdmolunk.)

A TV.algoritmus 2.1épésében az uy, vy paramétereket nem vehetjiik fel tavol
az z;-t6l, igy az yi-tdl sem, és a pu; sem ingadozhat nagyon, ezért az dltalanos,
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IV.algoritmus az S-H-féle B-B-tipusi mddszerek perturbalt véltozatinak tekinthe-
t6.

A targyalt diszkrét algoritmusok kapcsolatat a kovetkezd abran foglaltuk ossze
(az SCD-ben pj-re negativ értékeket is megengedve):

SCD

S-H-tele B-B

DABS
HDABS

1. dbra

Mind a Brown-, mind a Brent-mddszer eleme a HDABS algoritmus-csalddnak
(és igy a felsorolt valamennyi diszkrét médszerosztalynak). A nekik megfelelé pa-
raméter valasztasokat a 6. fejezetben adjuk meg.

5. A diszkrét algoritmus konvergencidja és hatékonyssaga

Vezessiik be a regularis zérushely fogalmat [13] szerint.

5.1. Definicié. Az F : D C R — R" fiiggvénynek z* € D regularis zérushe-
lye, ha:
(a) F(z*) =0, 5
(b) D-ben van az z*-nak olyan g sugari zart B(z*, ¢) kornyezete (¢ > 0), hogy
ott F(z) differencialhatd, tovabba [ F'(z*)]~! létezik,
(c) létezik L > 0 konstans, hogy =,y € B esetén
I1F'(z) = F'()ll < Lil= - ol
Fenti definiciébdl kovetkezik, hogy z* izoldlt és egyszeres gyok. O
Ezek utan kimondjuk a IIl.algoritmus konvergencia tételét.

5.2. TETEL. Ha teljesiilnek az aldbbi feltételek:
(f1) az z* az F : D € R™ — R" fliggvény reguldris zérushelye,

f2) |[F'(=*)]*| <8,
(f3) léteznek az my, my, m3, My, My, M3 valds konstansok, gy, hogy a

0<m < |wiae| <Mi; 0<my < |efa; 0<m35|w£k)|;
lwe|| < Ma;  ||ze|| < M3 (k=1,2,...,n;i=0,1,...)
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egyenlStlenségek fenndllnak, akkor léteznek a v, 6 valds konstansok, ame-
lyekkel teljesiilnek a kévetkezdk:

(18) ||13,, || ||[f>,,]-1“ <y; (Y21 k=1,2...,n; i=0,1,...)
(19) NQill, |7 <65 (621 i=0,1,...)
Tovdbba, ha az € > 0 valds szdmot igy vilasztjuk, hogy az
2c1e < @; 2c4e<1

egyenlStlenségek teljesilnek az aldbbi konstansokkal:

1
co = §Lg +[|F'(z)|l; e =1 +2c0B7"6%)"; ca=L2(1+9""1Vn);

‘ c3 = (n + 1)02\ﬁ1—, C4 = ﬂ(ch + C3) !

akkor a Ill.algoritmus minden olyan zo € R" és h; esetén konvergens,
amelyekre zo € B(z*,¢€) és 0 < |h;| < € fenndllnak és

lzisr = 27|} < callles = 27| + [ l2i = ="l (i=10,1,...)

Bizonyitds. A [11}-ben a Il.algoritmusra adott konvergencia tétel jelen téte-
linktdl annyiban kiilonbozik, hogy ott az (f3) helyett eleve a (18) és (19) teljesiilését
koveteljiik meg. (Eredetileg a (18)-ban a még nem specializdlt P, szerepel, itt
viszont éppen a specialitds kihaszndldsival, k6zvetlenil a paraméter vektorokra
adunk feltételeket.)

A 4.1. tétel értelmében a lll.algoritmus beletartozik a Il.algoritmus 4ltal meg-
hatarozott osztilyba, ezért itt csak azt kell megmutatnunk, hogy a feltételekbél
egyarant kovetkezik (18) és (19) is.

Qi = Q! = I miatt (19) mindig teljesiil § = 1 értékkel.

A (11)-el definidlt P a kovetkezd alakban is irhaté:

-7
3 Wi ay T
20 Pp=1- er ,
(20) ’ Tas + qrei
ahol
~T ~T
wa wia
21 =z ~ (ex — ke =z — (I - ke
(21) qk = 2z — (ex oTay k) =2z —( w[&k) k
Becsiiljiik meg P norméjat (felhasznalva (21)-et):
S 5 ajz T
"Pkizmax"Pk:clzmax T — Wp—p— +qeep z|| <
lIz}j=1 flzll=1 wy Qg
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()
5] n
> a¥ )

y=1
<144 | llwell + llzell + 1 +

|w;f&k
ahol M az a; vektor komponensei abszolutérték Gsszegének felsé korlatja
(k=1,2,...,n;i=0,1,...). Az M létezése kovetkezik az (f1) feltételbsl.
W

A (20) szerint a P, = I —uaTl +grel matrix inverzét keressiik, ahol u = ——.
w] ax

2M
7o llwell €24+ —M2 + M3,
|wk “kl my

Ilyen tipusui matrix inverze keresheté
(22) [Pe]™! = I + aqual + aquel + azqral + asqrer
alakban.

A B[P]"! = I egyenletbl ay, a3, as, as-re olyan linesris algebrai egyenlet-
rendszert kapunk, amely aJ i , €7 u # 0 esetén megoldhaté és

al=-——————l+e’£qk ; 02:-—-—1 ; a3=———1 ; ag =0
(@ ge)(ek )’ eiu’ ala’

kovetkezik. Helyettesitsiink (22)-be és irjuk vissza az u-t. Kihaszndlva az egysze-

riien belathaté &'{qk = zZ’&k egyenléséget, kapjuk:

k)

1+ ¢! o1 r 1
—_— WA, — — Wl — Qka
wih) k k) kS Tay k

[pk]_l=1+ (
Wi

(2 ax)

Hasonléan becsléssel, mint a P esetén, adédik, hogy [ P ]! norméja is k-tdl
és 1-t6l fiiggetlen korlat alatt marad. O

A h; lépéskodzt a (3), (4), vagy (5) szerint dllapithatjuk meg. Mivel a kon-
vergenciarend, és az egy iteracids lépésben igényelt fliggvényhivatkozdsok szama is
megegyezik az S-H-féle B-B-tipusi mddszerekével, a HIDABS mddszerek hatékony-
saga is (6)-tal azonos.

Az aritmetikai miveletek szima és az igényelt tarkapacitas kiilonboz6 parameé-
terek esetén mds és mas lehet.

6. A paraméter vektorok megvalasztiasa

A szamos konkrét algoritmust szolgiltatd paraméterek koziil itt most csak a
Brown-, ill. a Brent-mddszert, valamint a szimmetrikus P, mdtrixot eredményezé-
eket soroljuk fel.

I wi = 2z = e;. Az implicit LU felbontas. A wy és 7, legtermészetesebbnek
latsz6 olyan rdgzitése, amelynél elsé k — 1 komponensiik eltiinik. Nem nehéz meg-
mutatni, hogy ez éppen a f8elem kivalasztas nélkili Brown-eljdrds.
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II. wy = 2z = a,. Moédositott Huang-szerd algorilmus. Nem tekinthetjiik a
folytonos mddositott Huang-eljdrds (l.algoritmus, wy = zx = Hiar(yi) valasztas
sal) direkt diszkretizacidjanak, mert az ag-nak csak az utolsé n — k + 1 komponense
approximalja a Hiak(yx) vektor megfelel6 komponenseit.

Egyik eldnye, hogy a P; szimmetrikus, ezért az aritmetikai miiveletek szima
redukilhaté (és ha az a cél, akkor az igénybevett taroléteriilet is.) Tovabbi eldnye,
hogy a paraméterek eldillitdsaval ugyanigy nem kell torédni, mint az 1. vélasztas
soran.

IIl. w =a; + I]&k|| ek ;

(k) (k) 4 1=

wy ) _ a, % ||ae|| -
23 = % = ——k 1P
( ) i w’f&kak w{&k a

Egyszer(i szamolassal kapjuk, hogy ez esetben a Pp matrix a Householder-
transzformdcid matrixa:

5 _ o (@ £ ||ae])ee)(@r * Jlar]l ex)”
) = = T  allenTax

Ezzel a paraméter valasztassal tehat pontosan az eredeti Brent-mmddszerrel ekviva-
lens eljaras adédik, mind az {y; }, mind az irdnyvektorok tekintetében.

A (23)-ban szerepl$ + elbjelek koziil az &ik) el6jelével azonosat vilasztjuk, hogy
a w, zr # 0 biztosan teljesiiljon, ha a; # 0.

Megjegyezziik, hogy a Brent-mddszerl szisztematikusan is megtalalhatjuk, ha
abbdl indulunk ki, hogy ez esetben a Pj ortogonalis (azaz 131,15,:" = I) és szimme-
trikus. Szimmetrikus matrix pontosan akkor ortogonilis, ha involutérius is (azaz
PP, = I). Levezetve az egyidejiileg szimmetrikus és involutérius Pe-ot, a (23)
adédik.

Végezetiil megemlitjiik, hogy a 3.fejezetben bevezetett algoritmus-csalddot tébb
paraméter valasztis mellett numerikusan is vizsgaltuk. Ennek eredményeit egy

masik dolgozatban adjuk kozre.
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DISCRETIZATION OF A SUBCLASS OF THE ABS-METHODS FOR THE
SOLUTION OF SYSTEMS OF NONLINEAR ALGEBRAIC EQUATIONS

A. JENEY

We discretize a subclass of the continuous ABS methods for solving systems of nonlinear
algebraic equations. The discretized ABS subclass is equivalent with a subset of the Schmidt-
Hoyer generalization of the discretized Brown-Brent methods. The computational efficiency of
the members of the discretized ABS subclass is identical to the efliciency of the Brown-Brent
methods. We also give the parameters in the ABS subclass which result the Brown and Brent
methods respectively.
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A LINEARIS ES A LOGLINEARIS ELOSZLASCSALAD
DUALITASI KAPCSOLATANAK VIZSGALATA
GEOMETRIAI PROGRAMOZASSAL

LOURDES GONZALEZ
Miskolc

A dolgozat elsd részében a CsiszAR [2] altal vizsgalt linedris, valamint kiilsd loglinedris
feltételekkel meghatarozott eloszliscsalddok dualitdsi Ssszefiiggését geometriai programozéssal tar-
gyaljuk. A mdsodik részben a feladat kiterjesztését adjuk. A feladat az input-output tablik
kalibrilisinak dltaldnositisaként is tekinthets [1], [3], [4], [6].

1. Bevezetés

A valdsziniiségeloszlasok egymadstdl vald eltérésére a KULLBACK-LEIBLER [7]
altal bevezetett diszkriminalé informdcidt fogjuk hasznilni. Minthogy ezen eltérés
nem szimmetrikus, célszerii a két eloszldst megkiilonbdztetni. RENYI [8] dolgozatat
kovetve az ,a priori” és ,,a posteriori” elnevezéseket hasznaljuk.

1.1. Definicié. Legyen a q = (q1,...,4qn) €8y ,a priori” a p = (p1,...,Pn) €8y
»a posteriori” eloszlds. A két eloszlas eltérésén a kovetkezd mennyiséget értjik:

n
D(plla) = Y pjlog X,
j=1 9

és ezt diszkriminalé informdciénak nevezziik.

A logaritmus fiiggvény konkdvitdsdbél, azonnal adédik, hogy D(p||q) > 0 és
egyenlOség akkor és csak akkor ha p = q.
A D(p||q) diszkriminald informaciét az alabbi médon felbonthatjuk:

n X n n 1
Y pilogZ = — | Yopilogg; + Y pilog—
i=1 qJ =1 j=1 pj
Vezessiik be az alabbi jeloléseket és fogalmakat:
- 1
H(p):=)_ pjlog—,
j=1 pJ
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a p eloszlis ,entropiaja”, és

n
L(plla) := ) _ pjlogg;,
j=1
a p ,a posteriori” és a q ,a priori” eloszlasok ,loglikelihood fiiggvénye”.
lgy

(1.1) D(plla) = —L(plla) — H(p)

A diszkrimindlé informacié felhasznéilasaval két alapvetd optimalizdlasi feladatot
fogalmazhatunk meg.
Legyen

n
Sn = aIZa,-:l, a; >0%,
j=1

az Un. n dimenzids szimplex.

1. Feladat. Minimalis diszkriminal6 informacié feladat (MDI):
Legyen adott q(® € S, eloszlas és £ € S, eloszlashalmaz. A feladat: keresendd
azon p € L, melyre
D(p||q®) minimalis.

2. Feladat. Maximum likelihood feladat (ML):
Legyen adott p(o) € S, eloszlas és £ € S, eloszlashalmaz. A feladat: keresendd
azon q € £, melyre
D(p@|lq) minimalis.

Minthogy (1.1) alapjan
D(p@||a) = ~L(pllq) — H(p!"),

ezért ezen feladat ekvivalens a
max L(p®
qct (r*llq)

feladattal; azaz maximum likelihood feladat.

A kovetkezdkben a két feladat dualitasi kapcsolatdt mutatjuk meg abban az esetben
amikor az L eloszlashalmaz belsG linedris feltételekkel (implicit médon) van megadva
és az £ eloszlashalmaz kiilsS loglinearis formaban (explicit médon) adott.

2. Linearis és loglinedris eloszliscsaldad optimaliziciés
feladatinak dualitasi kapcsolata

Legyen A egy tetszéleges adott m x n-es matrix; oszlopvektorait jel6ljik a;-vel.
Az A maitrixon keresztiil definidljuk az £ linedris és az £ loglinearis eloszlascsaladot.
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Belsd feltételes, linedris eloszlascsalad:

Legyen p(® egy adott eloszlas. Az aldbbi implicit médon, linearis feltételekkel
adott p eloszlasok Gsszességét L lindris eloszlascsalddnak nevezziik.

(2.1) Ap= Ap(o).
Azonnal lathaté, hogy p(®) € £ és barmelyik p € £ atveheti p(®) szerepét.

Kiilsd feltételes, loglinedris eloszldscsaldd:

Legyen q(®) > 0 egy adott eloszlds. Az alabbi explicit médon, loglinearis
feltételekkel adott q eloszlasok Gsszességét & loglinearis eloszlascsalddnak nevezziik:

gj = q§-°) exp(taj +u), (j=1,...,n)
(2.2) ahol t=(t1,...,im) tetszOleges és

o~ o(0)
u=—log El g;  exp(ta;)
=

(az u fenti megvalasztasa azért sziikséges, hogy ¢; eloszlas legyen). Azonnal lathatd,
hogy q(® € & és barmelyik q € £ atveheti q(®) szerepét. Megje?yezzﬁk, hogy
q®) > 0 miatt minden q € £ eloszlasra q > 0; és ha valamely j-re qjo) = 0 értéket
megengednénk, akkor minden q € £ eloszlasra g; = 0 lenne, vagyis vizsgilatunk

eggyel kisebb szami eseményre torténhetne.

Optimaliziléasi feladatok

A kovetkezOkben egy adott A matrixhoz tartozé £ és £ eloszliscsalddokon
adjuk meg az MDI és ML alapfeladatokat:

Minimdlis diszkrimindls Mazimum likelthood
informdcid feladat (MDI): feladat (ML):
Legyen q(® € £ Legyen p(® € £
min D(p(|q(?)) min D(p®||q)
PEL qel

Az els6 feladatot D vetitésnek a masodikat L vetitésnek is szokas nevezni. Az
alabbi lemma amely elemi eszkdzokkel belathatd, mar elérevetiti a dualitast.

2.1. LEMMA. Legyen p(® € £, q'9 € £ rogzitett és p € L, q € € pedig
tetszGlegesek. Ekkor az aldbbi egyenlétlenség fenn dll.

(2.3) D(p}|q) < D(pllq®) + D(p'?||q)

és egyenlGség akkor és csak akkor, ha
(24) P=q
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Bizonyitds. A (2.3) egyenl8séget kirészletezve és egyszeriisitve kapjuk, hogy

0
Epﬁ log 155 ) <3 pilog 2 (0)

j=1

Ennek beldtasahoz induljunk ki a

(2.5) E p; log % >0,
i=1

egyenlStlenségbdl, ahol egyenldség akkor és csak akkor teljesil, ha p = q.
Felhasznilva (2.2)-t, (2.5)-b6l kapjuk, hogy

n n
;
(2:6) Y pilog <5 > Y piltaj +u).
i=1 q5 i=1
Felhasznalva (2.1)-et, (2.6)-bdl kapjuk, hogy

(2.7) Zp, log — (0) > Zpgo)(ta., +u)
Jj=1

J

De (2.7) jobb oldalan (2.2)-t helyettesitve

Zp, log —= (0) > pro) log (0)

Ezzel allitasunkat bebizonyitottuk. a
Az alabbi kévetkezmény kdnnyen belathaté.
2.2. KOVETKEZMENY. (Gyenge equilibrium). Ha (2.3)-ban egyenldség teljesil

valamely p* és q* eloszldsra, akkor p* az MDI a q* pedig az ML feladat optimdlis
megoldasa.

Megjegyzés. A lemma allitdsat sematikus dbran szemléltetjiik; a diszkriminalé
informaciot, az eltérést, nyillal dbrdzoljuk. A nyil talpa az ,a posteriori” a nyil
hegye az ,a priori”.
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X
\\

1. dbra

Ha lenne az £ és £ halmaznak kozos része, akkor a kozos részben 1évé minden
P = q pontra a lemma illitdsa egyenlGséggel teljesiilne; szemléltetve

2. dbra

Megjegyezziik, hogy az L zart, az £ azonban nem zart részhalmaza a szimplex-
nek. Megjegyezziik, hogy az £ és £ halmazoknak legfeljebb egy k6z6s pontjuk lehet.
Ugyanis indirekte, tegyiik fel, hogy van kettd:

(2.8) p’=q"éPp=§
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akkor a lemma (2.4) és (2.3) illitdsa miatt p* = ¢* majd p = q pontokra:
(2.9) D(E™(14®) = D(p*{la®) + D(Plla"),

(2.10) D(p|1q) = D(B(14) + D(p||@)-

A lemma (2.3) miatt a (p*, q) majd a (p, q*) pontokra:

(2.11) D(p(1q”) < D(p*[1a®) + D(p}q),

(2.12) D(p®|1a”) < D(ll4™) + D(Pliq").

A (2.9) és (2.11)-bél:

(2.13) D(p®|lq") < D(p?|17)

A (2.10) és (2.12)-bsl:

(2.14) D) < (Plla")

igy (2.13) és (2.14) egybevetésébsl adédik, hogy

(2.15) D(Pla) = D(Pllq")
Ezt a (2.15)-6t a (2.9) és (2.10)-be visszatéve:

(2.16) D(©@||q) = D(p*(|q?) + D(p¥||q),
(2.17) D(pV1|q?) = D(H[|4) + D(PP|q*).

A (2.16) és (2.17)-b6l a lemma szerint adédik, hogy

= L

P°’=q é p=q°.

De (2.8) miatt akkor

P=h b a' =4,
tehat valoban legfeljebb csak egy kdzds pont lehet. Konnyen végig gondolhatd,
hogy az L és cl€ halmazoknak is csak egy k6z0s pontjuk lehet, ahol cl€ az £ halmaz
lezartja, ugyanis a (2.3) egyenlStlenség q € cl€ esetén is igaz (megengedve a jobb
oldalon a +oo értéket is).

A kovetkezd dualitasi tétel szemléletes tartalma:
— (Gyenge forma). Ha van L-nek pozitiv pontja, akkor £L[)& egy és csak egy
pontbdl all.
— (Erés forma). £{) cl€ egy és csak egy pontbdl all, ahol cl€ az £ halmaz lezartja.
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2.3. TETEL.
1° (Gyenge forma). Tegyiik fel, hogy van olyan p € L, hogy p > 0. Ekkor
létezik egy és csak egy p* € L és q* € £, (p* = q*), melyekre a

(2.18) DP@{q®) = D(p*||14*) + D(pV|Iq")

uin. Pitagorasz—dsszefiggés teljesiil.
2° (Er8s forma). Létezik egy és csak egy p* € L és q* € cl€ (p* = q*) melyekre
(2.18) fennill.

Bizonyilds. Az, hogy legfeljebb egy p* € £ van amelyre az allitasok teljesiilnek
a lemma utan tett megjegyzésiinkbdl nyilvanvalé. Azt kell csak megmutatni, hogy
legalabb egy van.
A tétel bizonyitasahoz a geometriai programozis gyenge és erds dualtitasi tételeit
fogjuk haszndlni ({5]).

Eldszor a feladatot geometriai programozasi formara atirjuk. Adottak q(®),
p(® eloszlasvektorok és A matrix. Legyen b := Ap(9),

Ekkor belso feltételes feladat

Ap=b
ypi=1
i=1
p>0

n
Z pj log -%’;)- minimalizdlandé!
ji=1 q;

A célfiggvény még az alibbi formaban is irhaté

2

: i
S by (- log o) + log — =
j=t

n
P
n =70
bj
j=1
minimalizalandé!

1
Ez egy geometriai programozasi dudlfeladat. A kdnnyebb kdvethetdség érde-
kében sematikusan szemléltejiik a paramétereket:
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P

| =
lI>
lo

-log qjlo)

3. dbra

Legyenek a primalviéltozdk t m dimenzids vektor és u skalar.
A primal feladat feltételi halmaza:

(2.19) S exp(ta; +u+loggl”) < 1
=1

a céfiiggvénye:
tb + u maximalizalandé.

Azonnal lathatd, hogy a primal feladat Slater reguldris.
Az egyensiilyi feltételek

(2.20) qgo) exp(taj +u)=p;, (G=1,...,n).
1° A geometriai programozas gyenge dualitasi tételét hasznalva az alabbiakat kap-
Juk:

Ha van p € £, hogy p > 0 akkor léteznek olyan p* € £ és t*, u* primal
megoldasok, amelyek a (2.20) egyensilyi feltételt teljesitik, azaz

(2.21) ¢V exp(tta; +ut) =p}, (i=1,...,n)
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és a célfiiggvényértékekre

‘

(222) le, log +i- (0) =t'b+u
1=

A (2.21)-bs} adédik, hogy

n
= —log Z q}o) exp(t*a;).
j=1

Jelsljiik
g; = qf-o) exp(t*a; +u*) (j=1,...,n)
Ebbdl
2.23 log L = t*a; +u* (j=1
(2.23) ong)-— aj+u* (j=1,...,n)
J

A (2.22)-ben b értéket visszairva kapjuk, hogy

n

. b . 0
Zp,-log (3) Z(t a; +u)()
i=1 q;

A (2.23)-at visszairva a fenti egyenldségbe irhatjuk, hogy

ZPJ 108 (0) ZPSO) lOg (0) Z (0)

Azaz
D(p®||q?) = D(p©}jq*) + D(p*[|l4®).

2° A geometriai programozas erds dualitdsi tétele szerint létezik p* € £ gy, hogy

(2.24) le] log (0) = (sup(tb + u)
j

és a szupremumot nem csokkenti, ha (2.19)-ben egyenlSséget tételeziink fel, azaz,
hogy

(2.25) ~log Z q; exp(ta
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Jelsljiik
(2.26) g9 = ‘I, exP(taJ +u) (G=1,...,n)
Igy (2.24) az alabbi format dlti:
Z”: log ((;) = ‘“’(“f (Zpgo) log (0))
j=1

és q a (2.25), (2.26) feltételeket teljesiti. Minthogy a (2.25) és (2.26) feltételek az £
halmazt definialjak és £ része a szimplexnek a log fiiggvény folytonossiga miatt:

(0) - (0)
Zlég (ZPJ log (o)) = aeoie (ZPJ log (o))

Azonban

(0) o)
0) 0) P _ (0)
qE St (EP log (0)) Zp log (0) q"e‘i’.‘e (EP 108 )

Legyen q* € cl€ olyan, hogy

: (0) (0)
Join, (ZP, log 22— ) ZP, 10&

Igy kapjuk, hogy
D(PP||q) = DPO|lq*) + D(p")1a®) O
2.4. KOVETKEZMENY. (Er8s equilibrium): Ha a q* € £ az MDI feladat op-
timalis megoldisa és ha a q* € cl€ az ML feladat optimdlis megoldisa (azaz

{inf D(p@||q) | q € £} = D(PO||q*), q* € clf) akkor a (2.18) Pitagorasz-ossze-
figgés fenndll.

Bizonyitlds. Legyen p, q a 2.3 tétel altal biztositott optimalis megoldasok. Eze-
kre tudjuk, hogy

(2.27) D(pl1a) + D(P1a) = D(P}la®).
Minthogy p* is és q* is optimalisak igy
D(p*||a"”) = D(plla’®)
D(p®llq") = D(p™lja)
A (2.28)-at (2.27)-be helyettesitve:
D(p*1la”) + D(Pla") = DP®(|4®) o

(2.28)
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clE

4. dbra

Megjegyzés. A tétel allitasat sematikus dbran szemléltethetjik (jelolés ugyanaz
mint a lemma utani megjegyzésiinkben)

D(p*(la®) + D(p@||q*) = D(p?V||q?).

Ezt az alabbi formdban is irhatjuk:

D(P1q”) = min D(p||q'?) + inf D(p(?V||q),
(p) (q)

ahol r?i;lD(pllq(o)) az tugynevezett diszkrimindlé vetités (roviden D vetités) és
P

i(n{ D(p9||q) az vigynevezett likelihood vetités (roviden L vetités). Ha van p >0
q
pont L-ben, akkor az infimum minimuimnra cserélhet6.

2.5. KOVETKEZMENY. Legyenek p(®, (%) adott eloszldsok.
Legyen A olyan mitrix, amit az A matrixbdl ijabb sorok hozzavételével ka-
punk. Az L eloszldscsalddot a kovetkezSképpen definialjuk:
L:={p|Ap=Ap®)
Az L eloszldscsalad tovabbra is:

L:={p|Ap=Ap®}.

igy nyilvinvalé, hogy p(® € £ C L.
Az & eloszlascsalddot az alabbiak szerint definidaljuk:

£ = {q] g = qgo)exp(tii,- +u), (j=1,...,n)}
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t=(t1,...,tm) tetszéleges, u= —log Y qgo) exp(ta;), (j =1,...,n).
i=1

Az £ eloszldscsalad pedig most is:
E={qlqg= qf-o)exp(ta,- +u), (G=1,...,n)}

n
t=(t,...,tm) tetszdleges, u = ~log 3 q§-°) exp(ta;j), (j = 1,...,n). Nyilvdnvalo,
ji=1

hogy ¢ € £ C £

Az aldbbiakban a tétel kovetkezményeként egy allitast bizonyitunk be:
Legyenek p(®) € £ és q(® € cI€ tetsz8lgesek. Legyen

(2.29) mia D(plla®”) = D(p*la®),
(2.30) min D(p(lq'¥) = D(5*[|4'*).
peEL

Legyen
(2.31) min_D(pVlq) = D(p@|iq"),
q€Eclé
(2.32) min_D(pVlq) = D(p?||g").
qeclé
ArLfT4s.

1) min D(p||p*) = D("||p*)-
PEL .
A p*-ot a p*-nak £ halmazra vonatkozé D vetiiletének nevezziik.
2) min D(q"lla) = D(3"lla")-
A q*-ot a q*-nak cl€ halmazra vonatkozé L vetiletének nevezziik.
Bizonyitds. (2.29) és (2.31)-bdl, valamint az erds equilibriumbél adédik, hogy
(2.33) D(e@1q4”) = D(p*|la®) + DEPOlla") é p*=q°
(2.30) és (2.32)-bdl és ugyancsak az erds equilibriumbél adédik, hogy
(2.34) D(ela) = D(5*[|d"”) + DEIT") & B =7 .

Mivel q(%) € cI€ tetszdleges, most vegye 4t a szerepét q* (2.34)-bdl és (2.33) szerint
figyelembe véve, hogy q* = p*; az aldbbit kapjuk:

D(C|lp*) = DB |lp*) + D(O|B*).
Mivel D(p®||p*) > 0, azért
D(p©@|p*) > D" |lp*)-

Alkalmaszott Matematikai Lapok 15 (1990-91)



A LINEARIS ES A LOGLINEARIS ELOSZLASCSALAD ... 393
A fenti egyenlStlenségbdl és minthogy p(®) szerepét barmilyen p € L veheti at, ezért

min D(p|lp*) = D(p*||p®)
P€EL

Igy az allitds elsd részét bebizonyitottuk.
pP(® € L tetszdleges, igy most a szerepét p* vegye at. (2.33)-bl és (2.34) szerint
figyelembe véve, hogy p* = q*, azt kapjuk hogy:

D(@'[la‘”) = D(q*[la?) + D(a*|la").

Mivel D(q*||q(®) > 0, azért

D(@"[1a®) > D(@"lla")-

A fenti egyenlStlenségbdl és minthogy q(%) szerepét barmilyen q veheti at, azt kap-
Juk, hogy:

nin D(q*|la) = D(a’|lq*)-

Tehat az allitas masodik részét is bebizonyitottuk. a

Ha feltételezziik még, hogy van olyan p € L, p > 0, akkor az el8bbiekben a
clé-re illetve clé-re vonatkozdak &-re és &-ra is érvényesek.

A kovetkezmény éllitasait dbran szemléltetve

1) D vetiilet

9-(o)

5. dbra
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2) L vetiilet

y
EQ
clE

6. dbra

3. Linedris és exponencidlis eloszliscsaldd optimalizaciés
feladatdnak dualitdsi kapcsolata: az Osszetett eset

Legyen A tetszGlegesen adott m x n-es madtrix, oszlopvektorait jeloljiik aj-vel,
és legyen B tetszSleges adott m x k-s matrix, oszlopvektorait jeloljik b;-vel. Az A
és B matrix segitségével definidljuk az £ és £ eloszlascsaladokat.

Belsd feltételes, linedris eloszliscsalad

Legyenek p(®) és r(®) adott eloszlisok. Az alabbi implicit médon linearis
feltételekkel adott (p,r) eloszlasok Gsszességét L linedris csalddnak nevezziik.

(3.1) Ap + Br = Apl® 4+ Br(®,
Nyilvanvaldan (p(®),r(%)) € £ és barmelyik (p,r) dtveheti (p(%), r(%)) szerepét.

Kiilsé feltételes, exponencidlis eloszlds

Legyenek q(®) > 0 és s(©) > 0 adott eloszlisok. Az alabbi explicit médon expo-
nencialis (loglinearis) feltételekkel adott (q, s) eloszldsok Gsszességét £ exponencidlis
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eloszlascsalddnak nevezziik.
g = qﬁ-o)exp(taj +u), (G=1,...,n)
sj = sg-o)exp(tb,- +v), (G=1,...,k)
ahol t=(t,...,tm) és

(3.2) u=—log Z q;o) exp(ta;)
j=1

k
v=— long‘So) exp(tb;)
j=1
(az u, v el6bbi megvilasztdsa azért sziikségs, hogy g¢; és s; eloszldsok legyenek)
Azonnal lithats, hogy (q(®),s(?) € £ és barmelyik (q,s) par atveheti
(a(9, 5(%)) szerepét.
Ahogy az elSbbiekben is, megjegyezziik, hogy (q(®,s(®)) > 0 miatt minden
(q,8) € & eloszlasra (q,s) > 0.

Optimalizadlédsi feladatok az Osszetett esetre

A kovetkezdkben adott A és B matrixhoz tartozdé £ és £ eloszlascsaldadokon
adjuk meg az MDI és ML alapfeladatokat.

MDI-feladat (D velilés) ML-feladat (L velités)
Legyenek (q®,s(9) e £ Legyenek (p(9,r(®) € £

min  D(p||q®) + D(x{|s(?) min _ D(p®jq) + D(r(Vs)
(p.r)es (p.s)EE

Az el6z8 esethez hasonldan a kdvetkezd leinmat latjuk be.

3.1. LEMMA. Legyenek (p(®,r(®) € £, (¢(9,s(%) € £ rogzitettek, (p,r) € £
és (q,8) € € pedig tetszélegesek. Az aldbbi egyenlitlenség fenn all.
(3.3) D(p®j¢?) + D(x[js) <D(p||a?) + D(p|a)+
+D(x(|s”) + D(r(|ls)

és egyenldség akkor és csak akkor, ha

(p,x) = (a,8)-

Ebben az esetben fenndllnak az aldbbi egyenliségek is:
(34) D(pld®) = D(plla®®) + DEla)
és
(3.5) D(|is®) = D(x]|s) + D OYis)

Megjegyzés. Miel6tt a bizonyitdsra ratérnénk megmutatjuk, hogy ha a (3.3)-
ban egyenlGség van akkor az két (3.4) és (3.5) egyenldségre esik szét.
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A megjegyzés indokldsa.

Az egyenlSség minden (p,r) € £ és minden (q,s) € £ esetén teljesiil, ugyams
(@, 1®) és (q(®, () szerepét barmilyen (p,r) € L és (q,s) € £ atveheti. Igy
kapjuk, hogy

D(plla) + D(plla) + D(xlls) + Dixlls) = D(wlia) + Disls).
Tehat
D(p||q) + D(x|ls) = 0.

De a divergencia mindig nem negativ. Tehat a fenti egyenldség akkor és csak akkor
érvényes, ha

D(pllq) =0 é D(r|ls)=0
Amibdl az kovetkezik, hogy p = q és r = s. Kilon-kiilon (3.3)-ban (egyenldség
esetén) visszahelyettesitve kapjuk, hogy

D(pl|ad'?) + D(p}jq) = D(P®}|q®),

D(ells®) + D(ls) = DEO ).
Azaz blokkonként érvényes a Pilagorasz-osszefiggés.

Bizonyitds. Ha a (3.3) egyenlbtlenséget kirészletezziik és a lehetséges egysze-
riisitéseket elvégezziik, az alabbi egyenlStlenséget kapjuk

(0) (0)
EpJ log == (0) +Zr log —=~ (0) < Zp, log - (0) +Zr1 log —= (o)'

9; i=1 5; i=1 9; i=1

A bizonyitashoz induljunk ki abbdl, hogy

(3.6) Y p 1og;’_{' >0
és
k 7-.
(3.7 Zr,- log;’j >0
i=1 ]

és egyenlGség akkor és csak akkor teljesiil, ha
p=gq illetve r=3s
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Felhasznilva (3.2)-t, (3.6) és (3.7)-b6l kapjuk, hogy

n n
Zp,' logp; > Zp,-(log qf-o) + ta; + u)
j=1 j=1

k k
Z rjlogr; > Z rj(log sgo) + tb; +v).
i=1 j=1
Majd a két egyenlGséget atrendezve és Osszeadva az alabbi egyenlGtlenséget
kapjuk:

(3.8) Ep,log (o)+Zr,log—(o—)>zp,ta,+u+zr,tb +v.

=1 q; j=1 5j j=1 j=1

Felhasznilva (3.1)-et (3.8) az aldbbi alakot 6lti:

n k n k
. r
Zp,— log % + Er,' log -(—37 > Epg-o)(taj +u)+ Zrﬁo)(tbj + v).
i=1 9 j=1 8 i=1 i=1

(3.2)-bél pedig

(0) (0)
Zp, log == (0) +Z:rJ log—(o—) > ij log == (0) +Zr log - (0)

j=1 q, J

és egyenldség akkor és csak akkor, ha
(p,r) =(q,8) o

Az aldbbi kovetkezmény konnyen beldthaté.

3.2. KOVETKEZMENY. (Gyenge equilibrium)

Ha (3.3)-ban teljesiil az egyenldség valamely (p*,r*) és (q*,s*) eloszldsra, akkor
a (p*,r*) az MDI, a (q*,s*) pedig az ML feladat optimalis megoldasa.

Megjegyzés. EgyenlGség esetén két (3.4), (3.5) egyenldségi éllitast kapunk. Eb-

bél, minthogy a szimpla esetben belattuk, hogy L£([)cl€ csak egy pontbdl dllhat,
kovetkezik, hogy most is csak legfeljebb egy kozds pont lehet.

3.3. TETEL.

1° (Gyenge forma). Tegyiik fel, hogy van olyan (p,r) € L, hogy (p,r) > 0. Ekkor
létezik egy és csak egy (p*,x*) € L és (q*,s*) € £ ugyhogy (p*,r*) = (q°,5*),
amelyekre a

(3.9) DP@||a®) = D(p*[|a®) + D(p||q*)
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”

€S
(3.10) D(rO||s(®) = D(x*||st?) + D(())s*)

ugynevezett Pitagorasz-osszefiggések telejsilnek.
2° (Erds forma). Létezik egy és csak egy (p*,r*) € L és (q*,s*) € cl€, ugyhogy
(p*,r*) = (q*,s*), melyekre (3.9) és (3.10) fenndll.

Bizonyitds. Az, hogy egy és csak egy (p*,r*) van amelyre az illitdsok tel-
jesiilnek a fent tett megjegyzésiinkbdl nyilvanvaléan adédik. Az alabbiakban azt
bizonyitjuk be, hogy legalabb egy van. A szimpla esethez hasonléan, a tétel bi-
zonyitasdhoz itt is a geometriai programozas gyenge és erss tételeit fogjuk hasznalni
[6). MindenekelStt a feladatot geometriai programozasi forméra irjuk at.

Adottak p(®, r(® q(®, 5(0) eloszlisvektorok és A, B matrixok. Legyen d :=
Ap(® 4 Br(®, Ekkor a bels feltételes feladat

Ap+Br=d

21’;':1 pi 20, (G=1,...,n)
= 120, (G=1,...,k)

™M=

Ly =1
j=1

n k
ij log % + Z r; log % minimalizidlandd!
j=1 q; j=1 8

A célfiiggvény még az alabbi formaban is irhaté

n
n o k 'I—Tl(pj)”
> pi(—logg} )+ 3 ri(=log s{) + log — =t
j=1 j=1 ( zﬂ: »; )J};JIPI
j=1 !
k .
.Ul("j)"
+ log —=

&
k r;
(£

Ez nem mads mint egy geometriai programozdisi dualfeladat. A paramétereket se-
matikusan szemléltetve:

Legyenek a primdlvaltozék t m dimenzids vektor és u, v skalarok.
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P Y

-[og qso) = [og sj(o)

7. dbra

A primal feladat feltételi halmaza:

n
Zexp(taj +u+ logqg-o)) <1
j=1
(3.11) "
Zexp(tb_,- + v+ log s§-°)) <1
ji=1

célfliggvénye pedig:
td+ u+v maximalizalandd!

Azonnal lathatd, hogy a primal feladat Slater reguldris.
Az egyensiilyi feltételek:

(3.12) q§-0) exp(taj +u)=pj, (j=1,...,n)
(3.13) sﬁ-o) explthy +0)=15 (U=1,0k)

1° A geometriai programozas gyenge dualitasi tételét felhasznalva az alabbiakat
kapjuk:

Ha van (p,r) € £, hogy (p,r) > 0, akkor léteznek olyan (p*,r*) € L és

t*, u*,v* primal megoldasok, amelyek a (3.12) és (3.13) egyensuilyi feltételeket tel-
jesitik, azaz

(3.14) qg'o) exp(taj +u*)=p;, (j=1,...,n)
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és
(3.15) s$Pexp(t*bj +v")=1), (G=1,...,k)

és a céfiiggvényértékekre

n . k *

L] pj 04 rj —_ . .

(3.16) E pjlog—(.(lﬁ+§ rjlog's(—o)_td+u + v,
)

j=1 q, J=1

A (3.14) és (3.15)-bd] adédik, hogy

n
u* = —log 2 qg-o) exp(t*a;)
i=1

és
k
v = —longf.o) exp(t*b;).
j=1
Legyen
gj = qgo)exp(taj +u*) (j=1,...,n)
és
;= sf-o) exp(tb; +v*) (i=1,...,k)
Ebbél
(3.17) log—q(-%—) =ta;+u’ (j=1,...,n)
9
és
s*
(3.18) Iog(—3)=t'bj+v‘ G=1,...,k)
s
j

(3.16)-ban d értékét visszairva
n p. k 1'! n o
Zp; log '(Lo) + E r} log ﬁ = Z(t‘a,- + u‘)pf- )¢
i=1 q; j=1 55 j=1
k
+3°(6b; + v*)r®

i=1
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Ebbe (3.17)-et és (3.18)-at visszairva

(0) (0)
() (9 p,
Epj log (o) + Zr log = (0) Ep, log © Ep, log =— +

i=1 q J-l
+ Z 0 log :’— - Z {® log r’—
275 loB Gy~ 2Ty log e
j=1 j j=1 f)
azaz
D(pla®@) + D) = D(p||q") + D(p*|la) + DV|s*) + D(x*[|s).
A lemma szerint, az egyenl6ség miatt, ebben az esetben az alabbi két egyenloség all

fenn:
D(p©ja®) = D(pV}lq*) + D(p*|lq®)

D) = DEO|ls") + D(x* (%)

2° A geometriai programozas er8s dualitdsi tétele szerint létezik (p*,r*) € £
ligy, hogy

(3.19) ZpJ log —= (0) +Zr log -4 (0) = sup (td+u+v)
i=t 9 =1 (tu

és a szupremumot nem cskkenti, ha (3.11)-ben egyenléséget tételeziink fel, azaz,
hogy

—log Z q; exp (ta;)

(3.20)
= —log Z 5§ exp(tb;).
=1
Legyen
gj := q(-o)exp(taj +u) (G=1,...,n)
(3.21) /

sj 1= 350) exp(tb;+v) (j=1,...,k)
fgy (3.19) az alabbi format 6lti:

n L] k - n

. p; . Tj
E p; logﬁ + E ri log ﬁ = sup E P; () log -5 (0) + E 0 log - (o)
i=1 j i=1 55 (@9 \j=1

J
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és (q,8) a (3.20), (3.21) feltételeket teljesitik. Mivel a (3.20), (3.21) feltételek az
£ halmazt definidljdk és £ része a szimplexek Descarles-szorzatdnak, tovabba a log
fiiggvény folytonossiga miatt:

sup (Epgo)log (0)+Zr(°)log (0)) =

(a,5)e€
(0) : (0) S
_ 0 0, 8
= (amece Zp, %8 @) (0) +;¥1r o8 85'0) '

Azonban

n
max (Z (O)Iog (o) E {7 log (o))

(q,8)€cle
0 ) © (0)
Ep log © +Z log ~tgy (o)
j=t1 J Jj=1

(] (0)
- e (e )

Legyen (q*,s*) € cl€ olyan, hogy

3

0) & (0) k (9)
Z (0) E © Z (0 Z (©)y., 7
(a, -)e cle( 2] log log ) log q; i log-f;—
i=1 ji=1

fgy kapjuk, hogy
D(P@lla®) + D(x@}js) = DEO|lq*) + D(p*[la) + D(x|js*) + D(x*[|s).
De a lemma miatt (3.19) és (3.20) is fenn 4ll. a

3.4. KOVETKEZMENY. (Er8s equilibrium).

Ha a (p*,r*) € £ az MDI feladat optimdlis megolddsa és a (q*,s*) € clf az
ML feladat optimdlis megolddsa, (azaz {inf D(p(®||q)+ D(x(® || s)|(q,s) € £} =
D(p©j|q*) + D(r|s*), (a*,s*) € clE), akkor a (3.19) és (3.20) Pilagorasz-Gssze-
fiuggések fennallnak.

Bizonyitds. Legyen (P,T) és (q,S) a tétel altal biztositott optimalis megolda-
sok. Ezekre teljesiil, hogy:
D(5(1a®) + D(©®(1a) = D(p}}q®),

3.22
(322 D(&(|s) + D?|fs) = D),
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Minthogy (p*,r*) is és (q*,s*) is optimadlisak igy

D(p*lla’®) = D(3lla®),

D(pliq") = D(PV||a),

D(x*||s”) = D(s[|s?),

D(E||s*) = D(x©{}s).

A (3.23)-at a (3.22)-be visszahelyettesitve azt kapjuk, hogy
D(p*[|[a®) + D(p|iq") = D(P(1qV)

(3.23)

DG [[s©) + D ®ls*) = D(:®s®) o

Végezetiil megjegyezziik, hogy a mddszer tetszoleges szdmi blokkra altalano-
sithato.
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ANALYSIS OF THE DUALITY BETWEEN LINEAR AND LOGLINEAR
FAMILIES OF DISTRIBUTIONS BY GEOMETRIC PROGRAMMING

L. GONZALEZ

Given a family of probability distributions defined by linear internal constraints and another
family defined by loglinear external constraints (See CsISzAR [2], we analyse the duality between
the two families by applying geometric programming. This allows us to generalize CsISZAR's
results.

The problem may be considered as the generalization of the method of calibration of input-
output tables (see [1], (3], [4], [6])-
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PARHUZAMOS SZAMITOGEPEK FELEPITESE

DEAK ISTVAN
Budapest

A tSbb processzort haszndld, parhuzamos miikddést lehetvé tevd szamitégépek, valamint az
ezekkel szoros kapcsolatban 4ll$, leghijabb felépitési elvek szerint m{ik3dd szamitSgépek témakorét
tekintjik At a felépitési és miikddési elvek szerint. A tdrténelmi eldzmények és az alapfogalmak
Seszefoglaldsa utdn az ilyen szdmitégépek felépitésének problémadit, valamint a hatékonysig méré-
sének kérdését vizsgiljuk meg. Rovid leirdsukkal egylitt felsoroljuk a jelenleg kaphaté legfontosabb
gépeket.

1. Bevezetés

A félvezetSipar és a szamitégépgyartas folyamatosan csokkenti a szamitégépek
alkatrészeinek méretét és ezzel noveli az ezekbdl eldallithatd szamitégépek sebessé-
gét. A felhasznédlk azonban mindig tdbbet kivannak. Az egy processzorral miik6ds
szamitogépek fejlédési lehetdségének hatdrai immadr vildgosan lathaték. A kiutat
részben 1j felépitési és miikodési elvek alkalmazdsa, részben pedig a felhasznalt
processzorok szamdnak ndvelése jelentette.

Az 1940-es évek végén kifejlesztett szamitogépek miikodésének alapelve — egy
processzor sorban végrehajtja a tarban elhelyezett programutasitidsokat — az 1970-
es évek végéig egyeduralkodd volt. Ezt a fajta felépitési elvet Neumann rendszernek
vagy mikodési elvnek is nevezik. Az 1960-as években kezdtek el foglalkozni olyan
szamitdgépek kifejlesztésével, amelyek tobb processzorral vannak felszerelve, egy-
szerre tobb utasitast is végre tudnak hajtani, parhuzamos feldolgozisra alkalma-
sak, illetdleg olyan mdédositasokat hajtottak végre a szamitégép felépitésén, hogy
bizonyos fajta miiveleteket egyszerre lehessen elvégezni (példaul Bemenet/Kimenet
miiveletek és aritmetikai miiveletek).

A pédrhuzamos szamitégépek (parallel computers) mellett néha a szuperszdmito-
gépek (supercomputers) elnevezést is haszndljak ezekre a gépekre, bar a leggyorsabb
gépek nem mind parhuzamos miikodési elviiek (viszont a parhuzamos szamitégépek
mind szuperszamitogépnek tekinthetdk). Szoros kapcesolatuk miatt mindkét tipust
targyaljuk, de a hangsulyt a parhuzamos szamitégépekre, azok felépitésének és mii-
kodésének elveire helyezziik.

A parhuzamos szamitogépek felépitésével foglalkozé altaldnos mivek kozil a
(7], (11}, [12], {13] és [14] miiveket ajanljuk az érdekléd8knek, a programozassal kap-
csolatos kérdésekkel foglalkozé dltalanos témaéjiak kozil a (3], [7] és [14] kényveket.
Egy specialis teriilettel, a szimuldciéval foglalkozé miivek kdziil a [2], [4], [5] és [6]
ajanlhaté, valamint a [4] cikkben taldlhaté harmincnal tobb hivatkozas.
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2. Alapfogalmak

Rendkiviil sokféle felépitési elv jellemzi a parhuzamos szdmitégépeket, ezért
nagyon nehéz egy minden gépre kiterjedd, egyértelinii és jellemzd osztalyozast meg-
adni. A leggyakrabban hasznélt kategorizalds FLYNN [8] nevéhez fiz6dik. A SISD
(Single Instruction, Single Data stream kezd8betliibol) tipusu gépek az egy utasitas-
folyam — egy adatfolyam elve szerint miikédnek, vagyis ezek a hagyomanyos szami-
tégépek. A SIMD (Single Instruction, Mulliple Data) gépeken egy utasitasfolyam
van és tobbszoros adatfolyam, vagyis egy utasitist egyszerre tobb adaton hajtanak
végre. Az MISD géptipus (Multiple Instruction, Single Dala) gyakorlatilag nem
létezik; elvileg ez egy olyan gép lenne, amely tobb utasitdst hajt végre egyszerre
egy adaton. Az MIMD (Multiple Insiruction, Multiple Dala) szdmitégép tobb
utasitasfolyamot hajt végre parhuzamosan, egyidejlileg tobb adatfolyamon dolgoz-
va.

Egy masik felosztas szerint a gépeket a beépitett processzorok szama szerint
hirom csoportba soroljuk. Eszerint vannak egyprocesszoros gépek, egészen kevés
(2-32) processzorral rendelkezd gépek és nagymértékben parhuzamos gépek, ame-
lyek szaznal tobb, esetleg tobb ezer processzorral dolgoznak.

Egyprocesszoros rendszerben is meg lehet valdsitani bizonyos mértékii parhuza-
mos miikodést. Igy az a szamitdgép, amely az aritmetikai processzortdl fiiggetleniil
olvashat egy madagneslemezrdl vagy szalagrdl, mar parhuzamos miikodéslinek te-
kinthetd. Hierarchikus meméria felépités esetén is van egy bizonyos parhuzamos
miikddés; ilyenkor a processzor specidlis regisztereket, vagy u.n. gyors térat (ca-
che memory) ér el, amelyekbdl nagyon gyorsan lehet adatot olvasni vagy irni, mig
ezeket a regisztereket vagy gyors tdrat a f6 tarbdl latjdk el adatokkal (a f6 tarat
pedig magneslemezekrél, esetleg szalagokrél). Az adatédtvitel a memdria kiilonbozd
szintjei kozott egymastdl fuggetleniil egyszerre is megvaldsulhat. Ezek a felsorolt
sorrendben egyre nagyobb kapacitasy, de egyre lassabban elérhetd tarak segitenek
kitolteni azt az dirt, amely a gyors processzor adatigénye és a nagymennyiségii ada-

tot viszonylag lassan szolgaltaté magneslemezek, magnesszalagok kozott van.
Csé szakaszai

4
EV Uy | Y, U,
MV v, Uz U, u,
AB Uy |, fug fou, | ug
uD U, Uy | Uy | v | us | ug
| Uy | Uy | us | u | oug | oy
1 2 3 4 S ) 7
1d0 (csd cikiusokban merve)
1. dbra

Ot alegységgel rendelkezd ,,csdvesitett” processzor mitkédésének vizlata

Egy alapvet6 fontossagi felépitési elv a cs6 vagy méasnéven szerelSszalag (pipe-
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line), amelyet egyre szélesebb korben alkalmaznak még egyprocesszoros gépeknél is.
Egy processzor esetén ennek az elvnek az alkalmazdsa abban all, hogy az elvégzendd
utasitast tobb részre bontjik fel, és a kiilonbozd részeket a processzor kilonbozd
alegységei hajtjak végre, egyidejliileg és egymastdl fiiggetleniil. Bontsunk fel min-
den utasitast példaul ot részre, amelyekrdl tegylik fel, hogy egyenld hosszu 1do6,
példaul egy ciklusidd kell a végrehajtasukhoz: 1. utasitds beolvasasa UB, 2. utasitas
dekédoldsa UD, 3. adat beolvasdsa AB, 4. miivelet végrehajtisa MV, 5. eredmény
visszairdsa EV (ldsd 1. dbrat). Egy csovesitett processzorban 6t kiilonbozd al-
egység van, amelyek csak egy-egy részt hajtanak végre a teljes utasitasbdl, ahhoz
hasonléan, ahogy a munkasok dolgoznak a futdszalag mellett. Tehdt a procesz-
szor elsd alegysége egy utasitds végrehajtdsabél csak annyit vallal, hogy azt kiol-
vassa a tarbél, a tobbi alegység ezalatt tétleniil varakozik. Mialatt az elsé al-
egység a masodik utasitast olvassa ki a tarbdl, a masodik alegység az elsé utasitds
dekédolasat végzi. A harmadik idGegység alatt a processzor els6 alegysége a harma-
dik utasitas beolvasdsit végzi, a masodik alegység a masodik utasitast dekddolja, a
harmadik alegység pedig az els® utasitds végrehajtasdhoz szitkséges adatokat olvassa
be a tarbdl és igy tovabb.

Egy nem csovesitett processzor csak sorban tudja elvégezni az els§ utasitas 6t
részét, majd a mdsodik utasitds ot részét stb., igy 6t ciklusidénként fejez be egy
utasitdst. A csovesitett viltozat egy ciklusidénként fejez be egy utasitast (feltéve,
hogy az utasitiscsd maér fel van toltve utasitdsokkal). Igy elméletileg a K szaka-
szos ¢s8 K-szor gyorsabb a kozonséges processzornil. Ezt az elméletileg elérhetd
gyorsitidst a gyakorlatban csak ritkdn lehet megkdzeliteni és egyébként is figg a
konkrét programban taldlhaté utasitdsoktdl. Ugyanis ha egy IF utasitds végrehaj-
tdsa utdn egy madsik utasitissorozatra tevddik 4t a végrehajtds, nem a mdar a csGbe
betoltbtt utasitdssorozatra, akkor meg kell varni, amig a teljes cs8 kitirul (kitorlik
a feleslegesen betoltGtt utasitdssorozatot, és a madsik utasitdssorozatot kezdik el
betolteni), ami K ciklusideig tart. Ilyen okok miatt a gyakorlatban hasznilatos
gépek 4-6 szakaszos csdvel dolgoznak, bar létezik 26 szakaszos csd is (Cyber-205).
A csovesités elvét itt processzorra irtuk le, de hasonléan alkalmazhaté példaul Be-
menet/Kimenet miiveleteknél is.

A vektor szuperszamitégépeket egy (vagy tobb) olyan csdvel szerelik fel, ame-
lyik vektorokon tud nagyon gyorsan miiveleteket végrehajtani. A csé el6bb targyalt
feltoltési tulajdonsiga miatt a hosszi vektorok esetén nagyobb a miiveleti sebessége
a csOnek, hiszen a feltdltés és a kilirités adminisztralasa minden vektor esetén ugya-
nannnyl, de a nagy elemszamu vektoroknal ez kisebb hanyadot képvisel a teljes
miuiveleti id6bol.

A cs6 felépitési elvét, miiveletek egymadssal vald dtfedését nemcsak utasitisok,
aritmetikai miiveletek végrehajtdsanal alkalmazzik, hasonlé elvek alapjan lehet
szervezni példdul a Bemenet/Kimenet miiveleteket is. A felhasznalt adatok termé-
szete szerint beszélhetiink vektor és skaldr csdvekrdl, ezeken belil megkiillonbozte-
tink aritmetikai, logikai, processzor csoveket. A miiveleti sebesség novelése érdeké-
ben egy szdmitégép gyakran tobbféle csovet is tartalmaz.

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)



408 DEAK ISTVAN
3. Felépitési elvek

A jelenleg ismert parhuzamos szamitdgépek felépitése igen sokféle, szinte gép-
rdl-gépre valtozik. Ebben a szakaszban a leggyakrabban alkalmazott vagy vala-
milyen szempontbdl fontosnak tartott felépitési elveket és lehet8ségeket foglaljuk
ossze.

Taobb processzor alkalmazasat feltételezve a memoria elérése szerint beszélhe-
tiink kizardlagos memdriardl, vagy kozds memoriardl. Az elsd esetben minden egyes
processzorhoz hozzarendelik az dltala haszndlhaté tarteruletet, vagy tdrakat; az
adott processzor a hozzirendelt tarakat kizarSlagos hozzaférési joggal hasznalja,
mds processzorok nem férhetnek ezekhez hozzi. Ebben az esetben a szamitégép
egy processzorbdl és a hozzatartozé memoéridbdl all6 részekre bonthaté fel, amelyek
egymastdl lényegében fliggetleniil miikodnek (a kapcesolattartds az 6sszekapcesol
hdlézaton tovabbitott lizenetek formdjiban valésithaté meg). A mdsodik eset-
ben, a minden processzor altal elérhetd koz6s meméria esetében, az ide beirt in-
formacidk alapjan nyilik lehetdség a processzorok kozotti egyittmikodésre. Ek-
kor viszont szinkronizdlasi problémdk léphetnek fel, tovabba a processzorok és a
memoria kdzé kapcsold egységet (switch) kell beépiteni. (Ilyen kapcsolé egységet
kell néha a kilénb6zs elérési idejii tarak kozé is beépiteni, hiszen a nagyon gyors
proceszszoroknak nagysagrenddel kisebb a ciklusideje, mint a fétarnak, igy regisz-
terek és gyorstarak fétarbol valé feltoltésére is sziikséglink van, ami a kapcsold
hédlézaton keresztiil torténik.)

Szinkronizalasi ellentét 1ép fel, ha ugyanazt az adatot két vagy tobb processzor
akarja egyszerre kiolvasni, feliilirni, vagy ugyanazt a memoriamodult elérni.

Jénéhdny szamitégépen vegyes memoriaelérési stratégiat kovetnek: minden
processzornak van egy kizardlagos térteriilete és ezenkivill van egy nagy kozos tar is,
amelyet minden processzor elérhet. Memdriakonfliktusok elkeriilésére az is egyfajta
megoldas lehet, hogy ugyanabbdl az adatbdl tobb (vagy minden) memdriamodulban
tarolnak egy példanyt — ilyenkor persze az esetleges feliillirdsok miatt az adatok
id8beliségét, illetdleg egymdsutdnisigat kell valamilyen médon szinkronozalni és el-
lendrizni.

A Cyber-205 gépnél a vektormiiveletek elvégzésénél varhaté memériakonfliktu-
sokat csokkentik azzal, hogy egy vektor elemeit nem folyamatosan taroljdk a memé-
ridban, hanem egy konstans szamii széval eltolva, igy az egymasutani elemek kiilon
memoériamodulokba keriilnek (interleaving) és ezzel egyszerre elérhetékké valnak.

A memodria és a processzorok (illetéleg a fotar és a gyorstar) kdzott tobbféle
médon lehet kapcsolatot létesiteni. Rikapcsolhaté egy kézos sinre egyik oldalrél az
osszes processzor, masik oldalrdl a teljes memdria. Ilyen felépitésnél nagyon gyakran
felléphet adatigények kozotti konfliktus, amelynek megolddsira tébbféle algoritmus
hasznalhat6. Legegyszeriibb a legrégebben varakozd igény kielégitése (First In,
First Out — FIFO — statikus hasznélat), de teljesithetjlik annak az egységnek a
kérését a leggyorsabban, amelynek legrégebben volt igénye (Least Recently Used —
LRU — dinamikus kijel6lés), vagy valaszthatunk véletlenszeriien az igények koziil.
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2. dbra
Egy lizenet iitja keresztrudas kapcsoldsban (vastag vonal)

Egy gyakran haszndlt valtozat a keresztrudas kapcsolds (crossbar switch, lasd
a 2. abrat), ahol akdrmelyik processzor elérheti akarmelyik memdriamodult. A
keresztrudas kapcsolds egy csomépontjanak képesnek kell lennie arra, hogy egy
akdrmelyik processzortdl szarmazé iizenetet akarmelyik modulnak tovabbitson, to-
vabbd egy olyan részének is kell lennie, amely az egyidejiileg beérkezd kéréseket
rangsorolja. Persze ilyenkor is kialakulhatnak ,forré pontok” az 6sszekoté halo-
zatban, vagyis olyan csomépontok, amelyeket gyakran igényel tobb tzenet is az
itvonaldhoz. Sok processzor és sok modul esetén egy ilyen rendszer kiépitése elég
koltségesssé valik.

Ha a keresztrudas 6sszek6té haldzat esomopontjaiban 1évé ellenérzd, kapesolo
és elsGbbséget eldontd funkcidkat az egyes memdériamodulokhoz telepitjiik, akkor az
ugynevezett multiport rendszert kapjuk.

A processzorokat gyakran egymadssal is 6sszekotik, hogy lizenetet lehessen kiil-
deni a tar kikeriilésével. Ezek az 6sszekotd hdlozatok lehetnek statikusak és dinami-
kusak (egyes kapcsoldk allitasdval rekonfiguralhaték). A statikus hilézatok kozil
néhanyat a 3. dbrdn mutatunk be.

- ANER

gyurd csillag negyzetes halod
3. dbra

Processzorok 6sszekapcsolisdnak viltozatai

Az vjabban egyre népszerlibb halézat az n-dimenziés kocka, amelyen 2" szamu
csuics van. Egy csiicsot egy (b1, bg,...,b,), b; = 0 vagy 1, szdm n—essel jeldlink. Egy
adott csiics azokkal a cslicsokkal szomszédos kozvetlentil, amelyek szdm n—ese pon-
tosan egy bitben kiilonbozik az adott csics szdm n-—esétdl. Egy csicsbdl egy masik
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csticsba killdend§ iizenetnek ekkor legfeljebb n — 1 mdsik csicson kell athaladnia.
I'Jjabban a kukaclyukas (wormhole routing) lizenettovabbitdst is alkalmazzdk, ekkor
akdrmelyik csticsb6l barmely masikba azonos id3 alatt lehet lizenetet kiildeni (ilyen
izenettovabbitas van az iPSC/2 gépen is).

Szamitogépek tervezésénél az Gsszekotd halézat kivdlasztasanak megitélésében
t6bb szempont kap szerepet; a gyakorlatban egy, a teljesitmény (sdvszélesség, vagyis
a masodpercenként atvihetS adat mennyisége) és az ar (a haldzat felépitésének bo-
nyolultsaga) k6zotti kompromisszumot keresnek. Az Ssszek6td halézat arat elsbsor-
ban a hdlézat bonyolultsiga hatdrozza meg, de ez az ar a technolégia fejlodésével
csokkend iranyzatot mutat.

A sdvszélesség maghatirozdsa azért nehéz, mert a konfliktusok ardnyit és az
atvitel gyorsasigit meghatirozé memdriaigények mennyisége és fajtdja a programok
elére nem jelezhets viselkedésétdl fligg. Szokds a sivszélességet egyes miiveletek
esetén elérhetd atvihetd adatmennyiségnek definidlni, pl. egy maétrixnak vektorral
valé szorzasa esetén a sivszélesség 80 Mbyte.

Itt emlitjiik meg, hogy létezik egy kiilonleges tipusi memoria, az asszociativ tar,
amely a tartalomtol fliggéen cimezhetd, vagyis a teljes memdria keresése egyszerre
torténik. fgy egy utasitdsidé alatt kikereshetd az Osszes olyan cim, amely egy adott
szamot tartalmaz. llyen tipusi tdrakra gyorsan vdltozé adatbazisok esetén lehet
sziikség, példaul radarjel kovetése, légtérfigyelés, képfeldolgozas, mesterséges intel-
ligencia modellezés. Asszociativ térral szerelték fel a Goodyear Aerospace STARAN
gépét és a Parallel Processing Ensemble (PEPE) gépet. Az ilyen tipusi meméridk
rendkiviil dragdk.

A tobb processzort haszndlé rendszereket tekinthetjik multiprocesszoros gépnek
is (vagyis olyan gépnek, amelyikben t3bb processzor dolgozik egyiitt), multiszdmi-
tdgépnek is (vagyis tSbb szamitégép egyuttesének). Az elsé csoportba tartoznak
a processzor tombok, példdul a Conneclion Machine, mig a masodikba sorolhaték
az iPSC Hypercube géptipusok. A megkiildnboztetés alapja a processzorok kozotti
egylittmiikodés szorossiga, a szinkronizaltsag, az lzenetek gyakorisiga, az erdfor-
rasok kozos felhasznaldsa, stb. Ezért a gépek besoroldsa nem mindig egyértelmii.
A multiprocesszoros rendszert — amely esetében a processzorok altal végrehajtott
miiveletek azonosak — szorosan kapcsolt rendszernek, mig a multiszamitégépes
rendszert, ahol az egyes processzorok egymastdl fiiggetleniil dolgozhatnak, lazan
kapcsolt vagy elosztott rendszernek nevezziik (egyesek ide soroljdk a szamitégép
hélézatokat is).

4. Teljesitmény, scbesség, hatékonysag

A szamitogépek egyik legfontosabb jellemzdje a teljesitmény, amelyet az idSegy-
ség alatt elvégzett miiveletek szdmaval szoktak mérni. A kiilonb6zd miiveletek el-
végzéséhez sziikséges id6 viszont esetenként igen eltérd is lehet. Ezért a teljesitményt
tobbféleképpen szoktdk mérni. Ilyen lehet8ségek a kdvetkezdk: (i) hasznalnak olyan
mintaprogramokat, amelyek egyes joI meghatdrozott feladatokat hajtanak végre
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(benchmark), (i) egy bizonyos miiveletre adjak meg a teljesitményt, lebegépontos
Osszeadasra vagy szorzasra példaul, (iii) kiilonbozd miiveletek végrehajtasi idejének
stilyozott Osszegét szamitjdk (tin. keverékeket — miz — képeznek). Ezért a sza-
mitégépek teljesitményére vonatkozd szamokat csak bizonyos évatossiggal lehet
6sszehasonlitani.

A teljesitmény mértéke lehet az egy mdsodperc alatt végrehajtott utasitasok
szama (egysége a Mip/s — million instructions per second, vagyis egymillié utasitas
masodpercenként, esetleg a Gip/s = 1000 Mip/s) vagy pedig az egy masodperc alatt
végrehajtott lebeg8pontos miiveletek szima (egysége a Mflop/s — million floating
point operations per second, vagyis egymillié lebegépontos miivelet masodpercen-
ként, nagyobb egysége a Gflop/s = 1000 Mflop/s).

A parhuzamos szamitégépek teljesitményének van egy elméleti maximuma,
amit ro,—nel jelolink [11], és amit akkor érhet el a szamitégép, ha minden pro-
cesszora allandéan miikddik. A gyakorlatban ezt sohasem érik el, hiszen a sza-
mitégépben 1évd csovek feltoltésének és kiiiriilésének ideje, vagy mdasmilyen admi-
nisztracios, esetleg lizenettovabbitdsi idék a szdmitdsokat inproduktiv idéként ter-
helik. Hasznaljak még az ny/; jell paramétert: az n;/; hossziisdgi vektorok esetén
a szamitdgép az elméletileg lehetséges ro, teljesitSképességnek a felét éri el. fgy az
n hosszisdgu vektor esetén a vektormiivelet végrehajtasi ideje

t=(n+ny2)/reo -

A gyorsitds, amelyet egy p processzort hasznilé parhuzamos algoritmus alkal-
mazasaval érink el, egy olyan hdnyados, amelynek szamlaldja ezen parhuzamos
szamitSgép altal végrehajtott leggyorsabb soros program lefuttatdsahoz sziikséges
1dé, mig nevezdje az ugyanezen parhuzamos szamitégép p processzora altal vég-
rehajtott parhuzamos program ideje [14]. A p processzort hasznilé parhuzamos
algoritmus hatékonysiaga a gyorsitas osztva p—vel. fgy, ha a soros programot 10
mdasodperc alatt hajtja végre egy 4 processzoros gép, a parhuzamos algoritmust
pedig 4 masodperc alatt, akkor a gyorsitds 2,5-szeres, a hatékonysag 0,625.

Az elérhetd gyorsitas lényegesen fligg az algoritmus nem pdarhuzamosithatd
részének aranyatdl. Ezt az Gsszefiiggést Amdall torvénye irja le a kovetkezGkép-

pen [1}:
1

S —-—-—
T f+-f)/p
ahol S a gyorsitas, f az algoritmus nem parhuzamosithaté részének aranya és p a

parhuzamos gépen hasznalt processzorok szama. Egy p processzorral miikodo gép
hatékonysagat 0,5-nek feltételezve S = p/2 adddik, amelybél

1
= f<—

p/2 < .
p—1

1
f+QQ=1)/p

Tehat egy szaz processzoros gépnél Stven szazalékos hatékonysagot feltételezve az
algoritmus soros része minddssze 1 szdzalék lehet. Egy kevésbé boruldté dllaspont
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szerint [10] AMDAHL kiinduldsi feltételei a valésigban nem teljesiilnek, mert 1-f,
vagyis az algoritmus parhuzamosithaté részének aranya nem fiiggetlen p~tol. Mas-
szoval a végzendd munka mérete — és a soros rész ardnya — valtozik a processzorok
szamaval, hiszen ha tobb processzort lehet hasznalni, akkor a felhasznalé dltaliban
kiterjeszti a probléma méreteit a lehet8ségek hatardig (a racsfelbontds finomsaga,
iteraciés lépések szama, a végeredmény pontossiga, stb. allithaté be megfelelden).

5. A legfontosabb pirhuzamos szamitégépek

Jelenleg hatvan felett van a kereskedelemben megvehetd, parhuzamos miiko-
désre képes szamitdgép tipusok szama [12], [13], de legaldbb még egyszer ennyi az
olyan szamitégépek szdma, amelyek egyetemeken és kutatéintézetekben miikédnek,
és csak néhany darab késziilt el belSlik. Ezért a teljesség igénye nélkiil mindéssze
arra vallalkozunk, hogy a valamilyen szempontbdl fontos (leggyorsabb, elterjedt,
tjszerll felépitésii, stb.) gépekrdl adunk rovid attekintést.

5.1 A CRAY szdmilégépek

A CRAY-1 nagyon elterjedt tipus, az els§ példanyt 1976-ban adtak at. A
gép o6rajele 12,5 nsec-os, az 1 M 64 bites sz6bd! allé6 memoridja 16 csoportra van
osztva. A kilénb6z4 miiveleteket (logikai, egész, lebegbpontos, cimmanipulacid,
vektormiiveletek, skaldrmiiveletek) egymastdl fiiggetlenill 12 funkcionalis egység
végzi. Ezek mindegyike regiszterekkel van elldtva és csOvesitve van. A regiszter-
ekbe olvassdk be a viszonylag lassi memdriabdl az adatokat, hogy a funkcionélis
egységeket megfelelS sebességgel tudjak adatokkal ellatni. A funkciondlis egységeket
egymadshoz kapcsolva is lehet csdvesiteni (Gsszelancolds — chaining), vagyis ha egy
miivelet eredménye a kdvetkez8 miivelet végrehajtasihoz kell, akkor az eredményt
nem a memdridba, hanem egy regiszterbe irjuk vissza, ahonnan gyorsabban lehet
kiolvasni. Mivel a regiszterek (6sszesen 8 darab van) 64 elemet képesek tarolni, ennél
hosszabb vektorokat a miiveletek végrahajtisdhoz 64 elemiiekre kell széttordelni.

A gyakorlati mérések szerint nj/; értéke 7 és 20 kozott valtozik a szokdsos
prébaprogramok esetén [11]. Ez azt jelenti, hogy a gép nem reagdl tulzott tel-
jesitménycsdkkenéssel a rovid vektorokkal szamold programokra sem, ezért a CRAY-
1 nagyon j6l haszndlhaté nem kifejezetten vektorokat hasznalé programok esetén
is. Az r elméletileg elérhetd maximdlis sebesség (ha a lebegSpontos Gsszeadds
és a szorzas csbvek egyidejiileg, osszelancolva miikddnek) a 160 Mflop/sec —hoz van
kozel. A gyakorlatban a regiszterek és a memoria kzott sdvszélesség szilikossége mi-
att — megfeleld program esetén — a 20-30 Mflop/sec mar jé sebességnek szdmit.

A gép lényegében véve SIMD gép, hiszen egyetlen program fut, bar annak
kiil6nb6z6 részei parhuzamosan is miikodhetnek, ha a részek kzott nincs osszefiig-
gés és memdriakonfliktus.

A gép egyik tovdbbfejlesztése a CRAY-XMP, ami lényegében két, k6z6s memo-
riabdl dolgézé CRAY-1 gépet jelent, amely 9,5 ns 6rajellel dolgozik (1983). Minden
egyes processzorhoz négy adatutat épitettek ki a mermndriatdl, igy a vektor csoveket
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nehézség nélkiil lehet utantélteni (egy x = y +z vektor miivelet elvégzéséhez harom
adatutra van sziikség — kettdre az y és z kiolvasdsihoz és egyre az x visszairasihoz).
Memériakonfliktusok miatt (ugyanazt a memdriarészt két kérés éri egyszerre) még
mindig lassulhat a program végrehajtisa. Ezen a gépen standard prébaprogramok
felhaszndlasa esetén — meghatdrozott ardnyu aritmetikai mivelet, ki és beolvasds,
stb. — ny/5 ~ 50 — 60 volt, rc = 420 Mflop/s.

Egy djabb tipus a CRAY-2, amely négy processzorral 256 M sz6t hasznil, 4
ns-os 6rajellel (1985). Ennek a gépnek az elméleti sebessége 2 Gflop/s. A CRAY-2
mérete igen kicsiny a folyékony hélium hiitésnek készonhetSen, egy méter atmérdji
és 70 cm magas henger, amelyben 40 c¢m-nél hosszabb vezeték nincsen, ez a kis
fizikai méret nyilvan egyik oka a nagy sebességének.

A CRAY-XMP gép utddjinak tekinthetd a CRAY-YMP (1988. februar), a-
melynek elméletileg elérhet legnagyobb sebessége 3 Gflop/s, ezt nyolc processzoros
kiépitettség esetén érhetik el.

Mind a CRAY-XMP, mind a CRAY-2 MIMD gépnek tekintendS, mivel a pro-
cesszorok kiilonb6z4 utasitisfolyamatot hajtanak végre. Természetesen a miik6ds
példianyok sokszor a fentebb leirt alapgépekkel nem teljesen azonos felépitésiiek,
hiszen az egyes kiszdllitott gépeket a vevd kivansiga szerint kissé mdédosithatjak.

5.2. Az FPS-164

A hozzdkapcsolt szamitdgépek tipusdnak jellegzetes képviselGje az FPS-164
(Floating Point System) amellyel iltaldban alacsony kdltséggel nagy mennyiségii
vektor vagy matrix szamitdst lehet elvégezni. Technikailag az ilyen hozzdkapcsolt
gépeket egy ondlléan miikéds géppel (VAX-11 sorozat vagy IBM 308X sorozat) kotik
Ossze, s mig az 6nalléan miikods f6gép gyakorolja a teljes rendszer feletti ellenGrzést,
a bemenet/kimenet csatornak és a perifériak ellendrzését, addig az FPS-164 vagy
mas hozzékapcsolt gép végzi a nagymennyiségli lebegdpontos szdmitist. Egy ilyen
munkamegosztas akar 100-szoros felgyorsitast is jelenthet egy mini sebességéhez
képest.

Az FPS-164 egy 185 ns orajellel és 64 bit sz6hosszusaggal dolgozé gép, melynek
16 M sz6 memoriaja van. Nyolc, egymadstdl fliggetlen csSvezetéke van a gépnek, ezek
kozott van egy lebegdpontos szorzd és egy Osszeadd, valamint egy egész értékiiekkel
szdmolé aritmetikai-logikai egység, tovabba tobbféle memoéria. A gép elméletileg
elérhetd legnagyobb sebessége 11 Mflop/s, a gyakorlatban 1-8 Mflop/s sebességet
lehet elérni a problématdl és a programozdsra forditott figyelemtdl fliggden.

A MAX tabla (ahol a MAX a Malriz Algebra Acceleralor kifejezést takarja) két
darab FPS-164-es gépbdl van osszedllitva, mindegyik géphez kiegészitésként 4 darab,
egyenként 2048 elemet tartalmazé vektor regisztert csatoltak. A MAX tdblakat
hasznélva lehet Osszedllitani az FPS 164/MAX gépet, amelynek a & vezérldje egy
FPS 164 és ehhez még legfeljebb 15 darab MAX tablat lchet hozzacsatolni. Ezzel az
FPS 164/MAX teljes elméleti sebessége 341 Mflop/s. A rendszer rendkiviil alkalmas
linearis algebrai miiveletek (matrixszorzas, sajatérték szamitas, stb.) végzésére.
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5.8. Az Intel Hypercube

Az n-dimenzids kocka formajara kialakitott Osszekottetések jellemzSk az Intel
cég altal kifejlesztett Hypercube szamitégépre (n = 3,4,5,6 a kaphaté véltozatok).
Az egész rendszert a Cube Manager nevii személyi szamitogép feliigyeli. Az n-
dimenzids kocka egy csicspontjdban egy processzor és egy lebegépontos tarspro-
cesszor van, tovabba helyi memdria (128 K-tél 512 K-ig). A kocka egy csicsa n
szomszédos csicshoz van kotve, egy csticstdl egy masikig dtlagosan n/2 élen kell az
iizenetnek végighaladnia. Az elsd tipusok esetén a kommunikacids id6k viszonylag
nagyok, mintegy dtven lebeg6pontos szorzast tud a gép végrehajtani azalatt, amig
egyik csucsbdl a masikba atér az Gizenet. A csiicsban elhelyezett memoriat mintegy
1/3 részben foglalja le az operacids rendszer és az lizenetek tovabbitasara szolgalo
program. A rendszert lényegében tigy lehet jellemezni, hogy 2" személyi szamitgép
van Osszekapcsolva, egy gép feliigyelete alatt.

A kovetkezd véltozatban (1985) 80286-os mikroprocesszor van a csicsokban
80282-es tarsprocesszorral és ezt egy Inlel 310-es mikrogép ellendrzi. Az 1djabb,
iPSC/2 valtozatban (1987) 80386-0s processzorok vannak a csticspontokban, a mel-
lette 1évé 80387-es tarsprocesszor 6nallé miikédésre képes. Ebben a rendszerben
a csucsok kozotti kommunikaciot is felgyorsitottdk, a Direct-Connect elnevezésii
halézat lehet6vé teszi, hogy barmely csicsbdl barmely csicsba lényegében azonos
idd alatt lehessen lizenetet kiildeni (wormhole routing). Az lizenettovabbitas se-
bessége 2,8 Mbyte/sec, ha a kapcsolat mar 1étrejott két csics kozott. A legiijabb,
iPSC/860 jeld, lényegében valtozatlan felépitésii gépen i860-as, 80 Mflop/s sebessé-
glinek hirdetett processzorok vannak, amivel a legnagyobb kiépitettségl, 128 proces-
szoros gép elméletileg elérhetd legnagyobb sebessége 7,6 Gflop/s, melyhez 2 GByte
fémemoéria és 100 GByte lemezen 1évé memdria csatolhatd. A rendszer nagyon
koltséghatékony, vagyis egy Gflop ara itt csak a tizede a CRAY-YMP gépen ka-
phaté 1 Gflop aranak.

5.4. Miniszuper szdmildgépek

A szuper- és parhuzamos szamitégépek piacdnak legtjabb vondsa, hogy olyan
viszonylag olcsé gépek jelennek meg, melyek ara néhdny szazezer dolldr, egy fel-
hasznaléra vannak tervezve és egy nagyobb irdasztalnyi helyet igényelnek csupan.
Az els6 ilyen a Conver tdrsasdg C-1 (1985) gépe volt, amely egy olcsé, 1éghlitéses
vektorprocesszor 20 Mflop/s csticssebességgel. A Conver azdta egy teljes soroza-
tot hozott ki a piacra 1988-ban, a C 120-tél a C 240-ig; a sorozat utolsé gépének
maximalis sebessége 200 Mflop/s.

Az Ardent cég léghlitéses Titan szamitégépe a grafikus rendszerek felhasznaloi-
nak alkalmas eszkoze, a fél négyzetméternél kisebb alapteriiletii, 120 cm magas gép
kénnyen elhelyezhets. A képernydje 1280x1024 pixeles és 600.000 haromdimenzids
vektort tud rajzolni egy masodperc alatt. A szamitogépnek négy darab vektorpro-
cesszora van, és egy egész miiveleteket végrehajté processzora. A vektorprocesz-
szorok miikodését vektorregiszterek gyorsitjak.

Az Apolls 10000-es gépe RISC rendszerli (reduced insiruction set) 64 bites
gép, amely egy gépi ciklus alatt 1,2-1,3 utasitast képes végrehajtani. A rendszert
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négy fliggetlen CPU-val felszerelve aruljdk, mindegyik CPU-hoz egy egész és egy
lebeg&pontos processzor, gyorstir és egy, a memoéridt szervezd egység tartozik. A
vektormiiveletek végrehajtasit egy nagy regiszterfajl segitségével gyorsitjik fel.

5.5. A Connection Machine

A Thinking Machines Corp. altal kifejlesztett gép erSsen eltér az eddig ismer-
tetettektd! [9]. A maximaélis kiépitettségben 65536 (64 K) processzorral rendelkezd
gép nagyon nagy mértékli parhuzamosigot tesz lehetdvé. Akdrmelyik processzor
elérheti akdrmelyik mdsik processzort vagy memdriarészt, igy a gyakori kommu-
nikadcionak nincs akadalya.

Konkrét alkalmazasok (szovegvisszakeresések, ill. képfeldolgozis) esetén a gép
mért sebessége 6000 Mip/s, illetSleg 1 Gflop/s volt. A rendszert tébbféle méretben
szdllitjak, 16 K processzor elemtdl 64 K processzor elemig.

Egy processzor elemnek csak egy apré feladata lehet, mivel egy ilyen elem
csak egy darab 1 bites ALU-t (Arithmetic and Logical Unit), valamint 4096 bit
helyi memdriat tartalmaz. A processzor elemeket 16-os csoportokba szervezik és
ezek a csoportok a legnagyobb kiépitettségli gépen egy 12 dimenzids kocka csicsain
helyezkednek el. Az egyes miiveletek végzését bizonyos processzorokra lehet kor-
latozni a kihagyandd processzorok megjeldlésével (masking). Lebegbpontos mii-
veleteket csak specidlis programok segitségével lehet végezni; két 32 bites szam
Osszeadasdhoz 750 ns id8 sziikséges.

A Connection Machine els8sorban logikai és egész miiveletek végrehajtdsara
alkalmas, a processzorok és a memoria kozotti j6 kommunikacié pedig olyan felada-
tok megoldasira teszi alkalmassa, amelyek a programrészek k6zotti siir(i érintkezést
igénylik. Az Osszekotd haldzat a csornagkapesolt és dramkor valtd tizenetkdzvetités
(packet and circuit switching) jé oldalait egyszerre tartalmazza. A gép Osszekotd
halézatara jellemz8, hogy a teljes 32 Mbyte memdriat 30 ms alatt sorba lehet ren-
dezni (sorting), egy 160 Mbyte-os adatbazisbdl pedig 50 ms alatt kiemelhets az a
20 dokumentum, amely a megadott 200 szavas keresd mintahoz a legkozelebb volt
(hiriigyndkségi archiv anyagok k6zotti keresés adott témaban).

A szamitégéptipus ujabb generacidja a CM-2 jeld gép (1987), amelynek lényeges
felépitésbeli valtozasa az els6 nemzedékbeli CM-1-hez képest az, hogy minden 32
processzorelemhez egy Weitek lebegdpontos processzort adtak hozza; Osszesen 2048-
at. Ezek a Weitek processzorok 7,5 MHz-en miikédnek, 24 Gflop elméleti csiicstelje-
sitménnyel, amidltal a CM-1-nél mintegy 30-szor gyorsabb lett a gép. A memdriat
16-szorosara bévitették, vagyis most 8 Kbyte van minden egyes processzorelemnél,
osszesen 512 Mbyte. Az eredeti processzorok kozotti OsszekoOttetést meghagyva a
gép processzorait hypercube kapcesolatokkal is ellattak.

5.6 A T-series és a transzpulerek

A Floating Point System altal 1986-ban kihozott T-series gépcsaldd a Connec-
tion Machine-hez hasonld nagymértékii parhuzamossagot tesz lehetévé. A proces-
szor elemek szama a kilonb6z6 modellekben 1 K és 16 K kozott valtozik. Egy
processzor elem egy az Inmos Inc. Aaltal kifejlesztett 32 bites transzpulert és 1
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Mbyte helyi memériat tartalmaz [5]. Egy transzputer Snmagaban képes 16 Mflop
csicsteljesitményre, a teljes rendszer szamitdsi erejét 2-4 Gflop/s-ra becsiilik. A
transzpulerekel processzor modulokba szervezik, egy modul nyolc transzputert tar-
talmaz. A modulok egy n-dimenziés kocka (7 < n < 11) élei mentén vannak
osszekotve. A teljesitmény novelését kiilon lemezegységek segitik eld, minden pro-
cesszor modulnak van egy 256 Mbyte nagysagu tarral rendelkezd lemezegysége. Igy
a T-series gépei inkdbb lebegdpontos szamitdsok elvégzésére és nem til sok kommu-
nikdciot igényls feladatok megolddsira hasznilhaték. (Mig a Connection Machine
maultiprocesszornak, a T-series gépei multikomputernek tekintheték inkabb).

A transzputerek néhdny tulajdonsiagit emlitjiik meg még kiegészitésként. En-
nek a processzorcsalidnak a legfontosabb jellemzdje, hogy négy darab kétiranyu
soros kapcsolata van mindkét irdnyban 1 Mbyte/s sebességili adatitvitellel, amelyek
a transzpulerek Osszekapcsoldsat nagyon egyszeriivé teszik (nincs szinkronizalas és
buffer). Az adatdtvitel ezeken a csatornikon keresztiil a processzor miikddésétsl
figgetlenul torténik. Programozasi nyelviik a kevéssé elterjedt occam.

A T 414 szamu Iranszputer belsé ciklusideje 50 ns, valamint van egy 2 Kbyte-os
50 ns ciklusidejii munkateriilete. Gyakorlati feladatokon egy transzputer korilbeliil
kétszer olyen gyors, mint egy VAX 11/780, egy egyetlen kartydn elhelyezhets 17
transzputer koriilbeliil 30 darab VAX 11/780 teljesitményét adja egyetlen VAX gép
aranak toredékéért [1].

5.7. A Manchesler adatfolyam szdmiligép

Az adatfolyam (data flow) gépek mind a konvenciondlis, mind a parhuzamos
szamitogépektdl eltéré alapelven mikodnek. Roviden szélva utasitdsok vannak a
gépben raktarozva és amint minden sziikséges adat megérkezett egy utasitashoz, ak-
kor az utasitds végrehajtddik. Ezért ezeket a gépeket adatmeghajtisi (data driven)
gépeknek is nevezik, szemben a tébbi szamitogéppel, amelyek utasitismeghajtisiak
(istruction driven), hiszen amint bejon egy utasitds, végrehajtddik.

4. dbra
A (—b+ Vb% - 4ac)/2a kifejezés kiszdmitisdnak adatfolyam grafja
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Egy programban a sziikséges matematikail miiveleteket adatfolyam gréffal ab-
razoljuk. Példaként tekintsik a (—b =+ Vb2 — 4ac)/2a kifejezést kiszamits grifot (4.
dbra). A gréf ivein az adatoknak megfeleld jelképek (token) mozognak, minden egyes
adatnak kiilon jelképe van. Amint a graf egy pontjiban 1évd miivelethez megérkezik
az Osszes, az adott miivelet elvégzéséhez sziikséges jelkép, a szamitas végrehajtodik
és a szamitds eredményeként egy 1j jelkép keletkezik. A DUP elnevezésli miivelet
csak tobb példanyban illitja el a bemenetként szerepld adatot. Mivel a szadmitis
tobb agon haladhat, ezért vigyazni kell, hogy egy adott viltozé minden sziikséges
helyen azonos értéket kapjon (vagy a kell6képpen megvéltoztatott értéket). Ezt
azaltal lehet elérni, hogy minden adat minden egyes viltozata j azonositét kap a
programban.

A Manchester adatfolyam gépnek [14] harom része van: a processzor gyirii
(jelkép-parosits, utasitds tar, processzor egység), a szerkezeti tir és az Gsszek6td
hidlézat. Az adatok csomagkapcsolt mddon keriilnek egyik pontbdl a masikba.
A processzor gylirlikb8l tobb darabot is rd lehet kapcsolni a gépre, ezek aztin
egymastdl fliggetleniil, parhuzamosan miikodhetnek. A processzor gyliri egyes
részei csOvesitve vannak.

A processzor gylirii el8szor is a jelkép-pdrositd (loken malching) egységben
felismeri az odaérkez6 input jelképeket. Ha egy miivelet elvégzéséhez sziikséges
masik (t6bbi) jelkép mar rendelkezésre all, akkor mindegyik sziikséges jelképet (ez
unikalis, nincs beléle tobb!) tovdbbkiildik, egyébként tiroljdk a mar varakozdkkal
egylitt. Az utasitistarbdl kiveszik a megérkezett jelképeket felhasznalS utasitast, és
végrehajtasra a processzor egységbe kiildik.

Az adatfolyam gépeknek még csak kisérleti példanyai vannak. Mind hard-
ver, mind szoftver problémdk hatriltatjak elterjedését. Nyelve a SISAL (egy kife-
jezésorientalt nyelv), amely kevéssé ismert. A problémak koziill megemlitendd, hogy
a gép iddnként oridsi mennyiségll elemi utasitast general, amelyek koziil aztin ne-
hezen tudja kivalasztani azokat, amelyeket a feladat elvégzése érdekében elsdsorban
kellene végrehajtania.

Bar nem kifejezetten adatfolyam gép, de nagyon sok hasonlésdgot mutat az
adatfolyam gépekkel a HEP (Heterogenous Element Processor) szamitégép.

5.8. A szisztolikus iombok

A szisztolikus tombék elnevezés egyfajta, specidlis feladatok ellatdsara kifej-
lesztett egyedi felépitésli processzorcsoportot takar. A témb esomdpontjai proces-
szorok, amelyek az aritmetikai miiveleteket végzik. Az egyes processzorok altal
kiszamitott részeredményeket altaliban valamely szomszédos processzornak tovab-
bitjak, és csak a végeredményt (példaul egy matrixnak egy masik matrixszal képzett
szorzatat) helyezik el a memdériaban. Ilyen szisztolikus tomb a WARP és az iWARP.

Megjegyzés: A szerzd kdszonettel tartozik a lektoroknak, akik értékes megjegy-
zéseikkel segitették elS a cikk elkésziiltét.
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ARCHITECTURE OF PARALLEL COMPUTERS

DEeAk, I.

Parallel computers using several processors and closely related computers based on recent
advanced techniques are summarized and discussed according to their architecture and operating
principles. After some history and basic definitions the problems related to their architecture and
efficiency are discussed. The most important (widely used, fast, or specially interesting) computers
are shortly described.

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990~-91)




Alkalmazott Matematikai Lapok 15 (1990-91) 419-422

KONYVISMERTETES

MaRCEL F. NEUTS: Structured Stochastic Matrices of M/G/1 Type and Their Applications (Mar-
cel Dekker Inc., 1989)

Az algoritmikus valészinliségszamitis egyik uttor8jének szamité M.F. NEUTS ezen kdnyve a
mintegy 10 évvel ezelStt megjelent masiknak (M.F. NEUTS: Matriz-Geometric Solutions in Sto-
chastic Models — An Algorithmic Approach, John Hopkins Univ. Press, 1981) testvére. Mindkét
konyv specialis szerkezeti Markov-ldncokkal ill. Markov felijitdsi folyamatokkal foglalkozik. Ilyen
folyamatok gyakran fordulnak els kiilnbozd alkalmazott valésziniliségszamitasi problémakban, igy
példaul sorbandllasi feladatokban is.

Az elsd kdnyv olyan Markov-ldncokat targyal, melyek adtmenetvaldszinliség — ill. inten-

s

zitdsmatrixa (1) szerkezetii (G/M/1 tipusii), mig a késdbbi tirgyalja a (2) tipusi esetet

Bo Ao BO Bl B2 B3
B; A; A Co A7 A; A;

(1) | B, A, A; Ao , (2) Ag A; A, ,

A,,B,, C,; négyzetes matrixok

(M/G/1 tipusi maétrixok). A két osztdly kozdtt azonban jelentds kiilonbségek vannak: mig
példdul a G/M/1 esetben a staciondrius eloszlds egyszerii szerkezetli (\in. matrix—geometrikus
eloszldst kovet), addig az M/G/1 esetben az csak sokkal bonyolultabban adhaté meg. Persze
hasonlé probléma lép fel mar a klasszikus G/M/1 és M/G/1 sorok bedgyazott Markov-lincainak
vizsgalatakor is. Mindkét kdnyv nagy elénye, hogy mindvégig igyekszik a gyakorlati (szdmitégépes)
megvalGSsitdst szem elStt tartani.

Nézziik meg most részletesen, milyen témdkat olel fel az utébbi kényv. Az 512 oldalas konyv,
melynek irodalomjegyzéke kb. 1400 hivatkozist tartalmaz, 6 fejezetre tagolodik.

Az 1. fejezet (The M/G/1 Queue and Some of Its Variants) a klasszikus M/G/1 sorra
vonatkozé eredményeket adja meg (ergodikussig feltétele, stacionarius eloszlds, virakozasi idok,
stb.) olyan tirgyaldsban, melyhez hasonldan irhaté le az iltaldnos eset is.

A 2. fejezet (Markov Chains of M/G/1 Type) definidlja azt a problémakért, mellyel lénye-
gében az egész konyv foglalkozik. Néhany fontos példa utan a fejezet fSleg az \in. alapperiédus
tulajdonsagait tirgyalja, melyek az ergodikussig szempontjabdl lényegesek. Az ergodikussig, a
staciondrius eloszlas és momentumainak megadasa a 3. fejezet (Positive Recurrence) témija. A
hatralevd fejezetekben az itt megadott eredmények alapjan specialis, alkalmazasi kérdések kerilnek
sorra.

A 4. fejezetben (Applications to Queues With Poisson Arrivails) olyan példik szerepelnek,
ahol a beérkezési folyamatPoisson. fgy az M/SM/1 sor (kiszolgalasi id6k Markov fehijitdsi folya-
malot alkotnak) és varidnsai, valamint az M/G/1 sor csoportos kiszolgilassal.

Az 5. fejezet ( Versatile Arrival Processes) olyan altaldnositdsokat targyal, ahol a beérkezési
folyamat mar nem feltétleniil Poisson, s6t nem is feltétlenil felijitdsi, hanem példaul egy Markov-
ldnc 4ltal moduldlt (valtozd intenzitdsi) Poisson—folyamat. Az ilyen tipusi legiltaldinosabb be-
érkezési folyamat a NEUTS altal “versatile Markov point process”nak nevezett, amely szamos
korabbi esetet (valtozd intenzitdst vagy csoportos beérkezések) magdba foglal.
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A 6. fejezet (Selected Special Models) négy olyan modell leirisit adja meg, melyek egyrészt az
alkalmazisokban gyakran eléfordulnak, mésrészt a targyalt elmélet kilonbdz3 kiegészitéseit adjak.

A kdnyv minden fejezete utdn irodalmi megjegyzéseket és feladatokat taldlunk. A feladatok
kozott vannak alkalmazdsi problémdk, elméleti kiegészitések, melyek tovabbi munkira adhatnak
Ssztonzést, de van amit szakdolgozati feladatként is fethasznilhatunk.

A gondosan &sszedllitott és szerintem hamarosan — testvéréhez hasonléan — klasszikussd valé
konyvet haszonnal forgathatjik az alkalmazott valésziniiségszamitds szerelmesei: matematikusok,
programtervezdk, mérnskdok egyardnt.

Szirtes Andrds

GOTTFRIED JETSCHKE: Mathematik der Selbstorganization. Qualitative Theorie nichtlinearer dy-
namischer Systeme wnd gleichgewichtsferner Strukturen in Physik, Chemie und Biologie (Friedr.
Vieweg und Sohn Braunschweig-Wiesbaden, 1989).

A kényv valédi célja, hogy (a matematikai statisztika kivételével) Gsszegylijtse mindazt a
matematikai anyagot, amit manapsig a természettudomanyokban alkalmazni szokds. Ezt a célt
az alcim sziikiti, a cim pedig még ennél is jobban korldtozza. A jelenség magyarazata az, hogy
habar az onszervezddés elmélete (1évén egy szamos tudomanydgat magaba siiritd teriilet) az osszes,
itt bemutatott matematikai eszkozt hasznélja, ugyanezek az eszk6z0k (esetleg mélyebben, de nem
nagyobb szdmban) alkalmasak arra, hogy a fizika, kémia és matematika szdmos mais probléma4jit
is megoldjéik. 1gy azutin egyetérthetiink a hitsé borité allitdsaval, amely szerint az olvasé szamos,
a linedris és nemlinearis differencidlegyenletekre, a bifurkiciékra, a katasztréfaelméletre és a
sztochasztikus folyamatokra vonatkozs kdnyv elolvasisdt megtakarithatja maganak, ha helyettik
ezt a miivet olvassa el (illetve tanulmanyozza 4t!). Ezutdn ugyanis képes lesz eredeti cikkek ol-
vasasira. Mas szavakkal a konyvet gy is jellemezhetjiik, hogy alig van olyan fogalom (definicié
vagy Allitds), amelyet a kényv ne tirgyalna, vagy legalibb ne érintene. Ennek bizonyitisara
felsoroljuk a kdnyv részletes tartalomjegyzékét. Bevezetés, 1. Determinisztikus dinamikai rend-
szerek, 2—4. Egy/Kett8/Kettdnél tobb szabadsigfoku rendszerek, 5. Kaotikus attraktorok, 6. Bi-
furkicéelmélet, 7. Katasztréfaelmélet, 8. Reakcié—diffiizé rendszerek, 9. Sztochasztikus dinamikai
rendszerek, 10. Sztochasztikus differencidlegyenletek, 11. Sziiletési-haldloz4si folyamatok, 12. Disz-
krét idej zajos rendszerek, 13. Sztochasztikus parcidlis differencidlegyenletek. A Fiiggelék beszél
a modellalkotas folyamatard]l dltaldnossigban; azutdn révid bevezetst ad néhany tudoméanyba
(mechanika, elektromossdgtan, kémia, biolégia) oly médon, hogy vazolja f6 problémaikat és gon-
dolkodasi sémdikat. A Filiggelék 3. szakasza a klasszikus egyensillyi és nemegyensiilyi termodi-
namikaba és a termodinamikai stabilitiselméletbe akar matematikailag megalapozott bevezetést
adni, ami természetesen szerzdnknek sem sikeriilhet a racionalis termodinamika keretein kiviil.
Végiil a szinergetika népszertisitésérdl olvashatunk.

149 j6l kigondolt, részben eredeti dbra segit a sz6veg megértésében. A feladatok megoldasa,
vagy otletek megoldasukra szintén megtaldlhatdk a konyv végén. A kdnyv tartalmaz egy valogatott
hivatkozasi listdt ( Weiterfihrende Literatur!) is, amely valéban tovdbbvezeti az olvasét, hiszen
tilnyomérészt kozismert, bevalt tankonyveket és klasszikus cikkeket tartalmaz. Az irist tdrgymu-
taté zirja.

A konyv kiilsd alakja is igen kellemes, néhdny aprdsigot leszdmitva. A betik és az adbrik
vonala inkdbb szirke, mint fekete, tovabba a boritét a festékréteg nem boritja be teljesen.

6sszefoglalva megallapithatd, hogy a természettudomanyok folyamatainak matematikai modelle-
zésével foglalkoz$ laboratériumok bizonyara szivesen fogadjik szerte a vildgon azokat a fiatalem-
bereket, akik levizsgaztak ebbdl a konyvbél. A kdnyv magyarra valé leforditisa (ami manapsig
nyilvin csak 4brand) komoly nyeresége lenne a magyar szakkdnyvirodalomnak, ugyanis messze
feliillmiilja HAKEN hasonlé céld, magyarul megjelent miivét.

Toth Jinos
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IRANPOUR, R. és CHACON, P., Basic Stochastic Processes. The Mark Kac Lectures (MacMillan
Publishing Company, New York és Collier MacMillan Publishers, London, 1988).

Ismét itt egy kdnyv abbél a sorozatbdl, amelyet BAiLEY, BARTLETT, BHARUCHA-REID,
KARLIN és TAYLOR, KEMENY &és SNELL, LAHRES és mésok inditottak el néhiny évtizeddel ezel5tt:
egy bevezetd a sztochasztikus folyamatok elméletébe, alkalmazdk szdmadra.

A kdnyv a néhai MARK KAC professzor el3ad4sain alapul, amelyeket mérmék—, matematikus
és fizikus hallgaték szamdra tartott a Dél-Karolinai Egyetemen. A kdnyv alapvetd célkitizése,
hogy ne haszniljon absztrakt matematikai fogalmakat; kiildndsen keriilje el a mértékelmélet al-
kalmazdsat. A konyv szovege onmagdban érthetd. Ezt segiti eld a valészinliségszamitasra vo-
natkozé bevezetd Nulladik fejezet, és a linedris algebrai ismereteket nyijté Fuggelék. Még az
Elsd (Foxrier—transzformdcid és az inverzids formula) és a Mésodik (Fourier-sorok) fejezet is
bevezetdnek tekinthets. A konyvben mindvégig nyilvinvalé ennek a megkdzelitésnek az ereje és
egyszeriisége.

A konyv tovabbi részének tartalma:

Harmadik fejezet: Poisson—folyamatok (t5bb definiciéval; kapcsolat az exponencidlis és az egyen-
letes eloszlissal, rendezett mintikkal; sziiletési-haldlozdsi folyamat; fel\ijitasi folyamatok)
Negyedik fejezet: Shot Noise (a véletlen zaj spektrilis siiriisége)

Otodik fejezet: Gauss—folyamatok (a karakterisztikus fliggvény; a kovariancia-métrix és a maga-
sabbrendii korreldcdk; a Wiener—folyamat; staciondrius folyamatok, a spektralis siiriség, Bochner
tétele)

Hatodik fejezet: Gasss—Markov—folyamatok (Doob tétele; a Chapman-Kolmogorov-egyenlet, az
Ornstein-Uhlenbeck—folyamat)

Hetedik fejezet: A Brown-mozgds (Einstein megkizelitése; a Brown-mozgdst végzd részecske se-
bessége; a Fokker-Planck-egyenlet; sztochasztikus differencidlegyenletek)

Nyolcadik fejezet: Markov-ldncok (az Ehrenfest-modell; sztochasztikus matrixok; véletlen bolyon-
g4s; a stacionarius eloszlis, eligazé folyamatok; ergodicitas)

A Fiiggeléket kivéve minden fejezethez szdmos feladat csatlakozik, amelyeket helyesebb lenne
inkdbb gyakorlatoknak nevezni.

A szerzdk intuitiv megkdzelitése lehetdvé teszi, hogy igen nagy anyagot tekintsenek at (pél-
daul még sztochasztikus differencidlegyenletekrél is esik sz4).

Habar a konyv igazi nyeresége az alkalmazott matematikai irodalomnak, engedtessék meg
néhany kritikai megjegyzés. El6szor is: egyetlen hivatkozads sincs a konyvben. Nem is az ere-
deti dolgozatokra valé utalds hidnyzik, hanem a matematikai eldzményeket (linedris algebra,
valésziniiségszamitds, vagy komplex fliggvénytan) tartalmazd, illetve a hasonlé céli kdnyvek (pél-
déul a fent emlitett szerz3kt5l) megemlitése. Masodszor: az intuitiv megkozelités miatt a konyv
nem alkalmas arra, hogy matematikus hallgaték ebbdl kezdjék az ismerkedést a sztochasztikus
folyamatok elméletével. Harmadszor: taldn nem Artott volna néhiny kémiai és biolégiai példat is
megemliteni az alkalmazasok kozott.

A szerzdk szAndéka volt, hogy megérizzék MARC KaAc el8addi stilusat, amely kiilonosen rovid
és elegans bizonyitdsokban nyilvanul meg.
duzegezve: Erdemei miatt a konyv melegen ajinlhatd mérnok- és fizikus hallgaték sziamaéra,
valamint a sztochasztikus folyamatokat oktaté tandrok szamara. Semmiképpen nem ajanlhaté
azonban elsd konyvnek matematikus hallgaték szdmara. Aki pedig ezzel végzett, annak megol-
dand$ tudoményos problémakat bdségesen kindl a kovetkezd két konyv:

KAMPEN, N. G. VAN, Stochastic Processes in Physics and Chemistry (North Holland, Amsterdam,
1981) és GARDINER, G. W., Handbook of Stochastic Methods for Physics, Chemisiry, and the
Natural Sciences (Springer Series in Synergetics, Vol. 13, Springer Verlag, Berlin, 1983);

az alkalmazdk szdmaéra legfontosabb eredmények pedig konnyen érthetd formiban leginkdbb az
aldbbi miiben taldlhaték meg:

IosiFEscu, M. és TauTu, P., Stochastic Processes and Applications in Biology and Medicine (Ed.
Acad. RSR, Bucuresti és Springer Verlag, Berlin ~ Heidelberg — New York, 1973).
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Ha t5bb lehetdsége lenne manapsig matematikai targyd konyvek megjelenésének Magyaror-
szagon, akkor javasolnam, hogy az ismertetett knyv keriiljon fel a leforditanddk listajara.

Téth Jdnos

Alkalmazott Matematikas Lapok 15 (1990-91)
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HELYREIGAZITAS

A SzerkesztSbizottsag kozli az Olvaséval, hogy a 14. kotet (1989) 1-2-es szdma-
ban megjelent MORRIS W. HIRSCH: Dinamikai rendszerek és differencidlegyenletek
cimii dolgozat elsé oldaldn a libjegyzet sajnalatos szerkesztési hiba miatt lemaradt.

A labjegyzet szovegét az alabbiakban pétoljuk:

A forditdas M.W. HirscH, “The Dinamical Systems Approach to Differential equations”,
Bulletin of American Mathematical Society (1984), Volume 11, pp. 1-64 dolgozatabdl az American
Mathematical Society engedélyével késziilt.
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelvl dolgozatokat kozdl. A kéziratok gépelését,
olyan forméban kérjuk, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként 4tlag 50 betGhelyes sort tartalmazzon. A
kozlésre szAnt dolgozatokat hérom példanyban kell bekildeni. Elényben részesiilnek a TEX-ben elkészi-
tett dolgozatok. Ezeket két kinyomtatott példany kiséretében diszketten kérjik beadni.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kdvetkezd kévetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek tar-
talmaznia kell a dolgozat cimét, a szerzd teljes nevét, valamint annak a vérosnak a nevét, ahol a szerzd
dolgozik. A fejléc utin egy, képletet nem tartalmazd, legfeljebb 200 sz6b6l 4ll6 kivonatot kell minden
esetben megadni. A dolgozatot cimmel ellatott szakaszokra kell bontani, é&s az egyes szakaszokat arab
sorszaimmal Kell ellitni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé szakaszt kell alkotnia. Az iroda-
lomjegyzék mindig az utolsé szakasz kell, hogy legyen, & azt nem kell sorszammal ellitni. Az iroda-
lomjegyzék utén, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzd teljes nevét és a munkahelye (illet-
ve lakisa) pontos postai cimét. A dolgozatban eléfordulé képleteket szakaszonként GjrakezdSdden, a kép-
let el6tt két zar6jel kdzé irt kettds szamozassal kell azonositani. Természetesen nem szikséges minden
képletet szamozissal ellitni. Az esetleges definici6kat és tételeket (segédtételeket és lemmaékat) ugyan-
csak szakaszonként Gjrakezd8d6, kettds szdmozassal kell ellatni. Kérjitk a szerzdket, hogy ezeket, vala-
mint a tételek bizonyitisat a szdvegben kelld médon emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy
angol, német, francia vagy orosz nyelv{, killon oldalra gépelt &sszefoglaiét. Amennyiben lehetésges, kér-
juk a nyomtaté4s szAmdra kiildndsen nehézkes matematikai jelolések hasznélaténak az elkertlését.

A dolgozatok &bréit és az esetleges labjegyzeteket a dolgozat végén, kiilondlld lapokon kérjikk be-
klldeni. Mind az 4brékat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontas4t6l figgetlen, folytat6la-
gos arab sorszdmozissal kell elldtni. Az &brék elhelyezését a dolgozat megfeleld helyén, széljegyzetként
feltintetett, Abraazonosité sorszAmokkal kell megadni. A labjegyzetekre a dolgozaton belll az azonosité
sorszim fels6 indexkénti hasznélatdval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozisok forméja a kovetkezS. Minden hivatkozést fel kell sorolni a dolgozat vé-
gén taldlhat6 irodalomjegyzékben, a szerzdk, illetve tarsszerdk esetén az elsd szerz$ neve szerint alfabe-
tikus sorrendben Ggy, hogy a cirill betds szerz6k nevét a Mathematical Reviews #tirasi szabilyai szerint
latin betlsre kell Atirni. A foly6iratban megjelent cikkekre [1}, a kdnyvekre [5], a kétetben megjelent dol-
gozatokra [4], a disszertaciokra [3] és a gépi program leirasokra [2] a kévetkezd minta szerint kell hivat-
kozni:

{1] Farkas, J., Uber dic Theorie der einfachen Ungleichungen, Jowrnal fiir die reine und angewand-
te Mathematik 124 (1902) 1-27.

[2] Kéri, G., ..DUALSIMP", rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudoményos Akadémia Szimi-
tistechnikai és Automatizilasi Kutaté Intézete, CDC 3300 felhasznal6i ismertetck 2. 1973.
méjus) 19-20.

{3] Prékopa, A., ,Sztochasztikus rendszerek optimalizalasi problémairol™, doktori értekezés. Magyar
Tudomanyos Akadémia, Budapest, 1970.

[4] Prabhu, N. U., ,Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inventory
Control and Water Storage EJ. A. Prékopa (Jinos Bolyai Mathemalical Society and North-
Holland Publishing Company, Amsterdam-London, 1973) 221-228.

[5] Zoutendijk, G., Methods of Feasible Directions (Elseiver Publishing Company, Amsterdam and
New York, 1960).

A dolgozatok szdvegében az irodalmi hivatkozés szadmait szogletes zirGjelben kell megadni, mint
példaul [5] vagy [4, 76-78]. A szerz6k a dolgozatukrél 50 darab ingyenes kuldnlenyomatot kapnak. A
dolgozatok utan szerzSi dijat az Alkalmazott Matematikai Lapok nem fizet.
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