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A BLAND SZABALY A PRIMAL
ES A DUAL SZIMPLEX MODSZER ESETEN

KLAFSZKY EMIL—TERLAKY TAMAS
Budapest

Cikkiinkben megmutatjuk, hogy a BLAND 4ltal [1]-ben megfogalmazott pivotéldsi szabaly
nem csak a primdl, hanem a dudl szimplex modszer esetén is biztositja az algoritmus végességét.
A teljességre torekvés, valamint az analdgia megmutatasa céljabol megismételjik a primal szimplex
moédszerre adott BLAND bizonyitést is.

1. Bevezetés

R. G. BLAND [1] cikkében 0j pivotélasi szabalyt fogalmazott meg a szimplex
moddszerhez, amely alkalmazisaval bizonyitani lehet a szimplex algoritmus végessé-
gét. Dolgozatunkban a tovdbbiakban az alabbi linedris programozasi feladattal
foglalkozunk :

min cx

(1.1 Ax=0b
x=0

Ahol x, c€ER", bER™ é A: mXn teljes sorrangli métrix.

A tovabbiakban a métrixokat nagy, a vektorokat kis latin betiikkel jeloljiik,
a vektorok komponenseit pedig gorog betiikkel. Igy pl. x=(&;, ..., &) és 1, a
szimplex tabla r-edik sordnak s-edik eleme.

Feltételezziik, hogy az olvasé ismeri a primél és a duél szimplex médszert, de
az egységes és teljes targyaldsmod érdekében a primal és dudl szimplex moédszer
legfontosabb tulajdonsigait a kovetkezd fejezetben réviden osszefoglaljuk.

2. A primal és a dudl szimplex médszer alaptulajdonsagai

a) A primdl szimplex mddszer
A szimplex tdbla adatait az al4bbi 4bra szemlélteti:

&7 i s . ?J seeeer g
Cg O < ohe ka5 Oj ....... an . Xg
% G Ei
Uik Qi -rkj E'k
7nm cIim E""
T = T %) |%
1. dbra
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2 : KLAFSZKY E. ES TERLAKY T.

Azt a szitu4cidt, amikor éppen pivotdlunk, az aldbbi sémin szemléltetjiik :

+

2. dbra

ahol a ,,—” szimbdlum negativ szamot; a ,,+” pozitivatés a ,,®’’ nem-negativat
szimbolizal.

Legyen B az aktudlis bazis vektorok matrixa és Iy a bazisindexek halmaza.
A primal szimplex moddszer jellemz§i a kovetkezSk :

2.1. Megjegyzés. Ha a, bevonandé a bazisba, akkor {,—y,=0.

2.2. Megjegyzés. Ha 1, pivot elem, akkor t,,>0.

2.3. Megjegyzés. TetszGleges B bazis esetén {;—y,=0, icIy.

2.4. Megjegyzés. TetszGleges B bazis esetén Bt;=a,, ahol t; a szimplex tibla
s-edik oszlopa, mivel ¢ ;=B la,.

2.5. Megjegyzés. Tetsz8leges pivottranszformacid esetén

¢

Ca’l = Caési =
Trs

(Cs - 'Ys)'

Amennyiben (¥ =(y®, ami ciklizil4s esetén mindig fennéll, akkor &=0 kell hogy

legyen, mivel {,—7,>0 a 2.2. megjegyzés miatt.

2.6. LEMMA. TetszGleges B bazis esetén a szimplex tdbla badrmely sora, valamint
az alsé sorban szerepld z vektor lin A-ban van, ahol lin A az A4 sorvektorai 4ltal
generalt altér.

Bizonyitds. Ismert, hogy z=czB~ A, igy z€lin A4, valamint a 2.4. megjeg zés
miatt a tabldzat r-edik sora e,-B~'A4 alakban irhatd, (ahol e, az m dimenzibs
r-edik egységvektor) ami bizonyitja allitisunkat.

2.7. LemMA. Legyen egy t€ R® vektor a kdvetkez6 modon adott:
Tl,n ha i= ijs ijelB’
7;,=3—1, ha i=s, s¢ls,
0, maskor.
Ekkor ¢ lin A, azaz t meréleges A sorterére.
Bizonyitds. Elégséges, ha az At=0 &sszefiiggést megmutatjuk:
At = BB 'a,—a, = a,—a, = 0.

fgy lemmankat belattuk.

Megjegyezziik, hogy a fenti lemmaban definidlt ¢ vektor megegyezik a lexiko-
grafikus dudl szimplex moddszerben az s-edik vektornal fellép6 oszlopvektorral.
fgy a fenti két lemmabol azonnal adédik a kévetkezs 2.8. tétel:

Alkalma M. ikai Lapok 13 (1987—388)




A BLAND SZABALY 3

2.8. TETEL. A primdl szimplex tibla tetszéleges sora (beleértve a z vektort is)
merGleges a lexikografikus dual szimplex mddszer tdblazatanak tetszéleges oszlopara.
Ezutdn ratériink a dudl szimplex moddszer tulajdonsagainak ismertetésére.

b) A dudl szimplex mddszer

Azt a szituacidt, amikor éppen pivotalunk, az aldbbi sémdan szemléltetjiik :

3. dbra

2.9. Megjegyzés. Ha a, a bazisbol tivozé vektor, akkor &,<O.

2.10. Megjegyzés. Ha 1, a pivot elem, akkor 7,,=<0.

2.11. Megjegyzés. TetszGleges B bazis esetén 1,;=0 jCIy esetén, kivéve 1,,=1,
ahol l=r=m.

2.12. Megjegyzés. Tetszbleges x bazismegoldas esetén &;=0 i¢I; esetén.
2.13. Megjegyzés. TetszGleges pivot transzformdicid esetén

gj - Caégi_Cs—'Ys ér
rs

Amennyiben (% =¥, ami ciklizal4s esetén minden 1épésben fennall, akkor ¢, —y,=0
kell hogy legyen, mivel £, <0 a 2.9. megjegyzés miatt.

2.14. LeMMA. Tetszbleges két x! és x2 megoldas kiilonbsége meréleges lin A-ra.

Bizonyitds. Mivel x! és x? is megoldas, igy

At —x%) = AX'—Ax* = b—b = 0.

fgy lemmankat belattuk.

2.15. Megjegyzés. Fenti lemmank azt is biztositja a 2.6. lemma4val egyiitt, hogy
két megoldas kiilonbsége mersleges a szimplex tabla tetszéleges sordra.

KOVETKEZMENY. Ha x! és x2 bazismegoldasok, akkor

G=8+ 3 i

k(lBl
ahol 7, az x'-nek megfelel§ szimplex tabla r-edik soranak k-adik eleme.

Bizonyitds. Legyen 1" a B' bazisnak megfelel§ szimplex tdbla r-edik sora.
Ekkor el6z8 megjegyzésiink szerint ¢"(x*—x')=0. A bazis tulajdonsagot felhasz-
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4 KLAFSZKY E. ES TERLAKY T.

nalva
rP—x)= 3 @G-+ E-= 2 ui+8-84=0,
kQIBl leBl
azaz

é} = 612"*"‘ 2 Trkclzc'

QlBl

3. A Bland szabily a primadl és a dual szimplex modszerhez

Ebben a fejezetben megfogalmazzuk a Bland szabdlyt a primal és a dudl szimplex
mobdszer esetében is, valamint a szabaly alkalmazdsdnak néhany kozvetlen kovet-
kezményét. A pivotdlasi szabaly a primal szimplex mddszer esetében a kdvetk zG:

P-szabdly. a) a lehetséges bevonand6 vektorok kozill a legalacsonyabb in-
dexiit vonjuk be a bazisba; b) a lehetséges tdvozé vektorok koziil a legalacsonyabb
indexi vektor tdvozik a bazisbol.

Az alabbiak nyilvanvald kovetkezményei a P-szabdlynak.

3.1. Megjegyzés. Ha a,-t vonjuk be a bazisba, akkor {,—y,=0, k<gq.

3.2. Megjegyzés. Ha £,=0 és a, tdvozik a bazisbdl, valamint a; jon be a bazisba,
akkor 7,,=0 minden k<g-ra amikor &, =0.
A 4. fejezetben bizonyitjuk az alidbbi fontos tételt.

3.3. TéreL. A primdl szimplex mddszer véges 1épésben befejezGdik, ha a P-
szabdlyt alkalmazzuk a pivot elem kivalasztasakor.

Most a dual szimplex médszerre vonatkozd pivotalasi szabalyt, majd annak
kovetkezményeit fogalmazzuk meg.

D-szabdly. a) a lehetséges tdvozd vektorok koziil a legalacsonyabb indexi
vektor tavozik a béazisbdl, b) a lehetséges bevonandd vektorok koziil a legalacso-
nyabb indexiit vonjuk be a bazisba.

3.4. Megjegyzés. Ha a, vektor tavozik a bdzisbol, akkor =0, k<gq.

3.5. Megjegyzés. Ha {,—7,=0 és a, a bazisba bevonandé vektor és a, tdvozik
a bazisbol, akkor 7,,=0, j<g esetén, amikor {;—y,=0.

A 3. tétellel analdg allitas igaz a dudl szimplex moddszer esetében is. Bizonyitasat
szintén a 4. fejezetben végezziik el.

3.6. TETEL. A dudl szimplex mddszer véges 1épésben végetér, ha a D-szabdlyt
alkalmazzuk a pivot elem kivalasztdsakor.

Alkal M. ikat Lapok 13 (1987—88)




A BLAND SZABALY 5

4, A primal és a duil szimplex médszer végességének bizonyitdsa

ElGszér 3.3. tételt bizonyitjuk be a szimplex modszer és a pivotdladsi szabaly
tulajdonsagaira tdmaszkodva.

A 3.3, tétel bizonyitdsa:

Tegyiik fel indirekt, hogy egy adott megengedett bizisbdl indulva a szimplex
eljaras nem ér véget, azaz ciklizal, mivel a lehetséges bazisok szama véges. Mivel
a P-szabily egyértelmiien meghatidrozza a bazisba bejovs és onnan tdvozo vektort,
igy a kor egyértelmiien meghatarozott. Legyen I™* azon vektorok indexeinek halmaza,
melyek a ciklizdlas soran kikeriilnek a béazisbdl. (Természetesen ezek ugyanazok,
mint amelyek a kor sordn valamikor bekeriilnek a bazisba. Megjegyezziik, hogy ha
s¢I*, akkor a, vagy mindig a bdzisban volt, vagy soha sem volt a bazisban a kor
sordn. Jeloljiik g-val a maximalis indexet I*-ban. A kor sordn g, valamikor bejon,
valamikor meg tdvozik a bazisbol. Legyen B’ az a bazis, amikor a, bejon a bazisba,
B” pedig az a bazis, amikor tdvozik a, a bazisbol. Ekkor B’-re és B”-re is fennéllnak
a 2.1.—2.8.-ban leirt tulajdonsigok, valamint B’-re a 3.1. és B”-re a 3.2-ben leirtak.
Tekintsiik a B’-nek megfelel§ 2z’ és a B”-nek megfelel§ ¢” vektort, ahol z’-t a 2.6.
lemma, ¢”-t a 2.7. lemmdanak megfelelGen készitettiik el. (Legyen s; a bazisba bejovs
vektor az utobbi esetben.) Ekkor 2’ 1 t”, azaz 2’ - 1”=0.

@.n 2t = 2 tli—(,=0.

k€lps

A 2.1. megjegyzés miatt {J—y,>0, azaz > T37,—7,>0, amit (4.1)-bdl kivonva
kéTg.

kapjuk, hogy
(4.2) kZ TGe—rm)— (=) < O.

€lgs

Nyilvdn s€I*, igy s<gq igy a 3.1. megjegyzés miatt {;—y,=0, valamint 7,,>0
és [;—y,~0 a 2.2. és 2.1. megjegyzés miatt. Tovabba a 2.3. megjegyzés miatt
Le—7=0, k€lg, igy (4.2)-bdl nyerjiik, hogy:

(4.3) g TG —7) < 0.
keIgr\Ig\4

Mivel Ip\Jp \gc{klk€l*, k<q} igy a 3.1. megjegyzés miatt {{—y,=0, és a
3.2. megjegyzés miatt 7,=0, azaz (4.3)bal oldala nemnegativ, igy ellentmondasra
jutottunk, indirekt feltevésiink nem igaz. Tételiinket tehat bebizonyitottuk.

Most ratériink 3.6. tétel bizonyitasara.

A 3.6. tétel bizonyitdsa:

Bizonyitasunk hasonlé médon indirekt, mint a 3.3. tétel bizonyitdsa. Tegyiik
fel, hogy a dual szimplex mddszer a D-szabdly alkalmazasa mellett ciklizal. Legyen
I'* ismét a kor sordn a bazisbdl kilépd indexek halmaza, és legyen g az I*-ban levd
indexek koziil a maximalis.

Legyen B’ az a bdzis, amikor a, bejon a bazisba, és B” az a bazis, amikor a,
tavozik a bazisbdl. Ekkor B’ és B” bazisokra természetesen fennéllnak a 2.9.—2.15-
ben leirt tulajdonsagok, tovabba B’-re a 3.5., B”-re a 3.4. megjegyzésben leirtak.

Alkeal M, ikai Lapok 13 (1987—388)



6 KLAFSZKY E. ES TERLAKY T.

Tekintsiik a B’-bazisnak megfelels " vektort, ahol a, a bazisboél tdvozd vektor
és az x’, x” megoldasvektorokat B’ és B”-nek megfelelGen. Ekkor a 2.15. megjegyzés
miatt 17(x”—-x")=0, azaz a 2.11. megjegyzés miatt:

@44 P ¢+t (& —8) = 0.

iy

A 2.11. megjegyzés miatt 1/,=1 ésa 3.4, megjegyzés miatt &/ =0, a 2.9. megjegyzés
miatt £/ <0, igy (4.4)-b8l nyerjiik, hogy

(4.5) & &=l <0.

{Tg

Mivel /,<0, £/<0 és £;=0, valamint a 2.12. megjegyzés miatt &;=0, ha k¢ I
és =0, ha k¢ lg., igy (4.5)-bbl

(4.6) > bl <O

keIg.\Ip\a
Mivel IpN\Jp\gC{klk€Il*, k<q} igy a 3.5. megjegyzés miatt 7,=0 & a 3.4.
megjegyzés miatt &; =0, azaz a (4.6) egyenlGtlenség bal oldala nemnegativ, igy
ellentmondasra jutottunk, indirekt feltevésiink nem igaz, tehat tételiinket bebizo-
nyitottuk, a D-szabdly alkalmazisaval a duil szimplex mddszer nem ciklizalhat.

5. Osszefoglaléo megjegyzések

Dolgozatunkban a Bland szabdllyal médositott primdal és dudl szimplex modszer
végességét bizonyitottuk. Bizonyitdsunk koézvetleniil a szimplex tdblaban taldlthatéd
adatokra tamaszkodik, nem igényli a szimplex tdbla bdvitését, ahogy az BLAND
[1] dolgozataban taldlhatd. Az ltalunk adott bizonyitdsok oktatasi célra is kozvet-
leniil felhasznalhatok, mivel bizonyitdsaink csak a primal és a dudl szimplex modszer
jol ismert tulajdonsigaira, valamint a P- és D-szabdly alkalmazdsanak elemi kovet-
kezményeire tdimaszkodnak.

A dudl szimplex modszer végességét bizonyithattuk volna dgy is, hogy a dual
szimplex médszer nem mas, mint a duil feladatra alkalmazott primdl szimplex
modszer, megszabaditva a nem 1ényeges alkotdelemektSl. EbbSl kozvetleniil kovet-
kezne a dual szimplex mddszer végessége is. Ez azonban kevéssé ismert, igy indokolt-
nak tartottuk a dudl szimplex moddszer végességének rovid, direkt bizonyitasat.

Alkals M ikal Lapok 13 (1987—88)
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NEHEZIPARI MUSZAKI EGYETEM MATEMATIKAI INTEZET
3515 MISKOLC, EGYETEMVAROS

TERLAKY TAMAS

ELTE TTK OPERACIOKUTATASI TANSZEK
1088 BUDAPEST, MUZEUM KRT. 6—38.

THE “BLAND” PIVOTING RULE FOR THE PRIMAL
AND DUAL SIMPLEX METHOD

E. Krarszky and T. TERLAKY
In our paper we show that the pivoting rule — formulated by R. G. BLAND in [1] — garantees

the finiteness both of the primal and dual simplex method. To show the analogy we repeat the
proof of Bland for the primal simplex method.
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A FELULETI DISZJUNKTIV PROGRAMOZASI
FELADATROL
FULOP JANOS

Budapest

A dolgozatban megmutatjuk, hogy tetszéleges linedris diszjunktiv programozasi feladat egy
ekvivalens feliileti diszjunktiv programozasi feladat alakjara transzformdlhatd. Véges metszGsik
modszert adunk a feliileti feladat megoldasara. Ennél a modszernél, az eddig ismertektdl eltéréen,
a megengedett pontok halmazanak korlatossdga nincs megkovetelve.

1. Bevezetés

Tekintsiik a linedris diszjunktiv programozasi feladatot konjunktiv normdl alak-
Jjaban megadva [1, 3, 9]:

mine’x
(1.1) xc¢X = {x[Dx =d,x = 0},
x¢Y= N U {xla¥x = bl},
hEH i€Q,

ahol D m X n-es matrix, ¢ és a? n-dimenzids vektorok, d m-dimenzids vektor, b skalar
és x a valtozdk n-dimenzids vektora. A H és Q,, h€ H indexhalmazok végesek.
Feltessziik, hogy X0, de sem X, sem Y korldtossdga nincs kikétve. Megmutat-
hat6, hogy (1.1) alakjara transzformalhat$ tetszfleges olyan matematikai progra-
mozasi feladat, ahol a célfiiggvény linedris és a megengedett pontok halmaza véges
sok halmazelméleti egyesités és metszet képzési miivelet véges sok zart féltérre vald
alkalmazasdval jon létre [3, 9]. Szamos jol ismert matematikai programozaisi feladat
irhat6 fel (1.1) alakjaban, pl. a linedris vegyes 0O—I-es feladat, a linearis komple-
mentaritasi feladat, a szeparabilis programozasi feladat, az extremalis pont optima-
lizalasi feladat stb. [2, 3, 9].

Az (1.1) alaku diszjunktiv programozési feladatot feliileti feladatnak nevezziik,
ha XN {x[al x=bl} vagy iires, vagy az X poliéder egy hatarolé feliilete (face, [8])
minden i€Q,, h€ H esetén. Az X poliéder egy F részhalmazat akkor nevezzilk X
hatarolé feliiletének, ha F=X vagy létezik az X poliédernek olyan E érint§ hiper-
sikja, hogy F=XNE.

Legyen P=clconv(X(1Y) az XNY megengedett tartominy konvex burka-
nak lezartja. BALAS megmutatta [1, 3, 9], hogy P konvex poliéder és hogy az (1.1)
feladat helyett elég a min {¢’x|x€ P} feladattal foglalkozni. Ha a P poliédert el§
tudjuk allitani explicit alakban, akkor (1.1) helyettesithetd egy linearis programozasi
feladat megoldasaval. Tegyiik fel, hogy a P poliéder g-dimenziés. Ekkor P el6all
a P poliédert tartalmazé g-dimenzids sokasdg és bizonyos, a P (¢—1)-dimenzids
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10 FULOP J.

hatirolé feliiletein Atfektetett, R"-beli hipersikok altal meghatarozott félterek met-

szeteként. BALAS mddszert adott ezen (g—1)-dimenzios hataroléd feliletek elGalli-

tasara [1, 3, 9], azonban ha [J |Q,| nagy, akkor ez a mddszer olyan nagyméretii
heH

€
linedris egyenlGtlenség rendszer altal meghatdrozott poliéder Gsszes csticsanak meg-
hatdrozisat jelenti, amely feladatot a mai mddszerekkel és szamitégépekkel el-
fogadhat idén beliil nem tudunk végrehajtani. A feliileti diszjunktiv programozasi
feladatok esetén azonban a BALAs 4ltal adott mddszer jelent&sen egyszeriisodik és
a P poliéder is bizonyos specialis tulajdonsagokkal rendelkezik. Ezt felhaszndlva
JErOsLOW [6], valamint SHERALI és SHETTY [11] véges metszdsik mddszert adtak a
feliileti feladat megoldasara.

Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy tetszdleges (1.1) alaki, de nem feliiletj
diszjunktiv programozasi feladat 4j valtozdk és feltételek bevezetése drdn egy ekvi.
valens feliileti feladattd konvertilhatd. Ezutidn egy uj, véges metszdsik modszert
mutatunk be a feliileti feladat megoldasara. Ennél a médszernél, az eddig ismertek-
tdl eltér8en, a megengedett pontok halmazinak korlatossaga nincs megkovetelve,

2. Linearis diszjunktiv programozasi feladat feliileti feladat alakjira
torténd transzformalasa

Legyen egy linedris diszjunktiv programozasi feladat az (1.1) konjunktiv alakban
megadva. Legyen T azon (i, h) indexparok halmaza, ahol XN {x|a¥x=b!} nem
hatdrol6 felillete az X poliédernek, a toviabbiakban az iires halmazt is hatarold
feliiletnek tekintve. Minden (7, h)¢ T indexpdrhoz bevezetiink egy nemnegativ u!
valtozot. TetszBleges x vektor esetén teljesithetd az al’x+ul=b! egyenlStlenség,
ha az u! valtozét elég nagynak valasztjuk. Azonban a¥ x=b! csak akkor teljesiil,
ha az el6z8 egyenlStlenségben uf nempozitivnak is valaszthats., Jelolie u az uf,
(i, h)€ T komponensekbdl 4116 vektort. Konnyen lathatd, hogy

minc’x
Dxz=dx=0 @.1
al’x+uf = b uf =0, (i, h)eT

(eilaggr ()= 90 1 A(8)

feliileti diszjunktiv programozasi feladat és ekvivalens az (1.1) feladattal. A (2.1)
feladatban az (1.1) alakhoz képest |T'| szamu Gj valtozé és feltétel szerepel.

a’x = b{'}]

3. Az X poliéder megengedett pontot mar nem tartalmazé hatirolé
felilletének felderitése

A kovetkezSkben (1.1)-r8] feltessziik, hogy feliileti feladat. Ebben az esetben
a megengedett pontok XNY halmaza az X poliéder bizonyos hatarolé feliileteinek
egyesitése. Ha az (1.1) feliileti feladat esetén valamely (i, &) indexparra {x|a¥x=bf}>
DX teljesiil, akkor ezen A index elhagyhaté a H indexhalmazbdl. Ha maga a H
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indexhalmaz iiressé valik, akkor (1.1) linedris programozasi feladatta redukalddik,
ellenkez8 esetben konnyen lathatdé, hogy a megmaradt (1.1) feladat esetén
Xc {x|al x=bt}, Vi€Q,, heH.

Az X poliéder egy F hatéarold feliiletét nem-megengedettnek nevezzik, ha
FNY=0. Ha az (1.1) feladat megengedett pontjit keresd eljirds sordn egy nem-
megengedett F hatarold felilletre bukkanunk, akkor érdemes F pontjait kizarni a
tovabbi keresésbll. Metsz8sik feltételt fogunk el@allitani, amely levdgja F pontjait,
de meghagyja (l.1) megengedett pontjait. A késGbbiekben egy tn. célfiiggvény
metszést is fogunk alkalmazni, amely kizar a keresésbdl minden olyan pontot, amely
az addig talalt legjobb megengedett célfiiggvényértéknél nagyobb célfiiggvény-
értékkel rendelkezik. Az eljaras egy adott 1épésében jelolje

@3.1) Gx=¢g

az eddig elGallitott k£ szdmi metsz§sik feltételt, ahol G (kX n)-es métrix és g k-di-
menzidés vektor. Az eljards induldsakor nyilvin k=0. Egy adott 1épésben az X
poliéder tovabbi vizsgilat ald es6 része XNZ, ahol Z={x|Gx=g}. Legyen
X°€XNZ é S={hcH|al'x°<b}, Vi€Q,}. Minden A€ H\ S index esetén valasz-
szunk ki egy olyan i(h) indexet, amelyre af, 'x°=b},, teljesil. Legyen
F=XN{x|al, x=>bl,, Yhe H\ S}. Ha S=0, akkor F megengedett hatirold
feliilet, azaz FC Y. Az S0 esetben megprobaljuk az X poliédernek egy olyan meg-
engedett hatarold feliiletét megtaldlni, amely az F hatdrold felilletben fekszik.

Rogzitsiink le egy p€S indexet, valasszunk ki egy j€Q, indexet és oldjuk
meg a

3.2 max {a? x|x€ FN Z}

linearis programozasi feladatot. Mivel (1.1) feliileti feladat, igy (3.2) véges z? opti-
mumértékkel rendelkezik és nyilvin z?=b?. Ha 2z}=>b%, akkor tdvolitsuk el a
p indexet az S indexhalmazbol, legyen i(p)=/ és tekintsiik most az (j A\ S index-
halmaz altal meghatédrozott F hatéarold feliiletet. A z?<b? esetben valasszunk egy
Uj j€Q, indexet és oldjuk meg az 0j (3.2) feladatot. Ha az deriil ki, hogy z?<b?}
minden j€Q, esetén, akkor FNZNY=0 é&s egy metszdsik feltételt fogunk el6-
llitani, amely kizarja FNZ pontjait a tovabbi keresésbél.

4. A metszosik feltétel elGallitisa

A (3.2) feladat, megfelel§ kiegészit§ valtozok bevezetésével, a kovetkezd alakban
is felirhatd:
maxz = a}’x

“4.1) Dx—-y=d, Gx—-w=¢g, x=0, y=0, w=0,
aliy X+ vl = bly, vl =0, heH\S.

Gyiijtsiik Ossze a (4.1)-ben szerepld véltozdkat az (m+n+k-+|H\ S|)-dimenzids
X vektorba, a jobb oldalon szereplé komponenseket az (m+k+|H \ S|)-dimenzids
b vektorba, a célfiiggvény komponenseket az (m+n+k+|H\_S|)-dimenzids c? vek-
torba és a feltételi egyiitthatokat az (m+k+|H\ S|)X(m+n+k+|H\_S|) méretii
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12 FULOP J.

A métrixba. Jeldlje J a of,), h¢ H\ S véltozék X vektorbeli indexhalmazit. Irjuk a
(4.1) feladatot

4.2 max{z = ¢’'X[AX=b,X = 0,X;, = 0, icJ}

alakba. Tegyiik fel, hogy a (4.1) feladatot a (4.2) feladat alakjiban szimplex méd-
szerrel oldottuk meg. Legyen B a (4.2) optimalis bazisa és jelolje I, ill. Iz a bazis-
valtozdk, ill. a bazison kiviili valtozdk indexhalmazat. Legyen rP az optimalis
bazishoz tartozé redukalt koltségek vektora. Nyilvan r{#P =0, Vi€ Ig\J és r{/? =0,
vi€lp. Az optimalis szimplex tibla célfiiggvény sorabdl kapjuk, hogy
z=25— > rPz = 22 U2y,
i€Tg

Nyilvdnvald, hogy €7'X=b?, X=0 esetén teljesiil az
4.3) (/- =1, X=0

feltételrendszer is. Mivel XN Z pontjait tekintve X=0, ezért tUP=0 esetén
(4.3) inkonzisztens. Ebben az esetben a¥x<b?, Yx€XNZ, igy a j indexet el-
hagyhatjuk a @, indexhalmazbol. Nyxlvanva]o hogy tetszGleges x€X ﬂ YNZ telje-
siti a (4.3) feltetelrendszert legalabb egy j€Q, esetén. Allitsuk el8 minden j€ o,
esetén a megfelel§ (4.3) feltételrendszert. Ha mindegyik inkonzisztens, akkor
XNYNZ=0 és leallhatunk. Kiilonben, BALAs diszjunktiv metszés &tletét felhasz-
nalva [1, 2, 3, 9] allitsuk el§ az

4.4 rxz=1l

egyenl6tlenséget, ahol
ri = max [rP/(z — b7
jeg,

Az XNYNZ halmaz pontjaibdl képzett X vektorok nyilvan teljesitik a (4.4) egyen-
18tlenséget. Mivel zZ<b?, Vj€Q, és r»? =0, vi¢J, j€Q,, ezért r,=0 minden
i¢J index esetén. Az F(\Z halmazbeli pontoknak megfelel§ X vektorokban X;=0,
vieJ, igy ezen pontokra nem teljesiil a (4.4) egyenlStlenség. Megjegyezziik, hogy
a (4.4) metszés mélyithetd GLOVER negativ ¢l kiterjesztési tletének felhasznalasaval
[5, 9]. Miel6tt a (4.4) egyenl6tlenséget (3.1)-hez csatolnank az FNZ pontjainak
kizdrasa c€ljabél, a (4.4) egyenl6tlenséget a (3.1)-ben megkivant alakra kell transz-
formélni. Ez kénnyen megtehetS a w, y és v, valtozdk eliminalasaval, felhasznélva
definicidjukat.

5. Optimalizalds megengedett feliileteken

Tegyiik fel, hogy kozvetleniil vagy (3.2) feladatok megoldasa utin az S=0
esethez jutunk. Ekkor az F=XN{x|al, x=>bly , VhEH} hatdrolé felilet meg-
engedett, azaz FCY, tovabba FNZ=0. Azt is tudjuk, hogy a Z halmazt eld-
allitd Gx=g feltételek koziil legfeljebb csak a célfiiggvény metszés vag bele az F
hatdrolo6 feliiletbe, igy az F\ Z halmazbeli pontok (1.1) optimalis megolddsa szem-
pontjabol nem érdekesek. Oldjuk meg a

¢.1 min {c’x|x€ F}
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linedris programozasi feladatot. Ha (5.1) célfiiggvénye alulrél nem korlitos az F
hatirol6 feliileten, akkor nyilvidn (1.1) azonos célfiiggvénye sem korlatos alulrél
az XNY megengedett halmazon. Ha (5.1)-nek véges optimuma van, akkor az F egy
csucspontjan, igy X egy csucspontjan is felvétetik. Jelolje x° ezt a csiicspontot.

Legyen _
0y = {icQ4lal’'x’ = b}, heH.

0,#0, mivel i(h)€Q,, heH. Nyilvanvals, hogy tetszSleges j(h)€Q,, he¢H
indexek vélasztasa esetén F=XN{x[ak, x=>b",,, h€ H} az X poliéder megengedett
hatdrolé felillete. A mar tekintett F kivételével vizsgaljuk meg egymas utdn az igy
€l3alld F hatarold feliileteket, vajon csdkkenthetS-¢ tovabb (5.1) célfiiggvénye, ha
az F megengedett halmazt ideiglenesen az F hatdrol6 feliiletre cseréljiik fel. Konnyen
lathato, hogy ez az x° ponthoz tartozd optimalis szimplex tiblaban végzett vizsgalat-
tal eldonthet8. A csokkentés lehetdsége esetén cseréljiik fel véglegesen a két hatarold
feliiletet, oldjuk meg az Gj (5.1) feladatot és végezziik el Gjbdl a vizsgilatokat. Mivel
az X poliédernek véges sok hatarold feliilete van, igy véges sok célfiiggvény értéket
javitd hatarold feliilet csere utdn vagy az deriil ki, hogy (1.1) célfilggvénye az XNY
halmazon alulrdl nem korlatos, vagy X olyan x° csticspontjahoz jutunk, ahonnan
a fenti hatarol6 feliilet cserével nem tudunk tovabblépni.

Tegyiik fel, hogy az utobbi esetnél vagyunk. Az (1.1) optimalis megoldasanak
meghatarozasa szempontjabol a tovabbiakban csak azon x pontok érdekesek,
melyekre ¢’x=<c’'x’. Ha pusztin a —c'x= —c’x" egyenlStlenséget adnank hozzi
(3.1)-hez, akkor a legutolsé (5.1) feladat optimdlis megoldasai, amelyek X egy
hatarol6 feliiletét alkotjik, nem lennének kirekesztve a tovabbi keresésbfl. Valasz-
szunk egy pozitiv ¢ szamot és adjuk hozzi a

5.2) —c'x=c'x+e

célfiiggvény metszést (3.1)-hez, vagy ha ilyen mar volt, akkor cseréljiik fel a régit
(5.2)-vel. Az (5.2) feltétellel a legutolsé x° csticspont altal generalt dsszes F meg-
engedett hatarold feliiletet levagjuk.

Ezutian a maradék XNZ poliéderen Ujbol megengedett pontot tartalmazéd
hatarol6 feliiletet keresiink. Ha kézben kideriil, hogy XNYNZ=0, akkor még
nem allithatjuk, hogy a legutoljira talalt x° csticspont az (1.1) optimalis megoldasa.
Meg kell vizsgalnunk, hogy a ¥=XNYN{x]c¢'x*—¢ < ¢'x<c'x°} halmaz iires vagy
sem. Ha V=0, akkor a legutoljira taldlt x° az (1.1) feladat optimalis megoldasa.
A V#D esetben a

(5.3) min {¢"x|xcV'}

feladat optimalis megoldisa lesz azonos (1.1) optimdlis megolddsaval. Mivel
XNYNZN{x|c’x=c'x"—¢}=0 és XNY az X poliéder bizonyos hatarolé feliiletei-
nek egyesitése, V=0 esetben (5.3) optimuma X egy csticspontjan is felvétetik.
Hagyjuk el az (5.2) feltételt (3.1)-b8l és legyen Z az igy kapott (3.1) rendszernek
eleget tevg pontok halmaza. Nyilvin XNYcZ. Jelslje vert X az X poliéder csiics-
pontjainak halmazat és legyen W =ZN {x|c’x° —e=¢"x =c'x°}. Az (5.3) feladat opti-
malis megoldasa W vert X egy eleme. A W\ vert X halmaz meghatdrozdsa egy
extremdlis pont optimalizildsi feladat megengedett pontjainak meghatirozasaval
azonos [4, 7, 9, 12].
Tekintsiik most a
(5.9) min {¢’x|x€WNY Nvert X}
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feladatot. Konnyen belathatd, hogy az utoljara talalt x° csticspont (5.4) megengedett
pontja, tovabba (5.4) optimum értéke pontosan akkor kisebb a ¢’x° értéknél, ha
V#0. Tegyik fel, hogy ismerjitk a W vert X véges halmazt. Ekkor (5.4) megol-
dasa elvégezhetd 1igy, hogy a W lvert X halmazbél elhagyjuk az ¥ halmazba nem
tartoz elemeket és meghatiarozzuk a minimalis ¢’x értéket a maradék véges halma-
zon. A W vert X halmaz elemeinek elGallitasara véges metszdsik modszerek 1étez-
nek [4, 7, 9]. Ezaltal véges 1épésben megoldhatjuk az (5.4) feladatot, amelynek op-
timalis megoldésa egyben (1.1) optimalis megoldasa is.

6. A végesség

Az (1.1) feladat megolddsira javasolt eljards minden fGiterdcijaban véges
szamu (3.2) feladat megoldasa utdn az X olyan F hatarold felilletéhez jutunk, melyre
FNZ50, és vagy FCY vagy FNZNY=0. Az elsG esetben az 5. fejezetben leirtak
szerint megengedett feliileteken valdé optimalizdlast hajtunk végre. A misodik eset-
ben a 4. fejezetben leirtak szerint metszisik feltételt allitunk el FNZ pontjainak
elhagydsa céljabol. Mindkét esetben legalibb eggyel csokken X azon hatirold
feliileteinek a szdma, amelyek tartalmaznak pontot a maradék XNZ poliéderbdl.
Mivel az X poliédernek véges sok hatarold feliilete van, véges sok fSiteracio utdn az
alabbi esetek egyikéhez jutunk:

(i) az (5.1) feladat célfiiggvényértéke alulrél nem korlidtos a megengedett
pontok halmazin és ugyanez teljesiil az (1.1) feladatra is;

(ii)) XNZ = 0;

(iii) az inkonzisztens (4.3) rendszerekhez tartozé j€Q, indexek elhagyésa
utin Q,=0.

Az (i) esetben ledllhatunk. Ha az (ii)—(iii) eseteknél vagyunk és elSzéleg az (1.1)
feladat egyetlenegy megengedett pontjat sem allitottuk elS, akkor (1.1)-nek nincs
megengedett megoldasa, ledllhatunk. Az ellenkez8 esetben oldjuk meg az (5.4)
feladatot az 5. fejezet végén leirtak szerint. Az (5.4) optimalis megoldasa egyben
(1.1) optimalis megoldasa is lesz.
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MTA SZAMITASTECHNIKAI ES AUTOMATIZALASI KUTATO INTEZET
1111 BUDAPEST, KENDE U. 8—10,

ON THE FACIAL DISJUNCTIVE PROGRAMMING PROBLEM
J. FoLOP

In the paper it is shown that any linear disjunctive programming problem can be transformed
into the form of an equivalent facial disjunctive programming problem. A finite cutting plane
method is proposed for the facial problem. At this method, contrary to other ones, the boundedness
of the feasible region is not assumed.
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BINARIS VALTOZOK STRUKTURAJANAK VIZSGALATA

TELEGDI LASZLO

Budapest

A dolgozat olyan, nagyszami objektumon megfigyelt bindris valdszin{iségi valtozék struk-
tardjanak statisztikai vizsgalataval foglalkozik, amelyek dichotem jellegek indikator valtozoéi.
Vizsgélja a valtozok fiiggetlenségét abban az esetben, ha a valtozdszdm nagy és/vagy az egyes jellegek
valésziniisége kicsi. Ha a valtozok nem fliggetlenek, fiigglségiiket a normélis kiisz6b modellel
jellemezziik. Ez feltételezi, hogy az egyes valtozokhoz hozz4 van rendelve egy-egy hattér véaltozob.
Ezek egyiittes normalis eloszlasiak, egy-egy kiiszéb tartozik hozzdjuk, tovabba egy objcktum
akkor és csak akkor rendelkezik valamely jelleggel, ha a megfeleld hattér véliczo rajta felvett ériéke
cléri a megfelels kiszobot. A dolgozat ismerteti a (dichotem jellegekkel, ill. binaris valtoz¢kkal
jellemzett) objektumok klaszteranalizisére kidolgozott Gj eljarast, a tobbszords tobbdimenzids
skalazast, amely a valtozdk kozonséges tobbdimenzios skalézdsa révén sorolja klaszterckbe az
objektumokat, Végiil a szamitogépek egyik fontos orvosbiologiai alkalmazasaval, a velesziiletett
rendellenességek statisztikai vizsgdlatiaval foglalkozik.

1. Bevezetés

Att6l fiiggben, hogy milyen tulajdonsigra vonatkozik, a valdszinfiségi viltozé-
nak tobb tipusa van. Kiemelkedd fontossagi a kovetkezd kett§:

a) Kvantitativ (mennyiségi) vdltozé. Mérhet§ és ennek kovetkeztében mérték-
szamokkal is kifejezhetd tulajdonsagra, mennyiségre vonatkozik. Lehetséges meg-
figyelési értékei valds szdmok. Ha ezek folytonos sokasagot képeznek, a valtozd
Sfolytonos, ha megszamlalhatdéan sokan vannak, a valtozd diszkrét.

b) Kvalitativ (mindségi, kategorikus) vdltozé. Nem mérhet§ és igy mérték-
szamokkal ki sem fejezhetd tulajdonsdgra vonatkozik. Lehetséges megfigyelési értékei
egymastdl mindségileg killonboz§ osztalyok (kategébriak).

Az olyan diszkrét valtozot, amelyik csak az 1 és 0 értékeket veheti fel, bindris
vdltozénak, az olyan kvalitativ valtozot, amelyiknek csak két kiillonboz8 megfigyelési
értéke fordulhat el§ (igen-nem, férfi-ng, él6-nem €16, beteg-egészséges stb.), dichotom
(alternativ) vdltozénak nevezik. A dichotom viltozé két lehetséges megfigyelési
értéke koziil az egyik sok esetben ki van tiintetve, és valamely jelleg (pl. betegség)
meglétét jelenti. Az ilyen dichotom véltozohoz természetes mddon hozzarendelhetd
egy bindris valtozd: a jelleg (meglétének mint eseménynek az) indikdtor vdltozdja.
Ilyen valtozok képezik jelen dolgozat targyat. Olyan bindris valtozdk struktiirdjat
vizsgaljuk tehat, amelyek dichotom jellegekre vonatkoznak. Jelolje ezek szdmat n,
a valtozokat W, W,, ..., W,, a jellegeket 4,, A,, ..., A,, a megfigyelések szamat M,
azokat az objektumokat pedig, amelyeken a viltozokat megfigyeljiik, y;, Yoy «oes V-
A dolgozatban azzal az esettel foglalkozunk, amikor a viltozékat nagyszimu objek-
tumon figyeljiikk meg. Vizsgalatuk azon az adatmez&n alapul, amelyik megadja, hogy
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az egyes objektumok mely jellegekkel rendelkeznek. TetszGleges objektumot a jelle-
gek egy részhalmaza jellemez. Az objektumok olyan kisérletek kimenetelének is
tekinthet8ek, amelyek soran a jellegek (pontosabban a meglétiik) mint események
vagy bekovetkeztek, vagy nem. Ily mddon a valtozdk struktirajanak vizsgédlata ezen
események egymdas kozti kapesolatainak vizsgalatat jelenti. Ehhez szitkséges a 2°
szamu A; A;,...A;, esemény valodszinliségének meghatdrozdsa. Ezt a feladatot 2"
mar tizes nagysagrendll » mellett is igen nagy volta teszi bonyolultta.

Legegyszeriiob dolgunk akkor lenne, ha az 4; események — tehat a jellegek,
ill. a valtozdk (teljesen) fiiggetlenek lennének: ekkor tetszdleges A;A4,,...4;,
esemény valoszinfisége az 4, A, ..., A;, események valészinil égeinek szorzata.
A 2. szakasz a valtozok fiiggetlenségvizsgalataval foglalkozik, amelyet nagyobb n
és/vagy kis P(A4;)-k esetén nem konnyii elvégezni.

Ha a viltozdok nem fiiggetlenek, jellemezniink kell fiiggdségiiket. A tobbdimen-
ziés normalis eloszlas egyszerfisége és gyakori elSforduldsa adta az Gtletet, hogy
vizsgiljam a normilis kiisz6b modellt. Ez feltételezi, hogy a jellegeknek mindegyik
objektumra nézve van egy-egy valds szammal kifejezhet§ mértéke, vagyis az i-edik
(binaris) valtozéhoz hozz4 van rendelve egy L; hattér valtozd. A modell szerint ezek
egylittes normalis eloszldstiak, egy-egy kiiszéb tartozik hozzajuk, toviabba egy
objektum akkor és csak akkor rendelkezik az A; jelleggel, ha L; rajta felvett értéke
eléri a megfeleld kiiszobot. A 3. szakasz ezzel a modellel foglalkozik.

A normalis kiisz6b modellnek a vazolt feladatban van egy hatridnya: feltétele-
zése esetén igen nehézkes sajitos jellegkombindcidk és ilyenekkel jellemzett objek-
tumcsoportok meghatdrozdsa, az objektumok klaszteranalizise. A 4. szakasz a
(dichotom jellegekkel, ill. binaris valtozokkal jellemzett) objektumok klaszteranali-
zisére kidolgozott 0j eljarassal, az in. t6bbszords tobbdimenzids skalazassal (t6bb-
széros MDS, MMDS) foglalkozik, ami a valtozdék (kozonséges) MDS-e révén
sorolja klaszterekbe az objektumokat. A valtozok (k6zdnséges) MDS-e azt a prob-
1émat vizsgalja, hogy a valtozdk kozott értelmezett tavolsdgok alapjan hogyan lehet
a valtozdkat megjeleniteni valamely R* alacsony dimenziés euklideszi térben, vagyis
hogyan lehet R*-ban olyan pont-n-est konstrualni hozzajuk, hogy a pontok euklideszi
tavolsiga minél jobban tiikrézze a valtozdk tdvolsagat. Ahhoz, hogy a véltozdk
j61 skdlazhatdak legyenek, konzisztenseknek kell lenniilk a kovetkezd értelemben:
ha két valtozé ,,k6zel” van egy harmadikhoz, egymashoz is ,,kozel” kell lenniiik.
Az MMDS azt a problémait vizsgalja, amelyik akkor meriil fel, ha a fenti konziszten-
cia nem teljesiil: hogyan lehet az objektumokat minél homogénebb klaszterekbe
sorolni, amikor is egy-egy klaszter homogenitasat a valtozék ezen klaszter mellett
tortén§ MDS-ének josagaval mérjiik ?

A dolgozat 5. szakasza a szimit6gépek egyik fontos orvosbiologiai alkalmazasa-
val, a velesziiletett rendellenességek statisztikai vizsgalataval foglalkozik. Hang-
stlyozni szeretném azonban, hogy itt tobbrdl van sz6, mint a 2—4. szakaszban
ismertetésre keriil§ matematikai eredmények alkalmazasardl egy konkrét feladatban:
az eredmények jelentds része ezen konkrét feladatbol nétt ki. A rendelkezésre 4116
adatok mennyisége indokolja a szimitégépes feldolgozast. Az 5. szakasz eredményei
is tanusitjik, hogy a felhasznalt ij mdodszerek segitségével Gj kovetkeztetéseket lehet
levonni.
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2. A viltozok fiiggetlenségének vizsgalata

Legyen
G, = {4, 4, ..., 4.}, 1=k=n (kG, mérete),

l=ih<ih<..<=n,

tetsz8leges jellegkombinacid, és O(G,) azon objektumok szdma, amelyek rendelkez-
nek a G-hez tartozo jellegekkel, de mas jelleggel nem. Mivel (2" —1) szdmt kiilon-
b6z8 G, van, azért feltehets, hogy 1=g=2"—1. [Az O(G,) gyakorisigok éppen
a megfeleld n-dimenziés kontingenciatablizat elemei azzal a kiilonbséggel, hogy az
,,iires halmaz” (az az esemény, hogy valamennyi valtozé értéke 0) nem szerepel a
jellegkombinacidk kozott. A szimunkra érdekes esetekben a jellegek ritkdn fordulnak
el§, ezért a kontingenciatiablizat elemeinek tulnyomé tGbbsége zérus.] TetszGleges
fenti alaku G, jellegkombinicié esetén (1=g=2"—-1) jelolije Pr(iy, iz, ..., i)
annak valdsziniiségét, hogy egy objektum rendelkezik a G,-hez tartozé jellegekkel
és esetleg tovabbiakkal is. Jelolje P® annak valdszirii égét, hogy egy objek-
tum pontosan k szimt jelleggel rendelkezik, O® az ilyen objektumok szdmat
(k=0,1, ...,n), é legyen P=P® Vezessik még be a kovetkez8 jeloléseket:

_ P() .
qi = I—PT(I), 1—1,2,

S0=1’

vy

k

Sk= 2 Hqij’ k= 1,2, ey N

1=l <iy<..<i =n j=1

Tegyiik most fel, hogy a W; valtozok fiiggetlenek. Ekkor tetszGleges k=1,2, ..., n
és 1=i,<i,<...<ip=n esetén

k
PT(i19i29 esey ik) = HPT(i;)'
=1

[Az a kérdés, hogy a W -k fiiggetlenek-e, elméletileg a fenti egyenlGségeket feltételezd
nullhipotézishez tartozd y2-probdval donthets el, a megfelel 2"-es kontingencia-
tablazat alapjan. A szimunkra érdekes esetekben azonban — még a ritka jellegek
lehetdség szerinti 6sszevondsa utan is — 2" nagysdga és/vagy a Pr(i) valosziniiségek
kicsisége miatt a y2-préba elvégzése illuzdrikus. A fiiggetlenséget tehat mashogyan
kell ellendrizni.] [13]-ban megmutattam, hogyan lehet az S, -kat rekurzivan szimi-
tani, tovabba hogy
P®=pS, k=0,1,..,n,

tehat az O®/M relativ gyakorisdgoknak megfelels P® valdszinficégek elGallitasa-
hoz P-n kiviil elég az S;-kat kiszimitani, amelyek — a ¢;-ken keresztiill — csak a
P, (i) valoszinfiségektdl fiiggenek.

TetszSleges A; jelleg esetén jeldlje P(i) annak valdsziniségét, hogy egy objektum
rendelkezik A;-vel, de mas jelleggel nem, O (i) az ilyen objektumok szdmat, és legyen
e, a W, valtozénak az y, objektumon megfigyelt — 1 vagy 0 — értéke. A valtozok
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fiiggetlensége miatt
P(ew- = O,j # ileai = 1) = P(egj = 0, j # ilegi = O),
vagyis
P@i) P
Pr(i)  1-Pr(i)’

ahonnan
L P()
B0 =556

Legyen O=0®. Becsiiljiikk a Pr(i) valésziniiségeket gy, hogy P=0/M és

Bi)= OA(I’) , i=1,2,..,n,
teljesiiljon. Ekkor
5 o O0@) _
PT(') 0+O(l)’ 1,2,. N

Ezekbsl a Pr(i)-kbsl az emlitett, rekurziv médon elSallitjuk az S, becsléseket,
és a P(k) valosziniiségek becslését a

BP® = PS,

egyenl3séggel hatdrozzuk meg. Mivel a valtozok fiiggetlensége miatt

P= il_Tl[l—Pr(i)],
azért teljesiilnie kell, hogy

o o(i) "
——P 17[1— ()] = ,1_71[ 5+—0(5] ,]Jlo+oo)
ahonnan
0
@1 0= MH0+0(1)

Legyen O (i) azon objektumok szdma, amelyek rendelkeznek A;-vel és esetleg
tovabbi jellegekkel is. A Py (i) valdsziniiségek efficiens becslései az [Or(7)/M] relativ
gyakorisagok. Mellettiik a valtozok fiiggetlensége esetén az

M —O0r(i)

2.2) 0=M ]] g

egyenlGségnek kell teljesiilnie. Az ebben szereplé Or(i) gyakorisigok azonban
— ellentétben a (2.1) egyenlGségben szerepld O (i) gyakorisdgokkal — altaldban nem
alapadatok, hanem csak a szémitégépes feldolgozas sordn keriilnek meghatarozasra.
Ebbdl kovetkezik, hogy mig a (2.1) egyenl§ség jobb oldalat altalaban kézvetleniil ki
tudjuk szamitani, a (2.2) egyenl&ségét dltalaban nem. Ezért a (2.1) egyenloség ellen-
Srzése lehet a fiiggetlenség vizsgilatinak elsS 1épése, amelyet az {OW} és {MP®}
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sorozatok Osszehasonlitisa kovethet. Ez a megfelel§ kontingenciatiblizat kis
gyakorisagi cellainak radikalis dsszevondsat jelenti. Valdszinlileg lehetséges az ilyen
cellak kevésbé radikalis 6sszevondsa is; ez tovabbi kutatés targya lehet. — Az ssze-
hascnlitast a © s
n _ 2
2.3) 5 07 -MPT
k=0 MP®

kifejezés alapjin végezziik el. Ennek aszimptotikus viselkedésével kapcsolatban
a kovetkezk mondhaték. Ha a P® val6sziniiségek ismertek lennének, akkor a

n [O(k)_MP(k)]2
<1 MPW

kifejezés aszimptotikusan n szabadsagfoku y2-eloszlast kovetne (lasd pl. [18], 143—
144. oldal). Esetiinkben azonban nem ismertek, becsiiljiik &ket. Ilyenkor (lasd uo.,
148. oldal) a szabadsagfokot a becsiilt paraméterek szamaval csokkenteni kell.
Az a sejtésem, hogy a valdszintiségek ismertetett becslése két paraméter becslésére
vezethet§ vissza, és igy a (2.3) kifejezés aszimptotikusan (n—-2) szabadsagfoki
x2-eloszlast kovet, de ezt bizonyitani nem sikeriilt. Fiiggetlen valtozdk mellett generalt
véletlen adatmez8kon vépzett szamitdsaim aldtdmasztjak ezt a sejtést.

Ha a valtozok fiiggetlensége elfogadhatatlannak bizonyul, felmeriilhet az a
gondolat, hogy ezt csak néhdny jelleg okozza. Ezért megvizsgaltam (lasd [13]), hogyan
valtozik az egyes jellegek adott méretil jellegkombindciok kozotti gyakorisiga a
méret valtozasaval. k,i=1,2,...,n esetén jeldlje O™(i) az olyan objektumok
szamat, amelyek pontosan k szamu jelleggel rendelkeznek, koztiik A;-vel. Tekintsiik
az OW(), 0(), ..., O™(i) értékeket (i=1,2, ...,n). i=1,2, ..., n mellett legyen
n.(k) a megfelel§

oW i)/ 2"' 0B (i)

relativ gyakorisag [annak relativ gyakorisdga, hogy egy k szdmi jelleggel rendelkez8
objektum rendelkezik A;-vel, éppen kpik), k=1,2, ...,n]. Legyen m; a p;(k)-k

3 0%) pik)] 3 0W()
k=1 k=1

stilyozott 4tlaga, a; az O®(i) multiplicitast p,(k) pontokhoz (k=1,2, ...,n) a leg-
kisebb négyzetek moddszerével illesztett r;(k) egyenes meredeksége, és hatarozzuk
meg az

5 o) —m?  [pi(k) —ri (k)P
2.4) Si= 3 0(’0(1){ Lok I }

kifejezés értékét (i=1, 2, ..., n). a; azt mutatja, hogyan véltozik a p,(k) relativ gya-
korisidg az A;-t tartalmazd jellegkombindcié méretének novekedésével, S; pedig azt,
hogy mennyivel becsiili 7,(k) jobban p;(k)-t, mint m;. Ha az adott méretii jelleg-
kombinécidk kozotti egyes jelleggyakorisigok a méret valtozdsival lényegében egy-
méshoz hasonloan valtoznak, akkor a valtozdk fiiggetlenségének elfogadhatatlan-
sdgat nem csupan néhany jelleg okozza.
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A véltozok fiiggetlensége a (2.3) kifejezés alapjan akkor bizonyul elfogadhatat-
lannak, ha a nagyobb méretii jellegkombinicidk tul sokan vagy tul kevesen vannak.
Az, hogy ezt csak néhany jelleg okozza, azt jelenti, hogy az ezen jellegeket tartalmazé
kombinaciokbdl van til sok vagy til kevés. Ekkor azonban ezeknek a jellegeknek
az adott méretii jellegkombindcidk kozotti gyakorisdgai a méret valtozasival a t&bbi
jellegéitél eltér8en valtoznak. Ezt a valtozdst méri — az egyes jellegekre — az S; ki-
fejezés. Ennek aszimptotikus viselkedésérdl az alibbiakat lehet mondani. Legyen

n . k) — m.]z
sm = 3 oWy k) =mil”
i kg; 0™ (@) o
és

@ _ 3 o [PiK) =ik
Si —k§10 ® ri(k) ’

akkor §;=8M —S§{. Ha az m; és ri(k) maximum likelihood becslések helyett a
megfelel§ x? minimum becslések allandnak [m; esetén a pi(k)-k

3 0% st 3 09 )
=1 k=1

silyozott négyzetatlaginak négyzetgyodke, ri(k) esetén explicit moédon nem felirhaté],
akkor SV és S® aszimptotikusan y2-eloszlast kovetne (lasd pl. [4]). A megfeleld
hipotéziseket H;, H,-vel jelolve nyilvinvalé moédon H,cH,. Ismeretes, hogy
bizonyos feltételek mellett ilyenkor a maximum likelihood-ok kiilonbségének két-
szerese aszimptotikusan r szabadsagfokil y%-eloszlast kovet (lasd pl. [9]; r a para-
méterek szamanak kiilonbsége, esetiinkben 2—1=1). A x% minimumokra azonban
nem talaltam hasonlo Allitast.

3. A normalis kiisz6b modell

A kiisz6b modell feltételezi, hogy a vizsgélt dichotom jellegeknek mindegyik
objektumra nézve van egy-egy valds szimmal kifejezhet8 mértéke, vagyis a W,
bindris valtozohoz hozza van rendelve egy L, folytonos hdttér vdltozé (i=1,2, ..., n).
A kiisz6b modell szerint L; folytonos valosziniiségi valtozd, amelyhez egy T, kiiszob
tartozik. Valamely objektum akkor és csak akkor rendelkezik az A4; jelleggel, ha
L, rajta megfigyelt értéke nem kisebb T;-nél. Feltessziik, hogy az L, valtozdk atlaga
0, szordsa 1 (mivel a hattér viltozok altalaban nem megfigyelhetSek, ez a technikai
jellegti feltétel nem jelent megszoritdst).

TetszGleges

Gﬂ= {Ail’ Aiz’ seny Aik}’ lé k.§ n,

1§i1<i2<...<ik§n,

jellegkombindcid a kiisz6b modellben ekvivalens a

G =

a

{L,JET,,,j= 1,2, ...,k;}
L <T, r#i,i, ..k
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eseménnyel, ezért annak valdszinfisége, hogy egy objektum rendelkezik a G,-hez
tartozd jellegekkel, de més jelleggel nem, megegyezik G valészintiségével, tovabbé

PT(Gg) - P(Llj = ;J’ J = 19 29 veey k):

ahol Pr(G,) [=Py(is, iz, ..., ;)] annak valészinfiségét jeloli, hogy egy objektum
rendelke21k a G,-hez tartozo jellegekkel és esetleg tovabbiakkal is.
A normdlis kiiszib modell a fentieken kivil feltételezi, hogy az

Ly, Ly, ..., L)

valdszinliségi (vektor)valtozé (n-dimenzids) normadlis eloszldsu (ezt a feltevést ala-
tdmaszthatja példdul a centralis hatdreloszlas-tétel). Mivel az L-k feltevés szerint
standardak, azért egyiittes eloszldsukat meghatarozzak az

rU=E(L,~L_,-), l§i<j§ n,

korrel4cids egyiitthaték. A normalis kiiszéb modell paraméterei tehat a T; kiisz6bok

és az ry;-k, szdmuk Osszesen
n n+ 1

Maximum likelihood (ML) becslésiik n=>2 esetén nem ismert.

A fenti, tobbdimenzidés normalis kiisz6b modell velesziiletett rendellenességek
oroklédését leird specidlis valtozatdnak (lasd pl. [17]) eredetérsl [6]-ban esik szd.
Barmilyen meglepd viszont, de az 4ltaldnosan megfogalmazott modellel nem talal-
koztam az irodalomban. Tovabbi vizsgilata, mindenekelStt a korrelicids matrix
maximum likelihood becslésének meghatarozisa nehéz, de fontos és érdekes fel-
adatnak latszik.

A T; kiiszoboket tigy becsiiljiik, hogy T; az

MPr(i) = Or(i)
egyenlet megolddsa, ahonnan

Tiz o1 [l-——ojuﬂ], i=12,....,n

(n=1 esetén ez a kiisz6b ML becslése). Legyen Or(i,j) azon objektumok szdma,
amelyek rendelkeznek A;-vel, 4;-vel és esetleg tovabbi jellegekkel is. A korrelécids
egyiitthatdkat az

MPT(’:.]) = OT(i!j)’ 1 = l<j =n,

egyenletekbd] becsiiljiik (n=2 esetén a fenti T;-kkal ez az ML becslést adja). Ekkor
r=~#; az

(3.1) F(Ti, T‘J,r)='—0—1‘£]l

M

egyenlet megolddsa (1=i<j=n), ahol tetszGleges véges valés T, T és —1l<r<l1
esetén

- 1 < or [ 2ruv+v ]
FI,T,r) = ——— ex —-———-— du dv,
ELn=em== ] [l ==
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r==1 esetén - 5
F(I,T,r) = Q[max (7, T))],
tovabba
0(2)=1-P(2), —oo <z <oo,

Jelslje Q™ a Q fiiggvény k-adik derivaltjst (k=0, 1, ...), akkor |r|<1 esetén a
Pearson-sorfejtés szerint

3.2 F(R,T,n = 3 0¥ (T Q""(T),Z—’:
k=0

(asd pl. [1]). F(T, T,r) gyors szamitégépes meghatirozasat példaul a [17]-ben
ismertetett eljaras segitségével vegezhetjuk el.

A (3.1) egyenleteket kielégit§ r=7;; korrelaci6s egyiitthaté becsléseket exp11c1t
moédon nem sikeriilt meghatarozni. Mivel azonban F(T, T, r) r-ben monoton novd,
az egyenletek numerikus megolddsa az emlitett eljards birtokdban nem okoz nehéz-
séget.

A normalis kiisz6b modell kézenfekv§ ellenGrzése annak vizsgdlata, mennyire
felel meg a 2-nél nagyobb méretli jellegkombindcidk elGforduldsa a modellnek.
TetszSleges

G,={4,,4;,,... 4.}, 3=k=n,

l=i<iy=<..<i@p=n,
jellegkombindci6é mellett

1 .. , . .
(3'3) I Jljzl =< 'Ej'l's JisJ2 = lislay ooy Iy

J1 # Jes

esetén [a (3.3) feltétel alapvet§ fontossigi)

00 mGy= 3 3. 3T i T8 eway)])

012=0 033=0 v _4,, =0 N =1 Jy=Ji+1 Yjijee j
ahol

k
u; = 2’ v+ 2 v, J=1,2,..,k
J=1 =+l
(lasd pl. [11]); ez (3.2) Altalanositasa. PT(G ) (3.4) szerinti gyors szamitogépes meg-
hatdrozasira TusNADY GABOR dolgozott k1 eljarast. Ha (3.3) nem teljesiil, Pr(G,)
Monte-Carlo mddszerrel becsiilhet§ (lasd pl. [7]). (Annak, hogy csak ebben az esetben
dolgozunk Monte-Carlo mddszerrel, az az oka, hogy a szimunkra érdekes esetekben
a Pr valdszinfiségek 4ltaldban igen kicsik.) A PT(Gg) becslések birtokdban meg-
hatarozhatéak — legalabbis néhdny kisebb k-ra — az

{Mx 3 PG k=34, ...1}

glg

sorozat elemei, és ezek Gsszehasonlithatdak a megfeleld

{ > 0:G,); k=34,...n

g: lagl k
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sorozat elemeivel [|G,| a G, jellegkombinacié mérete, Or(G,) pedig azon objektumok
szama, amelyek rendelkeznek a G,-hez tartozé jellegekkel és esetleg tovabbiakkal
is; eltéréen attdl az esettdl, amikor a véltozdk fiiggetlenek, a P® valdsziniiségek
ecslését a normalis kiiszob modellben nem sikeriilt meghatdrozni].
TetszGleges G, jellegkombindcié esetén legyen Er(G,) a fenti Or(G,) véarhatd
értéke, G,={4,} vagy G,={4;, A;} esetén pedig

0P (Gy)= 2 01(G)
v:|G,|=3

G,OG,
és
E((ZS) (Gg) = . sz—-a ET(GIJ)’
vdodG
akkor

[08(G,) — EQ (G}

EE (G
[amelyik egyébként nem y2-eloszlasu, hiszen az O@(G,) osszeg tagjai nem fiiggetle-
nek] azt mutatja, hogy G, nagyobb méretii jellegkombinaciékban val6 eléfordulasa

mennyire tér el a normalis kiiszob modell szerint varttol.
Végiil még egy problémardl szélok. Mivel az

R = ("ij)?,j:l
korrelacids matrix maximum likelihood becslése n=2 esetén nem ismeretes, R-et

elemenként becsiiljilkk. Ezért el6fordulhat, hogy az R madtrix igy nyert R becslése
nem lesz pozitiv szemidefinit, ami bizonyos tovabbi vizsgalatoknal (pl. faktoranalizis-
nél) akadalyt jelent, ezért sziikséges a becslés moddositasa, pozitiv szemidefinitté

tétele. Ez tobbféleképpen is elvégezhet§. Az R-hoz métrix norma szerint legkzelebbi

R* pozitiv szemidefinit méatrix figy hatirozhaté meg, hogy R spektralfelbontasaban
a negativ sajatértékeket O-val helyettesitjitk. Az igy nyert

R* = (’i‘])?,j:l

d(G,) =

matrix sajatértékeinek
S=trR*= >r}
i=1

Osszege viszont nagyobb n-nél. Legyen

*

. ni

rij—‘?'j'a l,J= 1,2, s 1,
akkor az

o o R = (i =1
matrix pozitiv szemidefinit, és
~ n
tI‘R = ~” =n,

i=1

az azonban tudomdsom szerint nem ismert, hogy az ilyen tulajdonsigi matrixok
R-t6] matrix normaban vald tavolsagit milyen matrix minimalizalja.
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Jelolje R sajatértékeit A, =l,=...=1,. R-hoz ,»ko6zeli”, n nyomd, pozitiv
szemidefinit R mdtrix 1ugy is meghatdrozhatd, hogy R spektrilfelbontisiban a
A;-ket olyan u;-kkel helyettesitjiik, amelyekre

TR

>0, ha A =s,
#i{

=0 egyébként;
tovabba

3 £ Gu= 22y Ao = minimum,

ahol £>0 olyan, hogy

teljesiiljon, f(x) pedig alkalmas fiiggvény (pl. Vx). Ez a kvadratikus programozasi
feladat aABealeﬁno’dszerrel oldhat6 meg (lasd pl. [3]).

Az R moébdositasara megadott mindkét moddszer alkalmazdsa sordn olyan R
matrixot kapunk, amely ugyan pozitiv szemidefinit és n nyomi, de rendelkezhet
Fy=1 vagy |F;l>1 elemekkel. Olyan R-hoz, amely mar ,,igazi”” korreldcids matrix,
iterativ fiton juthatunk, a koévetkezd két 1épés ismételt alkalmazaisaval: a) a matrixot
pozitiv szemidefinitté tessziik; b) a f8atldoba 1-eket irunk, a f8atldén kiviili, 1-nél
nagyobb vagy ( —1)-nél klsebb clemeket 1-gyel, ill. ( ——1) -gyel helyettesitjiik. Tapasz-
talataim szerint az iterdcié néhany 1épés utdn ,,igazi” korreliciés mdtrixhoz vezet.

4. Tébbszoros tobbdimenzios skalazas

Tegyiik fel, hogy a viltozék tobbdimenzibés skildzasa (multidimensional
scaling, MDS) a feladat. Ez a kovetkez8ket jelenti: valamilyen médon tdvolsdgokat
kell konstrualni a véltozok kozott, és a valtozékat tigy kell kirajzolni az alacsony
dimenzi6s euklideszi térben, hogy a valtozéknak megfelel pontok euklideszi tidvol-
sagai minél kevésbé kiilonbdzzenek a valtozok tdvolsagaitél. Ahhoz, hogy a valtozdk
jol skélazhatéak legyenek, konzisztenseknek kell lenniiik a kdvetkez§ értelemben:
ha két valtozé ,,k6zel” van egy harmadikhoz, egymashoz is ,,k6zel” kell lenniiik.
Tegyiik fel példaul (1. példa), hogy n=3, M =44, az elsG 19 objektum az 4, és A4,,
a kovetkez§ 14 az A, és A,, az utols6 11 pedig az A, és A, jellegekkel rendelkezik.
Ezekhez az objektumokhoz hozzarendelhetd a valtozok

034
305
450

tdvolsagmatrixa, ami alapjin a valtozok j6l skaldzhatbak :
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A;

At Az

Legyen most (2. példa) M=33, és tegyiik fel, hogy az els§ 19 objektum az A4, és
A, a tovabbi 14 pedig az 4, és A, jellegekkel rendelkezik. Ezekhez az objektumok-

hoz a valtozdk
0 3 4
(3 ; 60)
4 60 0

tavolsagmatrixa rendelhet§ hozzd, ami alapjidn a valtozok csak nagyon rosszul
skalazhatoak. Probaljuk ezért Gket kiilon az elsS 19 és kiildn a tovdbbi 14 objektum
alapjan skalazni! Ezen két objektumhalmazhoz (amelyek klasztereknek tekinthetSek)

a valtozok
0 360 060 4
(3 0 60) és (60 0 60)
60 60 O 460 O

tavolsagmatrixai rendelhet8ek hozz4, amik alapjin viszont a valtozék — két sikon! —
mar jol skaldzhatdak (lasd 1. 4bra).

/ & /
A A,

A;
A Ay

1. dbra

A fenti példakban szerepl6 gyakorisigokhoz természetesen tobbféle tivolsig
rendelhet6 hozz4. Legyen

{Or(i), ha i=j;
"= 104G, /) ha i)
Egy lehetséges tavolsigdefinicié a kévetkezd:

di] = }/n,-i+njj—2n,-j.
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Ez az n;; hasonl6sagbdl tavolsigba val6 standard transzformacié (1asd pl. [8]) ered-
ménye. Annak ellenére, hogy ennek a transzformaciénak vannak bizonyos el6nyss
tulajdonsdgai (pl. ha a hasonlésdgmatrix pozitiv szemidefinit, akkor a megfelels
tavolsdgmatrix euklideszi lesz), hasznilatat sem 4ltalaban, sem a konkrét esetben
nem tartom jonak: tllsdgosan ,,kisimitja” a tavolsdgstrukturit, szemléletesen nyil-
vanvaldéan nagyon kiillonb6z6 hasonldsdgokhoz nem eléggé kiilonbozd tavolsagokat
rendel hozz4 [a 2. példaban a (19,0) hasonlésagparhoz a (Y14, V33) tavolsagpart].
A valtozok inkonzisztencidjabdl fakadd problémat ezzel inkabb megkeriili, de nem
oldja meg. Ezért a késébbiekkel 6sszhangban a

K
iy = g+ 1
tdvolsagdefiniciét valasztjuk (K=60 mellett). Itt azonban ez nem lényeges, hiszen
magukbél a gyakorisdgokbdl is atszik, hogy az emlitett konzisztencia az els§ példa-
ban teljesiil, a masodikban nem. '
A t6bbszoros tobbdimenzids skdlazas (multiple MDS, MMDS; lasd [10, 12,
14]) a 2. példahoz hasonlé esetekkel foglalkozik, azzal a problémaval, amelyik
akkor meriil fel, ha a konzisztencia nem teljesiil: hogyan lehet az objektumokat
minél homogénebb klaszterekbe sorolni, amikor is egy-egy klaszter homogenitdst
a valtozok ezen klaszter mellett torténd MDS-ének jésdgaval mérjitk? Keresendd
tehdt a p természetes szim, az

Yl: YZ, sers ch{ylay2a --'9yM} =Y

diszjunkt klaszterek (amelyekre

0 Yp=7Y)

és azon x{™¢€ R* pontok, amelyek a valtozékat reprezentaljak abban az értelemben,
hogy x{™ és x{™ kozelsége a W; és. W ; véaltozok Y, melletti kozelségének felel meg.
Legyen
€, == (€,1, €2, +vvs €gp)e

Mivel megegyez8 e,-jfi objektumok megkiilonboztethetetlenek, tegyiik fel, hogy

eg; = eg2:>g1 = &a»

viszont az objektumoknak multiplicitisa van. Mivel az egyes objektumok klaszterbe
sorolasdnak értelemszerlien a rajtuk 1 értékfli valtozoktél kell fiiggniiik, az MMDS
az olyan objektumokkal, amelyeken legfeljebb egy valtozénak 1 az értéke, nem tud
mit kezdeni. Ezért tegyiik fel, hogy minden objektumon legalabb két valtozé értéke 1.
Legyen a (valtozok alapjan kiilonb6z6 ilyen) objektumok szdma N. Ekkor minden
objektum egy legalabb 2 méretii jellegkombinacidnak felel meg, és az y, objektum
multiplicitdsa O(G,) (g=1,2, ..., N), ahol G, az a jellegkombinaci6, amelyiknek
v, megfelel.

Legyen DC olyan eljards, amellyel az objektumok tetszGleges ZcC Y halmaza-
hoz — a Z objektumaihoz tartozé e,-k és O(G,)-k alapjan — d;;(Z) tavolsdgokat
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és c;;(Z) stlyozd tényezSket rendeliink hozz4,

¢ di(,)m) = dij (Ym)a :(jm )= cu (Ym)
S

Yo =5 3 el — X — xR
i=1 j=i+1
Az MMDS-problémit azzal a T algoritmussal oldjuk meg (l4sd [14]), amelyik a
kovetkezs két 1épést alkalmazza valtakozva: i) az egyes y, objektumokat abba a
klaszterbe sorolja, amelyikre

n—1

S 3 Ixm —ximpe
i=1 j=i+1
eyi=1 e”=1

minimalis; ii) az egyes klaszterek mellett meghatarozza
ym = pmxm x{m, .., x{m]

negativ gradiens vektorat, majd ennek irdnydban irdny menti minimalizaldst végezve
kiszamitja az x{™ pontok 0j koordinatait.
Az MMDS-t az

== 2 S {nf [x™ — x4+ [K — [x{ — x|

m=1 i=1 j=i+1

L)

mennyiséggel jellemezziik, ahol
nm = n;(¥,), n;(Z)= Z 0(G,),

g: yg

€gir€g;=
q és K alkalmas 4llandd. [StMonNoviTs Mik16s hivta fel a figyelmemet arra, hogy
g=2 esetén E a koévetkezd, 2 direkcids erejii rugékbol allé rendszer potencidlja:
n{™ szami 0 hosszsdgu és egy K hosszasigh rugd x{™ és x{™ kozott.] Az MMDS
E-vel torténd jellemzése a kGovetkezd DC-nek felel meg:

1

K
()’

[14]-ben bebizonyitottam, hogy ezen DC és g=2 esetén a T algoritmus folyaman
E monoton nem ng. [14, 15]-ben ismertettiik, hogyan célszerli p kezdd és tovabbi
értékeit, g-t és K-t valasztani, valamint kezd§ klasztereket és pontkonfiguriciot
elgallitani.

Valamely adatmez8 MMDS-ét két szempontbdl is jo lenne értékelni. Annak
matematikai értékelése, hogy az MMDS mennyire j6 mas klaszterez8 médszerekhez
képest, korrekten kivihetetlen. Az egyes klaszterez6 moddszerek ugyanis dont8en
éppen abban kiilonbdznek egymastél, hogy milyen kritériumot adnak a klaszterezés
josagira. A maga kritériuma szerint mindegyik médszer a legjobb, a kritériumok
viszont nem hasonlithatbéak objektiven 6ssze. (Kiilonb6z6 klaszterezé mddszereket
heurisztikusan persze Osszehasonlithatunk: megnézziik, hogy adott klasztereket
hogyan adnak vissza.) Annak értékelése, hogy a konkrét adatmez8 objektumai
-mennyire jol klaszterezhetSek az MMDS szempontjibdl, elvileg a kdvetkezGképpen

¢ij(Z) = m(2)+1, diy(Z)=
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végezhetd el. Tegyiik fel, hogy az adatmez8 valamilyen K mellett végrehajtott MMDS-
ének g=2 mellett torténd befejezésekor a klaszterszim p, és E értéke

E* = E*(n, M, u, p, q, K),

ahol

1 n—1

2y Z 2 0:6.))
Jj=i+1 _ i=1

b
m=1 i=1 j=i Jj=i+1

T ()

Legyen E,, és E,., az E mennyiség értéke az (n, M, ) értékharmashoz tartozo,
az MMDS szempontjibdl optimilis, ill. pesszimélis adatmezd K fenti értéke mellett
végrehajtott MMDS-ének ¢=2 és p fenti értéke mellett torténd befejezésekor.
Nyilvdnvalé médon E* az [E,y, Epess.] intervallumban helyezkedik el. Annak, hogy
a konkrét adatmez8 mennyire j6 az MMDS szempontjabdl, kézenfekvS mérGszdma az

E*—E,,
Epessz - Eopt
mennyiség, amely nem lehet 0-nal kisebb és 1-nél nagyobb. Meghatirozisihoz azon-

ban tudni kellene E,, és E,., értékét. Ezeket azonban nem tudjuk, mivel nem
ismerjiik az optimalis és pesszimalis adatmezst.

n

M

Tobbszoros tobbdimenzios skdldzds a vdltozdk fiiggetlensége esetén

Az MMDS mii6désében meghatarozé szerepe van az 6t jellemzd E mennyiség-
nek. Ennek megvalasztdsdhoz tigy konkretizaltuk a tavolsagokat és sulyozé tényezg-
ket meghatdrozé DC eljarast, hogy azok csak az egyes jellegparok egyiittes eld-
fordulasatdl fiiggenek. Emiatt az egyes jellegek el6forduldsi val6sziniiségeinek kii-
16nbozbsége esetén az eljirds nem veszi észre a fiiggetlenséget: akkor is kozel hoz
egymashoz két jelleget, ha azok csak azért fordulnak el§ siiriin egyiitt, mert mind-
ketten gyakoriak. (Ez azonban szdndékos: a bevezetésben méar emlitett konkrét
feladat soran, amelyb8l az MMDS kindtt, nem akartunk észrevétleniil hagyni
jellegzetes jellegkombindcidkat.) Azt, hogy az eljaras észrevegye a fiiggetlenséget,
konnyen meg lehet valdsitani: n;;(Z) definicidjdban az Gsszeget osztani kell a

D 0(GYx 3 0(G) 3 0(G,)
g:y,€2 g:yg€Z giyg €2
eg=1 2‘”———1
kifejezéssel. Ha azonban az egyes jellegek elGforduldsi valésziniiségei megegyeznek,
erre nincs sziikség. Ezért a fliggetlenséget ebben az esetben vizsgiltam, mégpedig
determinisztikusan. Nevezetesen azt az adatmez§t vizsgaltam, amelyre

0, )) = Es(i, )=y, 1=i<j=n

[E7 (i, j) azon objektumok O(i, /) szdmanak varhaté értéke, amelyek rendelkeznek
A;-vel és A;-vel, de mis jelleggel nem]. Ekkor a g hatvanykitevst végig 2-nek és az
objektumklaszterek p szdmat allandénak véve az MMDS olyan objektumklasztere-
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ket adott, amzlyek mzllett nem rajzolédtak ki jellegklaszterek, és a jellegeknek meg-
felels pontok — mindegyik objzktumklaszter mellett — koncentrikus szabilyos
sokszdgek csucsain helyezkedtek el. Az 1. tibldzat néhdny n-re megadja az egyes
sokszdgek csucsainak m, szimit (kiviilr6l befelé haladva). Az E mennyiség F

osszefiiggést kaptam, amely u=0 és p=K=1 mellett, amikor is
n

E= 2 3 a-lu-xi

E-c, [n—2-2]

alakra egyszerfisédik. [C,-re 4=n=65 esetén a

az

0,1716 = C, = 0,1807

egyenltlenséget kaptam (0,1716=3-2Y2=C,; 0,1807:%@—:@; ahogy
n értéke 65-h3z kozeledik, C, értéke 0,176-hoz).] A fenti, specidlis E minimaliz4l4sa
a kovetkezd feladat megoldasat jelenti: hatarozzunk meg a sikon # szidmi pontot
ugy, hogy tavolsagiik atlaga 1, szérdsa minimalis legyen!

Hipergrdfok euklideszi térbe dgyazdsa és particiondlisa

Feleltessiink meg az n szAimi bindris valtozoval jellemzett y,, y,, ..., yy objek-
tum Y dsszessézének egy H értékelt hipergrdfot oly médon, hogy H szdgpontjai az
egyes valtozdknak felelnek mesg, a hiperélek az objektumoknak (a g-edik hiperél
pontosan azokat a szgpontokat koti dssze, amely szégpontokhoz tartozd valtozok-
nak y,-n 1 az értéke; g=1,2, ..., N), a hiperelek értéke pedig a megfelel§ objektu-
mok multnphcxtasanak Ekkor az i-edik és j-edik szogpontot n;=Or(i,;) Ossz-
értékll (kozonséges) él koti ossze (1=i<j=n). Agyazzuk be a H hipergrafot a k-
dimenzids euklideszi térbe, vagyis rendeljink x,, X,, ..., X,€ R* pontokat H egyes
szdgpontjaihoz (k termiszetes szam). J6 bedgyazissal szemben kézenfekvs azt a
kovetelményt tAmasztani, hogy két pont anndl kozelebb legyen egyméshoz, minél
nagyobb Osszértékil é1 koti ossze a megfelels szogpontokat, vagyis hogy az
X, X3, ... X, pontokra

n—1 n

Si= 2 2 mlxi—xl?

i=1j
minimilis legyen. Nyilvinvalé médon azonban az S, 6sszeg x;=x esetén 0, vagyis
minimilis. A bz4agyazastdl tehat azt is meg kell kdvetelni, hogy ne engedje az n szamu
pontot egy pontba 0sszehizédni. Keressiik ezért azokat az x,, x,, ..., X, pontokat,
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amelyekre

n—1 n
S=8+2 25 K-|x—x])
i=1 j=i+1
minimalis, ahol K alkalmas 4llandé. Legyen

K

c,-j=nu-+1, d,'j=—

C,'j

(1=i<j=n), akkor [14] 7.1. tételébdl kivetkezik, hogy a H hipergraf S minimaliz4-
lasaval torténd euklideszi térbe dgyazasa ekvivalens a valtozok

4.1 _"2—'1 Zn' ¢ij(dij— % — x;l1)?
i=1 j=i+1

minimalizaldsival torténd (kdzonséges) tobbdimenzids skalazasaval.

Tegyiik most fel, hogy H particiondlisa a feladat. Végezziik ezt azon kritérium
alapjan, hogy a H, rész-hipergrifok minél jobban beagyazhatdak legyenek
(m=1,2,...,p; p természetes szam), nevezetesen 0Ogy, hogy E minimdlis legyen
[n{™ az i-edik és j-edik szdgpontot H,-ben &sszekotS élek osszértéke, x{™¢ R
az i-edik szbgpontnak H,-ben megfeleld pont]. A H hipergraf F minimalizélasaval
torténd particiondlasa és euklideszi térbe dgyazdsa nyilvinvald mddon ekvivalens
az MMDS-sel.

Klaszterek tobbdimenzics skdldzdsa

Tegyiik fel, hogy a valtozok MMDS-ével és/vagy egyéb modszerekkel v-félekép-
pen (diszjunkt) klaszterekbe soroltuk az objektumokat. Kézenfekvsé médon meriil fel
az a probléma, hogy miképpen lehet ezekbdl a klaszterezésekbdl egy un. konszenzus
klaszterezést elSallitani. A probléma megoldasa céljabdl el@szor jellemezziik az
ugyanazon klaszterezés melletti klaszterek tavolsagat. Jelolje p, a klaszterek szdmat
az r-edik klaszterezésben, Y pedig az ugyanezen klaszterezés melletti m-edik klasz-
tert (m=1,2,...,p,; r=1,2,..,v). Y& és Y& tavolsigat a kovetkezd mébdon
jellemezziik. Legyen

[n(rm)Z' N(rl) N(rm) 2 n(rl)]z

@)= Z N(rm)[Zn(rl)]Z[N(rl) P

“4.2) KDn,

ahol NU™ &s nfrm az YO klaszter Ssszes, ill. azon objektumainak szdma, amelyek

rendelkeznek az A; jelleggel, és az m, I-re torténd Gsszegezés (4.2)-ben m,, m,-re terjed
ki A=my<my=p,; r=1,2,...,v). Rogzitett i mellett j=1, 2-re legyen vjl=n$""f’,

V=N —n{™?, Egyszerii szamol4ssal adédik, hogy ekkor
(Vi1 + Vig + Va1 + Vao) (Vg1 Voo — V1o V1)
(11 7+ v12) (Vo + Vag) (V11 + V) (Viz + Vaa)

ami azt méri, hogy egy objektumnak az Y{) vagy Y¥) klaszterbe esése mennyire
fligg Ossze az A, jelleg eléfordulasaval, mas szoval mennyire kiilénbozd a W, valtozé

Kim (D) =
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1 értékének relativ gyakorisaga a két klaszterben. K2, (i) (lasd pl. [18], 152. oldal)
aszimptotikusan 1 szabadsagfokt y®-eloszlast kovet. Ebbdl kovetkezik, hogy ha a
valtozok fiiggetlenek, akkor a

n
A= 3 KD
statisztika, ami azt jellemzi, hogy mennyire kiillonbsz6 az egyes valtozok 1 értékének
gyakorisaga az Y9) és Y{) klaszterekben, aszimptotikusan n szabadsagfokd yx*-
eloszlast kovet. A valtozdk fiigglsége esetén ez nem teljesiil, de az eloszlassal nem
dolgozunk, ezért dfj),,-et valasztjuk Y és Y tavolsiganak. Az Y{", Y§7, ..., Y:,’r’
klasztereknek a
[dpfv?mz]gl'l, mg=1

tavolsigmatrix alapjin torténd MDS-ével konstrudljunk a klaszterekhez olyan
", 7, ..., 2% pontokat a k,-dimenzi6s euklideszi térben, hogy a pontok euklideszi

tavolsiga minél jobban tiikrozze a klaszterek tdvolsagit (r=1, 2, ..., v). Az r-edik
klaszterezés mellett rendeljiik az [0(G,) multiplicitasi] y, objektumhoz azt a z{
pontot, amelyik az &6t tartalmazo6 klaszternek megfelel, majd ezeknek a pontoknak

képezziik azokat a w" linearis transzforméltjait (g=1, 2, ..., N), amelyekre

N N
Z; oG)Hw” =0, Z; OGHIwW P =1
g= g=

(r=1,2,...,v; az Osszegezés g-re, tehat az objektumokra torténik, és nem m-re,
vagyis a klaszterekre). Legyen

T T T
v, = [wT, wi®T, L wiT], g=1,2,...,N,

és p* a klaszterek kivant szdma a konszenzus klaszterezésben. A konszenzus klasz-
terek az y, objektumoknak a (K, -dimenzi6s) v, pontok alapjan (pl. k-k6zép, ponto-
sabban itt most p*-kézép eljaras altal) torténd klaszterez3sével Allithatdak els. Ennek
sordn az egyes klaszterezések josdga is figyelembe vehet$ oly médon, hogy a K-
dimenzids tavolsagok, ill. normak szdmitasinal az r-edik koordindta-k,-es az r-edik
klaszterezés josaganak megfelel§ sullyal szerepel. Ezt a silyozdst azonban nem
javaslom. Az egyes klaszterezé mddszerek ugyanis — a fentebb mondottakkal 6ssz-
hangban — nem hasonlithatéak objzktiven §ssze. Nem is sziikséges azonban a stlyo-
zas, mert a konszenzus klaszterek kialakitdsihoz a jobb klaszterezéseknek megfeleld
koordinita-k,-esek enélkiil is nagyobb mértékben jarulnak hozza.

A konszenzus klaszterezés elGallitdsdnak dontd mozzanata az objektumklaszterek
MDS-e. Ez a korabbiakkal 6sszhangban a kovetkezSket jzlenti: tavolsagokat konst-
rudlunk a klaszterek ko6zott, és a klasztereket Ugy probaljuk meg bedgyazni az ala-
csony dimenzids euklideszi térbe, hogy a klasztereknek megfelel§ pontok euklideszi
tavolsigai minél kevésbé kiilonbozzenek a klaszterek tavolsdgaitél. Ahhoz, hogy
a klaszterek jol skalazhatéak legyenek, a valtozdkhoz hasonléan (lasd fent) kon-
zisztenseknek kell lenniitk. Ha ez nem teljesiil, megkisérelhetjiik a klaszterek MMDS-
ét. Ez a kovetkez8 problémaval foglalkozik : hogyan lehet a jellegeket minél homo-
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génebb csoportokba sorolni, amikor is egy-egy csoport homogenitisat a klaszterek
ezen csoport mellett térténd MDS-ének jésdgival mérjilk? Rogzitett klaszterezés
() mellett tehat keresendd az s természetes szam, a

Bl’ Bz, ...,BSC{AI, Ag, ...,An} = A

diszjunkt jellegcsoportok (amelyekre
S
U B, = A)
p=1

és a k,-dimenziés euklideszi tér azon x¥ pontjai (m=1,2, ..., p,; n=1,2, ...,),
amelyek a klasztereket reprezentaljak abban az értelemben, hogy x{ és x{*) kozel-
sége az Y, és Y klaszterek B, melletti kozelségének felel meg.

Dichotomizaljuk a klaszter-jelleg kapcsolatot a kovetkez8képpen: az A; jelleget
az Y,, klaszterre tipikusnak mondjuk, ha Y,, 4;-vel rendelkez§ objektumainak relativ
gyakorisiga nagyobb, mint egy alkalmas K, allandé. Legyen e;,, értéke 1 vagy O
aszerint, hogy 4; tipikus Y, -re vagy sem (m=1,2, ..., p,), és

€ = (eils €igs ooy eip,-)

(i=1,2,...,n). Az MMDS ezek utan a fentebb vazolt médon végezhet§ el. — A
K, allandét gy célszerli valasztani, hogy azon jellegek Atlagos szama, amelyek

tipikusak egy klaszterre, kozelitSleg n legyen.

Egy sdvszélesség-redukciéval rokon probléma

Legyen
A= (@) =1

szimmetrikus, sok zérus-elemet tartalmaz matrix. A sdvszélesség-redukcio problémdija
(lasd pl. [2]) a kovetkezS: melyik az P a permutaciés métrix, amely mellett a

(4.3) B = (bij)?,j=1 = PAPT
matrix
WP, [i—jl

sdvszélessége minimalis? Ezzel rokon a kovetkezd probléma: melyik az a P per-
muticiés matrix, amely mellett a (4.3) szerint meghatirozott B matrixhoz tartozé

2 li—jl

1,j:byy=0
1

1,j:b =0

(4.4)

mennyiség minimdlis? (A sdvszélesség-redukciéval szemben itt tehit nem maximu-
mot, hanem 4tlagot minimalizilunk. A motivicié azonban ugyanaz: egy szimmet-
rikus ritka matrixot a szamitégép memoridjanak minél kisebb részében elhelyezni.)

Alkal M, ikat Lapok 13 (1987—88)




BINARIS VALTOZOK STRUKTURAJA 35

Ez a probléma heurisztikusan — és valdsziniileg kozelit6en — (kézonséges) MDS-sel
oldhaté meg, az alabbi médon. Legyen

{ 1, ha a;=0,
i 2 egyébként;

tovabbd d;;=K/c;, (1=i<j=n; K alkalmas élland6). Minimaliziljuk a (4.1) ki-
fejezést, és jelolie X,, X, ..., X, az igy kapott pontokat. Legyen (d, ;) az

(xl’ X2y v X,,)

pontkonfigurdcié euklideszi tivolsigmétrixa. ,,Flizziik fel” az x; pontokat gy,
hogy a d;; tavolsagok novekvs sorrendje szerint Gsszek6tjilk az egyes pontparokat,
de csak akkor ha i) a két pont egyike sincs még 1-nél tobb ponttal Gsszekotve, ii)
legfeljebb (n—2) szam1l pontpar van még csak Osszekotve. Ily mddon sorba rendez-
ziik a pontokat, és ezzel kijeloliink egy P permuticiés matrixot. Az igy nyert P
mellett (4.3) szerint meghatirozott (4.4) mennyiség 4ltaldban kisebb, mint ha P-t
gy allitjuk el8, hogy a d, ; tavolsdgok helyett magukkal a d;;-kkel dolgozunk (és
joval kisebb, mint ha P-nek az egységmadtrixot valasztjuk).

Ha a (4.1) kifejezést 2 helyett més, kellSen nagy hatvanykitevé mellett mini-
malizaljuk, magara a savszélesség-redukcié problémdjara kapunk — természetesen
heurisztikus és altalaban kézelité — megoldast. A viszonylag jelentds gépidGigény
miatt ez azonban csak elméleti szempontbdl érdekes.

5. Velesziiletett rendellenességek statisztikai vizsgalata

[13]-ban ismertettem a wvelesziiletett rendellenesség (congenital anomaly, con-
genital abnormality, CA) definicidjat: a sziiletés pillanataban létezd alaki, miikodési
és/vagy biokémiai fogyatékossdg. Jelenleg Magyarorszagon a regisztralt CA-k
gyakorisaga mintegy 4,5 szazalék. A CA-k tényleges gyakorisaga vélhetGen nagyobb:
a szilletések 6—8 szazalékdban kell veliikk szamolni. A csecsem&halandésag (1973
és 1982 kozott 2,706 %) egyotodét CA-k okozzak. (Ez hatszor annyi csecsemGhalalt
jelent, mint amennyit az 0sszes fertz3 betegség egyiitt elGidéz.) Az életben maradot-
taknak gyakran szdmottevs orvosi és tarsadalmi problémaik vannak, hiszen a CA-k
tobbnyire nem gydgyithatéak teljesen. Ezért is a legjobb megoldds a megel&zés
lenne. Ennek hatékonysdga azonban erdsen fiigg a CA-k okédnak és altalaban a
CA-knak az ismeretétSl. Ez tette sziikségessé a CA-k statisztikai vizsgalatat, aminek
Magyarorszdgon orvosi oldalrdl CzeizEL ENDRE, matematikai oldalr6l TUsNADY
GABOR volt a meginditéja és iranyitdja, és aminek része ez a dolgozat is, az el6z8
két szakasznak a tovdbbiakban ismertetésre keriil§ alkalmazasa.

A kovetkezd CA-kat vizsgaltuk :
koponyahiany (AN), agysérv (EN), nyitott gerinc (SB), nytlajak (CL), farkastorok
(CP), végtagredukci6 (LR), tébbujjusag (PY), osszen6tt ujjak (SY), nyitott has (EX),
nyelGesSelzarodas vagy -sziikillet (OA), végbélelzarédas vagy -sziikiilet (AA), kis-
szemiiség vagy szemnélkiiliség (AM), sziirkehdlyog (CT), hugycsShasadék (HS),
a kiils6 nemi szervek egyéb rendellenességei (EG), szivrendellenességek (HD),
rekeszizomsérv (DI), vesehiany (RA), veseciszta (CK), vékonybélelzarodas (Al),
kisfejliség (MC), vizfejliség (HY), egyéb agyi és idegrendszeri rendellenességek (ON),
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az arc, orr, nyelv, nyak és koponya egyéb rendellenességei (FN), egyéb szemrend-
ellenességek (EY), fiilrendellenességek (EA), ferde nyak (TC), nyaki cisztdk, sipolyok
és fiil eldtti fiiggelék (BR), csipbficam (CD), dongalab (CF), egyéb végtagrendelle-
nességek (OL), a 1égzdszervek rendellenességei (RS), a gyomorkimenet sziikiilete
(PS), egyéb zsigeri rendellenességek (OD), le nem szallt here (UT), egyéb huigy-ivar-
rendszeri rendellenességek (OU), lagyéksérv (IH), egyéb mozgésszervi rendellenes-
ségek (MS), az endokrin szervek rendellenességei (EO), bdr-, haj- és kéromrend-
ellenességek, daganatok, valamint egyéb rendellenességek (ST).

A CA-kon beliil kiilonos fontossaggal birnak a tdbbszirds velesziiletett rend-
ellenességek (multiple CA, MCA). Definicidjuk megtaldlthatéd példiul [13]-ban:
tobb CA ugyanannil a személynél torténd egyiittes eléfordulasa.

Ugyanaz a CA kiilonb6zs esetekben kiilonbozG koreredetii lehet (a koreredet
4ltalaban nincs bejelentve, ezért az MCA-k statisztikal vizsgalatinal ismeretlen volt).
A [17]-ben ismertetett vizsgalat is hozzajarult annak tisztizasihoz, hogy a CA-val
rendelkezé gyerekek jelentds részénél a CA(k) sok tényezd hatasanak az eredményei(i),
tehat multifuktoridlis koreredetii(ek). Ellenkezd esetben, amikor is a CA(k) kevés
tényezd hatasdnak az eredménye(i), oligofaktoridlis koreredetrél fogunk beszélni.

A GAMT-modell kiterjesztése

Mint arra fentebb utaltam, az esetek nagy részében a CA multifaktorialis kor-
eredetfi. Az ilyen CA-k kozill néhanynak az OroklSdésmenetét az un. GAMT-
modellel sikeriilt leirni (vo. [17]).

[13]-ban megvizsgiltam az Un. fiiggetlenségi koncepcidt és néhany modositasat.
Egy tovabbi moédositast jelent, ha feltessziik, hogy a kiilonbozd CA-kat el8idézd
genetikai és kérnyezeti tényez8k (természetesen ugyananndl a személynél) korreldl-
tak, és a multifaktorialis kéreredeti MCA-k ennek a korrelicidénak a kovetkez-
ményei. Ez a hipotézis csak a multifaktorialis MCA-krél mond valamit. Eléfordulhat
azonban, hogy néhdny ismeretlen, oligofaktorialis MCA ugyanilyen korreldciénak
a kovetkezménye. Mivel a két tipus megkiilonboztethetetlen, ezért a paragrafus
tovabbi része azon a hipotézisen alapul, amely szerint az egyes CA-k OroklGdés-
menete a GAMT-modellel leirhaté, az 6ket elGidéz6 genetikai és kornyezeti tényezdk
korrelaltak, és valamennyi MCA ennek a korrelacidonak a kdvetkezménye. Mivel
az MCA-k jelent8s részben multifaktoridlis koreredetiiek, ez a hipotézis ésszerii és
ranézésre nem elfogadhatatlan.

Jelolje L, és T; az A; rendellenességhez tartozd hajlamot, ill. kiisz6bot. A kiiszob
modellnek megfelelGen egy gyermek akkor és csak akkor rendelkezik A;-vel, ha
L, rajta felvett értéke nem Kkisebb T,-nél. Legyen

L = (L17 L2s ey Ln)’

és tegyiik fel, hogy — a normalis kiiszob modellnek megfeleléen — L n-dimenzids
normalis eloszlast (és az L;-k standardak). A kiiszoboket és az L eloszldsat meg-
hatirozé r;; korrelaciés egyiitthatokat a 3. szakaszban leirt médon becsiiltem.

A fenti modell a GAMT-modell kiterjesztése. Az eredeti GAMT-modell egy
CA t6bb csaladtagra vonatkozd hajlamat irja le. A fenti modellben viszont egy
gyermeknek tobb hajlama van — az n szdmi CA mindegyikéhez egy —, és ezeknek
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a hajlamoknak a rendszere alakitja ki a gyerek CA-inak rendszerét. A medellt és
igy a megfelel§ hipotézist a 3. szakasszal 6sszhangban gy ellendriztem, hogy meg-
néztem, mennyire felel meg a 2-nél nagyobb méretli CA-kombinaciok eléforduldsa
az (r;;) korreldciés matrix alapjan vartnak.

Legyen Or(i, j, k) és E(i, j, k) az olyan gyermekek szdma, ill. szdménak vér-
haté értéke, akik rendelkeznek A;-vel, A;-vel, A4,-val és esetleg tovabbi CA-kal is.
A legnagyobb Or(i,J, k)-érték 26 volt, a TC, CD és CF rendellenességek esetén.
A megfelel8 korrelacids egyiitthatdk becsiilt értéke 0,71, 0,50 és 0,44 volt, az ezek
alapjan meghatarozott E(i, j, k)-érték pedig 32,19, ami azt mutatja, hogy ezt a
CA-hidrmast a modell jo! irja le. A kisebb Or(i, j, k)-kra ratérve azt talaltam, hogy
a megfelels E1(i, j, k)-k eloszlasa egyre szélesebb. Az eltérések 4ltaldban nem voltak
szignifikdnsak, a lehetséges kombindciok igen nagy szdma miatt azonban nem az
egyes (Or, Er) értékek, hanem a megfelel§ &sszegek egymdshoz vald viszonya
érdekes. Ezért meghataroztam a

n—2 n-—1 n

Z OT(i’ j’ k)

i=1 j=i+lk=j+1
és — a 3. szakaszban emlitett eljards segitségével —a

n—2 n-—-1 n n—2 n-1 n

> 2 2 EGik=MZ X > Pi(jk
i=1 j=i+lk=J+1 i=1 j=it+1k=j+1
kifejezések értékét; ez 2006, ill. 1876 volt.

G,={4;}, i=1,2, ...,n, valamint G,={4;, 4;}, i,j=1,2,...,n, i<j mellett
meghatdroztam, ill. becsiiltem a 3. szakaszban definialt O&(G,), E&(G,), valamint
a modellt§l valé eltérést jellemzd d(G,) mennyiségek értékét. Ez utdbbi a kovet-
kezd CA-k és CA-parok esetén volt nagy: SB, AM, RA, MC, FN és MS, ill. CP—PS,
PY—PS, AA—CF, AI—OL és BR—IH [mindegyik esetben OP(G,) értéke nagyobb
volt, mint £P(G,)-¢]. Meghataroztam a

> 0QGy), 2 EPG)
g:1G, =2 g:1G =2
kifejezések értékét; ez 5283, ill. 5627 volt. Ez a kiterjesztett GAMT-modell és a
megfelel$ hipotézis elfogadhatésagat mutatja.
Tetszdleges G,={4;, A;} esetén legyen a;;=d(G,) (1=i<j=n). Amig az
r;; korrelaciés egyiitthatok a CA-k multifaktoridlis kozelségeinek tekinthet8ek, az
a;;-k a CA-k oligofaktoridlis kozelségeinek.

Egy véletlen és az ,,igazi” adatmezd 16bbszords
tobbdimenzios skadldzdsa

Az MCA-k statisztikai vizsgilatdnak f8 céljai kozé tartozott a rendellenes
gyerekek csoportositdsa a CA-k egyiittes elgforduldsa alapjan és ezéltal jellegzetes
CA-kombinaciok felderitése. E feladat megoldisira dolgoztam ki az MMDS-t.
Ennek adekvat voltdrdl tigy lehet meggy8z8dni, hogy véletlen médon generalt vagy
szisztematikusan kijelolt CA-klaszterekhez véletlen adatmezdt generdlunk, és meg-
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nézziik, Ggy csoportositja-e az MMDS a generdlt gyerckeket, hogy a kiilsnbsz8
gyerekklaszterek mellett kirajzolédnak az egyes CA-klaszterek. A véletlen gyerekek
generaldsdhoz elGszor természetesen specifikdlni kell azon (az MCA-kat leird)
hipotézist és modellt, amely alapjan a generalas azutan torténik. Mivel a fiiggetlen-
ségi és a feltételes fiiggetlenségi koncepcié elfogadhatatlannak bizonyult, a kiter-
jesztett GAMT-modell mellett pedig nem meriil fel a W, valtozék inkonziszten-
cidjanak MMDS-t igénylS problémdja, a generalast az Gn. keverékeloszldsos modell
(lisd {16]) alapjan végeztem. Legyen a CA-k szdma 16, és jelolje i az i-edik CA-t.
Tekintsiik a kovetkezd hat CA-klasztert:

1, 2, 3, 5, 8 9, 11, 12, 15;

4, 7, 10, 14, 15;
2, 4, 5, 6, 8, 10, 13, 14, 16;
1, 2, 4, 7, 8, 11, 12, 16;
3, 6, 7, 9, 10, 11, 13, 16;

1, 3, 5, 6, 9, 12, 13, 14, 15.

Ezekhez a klaszterekhez egymastdl fiiggetleniil 150—150 gyercket generiltam oly
modon, hogy az m-edik klaszterhez generalt g-edik gyerek egymadstdl fiiggetleniil
0,3—0,3 valdsziniiséggel rendelkezik a klaszterhez tartozé, 0,01—0,01 valdszinii-
séggel a klaszterhez nem tartozé CA-kkal (m=1,2,...,6;¢g=1, 2, ..., 150). A ketts-
nél kevesebb CA-val rendelkez§ gyerekeket elhagyva 666 szamu, 428-féle gyerek
maradt. Ezek t6bbszoros tobbdimenzids skaldzasat a gyerekklaszterek szamdnak
kezd§ értékét 15-nek valasztva végeztem el. Az MMDS hat gyerekklasztert adott,
amelyek - mellett vildgosan kirajzolédtak a CA-klaszterek. A kapott gyerekklasz-
terekben az egyes CA-k gyakorisiga a kdvetkez§ volt:

554547 137 0 04357 15839 0 043 5
0 0 02 0 02 0 219 1 3 0202 0
050 1793847 050 150 6 736 43 0 42

3737 128 1 34332 0 13830 1 0 138
3 1260 0 02147 0274128 043 0 0 29

43 245 06060 1 155 2 04852655 0O

A tiblazatbdl is lithatd, hogy a gyerekklaszterek ,,visszaadjik™ a CA-klasztereket.
Hasonléan kedvez§ eredményre vezetett a fenti modon generdlt mas véletlen adat-
mezbk tobbszéros tobbdimenzids skdlizasa is.

Az ,,igazi” adatmez$ fentiek alapjin adekvatnak latszd t6bbszéros tobbdimen-
zi0s skaldzasat a gyerekklaszterek szAmanak kezd@ értékét 11-nek és 21-nek valasztva
is elvégeztem. A kapott, C,,-mel jelolt gyerekklaszterek melleti CA-képek és -gyako-
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risdgok els§ esetben a

C;:
C,:
Cs:

Cy:

Cy:
Cs:
Cy:
Cy:
Cy:
) {EN, SB, CP, PY, SY, HY, AM,}

10

{SB, CL, EX, AA, HS, HD, D1, UT, OU, IH};
{CL, LR, AA, HY, CF, EG, HD, EA, UT};
{SB, AA, HS, RA, OU}, {HD, CD, UT};

{CL, SY, MC, HY, AM, CF, HS,}

.

HD, CK, FN, EA, IH, MS
{HS, UT};
{4AN,EN, CL, LR, PY, SY, EX, CF, HS};
{CF, TC, CD, IH};
{CP, CF, HD, CD};
{AN, EN, PY, CF, HD, CK, RS, OU};

HD, DI, FN, EA, CD, MS

Cu: {AN,CL, PY, HD,CK, CD, PS, OD};

masodik esetben a
C;:
C,:

C:

12+

{SY, HD, UT, IH};

{4AN, CL, EX};

AN, EN, CL, LR, PY, AA,
{HY, CF, HS, EG, HD, CK};

: {TC,CD, OL};

.
’

AN, CL, LR, EX, OA, AA, CF, HS, HD,
{ DI, RA, EA, CD, OL, OD, IH, MS }
CP, LR, PY, AA, MC, AM, EY, CF,

{ HS, EG, HD, FN, EA, UT, MS, ST };

: {CP,PY, AA,HD, FN, CD, PS, UT, OU};
: {SB,PY, EX, OA, 44, HY, HD, RA, RS, UT, OU},

{SY, CF, HS, PS, OD, IH, MS};

: {HD, OU};
: {SB, CL, EX, MC, HD, DI, RA, CK, OU, MS, EO};

EN, SB, CP, PY, SY, AM, CF,
HS, D, DI, FN, EA, UT
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Cy;: {CL, SY, CF, TC, CD, IH};

Cy: {CL,SY, MC, HY, AM, CF, HD, EA};

Cyis: {AN, SY, HD, RA, FN, EO};

Cy: {EN, CL, LR, EX, AA, HY, HD, UT};

Ci:: {AM, HD, AI, FN}, {TC, CD, IH};

Cys: {HD, RS};

Cie: {CP,HY, CT, HD, MS};

Cy: {CL,PY, HY, EA}, {CF,CD, UT}; _

C..: {CL, SY, EX, HY, AM, FN, MS}, NS
{PY, MC, CF, EG, HD, RA, EA, TC, CD, OD, UT}

CA-klaszterekre (jellegzetes CA-kombinacidkra) vezettek (a klaszterek leggyakoribb
CA-it d8lt betiivel jeldljiik; nem minden gyerekklaszter mellett rajzolédott ki CA-
klaszter, voltak viszont olyanok, amelyek mellett tobb is).

A rendellenes gyerekek csoportositasat és jellegzetes CA-kombinaciok ezaltal
torténd felderitését keverékfelbontassal TusNADY GABOR (lasd [16]), orvosi meg-
fontolasok alapjan CzeizeL ENDRE (lasd [5])) is elvégezte. A haromféle klaszterezés-
bdl a 4. szakaszban leirt mddon egy konszenzus klaszterezést allitottam el8. Az
eredmények orvosi értékelése, ellenérzése (genetikai csaladvizsgalatok) és felhasz-
nalasa (genetikai tanicsadas) [5]-ben keriil kifejtésre.

Koszonetnyilvanitds

Az a kutaté munka, amelynek sorn a dolgozatban ismertetésre keriil§ ered-
mények megsziilettek, része volt annak a tevékenységnek, amelyet CzeizZEL ENDRE-
vel, az orvostudomany doktoraval és TusNADY GABORral, a matematikai tudomany
kandidatusaval tobb mint egy évtizede, SiMONOVITS MIKiOssal, a matematikai
tudomany doktoraval, valamint DR. BoLLA MARIANNA matematikussal korilbeliil
fél évtizede végziink. Az egyiittes munka soran mindegyikiikt§! sok segitséget kap-
tam, de kiilondsen TusNADY GABORtOl. A dolgozat alapjaul a hasonld cimii kan-
didatusi értekezés magyarul még nem publikalt részei szolgaltak. Az értekezés
munkahelyi biralataért ugyancsak TusNADY GABORnak, valamint HOLLOSNE DR.
Marosi Jupit matematikusnak, opponélasaért néhai SARKADI KArRoOLYnak, a mate-
matikai tudomany doktoranak, valamint CsIRIK JANOsnak és MICHALETZKY GYORGY-
nek, a matematikai tudomany kandidatusainak tartozom héalaval.

Az értekezés az MTA SZTAKI Alkalmazott Matematikai FGosztilyanak
Statisztika Osztalyan késziilt. A munka elvégzéséhez minden tdmogatast megkap-
tam vezetSimtdl, kiilondsen PREKOPA ANDRAStOl, az MTA rendes tagjatol.
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1. TABLAZAT
n ml m, ma m‘
3 3 — - —
4 4 — — —
5 5 — — —
6 6 — — —
7 6 1 — —
10 9 1 — —
15 12 3 — —
20 15 5 — —
25 17 7 1 —
30 19 9 2 —
35 21 10 4 —
40 24 11 5 —
45 25 12 7 1
50 28 13 8 1
55 29 15 8 3
60 30 16 10 4
65 32 17 12 4

INVESTIGATION OF THE STRUCTURE OF BINARY VARIABLES
L. TELEGDI

The paper deals with the statistical investigation of binary random variables observed on a
large number of objects and indicating the presence or absence of dichotcmous characters. The
independence of the variables is investigated in the case when the number of variables is large and/or
the probabilities of the various characters are small. If the variables are not independent, their
dependen:e is characterized by the Gaussian threshold model. This assumes that background var-
iables with a joint normal distribution are assigned to the various variables. There are thresholds
belonging to them, furthermore one of the objects has one of the characters if and only if the value
of the corresponding background variable on the object exceeds the corresponding threshold. A new
method for clustering the objects is reported. It is called muitiple multidimensional scaling, and
puts the objects into clusters by ordinary multidimensional scaling of the variables. Finally the
paper deals with an important biomedical application of computer, the statistical investigation of
congenital abnormalities.
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PRIMA: UJ ELLENORZOTT OSZTALYOZO MODSZER

JURICSKAY ISTVAN, VERESS GABOR E.

Pécs Budapest

Az altalunk javasolt 0j ellendrzétt osztalyozd modszer, a PRIMA moédszer az osztilytdvolsig
fogalman alapszik. Lényege az, hogy az osztalysulypontok és osztdlyinhomogenitdsok alapjan
minden osztilyhoz kiilon tavolsagfogalmat, az osztalytavolsag fogalmat rendeljiik és az osztalyozas
ezen tavolsagok alapjan torténik.

Az osztalytivolsidg fogalman alapulé PRIMA osztilyoz6 mobdszer igen sokféle, bonyolult
esetben is alkalmazhatd. Az alkalmazis feltételei mas modszerekével 6sszevetve kevésbé szigortak.
Algoritmusa igen egyszer(i, hatékonysdga és stabilitdsa jonak bizonyult, Egyszerisége, ugyanakkor
a bonyolult esetekre, mint pl. nagyon sok valtozés feladatokra, vagy sok osztdlyba sorolasra, zajos
és hidnyos adatok feldolgozasdra stb. vald alkalmazhatésidga miatt a meglevé hatékony alakfel-
ismerési modszerek mellett is figyelemre mélto.

1. Bevezetés

Jelen kozleményben 1 alakfelismerd ellenSrzott osztilyozé mdoddszeriink, a
Pattern Recognition by lIndependent Multicategory Analysis, PRIMA mobdszer
matematikai alapjait ismertetjitk. E16z8 kozleményiinkben [5] elsésorban a médszer
analitikai kémiai alkalmazasait targyaltuk.

A tobbvaltozoés statisztikai mddszerek fontos csoportjanak, az alakfelismerd
(pattern recognition) médszereknek (pl. [7]) ma még nem alakult ki az egységes
magyar nevezéktana. Hivjak alakfelismerésnek [10], osztilyozisi modszereknek [9],
de klasszifikdciés médszereknek is [3].

Az alakfelismerd modszerek fontos csoportjit alkotjak az ellendrzott osztilyozd
(supervised classification), vagy mas néven tanitéval torténd tanuld (supervised
training) mobdszerek. Ismertetésiinknél feltételezziik az alapelvek ismeretét, hivat-
kozva a fontosabb irodalmi Gsszefoglalokra (pl. [7], [10]).

Tudomasunk szerint médszeriink elve 1j, csak a SIMCA mddszer [11] alapszik
hasonlé elveken, ezért dolgozatunkban kiilon kitériink e két médszer 6sszehason-
litasara.

2. A PRIMA mdédszer elve
2.1. Alapfogalmak
Az objektumok indexe legyen i, i=1,...,1. Az objektumok ismert, vagy isme-
‘retlen osztdlyokhoz tartoznak, az osztilyok indexe legyen k, (bizonyos esetekben /), &,
- l:zl,c')i).jellft.umokat tulajdonsdgaikkal jellemezziik, értelmezziik a J-dimenzids
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X tulajdonséigteret. A k-adik osztily i-edik objektuma j-edik tulajdonsiganak érté-
két jelolje x¥;, ha az osztaly nem ismert, vagy tetszés szerinti, akkor x;;, ha jeloljiik,
hogy az osztily nem ismert, akkor xjj. A tulajdonsagértékekbél alkotott x; vektort
tulajdonsdgvektornak nevezzik, azaz

X; : y i= 1, ...,I,

ahol x;€X. Minden objektum tehat vgy értelmezhetS, mint a tulajdonsigtérnek
a tulajdonsiagvektorral megadott pontja.

Az objektumok két csoportra oszthatok : egyrészt ismert osztilyl objektumok,
amelyek a tananyag, vagy az ellendrzd anyag objektumai lehetnek, masrészt isme-
retlen osztalyl, vagy osztilyozandd objektumok. Ennek megfelelGen a tananyagbdl
értelmezziik az X* tananyag-matrixot:

1 1
X115+ o5 X1J
1 1
xlll, DErEY xIlJ

x’{la '--’xllcl
L _ :
X =l s

k
xlkl, .. -,xka

K K
X115+ 5 X1J

K K
XIx1y « ¢ o3 XIKJ

ahol I¥, k=1,...,K a k-adik osztaly objektumainak a szdma. Teljesen hasonl6
modon értelmezziik az XT ellenSrz8anyag-matrixot. Ertelmezziik tovabbd az X*
osztalyozandb-anyagmatrixot az alabbi modon:

% %
X115 -5 X1y
X*={: R
* %
XI¥1s oo o3 XI*J

ahol I'*az osztilyozandé objektumok szdma.

2.2. Az osztilyok sulypontja és inhomogenitdsa

Az osztilyokat a tanulds sordn két paraméterrel, a silypontjukkal és az in-
homogenitiasukkal jellemezziik.

Az osztilyok tulajdonsigtérbeli elhelyezkedését az osztalyok silypontjaval
jellemezhetjiik. Adott osztdly adott tulajdonsdgdnak dtlaga, x% a tulajdonsagok
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egyszer( Atlagaval szamolhato, azaz

Ik
2 xf
— i=1

J Ik

xk —

i=1L..,J k=1,.,K

Adott osztaly adott tulajdonsdaginak az atlagit a tananyagmitrixbol az osztalyt

jellemzd részmdtrix adott oszlopdnak az Osszeadasdval nyerjitk. Adott osztdly siuly-
k

pontja, X*, vagy centruma a tulajdonsigtérben a tulajdonsigdtlagokbdl képezett
vektor, azaz
X
X =|: k=1,..,K
X5

Az osztalyok tulajdonsagtérbeni kiterjedtségét a tulajdonsigok inhomogenit4-
saval vagy szorasaval jellemezhetjilk. Adott osztdly adott tulajdonsdgdnak in-
homogenitdsa s az adott tulajdonsig szérasaként szimolhato, azaz

jig 1/2
Xk — k)2
sf= ig(” ) i=L..,J, k=1,.., K
I*—1
Az inhomogenitassal egyenértékil fogalomként értelmezhetjiik az adott osztdly adott
tulajdonsdgdnak silydt wk-t, mint az osztdly tulajdonsag-inhomogenitas négyzeté-
nek reciprokat, azaz
1

7

Adott osztdly inhomogenitds-vektora s*, vagy kiterjedtsége a tulajdonsigtérben a
tulajdonsdg-inhomogenitasokbol képezett vektor, azaz

sk
st=1[:1, k=1,...,K
55

wh =

Analég médon bevezetjilk az osztdly sulyvektordt w*, amely a tulajdonsagstilyokbdl

képezett vektor, azaz
wi
we=1|:], k=1,..,K

W}

Megjegyezziik, hogy a fenti fogalmak hidnyos adatok esetén is a rendelkezésre
allé6 adatok alapjan egymastol fiiggetleniil egyszerfien szimolhatdk, természetesen
a hidnyzé adatokkal csokkentve az adatszam [* értékét.
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2.3. Osztdlytdavolsdg

A tulajdonsagtér pontjai kozott sokféle tavolsag értelmezhetS. Mddszeriink az
un. ,,osztilytdvolsag” fogalman alapszik. Minden osztidlyra vonatkozdan kiilén-
kiilon értelmezziik a vizsgalt objektum és az adott osztaly centrumdnak a tdvolsigat.
Az osztalytivolsadg definidldsira barmilyen tdvolsigfogalom alkalmas, az aldbbiak-
ban az euklideszi tdvolsdgot hasznaljuk.

A médszeriink alapfogalmait jelent§ osztalytivolsig fogalma eltt bevezetjiik
az osztalytavolsag Un. tulajdonsigkomponensének fogalmat. A k-adik osztalyra
vonatkozdan az osztdlytdvolsdg j-edik tulajdonsdgkomponense a

dj‘(x,_,, 5€-§)='SL"(XU—X§), i= 1, ...,I, j= 1, ...,J, k= 1,...,K
J

Osszefiiggéssel értelmezhetd.
Az osztalytavolsag tulajdonsagkomponensei alapjin értelmezhetjiik médszeriink
alapvet6 fogalmat, az Un. osztdlytdvolsdg fogalmat

a*(x;, ¥) = (i Zl'ld'f(x-- :?’f)]z)ll2 i=1 I, k=1 K
i J s J ijs> J » LERAAE B LERAAS | s

vagyis az osztalytavolsig négyzete a tulajdonsagkomponensek négyzetének 4tlaga.
Figyelembe véve a tulajdonsdgkomponensek definicidjat, az osztalytavolsag a

k Tk 1 A 1 k)2 12 ;
d (x,—,x)= sz:.w(xij—x-,) > 1= 1, ...,I, k= 1,...,K,
= J

vagy ezzel analég médon a

. e 1 J Y2 .
d (xi,x)=[—J— .Z;wf(x,-j—xf)zJ , i=1,...,1, k=1,..,K,
J=

alakban is irhatd.

Egy pont egy adott osztdlytdvolsdga tehdt a pontnak az adott osztdlysilyponttdl
mért, az osztdly sulyvektordval sulyozott, egy tulajdonsdgra vonatkoztatott dtlagos
tdvolsdga.

Az osztalytavolsag tigy is értelmezhetd, hogy a tulajdonsdgtérben minden osztaly
szdméara kiillon-kiilon olyan koordindtarendszert értelmeziink, amelynek origdja az
osztalystlypont és egysége az osztaly tulajdonsdginhomogenitasa. Ilyen értelmezés-
ben az osztalytavolsig az osztdlyonkénti z transzformacid, vagy ,.autoscaling”
alapjan is értelmezhetd, azaz

_ 1 J 1/2
d*(x;, X" = [7- Z'(zﬁ‘j)z] . i=1,...,.I, k=1,..,K,
j=1
ahol
=1 i=1..,1I, j=1..,J, k=1,..,K

az x;, tulajdonsigérték k-adik osztdlybeli z-transzformaltja, vagy standardizalt
értéke.
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A fenti tivolsigfogalom elvben csak az s¥20 esetben értelmezhetd, a gyakor-
lati alkalmazhat6sdg érdekében olyan specidlis esetekben, amikor s5=0, a feladat
természetétSl (mérési hiba stb.) filiggl, zérustdl eltérd onkényes értéket célszeril
haszndilni.

A fenti tavolsdgfogalom, mint 4tlagos tdvolsidg hidnyos adatok esetén is alkal-

mazhatd, ekkor J értékét értelemszeriien csokkenteni kell. Az i normalasi tényezd

éppen azért szerepel a definicidban, hogy a tdvolsigok a dimenzidszamtél fiigget-
leniil is 6sszehasonlithaték maradjanak.

2.4. A PRIMA mddszer matematikai statisztikai értelmezése

Ahhoz, hogy a dontéselméletileg igazoltan legjobb osztdlyozist, a Bayes-dontést
alkalmazhassuk, nemcsak az egyes osztalyok eldfordulasi valdsziniiségeit, hanem
minden osztdly minden tulajdonsigra megadott feltételes valdsziniiségeit is ismer-
niink kellene. A pontmddszerek (KNN, potenciilfiiggvényes modszer) ezt azzal
kozelitik, hogy minden egyes tananyagobjektumbdl nyerhetd informaciét azonos
sullyal vesznek figyelembe. Bebizonyithato, hogy ennek a kozelitésnek a tarkapacitas
és a gépidGigény szab hatdrt. A stlypont-modszerek ezeket a valdsziniiségeloszldso-
kat egyetlen adattal, az osztaly stlypontjaval jellemzik.

Az ismertetett PRIMA médszer a valédi eloszlasok kézelitésére az inhomoge-
nit4st is figyelembe veszi, annak megfelelelen, mintha a valddi eloszldsok szimmet-
rikus eloszlisok lennének. Az 4tlagok az illetd tulajdonsidgok vdrhatd értékeinek
becsléseként foghatok fel, és az inhomogenitds mértéke (a korrigalt tapasztalati
sz6ras) a mdsodik centrdlis momentum becslése. E becslések jogossagara és josigara
az egyvaltoz6s matematikai statisztikai modszerek szabjak meg az ismert kritériu-
mokat. A transzformalt tulajdonsigtér valtozdir6l elmondhatjuk, hogy ezek varhatd
értéke zérus, ha az illet§ objektum az osztilyba tartozik. Az igy definidlt osztaly-
tavolsag fogalmunk alapjin tehat jo becslést kapunk.

Az eloszlasok jellemzésére tovabbi momentumok figyelembevételével a Bayes
dontés egyre jobb kozelitéseit kaphatnink meg. Ez olyan torzit6 transzformaciénak
felelne meg, ahol az osztalytavolsag fogalom anizotrop (iranyfiiggd) lenne, ami
éppen a lényegkiemelés elve. Ennek részleteivel itt nem foglalkozunk.

3. Osztilyozas a PRIMA médszerrel

3.1. Tanulds

A PRIMA médszerrel térténd tanulds folyamata az X tananyag matrixbol az
XL, ..., XX osztalysilypontok és az s, ..., sk osztalyinhomogenitds-vektorok, illetve

7z 7

az wi, ..., wk osztalystlyvektorok eldallitasa.

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)



438 JURICSKAY 1. ES VERESS G. E.

3.2. Felismerés

A PRIMA mddszerrel torténd felismerés 1épése ketts. A felismerés els§ 1épése
a felismerendd objektumot reprezentalé x* pont d(x*, X), ..., d¥(x*, X¥) osztaly-
tavolsdgainak a meghatdrozasa.

A felismerés masodik 1épése az osztdlytavolsigok alapjan annak az eldontése,
hogy az ismeretlen osztilyl objektum, amely a tulajdonsigtérben az x* pont,
mely osztalyba vagy osztilyokba tartozik. Az osztdly meghatdrozdsira tobb lehetd-
ség kindlkozik.

Az objektum osztdlyba soroldsanak egyik elvi lehetGsége az, hogy az objektumot
abba az osztalyba soroljuk, amelynek a legkisebb az osztalytavolsaga, azaz a

min {d7, ..., ¥}

feltételt kielégitd k-adik osztalyt tekintjitk az objektum osztalydnak.
Az objektum osztilyba soroldsanak egy masik, sokkal inkabb gyakorlati lehe-
t8sége az, hogy az objektumot a k-adik osztdlyba tartozénak tekintjiik, ha teljesiil a

d'x*,x =d
feltétel, ahol d alkalmasan valasztott Gn. osztilytivolsag-kiiszobszdm. E feltétel
hasznalata esetén egy objektum természetesen tObb osztalyba is tartozhat, illetve
kiviilall6 is lehet. Az osztalybatartozast eldont§ osztilytavolsag-kiiszobszam meg-
hatdrozasa a feladat természetétsl fiigglen célszeriien a felismerési képesség alapjan
iterativ Uton torténhet.

4. Az osztalyozis jellemzése
4.1. Az osztdlyok kézotti tdvolsdg
Az osztalytidvolsag fenti definici6jabol nyilvanvald az, hogy az egyik osztily
stilypontjanak a tdvolsiga egy masik osztaly sulypontjatdl az egyik osztaly suly-

vektoratdl fiigg, igy az egyik osztaly tdvolsiga a mdsik stlypontjatol dltaldban nem
egyezik meg a masik osztaly tivolsigival az egyik silypontjatodl, azaz a

dk(i’ "—(k) — (_1_ ZJ' _1 (f! _)—Ck)z]llz
’ J = (sf)z 8} J

dl <k ol ( 1 J 1 vk <l 2)1/2
XX =|— > —= (-]
( ) J j;; (S‘I, )2 ( J J)
tavolsdgok altaldban nem egyeznek meg. Ertelmezzitk ezért az osztilyok kozotti
tavolsagot.

Az osztilyok kozotti tdvolsag értelmezéséhez vezessilk be az sj‘-’ fogalmat,
amelyet a j-edik tulajdonsignak a k-adik és az l-edik osztalyokra vonatkoztatott
dtlagos inhomogenitdsdnak nevezziik és az

1 1(1 1

W=—2— (—S.,")T-I-GD—Z), ji=1..,J, kl=1,..,K
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azaz az

2(sh)? - (s})?
(PP +(s5)°
osszefiiggéssel definidlunk.

Az atlagos inhomogenitas alapjin az osztalytdvolsdghoz hasonléan itt is értel-
mezhetjiik az osztdlyok-kozétti-tavolsag tulajdonsdgkomponenseit a

(s = =1,..,J, k=1,..,K,

R | .
d}"(x},xf):w(x}—x";) j=1..,J, kil=1..,K,

J

Osszefiiggéssel, vagy az 4tlagos inhomogenit4s definicidjanak a figyelembevételével a

boe 1( 1 1 )2
d}‘ (xj-,x’f = [E[W-l-WJ] (xj-—xf,?), J= I,...,J, k,1=' 1,...,K,
Osszefiiggéssel.

Megjegyezziik, hogy a Fischer-hdnyados
1
kl (%l _xk f = .. = “es
¥ = o) (x—Xx%) j=1..,J kilI=1,..,K,

szintén specidlis osztalyok-kozotti-tavolsag tulajdonsagkomponensének tekinthetd.

Az osztalyok sulypontjai kozott sokféle osztdlyok-kézotti-tavolsdgot értelmez-
hetiink. Az osztalyok-kozotti-tavolsag értelmezésének egyik lehet&sége a

= @7 = |+ le(_l T ]()?’—f")2 C ki=LLK

- ’ - J 2 (S";)Z (S_’,-)2 J J. ’ sy & T Ay eee ]

=1
Osszefiiggés, vagy atirva

dix, x5 = (—1— ZJ 1 (f'-—:‘c's)2]llz ki=1,..,K
’ J s ’

4.2. A tulajdonsdgok jellemzése

Az osztalyok-ko6zotti-tavolsag tulajdonsdgkomponense jellemz§ az adott tulaj-
donsig jelentdségére. Az osztalyok-kozotti-tavolsag tulajdonsagkomponenseibdl fel-
épithetSk az osztalyok-kozotti-tavolsag tulajdonsagkomponens matrixai, a

dap, ...,d*
Dj = E j = 1, esey J
drt, ..., dfk

matrixok, melyek antiszimmetrikusak és diagon4lis elemei zérusok.

Ezen mdtrixok segitségével jellemezhetd az osztdlyozas szempontjabol az adott
tulajdonsag jelent8sége, ugyanis, ha a d¥ abszolut értéke nagy, akkor a j-edik tulaj-
donsag jelent8s a k és az [ osztalyok kozo6tti megkiilonboztetés szempontjabodl, mig,
ha d¥ abszolut értéke kicsi minden k, / osztalyparra, akkor a j-edik tulajdonsag
nem jelentds, esetleg elhagyhato.
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4.3. Az osztdlyok jellemzése

Az osztalyok-kozotti-tavolsdg fogalma alapjan jellemezhetd az osztilyok el-
helyezkedése a tananyagban. Az osztalyok-kozotti-tdvolsig értékekbdl, azaz a d*
értékekbdl felépithets a D osztalyok-kozotti-tavolsag-matrix, azaz

Ez a matrix szimmetrikus és a diagonélis elemei zérusok.

Az osztalyok-kozotti-tdvolsag-matrix alkalmas az osztilyok elhelyezkedésének
a jellemzésére. Azok az osztilyok, amelyekre a d* tavolsdg nagy, a tulajdonsigtér-
ben jol szeparaltak, igy a téves osztalyozas valdsziniisége kicsi. Ha a d* tavolsig
kicsi, akkor az osztalyok a tulajdonsig-térben nem eléggé kiiloniilnek el.

4.4. Az osztdlyozds jellemzése a tananyaggal

Az osztalyonkénti felismerSképesség megadja osztalyonként azt, hogy a tan-
anyag objektumainak hanyadrésze keriil a helyes osztalyba, azaz

1
rk=—17‘—, k=1,..,K,
ahol f* a tananyag k-adik oszt4lyba sorolt és a k-adik osztdlyba tartozé objektumai-
nak a szdma. A fenti osztalyonkénti felismeréképesség mellett értelmezhet§ a teljes

tananyagra vonatkozd teljes felismerSképesség is, pl. az

ik

DM

»*
1
-

Ik

(VB

k=1

osszefiiggés alapjan.

A felismerSképesség az osztalyok elkiiloniiltsége mellett a tanulas josagat is
jellemzi, igy példdul alkalmas mutaté az osztalytavolsdg-kiiszobérték iterativ médon
torténé meghatarozisara.

4.5. Az osztdlyozds jellemzése az ellendrzé anyaggal

Az alakfelismer8 méddszerek osztalyozé hatékonysdga a felismerSképesség mel-
lett az el6rebecslGképességgel is jellemezhets. Az osztalyonkénti el6rebecslGképesség
azt adja meg, hogy az ellen8rz8 anyag objektumainak hinyad része keriil a helyes
osztilyba, azaz

ikT
pk=-1—k'1-', k=1,...,K,
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ahol I*T az ellen6rz8 anyag k-adik osztalyba sorolt, k-adik osztilyba tartozé objek-
tumainak a szdma, mig /*T az ellen8rz8 anyag k-adik osztalyba tartozé objektumai-
nak a szama. A fenti osztalyonkénti elgrebecslGképesség mellett értelmezhetd a teljes
ellendrz8 anyagra vonatkozé teljes elGrebecslGképesség is, pl. a

ikT

Osszefiiggés alapjin.

5. A PRIMA algoritmus

Az el8z8ekben ismertetett alapfogalmak fethasznildsdval Uj ellendrzott oszta-
Iyoz6 algoritmus készithetG. Az algoritmus folyamatabrajat az 1. dbra mutatja.
Az algoritmus az osztalyozdsbol és az osztilyozas jellemzésébdl 4ll.

Az ellen8rzétt osztalyozé moddszerek altaldnos elvének megfelelen az oszta-
lyozas kétlépcsds. Eldszor a tanulds soran a tananyag segitségével meghatirozzuk
az osztalyokat jellemz§ stilypontvektorokat és inhomogenitasvektorokat. A felisme-
rés, vagy osztalyozas a mésodik 1épés. Az osztilyozandd objektum tulajdonsagvek-
torat az egyes osztalyok standardizalt tulajdonsdgterébe transzforméljuk és ennek

| "

x'l
TANULAS
2., %% A TULAJDONSAGOK
o x ——————— £S AZ 0S2TALYOK
3 k3 h
. JELLEMZESE

L — Oyrevernnn, 0.0
x* = l

" FELISMERES
A -
Y FELISMERD KEPESSEG
osztdly

eLOrReBECSLE
KEPESSEG

l

az ismeretlen [
osztdlya

1. dbra. A PRIMA algoritmus folyamatabraja
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felhasznalasaval minden osztilyra meghatidrozzuk az objektum osztilytivolsigait,
melyek felhasznalasival az osztalytdvolsig-kiiszob-érték alapjan elvégezzitk az osz-
talyozast.

Az algoritmus a tulajdonsagok és az osztilyok jellemzése mellett elvégzi a fel-
ismerGképesség és az elSrebecslGképesség meghatdrozasat is. A felismerSképesség
alapjdn mod nyilik az osztalytdvolsag-kiiszobérték iterativ meghatdrozasara.

A PRIMA moddszer algoritmusa alapjan készitett program jelenleg VIDEOTON
1010 mini-szamit6gépre FORTRAN és PROPER—16 személyi szamitdgépre, illetve
ROSY 80 és SINCLAIR ZX—81 mikroszdmitogépekre BASIC nyelven all rendel-
kezésre.

6. A PRIMA modszer értékelése
6.1. A mddszer alkalmazdsai

A PRIMA modszerrel szamos osztalyozasi feladatot oldottunk meg. El6z8
kozleményiinkben [5] részletesen ismertettiik az analitikai kémia irodalmaban ismert
IRIS feladat [2], tovdbba egy konformacids feladat [8] megoldasat. Bemutattuk a
PRIMA modszer alkalmazhatosigit aszfaltinanyagok érettségének vizsgilatira is,
ahol 17 tulajdonsag alapjan 5 osztalyba sorolaskor jonak nevezhet8, 90%-os fel-
ismerSképességet kaptunk [1]. A PRIMA moddszert sikerrel alkalmaztuk almalevek
mindsitésére is [6], tovabba régészeti feladatok megoldasara.

A PRIMA médszert tobb orvosdiagnosztikai feladat megoldéséra is alkalmaz-
tuk. A vizelet gadzkromatografidval meghatdrozott 12 szteroidkomponense alapjan
beteg gyerekeket 8 osztilyba soroltunk. A felismerGképesség ennél a feladatnal
94 %-nak adodott [4].

Megjegyezziik, hogy a PRIMA mddszer alkalmas bizonyos képfelismerési fel-
adatok megold4sara is. Ezzel kapcsolatban egy 35 komponensii bindris tulajdonsigot
adb mozaik betiifelismerési feladat megolddsa sordn nyert eredményeinek publika-
ciojat tervezziik.

Eddigi tapasztalataink szerint a PRIMA moédszer alkalmazési kritériumai az
ismert ellendrzott osztalyozd modszereknél kevésbé szigortiak, igy az alkalmazisi
feladatok igen nagy részében kielégithetSk.

6.2. Kiviildllok, tobb osztdlyba tartozo objektumok

Az osztalytdvolsig definici6jan alapulé mddszerek (SIMCA, PRIMA) egyik
legnagyobb elGnye a tobbivel szemben az, hogy az osztilytavolsagok terébe képezik
le az objektumokat, és alkalmasan valasztott tavolsagkritériumokkal a tulajdonsdgok
terét olyan térrészekre osztjak, melyekbe esé objektumokrél egyértelmiien eldonthetd,
hogy az valamely tanult osztaly eleme, esetleg tobb osztdlyba is beletartozhat, vagy
az osztalyokon kiviiles§. Ha az osztidlyok nem kolcsénésen kizdrdak és egyiittesen
nem teljesek, akkor csak ezek a modszerek alkalmazasa lehet indokolt.
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6.3. Folytonos és diszkrét vdltozdk

Az osztalyozisi feladatok megolddsa sordn sok problémat jelent az olyan tulaj-
donsigvektorok kezelése, melyek komponenseinek egy része folytonos, mas része
diszkrét (specialis esetben binaris, ,,igen” — ,,nem”) jellegii valtozdkat tartalmaz.

Az alapvetden folytonos viltozdkra kidolgozott PRIMA mddszer tisztan bi-
naris valtozokra val6 alkalmazdsa soran azt tapasztaltuk, hogy nagymértékben
hidnyos és zajos adatkészlet esetén is jo hatdsfoki osztilyozast biztosit, ha gondos-
kodunk arrdl, hogy az osztilyjellemz8 paraméterek kozott az inhomogenitdsok
zérustdl kiilonbdzzenek.

A folytonos és diszkrét (bindris) valtozok szimultan kezelhet$sége véleményiink
szerint a PRIMA egyik fontos érdeme, de konkrét feladatok esetén kiilén mérlege-
lend§ a folytonos és a diszkrét komponensek szdmszerii aranya, mivel ilyen kiilén-
leges alkalmazdsokrdl eddig kevés tapasztalat 4ll rendelkezésre.

6.4. Hidnyos adatrendszer

Az alkalmazisi feladatok jelents hdnyaddban nem biztosithatd az adatmaitix,
ill. a felismerend§ objektum tulajdonsdgvektordnak hidnytalan ismerete. A probléma
olyan 4thidaldsa, hogy a tanulasbdl, illetve az értékelésbdl kihagyjuk az objektumot,
vagy a tulajdonsagot, nyilvanvald informdacidveszteséggel jir. Az adathidnyra leg-
érzékenyebbek a matrix-szimitast alkalmazé moédszerek (diszkriminancia-analizis,
f6komponens-analizis), mivel a matrixmiiveletek (inverzid, transzponalas stb.) teljes
matrixot igényelnek. A hidnyz6 adatok betoltése az atlaggal, vagy interpolalt adatok-
kal csak kevéssé hidnyos adatkészlet esetén engedhetd meg. A betoltés ilyen médja
nagy felelGsséget igényel, mivel a modszerek konnyen bizonytalanna valnak, igy pl.
a korrelaciok, variancidk értelmiiket vesztik. Ha a hidnyos adat éppen a felismerendd
objektumnal fordult el5, akkor a koordinitdk kozos transzformdacidjdn alapuld
moédszerek  (diszkriminancia analizis, f6komponens analizis) egyike sem alkal-
mazhat6 az adat 6nkényes betoltése nélkiil.

A PRIMA médszer osztilytavolsag fogalma lehetSvé teszi, hogy az osztily-
jellemzdk tjratanitasa nélkiil egy alacsonyabb dimenziészdmi altérben képezziik az
osztalytavolsigokat és ezek, mivel normaltak, 6sszehasonlithatok a teljes adatkész-
lettel nyert hasonl6 adatokkal. A hianyos adatokkal tértén§ osztilyozasnak kiilons-
sen fontos szerepe van olyan esetekben, amikor az esetleg hosszadalmas, vagy igen
koltséges tulajdonsdgmeghatdrozd mérések elvégzése elStt mar elvégezziik az oszta-
lyozast és az eredménytdl fiiggden dontiink a tényleges mérés végrehajtasarol.
E specialis képességnek, az Un. hierarchikus osztalyozasnak diagnosztikai sziir§
jellegii, esetleg képfelismer§ feladatoknal lehet jelentSsége.

6.5. Kiegészité adatok
Egészen specidlis adathidnyra vezet, ha a kutatds sorén a tulajdonsagok mérésé-
ben alkalmazott modszereket megvaltoztatjuk, vagy 0j tulajdonsigot vezetiink be.
A legtobb osztalyozasi mddszer esetén ilyenkor az eddig Osszegyfilt 6sszes informacidt

kénytelenek vagyunk torélni és az 10j, esetleg masikat helyettesit§ tulajdonsigot
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csak 1j tananyaggal vezethetjilkk be az osztilyozdsi feladatba. A mddszerek nagy
része tehat az adatrendszer szempontjibol merev, az adatmatrix sem oszlopaiban
(tulajdonsagok), sem soraiban (tananyag-objektumok) nem bdvithetd.

A PRIMA madszer alkalmazasakor az adatok ko6zé 1j tulajdonsdgok bevezetése
csak azt kivdnja meg, hogy néhdny Uj tanitéobjektum esetén meghatirozzuk az 1j
tulajdonsag osztalyatlagait és inhomogenitasait. A tovabbi objektumok osztalyozasa
mar az 0j osztalyjellemz8k betolddsaval végezhets el, ugyanakkor a korabbi isme-
retek megG@rizhetSk. A tanitds algoritmusa lehet8vé teszi, hogy egy-egy objektumot
az eddigi tananyaghoz barmikor hozzafiizziink. Ezaltal folyamatosan tanul6 adaptiv
algoritmus épithetd fel, az adatmatrix sorai is folyamatosan bdvithetSk, s nem kell
az egész tanulasi folyamatot Gjra kezdeni. Ebbdl az is kdvetkezik, hogy a tobbszor
eléfordul6 , kiviilalld™ objektumokat esetleg 0j osztaly képzésére is felhasznédlhatjuk,
vagyis az osztdlyok szdma is bGvithet3. A PRIMA ezen kiilonleges sajatsagat f6ként
a viszonylag kis objektumszamii, vagy folyamatszabalyozasi jellegii alkalmazasoknal
hasznalhatjuk ki.

6.6. Szdmitdstechnikai jellemzdk

Az osztilyozisi feladatok megolddsat a szamitdégép memoriakapacitisa, vagy
a viszonylag nagy gépidGigény gyakran neheziti,

A pontmoddszerek esetén a memoriaigény kozelitSleg az I-J szorzattal becsiil-
het8, ahol I az objektumok szdma, J a figyelembe vett lényeges tulajdonsigok szdma.
A felismerési fazisban, mivel I darab tavolsagszdmitast és ebbdl minimumkeresést
kell végrehajtani, a gépid8 igény is nagy, I-J-vel aranyos.

A valtozOk ko6zds transzformécidjan alapulé moédszerek memoriaigénye még
kib8viil a J - J méretll matrixok kezeléséhez sziikséges tarkapacitassal. Ez aldl kivétel
a SIMCA modszer, ahol az osztilyonként végzett f6komponensanalizis nem igényli
valamennyi tananyag-objektum elérhet8ségét. A gépidSigény zomét a tanitasi algo-
ritmus konvergalasi sebessége és a matrixmiiveletek adjak, a felismerési algoritmusok
gépideje ehhez képest elhanyagolhato.

A PRIMA moédszer memoriaigénye a J - K érték néhanyszorosara tehetd, ahol
K az osztalyok szdma, amely altaldban téredéke a tobbi médszer memoriaigényének.
A tanuldsi és a felismerési folyamat gépiddigénye egyenletesen oszlik meg és szintén
J - K értékével ardnyos. Mindezeket figyelembe véve a PRIMA moédszerrel az oszta-
lyozas igen konnyen elvégezhetd még kis személyi szamitogépekkel is. Ennek illuszt-
ralasara megemlitjiik, hogy az alkalmazidsoknal emlitett diagnosztikai feladatot
16 K byte-os Sinclair ZX—18 mikroszdmitégéppel oldottuk meg.

6.7. A SIMCA és a PRIMA mddszerek dsszehasonlitdsa

Mint ismeretes, a SIMCA mddszer [11] az osztilyoz6 feladatok jelentds részének
megoldasara kival6an alkalmas. Tapasztalatunk szerint a PRIMA modszer is igen
sok feladat megolddsara el6nydsen hasznalhat6.

Mind a SIMCA, mind a PRIMA mddszer alapvetd jellemzdje az osztalyonként
értelmezett koordindta-rendszer, az osztalytavolsag fogalma. A két mddszer ko6zotti
alapvet§ kiilonbség abban 4ll, hogy mig a SIMCA a f6komponens-térben, addig
a PRIMA a tulajdonsigtérben értelmezi az osztilytavolsagot. Ennek megfelelGen
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a SIMCA figyelembe veszi a tulajdonsidgok kozotti korrelaciot is, a PRIMA csak
ezek szdrasat. Ebbsl eredGen a SIMCA csokkenti a tulajdonsagtér dimenzidjat,
a PRIMA nem. Ugyanakkor a PRIMA hidnyos adatok esetén is konnyen hasznal-
haté. A SIMCA memédria és szamitasi igénye jelentSsebb, a PRIMA igen egyszeriien
kivitelezhetd.

A két moédszer jellemz8 tulajdonsigai alapjan Osszefoglalva megallapithatd,
hogy ha kicsi a tananyag, vagy kicsi a rendelkezésre all6 szamitogép, vagy hidnyosak
az adatok, akkor csak a PRIMA moédszer alkalmazhat6, a SIMCA nem. Elegend&en
nagy tananyag és elegendGen nagy szdmitastechnikai kapacitds esetén, ha a tulajdon-
sagok kozott jelent8s korrelacio tételezhetd fel, akkor a SIMCA médszert célszeril
hasznalni, mig ha a tulajdonsiagok kozott nem jelentGs a korrelacid, akkor a PRIMA
modszer hasznilata ajanlhaté.

A szivegben elGfordulé jelilések értelmezése

d osztalytavolsag-kiiszobszam

d*(x,,X°)  az i-edik objektum k-adik osztalytivolsaga

d%(x,, x%)  azi-edik objektum k-adik osztalytavolsaganak j-edik tulajdonsigkomponense
d* (X!, %)  a k-adik és az [-edik osztalyok kozotti tavolsag

d%'(%], #%) a k-adik és az [-edik osztalyok kozotti tavolsag j-edik tulajdonsagkomponense

D, az osztalyok kozotti tavolsagok j-edik tulajdonsagkomponensének matrixa
D az osztalyok kozotti tavolsagok matrixa

Fy a j-edik tulajdonsag k-adik és /-edik osztalyokra vonatkoz6 Fischer-hdnyadosa
i az objektumok indexe

I az objektumok szama

I* a tananyag k-adik osztilyba tartozd objektumainak a szama

I* a tananyag k-adik osztalyba sorolt objektumainak a szama

I*T az ellenbrzd anyag k-adik osztalyba tartozd objektumainak a szama

fer az ellen6rzd anyag k-adik osztalyba sorolt objektumainak a szima

I* az osztalyozand6 objektumok szama

J a tulajdonsagok indexe

J a tulajdonsagok szaima

k az osztalyok indexe

K az osztalyok szima

1 az osztalyok indexe

r teljes felismeroképesség

rk a k-adik osztalyra vonatkozé felismerGképesség

P teljes elOrebecsloképesség

p* a k-adik osztalyra vonatkozo elGrebecsléképesség

55 a j-edik tulajdonsag k-adik osztalyra vonatkozd inhomogenitasa

sk a k-adik osztaly inhomogenitasvektora

Kl a j-edik tulajdonsag k-adik és /-edik osztilyokra vonatkozé atlagos inhomogenitasa
wh a j-edik tulajdonsag k-adik osztalyra vonatkozo sulya

wk a k-adik osztaly silyvektora

Xiy az i-edik objektum j-edik tulajdonsaga

Xty a k-adik osztaly i-edik objektumanak j-edik tulajdonsiga

X az ismeretlen osztalyba tartozé r-edik objektum j-edik tulajdonsaga

X az objektum tulajdonsagvektora

X az i-edik objektum tulajdonsagvektora

x5 a j-edik tulajdonsag atlaga a k-adik osztalyban

x* a k-adik osztaly stlypontja

XK tananyag-matrix

XT ellen6rz-anyag-matrix

X* osztalyozandd-anyag-matrix

X J-dimenzids tulajdonsagtér

2% a k-adik osztalyba tartoz6 i~edik objektum j-edik tulajdonsiganak standardizalt értéke
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PRIMA: A NEW SUPERVISED CLASSIFICATION METHOD
I. JURriCcsKAY, G. E. VERESS

This paper deals with the new supervised classification method called Pattern Recognition
by Independent Multicategory Analysis (PRIMA). This method uses the concept of class distance
defined on the basis of centre of gravity and inhomogeneity for each class. The PRIMA algorithm
is very simple, its efficiency and stability are good. It can be applied in different, complex cases, the
conditions of its applicability are less strict than those of other methods.
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TIPUSSPECIFIKACIOK HELYESSEGENEK VIZSGALATA

VARGA LASZLO

Budapest

Az adattipusnak azokat a tulajdonsagait, amelyek a felhaszndld celjat szolgaljak, absztrakt
specifikdcioval adhatjuk meg. Amikor viszont megvalésitjuk az adattipust, egy megfeleld dbrazolast
valasztunk és megadjuk az adattipus konkrét specifikaciojat. Igy két specifikicioét adunk meg ugyan-
arra az adattipusra. Ebben a dolgozatban a konkrét specifikicié absztrakt specifikdcio szerinti
helyességét fogalmazzuk meg és a kettds specifikacié harom esetében vizsgiljuk a helyességelégséges
feltételét,

1. Bevezetés

Adattipusok specifikaldsira kiilonboz8 moédszereket hasznilnak. Ezek kozott
a legismertebbek a procedurdlis specifikdcio [1], az el- és utéfeltételekkel megadott
specifikdcio [2] és az algebrai specifikacié [3]. Az utobbi kiiléndsen alkalmas adat-
tipusok reprezentdci6tol és implementaciotdl fiiggetlen definidlasira, azaz absztrakt
adattipusok leirdsdra. Ennek a megéllapitdsnak az képezi az alapjat, hogy az algebrai
specifikdcié felirdsdhoz nincs sziikségiink segédrendszerre, a segédrendszerrel kap-
csolatos ismeretekre. Az elG- és utdfeltételekkel megadott specifikdcid a segéd-
rendszertdl fiiggd modon haszndlhatd fel absztrakt, illetve konkrét adattipusok
leirasara. Konkrét adattipusok specifikaldsa esetén ez a leirdsi forma alkalmas
a reprezenticié és az implementacié kell§ mélységii tamogatasira. A procedurélis
specifikacidt rendszerint egy programozasi nyelv keretében adjuk meg. Erre nyujt
példaul lehetGséget a Simula nyelv Class konstrukcidja [4] és a legujabb nyelvek
kozott az Ada Package, illetve Generic [5] lehetGsége.

Kozismert, hogy az absztrakt specifikdcié elsGsorban a felhaszndld, a konkrét
specifik4cid pedig az implementaciot végzG szakember igényeit hivatott kielégiteni.
Ennek megfelelden a kétféle kovetelményt gyakran két specifikicioval, azaz specifi-
kéacié parral elégitjiik ki. A specifikdcidk pérositdsai rendszerint a kovetkezdk:

absztrakt: konkrét:

1. el8- és utofeltétellel proceduralis

2. el8- és utofeltétellel els- és utofeltétellel
3. algebrai elé- és utofeltétellel

A Kkett8s specifikdcié esetén felmeriil a konkrét specifikdcié absztrakt specifi-
k4cio szerinti helyességének a kérdése. Ezt a problémat elGszor C. A. HOARE vetette
fel a fenti 1. esetben és megadta a helyesség egy elégséges feltételét [1]. A modszert
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késSbb a 2. esetre is kiterjesztették. A 3. eset visszavezethet$ a 2. esetben felmeriils
probléma megoldasara [6].

Ebben a dolgozatban az adattipusok helyességének egy egységes tdrgyaldsat
adjuk korlatozva magunkat a fenti hirom eset vizsgalatara.

2. Definiciok és tételek

1. Definicié. A d=(A, F) kett§st adattipusnak nevezziik, ha 4= {4,, 4,, ..., 4,}
és F={fy, f1s .. [3}» ahol 4; megszamlalhat6 halmaz (i=1, 2, ..., n), tovabba

f;): _’A13
f;:Ai‘XAng "'XAik - Aio; i= 1, 2, oo g N

parcialis leképezések. Az A, halmazrdl feltessziik, hogy az konstruktiv, azaz az A,
halmaz minden eleme elallithaté az f;, f;, ..., f, miveletek megfelel§ sorrendben
torténd egymas utdni véges szamu alkalmazasival. Az 4, halmazt a d adattipusba
tartoz6 objektumok halmazanak nevezziik.

2. Definicié. Az F halmaznak azt a legkisebb elemszdmu részhalmazit, amely-
nek miiveletei elégségesek az 4, halmaz minden elemének az el8allitasira, konstruk-
cids részhalmaznak, a benne szerepld miiveleteket pedig konstruktoroknak nevezziik.

Megjegyzés. Az F halmaznak 4ltaldban tobb konstrukcidés részhalmaza
létezhet. Ilyenkor a konstrukcids részhalmazok koziil kivalasztunk egyet és csak azt
tekintjiik konstrukcids részhalmaznak.

3. Definicio. Legyen F, az F halmaz egy konstrukciés részhalmaza, akkor
Fy=F\F, kiilonbséghalmazt nem konstrukciés vagy szelekciés részhalmaznak
nevezziik. F, elemei nem konstrukciés miiveletek, illetve szelekciés miiveletek.

4. Definicié. Legyen d=(A, F) egy adattipus, ahol A={4,, 4,, ..., 4,,}. Ha az
As, ..., A,, halmazok koziil egy vagy tobb egy masik adattipus objektumainak
halmazit jeloli, akkor a d tipust paraméteres adattipusnak nevezziik.

5. Definicié. Legyen d=(A, F) egy adattipus. A C halmazt az 4 egy reprezen-
tacidjanak nevezziik, ha 1étezik egy olyan ¢: C—~A leképezés, hogy

(VacA)(3c€C) (a = ¢(0)).

Itt @(c)=(@1(c), 92(C)s ..., Pm(©)); P:i(c)E4;, i=1,2,...,m. Mi olyan esctek-
kel foglalkozunk, amikor

oy=1¢;, i=23,..,m

ezért a targyalds sordn ¢@(c)-t és @.(c)-t jelolésben nem kiilonboztetjiik meg
egymastol.
1. TETEL. Adva van a d,=<(4,F) és a d.=(C,G) adattipus, ahol F=

={fos 15 ccs Sus s Su} €8 @ G={go, 815 --s &hs --» 8n)- Tegyilk fel, hogy itt
JosSis s Su €5 o5 815 ... & konstrukcids miiveletek. Tegyiik fel tovabba, hogy
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A={4, 4,, ..., 4,}, C={Cy, 4,, ..., 4,}. Ha a ¢ leképezésre teljesiilnek a
Jo = 0(g0)A\gocC
(Ve€O)(Vs, 1 = i = K)(fi(9(c)) = p(g:(c))Agi(0)eC
osszefiiggések, akkor C az A egy reprezenticidja.

Bizonyitds. Azt kell kimutatni, hogy minden acA esetén létezik olyan c€C,
amelyre a=¢(c) teljesiil. A bizonyitast az a-ban szerepl konstrukciés miiveletek
szama szerinti teljesindukci6val végezhetjiik el.

Ha a=f, akkor c¢=g, esetén az a=¢(c) egyenlet fennall. Tegyiik fel tehat,

hogy
a = f.(a),
ahol f. egy konstrukciés miivelet és a’-re mar fennall a tétel:
] "= o(c).
Amde

a = f.(o(c) = o(g.(c")

ahol g, az f,-nek megfeleld konstrukciés miivelet. Igy tehat c=g.(c’) valasztissal
a tétel a esetében is teljesiil, ami igazolja a tétel llitdsdnak helyességét.

Az adattipus meghatarozasanal az 4 objektum halmazt és az F miivelethalmazt
kell meghatdrozni.

Az A4 objektum halmaz elemeit a szokdsos médon, egy olyan allitassal adjuk
meg, amely csakis az A halmaz elemeire igaz:

ﬁ: Aileizx"‘ XAik_’Aio

ahol tehat 7,(a) egy Allitds. Ez az 4llitds a gyakorlatban kiilénb6z8 forméakban fogal-
mazodik meg. Rendszerint egy adott programozési nyelv keretében a deklaricids
rész és egy els@rendii logikaban megfogalmazott predikatum egyiitt szolgaltatja ezt
az allitast. A deklaracids résznek, megfeleld predikatummal vald helyettesitésével
azonban a fenti két rész egy predikatumban egyesithetS. Példdul az integer i; dek-
laracié helyett az integer (i) logikai fiiggvényt hasznalhatjuk.

Az A halmaz megaddsa tehit szimunkra azt jelenti, hogy adva van az I,(a)
predikatum.

Az F miivelethalmaz meghatarozdsa a benne szerepl§ miiveletek szintaxisi-
nak és szemantikdjinak a megaddsat jelenti. A szintaxis meghatdrozdsa a

ﬁ:AileizX cer XAik - Aio

forma meghatarozasat kivinja meg. Ez rendszerint a gyakorlatban is a fenti forma
leirdsaval torténik. A szemantika meghatdrozdsira azonban a kiilsnboz8 specifi-
kédciés mddszerek hasznalatosak. Ezeket hirom csoportba sorolhatjuk:

— proceduralis specifikacid;

— eld- és utdfeltételekkel adott specifikdcio;

— algebrai spacifikacié.
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Procedurdlis specifikdcié. Adva van egy miiveleti rendszer, példaul egy prog-
ramozasi nyelv. Procedurilis specifikdci6 esetén az

ﬁ(a19 Ay oens ak)

fiiggvényeket egy kiszdmitasi szabaly hatidrozza meg az adott miiveleti rendszerben.
Ilyen kiszamit4si szabaly lehet példaul egy eljaras térzse.
Elg- és utdfeltételekkel adott specifikdcio esetén az

& = f,(a)
leképezést a bemend adatokat leird pre;(a) predikdtummal és a bemend, valamint

az eredményadatok kapcsolatat leird post;(a, @) predikdtummal adjuk meg. Ezt
a kovetkezd formaban irjuk fel:

{pre;(@)} @’ = fi(a) {post;(a, a’)}.
Ez tehat azt jelenti, hogy az f; fiiggvény értelmezési tartomanya a

{al pre;(@)}

{(a, a,)] pOSti (a’ a,)}
halmaz.

Algebrai specifikdcié esetén a F halmaz miiveleteinek szemantikajat a kozottiik
fennallé kapcsolatokkal adjuk meg. Ezeket a kapcsolatokat 4ltalaban a kovetkezd
formaju egyenletek irjak le:

fi(fe@) = fi(fi(- (@),

ahol f, konstrukci6s, f; pedig nem konstrukciés miivelet, tovabba £, f;, £, fj, ...,
v JREF.

6. Definicio. Adva van a d,=(4, F) és a d,=(C, G) adattipus, F={f;, fi, ... fu}s
G={go, 81> ---» &x}» ahol C az A egy reprezenticidja adott

¢0:C +~ A4

halmaz. A relaci6 pedig a

leképezés mellett. A d, adattipus specifikdcidjit a d, adattipus specifikicidja szerint
helyesnek nevezziik, ha valahanyszor fi(a) értelmezve van, akkor g;(c), is értelmezve
van minden olyan c-re, amelyre a=¢(c), és

(VeeC)(Vi, 1 = i = n)(c’ = gi()N'EC = o(c) = fi(e()Ap()€ AN ()€ A);
¢ = &= ¢(cp) = f.

2. TETeL. Adva van a d,=(4, F) adattipus, ahol A= {a|l,(a)}, az F miiveletei
pedig el§- és utdfeltételekkel adottak:

{igaz} ay = fo{posty(ap)},
{pre; (@)} a’ = fi(a) {post;(a, @)}, i=1,2,..,n

Adva van tovabba a d.=(C, G) adattipus, ahol C={c|I.(c)}, a G miiveletei pedig
rendre a gqq, ¢4, ..., 4, programokkal adottak. Adva van a ¢: C—~4 leképezés.
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Ha bebizonyitjuk, hogy
(Ve€CO) (1e(c) = L(¢(c)))
és igazak a ¢, q;, ..., 4, programokra a kovetkez§ teljeshelyességi tételek :
{igaz} g, {I (c)Apost, (q’ (C))}
{L.(©)\pre; (¢ (c))} g:{I()Apost; (¢ (), ¢(c))}
akkor a d, adattipus specifikacidja a d, specifikacioja szerint helyes.

Bizonyitds. El6szor azt kell kimutatni, hogy a C az A4 egy reprezenticidja az
adott @ mellett. A 1. tétel értelmében ehhez elég kimutatni, hogy

fo=0(8)N8EC & fi(9(0) = o(g:(c)Ngi(c)eC
minden konstrukcids f;, g; miiveletparra. Ez viszont fenndll, ugyanis
I.(c)Aposty(@(c)) = fo = @(go)Ac€C
1(g:(0)\posti(¢(c), ¢(c")) = fi(¢(0)) = ¢(gi(c)).
A teljeshelyességi tételekbsl pedig a kbvetkez§t vezethetjiik le:

a) Valahanyszor fi(¢(c")) értelmezve van, értelmezve van a gy(c) is.
b) L.(c)Apre@ ()AL ()Aposte(c), p(c))=c€ECAECAP()=Ff(e(c))

Masrészt feltételeztiik, hogy
I(c) = I(¢(c)), azaz g(c)e4,

I(¢) = I)(p(c)), azaz @(c)EA.

Ez a tétel tehat lehet6vé teszi, hogy adattipusok helyességének a kimutatdsit a
fenti esetben a programok teljeshelyességének a kimutatasara vezessiik vissza.

Vizsgédljuk most azt az esetet, amikor mindkét specifikici6 els- és utofeltételek-
kel adott.

3. TETEL. Legyen adva d,=(d4, F), ahol
A = {dI,(a)}
{igaz} a, = f, {post,, (@)},
{pres, (@)} a’ = fi(a) {posts,(a, @)}, i=1,2,..,m,
d. = (C, 06),
C = {cll.(c)}

{igaz} o = go{post,, ()}

és

és
ahol

{pre, ()}’ = gi(c){post, (c,c)} i=1,2,..,n
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Adva van tovabbd a ¢: C—~A leképezés. Ha bebizonyitjuk, hogy

a) post,,(c) = 1.(c),

b) I.(c) = L(¢(0),

c) post,, (c) = post (¢(c)),

d) I.(c)Apre,(9(c)) = pre,,(c),

€) I.(c)Apre,, (¢(c))Apost,,(c, ¢’) = post,,(¢(c), ¢(c)),

tovabba minden konstrukcids g; miiveletre kimutatjuk, hogy

I.(c)\prey,(e)Apost, (c, ') = I.(c),
akkor a d, specifikicidja a d, sze.rint helyes.

Bizonyitds. El8szor belatjuk, hogy C az A egy reprezenticidja. Mivel
post,, () Apost, (9())AL(c) = fo = ¢(go)AgEC
¢és minden konstrukcids miiveletre kapjuk, hogy
I.(c)Apre, (c)Apost,, (¢, ') Apost,, (¢ (c), p(c))AL.(c")
= fi(0(9) = o(g:()Agi(c)eC

ezért az 1. tétel értelmében C az A egy reprezenticidja. A d) tétel alapjan nyilvanvald,
hogy valahdnyszor ¢ (c)-re az f; értelmezve van, akkor a megfelels g; és értelmezve
van c-re, ugyanakkor e) szerint

L()Apre;,(9())Aposty, (e, ¢YAposty, ((c), 9(c")) =
= ¢’ = gi(0)NceCAeCAp(c') = fi(e(0)
és b) alapjin pedig kovetkezik, hogy

o(c)eANp(c)EA.

fgy a 6. definici6 alapjin d, a d, adattipus szerint helyes.
Vizsgaljuk meg végiil a 3. esetet.
Legyen adva a d,=(4, F) adattipus specifikicidja algebrai egyenletekkel:

S(fe@) = L5 (fu(@))s

atr:a- N

és legyen adva

attributum fiiggvény, a kévetkez8 szemantikaval
atl' ( _f(}) = no
atr (f.(a)) = h_(atr (a)),

ahol h, : a—~N adott leképezés, és N a nem negativ egész szdmok halmaza.
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Legyen tovabba adott az absztrakt invariins

L@ - m=atr(@=mn
formaban.
A d, adattipus specifikdcidjat a kovetkez8 egyszerii dtalakitdssal eld- és uté-
feltételekkel megadott formdra hozhatjuk:
Minden f; szelekcids miiveletre:

b=rf@} ¥ =£0) {&=/A(-(R@)}
az f, konstrukcids fiiggvényre:

{igaz} a = fy{atr(a) = ny}
és f. konstrukciés fiiggvényre pedig

{no = hy (atr@) =n} & =f.(a) {& = f.(a)}.

Ezzel a médszerrel tehat a 3. esetiinkben a helyességbizonyitds problémajat
visszavezettiik a 2. eset problémdjara.

3. Egy példa

A tablazat egy lehetséges absztrakcidja a kovetkezd:

d,=({table, index, elem}, {null, assign, delete, read}), ahol az egyszeriiség kedvé-
ért legyen

index = {1, 2, ...,n), n>0

elem = integer

Szintaxis:
null: - table
assign: table x index x elem —~table
delete: table x index —~table
read: table x index—+elem

Szemantika:

delete (null, p)=null
delete (assign (¢, p, €), ¢)=

ha p=gq, akkor delete (1, q)

kiildnben assign (delete (2, g), p, €)

read (null, p) = 0
read (assign (1, p, €), q) =

ha p=gq akkor e kiilonben read (¢, ¢)

Attributum fiiggvény:
length: table~N
length (null )=0
length (assign (#, p, €)) = length (delete (1, p))+1

Absztrakt invaridns:
I,(t): O=length(t)=n
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Egyenliség axiomdja:
ty=t,=(f,=nullAt,=null)v
(vi, 1=i=n) (read(t,, i)=read(ty, i))
Specifikdcio analizis:

TETEL. read(delete(t, p), q)=
_}3 p=¢q, akkor 0 kiilénben read(s, q).

Bizonyitds. Alkalmazzuk a konstrukcidés miiveletek szamdra vonatkozé teljes-
indukci6t.

a) t=null esetén read(delete(r, p), g) = read(null, g) = 0

b) Legyen t=assign(z,,J, €), ahol feltessziik, hogy a tétel #,-ra mir igaz.
read(delete (assign (t,, j, €), p), 9)=
ha j=p, akkor read(delete(t,, p), 9)

kiilsnben read(assign (delete (ty, p), J, €), 9)

Mivel

read (delete(ty, p), ¢) = 0, ha p=g¢q
= read(t, 9), ha p#gq
és
read (assign (delete(t,, ), /, €), q) =
=e, ha j=¢q
=read(delete(t,, p), 9), ha j=q

azaz
read(delete(t, p), g) = O, ha p=q
= e, ha q:j
= read(t,, q) ha g=pAg>j m
amde

read(, q) = ha g=j akkor e kiilonben read(z, 9),
ami mutatja a tétel helyességét.
Hasonl6é médon bizonyithatok be a specifikacié analizdldsira vonatkozé tovabbi
tételek is:
p#q= > assign (assign (¢, p, €), g, ¢) = assign (assign (1, g, c), p, €),
delete (delete (¢, p), g) = delete (delete (1, ), p),

stb.

Reprezentdcio:
konkrét tdbldzat = integer vector v[l: n]
Legyen h(v, 0) = 0,
h(v, i) = h_av[i] = 0 akkor h(v, i)
kiilénben h(v, i)+1

és a konkrét attributumfiiggvény
length_ (v) = h(v, n)
A konkrét attributumfiiggvény tehat v-ben a nem zérus elemek szdm4val azonos.
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Legyen
I.(v): 0=h(v,n)=n
és
o@®=null ha h(@,n =0
= assign (¢(delete, (v, p)), p, A[p]),
ha h(v, n) = OAA[p] = O.
Nyilvanvald, hogy
h(v,m) 2 0= Gp, 1 =p=m) (A[p] # 0).
Implementdcio:
{igaz} v=null . {(vp, 1 =p=n) (4[p] = 0)}
{wl (U, P, e)} l)’ = aSSignc (U, P, e)
{'[p] = eA(Vi, i # p) (V[i] = v[i])}
{wy (v, p)} v" = delete, (v, p)
{'[p] = OA(Vi, i # p) (V[i] = o[i])}

. {ws(v,p)}  x =read.(v,p) {x =v[pl}
aho
wi(v, p, ): I (A1 = p = nAinteger (e),

wy(v, p): I, (WALl =p=n
Reprezentdcio analizis:
1. TéTEL. (Vp, 1=p=n) (v[p]=0)=h(v, n)=0
Az 4llitas h(v, n) definicidja alapjan nyilvanvald.
2. TETEL. @ (v) fiiggvény, azaz
¢,(v) = ha h(v, n) =0, akkor null
kiilonben assign (¢, (delete. (v, p)), p, v[p]),
0 (v) = h_a h(v, n) = 0, akkor nuil
kiilénben assign (@,(delete, (v, 9)), g, vlg])
mellett

A[p] # N0A[q] # 0= ¢1(v) = @2(v).
Bizonyitds. Végezziik el a bizonyitst a h(v, n) szerinti teljesindukcidval.

a) Ha h(v,n)=0 akkor ¢,(v)=¢,(v) nyilvanvaléan igaz.
Ha h(v, n)=1, akkor csak p=gq lehet ésazegyenlGség ismét trividlisan teljesiil.
b) Tegyiik tehat fel, hogy h(v, n)=k, k=2 és minden olyan v-re,
amelyre h(v, )=k —1 a tétel fennall.
Bizonyitsuk be, hogy a tétel h(v, n)=k-ra is igaz.

A[j] # 0= h(delete, (v, j), n) = h(v,n)—1,
ezért
@1 (delete, (v, /) = @o(delete, (v, ).
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Tehat a bizonyitandé allitas
p#q= assign ?pl (deletec(4, p)), p, Alp])=

assign (¢, (delete, (4, 9)), 9, A[q]).
Ezt viszont az egyenl8ség axidmaja alapjan Jathatjuk be:

read (aSSign ((pl (deletec (A: p))s P, A[p],.l)) =
ha j=p, akkor A[p]
kiilonben read (¢, (delete. (4, p)), j).

Legyen u=delete (delete,. (v, p), ), akkor
read (assign (¢, (delete, (4, p), p, A[p]), )=

= A[p], ha j=p
= Alq), _ ha j#pAj=q
= read (q’l (u), _])’ ha J;ép/\j;ﬁq

p ¢s q felcserélésével azonnal kapjuk, hogy
read (¢, (delete. (v, 9), 9, 4[g]), /)=

= A[q], ha j=¢q
= A[p), _ ha j=qAj=p
= read (@, (1), j), ha j=qAj#p

ami igazolja a tételt.
3. TETEL. h(v, n) = length(o (v)).

Bizonyitds. Ismét h(v, n) szerinti teljesindukciéval dolgozhatunk.

a) h(v, n)=0=>v=null= ¢ (v)=null=length(¢ (v))=0

b) Legyen tehit h(v, n)=k és tegyiik fel, hogy a tétel fenndll minden olyan
u-ra, amelyre h(u, n)<k.
Legyen wv=assign.(u, p, v[p]), ahol v[p]==0.

Akkor feltevésiink szerint
h(u, n) = length (¢ (u)),

h(v,n) = h(u,n)+ 1.

és
Misrészt
length (¢ (v)) = length (¢ (assign, (4, p, v[p]))) =
= length (assign (¢ (delete, (), p, v[p])) =
= length (¢ (delete, (W) +1 =
= length (¢ (W) + 1,

ami igazolja a tételt.
Ebbdl azonnal kapjuk, hogy

4. TETEL. 1. (v)=IL(¢ (v)).

5. TETEL. Az assign, konstrukciés miivelet nem visz ki a konkrét objektumok
terébdl, azaz

L (@)Awi(w, p, AV [p] = eA(Vi, i # p) (V[i] = v[i]) = L.(V).
A tétel Allitasa h(v’, n) definicibja alapjin nyilvanvalé.
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Implementdcid analizis:
Hozzuk elGszo6r az absztrakt specifikdcidt elG- és utofeltételekkel megadott
forméra:
{igaz} t=null{length(s)=0}
{length(delete (¢, p))+1=n}
t’=assign(t, p, €) {t'=assign(s, p, )}
{t=null} ¢’'=delete(t, p) {t’=null}
{t=assign(t,, p, €)} t’=delete(t, q)
{ha p=gq, akkor t’=delete(t, q)
kiilonben ¢"=assign(delete(t, ), p, €)}
{t=null} x=read(s, p) {x=0}
{t=assign(ty, p, €)} x=read(t, q)
{ha p=gq akkor x=e kiilsnben x=read(, ¢)}.
Az implementéciéra vonatkozd tételek koziil két tétel bizonyitdsit mutatjuk be,
a tobbi hasonléképpen bizonyithato.

1. TETEL
0 = h(v, n) = nAlength (delete (¢ (v), p)) =

=n—-1IAY[pl=eAWyi, iz p) W il=7v[]) +0=h(V.,n)=n=

= ¢(v') = assign(¢(v), p, e).
Bizonyitds:
@ (v")=assign (¢ (delete, (v, p)), p, V'[p]).
Ezért
read (¢ (v'),j)=ha j=p akkor v'[p]
kiilonben read (¢ (delete. (', p), j).

Hasonléképpen

read (assign (¢ (v), , €), /)
h_a Jj=p, akkor e

kiilénben read (¢ (v,), )
Figyelembe véve, hogy e=v"[p] és
J # p = read (g(delete, (v, p), j)) = read (¢(v), j)
kapjuk a tétel allitasat.
2. TETEL
0 = h(v, n) = nAo(v) = assign (¢, p, )A\p = gA
AV[pl = OA(Yi, 1 =i=n) (V[i] = v[i]) = @(v) = delete(p(v), g).

Bizonyitds. Ismét az egyenlGség axiéma és ¢(v) definici6ja alapjin keressiik
a megoldast.
read (¢(v'),j) = ha ¢(v) = null, akkor O

kiilsnben read (assign (¢ (delete, (v, k)), k, v’[K]), ).
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A tétel baloldala alapjin
(") = null = ¢(v) = assign (null, p, e) = delete (¢(v), p) = null =

= (Vj, 1 =j=n) (read(delete(¢(v), p),j) = 0).

Nézziikk a ¢@(v")>null esetet. Ekkor
read (¢ (v'), /)=

read (assign (¢ (delete, (v, k)), k, v'[k]), j)=

ha j=k, akkor o'[k]

o kiilonben read (¢ (delete, (v/, k)), /),
azaz

read (¢ (v'), /) = ha j=p, akkor 0

T kiilonben o[ /1,

ami ugyanaz, mint read (delete (¢ )y, g), /).
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VARGA LASZLO ;
ELTE TTK ALTALANOS SZAMITASTUDOMANYI TANSZEK
1088 BUDAPEST, MUZEUM KRT. 6—8.

STUDY OF THE CORRECTNESS OF DATA TYPE SPECIFICATIONS
L. VARGA

The properties of a data type relevant to programs using it could be described by an abstract
specification. For implementing a data type we may choose an appropriate representation and
give a concrete data type specification. Hence double specification is given for a data type. In this
paper the correctness of a concrete specification according to an abstract specification is formu-
lated and sufficient condition for the correctness of three double specifications are discussed.
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A BOOLE-FUGGVENYEK BOOLE ALGEBRAJANAK
STRUKTURALIS TULAJDONSAGAIT FELHASZNALO
BOOLE FUGGVENY OPTIMALIZACIOS MODSZER

PASZTORNE VARGA KATALIN

Budapest

A cikkben ismertetjiik az n-vdltozds Boole-fiiggvények halmaza (C}) Boole algebrdjinak
azon néhany tulajdonsagat, ami sziikséges az eredmény . megériéséhez. Részletezzilk azokat a
dualitdsbol kovetkezd, nem kozismert kapesolatokat, amelyek rendkiviili egyszerQsitést jelentenek
a szintézisben. Bemutatunk egy olyan szintézis algoritmust, ami dontésmechnizmusat tekintve sokkal
egyszer(ibb a korabbiaknal.

1. Fogalmak és jelolések

Jelolje
B=1{0,1} — az egydimenzids,
B = {0, 1} — az n dimenzids Boole-teret (mas elnevezések szerint n-
dimenzidés (0, 1)-teret vagy n-dimenzidés Boole-kockdt),
a={(0g, Oy, +uy Oy) — a B" tér egy vektorat (pontjat),
A={(Ty, Aoy +0es &y — az « vektor negaltjat,
X=(X1, X35 00y Xp) — a B" teret befutd valtozédt (Boole-vektorvdltozdt),
X=(X1, X35 ..0» X,) — az x vektorvaltozd negaltjat, ’
h(a, B) — a és p Hamming tdvolsigat, («, P kiilonbszd koordini-
. tdinak sz4mat), . - . -
\ — a diszjunkciot
konkatendcié vagy A — a konjunkcidt,
(%15 Xay «ouy X,)=f(X) — egy n-valtozds Boole-fiiggvényt,
fvagy f — az f negaltjat,
f*(x) vagy [* —az f dudlisat,
f;:i.—.-a —az f(xh x?._, A Xi—15 0y Xjt1s ooy x!v) nggVényts
F —az f egy diszjunktiv normélforméjit (DNF),
So — egy nem teljesen meghatarozott (parcialis) Boole-fiiggvényt,
a-taz f 1 (0 vagy hatdrozatlan)-pontjanak nevezziik aszerint, hogy f(a)=1 (0 vagy
hatdrozatlan).
fisSor 8 — az f,-t meghatdrozd fiiggvények ( f, komponensei)
1, ha fi=1

fo=10, ha f=1
hatarozatlan, ha g =1
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Vagyis f 1-pontjai f; 1-pontjaival, f O-pontjai f, l-pontjaival, f hatirozatlan

pontjai g 1-pontjaival esnek egybe.

f =1 az f, als6 hatédra, f=f,Vg az f, fels§ hatira.

Az f,-vel kompatibilis az f teljesen meghatarozott Boole-fiiggvény, ha f—f, f~f

teljesiil. f megadhaté f=fVyg vagy f=fVyf, alakban is, ahol y a megfelels

Boole-fiiggvény. " )
. {x, ha a=1

T |x, ha =0

A term kifejezés elemi konjunkcidt, a minterm kifejezés teljes elemi konjunkciot

jelsl. Ha p=x3 x2...x%, akkor p~ =x{'x3%...xf. A pterm fedia g termet, ha pg=gq.
Tovébbi jelolések :

F=1uVtV..Vt, — f egy DNF-je,

F*=d\d,\N..Vd, — f* egy DNF-je.

(FIG) — egy az f,-vel kompatibilis DNF.

FN\p (vagy A\Wp) — F-bél a p term 4ltal lefedett termek elhagyasaval kapott

T —azaz sXn-es tablazat, amelynek oszlopaihoz F, soraihoz
pedig F* termjeit rendeljiik, és T-nek az e;; eleme a g, és
t; termek ko6zos tényezSinek halmaza (1. 4bra).

ti-hez tartozé x§¥.;,  — egy minimélis elemszdm1 e,; egy eleme.

E; — olyan minimdlis szdmu valtozot tartalmazé halmaz, hogy

Ejﬂe,j¢0, l=i=ss.

Példa:  fy=abc\ abd\ abd\ abcdV abc, f,=bcdvabd\acdVabed, g=bd az f,
komponensei.

abe abd abd abed abe
abed c d a bc,d ac
abd a, b a, b b, d a b
bed b, c b b, d c b, c
acd a,c a d a,c c
1. dbra

2. A dualitas és a T tablazat

Néhdny, az [1, 2]-ben mar leirt tulajdonsigot réviden ismertetiink a megértés
konnyitése céljabol.

Tekintsiik B-n a O<1 reldciobol ad6do rendezést. Tetszbleges o, P€B"-re
a=p azt jelenti, hogy «;=p;, 1=i=n. E relcié szerint B" hal6t alkot. E halo
halédiagramjiban a h(e, B)=1 esetben az a-val és a B-val jel6lt csticsot a nagyobb
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111(1)

01111(1) 1011 1101 (0)

/ 1110 (1)
00\;101(1) 1007 ondt) 3 10%00(1)

00001(0)
2/a dbra. Az f, fiiggvény abrazolasa

0000 (0)
1000(0) 0100 0010(1) 0001(0)
e e AN
1100 1010(0) 0110 1001(0) _0101(0) _0011(0)
min)

2/b dbra. Az f, fiiggvény dualisanak abrazolasa a dudlis haloban

elem felé irdnyul6 €1 koti ssze. A halé minimdlis illetve, maximélis eleme a 0, illetve
az 1 vektor. Abrazoljunk egy adott f(x,, ..., x,) fiiggvényt a B"-ben tgy, hogy
a tér pontjaihoz hozzirendeljiik a fiiggvény ott felvett értékét (2a abra).

A B"-beli min(e, ) és max(a, p) miiveletek, mint halémiiveletek, valamint
a 0 és 1 egymas dudlisai. A miiveletek szerepét felcserélve az 1<O0 dudlis rel4cié
alapjan keletkez8 dudlis hal6t kapjuk. A dudlis hdlé hilédiagramja az eredeti hals-
ébdl az elemeknek dualisukra vald cserélésével kaphatd (2b 4bra). Egy fiiggvény
és a dudlisa kozotti kapesolat a kovetkezd:

(2.1) f*@) =F@.

A fenti 4brazolasi mdd szerint egy f fiiggvény f* dudlisinak 4brdzol4sinal a dudlis
hél6 egy pontjéhoz az eredeti hél6 ugyanolyan helyzetii pontjahoz rendelt f fiigg-
vény értékének dualisat kell irni. Ez szemléletesen is mutatja azt, a (2.1)-bdl is 1at-
hat6 tényt, hogy f* 1-pontjainak szdma megegyezik f l-pontjainak szdméaval.
Nem teljesen meghatarozott fiiggvények esetén ugyanez vonatkozik f* és f; 1-pont-
jaira.
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A hald pontjait elemi konjunkcidkként tekintve az F és F*-ra is érvényesek az
eddigiek alapjin konnyen belathatd alabbi 4llitdsok és az azokat kovetd tételek:
a) f* (f*) l-pontjainak szima megyegyezik f (f,) I-pontjainak szimaval.

b) Tetszleges o n-dimenzids Boole vektorra h(at, a@)=n.
c) f* (a) B akkor és csak akkor, ha f(@)=B (B€B).

d) f*(2)=f*(=) akkor és csak akkor, ha f(a)=f(@) (=]* (a))
e) Tetsz8leges o, B-ra, h(@, p)=n—h(a, p).

2.1. TETer. ([2], 1. tétel) T-ben egyetlen ¢;; sem lehet iires.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy legalabb egy ¢;; iires. Tartozzon a j-edik oszlophoz
o, ekkor a feltevés miatt az i-edik sorhoz csak & tartozhat. Ez azt jelenti, hogy f(e)=1
és f*(@)=1, ami a ¢) miatt lehetetlen. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

2.2. Téter. Ha f*(a)=1, f(B)=1 és h(a, p)=n—1, ahol o;=p;, akkor
Jf-nek van olyan, a B-t fed8 primimplikdnsa, amelyben x} szerepel

Bizonyitds. ) miatt h(@, B)=1 é f(@)=0. o és B «; szerint szomszédos.
Mivel az f-nek & O-pontja, B 1-pontja, az x% valtoz6é nem egyszeriisithets ki a p-t
ad6é xfixf:...xBn konjunkcidobol.

2.1. K6VETKEZMENY. Minden olyan xf: valtozé szerepel a B-t lefedd primimpli-
k4nsban, amelyhez van olyan a, hogy f*(a)= és a szomszédos B-val §; szerint.
(Mas szoval ahol a és B kozos valtozdinak szama egy, azaz |e,gl=1 T-ben.)

2.2. KOVETKEZMENY. Azok a valtozdk, amelyek a T tablizatban az f egy ¢

termjének oszlopaban legalabb egyszer egyediil szerepelnek, biztosan eléfordulnak
a t;-t lefedd primimplikansokban.

2.3. TéreL. Ha  f(B)=1, f*(a)=1 és h(o, p)=n—k, k=1, tovabbd n—k
maximalis f* &sszes l-pontjat tekintve, valamint oy=F§;, ..., 0x=F akkor
1. az x4L, x%2, ..., 3% valtozok barmelyike szerepelhet -t lefedd primimplikdnsban;
2. nincs olyan [i -t lefed§ primimplikdns, amely e k valtozé mindegyikét tartalmazna.

Bizonyitds. 1. €) miatt h(®, B)=k és f(d)=0, tehit van legalabb egy 0-pont
(pl. @) a P-nak B, Bis, ---, Bic-ra nézve k ,,sugart” kornyezetében. Vagyis nem
egyszeriisithet8 ki egyszerre minden k&zds valtoz6 [1].

2. Ahhoz, hogy a k k6z6s valtozd egyike sem legyen kiegyszeriisithet, az kell,
hogy az &-tél e valtozdkra nézve k-—1 Hamming tdvolsigti y,, ..., 7, pontok O-
pontok legyenek. Ebben az esetben viszont ¥, ¥,, ..., ¥, f *-nak 1-pontjai, és ezekre
h(¥;, B)=n—1, ami ellentmond annak, hogy k£ minimalis volt B-ra nézve.

2.3. KOvETKEZMENY. 1. A T tablazat i-edik oszlopiban lev8 minimilis, de
1-nél nagyobb, elemszdmi e,-ban szereplé valtozok barmelyikéhez van olyan, a
t;-t lefed8 primimplikans, amelyben az illetd valtozé szerepel.

2. Nem szerepelhet e,; minden eleme egyazon primimplikdnsban.

2.4, TETEL. Ha a 2.2. tétel alapjin egy x¥ valtozét mint egy B-t lefedS p prim-
implikdns véiltozbjat rogzitettiik, akkor e p elérését célzd tovabbi dontésekhez nincs
sziikség az f* azon l-pontjaira, amelynek i-edik komponense ;.
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Bizonyitds. Bgy x¥ rogzitése azt jelenti, hogy p=x¥g (g x;-t nem tartalmazé
elemi konjunkcid), vagyis p az x;=a; féltérben helyezkedik el. Tehat f-nak azon
1-pontjai, amelyekben o az i-edik komponens, a p tovabbi pontositisa soran nem
jonnek széba. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Megjegyzés. A bizonyitasban leirt folyamat szemléletesen azt jelenti, hogy ¢
meghatarozdsa egy olyan (n—1)-dimenzids térben toérténik, amelynek pontjai az
n-dimenzids térbeli, «; i-edik komponenst pontok utddai.

2.4, KOVETKEZMENY. Ha a T tablazat ¢; oszlopdban megjeloltik x-t, mint
egyediili elemét egy e,;-nek, akkor minden olyan e,; (1=r=s) elhagyhat6, amely
tartalmazza x¥-t.

2.5. KOVETKEZMENY. A 2.4. tétel igaz akkor is, ha x#-t a 2.3. tétel alapjin (nem
egyelemii e,;-bol) valasztottuk ki.

2.5. TETEL. A P-t lefed6 p primimplikanst (mint az eljards sordn megjelolt
valtozék konjunkcidjat) akkor kapjuk meg, ha a valtozék megjelolése soran f*
minden 1-pontjat elhagytunk mar.

Bizonyitds. Egy x¥ valtozd megjellése annak ki nem egyszertisithet8ségét, az
J* fiiggvény o, i-edik komponensti 1-pontjainak elhagyasa pedig a kiegyszeriisit-
hetetlenség feltételeinek megsziintetését jelenti. Ha mdr nincs f*-nak pontja, akkor
nincsenek korlatozé feltételek, tehat § nem érintett valtozo6i mind kiegyszertisithetSk.

2.6. TETEL. A 2.2—2.5. tételek alkalmazhatok olyan T tablazatokra is, ahol
a t; és d; termek tetszGleges elemi konjunkcidk.

Bizonyitds. Egy k valtozds elemi konjunkciét 2"—* teljes elemi konjunkcid
osszevonasaval (az n—k valtozd kiegyszer(isitésével) kaphatunk meg. Ha ilyenek
szerepelnek a #;-k, illetve d;-k kozott, akkor a megfeleld teljes elemi konjunkcidk
s2erepelnek  f, illetve f* mintermes felirdsban. Mivel a T tiblazatbol az egyes
viltozék kiegyszeriisithetetlenségére vonatkozd informdciét haszndljuk fel, a ki-
egyszerlisithet8 valtozdkra (a mintermes T tiablazatban) nyujtott informacié érdek-
telen.

2.7. TETEL. Legyen T az f,-hez tartozd tdbldzat. Ekkor

1. fr= V /\ e;; kompatibilis f,-vel,
J=1li=1
2. Jron =V A xf kompatibilis f,-vel,
j=1x:"EEj
3. A xj+ primimplikdnsa f,-nek.
xkEE,

Bizonyitds. 1. A K= /\ e;; konjunkciéra igaz, hogy ¢;~K. A K-f,-hez
még azt kell belatni, hogy K nem fed le O-pontot f,-ben. Ez a dualitds miatt fenndll,
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mivel e;; minden eleme d,-ben is szerepel, a dualitds miatt viszont az f, termjei
di, ..., ds.

2. A K= A xi* konjunkciora igaz, hogy ;K. A Kpia—f, hasonléan
XGFEE,
lathat4 be, mint 1-ben.
3. E; definiciojabol kovetkezik, hogy a konjunkciobol valtoz6é nem hagyhaté el.

3. T-rekurziv definici6 és algoritmus

Ezek utdn a T tablazat tulajdonsigait felhaszndlva megadjuk f, egy nem-re-
dundéns lefedéséhez sziikséges primimplikdnsok rekurziv definiciojat. Madsfajta
rekurziv definiciokra lasd [3, 4, 5]-6t.

Jelolje IRRP ( f /f*) az f, irredundans lefedéséhez sziikséges primimplikdnsok
halmazit. 1, illetve O jelolje azt a fiiggvényt, ami mindeniitt 1, illetve sehol sem 1.
PT(t/f*) jelsljon egy, a ¢ termet lefedS primimplikanst, amelyet az f* korlatoz.
A T-rekurziv definicié:

1. IRRP(0/h) = 0

2. IRRP(f/f*) = PT(t//*)VIRRP(£\PT(1//*)/f*)
3. PT(#,/0) = 1

4. PT(1/0) = 1

5. PT(6i/F*) = x5 in€ tin PT (b1, 5,/ \Jdul 1€ d,})

Szavakban az egyes sorok jelentése. 1. Az l-pont nélkiili fiiggvénynek nincs
primimplikénsa. 2. Az irredundéns lefedés primimplikdnsai a fiiggvény egy valddi
termjét lefedd p primimplikdnsbol és az f-b6l a p-dltal lefedett 1 pontok elhagyisa
utan kapott fiiggvény irredunddns lefedését ad6 primimplikdnsokbdl all. 3. és 4.
azt fejezi ki, hogy egy O-pont nélkiili fiiggvény barmely termjét az 1 fiiggvény lefedi.
5. A t; termet lefedd primimplikdns tényez6i az Xfiy;,-bol és #; ,,.,, termet a moé-
dositott korlatozé tartomany mellett lefed§ primimplikdns tényezGibsl Allnak.

A kovetkez§ algoritmus a rekurziv definicié alapjan, adott T tiblazat esetén
eléallit egy irredundans lefedést.

k=0.

. Ha T-nek nincs oszlopa, akkor a primimplikidnsok szdma k és P(1)— P(k)-ban
talalhatdk. Vége.

. k=k+1, jelolje O, a T els§ oszlopat. P(k)=1.

. Vélasszunk ki O,-b6l egy xfiy, valtozot. P(k)=P(k)Axf. Toroljik O,-bdl
az xfi-t tartalmazé elemeket. '

. Ha O, nem iires, akkor a 4 1épés kovetkezik.

. Hagyjuk el T azon oszlopait, amelyeket P(k) lefed. A 2. 1épés kévetkezik.

W N b=

(= )}
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4. A T-rekurziv kozelités értékelése

A T-rekurziv definicié az eddig elért legegyszeriibb alakd, és szinte valtoztatas
nélkiil adja a logikai programozassal vald megoldast. Ennek leirdsdhoz vezessiik
be a kovetkezs jeloléseket:

I — a t4blazat oszlopainak sorszdma,

Ti — az J-edik oszlophoz rendelt konjunkcié (kivélasztdsinak
jele k(1, Ti)),

Im — primimplikans jele,

oszl (1, ...) — a tiblazat I-edik oszlopa,

minvalt (I, X) — X az I-edik oszlopban az x¥ .,

elokeszit (I, Ti) — a tablazat I-edik oszlopanak elGkészitése,

prim (Im, I) — az I-edik oszlop alapjan kapott primimplikdns (a T-rekurziv

definicidban PT) Osszeszerkesztése.

Ezek utin egy MPROLOG leiras a kovetkezd:

. irrp: — pt(Im), tabl_ mod(Im), irrp.
. irrp: — not k(I, L), result.

(A T-rekurziv definici6 2. és 1. sordnak megfelelGen.)
3. pt(Im): — elokeszit(I, Ti), prim(Im, Ti).
. prim(nil, I): — not oszI(1,J, L, S), ! .
. prim(X - L, I): — minvalt(I, X), prim(L, I).

(A T-rekurziv definicié 3., 4., 5. sorat fejezik ki.)

A program részletezése tiilmutat a hely és tematika keretein. A program léte
viszont mutatja, hogy a logikai programozds eszké6zeit valédi feladatok megoldasara
itt is lehet haszndlni, ha megtaldljuk a megfelel6 megfogalmazast.

A T-rekurziv definicié alapjian kidolgozott hagyomdnyos algoritmus minden
korabbinal egyszeriibb, bonyolultsaga kisebb az elGz8knél, és szamitdgépes realiza-
cidjadban mindossze az adatkezelést kell megoldani.

A korabbi algoritmusok két csoportba oszthatok.

1. Az axVaX=a azonossigot felhasznald, [6]-ra épiil§ valtozatok.
2. A [4]-beli alaperedményt finomité valtozatok [5, 7].

Jelsljiik b(n)-nel az algoritmus bonyolultsagit n-valtozés fiiggvény esetén, ahol
Naz f;, K az f, 1-pontjainak szdma. Az algoritmusok bonyolultsdgira a kovetkezd
becslés adhaté:

N =

AN

— Az 1. esetben (g’)—f-b(n)<N2".

— A 2. esetben n. (N-K+N+K)=b(n)<n-N(N-K+N+K).

— Az itt megadott algoritmusban N+K<b(m)<n-N.K+ > (N—i).
i=1
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PASZTORNE VARGA KATALIN
MTA SZAMITASTECHNIKAI ES AUTOMATIZALASI KUTATO INTEZET
1111 BUDAPEST, KENDE U. 13—17.

AN OPTIMIZING METHOD FOR BOOLEAN FUNCTIONS BASED ON
STRUCTURAL FEATURES OF THE BOOLEAN ALGEBRA OF BOOLEAN
FUNCTIONS

K. PASZTOR-VARGA

As a preparation, some properties of the Boolean-algebra of C} are described, and several
new relations on duality are demonstrated. These results facilitate some important simplifications
in the function synthesis. An effective synthesis algorithm is obtained and a realisation by logical
program is shown. A comparison of the complexity of different kinds of synthesis algorithms is
given.
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ELEGSEGES KRITERIUM MASODRENDU
DIFFERENCIALEGYENLET ZERUS EGYENSULYI
HELYZETENEK GLOBALIS ASZIMPTOTIKUS
STABILITASARA

KALOCSAI VIKTOR
Budapest

Két paramétert tartalmazé kvadratikus Ljapunov-fiiggvény alkalmazasdval igen 4ltaldnos
elégséges kritériumot adunk az

Y'+pt, 3, )Y +9(t,y,¥)y =0

egyenlet zérus egyensilyi helyzetének globdlis aszimptotikus stabilitisara.,
Elméleti szempontbol és az alkalmazdsokat tekintve egyarant igen fontos fel-
adat, hogy az
Y =f(ty,y); f(00=0;, t=1¢

differencidlegyenlet zérus egyensiilyi helyzetének aszimptotikus stabilitisira minél
tagabb elégséges kritériumot adjunk. (Az irodalomban csak meglehet8sen specialis
elégséges kritériumok léteznek, lasd [1, 2, 3].) Jelen dolgozatban feltételezziik, hogy
a fenti egyenlet

¢)) Y +pt, 3, Y)Y +qt, 3,y )y =0, t=1

alakban adott, ahol p és g folytonos fiiggvények, és a megoldasok [¢,, ==)-ben értel-
mezettek. Két paramétert tartalmazé kvadratikus Ljapunov-fiiggvény alkalmazdsa-
val eléggé altaldnos és igen egyszeriien ellendrizhetd elégséges kritériumot sikeriilt
adni. .

Eredményiinket az alabbi (f8) tételben foglaljuk Gssze.

1. TETeL. Legyenek g, & és ¢ tetsz6leges pozitiv szdmok. Tekintsiik az aldbbi
H halmazt:

H={(u,u)eR2lu=£(—"—+1)_fifsi—); po 00HEADY) o p

(2) V(e+1)*+ 6 V(e+1)*+86*

5o V@D +& [ﬁ_ oo+ )-8 ] S(e+1) : }
409 V(e + 12 +06° Vie+ 1E+6%  4d0V(e+ 1) +06°

Ha barmely f,=t-re, és barmely r, s€R szamokra igaz, hogy

(q(t, r, 5), p(t,r, 5))EH,

akkor (1) zérus egyensulyi helyzete globdlisan aszimptotikusan stabilis.
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Bizonyitds. (1)-re alkalmazzuk a

v(r,s) = (r)V [:)
Ljapunov-fiiggvényt, ahol

d+e o 1
0 e e
3 V= 1 1+o
e o
Nyilvanvaléan

by (7> 5) = ()W

p——

r
5]

ahol
a 'y
!
v B
Y
e
_ 1 1+p
_j{iig i_£+1+e)
— 20 6 e o )
Itt
p=p@rs)
és

q=q(,rs),
t az a szdm, amelyre r=y(t), s=y'(t); y(t) (1)-nek az a megoldasa, amely mentén
v-t derivaljuk.
A zérus egyensulyi helyzet globilis aszimptotikus stabilitidsdnak egy elégséges
feltétele, hogy 1étezzék &, =0, amelyre

ﬁ(l)(r, S) = - & ("2 +Sz).
Az utébbi viszont akkor teljesiil, ha
tr WY (tr W2 —4det W = —2¢,,

ahol tr W=a+p8 és det W=af—y2. llyen ¢, létezik, ha létezik &,>0 és &=>0,
amelyre

trW < —g,,

detW > &.
A két alabbi egyenlGtlenség a kovetkez§ egyenlGtlenségekkel ekvivalens:

g, 1 149
4 O E R WRL N . R
4) S, p) T e P

g(l_1+e ) [1(1+a §_p_1+e )]

5 ewn=-L(i-tie) [L(1xe 2 p tre
® &ep o5 P IEls o e U] T
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Hosszadalmas és faradsagos szamitdsokkal (e szimitdsok ugyanakkor elemiek, igy
a részletektdl eltekintiink) meggy8zSdhetiink arrdl, hogy (5) teljesiilése esetén 1étezik
g, >0, amellyel (4) igaz. Az (u, v) sikon az f(u, v)=0 és g(u, v)=0 egyenletii vona-
lak az 1. 4bran lathaték. A g(u, v)=&=>0 tartomany az 1. dbrdn lathat6 parabolaval
hatarolt det W=0 tartomany valddi részhalmaza. Ennek meghatirozdsidhoz nem
kell mast tenniink, mint a det W—g kifejezésen (amely w-ra és v-re kvadratikus
alak) fGtengelytranszformaciot kell végrehajtani. A keresett tartomany hatarat a
det W—¢=0 egyenletnek megfelelSen azok az (u, v) koordindtiji pontok alkotjak.
amelyekre:

(6) —(o+ 1)?u?—6%v* + (200 + 20)uv + (26% 0 + 20° + 40° + 20 — 28®)u +
+ (205 + 2026 +25%) v — 0 — 0% — 203 — 6 — 2062 — 2028% —¢ = 0.

Ha a f6tengely-transzformdciénak megfelelSen 1j, #, § valtozokra tériink 4t

()= v (5 ()

v Ve+r D' +& | =8 o+t

akkor ugyancsak hosszadalmas, de elemi 4dtalakitdsok utdn a (6) egyenlet eképpen
modosul:;

. Ve+I1P+d® oo+ 1)—-8 Y
8 = _
® - )
o(e+1) &

T+ D+ Tyt it

amelybdl a tétel dllitasa mar egyszeriien kovetkezik.

Megjegyzések.

1. Ha p=d é g=p, akkor W= —1. Eppen az az &sszefiiggés vezetett V (3)
szerinti meghatarozasihoz.

2. Az 1. megjegyzés tiikrében tételiink a kovetkezGképpen is interpretdlhatd.
Az y"+06y"+9oy=0 A4lland6 egyiitthatés homogén linearis differencidlegyenlet
y=y'=0 egyensulyi helyzete nyilvan aszimptotikusan stabilis (ne felejtsiik el, hogy
6>0, ¢=0!). Ezt a (3) egyiitthatoji kvadratikus Ljapunov-fiiggvénnyel ki lehet
mutatni. Ha most ugyanezt a Ljapunov-fiiggvényt alkalmazzuk az

Y+ +aoy+(pt,y,¥)=0)y +(q(t,y,¥)—e)y =0

perturbdlt egyenletre, akkor meglep8 médon az deriil ki, hogy igen nagy, akar nem
korlatos perturbaciok esetén is megmarad az aszimptotikus stabilitds. A stabilitasi
tartomany az 1. 4bra det W=0 tartomanya.

3. Adott p, g fiiggvények esetén a tétel alkalmazhatdsiga ¢ és d alkalmas valasz-
tasatdl is fligg. Tobbféle (g, ) parok valasztisival elére szamitott stabilitdsi tartomd-
nyok vehetSk fel az (u, v) sikon. Ennek komoly gyakorlati jelent&sége lehet.

4. Ha a tételbe ¢=0-t helyettesitiink és az aszimptotikus stabilitast stabilitasra
cseréljiik, akkor az allitas igaz marad.
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Yz oo

‘ )

T ' ( +1)
/ !l | stabilitasi tartomany Ve 280
{ K O 0 |
} {detW>0) voe 8748 bolp 1)
/ | 2 (o+1)
) I &
{ U= _QW +9
5 \ Ji i //ql/ U.z= 0
l asil M 2, (gu1P
L[| L~ | e 0187 gu1F)
Y + | (o+1)
S |
|
!
Uy

/Uz r///f%» U
7
1. dbra

A § és o paraméterek optimalizdldsdnak egy lehetséges modjat példaképpen arra
az esetre mutatjuk meg, amikor

p(t,y,y") = p = éllandé > 0.

Hajtsuk végre a t=at; a>0 id6transzformaciét. Ekkor egyenletiink a kovetkezd
alakot nyeri:

q(t,y,")

. D. _
i y=0,
ahol
%L
.
Legyen %:—Q(Q&Ll)+5, amelybdl
op

bl o T

A zérus egyenstilyi helyzet globdlis aszimptotikus stabilitdsdnak nyilvanval6 feltétele
(lasd az 1. 4brat), hogy 1étezzék &=0, amelyre

e _qty.y) _4e(@+(1+of) &

—

a2 a2 (1+Q)2 az b4
vagyis ( )
40(6* +(1+0)%)0*
ts ’ 4 = 2

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)



ZERUS EGYENSULYI HELYZET STABILITASA 81

Elemi szamitasok sorozata utdn kimutathatd, hogy
52— e(d+oy
1—¢
valasztas mellett a (10)-ben szerepl6 fels6 hatdr maximalis lesz. Ekkor
e<q(t,y,y)<p'—e
Eredményiinket az alabbi tételben foglalhatjuk ossze:

2. TETEL. (1)-ben legyen p(t,y,y)=p=4ll.>0. Ha létezik &=0, amelyre
teljesiil, hogy
e<gq(t,r,s) <p®—e, t=1,, reR, scR,

akkor (1) zérus egyensulyi helyzete globdlisan aszimptotikusan stabilis.

IRODALOM

[1] HaTvang, L., ,,Nem-autonom differencidlegyenlet-rendszerek megoldasainak stabilitdsa és par-
cialis stabilitdsa”, Alkalmazott Matematikai Lapok 5 (1979) 1—48.

[2] Karsal, J.,, “On the global asymptotic stability of the zero solution of the equation
X+g(t, x, X)X+ f(x)=0", Studia Scientiarum Mathematicae Hungarica 19 (1984) 385—393.

[3] KerTEsz, V., ,Pozitiv definit kvadratikus Ljapunov-fiiggvények alkalmazasa stabilitdsi vizs-
galatokhoz”, Alkalmazors Matematikai Lapok 9 (1983) 375—386.

(Beérkezett: 1987. februar 3.)

KALOCSAT VIKTOR
1098 BUDAPEST, BORZSONY U. 2/C IL 15.

SUFFICIENT CONDITION ON THE GLOBAL ASYMPTOTICAL STABILITY OF THE
ZERO EQUILIBRIUM OF A SECOND ORDER DIFFERENTIAL EQUATION
V. KALOCSAI
Applying a quadratic Lyapunof function of two parameters, there is given a rather general

sufficient condition for the global asymptotic stability of the zero equilibrium of the second order
differential equation y”+p(1, y, )y +q(t, », ¥)y=0.
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ALTALANOS HESTENES—STIEFEL T{PUSU
KONJUGALT IRANY REKURZIOK
I. A DIREKT REKURZIO

HEGEDUS CSABA J.

Budapest

TetszGleges A mitrixra nézve konjugalt vektorparokat generild 4ltalinos rekurziét ismerte-
tink, mely elméletileg akkor fejez6dik be, ha az utolsénak generalt par elemei egyidejlileg az AH,
ill. A matrix nuliterébe esnek.

1. Bevezetés

A konjugilt irAny modszerek vizsgilata HESTENES és STIEFEL [8], valamint
LANczos [11] ma méar klasszikusnak tekinthet8 munkaival vette kezdetét. A mdd-
szerek vizsgédlata az utobbi idGben nagyon intenzivvé valt. Ennek oka, hogy a nagy
ritkamatrixos feladatoknal sokrétiien alkalmazhatdk, igy linearis egyenletrendszerek,
szingularis érték feladatok és sajatérték-feladatok megolddsara; de e mddszerekkel
sikerre szamithatunk nemlinearis feladatokndl is, mint példdul a nemlinedris egyen-
letrendszerek és szélsGérték feladatok megoldasanal.

Nagy ritkamatrixi linedris egyenletrendszereknél az egyik kozkedvelt modszer
szerint az Ax=Db linedris egyenletrendszert beszorozzuk egy B Gin. prekondicionald
maétrixszal, amelyre BA kozel egységmatrix, legalabbis a kondicidszdma jéval kisebb,
mint az A matrixé. A konjugélt gradiens modszert ezutdin a BAx=Bb egyenletre
alkalmazzuk. Ha a B matrix elég jo, akkor elegendS néhdny lépés a megoldés el-
éréséhez. A gyakorlati kivitelezésnél nem sziikséges a BA matrixszorzatot elkésziteni.
A B maétrix meghatdrozdsénak egyik sikeres mddja szerint az A matrix LU-faktori-

zaciéjat LU alakban kozeht]uk (B=U-1L"1), ahol L é U ugy késziil, hogy a
matrixok j-edik eleme zérus, ha az A matrix a;; eleme zérus. Innen a nemteljes
faktorizacié (incomplete factorization) elnevezés. A modszert illetGen 1. [1], [4],
[13], [15], [16].

A konjugdlt irdny mddszerek kiilonféle valtozatairdl és alkalmazasairdl jé képet
kaphatunk StoER [15] attekint§ cikke nyomdn, valamint HESTENES [9] kényvébdl.

Az alkalmazasoknal leggyakrabban a konjugalt gradiens mddszerrel taldlkozunk,
amely szimmetrikus, pozitiv definit egyiitthatématrix mellett alkalmazhaté linearis
egyenletrendszer megoldésara. A konvergenciat ekkor az

% —hll, = a{(V — 1)/(V%+1)}*

egyenl@tlenség jellemzi, ahol k a lépésszam, « valamely allandd, x, a megoldds
k-adik kozelitése, h az Ax=Db egyenlet megoldasa és » az A matrix kondicidészama

[2], [10].
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A konjugalt gradiens mddszer kozvetleniil indefinit szimmetrikus matrixokra is
alkalmazhatd, ekkor azonban nincs garancia arra vonatkozéan, hogy a formuldkban
a nevezd nem valhat zérussid. Pedig a moddszer csabité volna, mert az 4ttérés az
A¥Ax=A"Db normilegyenletre numerikus tobbletmunkdat igényel, és a kondicio-
szam négyzetelésével ohatatlanul csdkkenti a konvergencia sebességét.

LUENBERGER [12] 1969-ben javasolta a hiperbolikus parok moédszerét arra az
esetre, amikor a konjugalt gradiens modszert indefinit valés szimmetrikus matrixra
alkalmazzuk, és a nevez§ valamely 1épésben pontosan zérus. A madszerrel késGbb
FLETCHER [3] foglalkozott, és nem talalta megfelelének, minthogy abban a fontos
gyakorlati esetben, amikor a nevez§ kozel zérus, nem alkalmazhaté.

Ebben a cikksorozatban olyan dltaldnositott Hestenes—Stiefel-tipusi konjugdlt
irdny rekurziékat fogunk ismertetni, amelyek téglalap alaku matrixokra a kondicio-
szam négyzetel6dése nélkiil alkalmazhatdk, s koézel zérus nevez§ esetére is adunk
eljarast az el8nyosebb folytatisra. A sorozat elsé néhdny cikke a rekurziok fajtaival
és azok tulajdonsagaival foglalkozik.

A tovdbbiakban ismertetiink néhény, a konjugilt irAnyokra vonatkoz6 fogalmat
¢és allitast, amelyekre késGbb sziikségiink lesz. A targyalist az A€C™" komplex
elem{i matrixokra végezziik. A masodik fejezetben adott rekurzié-csalddot a ,,direkt”
jelz8vel lattuk el, mert ehhez képest a kovetkezd cikkben ismertetendd (forditott
rekurzié-) csaladban bizonyos elemek forditott sorrendben fognak szerepelni. A
direkt rekurzié tulajdonképpen a [7)-ben adott Hestenes—Stiefel-tipusii rekurzié
javitdsa, amibdl specidlis esetben kiadddik a klasszikus konjugélt gradiens médszer.
A forditott rekurzié 0j, eddig még nem alkalmazott modszereket tartalmaz.

Az AcC™" matrixra nézve a v;€C™ és w,£C" vektorokat konjugilt irdnyok-
nak vagy paroknak nevezziik, ha minden j, k indexre teljesiil

(l.l) V?Auk = ajajk, aj # O, j,k = 1, 2,...,

ahol H a transzponalt konjugaltat jeloli és 6, a Kronecker delta. Annak hangsilyo-
z4sara, hogy egy vektorpar-rendszer elemei az A matrixra konjugaltak, az ,,4-kon-
Jugdlr” kifejezést fogjuk haszndlni. Ha A hermitikus, pozitiv definit és v;=u; minden
J-re, akkor a v; (vagy u;) vektorokat A-ortogondlis vektoroknak nevezziik. Ha még
a;=1 minden j-re, akkor valés esetben A-orionormdlt rendszerrdl, komplex vek-
toroknél pedig A-unitér vektorrendszerrél beszélhetiink, [14, 200. old.).

Maximalisan annyi A-konjugdlt pdr allithaté elS, mint amennyi az A métrix
rangja [5], [6], [7].

1.1, TETEL ([5], [6], [7]). Ha bevezetjiik a

i

(1.2) P! =1,— 3 Au,v/vi Ay,
=1
i

(1.3) P{ =1,— 5 u;vJA/v] Ay,
j=1

projektorokat, ahol I, m-edrendii egységmatrix, akkor az i-elemii konjugalt par
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rendszer tetszGleges r;,, €s q; .+, segédvektorokkal a

(1.4) Vi =1l P
(1.5) W1 = Piq;4q
Osszefiiggések szerint eggyel bdvithetS, amennyiben
(1.6) rfi 1 PiAP g,y # 0.

1.2. TEteL ([6], [7]). Ha azr;,, és q;;; vektorokat is vetitéssel allitjuk eld, akkor
valamely nemzérus r€C™ és q,6C" kezd§vektorokbdl kiindulva az

— ! H — aH
=P, qf=q P

(L.7)

H H 1 —
Vi1 = Wil CPy, uyy = 4,4, P{Kqu 4y

Osszefiiggésekkel rekurzive egy konjugdlt par rendszert készithetiink, ahol CeC™™
és KeC™" hermitikus, pozitiv definit, de egyébként tetszGleges matrixok és y;, A; ska-
lazast végz8 nemzérus skalarok.

Az idézett dolgozatokban megmutattuk, hogy (1.7) annyira egyszeriisithetd,
hogy az r;41, Q415 Vi+1 68 W4 vektorok elGallitdsdhoz elegend§ r;, q;, v;, u; ismerete,
tovabba ha a vektorokat az

R=[nr.rl, Q=I[q¢.. ql
(1.8)

V= [V1V2...V,-], U= [u1u2...ui]

matrixokba rendezziik, akkor az (1.7) rekurzié a kovetkez§ matrixegyenletekkel is
reprezentalhato [7]:

(1.9) AUD;!MD, = RS-!—r,, e,

(1.10) D,AD;!VHA = S-TQ7 —¢,qf,;, S-T = (SY,
(1.11) D,S-1D/IM-1VH = RAC,

(1.12) UA-'D;'S-TD, = KQ,

(1.13) D, = VAU,

(1.14) D, = RFCR

(1.15) D, = Q¥KQ,

ahol e; az i-edik egységvektor és S i-edrendi specidlis alsé haromszogmadtrix, amely-
nek alsé hiromszogét csupa 1 elem tolti ki, tehdt az inverze olyan bidiagondlis
matrix, ahol a féatléban 1-ek, a fatlo alatt pedig —1-¢k dllnak. A D,, D,, D, mit-
rixok diagondlmatrixok és a 2;, y; skaldrokat a A=(4;), M=(y;) diagondlmatri-
xokba foglaltuk ossze.

Az (1.7) rekurziot Hestenes— Stiefel-tipust rekurzidnak nevezziik, egyrészt mivel
specialis esetben innen kiadédnak a HESTENES és STIEFEL 4ltal adott konjugilt gra-
diens modszer rekurzioi [8], masrészt megkiilonboztetésiil a Ldnczos-tipusi rekurzid-
t6l, amelynél a v;,, és u;4; vektorok elGéllitdsa a

(1.16) Vi = w4198 BPL  uyy = 44 PiBr
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Osszefiiggésekkel torténik, ahol B€C™™ tetszSleges nemzérus matrix. A Hestenes—
Stiefel-tipusu rekurzié az A matrix szingularis-érték feladatdval rokon, mig a Ldnczos-
tipusti rekurzié az A matrix sajatért¢kproblémajaval all kapcsolatban. Szimmetrikus
matrix esetén a két rekurzié-tipus egybeesik [7].

Jelolések. A matrixokat nagybetiikkel, a vektorokat kisbetiikkel, a skaldrokat
— a dimenziok és indexek Kivételével — grog kisbetiikkel jeléljik. Av;, j=1,2,...,i
vektorokat, vagy a v;, u;, Jj=1,2,...,i vektorpdrok rendszerét roviditett iras-
moéddal {v;}i_y, ill. {v;, u;};., formdban is jelolni fogjuk.
2. A direkt rekurzié

2.1. A rekurzids egyenletek dltaldnos alakja

Tekintsiik az alabbi (1.9)—(1.15)-tel rokon rekurzids egyenletrendszert:

.1 L,V¥ = D7'RFC, AUD;!=RL,+r,.,1%,1,
22) D;'VEA = F,Q" +f;,,¢f},, UF; = KQD;?,
(2.3) D,= VEAU, D,=RHECR, D,= QUKQ,

ahol 0j mennyiségek az L;, F; métrixok és az I, ,,, f;,; vektorok. Altalanos esetben
L; i-edrend(i alsé haromszogmatrix, F; pedig i-edrendli fels§ hiromszogmatrix és
az eggyel magasabb rendti L;.,, F;,; matrixok az aldbbi séma alapjan késziilnek:

24 L [Li 0 F F; fi+1]
( . ) i+l — I;r+1 1 > i+1 — 0 1 >

ahol az 1, ,, és f;,, épit6vektorok i-elemti vektorok.

Osszehasonlitva (2.1)—(2.3)-at az (1.9)—(1.15) egyenletrendszerrel, azt 1atjuk,
hogy ott L;=S;'D;'M™! alsé, F;=A"'D;'S~! pedig fels§ bidiagonalis matrix,
s a diagonalelemek sem sziikségképpen egyenlGek 1-gyel.

Ez a fejezet az L;, F; mitrixok olyan (2.4) szerinti bdvitéseivel foglalkozik,
amelyek mellett biztositott, hogy a {v;, u;} rendszer A-konjugdlt, az {r;} rendszer
C-ortogondlis, a {q;} rendszer pedig K-ortogondlis, tovdbba a nullaval osztis el-
keriilhet5. A szemléletméd olyan, hogy mindig a (2.1)—(2.4) mdtrixos alakokat
vessziik alapul, s a kiadédd rekurzids Osszefiiggéseket csak a mdtrixegyenletek
folyomanyéanak tekintjitkk. A rekurziés Osszefiiggéseket az L;, F; mdtrixok viszik,
emiatt ezeket a matrixokat rekurzids mdtrixoknak fogjuk nevezni.

Kényelmes bevezetni a kdvetkezd konvencidt: Az, hogy az egyenletekben i-ed-
rendii L; és F; matrix szerepel, egyben jelentse azt is, hogy az R, Q, V és U métrixok
i szamu ioszlopvektort tartalmaznak, tehdt, ha A€C™", akkor R, VeC™! &s
Q, UeC™i,

Célunk, hogy a rekurziés matrixok minél egyszeriibbek legyenek. A nemzérus
elemek a vektorok hosszat skaldzzik, igy szabadon valaszthaték. Fmiatt a diagondl-
elemeket 1-nek vettiik. Ez azt jelenti, hogy a {v;, w;} A-konjugdit vektorok hosszat
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nem skaldzzuk, csak az {r;, q;} ortogondlis vektorokét. A numerikus tapasztalatok
szerint ez elegendG.

A tovibbiakban kozolt elmélet nem igényel tobbet az 1.1 tétel ismereténél,
amelyet az Olvasé egyszerii ellen8rzéssel maga is bizonyithat.

A rekurziés matrixok specialis szerkezetébdl kovetkezik, hogy valamely ry, q,
vektorokkal indulva a tSbbi vektor rekurzive szdmithaté. Indulaskor i=l-re (2.1)
els8, valamint (2.2) masodik egyenletébdl kapjuk:

(2:5) v =rC/lnfg  w = Ka/lalk

ahol ||l'1ﬂc——l'1 Cr, é [q,/%=49Kq, energetikai vektornormékat jelélnek. Ameny-
nyiben vi Au;20, {v;,u,} képezhetiazels§ A-konjugdlt pdrt. Ha azonban vi Au,; =0,
akkor 4t kell térni 1j vektorokra. Késébb latni fogjuk, hogy mindig tehet§ valami
a rekurzié folytatasara ha az Au; vagy vFA, i=1,2, ... vektoroknak legalabb az
egyike nemzérus vektor.

Zérus v Aw; érték két szempontbdl sem elfogadhatd. Egyrészt az A- konjugalt
pdrok deﬁmcloja ezt nem engedi meg, masrészt a (2.1)—(2.2) egyenletekben a D,
diagonalmatrix inverze szerepel, igy a benne szerepl$ v Au; mennyiségeknek nem
szabad zérust adniok.

Az, hogy milyen lehetdségeink vannak a rekurzié folytatésara, &ltaldban az
i indexii vektorok mellett elmondhaté, emiatt i=1-et csak specidlis esetnek tekint-
jiik. Feltételezésiink szerint az 1,2, ..., indexii vektorok ismertek, rendelkeznek
a kivant ortogonalitdsi tulajdonsdgokkal, nevezetesen: a {v;, w;}i_, rendszer 4-
konjugdlt, az {r;}i_, rendszer C-ortogondlis és a {q;}}_, rendszer K-ortogondlis,
tovibbd még feltessziik, hogy az L;, F; i-edrendii rekurziés matrixok el vannak ké-
szitve. A kovetkezGkben az i-elemii vektorrendszerek eggyel bdvitésével fogunk fog-
lalkozni. Az aldbbiakban harom mddszert ismertetiink.

2.2. Bidiagondlis épités mddszere

Ekkor mind az L, mind az F matrixot bidiagonalisan folytatjuk az i-+1-edik
1épésnél, igy az I, ;, és f, ., vektorok véalasztasa:

(2.6) N =—4aef, fiya=—0ia6.

Szorozzuk (2.1) masodik egyenletét jobbrdl az e; egységvektorral, (2.2) els§ egyenle-
tét pedig balrdl az e] vektorral. Felhaszndlva, hogy D,, D, és D, diagondlmétrixok
az ortogonalitasi feltevések folytan, az eredmény:

27 Aipitior = —Aw/VI A, @ qf = qf — v AN Au,.

Feltéve, hogy r;., és q;y, nemzérus vektorok, a A;,; és ¢;4; szdmok értékét
szabadon rogzithetjiik: példaul 1-nek, vagy 1igy, hogy |r;+1llc=1, q;+1llx=1 legyen.

Ezutdn a v;,, és w;,, vektorokat ugy készitjiik, hogy (2.4) szerint képezziik az
L, és F;,, matrixokat, s az i + 1 indexre kiirjuk (2.1) elsG egyenletének utolsé sorat,
valamint (2.2) mésodik egyenletének utolsé oszlopét:

(2:8) vl = A VE B O lEs i = @000 Ko /llgs 4%

Ha ilymédon vP ; Au;, 150, akkor a vektorrendszereket sikerrel bévitettiik.
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2.3. Diagondl-folytatds mddszere

Ekkor az L és F matrix koziil az egyiket diagondlisan, a masikat bidiagonilisan
folytatjuk az i+ 1-edik [épésben. A modszer alkalmazisénak feltétele, hogy az r; ., és
q;+1 vektorok egyike bidiagondlis épitéssel zérusnak adédjék. Latni fogjuk, hogy
egyszerre csak az egyik matrix folytathaté diagonalisan. Tegyiik fel, hogy (2.7)-ben
q;+1720, de az elsd egyenletre A;. 1t =1;—Au;/vAu;=0 adddik. Vilasszuk ekkor
a A;4; paramétert zérusnak, mert ekkor nem sziikséges, hogy az r;,; vektor
zérus értéket vegyen fel. Az épitSvektorok tehat

(2:9) ll?:l-l =0, fii1=—0ine;,
tovabba tegyiik fel, hogy
(2.10) I.=0.

Ez azt jelenti, hogy az L métrixot diagondlmatrixként épitjiik — ez a bal oldali dia-
gondl-folytards. Helyettesitsiik (2.1) egyenleteibe az L., matrixot és a zérus I, ., vek-
tort, ezzel a (2.1) egyenletek i+ 1-edik oszlopa, ill. sordbol a kovetkezd két egyenletet
nyerjiik :

(2-11) Iy = Au,—+1/vﬁ_1All,~+1, V{il = rf{,_IC/HrHl"%.

Ennek kétféle megoldasat is felirhatjuk a szabad skéldz4s folytdn:

a) Ty = Augy/[|Au; e, Vﬁ-l = 1’?+1Ca
2.12)

b) rip1 = Augyy, Vi =l Cln?,

amelynek helyettesitéssel ellendrizhetSk. Az elsénél |ir;i4lc=1, a masodiknal
vi ;Au;,=1. Ha Aw,;,,=0, akkor v;.;=0, amennyiben tgy tekintjiik, hogy v;;; 2
CAu,,, vektorral aranyos, s ekkor a rekurzié befejezddik.

Hasonl6é médon a jebb oldali diagondl-folytatds formuldi:

(2-13) N =—Aiaefl, fi.,=0,

a) qi; = Vi A/ VR Allk, Wiy = Kqiyy,
(2.14)
b) qg’+1 = VA, Wy = Kqio/llqqd

ahol v/L;A=0 lesz a befejez8dés feltétele. Az f;,,=0 feltevést nem is irtuk ki,
mert a (2.14) vektorokkal (2.7) masodik egyenlete ¢;,,=0-t eredményez, tehit
f,,.=0 kovetkezmény lesz.

2.4. Oldallépés mddszere: bidiagondlis épités és csere
az ortogondlis vektorokndl az egyik oldalon

E médszer bevezetését az tette indokolttd, hogy a bidiagondlis épitéssel készitett
i+1-edik vektorokkal a v ; Au; ., belsG szorzat k6zel zérusnak, vagy éppen zérusnak
addédhat, ami a numerikus hiba er6teljes névekedését eredményezi, vagy meghidsitja
a rekurzié folytatasat. Itt olyan véltoztatassal prébalkozunk, amely a meglevd
vektorokbol ujakat készit, ezzel lehetGvé téve egy esetleg elénydsebb folytatést.
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Most is Iétezik bal és jobb oldali verzid. A médszer 1ényege, hogy az egyik ol-
dalon a bidiagonalis épités utan az i és i+ 1-edik ortogondlis vektorokat felcseréljiik,
¢s a masik oldalon a bidiagonalis épitést csak ezutdn tessziik meg. Az ortogondlis
vektorok cseréje maga utdn vonja a veliik egy oldalon lev8 i és i+ 1-edik konjugalt
vektorok megvaltozasat is. Az egyértelmiiség érdekében a megvaltoz6é mennyiségeket
feliil hullimmal fogjuk jeldlni.

Kidolgozzuk a bal oldali oldallépést. frjuk (2.1) egyenleteit a kivetkez8 parti-
ciondlt matrixos alakba:

L;., O 0 V&, D;}_, RE,C
(2.15) [FA W O I K I Pl o/ .
0 _Zi+l 1 i;iH+1 il”'(-].C/HEA'*'l"%
Ri_1EiF 4] [Liy 0
AUD;t = ir 1 |,

0 —Tin

ahol i+1 elkészitett vektor szerepel, és a matrixokndl az alsé index arra utal, hogy
hany vektorbdl késziiltek. Vezessiik be a kdvetkez§ matrixokat:

,00 L, 0 0 L, 0
Pii=|0 01|, Gy=]0 =I5 1 |, z,.=[0' —Z.—l]‘
0 10 0 0 Z i+1

Ezutan (2.15) els§ egyenletét szorozzuk balrdl a P;,, matrixszal, tovibba az L- és

V-matrix kozé irjuk be a G;.,G;3} szorzatot és szorozzunk az egyikkel balra, a
masikkal jobbra. Az eredmény:

L, O 0 V&, D/ RE,
9 1 0 ':Ziuvzﬁ"‘;’f{u = fiH+1/”fi+1”% C.
L o il O B Y r,/|r, |2

Hasonlé médon (2.15) mésodik egyenletében az R- és L-matrixok kozé az I=
=P; .1 P;7Y szorzatot vissziik be, és mindkét oldalt a Z; matrixszal szorozzuk jobbrol:

Au,-f)a’lzi = [Ri-aTaT]{Li-y O
0 1

L, - Zi—:l-ll

A kapott alakokrdl leolvashaté, hogy beleillenek a (2.1)-—(2.4) altalanos séméba.
fgy az atrendezés eredményéiil kapjuk:

(2.16) IF =0, Auy=1Ig% =07 -4l
2.17) =%, La=1 v,= Zi_-_i-ll."’{{l-l,
(2.18) vE =T /IEld = — iV +

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)



90 HEGEDUS CS. J.

A vP Au; szorzatot nem kell Gjraszdmolni, mert az A-konjugdltsdg miatt fennéll
(2-19) V,HAII,- = —'11.*.1 ;{'Aui'i‘;'ﬁ_lAui = -—Zi,,_li’.,!’Aui.

A jobb oldali i+ 1-edik hulldm nélkiili vektorokat ezutdn készitjik bidiagonalis
épitéssel.
A jobb oldali oldallépés atrendezései a hulldimozisi konvencié betartasaval:

(2.20) f;=0, Qu1=¢h 5= -0l
221 G =qQiv1 Q1= T Wy = G3hli4y,
(222) U = Koo/ @i +allk = — Grva B + 141
(2.23) v Ay = — @,y v All,

s ezutan késziilnek a bal oldali i+ 1-edik vektorok bidiagonalis épitéssel.

Mint latjuk, az i és i+1-edik ortogondlis vektorok felcserélédnek, az i-edik
konjugélt vektor pedig olyan értéket kap, ami az i-edik lépésben tett féloldali tijra-
inditdsnak felel meg, 1. (2.5). Az oldallépés utdn azl; ., vagy f;., épitGvektor mar
tobb nemzérus elemmel rendelkezhet, mert az oldallépés ugyanazon az oldalon
tobbszdr egymas utan eggyel névekvs indexek mellett megtehetS. Ha példaul a
k-adik szintt6l kezdve minden lépésben oldallépéssel generdljuk a bal oldali vektoro-
kat az i-edik szintig, akkor az L; matrix ,,flirész’-alaku lesz:

— g1 ) 1 (k-1
0

IS
f

L _Ak_j'k-i-l"'_li ].J (i

tehata — A, —4,41, ... elemek az utolsé sorba tolodtak.
Ezzel befejeztitk az épitési modszerek ismertetését.

2.5. A direkt rekurzio mitkodésének alaptétele

Bevezetjiik a kovetkez8 konvenci6t: A bidiagondlis épitéssel nyert vektorokat
feliil hullAmmal jeloljitkk és Sket prébavektoroknak tekintjiik. Hulldim nélkiil az
elfogadott vektorokat fogjuk jelolni. Elfogadhat6 lehet barmely épitéssel készitett
vektor, amely sikerrel bdvit, tehat olyan | F0) vektor amelyre ||r; +4c#0, q;+, vektor,
amelyre ||q; +1llx#0, €5 V11, W4y Par, amelyre vfi,; A, 0. Ha §;,,=0, akkor dgy
vessziik, hogy V;,,=0. Hasonléan §;.,=0-bol &;,, =0 kdvetkezik. Most mar meg-
fogalmazhatjuk a direkt rekurzié milkédésére vonatkozd alaptételt.

2.1. TETEL. Amennyiben a v, A vagy A @, ,vektoroknak legaldbb egyike nem-
Zérus, a (2.1)—(2.4) direkt rekurzm épitési moédszereinek valamelyikével az {r;}i_,,
{a,}i<1 és {v;, w;}j_, vektor-rendszerek sikerrel b8vithetSk. Mégpedig:
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1. A bidiagonAlis épités sikeres, ha ¥/ ,Au;,;>0;

2. A diagonal-folytatas sikeres a
bal oldalon, ha F;;;=0 és Af;,,>#0,
jobb oldalon, ha q; ., =0 és ¥H ,A=0.

3. Ha v ;A0, akkor a bidiagonilis épités vagy a bal oldallépés legalabb
egyike sikeres. Ha Au;,,>0, akkor a bidiagondlis épités vagy a jobb ol-
dallépés legalabb egyike sikeres.

2.6. Az alaptétel igazoldsa

Tobb 6nmagaban is érdekes tétel bizonyitdsa vezet majd el az alaptétel igazo-
lasdhoz.

2.2. TETEL. Az r1;4,#0 vektor C-ortogondlis az r;, j=1,2,...,i vektorokra,
ésa q;,,#0 vektor K-ortogondlis a q;, j=1,2, ..., i vektorokra.

Bizonyitds. Tegyiik fel el8szor, hogy 1;4,70, f;,,7#0. Szorozzuk O&ssze (2.1)
két egyenletét, bal oldalt a bal oldallal, jobb oldalt a jobbal:

LiVHAUDa—l = Dr_lRHCRLl +D,._1RHCri+lliT+1,
s ez a D,, D, matrixok (2.3) elGallitdsa miatt a
0 = R*Cr;, 1],

alakra egyszeriisodik. Mivel I, ,; 0, a kapott alakbodl kiolvashatd, hogy az r;,, vek-
tor C-ortogondlis az x;, j=1,2, ..., vektorokra. A q;, vektorra vonatkozé allitas
hasonléan igazolhat6 (2.2) egyenleteinek az Gsszeszorzasaval.

Vegyiik észre, hogy az 1;.,,=0, f; ., 0 feltétel akkor teljesiil, ha a direkt rekurzié
i+1-edik 1épését a bidiagonalis épités, vagy az oldallépés mddszerével végeztiik.
fgy a tételt bizonyitani kell még arra az esetre, amikor a rekurziés 1épés a diagonal-
folytatds moédszerével torténik, azaz 1;,,=0 vagy f;;,=0. Ennek az esetnek az
igazolasat majd a kovetkezs tétel bizonyitasi eljardsdnak negyedik lépése adja meg.

2.3. TETeL. Az i+ 1-edik vektorok a kovetkezd projektor-osszefiiggésekkel allit-
haték el§:
A4 P, ha Ly, #0,
Tiv1= {

@29 (#1804 0l PLAKG 4, B2 Ly = O,
2.25) gL, = {‘Pilllq{{Pf’ _ha fi+_1 # 0,

(v 1A )7 I 4 e e CAPY, ha fiy, = 0,
(2.26) vl = [ralc®rf, CP
(2.27) Usr = [[Qi+alc*PIKG; 41,

ahol P! és P} az (1.2)—(1.3)-ban bevezetett projektorok.

Bizonyitds. A bizonyitast hat lépésben tessziik meg.
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1. Néhany sziikséges Osszefiiggés szdrmaztatisaval kezdjiik. A P! projektor
matrixos alakban is felirhaté:

(2.28) P! =1,—AUD;!VH,

ahol az i index jelzi, hogy a V, U métrixban i oszlopvektor taldlhat6. Helyettesitsiik
ide (2.1)-b8l AUD; ! kifejezését, majd az L; V¥ matrix elSallitasat (2.1) els6 egyen-
letébdl:

(2.29) Pf = Im —_— RL,VH hand l’,~+1],~1_‘HVH = Im -— RD’—IRHC _— ri+lli1:‘_1VH.

Hasonléan adédik (1.3) és (2.2) sszefiiggéseinek felhaszndldsaval
(2.30) P;=1,—UD;'VHA = I,—KQD,1Q? - Uf;,,q,,.

Egy mésik Osszefiiggést kapunk, ha (2.1) elsG egyenletét jobbrél az R matrix-
szal szorozzuk. Figyelembe véve (2.3)-at kapjuk, hogy L; és V¥R egymas inverzei:

(2.31) LiVHR = I" = VHRL,'.

2. Feltessziik, hogy 1;.,#0. EbbSl ;.70 kovetkezik, tudjuk, ilyen a bi-
diagonalis épités, ill. az oldallépés. Szorozzuk (2.1) masodik egyenletét jobbrél az
e; vektorral, és hasznaljuk fel (2.31)-et:

1,-.,.11',-4.1 = (RLi—AUD;l)ei = (Im—AUD;]'VH)RLiei = Pfl‘,—.

Az eredmény (2.24) els6 Osszefiiggése. Hasonloan igazolhatéd az f;,.,=0 feltevés
mellett a (2.25) elsS Osszefiiggése.

3. Most is tegyiik fel, hogy |;+,#0. Szorozzuk (2.29)-et balrél az rf, ; C vektorral:
(2:32) rf 1 CP) = 1 C— ;B4 VE.

Itt felhaszndltuk a 2.2 tételt, amelyet I;,.,0 esetben bizonyitottunk. Ezutin irjuk
ki v, altaldnos kifejezését (2.1) els§ egyenletébdl. E célbdl helyettesitsiik ide L; 4,
(2.4)-beli alakjat, irjuk ki az utolsé sort és ismét hasznéljuk fel, hogy a 2.2 tétel
szerint az i+ 1-edrend{i D, matrix diagondlmatrix:

(2.33) VaVE+vE L = InlcrhL C.

Osszehasonlitva (2.32)-vel kapjuk (2.26)-ot. Hasonlé médon igazolhaté (2.27) az
f; 170 esetére.

4. Befejezziik a 2.2 tétel bizonyitdsat azzal, hogy az 1;,,=0 esetre is igazoljuk
az 4llitast. A bal oldali diagonal-folytatds mellett f;,,>0, igy (2.27) fennall, ezt az
el6zG 1épésben lattuk be. A P; projektor (2.30)-beli els6 kifejezésébd! kozvetleniil
ellendrizhetd a

(2.24) VHAP! = 0

azonossag. Ebbdl (2.27) folytan a VI Au;,, =0 reldcié kovetkezik. De (2.11) alapjan
I;4, iranya Au, ., irdnydval egyezik, emiatt Vfr; ;=0 is érvényes. Végiil helyettesit-
sikk V¥ kifejezését (2.1) elsG egyenletébdl, hagyjuk el a nemszingularis L;, D, mét-
rixokat, s igy az

(2.35) RECr;,, = 0, RHe¢C:m

Osszefiiggésre jutunk, amellyel a kivant célt elértiik.
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A jobb oldali diagondl-folytatds esetén a q; ., vektor K-ortogonalitdsdt hasonléan
bizonyithatjuk, igy a 2 2 tételt teljesen igazoltuk. '

5. Minthogy a 2.2 tétel most mar 4ltalanosan érvényes, megismételjitkk a 3.
1épést, amivel (2.26) és (2.27) minden esetben igaz lesz.

6. (2.24) masodik formulaja tulajdonképpen (2.11) els6 egyenletének bonyo-
lultabb forméban felirt alakja. Ugy keletkezett, hogy u;., (2.27)-ben taldlhaté ki-
fejezését (2.11) elsS egyenletébe helyettesitettiik, és felhasznaltuk az

(2.36) AP = PIA

azonossagot. Az atalakitas nem 6ncélu, mert mutatja, hogy az i+ 1-edik vektorok
mindenkor a P! és P; projektorokkal késziilnek. Hasonlé médon torténik (2.25)
masodik formuldjanak igazolasa, s ezzel a 2.3 tétel bizonyitasat befejeztiik.

2.4, TETEL. Amennyiben vP,; &s u; ., konvencidink szerint elfogadott vektorok,
azaz vl ; Au; 150, akkor a v;4;, 0 U1 vektorpdr a {v;, u;}i_y A-konjugdlt rendszert
eggyel bdviti, tehat vf ,Au;=0, v¥Au,,,=0, j=i

Bizonyitds. Az 1.1 tétel alapjan elegend§ a (2.26) és (2.27) vetitéses el@allitisokat
ellendrizni.

Ezzel eljutottunk odaig, hogy igazoltuk a direkt rekurziéval elGallitott vektorok
ortogonalitasi tulajdonsagait.

Az oldallépésre vonatkozdan tesziink néhany megjegyzést. Tegyiik fel, az oldal-
1épést az i és i+ 1-edik szint kozott a bal oldalon hajtjuk végre, amikor f;=0, azaz
jobb oldalon a diagonal-folytatassal épitiink. Fkkor az u; és q; vektorok ugyanugy
megtartjadk értékiiket, mint egyébként, azonban a v; vektor mddosuldsa miatt a
jobb oldali bidiagonalis épités altaldban nem fog zérust adni ¢; ;, és ezzel az f; . ; vek-
tor értékére: Az F matrix ekkor az i+1-edik oszloppal ,kinyilik” bidiagonalis
szerkezetll méatrixba.

Egyszerre csak az egyik oldalon tehetiink oldallépést, mert a mésik oldal i-edik
vektorait fixen kell tartani. Azt azonban megtehetjiik, hogy az i és i+ 1-edik szint
kozott végrehajtott bal oldali oldallépés utan az i+1-edik bal oldali vektorokat
elhagyjuk, jobb oldali oldallépést tesziink az i, i + I-edik szinten és ezutin bidiagonalis
épitéssel képeziink 1j i+ 1-edik bal oldali vektorokat.

Az épit8vektorok altalanos alakja a kovetkez§ lesz:

i i
(2.37) L= _Z;"—;Lj+1ej, fip1 = IZI:— Pj+1€),
Jj= =

ahol a szummak alsé hatdrara a kovetkezS két eset valamelyikének kell teljesiilnie:
a)k=i h=i
(2.38)
b)) k=i, h=i.
2.5. TETEL. A bal oldali oldallépéskor fennall
(2.39)
G [Qralk Vi Ay = Zi—-l—zl(“{lAHGi)—l"AH;'i+1”%(+11:?+11 i+ 1l i1 V1 Al 41,
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a jobb oldali oldallépéskor pedig
(2.40)

zi+1Hl'i+1||?:Vzlﬂ-1A“i+1 = GO ATv) "1 AR; 412+ G IF s a2 4 41 9 1 Al .

Bizonyitds. Csak a bal oldali oldallépés formulajat igazoljuk. Az A-konjugdlt
tulajdonsag és (2.8) masodik egyenlete miatt

(241) vi}{HA“i+1 = V{{HAK‘]1+1/”(L’+1”%<-

Ide (2.7)-b6l q; .., helyettesithets, ami q; és A®v, linedris kombindcidja. A q; vektor
(2.41)-b8l a K matrixszal szorzédik, és (2.8)-bol Kq; az w; és u;_; vektorok linedris
kombinacidja, igy az A-konjugdlisdg miatt a q; vektor is kiesik:

1
C il ui AT 04

A kapott alakba helyettesitsiik v; kifejezését (2.18)-bol és v; 41-et (2.17)-b61:

H — H
v,'+1Aui+1 - —vﬁ_lAKA Y,

ATV, 4k VH AKAFY,
v A, = —— I i+l i ;

Zis1@isalQralkuf ARY, Qv [l ]kul AT,

A miésodik tagban szerepld KATY; vektorazu;_,, u; és @i, , vektorok linearis kombi-
nécidja, mivel A"V, (2.7)-b6l q; és ;. segitségével kifejezhets, Kq; és Kq;., pedig
(2.8) alapjan a fenti u-vektorokkal allithatd el. A v ;A vektorral képzett bels§
szorzatban csak W;.; marad meg az A-konjugdltsdg miatt, igy az egyiitthatdjat a
helyettesitésekbdl kihalaszva kapjuk (2.39)-et (2.19) figyelembevételével.

A (2.39) osszefiiggésbdl kiolvashatd, hogy [[A#V, 4[| x =0 mellett a vZ ; Auw;,, és
vl Al ,, szorzatoknak csak az egyike lehet zérus. Ugyanezt mutatja (2.40)
[|Al; +1[lc 20 esetén, amibdl a 2.1 tétel 3. allitdsa kovetkezik. A 2.1 tétel 1. és 2. alli-
tdsa egyszeriien ellendrizhets, igy a 2.1 alaptétel bizonyitdsit is befejeztiik.

Az L vagy F matrixok inverzére sziikségiink lehet a rekurzié elemzésekor.
Az inverz konnyen elkészithet8, példaul az L métrix esetén az

L; 07! L;? 0
HEn b N s
rekurziv épités segitségével. A direkt rekurzidhoz tartozé L métrixnal nevezziik

minden nemzérus 1] vektor els6 nemzérus elemét vezetd elemnek, az utdna kovet-
kezBket pedig bels6 elemnek. Ekkor bevezetve a

Ais ha A; vezetS elem,
(243) Vi = { 1, ha A, belsd elem,

1, bha 1L #0.
(244) n= {o, ha I =0,

1. ha A;;, vezet§ elem,
(2.45) b= {/1,-“, ha A, belss elem
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jeloléseket, az inverz a kovetkezd formulaval fejezhetd ki:

i
Yiﬂj ]I Voo I>J,
k=j+1

1, i=j,
0, i<j.

(2.46) LYy, =

Az F matrix inverze innen transzpondlassal nyerhetd.

2.7. PELDA. Tekintsiik az alabbi 3-rang matrixot:

11-1
A=120 1],
31 1

és legyenek az induld vektorok qf =u] =[1 0 0] és r{ =v§ =[0 O 1]. Ekkor a bi-
diagondlis épités szerint készitsiik el a tovdbbi vektorokat, ahol a 4, és ¢; skalazo
paramétercket 1-nek valasztottuk:
1
=1-21,
1

O IO

A harmadik g-vektor 0-nak adédott. Ha ekkor a diagonal-folytatdssal jarunk el
(2.14b) szerint, akkor a qF =Vy TA=[0 2 —2],ul =[0 1/4 —1/4] valasztassal teljessé
tudjuk tenni a rendszert. Az igy kapott 0j q; vektor ortogondlis q, és g,-re, valamint
az igy kapott Au, ortogonailis v, és v,-re. Ezek a vektorok mellett az L és F matrixok
alakja:

- N

OO o

(2.47) L=|-1 1 |, F= .
-11 1

A zérus elkeriilésére masik lehetdség a bal oldali oldallépés a masodik és a har-
madik szint kozott. Ekkor r, és r; felcserélgdik, vy és v, felveszi a (2.17)—(2.18)
szerinti értéket:

1| 2 a| 2 1) 1
=Z —l Py V2=—5- —1 ’ r3=§ _2 9 v3= —2 d
0 0 0 1

Igy (2.7) és (2.8) a q és u, vektorra a kovetkez§ értékeket adja:

SERERE TR
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Most mas vektorokat kaptunk, de ellendrizhetd, hogy az igy kapott rendszer teljes.
Ez esetben az L és F matrixok:

1 1 -1
(2.48) L= 1 |, F= 1 -1
-1 -11 1
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MTA KOZPONTI FIZIKAI KUTATO INTEZET
1525 BUDAPEST, PF. 49.

GENERAL RECURSIONS OF HESTENES—STIEFEL TYPE FOR CONJUGATE
DIRECTIONS. I. THE DIRECT RECURSION

Cs. J. HEGED(Us

A general recursion scheme is proposed for generating conjugate pairs with respect to an ar-
bitrary matrix A. It comes to an end if the elements of the last pair are simultaneously in the zero
space of matrices A¥ and A.
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SPECIALIS FUGGVENYEK ALTALANOSITOTT
PADE KOZELITESE: SZINGULARIS FUGGVENYEK

NEMETH GEZA

Budapest

Specidlis fiiggvényekre raciondlis tipusi koézelitéseket hatdrozunk meg az dltaldnositott
Padé modszer alapjan. Bar a kozelités intervallumdban szingularitassal rendelkezd fiiggvényeket
vizsgilunk, a nyert (diagonalis) tortek geometriai sebességgel konvergalnak a kifejtett fliggvények-
hez a szingularitds kis kérnyezetétél eltekintve,

1. Bevezetés

Specilis fiiggvények polinomkozelitései a numerikus analizis vagy szdmols-
gépes felhaszndlas céljaira napjainkban mar jol kidolgozottak és kézikényvekben
megtalalhatok [5—6]. Ugyanakkor sokkal kevésbé kidolgozott az elmélet racionalis
tortek esetén (polinomok hanyadosa a kozelitd kifejezés), bar az ilyen tipusa ki-
fejezések ugyanolyan kénnyen és jol hasznalhaték a gyakorlatban, mint a polinomok.
Ma mér sok tapasztalat alapjan kialakult az a meggy3z8dés, hogy a raciondlis tortek
néhany szempontbdl (elméletileg és gyakorlatilag) jobb kozelitéseket tudnak nytjtani
a polinomokhoz képest. Jelen munka tdrgya raciondlis kozelitések meghatarozisa
néhany egyszerd, de fontos szingularis fiiggvény szdmara. Ezek az aldbbiak:

(1. fik)=x", pu=>-1, 0O<x=1ben és 0 < x <oo-ben,
(1.2) fa(x)=Inx, O0<x = 1-ben és 0 < x <-oo-ben,
(1.3) fa(x) = |x|°sgn(x), ¢=0, —1=x=1ben és —oo < Xx < +oo-ben,

x1-

_ 3 oo - xt e -
(1.4) ﬁ(x)—r(l_a)of Tore s <a=<1, 0<x <oo-ben.

A kozelitések leveztésének médszere az dltaldnositott Padé approximdcid. A mddszer
ismertetéséhez célszerli a Padé kozelitésekrdl néhdny tényt emliteni. Legyen adva
valamely f(x) fiiggvény a Taylor sordval

(15) f®= 3 ax

(itt az egyenl8ség nem fontos, elég az x—-0-ra vonatkozé tin. aszimptotikus egyen-
18ség). A P,(x)/Q,(x) racionalis tort fiiggvényt f(x) Padé kozelitésének nevezik,
ha fennall az

16  f(x) -

0n(x)

7 Alkal) t M ikai Lapok 13 (1987—88)

=0@"*™), x>0, m=0,1,2,..., n=0,1,2,...




98 NEMETH G.

rel4ci6é (ahol P, (x)= Z’ p;xl, O,(x)=1+ Z' g;x polinomok). Az (1.6) relaciot

lgy is lehet fogalmazm hogy a fiiggvény és a racnonéhs tort hatvanysorat egyenlové
tesszitk annyi tagig, ahdnyig ez egyaltalan lehetséges. Konnyen belathaté, hogy a
maodszer olyan torteket ad, amelyek x=0-nadl igen erGs kozelitést nyudjtanak (de
nagyobb x értékekre a hiba mar természetesen nagyobba valik). Az dltaldnositott
Padé kézelités célja, hogy egyenletesebb hibaeloszlast nyerjiink. Ez gy érhetd el,
hogy a hatvanyfiiggvények helyett valamilyen mas polinomrendszerrel (Jacobi,
Laguerre) dolgozunk. Ezért, kiindulva egy (adott)

(1.7) fx) = Z dicpi(x)

DPu(x) (polinomok) szerinti sorfejtésb6l hatarozzuk meg a P, (x)/Q,(x) racionilis
tort fiiggvényt. Két modszert emlitiink : dltaldnositott Padé mddszert [1] és a Clenshaw
—Lord mddszert [2]. Az el6bbi megmagyardzasahoz atfogalmazzuk (1.6)-ot a kovet-
kezg alakba

(1.8) Q.(x) f ()= B, (x) = O(x"+™+Y),  x - 0.

Tehat azt mondjuk, hogy P,,(x)/Q,(x) az f(x) fiiggvény dltaldnositott Padé approxi-
mdcidja, ha fennall az alabbi relacié

(1.9) 2.(0)f (%) = Pu(x) = O(Pasms1(x)).

Itt az O(p,,+,,,+1(x)) jeldlés olyan fiiggvényt jelent, amelynek a p,(x) polimonok
szerinti sorfejtése a k=n +m4- 1-edik taggal kezdddik. A méasodik modszer a direkt.
Azt mondjuk, hogy B,(x)/Q,(x) az f(x) fiiggvény Clenshaw-Lord kozelitése, ha fenn-

41l az alabbi reldci6d
(1.10) f@-222

On(x)

A racionadlis kozelitéseket az indexeik szerint kétdimenzids tablazatba, un. Padé
tablazatba (ill. dltaldnositott Padé tdbldzatba) lehet csoportositani. Ennek els6 sora
azonos a Taplor sor részletdsszegeivel (ill. az (1.7) sor részletdsszegeivel). Ilyen tab-
l4zatot megadni explicit képletekkel mindezideig csak igen kevés fliggvényre sikertilt,

= 0(pn+m+l(x))'

Végiil két megjegyzést. Konnyen lathat6 (1.9)-b6l és (1.10)-b8l — ha a p,(x)
polinomok véges fokl rekurzids képletet elégitenek ki — hogy a Padé approximdcio
problémdja linedris egyenletrendszer megolddsira vezet a az egyiitthaték meghata-
rozésinal. Viszont (1.10) szerint a Clenshaw-Lord mddszer szerinti kozelités meg-
hataroz4sa nem lineéris egyenletrendszerek megoldasara vezet. Masodik megjegyzés-
ként azt emlitjiik meg még, hogy sok szingularis fiiggvény (igy a cikkben kovetkezd
némelyik) nem kozelithetS Padé mddszerrel, mert Taylor sora nincs, de kezelhet§ az
dltaldnositott Padé mddszerrel, mert van polinom sorfejtése.
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2. Az x* fiiggvény
Az alibbi sorfejtést hasznaljuk fel

. = CYQHDIGHDER) g
>y (7 =T (Eo e e
0

P (x),

A=a+p+1,
a>—-1, p>—-1, p>—-1, 0=x=1, RPP(x) az (1-x)xf

sulyfiiggvény mellett a (0, 1) intervallumban ortogondlis Jacobi-féle polinomsorozat
(j=0,1,2,...,n). Megmutatjuk, hogy az (1.9)-nek elegettevs ditaldnositott Padé
kézelités

P.(x) _ JFo(—m, —n—p,n+m+A+1; 146, 1—u; x)

0,(x) ~ T gFy(—n, —mAp,nt+m+A+p+1; 1+, 14Hp4 55 x)°

2.2)
ahol

23) 4 A+ B+ (-l (ntm+2+1)
) " miM(1+ (I +wf (n+m+A+pu+1)”

A (2.1) képletben u helyett u+k értéket téve majd g, szimokkal szorozva és Ossze-

gezve k=0, 1, ..., n-ig, kapjuk

29 X 3 gt =

_ S YN o, r(i+g+p+k)(—p=-k),
_jgo r(l+g+j) Ry ﬂ)(x)k;zoq" FA+A+pu+k+j)

A kivant kozelités meghatdarozasidhoz a g, szdmokat Ggy kell meghatdrozni, hogy
g I(1+B+p+k)(—p—k),

2.5 -

23 2% raiititE+D)

(ahol természetesen n és m tetszdleges pozitiv egész szamok). A g, szdmot 1-nek véve
(2.5) n egyenletet jelent n, g, ..., q, ismeretlenekre. Néhany egyszeriisités utdn a
(2.5) egyenlet

S A+ p+B)(1 4 p)e
2.6 - — =
@6) S T+ T+ u DA+ h—Te
lesz. Tegyiik fel egy pillanatra, hogy
(2.7) G = (—n)k(—m+ﬂ)k(n+m+l+ﬂ+])k
K1+ p)e(1+ B+ ph ’
Ekkor (2.6) az alabbi alakra hozhat6

" (= (—m+ ) (n+m+i+u+1) _

3) D T T W EaT Y

=gB(—n—m+tpn+m+A2+p+1; 1+2+p+j,1+p—j; 1).

=0, j=m+1l,m+2,...m+n,

k=0,1,...n.
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A nyert  F, 0sszeg Gn. Saalschiitz-tipusu hipergeometriai fiiggvény, melynek értéke
faktoridlisokkal kifejezhetd [4]:

_(m+1-j)(=n—m—2A—j)
(I+pu=ja(=n—p—2i—j),

Elemien belathatd, hogy S kifejezésében a szorzatok j=m+1, ..., m+n értékekre

zérustdl kiilonbozdek, kivéve az (m+1—j), tagot, az viszont zérus, ezért g, (2.7)

kifejezése valoban a (2.5) egyenletrendszer megoldasit adja. Ezzel természetesen

meghataroztuk a (2.2) kifejezés nevezdjét. A szamlalé meghatarozasdhoz ki kell
szamitani az alabbi Osszeget

(2.9)

Qi+ G+ 4
=0 I'(l+B+))
r'(1+B+uw)I'(1+p) (m+1—=))(=n—m—2i—j),

FA+2+p+)FU+p—-j) (A+p—ja(—n—p—24—j)

M3

(2.10)

R{=®) (x)x

X

Felhasznalva a Jacobi polinom hatvinyokkal kifejezett alakjat, kapjuk

TA+8+Wrd+wrd+Ar(+n+mr(+i+n+m)
TA+Hr(+A+pu+nl(1+p+nym!I'(1+A+m)

G+
o I(1+B)

A
Q.11 = (’1/2)1(—2'“], (—n—pw(—=m);(n+m+A+1)
=0 JiA+1) (A+A+u+n),(—n—m);(L+A+m); ;

xt

M.

i

Az Osszeget x hatvanyai szerint rendezve

2 (=x) TQi+A+D(=n—pi(=min+tm+it+1)
ico i (B+Di(l+2A+p+n)i(—n—m)(1+A+m),

(2.12)

-,,E,(Zi+).,i+%+l, -m+i, —n—u+i,1+A+n+m+i; —n—m+i,i+-;-,

1+A4+u+n+i,1+A+n+i; 1)
s Fs hipergeometriai 6sszeghez jutunk. Szerencsére ez Dougall tétele szerint kifejezhetd
faktorialisokkal [3]. Egyszeriisitések utan az
nrQ+B+w( -, T(n+m+i+1)
m T+ +p)I(n+m+i+pu+1)
XaFZ(_ms —n—u, n+m+l+ 1; 1+ﬂ’ 1_”; X),

formulat kapjuk, ez pedig pontosan (2.2) képlet szimlaloja.
A O<x<oo intervallum esetén az

s — <J Gl )
(2.14) x* = F(1+'3+”);§, TAT 1))

(2.13) X

LP(x), B=>-1,

Alkals t M ikai Lapok 13 (1987—88)




ALTALANOSITOTT PADE KOZELITESEK 101

sorfejtésbil hatarozhatunk meg raciondlis torteket az dltaldnositott Padé-modszerrel.
Az el6z8 mbdszer analégidjara végezhet( el a szamités és az alibbi eredmény adddik

@15 x* nl T(0+B+p) (1=p)m oFo(-m —n—p; 14+4,1—p; x)

m! T+ (1+p, Fol—n, —m+u; 1+p, 1+B+p; x)°

Koénnyen lathatd, hogy a (2.11) képlet hatardtmenettel nyerhet§ a (2.1) képletbdl,
Ugyanis x helyett x/a-t téve mindkét oldalt (2.1)-ben szorozva a*-vel képezhetjiik
az o-oo hataratmenetet. Elemien ldthato, hogy a suly fugg\eny adtmegy a Lagrange
sulyba, a Jacobi polinom atmegy a Laguerre polinomba és a (0, 1) intervallum dtmegy
a (0, oo)-be.

Visszatérve a (0, 1) intervallumhoz tartozd sorfejtesekhez a (2.2) sorfe_]tésbol
« és B specidlis értékeire megkaphatjuk a Legendre és Csebisev sorokbdl nyerhetd

kozelitéseket stb. Ezek koziil taldn a Csebisev sorbol nyert kozelités o=p= —-—;—

a legérdekesebb

1
P(x) _ T(?“‘) m(1 = T(n+m+1)

0.(x) ~ r(l) ml(1+ W, T (n+m+p+1)
2

(2.16)

3F2(—m, —n—Uu, n+m+1; ';—’ l—lu; x)
X

T .
aF (—n, —m+pun+m+pu+1; 1+_u,5+u; x)
Ezzel az esettel kapcsolatos az (1.10) definicibnak megfeleld Gn. Clenshaw—Lord
kézelités (amely ugy tiinik, mindezidaig « és f-ban egyetlen linedris egyenletekkel
megoldhaté eset). Meg fogjuk mutatni, hogy ebben az esetben

r (%“‘] n o (1-p),

(2.17) Xt
F[—é—] rd+p) (I+2u)n (14 pm

4F3[—m,m+l, —n—p,n+u+l; 1—p, 1+u,%; x]

X .
1
4Fs(—n,n+2y+1, —-m+u, m+p+1; >t I4+u, 142p; xJ

A (2.17) képlet levezetéséhez [9] alapjén az

)

(2.18) = (=1
r(3)ra+u

t+2 3 o o
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sort haszndljuk fel. El3szor a nevez8 meghatdrozdsit végezziik el. Meg kell oldani
£ (i=0,1,2,...,n)re

(2'19) 2"'a1+r+i+1gi = Os r= Oa la 2’ ey B— l,
i=0
egyenletrendszert, ahol a,=(—1)* ﬁ%‘— . Ez az egyenlet az alabbi alakra hozhaté
k

(I=m~n)

d Fr(l+l+r—p+i)

—_— i N =

(2.20) go( e TR+I+r+u+i) ’
vagy

1 n
.21 [ Q=nperi-n{ 3 (—t)g} dt = 0.

s i=0

Ha a zé4réjelben 4116 polinom az (I —¢)*¢'~# silyra vonatkozd Jacobi polinom,
akkor az ortogonalitds miatt az Gsszes feltétel teljesiil. Igy go=1 valasztissal

1 d"

(2.22) é(')(—t)'g,- = m(l _,)-2ut—t+u_w_[(1 —p)rtEugntl—n]

= Fi(—n,n+l+p+1; I—p+1;1).

Tehat
(=n)(n+14+p+1) i
. . = : -1
(2.23) g MDD
A nevez8polinom konstansszorosa
n n—k
(2.24) N(x) = 25; E*(x)kZ; 8i&i+k =

= Fi(—nmn+l+p+1; I—p+1; 1-2x+2Vx*—x)X
XoF(—nn+l+p+1; I—p+1; 1-2x-2)x2-x).
A hipergeometriai fiiggvények szorzatat sorra alakitjuk [4]

ni(n+l+p+D)i(n+-1—p+1)i(=n—2p);
tHl—p+1)(I—p+ 1)y

Fi(—n+i,n+i+l+p+1; 142i—-u+1; 1—-4x).

(2.25) N(x) = é (=

A belsG hipergeometriai fiiggvényt atrendezziik x hatvinyai szerint
(2.26) Fi(—n+i,n+i+l+p+1; I+2i—p+1; 1-4x) =

(2T (+2i—p+1)
S Ti—n—20l(+n+i—p+1)

dFi(=nti,nti+il+p+1; 14+2p; 4x).
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Beirva ezt az el6z( sorba, az alaposan egyszertsodik

420, = (en)(ntltpt])
(227) Neo (1—u+1>n] =2 ad=—ar D

R (—ntinti+l+pu+1; 142p; 4x) =

— 2"’ = (—mejn+1+p+ 1y
=0 /S0 HjII—p+1):(1+2p),

(4x) =

- 2"(4x), Cnyntitp+ ), S (cnti)ntlHj+utl)
j=o JH 1 +2p); <o NI+ 1)
Az utébbi masodik dsszeg az '
(2.28) Fi(=s,b; ¢; 1) = (C(;)b)’ ,s=0,1, ...,

képlet segitségével felosszegezhets és értéke

1 (cn—l+p);(n+2u+1); (=71 425,

4J I l—u+1),
@y, (ur),  CTEHD

Végiil a nevezS konstansszorosa

(2.30) N() = [

(2.29)

(420,
(1_“"_ l)n

-4Fa(—n,n+2u+l, —n—=I+p; n+i+p+1; u+%',u+l,2u+l; x)-

A szamlalo levezetéséhez megjegyezziik, hogy az (1.10) definici6 szerint egyenlS az
alabbi kifejezéssel

1 —-
r(+n+4)
n (=n)(n+ 2+ D(=m+ @) m+p+ 1), 3
@31 > 1 1
K=o k! (“+7Jk(“+ DeCit+ D [(k+p+1)T (5)
z (=p—k); }
1+2 — Y —— T} .
142 3y Rl T
Atalakitjuk kissé ezeket az Gsszegeket
I‘(u+—!-]1"(u+1)
2.32) 2 Z"v (=n)(n+2u+ D (=m+ ) (m-+p+ 1), "
’ r7i/2) K=o k'2p+ 1)

m, 1
*{g, 7 () r(1+u+k+j)F(1+ﬂ+k‘f)}°

Alkal Mat ikai Lapok-13 (1987—88)
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El8szor a kapcsos zérdjelben 4ll6 Gsszeget szdmitjuk ki. Rendezve x hatvanyai
szerint kapjuk :

m . m—i (- ])"(21'),-(1'-!- );
@33) 2= T & AT a TR i AT A +at k=T DO

i

A belsG osszeg

(2.34) L St Qi) (i), (—p—k+i);

FT(l+p+tk+DIA+p+k—i) /S j1G); (A+p+k+i)’
egy alkalmas

(—m+i); (1+i+m),
(—m’*'i)J ( Ti+m)1

tényezd beszurasiaval ;F, hipergeometriai Osszeg, amely DOUGALL [3] tételével ki-
szamithato, és értéke

1

Il

r(+i+m=n*
(u+k—DIr(1+2)FA+p+k+mI(p+k—mym—i)’

A szamlal6 igy az alabbi

(2.35)

1 m
(2.36) 3 (—my(m+1 T (l“rj]F (r+1(=1)

i=o i![%].-(#—i) 1‘(%]1"(1+#+m)r(#—m)

*

5o (=m(n+2u+ D) (p—i)
o KIQu+ 1(1+p—i)

Az itt szerepl$ k szerinti Osszeg Saalschiitz tipusi 3F, sor és értéke

*

= )'nt(u+1+10),
Qu+ Da(—n—p+i),
Beirva ezt az el6z8 Gsszegbe, néhany egyszeriisités utan kapjuk

I‘(u +-;—] " A,
F(u+1)r[%] (+21), (T+ 1)

1
X4I:3[_msm+1s —n—u, n+ﬂ+l; 3, 1+ﬂ’ l—[l; x],

(2.37)

(2.38)

X

ez pedig azonos a (2.17) képlet szdmlalojaval. (2.17) levezetésénél a g; szimok meg-
hatarozasanal feltettiik hallgatdlagosan, hogy /=0 azaz m=n. Mégis az m=0,
u=1 eset (vo. 1. Fiiggelék) azt sugallja, hogy valdsziniileg a teljes (1.10) Padé tdbld-
zatot (m=0, n=0) megadja a (2.17) képlet.
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Végiil egy egyszerli megjegyzés a (2.16) és (2.17) képletek Ssszehasonlitdsarol.
Tekintve az m=n esetet (diagonalis kozelités) elemi szdmitdssal adédik, hogy
n—oo esetén a konvergencia az x=0 helyen Csebisev esetben O(n~"), mig a
Clenshaw—Lord esetben O(n—*). A pontosabb hibabecslésre ( x=0) kés6bb még
visszatériink.

3. A logaritmus fiiggvény

A (2.2) kozelités (valamint a (2.17) kozelités) rendelkezik egy igen érdekes tulaj-
donsaggal. Nevezetesen u—~0 esetén m=n feltétel mellett a raciondlis tortek
mind 1-hez tartanak. Ezért az

" __
Inx = lim -1
u—+0 u

relacié felhasznalasaval a logaritmus fiiggvényre raciondlis tort kozelitéseket nyer-
hetiink. (Természetesen ugyanez az algoritmus alkalmazhaté {In x}*-re is, ahol
k=1 egész.)

A (2.2) képletbdl adbdik

(=) Cn+2A4+1)

n (_ .
2 KUV + B), i 5

k=0 -
G-1) Inx~ Tl —montith Lith o 0=*=1
ahol
(3.2 B = 2pk+ D) -2y (n—k+1)—yQn+A+k+ D+ k+p+1),

2 (= n)(—n) 1™ xk
2 KR + By _

(33) Inx~ ZFZ(—n’ —n; 191+ﬁ’ X), 0 = ’
ahol
(3.4) te= 20k +1) =2 (n—k+ D)+ y(k+B+1).

A (2.17) képletbdl adédik

(=mi(n+ 1)} ) &
T i

3.5) Inx~ ] , O<x=1,
4F3(—n, —n,n+1l,n+1; 5 1, 1; x)

ahol

(3.6) gim =y [k+—;]+3¢(k+1)—21p(n+k+1)—2x//(n—k+l).

Az n#m indexii kozelitések hataratmenettel nem nyerhet8k, de az el6z6 mddszer
kis médositassal mégis alkalmazhaté (amint azt rovidesen 1atni fogjuk).
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Tekintsiik x*In x Jacobi sordt

3.7 winx =4 . FCyFIALGED

dslomo TA+B+))

FA+B+p+s)(=p—s);

(2, B)
XR P )T 74740 +9)

Végezziik el a u—~I (I egész) helyettesitést, hatdratmenettel kapjuk

L ra+g+h
@8)  Anx= F D Srripen TA+A+T+))

XWA+B+D YA +A+1+)+Y A+ D) -y —j+ D](-D;~

= 2]+ (j+4) . ra+g+i
= 2.5V sy M OF e

DTG sy

(— D NG—1—1).

A (2.4)—(2.9) alatti modon eljarva lathatjuk, hogy a g, nevezé egyiitthatoknak ki
kell elégiteni az alabbi egyenletet

k'(1+B)
— (L 4j+ A

3.9 2 G =0, j=m+1l,m+2,...m+n
=0 (1

Ez (2.6) u=0 esethez tartozé specidlis egyenlete. Ezért

- (=) (=m)(n+m+ A+ 1),

(3'10) 9k k'2(1+ﬂ)k )

k=0,1,..n

A nevez§ ismeretében a szaml4ld pedig konnyen nyerhets:

(n+m+A+1),
¥ X

(3.11) P,,,(x) — lé; (—n)l(—m)l

H+ALG+HCA+HED;

: (
X 2N S F g h T AT A1)

X[WA+B+D—yA+A+14+))+d+ D)=y (—j+ D] RHP (x)—

_ Z"v CEm(—my(n+m+A+1),

(=D'ra+px

=0 1!
S E+Ar+Hu-=1=-nt . _
Xi=%'-1 - r(A+B+)I(1+A+1+)) R{*"(x), m=n.

Hasonld gondolatmenettel nyerhet$ a Clenshaw—Lord kézelités is, tegyiink a=pf=
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= —-%-et a (3.8) képletbe, ekkor kapjuk

r{i+
rlre) bACHE AT e

3.12) Xnx = ——

r[—]r(1+1) i=
1 . .

X[l//[1+E)+l,0(1+l)—ll/(l—]+1)—¢(l+_]+l)]—

S x a2y .

A (3.12) sor I1=0 esete adja a (2.18)-cal analdg egyenletet a g; szdmok meghataro-
zasahoz

n 1)k
G13)  Sbarna=0 r=01.,n-1 b=""0 s=m_n
i=0

Ez az egyenlet az alabbi alakra hozhatd

1 n
(3.14) [ e+ { 3 (~t)g}de = .
0 i=0
Vilagos, hogy ez (2.21) u=0 esete, ezért a megoldas

mints+ (1)

(3.15) &= TG+1) , mz=n.
Innen a nevez8 mir azonnal kovetkezik
(3.16) 4F3(—n,n+1,—m,m+1, 2,1 1; x]

A nevez§ ismeretében a szamlalé konnyen felirhaté (3.12) alapjan

(3.17) P,(x) = é(; (-'n)z(n+1)11('4 m)(m+ 1), Z*( T} (x )(5_*_11);

X[l/l(l-i—%]‘l-lp(l-*- D—y(l—j+)-y(+j+ l)]—

5 (=n)y(n+ Dy(=m)(m+1) o py G=1=1)!
D e D 2 EYTE
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A O<x<oo intervallum esetén Laguerre sorbdl célszerli szamolni

L T(+B+)
= 2T )
(3.18)

(D[ A+ B+D+Y(+ 1) =y (—j+ D]LP (x)~

o T(++)
TS T+ B r))

A nevez8 polinom ¢, egyiitthatdjara az alibbi egyenlet ad6dik

(=1 (== DILP (x).

n 1
3.19) Zq,M:O, j=m+l,m+2, ..., m+n,
i=o (I=jx
amelynek megoldasa :
_ (=n)(—m), _
(3.20) qz—wa I=0,1,...n, m=n.

Ezért a nevezd
(321) 2F2(_n, —m; 1, 1+ﬂ’ x)’

a szamlalo pedig (3.18) alapjin

(3.22) Py = ST

X[WA+B+h+y(A+h—y(—j+ D]LP (x) -
) (D
- z;;__ll!—l(_ o) J.:%l aTh); (—1-DILP (%)

Az In? x, In3 x, stb. fiiggvények esetén az egyiitthatokban megjelennek ’, ” stb.
loggamma derivaltak. Bar az algorltmus direkt, a kepletek nagyon elbonyolédnak.

-/

1=0

4. Signum fuggveny

A sgn (x) fiiggvény
-1, —-1=x-<0,
@.n sgn (x) = 0, x=0,
1, O<x=1,

racionalis kozelitéseit hatdrozzuk meg a kovetkez8kben. Kissé 4ltalanosabban, a
célszeriiség miatt, az al4bbi

(4.2) ¢(x) = [x[°-sgn(x), e=0
fiiggvény kozelitéseit fogjuk targyalni. A
I'(o) 0 0\ < (2] t+ao+1) ()
o) = Wtrb 7yp+5}2 CiPa (),

j= 3 1 Q :
Jj=0 r o r l —7
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sorfejtésbdl indulunk ki, ahol C{?(x) az i-edik Gegenbauer polinom o =0. Meg fogjuk
mutatni, hogy ¢ (x) dltaldnositott Padé kozelitése

3 o
F(n+m+a+2)[————]
_ 2x g] n! 2 2),
(4.4) Rn.m(x)—%—r[urE o e
I'n+m+o+0/2+3/2) >+
e 1 .3 3 e z]
. 3F2[_m, —n—7+§',n+m+0‘+2, 33 X
o —me 21 e 3.1 0 .0 ]
35[’“ mtgyogyntmictatas 54, 4oy x

: . N x
Ebbdl a kozelitésbdl — oo<x<eco intervallumra érvényes kozelitések a a%2¢ (?-/—2)

kifejezésb8l o - esetén nyerhet8k (természetesen ugyanez adddik a Hermite
sorbol is). Itt természetesen Sgn (x) fog szerepelni

—1, —o<x=<0,
4.5) Sgn(x) =1 O, x =0,
1, 0<Xx < oo,
Az eredmény a kovetkezd:
(z-4)
2x ( Q]n' 2 2),
e ~—T =1 =
4.6) |x[¢ Sgn (x) VEF l+2 p (_l_+£) *
2 2)a
0, 1.3 3 o ]
2F2( Tty gy X
* e 1 1 ¢ 4
— _ S .. = 2
2F2[ n, — M= 2+2,1+2,X)

A (4.4) képlet levezetése teljesen analdg az elGz8kben hasznalt mddszerrel. Réviden
osszefoglalva: g-t g+ 2k-val helyettesitve, g, -val szorozva és dsszegezve 0=k =n-re
a (4.3) egyenletben, a g, nevezd egyiitthatokra egyenletrendszert nyeriink, ezt meg-
oldva a Saalschiitz-tétel segitségével nyerjitk a (4.4)-ben szerepld nevez8 polinomot.
A szamlal6é polinom meghatarozasihoz az ;F, fiiggvényre vonatkozd Dougall-tételt
lehet felhasznalni.

A képleteket alkalmazisaként ¢=0, ¢520 esetben az un. Gibbs konstans meg-
hat4rozasara haszndltuk [8]. A kiovetkezGkben a 6 =0 esetben, de a Clenshaw—Lord
kézelités szerint hatarozunk meg raciondlis torteket a ¢(x) fiiggvényhez. Ered-
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ményiink a kévetkezs:

@.7) Px)~CpmX
e, 1 0. 3 33 e 3 ¢ z)
x 4F3[ m,m+2, n 2+2,n+2+2, 232 2a 2+29x
1 3 1 ’
4Fa[“n,n+2+1, -m+g 2a m+—= +'2-; 7'*'%, 1+%, 1+Q’ x2)

ahol

r(1+3) (+3+3)n (3-3).
I GO

A levezetés hasonld a (2.19)—(2.34)-nél részletezett szimitidshoz. El§szor a nevezSt
hatdrozzuk meg [9] alapjan a (4.3)-bdl vett egyiitthatdk segitségével. Az itteni g;
egyiitthatok integral el$allitasbol adddnak az ortogonalitas figyelembevételével.
Ezutdn [4] képlete hasznilhatd a nevezd egyiitthatdinak meghatarozdsira. Végiil
a szdmlalé kiszamitdsdhoz az ;F, Dougall-tételt, valamint az ,F, Saalschiitz-tételt
kell hasznélni.

A (4.7) képlet a ¢=0 esetben Gibbs konstansok meghatdrozasira volt alkal-
mazva [7]-ban.

@48)  Cun= i_ m+1).
ﬂ:

5. Nem teljes gamma fiiggvények

A nem teljes gamma fiiggvényekre [6]

et

F(l ) ¢ f 1+t

G0 f(x) = x=%e"I' (&, x) = dt,

hatidrozunk meg raciondlis kézelitéseket O<x-<oo-re. Az aldbbi sorfejtést fogjuk
felhasznalni:
1 + o hod 1

oo 1 a
62 S =x 3T W= ~(0-9 2 ZIDxET2

Az f(x) fiiggvény ditaldnositott Padé kozelitése

L (x).

F,(x) =
(5.3) f(X)N—QT(-xT, m = n,
ahol
(5.9 Q.(x) = JFo(—n,n+m+3; 2,2—0; —x),
5.5 By = 3N S (i1 —), -

=0 J1(2);2-09); <o

I'n+m+1) m (—m) k!
F(m+1)I'(n+3) = (n+3%(—n—m)

—(=1)1-9) L (%).
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Az (5.4) és (5.5) levezetése x'f (x) Laguerre sordnak képzésével végezhet§ el. Legyen

(5.6) A= 3 PLOR).
Latjuk (5.2)-b81, hogy =
G.7) o® = —(l—a)m, k> 1.
Tegyiik fel, hogy
(5.8) . B

IT (k+))

Szorozzuk az (5.6) egyenletet x-szel és alkalmazzuk az
(5.9 XL (x) = —(k+ 1) LEP1(x) + 2k + 14+ a) L® (x) — (k + ) L, (x)

rekurzids képletet tagonként az (5.6) jobb oldaldn levd sor tagjaira, majd gy(jtsiik
Ossze L{® (x) egyiitthatoit, az lesz ¢{'*V (k=I+1)

(5.10) R S —,

j]=71 (k+J))

X[—(k+l+2)(k+l+3)+(2k+l+a)(k+l+3);(k+l)(k+a+1)].
A szogletes zardjel (5.10)-ben —(I+2)(I+2—a), ezért

(5.11) Ay = —(+2)(+2—0)4,,

vagyis

(5.12) 4= (=D (2u2—-a),

tehat

(5.13) = D@z
j[[l (k+))

A nevez§ polinom g, egyiitthatdjara fenn kell 4llni az alibbi egyenletrendszernek

r (=D)R2-w)
G182 F(k+’1+3)l

Rovid szdmolas utdn ezt az egyenletrendszert dtirhatjuk az aldbbiba

K'=0, k=m+1,m+2,...,m+n.

1 n
(5.15) f t(l—t)"{’Z(’)q,(—t)'(Z—a),}dt = 0.
K <
Ha az integralban az Gsszeget Yigy vélasztjuk, hogy
n 1 d’l
5.16 2—a)(—t) = ——— "Y1 =)™ ——[t" (1 — )"+,
(16)  Za@-ay(-0) = ot A=) g [ L gy
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az (5.14) egyenletrendszer ki van elégitve, a megoldas

_ _my(nt+m+3)(=1)

= , 1=0,1,...,m,
@ 12),2—a),

és ezzel a nevez8 alakjat bebizonyitottuk. Hasznaljuk fel az (5.15) képletet
0,.(x) f(x)— P, (x) explicit meghatirozasihoz. Evégbél az (5.6) egyenletet szorozzuk
q,-lel és Gsszegezziik 1=0, 1, ..., n-re

(5.17) S Lo ch"’= S RIP®),

k=n+m+1 k=n+m+1

= @=1) [ 1=} 3 a(-0'@—adr=

(5.18) = (a— (Z)n f (l—t)k m—1 d [t"+1(1 )n+m+1]dt=

3 (=10 +m+E), [ oner o (L m—k)k!

= (a—1) o, ft (1—=0kdt = (—1) F(Z—_n+k+3) (a—1).
Tehét
(5.19)

rtm+2) $ (a+)okmt2); g oy
I'Cn+m+4) /= j!(2n+m+4)j Limeje1

0n(X)f (X) = Pu(x) = (@ —1)

Ezen képlet alapjan P, (x) meghatarozhaté. Sajnos nem trivialis, hogy a két végtelen
sor kiilonbsége hogyan lesz polinom. Mégis, hogy ezt belassuk, Laplace transzformdl-
takat fogunk hasznélni

(5.20) [ B)x"e " dx = L+1,.
0

Ekkor

_ =t L (on)m+), -1y
o h= g f o AR G-

1 i 1+a - du

_mof Wt (1—-pu)~*,F(—n,n+m+3; 2—a; —u)l—_u(p_—l—)—_
1

1
— 1+ar1 -a — -y __ —
= T'(1—a)pt® ofu (1-u) 2Fl( nn+m+3;2—oa; ] ;

]
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Tovéibba
Frn+Dr(n+m+2+a) 1

L=(-q) I'Qn+m+2)ptte [ —p X

1)n+m+1

. . 1) r(n+1)
XzFl[n+1,n+m+2+a, 2n+m+4; 1—;—) =(l-« F_(n+2—a)p‘+“

n4m+l 1
° ==
p

- (1-2) (=1 (l_llmofl d:" [t meati(] - pyrtiea] 1_,‘(:_1—]-'

x[l——
p

IF(n+2-ap'+e p

Hasznéljuk fel a k6vetkez8 talakitdsokat:

(3.52) d’:‘ [t"+"'+’+1(l—t)”+1-“] -
dt
= (m+2+a), ™t (1— 1)~ F(~nn+m+3; m+2+a; 1),
. Y1y rn+2—oa)
h(=mntm+3; mt2to 1) =(=1) rQ2-w(m+2+a),
oFy(—n,n+m+3; 2—a; 1—1),
kapjuk
(5.29) L=
1 1 m+l 1 ‘
—_— —_— m+liar] __ 4)l—a _ Y e 1
r(1-o)p'™® (1 pJ of’ (A=t F(—nn+m+3;2—a; 1-1)X
dt
X———l—.
1-:[1—-—)
b
Tehat
(525) L+1,=
1 » (—n)j(n+m+3); ! _
= : w(l—u)—*x
F(1—a)p'*e Jé', 12—, of (1-u)

-2 "o

+1
X 1 ? du,
1—u [l ——]
4
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A szigletes zardjel osztdsa elvégezhetd

(5.26)

1 = Wl=u) - —— S 1—y)+ _ll

l—u[l——][] Sua-w-(-2) - B ua-(1-),
P

ezért
(5.27) L+1, =

1 2( n),(n+m+3),{ f(_i)'[‘(l+1+a)1‘(j—l+1—a)_

T T(—0)p* J12—a); iso\ p rGg+2

r+1+o0)r(j+2—-a)
%(“F] T+ +3) -

A miésodik Gsszegben a j szerinti 6sszegzés kénnyen elvégezhet§ az

(l+m-=-1),

(5.28) Fulommmt3; 1435 1) = (-1,

képlet segitségével, és igy azt kapjuk, hogy

(5.29) f X*B(x)e P*dx =

B 1 (—=n)j(n+m+3);
T T(-apt*e ;gi') J12);2—a), 12;

(——) rdq+1+o)r(j—I+1—a)—

F(n+m+1) m(—myFr(1+a+l) 1 ( 1]’

T(m+ DI (n+3) & (+3(—n—m) p== U p

—(1-2)(=1y >

amibdl inverz transzformicidval pontosan az (5.5) képlet adédik.

Kiszadmitottuk n=m, n=1,2,3,4,5 esetekre a=0 paraméterrel (exponen-
cialis integral) és az a=—;— paraméterrel (hibaintegril, erfc) a kozelité raciondlis
torteket és az egyiitthatdkat a II. fiiggelékben tiblizatosan adjuk meg.
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6. Diagonilis tirtek konvergencidja

Megmutatjuk, hogy a diagondlis tértek (m=n) x>0 esetén geometriai sebes-

séggel konvergalnak. Az egyszerfiség kedvéért a levezetést az x'/* fiiggvényre mutat-
juk be. A fiiggvény Clenshaw—Lord kézelitése

©.1)
1 3. 11 3
P(x) 2 1 ‘F“’(“”’ - ntlintgs 55 55 x]
0n(x) m (D@t oFs (-—n, —n+—:,l)_—, n+2, n+—§-; 1 -g— 2; X], ’
hibéja viszont

(6.2)

2n4+1

- (.—2n—1),~(?n+2)j[i]m
PV oy s |

)
0.(x) T 0.(x) - l 2 (=2n—1)5;41(2n4+2)5; 45 (iJ’ )
255 Q+D)ILG+nri+2)

4
A hibdra integralelGallitast fogunk adni. Alkalmazzuk ugyanis a

Val(j+1) =2-'r (j/2 +%] r(j2+1)
relaci6t a szamldléra, kapjuk

63 ;i (~2n—1),(2n +2)

=0 n (_’_ _l] (L 2]
J\r 2+2 r 2+2

J
1 w1 (—2n—1),2n+2), r(-2—+1) "

= — X
Y i=e JU (L 2]
Iz+3

(x/ay"2 =

Az sszegben a gamma fiiggvények hanyadosara a beta integralt alkalmazva nyerjik
a kivant elgallitast

1 2+l (_9—1), 2%,
(64 o e i

2 f 5 it (—2n—1);(2n+2); st ds
n¥x ¢ x—sH? ;S J? )

8+ Alkal M.
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A nevezdre teljesen hasonld gondolatmenettel kapjuk a kovetkezs elGallitast

2 = n (20— D412+ Daju1 o
6.5 = ] [E1 g2+ s,
65 nVx of (x — s jg; 2j+ D2 g g

Hasznaljuk fel a (6.4) és (6.5)-ben szerepld Osszegekre az aldbbi relicidkat
6.6)

W+l (=2n—1);(2n+2), j_ 1 a+l 24101 _ o\2n+1] — p*
P e S = Ty g =9 = B (o)
L (=2n—1)5;+1(2n+2)5i41 9541 _
(6.7) P @i+ TE

_—i 1 d2n+1 [s
T 2 I(2n+2) dstt?

A (6.6) relacidban szereplS B* (s) polinom a (0, 1) intervallumban ortogondlis Legendre
polinom, amelyre érvényes

2n+1{(1 —S)2"+1 __(1 +S)2"+1}].

(6.8) [B®i=1, 0=s=1
Tekinstiik most az
V; 2n+1
(6.9) I 2 f 1 1 d < [s2n+1(l+s)2n+1] dS

T aVx d =7 T@n+2) dsoF

integralt. Célunk aszimptotikus kifejezésének meghatdrozisa. Alakitsuk at I-t a
Cauchy integrdl elédllitds segitségével

2 V; 1 1 d2n+1 1 ¢ u2n+1(1 +u)2n+1

duds =

(6.10) ey of (x=s3® T(@n+2) ds*+T 2ni u—s

Vx 2n4+1 2n+1
= 2 f . 1 96u (1+) duds =

5 d AT 2 P

1 2n+1 2n+1
=2 ) _%Z_L L U L) A
ax J (1= 2nmi (u—t)x)"+?
Ez az integral a Laplace-mddszer alapjan kiértékelhetG. A belsé integradl lényeges

jarulékit az u0=Vt2x+t}/; +tYx pont kiornyezete adja minden O0=r=1 é&s
O<x=1-re. Elemi szamitassal kapjuk

©.11) I=0@), n—o, g={VT+Vx+2)"

Vegyiik figyelembe (6.8)-t &s igy végiil is a kivant hibabecsléshez jutunk
1

(6.12) lim |H,(x)|" = ! O0=x=1

Vi+v+o1)*
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Altaldnositott Padé kizelités esetén hasonld a helyzet. A kozelités
6.13)

1 11 ]
A,(x) 1 r@n+1) *’Fz(‘"’ —n-gs il 5, 55 x
B,(x)  Vz-@n+tl) ( 3) [_ 1 3,3 ]
I'2n+2 Fo | —n, n+2,2n+2, 1,2,x
hibajat jeloljitkk K, (x)-szel
A4,(x)
— /2 _ 7 =
(6.14) K()=2r-J8, 0sxs1.

Az el8z8khoz hasonldan nyerhetiink integralelGallitdsokat

it (—2n-—-1);T(2n+1+/2) X2

_ j=o JIT(jj2+1/2) _
Kn(x) - n (_2n_ 1)21+1r(2n+3+1] =
2 2 i
=0 @i+ DIC(G+1)

x1/2 x 1 den+1

I'a+1) of =W " daii [u

1 ~ 1 antt o 17232041 1/2\2n41 '
ST D) G as L= = (L T du

l+ Zn(l — u1/2)2n+1] du

A Cauchy integrdl alkalmazisa utan az aldbbi tipust 1ntegralok aszimptotikus vizs-

galatdra van sziikség
1 1 t2n(1 it1/2)2"+1
(6.16) 1) = (2n+ 1x'12 f (e

ﬂl—‘ W dt du.

A Laplace-mddszer szerint eljarva konnyen lathatjuk, hogy a legnagyobb jarulék
azon pont kornyezetébdl adddik az integralban, amelyre

6.17) 132 - 3xutP I 2xu = 0.

A u szerinti integradlasnal az u=1 pont koriil van a lényeges jarulék. Elvégezve
néhany elemi szamitast, kapjuk

(6.18) I =0(Q), n->-c,
(6.19) I = O(PY), n— o,
ahol
3 ’ T— x YIL/8
o=[1+3w+a]  p=DxOHTTE),
(6.20)

p=2 —%x +(l——3iq]2+(%—-%q)2, g=[x(1-yT—x)J'~.
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A (6.18)—(6.19) képletek alapjan a keresett hibabecslés

1/n P

(6.21) 11m 1K, ()M = lxml 1‘“) = ks O0=x=1

Megjegyzések. A hibafiiggvény x-ben ténylegesen hullimzé sajitsiga. ElGjel-
véltdsainak szdma pontosan 2n+1. Ez azonos a legjobb kozelités el@jelvaltisainak
a szdmdval, de a maximalis (abszollt értékben) eltérések nagysidga tavolrdl sem
azonos. A bemutatott elGallitisok alapjan az abszolit értékekre adott (6.12) és
(6.21) becslések, a hiba aszimptotikus kifejezésévé fejleszthet6k, 1ényegesen hossza-
dalmasabb szadmitdssal és bonyolultabb képletekkel. Természetesen a modszer alkal-
mazhat6 az x* fiiggvényre mds kitevGvel is, mint y:—;-, sGt a részletek kozlése
nélkiil allitjuk, hogy lenyegeben ugyan ez az eredmény érvényes az In x és |x|? sgn (x)
fiiggvények esetében is. Nem diagonalis kozelitésnél (nm) bizonyos esetekben
elvész a geometriai konvergencia. Igy pl. m=0, n=0 esetén (pohnom kozelités),
valamint m=0, n=0 esetén (reciprok polinom kozelités) mint ismeretes, nem &ll
fenn a geometriai konvergencia. Az 4tmenet nyitott kérdés, ezzel egy masik cikkben
kivanunk foglalkozni.

A kovetkezSkben az (5.1) alatti fiiggvény (5.3) kozelitésének hibabecslésével
foglalkozunk. El8szor az (5.4) nevez§ aszimptotikus kifejtését hatidrozzuk meg
n--o esetére. A szadmitashoz segitségiil Laplace transzformdciot alkalmazunk

6.21) L.(g) = f x1=2Q,(x)e~ %" dx.
¢
Azonnal adédik (5.4)-bdl, hogy
(6.22) L()_Mzﬂ( n,2n+3; 2; —%]
Integrilalakot nyerhetiink L,(q)-ra felhasznilva az alabbi képletet

(623) Fi(—m2n+3;2; —2) =

(2)" —-1(1+z)—n—17dnzT{zﬂ+1(l+z)2ﬂ+l}’

és a Cauchy integrdlformulit

r(2_a) q2n+u+1 L S"+1(1+S)2"+1
n+1 (g+1)y+2 2zi (sq—1)**?

Alkalmazva a Laplace-mddszert L,(q), n— - aszimptotikus alakjit meghatirozhat-
juk a (6.24) képletbdl. Standard médon eljarva, kapjuk

(6.24) L9 = ds.

625 L(q)=K'O(n), n—w, K=K(g)=-9+t2+3V8q+9
49+3—V8q+9
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Tovabba felhasznilva a Mellin inverziés formuldt Q,(x) az alabbi lesz

1 a+io

[ e=L.(g)dq.

Gg—ioo

(6.26) 0n(x) =

2mix'—®

Az x=an jelolést bevezetve a (6.26) integralbdl Q,(x) aszimptotikus kifejezése
kénnyen megkaphatd, amibdl az alabbi hatarérték adddik

2
1
(145 2]
- 1/n _ ,oq
(6.27) lim {Q,(x)}'" = e e
aholg a
1 2
3 2y g =
(6.28) q°+q +a 9—— 0

egyenlet pozitiv megoldasa.

A szdmlald aszimptotikus vizsgalata kissé bonyolultabb feladat. Az (5.19) kép-
letet fogjuk felbasznalni. Ismét egy Laplace transzformdltat alkalmazunk. Legyen

oo

(6.29) Z,(p) = [ x*S,(x)e~*dx.

0

Az (5.19) scrban tagonként elvégezve a transzformacidt, valamint haszndlva az ,F,
hipergeometriai fiiggvényt integralelGallitdsat kapjuk

r 2
2,(p) = (= ) T DEO

(6.30)

(p—D¥+1,F, (n+ 1,2n4+2+4a; 3n+4;

_l]_ oy T+ (p=1)P o it I
1_p =@ 1)I'(n+2—-oz) porEEa 6[‘ (1-1) X

()

A Laplace-mddszer segitségével (6.30)-b6l megkaphatd Z,(p), n— - aszimptotikus
alakja:

Z,(p)=L"O(n"), n—e

4p+5-3V8p+1

4p—1+yY8p+1 '

(6.31)
L=L(p)=

A (6.25), illetve (6.31)-ben szerepld ,,a”, ill. ,,b”n-t8l1 fiiggetlen dllandok. Felhasz-
nalva az inverziés formulat S, (x)-re érvényes

t+4ioo

(6.32) S0 = oz [ ZAD)dp.

2nix*
a~loo
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A (6.31) képlet felhasznildsaval (6.32)-b3l levezethetS a hiba egy aszimptotikus
bectlése

S,(x) "

. 1 d
el =H® o=l
)32
&2 -3 Ll@_a_, 0<a=a,
(l +—2- 954]
2
(6.33) H(x) = 1+%aqz 1
-9, +1) — | gy=a<e
1 1—ag,
l+—2- oy
aho!

g, O<a<oyra—o = %(7 Y7 +10) = 6,337835373—a

1 2
3 2 e ] s =
(6.34) T+ 9~ 0,

egyenlet pozitiv megoldasa, tovabba g, ill. g, ay=a<e-re (6.34) azon megoldasa,
amelyre

1 1
(6.35) 0= ?*0[}1—2]’ .

1 1 :
q2——1+;+0(72-), o = oo,

A H(x) fﬁggv“ény (E6.33)-h1al implicit megadva) az -alabbi tulajdonsigokkal rendel-

kezik: H(0)=1, O0<H(x)<l, a=0; H(x) O<a=a;-ben —al=§—[1 %—1]:
=2,717606 538... — monoton csokkend, min H(e¢)=H (¢,)=1/16(117,15%2—

—367,7%)=0,009 415 904 75~1/106, azon til a=a, esetén monoton névs é&s
H(=)=1/27. EbbGl kovetkezik, hogy az (5.4)—(5.5)-tel adott racionélis tort geo-
metriai sebességgel konvergdl az (5.1) fiiggvényhez az x=0 kis kornyezetének
kivételével. Az x=0 helyen a hiba pontos értéke meghatdrozhaté. Az (5.19) képlet-
bdl kapjuk

nl'n+tm+2) & (n+1);(n+m+2),

r@n+m+4) jé; J@2n+m+4);

(6.36) S.(0)=(a-1) L s j+1(0) =

__a—1 nlfn+m+a+?) & (n+1),(n+m+2+a);
T T'(e+1) r@2n+m+4) S J'@n+m+4);

Az utdbbi sor F; fiiggvény egységnyi argumentummal és igy gamma fiiggvényekkel
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felosszegezhet8
6.37)

_ nr(n+m424a) . o
S,(0) = (¢—1) Tt DI it ma) Jin+Lndmtat2; 2n4+m+4; 1) =

___I"(2-tx) 'n+1) TI'(n+m+2+a)
T I'(l+a) T(nt2—a) T(n+m+3)
Ezért n=m esetén

(6.38) 5,(0) = O(n**=2%), n - o,

€s igy (nem geometriai) konvergencia a<1 esetén az x=0 helyen is fennall.
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NEMETH GEZA i
MTA KOZPONTI FIZIKAI KUTATG INTEZET
1121 BUDAPEST XIL, KONKOLY THEGE UT 29—33.

GENERALIZED PADE APPROXIMATION TO SPECIAL FUNCTIONS
SINGULAR FUNCTIONS
G. NEMETH

Rational approximants for some special functions are determined in sense of generalized
Padé approximation. There are considered functions having singularity in the range of the approxi-
mation, however the main diagonal approximants converge to the function with geometric rate of
convergence outside a small neighbourhood of this singularity.
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1. Fiiggelék

A (2.17) probléma megoldisdnal kihasznaltuk, hogy m=n. De ugyanakkor
kénnyen beldthatd, hogy ezt a feltételt nem teljesit§ m=0, u=1 esetben is helyesen
adja (2.17) a Clenshaw—Lord kézelitést. Szamitsuk ki ugyanis az

1 1 "
I-x = 3 @) -5 T = Pof 2" 4T3 +0(T5 ()
probléma megolddsat szolgaltaté ¢q,, r=0, 1, ..., n szdmokat. Ismeretes [2], hogy a

S SR Y I
* rT’* j=0
PACEAC)

elGallitas A4; egyiitthat6jira fennall a

274.-5=0, r=12,...,n
j=o

egyenletrendszer és

n—r 1 n
g9 =H 2 YiViers H= 3 )’?-
i=0 i=0
Az egyenletrendszert részletesen kiirva kapjuk
1 1
—Shth=F" =0,
1 1
"—2')’1+)’.z—3'}’3 =0,

1 . 1
_i ?n—2+?n—1_7)’n = 0’

1
— 1t = 0.

Ennek az egyenletrendszernek megolddsa — y,=1 feltevéssel —

_n+l-k
= _—n+1
Ebbsl
_ 2(2n+3-3n) 2r(r2 = 1) 3
I =""2n+3 mrD(rt@nt3)’ P2 =406
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A kozelités nevezdjében a Csebisev polinomok szerinti dsszeget 4tirhatjuk x hatvinyai
szerint haladé kifejezésbe. Ez az alabbi

%(4n+6)- 2 (=1q, T (x) = (n+1)(n+2)5F, (""’"+3a 1 %’3; l_x]'
r=0

Ez utdbbi kifejezés azonos a (2.17)-b8l m=0, pu=1 helyettesitéssel nyerhetd alak-

kal. Hasonléan szimolhatd végig néhdny mas eset is, u=k egész, stb. A teljes

bizonyitds még nem ismert.

II. Fiiggelék

1

—xtt
P

F(x):xf
[

dltalanositott Padé kozelitései.

£(x)
Ou(x)”

_ e EmiCnt3) L e
=2 e, 4TV

(2”)‘ 4 (— n)j _]'
win+ DY 2 (ot 3,0, L1

Qn(x) = ZFZ(_na 2n+3; 23 2; -—X),

F(x)~

~C1y

P(x) = %+%x, Os(x) = 1+—615—x+ﬁgix2+—2i%xs+
+—9—61-x‘+%x5,
B(x) = 1—18+-%x+%x2, O0y(x) = 14+ 11x+22x* +
+%x’+%x‘,
SRNERE .
+M9—xs, 0s(x) = 1+£x+ 15 x2+£x3,

6720 4 2 32
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138207, 7039
R0 =s5+men0 T35 >+

258 269 252251 _, 1,
+55300 * T Tsia00 ¥ 0 Q) = 1t xE—g

1, 1571, 552733 . 7003991
B() =25 +265 ¥+ 33176 ¥ t 109584 *

10964573 , 5717711 I
798336~ T3991680 ~° &) =1+7x

-2
14¢

xllz bl
G(x) = 7= / e~ dt
(1]

dltaldnositott Padé kozelitései.

Fr(x)

AEN

ry o 3 M), & (1)

FE®= 2 =06m,0, & #(3),-
-1 (2n)! sz (=m ! 1/2

T2 nl(n+2) & (n+3),(—2n); LR,

0 (x) = ,F (—n, 2n+3; 2, —;; —-x].
3579 65 728 260
* - g7 * — - T xR T 48
1’1(x)—96+48x, 0 (%) I+3x+ 9x+ 3x+

L832 , 14144
27 4455~

77829 199 44 176
* _ 2 * . ol 2
B = patogg*tge* G =Il+—grx+—x'4
2288 , 16016
105 ~ t 475~
1287 19001 56081 , 42239

%k —_ 2 3 L3 —_—
B0 =gt 3588 ** 5376 * T 3aq0 * LX) =1+9x+

+ 12x*+%x=,
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46 189 + 36 109 x4t 5411039 5
322 560 5040 201 600

1519249 1025023 , 14 112

* —_ _— [hindot-1
75600~ T 302400 * > Q) =li+—gx+o=x

Pr) = 96 571 + 10991179 Xt 16 644 217 X 18 663 287
3V 811008 1216512 304 128 253440

466665671 , 25346047 ,
15966720 © * 7983360 *

F(x) =

ey

Ot (x) = 1+%x.
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KVADRATIKUS JATEKOK STABILITASAROL

SZIDAROVSZKY FERENC, OKUGUCHI KOJ1
Budapest Tokio

Kvadratikus fiiggvényekkel rendelkezd n-személyes jatékok stabilitisdra adunk feltételeket.
Két modellt vizsgalunk. A diszkrét ideji modell esetén differenciaegyenletek, a folytonos idejl
modell esetén pedig differencidlegyenletek stabilitdsara redukaljuk a jatékok stabilitasit. Konkrét
alkalmazasként az oligopol problémat vizsgaljuk meg.

1. Bevezetés

Jatékok stabilitasanak vizsgilata az 0jabb jatékelméleti kutatisok egyik leg-
fontosabb témakorét jelenti. Konkrét jitékok stabilitisdnak feltételével szamos
szerz6 foglalkozott. SzEp és ForgO (1985), THEOCHARIS (1959), SZIDAROVSZKY
és OkuGucH! (1985, 1986), OKUGUCHI és SZIDAROVSZKY (1986) kiilonféle feltéte-
leket ismertetnek konkrét jatékok stabilitasara.

Ebben a dolgozatunkban 4ltaldnos kvadratikus jatékok stabilitdsival foglal-
kozunk. Az altaldnos eredmények bemutatasan kiviil azok alkalmazisat is meg-
vizsgaljuk tobb speciilis jaték esetére.

Tekintsiik a kovetkez8 kvadratikus jatékot: I'={n; Sy, ..., Sp; @1 -ees On)s
ahol n a jatékosok szdma, az S, ..., S, stratégiahalmazok véges dimenzids euklideszi
terek korlatos, konvex, zart részhalmazai, a ¢,, ..., ¢, kifizet6fiiggvények pedig a
szimultan stratégiavektor kvadratikus fiiggvényei:

A® . AP
(1°1) (pk(xh ceey X,,) =xT : : X+b(k)TX+C(k),
AD ... A
ahol
X, (b
X b(k)
1.2) x=|- 1 wo=]"],
X, \b{®

X,E S, *k=1,2, ..., n)

Feltessziik, hogy az AP és b® blokkok mérete a blokkonként elvégzendS matrix-
miiveleteknek megfeleld.

Tegyilk fel, hogy k=1,2,...,n esetén az AX+AMT maétrixok negativ
szemidefinitek. Ekkor ¢, konkav x,-ban, igy a Nikaido—Isoda-tétel (1. Sztp és
Forao, 1985) értelmében a jatéknak létezik egyensilypontja.
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Az egyensiilypontok stabilitisinak vizsgilata érdekében tekintsiik elfszér a

(1.3) Or(X1s oor s Xp—1s Vs Xt -ovs Xp)

fiiggvényt, ahol az x; (i=k) stratégidkat rogzitjiikk, és csak az y, stratégiavektort
tekintjitk valtozénak. Egyszerii szdmolassal lathato, hogy alakja:

(1.4) YEARY+YE (ZA;ﬁ'f’x)+(2'XTA"‘))yk+b,“"’Tyk+a""

ahol o™ fiiggetlen az y, vektortdl.

Feltéve, hogy rogzitett x; (is2k) stratégidk mellett e fiiggvény maximumbhelye
S belsejébe esik, a maximumbhelyet szolgaltatd egyenletet y, szerinti gradiensképzés-
sel nyerjiik :

(1.5)
grady, @y (X1, <o Vs o5 %) = (AR +APT) Y+ > AP +APT) x;+b = 0.
i=k

Ha még azt is feltessziik, hogy az AP +A¥T matrix invertilhatd (ami az elz8ekkel
egyiitt azt jelenti, hogy negativ definit kell legyen), akkor y, zart alakban is kifejez-
het§:

(1.6) Ve =—(AR—-ARD™ {_%" AP +APT)x,— b},

Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezd lemmat:

1.1. LeMMA. Ha rogzitett k index és x, (i£k) stratégiak esetén az (1.3) kifizetd-
fiiggvény maximumhelye az S, stratégiahalmaz bels§ pontja, akkor az sziikség-
képpen az (1.6) kifejezéssel adhatd meg.

Igen gyakran az (1.3) fiiggvény az S, halmaz hatdran veszi fel maximumhelyét.
Ilyenkor megfelelden definidlt biintetSfiiggvények bevezetésével, és a stratégia-
halmazok kiterjesztésével visszavezethetjiilk a feladatot a lemméban targyalt esetre
(1. Sztp és Forad, 1985).

A tovdbbiakban a lemma felhasznildsival két konkrét dinamikus modellt
vizsgalunk meg. A diszkrét és folytonos iddskdlaval rendelkezd dinamikus jatékok
stabilitasanak feltételeivel foglalkozunk a kovetkez§ két paragrafusban.

2. A diszkrét dinamikus modell

Tekintsiik a kdvetkez8 dinamikus jatékot. A ¢t=0 iddpillanatban valamennyi
jatékos egy-egy x{?, ..., x¥ indul6 stragéiat valaszt. Minden késGbbi ¢+1 id6-
pillanatban a Jatekosok egymastdl fiiggetleniil maximalizaljak kifizetésiiket feltéte-
lezve azt, hogy az §sszes tobbi jatékos az el6z6, ¢t idponthoz tartozo stratégidkat va-
lasztja. Ez a dinamizmus matematikailag azt jelenti, hogy az egyes jatékosok ¢4-1
idSpontbeli x{*V, .., x{'+1) stratégidja a

2.1 e(x{ s X1, Vi Xy, X)) (K=1,2,...,0)
fiiggvény maximumbhelyeként adédik. Ha a lemma feltételei teljesiilnek, akkor a
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jaték dinamik4jit az
(2:2) X0 =— (AR + AR 5 (AP + AP + b}
i=k

atmeneti egyenletek adjdk k=1, 2, ..., n esetén.
A (2.2) Ssszefiiggések tomor alakban is felirhatok, ha bevezetjiik az

AD +APT 0 0 )
2.3) A= 0 AP+ART.. 0
\ 0 0 ves A,(,z) + A,(,:)TJ
és a
(0 AR+HART . ARHART)
@.4) B = |AR+ART 0 AR ART

AD+ADT AD+ADT .. 0 )

hipermétrixokat, valamint az

x{l) x{l‘-‘-l)
ol . (t+1)

(2.5) x® = [ X| esaz xerv = |XE
x® X0+

vektorokat. Ekkor ugyanis
2.6) xU+HD) = _A-1Bx"N 4+ B
ahol P konstans vektor.

Ismeretes, hogy a (2.6) konstans egyiitthatéds, linearis differenciaegyenlet-
rendszer aszimptotikus stabilitasanak sziikséges és elégséges feltétele az, hogy az
A~!'B maitrix sajatértékei a komplex egységkor belsejében legyenek. Ha az {x®}
vektorsorozat limeszének komponensei a stratégiahalmazok bels§ pontjai, akkor
a limeszpont egyensilypontot szolgéltat. Tehat fennall a kovetkez§ tétel:

2.1. Térer. A diszkrét dinamikus jaték stabilitisanak® sziikséges és elégséges
feltétele az, hogy az A~—!B matrix sajatértékei a komplex egységkdr belsejében
legyenek.

Ez a feltétel kozvetleniil nehezen ellenGrizhets, igy kiilonds jelent&séggel bir
a kovetkez§ tétel, amely mar kénnyebben ellenGrizhets elégséges feltételeket ad a
rendszer stabilitasara.

2.2, TEter. A diszkrét dinamikus modell stabilitdsinak elégséges feltétele az,
hogy az alibbi kritériumok valamelyike fennélljon:

(a) minden x vektor esetén
|x*Bx| < |x*Ax|,

ahol * konjugalt transzpondltat jelent;

1 Egy dinamikus jatékot stabilisnak mondunk, ha a dinamizmust leiré differencia-, vagy
differencialegyenlet-rendszer aszimptotikusan stabilis.
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(b) tetszfleges matrixnorma esetén

1
Bl <

AT
(©) ha o; jeldli az A; y; pedig a B*B sajatértékeit, akkor tetszGleges i és j esetén

y; < of.
Bizonyitds:

(a) Vegyiik eldszor észre, hogy az A~ !B mitrix sajatértékegyenlete ekvivalens a
2.7 Bx = AAx
un. altalédnos sajatértékfeladattal. Szorozzuk be mindkét oldalt x*-gal, ekkor

x*Bx = Ax*Ax,
azaz,
_ x"Bx
x*Ax ’

amelybdl az (a) feltétel elégségessége mar kovetkezik.

(b) Jelslje ismét A az A—!B matrix valamelyik sajatértékét. Ekkor tetsz8leges
mitrixnorma mellett
|4 = |A='B| = A~ - |IB].

Ha a (b) feltétel teljesiil, akkor |A~Y] -||B] <1, igy |A|<I.

(c) Ismeretes, hogy az euklideszi vektornorma 4ltal indukalt mdtrixnorma:

ICIl = Vmax|icscls

ahol Acsc a C*C mitrix sajatértékeit jeloli. Ekkor pedig az el6z8ek alapjan

1 -
————"/max|g.s|.
Ymin |25]
A (c) feltétel elégségessége azonnal adédik abbdl a ténybsl, hogy A szimmetrikus
és B*B nemnegativ definit, igy 4, valds, valamint Ags«g nemnegativ.

2 = A7} - Bl = Ymax |A5-12-1| - Ymax |dgsp| =

3. A folytonos dinamikus modell

Tekintsitk most a kovetkezd dinamizmust. A ¢=0 iddpillanatban az Gsszes
jatékos valaszt egy-egy induld stratégiat, majd minden ¢=0 iddpillanatban straté-
gidikat az
(3.1 % = Re(yx—x(")

differencidlegyenletnek megfeleléen médositjék, ahol y, a (2.1) fiiggvény maximum-
helye, R, pedig adott konstans matrix. Altaldban azt teszik fel, hogy R, pozitiv

? Egy A maitrixot S-stabilisnak mondunk, ha tetszéleges pozitiv definit S matrix esetén S-A
sajatértékeinek valos része pozitiv.
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definit diagonalis matrix. Mi most ett8l a specialis esettSl eltekintiink. Ekkor be-
helyettesitve y,-nak az (1.6) egyenlettel ad6dé alakjat, az

X = Ry - [~ (AR + A&’T)“{Zk’ AP +APDX+b} —x] =
i

n
=—RAQ+ AR 5 (AP +ARx+ 3
i=1

Osszefiiggés adddik, ahol v, konstans vektor. Itt is feltessziik, hogy az A{J + AT
matrixok negativ definitek. Ha ezt az Gsszefiiggést minden k index esetére felirjuk,
és bevezetjilk az

(3.2) R =

blokkdiagondlis métrixot, ahol az R, matrixok pozitiv definitek, ekkor az
3.3) X =—RA}(A+B)x+y

allandé egyiitthatds, lineéris differencidlegyenlet-rendszert nyerjiik, ahol y konstans
vektor.
A differencidlegyenletek elméletébdl ismeretes a kovetkezd eredmény.

3.1, TETeL. A (3.3) rendszer akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha
az RA~1(A+B) matrix valamennyi sajatértékének a valds része pozitiv.

Ez a feltétel a gyakorlatban csak nehezen ellendrizhets. A tovabbiakban néhiany
konnyebben ellenérizhetd elégséges feltételt adunk a rendszer aszimptotikus stabili-
tasara.

3.2. TETeL. A (3.3) rendszer aszimptotikusan stabilis, ha a kdvetkezd feltételek
valamelyike fennall:

(@) k=1, ...,n esetén R, felcserélhetd az AKX +A¥T matrixszal, valamint
2A+B+BT negativ definit;

(b) 2I4+A-1B+BTA-? pozitiv definit.

Bizonyitds. (a) Beldtjuk el8szér, hogy a tett feltételek mellett RA~! negativ
definit. Ekkor ugyanis R és A szimmetridjabdl adéddan

(RA-)T = (A-)TRT = A-'R = RA,

azaz RA™1 szimmetrikus. Legyen ezutin § az RA~! matrix valamelyik sajitértéke.
Ekkor az

RA-x = fx
egyenlet alapjian
A-'x =R x,
azaz x*-gal balrdl szorozva
x*A-1x
= =0
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hiszen a szaml4ld negativ, a nevez§ pedig pozitiv. Tehat az
R-A-(A+B)

szorzatban R. A~ negativ definit, igy a rendszer aszimptotikus stabilitdsdnak elég-
séges feltétele az, hogy (A +B) S-stabilis legyen. Ennek pedig elégséges feltétele az,
hogy A+B+(A+B)T negativ definit legyen (I. ARROW és McManNus, 1958).

(b) Minthogy R pozitiv definit, a rendszer aszimptotikus stabilitisanak elég-
séges feltétele az, hogy A~*(A+B) S-stabilis legyen. A (b) feltétel ezt biztositja.

4, Alkalmazis az oligopol probléma esetén

A tobbtermékes oligopol probléma a kovetkezGképpen fogalmazhaté meg.
Jelolje n a termel8k, M pedig a termékek szamat. Ekkor a termelGket jatékosoknak
tekintve, a k-adik jatékos stratégisja az x,=(x, ..., x*)T vektorral irhaté le,
ahol x{™ jeloli az m-edik termékféleségbdl elallitott mennyiségét. Tegyiik fel, hogy
k=1, ...,n esetén a k-adik jitékos stratégiahalmaza a ,,nemnegativ térnyolcad”
konvex, korlatos, zart részhalmaza, amelyre fenndll, hogy tetszbleges X, €S, és
0=X,=x, esetén X,€S,. Jelolje s, ..., s®* az egyes termékekbdl a jatékosok
altal egyiiftesen elBallitott mennyiségeket. Tegyiik fel, hogy az egyes termékek egy-
ségara

M
4.1 Fls®, L, sMD) = 3 W5 4 4,

u=1

ahol a® (vm, n), A4,,(vm) adott konstansok. Tegyiik fel tovabb4, hogy a k-adik
jatékos koltségfiiggvénye is linedris:

M
4.2) Ki(x) = 2 b{™x{™ + B,.
m=1

Konnyen kimutathatjuk, hogy az imént definialt linearis, tobbtermékes oligopol
jaték eleget tesz a dolgozat elejére tett altaldnos feltételeknek, ugyanis a k-adik
jatékos kifizet6fiiggvénye:

(4.3) Pr(X1s e s X5) = Xi - £(5) = Kie(x),

ahol s=(sM, ..., s, f=(f,....f.)T. A (4.3) kifejezés pedig a kdvetkezd alak-
ban is felirhat6:

(pk(xl’ s ’xn) = x;tr'E'(xl'*' .ee +xn)—Kk(xk)°
o .. o™

E =

b4

a};}’ a},;")
fgy az (1.1) jeloléseinek felhaszndlasival
E, ha i=k

k) —
A {0, ha i#k.
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Tehdt a (2.3) és (2.4) jeloléseivel

E+ET 0
A=
0 E+ET
valamint
0 E...E
B EO0..E
EE..O

Tegyiik fel az el6z6ekhez hasonléan, hogy E+ET negativ definit, valamint
most azt is, hogy E-1ET sajatértékei valosak.
Tekintsiik elgszor a diszkrét modellt. Ekkor

01..1
A—IB — 10..1 X(E+E7‘)—1E_
11...0

Ismeres, hogy az elsG tényezs sajatértékei —1 és n—1 (1. SZIDAROVSZKY €s OKUGUCHI,
1986). A masodik tényezd pedig a kovetkez§ alaku:

(4.4) (E+ETN-'E = (I+E-1ET)-%,

Kénnyen belathatd, hogy E~1ET sajatértékei egységnyi értékiiek. Tekintsiik ennek
igazolasira E-1ET sajatértékegyenletét:

E-'ETx = 8x,

amelybdl E-vel, majd x*-gal balrdl szorozva azonnal adédik, hogy
_x*E"x _ 1
T x*Ex

hiszen a szdml4l6 és a nevezd megegyezik.
Igy a (4.4) métrix sajatértékei valamennyien (1+41)*=1/2 értékiick. Tehat

n-2-l . Igy a (2.6) diszkrét rendszer

A~1B sajatértékeinek értéke vagy —%_—, vagy

akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha

azaz n<3. Tehat igaz a kovetkezd allitas.

4.1. TETEL. A fenti feltételek mellett a diszkrét tobbtermékes lineéris oligopol
modell akkor és csak akkor aszimptotikusan stabilis, ha n<3.
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Tekintsiik ezutan a folytonos modellt. Ekkor a (3.3) alapjin

E+ET E .. E
A+B=| E E+ET.. E
E E ..E+ET
igy
21..1
(4.5) 2A+B+BT = |1 2. I\ (ELED).
11..2
Az elsé tényezd
01..1)
|l 0.1
11..0

igy ennek sajatértékei 1 és n+1, azaz pozitivak. Minthogy E+ET negativ definit,
a (4.5) matrix is negativ definit. Ezért a 3.2. tétel (a) allitdsa alapjan fenndll a kovet-
kezG:

4.2, TETEL. Tegyiik fel, hogy k=1, ...,n esetén R, és E felcserélhets. Ekkor
a folytonos tobbtermékes linedris oligopol jaték aszimptotikusan stabilis.

A dolgozat befejezéseként a tett feltételeket elemezziik roviden.

1. Az S, stratégiahalmazokra és a ¢, kifizetSfiiggvényekre tett Altalanos fel-
tételek a jaték konkavitdsat biztositjak. Ezzel az egyenstilypont létezését tudjuk
biztositani. Az A{Y 4+ AT matrixokra tett negativ definitségi feltétel a konkavitds-
hoz és az A métrix invertalhatosdgahoz szitkséges. Az oligopo! jaték esetén azt kell
feltenniink, hogy E-+ET negativ definit. Egyetlen termék (M=1) esetén ez azt
jelenti, hogy az f arfiiggvény az egyiittesen elGallitott termékmennyiség szigoriian
csokkend fiiggvénye.

2. Feltettiik, hogy az (1.3) fiiggvények maximumbhelyei S, belsé pontjai. Ez a
feltétel nyilvanvaldan fenn4ll, ha a modell asszimptotikusan stabilis, az egyenstlyi
stratégidk a stratégiahalmazok bels§ pontjai, és a kezdeti stratégiavektorokat pedig
alkalmasan vélasztjuk meg.
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ON THE STABILITY OF QUADRATIC GAMES
F. Sziparovszky and K. OkuGuUCHI

Sufficient conditions are given for the stability of n-person games with quadratic payoff
functions. Two models are discussed. In the case of discrete time scale the stability of the game is
reduced to the asymptotical stability of a system of linear difference equations, and in the case of
continuous time scale the asymptotical stability of a system of linear differential equations is investi-
gated. As an application the oligopoly problem is discussed.
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EGY SZORASCSOKKENTESI ELJARASROL

SZIDAROVSZKY FERENC
Budapest

Dolgozatunkban a korreldlt valtozok moddszerének egy Gj altalanositasit vezetjitk be, ami-
kor az integrilando fliggvény véges sor alakjaban all eld. Az egyes tagok integréljdnak becsléséhez
sziikséges mintaelem szdmot is meghatarozzuk ket kiillonbozs feltételezés mellett. Az egyik esetben
az adott becslési variancia eleréséhez sziikséges miveletszimot minimalizaljuk, a masik modell
esetében pedig adott miveletszam mellett minimalizaljuk a becslési varianciat. Eredményeink két
tag feltételezésével FLICK és JoNEs (1986) moédszerét és optimumat szolgéltatjdk, mint specidlis
esetet,

1. Bevezetés

Integrilok kozellt§ meghatdrozdsanak a gyakorlatban alkalmazott egyik leg-
fontosabb modszercsalddjat jelentik a szimuldciés moédszerek. A leggyakrabban
alkalmazott Monte-Carlo-mddszerek 0Gsszefoglalisit adja példdul SzIDAROVSZKY
(1974). Az alapmédszer a kovetkezd. Tegyiik fel, hogy egy f fiiggvény

1.y I= [f(x)dx

integraljat kivinjuk meghatarozni valamilyen D halmazon. Itt D 4ltaldban R* kor-
latos részhalmaza. Legyenek X,, ..., Xy a D halmazon egyenletes eloszlast fiiggetlen
véletlen szamok, ekkor I Monte-Carlo becslése:

~ L3 et
(1.2) =5 2fX) =1,

Az (1.2) becslés miiveletigénye nyilvdnvaldan NR, ahol R jelenti egy véletlen X;
eldéllitdsinak és a hozza tartozd f(X;) fiiggvényérték kiszdmitdsdnak egyiittes
miiveletigényét. Minthogy a miiveleti igény N-nel egyenesen aranyos, a gyakorlati
alkalmazisok soran nagyon fontos probléma N értékének a csokkentése. Erre szol-
galnak a szorascsokkentési eljardsok, amikor az (1.2) jobb oldalat gy alakitjak 4t,
hogy annak variancidja cstkkenjék, hiszen — mint ismeretes — ezzel egyiitt csokken
az adott hibakorlat biztositasahoz sziikséges mintaelemszam is.

Az egyik leggyakrabban alkalmazott szorascsokkents eljdras az, amikor az
S fuggvényt egy konnyen integralhaté g fiiggvénnyel kozelitjiik, és (1.2) helyett az

3 1~ 5 SUC)-@l+ [eeax 2,
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becslést alkalmazzuk (RUBINSTEIN, 1981). Kimutathatd, hogy

(1.4) Var (1) = 2= Var (), Var () = — Var(f—g)

igy 4ltaldban az I, becslés kisebb szérast, mint 7.

Az (1.3) eljaras alkalmazhatdsidginak az a legfontosabb feltétele, hogy a g
fiiggvény integraljat pontosan ismerjiik. Ennek a — gyakran kritikus — feltételnek
az enyhitését javasolta FLICK és JONES (1986), amikor (1.3) helyett az

Ny+N, ol

DI 4 (Xj) =1
= ,+1
becslést bevezette. Az (1.3) és (1.5) médszer kozott az a kiilonbség, hogy amig (1.3)
esetében g integraljainak pontos ismeretét tételezziik fel, addig (1.5) esetében azt is
becsiiljiik. A médszer bevezetésén és illusztralasan kiviil megadtdk az optimdlis
N;, N, értékeket is, amelyek adott miiveletszim mellett minimalizaljak a becslés
szOrasat.

Dolgozatunkban az (1.5) becslési eljaras altalanositasaval foglalkozunk. Tegyiik

fel, hogy az f fiiggvény az

(1.6) =8 +8&+...+&n

1 % 1
(1.5) Il’rf}é [f(XJ)—g(XJ)]“l"]V”

véges Osszeg alakjaban 4ll elS. Legyenek Ny, N,, ..., N, pozitiv egészek, és tekintsiik
az
N,+N, 1 Ny+..N, ol

1 M 1
17) Ioe X;)+— X)+ ...+ RCOLY
( ) N1 jgigl( ]) Ng j=NZl'+1g2( J) Nn j=Nl+;+N"_1g( J) 4

becslést. Nyilvanvald, hogy I, is torzitatlan becslése I-nek, valamint

1 I 1
Var({) = A Var(g,) + Ny Var(gy)+ ... + N Var(g,).

Tegyiik fel, hogy egyetlen X; mintaelem generdlasinak és a hozzé tartozé g(X;)

fiiggvényérték meghatdrozdsanak egyiittes miiveletigénye R; (i=1, 2, ..., n), ekkor
az I, becslés teljes varhatd miiveletigénye

(1-8) T= N1R1+N2R2+...+NnR"-

2. Optimalis becslési stratégia kialakitdsa

El8szor az adott miiveletigény melletti legkedvezGbb becslési stratégiat hatdroz-
zuk meg. Tegyiik fel, hogy T=1T, (ahol T, adott), és minimalizaljuk e feltétel mellett
a Var (I,) becslési varianciat! A probléma Lagrange-fiiggvénye:

n 1 n
@.1) L= j;;—NTVar(gj)+A(jg;NjR,—R).
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Egyszerii differencialassal adédik, hogy

ON;

J

1
(2.2) = -—N—jzvar (g_,)+2.Rj = O.

Ebbdl az osszefiiggésbdl azonnal leolvashato, hogy tetszGleges j és I esetén
V 1/2
2.3) N _{Rivar(s) |
N; = IR Var(g))

amely kozvetlen altaldnositisa Frick és Jones (1986) egyik eredményének ((1.8)
egyenl@ség). A (2.2) Osszefiiggés egy masik kovetkezménye az, hogy az optimélis
N, értékeket meghatdrozhatjuk. A (2.2) alapjan

__ [ Var(gy }1/2
2.4) N ji= {T P
amelyet (1.8)-ba helyettesitve az
1 2 Var (g;) 1/
2.5 — Y RI———==1 =T,
( ) VA ’g; l{ R‘ } 0
Osszefiiggést kapjuk. Azaz

(26) —_— = " 3
Vi 3 (R Var (g
1=1

igy (2.4) alapjan az optimélis N; érték:
T,

R+ 2 {R, R;
1=

@ o= Vel

Var (g;)

amely kozvetlen 4ltaldnositdsa FLICK és JONEs (1986) eredményeinek ((2.3) és (2.4)
relaciok).

Maisodszor az adott ¥V, becslési variancia eléréséhez sziikséges minimalis miivelet-
igényt hatdrozzuk meg. Ebben az esetben a Var (I,))=V, feltétel mellett minimalizal-
juk a T miiveletigényt. A probléma Lagrange-fiiggvénye most:

n n 1
(2.8) L= ZN,R,H[ZTVar(g,)—VO).
= j=1 &V

Az el6z6 modellhez hasonléan lathat6é be, hogy (2.3) most is fennall, valamint az
optimélis N; értékeke:

1/2
Var(g)+ ’% {% -Var(g) - Var (g,)}

(2.9) N, = 7
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Az els8 modell esetén az optimdlis becslési variancia értéke:

(2.10) Var,, (T) = j’-;,—Var(g,) -
Jj=1 1Vj
" 12
. SRR Lo
= 22— Var@) = [ 2 Vare}"],
Jj=1 1] 0 Jj=1

a masik modell esetén pedig az optimalis miiveletigény:

n 1 * (R 12
Q1) T = S MR =1 3R 3{Rvar () Var (g} =
= Vs i=1 R,

j=1

= [ 3 (R, Var (g T
Vo "isa
A (2.10) & (2.11) osszefiiggésbdl a kovetkez§ kovetkeztetések olvashatdk le:
1. T, novelésével Var,,, (T,) Gigy csokken, hogy szorzatuk konstans maradjon;

2. V, csdkkentésével T, (V) ugy névekedik, hogy szorzatuk 4llandé maradjon;
3. A két modellt 6sszekoti az a tény is, hogy

2.12) Ty Vare(To) = Vo Top %) = [ 3 {Ry- Var (G} T2
j=1

3. Alkalmazas végtelen sorok esetére
Tegyiik fel most, hogy f= > g;, valamint
i=1

G.1) [f@dx= 3 [g(x)dx.
D i=1l p

Péld4ul egyenletesen konvergens fiiggvénysorok esetén ez a helyzet. Ekkor elég nagy
n esetén

(3.2) [feydy = 5 [a(x)dx~ L.
D i=1 p

Vegyiik észre, hogy elég nagy N; (j=1,2,...,n) értékek mellett a centrilis hatar-
eloszlastétel alapjdn I, minden tagja normalis eloszlastinak tekinthet$. Fiiggetlen-
ségiik kovetkeztében I, eloszldsa is normalis, ebbdl kovetkezben az

(3.3) n= [f@x)dx—1,
D
becslési hiba is normalis eloszldsu. Konnyen belathatd, hogy
(34) E(n= [fdx— 2 [ex)d,
D =D
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valamint

3.5 Var,(n) = Var (I,).

Legyen most =0 olyan rogzitett hibakorlat, amelyre igaz, hogy
(3.6) & = |E,(m)l.

Definialjuk a (3.2) becslés ,,josagat™ a

(3.7 P(Inl < &)

valdszintiségértékkel. Nyilvanvaléan annil jobb egy becslés, minél nagyobb a (3.7)
valésziniiségérték. Egyszerii szimolas mutatja, hogy

_ e—E,,(r]) —&— En(n) -
(3.8) Pnl < e) = q)[ Var, (11)1/2)_(/’( Var, (n)'/? J -

= o (S o (Vi) -

Minthogy ¢—E,(q) és &+E,(n) pozitivak és ¢ szigoriian novekedd, adott T,
miiveletigény mellett akkor maximalis ez a valdszin{iségi érték, amikor Var,(n)"?
minimilis. Ez pedig akkor teljesiil (3.5) alapjan, amikor Var ({,) minimalis. Ezzel
belattuk azt, hogy a (3.8) val6sziniiségi érték maximalizdlasa és az e€l6z8 paragrafus-
ban ismertetett elsG modell ekvivalensek rogzitett n esetén. Végtelen sorok esetén az
optimalis n érték megkeresése is feladat lehet. Ilyenkor azt javasolhatjuk, hogy
egyre névekedd n értékek mellett szamitsuk ki a (3.8) valdsziniiségi érték optimalis
Var, (1) melletti értékeit, és ott alljunk meg, amikor ez a szdmitott val6szintiségi érték
csokkenni kezd. Ezzel legalibbis lokélis optimumot nyeriink. Megjegyezziik végiil,
hogy az E,(n) értékek pontosan 4ltaldban nem ismertek, igy a gyakorlatban vala-
milyen becslést alkalmazunk; valamint elég nagy » esetén a (3.6) feltétel biztosan
teljesiil.

4. Kockazati fiiggvény minimalizdldsa

Mint lattuk, az (1.7) becslés alkalmazisat két paraméter, nevezetesen T €s Var (I,)
jellemzi. A T miiveletigény a szdmitasok koltségét jellemzi, mig a Var (/,) variancia-
érték a szamitdsok bizonytalansigat. Tegyilk fel, hogy rendelkezésiinkre 4ll egy
K(Var (1,)) kérfiiggvény, amely a varianciaértékek fiiggvényében megadja a bizony-
talan integralértékbsl eredd gazdasagi kart. Ha M jelenti egységnyi mivelet koltsé-
gét, akkor az egyiittes koltség €s kar Gsszege:

n n 1
@.1) MT+K(Var(I4))=M-(ZN;R,-)+K(2W-
i=1 i=1 i
Leggazdasigosabb becslési stratégiat nyilvan akkor kapunk, amikor ez a fiiggvény
minimalis értékil. Egyszer(i derivalassal lathato, hogy ebbél az

Var(g;)
N

Var(g).

4.2) MR,—K'[i'lVar(g,))- =0 (=12 ..,n)

a1 N
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egyenletrendszer adddik. Az egyszer{ibb jelolések érdekében vezessiik be a

4.3) i=K [ ;‘ 7v‘ Var (g,)]
valtozét. Ekkor (4.2) alapjan i=1, 2, ..., n esetén

_ [, Var(s) }”2
4.4 N; = {l NR, R
amelyet (4.3)-ba visszahelyettesitve a

’ 1 <
4.5) 1=K (V—f Z (MR, Var (g‘,)}m)
egyenlGség adodik. Legyen
4.6) Q= .21 {R;Var (g)}'2,
ekkor (4.5) az egyszeriibb
@.7 A=K (QVM]
VA

alakba irhaté. Ennek megoldasai kozil keriil ki az a 4 érték, amelybdl (4.4) alapjan
az optimalis N; értékek adddnak. Ha (4.7)-nek egyetlen megolddsa van, akkor ezt
kell elfogadnunk. Ha tobb megoldasa létezik, akkor a (4.1) célfiiggvényértékek
Osszehasonlitdsa alapjan kell az optimumot megkapnunk.

Példaul, linedris K fliggvény esetén K’ konstans. Ekkor pedig ez adja az opti-
mumbhoz tartozé A értéket. Ha K’ novekedik és K’()=0, akkor (4.7)-nek nyilvan-
valban egyetlen megoldasa van, amely meghatdrozdsara standard médszerek allnak
rendelkezésre (YAKOWITZ és SZIDAROVSZKY, 1986). Az 4ltalanos esetben (4.7) meg-
olddsa bonyolult numerikus problémdakat is felvethet, ezzel azonban most nem
foglalkozunk.
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A VARIANCE REDUCTION TECHNIQUE
F. SZIDAROVSZKY

A new generalization of the method of correlated sampling is given when the integrand is in
the form of an infinite sum. The necessary sample size is also given under two different assumptions.
In the first case the number of operations is minimalized when the variance of the estimation is
given and in the second model the variance of the estimation is minimized when the number of
operations is given. The method by FLICK and JONEs is a special case of our results.
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MEGJEGYZES EGY TOBB DIMENZIOS
CAUCHY ELOSZLASROL!

KLAFSZKY EMIL  KAS PETER
Miskolc Budapest

A dolgozatban egy t6bb dimenzids Cauchy-eloszlis striségfiiggvénynek paramétereit vizs-
giljuk. Megadjuk az entropiat és a kolcsonos informaciét a paraméterek fiiggvényében. Meg-
mutatjuk, hogy a paraméter matrix egyfajta korrelacio-mérd szerepet jatszik.

1. Bevezetés

A dolgozat célja, hogy a Cauchy-eloszlis egy toébb dimenzids kiterjesztéséhez
tartozd siirliségfiiggvény paramétereinek tartalmdra ravildgitson. Minthogy a
Cauchy-eloszldsnak altalunk vizsgélt tobb dimenzids dltaldnositdsa szoros kapcsolat-
ban van a normalis eloszldssal, ezért gondolatmenetiinket el@szor a #6bb dimenzids
Gauss-eloszldsra alkalmazzuk.

A targyalds eszkbze véletlen vektorok linedris transzformacidja. A vizsgilt
paraméterek erésen kapcsolddnak informaciéelméleti fogalmakhoz. A felhasznalt
elemi eszk6zoket és fogalmakat a bevezetésben Gsszefoglaljuk.

Véletlen vektor linedris transzformdltja

Targyaldsunkban fontos szerepet jatszik véletlen vektorok linedris transzfor-
maltja. Az alabbi jol ismert eredményt (lasd [7]) tobbszor fogjuk hasznilni, ezért
lemmaként elGrevetitjiik.

1.1. LeMMA. Legyen az m dimenzids § véletlen vektor slirliségfiiggvénye f(x).
Akkor az

n==SE+c

o

linedrisan transzformalt véletlen vektor siiriiségfiiggvénye

1 -1
Tc-i_e—t—SI—f(S (x— c))

ahol, S mXm méretii nem szingularis matrix és ¢ m-dimenzids vektor.

! A dolgozat az OTKA—1049 kutatasi palyazat keretében késziilt.
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Informdciddivergencia, kolcsonos informdcid, entrépia

A dolgozatban csak pozitiv értékil siiriiségfiiggvényeket engediink meg, ezért
a fogalmakat is csak pozitiv értékii stirtiségfiiggvényre definidljuk. Alapvets fogalom
az informaciddivergencia, ebbdl szdrmaztatjuk a tobbi fogalmat is (lasd [1], [2], [4]).

1.1. Definicié. Legyenek & és m m-dimenzids véletlen vektorok f;(x) és f,(x)
sirliségfiiggvénnyel. A & eltérése n véletlen vektortdl (szokasos mondani, hogy
Se(x) eltérése f,(x) suirliségfiiggvénytdl):

Se(x)
D = x) lo dx,

&l Jﬁ()ghu)
amelyet inform4ciédivergencidnak (réviden I-divergencidnak) vagy diszkriminald
informacionak neveziink. Ismeretes, hogy D(&|ln)=0 és egyenlGség akkor és csak
akkor, ha m.m. f;(x)=f,(x).

A kovetkezd fogalom, az I-divergencidra timaszkodva, a véletlen vektor koor-
dindtdi kozott sztochasztikus kapcsolat mérését szolgalja. A E=(&;, &, ... Em)
véletlen vektor stirliségfiiggvényét jellie f(x,, x,, ..., X,), a peremeloszlasok, azaz
éla 62’ “evy ém SﬁrﬁSéngggVényelt fl(xl)’.fz(x2)9 ceey fm(xm) amennyiben 519 62, esey ém
koordinatak sztochasztikusan fiigaetlenek lennének gy a & véletlen vektor sfirliség-
fliggvénye fi(x)-f2(x5)- ... - fu(x,) lenne. A tényleges siirliségfiiggvénynek a
sztochasztikus fiiggetlenséget feltételezd siirliségfiiggvénytsl I-divergencidval mért
eltérését tekintjiik a sztochasztikus kapcsolat mérgszamanak. Ezt az alabbi definici6-
ban adjuk meg.

1.2. Definicié. A &=(&,, &, ..., E,) Véletlen vektor koordinatai kozotti kol-
csonds informaciod

1¢) = 1 S
© PR e TR ek

ahol f az egyiittes, az £, f,, ....f,, pedig a peremeloszlasok stirliségfiiggvénye.
Felhaszndlva az [-divergencidra tett megjegyzésiinket nyilvanvalo, hogy 1(E)=0
és egyenlBség akkor és csak akkor, ha &, ¢&,, ..., &, sztochasztikusan fiiggetlenek.
A kélesonds informdcidé egyszeriibb felirdsat és tartalmdnak mas oldali megvilagi-
tasat teszi lehetGvé az entropia fogalmdnak bevezetése.

1.3. Definicié. Legyen & m-dimenzids véletlen vektor f(x) striiségfiiggvénnyel.

A H(E)= f f(x)log ﬁdx értéket a & véletlen vektor (vagy az f(x) stirfiség-
Rm

fiiggvény) entropidjanak nevezziik, ha ez 1étezik. Amennyiben a kolcsonds informécid
véges és az entropidk 1éteznek akkor az entrépia fogalmaval a kélesonds informacio
egyszeriien kifejezhet8 az aldbbi médon:

18) = H(ED+H(E)+ ... + HEm) —H(E)
A kolcsonds informacional tett megjegyzésiink szerint
HE)+H(E)+... + HE) = H(E)
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és egyenl(’)’ség akkor és csak akkor all,ha ¢&,, 52, - ¢ sztochasztikusan fiiggetlenek.
szerll kiszamolasat teszi lehetGvé.

1.2. LemMA. Legyen §& surusegfuggvénnyel biré6 m-dimenziés véletlen vektor,
S mXm-es nem szingularis matrix és ¢ m-dimenzids vektor. Akkor

H(SE+c) = H(E)+1log|det S|.

A lemma az entrépia definiciojat felhasznalva elemi szamoldassal nyerhetd.

2. T6ébb dimenziés Gauss eloszlds

Ebben a fejezetben 4ttekintjilk a t6bb dimenziés Gauss eloszldsra vonatkozd
azon eredményeket, melyek a t6bb dimenziés Cauchy eloszlds targyaldsdhoz sziiksé- -
gesek. Ezek az eredmények tobb tankonyvben megtaldlhatdk (lasd pl.: TusNADY [6])
itt a megismétlésitk a Cauchy eloszlds targyaldsmdédjanak motivacidjat szolgilja.
A 2.1 tételre egyszerli mdtrixaritmetikdn alapulé bizonyitast is adunk. A tobb
dimenzids Gauss eloszldst az egydimenzids siiriiségfiiggvény altalanositdsdval defini-
aljuk. Ezért eloljaroban megismételjiik az egydimenzids eloszlas fogalmat.

2.1. Dsfinicié. A & véletlen skalart egyszerd Gauss eloszldsunak nevezziik, ha a
stiriiségfiiggvénye

Sx)= -exp (—x%)

Az egyszerii véletlen skalar line4ris transzformaltjainak Gsszességét eloszlds csalddnak
nevezziik.
2.2. Definicié. A & egyszerii Gauss eloszlisi véletlen skalar lineéris transzfor-
maltjat
n==sE+c (s#0, c tetszGleges)

Gauss eloszldst véletlen skaldrnak nevezziik, Az 1.1 lemma szerint 5 siiriiségfiiggvénye:

1 x—c\?
X, €, 5%) = —=—+—eXp | —
O e B
A siirliségfiiggvénybdl lathatd, hogy az csak ¢ és s® paraméterektdl fiigg, emiatt
szokasos (c, s%) paraméter(i Gauss eloszldsnak is nevezi.

A t3bb dimenziés Gauss eloszlds definicidja
A tobb dimenziés egyszeril Gauss eloszlds siiriségfiiggvényét az egydimenzids
stirfiségfiiggvény analégjaként definidljuk.
2.3. Definicié. A §=(¢,, ..., &,) m-dimenzids véletlen vektor egyszerd Gauss
eloszldsu, ha koordin4tai sztochasztikusan fiiggetlen egyszerii Gauss eloszldsu véletlen
skaldrok. A definiciobdl azonnal adddik, hogy. az m-dimenzids egyszerii Gauss el-
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zr 17

oszldsii véletlen vektor siirfiségfiiggvénye:
1
f(X)=—zexp(—x7), xeR™

A tobb dimenzids dltaldnos Gauss eloszlist az egydimenzids linedris transzformalt
anal6gjaként definidljuk.

2.4. Definicié. A & m-dimenziés egyszerii Gauss eloszldsu véletlen vektor linearis
transzformaltjat

n=SE+c (det S = 0 és c tetsz8legesek)

Gauss eloszldsi véletlen vektornak nevezziik. Az 1.1 lemma szerint nyilvdnvaléan
n slirtiségfiiggvénye:

f(x,¢c,SS*) = -n—,},’,z—mltﬁexp(—(S“(x—c))*S‘l(x—c))

(* a transzpondltat jelenti). Az n véletlen vektort szokdsos (c, SS*) paraméterli
Gauss eloszlastinak nevezni. A ¢, a centrum az SS* pozitiv definit métrix, az ugy-
nevezett koncentracié matrix, szerepét jobban hangsulyozandé a siirtiségfiiggvényt
az alabbi forméban irjuk:

1
X,C,SS* = e —————CXp | — x —¢)*(SS*)~1(x —¢)).
I ) = 7 T P (~ (e (S5)  (x-0)
A kovetkez8 Osszefiiggés a Gauss eloszldssal kapcsolatos vizsgalatokban dont§
szerepet jatszik. A tételre t6bb bizonyitas ismert, az 4ltalunk itt adott, csak a defini-
cidra timaszkodo bizonyitds, igy gondoljuk, érdekl6désre tarthat szimot.

2.1.-TETEL, Legyen a & egyszerii Gauss eloszldsii n-dimenzids véletlen vektor
és T mXn-es, sorrangu, tetszGleges matrix, valamint ¢ tetszGleges m-dimenzids
vektor. A linedrisan transzformalt :

n="TE+c

m-dimenzids véletlen vektor Gauss eloszldst ¢ és SS* paraméterekkel, ahol S olyan,

hogy
SS$* = TT*

Bizonyitds. A bizonyitasban a matrix aritmetikdbél jol ismert aldbbi ossze-
fliggést hasznaljuk fel:
Legyen A mXm-es nem szinguldris mitrix és b m-dimenzids vektor, akkor

A-1bb*A-?

=1 _ A-1_
2.1 (A+bb*)~* = A 17" A-Th

ha A, b olyanok, hogy b*A~'bs —1 (példiul, ha A pozitiv definit akkor ez minden
vektorra teljestil).
Tovabba

(22) det (A +bb*) = (1+b*A-1b) det (A). )
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Ratérve a tétel bizonyitisira megjegyezziik, hogy azt elég a ¢=0 esetre elvégezni,
ebbdl egyszer(i helyettesitéssel adddik a ¢#0 eset.

A bizonyitast n-re vonatkozé teljes indukcidval bizonyitjuk. Az n=m indexre
az 1.1 lemma alapjin nyilvanval6 a tétel allitdsa. Tegyiik fel, hogy valamely n=m
indexre igaz az allitds, belatjuk, hogy n+1-re isigaz.

A bizonyitas attekinthetSsége érdekében az n lndexhez tartozo6 transzformacios
matrixot T-vel, az n+1-hez tartozot T-paI jellsjiik; a T matrix utolsé oszlopat b
vektorral jeloljiik. Igy

= (T, b)
és nyilvanvaléan .
TT* = TT* +bb*.

Az indukciés feltevés miatt a T transzformdacidés matrix esetén a siiriiségfiiggvény:

1 * *y—1
T e n -exp (—x*(TT*)"'x).

(2.3)

Be kell latnunk, hogy a T transzformédciés matrix esetén a striiségfiiggvény :

1 1
”Tnlz Vdet (TT*)
Hasznalva a (2.1), (2.2) Osszefiiggéseket és az A=TT* jelslést bevezetve (2.3);
(2.4) az alabbi format oOlti:

(24) -exp (—x*(TT%x)

1 1 .
(2.5) e W_.V&_e__t_(T_)_.exp(x A~1x)
® 1 1 -1pb*A-1

* [ A-1
" Y1+ b* A-Tb) det (A) 'exp[_x [A - 1+b*A“‘b)x]'
Jeloljiik
¢ = TE.
fey
N=8+&+1-b

A teljes valdszindiség tétel alapjan
(2.6)

PmM<x)=PE+{b<x)= fP(§<x—ub)-f(u)du= fF(x—ub)f(u)du,

ahol F a (2.5) alatti siirliségfiiggvényhez tartozé eloszlasfiiggvény, f pedig az egy-
szeril egydimenziés Gauss eloszlds striiségfiiggvénye. Ezeket helyettesitve (2.6)-ba
kapjuk, hogy

Q.7
i}’(q <Xx)= L. 1_ . ____1 . Toexp(—(x—ub)*A'”l(x—ub)—uz)du.
ox " yr  Ydet(A)
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Vizsgaljuk el6szor a (2.7) exp fiiggvényényének argumentumat. Azonos atalakitasok-
kal nyerjiik, hogy

- b*A- 2
2.8 —(x—ub)*A~1(x—ub —u2=—[u 1+b*A—1b—=] +
) (x— ub)* A= (x — ub) y A
(b*A-1x)? N
TirAas X ATX

Ezen (2.8) atalakitas felhasznaldsaval a (2.7) integral értékére kapjuk, hogy

2.9 [ exp(—(x— ub)* A= (x — ub) ~ u*) du =

-—0

— (b*A~Ix)* _1] r ( T AT b*A~'x )2 _
—CXP(l+b*A—1b x*A- x fexp uy14+b*A b_Vm du=

—o0

IR CR. ((b*A-lx)z
“VTiba  PUI+ATD

—x*A‘lx].

Az exp fiiggvény argumentumadt az alabbi formaban irhatjuk :

O*A~x? *[A—lbb*A'l _IJ
(2.10) 1+0A-p X AT X=X A AT X
A (2.10), (2.9), (2.3) atalakitasokat visszairva (2.7)-be kapjuk, hogy
0 1 1 1
[y < X) = g . X
ox T =% =zn Ydet (A) VI1+b*A-'b

A~lbb*A-1!
—x¥AT -
Xexp[ X (A T+b"A-Tb )x]
amit igazolni kellett. JJ

KOVETKEZMENY. A peremeloszlasok ismét Gauss eloszldsok, melynek koncent-
rdcidé matrixa az eredeti koncentracié matrix lesziikitése.
Bizonyitds. A tételbGl nyilvanvald. |

Megjegyezziik, hogy kétdimenzids esetben a siiriiségfiiggvényt gyakran a ko-
vetkez$ alakban hasznéljak:

fx,x0) =
_ l 1 1 (x1—¢y1) (r—c)(xa—€) | (X2—¢5)?
T B e e |

Ekkor a transzformdciés matrix:

K 0
s-[% %]
res, Yl—ri.s,
A koncentracié matrix:
[ 515, ]
rs,Ss
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A Gauss eloszlds entrépidja, kélesonds informdcidja

Az el8z8ekben lattuk, hogy a Gauss eloszldst a ¢ centrum vektor és a SS* kon-
centracié matrix jellemzi. Ebben a részben megmutatjuk, hogy a koncentracié mat-
rixot az entropia és a kdlesonds informacid karakterizalja.

2.1. LeMMA. A & m-dimenziGs egyszerii Gauss eloszldsui véletlen vektor entrépidja
m
HE) = —2—(1 +logm)

Bizonyitds. A fiiggetlenséget kihasznilva elemi integrildssal adodik. |J
A kovetkezd lemma az dltaldnos Gauss eloszldsit véletlen vektor entrépiajat adja.

2.2. LeMMA. Legyen & egyszerii Gauss eloszldsi n-dimenzids véletlen vektor és
T mXn-es, sorrangy, tetszSleges matrix, valamint ¢ tetszéleges m-dimenzids vektor.
A lineérisan transzformalt
n=TE+c

m-dimenzids véletlen vektor entrdpidja:

Hn) = %(1 +1log ) +%log det (TT*).

Bizonyitds. A 2.1 tétel szerint
TE™ = SE™
ahcl S mX m-es reguldris matrix olyan, hogy
(2.11) SS* = TT*

és ™, valamint £™ egyszerd Gauss eloszldsi véletlen vektorok (a felsG index a vektor
dimenzidjat jelenti). Az 1.2 lemma szerint 1} entropidja:

H(n) = 5-(1+1log ) +log det (S)

azonban log |det (S)| =-;— log det (SS*) és (2.11) fennalldsa alapjin kapjuk a lemma
allitasat. ||

KOVETKEZMENY. Jeloljik a lemmaban szerepld T madtrix sorait t,t,, ..., ¢t,
vektorokkal, akkor

@12) H(n) = - (1+logm) + log ()

Bizonyitds. A lemmabdl nyilvanvalé. |

A lemma alapjin azonnal kapjuk a Gauss eloszldsi véletlen vektor koordinatai
kozotti kolesonos informaciét. Ezt fontos szerepe miatt tételként mondjuk ki.
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2.2. TETEL. Legyen § egyszerii Gauss eloszldsu n-dimenzids véletlen vektor és T
mXn-es, sorrangi, tetszleges matrix (m=2); valamint ¢ tetszGleges m-dimenzids
vektor. A lineérisan transzformélt

n=T+c
m-dimenzids véletlen vektor koordinatai kozotti kolesonods informécid
1 det (TT*
1) = — 5 log S

2 t2e...c
ahol t,, t,, ..., t,, a T matrix sorvektorai.

Bizonyitds. Az m véletlen vektor koordinitai kozotti kolesénos informacié:

Im) = H(n)+ ... + H(m)— H(n)
felhaszndlva a 2.2 lemma és a kovetkezmény allitdsat kapjuk a tétel allitasat. |

Megjegyezziik, hogy a Hadamard egyenlitlenség szerint
det (TT*) = t3t}...¢%,

és egyenl@ség akkor és csak akkor all, ha t;-tf=0 minden i/ indexre, azaz ha
t; merdleges t; vektorra. Mivel n,, ..., n,, komponensek akkor és csak akkor fiigget-
lenek, ha I(n)=0 igy #., N, ..., N, SZtochasztikusan fiiggetlenek akkor és csak
akkor, ha t;-tf=0 minden i#; indexparra.

KOveTkEzMENY. Ha az n vektornak egy kétkoordindtas részvektorat tekintjiik,
akkor

e
(2.13) I, ny) = —llog(l—grj-ti)z—]
2 -

Bizonyitds. A tételbSl nyilvanvals. |

Megjegyezziik, hogy a kovetkezménybdl a Cauchy—Schwartz—Bunyakovszkij
egyenlétlenséget hasznalva azonnal adddik, hogy n;, n;, i=j akkor és csak akkor
sztochasztikusan fiiggetlenek, ha t;-t;=0.

Erdekességként megemlitjiik, hogy a tétel és a kdvetkezménye utdn tett meg-
jegyzések Osszefiizéséb8l a Hadamard egyenldtlenségnek a Cauchy—Schwartz—
Bunyakovszkij egyenldtlenségbél egy gyors levezetését kapjuk. (Ugyams ha I(n)=0,
akkor n,, ..., ,, sztochasztikusan fiiggetlenek, de akkor n;, n; is sztochasztikusan
fuggetlenek ekkor viszont ¢;-t;=0.

A lemma és a tétel kovetkezményei (2.12) és (2.13) mutatjak a Gauss eloszlds
koncentracié matrixanak tartalmat. Azonban mint (2.13)-bol latszik a koordinitak
paronkénti kdlesonds informacidja a koncentracid matrix elemeinek csak az abszolat
értékét adja meg. Az elGjel meghatarozdsdhoz tovabbi vizsgilatok sziikségesek.
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3. Tobb dimenziés Cauchy eloszlas

Az alabbiakban egy tobb dimenzids Cauchy eloszlds definicidjat adjuk meg
(5] 57. old.).

A t5bb dimenzics Cauchy eloszlds definicidja

A Cauchy eloszlist a Gauss eloszldsbol szarmaztatjuk.

3.1. Definicié. Legyen { véletlen skalir és { m-dimenzids véletlen vektor, amelyek
sztochasztikusan fiiggetlen egyszerit Gauss eloszldsuak. A

_ 5

4

véletlen vektort egyszerti m-dimenzids Cauchy eloszldsunak nevezziik.
3.1. LeMMA. Az egyszerii m-dimenzids Cauchy eloszlds stir{iségfiiggvénye
1
r [ m+ )
2 1
S(x) = e (1 +x5m+DE >

XER™.

Bizonyitds. Minthogy az egyszerii Gauss eloszlds centralszimmetrikus, ezért a

C 4 C

¢ 1<l
véletlen vektorok egyforma eloszlasfiak. A & eloszlasfiiggvényét tehit a kovetkezs-
képpen irhatjuk:

4o +oo
PE<N=PE<lN=2[ PG =<uf(du=2 [ Fux)f)du,

ahol F az egyszerii t6bb dimenziés Gauss eloszlds, f az egyszerii Gauss eloszlds sir(-
ségfiiggvénye.
Attérve a siirliségfiiggvényre

d e ,,, ViR S L
-XP(§<X)=20‘[ fux)-u f(u)du=2of —E e aEe U du =

m+1
2 e F(z] 1

= — —ud(x2+1) ,m = .
= 7t(m+1>/20f € U du = (14 x5)m+D2 " glmvnre’

amit bizonyitanunk kellett. Az utolso 1épésben felhasznalt

m-+1
+e r [T]
m ,—au® - — = —
20f ume du = porsva e 0, m=0,1,2,...
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osszefiiggés a gamma fiiggvény definicigjabdl

-4 oo
r(p)= [ x**e*dx, p>0

0

egyszerli transzformacidval adodik. [J|
A tobb dimenzids dltaldnos Cauchy eloszldst az egyszer(i eloszlas lineéris transz-
formaltjaként definialjuk.

3.2. Definicié. A & m-dimenzils egyszerti Cauchy eloszldsu véletlen vektor lined-
ris transzformaltjat

1 =SE+c, detS = 0 és ¢ tetszOlegesek

Cauchy eloszlasi véletlen vektornak nevezziik. Az 1.1 lemma szerint nyilvdnvaléan
7 siirtiségfiiggvénye:
m+ 1)
F( 2 1 1

7@ ORTetS] (1+ (S I(x—c)p)m IR

Az n véletlen vektort szokésos (¢, SS*) paraméterli Cauchy eloszldsiunak nevezni.
A ¢, a centrum vektor az SS* pozitiv definit matrix, az Ggynevezett koncentraci6é

27 72

métrix szerepét jobban hangsulyozandd a siirliségfiiggvényt az alibbi forméban

irjuk:
m+1 )
F[ 2 1 1

n(""r nz V—det SS* : (1 + (x _ c)* (SS*)—I(X _ c))(m+ 1)/2 °

f(x,¢,S8%) =

f(x,¢,SS*) =

A 3.1 lemma segitségével a Gauss eloszlds alapvetd 2.1. transzformacids tételével
teljesen analdg transzformaciods Gsszefiiggés allithato.

3.1. TéteL. Legyen a & egyszeré Chauchy eloszlisu n-dimenzids véletlen vektor
és T (mXn) méretii, sorrangll matrix, valamint c tetszéleges m-dimenzids vektor.
A linearisan transzformalt

n="TE+c

m-dimenzids véletlen vektor Cauchy eloszldst ¢ és SS* paraméterekkel, ahol S olyan,

hogy
SS* = TT*.

Bizonyitds. A bizonyitdsban kiilonb6z8 dimenzidji egyszerd Gauss, illetve
Cauchy eloszldsi véletlen vektorok fordulnak el8, ezért dimenzidjukat felsé indexben
jeloljiik és a § szimbdlumot Gauss, a & szimbdlumot Cauchy eloszldsit véletlen vek-
torra hasznaljuk. Feltevésiink szerint

n=Te"+e
A Cauchy eloszlds definici6ja alapjan
C(")
) — 2 __
o=
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fey
(n) (n)
(31) 1]=T(§é ]+C= TC{ +c
A 2.1 tétel alapjan
3.2) T(™ = S¢™
ha S olyan, hogy SS*=TT*. A (3.1)-be (3.2)-t helyettesitve kapjuk, hogy
Sgem ( gm )
= C = S
n 7 + z +c
ami a Cauchy eloszlds definiciéja szerint
n1= Sé(’") +c

amit bizonyitani kellett. [J

KOVETKEZMENY. A peremleoszlasok ismét Cauchy eloszldsok, amelyeknek kon-
centriacié matrixa az eredeti koncentracié matrix leszfikitése.

Bizonyitds. A tételbdl nyilvanvalé. |

Az egydimenzids Cauchy eloszlds nyilvanvaléan az alabbi alakot 6lti:

1 1 1

_— —.

T sl 1+( xX—c ]

s
A kétdimenziés esetben a slirliségfiiggvényt gyakran a kovetkezd alakban irjak fel:
RIS !
2 55 Y1-1 1+ 1 - (xl—cl)z_zr (rr—el) (x2—02)+(x2—202)2 e
1—-r 52 5 Sy K}

Ekkor a transzformdci6é matrixa:

s [ §1 0 ]
T lrs, V1=r%-s,)°
A koncentricié matrix pedig:
52 rs1s2]

rs; S, 8%

SS*:[

A Cauchy eloszlds entropidja, kélcsonos informdcidja

Az elGzGekben lattuk, hogy a Cauchy eloszldst a ¢ centrum és a TT* koncentricid
matrix jellemzi. Ebben a részben megmutatjuk, hogy az entrépia és a kolcsdnds
informacié fogalmdval hogyan karakterizdlhatjuk a koncentricié métrix elemeit.

3.2. LeMMA. A & m-dimenzids egyszerii Cauchy eloszldsu véletlen vektor entré-
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pidje n(m+1/2 m+1 m+1 1
(33 H(§)=logr(m+1]+ v (2) -+ (3)
ahol :

Y(x) = —10g r(x).

Mielétt a lemma bizonyitdsat elvégeznénk a I' és Y fiiggvények specidlis helyeken
felvett értékeit felhaszndlva a (3.3) formulat szdmoléasra alkalmasabb formdba irjuk.
Ismeretes, hogy

l/; k-1

m+1 — [T 2i+1), ha m=2%k
I'N——|=1 2* i
k! ha m=2k+1

(az iires indexhalmazon [ értéke legyen 1). Tudjuk még, hogy

—C+2[2——1——10g2) ha m=2%

m+1
(X)) .p[T]:
—C+27, ha m=2k+1
i=1

(az iires indexhalmazon X értéke legyen 0), C pedig az Euler konstans.
Ezeket felhasznalva (3.3) az alabbi format olti:

2k +1

klog 2n + Z (2_+T

—log(2i+1)), ha m =2k

HE) = k+1
(k+1)10g4n+2(hLl log(i+l)], ha m= 2k+1

Specidlisan az egy- és kétdimenzids esetben :
H(E) = logé4n
H(&, &) = log2n+3

(3.5)

A (3.4) formulabdl egyszerii szimol4ssal kapjuk, hogy
m+ l] [m— 1) _ 2
w( )V )= =2

amit szintén felhaszndlunk a lemma bizonyitdsanal. (Megjegyezziik, hogy az altala-
nosabb

1
Yx+D—yx)=—, x>0
Osszefiiggés is fenn 4ll).
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A lemma bizonyitdsa. Az entrépia integral definicidjat felirva:

- erlm)

H= [ .. | G — X

—co -—o0 (1+Z’x‘?)(m+l)/2

i=1
X log ﬂ-(l+ Zm'x'*’)("“f”/2 dxy...dx, =
i 1---UiAm —

: (m+l) =1

r 5 :

m+1
woon T(%5)

= log (m+l] e
r 2

“ 2
- f fwlog(H‘;‘Xi) dx,...dx
“ee 1--. m-

2 —oco —oo (1+ i x?)(m+l)/2
i=1

Tehat a lemma igazolasahoz azt kell megmutatnunk, hogy
3.6)

m+1
)

,z(m+1)/2 f f (TFEF ... +x5)m+DrE

log(1+x3+... +x%) dx,y...dxn _‘//(m+1]_w(%].

Ezt a teljes indukcidval bizonyitjuk. El8szér m=1 és m=2 ertekere majd m—2
indexr8l m-re. Az m=1 esetben (3.6) azt jelenti, hogy

hed 2
fM +—2x) dx = nlog 2.
o 14+x

Ezt pedig az ismert (lasd pl. [3])

/2 7

f logcostdt = ——log2

. 2
integral felhasznalasaval,

x = tgt
helyettesitéssel kapjuk:
log (1+x%) =2 B x/2 _
of T &= of log (1 +tg*#)dt = ——20f log cos tdt = nlog 2.
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Az m=2 esetben (3.6) azt jelenti, hogy

j_"’ f g(liz—’__):z_)_dxdy-_— .

+y2)3/2

Az

X=rcosp, y=rsing
helyettesitéssel

log (1+x+3%) P T log(141Y)
f f Trmryyn b= [ | < rdde =
"""f log(l+r’) rdr =
(1+r2)3/2
t=(14+r%)-22

helyettesitéssel

1]
= _T -2 —
= 21f logt—2dt = .

Tegyiik fel, hogy (3.6) igaz m —2 indexre, azaz

_1)
F oo
log(1+x1+ x5 -0)
2m-= n(m_l)/z f f (l+x .. - )(m—l)/z dxl...dx,,,_z =

m—1 1
=u("5)-v [7]
be kell latnunk, hogy m-re is fenn 4ll. A

oo o

_ log(14+x3+4 ... +x2%,
= [ J ot

) 0

dx,...dx,,

integralt az
Xm—1 = IrCOSQ, Xn=rsing

helyettesitéssel az alabbi formara hozzuk:

T ¢ log(14+x3+... +x2_,+7%)
(3.7 J,,,—?of [f e +x?n_2+r2)(m+1mrdr]dxl...dx,,,_z
m-—2
Jeloljiik
a=1+xt+...+x%_,
ésa

1
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helyettesitéssel szamoljuk ki a bels§ integralt,

; log(a+ry = 2 0 _
f (@a+ry)@+r rdr = =1y 1/a(m[1)/: logtdt =
2 1 1 loga

= Gn=1F Rt T g

Ezt (3.7)-be visszahelyettesitve:

e 1 1 loga
= 5,[ f{(m_l)z 'a(m 1)/2+ m—1 a(m_l)/z)dxl...dxm_2=

0

m—2

_ (m+1)/2 (m+1)/2 —1y_ (1)
B (m—1)22"‘"21'(—rf—;——1—) ¥ (m_.1).2m—11~[’"_;1] [lp( 2 ) l//[2]]

N T NENE )
2

Térjiink vissza (3.6) igazolasihoz, J,, értékét visszahelyettesitve:

m—1
F ( ) f f log(1+x¥+... +x%)
(

dxy...dx, =
n(m+1)/2 TH X ... +a2)mFDE m

I,(m+l)
. 2 nim+ /2 1 2 m—1 1
=2 amEhR ) [m—l +|ll[ 2 ]_'ll(—f)]

m—1 m—l] m—1
2 r(_2

m+1]_ (m—l).m-l
F[ 2 )T\ 2

m—1 +'Il(m2—l)= ./I(iZtL]

felhasznalva, hogy

és hogy

kapjuk, hogy

e PR o1 WY L

n(m+Dr2 1+x3+ ... +xE)m+DR

amit igazolnunk kellett. |}

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)




160 KLAFSZKY E. ES KAS P.

A kovetkez8 lemma az dltaldnos Cauchy eloszldsu véletlen vektor entrdpiajat
adja.

3.3. Lemma. Legyen & egyszerii Cauchy eloszldsi véletlen n-dimenzids vektor
és T m X n-es sorrangll tetszéleges matrix, valamint ¢ tetszéleges m-dimenzi6s vektor.
A linedrisan transzformalt

n=TE+c

m-dimenzids véletlen vektor entrdpidja:

_ m+1 (m-H)_ (l] _ (m+l) 1 .
H(n) = 3 [tﬁ — v > +log n|—tlogrl > +2logdet(”IT)

Bizonyitds. A 3.1 tétel szerint, ha az S mXm-es regularis matrix olyan, hogy
3.3) SS* = TT*

akkor a TE™ &s az SEM™ véletlen vektorok siiriségfiiggvényei megegyeznek (™ és
E(™ n, illetve m dimenzids vektorok egyszerii Cauchy eloszldsuak). Az 1.2 lemma
szerint igy m entropiaja:

H(n) = HE™)+log |det S|,

azonban log | det S[=—;— log det (SS*) és (3.8) miatt ez a lemma 4llitasat jelenti [

KOVETKEZMENY. Jelsljitk a T matrix sorait t,, ..., t, vektorokkal, akkor
3.9) H(n,) = log4n +log t}
Bizonyitds. A lemmabdl nyilvanvals. J

A lemma alapjan azonnal kapjuk a Cauchy eloszldsu véletlen vektor koordinatai
kozotti kolesonos informéciét. Ezt fontos szerepe miatt tételként mondjuk ki.

3.2. TETEL. Legyen & egyszerii Cauchy eloszldsi n-dimenzids véletlen vektor és
T mXn-es, sorrangy, tetszéleges matrix (m=2), valamint ¢ tetszéleges m-dimenzids
vektor. A linedrisan transzformalt

n=TE+c

m-dimenzids véletlen vektor koordinatai kozotti k6lesonods informacid

I(n) = mlogd+ m;1 logn+log1‘(m;-1]— m;—l [;p[m-zi‘l)_lp(%)]_

_ 1, det(TT

2% ¢ &

ahol t;, ..., t, a T matrix sorvektorai és

Y(x) = %log 'x) (x=0)
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Bizonyitds. Az n véletlen vektor koordindtdi kozotti kolesonds informdcid:
Im) = Hm) + ... + H(nm)— H(n)
Hasznélva (3.5) és (3.6)-ot kapjuk a tétel allitdsat. ||

Megjegyezziik, hogy a Hadamard egyeniftlenség szerint I(n) akkor és csak
akkor minimalis, ha t;t;=0 minden /; indexparra.

KoverkezmENy., Ha az n vektornak csak egy kétkoordinatis részvektorat
tekintjiik, akkor

_ 8_7t 1 _ (t;t7) )
(3.10) I, mj) = log( 3 ]—710.%(1 —eg

Bizonyitds. A tételb§l, valamint (3.5)-b8] nyilvanvals. |

A 3.3 lemma és a 3.2 tétel kovetkezménye (3.9) és (3.10) mutatjak a Cauchy el-
oszlds koncentracié matrixanak tartalmat. Azonban mint (3.10)-b6l lathaté a koor-
dinatdk paronkénti kolcsonds informacidja a koncentracié métrix elemeinek csak
abszolat értékét adja meg. Az elGjel meghatarozdsahoz tovabbi vizsgilatok sziiksé-
gesek.
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BUDAPEST

REMARKS ON THE MULTIVARIATE CAUCHY DISTRIBUTION
E. KLAFSZKY and P. Kas

In the present paper a multivariate generalization of the Cauchy distribution is studied.

Entropy and mutual informations are given in term of the parameters of the density function,
which enables us to attribute a kind of correlation — measure role of these parameters.
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SZTOCHASZTIKUS VEZERLES RESZLEGES
MEGFIGYELES ALAPJAN
(SZAMITOGEPES SZIMULACIO)

MARKUS LASZLO
Budapest

A dolgozatban a (2.1), (2.2) allandé egyiitthatds linedris rendszerrel foglalkozunk. Szdmito-
géppel elSallitjuk diszkrét pontokban az ismert optimalis vezérlést, vizsgaljuk a koltséget és az
dllapotbecslés viszonyt. Megillapitjuk, hogy minél stabilabb a rendszer, annal kisebb a koltség-
megtakaritds, tovibbd, hogy sem a felosztas finomitisa, sem a megfigyelésben jelenlevd zaj csékken-
tése nem teszi lehetévé az dllapot nagy pontossagu becslését, s ez utébbi meglepé megallapitas nem
tilkrozi az elézetes megfontolasok alapjan varhaté viselkedést.

1. Bevezetés

A sztochasztikus differencidlegyenletek vezérléselméletének egyik alapfeladata
a minimalis koltségil irdnyitas az allapot részleges ismeretében. Az optimélis meg-
oldast — mint az jél ismert [2], [3], [6], [7] line4ris rendszerre a szétvilasztasi elv
adja, mely szerint Kdlmdn sziiréssel becsiiljiik az allapotot, s igy teljesen ismertnek
tekintve a folyamatot — vezéreljitkk. Mi szamitégéppel elGéllitott fehér zajbdl gene-
raltuk a rendszert, szamitottuk a vezérlést és vizsgaltuk statisztikai tulajdonsagait.

2. A feladat

Az egydimenzids esetben vizsgaljuk a kovetkezd rendszert:
2.1 di(t) = af(t) dt+u(t)dt+ oy dw,(t),
2.2 di(t) = 0(t)dt+ o6, dw,(2),

8(0) = 6 §(0) = &,
a kovetkez8 koltség mellett

(2.3) V) = E{x-0()+ [ (e-0*()+u(1))dt}.

Itt ¢€[0, 1], a 0(¢) allapot a £(¢t) megfigyelés, az u(t) vezérlés egydimenzids csak
a multtdl fiiggd véletlen folyamatok, w; (¢), wy(t) fiiggetlen standard Wiener-folyama-
tok, 0,, &, valosziniiségi valtozok, ¢,, o, 0, %, a€R. A valdsziniiségi valtozd varhatd
értékét E-vel jeloljiik. a<O0, vagyis az éllapot stabil, tovibba o,, 0,5, 0=0, x=0.
A V(u) koltség- (veszteség) fiiggvényt kivinjuk minimalizalni. Ehhez elészor 6(¢)-t
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becsiiljiik az m(t) feltételes varhaté értékkel £(¢) szerint, azaz ha ¢ a ¢ 4ltal gene-
ralt g-algebra, akkor
m(t) = E(0(2)| %°).

fgy m(z) kielégiti a kovetkez§ sztochasztikus differencislegyenletet [7]:

(25  dm(t) = (a - Vi;) ) m(t) dt + [u(t) + ”—ofél 0(1)] dt + v—g)— dw,(b),

my = E(6,]&0),

ahol y(£)=E[0(t)—m(¢)])? és y(¢t) megoldasa a kovetkez8 Riccati-tipusi differencidl-
egyenletnek:

26) Y () =—ai§v2(t)+2ay(t>+a%,

7(0) = E(mo—6,).

A tovabbiakban csak a staciondrius, ill. a 0-bol inditott rendszert vizsgaljuk. y(0)=0
esetén:
ahol §, = oc2—a—§

a3’

(t) = —6%__.
W= S ahG, -
mig a staciondrius esetben y(¢) konstans, igy

7)) = (a+61)03.

(A Riccati-egyenlet megoldasit illetGen 1. [1], [4], [5]). .
A szamitdgépes vizsgalathoz a folytonos idejli rendszert diszkretizalni kell,
ezért oldjuk meg (2.5)-6t. A

ot o0
() = e* = expof [oz—- p ]ds

jelolés mellett
.7 m(f) = e*® {mo + f e~o® [(u(s) + l‘g—) 9(5)] ds+ @ dw, (s)]}

(1&sd [7), (4.158)). Ez alapjan diszkretizdlva:
¢ (s)
m(t;) = D=2 (t)) 4 ¢ f e—o® [u(s) + 7’0_§ (6(s)ds+ oz dw, (s))] .
31

Az integralt becsiilve és (2.2)-t felhasznélva:

Q8  m) ~ =0 [m(e) +u) -1+ (€0 - £w)]-
A 0-bél inditott rendszerre

- y(t)
o) -0 ~ (-8 ) ¢ 1

2
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Mig a staciondrius rendszerre
29 m(ty) ~ e~ [m(t) +u(t)(t;— 1) + @+ 3 (E(t) — E(1) -
A becslés alapjan a kdvetkez8 vezérlés minimalizalja a koltséget ([6]):
(2.10) u(t) =-—-P(t)-m(1).
Ahol P(t) a P(1)=x végfeltétel melletti megoldasa a
—P() =—P*(t) +2aP() +o

Riccati-egyenletnek. Ez az Un. algebrai Riccati-egyenlet megoldasat adja x=
=o+Vat+po esetén. Ekkor

P(t)=P=a+Vo+g.

3. A szamitégépes szimulicié

A munkit IBM PC XT személyi szamitégépen végeztiik.
Els8ként az allapotot és a megfigyelést kellett el3allitanunk a kovetkezd rekurziv
egyenletek alapjan.

— 1
3.1 i =e" (ti—l"'ui—l""z"l'gl,i]

1
(3.2 ky=t;_- 71"+g2.i-

Itt ¢, k;, u; az n egyenld részre osztott [0, 1] intervallum i-edik osztépontjahoz
tartozd szimulalt allapot, megfigyelés és vezérlésérték. g; -k egymdstol fiiggetlen

NO, It | eloszlast mintaelemek. A (3.1) egyenlet (2.1) pontos megfelelGje a diszk-
n
rét esetben (lasd [1], [7]). A g;..-k elGéllitdsdra a gép véletlen szdm generdtorat hasz-
naltuk, mely [0, 1]-beli értékeket 4llit el8. Ezekbdl 12-t Osszeadva €s normalizalva
a kapott mintakat fiiggetlen standard normalis eloszlastinak tekintettiik. Ezekbdl
allitottuk el6 g ; értékeit, illetve staciondrius inditas esetén az N |0, ‘;L eloszl4sa
o

t, valtozét [1). Az inditdsnak megfelelGen (2.8), ill. (2.9) alapjan becsiiltiik az allapotot
és (2.10)-bgl szamitottuk a vezérlést.

A kiértékeléshez a g;; mintaelemeket tirolva ugyanazon zajbol a 0 vezérlés
mellett is generdltuk a rendszert, szamitottuk a koltséget és Osszehasonlitottuk.
Egy masik lehetdség volt az allapotbecslés eltérés kiszamitdsa. Ezt megadtuk a

t;i—m . , , ;e 3 z
—'t—‘-IOO% hibaszdzalékkal, tovibba osszehasonlitottuk a (f; —m;)? négyzetes

i
hibat az elméleti y(¢) értékkel.

(3.1) (3.2)-t felfoghatjuk diszkrét idejli rendszerként is, és igy vezérelhetjiik a
(7], (14.64)—(14.66), (14.59), (14.60) egyenletei alapjin is. Ezek esetiinkre némi
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rr_ 70

szamolas utan a kovetkezd rekurziv egyenleteket adjak az eldz6 pont jelsléseivel:

':— U; )7t Vi
3.3 My, =e [74‘( na‘%] (mi+7§'°ki+l)]s
(3.4 Uip1 = EPL'mi+1,
n
2a -1 2
= e m LY ey 4 2L

(3'5) 7i+1 - [e + no_g] 7:+ n ]

Lk > 1-1
(3.6) F_,= Ie " +n—; -Pi+o.

Ez alapjan lehet8ség nyilt diszkrét rendszerként vezérelni a folyamatokat, és a
kapott becsléseket és koltségeket Osszehasonlitani a folytonos idejif rendszerre
kapottakkal.

. o Ty . .
A rendszer paramétereinek az «, g, ;l, n értékeit tekintettiik és ezeket 10-es

2
nagysadgrendenként valtoztattuk.

4. A tapasztalatok

Rendszeriink paraméterei (a, , 0, 1) egyenként is 4-5 olyan nagysagrendileg

kiilénboz8 értéket vehetnek fel, ame]yek gyakorlatl szempontbél érdekesek. fgy
osszefiiggések megdallapitasa még a nagyszamu (tobb szaz) futtatis ellenére sem
kénnyii, és a tévedés lehet3ségét is magaban rejti.

A rendszert mindvégig a [0, 1] idGintervallumban vizsgiltuk. Tiz program-

l.a TABLAZAT

A (2.3) kdliség ériéke és ardnya a vezérlés nélkiili kiltség szdzalékdban
Sfolytonos vezérlés mellett

n 150 1500
oyloy Qa -0,01 -0,1 -1 -10 -100 ~0,01 -0,1 -1 -10 —100
1 284,5 361,3| 26,2 5,29 0,55] 83,4 397,1| 68,3 3,09 0,80
88% 86% | 95% | 100% | 100% | 85,7% [92,2% 192,8% | 100% | 100%
10
100 2779 2768 | 1634 | 873 | 47,26{ 5085 2442 | 3764 | 299,1| 103,1
38% 38% ( 45% | 94% | 100% 16% 45% | 55% | 101% | 100%
1 5042 339,7 21,9 | 4,69 1,24| 187,0 48,441102,14| 17,921 0,486
81% 84% | 92% (99,8% | 100% | 87,4% [96,5% [90,2% {99,8% | 100%
100
100 | 1964 4536 | 1449 | 405,2] 79,2 | 3228 1151 § 1507 | 1693 | 53,3
38% 26% | 131% | 87% | 100% | 53,7% |60,4% |81,8% |16,3% | 100%
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futtatas koziil kivalasztottuk a legjellemz8bbet és ennek adatait kdzoljiik tablizataink-

ban.

Az l.a tablazat mutatja, hogy « értékét csGkkentve jelentGsen csokken a koltség
(felsG sor), Osszhangban azzal, hogy kisebb a-hoz kisebb szdrasu, stabilabb 4llapot
tartozik. Ugyanakkor a vezérléssel elérhetd koltségmegtakaritds aranya is kisebb,
ezt mutatjak az als6 sorban all6 értékek. Ezek szdzalékban adjik meg a vezérelt
rendszer koltségének aranydt a vezérlés nélkiili (u(1)=0) rendszeréhez képest
(mindkét rendszert ugyanazon g;,; zajbdl generaltuk!). Ugyanez a jelenség figyelhetd
meg a diszkrét elven vezérelt rendszerben is. (1b tablazat.) Ugyancsak leolvashatjuk,
hogy ha a koéltségben az 4llapot nagyobb sillyal szerepel (¢ =100), akkor jelentSsebb
koltségmegtakaritas érhetd el.

1.b TABLAZAT

A (2.3) koltség értéke és ardnya a vezérlés nélkili koliség
szdzalékdban diszkrét vezérlés mellett

150

ayloy e a ~0,0t -0, -1 —10 —100
1 41,96| 96% | 53,07| 254% | 23,93(365% { 11,24} 99,9%| 5,42 100%
10
100 2342 | 39% | 2298 1 24% | 1387 | 42% |569,4 | 97% |511,4 100%
1 15,7 } 94% | 64,3 | 84% | 18,8 | 96% 4,91 99,9%( 0,85 100%
100
100 969 | 14% 635 | 33% 584 | 47% 316 | 94% 1108 99,9%
2. TABLAZAT
A koltség, a megtakaritds és a becslés pontossdg vdltozdsa a felosztds
finomitdsdval folytonos rendszere
a -0,1 -1
oyloy n 15 150 1500 15000 15 150 1500 15000
Koltsés | 1170 | 2070 | 6327 | 659 | 61,9 | 505 | 2842 | 415
megtak. 108% 96% 92% 89% 95% 113% 107% 99%
10 Elm.
szOras? 9,90 9,05
Stat. 27,0 9,83 29,07 4,021 18,9 10,0 16 2
szOras? ’ > ) s s ,05 ,5 2,25
. 64% 20% 6% 5% 29% | 203% 65% 55%
Hiba %
Koltség 18,92* 45,9 | 309,7 67,32 | 147* 66,7 102,1 101,1
99% 113% 89% 87% 99,8% 91% 90,2% | 90,7%
Elm.
100 by 0,999 0,999
fz‘f;ﬁss- 18,50¢| 1,17 | 0,872| 0951 |144,56*| 6,59 | 0,76 | 0,68
Hiba % 99,1% 11% 5% 9% 99% 30% 5% 1%
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A 2. tablazat szerint a felosztas finomitdsdaval a becslés atlagos hibaszazaléka
(amelyet a

@.1) i 2": [t —m)

-100%
n i=1 tl'

képlet szerint szimitottunk) jelentdsen javul, de ezt csak joval szerényebb mértékben
koveti a koltségmegtakaritds javuldsa. Figyelemre mélté azonban, hogy a program
futasi ideje n novelésével egyenes aranyban nd.

A y(2) fiiggvény és a (1; —m;)? tapasztalati szérasnégyzet osztadspontonkénti ki-
szamitdsa soran ugy talaltuk, hogy viszonyukat a gyors stacionarizdlédas miatt jol

.77

jellemzi az idBatlag

4.2)

és y(1) viszonya (y(¢) kozel konstans). Ezért a fiiggvények teljes menete helyett
e két szamot és az ehhez jarulod (4.1) atlagos hibaszazalékot adjuk meg a becslés
pontossaginak jellemzésére a 3. és 4. tablazatban.

Ezzel szindékoztunk ,,ellen8rizni” a szimuldciét, és kedvezden értékelhettiik,
hogy altalaban a tapasztalat j6l egyezik az elmélettel. Ugyanakkor érdekes, bar nem
megleps, hogy néha kis szérasértékhez is nagy hibaszazalék jarul. Magyardzatra
szorul viszont az 4llapot rossz becslése, ha g,/0,~10n. Vegyiik észre, hogy ekkor
a (2.9)-ben szerepld kitevé —10 koriili, igy az integralkozelitésb6l adddd hibara

3. TABLAZAT

A statisztikai és az elméleti szérdsnégyzet a hozzdjdruld dtlagos
hibaszdzalékkal a folytonos vezérlés mellett

aylay 10 100

n a { —0,01 -0,1 -1 -10 —100 —0,01 -0,1 -1 —10 =100
Elméleti
szOras? 9,99 | 9,90 | 9,05 | 4,14 0,499 1,000 | 0,999] 0,990( 0,905| 0,414

Stat.

szOrast | 28,92 11,14} 9,76 | 21,69 0,65 18,9* | 14,3 | 48,1 | 1,51 | 1,81
15

Atlagos

hiba % 40% | 31% | 87% | 84% | 99,3%| 99,2%* | 99,2%]| 99,1%| 98,9%( 97,2%

Stat.

szoéras® | 10,17| 8,81 9,03 { 4,85| 0,32 5,26 0,919( 3,35 | 1,09 | 0,38
150

Atlagos

hiba % | 18% | 44% | 21% | 87% | 94% 38% 29% | 24% | 61% | 95%

Stat.

szoras® | 11,99 6,76 8,14 | 1,83 0,58 1,31 1,16) 0,90 | 1,62 | 0,35
1500

Atlagos

hiba % | 67% | 16% | 23% | 54% | 102% 5% 11% | 20% | 47% | 44%

Alleal, A ikai Lapok 13 (1987—88)




SZTOCHASZTIKUS VEZERLES 169

4, TABLAZAT

A koltség és ardnya a vezérlés nélkiilihez, valamint a becslés pontossdga
a jel-zaj viszony fiiggvényében

n=1500 Folytonos vezérlés Diszkrét vezériés

@ o,log 1 10 100 1000 1 10 100 1000
Koltség 225,4 405 210 179 58,1 8,68 112 127

116% 93,2%| 89,3% | 81,0%| 99,9% | 93% 85% 80%
-0,01 Elm. sz. 99,0 9,99 1,00 | 0,100 61,3 10,3 1,38 0,681
Stat. szbras? 178 31,0 1,42 10,7 75,4 6,57 0,39 0,011

Hiba 79% 53% 14% 29% 134% 81% 3% 1%

Koltség 13,3 301 45,2 16,1 29,68 21,2 12,6 20,6

Megt. 99,1% | 94% 95% 93,5%. 98% 93% 91% 94%
-1 Elm. sz.2 41,42 9,0 0,99 0,100 38,8 9,36 1,37 0,681

Stat. szoras?| 14,3 38,1 1,56 1,507 22,3 4,92 0,516 | 0,014
Hiba 85% 23% 28,7% | 30% 83% 16% 13% 2%

rendkiviil érzékeny a rendszer. A fentiekbsl érhetéen o,/6,~100n teljesen irredlis
eredményt ad, s6t itt mar a gép véges pontossagat is figyelembe kell venni. Meg-

allapithatjuk tehat, hogy a j6 vezérléshez a felosztast a jel-zaj viszonyndl (%]
2

nem vilaszthatjuk durvabbra. (*-gal megjelsltiik azokat az eseteket, ahol mégis ez 4ll.)

A 4. tiblazatban Osszehasonlitjuk a folytonos és a diszkrét vezérlést a jel-zaj
viszony novelésének fiiggvényében. Meglepve tapasztaltuk, hogy bir a vezérlés
koriilbeliil ugyanolyan aranyban csokkenti a koltséget mindkét esetben, ez a diszkrét
rendszer allapotdnak joval pontosabb becslése mellett valésul meg. Mig az elméleti
hibaszérasok kozel azonosak, addig a tapasztalati szérasnégyzet j6val Kkisebb a
diszkrét esetben, és joval nagyobb a folytonos rendszerre. Ez azt mutatja, hogy a
folytonos rendszerben fellép valamilyen ki nem szlirt zaj is, melynek eredete val6-
sziniileg a rendszer diszkretizaldsa. A jelenség pontos elméleti magyarazatat azonban
nem ismerjiik, ez késGbbi vizsgilat targya lehet.

Végezetill ezton szeretnék koszonetet mondani ARATO MATYAs professzor-
nak, aki a probléma ilyen irAnyd megkozelitésére felhivta figyelmemet, munkdmat
mindvégig figyelemmel kisérte és segitette hasznos megjegyzéseivel.

IRODALOM

[11 ARATO, M., Linear Stochastic Systems with Constant Coefficients (Springer-Verlag, 1982).

{2] ArNoOLD, L., Sztochasztikus differencidlegyenletek (Miszaki Konyvkiado, 1984).

[3] FLeminG, W. H., RiSHEL, R. W., Deterministic and Stochastic Optimal Control (Springer-Verlag,
1975).

[4] KuUckera, V., “A review of the matrix Riccati equation”, Kybernetika 9 (1973) 43—61.

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—388).



170 MARKUS L.: SZTOCHASZTIKUS VEZERLES

[5] ReD, W., Riccati Differential Fquations (Academic Press, New York, 1972).

[6] Kiss, A., ,,A szeparacios elv alkalmazdsa linearis optimalizalasi feladatban szines zaj esetén
Alkalmazott Matematikai Lapok;

{7] JTaouep, P. HI., lupses, A. H., Cratuctaka cny4aiiasix npoueccos (Hayka, Mocksa, 1974,)

(Beérkezett: 1986. augusztus 21.)
(Atdolgozva beérkezett: 1986. szeptember 24.)

MARKUS LASZLO
SZAMALK i
1115 BUDAPEST, SZAKASITS A. U. 68.

PARTIALLY OBSERVABLE SYSTEM UNDER STOCHASTIC CONTROL
(Simulation on a personal computer)

L. MARKUS

At discrete points we compute the state estimation, the control and the cost function of the
continuous, partially observable system (2.1), (2.2). We have found that the more stable the system
is, the less cost saving can be achieved and, surprisingly, lower noise during observation does not
result in much better state estimation.
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A KULFOLDI SZAKIRODALOMBOL

ZAJOS RENDSZEREK IDENTIFIKACIOJA!

R. E. KALMAN

(Swiss Federal Institute of Technology, Ziirich University of Florida,
Gainesville, Florida)

Az elmilt huszondt évben szaimos tudomanyos és személyes kapcsolatom volt a Sziyeklov
Intézettel. Nagy 6rom és megtiszteltetes szZimomra, hogy itt lehetek és kézremiikodhetek az Ondk
50. évfordulos linnepélyén. Hozz4 szeretném tenni, hogy eladasom inkabb a kévetkezd Stven évvel
fog foglalkozni, mint az elmultakkal.

Mivel a Szovjetunioban, Moszkvdban a Sztyeklov Intézetben beszélek, bevallom, hogy mostani
eldadasom motivacidja — éppligy, mint az utobbi idében gondolataim tobbsége — visszanyalik
PONTRJAGIN professzor tr egy véletlen megjegyzéséhez, amit 1969 oktdberében, stanfordi latogatdsa-
kor mondott. Azt hiszem, annyira j6l emlékszem az alkalomra, hogy szé szerint tudom &t idézni:

»A matematikusok nem hisznek a véletlenten.”

Bér akkor nem értettem pontosan, sohasem felejtettem el ezt a mondast. Azonnal meg kellett volna
kérdeznem magamtél, hogy ez igaz-e, és észre kellett volna vennem, hogy ez egy kutatési tervet
sugall. Kétségteleniil fontos lenne tudni, hogy PONTRJIAGIN személyes véleményét mondta-e, vagy
pedig ugy kell tekinteni az allitdsit, mint egy nyitott tudomanyos kérdést.

Sohasem beszéltem err6l PoONTRIAGINnal, de szeretném itt megkdszonni Neki, hogy —
bir nem tudatosan —, de Osztonzést adott arra, hogy megfogalmazhassuk napjaink taldn leg-
fontosabb tudoményos problémajat, amely magéban foglalja a (tiszta) matematika és a valo vilag
viszonyét.

1. Rendszerelméleti tények rovid attekintése

Mivel f6leg 0j problémékkal szeretnék foglalkozni, ezért nem fogom Ondoket
a rendszerelmélet matematikai appardtusdnak technika részleteivel untatni. Meg-
prébalom az eredményeket és Otleteket ugy megfogalmazni, hogy a megmaradé
pontatlansagok ne legyenek tilsagosan kellemetlenek. A referencidkban meg lehet
taldlni a sziikséges technikai részleteket.

Bizonyara meg fog lepni néhdny matematikust, hogy a koévetkezd probléma
vizsgilata,

adatok — rendszer (az adatokat magyardzé modell),

amelyet 1igy kell tekinteniink, mint szinte minden tudomdanyos teriilet alapvetd fel-
adatat; komoly és érdekes matematikai problémakhoz vezet. A fenti probléma
vizsgélatanak nyilvan fontos kapcsolata van a klasszikus (Kolmogorov-féle) valo-
sziniliségszdmitdssal is. Itt a ,,valésziniiség” sz6t gy szereném hasznalni, mint
az idealis vagy kozel-idealis mechanizmusok (kartyajaték, kockadobas, rulett) szoka-
sos axiomatizaldsa.

1 Ez a dolgozat a szerzének a Szotvjet Tudomdnyos Akadémia Sztyeklov Matematikai Intézeté-
nek 1984. szeptember 26-4n megtartott 50 éves jubileumi szimp6ziumdan elhangzott elGaddsanak
moédositott szovegét tartalmazza. A dolgozat eredetije oroszul az ¥Ycnexn Matemaruyeckux Hayk 40
(1985) 27—41. oldalain jelent meg, a forditas kézléséhez a szerz6 hozzajarult.
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Ennek a probléménak klasszikus rendszerelméleti megkozelitése -a kdvetkezs-
képpen fejezhetd ki.

(1.1) EGYERTELMUSEGI ELV. Ha az adatok

(i) pontosak,

(ii) teljesek,
akkor pontosan egy olyan minimdlis rendszer (matematikai modell) 1étezik, amely
reprodukélja az adatokat. Mas széval, az adatok minimélis magyarazatai izomorf
modelleknek felelnek meg.

Ez az elv annyira 4ltalanos, hogy pillanatnyilag nem lehet tételként kimondani,
hiszen akkor definidlnunk kellene az ,,adat”, ,,rendszer’ stb. altalanos kifejezéseket.
Ha ezeket a fogalmakat mar pontosan definidltuk (1. késébb), valdban olyan tételek
sokasigat kapjuk, amelyek megfogalmazdsa pontosan definidlni fogja azt is, mit
értiink azon, hogy ,,minimalis™, ,,izomorf™ stb. Semmilyen érdemleges ellenpélda
nem ismeretes jelenleg, amely korlatozni 1dtszana az Egyértelmiiségi Elv egyetemes-
ségét.

A rendszert (modellt), amely reprodukélja az adatokat, gyakran realizdciénak
hivjuk. Egy ilyen rendszert tgy kell tekinteniink, mint konkrét, explicit leirasa
annak a lehetséges mechanizmusnak, amely véleményiink szerint az adatokat gene-
rilta. A realizicios tétel egy olyan matematikai eredmény, amely megmutatja, hogy
hogyan is kell tulajdonképpen megkonstrudlni egy ilyen realiziciét az adatokbol.

1. Példa: Valésziniileg ez a legrégebbi nemtrividlis, torténelmileg érdekes reali-
Z4ciés probléma. Adatok: valdés szampéarok (x.,y,), t=1,...,N. A gyanitott
mechanizmus, amely ezeket az adatokat generélja: n polinom, amelyre

(1.2) n(x) = ¥y
minden f-re.

A polinom pontosan akkor minimdlis, ha a legegyszeriibb polinom ezzel a
tulajdonsdggal, azaz pontosan akkor, ha deg 7= minimdlis. Erre a problémara
a klasszikus realizicios tétel Lagrange-féle interpoldcids formula néven ismeretes,
nevezetesen

z—x,

(1.3) (@)= [] .

T swt X —Xg

Mivel n;, eleget tesz (1.2)-nek, a formula nyilvadn az adatok egy realizicidjat adja.
Az a tény, hogy ez minimdlis realizacid, nincs kihangsiilyozva numerikus analizis
konyvekben. Valosziniileg azért nincs, mert mindeddig igen csekély hatassal volt a
rendszerelmélet erre a teriiletre. (A bizonyitas megtalidlhat6 KALMAN [1982]). Meg-
jegyzem, hogy ebben az esetben a ,.teljesség” lényegtelen, hiszen tetszGleges N-re
az adatok teljesnek tekinthet8k. Az adatok pontossaga azonban fontos (l. késEbb).
Az ,izomorfizmus” szintén trividlis, hiszen ha a probléma kovetelményeiben lerogzit-
jilk m;, f8egyiitthatdjat; pontosan egy minimalis 7 létezik. Tehat ebben az esetben
az Egyértelmiiségi Elv egy vilagos tétel.

2. Példa. Egy X éallandé egyiitthatés dinamikus rendszert tGkéletesen meg lehet
adni Z(z) dtmeneti fiiggvénye segitségével, amely egy valddi raciondlis matrix. Ha
Z-t ,,adat”-ként tekintjiik, akkor az Egyértelmiiségi Elv Ujra egy tétel. A realizicié
egy Z rendszer lesz, amely n allandé egyiitthatés, elsérendd, linedris differencial-
egyenlet (= konstans; véges dimenzids linedris rendszer). ,,Minimédlis” azt jelenti,
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hogy n minimalis, vagy ami ugyanaz: az allapottér dimenzidja minimalis. Ebben a
formaban a tétel el6szor KALMAN [1962, 63]-ban jelent meg. Szorosan kapcsolodd
eredményeket kozolt véges automatdkkal kapcsolatban SCHUTZENBERGER legalibb
egy évvel korabban.

Erdemes megjegyezni azt a tényt, hogy a kovetkezd fejezetbeli absztrakt (ellen-
Orizhetetlen) ,,minimdlis” feltétel ekvivalensnek bizonyult a kovetkez8 konkrét és
igazolhat6 feltétellel: egy X rendszer pontosan akkor minimdlis, ha teljesen meg-
figyelhetd és teljesen irdnyithaté. (Hozza szeretném tenni, hogy a megfigyelhet8ségi
feltétel fontossagit PONTRIAGIN és GAMKRELIDZE fedezték fel az optimalis kontrol
teriiletén végzett kutatdsaik soran, egymastdl fiiggetleniil. A megfigyelhetSségi
feliételt — amelyet dualitasi megfontolasok sugalltak az irdnyithatésag megfeleldje-
ként —, Moszkvaban, 1960-ban én vezettem be elsGként. (L. KALMAN [1960].)
Mindkét feltétel — a teljes iranyithatdsag és a teljes megfigyelhetGség — sziikséges
a minimalitas igazolasdhoz. Koriilbeliil két évbe telt, 1960-t6l 1962-ig, mire tisztaztuk
ezeket a ma mar klasszikusnak szamité dsszefiiggéseket.)

2.4 Példa. Semmi lényeges valtozds nem torténik, ha az el6z8 példaban meg-
engedjiik, hogy a (véges-dimenzids, lineéris) rendszernek idGben valtozo egyiitthatoi
legyenek. Tény, hogy az egyértelmiiségi tételt ezen az 4ltalanosabb szinten bizonyi-
tottam be els6 izben. L. KALMAN, FARB,, ARBIB [1969. 10. Fej., c. Fiiggelck].

Sem a ,,linearis”, sem a ,,véges-dimenzids’’ nem korlatai az Egyértelmiiségi Elp-
nek. Az algebrai geometria klasszikus fogalmait hasznilva SONTAG és ROUCHALEAU
[1976] bebizonyitottak, hogy az Elv polinomialis, diszkrét idejii nemlinearis rendszerek
esetében is tétel. Yamamoro [1981] bebizonyitotta, hogy az ,irdnyithatdsiag™ és
,,megfigyelhetdség™ fogalmak alkalmas ujradefinialasaval az Elv ismét tétel végtelen
dimenzids linedris rendszerek nagy osztdlya esetén. Fzeknek az eredményeknek az
altalanossdga bizonydra meglepd azoknak, akik alkalmazott matematikai teriileten
dolgoznak. Kevésbé meglepd ez a (tiszta) matematika teriiletén dolgozdknak, hiszen
az egyértelmiiségi tétel majdnem igaz a kategériaelméletben. A téma részieteirgl
1. KALMAN [1976].

Mivel a rendszerelméleti meggondolasok egyforman j6l alkalmazhatdk a fizikai,
biol6giai, gazdasigi vagy absztrakt teriileteken, természetes dolog kapcsolatot
keresni a rendszerelmélet és a klasszikus fizika k6zott. Ezeket a vizsgalatokat WILLEMS
[1979] kezdte. Kovetkezd példank az § dolgozatabdl valo.

3. Példa. A gravitacioro! sz616 Newton-16rvény igen jol ismert, de ennek sziile-
tését altalaban rosszul mondjék el bevezet§ fizika konyvek. A kovetkezd okoskodds
segitségével az olvasd megértheti NEwTON nagyszerii felfedézésének matematikai
hatterét:

Tekintsiitk adatként a Kepler-,,torvényeket”: minden bolygd elliptikus palydn
kering a Nap koriil, melynek egyik fékuszaban a Nap van; tovabba teljesiilnek a
keringési sebességre vonatkozé jol ismert addicids szabalyok.

A Kepler-torvények, természetesen, nem torvények, hiszen nem pontosan igazak.
Feltehetjiitk azonban, hogy pontosak, hiszen NEWTON is ezt tette. Ezzel a realizacids
probléméban definidltuk a pontos adatokat.

NEwTON f8 eredménye abbdl all, hogy a graviticids erdr8l szol6 forditottan-
négyzetes torvénye olyan ellpitikus mozgisokat eredményeznek, amelyek kielégitik
a Kepler-térvényeket. Mas szoval, a kéttest probléma megoldasdval NEWTON meg-
mutatta, hogy graviticiés térvénye egy olyan modell, amely a Kepler-iGrvényekben
osszefoglalt tapasztalati tények egy realizacidja.
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Mit mondhatunk az egyértelmfiségrsl? Nyilvanvaléan NEWTONT is érdekelte
ez a kérdés, mert ugy tiinik, hogy foglalkozott azzal a gondolattal, hogy a ,.fordi-
tottan-négyzetes”-beli 2-t 2 +¢-ra kicserélje. Arra az eredményre jutott, hogy e-nak
nullanak kell lennie. NEWTON szerencsés volt (valamint okos), hiszen forditottan
négyzetes térvénye a Kepler-ellipszisnek minimalis magyarazatat adta, és fgy az
Egyértelmiiségi Elv szerint varhatdan ez az egyetlen lehetséges magyardzat. WILLEMS
[1979] bebizonyitotta, hogy itt az Egyértelmiiségi Elv ismét tétel.

NEWTON gravitdcios formulaja azonban csak azért valhatott toérvénnyé, mert a
minimalis realizdcidé egyérielmil (igy nyilvan elegendS volt csak ezt megkeresni).
Tehit ez a térvény egy egyszerii matematikai ténynek — nevezetesen az Egyértelmii-
ségi Tételnek — a kdvetkezménye. (Persze itt az (1.1)-ben emlitett ,,izomorfizmus”
tetszGleges fizikai objektum stb. valasztésat megengedi). Ez a kijelentés nem annyira
trividlis, mint aminek latszik; emlékeztetjiik az olvasdt arra, hogy NEWTON nem
oriilt tulsdgosan annak, hogy a graviticié a tavolsagtdl fiigg, mivel ezt nem tudta
az Altalanos fizikai szemlélettel Gsszeegyeztetni. Ez még nekiink is problémat okoz.
Az igazat megvallva, NEwTON felfedezése csak matematikai oldalrél nézve vilagos
és atfogd érvényli, az alapul szolgald fizikai probléma (ti. mi okozza a graviticiot)
még mindig jorészt megoldatlan.

NEewWTON masképp is szerencsés volt (és nem csak okos). Azért volt szerencsés,
mert KEPLER szerencsés volt. KEPLER nem tudta volna megfogalmazni ,,torvényeit”,
ha lett volna egy tucat Nap koriil keringd, Jupiter méretii bolygs, mert akkor a plydk
mar nem lettek volna ellipszisek. Tény, hogy sok szempontbdl még mindig meg-
oldatlan n>2-re az n-test probléma. KEPLER szerencsés Iépése (és zsenialitdsa) volt
a pontatlan mérési eredményeket pontos ellipszisekkel kicserélni (legalabbis, 6 ugy
hitte, hogy pontosak), és ezzel elinditotta a nyugati tudomany egyik legnagyobb
sikertorténetét.

A mostani el8adas keretében ugy tekintjitk KepLER felfedezését, melyben a pon-
tatlan (zajos) adatokat pontosakkal helyettesitette, mint az a lépés, amellyel a ma-
tematika hatalmat haszndlatba vettiik az Egyértelmiiségi Elven Keresztiil. Most
ltaldban arra vagyunk kivancsiak: Mi a teend6, ha az Egyértelmiiségi Elv nem alkal-
mazhaté, mert az adatok pontatlanok?

2. Zajos adatok

A II. Vilaghaboru 6ta a fizikusok, mérn6kék és a gyakorlati tudomanyok terii-
letén dolgozdék nagy része kozott dltalanos megéllapodés jott létre: a pontatlan
adatokat zajosnak tekintjiik. Zaj alatt sok mindent érthetiink: bizonytalansagot,
mérési pontatlansagot, ismeretlen hatdsokat, véletlen hatdsokat, nemlinearis hatdso-
kat (ha linearis problémakkal foglalkozunk), és altaldban barmilyen eltérést a pontos
esettSl. Fontos észben tartani, hogy a zajt gy kell felfogni, mint egy nem modellez-
hetd mennyiséget. Ha valami modellezhetd, és igy elGrejelezhetd, akkor az adatokbdl
felépitett rendszer részének tekintjitk és nem zajnak.

Zajos adatokroél csak egy igazan altaldnos allitdst mondhatunk:

(2.1) BIZONYTALANSAGI ELV: Pontatlan (bizonytalan) adatok=

= nem egyértelmii (bizonytalan) rendszer.
Azt hiszem nem kell részletezni ezt a kijelentést. (Azért hasznéltam a ,,bizonytalan-
sagi elv” kifejezést, mert hasonld helyzetben vagyunk, mint a fizikdban.)
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A zajos-realizdcidelmélet feladata szintén nyilvanvald: hogyan lehet az adatok-
bdl szdrmazd bizonytalansdgot ,,atvinni” az adatckbol felépitett rendszer bizony-
talansdgdba. Semmiféle olyan szamitast nem tudunk elvégezni, amellyel az adatok
bizonytalansdganak szdmszerii leirdsit kapnank.

Sajnos ez a valosdgos nehézség gyakran egy egyszerii pszichologiai nehézséggel
taldlkozik, nevezetesen az emberi idegenkedés azoktdl a problémaktél, amelyek nem
adnak egyértelmii megoldast.

Kialakult valahogy egy filozéfia a bizonytalan adatok kezelésére. Ugy tiinik,
ez a filozéfia mindkét nehézséggel megbirkdzik. Statisztikus korékben 4ltalinosan
elfogadott ez a megkozelités, de kevésbé elfogadott azon komoly emberek szdmdra,
akik ezen a teriileten kiviil dolgoznak. Lényege a kdvetkezs:

(i) Tegyiik fel, hogy egy mereven lefixalt absztrakt valészin{iségi mechanizmus
(gyakran igen egyszerii tipusii) generalja az dsszes bizonytalansagot.

(ii) Tegyiik fel, hogy az adatok egy absztrakt valdsziniiségi mechanizmus altal
irdnyitott, fix egyensulyi dllapotban levé populacio fiiggetlen mintai.

Még konvenciondlisabb megfogalmazdsa ennek a kovetkezd: az adatok egy
fix, valdsziniliségi torvényeket teljesitS, végtelen populdcié véges, fiiggetlen meg-
figyelései. Ezt ugy fogjuk hivni, hogy altalinos statisztikai el&feltevés.

Klasszikus statisztikusok az adatokat mintanak tekintik (anélkiil, hogy gondol-
kozninak ezen). Ugy tekintik az adatok bizonytalansdgét, mint a véges N minta-
elemszam kovetkezményét. A standard statisztikai eléfeltevést kiilonGsen erdteljesen
tdmogatta az 1920-as években R. A. FISCHER, akit ugy tekintenek, mint a ,,kis mintas
statisztika legelsG szakértGje a vildgon™. FISCHER ,,mintavételi modell’-je jonéhany
statisztikai problémadra alkalmazhat6, de maés teriiletek kutat6éi szdmdira nagyrészt
elfogadhatatlan. Ez abbdl a ténybdl lathatd, hogy manapsdg az N elemii minta
fogalma a zaj-mér6 appardtusok tobbségében egyaltalan nem jatszik szerepet.
Mérési hibak barhol el6fordulhatnak, de ezek a hatdsok valdsziniileg kicsik. Durva
hiba azt éllitani, hogy minden adat mintavétel, vagy hogy minden bizonytalansig
a mintavételezésbdl fakad.

Tehat a klasszikus statisztikus elGfeltevéssel dolgozik (olyan a priori feltevést
tesz, aminek nincs vagy csak igen kicsi a tudomanyos alapja), mikor az adatokat
a ,,mintavételezési modell’ alapjin vizsgilja. Minden deduktiv k6vetkeztetés ennek
a munkanak irrelevins, ha az el6feltevés hamis abban a szitudciéban, amire ezt
alkalmazzak.

Még tagabb értelemben az elSfeltevés a zajos identifikacid Osszes jelenlegi el-
jardsanak athatd problémaja. Példaul a ,.legkisebb négyzetes™ eljaras is beleesik
ebbe a csapddba még egy hozzavett (és igy elSzetes) statisztikai feltevés nélkiil is.
Ez abbdl a ténybdl is lathatd, hogy a legkisebb négyzetes mddszer egyértelmii meg-
oldast ad arra a feladatra, hogy a zajos adatokra egyenest illesztiink. Ez a megoldds
nem lehet korrekt, mert megsérti az Egyértelmiiségi Elvet. A pontos adatok esetében
minden pontnak pontosan az egyenesre kell esnie. Ekkor az egyenes egyértelmiisége
— amely az egyetemesen érvényes Egyértelmiiségi Elp kovetkezménye — nyilvan-
valéan egy igaz, bar elég trividlis matematikai tény. Hogy az eldfeltevés szerepét
jobban megérthessiik a kovetkez§ fejezetben egy specidlis helyzetet fogunk meg-
vizsgalni. A mar ismert identifikacids eljardsokban olyan feltételeket fogunk keresni,
amelyeket el6feltevéseknek tekinthetiink. Ez gyakran messze nem trividlis. Altala-
ban, az elSfeltevés nélkiili identifikdcié lehetdségét fogjuk vizsgélni.

Megjegyezziik még, hogy a klasszikus (Kolmogorov-féle) valosziniiségi meg-
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kozelités valosagos adatokon képtelen a bizonytalansigi probléméval foglalkozni.
A gyakorlati problémak tobbségében nem lehet ilyen informéciét identifikdlni az
elérhetd adatokbol. Jol ismert, hogy eldontetlen kérdés, vajon egy hosszu szdmsorozat
tekinthetS-¢ véletlen sorozatnak. Erdekes teriilet a véletlennel dnmagéban foglal-
kozni, de til szegény tudomanyos eszkoz a zajos adatok kezelésére. Végiil is, fGleg a
rendszerek érdekelnek benniinket — amely bizonytalan lehet, de remélhetSleg nem
véletlen — nem pedig a zaj. Manapsdg a statisztikdban épp ellentétes a tendencia.
Egyetértek KoLmoGorovval, hogy ,,valami nincs rendben a statisztikdban”.

3. Altér identifikacioja

Nézziink még egy problémat, ami valdban igen trividlis pontos adatok esetén.

4. Példa. Tekintsiink egy fix r-dimenzids ¢ kodimenzids H alteret R"-ben, ahol
r+q=n. Tegyiik fel, hogy az adatok olyan R"-beli pontok, {x,}, t=1, ..., N, amelyek
(pontosan ) H-ban vannak. Ha ennek a halmaznak a rangja r, akkor az adatok
teljesek. Az Egyértelmiiségi Elv alapjan azt varjuk, hogy H-t egyértelmfien identifi-
kalni lehet x,-b3l. Természetesen ez egy tétel, de egy kicsit tobbet fogunk allitani.

Egy alteret kétféleképpen adhatunk meg: (1) generdtorok vagy (2) lineéris
relacidk segitségével. Ha kivalasztunk r fiiggetlen H-beli x, pontot mint generdtoro-
kat, akkor az adatokat — megfelel§ koordinatarendszerben — a koévetkezd matrix
irja le:

3.0 (),

ahol I, rXr-dimenzids egységmatrix, és az mXr-dimenzids G maétrix elemeit Ggy
tekinthetjiikk, mint H Pliicker vagy Grassmann koordindtdi. Szokdsos megkozelitése
az identifikaciés probléméanak, hogy olyan kovektorokat kell az ezekbdl az adatok-
bol konstruélni, amelyek H-t a sokasdgban lineéris relacidk segitségével irjak le.
Erre a konstrukcidra szokds tigy hivatkozni, mint ,,dudlis Grassmann koordindidk”™.
(L. Hopack és PepOE [1968. VII. 3. Fej. 292. old.].) A (3.1) kanonikus alakbdl ez a
konstrukcié trividlis, hiszen ezt a kovetkez6képpen adhatjuk meg:

3.2) (G-1,)

Tehat a G matrix elemeit szintén meg lehet kapni a dudlis Grassmann koordindtdk
segitségével. Magitdl értetddik, hogy az ,,egyértelmiiség”-et itt olyan értelemben
kell tekinteniink, hogy H a Grassmann sokasdg pontjain fut végig.
A példaban szereplé feladat az egyetlen, melyre részletes irodalmat taldlhatunk
a zajos identifikaciéban. Most kritikusan megvizsgaljuk az elérhet§ eredményeket.
Csak additiv zajjal fognak foglalkozni. Tegyiik fel az egyszeriliség kedvéért,
hogy az adatok atlaga > x,=0. Tehat a zaj fogalminak matematikai jelentést

t
adunk, ha kozvetetten igy definialjuk:
3.3) X, =: %+ %y,

ahol %, a pontos vagy igazi komponense x,-nek, mig X, a zaj. Pontos adatok esetén
%,=0 minden ft-re és X, H-ban fekszik. Megjegyezziik, hogy (3.3)-ban a jobb oldalit
(ami nem egyérteimii), a bal oldal segitségével definidltuk.
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Adott, fix H esetén az {x,} zajos adatokat ugy tekinthetjiik, mint egy H koré
csoportosulé felhdt. Ha %, minden #z-re elég kicsi (ez a gyenge-zaj eset), nincs ra
intuitive magyarazat, hogy miért ne lehetne ez igaz. Az elméleti probléma azonban
nem konnyd, mert ,,ad hoc” szabalyok helyett altalanos eredmények érdekelnek
benniinket. Minden ilyen eredmény maga utan vonja az adatok (3.3)-nak megfelel
felbontasat ugy, hogy minden £, abban a H altérben van, amelyet a felhdbdl iden-
tifikaltunk. Azonkiviil az Egyértelmiiségi Elv szerint H nem lehet egyértelmii.

Alapvetd folytonossagi meggondolasokbdl kovetkeznie kell — legalabbis ma-
tematikailag szép esetekben —, hogy ha a zaj 0-hoz tart, hatarért¢kként megkapjuk
az Egyértelmiiségi Elvet. Tehat a zajos adatok problémdijit a pontos esettel vald
kapcsolataban kell tekinteniink, legalabbis akkor, ha a feladat zaj-mentes hatdrérték-
ként folytonos. A mai statisztikabol hidnyzik a zaj-mentes hatarérték fogalma,
mivel itt belefeledkeznek mintavételezésbe. Nyilvanvaléan a végtelen minta hatireset
nem elég érdekes az ortodox statisztikusoknak.

Az ismert zajos identifikdcids sémak mind legalabb egy feltevéssel élnek (3.3)-ra
vonatkozéan:

(3.4 £ ortogonilis X-ra

»ortogonalitds™ itt azt jelenti, hogy %, és %, atlaga zérus, tovdbba az adatok kereszt-
kovariancia matrixa

(3.5) > %% = 0.
t

(Ha a szokdsos statisztikai feltevéssel éliink, miszerint a popul4ciéban £ és X (mint
valésziniiségi valtozdk) ortogondlisak vagy fiiggetlenek, még nem kovetkezik, hogy
a (3.5) kovariancia nulla, hiszen mérési hibak el6fordulhatnak. Ha %, és %, kiilén-
kiilon ismertek, akkor (3.5) csak a co-mintavételi hatirértékben igaz. Ennek ellenére
a legkisebb négyzetek elvét vagy a (3.3)-ra vonatkozé identifikicié mas mddszereit
is igy hasznaljak, mintha (3.5) pontosan teljesiilne az adott adatokra (mintdkra).)

Megszokott dolog, hogy nem kozvetleniil az {x,} adatokkal foglalkozunk,
hanem a feth§ pontjait az adatok kovarianciamatrixaval helyettseitjiikk, melyet
a kovetkezGképpen definidlunk:

(3.6) 2= D xx,.
t

X nyilvan szimmetrikus métrix. A definicié alapjin koénnyen lithatd, hogy
nemnegativ definit.

Tegyiik fel, hogy (3.5) teljesiil. Ekkor az adatok (3.3)-nak megfeleld feltételezett
felbontisa az adatok kovarianciamatrixnak kovetkez$ felbontisdt eredményezi:

3.7 I=5+%

ahol £, & szimmetrikus, nemnegativ definit. Ha az adatokat tgy generaljuk, hogy
a fix ¢ kodimenziés H altéren valasztjuk az X, pontokat, akkor corank (£)=g és
3 oszlopai H generatorhalmazat adjak. (3.3)-nak és (3.4)-nek megfelelGen 4ltalanos
zajt hozzdadva, & pozitiv definit lesz. Igy feltehetjiik, hogy a (3.6)-tal definidlt X
matrix (altaldban) pozitiv definit.

A forditott irdnyu felbontds; nevezetesen (3.7) alapjan (3.3) igazoldsa kicsit
kényesebb, s igy késébb tirgyaljuk. A zajos identifikdcié harom standard sémajat
fogjuk most attekinteni.
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(1) Legkisebb négyzetek. Tekintsiik az x, pontok koordinatainak egy fix (tetsz&-
leges) felbontdsat két halmazra. Legyenek ezek a halmazok xs, és x4,. Mivel ez
Osszeegyeztethetd azzal a feltevéssel, hogy az adatok atlaga zérd, egy ilyen fel-
bontas T egy felbontasat vonja maga utén, éspedig

Z** Z*#]
3.8 2= .
38) [r#* Tes

Definidljuk S-t: S:=Z~L Ekkor S-nek értelmezhetjitk a fentinek megfelel§ fel-
bontdsat. Vezessiink be néhany tovabbi definiciot:

A= St (SuxSxs)
(39) f** = S;,.}, f*# = f## = O,

Konnyen ellendrizhetd, hogy
(3.10) AL =0, £ és £ nemnegativ definit métrixok

és (3.7) teljesiil. A (3.9—3.10) Ssszefiiggések a legkisebb négyzetes zajos identifikdcids
tételt alkotjék, mivel egy olyan H alteret identifikdlnak, melynek kodimenzidja
g=rank (A4).

Kapcsoljuk Ossze ezt az eredményt a legkisebb négyzetes eljards megszokottabb
jeloléseivel. El8szor is vegyiik észre, hogy ebben az esetben a (3.3)-ban megkévetelt
felbontast a kovetkezd valasztassal érhetjiik el:

3.11) x,:=5$21x,.

(3.11)-ben P:=£Z! egy vetités operator. Nyilvain AP=0. fgy P x,-t egy H-ban
fekv8 £,-ra vetiti. Ezekbdl a tényekbdl {%,} és H legkisebb-négyzetes tulajdonsdga
konnyen bebizonyithat. Ebbs! kovetkezik, hogy a legkisebb-négyzetes hiba tr Z.
Végiil: (3.4—3.5) a legkisebb négyzetek klasszikus tulajdonségét adjak.

Mostani mdszeriink, ami semmi esetre sem nevezhetd standardnak, a legkisebb
négyzetek fontos 0j arculatat tarja fel; Gauss 6ta ezek az elsG j tételek a témakorben.
Az eredmények matematikailag trividlisak, igazak és igy (ANDRE WEIL szerint)
érdekesek!

Nézziik a legfontosabb tényeket:

(a) A legkisebb négyzetes realizicids tétel x, tetsz8leges (x«, x4,) felbontdsa ese-
tén miiksdik, és egy g=rank (4)={* halmaz elemszdma} dimenziés H alteret
identifikal. Fz azt jelenti, hogy a legkisebb négyzetek modszere teljesen hasznalha-
tatlan identifikaciora még kis zaj esetén is. A konstrukcié eredménye kizardlag azon
az eléfeltevésen mulik, hogy a * halmaz a véltozok mely részhalmazabél &ll. Az
eredmény egyiltaldn nem fiigg az adatoktdl, hiszen az eljirds tetsz8leges pozitiv
definit X esetén miikodik.

(b) A # részhalmazban levs véltozéknak igen egyszerii az értelmezése; zaj-mente-
sek. Ez a konstrukciobdl l4thaté, miszerint Z+y =244 =0. Ez nyilvin nagyon
szigoru feltevés. Altaldban semmi okunk nincs feltenni, hogy barmelyik véltozé is
teljesen zaj mentes. A legkisebb négyzetek 4ltaldnossdga miatt nincs arra feltétel,
hogy melyik valtozé kevésbé zajos, mint a tébbi — igy barmelyik vdltozét zaj-
mentesnek mondhatunk.
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(c) Ha az Gsszes valtozét, egyet kivéve, zajmentesnek tekintiink, a szokédsos leg-
kisebb négyzetes esetet kapjuk (egyszerii regresszi6). Ekkor Z-nak csak egy nem
nulla eleme van, o;;, ami annak felel meg, hogy az i-edik valtozdt valasztjuk reg-
resszornak. Ebb8l kovetkezik, hogy &;:=1/S;, tehat a problémat trividlisan meg-
oldottuk. Semmi tényleges minimalizalas nincsen!

(d) Mivel £ nemnegativ definit, teljesiilnie kell, hogy o;-=6,=1/S; amibdl az
kévetkezik, hogy

(3-12) GiiSy = 1.

Ez a fizikaban szerepld Bizonytalansdgi Elv szokdsos alakja. Latjuk tehat, hogy
szoros kapcsolat lehet a Bizonytalansdgi Elv fizikai értelmezése és modern legkisebb
négyzetes eljarasunk bizonytalansdganak elemi vizsgélata kozott.

(2) Fdkomponensek. A statisztikai fogalmaknak gyakran sokkal! régebbi mate-
matikai forrdsa van. Mivel Z szimmetrikus matrix, egyszerii spektraleloélhtasa
van. fgy Z=UAU’, ahol A diagonilis (a dlagonéhsban pozitiv elemekkel) és U
egy ortogoadlis matrix. Sokszor megjegyezték mar, hogy ez a felbontis egy zajos
realizacids tételt ad, a kovetkezGképpen.

Jelolje A* azt a diagondlis matrixot, melynek ¢ nem nulla diagonilis eleme
A g sajatértékével egyezik meg. (Példaul a g legkisebb sajatértékkel), és az Gsszes
tobbi eleme 0. Hasonléan, legyen A, diagondlisiban A maradék r sajatértéke,
mint nem nulla diagonalisbeli elemek. Megkoveteljiik, hogy A=A+ A4y és AxAds=
=0. Ismét, * jelentése ,,zajos”, # jelentése ,,zajmentes”. Legyenek tovdbba

Aw=AU"
3.13) $:=UAU
S=UuAU,
ekkor nyilvan teljesiilnek, hogy
314 r=5+%
(.19 A5=0

ami ekvivalens azzal, hogy egy g kodimenziés H alteret identifikiltunk! A £, %
métrixok nyilvan pozitiv definitek. Tanulsdgos bebizonyitani, hogy £X~! most is
vetités operétor.

PeARrsON (1901) vezette be ezt a sémat, miutdn — helyesen — arra a kovetkez-

tetésre jutott, hogy a legkisebb négyzetek elffeltevése 1ényegében benne van a zaj-
mentes valtozok feltételezésében.
Itt minden véltozd zajos. Sajnos PEARSON nem kiilonitette el a legkisebb négyzetek
osszes elGfeltevését. Az & séméja is tele van eldfeltevésekkel, mivel az adatokbdl
nem lehet g természetes (vagy valédi) értékét meghatdrozni. Tovabbd, a Pearson
sémdban a £ zaj-matrix tetsz&leges korrelacidkat tartalmazhat; ezek a korrelaciék
a spektraltétel alkalmazasabdl szdrmaznak. A spektrdl tétel egy egyszerdi mate-
matikai eredmény, de semmi koéze a zajos identifikdciéhoz. Tovabbi részletekrdl,
. KALMAN [1982, 8.b fejezet].
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4. A Frish-séma

Az altér zajos identifikacidjara vonatkozd clbfeltevésmentes realizicids tétel
lehet8sége eldszor Frisn [1934] fontos monografidjaban vetddott fel, legalabbis
hallgatélagosan. Nem kovette a Fisher-féle statisztikai dogmdkat. Be akarta bizonyi-
tani, hogy a legkisebb négyzetes elSfeltevés (sziikséges) velejardja g tetszdleges
vélasztasa. Nem sikeriilt ezt teljesen bebizonyitania; bar tulajdonképpen nincs is
sziikség semmiféle bizonyitisra, hiszen g tetszGlegessége azonnal kovetkezik abbdl
a fent emlitett ténybGl, hogy a legkisebb négyzetes formuldk tetszGleges g esetén
igazak. Mindazondltal a Frish-séma egy fontos séma, mert ennek mélyebb analizise
elvezet a zajos identifikdcié modern munkéihoz, 1. KAIMAN [1981].

(3.4—3.5) mellett FrisH bevezetett egy masodik axiémat:

(4.1) X% minden komponense mer§leges X Gsszes tobbi komponensére,

vagy a kovariancidk nyelvén megfogalmazva
(4.2) & = diagonalis, nemnegativ definit.

Ez az axioma elkeriilhetetlen, ha a linedris relacidk identifikdldsanak probléma-
Jjat pontosan akarjuk definidlni. Sajnos (4.1—4.2)-b8l az is kovetkezik, hogy nincs
egyaltalan megfigyelési hiba a kovariancidk meghatdrozasakor, mivel feltevésiink
szerint (3.4—3.5) és (4.1—4.2) az adat-kovariancidkra pontosan teljesiilnek, hiszen
varhatéan teljesiilnek a populéciés kovariancidkra.

FRrisH azt is észrevette — bar nem teljesen expliciten —, hogy g nincs jol definiélva,
hacsak nem maximalis. Valoban, ha a X adatok q fiiggetlen linearis relaciét tartal-
maznak, akkor mindig tartalmazzdk ¢"<g linedris relacidk végtelen halmazat is,
igy ¢’ nem lehet egy identifikalhaté invariansa az adatoknak. Ezekkel a megjegyzések-
kel:

(3) Frish-séma. Legyen X egy fix szimmetrikus, pozitivdefinit matrix. Hatdrozzuk
meg az Osszes olyan £ és & matrixot, melyekre

I=252+5%

%, £ = szimmetrikus, nemnegativ definit,

S diagonilis,

corank (£) = maximélis.

A Frish-séma matematikai elmélete eredményes lenne, ha kézvetleniil meg tud-
ndnk hatdrozni corank £ maximumat. Akkor az &sszes lehetséges £ explicit meg-
hatdrozasa varhatoan egy vilagos feladathoz vezetne. (A Frish megolddsok altalaban
nem egyértelmiiek, hiszen az Egyértelmiiségi Elv ezt 4llitja.) A megoldashalmaz
dimenzidja koénnyen lathaté algebrai-geometriai megfontoldsokkal (konstansok
szdmol4sa), miszerint

(44) d(n, q) = n—q/2—q*/2.

Ezt a formuldt az 1920-as évek Ota ismerik és vitatjak. Sajnos az altaldnos esetre
még ma sincs bizonyitas.

A (4.4) formulat ugy kell értelmezni, melyben n fix és ¢ valtozhat. Ez az adatok-
tol fiiggetleniil jonéhany feltételt kiré g-ra, hiszen nyilvinvaléan, d=0.
Igy, sajnos a Frish-séma is haszndl eldfeltevést egy elég rejtett médon.

Tekintsiink R"-ben egy L egyenest (kodimenzidja n—1), amelynek nagy része
koriil egy sziik felh§ csoportosul. Intuitiven vildgos, hogy L identifikdlhaté egy ilyen
felhdbél, de a Frish-sémdval nem lehet identifikdlni a Z-ra vonatkozé —d(n,n—1)=
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=n?/2—3n/2 megszoritas nélkiil. Egy ilyen megkotés barmilyen értelmes L-koriil
csoportosulé zaj-definiciéval ellentmondana, fiiggetleniil att6l, hogy milyen kicsi.

Igy nincs remény arra, hogy egy egyszer(i és 4ltalinos 0iton meghatirozzuk
corank £ maximumat. Mégis, van egy altalanos tétel, melyet mar FRrisH is megsejtett
és KALMAN [1981] fogalmazta meg és bizonyitotta be precizen elGszor.

(4.5) FS TETEL. A Frish-sémdban max corank £=1 pontosan akkor teljesiil, ha
2~ egy Frobenius mdtrix (minden eleme szigorian pozitiv), vagy ha X~ Frobenius
mdtrixba transzformdlhaté a vdltozdk (az x, adatvektor elemei) elGjelének alkalmas
tjradefinidldsdaval.

Ha g=1, akkor a H alteret egy egyszerii a’ kovektorra vonatkozd vetités de-
finidlja. A Frobenius mdtrix definicidja szerint ebbsl az kdvetkezik, hogy a’ minden
komponense nem nulla; tulajdonképpen pozitiv, ha az elGjeleket alkalmasan djra-
definidljuk. Igy &' tetszdleges eleme I-gyé normalizalhaté. Az 5sszes a’ vektorok
halmaza expliciten meghatirozhatd. Ez a szadmitds meghatarozza az identifikalt
rendszer bizonytalansidgit is, mely az adatok rejtett bizonytalansiganak kovet-
kezménye.

(4.6) TETEL. Ha max corank =1, akkor tetszGleges fix normalizdlds esetén
normalizdlt a kovektorok az éGsszes olyan H alteret meghatdrozzdk, amelyek Frish-
kompatibilisek egy n-szimplex X formdval, amelynek csucspontjai az dsszes lehetséges
elemi regresszids probléma (legkisebb négyzetek q=1 esetén) megolddsai.

Igy a legkisebb négyzeteknek azt az elfeltevését, mellyel éppen q=1 zajos
vdltozdt vdlaszt ki, a Frish-séma egyszeriien ugy keriili ki, hogy a Frish megoldds-halmaz
magdba foglalja az sszes ilyen lehetdséget. Mas széval g=1 esetén a Frish-megoldds
OsszeegyeztethetS a Bizonytalansdagi Elv intuitiv kdvetelményeivel, ezaltal elkeriilve
az eldfeltevést.

(4.5—4.6) Osszekombinaldsival kielégit§ tételt kapunk a g=1 kodimenzids
alterek identifikdlasara vonatkozdan. Megjegyezziik, hogy d(n, 1)=n—1, amely
természetesen a (4.6)-ban emlitett szimplex dimenzidjaval egyezik meg.

Még precizebben megfogalmazhatjuk azt a kovetelményt, hogy egy g=1 ko-
dimenzids fix altér koriil csoportosuld tetszdleges felhét tekintsiink, megfelelSen
kicsi zajjal. Még arra a feltételre sincs sziikségiink, hogy az adatok eleget tegyenek
a (3.4—3.5) els8 axiéménak.

(4.7) TETEL. Tekintsiink egy dltaldnos, I-kodimenzids, fix, H* alteret. Legyen
xf, t=1, ..., N H* pontjainak egy megfelelden teljes halmaza, melynek dtlaga nulla,
és korank X*=1. Legyenek x,.=xf-+Z%,, ahol %, tetszbleges, dltaldnos zajvektorok,
melyek dtlaga nulla, és szintén elegendden kicsik ahhoz, hogy X pozitiv definit legyen,
megfelelfen kizel 2*-hoz.

Ekkor a Frish-séma maximdlis korangja 1, tovdbbd létezik egy H Frish-altér,
amely egybeesik H*-gal.

Ez az eredmény azt mutatja, hogy g=1 tipusi tetszSleges (kicsi) zaj a felh8ben
mindig helyettesithet ,, Frish-zajjal” amely mind (3.4—3.5)-nek, mint (4.1—4.2)-nek
eleget tesz. fgy még abban az esetben sem egyértelmiien a zaj identifikdlasa, mikor
H pontosan identifikdlt. Ez természetesen jol Osszeegyeztethet8 a Bizonytalansdgi
Elvvel. Azt is 1atjuk, hogy a zajra vonatkozd matematikai eredményeket a valdszinii-
ségre vonatkozo6 barmilyen eldfeltevés nélkiil is megkaphatjuk.

Egy fontos technikai kérdés van még hitra. Indukil-e egy (3.3) felbontdst a
Fris)h probléma valamelyik & megoldésa (azaz valamely £, amely (4.3)-nak eleget
tesz)?
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Ha adott az adatok kovariancidja, akkor létezik egy normilis valdsziniiségi
valtozd ezzel a kovariancidval. Valdszinliségi tényeket tekintve x és X-t normdlis
valosziniiségi valtozoknak tekinthetjiik, melyeknek kovariancidjat a Frish-probléma
egy (fix) megoldésa adja és gy tekinthetjiik x, és £,-t, mint ezeknek a valdsziniiségi
véaltozéknak a megfigyelései. (3.4) miatt x és % keresztkovarianciit £ tartalmazza.
Ekkor jol ismert tény, hogy a feltételes varhato érték

4.8) E(%)x) = £ x,,
a feltételes kovariancia pedig
(4.9) cov (Flx) = £-S£x-18.

Ha a P=S£X"1 operitor egy vetités, mint ez a legkisebb négyzetek és a fékompo-
nensek esetében volt, ekkor az #, x,-re vonatkozo feltételes kovariancidja nulla;
mads széval £, egyértelmiien meghatirozhato az x, adatok és X adat-statisztika segit-
ségével. Ez azt jelenti, hogy az x,-beli %, zaj pontosan ,,kisziirhet§” egyszeriien Z,
majd P kiszamitdsaval. Egy ilyen lehetSség eléggé ellene mond 6sztonds érzéseink-
nek, rdaddsul nyilvdn megsérti a Bizonytalansdgi Elvet. Igy megint leszlirhetjiik azt
a tanulsagot, hogy legkisebb négyzetek és f6komponensek elSfeltevéseket tartalmaz-
nak, kivéve mikor tudjuk, hogy x és £ normalis valdszin{iségi valtozdk (fix populacio),
és elegendden sok megfigyelésiink van, amib8l pontosan becsiilhetjiik Z-t és S-t.

A Frsih-probléma esetén £X~1 4ltaldban nem vetités. Emiatt a (4.9)-beli ko-
variancia nem nulla, de ez a kovariancia méri az £, meghatarozdsaban levs belsG
bizonytalansigot, ha adott x,, Z és egy £ Frish-megoldds. Ez épp az, aminek lennie
kell, tokéletes sziirés nem lehetséges. Megjegyezziik, hogy ez a kovetkeztetés nem
fiigg a valdszinliségelmélettSl, a (4.8) formula igaz anélkiil is, hogy barmiféle feltételt
tennénk valdsziniiségi valtozokra vonatkozdan. o

(4.10) TETEL. A Frish-probléma tetszbleges fix X, 2 megolddsdra létezik (vég-
telen sok) (3.3)-nak megfelelé felbontds, melyre %, és X, a megkdvetelt kovarian-
cidjii. Még pontosabban, %,-nak magdnak is van egy felbontdsa

X = X+ X,

ahol (4.8) egyérielmiien meghatdrozza §,-t és a mdsodik tag kovariancidjdt (4.8) adja.
Ez a helyzet nagyon hasonlé ahhoz, amikor adott kovariancidju szdmsorozatot
kell generdlni. Egy ilyen problémanak nagyon sok megolddsa van. Hasonldan,

nagyon sok Xxi, ..., Xy sorozat van, aminek a (4.9)-ben megkovetelt kovariancidja
van. Ha ezt a sokasdgot absztrakt eseménytérnek tekintjiik, nagyon sok kiilonbsz8
valdszinliségeloszlast definidlhatunk ezen az eseménytéren. Ezek a valdszinliség-
eloszlasok nyilvan nem identifikdlhatéak, hiszen a problémaban csak az az egy kove-
telmény szerepel, hogy X, kovariancijat (4.9) adja. Mivel a Frish-megoldds ltaldban
nem egyértelmii, ezt a kovarianciat sem lehet identifikdlni. (De lehet, hogy korlatos!)

Attdl félek, hogy nem hagyhatjuk el azt a kdvetkeztetést, hogy az identifikdcids
probléma bizonytalansidginak leirasat szolgél6 valdsziniiségi struktura feltétele (elG-
feltétele) lényegileg hidbavald, mivel ilyen struktirdt nem tudunk az adatokbol
identifikalni.

Egyetértek azzal a mai fizikai filozéfidval, hogy amit nem lehet identifikdlni,
azaz megmérni, annak nincs konkrét 1éte. Igy tagadnunk kell a klasszikus valdszi-
niiségi struktura tudominyos megalapozottsigét, azaz a klasszikus valdsziniiség-
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elméletet egészében, mint a bizonytalansag leirdsit. Ez azonban nem zarja ki, hogy
mas értelemnben foglalkozzunk a bizonytalansaggal.

Az itt bemutatott korabbi eredmények erdsen fiiggtek kiilénféle pozitivitasokon;
példaul azon a nyilvanval6, bar érdekes tényen, hogy minden valtozé pozitiv. A
poztitivitds (valdsziniiségé, slirliségfiiggvényé stb.) természetesen szintén alapvetd
a valdszinfiségelméletben. Lehetséges-e, hogy van egy alternativ mdd egy tijfajta
(nem klasszikus) valészinliségi elmélet felépitésére ugyanarrdl a pontrél — neveze-
tesen a pozitivitdsbol — kiindulva?

5. Instabilitas

Sajnos a Frish-séma, amely g=1 esetén megfelels, elromlik g=>1 esetén. Mivel
FrisH kutatdsdnak f6leg a g=1 volt a célja, ez eléggé kidbranditd, bar elkeriilhe-
tetlen kritika.

(5.1). ELLENPELDA. Adott fix q*=1 és megfelelden dltaldnos q* kodimenzids
H* altér esetén létezik egy teljes felhd tetszOlegesen kicsi zajjal, igy hogy X~ Fro-
benius mdtrix, mds széval a Frish-séma alapjdn identifikalt q=1 hamis.

Igy g=1 esetén a Frish-sémanem megbizhato identifikaciés séma, méga gyenge-
zaj hatarérték kozelében sem. Mas széval a Frish-séma a pontos esetben nem foly-
tonos a zajperturbaciéra vonatkozdan.

Az itt targyalt ltalanos jelenséget a kdvetkez8képpen lehet elképzelni. Emlé-
keztetiink arra, hogy a realizdcids tétel egy olyan matematikai eredmény (formula
vagy algoritmus), amely lehetGséget ad a pontos adatokbdl a minimalis realizacié
megkonstruildsara. Az erre vonatkozo klasszikus példa, mint mar emlitettiik, a
Lagrange interpoldcios probléma. Tegyiik fel, hogy kivélasztottunk 10°® pontot,
amelyek pontosan egy gomb feliiletén helyezkednek el (de nem egy alacsonyabb
fokt gorbén). Ekkor degn,=3. Ha a 10°® pontot tetszSlegesen kicsi zajjal per-
turbaljuk, akkor &ltalaban azt kapjuk, hogy deg n; =108 Mas szoval, a Lagrange
Jormula instabil kis perturbécié esetén. Nyilvanval6, hogy az identifikalt rendszer
komplexitasa nem fiigghet az adatok szdmatol, de a Lagrange formuldbdl éppen ez
kovetkezik a zajos esetben. A gyakorlatias emberek azt mondandk ,,LAGRANGE
egyszeriien beilleszti a zajt”. Igy a Lagrange formula tévedés: az egzakt esetben tel-
jesiti a minimAlis realizicié egyértelmiiségét, de haszontalan zajos esetben.

A Frish-sémdban is el6fordul instabilitas, bar sokkal kérménfontabb maddon.
Fix n és g, de ha d(n, q) negativ, akkor (legalibbis heurisztikusan) az adat matrixban
—d(n, q) algebrai feltételnek teljesiilnie kell ahhoz, hogy a Frish megoldds 1étezhessen.
Egy tetszSlegesen kicsi perturbacié (példaul a megfigyelési hibabol eredSen) elrontja
ezt a megoldist. Ezt mostandban bizonyitotta be SHAPIRO [1982], aki megmutatta,
hogy d(n, g*)<0 esetén az adott Z* matrixhoz — mely megenged egy ilyen meg-
oldast — tetszGlegesen kozel léteznek olyan X+ madtrixok, melyekre d(n, g*)=0.
Més széval, a Frish megolddsok maximalis korangjai ¢*-rél g*-re ugranak.

A dimenziondlis megfontolasokbdél jelentkez8 nehézségek csak nagy g esetén
Iépnek fel. Pillanatnyilag az elfeltevésen kiviil nem ismeretes olyan séma, amely
kezelni tudné a nagy korang esetet.

Ez egy komoly dolog, kiilonGsen azért, mert a probléma ma mar tGbb, mint
nyolcvan éves!

Tekintettel ezekre a megjegyzésekre, érdemes visszatérni a Kepler—Newton
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problémdhoz. Vajon ez is instabil? Mostani elméletiinkkel a vélaszt a kovetkezs-
képpen adhatjuk meg.

Naprendszeriinkben egy FE bolygd Nap koriili mozgédsa megkozelitGleg meghatd-
rozhaté E és a Nap segitségével. A tobbi bolygd hatdsat zajnak tekinthetjiik. (Egy
kellemes példa nem valdsziniiségi zajra!) KEPLER, mint kivalo beleérzd zseni, tovabb-
lépett egyet. A szdmadra elérhetd adatokat értelmezve a zaj-mentes hatarértékig ment,
azaz a csillagdszati adatokat pontos ellipsziseknek tekintette, melyet E és a Nap
teljesen meghataroznak.

NEWTON a pontos realiziciés problémét oldotta meg graviticiés formuldja ki-
fejlesztésével. Bebizonyitotta matematikailag, hogy a két-test probléma megoldasa
mindig Kepler-elipsziseket eredményez. Ezt hivjuk ma egy realizicids tételnek.

A Newton-formula barmely két testre alkalmazhatd, igy a P bolygd Nap koriili
palyajabol NEwToN (és kovetdi) ki tudtak szdmolni a tobbi bolygotol és testtsl eredd
zaj nagysagrendjét. Azokat a testeket tekintve, amik ténylegesen jelen vannak nap-
rendszeriinkben, a zajt altaldban igen kicsinek talaltdk. Ily modon NEWTON realiza-
cids tétele — graviticids torvényének formuldja — alkalmazhaté volt a zajos esetre
is. Igy itt nem volt instabilitas.

Hasonléan lehet megvizsgalni MENDEL genetikai térvényeinek sikerét. Részle-
tesen 1. KALMAN [1982].

6. Kovetkeztetések

Ennek a dolgozatnak f6 gondolata, hogy a zajos adatokon alapulé identifikacid
vizsgilata eltavolodast kivan a klasszikus matematikatél — nem logikéjaban vagy
eljarasaiban, hanem a tanulmanyozis targyat tekintve — és ez az eltivolodds nem-
trividlis problémdakat okoz a legegyszeriibb esetben is, mikor linedris rendszert iden-
tifikilunk. A legtobb esetben hibds volt GAUSSNAK az Gtlete, hogy a zajt legkisebb
négyzetekkel kezeli, a zajmentes véltozok feltételezésébSl adddd erds eldfeltevés
miatt. Még inkabb kifogdsolhaté az a probdlkozas, mely megprébalja Gauss otletét
gy megjavitani, hogy a legkisebb négyzeteket bedgyazza egy valdszintiségi modellbe,
hiszen ez még er8sebb eldfeltevést kbvetel. Mas szoval a probléménak fontos matema-
tikai kapcsolata van, amely fiiggetlen minden elGfeltevéstSl. A legkisebb négyzeteket
egy alapvet§ matematikai segédeszkoznek kell tekinteni, nem pedig a zajos identifik4-
cié elméletének. Igy tehat nagy orommel elfogadom PONTRIAGIN élldspontjat.
Jobban szeretem a matematikat barmiféle valdsziniiségi hiedelem (azaz eldfeltevés)
nélkiil.

Kritikus vitapont az el8feltevés. Mindamellett KoPErNIKUSZ 8 gondolata volt
azt hangsulyozni, hogy eldfeltevés, és nem logikai, matematikai, vagy fizikai sziik-
ségszeriiség a Fold kozéppontjat vélasztani a csillagaszati koordinatarendszer k6zép-
pontjanak. Ennek az el6feltevésnek a megsziintetése oridsi pszicholdgiai kovetkez-
ményeket okozna.

Matematikusoknak nem kell megmagyarazni, hogy mi az egyértelmiiség. De a
gyakorlati tudomanyokban, specidlisan a soft tudoméanyokban dolgozé kutatoknak
az Egyértelmiiségi Elv kihangsulyozza azt a tényt, hogy a tudomdényos eredményeket
az adatok objektiv vizsgalatival kell megkapni, nem pedig 1igy, hogy egoista médon
,,0kos”” egyéni modelleknek kedveziink.
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Természetesen minden alkalmazott matematikus szamdra alapvet§ a zajos
probléma vizsgilata. Ezt matematikusoknak kell megoldani, nem pedig elSfelte-
véseknek.

Gyakran megemlitik FINSTEIN szavait, ,,Gott wiirfelt nicht”. (Isten nem kocka-
jatékos.) Ezt a kijelentést ma ugy magyardzhatjuk, hogy a Természet nem a kocka-
Jjatékok, a rulett vagy a kartyajatékok szabdlyai alapjan épiilt fel, azaz a Természet
nem a klasszikus (Kolmogorov-féle) val6sziniiségelmélet szabalyai szerint épiil fel.
EINSTEIN nem volt annyira naiv, hogy azzal érvelt volna, a Természet kizarja a bizony-
talansagot.
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelvii dolgozatokat kozol. A kéziratok
gépelését olyan formaban kérjiik, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként atlag 50 betiihelyes sort
tartalmazzon. A kozlésre szant dolgozatokat harom példanyban kell bekiildeni.

A keéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezd kovetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
tartalmaznia kell a dolgozat cimét, a szerz6 teljes nevét, valamint annak a varosnak a nevét, ahol
a szerzO dolgozik. A fejléc utan egy, képletet nem tartalmazo, legfeljebb 200 szébdl alld kivonatot
kell minden esetben megadni. A dolgozatot cimme! ellatott szakaszokra kell bontani, és az egyes
szakaszokat arab sorszammal kell ellatni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé szakaszt kell
alkotnia. Az irodalomjegyzék mindig az utols6 szakasz kell hogy legyen, és azt nem kell sorszaimmal
ellatni. Az irodalomjegyzék utdn, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzé teljes nevét
és a munkahelye (illetve lakasa) pontos postai cimét. A dolgozatban eléforduld képleteket szaka-
szonként Gjrakezdddden, a képlet eldtt két zardjel kozé irt kettbs szamozassal kell azonositani.
Természetesen nem sziikséges minden képletet szamozassal ellatni. Az esetleges definicidkat és
tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként Gjrakezdddo, kettds szimozassal
kell ellatni. Kérjiik a szerzGket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitasat a szovegben kell6 mo-
don emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német, francia vagy orosz nyelvi,
kiilon oldalra gépelt Gsszefoglalot. Amennyiben lehetséges, kérjiik a nyomtatas szimara kiilondsen
nehézkes matematikai jelolések hasznilatanak az elkeriilését.

A dolgozat abrait és az esctleges labjegyzeteket a dolgozat végén, kiilonalld lapokon kérjilk
bekiildeni. Mind az abrakat, mind a labjegyzeteket a dolgozat szakaszokra bontasatol fiiggetlen,
folytatdlagos arab sorszaimozassal kell ellatni. Az abrak elhelyezését a dolgozat megfeleld helyén,
széljegyzetként feltiintetett, Abraazonositd sorszamokkal kell megadni. A labjegyzetekre a dolgozaton
beliil az azonositd sorszam fels indexkénti hasznalataval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozasok formaja a kovetkez3. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgozat
végén talalhato irodalomjegyzékben, a szerzék, illetve tarsszerzok esetén az elsd szerzd neve szerint
alfabetikus sorrendben Ggy, hogy kiilon, de folytatélagos sorszamozasu listat alkossanak a latin
¢€s a cirill bets nevii szerz6k miveire vonatkozé hivatkozasok, és mindkét részben a megfeleld
alfabetikus sorrend legyen kialakitva. A folyéiratban megjelent cikkekre [1], a konyvekre [5], a
kotetben megjelent dolgozatokra [4], a disszertaciokra [3] és a gépi program leirasokra [2] a kovet-
kez6 minta szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas,J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen , Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 124 (1902) 1—27.

[2] Kéri, G., ,,DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia
Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutatdo Intézete, CDC 3300 felhasznaloi ismerteték 2.
1973. majus) 19—20.

[3] Prékopa, A., ,,Sztohasztikus rendszerek optimalizalasi problémairol”, doktori értekezés. Magyar
Tudomanyos Akadémia, Budapest, 1970.

[4] Prabhu, N. U., “Recent research on the ruin problem of collective risk theory”, in: Inventory
Control and Water Storage Ed. A. Prékopa (Janos Bolyai Mathematical Society and North-
Holland Publishing Company, Amsterdam—London, 1973) 221—228.

[5] Zoutendijk, G., Methods of Feasible Directions (Elsevier Publishing Company, Amsterdam and
New York, 1960).

A dolgozatok szovegében az irodalmi hivatkozas szimait szogletes zarojelben kell megadni,
mint példaul [5] vagy [4, 76—78]. A szerzGk a dolgozatukrol 100 darab kiilonlenyomatot kapnak
ezek koltsége — nyomtatott oldalanként 25 forint — a szerzdi dijat terheli.
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Az Alkalmazott Matematikai Lapok valtoz6 terjedelmd flzetekben jelenik meg, és olyan
eredeti tudomanyos cikkeket publikal, amelyek a gyakorlatban, vagy mas tudomanyokban kozvet-
leniil felhasznalhaté j matematikai eredményt tartalmaznak, illetve mar ismert, de szinvonalas
matematikai apparatus Gjszerti és jelentds alkalmazasat mutatjak be. A folyoirat kozil cikk formaja-
ban megirt, Uj tudomanyos eredménynek szamitd programokat, és olyan, kiilfoldi folydiratban
mar publikalt dolgozatokat, amelyek magyar nyelven torténdé megjelentetése elbsegitheti az elért
eredmények minél el3bbi, széles kori hazai felhasznalasat.

A folyoirat feladata a Magyar Tudoményos Akadémia III. (Matematikai €s Fizikai) Oszta-
lyAnak munkajara vonatkoz6 kozlemények, konyvismertetésck stb. publikalésa is.

A kéziratok a fOszerkeszt6hoz, vagy a szerkesztd bizottsag barmely tagjahoz bekiildhetok.
A f6szerkesztd cime:

Prékopa Andras, f6szerkesztb
1502 Budapest, Kende u. 13—17.

Kozlésre el nem fogadott kéziratokat a szerkesztdség lehetbleg visszajuttat a szerz6hoz, de a
bekiildott kéziratok megdrzéséért vagy tovabbitasaért feleldsséget nem vallal.

Az Alkalmazott Matematikai Lapok el6fizetési ara kotetenként 128 forint. Belfoldi megren-
delések az Akadémiai Kiado, 1055 Budapest V., Alkotmany u. 21. cimen (pénzforgalmi jelz6szam
215—11 488), kiilfoldi megrendelések a Kultira Kiilkereskedelmi Vallalat, H-1389 Budapest, Pf. 149.
cimen (pénzforgalmi jelz&szam 218—10 990) lehetségesek.

A Magyar Tudoméanyos Akadémia III. (Matematikai és Fizikai) Osztalya a kovetkezd idegen
nyelvi folyoiratokat adja ki:

1. Acta Mathematica Hungaricae,

2. Acta Physica Hungaricae,

3. Studia Scientiarum Mathematicarum Hungarica.
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HILBERT-TEREK LINEARIS OPER{\TORAINAK
SZINGULARIS FELBONTASA
(Optimumtulajdonsdgok statisztikai alkalmazasai
¢s numerikus moddszerek)

BOLLA MARIANNA

Budapest

Altalanos Hilbert-terek linedris operatorainak elméletébdl jol ismertek a kompakt operatorok
spektral-, illetve szingularis felbontasara vonatkozo tételek (pl. [13]).

Ennek ellenére a tovabbiak megértése céljabol teljesen altalanosan kimondjuk ezeket. A fel-
bontds optimumtulajdonsagait a szingularis értékek szeparalasira vonatkozo mini-max elv alapjan
bizonyitjuk.

Ezutan specialis valoszin{iségi mez6kon értelmezett Li-terek koézti integraloperatorokra alkal-
mazzuk az elmondottakat, igy kapjuk a magfiiggvény sorfejtését. Ennek alapjan sok, bonyolult
modon bevezetett statisztikai probléma (pl. korrespondancia-analizis, maximal-korrelicio, regresz-
szios feladatok) egységesen targyalhato.

Sz6 lesz tovabba a hatvanyiterdcié modszerének a sajatértékek és sajatfiiggvények meghata-
rozasdra torténé Altalanositasarol. (A feltételes varhatoértékképzés operdtorara ez a modszer az
[5] cikkben keriil bevezetésre, itt az iteracid konvergencidjat tetszbleges korlatos operatorra bizo-
nyitjuk.)

1. Spektralfelbontissal és szingularis felbontassal rendelkezo
legiltalanosabb operatorok

Legyen H és ' Hilbert-tér és A: H—H’ linearis operator.

1.1. Definicié. Az A operatort kompaktnak nevezziik, ha minden H-beli korlatos
halmazt H’-beli prekompaktba (olyan halmaz, melynek lezirisa kompakt) visz.
Ezzel ekvivalens, hogy tetszéleges H-beli korldtos sorozat képébdl kivalaszthaté kon-
vergens részsorozat. Szintén ekvivalens definicid, hogy A elGall véges rangui operatorok
sorozatanak operdtornormaban vett hatarértékeként.

Konnyen lathatod, hogy egy kompakt operator egyben korlatos is, és ha H végte-
len dimenziés Hilbert-tér, akkor az 1:H—-H identitdsoperator nem kompakt
(tekintsiik ugyanis az egységgémbon ortogonilis egységvektoroknak egy sorozatat,
ez korlatos, de nem véalaszthaté ki beléle konvergens részsorozat).

A Hilbert-terek elméletébdl 36l ismert tény, hogy egy kompakt operétor spekt-
ruma diszkrét, és a sajatértékek, ill. szingularis értékek (ezek az 1.1., ill. 1.2. tételekben
keriilnek definidlasra) — amennyiben nem csak véges sok kiilonbozik nullatol —
nulldhoz torlédnak. Ehhez a kompaktsag nemcsak elégséges, hanem sziikséges fel-
tétel is (ez heurisztikusan onnan is lathato, hogy a nulldhoz kozeli sajatértékekhez tar-
tozd projekciok levalasztasaval véges rangh operatorokat kapunk, amelyek opera-
tornormaban vett hatarértéke épp az eredeti operator). Ezt rogton precizen is kifejt-
Jiik, részletesebben 1. KaTo[10] kényvében (I11. 6.26. tétel).

Igy, ha egy A operator szingularis értékei nullatél kiilonbsz8 valdés szamhoz
(c-hez) torlédnak, akkor az A—cl operator szinguldris értékei nulldhoz torlédnak,

1 Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)
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igy az kompakt lesz. Tehat targyalasunk alapjat azok az operatorok képezik, amelyck
eléallithatok egy kompakt operdtor és az identitas-operator konstansszorosanak osz-
szegeként. Mivel ezek szingularis felbontasa a kompakt operatorokéra visszavezet-
hetd, a tételeket elég kompaktakra kimondani. Jelolje (-, ) a skaldris szorzast, || - ||
pedig a H-beli normat.

1.1. TETEL. (spektralfelbontési tétel). Legyen B: H—~H kompakt, onadjungalt,
pozitiv szemidefinit linearis operator. Ekkor van olyan

{o.:n=12 ...}cH

ortonormadlt (0. n.) rendszer és A, nem-negativ, monoton nem névé szamsorozat, hogy
tetszGleges ucH elemre:

1.1 Bu = 2 Ai(u, 9;) @;.

(A konvergencia H-beli normaban, pontonként értenddg), és

(1.2) lim 2, = 0,
amennyiben a kiilonb6z8 A;-k szdma megszamlalhatdan végtelen.
Ebbdl kovetkezik az operatornormaban vald konvergencia is. Legyen ui. B,u=

= Zn').,(u, 0> 0;. Ekkor
i=1
lim |[B—B,|| = lim sup [(B—B)u| = lim ;(B—B,) = lim 4,,, = 0,
n—oo n— oo ful=1 n-»oo n—oo

ahol 4;(.) jelenti az argumentumban allé matrix nagysiga szerint i-edik sajatértékét.
Az (1.1)-beli er8s konvergenciabdl kovetkezik az Gn. gyenge konvergencia is,
azaz tetsz6leges ucH elemre:

lim ((B—B,)u,u) = 0.

A felbontéasban szerepl$ szamok (sajatértékek) egyértelmiiek, és az azonos sajat-
értékekhez tartozd sajatfiiggvények altal kifeszitett aiterek (sajatalterek) is egyértel-
miiek. Konnyen lathatd, hogy a B operator elGall az ezekre a sajatalterekre valo veti-
téseknek a sajatértékekkel sulyozott dsszegeként, vagyis a B, véges rangi operatorok
operatornormaban vett hatarértékeként Ha a {@.;};2, rendszerhez még hozzdvesziink
egy, az operator magterében valasztott 0. n. bazist (amennyiben ez megszamlalhato),
teljes 0. n. rendszert kapunk. Igy vizsgilatainkat elég szeparabilis Hilbert-terekre
elvégezni

1.1. ALLiTAsS (sajatértékek maximum-tulajdonséga).

M= max (Bu, u) = max |Bu|| = ||B|l, és eléretik u = @,-re,
ull = ulj=
(1.3)
Ap = max (Bu,u) = max iBul, n=2,3,... éseléretik u= @,re.
ufl= ufl =
u,p)=0 (u,@)=0
=1, ., n—1) (i=1,.5n-1)

Alkalmazort Matematikai Lapok 13 (1987—88)



HILBERT-TEREK LINEARIS OPERATORA! 191

A kovetkezo tétel ugy nyerhet§ az elsGbdl, mint a matrixokra vonatkoz6 szin-
gularis felbontasi tétel a spektralfelbontasibdl (1. [2]).

1.2. TETEL (szingularis felbontési tétel). Legyen A: H-H’ kompakt linearis
operator. Akkor létezik olyan s, nem-negativ, monoton nem nové szimsorozat és
léteznek olyan {y,}cH, ill. {¢,}JcH’ o.n. rendszerek, hogy tetsz8leges uc¢H-ra:

(1.4) Au = ._f 50, ) o,
és -
(1.5) lim s, = 0,

n—-oo

amennyiben a kiillonb6z§ szinguléris értékek szima megszdmialhatéan végtelen.

Konnyen lathatd, hogy A szingularis felbontdsa az AA*: H'—~H’ ill. A*A: H—~
—~H kompakt, 6nadjungalt, pozitiv szemidefinit operatorok spektralfelbontisabél
nyerhetd, ahol

co co

AAY = IS, 00, A*A = s, U,

i=1 i=1

tovabba A* szingularis felbontdsa tetsz6leges ve H’ elemre:

A*V = _21' Si<v, (P,'>\lll',

ahol A* jeldli az A operator adjungaltjat. igy az (1.5) allitas az (1.3) allitasbol kovet-
kezik €s szintén kovetkezik a szingularis értékek és az azonos szingularis értékekhez
tartozo sajatelemek altal kifeszitett un. izotrép alterek egyértelmiisége is. Az azonos
s;-khez tartozo izotrop alterek elemei kozt a kovetkez8 Gsszefiiggés 4ll fenn :

(1.6) AY; = 5,9;, AYQi=s5V; (=1,2,..).

Azaz A el§allithato ezen izotrop alterek kozti affinitdsok Ssszegeként, vagyis a véges

n
rangii A,= 2 5:(-,¥;)@; operdtorok operdtornormaban vett hatarértékeként.

i=j
Ezt az bizonyitja, hogy A— A, legnagyobb szingularis értéke s,,;—~0 (n—> ).
Hogy a legnagyobb szingularis érték az operator normdja, azt a kovetkez§ allitas
biztositja, amely az 1.1. allitds kovetkezménye :

1.2. AvLLiTAs (szingularis értékek maximumtulajdonsaga).

s; = max |Au| = max [A*v|, é&s eléretik, ha u=1V;, v =g,
=1 ivi=1
(1.7 S, = max |[Auj= max ||Av|
Nl =1 el =1
(u, ) =0 " 0)=0
(i=1,...,n-1) (i=1,...,n-1)

és a maximum az u=y,, v=g¢, értékparon vétetik fel.
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A szingularis értékek egy masfajta, a skalaris szorzatok segitségével megfogal-
mazhaté maximumtulajdonsagnak is eleget tesznek:

sp= max (Au,v)= max (u, A*v), ¢s eléretik, ha u =V, v= g,
Huwil=livi=1 Huil=1vil=1
1.8 s, = max Au, v) = max u, A*y
(1-8) " uu||=uvu=1< V) |lul|=||v||=1< ’ »
U,y =0 (u,yp)=0
¥, 0)=0 V. @,) =0
(i=1,..,n-1) (i=1,..,n-1)

és a maximum az u=y,, v=¢, értékparokra vétetik fel.

2. Szinguliris értékekre vonatkozo szeparicids tételek

Az 1.1. 11l 1.2. allitas szeparacids tételnek is tekinthetd, ezek azonban a most
kovetkezd tételek igen specidlis esetei. Az elsd, un. mini-max tételt be is bizonyitjuk,
a bizonyitas 1ényegében véges dimenzids megfontolasokon alapszik. A tovabbi téte-
lek is a matrixok szinguldris értékeire, ill. nyomara vonatkozé allitasok (1. [14])
bizonyitasaihoz hasonléan nyerhetdk.

2.1. TiTEL (mini-max elv). Legyen az A: H—~H’ kompakt linearis operator szin-
gularis felbontdsa 3 s;(-, ;) @; és k tetszGleges pozitiv egész olyan, hogy s 41 <5
i=1

Akkor
2.1 Skl = dme sup [Aul,

& C =1
k-dirh. altér ' o

és a fenti nyercgpont tetszéleges olyan elem lehet, amely benne van az s, . ,-hez tar-
toz6 izotrép altérben, és merdleges az s, -hoz tartozora.

Bizonyitds. Jelolje U;={\,. ..., Y} az clsé i H-beli sajatelem altal kifeszitett
alteret és z,., (2.1) jobb oldalat.
Mivel & =U, valasztassal sup [[Au|=s$,,1, Si11=2;41. Masrészt belatjuk,
wil,
hogy s,+1=2z.,1, amibdl s,,,=2z,,,; mar kovetkezik és ezzel a téteclt mar be is bizo-
nyitottuk.

El8szor belatjuk, hogy tetsz8leges 4 CH k-dimenzids altérhez van olyan
k+1 k+1

X€U .1, hogy [x|=1 és x 1 . Keressitk ui. x-et > a;{;, > a?=1 alakban.
i=1 i=1

Legyen <f,={e,, ..., e} tetsz8leges, ahol e,,..., e, 0. n. rendszer. Olyan x-ct
keresiink, hogy
x, ey =0 (j=1,..,k)

teljesiiljon (ekkor kénnyen lathatd, hogy (x,y)=0 tetszGleges yc.of esetén).
Az g;(i=1, ..., k+1) egyiitthatokat a

k+1 .

_21 a(Vi,e)=0 (j=1,....k)
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homogén linearis egyenletrendszer megoldésa adja. Mivel az ismeretlenek szama
(k+1) nagyobb, mint az egyenletek szima (k), igy mindig Iétezik nemtrivilis meg-
oldas, s6t minden megoldassal egyiitt annak konstansszorosa is megoldas. Igy még

az g; egyiitthatokra tett 2 a?=1 mellékfeltétel is kielégithets.
i=1
Egy fenti x-et valasztva, az (1.6) Gsszefiiggésekkel
k+1 k+1
Ax|? = 2’ at|Ay? = Z’ aills; o = 2 aist = Z aisii1 = Si+1,

mivel s,=s5,=...=5,>s5,,,. lgyilyen x-ekre

sup [AX|® = si.q,
ahonnan
Zxt1 = Sk+1-

A bizonyitas elején azt is lattuk, hogy az infimum o/, = U, valasztassal éretik el,
és tetszGleges olyan elemen felvétetik, amely benne van az s, . ,-hez tartozd izotrop
altérben, és merdleges az s,-hoz tartozéra.

2.1. KOVETKEZMENY. &,-val jelolve a k-adrangi, H-beli vetitések halmazat
(azaz azon vetitésekét, melyek H-nak valamely k-dimenzids alterére vetitenek), kony-
nycn lathatd, hogy a 2.1. tétel Allitasa a kovetkez8 alakban is kimondhaté:

2.2) Sern = Jnf [AT—P)],

hiszen tetszdleges P¢€ 2, -nak megfeleltethetd egy &, CH k-dimenzids altér és
JAd-P)| = Sup [AT—P)u = Sup, llAull,

e vl
ugyanis I — P éppen az &, altér ortogonalis kiegészitGjére vetit.

2.2. KOVETKEZMENY.

k
) .= A = A*
(2 3) ,-=21' 5 {uy, .. uk)CH ,_2’< i V,> {uy,.. .u,‘)cH ‘=2'< Vis Il>
{Vu . Vk) cH {Vl, WY JCH
0. n. rendszerek 0. n. rendszerek

és a maximum eléretik, ha w,=V;, v=0,(i=1, ..., k).
Ebbdl az 1.1. és 1.2. szekvencialis allitasok is kovetkeznek. A bizonyitas analég
az allitas véges dimenzids megfelelGjének (1. [14]) bizonyitasaval.

2.2. TETEL. Legyen A:H—H’ tetszdleges, A,: H~H’ pedig k-rangt operator.
Akkor

(2.4) (A=A = s(A) (G=1,2,...),

ahol s;(-) jelenti az argumentumban 4all6 operator nagysg szerint i-edik szinguléris
értékét.
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Bizonyitds. Jelolje rang ( - ) egy lcképezés rangjat, dim (- ) pedig egy altér dimen-
ziojat. Eldszor belatjuk, hogy

(2.5) SA =l A=Al =12,
Ay = 0.

j—1
Ui. A= Z 5;(-, Ypo; valasztassal |A—A;_[[=s5;(A), igy
HA Ajql = 5;(A).

r.\ng(Alj_ Y=j—
Most belatjuk a forditott iranyu egyenlGtlenséget is. Legyen A;_, tetszleges, leg-
feljebb j—1 rangi operitor. Jelolje % ennek magterét. Akkor

T JA—=A;Lff = sup [(A—A;_)ull = sup Au| = sup  |Auf =
Huyf =1 Hul=1 jaj=1

ucy uc¥
dcy
dim(@Ly=j-1
= inf S = s5;(A
= Il up Auf = s5;(A),

uif=
dim(@)=j—1 u.L’

ahol L jeloli az ortogondlis kiegészitd alteret, és a fenti & létezik, hisz ¢ dimenzidja
legalabb j—1. Az utolsé egyenlGség nem mas, mint a mini-max tétel. Ezek utan a
(2.5) segédallitast az A— A, operatorra alkalmazva:

si(A—Ay) = inf [A—Ac—B; |l =

rang(Ak)Sk rang(Ak)Sk rang(Bl ,)S: 1

= mg(CH:"f)JIH 1”A Ciir-1ll = 5i44(A),
ahol a (2.5) Osszefiiggést az elsG és az utolséd egyenl8ségben is felhasznaltuk. A maso-
dik egyenlSség pedig abbol adodik, hogy az A+ B;_;=C;,,_, leképezés rangja
k

=i+k—1. Az is lathatd, hogy az A,= > s5;{+, {;)@; operitorra az egyenlGség
i=1

mindeniitt eléretik.

2.1. Definicio. Egy kompakt linearis operator | -|[f,, normajit wnitér invaridns
normanak nevezziik, ha a szokdsos normatulajdonsagok mellett még igaz ra az is,
hogy tetszGleges A: H—H’ kompakt, és U:H-H V:H —~H unitér (UU*=
=1, VV*=I) lineéris operator esetén

"A"un = "UAV“un'

Azaz egy kompakt linearis operator unitér invaridns normaja csak az operator szin-
guldris értékeitdl fiigg, hisz vélasszuk specialisan U-nak és V-nek az A szinguldris
felbontasaban fellépd unitér leképezések (melyeket mindkét irdnyban végtelen mat-
rix alakjaban felirva az oszlopokban a H-, ill. H’'-beli sajitelemek allnak) adjungaltjat.

Mivel a szinguldris értékek pozitivak, a haromszog- egyenlotlenscg miatt az unitér
invarians norma a szingularis értékek monoton fuggvenye (cz ugy értendd, hogy bar-
mely szinguldris értéket ndvelve az unitér invarians norma is ng). Igy a 2.2. tételbsl
a kovetkez§ tétel bizonyithatd:
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2.3. TéxeL. Tetszleges unitér invaridns norméra adott A= 3 s5,(-, ¥;)o;
i=1

kompakt linearis operator esetén ||A— A;ll,, akkor minimélis A -ban (ahol A, leg-

k
feljebb] k-rangu operator), ha A= 3 5:{-, ¥;) 9.
i=1
Pl. a szokasos operatornormara
A=A = s1(A—Ay) = Si+1(A),

¢és az egyenldség eléretik, ha A, A szingularis felbontasanak k-adik szelete, a minimum
értéke pedig s, .1 (A).

2.2. Definicié. Legyen A:H-H’ olyan kompakt linearis operator, melyre
> st<+ . Ekkor a I/ 2, s} szamot az A operator kettds normdjanak nevezziik és

i=1 i=1
|| Aljj-val jeloljiik. Természetesen ||Al={}|Alll.

Definicié szerint ||| -|{| is unitér invarians norma. Ezzel tetszéleges A, k-rangh
operatorra

A = AlI* = _21 siA—-A) = 3 sHA),

i=k+1
¢és a minimum megint csak akkor éretik ¢l, ha A, az A operdtor szingularis felbontasa-
nak k-adik szelete.

2.3. Definicié. Ha az A kompakt lincaris operator szingularis értékéinek négy-
zetdsszege konvergens, akkor A-t Hilbert—Schmidt-operdtornak nevezzik.
Megjegyezzitk, hogy ha A Hilbert—Schmidt-operdtor, akkor az A,=

n
= 2; 53+, Vy@; sorozat kettds normaban is konvergal A-hoz (n— ).
i<

3. Integraloperatorok

Legyenek (X, &, P) és (Y, #, Q) valosziniiségi mezdk és jelolje L¥(X, o, P)
és LY, B, Q) az ezeken értelmezett nulla varhaté értéki, véges szordsu, valos ériéki
valdsziniiségi valtozokat. Ezek Hilbert-teret alkotnak a kovarianciaval mint skala-
ris szorzattal. Ezentul ilyen Hilbert-terek kozti lineéris operatorokkal foglalkozunk.
(Val6jaban a tételeket kimondhatnank tetszéleges mértékterek feletti L>-terekre is.)

Jelolje (X * Y, o(f xB), Px Q) a szorzatteret és legyen g€ LX(X *Y, o (o % B),
Px Q), a szorzatmérték szerint véges szérasu valészintiségi valtozd. Ez a g mint mag-
fiiggvény (1 valdsziniiséggel) egyértelmiien meghatdroz egy

A: LY, 8, 0) ~ L*(X, &, P)

linearis operatort a kévetkez8képpen : tetszleges @€ LAY, #, Q) valOsziniiségi val-
tozohoz hozzirendeljitk azt a y valdsziniiségi valtozot, melyre

€2) V@) = [ 8 00)0dy).
Y
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3.1. ALLiTAs. Ez a y eleme az L¥(X, &, P) térnek.

Bizonyitds. Fubini tételét és a Cauchy—Schwarz egyenldtlenséget alkalmazva

S @EPEx) = [|[ 200 Q@) P@dx) =
X X Y

= [ [le(uy)PPEx)Q@y)- [ [lo0)FQdy) P(dx) = |g|?- ] <+eo,
XY XY

ahol || - || a megfeleld téren vett L2-normat jelenti.
A bizonyitasbdl az is kijon, hogy

(3.2) 1Al = legl.

Az is lathatd, hogy a g magfiiggvény lényegében véve egyértelmiien meghatirozza az
A operatort.

3.1. TETEL. A fenti g€ L*(X*Y, o(s % %B), Px Q) magfiiggvény &ltal generalt
integraloperdtor Hilbert—Schmidt operdtor. Tovabba, ha > s;{-, Vpe; jeloli o
i=1
szingularis felbont4sat, akkor

(33) AP = 3 st= 3 = Kaws, o)

(A tétel bizonyitasat 1. [9]-ben.)
Az A integraloperator szinguléris felbontasa alapjan koénnyen lathato, hogy A
magfiiggvénye is a kovetkez8, L*-norméaban konvergens sorba fejthets:

3.2. TETEL (Karhunen—Loéve sorfejiés). Legyen g€ L2(X*Y o (4 % B), P+ 0).
Akkor létezik olyan s; nem-negativ, monoton nem ndvé szamsorozat és olyan
{¢,,CL2(X o, P), ill. {@}cL¥(Y, &, Q) korreldlatlan, egységszérasu valdszinii-
ségi valtoz6 sorozatok, hogy ezekkel

g(x,y) = 2’ 5 (%) 9;(»),

azaz g végtelen diadosszegként allithato eld, és a sor a szorzattéren értelmezett L2-
normaban konvergens.

Bizonyitds. Legyen a g altal generdlt A integraloperator szingularis felbontésa

S' 5;{-s U)o;. Konnyen lathatd, hogy az ezekkel a mennyiségekkel definialt

i=1

gx,y)= S’ 5iVi(x)9;(y) valészintiségi valtozora geL*(X*Y, o(sf *B), P*Q),
i=1

mivel D s?<4 oo, Az is lathatd, hogy a g’ 4ltal generalt A” integraloperator hatdsa
i=1
a baziselemeken ugyanaz, mint A hatdsa, tehdt A=A’. Mivel a magfiiggvény az
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integraloperatort lényegében egyértelmiien meghatdrozza, g=g 1 valdsziniiséggel.
Az L*normaban valé konvergencia abbdl kovetkezik, hogy

(34) le~g* =llA= AP = > s#~0, ha n-—eo,

ahol A,a g,= 2 s;¥;(x)9;(y) magfiiggvény 4ltal meghatdrozott integraloperator.
i=1

Megjegyezziik, hogy bizonyos feltételek mellett (pl. H=H" szepardbilis Hilbert-
terek és A 6nadjungalt) 1 valoszindiségli konvergencia is igaz, ez Mercer tétele (1. [13]).
Errél és a Karhunen—Loéve sorfejtés idGsorokra vonatkozé alakjardl részletesebben
ir Fritz JOzsEF [7], GULYAS OTTO [8] és VARGA LAsz1L6 [15] dolgozataban.

A 2.3. tétel alapjan a Karhunen—Loéve sorfejtésnek egy fontos optimumtulaj-
donsiga adédik:

Legyen g€L2(X*Y, o(oZ *%B), PxQ) és k>0 adott egész. Keresendék olyan
o€ LYX, o, P), B€L*(Y, B, Q) egységszordsu valosziniiségi valtozdk és z; pozitiv
szamok (i=1,2, ..., k), hogy az ezekbdl képzett diadbsszegre:

k
(3.5) Epxolg— > z;ouB]? — min legyen.
i=1

3.3. TETEL. A (3.5) minimumfeladat megoldasat g Karhunen—Loeve sorfejtésé-
nek elsé k tagja adja, azaz

=5, =V, Bi=0; (i=12 ..k
1 valosziniiséggel. Ha s,>5,44, akkora {Y,, ..., < LA(X, &, P),ill. {@y, ..., }C

LAY, %, Q) alterek egyértelmiiek, a minimum értéke pedig mindig > s2
i=k+1

Bizonyitds. Jelolje a g,= 2 z;0;B; magfiiggvény altal meghatarozott integral-
=1

operatort A,. Ez k-rangu lmedrls operator. A 2.3. tétel értelmében

Epxolg—gl® = |lg—gl]* = [||[A—Adll%

és ez minimdlis, ha A, az A operétor szingularis felbontdsidnak k-adik szelete. Mivel
A; g, -t egyértelmiien meghatarozza, az allitis kovetkezik. Az is adddik, hogy a mini-
mumot adé valdsziniiségi valtozék mindkét térben paronként ortogondlisak.
Megjegyezziik, hogy amennyiben g szimmetrikus, Karhunen—Loéve sorfejiése
1 valészintiséggel is konvergens (ez Mercer tételének a magfiiggvényre vonatkozo
alakja, L [13]).
A 3.3. tétel a Karlumen— Loéve sorfejtés optimumtulajdonsdgit mondja ki.
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4. A Karhunen—Loéve sorfejtés optimumtulajdonsaginak alkalmazasai

Legyenek LXX. s/, P) és LYY, 4, Q) az eldbbi Hilbert-terek, és tekintsiik
az alapterck szorzatat az R valodsziniiségi mértékkel. Tegyiik fel, hogy R abszolit
folytonos a P Q szorzatmértékre. Ekkor a Radon— Nikodym-tétel alapjan lényegé-
ben egyértelmiien (0 mértékii halmazon felvett értékektdl eltekintve) létezik egy

r- X«Y —-R

Borel-mérhetd fiiggvény, hogy minden Cé€o(f *#) Borel-halmazra:

R(©) = [r(x,y)Pdx)Q(dy).

C

Ezt az r valdsziniiségi valtozdt nevezzitkk R P * Q szerinti Randon—Nikodym deri-
valtjanak.

Tegyiik fel tovabba azt is, hogy R megfelelé marginalis eloszlasai P és Q, azaz
tetszoleges Cy€.of és Cy€ A4 Borel-halmazokra:

R(CxxY) = [ [x(x, ) Q(dy) P(dx) = P(Cy)
és Cy Y
RXxCy) = [ [r(x,y)P(dx)Q(dy) = O(Cy).
Ertelmezziik most a R
Py: LAY, 4, Q) — L*(X, o, P)

feltételes varhato érték képzés operatorat a szokdsos moédon, azaz tetszéleges
Qe LAY, 4, Q) valdszinliségi valtozohoz hozzarendeljitk a

(4.1 v = Ex(0l#)EL* (X, o, P)

valosziniiségi valtozét, ahol Eg(.]. ) az R egyiittes eloszlas szerint vett feltételes var-
hato értéket jelenti.

Regresszidanalizisbél jol ismert a feltételes varhatéd érték optimumtulajdonsaga,
amely szerint rogzitett @€ L¥(Y, 8, Q) esetén a

(42 lo—W¥i* = Egle—V[* -~ min

feladat megolddsat a y=Eg(o|e) feltételes varhato érték adja. Kovetkezésképpen,
a feltételes varhato érték képzés operdtora ugy foghatd fel, mint a szorzattérnek
az LX(X, of, P) altérre valo vetitése (ezért is jeloltiik Py-szel). Hasonlban értelmez-

hetd a
PY: Lg(x’ d} P) - Lz(Ya%, Q)

feltételes varhato érték képzés operatora is, amirdl latni fogjuk, hogy Px-nek az ad-
jungaitja. Mivel ezek vetitések, |Pxli=1és [[Py{=1, azaz Py és Py szingularis érté-
kei 1-nél nem nagyobbak.

A szingularis felbontas 1étezéséhez azonban még fel kell tenni, hogy Py és Py
kompakt. Erre elégséges feltétel pl. az r magfiiggvény négyzetintegralhatosiga (1. [12]),
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azaz hogy

“4.3) [ [IeGe, »IEPEx) Q(dy) <+ oo
XY

Koéannyen lathaté, hogy az r magfiiggvény altal meghatarozott Hilbert— Schmidt-
operitor éppen Py, ui.:

4.4 V) = [r(x,3)00)Q(dy) = Ex(lF)(x)

N

1 valosziniiséggel, hiszen a feltételek miatt f r(x, ¥) O(dy)=P(X)=1. (Vigyazat,
Y
félreértést ne okozzon: r nem az egyiittes siiriiségfiiggvény, hanem r(x, y)=

=f(x, ¥)I[i(x) f2(»), ahol fjeldli az egyiittes, £, és f, pedig a marginalis stiriiségeket
a Lebesgue-mérték szerint.)

4.1. ALLitAs. Ha H és H’ szeparabilis Hilbert-terek, akkor a H—~H’ korlatos
linearis operatorok és a HxH R bilinearis fiiggvények kozott egy-egy értelmii
megfeleltetés létesithetd.

Bizonyitds. Legyen A:H-—H’ korlitos linedris operator, {eJcH és {f;}c H’
pedig teljes 0. n. bazisok. Az (e;, f;) parok teljes o. n. rendszert alkotnak H®H’-ben
ahol ® a két tér tenzorszorzatat jeloli. Elég tehat ezeken megadni egy B bilinearis
figgvényt. Legyen

B(e;, f;) = (Ae;, f)).

Megforditva, ha B adott, akkor legyen

Aei= 3 Ble, T
k=1
Ekkor

(Ae;, f)) = <k§ B(e,, 1), 1) = B(e, ),

tehat egy-cgy értelmii megfeleltetést 1étesitettiink. A B(e;, f;) szamokat egy mindkét

bilis Hilbert-terek kozt kozvetitd) korlatos, linearis operator matrixalakjat kapjuk
az {e;} ill. {f} bazisokban felirva.

4.1. Definicio. A C: L*(X, &, P)x L*(Y, #, O)—R bilinearis fiiggvényt kova-
rianciafiiggvénynek nevezziik, ha tetszéleges Y€ L(X, o, P), @€ L¥Y, 4, Q) valo-
szindiségi valtozd parhoz azok kovariancidjit rendeli hozza, azaz

CWo)= [V®eR@xdy) = [ [V(x)e()r(x,y)Pdx)Q(dy),

XxY XYy

aholr az R mérték P« Q szerinti Randon—Nikodym derivdltja.
A definiciobdl az is lathatd, hogy a kovarianciafiiggvény szimmetrikus.
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4.2. ALLiTAs. A fenti terekben (amennyiben azok szeparabilisek, vagy szepara-
bilis altereikben, ha nem azok) a kovarianciafiiggvénynek, mint bilinearis fiiggvény-
nek megfelel6 linearis operator a feltételes varhat6 érték képzés operatora.

Bizonyitds. Legyen Y€ L*(X, o/, P) és @€ L*(Y, B, Q). Akkor a skalaris szor-
zast mint kovarianciat felirva (hogy mely térben tekintjik a skalaris szorzast, alsé
index jeloli) és Fubini tételét alkalmazva a Py linedris operdtor altal meghatarozott
bilincéris filggvény :

Pyl o)y = [ ([ W@ (x, ) Pdx)) 0(3) Q(dy) =

Y X

= [ [$@e0)r () PE)IQ@),
XY

ami éppen a kovarianciafiiggvény. A megfeleltetés a 4.1. allitas alapjan cgy-egy értel-
mii.

4.3. ALLiTAS. Pi=Py és Pi=Py.
Bizonyitds. Elég csak az egyik allitast belatni. Legyen ismét yeL¥(X, o7, P)

és (PELZ(Y, %’ Q)'
A (4.4) Osszefiiggést és Fubini tételét felhasznalva

Py, @)y = [([UX)r(x, y) Px)) 0() Q(dy) =

Y X

= [V ([ 00)r(x, »)Q(dy)) P(dx) = (¥, Pxo)x,
X Y

ami bizonyitandd volt.
Most harom olyan statisztikai alkalmazast mutatunk, amelyben a feltételes var-
varhatéértékképzés operatoranak szingularis felbontasara van sziikség.

a) A maximdlkorrelicio feladata

KeresendSk olyan YeLXX, o, P) és @€L¥Y, %, Q) egységszérasu valo-
szinliségi valtozdk, hogy

(4.5) C (¥, ¢) - max

legyen. (A feladatot gyakran gy fogalmazzdk meg, hogy keresenddk egy & és n valo-
szinfiségi valtozénak olyan f és g Borel-mérhetd fiiggvényei, hogy f(§) és g(n) korre-
laciéja maximalis legyen. Tekintsiik ui. az L%(X, &/, P) teret egy §, az L*(Y, %, Q)
teret pedig egy 1 valoszintiségi valtoz6 0 varhato értéki, véges sz6rasu, Borel-mérhetd
fiiggvényei altal generalt tereknek, 1. [6]). Esctiinkben a korrelacié a kovariancia,
mivel egységszordst valédszintiségi valtozokat keresiink. A kovarianciafiiggvényt
a feltételes varhat6értékképzés operatoraval felirva keresendd

max C(,0) = max (Y,Px@dy= max (PyV,@)y.

lyll=llel=1 lyll=lel=1 Nyl=lel=1
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Az (1.8) dsszefiiggés alapjan a feladat megoldasat a s, @, par adja, a maximum értéke
pedig s,, ahol

Py = é:si(‘, o)V

szingularis felbontds. Lattuk, hogy Py vetités lévén s,=1, igy valéban korrelaciét
kaptunk.

b) Regresszios feladat

Jol ismert, hogy rogzitett ¢ esetén Yy=Pyo adja a

lo—Vi* = Eglo—|?

kifejezés minimumat. Most ennél altalanosabban, keressiik azt a Y€ L¥(X, &, P)
és QELXY, B, Q) valészinliségi véltozopart, melyre a fenti kifejezés minimalis
a |@|2=FEylo|?=1 mellékfeltétellel.

Alakitsuk at a kifejezést:

lo—WI* = ol —2C (o, V) + ¥ = 1 =2C (¢, ¥) + |¥|* >
= 1=2C(0, W)Wl + V1%,
ahol \I:I=\|I/ Ill. Mivel @ és \|3 egységszorasuak, az €ldz8 feladat megqldésa alapjan
(@, ¥)=s és egyenlBség pontosan akkor 4ll fenn, ha ©0—=¢, é Y=\, ahol
Py= S’ 5:{+, @)\; szingularis felbontas. Igy
- lo— Wl = 126 [V~

A jobb oldalt ||| szerint minimalizalva azt kapjuk, hogy a minimumot ad6é W-re
Wll=s, és a minimum értéke 1—s%. Tehat a minimumot adé valésziniiségi valtozo-
par
¢=0¢, & =5V

Ezt a problémat kicsit mas megfogalmazasban BREIMAN és FRIEDMAN [5] veti fel,
csak 6k adott valdsziniségi valtozok fiiggvényeiként keresik @-t és P-t, tehéat ese-
tilkben az L*-terek ismét csak ezen valdszinliségi valtozok véges szordsa, Borel-
mérhetd fiiggvényei altal generalt terek lesznek.

¢) Korrespondanciaanalizis

Legyen most I={1,2,...,n} és J={l, 2, ..., m} véges halmazok és tekintsiink
az 1% J szorzattéren valamely
R={rji=1, .., n;j=1,;..,m}
egyiittes eloszlast. Legyenek

P= {r,, = Zm'r,-j: i=1, ...,n}
j=1
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n

O={r;=r;j=1, ey m)

i=1

a marginalis eloszlasok. Tekintsitk az L¥1, &7, P), ill. az L*(J, %, Q) Hilbert-tereket
és ezek kozt a
P,;: L2(J, B, Q) — L*(L, o, P)

feltételes varhatéértékképzés operatorat. Ez tehat tetszbleges @€ L3(J, 4, Q) valo-
szinliségi valtozéhoz azt a e L¥(l, o/, P) valosziniiségi valtozét rendeli hozza,
melyre

“6) v == Srie0) = 2

j_lrr

o(r;,

ahol (i) jeloli a ¥ diszkrét valosziniiségi valtozé i€l helyen felvett értékét. Pt
integraloperatornak tekintve, a magfiiggvény tehat g(i, j)=-;fi. A feladat P;-nek

olyan k-rangu A, (vagy ami ezzel ekvivalens: g-nek olyan ;c {égﬁ diadbol allé g,)
kozelitését keresni, melyre

4.7
1P — Al = Epxolg—gl* = Z’ 2’

2
ri.r.j - min,
i=1 j=1

ahol k(I<k=r=min {n, m}) adott pozitiv egész, r a P; operdtor rangja, z;-ek valds
szamok, o, L¥(1, o/, P) BE€LXI, B,0) (I=1,...,k).

A feladat megoldéasat a 3.3. tétel alapjan P; szingularis felbontasanak k-adik
szelete (vagy g, cl8allitasaban egy k-tagi diadosszeg) adja. Legyen P;=

= > 5;{-, op\; szingularis felbontés, ahol az s, Vy;, ¢, (/=1,...,7) mennyisé-
=1

gekre :

(4.8) l=s,=5=..=5,

.9) Epbibe = S 0¥ (Or. = &,
(4.10) Eq@9 = Z’ () or(j)r; = o,
(.11) Exbior = 2 3w er()ry = sou,

ahol 6, a Kronecker-delta.
Mivel (I.[1]) s;=1, ¥,=1 és @, =1, ezért a (4.9) és (4.10) osszefiiggésekbil
az is kovetkezik, hogy

Epy = Eqo =0 (I=2,..,k).
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A V5, o, valoszintiségi valtozokat trivalis faktoroknak, a ¢, @; (/=2, ..., k)
valtozdkat pedig korrespondancia-faktoroknak nevezziik. Az 1.2. allitas (1.8) dssze-
fuggései és a (4.9)—(4.11) Osszefuiggések miatt ezek olyan, mindkét térben paronként
ortogonalis faktorok, melyekre az azonos indexiick maximalisan korreldltak (s;=1
korrelacioval), a kiilonbozé indextiiek pedig korrelalatlanok.

Az r;; szamokat egy kontingenciatabla (ahol az elemek Gsszegével mar leosztot-
tunk) elemeinek felfogva, a magfiiggvény Karhunen— Loéve sorfejtésébél kovetkezik
a cellaelemek k-tagt diddosszeggel vald kozelitése (L2-norméban):

4.12) r;jwri.r_j(l-}-l:Z:' s e (), (G=1,..,n j=1,...,m).

1 2
9L-

beli, nem-tnwal:s faktorokat kapnank.)

5. A szingularis felbontas numerikus modszerei

L. BREIMANtO! és J. H. FRIEDMANtO] (1. [5]) szdrmazik az az otlet, hogy a véges
maétrixokra vonatkozd hatvanyiterdcié modszerét természetes modon altalanositani
lehet egy kompakt linedris operator legnagyobb szingularis értékének és a hozza tar-
tozo sajataltér valamely elemének meghatarozasara Ok ezt ACE (alternatmg condi-
tional expectation) algoritmusnak nevezik és kozvetleniil a 4.b. regresszids feladat
megoldasara alkalmazzak, vagyis a feltételes varhatdértékképzés operatorat bont-
jék fel vele. Az algoritmus konvergencidjinak bizonyitdsaban azonban nem kell
kihasznalni, hogy projekciorol van szd, a tétel tetsz8leges kompakt linearis operatorra
altalanosithato.

5.1. TETEL. Legyen A:H~—~H’ kompakt linearis operator. Jelolje s; A legna-
gyobb szinguldris értékét, F a hozza tartozé sajatalteret, tovabba A* az A operator
adjungaltjat. Tetsz6leges Y OVeH (|¢% =1) kezdeti elembdl kiindulva (melyre
P @) 20, azaz Y@ nem mergleges az E altérre) konstrudljuk a kévetkezd soro-
zatot:

n+1)
G s = Ay, yord = AT 01, )
' ¢ : TA @] )
PE"" 0 ! , , - ry oz
Jelohe y*= TP VO] Y®-nak az E altérre vald 1-re normalt vetilletét és legyen

o*=Avy*. Akkor
lim Y@ —§*|| = 0, lim o —@*| =0

H-, ill. H-beli norméban és

lim [[A*e™| = s,.
n—>co
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Bizonyitds. Az U=A*A:H-H é V=AA* H'—-H  operatorok kompakt,
pozitiv szemidefinit, dnadjungalt operatorok és spektralfelbontasuk

U= 211 siCu Yyl Vo= 21' EHEI WY T8
= i=
tovabba

A= Ss(wen il AT = sl e)W

az A, ill. A* operatorok szingularis felbontésa. (5.1) miatt ezzel

n) n
52) porn = AAYD U
[A*AY®| O™
y® egyértelmiien felirhatd, mint egy E-beli és egy erre merdleges elem Ssszege:
(5.3) \ll(") — a(n)‘l,* Jrg(n),

ahol VY*€E, aWeR é g™ | E.
Azt kell belatni, hogy a™—1 és [g™|~0, ha n—~ec. Ehhez az (5.2) és (5.3)
Ssszefiiggésekbdl kiindulva irjunk fel a®™-ckre és g™-ekre rekurziot:

g _UVO s Ug®
) Y@ — a5ty Ugo] *
anonnan
2 (n) U (n)
54 CTS L L RS S - N =0,1,...).
64 a oyey 8 oy =0h-)

Szitkségiink van arra a segédallitasra, hogy tetsz8leges g L E elemre |Ug|=
=rfgl, ahol si=r<s? (i:s5;<s;). Ugyanis egy E-re merSleges g felirhato az s, -nél
kisebb szingularis értékekhez tartozo sajatalterek elemeinek linearis kombinéci6i-

ként: g= 2’ b\;.
Si<s

A hérorr;szég-egyenlc'it]enséget és a Parseval-formulit hasznalva
Uglt= S BHUWIE = 3 Bistivl = r* 3 B3W® = rligl?,
t 1 t
si<sl Si<5l St<sl

ami a segédallitast bizonyitja.
Ebbdl az |[Ug®|| =r|g®™| Osszefiiggést az elobbi r-rel felhasznalva:

IO _ e _ r g™
a("+1) - s?a(") - s% a(") "
Ebbdl
I _ (Y
5.5) o r3 -0, n-oo,

mert r<s? pozitiv szam volt (¢ pedig kiszamolhat6é konstans).
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Mivel azonban |w®| =1, az (5.3) osszefiiggés miatt a™ 4 |g™|2=1. Mis-

Bl
a(")

(n—o0). Utobbi alapjan a™—1 (n— o) is igaz, mivel a®=0 miatt az (5.4) rekur-
zidbol latszik, hogy az sszes a™ pozitiv.

A tétel allitasa ezek utan mar kénnyen adédik:

I =W = Y +g® = = (L= @R N+ [ 0 (1 o).
Masrészt
00— %] = JAY® — AY*| = AL WO =" < K- WO =¥ =0 (1),
ahol [|A||<K (ui. A operator a kompaktsig miatt korlatos is).

Mair csak a legnagyobb szingularis érték meghatarozasara vonatkozoé allitast kell
belatni: az (5.1) és (5.3) osszefiiggésekkel

A*plr+D) = U\Il(") = a(")sf\ll*—i—Ug("),

=0. Ez csak Ggy lehetséges, ha [|g™||~0 és a1

részt (5.5) miatt lim
n—»oo

amibdl az (5.4) osszefiiggéssel
A% QD = Gt UG g O s m e,

mert ¢ —1, ||g™||—~0, U korlatossdga miatt pedig van olyan K,=>0 konstans, hogy
U@ =0 - ¥ ||<K;. Innen [A*@" V| —s) (n—o0), azaz, haaz (5.1) formu-
ldban a még normalatlan Y"+N-et tekintjiik, épp a norma — amivel leosztottunk —
adja ki hatarértékként a legnagyobb szingularis értéket.

Megjegyezziik, hogy amennyiben az A operatort most az E-re mergleges H-beli
altérre szoritjuk meg, hasonl6 eljarassal megkaphat6 a méasodik legnagyobb szingu-
laris érték és a hozza tartozo sajataltér egy eleme tetszdleges, erre nem merdleges,
I-re normalt elembdl kiindulva ... s.i.t. Ezzel az eljarassal ,,fokozatos lehamozassal”
egymads utdn, nagysag szerint csékkend sorrendben elvileg A véges sok szingularis
értékét meghatarozhatjuk. Mivel gyakorlati feladatokban altalaban csak az elsé
néhany szingularis értékre van sziikség, ez az iteracio alkalmazhato, de mar matrixok-
nal is lattuk (1. [4]), hogy elég hosszadalmas.

Koszonetayilvanitas

Végiil koszonetet mondok TusNADY GABORnak, hogy ezekre az alkalmazisokra,
és CsAk1 PETERnek, hogy a maximalkorrelacié feladatara felhivtak figyelmemet.
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BOLLA MARIANNA i .
MTA SZAMITASTECHNIKAI ES AUTOMATIZALASI
KUTATO INTEZET

1111 BUDAPEST, KENDE U. 13—17.

SINGULAR VALUES DECOMPOSITION OF LINEAR OPERATORS
ON HILBERT SPACES
(THE APPLICATIONS OF THE OPTIMAL FEATURES
OF THE DECOMPOSITION AND
NUMERICAL METHODS FOR THE DECOMPOSITION)

M. BoLLA

The theorems for the spectral and singular values decomposition of the compact linear opera-
tors on Hilbert spaces are well known. For the sake of better understanding these theorems are stated
as generally, as possible and we prove the optimal features of the decomposition on the basis of the
mini-max principle for the separation of the different singular values.

These theorems are applied for special integral operators of L2 spaces, which is resulted in the
Karhunen—Loéve expansion of the kernel. On this basis a lot of statistical problems can be solved
very easily (e.g. correspondence analysis, maximal correlation, regression).

Eventually we prove the convergence of the power iteration for the decomposition (suggested
by BremMAN and FRIEDMAN in a special problem).
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KORRESPONDANCIAANALIZIS

BOLLA MARIANNA

Budapest

A korrespondanciaanalizis az utobbi évtizedben elterjedt tobbvaltozds statisztikai modszer
kontingenciatablak vizsgdlatara. Bar maga az eljards mar régoéta ismert (1. FiIscHER [4], GUTTMAN [13],
LANCASTER [19], KENDALL és STUART [17}, McKEoN {22], akik un. szkorokat rendelnek a sorokhoz
és oszlopokhoz, hogy a kontingenciatablat a kanonikus korrelacidanalizisbdl ismert médon alacso-
nyabb rang( tibliaval kézelitsék), a korrespondanciaanalizis jelolésrendszerét és apparatusat a francia
iskola dolgozta ki (BENzecR1 et al. {1]) 1973-ban. Ezek utan HiLL 1974-ben irott [16] cikke hivja fel
a modszer hasznossdgédra a figyelmet. Sajnos, a francidk lefraismodja nehezen illeszthetd a tobbval-
tozos statisztikai modszerek szokdsos tirgyaldsdba, az Osszeegyeztetésre JAN de Leuw [21], Goobp-
MAN [7], [8], HABERMAN [14], GorpoN [11] és munkatdrsaik tesznek kisérletet.

Jelen cikkben megprobaljuk a korrespondanciaanalizis feladatat a lehetd legaltalinosabb mo-
don (a feltételes varhato érték operatoranak szinguléris felbontasaval) leirni. Ebbe a tragyaldsmodba
a fentiek is beilleszthetOk és a megoldés egyszerii linedris algebrai segédeszk6zokkel adodik. Megmu-
tatjuk, hogy a korrespondanciaanalizis nem mas, mint kvalitativ valtozok kanonikus analizise, és a
kapott faktorok legkisebb négyzetes becslést adnak.

Ezenkiviil foglalkozunk specialis tdbbdimenzids kontingenciatablak tin. tobbszéros korrespon-
danciaanalizisével, és ezt Gsszehasonlitjuk a JAN de LEuw-féle homogenitdsvizsgalattal [21], tovabba
a TusNADY GABOR és &ltalam kidolgozott tobbdimenzios beagyazassal.

1. A korrespondanciaanalizis feladata

Adott cgy n*m-es kontigenciatdbla az f,; cellagyakorisdgokkal. Legyen N ezek
Osszege, N-nel cellanként leosztva az r; relativ gyakorisdgokhoz jutunk. Ezeket te-
kinthetjiik két diszkrét eloszlasu valdszinfiségi valtozé (amelyek koziil az egyik n,
a masik m lehetséges értéket vesz fel) egyiittes eloszlasanak (jel6lje ezt R), és szintén
R-rel jeloljiik a relativ gyakorisigok nm-es tablajat. Jeloyje r;. (=1, ..., n), ill.
r; (j=1, ..., m) a megfelel6 marginélisokat. Ezek az I={1, ..., n} ill. J={1, ..., m}
alaphalmazokon a P, ill. Q valdszinliségeloszlast alkotjak. Az dltaldnossidg megszori-
tasa nélkiil feltehetd, hogy a marginalis gyakorisadgok hatdrozottan pozitivak (ellen-
kez$ esetben ui. az azonosan nulla sorok és/vagy oszlopok elhagyhatdk, azaz I és/vagy
J redukalhaté).

Célunk a kontingenciatablinak valamely alacsonyabb rangu tablaval valé koze-
litése. Ehhez a kanonikus korrel4cidanalizishez hasonldéan keresiink mindkét fenti
diszkrét valdsziniiségi valtozéhoz olyan, egymassal paronként korrelélatlan faktoro-
kat, hogy a megegyezd indexti faktorok korrelacidja maximalis legyen. Ilyen madon
a kontingenciatabla elGall a faktor-valésziniiségi valtozok értékei (Un. szkdrok) diad-
szorzatainak sulyozott Osszegeként. A legnagyobb silyok koéziil bizonyos szAmuit
megtartva a kontingenciatabla egy alacsonyabb rangi kozelitését kapjuk.
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A fcladat pontos leirdsara és megoldasara az integraloperatorok elméletét hasz-
naljuk fel (1. [2]). Mivel itt nagyon specidlis Hilbert-terek: az LX1, &, P), ill.
LX), B, Q) terek (melyeket az I-n, ill, J-n értelmezett P, ill. O eloszlasi valdsziniiségi
valtozok alkotnak) kézti linearis operitorokrdl van sz, ezek természetesen véges
ranguak, igy a rdjuk vonatkozo spektral-, ill. szingularis felbontési tételek, tovabba
a felbontasok optimumtulajdonsagdra vonatkozo tételek alkalmazhatok.

Vizsgalddasaink kozéppontjaban az

A: L2(J, 3, 0) — L*(1, &, P)

feltételes varhato érték operatora all, ennek szingularis felbontasat végezziik el. Néz-
ziik meg, milyen algebrai segédeszk6z6k kellenek ehhez.

1.1. ALLiTAs. Az A feltételes varhaté érték operatora integraloperitor, melynek
magfiiggvénye a g: [« J—R fiiggvény, ahol

g, jy=ry/riry; (=1,..,n j=1,..,m).

Bizonyitas. Legyen @€L*J, %, Q) és

J

(1.1) V= 3" g(r, = ,i

re(j i=1,...,m.

DAy 2 e ( )

Ekkor Y=Fg(@|/)=A¢, amivel készen is vagyunk, hiszen egy integraloperdtor

és magfiiggvénye kolesdndsen egyértelmiien meghatarozzak egymast (1. pl. [2]).
Nézziik meg, mi lesz a feltételes varhatoértékképzés operatoranak maétrixalak-

ja R, ill. R™-beli euklideszi normaban ortonormalt (0.n.) bazisokban felirva. Az

(1.2) x(() = ¥ W@ é y(i)=1Vr;e()

transzformaciokat bevezetve konnyen lathato, hogy ha Epy*=1, akkor > x%(i)=1
i=1
és ha Epyy’' =0, akkor > x(i)x’(/)=0, azazegy P mérték szerint o.n. rendszerbdsl
i=1

a fenti transzformdcioval euklideszi norméaban o.n. rendszert kapunk. Hasonlé igaz
¢ €s y viszonyara.

Az (1.2) osszefiiggésekkel, amennyiben =A@, azezeknek megfeleltetett x és y
vektorok kozott a

é—’i":y(f) =x() G(=1,.00m)

V?V";

Osszefiiggés kozvetit, tehat az A operator matrixalakja (az eldbbi, euklideszi norma-

ban o.n. bazisokban felirva):
1

1
(1.3) B=P RQ 2,

ahol P és Q jeloli a megfelel6 marginalisokat fGdiagonalisaban tartalmazd n % m-es,
ill. m % m-es diagonalis matrixokat.

Ezek utdn a korrespondanciaanalizis feladata az A feltételes varhato érték ope-
rator, azaz a B matrix szingularis felbontasa. A felbonts optimumtulajdonsigai az
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integraloperatorok szingularis felbontdsinak optimumtulajdonsagai alapjan (1. [2])
a kovetkezdk lesznek :

Adott k(1 =k =min {1, m}) egészhez keressiik a kontingenciatabla k tagu diad-
osszeggel vald kozelitését, melyre

k 2
a) |”A Ak”|2 EP*Q”g gk”2 Z Z; —"121' Zz“t(i)ﬁz(j)] rarp=
i=1j =
= tr (B—B,)"(B—By)

minimalis, ahol A,;: L2(J, &, Q)— L*(, o/, P) legfeljebb k-adrangi operitor, g,=

k
= > z;ou P, k-tagu diadosszeg, B, legfeljebb k-rangi matrix, ||| - ||| pedig egy linearis

=1

operator Un. kett8s normaja, amely nem maés, mint szingularis értékeinek négyzet-
Osszege (ez integraloperatorok esetén mindig konvergens, 1. [2]).

Az integraloperatorok elméletébdl jol ismert tény (1. [2]), hogy a feladat megolda-

sat az A operator szingularis felbontasanak k legnagyobb szinguldris értékéhez tartozé
sajatelemei adjak, azaz

zi=s5, o=V, Bh=9 (=1,..,k),

ahol
(1.4) A= 1—21 s e
az A operator szingularis felbontdsa, és a keresett minimum értéke > s7. Itt

l=k+1
O<r=min {n, m} az A operator rangja.

(1.5) l=s=zs=.=5>0,
(1) Epbobe = SU@¥e@n. = o (1L =0)
(1.7) Ey0,0, = Z‘Pz(])(Pt NDrj=op (A=LI=r),

ahol 8, a Kronecker-delta.

Az (1.5) sszefiiggésre még visszatériink, az (1.6), (1.7) Osszefiiggések pedig a
szingularis felbontds tulajdonsagaibol kovetkeznek. Azt is megmutatjuk, hogy az
1 szingularis értékhez mindig van egy azonosan 1 bazispar, jeldlje ezeket W, ¢,.
Az ezekre vald ortogonalitas egyben azt is jelenti, hogy

(1.8)  Ep\y = 21' V(). =0, Epo = Z;‘Pt(j)"-j =0 (I=2..,n
i= J=
A gyakorlatban természetesen a B matrix szingularis felbontdsat hajtjuk végre:
B= Zs,u,v, , ahol {u}i_;cR" ill. {v}i_;cR™ euklideszi normaban o.n. rend-

SZer, pedlgatranszponalast jeloli. A megfeleld LX(1, &, P),ill. L*(J, &, Q) terekben
o.n. rendszerek a kovetkezd Gsszefiiggéssel kaphatok :
1 1

(1.9) =P %y, ¢=Q %y, (I=1,..,r).
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Szintén jol ismert a szingularis felbontas kévetkez$ optimumtulajdonsaga :

n m
b) ponax, ’E'Ralﬁl = . max Z . ()b (ri; = 51,
EoB by =511 T wwer. = e (LS = 1) ==

£ oDortitr, =ow (155D
(d=1,..,r

€s a maximum a i, @, paron vétetik fel. Azaz ¢, =1, @, =1 és/=2,...,rre az [-
edik faktorpar (Y, @,) korrelacid¢ja maximalis az n, ill. m diszkrét értéket felvevd,
egységszorasi, az eldz6 faktorokra mindkét térben ortogonalis valésziniiségi valto-
z0k korében, és ez a korrelacio éppen s;,. Ez is mutatja, hogy a szingularis értékek
1-nél nem nagyobbak. Ez a tulajdonsag éppen a kanonikus korrelacidanalizis felada-
tanak megfogalmazasa diszkrét valosziniiségi viltozokra.

1.1. Definicio. A fenti A feltételes varhato értékképzés operatoranak szingularis
felbontasaban szerepld V;, ¢(/=2,...,r) elemeket korrespondanciafaktoroknak,
a v\, ¢, part pedig trividlis faktoroknak nevezziik.

A kiindulasul vett diszkrét valtozoknak egyérteimiien megfeleltethets egy & n-,
ill. n m-komponensi binaris vektorvaltozd, azaz a kontingenciatablanak egyértelmiien
megfeleltethets egy n, ill. m kérdést tartalmazo kérdGiv, ahol mindkét esetben ugyan-
azt az N egyént kérdezik meg, ¢s mindenki mindkét kérdéscsoportbol pontosan egy
kérdésre valaszolhat igennel, a tébbire nemmel valaszol (igen=:1, nem=:0).

Jelolje X, ill. Y ezeket az N xn-es, ill. N *m-es megfigyelésmatrixokat, amelyek-
nek tehat minden sora pontosan egy 1-est tartalmaz. Konnyen lathato, hogy

. 1 T _ 1 T _l T
(1.10) R=—XTY, P=—X'X, Q=7Y"Y.

igy R, P és Q tekinthet a két bindris vektorvaltozd empirikus keresztkovariancia-,
1 1

ill. kovarianciamatrixdnak és igy formdlisan a B=P 2RQ 2 matrix éppen az,
amelynek szingularis felbontdsit normdlis vektorvaltozok kanonikus korrelicio-
analizisénél elvégezziik.

Mivel &, ill. n kovarianciamatrixa diagonalis, komponenseik korrelalatlanok, ami
binaris valtozoknal fiiggetlenséget is jelent. Ezzel a korrespondanciaanalizis céljat
tekintve is megfelel a normalis valtozékon végrehajtott kanonikus korrelacidanali-
zisnek, hiszen a keresett Vs, ill. ¢ faktorok (maguk 1-dimenzidés diszkrét valdszinii-

ségi valtozok) &, ill. n komponenseinek linearis kombinacioi, hiszen Y= > Y(i) &,
i=1

ill. o= g’(p(j)nj (ahol &; és n; & és m komponenseit jeloli) ui. P(y=y(i))=
j=1

=P(§“i=ll=)=;',~., ill. P(e=0(j))=P(n)=1=r; a komponensek fiiggetlensége
miatt. Mivel
EE=(ry,....,n)T é En=(,, ..,r)0,

ezért a kanonikus analizist valdjaban a & =& —EE, ill. n"=n—En binaris vektorval-
tozokon hajtjuk végre, melyek empirikus keresztkovarianciaja R’, ahol

o —_— . § — . P
rij=r—rry (=1L..,n j=1,..,m).
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I

A g@,j)=—2 P rl magfiiggvény sorfejtésével a ¥, ¢,(/=2, ...,r) korrespon-

dancxafaktorokat kapjuk, melyek tehat maximalisan korrelaltak (s, korrelacidval)
&’ ill. n” komponenseinek linearis kombinécidi korében, akarcsak a normalis valtozok
kanonikus faktorai.

Osszefoglalva tehat, az a. és b. pontok alapjan lathatjuk, hogy a szingularis fel-
bontds baziselemei a korrespondanciafaktorokra legkisebb négyzetes becslést adnak,
és egyben a két tér valtozoi kozti korrelaciot is maximalizaljdk a kanonikus korrela-
cibanalizis értelmében.

2. A korrespondanciafaktorok tulajdonsagai

2.1. Definicio. Az elsé fejezetben leirt szingularis felbontassal kapott korrespon-
denciafaktorok koordinatait kanonikus szkéroknak nevezziik. Ezek segitségével adott
k(l1=k=r, ahol r a kontingenciatibla rangja) egészre a gyakorisiagtibla k-taga
diadosszeggel vald kozelitését (k— 1)-edrendii kozelitésnek nevezziik.

Egy (k—1)-edrendii kozelités a kontingenciatablinak egy k-ranga tablaval valé
kozelitése.

A kanonikus szkérokat felhasznilva a gyakorisagtabla (k—1)-edrendii kozeli-
tésének elemeire:

@1 r® =rr [l +2 SO e,

ahol k=1 esetén a fenti szumma nulla.
Az (1.8) osszefiiggések alapjan konnyen lathatd, hogy

,“-Ma

3 = Z’ .Zr +2s,2\|1,(1)r _Z(Pz(J)rj—l

Jj=1

1 0

A O-adrendii kozelités (k=1 esct) feltételezése éppen a fiiggetlenség hipotézisét
jelenti, vagyis hogy a kontingenciatabla elemei a marginalisok diddszorzataként allnak
eld:

Hy: 0= ¢i.0.5,
ahol g az r relativ gyakorisagnak megfelelS valodi valésziniiséget jeloli.
Az ezt tesztel§ y2-statisztika, amely a H, hipotézis fennallasa esetén (n—1)*
*(m—1) szabadsagfoku y®-eloszlast kovet :

fifi ]
£
2 _ & (ry—r.rg)? g < [” N
(2.2) = Nl.zzl‘ El rry o i-—-Zl, fis) fi [y
N

_,]
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2.2. Definicio. A (2.2) 6sszefiiggésben a szogletes zargjelben allo kifejezést négy-
zetes kontingencianak nevezziik (1. RENYI[27]).

{Abban az esetben, mikor 1 és J megszamlathatéan végtelen, a négyzetes kon-
tingencia végessége elégséges feltételt ad a feltételes varhatdérték operdtoranak
kompaktsagara, 1. [27]. Véges I, J halmazok esetén természetesen ez is véges.) Kony-
nyen lathato, hogy

(2.3) 2= N[tr B'B—1] = Ntr (B—B)"(B—B,) = N > s,
I=1

azaz a fiiggetlenség hipotézisét vizsgald x* éppen a nem-trividlis korrespondancia-
faktorokhoz tartozo szingularis értékek négyzetdsszege.

2.3. Definicio. A fenti y2-értéket a korrespondancia mértékének (a kiilfoldi iroda-
k
N 2 st

!

lomban frace =nyom), az ——:22— szamot pedig az elsé k — 1 nem-trividlis korres-

pondancia-faktor dltal magyardzott korrespondancidnak (a francia irodalomban taux
=hdényad) nevezziik.

A gyakorlatban, ha a fiiggetlenség hipotézisét mar elvetettiik, k=2,3, ..., r-re
ennek a magyarazott korrespondancidanak a %-os nagysaga hatirozza meg, hogy hany
korrespondanciafaktor ,,magyarazza elég j61”” a kontingenciatiblat. Itt azonban a nor-
malis eloszldsu valtozokra kidolgozott kanonikus korrelacioanaliziséhez hasonld
Bartlett-féle likelihood-hdnyados préba nem hajthato végre. Ennek az az oka, hogy
a szinguléris felbontdssal kapott kanonikus szkérok nem maximum lekelihood becslé-

sek a

Hy_y: 0= Qi-Q-j[l+l=Z,;' sy () o]

modellben (GoopMaN [7]—{10] cikkeiben ezt (k— I)-edrendii asszocidciés modellnek
nevezi), amely azon a hipotézisen alapul, hogy létezik (k—1)-edrendii kozelités
k=2, ...,r).

A kanonikus szk6rok marcsak azért sem lehetnek a fenti modellben maximum
likelihood becslések, mert az r{¥ elemek ko6z6tt negativ is el6fordulhat. A legegy-
szeriibb ellenpéldak 3% 3-as kontingenciatabldk korében adhaték a masodrangt ko-
zelitésre (az 1- és r-rangu kozelitések ui. mindig pozitivak).

Legyen kontingenciatiblank a 3X3-as identitds. Mivel s =s,=s5,=1, ;=
=¢; (i=1,...,3), a \{, y; par tetszGlegesen valaszthato egy, a Y,=1 faktorra
merdleges altérben. Ha

w0 =2 wa=)3 wo=o

1 1 5
7 (2 =——=, ¥:B)=V2,

V(1) =— VZ

1
akkor r{P=r¥= 5= 0.
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Ha v, és s, szerepét felcseréljitk, akkor a masodrangi kozelités csupa pozitiv
elemekbdl 4ll.

De a negativitas el6fordulhat egyszeres multiplicitasi szinguldris értékek (egy-
értelmi korrespondanciafaktorok) esetén is. Legyen pl. kontingenciatdblank

126 0 1
1 622 0
1 1 248

Ekkor s;=1, s,=}0,98975, s,=V0,96976, és a masodrangu kozelités:

33,839 15,38 77,781
15,918 619,51 —12,429].
78,243 —11,89 183,647

k=2 esetén HABERMAN és GILULA [6] felirjak a likelihood-egyenleteket és nume-
rikus eljarast adnak az egyenletrendszer megoldisiara. KENpaLL [17] ugyan a (2.3)

r

felbontést xZ-particiénak nevezi, de mint LANCASTER [19] rdmutat, az N > s
l=k+1

mennyiségek mar nem y2-eloszlastak akkor sem, ha a H,_, hipotézis fennall. O’NEILL
[24] cikkében bebizonyitja, hogy H, fenndlldsa esetén Ns? hatareloszlasa (N— <o)
olyan, mint egy centralis Wishart-mdtrix legnagyobb sajatértékéé. HABERMAN [14]
pedig H, fennéllasa esetén ad meg hatareloszlasokat.
Az elsé részben leirt szingularis felbontds alapjan a B matrix sajitelemei kozott
fennallnak a
By, = s;u;, BTuy=sv, (I=1,...,7)

osszefiiggések (1. [29]). Megjegyezziik, hogy B rangja megegyezik A rangjaval, mivel
a marginalisok pozitivak. Igy az (1.2) osszefiiggések miatt a korrespondanciafaktorok-
ra

(24) Fo,=sPY¥;, FTYyy=5Q¢, (I=1,..,r),

ahonnan a kanonikus szkdrokra a kovetkezd, un. dredltdsi formuldk érvényesek :

2.5) ; ryoi() = st WG, (=1,...,1)
2.6) =2 W) = siryel), (=1, ...,7).

2.1. ALLiTAs. Tetsz8leges kontingenciatablabol kiindulva

=1 ¢,=1, ¢ =1

Bizonyitds. Ezekkel a mennyiségekkel a (2.5), (2.6) atvaltasi formulak teljesiilnek,
melyek egyértelmiien leirjak az dsszetartozd baziselemeket (L. [29], mivel 1 a maximalis
szingularis érték és s;-ek korrelacidk.

Az 1 azonban t&bbszords szingularis érték is lehet (ilyenkor vy, @, nem egyér-
telmii, de valaszthaté a fentienek), err6l sz61 a 2.1. tétel. Ennek megértésére szolgal a
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2.4. Definicio. Azt mondjuk, hogy egy nsm-es kontingenciatdbla maximalisan
t(1=t=min {n, m}) szim1 diagonilis blokkbdl épiil fel, ha a sorok és oszlopok per-
mutacidjaval elérhets, hogy van benne ¢ rész-kontingenciatabla, melyek diszjunktak
és sorba rendezhet8k olyan mddon, hogy az elsG bal felsG sarka a nagy tabla bal felsg
sarka, egy rakovetkezd bal felsG sarkdban 4ll6 elem mindkét indexe eggyel nagyobb,
mint az 8t megel5z3 jobb also sarkaban levd elemé (a blokkok sarkosan érintkeznek),
és az utolsd jobb alsé sarka a nagy tabla jobb alsé sarka. Ezeken a rész-kontingencia-
tablakon kiviil mindeniitt nulla elemek allnak. A maximalitas azt jelenti, hogy a
rész-kontingenciatablak egyike sem bonthatd tovabb a fenti médon diagonélis blok-

kokra. (Az itt lathat6 4bra sraffozott részei + maximalis diagonalis blokkot abrazol-
t t

nak, az iiresen hagyott részeken nulldk 4llnak, ahol 3 n;=n é 3 m;=m).

i=1

i i=1

n {

1. dbra

A kovetkezd tételbdl az is kijon, hogy a diagonalis blokkok maximalis szama egy-
értelmii.

2.1. TETEL. A fenti feltételes varhatd érték operatordnak az 1 pontosan annyi-
szoros szingularis értéke, ahany maximalis diagonalis blokkbdl a kontingenciatabla
felépiil.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy kontingenciatdblank ¢ maximalis diagonéalis blokk-
bél épiil fel. Lattuk, hogy s;=1 és \, @, valaszthatd azonosan 1-nek. Most kere-
stink olyan Vs, @, (/=2, ..., t) faktorokat, hogy
) ExWWWy =90, QRsEl=1=0I's1)
és

Ey090, =6 Q=l=t1=0I'=1).
Legyen \,, ill. @, a kovetkez§:
e, i=n P, j=m

‘1’2(1) = {cég)’ T n]’ ‘Pz(J) == {déz), j> ml’

azaz két lehetséges értéket vehetnek fel. Ekkor a ¢{?, ¢f?, d?, df® konstansok meg-
valaszthatok gy, hogy

EpnVy = 2V, (0)r;. = c§2) 2"i~+c§2) 2 =0
i=1 i=1

i=n+1
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és
Ep9,9, = _Zi‘Pz(j)"-j = dP 21"-,-+dé"') 2 rj=
i< i<

J=m+1

legyen. Mivel
ny my n m N
=r;=F & 3 rn= 2 r;=FQ
i=1 j=1 i=n+1 j=my+1

(ahol F@=1—F®), ezért ¢ és c§?, ill. d{? és d§? ellenkezd eljeliiek:

_0{2)1:1(2) @ _ _dl(ﬁ)pl(m

@7 e o W
Ezenkiviil teljesiilniiik kell még a kovetkezs egyenlGségeknek is:
Ep¥ = (ct 0))2F(2)+(é(2))2F(2) =1,

V3 = (dPPF® +(dPyFP = 1.

Ezekbe a (2.7) osszefiiggéseket behelyettesitve azt kapjuk, hogy

F® N N F®
P=d® =/ 2, ct=di=-} L.
1 1 F® E®

ExVs 0, = cOdDF® 4 cPAPFD = (¢P)F® L (cPRED =

Ezekkel

F®

- @ 4 "1 pe) — p@)_ F@ —
__FmF2 T — FP = FP+FP =1,
azaz 1 legalabb 2-szeres szingularis érték.
/1=3,4, ..., t-re hasonléan konstruilhaté meg a \;, @, par gy, hogy ezek pon-

tosan I kiillonboz8 értéket vesznek fel az {1, ...,m}, {n1+1 R TR ) S
{2 n+1, ,n}, il {1, ..omy), {1, m ), {Z’ m;+1, }

lepcsol_(on, szorasuk 1 legyen, és a naluk kisebb indexii faktorok;a ortogonahsak
legyenek a P, ill. O mértékek szerint. Mivel

1 ;",‘ o E mny
Epn0, = Z 2 ‘I’t(’)‘Pt(])’u Z u_Zl u_Z \l’t(i)(Pl(j)"ij =
i=1 j=1 u—lj = é‘ n+1j= g m,+1
! gu‘l Mo él m, 1 1
= > cWd® v= v= ri= 3 cWdDFD = 3 (cOPRF® = 1
u=1 u=1 u=1

u=1 u—-1
i= 3 n+lj= 3% m=
v=1 v=1
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ahol F} az ’u gyakorisagok oOsszege az w-adik sraffozott részen (u=1,...,/-1),

-

FO=1- Z' FED, ¢ dP pedig \,, ill. @, értéke az u-adik lépcsén (u=1, ..., 1),
u=1

és ha a szumma jJel felett kisebb szam all, mint alatta, az Gsszeget 0-nak tekintjiik.

Az [=2 esethez hasonldan tetszdleges [-re ([=1,...,1) dP=c® (u=1,...,1) és
3
S(cPRFD =1, tehat az 1 legalabb r-szeres szinguléris érték.
u=1
Megforditva tegyiik fel, hogy az 1 pontosan f-szeres szinguldris érték. Jelolje
a hozza tartozd sajatbazis elemeket ¥, @, (/=1,...,1). Mivel Eg{y,0,=1, ezért
a normaltsagi feltételek miatt ¥,= ¢,. Ez csak ugy lehetséges, ha

P =cPy=Plo,=dP), u=1,..,1,
S o= 2 r; (w=1,.,D

i J
wi=cP o.()=d’ -

azaz

Ez pontosan azt Jelentl hogy a kontingenciatabla legalabb 7 diagonalis blokkbdl all.
Osszevetve az el6z6 iranyu allitassal, lathatd, hogy a maximalis diagonalis blokkok
szama megegyezik az 1-es szingularis érték multiplicitasaval.

2.2. AiLiTAs. A korrespondanciafaktorokra
(28) ER‘l’l(pl’ZSléll’ (19 = l’ cees r)-

Bizonyitds. Az I=I" esetet mar lattuk. Ha /=", akkor pedig a (2.5), (2.6) atval-
tasi formulakkal

Exyio, = 2 E Vi(i)o, (J)"u Z V(i) 2 9o (])”u =

i=1 _]—

- _2 i)y 1 0y (i) = 51 Epp s = O.

2.3. ALLiTAs.

n m [rij_r'.(}‘)]Z r .
—_— = st (k=2,...,r)
:=2; =/ onrg 1=§L1 )

Bizonyitds. A bal oldalon all6 négyzetdsszeg éppen
i=1 j=1 I=k+1

m " k
Z[rf'rj.. —1=21'slll’l(i)¢l(j):|2ri'r'j=”g_gk”2=tr(B—Bk)T(B—Bk)z Zk’ st

Most roviden ismertetjiik a korrespondanciaanalizis [1]-beli bevezetését és ennek
kapcsolatat a mi levezetésiinkkel.

Legyen F={f;;:i=1,...,n; j=1,...,m} gyakorisagtabla és f; jelolje ennek
i-edik sorat leosztva a sorosszeggel, azaz

fi = {{,:’ : JEJ}
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enneck clemei tehat J-n eloszlast alkotnak. Jelolje .17(I) az ezekbél alkotott pont-
felhGt (a francia szakirodalomban nuage) a J-dimenzids térben:

A1) = {fi: i€l

Jelslie f,={f.:iel}, ill. f,={f;:jeI} a margindlisokbol 4ll6 vektorokat,
ekkor
Ep (D) =1,

azaz f; az A" (I) pontfelh§ sulypontja. f;-t mint elsG (trividlis) faktort tekintjiik, és e
koré akarunk tovabbi k—1 faktort keresni ugy, hogy az .47 (I) pontfelh§ Gsszvari-
anciajabol az els6 k faktor a lehet§ legtobbet magyarazza, ahol k rogzitett egész
k=1, ...,1r). Az # (1) pontfelhG Osszvariancidja:

(2.9 2 6 =15, 7.
i€r
ahol || .—. || f; jeloli az argumentumban allé két eloszias f;-re centralt y*-tavolsagat,

amit [1]-ben a kovetkezSképpen definialnak.

2.5. Definicio. A p'V és p™ eloszlasok kozti, f;-re centralt y*-tavolsag:
(1) __p(2)]

2[1)

Jjel f. J
(2.9)-et tovabb kifejtve az A" (1) pontfelhd Gsszvariancidja:

[——f:]” -

_ [f.-, —fLF X .
=>> A (. 2.2)1),

icl jed

fi. =

ami nem mds, mint az f;;, ill. £;{V eloszldsok kozti, f;. . ;-re centralt y*-tavolsag.
A kanonikus szkéroknal kapott s;, ¥, @, /=2, ..., k) mennyiségekkel beve-

zetve az
a,(i) = sy (i), icl

w(j) = f0.0j), jeJ

jeloléseket és u,-et tekintve az A" (I) pontfelhd l-edik faktortengelyének (/=2, ..., k),
ez a rendszer adott k-ra a pontfelh$ Ssszvariancidjabol éppen a legtobbet magyrazza.
Ui. a nem magyarazott rész Osszvariancidja:

(2.10) és

| Uit~ 2 aliu()T
Z I—1£— 2 al(’)“z”f,f 2 > =2 =
i€l icl jed fi.f:j

k
_ [ﬁj—fi.f:j(l‘*‘l___z;y sl‘/’l(i)(/’l(j))]‘ 2 f;; f(k)]o
icl jed ﬁf; icl jed f f_l ’
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ami a 2.3. illitas alapjan az A4 (I) pontfelhé Gsszvariancidjanak az elsG k faktor altal
nem magyarazott részét minimalizélja, azaz a magyarazott részt maximalizalja.

Ugyanezt az eredményt kapjuk, ha az I-n értelmezett eloszlasokbol all6 A7 (J)
pontfelhébdl indulunk ki. Ekkor a nem-trividlis faktorok a v,={v,(i)=f;. ¥, (i): i€1}
vektorok lesznek (=2, ..., k) és ezeknek a b(j)=s59,(7), (j€J) egyiitthatokkal
képezziik a fenti értelemben optimalis linearis kombinacidjat.

Az elmondottak egyben modszert is adnak adott k esetén az A" (1), 4" (J) pont-
felh$ elemeinek az els§ k faktor terében valo abrazolasara. Az (f), f;) part képzelve
az origdba, a pontok a k—1 dimenziés térben abrazolhaték az

(2, (@), ..., a,()):

(b2()), -5 b () j€J
koordinatéak alapjan.

Az 4 (1) pontfelhd i -edik, ill. i;-edik pontja k6zGtti y*-tavolsag éppen a meg-
felels pontok euklideszi tavolsiga lesz, ui.:

VA
el
AT
Sud A0+ S0 S 1+ 3 a@e0) |
_ 7 - 7.
) L

£l S =3 @)eF = 2 @G-8 3 e,

ill.

jed i
1

felhasznalva, hogy Ey¢,9,=0. Ez éppen az i-edik, ill. i;-edik pontok euklideszi
tavolsaga a (k—1)-dimenzids faktortérben. Hasonlé mondhat6 az 4" (J) pontfelhd
pontjairdl is. S6t a két pontfelhSt ugyanabban a (k—1)-dimenzids térben dbrazolva
heurisztikusan lathaté (részletesebben 1. [1]-ben), hogy az A" (1) pontfelhd i-edik és az
A (J) pontfelhd j-edik pontja annal kozelebb lesz egymashoz, minél nagyobb az f;;
cellagyakonség A kérdbives megfogalmazasban ez azt interpretdlja, hogy az nglk
kérddiv i-edik és a masik kérddiv j-edik kérdésére sokan valaszoltak egyszerre igen-
nel.

Szokés a kontingenciatabla helyett specidlis 0—1 adatmatrixbél kiindulni (1.
kérdGives megkozelités). Ekkor a korrespondanciaanalizis lehet&vé teszi az objek-
tumok és a dichotém valtozok ugyanazon térben valdé abrazolasat. Ezzel foglalko-
zik még altalanosabban (2-nél t&bb valtozo esetén)az un. t6bbszordés korrespondan-
ciaanalizis.
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3. Tobbszoros korrespondanciaanalizis

Legyen G a kovetkezs specialis, 0-~1 elemekbdl allé6 métrix: G sorai N objek-
tumra vonatkozé megfigyeléseket tartalmaznak tgy, hogy a G matrix ¢ szama blokk-
bdl 4ll (G, ..., G,) és minden blokkon beliil minden sorban pontosan egy 1-es all,
a tobbi helyen pedig 0. Képzeljiink el pl. egy olyan szituicidt, mikor N személynek
t szamu kérddivet kell kitoltenie, és a j-edik kérdGivben m;-féle lehetSség koziil kell

t

az egyiket kivdlasztani. Legyen M= Jm;, igy az NxM-es G matrix a kovetkezd
j=1

alaku:
M
- - ~
NJ Gy | G cevinaiiaiiiaas G| =6
e e — N————
m, L1 me
2. dbra

ahol minden blokkon belill minden sorban pontosan egy 1-es all.

3.1. Definicio. A fenti alaki G adatmatrixot teljes diszjunkt tablénak nevezziik
(a francia szakirodalomban: tableau sous forme disjonctif compléte).

Kénnyen lathatd, hogy a B=GTG matrix szimmetrikus és 2 szamti blokkbol
all. A diagonalis GTG;=D; blokkok maguk is diagonalisak és a

(d}, 0
Di=1o ‘d',’-’f]

matrix f6diagonalisdban a j-edik valtozo egyes kategdridinak (modalité) gyakorisigai
allnak. A nem diagonalis blokkok pedig kozonséges kontingenciatablak, pl. GTG;
(i=)) az i-edik és j-edik valtozé kategéridinak egyiittes gyakorisagait tartalmazza,
mint azt mar t=2 esetén az 1. fejezetben megmutattuk.

3.2. Definici. A fenti B blokk-matrixot Burt-tdblinak (tableaux de Burt)
nevezziik.

Az is konnyen lathato, hogy a Burt-tdbla valamennyi blokkjan beliil az elemek
dsszege N, sor- és oszlopdsszegei pedig a D diagonalis matrix f8diagondlisaban 4ll-
nak, ahol D a Dy, ..., D, diagonalis matrixokat tartalmazé6 szintén csak diagonilis
mAtrix.

Hajtsunk most végre a G matrixon az 1. fejezetben leirt médon korrespondan-
ciaanalizist. Mivel G elemeinek Osszege tN, sorrosszegei 1—k, oszlopOsszegeit pedig
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a D diagonalis matrix f8diagonalisa tartalmazza, a kovetkezd madtrix szinguldris
felbontasat kell elvégezni:

ty-172 G (D —1/’ " r
_ I — — /2 — T
(tN] IN (rN] Vl Gb~ le’u’v”

ahol r=rang (G)=min {N, M —t}, mivel mind a |t blokkon beliil az oszlopok
kozott legalabb egy lineéris 6sszefiiggés van és

l=s=s5=...=5,> 0,

wERY, vieRM™ (I=1, ..., r) euklideszi normaban ortormalt rendszereket alkotnak.
A korrespondancia-faktorokhoz (jelolje ezeket most X;, Y,) az (1.9) Osszefiiggések
vezetnek :

PN _
(3.1) Xl = [W] u = VN“I ([ = 1, eey r),

~1/2 .
Y1=(—,%] v=YiNv, (I=1,..r).

Itt is igaz, hogy X,;=1¢ R¥, Y,=1¢RM, és az ortogonalitasi feltételek miatt

N N
(3.2) S, ()= = L Sx,() = 0, azaz SX,(i) =0,
i=1 tN NI i=1
e > 2 4 1 S X N X2 o
3.3) izzl' X: (I)W = W,:Zl' (=1, azaz i=21 (i) = N,
t m m;
(3.4) 3 SYidi=0, azaz 3 iy =o,
IN Jj=1li=1 j=1i=
t omy
65 oy 2 IO =1 w3 FNORg =
j=1i=1 Jj=1i=
ahol Y‘ = (Yll, Py I)T.
A (2.4) atvaltasi formulak alapjin pedig:
Sy, —stx Gy =52y, (=1
T R e A
azaz
(3.6) Xl = —I—GYI, Yl = i]:)‘_.:l(;TXla

3.1. TETEL. A B Burt-tdbldn végrehajtott korrespondanciaanalizis faktorai meg-
egyeznek a G teljes diszjunkt tablan végrehajtott korrespondanciaanalizis Y, fakto-
raival (I=1,...,F).
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Bizonyitds. Mivel B

Osszegeit pedig a ——=——-D diagonalis maAtrix tartalm azza, ezért a kovet-

t
t 2N IN
kez8 matrix szingularis felbontésat kell elvégezni:

—1/2 —1/2
(2) B (2] _ Y pwegp-ie
tN 2N N t

Ez a matrix szintén szimmetrikus, igy szingularis felbontdsanak bazisvektorai a sajat-
vektorok, szingularis értékei pedig a sajatértékek abszolutértékei.
I . . . . 1 -1
Mint lattuk a G-n végrehajtott korrespondanciaanalizisnél az —GD 2
!

M-

1T
s;u vl szingularis felbontast kellett elvégezni. Innen az [-—1-_—GD_—2—) X

] t

1

1 1 . . .
( 7 2] matrix spektralfelbontésa :
1 —12G:T ~1/2 v 2y vl
7-D G GD =l—21'Slvlvl .
Mivel GTG=B definici6 szerint, ezért a Buri-tdbldn végrehajtott korrespondnacia-
analizisnél a szinguléris értékek: 1=s3=si>...>s2>0 lesznek, a korrespondancia-
faktorok pedig:

p 12 .
(-ﬂ—v-] vy=VIND- 2y, (I=1,..,r1),

ami definicio szerint épp az Y, vektor.

Természetes médon felvetSdik a kérdés, hogy az Y,=(Y}, ..., Y)T alakban
particionalt korrespondancia-faktorokra igaz-e, hogy az Y, Y{ par a Burt-tébla
(i, j )-edik blokkjanak (mint kozonséges kontingenciatablanak) az dsszetartozd kor-
respondancia-faktor pértjait adja. A valasz a kovetkez§:

3.2. TETEL. t=2 esetén a Burt-tabla t0bbszoéros korrespondanciaanalizisének
Y, faktorai az (Y}, Y) parbol allnak, ahol Y} és Y a GT G, kontingenciatabla korres-
pondancia-faktorai. t=2 esetén a Burt-tdbla korrespondancia-faktorai 4ltaldban nem
allnak igy el§ az egyes kontingenciatiblak faktoraibol.

Bizonyitds. Legyenek a GT G, kontingenciatiblan vegrehajtott kozonséges kor-
respondanmaanahzls szinguldris értékei 1=z,=z,=...=z, >0 és faktorai Y}, ill.
Y} (=1,...,r), ahol ry=rang(GfGy=min {m—1, mz—l} A (2.4) formula
alapjan

G;G,Y? = z;D)Y}, GIGY}I=zD, Y} (I=1,..,r).

Ezek felhaszn4lasaval

B(Y,’] (D, GI Gz) (Y,‘) (DIY}—FG}r G2Y,2]
vz) T 676, DJ\y T\GrG,YI+D, YY) =

- D1Y11+21D1Y11] _ ( 0] [Y}) B 1+z, ( ) 3
- (Z,DzY?—szY,2 A+z2)|y" p v2) = (2D) (=1, ..,r).
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Mivel =2 esetén B sor-, ill. oszloposszegeit a 2D diagonélis matrix tartalmazza lat-
hatjuk, hogy a Burt-tdbla elsG r, korrespondanciafaktorara és szingularis értékére:

1
Y= (L YDT & si=—t (=17
A GTG, kontingenciatdbla z;=1 szingularis értékéhez s,=1 tartozik és az ;\

1 . .
figgvény a (0, 1} intervallumot az [5, 1] intervallumra képezi le. Tehat a Burt-tabla

1
els6 r, szingularis értéke —2—-nél nagyobb és r,<r=rang (B).

Az is lathato, hogy a bizonyitds menete 7>2 esetén csak akkor lenne alkalmaz-
hatd, ha a GT G; kontingenciatablak bal oldali kanonikus faktorai régzitett i mellett
tetszbleges j=i indexre megegyeznének (ill. a jobb oldali faktorok régzitett j mellett
tetszGleges i j-re ugyanazok lennének). Ez altalanossagban azonban nincs igy, mert
a rész-kontingenciatablak szingularis felbontéasa kiilonbozé.

Annak ellenére tehat, hogy — mint azt el8bb lattuk — a Burt-tdbla kanonikus
felbontésa a rész-kontingenciatiblakra nem adja ugyanazokat a kanonikus szkérokat,
mint ha azokon kiilén-kiilén korrespondanciaanalizist hajtottunk volna végre, a
Burt-tabla fenti felbontadsa lehetséget ad egy teljes diszjunkt tabla strukturdjanak
leirdsara, pontosabban az objektumoknak és az egyes valtozdék kategoridinak ugyan-
abban az alacsony dimenzids térben val6 dbrazolasara a kovetkezdképpen :

Legyen k (1<k§ r=rang (G)) tetszSleges egész. Akkor az m-edik objektum
koordinatdi a (k—1)-dimenzids faktortérben a 2. fejezet alapjan a kévetkez8k lesz-
nek:

(S2X2(n), 53 X3(), .oy skxk(n))’ (n=1,..,N).
A j-edik valtozo i-edik kategoriadjanak koordinatéi pedig:
(YD), Y30, ..., s, YD), (i=1,..,my j=1,..,1).

Az el6z8 fejezetben leirtak alapjan ez lehetdséget ad az objektumok, ill. a vél-
tozé-kategoriak szimultan clusteresitésére, ui. :

— azok az objektumok lesznek kozel a faktortérben, melyek sok valtozo esetén
ugyanazt a kategoriat valasztottak;

— azok a valtozd-kategéridk lesznek kozel, melyeket sokan vilasztottak egy-
szerre ki;

— és végiil minden objektum az az altala kivalasztott valtozo-kategéridknak
megfelelé pontok stlypontjahoz lesz kézel (ezt a kovetkezd fejezetben indokoljuk
eg precizen).

(Megjegyezziik, hogy a (3.2), (3.4) Osszefiiggések miatt a k—1 dimenzids fak-
tortér mind a 2%~ részterében lesznek pontok, és hogy ez a faktortér k-dimenziésnak
is képzelhetS, azonban a trivialis faktorok létezése miatt a pontok valdjaban egy
(k—1)-dimenzids altérben helyezkednek el.
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4. Homogenitasvizsgalat

A modszer a [21] cikkben keriil bevezetésre, itt most megmutatjuk, hogy nem mas,
mint a tobbszords korrespondanciaanalizis feladatdnak optimumkeresésként valo,
megfogalmazasa. Legyen G tovabbra is az el§bbi teljes diszjunkt tabla. Atvesziink
néhany jelolést és definiciot.

Itt ugy tekintjiikk, hogy minden véaltozénak ugyanannyi kategdridja van: m;=
=my=...=m,=m. Ez nem megszorités, hisz az el6z8 fejezet jeloléseivel legyen
m=max {ny, m,, ..., m;} és iircs kategoridkat is megengediink. Igy a D, =GJG;
matrix lehet szingularis is, de a (3.1), (3.6) Osszefiiggések akkor is érvényben marad-
nak, ha altalanositott inverzet vesziink (esetiinkben a pozitiv diagonélis elemeknek
a reciprokat vessziik, a 0-kat pedig meghagyjuk). Jelolje Df a D; matrix Moore—
Penrose-féle dltaldnositott inverzét! Ezzel G rangja és szingularis felbontdsa ugyanaz
marad.

4.1. Definicié. Ha adott k (1=k=rang(G)) egész mellett az objektumokat és
a valtozo-kategdridkat is a k-dimenzios cuklideszi térbe képezziik le, akkor a koor-
dinatakat (szkorokat) tartalmazé Nsxk-s X, ill. M xk-s Y matrixokat k-dimenzids
kvantifikdcicknak nevezzik, ahol M=1tm.

Itt az Y matrix G particijanak megfelelSen szintén particionalhaté az m*k-s
Y/ részmatrixokra (j=1, ..., t), de forditott irdAnyban, mint G: Y=(Y1...Y)T.

4.2. Definicio. Az X objektum- és az Y kategoriakvantifikaciok teljesen konzisz-
tensek, ha

(4.1 X = G,Y! = G,Y2 = ... = G Y".

Ez azt jelenti, hogy barmely valtozét tekintve, ha két objektum ugyanazt a valtozo-
kategoriat valasztja, akkor a szkérjaik is megegyeznek. Természetesen a (4.1) Ossze-
fiiggést kielégitd szkorozast a legritkabb esetben lehet talalni. Ehelyett bevezetjiik
a kovetkez8 konzisztenciaveszteség fiiggvényt, amit minimalizalni akarunk X-ben
és Y-ban:

4.2) fXY) =X, Y, .., Y)= % IX—G;Y|2 =

t
Jj=1

-

=1 S (X-GY)T(X~G,Y),
j=1

El8sz6r X-et rogzitjiik és (4.2)-t Y-ban minimalizaljuk. Az Y szerinti derivalta-
kat 0-val egyenl6vé téve:

2 . ,
~ZGIX-GY) =0 (j=1,..,0),

ahonnan _
G/X=GIG)Y' = D,-Yf (=1,..1).

Innen D altalanositott inverzével
Y/ = D}‘GJ-TX (=1,..1).
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Ezt (4.2)-be beirva:

L 1 J .
@3 min fX, Y, ., ¥)=— ;tr(X—GjD;LG,-TX)T(X*G,DfG}X).

Vegyiik észre, hogy a G;D; G] matrix szimmetrikus (ez trivilis) és idempotens,
mivel
T T T
G,Df G/G;D} G] = G;D} G/,
e,

D,

igy G;D; G] projekcio, jelolje ezt P, és legyen
l t
= — 2’ P
t S
Ezt felhasznalva (4.3) tovabb kibonthato:
t ) 1 t
(4.4) % pL (X—-P;X)"(X -P,;X) = tr X7 [7 j;;(l—[’j)] X = te XT(1—P)X.

Ezt kell X-ben minimalizalni. Ehhez meliékfeltételt is szokas tenni, legyen pl. X7X =
=I,. Ismert, hogy a megoldast az I—P, szimmetrikus matrix spektralfelbontasa
adja. A P, N x N-es matrix sajat értékeit },=A,=...= Ay-nel jelolve a minimum értéke

I-P, klegkisebb, azaz P, k legnagyobb sajitértékének Osszege: Z Ay, @ minimu-

mot adé X matrix oszlopaiban pediga 4,, ..., 4, sajatértékekhez tartozo, cuklideszi
normaban normalt sajatvektorok allnak. Mlk lesznek ezek?

t
5) P, — _:_ 36,D/6] = Lepar

Mivel a G teljes diszjunk tabla korrespondanciaanalizisénél a 3. fejezetben lattuk,

hogy

%G(D*)l/2 = ’_Zl' sy vl

1
szingularis felbontas (itt most D~ # helyett az 4ltalanositott inverz gyokét irtuk), ezért

(—I_/TG(D+)1/2) (V_I?G(D+)l/2)T 1 +GD*G" = 2 stuuf

spektralfelbontdas lesz, ahol r=rang (G). Ezt Osszevetve (4.5)-tel:

4.6) l=i=8t=zl,=si=..=4,=52=>0
és
(4.7) Xl = U ([ = 1, seny k),

]
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ahol X, jel6li a minimumot adé X métrix [-edik oszlopat (az XTX=I, mellékfel-
k

tétel miatt). A konzisztencia-veszteség fiiggvény minimuma pedig > s lesz. Innen
1=1

(4.8) Y =D/G/X (j=1,..,0)
és igy
4.9 Y= (Y. Y)"=D+G"X.

A (4.7) és (4.9) eredményeket Osszevetve a (3.1) és (3.6) Osszefiiggésekkel lathatjuk,
hogy az X objektum-kvantifikaciok az objektumokra vonatkozd korrespondancia-

.. . t
szk6rok N-nel leosztva (hisz itt XTX=1;, ott pedig X"X= (———]'11,,=N I, volta

IN
mellékfeltétel).

Az Y/ kategéria-kvantifikiciékbo! pedig a tobbszords korrespondanciaanalizis
szkorjait {igy kapjuk, hogy N-nel szorzunk és Y{ l-edik oszlop4t leosztjuk s;-lel
(=1, ..., k).

Végiil nézziik meg még, hogyan fejezhet6k ki a minimumot adé X objektum-
kvantifikdcidk a kategoria-kvantifikaciokkal. Ehhez (4.2)-t most X szerint derivaljuk.
A derivaltat 0-v4 téve:

NIN

i

> (X-G,Y) =0,

J
ahonnan

t
(4.10) X = % SGY = —1—GY.

Jj=1

Tehat egy objektum kvantifikiciéjanak szkoérjai (minden /=1, 2, ..., k-ra) azon
kategéria-szkorok valtozokra vett atlagai, amely kategéridkat 6 kivalasztotta (igennel
vélaszolta meg). A (3.6) Osszefiiggésben a kategdria-szkérokat még oszloponként
s;-lel leosztjuk (I=1, ..., k). A (4.9) Gsszefiiggés miatt

YTDY = X7GD*DD*G'X = XTGD+*GTX = IX"P X =

st

r 0
= t(uy ... uk)T(l_Zl' stuul )y ...ow) = t(o . 'SE] = A,

ahol A a P, mtrix k legnagyobb sajatértékét fédiagonalisdban tartalmazé diagonalis
matrix.

(Megjegyezziik, hogy az X szerinti derivalas utan kapott (4.10) eredményt (4.2)-be
visszahelyettesitve Y-t kapnank meg, mint egy sajatértékfeladat megoldasat az
YTDY =11, mellékfeltétellel. Ekkor azonban X oszlopait kellene az s, szinguléris
értékekkel atosztani, és X-re az XTX=A"1 mellékfeltételt kapnank.) ‘

Tekintsitk most a kovetkez8, bedgyazdsnak nevezett feladatot: Legyen A egy
N *t-s 0—1 matrix, amely N objektumra és ¢ bindris véaltozéra vonatkozo megfigye-
Iést tartalmaz (A-bol természetesen készithet§ egy N *2t-s teljes diszjunkt tabla).
Adott k (1=k=r=rang(A)) cgészhez keresenddk a k-dimenziés tér azon x;
(i=1,...,N) é y, (j=1,..., 1) pontjai (ezek az objektumok, ill. viltozok szkérjait
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tartalmazzak koordinataikban), hogy a kovetkezd kvadratikus célfiiggvény minima-
lis legyen:

C =

X=(xg...x)7%, il Y={(y,..y)"

1M =

t
agllx; — ;%
j=1
A szkorokat az

N xk-s, ill. t%k-s matrixok tartalmazzak. Y szerinti derivaliassal adodik, hogy a
minimumot adé X, Y parra
4.1 X = P1AY, .

ahol P az A matrix sorosszegeit fodiagondalisaban tartalmazé diagonalis matrix (az
altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy ez nem szingularis). Ezt C-be vissza-
helyettesitve és a szummakat kibontva keresendS a kovetkezd kifejezés minimuma
X-ben:

(4.12) tr {X"(P—AQ'AT)X},
ahol a rx*t-s Q diagonalis mdtrix az A matrix oszlopdsszegeit tartalmazza diagonali-

saban. A megoldast azzal a mellékfeitétellel keressiik, hogy XTPX~—1,. A (4.12)
kifejezést atalakitva

4.13) tr {XT(P—AQIAT)X} =
= tr {(X"PV3)[P-1A(P—-AQIAT) P12 (P1/2X)} =
= tr {(PV2X)"[1—P-12AQTATP-13(PV3X)).

Ha A-n, mint kontingenciatablan korrespondanciaanalizist hajtunk végre,
akkora

(4.14) P-12AQ-V2 = ’_Zl spup v

szingularis felbontast kell elvégezni. Ha A-ban az l-esek Osszegét M jeloli, akkor
ebbdl a korrespondancia-faktorokra a

P2 .
n=[g)  w=VAP (=1, ),
ill.
Q —12

osszefuiggéseket kapjuk, ahol r=rang(A) és az 1. fejezet szerint Y, =1, ¢,=1,
l=s=s5=..=5>0.

A (4.14) felbontas alapjan
(P—I/ZAQ—1/2)(P—1/2AQ—1/2)T — P—I/ZAQ—lATP—ll‘.: = lzrl’ S;zll,ll,T.
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Ebbdl

I-P-12AQ'ATP 12 = > —s?)uu/
1=1

k
spektralfelbontas, és C minimuma 2’ (1—s7) lesz. Mivel s;,=1, a legkisebb sajat-
=1

érték mindig 0, a hozza tartozo sajatvektor pedig azonos koordinatakbd! all, igy az
abrazolas adott k esetén itt is a (k—1)-dimenzids térben torténik. A mellékfeltétel
niatt

P2X = (u, ... up),

. . 1 ,
azaz X oszlopaiban a korrespondanciafaktorok konstansszorosa ( i -szerese | All.
M

Az Y=QATX osszefiiggést a (2.4) atvaltasi formuldkkal Osszehasonlitva
lathato, hogy Y l-edik oszlopa ugy keletkezik, hogy a ¢, korrespondanciafaktort

s;-lel leosztjuk (/=1, ..., k) és még az Gsszes szkor konstansszorosat [ M-szereset

vessziik. Tehat az osszefiiggés a bedgyazas szkorjai és a korrespondanciaanalizisscl
kapott kanonikus szkérok kozott hasonld, mint a homogenitasvizsgalat kvantifikacidi
és a kanonikus szkérok kozott. Igy tehat a bedgyazas, a homogenitasvizsgélat és a
tobbszords korrespondanciaanalizis 1ényegében ugyanazokbol a szingularis felbon-
tasokbdl kiindulva hataroz meg szkorokat, csak mindegyik masképp normalja dket.

Nemcesak az eredményekben, a feladatok célkit{izésében is 1atjuk a hasonlosagot,
ha azokat a kovetkezd, absztrakt modon fogalmazzuk meg:

Az absztrakt korrespondanciaanalizis feladata

Legyenek 1 és J megszamlalhat6 halmazok. Jelslje L¥(1, o, P), ill. L¥J, 4, Q)
az ezekkel, mint alapterekkel vett valosziniiségi mez8kon értelmezett O varhato értékd,
véges szOrasu valoszindiségi valtozok terét. A szorzat valdsziniiségi mez6 az R cgyiittes
eloszlassal van ellatva (melynek megfelel6 marginalisai P és Q). Adott k=1 egészre
keresendd az a & és m valdsziniiségi vektorvaltozo, melyek komponensei az L¥(1, o/, P),
ill. L3(J, 4, Q) terekbdl keriilnek ki és melyekre

(4.15) Erl&—nl*

minimalis azokkal a mellékfeltételekkel, hogy

(4-16) ER&T = ErgéT =1

és

.17 Eenm™=Eymm” =1,.
Mivel

EllE—nl* = ElEI*+ Eglnl*—2tr Eg&n"
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és mellékfeltételek miatt Eg|\E|2=Eglnl2=k, ezért a feladat ekvivalens tr Eg&n”
maximalizalasaval. A linearis operdtorok elméletébdl jol ismert (1. [2]), hogy a megol-
dastaz

A: L, 8, Q)—~ L1, o/, P) feltételes varhat6 érték operator (tegyiik fel, hogy
ez kompakt) szingularis felbontdsinak k legnagyobb szingularis értékéhez tartozd
sajét elemei adjak, vagyis

E= (‘l’l’ ooy \l’k)T’ n= ((pls eens (Pk)T,

ahol VY, @, az 1. fejezetben bevezetett korrespondancia-faktorok, (I=1, ..., k).

Az absztrakt bedgyazds feladata

Szintén adottak az elGbbi valosziniiségi mezSk €s a szorzattér az R mértékkel.
Ekkor is rogzitett k=1 egészre keresendd a &, n k-dimenzids valdsziniiségi vektor-
valtozé par (komponenseik megint csak az el6bbi terekbél keriilnek ki), melyre

(4.13) Eg[|&—nl*
minimélis, mellékfeltételt azonban csak az egyik valtozora tesziink, pl.
(4.19) EREET = EpEET = 1,.

Vegye fel § és n az x;, ill. y; értékeket (ezek k-dimenzids vektorok) I és J elemein.
Alkossuk ezekbdl, mint sorvektorokbodl az |1} x k-s X, ill. |J| xk-s Y matrixot, ahol | . |
a tartalmazott halmaz szdmosségét jeldli és pl. X i-edik sordnak l-edik eleme § l-edik
komponensének az i€l helyen felvett értéke. Akkor a (4.18) célfiiggvényt ezekkel
a ,,szkorokkal” felirva, a minimalizalandé varhato érték:

2 Zrij”xi_'Yj||2‘

icl jed
Amennyiben I és J véges halmazok és r;; (i€, j€J) vagy 0, vagy 1, célfiiggvényiink
éppen olyan alak, mint a bedgyazas célfiiggvénye. A (4.19) mellékfeltételnek az
XTPX =1, 8sszefiiggés felel meg. Amennyiben az A 0—1 métrixot az 1-esek Sssze-
gével mar leosztottuk, lathatd, hogy X oszlopaiban a korrespondancia-faktorok allnak
és igaz az Y=QRTX 0sszefiiggés, ahol a P, ill. Q diagonélis métrixok a p;:
icl, ill. g;:j€J margindlis valosziniiségeket tartalmazzdk fédiagondlisukban (te-
gyiik fel, hogy ezek nem 0-k, és természetesen lehetnek mindkét irAnyban végtelen
matrixok is). Azaz a megoldést adé & ugyanaz, mint a (4.15) feladatban és

n = E(5|%)
az Y=Q 1RTX o&sszefiiggés miatt. Az absztrakt korrespondanciaanalizisnél n l-edik
komponense cp,:-si Q~!RTY,;, tehat a szinguldris értékekkel még komponenseként
1

le kell osztani.

Igy az absztrakt bedgyazés feladatdban a minimum kisebb lesz, mint az absztrakt
korrespondanciaéban, hiszen itt m éppen &-nek a szorzattér & alterére vett vetiilete,
mig az absztrakt korrespondancianél a vetiilet affin képe.
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Koszonetnyilvanitas

Végiil koszonetet mondok TELEGDI LAsziOnak és CsAkl PETERnek, hogy a kor-
respondanciaanalizisre felhivtak figyelmemet, tovabba TusNADY GABORnak és TOTH
JAnosnak értékes tanacsaikért.
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CORRESPONDENCE ANALYSIS
M. BoLLa

The correspondence analysis is a multivariate statistical method widely spread during the last
ten years for the analysis of contingency tables. Though the method itself was well known (e.g.
FiscHER, GUTTMAN, LANCASTER, KENDALL and STUART assigned so-called scores to the rows and
columns respectively so that the contingency table be approximated by a table of lower rank, like
the canonical correlation analysis), the taxonomy of the correspondence analysis was elaborated by
the French school (BENzECRI et al.) in 1973, Unfortunately the way of their description can hardly
be fitted to the usual discussion of the multivariate statistical methods. GREENACRE. JAN de
Leuw, GoopMAN, HABERMAN and GORDON have attempted to reconcile them.

In the present paper we try to describe the task of the correspondence analysis in as a general
way as possible (by the singular values decomposition of the conditional expectation operator). In
this way the optimal properties of the decomposition follow inmediately : e.g. the so-called canonical
factors are maximally correlated under the given constraints (the orthogonality is in terms of the
marginals) and give a least squares solution.

Eventually the multiple correspondence analysis is introduced for the description of question-
naires and will be compared with the so-called homogenity analysis elaborated by JAN de Lruw
and with a natural embedding method for bivariate indicator matrices.
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TOBBDIMENZIOS IDOSOROK ALLAPOTTERES LEIRASA

MICHALETZKY GYORGY ES TUSNADY GABOR

Budapest

A tobbdimenzios stacionaris Gauss folyamatok széles osztalya allithaté elé magasabb dimenzios
Markor folyamat vetiileteként, ez a KALMAN RupoLF altal kidolgozott un. allapotteres leiras. Noha
az elmélet alapjai kdzel harmincévesek, az utobbi tiz évben sok jelentds eredmény sziiletett, melyek
kozil a legfontosabbak Kerr GLovir modell redukceids tételei. Dolgozatunkban ezeket az eredmé-
nyeket ismertetjiik sajat felépitésiinkben.

TARTALOMIJEGYZEK

I 5 T L U3 231
2. Matrixok faKtoriZACIO .. .ot e 233
3. Alterek skaldris szorzatanak kereszt reprezentdcioja. . ........oiiiiiiiiiiiiiiae.. 235
4. Hankel-SorozatoK. . .o ovu ittt i it e e i e e e 240
5. KAIMAN-SZAIES . ... i e e 242
6. Forgatasok allapotteres leirdsa .. ... ... ... . . i e 245
7. A forgatdsok ProgreSSziv I€SZ€ . ... vuuut ottt ittt ettt e iae e 263
8. Az dllapottér dimenziojanak a csokkentése ...... .. ... . L il i 271
9. Kanonikus Korrelacio .. ... o 276
10. Az atviteli fOggVeNY L. e 279
Irodalom .. e e e 283

1. Bevezetés

Staciondrius Gauss folyamatok egy osztalyarél lesz szg ebben a dolgozatban. Ez
az osztaly azokbol a g-dimenzids

(1.1) (VERY =0, +1,..)

id8sorokbol all, amelyekhez talalhatd olyan p-dimenzids X, staciondrius folyamat,
és taldlhatok olyan

(1.2) A pXp, T pXp, C: gXp
matrixok, ahol ¥ szimmetrikus és pozitiv szemidefinit, hogy
(1.3) X, = AX,_+ W,

(1.4) y.=Cx,, t=0,%1,...
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Itt w, 0 varhaté értékii, ¥ kovariancia matrixi normalis eloszlasu valtozo, és w,
fiiggetlen a

(1.5) E= 3alx-,
=1

alaku valosziniiségi valtozok altal generalt X, ; linearis altértSl.
Feltessziik, hogy Ex,=0, és x, kovariancia matrixat P-vel jeloljiik. Ekkor x,
stacionaritasa az
(1.6) P = APAT+ X
in. Ljapunov egyenletet jelenti. Legyen
a.mn n, = {P: P szimmetrikus és P = APAT}
(ahol az egyenl8tlenség azt jelenti, hogy a két matrix kiilénbsége pozitiv szemidefinit).

1.1. Kérdés. Melyek azok az A matrixok, amelyekre 7, nem iires? Ha 7, nem
iires, mik az elemei?

Kdnnyen lathato, hogy ha az A, P, ¥ métrixokra teljesiil (1.6), akkor (1.3)-nak
van stacionarius megoldasa. Ennek a folyamatnak a kovariancia fiiggvénye

(1.8) Ex,xT = A'P,

és az x, altal generdlt (1.4) folyamat C,=Ey,yJ kovariancia fiiggvénye

(1.9 C,=CA'B
alaku, ahol =0 é&s
(1.10) B =PCT.

1.2. Kérdés. Melyck azok a C, matrix sorozatok, amelyek elgallithatéak (1.9)
alakban?

1.3. Kérdés. Adott A, B, C matrixok mellett melyek =, ,-nak azok a P elemei,
amelyekre teljesiil (1.10)?
Jeloljiik az

(111) n= Zb}'y‘_j
j=0

alaki valésziniiségi valtozdk altal generalt linearis alterct ¥~ -szal.

1.1. Definicio. Azt mondjuk, hogy az (1.1) folyamat (1.3)—(1.4) el8éllit4sa pre-
diktiv, ha X és Y~ azonosak.

1.4. Kérdés. Melyek azok az (1.2) alatti matrix-hdrmasok, amelyek az altaluk
generalt (1.3)—(1.4) folyamat prediktiv el6allitasat adjak?

1.2. Definicié. Azt mondjuk, hogy az (1.1) folyamat reguléris, ha

(1.12) 6m=0

=0
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1.5. Kérdés. Hogyan lehet az (1.1) folyamat kovariancidinak (1.9) elgallitasabél
kiolvasni, hogy a folyamat regularis-e?

Ebben a dolgozatban ezekre a kérdésekre keressitk a valaszt. A kozolt tételek
KALMAN, FAURRE, DEsAl és GLOVER eredményeinek az atfogalmazasai lesznek, de a
skalaris szorzatok kereszt reprezentacidja eddig nem szerepelt az irodalomban, és a
ko6z6l1t bizonyitasok tobbsége téliink szarmazik.

A dolgozat anyaga egy évek 6ta miikods szeminarium munkajanak a terméke,
amelynek tagjai rajtunk kiviil ARATG MikrLds, BARTFAI PAL, BENCSIK ISTVAN, FEHER
ZOLTAN, GERENCSERNE VAGO ZsuzsA, GERENCSER LAszLO, GYONGY ISTVAN, LAszLO
ZOLTAN, LovAsz D. LAszLO, PROHLE TamAS, REITS Lipla, VERES SANDOR és ZIER-
MANN MARGIT voltak.

A teljesség kedvéért a dolgozat néhany kozismert és nyilvanvald allitas bizonyi-
tasat is tartalmazza, elsGsorban annak érdekében, hogy a kérdéssel foglalkozok sza-
mara énmagaban hasznalhato bevezetéssé valhasson.

2. Maitrixok faktorizacioja

2.1. Lemma. Jeloljiik a H matrix sorai altal kifeszitett alteret S(H)-val. Az nXm,
illetve pXm méretii H és V matrixokra akkor és csakis akkor teljesiil

(2.1) SH) & S(V),
ha van olyan nXp méretii M matrix, hogy
(2.2) H = MV.

Ha itt rang M=p, akkor S(H}=8(V). Az nXm méretii H matrixhoz akkor és
csakis akkor talalhatéak olyan nXp, pXm méretii M, V matrixok, amelyekre tel-
jesiil (2.2), ha rang H=p.

Bizonyitds. Jeloljiik H egy tetszéleges sorat hT-vel, M megfelels sorat mT-vel.
Akker (2.2) szerint
h=VTm,
vagyis
P

h= 2>m-v,
i=1

ahol az m;-k m koordinatdi, a v-k a V sorai. Tehdt (2.2) pontosan azt jelenti, hogy H
sorai elGallithatéak V sorainak a linedris kombinacidiként, és (2.1) is ezf allitja.

Ha rang M=p, akkor M soraibdl Osszeallithaté egy pXp méreti regularis
M, matrix, és ha a H megfelel6 soraibél allé matrixot Hy-lal jelsljiik, akkor (2.2)
szerint

H, = M,V.

EbbSl V=M;'H, kovetkezik, amib8l a lemma mar bizonyitott allitasa szerint kap-
Jjuk, hogy

S(V) & S(Hy) & SH),
amibgl (2.1) miatt S(V)=S(H) kovetkezik.
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Ha H elgallithat6 (2.2) alakban, akkor (2.1) miatt rang H=rang V=p. Megfor-
ditva, ha rang H=p, akkor van olyan pXm méretdi V matrix, amelyre eljesiil (2.1),
és amint lattuk, emiatt H el@allithato (2.2) alakban.

2.1. Definicio. A végtelen

(2.3) H=(h;, 1=1i j<e)
matrix szeleteinek a
(2.4) H,, =, I=i=nl=j=m)

matrixokat nevezziik (n. m=1). Azt mondjuk, hogy H véges rangi, ha szeleteinek
rangja korlatos. Ilyenkor H rangja a legkisebb felsd korlat.

2.2. LEMMA. A vételen H matrix (2.4) szeleteire akkor és csakis akkor teljesiil,
hogy

.5 rang H,,, = p,

ha vannak olyan

(2.6) M=(m;, | =i<e, | =j=p)
és

2.7) V=(y;, 1=i=p, 1=j<e)
matrixok, amelyek

(2.8) M,=(my, l=i=n 1=j=p)
és

(2.9) Vo=@ I=i=p, 1=j=m)

szeletére minden n=1 ésm=1 mellett teljesiil, hogy
(2'10) HI”H = Mllv"l'

Bizonyitus. Az egyik irany nyilvanvald, hiszen (2.10)-bdl kévetkezik (2.5). Meg-
forditva, legyen k olyan nagy, hogy tetsz8leges k=n, k=m mellett

rang H,, = rang H,,,.
A 2.1. lemma szerint (2.5)-b61 kovetkezik, hogy H,, eldéallithatd
Hy = MV,

alakban, ahol M, V, rendre kXp és pXk méretiick. Mivel tetsz8leges n=k mel-
lett rang H,,=rang H,,, (2.1) szerint

S(H,) € S(Hy) S S(V),

tehat H,, \j sorai is el§allithatok V, sorainak a linedris kombinacioiként. Ez azt jelen-
ti, hogy M, kiegészithet§ olyan M, matrixra, amelyre H,,=M,V, teljesiil. Ezutan
hasonléan kiegészithetjik V,-t olyan V,, matrixra, amelyre H,,=M,V,, tel-
jesul. Ezt az eljarast vég nélkiil folytatva kapjuk a (2.6), (2.7) matrixokat.
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3. Alterek skalaris szorzatianak kereszt reprezenticioja

3.1. Definicio. Egy Hilbert-tér A és B altereinek skalaris szorzat kereszt reprezen-
tacidja (SSzKR) az
3.1 o A~ RV, #.B-~RF
linearis leképezés par, ha minden ac 4, béB parra teljesiil, hogy
(3.2) (s/a, Bb) = (a, b),

ahol (u, v) az u, velemek skalaris szorzatat jeloli. Ha az A, B altereknek van SSzKR-ja,
akkor azt mondjuk, hogy a kereszt ranguk véges. Ilyenkor a legkisebb p-t, amelyre
teljesiil (3.1), a két altér kereszt rangjanak nevezziik, és corank (4, B)-vel jeloljiik.

3.1. LeMmMA. Ha p=ccrank (A4, B), ésa (3.1) leképezés par (A, B)-nek SSzZKR-ja,
akkor « és # képtere a teljes R”.

Bizonyitas. Jeloljiik S-sel o7 képterét, és P -sel az S-re valo vetitést. Akkor
(P, Aa, P, Bb) = (P2da, Bb) = (La, Bb)

miatt (P, , P, %) is SSzKR, mivel p minimalis, p=dim S. Hasonl6an lathaté be,
hogy % képtere is a teljes RP.

3.2. Definicio. Legyen sf, # tetszGleges SSzKR. Jeloljilkk A,-gyel, B;-gyel az
(3.3) A, = {acd, ofa =0},
(3.4) B, = {beB, %b =0}

altereket, és legyen A,, B, az A4,, B, alterek A4-beli illetve B-beli ortogonalis komple-
mentere. Az A, B altereket az o/, # SSzKR sajat altereinek nevezziik.

3.2. LemmA. Ha p=corank (4, B), és az («/,#B) leképezéspar (A, B)-nek
SSzKR-ja, akkor o7 és 4 sajat altereire

(3.5) Ay=2P,B, By=PgA
teljesiil, ahol £ ,, 25 az A-ra, illetve B-re vetitd operator.
Bizonyitas. A (3.3) altér merdleges B-re, ezért # ,Bc A,. Legyen
F: Ay~ RF

tetszbleges skaldris szorzat tartd linearis leképezés. Akkor (¥2,, ¥#,) SSzKR,
emiatt X% ,B dimenzidja nem lehet p-nél kisebb. Tehat 2 ,B azonos A,-lal.

KOVETKEZMENY. A 2,4 B, #3 A alterek dimenzidja egyenlS. (Ez akkor isigaz, ha
az alterek dimenzidja végtelen.)

3.3. Definicio. Az A, B alterek (a;, a,, ...) (b, ba, ...) bazisanak skalaris szorzat
kereszt métrixa a

3.6) C= (C,-j =(a,b), i,j= 1)
matrix.
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3.3. LemMa. Az A4, B alterek kereszt rangja akkor és csakis akkor véges, ha tet-
sz8leges bazisaik C skalaris szorzat kereszt matrixanak rangja véges. A C maétrix
tetszbleges,

(3.7) C =MV

faktorizicidjanak megfelel az (A4, B)-nek egy SSzKR-ja, melyben «/a; az M i-edik
sora és Bb, a V j-edik oszlopa. Megforditva, (4, B) minden (3.1) SSzKR-jahoz hozz4-
rendelhetd C-nek (3.7) alatti faktorizacidja.

Bizonyitas. A (3.7) faktorizacio 1étezése a 2.2. lemma szerint ekvivalens C rang-
janak végességével. Ez a faktorizicié ugyanakkor azzal ekvivalens, hogy a lemmaban
mondott megfeleltetés a bazisok elemein SSzKR, ami nyilvan kiterjeszthetd a teljes
alterekre.

3.4. Definicio. Az A, B alterek (a,, a,, ...), (by, b,, ...) bazisait konjugalt ba-
zisparnak nevezziik, ha 1=i=p mellett a,c 4y, b,€B,, és
(3.8) (a;, b)) = Sij>
ahol §;; a Kronecker fiiggvény, tovabba i=p mellett a,€4,, b,€B;, ahol Ay=
=P 4B, By=PyA, é A,, B, az A,, B, ortogonalis komplementerei.

3.4. LemMA. Legyen p=corank(4, B), és legyen a (3.1) leképezéspar (A, B)-nek
SSzKR-ja, tovabbé legyen (e,, ..., e,) az R ortonormalt bazisa.

Jeloljiik a,-vel, illetve b-vel az e; Ay-beli, illetve B,-beli inverz képét és egészitsiik
ki bazissa ezeket az elemeket testzés szerinti A,, B,-beli elemekkel, Igy konjugalt
bazispart kapunk, és megforditva, ha (e, ..., e,) az RP ortonormalt bazisa és
(a;, a5, ...), (by, by, ...)tetszGleges konjugalt bazispar, akkor az

(3.9) &{: a"_’ei, -@: bi—>e,~, 1 = ié[)
leképezés SSzKR.
Bizenyitds. Ha i=p vagy j=p, akkor egy konjugalt bazisparra
(a;, bj) =0,

tehat (3.8) pontosan azt jelenti, hogy (3.9) SSzKR. (Megjegyezziik, hogy a 3.2. lemma
szerint a 3.4. definicidban szerepl§ A4,, B, alterek tetszéleges minimalis dimenzidju
SSzKR-ra sajat alterek, €s ezekre megszoritva a SSzKR leképezései egyértelmiiek.)

3.5. Definicio. Az A, B alterek konjugllt bazisparjat kanonikus bazisparnak
nevezziik, ha ortogonalisak.

3.6. Definicio. Az x,€ By, 2,€A,, 1=i=p bazispart vetitett konjugalt bazispar-
nak nevezziik, ha van olyan (a;, a,, ...,), (b;, b,, ...) konjugalt bazispar, melyre
(3.10) X;=Pga;, ,=2L,b;, 1=i=p.

3.5. LeMMA. Ha p=corank(4, B), és a (3.1) leképezéspar (4, B)-nek SSzKR-ja,
(ey, ..., €,) ortogondlt bazis RP-ben, (a,, a,, ...), (b;, b,, ...) a megfeleld konjugalt
bazispar, amelybdl x;, z; a (3.10) szerint kaphatd, tovabb4 tetsz8leges a€ 4 mellett
a i-edik koordinataja «;, akkor

GB.11) Ppa= 3 ax.
i=1
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Bizonyitds. Legyen 2, a= Zp’ a;a;, akkor ofa i-edik koordinataja «;. Ebbdl
(3.11) 2 -vel valo szorzissal kaphi;tlo'.
3.6. LEmMaA. Legyen a;, b; egy konjugalt bazispar, és x;, z; a bel6le szarmazo ve-
titett konjugalt bazispar. l.egyen tovabba
a; = (a;, aj),
bij = (bi- b,),
Xij = (x;, xj),
Y= (xi, 27),
Zij = (z;, z;),

és jeloljiik a megfelelé pXp méretii matrixokat rendre A-val, B-vel, X-szel, Y-nal,
Z-vel. Akkor
3.12) X=B"l, Z=A"1 Y=XZ.

Bizonyitdgs. Jeldljik az a;, b,, X;, z; elemekbdl 4116 p-dimenzids vektorokai a-val,
b-vel, x-szel, z-vel. Akkor
z=A"la, x = B,

hiszen ezekkel az elemekkel
(b—2)aT=0, (a—x)b"=0.

3.1. TéTeL. Ha p=corank(4, B), és a (3.1) lcképezéspar (A4, B)-nek SSzK R-ja,
tovabba
(3.13) o A~R" 4 B—R"

tetsz8leges SSzKR-ja (A, B)-nek C, D képterckkel, akkor R™(C, D) altereinck van
olyan

(3.14) €. C—~RF, 9:D—~R
SSzK R-ja, amelyre
(3.15) A=CA, #=9F

Bizonyitds. Legyen (e, ..., e,) az R ortogonalt bazisa, (a,, a,,...), (b, b,,...)
a megfelels konjugalt bazispar, és legyen
c; = sz;a,-, d;, = .flb,-.

i

Az nem lehet, hogy itt 1=i=p meliett ¢; vagy d; 0 legyen, hiszen abbdl ¢; ! B,
illetve d; L A, ésvégiil a; | B, illetve b; | A kovetkezne. Legyen

€ c;—~e¢, 2:d;, —e,
¢z pontosan az a SSzKR, amire sziikségiink van.
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KOVETKEZMENY. Ha m==p, akkor a (¥, &) parra R -ben
(%x,9y) = (x,y)
teljesiil minden x, y¢ R? mellett. Ebbdl
(3.16) G =T

kovetkezik, tehdt € nem szingularis. Megforditva, ha ¥ nem szingularis, és (3.1)
minimalis dimenziéji SSzKR, akkor

(3.17) (6st, 6T RB)

nyilvan minimélis dimenzidéju SSzKR, a tétel szerint tehat (3.17) adja meg az Ssszes
minimalis dimenzi6ji SSzKR-t, ha (&, %) rogzitett, és € befutja az R? tér nem szin-
guléris lineéris leképezéseit. Ha (a,, ..., a,), (b, ..., b,) az (&7, B) parhoz tartozd
konjugalt bazispar A,, B,-beli része (nyilvan elegends ezt megadni a konjugalt bazis-
parbol), és (ay, ..., a,) az 4, tetszOleges bazisa, amelyet &7 az R? (fy, ..., f,) bazisi-
ba visz, legyen 4 az a leképezés, amely (fi, ..., f,)-t (e, ..., e,)-be viszi. Az igy
kapott (3.17) SSzKR-hoz tartozé konjugilt bazispar els§ tagja nyilvan (&,, ..., a,)
lesz, tehat a konjugalt bazispar egyik tagjat tetszés szerint megvalaszthatjuk, €z a ma-
sikat egyértelmiien meghatarozza. _ ,

Azt, hogy egyaltalan van SSzKR, ha 2, B véges dimenzidju, tébbféleképpen is
beldthatjuk. Egyrészt a 3.2. lemma bizonyitidsdban explicit megadtunk egyet, mas-
részt belathatd, hogy a PP 4, PP 4P operatorok sajat vektorai megfelels sor-
rendben kanonikus bazispart adnak. ElGéllithat6 egy konjugélt bazispar szekvencia-
lisan is, 1épésenként valasztva meg az (a;, b;) parokat. Tovabbi lehetSség, hogy kiin-
dulunk egy tetszSleges bazisparbdl, és annak a skaldris szorzat kereszt matrixdban
(3.3. definicid) keresiink a (3.7) faktorizaciéhoz hasznalhato bazist. Péld4ul tigy, hogy
C maximalis rang szeletében (2.1. Definicid) a sorok vagy oszlopok kozétt keresiink
linedrisan fiiggetleneket. (Lattuk, hogy a faktorizicié SSzKR-t ad. Ilyenkor persze
a konjugalt bazispart még valamilyen eszk&zzel el§ kell allitani.)

3.7. Definicid. A Hilbert-iér elemii p-dimenzids
2T = (21, .., 2,), XT= (x4, ..., X,)
vektorpart az A, B alterek reprezentdnsdnak nevezziik,"‘ha
2,64, x£€B, 1=i=p,
és tetszBleges uc 4, v€ B mellett teljesiil, hogy
(3.18) ' (u, v) = ((w, 2), (v, x)).

Megiegyezziik, hogy (3.18) jobb oldalin (u, z) valds egyiitthatés p-dimenzids
vektor, amelynek a k-adik koordindtdja az (u, z,) skalaris szorzat ((v, x) értelmezése
hasonld).

3.8. Definicié. A linedrisan fiiggetlen elemekbd] 4llo
' = (24, ..., 2,)

bazis dudlisa az .
a' =(a;, ..., a,)
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bazis, ha 1=i=p mellett a; benne van a z, ..., z, elemek altal kifeszitett altérben,
és
(3.19) (ai’ Zl) = 6!']" 1= i,j§ p. .

3.7. LemMA. Jelolje A, Z ugyanazokat a madtrixokat, mint a 3.6. lemmaban,
akkor z bazis dualja az
3.20) a=17"1
bazis, és itt Z"1=A.

Bizonyitds.
azT = Z" 172" = 1.

3.8. LeMMA. Ha a z, x vektorpdr az A, B alterek reprezentansa, akkor az
(3.21) sSa=(u,z), Bv=(v,X)

linearis leképezések az A4, B alterck SSzKR-t adjak. Megforditva, ha &/, 4 SSzKR,
akkor (3.21) egyértelmiien meghataroz egy (z, x) vektorpart, és ez reprezentans. Ha
(3.21) minimalis dimenzidju, akkor

(3.22) X=%Pga, z=24b,

ahol az a vektor a z & b az x dudlja, ésitt a, b konjugalt bazispar.

Bizonyitds. A 3.7. definiciéban szerepl§ (3.18) feltétel pontosan azt jelenti, hogy
(3.21) SSzKR. Riesz tétele szerint egy Hilbert-tér feletti funkcionil mindig el§4llithato
skalaris szorzatként, igy (3.21) alapjan a z, x vektorok koordinatdnként megépit-
het8ek. Egy SSzKR nyilvan akkor minimadlis dimenzidji, ha reprezenténsainak a ko-
ordin4tai linedrisan fiiggetlenek. Ha az a bazis a z dudlja, akkor minden v€B elemre
teljesiil, hogy

(V, ai) = ((V, X)’ (ai’ Z)) = (V, x)i:

ahol az utols6é forma a (v, x) vektor i-edik koordinatajat jeloli. Tehat a (v, a),
(v, x) vektorok megegyeznek, emiatt x az a vektor B-re esé vetiilete. Hasonléan 14t-
hato be (3.22) masik 4llitasa is. Végiil (3.18) szerint ZX=zx7, tehit

abT =Z1zxTX1 =1,

vagyis a, b valdban konjugalt bazispar.

3.7. és 3.8. lemma alapjan Ggy kaphatunk a legegyszeriibben konjugalt bazis-
part, hogy 4,, B, kozill az cgyikben felvesziink egy tetszGleges bazist, és annak
dualjat levetitjiikk a masik altérre. Maga a dualizalas nyilvan egyszeriibb ha ortogo-
nalis vagy ortonormalt bazisbol indulunk ki (ez utébbiak dudlja 6nmaguk). Lathato,
hogy a bazispar strukturéja akkor a legegyszeriibb, ha kanonikus, vagyis olyan ortogo-
nalt bazisbél indulunk ki, amelynek a vetillete ortogonélis. Ez a feladat ekvivalens
a vetités operatoranak szingularis felbontasaval, ez utdbbinak a kanonikus korrela-
ciéval valé kapcsolatardl bvebben TUSNADY (1979) és BorLra (1988) dolgozataban,
valamint a MORI—SzERELY (1986) kényvben van sz6.
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4. Hankel-sorozatok

4.1. Definicié. A gXr méretli (®y, @, ...) matrixokbodl allé végtelen sorozat
Hankel matrixaa

o, ©, .. D ..

o B, .. O, ..
(4.1) H=]: :
o, D, .. D,

végtelen hipermatrix. Ennek H,,, szelete az elsG n+1 hiper sorbdl és elsé ni+1 hi-
per oszlopbd! allé matrix.

4.1. TETEL. A (®,, @, ...) sorozat elemeihez akkor és csakis akkor taldlhatok
olyan

“4.2) A: pXp, B: pXr, C:gXp
matrixok, hogy
4.3) ®,=CA'B, 1=0,1, ..,

ha a sorozat H Hankel mdtrixdnak a rangja legfeljebb p. Ha H rangja p, és ®, (4.3)-on
kiviil a

(4.4) A:pxp, B:pxr, C:igxp
matrixokkal is elGallithato
(4.5) ®,=CA'B, r=0,1, ...
alakban, akkor van olyan pXp méretii S nem szingularis matrix, melyre
(4.6) C=CS, A=S"!'AS, B=S"1B.

Bizonyitds. Ha @, eléallithaté (4.3) alakban, akkor legyen

C
4.7 M, = Cf" , V, = (B,AB, ..., A"B).
CA"

Ezekkel (4.3) szerint H,,,=M,V,. A 2.2. lemma szerint H akkor es vsaris akkor
véges rangd, ha faktorizalhatd, tehat (4.3)-bol kovetkezik, hogy H rangja legfeljebb p.
Megforditva annyi minden esetre kovetkezik a 2.2, lemmabdl, hogy ha H rangja leg-
feljebb p, akkor van a gXp méretd My, My, ..., illetve pXr méreti V,, V,, ...
matrixoknak olyan végtelen sorozata, hogy az

4.8) M,=|.], Vu.=(Wy, W, ..., W,)
N,
szeletekre H,,,=M,V,, teljesiil.
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Megmutatjuk, hogy a (4.8) méatrixok (4.7) alakuak. Legyen H,,, maximalis rangg,
és tegyiik fel, hogy a rangja p. Vezessiik be a

q)l one q)m+] Nl
HiE = | | me=|
d)n+1 q’n+m+1 Nn+1

V'JnOBB = (Wi, ..., Woid)
jeloléseket. Ezekre H Hankel-strukturdja miatt
(4.9) H. = MJFV, = M, VPP
teljesiil. Igy rang M, =p miatt a 2.1. lemma szerint
S(V7P8) = S(HL) & S(V),
tehat van olyan pXp méretii A matrix (ugyancsak a 2.1. lemma szerint), hogy
VIOBB — AV,
vagyis
(4.10) W, =AW, ,, ha 1=t=m.
Ezt (4.9)-be helyettesitve kapjuk, hogy
MLIEY, = M,AV,,,

amibél rang V,,=p miatt MLE=M, A, vagyis
“4.11) N,=N,_;A, ha l=r=n

Ha ezutan a fenti meggondolast valamilyen A=n vagy m=m mellett megismé-
teljiik, kapjuk, hogy az (n, m) par mellett kapott A matrixra (4.10), illetve (4.11) m

helyett m-re, illetve n helyett fi-re is igaz. Legyen Ny=C, W,=B, akkor ezek szerint
tetszSleges r=0 mellett igaz, hogy

N,=CA', W,=A'B,
amibdl (4.3) kovetkezik.

A 3.1. tétel szerint H minimdlis dimenziéja M,V
dig van olyan S nem szingularis matrix, melyre

M, V,, faktorizaciéhoz min-

m?

M,=M,S, V,=S"1V,,

amit a fenti meggondolasba helyettesitva kapjuk (4.6)-ot.

Ezt a tételt alkalmazva 0 varhaté értékil g-dimenzids y, folyamat C,=Ey,yJ
kovariancia fiiggvényére kapjuk az 1.2. kérdésre a vélaszt. C, pontosan akkor (1.9)
alak, ha corank (Y;*, Y7 )=p, ahol Y; az(1.11),és Y, az

4.12) n= f_Z; aly.;

alakd valdszinliségi valtozok altal generalt linearis altér. A C, sorozat altal generalt
Hankel-matrix rangja ugyanis a két altér skalaris szorzatainak a kereszt métrixa, ha
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bazisnak az y, folyamat koordinatait valasztjuk. Tehat C, (1.9) faktorizicidjahoz
minden ¢ mellett tartozik az Y;5, Y altereknek egy SSzKR-ja. Mivel az Y}, Y1,
illetve Y5, Y, terek kozott az id6 eltolasa egy skaldris szorzat tart6 kolcsondsen egy-
értelmii megfeleltetést 1étesit, az (1.9) faktorizacid egyidejiileg minden 7-re megad
az (Y[, Y;) alterekben egy z,, x, reprezentaciét. Mivel x, koordindtai Y, -beliek,
illetve z,-éi Y, -beliek, tovabba a mondott id6-eltolas miatt az (x,, z,) pAr staciondrius
Gauss-folyamatot alkot.

A 3.5, lemma alapjan CA/x, az y,, ; vektornak Y -re es§ vetiilete, ami normalis
eloszlas valtozokrol 1évén sz6 egyben feltételes varhaté értéket is jelent. Mivel
ugyanakkor ha ¢=0, akkor y,,;-nek Y;-ra esd vetillete CA/*'x,, és Y5 Y/,
cmiatt CA’x,-nek Yy-ra esd vetiilete tetsz8leges j=0 mellett A’x,-nak CAJ-
szerese. A CAJ mitrixok sorai j=0 mellett kifeszitik a p-dimenzids alteret, ebbdl
kovetkezik, hogy

X, = A'Xy+ wy,

tetszéleges ¢+ mellett, ahol wy, fliggetlen Y, -tol.
A stacionaritas miatt tetszGleges +=0, 1, ... mellett

X = AX, ;T W,

ahol w, figgetlen ¥;—,-tdl, és igy x,_-tl is. igy kapjuk az (1.3)—(1.4) allapotteres
lefrast, és vele egyidejiileg a forditott idejii

(4.13) Z,:ATZ,+1+(1)‘,
(4.14) y, = BTz,

cléallitast, ahol w, 0 varhaté értékii, M kovariancidju, Y,%,-tol fiiggetlen normalis
eloszlasa sorozat, A z, folyamat Q kovariancidjara
(1.6) helyett

4.15) Q=ATQA+M
teljesiil, és (3.12) alapjan
(4.16) Ex;zf = PQ.
A p-dimenzids x,, z, vektorokat (3.21) szerint az
4.17) Ex,yI ;= A*B, Ey,, 2T =CA%, s=0

Osszefiiggések definialjak magukat a X, M, illetve P, Q matrixokat azonban az A, B, C
matrixok ismeretében nem lehet véges e'jardssal meghatarozni, sziikség van az un.
Kdlman sziirésre.

5. Kalman-sziirés
Tegyiik fel, hogy a g-dimenzids stacionarius y, Gauss folyaniatra
Ey,=0, C,=Eyyl=CAB, t=0

teljesiil, ahol A, B, C rendre pXp, pXgq és gXp méretii matrixok, és legyen ez az
elgallitas minimalis dimenzidja. Jeldljik tetszSleges t=1 mellett ¥,-mal az

Ye = E(¥ly1, -s Y1)
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feltételes varhato értéket, és D,-vel a
D, = E(y,~¥)(y.— AR
feltételes kovarianciat. Legyen =1 mellett ¥,=0, D,=C,.

5.1. Definicié. Azt mondjuk, hogy az y, folyamat nem elfajuld, ha a D, matrixok
minden #=1 mellett pozitiv definitek.

5.2. Definicié. Az y, folyamat C, kovariancidjdnak CA’'B alaka faktorizacidja-
hoz tartoz6 hattérfolyamata az az x, folyamat, melyre tetszéleges t=0 mellett tel-
jesiil, hogy x, benne van az

Yo - Yt

vektorok altal kifeszitett lineéris altérben, és amelyre Ex,=0,

Ex,yl . =AB, 0=s=1¢
teljesiil.

Ha az y, folyamat nem elfajuld, ennek a vektornak az egyértelmii létezését a ko-
vetkez8 lemma biztositja.

5.1. LemmMa. Legyen y tetszGleges d dimenzios, 0 varhatd értékii normalis elosz-

14sa vektor, amelynek a kovariancia matrixa regularis, és legyen D tetsz8leges pXd
méretli matrix. Akkor van olyan pXd méretii F matrix, hogy az x=Fy vektorra

ExyT=D teljesiil. Ha a p-dimenziés X vektorhoz talilhaté olyan ¥ métrix, hogy
x=Fy, és EXyT=D, akkor X egyenl§ x-szel.

Bizonyitds. Ha y kovariancia matrixa £, ExyT=D akkor teljesiil, ha D=FZ,
vagyis F=DX~1 egyértelmiien meg van hatarozva.

5.2. LemmA. Legyen x, az y, folyamat C, kovariancidjinak CA’'B faktoriza-
cidjahoz tartozo hattérfolyamata. Akkor tetszéleges s=0 mellett

E(xt+s|y17 vees y,) = Asxt,

E(yt+s‘y1, e Yt) = CAth.

Bizonyitds. Az y,.,—CA®x, kiilonbség fiiggetlen az y,,...,y, vektoroktdl,
hiszen 1=k=t mellett

E(Yess—CASX,)yT = CA'+~*B—CA’A*~*B = O.

Az els6 osszefiiggés hasonloan lathato be.

5.1. TETEL. Legyen x,=0, P,=0. A nem elfajulé y, folyamat C, kovariancii-
janak CA'B faktorizaciojahoz tartozd x, hattérfolyamata a kovetkezd rekurzidval
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allithaté clo.

(5.1) P, = AP,_,AT
(5.2) B, = B—-P,CT
(5.3) D, = CB,

(5.4) K, = B,D; 12
(5.5) P, = P,+K, KT
(5.6) u, = Dy V/3(y, — CAx,_,)
5.7 x, = Ax,_;+K,u,.

Bizonyitds. Az 5.2 lemma alapjan az
i, = y,~CAx,

kiilonbség fiiggetlen az y,, ..., y,_, vektoroktdl, igy x,_,-td8l is. Jeloljik D,-vel
ennek kovarianciamatrixat (ez a jelolés nyilvan Osszhangban van az 5.1 definicid
jelolésével). Akkor
C,=CB = CP,C"+D,
és
B = Ex,yI = P,CT+E(x,—Ax,_,),.

Ez utobbit B,-vel jelolve kapjuk az (5.2), (5.3) Osszefiiggéseket. Mivel u,=D;V%q,
kapjuk, hogy az (5.7)-ben szereplS K, egyiitthaté alakja (5.4), amibdl kapjuk (5.5)-6t.

Ha a rekurzié kezd§pontjat athelyezziik az origobdl (—k)-ba (k=0), nyilvan
lényegében minden valtozatlan marad, s6t, ha az @ héattérfolyamatot x,(k)-val
jeloljitk, annak az (y;, ..., y,) vektorokra vett feltételes varhatéd értéke nyilvan x,
lesz. Emiatt x,(k) P,(k) kovariancidja n6, és mivel k-- - mellett az eredeti x, rep-
rezentanst kapjuk hatarértékként, P,(k) konvergal a keresett P matrixhoz. Igy kapjuk
az

(5.8) X, = Ax,_,+Ku, y, =Cx,
allapotteres leirast (x, itt mar ujra a ,}Lnl %,(k) hatarértéket jeloli), é az egész eljarast
forditott idS mellett megismételve kapjuk a
(5.9) z,=ATz,,,+L%v,, y, =Bz
egyenleteket. Ezekbdl
Exul =K, EzvI=LT
kovetkezik, amibdl viszont (3.18) alapjan azt kapjuk, hogy
(5.10) Ev,, . = LA’K, s=0.
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6. Forgatasok allapotteres leirasa

Tekintsiink egy {y,, t=0, £1,2, ...} normalis closzlasu ¢-dimenziés valoszi-
niiségi valtozokbol 4116 staciondrius, 0 varhaté értéki valoszintiségi valtozo sorozatot,
melyre fennéll, hogy
6.1 X, 41 = AX,+ Be,

yt = er >

ahol {e, r=0, +1, ...} fiiggetlen N,(0,1) eloszlasii sorozat, az A matrixrdl fel-
tessziik, hogy nem esnk sajat értéke az egysegkor keriiletére, és az {x,, 1=0, £1,...}
p-dimenzids staciondrius sorozat kovarianciamatrixa nem elfajuld. (Vegyiik észre,
hogy nemcsak A-rol tesziink fel most kevesebbet, mint eddig, hanem e, és x, fiigget-
lenségét sem tettiik fel.)

Mivel az A matrix egységkoron beliil és egységkoron kiviili sajatértékeihez tar-
tozd invarians alterek metszete nyilvan a 0 vektor és ezek a terek egyiittesen kifeszi-
tik RP-t, igy alkalmas bazisban

-y o)

alaku, ahol A, sajatértékei az egységkdron beliilre, A,-éi pedig kiviilre esnek, igy A;?
1étezik.

Ha eredetileg tehat a (6.1) leirdsban A nem (6.2) alakii lenne, akkor a megfelels
bazistranszformaciot elvégezve — azaz az {x,, =0, +1, ...} sorozat elemeit a
{Tx,, r=0, 1, ...} sorozattal helyettesitve elérhetjiik, hogy a TAT ! matrixra mar
teljesiiljon (6.2).

Tegyiik fel tehat eleve, hogy A (6.2) alakd. Az x,, B, C mennyiségeket ennek
megfelelden particionélva az

©3 Ll =1 Il (ale

xl
v =(C,, ca [

egyenletekhez jutunk. Kiirva blokkonként:

(6.4) x!,, = A;x;+Be,,
(6.5) XP = A:x7+Bse,,
(6.6) Y, = C x}+C,x2.

Vegyiik szemiigyre el8szér a (6.4) egyenletet. A jobb oldaldba x}, majd x]_,, helyébe
rendre behelyettesitve az egyenletb6l adodo értékeket a kovetkezs osszefiiggést kap-
juk:

k
1 Aktlgl i
X = AfTIx L+ AiBie,_;.
j=o
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Mivel A, spektrilsugara — @(A;) — egynél kisebb, igy x! stacionaritdsa miatt az
Akx! _, vektorvaltozé sorozat koordindtai L,-ben nullihoz tartanak, igy

6.7) Xl = > A{Be_;, t=0,%I,...
j=0

Vegyiik észre, hogy (6.7) kozvetlen kévetkezménye, hogy tetszGleges ¢ esetén x! fiig-
getlen az e, e, 4, ... valosziniiségi valtozoktol.
Erdemes megjegyezni, hogy ez ut6obbi allitds megforditdsa is igaz. Ezt tartalmazza a

6.1. Lemma. Legyen {e,, t=, £ 1, ...} fiiggetlen, N,(0,1) eloszlasi valdszi-
ntiségi valtozékbdl allo sorozat, {x,, t=0, :1, ...} stacionarius p-dimenzids soro-
zat, melynek kovariancia matrixa nem elfajuld, és tegyiik fel, hogy teljesiil az

X;+1 = AX, 1+ Be

Osszefiiggés, ahol A-nak nincs egységnyi abszolut értékii sajatértéke. Ekkor a kovet-
kez$ két allitas ekvivalens:

(i) e(A)=<1.

(ii) x, figgetlen az e, e, ... valtozdktdl

Bizonyitds. Az (i)=(ii) allitast mar igazoltuk. A forditott iranyu 1épés kedvéért
irjuk tovabb rekurzivan az x, sorozatra vonatkozo6 egyenletet.

k
6.8) X 11 = A¥Ix,_ + 3 A/Be,_;.
j=o

Legyen
P = Ex,x[.
Ekkor (6.8) és (ii) alapjan

k
P= Ak+1P(AT)k+1+ Z’AiBBT(AT)j.
j=0

Tegyiik fel, hogy ¢(A)=1. Legyen A sajatértéke AT-nek, & egy hozza tartozo sajat
vektor (esetleg komplex koordinatakkal), és legyen |i|>1. Ekkor

k
§*PE = [APR¢+UE*PE+ 3 |A|*E* BBTE.
j=0

A jobb oldalon minden tag nem negativ, s6t £*PE>0, igy |A|=1 esetén a

llm lil2(k+l) = oo
ko0

Osszefiiggés ellentmondéshoz vezet. A g(A)=1 eset kizdrdsa bonyolultabb, azt nem
részletezziik.

Térjiink vissza a (6.4)—(6.6) egyenlethez (6.5)-ben, az A, matrixra nem teljesiil,
hogy o(Ay) <1, viszont a (6.2) konstrukcié alapjan ¢(A;Y)<1. Rendezziik at
(6.5)-t:

X; = Az_lxt2+1_A2_1B2er'
Ekkor nyilvan

(6.9) xi = = oAg("+l)B2e,+k,
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és x? fiiggetlen az e,_;. €,_,, ... valtozoktdl. Ezek alapjan y,-re a kovetkezd 4llitas
adodik.

(6.10) Yo = 2 CiAI7'Bie,_— 5 C,A7 “+DBye 4.
k=1 k=0

Ebben a fejezetben a kovetkezd tulajdonsagokat probaljuk jellemezni.

6.1. Tulajdonsdg. A (6.10) képlettel definialt {y,, r=0, £1, ...} staciondrius
folyamat fuggetlen, N,(0, 6®I) eloszlasu valésziniiségi valtozokbol all6 sorozat.

6.2. Tulajdonsdg. Létezik olyan T gX g-as matrix, hogy az y,=y,+ e, sorozat
fuggetlen N, (0, o*I) eloszlast valtozokbol 4ll.
Tegyiik fel, hogy fennall a (6.2) tulajdonsag:

(6.11) X, +; = AX,+Be,,

¥, = Cx,+Te,.
Legyen E az

k
— T
n= 2aje._;
i=1

alaku valosziniiségi valtozok altal generalt zart L,(P)-beli altér. (Itt L,(P) a véges
masodik momentumu valésziniiségi valtozok terét jeldli), és Y jelolje az

-

n= aly,_;

i=1

V4

is szabadon valtozik.) Nyilvan
YCE.

(Ezek Hilbert-terek. A (, ) skalarszorzat a valdsziniiségi valtozok szorzatanak a var-
. . . 1 _ . :
hato értéke.) Mivel a 6.2 tulajdonsag alapjan — ¥, is fiiggetlen, N,(0,1) sorozat,
[

ezértaza
7: E-E

leképezés, melyre tetszGleges a€ R? esetén
T I r
tale, = ;a Y, t=0,%1,..,

izometria, pontosabban forgatas.
(A jelolések egyszerdsitése céljabol roviden azt irjuk majd, hogy

1_
(6.12) e, = —¥,.

Ugyanezzel a konvencidval fogunk élni tetsz6leges E—~E operator esetén.) Mivel ©
forgatas, igy a t* adjungélt operator egyben inverze is. Vajon hogyan lehet A, B, C, T’
segitségével felirni a t* leképezést?
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6.2. LEMMA. Legyen S: F—~F az idgeltolas operatora, tehat Se,=e,,,. Ekkor
tetszéleges E€E esetén

6.13) & = 3 BIADICIS*e— 3 BI(AD)-*+DCIS+E+TTE,
k=1 k=0

Bizonyitds. v* linearitdsa miatt elegendd (6.13)-at egy alkalmas generatorrend-
szeren ellendrizni. Vélasszuk erre a célra az {e,, =0, =1, 2, ...} koordinatdibol
allé ortonormalt bazist. Legyen ¢, ¥€ R%. Szdmoljuk ki a

(t*¥Te,, @Te)
skalaris szorzat értékét.

(T ¥Te, oTe) = (YTe,, toTe) =

T(t-5-1)

1
B;FA CIT;, §s<1

= E(We)(r07e) = E(WTe,570) - = (-BIATCI4TT) L, 5=1

lBTAT(”“)CzTé, s> 1.
Tehat
Mivel

ik = Skess
igy a 6.2. lemmat igazoltuk.
Alkalmazzuk ezt a £ =Y, valasztassal. Ekkor

i Skyz: Verks
12y

6.14) 5, = (3 BIADCICIT, i 5 BIAD-*VCIT, 4 +T75)-
k=0
A (6.2) tulajdonsag alapjan t*t az identitds operator, igy
l -
p Y =
A (6.14) alapjan o27*y, elBallitdsa hasonlit a (6.10) elgallitdsra. (6.10) viszont szoros

kapcsolatban van a (6.1) egyenletekkel. Keressiik meg ennek megfelelgit.
Legyen

(6.15) 2 (AN CT§,44

¢ == 3 AD-tcry,
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-8l

és legyen

Ekkor
(6.16) §l, = AT +CTy,.

g = ATC ,— (A1 (CTy,.
Tomorebbest
(6.17) G = ATLHCTY,,
illetve

ote, = BIU+BI+T7y,

azaz
(6.18) o*e, = B'{, +T'y,.

A (6.18)  egyenlet jobb oldalin szerepld mennyiségek felirhatok
{e,, s=0, +1, £2,...} segitségével. Mivel az Osszeg értéke o’e,, igy s=1 esetin e,
egyiitthatoja esak 0 lehet. Probaljuk meg az

E((BT,+TTy)el)=0 s=1

feltételt valahogy tomorebben megfogalmazni. Ne szamoljuk ki tetszbleges e, egyiitt-
hatojat (6.18)-ban, hanem bontsuk fel a jobb oldalt harom részre: az e, konstans-
S20r10Sa, az €,_q, €,_,, ... valtozokbdl képzett mennyiség, végill az e, .q, €,_,, ...
valtozok fiiggvénye.

Az egyszeriiség kedvéért tegyiik fel egyelSre, hogy o(A)<1. Ekkor

X, = xxl:

& =3a.
Ezért elhagyjuk az 1, 2 indexeket. Alakitsuk at (6.18) jobb oldalat (6.11) és (6.17)
segitségével.

BT(,+T7Ty, = BT, +T'TCx,+TTle,.

X,, €, mar a kivant mennyiségek. {, értékét kellene kettévagni.
Szdmoljuk ki
Ee))

s=1t értékét.
E@el) = E( 3 (AT CTY,ie]) =
— Z (AT)kvlcTCAH—k«s—lB — ( Z' (AT)k_ICTCAk_l)A'-sB.
k=1 k=1
Legyen
= > ATEVCTCAR,
=2
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Ekkor egyfelsl

(6.19) E(GeT) = QA™B,
masfelél Q a
(6.20) Q=ATQA+C'C

egyenlet egyértelmii megoldasa (vo.: (4.15), az egyértelmilség és az egzisztencia most
a o(A)<1 feltevés kovetkezménye). Vegyiik észre, hogy (6.17) alapjan, ha igaz
a (6.2) tulajdonsag, akkor

0*Q = E(G,&),

E(x;4,eT) = A'™*B.

és

{6.19)-cel ezt Gsszevetve kapjuk, hogy
G — QX 41

fiiggetlen az e,, e,_;, ... valdsziniiségi valtozoktosl. A (6.18) jobb oldalanak keresett
alakja a kovetkez§ lesz S .

(6.21) BTG +ITy, = BT (§,—Qx,+1)+B7Qx, 4, +I"Cx,+I'Te, =
= BT(§,~ Qx,+1)+(BTQA+TTC)x, + (BTQB+T'T)e,.
Nem meglep§ ezek utdn a kovetkez8 lemma.

6.3. Lemma. Legyen
X;+1 = AX,+Be,,

y, = Cx,.

Jelolje P az x, kovarianciamatrixat. Tegyiik fel, hogy 0(A)<1, é P! létezik. Ha
teljesiil a 6.2 tulajdonsag, akkor QPQ=¢%Q. _

Bizonyitds. (6.18)-at és a (6.21) atalakitast felhasznalva, mivel

&—Qx,11, X, €

fiiggetlenek, igy

(6.22) BTQB+TT = ¢21,
(6.23) BTQA+TTC = 0.
Megmutatjuk, hogy

(6.24) G = QxXp41.

(6.17) és (6.20) alapjan
G— QX 41 = ATC 41 +CTF, 4, —ATQAX, 4 —CTCxy4qy
(6.11) szerint tovabbalakitva

G—Qx i1 = AT(G41— QX1 ) +(C'T+ATQB)e, 4.
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Rekurziven kifejtve a

L—Qxa = 3 (AN D(CTTHATQB)e,
elGallitast kapjuk. Hasznaljuk ki (6.23)-at, (6.24) adddik . Tehat
& = QX,4.
Mindkét oldal kovariancidjat véve:
(6.25) 62Q = QPQ
és €z az, amit bizonyitani akartunk.
Megjegyzés. Ha feltessziik, hogy Q! létezik, akkor a
PQ = o?1
osszefiiggés is teljesiil.

Megjegyzés. A (6.1) tulajdonséag 1étezésének egy kritériumat kaphatjuk a (6.22),
(6.23) és (6.25) egyenletekbdl. A T'=0 értéknek gysknek kell lennie. Azaz

(6.26) BTQB = ¢?I,
(6.27) BTQA =0,
(6.28) PQ = ¢°I

a sziikséges feltételek g(A)=<1 esetén, ha tudjuk, hogy P~ és Q! létezik.
6.1. KOVETKEZMENY. Legyen
X, +1 = AX,+ Be,
¥e = Cx,

Tegyiik fel, hogy o(A)<1; P71 é Q™! létezik. Ekkor, ha teljesiil a 6.2 tulajdonsag,
akkor létezik olyan T pXp-s, invertalhaté matrix, hogy

(6.29) TAT-! = [E]E‘(Ip—q) —A
v (q
(6.30) TB=| 4| =B
0
(6.31) CT1'=C

és a [ f ] matrix forgatés, azaz
0

Mésképpen az
6.32) - X, =Tx,
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allapotvektort bevezetve
ir+1 = AX, + Be,
Y. = CX,.
Bizonyitds. Vegyiik észre. hogy a {,-re vonatkozo egyenleteket kissé atalakitva

1
—az g=— §, valtozot bevezetve — az
1
N = AT +CT—y,
ge, = B'n,

. 1 C o eres o
egyenletekre jutunk, melyek az {; Y, 1=0, +1, +£2, } I kovariankidja fogget-

len sorozathoz a {oe,, 1=0, 21, £2, ...} aI kovariancidj fiiggetlen sorozatot ren-
delik hozza, igy igaz n,-re a 6.3 lemma és az azt kovetd megjegyzés.
Specialisan

6.33) CPC” = g*
(6.34) CPAT = 0.
Tudjuk mar, hogy
BTQB = ¢21
BTQA =0
PQ = ¢l

Legyen T, tetszéleges olyan pX p-s matrix, melyre
T{T, = Q.
A PQ =01 egyenletet balrol T,-gyel, jobbrdl Ty '-gyel szorozva, a
T,PT{ = o2l
osszefiiggést kapjuk. Mivel (6.26) alapjan
(T;B)(T, B) = ¢*l,

ezért létezik olyan T, pXp-s matrix, melyre TIT,=I, és

ag.
T,T;B = t al-
0
(6.27) szerint
i (T2T1 B)T(Tle A) =0,
1.
(T, T,B) (T, T,AT{'T,) = 0,
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igy 01
st = [

Alakitsuk at a
P = APAT+BRBT

egyenlet gy, hogy T,T,AT;'T;1és T,T,B szerepeljenek benne:

T.T,PT{T] = (T2T1AT1—1T2_1)(T2T1PT1TTD((TzT)—l(Tlr)_lATT{Tg)+

+(T. T, BT, T, B)".
Azaz
o2 0. ot ..
o2 AgAT ‘0
Tehat
AAT =1
A

Q = ATQA+CTC
egyenlet megfelels transzformacidjaval, a C=CT{1T;? jeloléssel, az

Ag 1&0+(":Té =1

Osszefiiggést kapjuk tehat a [ AC ] matrix forgatas. Latjuk tehat, hogy a
0
T = T,T,
valasztas jo.

Megjegyzés. A 6.2. kovetkezmény allitasat szemléletesen igy lehet megfogalmazni:
Az x, értékébdl y, és x,,, gy olvashaté ki, hogy el8szor elvégziink egy forgatast
x,-n; az els6 g koordinata adja y, értékét, x,,, pedig ugy adodik, hogy az els§ g koor-
dinata helyébe a oe, mennyiséget irjuk.

Megjegyzés. A 6.1. kdvetkezmény bizonyitdsanak elején alkalmazott gondolat-
menet a T'=0 esetre a

(6.35) CPCT+ITT = 621

(6.36) CPAT+IBT =0

egyenleteket eredményezi.
(6.36) és (6.11) alapjan

E®y,x1,,) = E((Cx,+Te,)(Ax,+Be)T) = CPAT+I'BT = 0.
Azaz y, fiiggetlen az x, ., valosziniiségi valtozotol
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Térjiink most vissza az altalanos esetre. A 6.3. lemma a ¢(A)<1 esetben a 6.2.
tulajdonsagot a P, ill. Q matrix segitségével jellemzi. Ekkor P egyfeldl az x, kovarian-
cia matrixa, méasfelgl a

P = APAT+BBT

egyenlet egyetlen gyoke. Az altalanos esetben — mikor tehat csak annyit tudunk, hogy
A-nak nincs egységnyi abszolut értéki sajatértéke, az x, kovarianciamdtrixa nem elé-
giti ki a fenti egyenletet, s6t az sem biztos, hogy egyaltalan létezik gyoke az egyenlet-
nek. Ezért a kovetkezd lemma megfogalmazasa kicsit mas, mint a 6.3. lemmaé.

6.4. LEMMA. Legyen
(6.37) xly = A;xi+Bre,,
xf = A7'x}, —A7'Bee,,
¥e = Cx; +Coxf,
ahol ¢(A;)<1, o(A;Y)<I1. Legyen

AL B,BI (AT

M3

P, =
k

[
-

P, =— > A;*B,B] (A])~*
k=1

8

Q, = (AD1CTC A%

k=1

Q, = _k,_Z; (AD*CIC AT

Tegyiik fel, hogy Py, P,, Q,, Q, invertalhatok és, hogy teljesiil a (6.2) tulajdonsag.
Ekkor létezik a

(6.38) P = APAT 4 BBT
Q =ATQA+CTC
egyenletnek olyan P, Q gyokok (P=PT, Q=Q7), melyekre
(6.39) PQ = o’I
Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy a tételben definialt Py, Py, Q;, Q. a
P, = A,P,AT +B,BT
P, = A,P,AT+B,B]
Q= ATQ1A1+C1TC1
Q, = A2TQ2A2+C{C2
egyenletek egyértelmii gyoke, és P,=E(x}(xDT), P,=—E(x}(x)7).
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<. 1 .
Irjuk fel az & ¥, leképezés dualisat, ahogy (6.15)—(6.18) soran tettiik.

(6.40) G = AT G+CTy,
gx = A'{_lgr—l-AzT_lcz ¥
(6.41) o%, = BT{,+T7y,

Alakitsuk tovabb (6.41) jobb oldalat (6.37) és (6.40) felhasznalasaval:
o%e, = BT {1+ B (A]) ¢+ (FT—BJ (A]) 1CT)(C, x} + C,x3+Te)),
x} mar fiiggetlen e,-t8l, x? azonban még nem. Haszniljuk a (6.37) egyenletet:
o’e, = B L+ B (A]) TG +(ITC,—BI (A])'CTCy)x} +
+(FTC,—BI (A])T1CT C) AT X} 1 +
+(TTr—BJ Al 1CIT~TTC,A;'B, + BT (AT)"1CI C,A;'B,)e,.

Probaljuk meg a £} és a {2, mennyiségeket felbontani tigy, hogy a jobb oldal fiigget-
len valdszintiségi valtozok Gsszege legyen. ElGszoris k=0 esetén

E(C}etT—k) = E(Zi (Air)j_lclTyt+jetT—k) =
Jj=

= 3 ADTCICE, ) = 3 AV CICA{*1B,.
Igy ~ !
E(Gel,) = Q,AlB,.
EG—-Qixi1)e, =0 k=0,
ugyanigy megmutathatd, hogy
E((G1—Qux»el,)=0 k=0.

Alakitsuk tovabb tehit az egyenletunk jobb oldalét (az Gjonnan fellépd x7? tagot ismét
felirva x2,, és e, segitségével x1, ,-et pedig x} és e, segitségével). Osszevondsok utan
a kovetkez§ egyenletet kapjuk:

o’e, = Bf (1 —Qux3;11)+BI (AD) (&1~ Qax)) +
+(BfQ,A; —BJ (A])1CIC,+TTCx} +
+(Bf Qo+ T TCoxz ) x7 1+
+(BTQ,B,—BTQ,B,—BI (A])'CIT—-I'TC,A;'B,+I'"INe,.

Mar csak a {1 —A;x},, és x? 4, il 2, —Q,x? és x/! korrelaltak.
Legyen
(6.42) ®=EQG Xt+1 ’

Rogton adédik, hogy

€s
(6.43) ¥ = E(G,xq").
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Ennek alapjin a
o?¢, = Bl ({—Qx}. 1+ PPy X}, 1) +(BI Q+ITCo Ay~ B OP; )X, +
+BI(AD) TG — QeXP— WP Ix)) +
+(BT QA+ TC,—BI (AD)71CIC,+BI (AD)~WPr )xi+
+(BITQIBl—BgQ2B2~BZ.T(A?‘T)‘1C2TI‘—FTC2A2‘1B2+FTI‘)e,
egyenlet jobb oldalan levd tagok mar fiiggetlenek egymaéstol. Tehat

(6.44) B{(Crl_letI+1'1Lq)P2_1Xt2+l) =0,

(6.45) B 0, +TTC,A;'—B{ ®P;' = O,

(6.46) B (A)) ' —-Qux{—YP'x) = O,

(6.47) B{Ql Al+I‘TC1——B2T(A21)_1C§C1+B2T(A2T)_1\IIP1‘1 = 0,

(648)  BFQ,B,—BIQ,B,—BI(AT)"'CIT~ITC,A;'B,+I''T = o1

Azt kellene megmutatni, a 6.3. lemma bizonyitdsahoz hasonléan, hogy

. & —Qixip +OPXF,, = O,
i G- Qi VP; X = O.
Prébaljuk felhasznélni a (6.37) és (6.40) egyenleteket :
i = ATG+CTY, = ATG+(Q— AT QA)X{ + CT Cox7 + C Te,.
Atrendezve
Go1—Quxit = A (G —Quxi1 ) +CT Co A X7, +(CTT +AT Q, B, —C{ C: A7 'By)e, .-
Irjuk fel e, egyiitthatojat (6.47) alapjan és adjuk hozza az egyenlethez a
OP;1x2 = AJ OP; X7 +(OP; A - ATOP; )xZ, , — DPP; A ' Bye,
egyenlet megfelel§ oldalait :
(6.49) G~ Quxi +@P; X} = AT (G — Qi x{y 1 + PP I}, ) +
+(®P; A1~ ATOP; 1+ CTC, AT Y X2, —
—(®P;1A; 1B, + P W TATIB)e,.

A bal oldal BT-szorosa éppen nulla. Mivel a jobb oldal tagjai fiiggetlenek egymastdl,
igy azok BT -szeresei kiilon-kiilon is nullak. Tehat specialisan

BY AT (G —Qux}1 1+ ®P;'x},,) = O.
Ezt az eljarast iterdlva — a BTA,T*, k=1, 2, ... maétrixszal szorozva —a
BIA T~ Qi x{, 1+ PPy X}, ) = O
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adodik. Mivel

P, = Z A’f, B, B{AlTk,

k=0
igy .
(G —Qux} 1+ PP X}, )P, (L — Qx4 1+ PPy Ix7, ) = O.

P, pozitiv definit matrix, igy
(6.50) 8 = Quxj1—OP; ',
Ezt visszairva (6.49)-be a
(6.51) OP; A AT OP; 1+ CTC, A = O,

(6.52) (PP;1+PTWNHAB, = O

osszefiiggéseket kapjuk.
A EZ_,—Q.x?—\PrIx! mennyiségre a kovetkez8 Osszefiiggés teljesiil:

& = Quxl —VPIIx] . = (AD) MG -1 — QX — P 'x) +

+((AD WP =P A, — (A]) T CT C)xi —(P7 '@ TB, +YP’By)e;,
ebbdl a

(6.53) 8 = Qux} +FYPTIxg, 4,
(6.54) AD WP —YP A, —(A])ICIC, = O,
(6.55) P;1OT+YPHB, =0

osszefiiggések adédnak. (6.51) transzponaltjat (6.54)-hez hozzdadva, 4trendezés utdn
az alabbi egyenlfséghez jutunk:

AD@FOT+HYPTY) = (P @T+YPT A,
fgy (6.55)-6t az (AJ)~* métrixszal szorozva a
(P71®T+yP; YA, B, = O
egyenlethez jutunk. Ezt iterdlva a

(P ®T+YPI)AIB, = O
egyenletekre, s végiil a

(6.56) P;loT+yPr1=0
osszefiiggésre jutunk.

Legyen

(6.57) M = PyW7 = —®P; .
Ekkor (6.51) alapjan

M S A{MAz'*‘C{Cz.
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fgya
_[oaMm
(6.58) Q= [MTQ2
maétrix megoldasa a
(6.59) Q= ATQA+CTC
egyenletnek.
A (6.50) és (6.53) azonossigok mindkét oldalanak kovarlancidit véve a
(6.60) a*Q, = Q;P,Q,—@P;'®7,
(6.61) —62Qy = —Qy Py Qy +-YP YT

0 =Q,P, Py YT+ ®P;'P,Q,
Osszefiiggések adédnak. A legutolsd egyenlet alapjan
VvIQi'+Q'® = 0.
R=Qi'®=—y"Q;1

Ekkor konnyen ellenérizhetd, hogy

Legyen

R7Q,+P,MT = O,
P,M+RQ, = O,
és (6.60)—(6.61) alapjan
P,Q,+RMT = ¢2I,

P.Q,+R™ = ¢*L

[P R]
P"[RT P,

Bevezetve a

matrixot, az el5z8 négy egyenlet roviden igy irhatd;

(6.62) PQ = ¢3I.
(6.47) és (6.54) alapjan

[TC,+B{ QA +BIYP; A, = O.

fgy

(6.63) IL’C,+BTQ,A,+BIMTA, = O.
(6.45) (6.57) felhasznalasaval igy irhaté:

6.69) I'"C,+BIQ,A; +BIMA, = O.

E két utobbi egyenlet Gsszevontan a
(6.65) BTQA+ITC=0
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egyenletet jelenti. Mivel (6.64) alapjan
Q:B;+(A])'CIT = M"B,,

ezért (6.48) Osszevontan igy irhato

(6.66) BTQB+I''T = ¢l
Mar csak annak igazoldsa maradt hatra, hogy teljesiil a
(6.67) P = APAT+BB”

egyenléség. Azonban, ha nem a
ate, = BT, +T "y,

egyenlet jobb oldalan levd tagok fiiggetlen 6sszeadanddkra bontasabdl indulunk ki,
hanem az
¥, =CTx,+Te

egyenlet jobb oldaliba irjuk be e, helyébe (6.41) jobb oldalat és igy probaljuk fiigget-
len dsszeadanddkra bontani — azaz u, és ¥, szerepét megcseréljitkk —, akkor x, és {,
is szerepet cserélnek, és az €l6z6 gondolatmenet végigkovetésével megkaphatjuk
a bizonyitando (6.67) egyenletet.

Lattuk, hogy a PQ=c*l feltétel sziikséges a 6.2 tulajdonsag teljesiiléséhez.
Vizsgaljuk meg, hogy clégséges-e! Tekintsiik tehat a (6.37) allapotegyenleteket, a hozza
tartozd (6.38) matrix-egyenleteket és tegyiik fel, hogy (6.38)-nak létezik a (6.39) fel-
tételének eleget tevs megoldasa. Azzaz

Xr+1 = AX,+ Be,

(6.37) y, = Cx,
e(AD <1, oAz =<1,
(6.38) P = APAT + BB”
Q =ATQA+CTC
(6.39) PQ = o*LL

Definidljuk a {€,, =0, £ 1, £2, ...} valdsziniiségi valtozokat a kovetkezSképpen:
(6.68) &l = kZ (A Cle s,
=1

g =— 3 (AD)~®+CTe,_,.
k=0
Ekkor
(6-69) gzl = A{gtl+1+C1Tex+1a

8 =AD& (A" Cle s
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Legyen
2
ét = é:g H
(6.70) & = AT&1+CTe .

Tekintsiik az {e,, =0, £1, ...} valdsziniiségi valtozok koordinatai altal generalt E
zart linedris alteret, és legyen X az {x,, =0, £1, ...}, Ea {§, =0, +1,...} val-
tozok koordinatai altal kifeszitett zart altér. Ekkor XCE, EcX.

Vegyiik észre, hogy X-et éppen a {Be,, =0, 1, ...} valtozok koordinatai
generdljak, 5-t pedig {C7e,, t=0, +1,...} koordinatdi. Nézziik meg, hogy e,
,»,mennyivel 16g ki’ az X, ill. £ alterekbdl!

Mivel s=1¢ esetén e, és Be, fiiggetlenek, e, és CTe, fiiggetlenek, igy az

e,—FE(e|Be,) ill. e—E(e|CTe,)
kiilonbségeket kell meghatirozni.

6.5. LemmA. Tegyiik fel, hogy a (6.38) egyenleteknek létezik (6.39)-nek eleget
tevé megoldasa. Ekkor létezik olyan AgX g-s invertalhaté mdtrix, melyre

AAT =1,
és
(6.71) (e, —E(elCTe)) és d(e,—E(e]Be))

kovariancia métrix megegyeznek.
Bizonyitds. Mivel
E(e|CTe) = C(CTC)~CTe,,
E(e/|Be,) = BT(BB") " Be,,
ezért azt kell mutatni, hogy 1étezik olyan A métrix (AAT=I), melyre
(I-C(CTC)~C™) = A(I-B"(BB")"B)A™.

Induljunk ki a
Q = ATQA+CTC,

P = APAT+BBT
egyenletekbsl.
A maésodik egyenlet alapjan

P! = ATP-1A+KK7,

ahol
K =—(I+AT)P-1(I+A)"!B.

(6.38) és (6.39) Gsszevetésével a
CTC = ¢2KKT

adédik. Mivel ¢7ICT és K is pXg-s métrixok, igy létezik A ortogonalis métrix

(AAT=I), hogy
C = AcKT.
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Ekkor
C(CTC)~CT = AcKT(cKATAGKT)~KAT =

= A(KT(KK")~"K)AT = A(BT(BB")~B)AT
igazolja a (6.71) allitast.

6.6. LEMMA. Legyen
X,+1 = Ax,+Be,,

¥y = Cx,.
Tegyiik fel, hogy o(A)<1, 9(A;Y)<], éshogya
P = APAT4-BBT,

Q = ATQA+CTC
egyenleteknek létezik a
PQ = 0?1

feltételnek eleget tevd megoldasa.
Ekkor teljesiil a 6.2 tulajdonsag, azaz 1étezik olyan I' métrix, hogy az

V. = Cx,+Te
sorozat fiiggetlen, 621 kovariancidji valdszintiségi valtozokbol all.

Bizonyitds. Szamitsuk ki az {x,, =0, +1,...} ésa {§,, =0, 1, ...} sorozat
kovariancia fiiggvényét. Ko6nnyen lathato, hogy

Ex}x!_, = AP, k=0
Exix}ix = (A)"(—P;) k=0,

Ex,lx,2+k = Q k = O.
Ugyanakkor

k
ExIx} ; =— D AJT'BBI(AD)-%-i+1 k=1,
Jj=1
Haszndaljuk ki a (6.38) Osszefiiggést. Eszerint

R—A,RA{ = B,B;,

illetve
R(A])*~AR=B;Bf(A))™™
Igy
k k
Ex}xi_ =—( 3 A{TRAD IV — FATIR(A])-*-9) =
j=1 Jj=1
= A'\R—R(AD)—*.
Tehéat
AYP, A*R—R(AT)-*
(6.72) Ex,x} 1Py AiR-R(4:) k=0.

*"lo -r@p—+ b
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Hasonloképpen

AT)Q, (AT)*M—MA;*
(6.73) EEET, = [( 1)°Qu (A7) As ] k= 0.

- QA5
Vegyiik észre, hogy PQ=0¢%1 esetén
{6.74) EEEL) =02QE(xxI)Q, k=0,%1,...;t=0,+1, ...

Definidlunk egy
. E—-F

izometriat, és megmutatjuk, hogy az
¥ = o’1¢,

sorozat kielégiti a tétel feltételeit.
Elgszor definidljuk 7-t a = altéren a kovetkezGképpen :

— gP-1
1§, = oP7Ix 4.

(6.74) miatt 1 értelmesen definialt és t izometria. Terjessziik ki -t E-re az alabbi mo-
don. Legyen

t[(I-C(CTC)~C")e,] = A(I—B"(BBT)~ B)e,.

A 6.5. lemma alapjan
. E~F

is izometria. Szamoljuk ki te, értékét:
e, = 1(C(CTC)~C"e)+A(I-B"(BBT)" B)e,.

Probaljuk meg az elsd tagot kifejezni az {x,, =0, 1, ...} sorozat elemeivel.
Mivel
& = 6P x4y,

e =§_,—A"E,
1CTe, = (P 1x,—ATP1x,,,).

és
igy

Szamoljuk ki az
EP7'x,—ATP7ix,,4x{x} 1)

mennyiséget. (6.38), (6.39) és (6.7) alapjan ennek értéke

rerely el

Ugyanakkor kozvetlen szamolas mutatja, hogy

o(P1x,—ATP 1x,,,)~0 1CTC[ 1y ]
Lo
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figgetlen az {e,, s=2¢} valdsziniiségi valtozoktdl, igy ez e, konstansszorosa.
Mivel
~1 2 -1
Ailxi=x{+ A7 Bye,,

igy létezik olyan I'" matrix, hogy
17¢,—C(CTC)~¢1CTCx, = I'e,.
Azaz
te, = 67 1Cx,+1'e,.

Azonban t izometria, igy te, fiiggetlen, 1 kovarianciaju sorozat, tehat a T'=cI"
valasztassal az
Y. = Cx,+Te

sorozat megfele: a tétel kovetelményeinek.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy a P~1x, folyamat valamilyen értelemben az x,
»1d6beli megforditottja™, pontosabban az

ﬂl

I‘r = [n;] — P*lx‘
t

jeloléssel

"il = A1T“11+1+K1fr+1,
N = (AD) 7' —(AD) ' Kof, 4y
ahol {f,, t=0, =1, ...} fiiggetlen, I kovarianciaji sorozat, K,, K, pedig alkaimas

oo K oo . .
matrixok. A K= Kl matrix megvalaszthato pl. a

K=—(+A"P(1+A)B
matrixnak.
Megjegyzés. Ha X=E=E, akkor
te, = C(CTC)~a(P'x,—ATP 'x,,,).
tehat
¥, = 62C(CTC)~Kf,,,.

Mivel CTC=02KKT, és Z=F esetben C(CTC)-CT=I, igy C(CTC)"K ortogo-
nalis matrix, tehat y* lényegében az x* id6beli megforditott folyamataban fellépd fiig-
getlen sorozat

7. A forgatasok progressziv része

Az el8z8 fejezetben azt a kérdést vizsgaltuk meg, hogy mikor lehet egy
a.n X, +1 = AX,+Be,,
v =Cx,

dsszefiiggésekkel megadott {y,, =0, £ 1, ...} folyamatbol az e, hiba konstansszoro-
sanak hozzaadasaval fiiggetlen, N(0O, o%I) eloszlasu valdsziniiségi valtoz6 sorozatot
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csindlni. Az A matrixrél 6.3. lemmaban elSbb feltettilk, hogy g(A)<1, majd a 6.4. \
és 6.6. lemmaban csak annyi kellett, hogy A-nak ne essék sajat értéke a komplex egy-
ségkorre — s igy ekkor feltehetjiik, hogy

)

ahol g(A)) <1, 9(A;Y)=<1. Ekkor az egyenleteinket az x, valtozd, és a B, C matrix
particionéldséval igy irhattuk:

(7.3) Xir1 = A X;+Bie,
Xir1 = ApXi+ Boe,,
y, = C;x}+C,x2,
(vo.: (6.4), (6.5), (6.6)).
Most azzal az 4ltalanosabb kérdéssel fogunk foglalkozni, mikor A,B,C; adot-
tak és keresend8 A,, B,, C,, T 1gy, hogy 0(A;Y) <1, ésaz
(7.4) Vo=vy,+Te

folyamat, fiiggetlen N(0, ¢21) eloszlast valtozokbol all. (Az y, folyamat elgallitdsaban
szerepl3 C,x! tagot progresszidnak, a C,x? tagot regressziénak nevezziik.) Tovabbi
nehézséget jelent majd, hogy az y, kovariaciajaban szerepl§ o2 értéke sem adott eldre,
ennek értékét minél kisebbre szeretnénk megvalasztani.

Az (A, B;, C,) matrixok segitségével definidljunk egy x: l,—/, leképezést a ko-
vetkez8képpen : ¥ matrixa legyen a

C,B, C,A,B, C,A!B ...

(7.5) H = |GAB: GAB, .

ugynevezett végtelen Hankel-mdirix. A o(A,)<1 feltétel biztositja, hogy valdéban
l,—1, leképezést definidltunk. SGt a 4. fejezet alapjan az is nyilvanvald, hogy R(x)
véges dimenzios, igy specilisan korlatos operator. Legyen
(7.6) ot = a1,
ahol || . | az operatornormat jeloli.

7.1. LEmmA. Adott A,, B,, C, esctén (0(A;)<1) a (7.3), ill. (7.4) egyenletekkel
megadott ¥ folyamatra tetszGleges A,, B,, C,, I mellett fennall a
(7.7) c=0 H
egyenlGtlenség.

Bizonyitds. Tetsz8leges A,, By, C,, I' valasztés esetén (ha o(AzY)<1)

Yo = > CAI'Bie,_;— > CA; ®*VB,e,,,+Te,.
k=0

k=1
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Legyen (¢l, olyan végtelen szimsorozat, melynek norméja 1. Képezziink ebbdl
R3-beli vektorok egy m,, 1., ... sorozatat, igy, hogy n, koordinatait { elsé g eleme
adja, n,-ét a kovetkezs ¢, stb... Ha {y,, t=0, +1, ...} fiiggetlen, N(O, ¢%I) elosz-
lasu sorozat, akkor a

& =

t

'y,

VK

val6sziniiségi valtozé N(0, o?) eloszlasu, azaz
E(&?) =d"
A ¢ valbsziniiségi valtozd felirhaté az {e,, s=0, £ 1, ...} sorozat segitségével. Ve-

gyiik £ felirdsabol azonban csak azokat a tagokat, melyekben az e;, e_;, ... valtozok
szerepelnek. Ezen tagok Gsszege legyen £€~. Ekkor

(1.8) g = 30T 3 CAT B,
t=1 s=0

és nyilvan

(1.9) E(&2) = E(&) = o™

MasfelSl azonban (7.8) alapjan
E(¢7?) = {THH"L,
Tehat tetszGleges {cl, egységvektor esetén
o2 = {THHTC,
igy o®=c}, amia bizonyitandé (7.7) egyenl8tlenség.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy oy értékét kozvetleniil is — csak a y operator
segitségével — definidlhattuk volna. oy éppen y norméja, vagy mésképpen, a jelen
esetben, maximalis szingularis értéke. A szinguldris értékek definidldsdhoz azt kell
csak kihasznalnunk, hogy mivel a (7.5) métrix segitségével definilt y Hankel-operd-
tor képtere véges dimenzios, igy ha megszoritjuk az operatort a nulltere ortogonalis
kiegészits alterére, az I, © N(y) altérre, akkor mar véges dimenzids terek kozott leké-
pez6 operétort kapunk és ezek szingularis értékeit tekinthetjiik (lasd TusNADY (1979)).
A 4. fejezetb6l tudjuk, hogy l,© N(») dimenzidja éppen p. Legyenek a nem nulla
szingularis értékek sorban

(7.10) 6,EZE0GE...20,>0,
ekkor

GH:Z 01.
Legyen

L = diag(oy, ..., o).

Mostantdl fogva feltessziik, hogy a fejezetben szereplS folyamat esetén g=1, azaz
e,, ill. y, skalar folyamatok. Megmutatjuk, hogy ekkor a =0y érték el is érhetd.
(Lésd ADAMJIAN—AROV—KREIN 1(971), ill. a g= 1 esetre GLOVER (1984), KUNG—LIU
(1981), BALL—HELTON (1983).)
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Legyen P, x} kovarianciamatrixa, vagy masképpen a

(7.11) P,—A,P,AT = B, B]
egyenlet megoldésa, és Q, a
(7.12) Q,~ATQ,4, = C{C,

egyenlet gyoke. Tegyiik fel, hogy Py, Q, pozitiv definit. Ha az A, B,, C, matrixokat
kicseréljik a
TA, T, TB,, C,T!
matrixokra, ahol T: RF—~RF nem elfajul6 transzformécid, akkor konnyen lathato,
hogy P, és Q, helyett
TP, TT é (TT)~'Q,T?

lesznek. igy P,Q, helyébe TP,Q, T~ 1ép, azaz a P,Q, szorzat sajatértékei invariansak
a T transzforméciora.

Irjuk fel Q,-et Q,=®®T alakban.
A ®TP,® matrixon végezziink fétengely transzforméciét

OTP, ® = YA YT,

és legyen
T = A~V TopT
Ekkor
TP, TT = A,
és

(TH71Q,T' = A.
Azaz feltehetjiik, hogy

(7.12) P,=Q,=A
diagonélis matrix. Azonban vegyiik észre, hogy az
G,
M= CA V =[B,, A}B,, ...]

C, A%

jeloléseket felhasznalva
P, =VVT, Q,=M™M,
és ugyanakkor
H = MV.

-

Igy

HHT = MVVTM?,
ezért HHT sajatértékei megegyeznek a VVTMTM matrix sajatértékeivel, tehat P,Q,
sajatértékeivel. Masképpen P,Q, sajitértékei H szinguldris értékeinek négyzetei.
Tehat
(7.13) A=<
Definialjuk meginta {&}, =0, £1, ...} folyamatot:

gtl = A{§11+1+C1Tet-
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Ekkor
, Q =T = EEE),
és

P, = £ = E(xIx!T).
Jelolje E az

n = Zae,

alakii valtozok altal generalt zart linedris alteret, vagy masképpen az {e,, t=0, =1, ...}
valtozok 4ltal kifeszitett zart alteret, és legyen E, ill. E} az {e,, t=s}, ill. {e,, 1=s}
valtozok altal generalt zart altér. Definialunk egy

(7.14) 1 Ef -~ FEZ,

operatort. Legyen

(7.15) e, = > CAT*1Be_,, t=0,1, ..
s=1

(Bé4r a y jelolést kordbban mar hasznaltuk, ott y:/,—/, operator volt, azonban a két
operator matrixa megfeleld bazisban megegyezik, és az operator argumentuma alap-
jan — hogy milyen objektumra alkalmazzuk — majd mindig lehet azonositani, hogy
melyik y operatorrél van éppen sz4.) Legyen

S: E-E
a 1éptets operator, azaz
(7.16) Se,=e,.,, t=0,+1,%2, ....
Vegyiik észre, hogy tetszdleges n€ Ef esetén SnEEF és
(7.17) xSn = Prg- Syn.

Ezt az Osszefiiggést kozvetleniil ellendrizhetjiik EF generator elemein, az
{e; =0, £ 1, ...} vektorokon. A (7.17) Gsszefiiggésben a merdleges vetités operato-
rat Pr. jeloli. A tovabbiakban helyette a feltételes varhaté értékre megszokott jelolést
fogjuk hasznalni — normalis eloszlasu valtozdk esetén ez valdban a generalt zart
linedris altérre valé vetitéssel esik egybe. Tehat (7.17) igy irhato

(7.17) w5 = ESm|ED).

A &, ill. x! p-dimenzids valtozdk koordinidta valtozoit jelolje El(k), x,(k),
k=1, ..., p. Vajon mivel egyenl§ xE}(k)? Vagy a szokasos, kissé pongyola jelolés-
sel, mivel egyenlS yE1?

Mivel
&= 3 (ycle,
1gy
(B = 3 (ATYCTze,= 3 (ATYCT 3 CA'Bie_, = Q,x} = Ixi.
Tehat - - -‘=1
(7.18) 2EYK) = o xi(k), k=1, ...,p.
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Ugyanigy .
xTx(k) = a,&5(k), k=1, ...,p.

(Ebbdl egyébként latszik, hogy ha a El(¢), k=1, ..., p, xi(k), k=1, ..., p viltoz6-
kat normaljuk, akkor éppen ezen y operator szingularis vektorait kapjuk, tehat

1 1 . -
a—é},(k), k=1,...,p, és - x3(k), k=1, ..., p aszingularis vektorrendszer.)
k k
Mivel ¢g=1 esetben a y operator H matrixa szimmetrikus, ezért a
V:E-E

(7.19) Vee=e¢,_,, t=0,%+1,%2, ..
operator bevezetésével a

VEIK) = x5(k), k=1,...,p
adodik.

Ujabb alterekre van sziikségiink. A E; (k) alteret generaljak a {&l(k), t=s}
valtozok, a Z; (k) altereta {E}(k), t=s}, az Xj (k) alteret az {x}(k), 1=s}, az X; (k)
alteret pedig az {x!(k), t=s}, valosziniiségi valtozok. Legyenek ezek is zart alterek.
Nyilvan

EXk)CEf, k=1,..,p,
(1.20) s (k) 0 4

Xo(k)cEZy, k=1,...,p.
Vizsgaljuk el8szor a k=1 esetet. Tegyiik fel, hogy
EF(l) = Ef.
Vilasszunk orotonormalt bazist a Z; (1) altérben, és pedig éppen azt, amit az
N = é}(l)—Prs:ﬂ(l)ﬁ}(l), t=0,1, ...
vektorok normaldsdval nyeriink. Jel6lje ezen bazis elemeit

§09 Cl: LR ]

(azaz m, és §, kollinearisak). A £}(1) nyilvan felirhato &, §;, ... segitségével és a
EF(1)CEf relacidé alapjan, &, kifejezhets az e, e, ... mennyiségekkel. Legyen

(7.21) &)= 3ul,
(1.22) b= ;: Bee,.
Ekkor nyilvan a

(7.23) B = 3 obe
és a B

(7.24) G= _2: B,

osszefiiggések is teljesiilnek.
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Legyen
(1.25) = Sae,
t=0
ill.
(726) \ll, = tZ; Uiy §= 0 (\l’ = \"o)

Nyilvin E(?)=E([E(D]>=0} és probaljuk meghatirozni yy értékét. (7.23), (7.24)
és(7.25) alapjan

(1.27) EA(1) = § , _2" Bty = 5 B, i tess= 3 b
Legyen
Q= Z‘i’v

(7.27) miatt
1511)(1) = ;‘; ﬁszq’s = ;{:ﬁs PrE_’l Ss(p = PrE__'l 2(; ﬂsss(P'

Szamoljuk kia > B,S%@ vektorok normajat! Legyen ¢?=E(¢?), akkor

E( 3 A.50)) = 3 RE(S0)+2 3 3 BAuE(S 9 0))
Azonban
. E((S°9)(5°*'9)) = E(¢(S'9)),
és (7.24) alapjan

S Bfoi=0, ha =1,
5=0
l.

Sp=1
- =0
Igy
E(( 2 BoS"0)) =¢*
Ugyanakkor
3 o1x5(1) = x&o(1).
Igy

e = ot.

De az E(\bz) a3, ¢ =y, E(p¥)=0? Osszefilggések miatt, mivel |xl|=0,, igy czért
a o=o? osszefiiggésnek kell teljesiilnie. Ez azt jelenti, hogy  benne van a o, szingula-
ris értékhez tartozo szingularis vektorok altal kifeszitett altérben és igy alkalmas bazis
transzformacioval elérhetjiik, hogy W a &} vektor transzformaltjanak elsd koordina-
taja legyen. Mivel az {«,, 1=0, 1, ...} sorozat definicidja alapjan a ¥, ¥;, ... soro-
zat generalja az Ef alteret, igy feltehetjiik eleve, hogy

(1.28) () = Ef .
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Most mar bebizonyithatjuk a kévetkezs tételt.

7.1. TETEL. Legyen :
X1 = A X7+ Be,,

— 1
Y = Clxx s

tegyiik fel, hogy P,=Q,=Z=diag(oy,...,0,), ,=0,=...=0,>0, 6éslegyen e,, y,
skalarértékd. Ekkor léteznek olyan A,, B,, C,, I matrixok, hogy az

2 _ A—1y2 -1
x; = A7'x71— A7 Bse,
¥: = Cx] +CoxP+Te,

egyenletekkel meghatérozott {§,, =0, 1, ...} sorozat fiiggetlen, N(0, ¢?) elosz-
last valdsziniiségi valtozokbdl All. : _

Bizonyitds. SzAmoljuk ki a
& = ATE,,+Cle,, -

és az x} folyamatok kovariancia fiiggvényeit.

(7.29) E(xL,(x)HT) = ALL, k=0,
(7.30) | E(gh.(E)T) = ZAL, k=0, |
Vegyiik észre, hogy AXE és T A% diagondlis elemei megegyeznek, s6t

01 EC;>041 == 0j4,>Oj4,41 =...Z0,>0
esetén a [(j+ 1):(j+r)IXI(j+1):(j+r)]}-es blokkok is. Tehdt specidlisan
(7.31) E (& (DED) = E(x}(D)xi (D).
Ezért az a

T: E—~E

leképezés, melyre
TE () =xi(1), t=0,%1, ...,

értelmesen definialt és izometria. (Mivel EF(N)=E}, igy T az egész téren deﬁniéft.)
Legyen
§,=61Te,, t=0,i1,....

Megmutatjuk, hogy ¥, rendelkezik a kivant tulajdonsagokkal.
T izometria, igy {¥,, t=0, £1, ...} fiiggetlen N(O, o%) eloszldsu valdsziniiségi
valtozokbol 4116 sorozat. Mivel §,€E igy léteznek {y,, s=0, £ 1, ...} szdmok, hogy

y0= 2 '}’se,-

(T definicibja alapjdn ekkor §,= 2 7.e:4,.) Vegyiik észre, hogy tetszSleges néE

esctén -
TSn = STy,
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és ugyanakkor C

TEl(1) = x3(1) = ;‘;xaa(l). |
Tehéat

TEL() = —U'I—s'xaa(l), r=0.
fgy
E(TEY(DIE=;) = ailxas(t).

Azaz az E altéren x=o, Prg- T.
Specialisan az e € E§ vektor esetén

E(y|EZy) = ;; CiA7 'Be_;.

Tehat
E(YolEZy) = Cix3 = ¥o-

Annak igazolasa van hatra, hogy az {y,—y,, =0, 1, ...} folyamatnak van véges
dimenzi6s realizacidja. De ez nyilvanvald, hiszen az ¥, és y, folyamatoknak kiilén-
kiilon van véges dimenzios realizacidjuk, igy a kiilonbségiiknek is van.

Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy mivel e, a &}(1)—E(&}(1)IE/,(1)) valtozd
konstansszorosa, igy ¥, az x,‘(l)—E(x,‘(l)lX,t,I(l)) konstansszorosa lesz, azaz ha
id6ben megforditva vesszikk az {x}(1), t=0, +1, +2, ...} folyamatot, és az igy

srer

8. Az allapottér dimenziojanak a csokkentése

Ebben a fejezetben a 7. fejezetben definialt fogalmakat fogjuk felhasznélni annak
a probléméanak a megoldasara, hogyan lehet egy y p-rangi Hankel-operdtort (ill.
a H Hankel-mdtrixot) operatornormaban kozeliteni legfeljebb k-rangiu Hankel-ope-
rdtorral ( Hankel-mdtrixszal).

8.1. LemMA. TetszGleges 4: E* —~ E*, legfeljebb k-rangh operator esetén
8.1) =91 = 644y-
Bizonyitds. (SONNEVEND (1987).) Mivel 4 legfeljebb k-rangy, igy

dim (Ef ©4(%9)) = k,
tehat létezik olyan

k+1 .
n= 12 A310)]
egységnormaju vektor, melyre
%n = 0.
Ekkor

k+1 .
x—%m=m= 'Zi’ «; 0;xg(i).
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k+1
l=Hnl? = 3 atot = o}

S8t, itt egyenlBség csak akkor lehet, ha o,>0,,, esetén o;=0, 1=i=k. Igy speciili-
san o6,>0,,, esetén, ahhoz, hogy a ||y — 4| =0,., egyenlSség teljesiiljon, sziikséges
a FENk+1)=0 feltétel.
8.1, TETEL. Tegyiik fel, hogy 6,06, ,,>0,,.. Ekkor Iétezik olyan
xe: B¢ — EY,
Hankel-operator, melyre
dim R(y,) = k,

s

és
M=l = ox4q-
Bizonyitas: (71.29) és (7.30) alapjan
8.2) E(x},;(k+Dx}(k+1)) = E(&, j(k+1)EH(k+1)), j=0.
Definialjuk a
T,: E—~E
operatort a kovetkezGképpen:
8.3) T EHk+1)=x}k+1), t=0,%1, 2, ..

T, ismét izometria (és megmutathatd, hogy az egész E-n definialt). A y, Hankel-ope-
rator legyen a kovetkezd:

8.4 LM = M—0, . E(TMIEZ), mEES.
Ekkor
8.5) 1SN = E(Sxn|EZ),

igy x. tényleg Hankel-operdtor. Ugyanakkor

1—%x = 61 E(TE_Y),
igy
(8.6) lx—xdl = 04sy-
Vegyiik észre, hogy

xEy(k+1) = 041Xk +1) = 0, E(T & (k+ D]EZy),
tehat

8.7 1 Eik+1) = 0.
fgy azonban (8.5) alapjan yEl(k+1)=0, t=0 esetén, azaz
EFk+1D) c A ().
Ugyanakkor a 8.1. lemma alapjan dim R(y,)=k. S6&t, vegyiik észre, hogy tetszSleges

%56G), M =0

LM~

n=

esetén, N¢A ().
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Megmutatjuk, hogy
(8.8) dim R(x,) = k,

pontosabban azt fogjuk igazolni, hogy
dim (E§ 64 (x) = k.

Ehhez néhany apré lemmara lesz sziikségiink.
8.2. LEMMA. (ADAMIAN—AROV—KREIN (197 1)). Ha
¢o: FE—~E
izometria, melyre
(E) C Ef,

és
S =SSP,

akkor a x® operator Hankel-operdtor, melynek szingularis értékei rendre legfeljebb
akkorak mint H megfelelS szingularis értékei.
Bizonyitds. Mivel
*DS = xSP = E(SxDP|EZ,),
igy »® Hankel-operdtor. Legyen
¢e0 = 2‘ d,-e,-.

i=0

Mivel S@=098§, igy
e = Dwe,, t=0,=%1,..
i=0

sezért nE€E; esetén

o = > aSn.
i=0
Legyen most n€Eg. Ekkor
(8.9) 1=y S = = o E(S ymlEZ) =
fen <

= E(._Z0 0,8 ynlEZ;) = E(®HN|EZ,).

Mivel @ izometria, igy

| @xmll = lxnll,
ezért

lxonll = xmll, meE.

Ebbdl adodik, hogy x® szingularis értékei rendre legfeljebb akkorak, mint y szingu-
laris értékei.
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8.3. Lemma. Legyen
GEEG (k+DOEF (k+1), &l =1,
=8 t=0=1,..
Definidljuk a &: E~E leképezést a kovetkezéképpen:
de, =¢,.

és

Ekkor
(8.10) lx®l = 644y.

Bizonyitas. A & operator eleget tesz a 8.2. lemma kovetelményeinek, igy specia-
lisan y® Hankel-operdor, és ® izometria. Mivel

P(ES) = 55 (k+1),
és a Zf (k+ 1) alteret a §,(k+1), t=0, 1, ... vektorok generaljak, igy

LI

: Ix®@l = o441,

ugyanakkor
APPTIE (k +1) = o1 Xb(k+ 1),

tehat

P = o441

8.4. LEMMA. Legyen m=dim (Ef ©5§(k+1)). Ekkor a x® operatornak
o, +1 legalabb (m+ 1)-szeres szingularis értéke.

Bizonyitds. Legyen neEEy.
Legyen A, az m, Sy, ... é EF(k+1) elemei altal generalt zart altér, ill. jelolje
A, az S'A, alteret. Ekkor nyilvan

(8.11) Zgk+1) c Ay C Ef,
és ,

SA, C 4,.
Legyen
3 P€ 1,04, [l =1,
és

o =509,
Definialjuk a

y: E—~E,
operatort a kovetkezGképpen
(8.12) Ve, = @,.
Nyilvan ¥ izometria, és .
(8.13) YEG = A, c Ef.
Végezetiil legyen o
(8.14) Y=y,

ahol V a (7.19)-ben definialt operator.
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Azaz speciélisan
(8.13) gLy =Ve =e _,,
(8.16) - Y(VAy) = VE = EZ;.
Azonban A,CE; miatt VA, elemei merSlegesek Ey" elemeire, igy
, G (VA LT (ED).
Ezért (8.16) alapjan
Y(E}) c Ef,

(8.14) alapjan . 5

VAN l//’

ezért (8.9)-bdl adddik, hogy

(8.17) 190 = E(J|E=,).
Hatarozzuk meg a B
2@ (Y218 (k+ 1))

vektor normajat B
HOYd- 18 (k+1) = E(Yx D 1E§(k+1)|EZ;) =
= E(‘/;X&Al)(k“‘ DIEZ,) = E(lpo'k+1x5(k+ DIEZy).
MaisfelSl _
Uxik+1) = Wy WWxik+1) = VY€ (k+1).
De
Yy g (k+1EES,
igy 3
Uxi(tk+1)EEZ,,
tehat

1@ (FPEk+ 1) = 041y x5 (k+1).

Azaz a Y& EL(k+1) vektoron y¢ felveszi a  normajat. Ezért ha m=
=dim[Ef ©5¢ (k+1)], akkor tudunk m+ 1 darab linedrisan fiiggetlen vektort
konstruélni, melyeken a y® operétor felve521 a normaéjat, tehat o, a x® legaldbb
m- 1-szeres szmgularls értéke.
Vegyiik észre, hogy ekkor a 8.2. lemma alapjan o,,,=0,+1, azaz k=m.

Térjiink vissza a 8.1 tétel bizonyitasdhoz.
Mair tudjuk, hogy
o =5 (k+1) © K (1),
Igy

dim (Ef o4 (1)) = dim (B ©EH (k+1) =m = k.

Tehat H, rangja legfeljebb k.
Osszevetve ezt a 8.1. lemmaval, adodik, hogy

(8.18) dim R(y,) = k.

Végezetiil vegyiik észre, hogy a &} folyamat definicidjdban szerepld e, valdsziniiségi
valtozé sorozatot tetsz$leges mas fiiggetlen N(O, 1) eloszlasi sorozatra kicserélhet-
nénk, hiszen a 6., 7., 8. fejezetben kovetett gondolatmeneteinkben sohasem jatszottak
szerepet az E(E}x!T) kovariancidk. Azaz definialhattuk volna a &, folyamatot a

(8.19) &= ATE+CTe
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egyenlettel, vagy mas {f,, r=0, £ 1, ...} sorozatot hasznalva pl. a
(8.20) £ = ATEL, +CT,
osszefiiggéssel. Pusztdn kényelmi okokbol haszhaltuk f, helyett az e, sorozatot és a
& = ATétl+1+CTex

egyenletet.

Vegyiik észre, hogy a (7.19) valasztassal g=1, P,=Q;= E esctén a 6,>0,> ...
>...>0,>0 feltétel mellett a

& =1£x3
osszefiiggés adodnék, hiszen ekkor
X E:l e E:l,

és x-nak sajatvektorai a El(k), k=1, ..., p vektorok.

9. Kanonikus korrelaciok

Ebben a fejezetben Hankel-mdtrixok szingularis értékeit kanonikus korrelaciok-
kal hozzuk kapcsolatba.

Legyen {y,, t=0, £1,...} normalis eloszldst skalar értékii valésziniiségi val-
0z0kbol allé stacionarius folyamat. Tegyiik fel, hogy 1étezik véges dimenzids reali-
zécidja. Készitsitk el a 6. fejezet eredményei alapjan eldre, ill. hatrafelé halado
(progressziv és regressziv) leirasat, azonban kiindul6 pontként az

EGiay), k=1

kovarianciakbol épitsiik fel a faktorizalandd Hankel-mdtrixot, az
E(yy)

kovarianciat ne vegyiik bele. Ekkor a kovetkezd folyamathoz jutunk
.1 x, = Ax,_, +K, e,

Y=Cx,_14+Dye,

z,= ATz, +K_f,

¥, =BTz, +D_f,

ahol {e, t=0,+1,...} é {f,,t=0, £1,..} fiiggetlen, N(0, 1) eloszlasi valto-
z6kbdl all6 folyamat, melyek az {y,} folyamat eldre, ill. hatrafelé haladé innovacié-
jadnak egységnyire normalt értékei, azaz pontosabban, ha y; jeloli az y,, y,_4, ...
valtozok altal generalt zart alteret, y;* pedig az y,y,44, ... valtozok altal generiltat,
akkoraz
i yt_E(ytlYill)’ t=0, j:la
és az

Yo—EWYiy)), t=0, £1,...
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valosziniiségi valtozok konstansszorosa e,, ill. f;. Legyen
P = E(x,x]),
Q= E(Z,Z,T),

P, Q pozitiv definit matrixok. A fenti képletekben szerepld matrixokra a kovetkezé
dsszefiiggések teljesiilnek:
e(A) <1,

9.2) P = APAT+K, KT,

Q = ATQA+K_KT7,
E(3+:) =CA*'B, k=1,

K,D, = B—APCT,

K_D_ =CT-ATQB,

E(x,zl.) = PQ.
K onnyii kiszdmolni, hogy ekkor

9.3) E(f,xT)=KTA'—*71P, >3,

E(f,zD) = KA, =5,
ill,

9.4) E(x,zl. ) = PAT*-1Q, k=1
Vegyiik az Y, és az Y{ altereket.
9.1. LeMMA. Az Yy és az Yi altérbe tartozo valosziniiségi valtozék kanonikus

korrelacio a KTA*-'K ., t=1 matrixokbo! felépitett Hankel-mdtrix szingularis érté-
keivel esnek egybe.

Bizonyitds. A kanonikus korrelaciok a vetités operator szinguldris értékei. Azt
kell tehat megmutatnunk, hogy az Y;-bdl Yy -ra vald vetités operatora alkalmas
ortonormalt bazisban éppen a kivant alakq.

Az {e, t=0, —1,...} ésaz {f,,t=1,2,...} vektorok bazist alkotnak az Y;,
ill. Y7 altérben. Irjuk fel ebben a bazisban a vetités operatorat, azaz szamoljuk ki

E(flYs), t=1

f= D_l(yt—Bth—l)s

értékét. Mivel

igy
E(f)Y5) = E(DZ(y,— BTz, )IY5) = DZUE(y,Ix) — B E(z,41]x0)] =

= D=} (CA"~1x,—BTQA'x,) = KTA 1x,.
Ugyanakkor

oo

XO = ZASK_,_CS,

=0
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ezért

E(flYg)= JKIA™ 1K, e . =1
s=0

Tehat az egyiitthaté métrix éppen a kivint Hankel-mdatrix. _
" "Nézziik meg, mi torténik a kanonikus korreldciokkal, ha az igy megkapott
p-rangt Hankel-mdtrixot kozelitjiik alacsonyabb rangaval.
Hajtsuk eldszor végre az x,, ill. z, dllapottéren azt a transzformacidt, melynek
eredményeként

©9.5) P=0= >3 =diag(o, ..., a,)

matrixokat kapjuk, ahol o}, ...07 a PQ sajét értékei. De a 7. fejezetbdl tudjuk, hogy
PQ sajat értékei éppen a megfelel6 Hankel-mdtrix szingularis értékeinek négyzetei, de
ez a Hankel-mdtrix a KTA'™ 'K, , r=1 matrixokbd! kell felépiiljén, azaz egybe-
esik a vetités operator Hankel-mdtrixdval, tehit oy, ..., o, éppen a kanonikus kor-

relaciok, és
zi (1), ooy 2i(p)s il Xp(1), ..., X4(p)

a kanonikus vektorok (ahol z, (i) a z,, x,(i) az x, i-edik koordinatéja).
Tegyiik fel, hogy ¢,>0,...>0,>0. Az operatornormaban legjobban kozelitd
k-rangQ Hankel-operdtort Ggy kapjuk, ha vessziik a

Tizppr(k+1) = x,(k+ 1)
egyenlGséggel definialt izometriat, és képezziik a

X = Pryz —044,Pry . T,
operatort.

Legyen Zf(k-+ 1) a z,(k+ 1), z,.1(k+1)...; Z7(k+1) a z,(k+ 1), z,_y(k+1)...
~XHk+1) az xf(k+1), xpq(k+1), ... X7(k+1) az x(k+1), Xpa(k+1), ...
valtozok altal generalt zart altér.

Tudjuk, hogy H, eltiinik a Z; (k+ 1) altéren. Tetsz8leges nc Yy felirhatéd

n=n"+n"

n*eZi (k+1),

alakban, ahol

n"€Zy (k+1)nY¢.
9.1. TETEL.
wn = E(n~ Y5 0 X~ (k+1)).
Bizonyitds. Legyen
neZy (k+1) n Yy.
Ekkor
TneXz,(k+1) C Yy

n= 2 of.

t=1

§ =T

Ugyanakkor n€Y; miatt

Legyen
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Megmutatjuk, hogy r]—"a,;_'l.fLX;(k+ 1). Mivel é€X7,(k+1), ezért & értékének
meghatarozasahoz elég az ,
E(éxs(k—{— ), s=—1

kovariancidkat vizsgalni. Mivel T} izometria, ezért
E(Ex,(k+1)) = E(nz,4,(k+1)).
(9.3) alapjan s=0 esetén

E(’123+1(k+1)) = t_ZI' th(_f;Zs+ 1(k+1)) = t_zlv aIKTAt_s_ls;cr-{-l’

ahol
L s s
&g..=(0,...,0, 1, 0,..,0)
Ugyanakkor ‘ '
E("lxs(k‘f'l)) = Z'ac,E(f,'xs(k—i-l)) = X o KTA— Sl
t=1 t=1
Tehat - ' : :
E(rlxs(k+ 1)) = ak+1E(€xs(k+ 1))
Ezért

E((n—0ri1)x,(k+1)) = 0.
Mas széval n€Zy(k+1)nY{ esetén

ok T = E(n|XZ,(k+1)).
Tehat
Xl = E('T_-lYoeX:l(k“*“l))-

fgy ¢, szingularis értékei az Y nZg(k+1) ésaz Yy ©X=,(k+ 1) altérbe esd valo-
szinliségi valtozok kanonikus korreldciéival esnek egybe.

10. Az atviteli fiiggvény
Legyen A tetszéleges pX p méretii matrix, amelynek nincs sajat értéke az egység-

koron, és legyenek B, C, D tetsz8leges pXq, gXp, illetve gXq méretli matrixok.
Tekintsiik az altalunk meghatarozott

(10.1) X, 41 = AX,+Bu,,
(10.2) Ye+1 = Cx,+Du,,
(10.3) z,_,=A"z+C"y,
(10.4) Vi1 = BTz 4+ DTy,

linedris leképezéseket. A 6. fejezetben lattuk, hogy a bazis alkalmas megvalasztasaval
elérhet8, hogy példaul a (10.1)—(10.2) egyenletek (6.4)—(6.5)—(6.6) alaknak legye-
nek (ebben a fejezetben a folyamatokat kissé masképp indexeljiink, mint a kordbbiak-
ban). Azt is lattuk, hogy x,

Xy = 2 Ayu,

=-—o0
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alakban is elGallithatd, ahol a A, egyiitthatok legegyszeriibben a

A= 3 At
k= —oo

generatorfiiggvénnyel jellemezhet8ek, mely
G(s) = (s1—A)"'B

alakban is elgallithato, és hasonloan allithaté el y, is:

Y = 2 Q.n_,,

k=—oco

ahol

®(s)= 5 @, =0(CA(s)+D) = o(C(sI—A)B+D),
k= —o0
és g=5"1 (vo.: (6.10)).
Ezeknek a generatorfiiggvényeknek a dudljai a (10.3)—(10.4) egyenleteknek
megfeleld
A(s)= 3 Ago* = (sI—AT)1CT,

k=—oc0

W)= 3 Vot = s(BTA(9)+D) = (B (o1~ AT)1CT 4 D)

k= —oo

fiiggvények, amelyek egyiitthatoinak a segitségével z,, v,

z,= 2 MYiiw

k=—oco

Vo= 2 WiV

k= —co
alakban allithatok elG.

A 6. fejezetben azt a kérdést vizsgaltuk, hogy mikor lesz az A, B, C, D matrixon
altal indukalt linearis leképezés adjungaltja és inverze identikus, vagyis mikor telje-
siil, hogy v,=u,, vagy ami ezzel ekvivalens:

(10.5) O(HY(s) =L
Lattuk, hogy ez viszont ekvivalens azzal, hogy
(10.6) x, = Pz,

legyen alkalmas, nem szingularis P matrix mellett. (Korabbi jel6léseink mellett v,
az u, konstansszorosa volt, ez nyilvan elhanyagolhaté koriilmény.)
Konnyen lathaté, hogy ekkor elegendd feltenni, hogy

(10.7) (é g] (I(; (I)) (ﬁ: gi) = (f) (I))
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zZ
Y

() =)
Ye—1 Uy
vektort, majd ebbdl az (;‘] vektort kapjuk, ami végiil is ugyanaz, mintha a jobb oldalt

t
kozvetleniil alkalmaztuk volna (v5. 6.1. kovetkezmény).
Vezessiik be az

hiszen ha a bal oldalon all6 szorzat tagjait a ( ] vektorra alkalmazzuk, akkor elGbb a

(10.8) U = APAT+BB"—P,
(10.9) V = APCT+BD7,
(10.10) W = CPCT+DD?

jeloléseket. Ezek mellett
Q(5) = A(DY(HN—PA(5) = s(s1—A)B(BTA+D”")—PA =
= s(s—A)"{(BB"~(I-cA)P)A +V—APC"} = s(s1—A) " (UA + V),
R(s) = @ (H)Y(s)—1 = (CA+D)W -1 =

= gC(Q+PA)+oD¥y—1 =TUA+TV+VTA+W,
ahol
T(s) = C(sI-A)~1 = AT (o).

10.1. TiTeL. Ha A-nak nincs sajat értéke az egységkoron, és az A, B, C, D mat-
rixokhoz talalhato olyan P matrix, amelyre teljesiil (10.7), akkor tetszéleges g-dimen-
zi6s ortonormalt {u,, =0, +1, ...} kétirinyban végtelen sorozathoz talalhatéak
olyan p-dimenzids x,, illetve g-dimenzids y,, v, sorozatok, amelyekre teljesiilnek a
(10.1), (10.2), (10.3), (10.4) egyenletek. Ezek az egyenletek az x, z,,y,, v, sorozatokat
egyértelmiien meghatarozzik, €s y, szintén ortonormalt, x,=Pz,, v, pedig azonos
u,-vel.

Bizonyitas. A (10.1)—(10.4) egyenletek egyértelmii megoldhatdsagat a 6. fejezet-
ben belattuk (a leképezések ott hasznélt sztochasztikus kéntose nyilvan 1ényegtelen).
A tétel kimondasa el6tt levezetett algebrai azonossagok alapjan a (10.8)——(10.10)
jelolések mellett,ha U=0, V=0, W=0 (ezek kiillonbdz6 méretii matrixok), akkor

A(HV(s) = PA(s),

vagyis x,=Pz,és .
D(s)Y(s) =1,

vagyis w,=v,, tehit a (10.1), (10.2) egyenletekkel meghatarozott leképezés dudlja
egyben az inverze, és igy y, szintén ortonormalt.

10.2. TéTeL. Ha A-nak nincs sajat értéke az egységkorén, ha az A,B,C,D
matrixokkal étesitett (10.1), (10.2) egyenletekkel meghatarozott linedris leképezés
ortonormalt sorozatokat ortonormalt sorozatokba visz, és ez a reprezenticié mini-
malis dimenzidju (tehat a g-dimenzios w,, y, sorozatok kozti leképezés nem éallithatd
eld valamilyen p’<p dimenziés allapottérrel), akkor van olyan nem szingularis P
matrix, amelyre teljesiil (10.7).
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Bizonyitds. Ismeretes, hogy ha a négyzetes F, G, és
' ‘ H=F+XG'Y b
matrixok invertalhatéak (F és G nem sziikségképpen azonos méretii, ennck meg-
feleléen X, Y nem sziikségképpen négyzetesek), akkor
E = G+YF X
is invertalhatd, és .
H™! = F1-F1XE-1YFL

Ha ugyanis allitisunk igaz, a betilk szerepének a felcserélésével E inverzét is ki-
olvashatjuk bel6le:
E1=G -G 'YHXG™}, .

és nyilvan clegend§ igazolni, hogy ez valéban E inverze, ami egyszerii visszaszorzissal

lathato.
Mivel a (10.1), (10.2) leképezés ortonormalt sorozatot ortonormalt sorozatba

visz, teljesiil (10.5), nevezetesen a

K= -®(—-1)=D-C(I+A)"'B
matrix ortonormalt :
KKT =1

(A K eldallitdsaban szerepld inverz azért 1étezik, mert A-nak nincs sajatértéke az
egységkoron.)
Alakitsuk at ®-t, és invertaljuk elGrebocsatott észrevétel segitségével :

(s®(s))"* = (K+(1+5)C(I+A) "1 (sI—A)"B)~1 =
= KT—(1+5)KTC(I+A){(s1—A) +
+BKT(1+5)C(I+A)"1}1BK” =
=KT+(14+5)C,(M—sN)"'B,,

ahol
C,=—-K'CI+A)™,
B, = —BK7,
N = I-BC,,
M = A+BC,.

Feltevésiink szerint ez azonos o (s)-sel, amelyik az egységkor alkalmas kornyezetében
folytonos, tehat M invertdlhato, és

(10.11) DT =K"+C,M™B,.
Ennek alapjan
(s®(s))t = DT+H(cI-F)'G,
ahol
F = M™IN,
G =M"B,,

H = C,(I+M"IN).
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Kadlman tétele a (vO.: 4.1. tétel) 6. fejezet modszerével altalanosithatd, tehat talalhatod
olyan nem szingularis P, melyre

F=PA’P-), G=PC", H=B'P,

vagyis

(10.12). - - M~IN = PATP,
(10.13) - : M-B, = PCT,
(10.14) C,(I+M™N) = BTP~L.

Megmutatjuk, hogy ezzel a P-vel teljesiil (10.7). A (10.12), (10.14) egyenletek alapjan
APAT+BB? = AFP+BC,(I+F)P =
= {(A—BC)F—BC,}P = (MF+I-N)P =P.
A (10.11), (10.13) egyenletek alapjan
APCT+BDT = APCT+B(K"+C,PCT) = MPCT—-B, = O.
Végiil a (10.11), (10.13) egyenletek alapjan
DDT = (K—KC,B)(KT+C,PCT) =

= [—KC, BKT+KC,PCT-KC,(M—A)PCT =

= I-KC, (BKT+ MPCT)+KC,(I+A)PC” =

= I-CPCT.

Ezzel a 10.2. tétel bizonyitdsat befejeztitk. Megjegyezziik, hogy (10.11) a (10.12)
(10.13), (10.14) egyenletek kovetkezménye:

KT = DT+ BT(I+AT)"1CT = KT+ C,(1+ )P+ AT)"1CT =
= KT+C,PCT = KT+C,M*B,.

Ez a bizonyitas 1ényegében GLOVERtS] szarmazik. Azért ismételjiik itt el, mert
cikkiink megirasa kozben hosszasan kerestiink helyette kozvetlenebb bizonyitast.
fgy keletkezett a 6. fejezet anyaga, mégis tigy gondoljuk, 1étezik egyszeriibb bizonyi-
tas is.
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ON THE STATE SPACE REPRESENTATION OF MULTIDIMENSIONAL
TIME SERIES

Gy. MicHaLETZKY, G. TUSNADY

The state space representation of time series introduced by R. KALMAN gives a very effective
tool for investigation of wide class of multidimensional Gauss processes. The first results of this theory
were developed about 1960 but in the last decade many intrinsically new theorem was proven, among
which the model-reducing construction of Kerr GLOVER was the most inportant one. We give a con-
scious introduction into this theory in the present paper.
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_ ADATBAZIS-KEZELO RENDSZEREK
HATEKONYSAGANAK JELLEMZESE KOLMOGOROV
ALGORITMIKUS INFORMACIOMENNYISEGE
ALAPJAN

BENCZUR ANDRAS

Budapest

A dolgozatban relacids adatbazisok informaciotartalminak mérésére KoLMOGOROV algorit-
mikus informaciomértékét alkalmazzuk. A modszer lehetdséget ad adatbazis-kezels rendszerek haté-
konysdganak modellezésére.

1. Bevezetés

Az adatbazis-kezel6 rendszerek miikodésének alapvetd feladata az, hogy elére
adott feltételek mellett, amit sémaként adunk meg, az adatbazis lehetséges allapotait
kédolja és dekodolja.

Ez ényegében ugy torténik, hogy a séma kodja alapjan az adatbazis-kezel rend-
szer generdl egy specialis algoritmust, amely a lehetséges allapotokat kddolja-deké-
dolja. Az igy kapott specidlis algoritmus jésaginak egyik jellemzdje, hogy mennyire
révid az allapot bemen& kodjahoz képest a tarolasi kod. Az adott séma mellett elér-
hetd legrovidebb kod hossza jellemzi az édllapot feltételes informacidomennyiségét.
Ebben a heurisztikus mérési modszerben két 6nkényes komponens van, az egyik
a ,,bemend kéd”, a masik pedig a séma melletti legrévidebb kod hasznalata.

A ,,bemend koédok™ halmazaként az adatbazis-kezelS rendszer altal kezelhetd
Osszes lehetséges allapothoz rendelt olyan koédhalmazt kell érteniink, amely kiilon
megadott sématol fiiggetleniil, ,,6nmagiban érthet8” jelsorozatokbol all, amelyeket
az allapotok kanonikus alakjanak fogunk majd nevezni.

A masodik 6nkényes komponenst6l, a sémahoz valasztott algoritmusok szerinti
méréstl a KormoGorov altal [1]-ben bevezetett algoritmikus informaciomérték
alaptulajdonsaga (lasd 1. tétel) alapjan tudunk elszakadni. Az emlitett tulajdonsag
szemléletesen azt jelenti, hogy 1étezik olyan univerzalis kodold-dekddolé eljaras, hogy
barmilyen sémahoz valasztott kdédolo-dekddold eljardshoz képest az univerzalis
eljaras legfeljebb egy konstanssal hosszabb kdédot hasznal minden allapotra. Ez a
konstans hossz nem mas, mint a séma kddjanak hossza. Végs8 soron az adatbazis-
kezelS rendszer, mint univerzalis dekddold, figy viselkedik, mint egy kétvaltozds algo-
ritmus, melynek egyik valtozdja a séma kddja, a masik pedig az allapot kddja.
A séma kdédja alapjan keriil kivalasztasra az a specialis algoritmus, amely az adott
allapotkddbdl az Allapotot kanonikus alakra dekodolja.

A kovetkezdkben a fenti gondclatmenet preciz kifejtését adjuk meg a relacids
adatbazis kezelS rendszerekre. A relacids adatbazis-kezelG rendszerekrGl részletesebb
leirds talalhato a [2], [3] kOnyvekben és az [1] dolgozatban. Itt csak réviden ismertet-
jik a leglényegesebb alapfogalmakat.
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A relacids adatbazisok adatmodelljének alapegysége a relacid. A relacio nem mas,
mint véges sok véges értéktartomany direktszorzataként adott halmaznak egy rész-
halmaza. A relacidra névvel hivatkozunk, és tipussal irjuk le, ami megadja dimenzio-
jat, az egyes értéktartomanyokat, valamint a relacié elemeinek komponenseire, mint
tulajdonsagokra valé hivatkozasokat, amelyeket attributum névnek neveziink.
Az adott tipusu relaciok megengedett el6fordulasaira a tipuson beliil dnmagaban,
vagy tobb tipusra Osszefiiggésben feltételek adhaték meg, amit 4ltaldban fiiggSségek-
nek neveznek. A gyakorlatban el6forduld feltételek a relacidnevekkel, mint predi-
kdtumszimbolumokkal felirt elsrendli predikatumkalkulus formuldkat jelentenek.
Hasonléan jellemezhetSk a lekérdezések, mint elsSrendii predikdtumkalkulus kife-
jezések.

A relacios adatbazis sémaja a relacitipusok és a feltételek megadasabdl 4il.

2. A relaciok kanonikus alakja

Abbol indulunk ki, hogy adatbazis-kezel§ rendszeriink véges dimenzids, véges
reldciok kezelését biztositja. Az ,,Gsszes relacio” halmazat kovetkezOképpen adjuk
meg:
Legyenek adottak a pozitiv egészekbsl all6 D,, ..., D, halmazok, D;=
={1, 2, P mi}.

D,, ..., D, értéktartomanyok feletti r relacion a D=D, X...X D, szorzat-
halmaz részhalmazat értjitk, s » tipusat R(n; my, ..., m,)nel jeldljik. Az ,,0sszes
relacié” halmazan a lehetséges R(n;m,, ..., m,) tipusok eldfordulasainak halmazat
értjiik.

Megjegyzés. A modell a tetszdleges véges tartomdnyok feletti relacidknak az
egész szamok feletti relacidokka vald atkodolasaval nem foglalkozik.

Az r€R(n; my, ..., m,) relacié indikator-vektordn a o(r)=(ay, ..., ay) bindris
vektort értjiik, ahol a; 1 vagy O értéket vesz fel aszerint, hogy a D halmaz lexikografi-
kus sorrendben vett i-edik elemét tartalmazza-e r vagy sem.

A pozitiv egész szamok és a nem iires bindris sorozatok kozott a 0«1, 12,
00«3, 01«4, ..., azaz a hossz szerinti és azon beliil a lexikografikus megfeleltetést
hasznéaljuk. Az x pozitiv egész szdmnak megfeleltetett binaris sorozatot jelolésben
nem kiilonboztetjitk meg, szintén x-szel jeloljiik.

Sziikségiink van még az x=ux;...x, bindris sorozatra definidlt X=(xx;X,X,...
... xx 0 1) transzformaciora.

1. Definicio. Az r relacié kanonikus alakjan az x(r)=nm,...m,@(r) binaris soro-
zatot értjiik. Nyilvanvald, hogy az x(r) leképezés kolcsondsen egyértelmil, és a lehet-
séges kanonikus alakok halmaza rekurziven felsorolhato.

3. A relaciok algoritmikus informaciomennyisége

Az 1. definicio szerint bevezetett kanonikus alak alkalmas arra, hogy a KoL-
MOGOROV altal [7]-ben bevezetett algoritmikus informacioértéket alkalmazzuk. Idéz-
ziik fel az alapdefiniciokat és tételeket.

Legyen K(p) a bindris pozitiv egészeken értelmezett és binaris pozitiv egész érté-
ket elGallité fiiggvény.
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2. Definicio. Egy x binaris pozitiv egész K szerinti bonyolultsigan a Cg(x)=
=K1(n)in I(p) értéket értjiik, ahol /(p) a p binaris sorozat hossza. Amennyiben nem
p=x

létezik p, amelyre K(p)=x, gy Cg(x)=ece.

1. TETEL (KoLMoGoRroOV [7]). Létezik optimalis K,(p) rekurziv fiiggvény, olyan,
hogy minden K(p) parcialis rekurziv fiiggvényre

Cx,(x) = Cx(x)+Lg minden x-re,

ahol az L konstans csak K-t6! fiigg.
A K,(p) optimalis rekurziv fiiggvény nem egyértelmii, de ha K,(p) egy méasik
optimalis rekurziv fiiggvény, akkor

|Ck, (X))~ Cx,(x)] = Lk, x, minden x-re.

3. Definicio Legyen K, egy mostantdl adott optimalis rekurziv fiiggvény. Az r
relacio algoritmikus informaciomennyiségén a

C(r) = Cg,(x(r)) mennyiséget értjiik.

Az igy definidlt informécidmennyiség szemléletesen azt mutatja, hogy nagyméretii
relaciokat C(r)-nél rovidebb kéddal nem lehet abrazolni. Egy r relacid egyszeriiségét

__Cn ., .
az S(r)= I(x(r)) hanyados mutatja, ahol

I(x(r)) = 2(log,(m) + > log,m))+ > my+2n+2.
i=1 i=1
Az egyszeriiségi mutatot adott feltételeket kielégit§ relaciok halmazanak jellemzésére
is felhasznaljuk.

4. Definicié. Legyen G reliciok egy rekurzivan felsorolhaté halmaza, amelyet
egy K parcidlis rekurziv fiiggvény sorol fel, pontosabban K(i)=x(r;), r€G, i=
=1,2,... és r;#r; i>j esetén. A G halmaz egyszeriiségén az

C(r)
1(x(r))

Nyilvanvald, hogy S(G) nem fiigg a G-t felsorolé K parcialis rekurziv fiiggvénytdl-
Kihasznélhatjuk, hogy Cx(X(r;))=log.i, sigy

S(G) = limsup értéket értjiik.

C(r)=log,(i)+Lg. Ezzel az alabbi

(1) S(G) = lim sup — 228

i—oo [(x("i))
egyenlGtlenséget kapjuk.

Az 1. tétel alapjan a G halmaz elemeinek kodolasara S(G)-nél hatékonyabb
kodolas nem 1étezik. Ezt hasznaljuk ki a relacids fiigg8ségek, megszoritdsok (lasd
[17, [2] és [5] jellemzésére.

Legyen F egy olyan feltétel, amely minden relaciéra algoritmikusan eldonthetd.
Jeloljitk SAT (F)-fel az F feltételt kielégitS relaciok halmazat. SAT (F) ekkor nyilvan
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rekurzivan felsorolhato, tehiat S(SAT (F)) 1étezik, s jellemzi az F feltétel egyszerii-
ségét.

S(SAT (F)) becsiésére (1)-hez hasonlé egyenltlenséget kaphatunk, ha ismerjitk
az F feltételt kielégits R(n;my, ..., m,) tipusi relaciok Ng(n;my, ..., m,) szamat.
Ugyanis r R(n; my, ..., m,) esetén o(r) helyett egy log,Ng(n; my, ..., m,) hosszu
&(r) kodot hasznilva az y(r)=01 pam,...m,8(r) algoritmikusan elgallithaté és dek6-
dolhato koédot kapjuk, amelyben ¢ az F feltételt megadd kod, példaul a SAT (F)
elemeit felsorold algoritmus sorsziama. Az y(r) kod alapjan

- 1(y(r))
2 S(SAT(F)) = limsup ——-%—~, ahol
a hatarérték az n,my, ..., m, paraméterek valamilyen szabaly szerinti végtelenhez

tartasa mellett torténik.

n

I(y(r) . s s
yA hanyados viselkedését nagy in; értékekre a
Mx(ryy &Y
loge Np(n; my, ..., m,)
Il m;
i=1

hanyados adja meg.

A Cg,(x) bouyolultsagi mérték ismert tulajdonsigai (lasd [6]) alapjan a
log, Np(nim,, ..., m,) érték C(r) alsé becslésére is hasznalhato bizonyos feltételek
esetén.

Egyetlen példaval illusztraljuk, hogy a X(r) értékét megkozelitd kod hasznalata
nem mindig ad hatékony megoldast, ha a téaroladsi kod hossza mellett a dekddold
algoritmus bonyolultsagat is figyelembe kell venniink.

Példa. Legyen n=3, é m,=my,=my=n1. Az F feltétel jelentse azt, hogy az r
relaciéban nincs két olyan elem, amelynek két komponense megegyezik, de a harma-
dik komponens eltér, s legyen » elemeinek szama m>

Belathato (lasd [1]), hogy rogzitett m érték mellett SAT (F) kolcsondsen egyér-
telmien leképezhetd az mX m-es latin négyzetek halmazara. A latin négyzetek algo-
ritmikus elGallitasanak nehézsége kozismert (lasd [3], [4],) Ng(3; m, m, m) pontos
értékét is csak viszonylag kis m-re hatdroztak meg, s éles aszimptotikus becslés sem
ismeretes.

4. Alkalmazas karbantartasi és lekérdezési cljarasokra

Egy elemi karbantartasi vagy lekérdezési feladatot (tranzakcidt) tigy tekinthe-
tiink, mint egy leképezést a megengedett relacidk halmazardl a relaciok egy, esetleg
ugyanazon halmazara. Amennyiben minden relaciot kanonikus alakban adunk meg,
a feladat algoritmikus bonyolultsaga egyértelmfi.

Formalisan, legyen F; és F, két feltételrendszer és h egy leképezés SAT (F;)-bbl
SAT (F,)-be. Legyen II,(k) a h bonyolultsaga, ha argumentuma egy k£ hosszisagi
kanonikus forma. Hasonléan II,(k") legyen i bonyolultsiga, ha argumentuma egy K
algoritmus szerint dekédolhatd k” hosszi relaciékod. Végiil legyen IT;(k”) a K bonyo-
lultsaga és I1,(k) a K 1, azaz a kodolé eljaras bonyolultsiga.

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)




ADATBAZIS-KEZELO RENDSZEREK HATEKONYSAGA 289

A II,(k) és a 1,(k’) bonyolultsiagi mérészimok egymadssal becsiilhetdk, a kédold
és dekodolo eljarasok bonyolultsagi mérészamaval térhetnek el egyméstol. Kicsit
egyszerlsitve, azaz a k és k’ kozotti Osszefiiggést kolesondsen egyértelmiinek felté-
telezve, az alabbi egyeniGtlenségpar irhato fel:

,(k) = I,(k")+ (k) és
(k') = 11, (k) + IT5(k")

Ezeket az egyenlGtlenségeket felhasznilhatjuk az adatbazis kezelS rendszer altal meg-
valdsitott megoldas hatékonysaganak vizsgalatara.

Befejezésként megjegyezzitk még, hogy a tobb relaciot tartalmazd adatbazisok
vizsgilatara a modell egyszeriien Kkiterjeszthets, hiszen az ry, 7, ..., r, relacidk
egyiittesét példaul az

X(F1y ooy #y) = 10kx(ry) ... x (1)

kdddal, mint kanonikus alakkal adhatjuk meg. Az adatbizis séméjan az ry, ..., 1y
reliciok tipusara adott feltételeket és a lehetséges relacidegyiittesekre vonatkozé meg-
szoritdsokat értjiik.
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ON THE PERFORMANCE EVALUATION OF DATABASE SYSTEMS
USING KOLMOGOROV’S ALGORITHMIC INFORMATION MEASURE
A. BENCZUR
In the paper KoLMOGOROV’s algorithmic information measure is applied for the measurement

of the information quantity of relational databases. The approach gives a chance to model the
performance of a database management system.
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RELACIOS ADATMODELL FUGGOSEGEINEK
EGY ALTALANOS OSZTALYA ES IMPLIKACIOS
PROBLEMAINAK VIZSGALATA

BENCZUR ANDRAS, KISS ATTILA, MARKUS TIBOR

Budapest

Jelen cikk a relacios adatbazis elmélet egyik fontos problémajaval, a fiiggdségek vizsgalataval
foglalkozik. Megmutatjuk, hogy a fiiggGségeknek egy elég tag osztalya (,feltétel-kovetkezmény”
tipusu fiiggdségek) megadhatd az els6rendit predikatumkalkulus segitségével (HCD-formulak).
A cikk tovabbi részében foglalkozunk a fiiggbségi rendszerek implikacios problémdival, nevezetesen
a BEERI—VARDI 1984-ben megjelent, s a [2] cikkben bevezetett TTGD, TGD, EGD tipusu fliggdségek
implikacios problémainak altalanositasaval, valamint ezekhez tartozd altalanositott ,,chase” bizo-
nyité eljarassal. Bevezetjiik az XGD tipusu fiiggdségeket, s vizsgaljuk azon relacidk strukturijat,
melyek XGD fiiggGségeket elégitenek ki.

1. Bevezetés

Az adatbdzis rendszerek koziil a kutatdsokban, alkalmazasokban fontos szerepet
" toltenek be a relacios adatbazisok és kezeld rendszereik. A relacids adatbazisokban
szerepld adatok kozott altalaban bizonyos kapesolatok taldlhaték. E kapcsolatokat
fiiggdségeknek hivjuk. E fiiggdségek egyrészt elGzetesen elSirhatok, s vizsgalhato,
hogy egy adatbézis ezen eldirt fiiggdségeknek, mint megszoritasoknak, eleget tesz-e.
Tiyen tipust vizsgilatok fontos szerepet jatszanak 1étezG relacios adatbazisokban
tortén8 adatmodositasok (sor, sorok torlése, bevitele, egyedi adatok viltoztatasa)
fligg6ségmegorzs tulajdonsagainak vizsgilatiban. A fiiggbségi vizsgalatok masik
problémakore nem konkrétan megadott adatbazishoz kitddik. A kérdés ugy vethetd
fel. hogy ha adott fiiggdségeknek egy rendszere, akkor vajon egy adott fiiggdség
a rendszernek kovetkezménye-¢ (implikalja-€). Szamos kutatasi eredmény ismert
a funkcionalis-, tobb értékii fiiggdségek esetén a fenti problémak vizsgalatara. (Lasd
[5, 7, 9])

Jelen cikkben a fiiggdségeknek az elGbbieknél altalanosabb tipusaival, a sor-
generald-, az egyenlGséggeneralo-, a felcserélhetSség generdld fiiggdségek relacios
adatbazisokra vald alkalmazasaval és az ezekre vonatkozoé implikaciss problémaival
foglalkozunk. E fiiggdségek specidlis esetként tobbek kozott tartalmazzak mind a
funkcionalis-, mind pedig a tobb értékii fiiggdségeket. E fiiggdségek bevezetése,
tulajdonsagainak vizsgalata BEERI—VARDI 1984-ben megjelent cikkeiben taldlhatok
(1, 2p.

Jelen cikk a BEERI—VARDI [2] munkéjaban szerepl eredmények altalanositasait,
uj fiigg8ség — a felcserélhetGség generald fiiggdség — bevezetését és implikacios
problémakra vald alkalmazéasat, valamint a problémaknak az elsGrendii predika-
tumkalkulus segitségével torténd megfogalmazasat adja. A masodik részben foglal-
kozunk a kompozicié/dekompozicio, valamint az implikaciés probléma formalis
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rendszereivel. A cikk 3. és 4. része az altalanositott fiiggGségekkel, valamint ezekre
vonatkozd ,,chase” bizonyité eljarassal foglalkozik. Az 5. rész a felcserélhetGség
generalo fiiggdségeket kielégits relaciok osztalyozasat adja. A 6. rész az implikaciora
vonatkozd ,,chase” bizonyitd eljaras alkalmazasat tartalmazza a totalis sorgenerald
fiiggdségek (TTGD-k), valamint a TTGD-k és az egyenlGséggenerald fiiggfségek
(EGD-k) esetére.

Az utolso, 7. részben a kiértékelésnek nevezett homomorf leképezéseknek az alta-
lanositasat, a szimbdlumleképezéseket targyaljuk.

2. Fogalmak és jelolések

Jelolje R(A4,, A4, ..., A,) a Dy, D,, ..., D, halmazokhoz tartozd n-viltozds
relicidk halmazat. A relaciés adatmodellezésben R(A4,, A4,, ..., A,)-t a relacio tipu-
sdnak, A,, A,, ..., A,t attributumoknak, D;, D,, ..., D,-t pedlg értelmezési tar-
toméanyoknak nevezzuk R(4,, 4, ..., A,) clemeit relécxoknak vagy relaci6 tablak-
nak nevezziik, vagyis egy R relaci6 a D D\ X DyX...XD, Descartes-szorzatnak egy
részhalmaza. Az R relicié barmely elemét reprezentélhatjuk egy olyan sorral (n-essel),
amely rendre a D,, D,, ..., D,-nek megfelel6 komponensekbdl 4ll, vagyis R egy
soranak A; attributumhoz tartozé értéke D;-beli érték. Jeloljitkk VALR(A4;)-vel az R
relacid sorai 4; attributumhoz tartozo értékeinek halmazat. Vilagos, hogy VAL (4,)E
€D,

Egy véges vagy megszamlalhatéan végtelen két dimenzids T tablat, melynek n
oszlopa van (4,, 4;, ..., 4,), tekinthetiink relaciénak isa VALy(4,), ..., VAL(4,)
értelmezési tartomanyok felett. EbbSl a megjegyzésbdl kovetkezik, hogy nem sziik-
séges feltenniink az értelmezési tartoméanyok halmazanak apriori létezését.

Az egyszeriiség kedvéért vizsgalddasainkat csak egy relacié tipusra korlatozzuk,
melynek attributum halmaza U={4,, 4,, ..., 4,}.

Adott tipust lehetséges relacidknak egy & részhalmazit felfoghatjuk a relicidkra
tett megszoritasnak is. A gyakorlati alkalmazasokban ezek a korlatozasok a megenge-
dett relaciokra vonatkozo konzisztencia megszoritasokat jelentenek.

Az & korlatozd halmaz el6éllitasdhoz kiilonféle eszkozoket hasznalhatunk.
Ezek koziil szdmos az U részhalmazain hat ugy, hogy kiilonbozs fiiggGségeket 4llit
a soroknak adott attributum halmazhoz tartozé értékei koz6tt. Az ilyen tipust kor-
latozdsok koziil a legfontosabbak a funkcionalis, a tobb értéki, az Gsszekapcsoldsi,
a tartalmazasi, a gyenge, a dudlis és az er8s fiiggbségek. (Lasd [1, 2, 3,4, 5, 8,9].)
A megszoritast 4ltalinosabb forméban egy elsrendii logikdban megfogalmazott kife-
jezéssel adhatjuk meg, mely vagy igaz, vagy hamis egy adott relaciéra nézve.

Legyen F egy megszoritasnak a formalis leirasa, és nevezziik F-et fiigg&ségnek.

A relacioknak azt a korlitozott halmazat, amely csak azokbdl a relacidkbél all,
melyek kielégitik az F fiigglséget, SAT (F)-fel fogjuk jelolni.

A fiiggsségek elméletében harom f§ probléma meriil fel: az implikacié prob-
1émaja, a fiigglségek formalis (axiomatizalt) rendszereinek probléméja, és a relaciok-
nak kompozicidja/dekompozicidja egyszeriibb fiigglségi strukturaja reldciokba,
illetve relaciokbol. (Ezt az utdbbi problémat normalizacionak is hivjak.)

Alkal tr M ikai Lapok 13 (1987—88)




RELACIOS ADATMODELL FUGGOSEGEI 293

Fiiggdségek implikdcios problémdja

Legyen DF={F,, ..., F,} fuggdségeknek egy halmaza és F egy fiiggdség. Azt
mondjuk, hogy DF implikalja F-et, jelolésben DF=F, ha

SAT (F) 2 SAT(DF) := () SAT (F).

A kérdés az, hogy miképp tudjuk egy DFE=F implikéciordl eldonteni, vagy bizo-
nyitani, hogy igaz vagy nem igaz.

Formdlis rendszerek problémdja

Legyen L kifejezéseknek egy halmaza egy adott rendszerben, amely fiiggdségek-
nek valamilyen részhalmazit irja le. (L egy specialis formalis nyelv.) Egy DFCL
részhalmaz lezartja az a maximalis filggéségi halmaz L-bdl, melynek elemeit DF
implikalja. DF lezartjat DF *-szal jel6ljiik. L egy G részhalmazardl azt mondjuk, hogy
zart, ha G=G™*. L-beli fiigglségek egy zart rendszerének olyan tipusu szabalyokat
kell kielégitenie, hogy ,,fiiggdségeknek ilyen és ilyen tipusa hozzatartozik a rendszer-
hez” vagy ,,ha valamilyen fiigedség hozzatartozik a rendszerhez, akkor egy masiknak
is hozza kell tartoznia’. Bizonyos szabalyokat axidmaknak vilasztva kérdezhetjiik,
hogy vajon ez az axiémarendszer sértetlen és teljes-e az L-ben (,,sound and complete” ).
Ez annyit jelent, hogy L-nek egy tetszéleges részhalmaza, amely az axiémakat kielé-
giti, zart és minden zart részhalmaz kielégiti az axidomakat.

Kompozicié és dekompozicic problémdja

Legyen U={4,, ..., 4,} az attributumokbol allé6 univerzum, és X, ..., X,
k
legyenek U olyan részhalmazai, melyek lefedik U-t, azaz U= |J X;. Tekintsiik az

i=1
R(U), R(Xy), ..., R(X,) relacio tipusoka! és legyen IT egy fiiggvény, mely R(U)-bol
képez R(X))X...X R(X,)-ba, és ¢ egy olyan fiigg-ény, amely R(X;)X...X R(X,)-bol
képez R(U)-ba. A II leképezést dekompoziciénak, a ¢ leképezést kompozicionak
hivjuk.

Legyen L a fenti relaciotipusokon adott fiiggGségeknek egy halmaza és L, egy
speciélis részhalmaza IL-nek. A kompozici6é és dekompozicié probléméja a IT és o
leképezések inverz tulajdonsagaival kapcsolatos azzal a megkétéssel, hogy mind-
egyik komponens relacié elégitsen ki egy fiiggSséget az L,-bsl. (Mésképp fogalmazva
a komponensek az I, altal meghatarozott normal formaban vannak.)

A fuggGségek tag osztalya adhaté meg egy specidlis relacidos komponens kalkulus
segitségével, melyet feltételkGvetkezmény (,,hypothesis-conclusion”, roviditve HC)
formulanak hivunk. ElGszor a relaciés komponens kalkulus egy sziikebb valtozatat
ismertetjiik. (Lasg [9].)

A reliciés komponens kalkulusban egy formula atomokbdl és operdtorokbol
épiil fel.

Az atomok kétfélék lehetnek :
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1. R(xy, ..., x,), ahol xy, ..., x, a komponens viltozdk és R egy relacionéy.
Rendeljiink R-hez egy T relaciot, melynek n oszlopa van. Ennél a hozzaren-
delésnél az R(x,, ..., x,) atomigazaz x, ..., r, valtozék aktualis értékeire
akkor és csak akkor, ha az értékekbsl allo sor T-nek valamelyik soraval
egyezik meg.

2. u=v. ahol u, v komponens valtozok és = az egyenldség operitor. Az atom
akkor és csak akkor igaz az u és v aktudlis értékeire, ha teljesiil rajuk az egyen-
16ség.

Az operatorok a szokasos A, V, =1 logikai operatorok és a 3, V kvantorok.
Ezeket rendszerint szabad vagy kotott valtozokkal hasznaljuk, és altaldban rogzitiink
valamilyen kiértékelési sorrendet kozottiik és a formuldkat elvdlaszto zardjelek
kozott.

Legyen ¢ egy formula, melynek a szabad komponens valtozoéi az xy, Xs, ..., X,
(jelolésben @ (xy, X, ..., v,)). Legyenek R,,...,R, a ¢ formuldban eléforduld
relacié nevek. Minden olyan leképezésnél, mely az R;, R,, ..., R, relacié nevekhez
Ty, Ts, ..., T, relacidkat rendel, hozzdrendelhetiink a ¢-hez egy univerzalis értelme-
zési tartomanyt, mégpedig a T,, Ts, ..., T, értelmezési tartomanyainak uniojat.
Ezt a hozzarendelést DOM (¢)-vel jeldlve lathatd, hogy

DOM () = {ul3(x, Xa» o X (3 RN, Xy ooy Njogs Uy Xjigs ooy x))}-
LJ

Egy ¢ formulat biztonsigos (,,safe”’) formulanak hivunk, ha az alabbi harom fel-
tétel teljesiil ra:

(i) Minden olyan hozzarendelésnél, mikor a ¢-ben szerepl6 relacio nevekhez
relacidkat rendeliink, teljesiil, hogy valahanyszor a ¢ igaz az értékek egy
halmazan, akkor ezek az aktudlis értékek valamennyien a DOM (¢)-nek
elemei.

(ii) A ¢ minden (Fu) (w(u, vy, ..., v,)) alakd részformulajara teljesiil, hogy ha
w-t kielégiti az u-nak megfeleld v érték és az w tébbi szabad valtozojanak,
V1, Us, .-, U,-Nek megfelel valamilyen érték, akkor xé DOM (w).

(iii) A ¢ minden (Vu) (w(u, v, ..., v,)) alaku részformuldjara teljesiil, hogy
barmely x¢ DOM (w) értékre u=x kielégiti az -t a tobbi szabad vil-
tozdjanak tetszGleges értéke mellett.

Egy relacios kalkulus kifejezés {xy, ..., x,lo(x;, ..., x,)} alaku, mely cgy rela-
ciot hataroz meg abban az esetben, ha a ¢-ben szerepld relacié nevekhez relaciokat
rendeliink ; méghozzd azt a relacidt, amely azokbdl az n-esekbdl 4ll, amelyekre ¢
igaz.

A feltétel-kovetkezmény formula (HC-formula) két olyan ¢(x;,...,xy) €S
Y (xy, Xz ..., Xy) biztonsigos részformulat tartalmaz, melyeknek ugyanazok a sza-
bad valtozoi. A ¢ és Y csak egy relacid nevet tartalmazhat, mondjuk R-et. Legyen
R valtozdinak szama n.

A HC-formula a fenti feltevésekkel élve

V(XU “res XN)(—|(P(.X'], sees xN)Vl//(-xl, ERRE) xN))
alaku.

Ha T egy n-valtozés relacio, amelyet az R relacio névhez rendeltiink, akkor a for-
mula vagy igaz, vagy hamis a T-re. Ha igaz,akkor a T kielégiti a ¢ és s dltal megadott
fiiggdséget. Konnydl megadni egy olyan kalkulus kifejezést, amely a T relaciét adja
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vissza abban az esctben, ha 7 kielégiti a formuldt, és az iires relaciot adja meg kiilon-
ben:

{urs oo ] RQuy,s thys s w)A(Y (s s X)) (10 (15 oos XV (s -, xN))}-

Az ckképp megadott fiiggdséget HCD (o, ¥)-vel jeloljitk és feltétel-kovetkezmény
fiiggdségnek, (HCD)-nek nevezziik.

Gyakorlati szempontbol nézve egy figgdségtdl elvarjuk, hogy ne legyen érzé-
keny az értelmezési tartomanyok leképezéseire, mas széval az értelmezési tartomanyok
elemeinek kodolasara. Ahhoz, hogy ezt a tulajdonsagot vizsgalhassuk, be kell vezet-
niink a relacidk érték transzformalo leképezéseinek fogalmat, nevezetesen a szimbo-
lum leképezést és a kiértékelést (,,symbol mapping”, ,,valuation” ).

Legyen R, S két relacid, melyek ugyanolyan U={A4,, ..., 4,} tipustak, de kii-
l6nboézik az értelmezési tartomanyuk, azaz RED X D,X ... XD, és SCE, X E,X
X..XE, Legyen h; (i=1,2,...,n) D;-bol E;-be képez§ fiiggvény. Abban az eset-
ben, mikor adott az egyenlSség relacid a kiilonbozb értelmezési tartoményok kozott,

eléq olyan hi(i=1, ...,n) fuggvényekre szoritkoznunk, amelyek egy U D;-bél
i=1

U E-be képezd h fiiggvénynek a megfeleld D-halmazokra vett megszoritisai. Ebben
i=1

az esetben a h-t az U D-bél U E-be képezd szimbolum leképezésnck hivjuk.
=1 =1

(Ezt a terminologiat hasznalja ULLMAN [9D.

Ha nem akarjuk Osszehasonlitani a kiilonboz8 attributumok értékeit, akkor a
hy, ..., h, figgvények egy fiiggetlen leképezést definidlnak az attributum értékekre,
vagyis definidlhatunk egy /i fiiggvényt ugy, hogy h(x):=h;(x), ha x€VALg(4)).
Ebben az esetben a /i-t kiértékelésnek hivjuk. (Ezt a terminoldgiat hasznalja BEERI,
Varwbi {1}, [2]-ben.)

Mindkét esetben a h fiiggvény az R egy r=(ay,...,a,) sordt egy h(f)=
=(h(a,), ..., h(a,)) sorraképezile. Ha h(1)€ S minden IER esetén, akkor azt mond-
Juk. hogy a h az R relaciot az S relacioba képezi. (Jelslésben h(R)CS) Hasonléan
haszniljuk a h(R)2S jelolést. A h(R)==S jelentse a N(R)SS é a W(R)2S
egyidejii fennallasat. Azt mondjuk, hogy R és S gyengén ekvivalensek, ha létezik
olyan h és g kiértékelés, melyre h(R)=S és g(S)=R.

(Ebben az esetben a h; és g; fiigavények egy-egy értelmii leképezések
(i=12,...,n) lesznek VALR(A4;) és VALg(A;) kozott, ha az értelmezési tartoma-
nyok végességét is feltessziik, tovabba & és g is egy-egy értelmi leképezés lesz R és S
kozott.

Az)t mondjuk, hogy R és S ckvivalensek, ha léteznek olyan h és g szimbolum
leképezések, melyekre A(R)=S ¢és g(S)=R. (Véges értelmezési tartomanyok ese-
tén h és g egy-egy értelmii leképezések R és S ko6zott.) Vilagos, hogy ha R és S ekvi-
valensek, akkor gyengén is ekvivalensek.

Az S relacié h leképezésnél vett inverz képét definialjuk tigy, hogy legyen R az a
maximalis relacio, amelyre h(R)=S. (Jelolésben h~1(S):=R

Az ekvivalencia definiciojabol rogton kovetkezik, hogy véges relaciok esetén az
ekvivalencia megérzi a HCD-ket.

Egy atom értéke nyilvin nem valtozik, ha a benne szerepl§ komponensek ere-

detileg | ) VALR(A4))-bSl vették fel értékeiket, és megvaltoztatjuk a hozzarendelt
i=1
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R relaciot S-re, és a komponensek eredeti értékei helyett a /1, illetéleg a g ! leképezés-
nél vett képiiket vessziik. Mivel a HC formula biztonsagos, ezért a komponensek sza-
mara mas értékek ugysem jonnek szamitasba.

A gyenge ekvivalenciara hasonlé allitas azonban nem igaz, de¢ megadhaté a
HCD-knek olyan részhalmaza, amely invaridns a gyenge ekvivalencidra nézve.

A @-re és Y-re kirott megszoritasok a HC formuldban annak a ténynek az egye-
nes kovetkezményei, hogy a gyenge ekvivalencidban a kiilonb6zé attributumokhoz
tartozo értékek kozott nincs Gsszehasonlitas.

Ebbdl a megjegyzésbdl kovetkezik, hogy egy komponens valtozé csak egy att-
ributumhoz tartozhat. Azt mondjuk, hogy x egy A4;-valtozd, ha x egy els6 tipust atom
A; attributumnak megfelelS helyén all. A masodik természetes megszoritds az, hogy
egy masodik tipust atomban a valtozok ugyanahhoz az attributumhoz tartozzanak
Az ilyen tipust formulat attributum korldtozottnak hivjuk, és a megfelels HCD-k
osztalyat AHCD-vel jeloljiik.

Az ekvivalencia eseténél latott meggondolashoz hasonléan meg lehet mutatni,
hogy az AHCD-k osztalya invaridns a gyenge ekvivalenciara nézve.

3. Altal4nositott fiiggdségek

Ebben a részben csak olyan specialis tipusit HCD-ket vizsgalunk, amelyekre az
tcljesiil, hogy a @ és a Y a logikai operatorok koziil csak a V diszjunkcidt tartalmazza,
tovibbi ¢ nem tartalmazza 3 egzisztencidlis kvantort. Ez azt jelenti, hogy a ¢ for-
mula els§ tipusti atomok uniéja, ugyanis ebben az esetben a masodik tipusiu atom
annak felel meg, hogy a két valtozé ekvivalens, és igy valamelyikiiket a masikkal lehet
helyettesiteni. A ¢-ben szerepl6 3 egzisztencialis kvantort ki lehet vinni ¥V univerzalis
kvantorként a ¢ elé, ugyanis ha ¢=¢,A(Jv)p,, akkor

(VX35 s %) (T (@1 %15 s XA @) (@2(x15 s X VY (1, oy X)) =
= (vxl’ LERE] xn’ U)(—I((Pl(xla ---axn)/\(Pz(xly e xns U))V‘P(xl’ LERE 1 A’,,)).

A ¥ kovetkezmény formulaban a masodik tipusu atomok egyenl6ség generato-
rok. A y-nek azokat a valtozéit, amelyek egy 3 kvantorral vannak lekétve, egyedi
(,.unique”’) valtozoknak hivjuk. A masodik tipusit atomok egyedi valtozoi helyette-
sithetGk ¢-beli valtozdokkal, és igy elérhetd, hogy a mésodik tipusti atomokban csak
a ¢ valtozobi szerepeljenek.

Konnyen lathato, hogy ha ¥,=(x;=x;), akkor

SAT (HCD (¢, ¥)) NSAT (HCD (¢, ¥,)) = SAT (HCD (¢, Y Ay,)).

Az egyszeriiség kedvéért feltessziik, hogy a ¢ formula vagy csak elsé tipusi ato-
mokat tartalmaz, vagy csak egy mdasodik tipusi atomot. Igy a ¢ formula éltalanos
alakja a kovetkez§:

@ (X1 oo XN) = R(ty1s «oos ) AR Uy, ooy Up) A . AR (U5 - Uin),

ah. w;;=x; valamilyen [-re.
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A y altalanos alakja pedig a kovetkez:
W(Xys oo X8) = (FP15 oor VW1 (K15 o5 Xns Y1y s V) =
=3y, s Vi) R0115 ooy VpIN AR Uy s o5 V) A
Mz = 21N (Zey = Z2)A .. A (Zpy = Zps)

ahol a v-k és z-k valamilyen indexii x-ek és y-ok. Az ilyen korlatozott HCD-knek egy
ekvivalens formajat adhatjuk meg az igynevezett altalanositott fiiggdségek tablazatos

sy

Legyen I a ¢-nek megfelelS tablazat (vagy relacio):

Uy ... Uy
I=1: B

Uiy - Uy
Hasonldan kapjuk a J relaciét a y-ben szerepld elsG tipusii atomokbol:

Uyp «-- Vg ]
J =

Upa <+ Upn

Egy T relacié esetén T€SAT (HCD (o, ¢)) akkor és csak akkor teljesiil, ha
minden olyan h szimbolum leképezésre, amelyre h(I)CS 7T, létezik a h-nak olyan i’
kiterjesztése a J-re (vagyis az y,, ..., vy egyedi valtozdkra), amelyre h'(J)&T és
W(z;))=h(z;5) teljesiil (j=1,...,p).

Az altaldnositott fiiggéségek elméletében a szimbdélum leképezés ugyanazt a sze-
repet jatssza, mint a kalkulus formuldk esetében a komponens valtozok értékadasa.
Abban az esetben, mikor a ¥ nem tartalmaz egyenldség generatort, a megfelels HCD-t
sor-generalé fiiggdségnek nevezziik és TGD-vel jeldljiik.

Abban az esetben, mikor a  csak egy egyenl@ség generatorbol 4ll, a megfeleld
HCD-t egyenldség generalo fiiggdségnek nevezziik és EGD-vel jeloljiik.

Az egyenlBség generatorokat szét lehet vélasztani, ugyanis ha =y, A(x;=x;),
akkor

SAT (HCD (@, ¥)) = SAT (HCD (¢, ¥,))NSAT (HCD (o, (x; = x)))).
Hasonléan, ha R(w,,...,u,) nem tartalmaz egyedi valtozdkat, és Y=y,
/\(R(ula sees un)), akkor

SAT (HCD (g, ¥)) = SAT (HCD (¢, y))NSAT (HCD (¢, R(u, ..., u,))).

Abban az esetben, mikor a J két soraban illetSleg a i két els6 tipust atomjaban
kozos egyedi szimbdlumok vannak, akkor az egyedi valtozékat nem lehet szétva-
lasztani. Ez a tulajdonsag egy ekvivalencia relaciét definial a J tablazat sorain, és a
sorokbol allé ekvivalencia osztalyokat mar szét lehet valasztani a fenti értelemben.
(Ezt AHCD-kre bizonyitotta BEERI és VARDI [2]-ben.)

A bizonyitas az alabbi relaciés komponens kalkulus kifejezések ekvivalencidjan
alapul:

{1, -y | RQuy s oy ANV g ooy x0) (VYDA (Y Gy - X0 (T@V ¥2))) =
= {uy, ooy 0| Ry, ooy u)A (Y (515 s ) (VWA YR))))
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Az elsé kifejezés a SAT (HCD (g, ¥,))"SAT (HCD (¢, ¥2))-t helyettesiti , a maso-
dik kifejezés a SA'T (¢, Y, Ay,)-t. Fontos megjegyezni, hogy Xy, ..., xy a ¥, és ¥,
Osszes szabad valtozdja, igy a Y, € s i,-ben szereplS t6bbi valtozé mind kotétt val-
tozo.

Egy
a(yl’ -'~’yM)¢(x19 s XNs N1 -"9yM) = 3();19 "'9.vk)l//](’\'ls s XN V1o ’yk)/\

AIDrrr1s s Y Wa(X1s -os XNy Viw1s o0 Vu)

tipusa formulat felbonthatunk két részformula uniéjara, és ez pont a J sorainak ekvi-
valencia osztalyozasat jelenti. Az AHCD-k esetében az AHCD (¢, ¥)-nek megfelcl-
tetett tablazat olyan, hogy a kiilonbozd attributumokhoz tartozé értelmezési tarto-
manyok diszjunkt halmazok, és az egyenldség generatorok csak ugyanannak az attri-
butumnak a szimbdolumait tehetik egyenlGvé.

4. Attributum korlatozott altalanositott fiiggiségek (AGD-k):

— sor generalo fliggdségek (TGD)

— totalis sor generalo fiiggdségek (TTGD)

— egyenlGség generald fiigglségek (EGD)

— felcserélhet8ség generald fliggbségek (XGD)

Az attributum korlatozott fiiggéségekre vonatkozd implikacios problémat sza-
mos cikk vizsgalja és UrLMaN kényvében ([9]-ben) is talalhato emlités réla. Ebben
a részben a fiiggdségek implikacidjahoz hasznalt legismertebb technikat, az iildéz8
(,,chase” ) eljarast fogjuk leirni és részletesen elemezni. A célunk az, hogy minimdlisra
csokkentsiik az EGD-k szerepét, és hogy megvizsgaljuk azoknak a relicioknak a
strukturajat, amelyeknek kozos a magjuk, és ez a mag EGD-knek egy halmazat
elégitik ki.

Az AGD-k alapvet§ tipusainak definidlasakor BEERI és VARDI [2]-ben hasznalt
elemi fiiggéségnek hivhatjuk, ami azt jelenti, hogy tetsz8leges AGD-t ilyen tipusu
fliiggdségekre lehet szétbontani, és az ilyen tipusu fiiggSségek mar tovabb nem bont-
hatok a ¢ feltétel mellett.

A sor generdlo fiiggdség (TGD) formailag egy (I, J ) rel4ci6 par ugy, hogy I bar-
mely sordhoz 1étezik egy masik sor J-ben, melyeknek legalabb egy kozos egyedi érté-
kiik van. Egy R reldcié akkor és csak akkor elégiti ki az {I,J)TGD-t, ha minden
olyan h kiértékelést, melyre h(/)SR teljesiil, ki lehet terjeszteni a J-re ugy, hogy
R(J)SR is teljesiiljon.

A totdlis sor generdlo fiiggdség (TTGD) a TGD-nek olyan speciélis esete, melyben
a J csak egyetlen w sorbdl all és w[A;]J€VAL,(4)) i=1,2, ..., n.

Az egyenliség generdlo fiiggdség (EGD) formalisan egy (I, (a, b)) par, ahol [
egy relacio és a, b a VAL;(4;) elemei, valamely rogzitett A4, attributumra. Ha hang-
sulyozni akarjuk, hogy egy EGD az 4; oszlopon hat, akkor az A-EGD jelolést hasz-
néljuk. Egy R relacié akkor és csak akkor elégiti ki az (I, (a, b)) EGD-t, ha minden
olyan h kiértékelésre, amelyre h(I)S R, teljesiil a h(a)=h(b) egyenldség.
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A felcserélhetiség generdlo fiiggdség (XGD) a TTGD-nek egy olyan specialis
esete, amely az EGD-k altalanositdsanak tekinthetd. Egy X felcserélhetdség generalo
fiiggGség formalisan egy {(JU(Xy, cooy Xisqs Gy Xigrs o0 Xuds (K15 eors Xi1> B Xi1seens
...» X,)y alaki par. Lathatd, hogy minden XGD-nek formalisan megfeleltethets egy
{I, (a, b)>EGD. Ha egy E EGD és egy X XGD kozott ilyen kapcesolat all fenn, akkor
az E,, illetve az X jeloléssel fogjuk ezt kifejezni.

Példaik fiiggiségekre

a) Egy R reldcios adatbazisban az A4, B, C attributumok jelentsék rendre a vallalati
alkalmazottak, vezetGk azonositoit, telefonszamokat.

frjuk le formalis eszk6zokkel az alabbi fiiggségeket :

1. Minden vezet8 alkalmazott;
2. Minden vezet§ csak egy telefonszamon érheté el;
3. Minden alkalmazott csak egy vezetéhoz van beosztva.

Megoldds:

Az R[B]S R[A] azt fejezi ki, hogy az R relacidoban a B attributumon felvett
értékek részhalmazat képezik az 4 attributumon felvett értékeknek, vagyis a feladat
1. részét irja le.

A feladat 2. része olyan feltételes funkcionalis kapcsolatot tartalmaz, mely azt
mondja, hogy ha egy alkalmazott egyuttal vezets is (azaz 1€ R és t{A)€ R[B]), akkor
az R relacié ilyen ¢ soraibdl alkotott R’ részrelacidjan fennall az 4—C funkcionilis
fuggbség, hiszen ha 1, 1,6 R” és t,[A]=1,[A] (azonos vezet§ alkalmazott esete),
akkor 7,[C1=14[C] kell hogy teljesiiljon. A feladat 2. része a relaciés komponens
kalkulus segitségével az alabbi formulaval irhaté le:

P \Vl(a’ as bl’ b29 Cy5 Co, 63) ([R(a’ bla Cl)/\R(a’ b2’ CZ)AR(ala a, 6'3)] -6 = Cz)-

A feladat 3. részét az A— B funkcionalis fiiggdséggel tudjuk megfogalmazni.

Ha tehat egy R relaci6 eleget tesz a példa mindharom feltételének, akkor ez azzal
ekvivalens, hogy az R kielégiti az # = {R[B]S R[A), ¢, A~ B} fiiggdségi rendszert.
A feladatban szerepl6 4— B funkciondlis fiiggGséget az alibbi EGD-vel helyettesit-
hetjiik :

A B
a, b
a, b,
b, = b,
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A feladat 2. része pedig a ¢ formula helyett az alabbi EGD-vel irhaté le:

A B C
a b o
a b, ¢,
a, a ¢

¢ = Cs.
b) Az A, B, C attributumok jelentése legyen azonos az a) feladatban adottakkal.

Irjuk le formalis eszk6zokkel az aldbbi megszoritast: minden alkalmazott csak
olyan telefonszimon érhetd el, melyen vezetd is elérhet6.
A megoldas TGD alkalmazésaval a kovetkezé :

A B C
a b ¢ }I

a by, ¢ }

a, a; ¢,

Az I feltétel rész azt jelenti, hogy ha az a azonositohoz rendelt alkalmazott ¢, -hez
rendelt telefonszimon elérhet8, akkor a J kovetkezmény szerint létezik olyan a,
azonositéhoz rendelt alkalmazott, mely vezets, s ezen vezet§ elérhet§ a ¢, -hez rendelt
telefonszamon.

{, (a, b)Yy EGD alkalmazdsa egy R relacidra

Legyen 2 az I-bSl R-be képezd kiértékelések halmaza. Ha R végtelen relacio,
akkor fel kell tenni, hogy megszamlalhatéan végtelen sok sora van, és hogy az értel-
mezési tartomanyok teljesen rendezett jolrendezett halmazok. Mivel ekkor a # is
megszamlalhaté halmaz, ezért megindexelhetjiik az elemeit valamilyen felsorolasnak
megfelelS sorrendben. Legyen h, az elsG olyan kiértékelés, amelyre x:=h,(a)=h,(b):=
=y teljesiil, legyen tovabba g, az a kiértékelés, amelyre g,(x)=g,(y)=min (x, y),
kiilonben a g, az identitassal egyezik meg az R-en.

Hasonléan folytatva, ha mdar adott a g, kiértékelés, akkor legyen m az az elsG
olyan index, amelyre u:=g,(h,(a))=g,(h,(b)):=v. Ekkor definidljuk g,,-et ugy,
hogy legyen azonos g,-nel az R-en, kivéve az u és v értékeket, ahol legyen g,.,(w)=
=g,.;(v)=min (4, v). Ezzel az eljardssal egy olyan g, sorozatot nyeriink, amely
figyelembe véve az értelmezési tartomanyok jélrendezettségét és ennek azt a kovet-
kezményét, hogy egy értéket csak véges sokszor lehet kisebbre cserélni, egyértelmiien
meghataroz egy g kiértékelést az R-en.

A fent leirt eljarast hajtsuk végre most Ugy, hogy az R relacié helyett a g(R)
relaciot vessziik, és igy tovabb addig, amig az eredmény relacié6 mar kielégiti az
{, (a, b)) fiiggdséget.

A minimalizalasok végessége miatt az eredmény egy egyértelmiien meghatarozott
kiértékelés lesz az R-en.
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(I, wy TTGD alkalmazdsa egy R reldciora

Jeloljiik {/, w)-t E-vel. Legyen J# az elGbbiekben definialt halmaz. Minden egyes
h,c # kiértékelésre vegyiik hozza R-hez a h,(w) sort, ha ez a sor nem szerepelt eddig
az R-ben. Ha ezt minden 7 -beli kiértékeléssel elvégeztiik, akkor az R relacionak egy
R, bovitését kapjuk.

Most hajtsuk végre ugyanezt az eljardst az R helyett az R, relacidval és igy tovabb
mindaddig, amig egy olyan E(R) reliciét nem kapunk, amely mar kielégiti az E fiig-
gdséget.

Az E(R) relacid egyértelmiisége abbol a ténybdl fakad, hogy igaz az alabbi fel-
iras:

ER= [ T
RET
TE¢SAT(E)

Ennek a bizonyitdsa nyilvanvald, hiszen ha T,€SAT(E) ¢&s T,eSAT(E),
akkor T,NT,eSAT (E), valamint, ha T¢SAT (F), és RET, akkor R,CET.

Az E(R) relacio 1étezéséhez ezért elég egy R-et tartalmazd E-t kielégitG relaciot
mutatni, nevezetesen a VALR(A4,)X...X VALg(4,) relacio ilyen.

{1,J TGD alkalmazasa egy R reldciora

Jeloljiikk (I, J -t E-vel és legyen # ugyanaz, mint az elGbbiekben. El@szor ellen-
Orizziik, hogy h,-nek van-e olyan J-re t6rtén8 hj Kkiterjesztése, amelyre hj(J)SR
teljesiil. Ha nincs ilyen h kiterjesztés, akkor valasszunk olyan j, kiilénb6z6 értéket
a J egyedi valtozéinak, amelyek nagyobbak a valtozonak megfelels attributum bar-
mely R-beli értékénél. Legyen hj az a kiterjesztése /1, -nek, amely a J egyedi valtozdihoz
ezeket az uj értékeket rendeli. Legyen R, az a relacié, amelyet ugy kapunk. hogy az R
relacidhoz hozzavessziik a hj(J ) relacié sorait. Hasonloan folytatva az eljarast, ha mar
az R, reliciot megkaptuk, akkor €l6szor ellendrizziik, hogy van-e a h,,+1 -nek olyan
J-re torténd R, , kiterjesztése, amelyre h,.1(J)SR,, teljesiil. Ha nincs ilyen kiter-
jesztés, akkor valasszunk olyan aj, kiilonbozé értékeket a J egyedi valtozoihoz,
amelyek nagyobbak a véltozonak megfelels attributum barmely R, -beli értékénél.
Az igy kapott kiterjesztést /i, ,-gyel jelolve vegyiik hozzd R, -hez a h; . ,(J) relacié
sorait. Ha ezt az eljarast a # minden elemére elvégezziik, akkor az R-nek egy véges
vagy végtelen R, bivitését kapjuk. (Itt jegyezziitk meg, hogy az értelmezési tartoma-
nyok ily mddon torténd kiterjesztése megfrzi a jolrendezettséget.) Ezutdn hajtsuk

végre az eljarast az R helyett az R, relaciora és igy tovabb. Legyen E(R)= U R;.

E(R) kielégiti az E fiigg8séget, ugyanis legyen h egy I-b6l E(R)-be hato lekepezes
Ekkor h(I)SR, valamilyen k-ra. igy h(I)SR, teljesiil minden s=k-ra. Mivel h
olyan leképezés, amilyeneket az R, ,, relacio konstrualasandl hasznalunk, ezért van
olyan J-re torténd A’ kiterjesztése, amelyre i’ (J) & R, .., teljesiil. Tehat E(R)ESAT(E).
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Az iildézéses eljards (,,chase”)

A kovetkezSkben leirjuk azt az dltaldnos eszkozt, amelyet az altaldnositott fiiggd-
ségek implikacids problémajahoz dontési eljarasként haszndlhatunk.

Legyen & ={Fy, ..., F,} fiigg8ségek halmaza, ahol az F-k EGD-k, TGD-k
és TTGD-k is lehetnek. Tovabba legyen F egy I feltételhez tartoz6 EGD, TGD
vagy TTGD. Feltessziik, hogy VAL;(A4;) teljesen rendezett halmaz, és ha F egy
{, (x, y)A4;—EGD, akkor x a VAL,(4;) legkisebb értéke. Alkalmazzuk I-re az
F,, ..., F, fiiggGségeket tetszdleges sorrendben, ciklikus modon. A TGD-k alkal-
mazasira azonban egy megszoritast kell tenniink: nem hasznilhatunk fel Gjra egy
olyan értéket, amelyet valamely EGD alkalmazasakor mdar egyenldvé tettiink egy
kisebb értékkel. Jeloljiik az eljards sordn kapott relacidkat I,=F; (), I,=F;(l,),
I3=Fi3(12)’ RE) Im:Fim(Im—l)’ 'gyel

Definidljuk a Chaseg(]) relaciot az alabbi médon: egy ¢ sor akkor és csak akkor

tartozzon a Chases(I)-hez, ha van olyan m:(¢) index, hogy t€ () I;, vagyisa ¢ sor
g i=m(t)

a fiiggdségek alkalmazisanak soran egy bizonyos 16péstdl kezdve mar nem viltozik.

Ha % -ben nincs EGD, akkor IS Chases(I). Ha #-ben EGD is van, akkor az EGD-k

alkalmazésa miatt az I relacié megvaltozhat, igy Chases (1)-ben az I helyett egy g(I)

relacié szerepel valamilyen d kiértékelés hatasara.

A TGD-k alkalmazasanal mutatott modon be lehet bizonyitani, hogy Chase s (I)¢€
€SAT (#). Ehhez csak azt kell még megjegyezni, hogy ha egy 1épésben egy F;
TGD-t vagy TTGD-t alkalmazunk és ezaltal a h’(J;) vagy a h(w;) sorokat kell hozz4-
venniink az eddigi relcidhoz, akkor ezek a sorok a Chaseg(I)-ben g(h'(J)), illetve

g(h(w)) formaban fognak megjelenni, ami azt mutatja, hogy a g(h(I;)) nem sérti
meg az Fi-t.

4.1. TETEL. Az iild6zéses eljaras a kovetkez8 értelemben bizonyitja az F = F
implikéciét:
(i) Ha Fegy {I,(x, y))EGD, akkor & = F akkor és csak akkor teljesiil, ha
minden Chasegz(/)-re a végss g kiértékelést véve g(x)=g(y) teljesiil.
(ii) Ha F egy {I,w)TIGD, akkor & E=F akkor és csak akkor teljesiil, ha
minden Chaseg(I)-re a végs6 g kiértékelést véve g(w)€ Chaseg (1) teljesiil.
(iii) Ha Fegy {I,J)YIGD, akkor & &= F akkor és csak akkor teljesiil, ha min-
den Chaseg(I)-re 1étezik a végss g kiértékelésnek olyan g’ kiterjesztése a J-re,
hogy g’(J)YSChaseg(I) teljesiil.

Az 4llitdsokban a sziikségesség bizonyitdsa nyilvanvalé, mert a Chase g (I) ellen-
példaként szolgilna az indirekt feltevéshez. Az elégségességet a kiovetkezd részben
fogjuk megmutatni.

5. XGD-ket kielégitt relaciok osztilyozasa
5.1. TETEL. Legyen % ={E,, ..., Ey} EGD-knek egy halmaza és legyen #*=
={Xg,» Xg,» --.» X} 2z E;EGD-knek megfelel6 Xy, XGD-bol 4ll6 halmaz. Az F#*-
ot kielégité relaciok SAT (F*) halmaza felbonthaté olyan diszjunk osztalyokra, hogy

minden osztaly a gyenge ekvivalencia értelmében pontosan egy SAT (& )-beli relaciét
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tartalmaz, amelyet az csztdly magjanak (,,kernel”” ) hivunk és az osztalyozasra a ko-
vetkez§ tulajdonsagok teljesiilnek :

(i) SAT(F*)= |J Class(R) ahol R, %R, esetén Class(R,)"Class(R,)=

0 RESAT(S)

(i) Ha. SeClass(R), akkor van olyan h kiértékelés, amelyre h(S)=R és
h~1(R)=S.

(iii)) Ha SeClass(R) és S¢SAT (G), ahol G egy TGD, akkor Class(R)E
SSAT(G).

(iv) Ha Eegy A;—EGD ésvan #-ben A;—EGD, akkor tetsz8leges Re SAT(F)
relaciora az ReSAT(E) akkor és csak akkor teljesiil, ha Class(R)&
S SAT(Xg).

(v) Ha E egy olyan A4;—EGD, hogy #-ben nincsen A4;—EGD, akkor ha
SeClass(R) és S€SAT(E), akkor Class(R)SSAT(FE).

Az 5.1. tétel Iényegében azt fejezi ki, hogy a fiiggdségek osztalytulajdonsigok,
igy elég a fiiggBséget az osztily egy tetszGleges elemére bizonyitani, kivéve a (iv)
esetet, ahol ezt az elemet az osztily magjanak kell valasztani.

Az 5.1, tétel kovetkezményeként adddik az alabbi tétel.

5.2. TéTEL. Legyen 4 egy TGD-kbdl és EGD-kbdl 4ll6 halmaz és * legyen
az a halmaz, amelyet a 4-bdl Gigy kapunk, hogy az Osszes ¥-ben szereplé EGD-t
kicseréljiik a megfeleld XDG-re. Ekkor egy G TGD-re a 4 =G akkor és csak akkor
teljesiil, ha a #* =G implikacio teljesiil. Tovabb4, ha E egy clyan 4,—EGD, hogy
%-ben van A;—EGD, akkor 4E=FE implikdcioé akkor és csak akkor teljesiil, ha
G* = X teljesiil.

Megjegyezziik, hogy az EGD-kre tett feltétel valdjaban nem jelent megszoritast,
mivel a 4 =E nem teljesiithet, ha E egy olyan A4;—EGD, hogy % nem tartalmaz
semmilyen A4;—EGD-t. Ugyanis az

Ko ooy Xjm1s Ay Xjg1s cves Xy
Si = *

X1s eves Xi1s Dy Xig1s -ens Xn

két soros reléciéo minden TGD-t és EGD-t kielégit, kivéve az 4;—EGD-ket.

Az 5.1. tétel bizonyitdsa. A bizonyitast a SAT(E) és SAT(Xg) halmazok vizs-
galataval kezdjiikk, ahol E egy (I, (a,b)) alaki A;—EGD, és Xy a megfelel§
dU{t), 1) alaki XGD, ahol 1,=(X1, coos Xi1s @y Xiz1s oov»r X,), illetve  ty=
:(xl, cees Xio1s ba Xig1s oevs xn)'

Vegyiik észre, hogy SAT(E)SSAT(Xg), mivel ha RESAT(FE), akkor minden
olyan h kiértékelésre, amelyre h(I)S R teljesiil, h(a)=h(b) is fenndll, igy ha
RIU{t HhER teljesiil, akkor h(z,)=h(t,)-nek is igaznak kell lenni.

5.1. LemMA. Legyen R€SAT (Xp), ahol Xg az (JU{1}, 1,y alakia XGD és
x, yEVALR(4;). Azt mondjuk, hogy x és y felcserélhetd, ha van olyan ¢, ¢, sor az R-
ben, hogy #[A4l=x, ,[4A]=y é t,{lU—A]=1,]U—A4;]. A felcserélhetGséget x~ y-
nal jelolve az alabbi tulajdonsagok igazak:
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(i) Ha x~y, akkor minden olyan t€R sorhoz, amelyre #{4;]=x, létezik R-
nek olyan s sora, amelyre s[4,]=y és sfU—A4;]=t[U—A4,].
(i) x~y akkor és csak akkor, ha van olyan 4 kiértékelés, amelyre h(I)SR és
h(a)=x, h(b)=y teljesiil.
(iii)) A ~ reldcié ekvivalencia relacié.

Az 5.1. lemma bizonyitdsa

(i) Mivel x~y, ezértlétezik R-ben a ~ relacidnak megfelels ¢,, ¢, sor. Tekint-
siik azt a h kiértékelést, amely az 7 relaciét a t,, 1, sorokra képezi ugy, hogy
h(@)=x és h(b)=y teljesiiljon. Terjessziik ki h-t a 7,-ra ugy, hogy t,-t
az adott ¢ sorba képezze. Mivel RESAT(Xy), ezért az s:=h(t,) soris R-ben
van.

(i) Ha h(I)SR és h(a)=x, h(b)=y, akkor van az I-ben olyan ¢ sor, amelyre
t{A;J=a és h(t)€R. Terjessziik ki a h kiértékelést a 7, sorra a h(t,):=h(t)
definicioval. Ekkor a h(t,), h(t,) két olyan sor, mely az x~y relacidhoz
szitkséges. Az ellenkezd irdny az (i) tulajdonsag bizonyitasabol egyszeriien

adodik.
(1i1) A reflexivitas és szimmetria trividlisan teljesiil. A tranzitivitas pedig kovet-
kezik az (i) tulajdonsagbol. O

Megjegyzés. BEERI és VARDI [2]-ben az {(IU{t,}, 1), ({U{t,}, t,> XGD pérokat
vezeti be. Erre valojiban nincs sziikség, mivel az 5.1. lemmabol 1athatd, hogy ez a két
XGD ekvivalens, s igy elég az egyiket hasznalni.

5.2. Lemma. Legyen RE€SAT(Xg), ahol Xy az {IU{r,}, 1> alaki XGD, és je-
16ljik Z,, ..., Zy-mel a felcserélhet8ség ekvivalencia osztalyait a VALg(A4;) halma-

M
zon, azaz VALg(A4);=J Z,. Legyen z;,€Z; tetszGlegesen kivalasztott elem

k=1

(j=1, ..., M). Tekintsiik azt a g=(g,, g, ..., &,) kiértékelést, ahol a komponens
fiiggvények koziil csak a g; nem az identitds, és g;(x):=z;, ha x€Z,;. Eza g kiérté-
kelés a kovetkezd tulajdonsiagokkal bir:

(i) g(R)ESAT (E)

(i) g7*(g(R)=R
(iii) Ha folyan kiértékelés, amelyre (i) és (ii) teljesiil, tovabba az fegy-egy értelmii

lekénezés az U— A;-n, akkor g(R)=f(R).

é

Az 5.2. lemma bizonyitdsa

(i) Mivel g(R)SR, igy ha egy h kiértékelésre a h(I)Sg(R) teljesiil, akkor
5.1. lemma (ii) tulajdonsagdbodl kovetkezik, hogy h(a)~h(b), ez viszont azt
jelenti, hogy g(h(a))=g(h(b)), masrészt g(h(a))=h(a) é g(h(b))=
=h(b) miatta h(a)=h(b) egyenlSség is teljesiil .

(ii)) Az 5.1. lemma (i) tulajdonsagabol kovetkezik, hogy ha egy t=
=(P15 vees Viz15 Zjs Vit1s ---» Vo) sorra t€g(R), akkor az Osszes
(Y15 -+ Yi=15 2> Yi+1s --+» V) alaklisor, ahol z€Z;, az R relacionak is sora,
amiatt, hogy a t€R is fennall.
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(iii) Mivel f(i) tulajdonsigu, ezért az f minden Z;-n (j=1,..., M) allando,
kiilénben lenne az f(R)-ben két olyan sor, amelyek az A, kivételével minden
oszlopon megegyeznek, mely viszont ellentmond az E fiigg8ségnek. Mivel
f(i1) tulajdonsaggal is rendelkezik, ezért f(z)=f(y) csak akkor teljesiithet
a VALi(4;)-n, ha z~y, mert kiilénben lenne az R-ben két olyan ¢,=
=Xy ooy Xjm1s T Niggs ooos Np)s AllEtve  £,=(X1, coiy X 10 Vs Xig1s cons Xy)
sor, amelyekre =~y nem teljesiil, viszont mindkét sor az f(1,) sornak egy
inverze.

Mindez azt jelenti, hogy megadhaté egy egy-egy értelmii leképezés a
g(VALg(4))-rél az f(VAL g(4)))ra. O

5.1. KOVETKEZMENY. Az 5.2. lemmabol kévetkezik, hogy ha Re€SAT (Xg) és ha
egy (i)—(iii) tulajdonsagt g az R-t egy Rg:=g(R) relaciora képezi, akkor az Rg
relaci6 a gyenge ekvivalencia értelmében egyértelmii, tovabba R ¢SAT (E) és
g Y Rg)=R. lly médon tetsz6leges R€SAT (Xp) relacidhoz definialhatjuk a relacio
magjat ugy, hogy legyen az R magja egy olyan Rj relacio, melyhez van olyan (i)—(iii)
tulajdonsagh g leképezés, hogy Ry=g(R).

5.3. LemmAa. Azt mondjuk, hogy az R, SESAT (Xg) relaciok hasonléak, ha
megegyezik a magjuk a gyenge ekvivalencia értelmében. Fkkor ez a hasonldsagi rela-
cié ekvivalencia relacio. Jeloljiik a SAT (X ) osztalyait Class (Rg)-vel, ahol Rg az osz-
taly magja.

Ekkor

SAT(Xp)= | Class(Q)

QESAT(E)

Class (Qy)(Class (Q;) = 0, ha O, # O,
Class (Q,) = Class (Q,), ha Q, = Q,.

és

és

Az 5.3. lemma bizonyitdsa az 5.2. lemmanak és 5.1. kovetkezménynek egyenes kovet-
kezményeként adodik.

5.4. LemMA. Legyen G=(K,L) egy TGD és RESAT (Xg), ReClass(Q).
Ekkor vagy Class (Q)SSAT (G) vagy Class (Q)NSAT (G)=0.

Az 5.4. lemma bizonyitdsa

1. El6szor azt bizonyitjuk be, hogy ha egy osztily magja kielégiti a G-t, akkor az
osztaly minden eleme kielégiti a G-t. Tekintsiink egy Class (Q) osztélyt és legyen
Re¢Class (Q). Legyen h egy olyan kiértékelés, amelyre h(K)ER teljesiil. Ekkor
az 5.2. lemma alapjan tekintsiitk azt a g leképezést, amelyre g(R)=(. Legyen
fa g és h kompozicitja, azaz f(K)=g(h(K))SQ. Mivel Q¢SAT (G), ezért az f
kiterjeszthetd L-re Ggy, hogy f(LYS Q. (A jelolések egyszeriisitése végett a kiter-
jesztést ugyanazzal a fiiggvény szimbolummal jeloljiik.) Az 5.2. lemmabol kovet-
kezik, hogy g 1 (f(L))SR és g ' (f(K))=h(K). lgy az inverz kiértékelés ele-
meinek segitségével megadhatjuk a fi-nak egy olyan kiterjesztését az L-re, hogy
h(LYSg(f (L)), ami azt jelenti, hogy RESAT (G).

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)}



306 BENCZUR A., KISS A. ES =ARKUS T.

2. Ezutin belatjuk azt, hogy ha cgy ReSAT (Xy) relacio kielégiti a G-t, akkor a rela-
cié magja is kielégiti. Legyen Q az R relacié magja. Vegyiink egy olyan k  Kiér-
tékelést, amire N(K)SQ. Tekintsiik az 5.2. lemmaban megadott g leképezést,
melyre g(R)=Q. Ekkor QS R, igy h(K)SR is teljesiil.

Mivel R€SAT (G), czért a h-t ki lehet terjeszteni az L-re ugy, hogy h(L)SR tel-
jesiiljon. Masrészt g(h(K))=h(K) és g(h(L))SQ, igy a goh kompozicié a h-nak
egy kiterjesztése az L-re, mely azt jelenti, hogy Q€SAT (G). O

5.5. Lemma. Legyen X egy XGD, ahol E egy 4,—EGD és legyen Class (Q)
a SAT (Xgp)nek egy ckvivalencia osztalya. Legyen tovabbi G =(K, (c,d)) egy
A;—EGD.

1. vagy Class (Q)=SAT (X;) és Q€SAT (G),
2. vagy Class (Q)NSAT (Xg)=0.

Az 5.5. lewmima bizonyitdsa

I. Elgszor azt bizonyitjuk be, hogy ha Q¢eSAT (G), akkor egy tetszdleges
ReClass (Q)-ra RESAT (Xg) teljesiil. Tekintsiik az 5.2. lemmaban szerepls g
leképezést, amire Q==g(R) és g (Q)=R. Vegyiink egy olyan h kiértékelést,
amelyre h(K)SR és h(c)=h(d). Ekkor g(h(K))SQ, és mivel Q€SAT (G),
ezért a g(h(c))=g(h(d)) is teljesiil. Ez viszont azt jelenti, hogy a h(c) és a h(d)
felcserélhetd, igy ha az Xg XGD{({KU{¢ ), r,; alaku, akkora h(t))€R feltételbsl
kovetkezik, hogy h{t)€R.

2. Ezutdn azt latjuk be, hogy ha Re&Class (Q) és RESAT (Xg), akkor Q€SAT (G).
Legyen h egy olyan kiértékelés, amelyre #(K)S Q. A fenti g leképezést hasznalva
O=g(R)ER, igy h(K)SR. Tegyiik fel, hogy h(c)=h(d). Mivel RESAT (Xg),
ezért a h tetszlleges Kiterjesztését véve a 1 -re, a h(t.) és h(t,) egyszerre sorai vagy
nem sorai az R-nek. Igy tetszSleges olyan »€K sorra, amelyre v[4;]=c, a h-t
ki tudjuk ugy terjeszteni a t.-re, hogy h(t.)=h(v) teljesiiljon. Ha h(t.) és h(z,)
az R-nek sorai, akkor ez azt jelenti, hogy h(c)~h(d), tehat g(h(c))=g(h(d)),
viszont g(h(c))=h(c) és g(h(d))=h(d), ami ellentmondas. 0

5.6. Lemma. Legyen X egy XGD, ahol E cgy A;—EGD, és legyen Class (Q)
a SAT (Xg)nek egy ekvivalencia osztilya. Legyen tovabbd G={(K, (c,d)) egy
A;—EGD, ahol j#i. Ekkor vagy Class (Q)SSAT (G) vagy Class (Q)NSAT (G)=

Az 5.6. lemma bizonyitasa az 5.4. lemma bizonyitasahoz hasonlé médon tér-
ténhet.

A fenti el6készitések utian az 5.1. tételt a kévetkez8képpen bizonyithatjuk be.

Legyen RESAT (#*). Ekkor RESAT (Xp) minden i=1,2, ..., N-re. Legyen
g{R)=R az R reldcié magja a SAT (Xg)-ben.

Az 5.2. lemmdabdl és a g; leképezések konstrukcidjabol kovetkezik, hogy az
S=g,(g:(...gn(R)...)) relaciot véve SESAT (¥), és ez az S a gyenge ekvivalencia
értelmében egyértelmd. Azt mondjuk, hogy S az R relacié magja a SAT (F *)-ban,
tovabba az R,, R,¢SAT (F*) relacidkat hasonloknak hivjuk, ha a gyenge ekvi-
valencia értelmében megegyezik a magjuk a SAT (£ *)-ban.
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Az 5.3. lemma értelmében ez a hasonlosag ekvivalencia relacid, és minden
Classg«(S) ekvivalencia osztalyra teljesiil, hogy Classz+(S)={R|RCSAT (F*) és
R magja SAT (#*)-ban gyengén ekvivalens S-sel}.

A tételben szerepld (i) és (ii) tulajdonsag az 5.2. lemma és az 5.3. lemma kozvet-
len kovetkezményeként kaphat6. A tobbi tulajdonsag az 5.4.—5.6. lemmak segit-
ségével egyszeriien bizonyithato.

6. Az iildozéses algoritmus (,,Chase”)

Az altaldnossidg megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy a relacidkban szerepld
szimbdlumok természetes szimok, mivel a gyenge ekvivalencia nem véltoztatja meg
a fliggdségeket és nem hasonlitunk Gssze kiilonboz8 oszlopban 4ll6 értékeket a kiér-
tékelések definiciéja miatt.

A TTGD-k esete

Legyen & ={T,, ..., Ty} TTGD-knek egy halmaza és T=(I, w) legyen egy
TIGD. Jelolje # a D={VAL(4,), ..., VAL (4,)}n értelmezett reldcioknak a hal-
mazat. Mivel Z véges, igy SAT (F)NA is véges.

Legyen R, S€SAT (F)NZ két olyan relacid, amelyek I-t tartalmazzak. Ekkor
RNSESAT (F)NZ is teljesiil. (Ezabbdl a ténybél fakad, hogy ha K, LESAT (),
akkor KN LESAT (#), vagyis ha & csak TTGD-kbdl 4all, akkor SAT (&) zart
a metszet miiveletre nézve.)

Ekkor a Chasez(I)= N R relacio egyértelmiien definialt, és I-bél agy

RESAI'I(;(?)QQ

kaphato meg, hogy Ti, ..., Ty fiiggGségeket tetszbleges sorrendben alkalmazzuk az I
relaciobol kiindulva addig, amig olyan relaciohoz jutunk, amely semelyik T alkal-
mazasaval nem valtozik. Vilagos, hogy a végesség miatt a T;-k alkalmazésa véget fog
érni, és a kapott relacié tartalmazni fogja a Chasez(/)-t. Masrészt, ha Chasegz(I)
valodi része lenne a kapott reldcionak, akkor legyen T; az els olyan fiigg8ség, amely
olyan v sort eredményez, amely nincs benne a Chaseg(/)-ben. Viszont a megfeleld
kiértékelés a T; feltétel relaciojat a Chases(1)-be képezi, igy a T; v eredménysoranak
is a Chase gz (I)-ben kell lennie.

A 4.1. tétel bizonyitdisa erre az esetre

1. El6szér megmutatjuk, hogy ha & =T, akkor we Chasez(I). Tegyiik fel az ellen-
kez3jét, azaz, hogy w¢ Chasesz(1). Ekkor a hidentitas leképezés az I-t a Chase z(I)-
be képezi, és h(w)=w¢ Chasez ().

2. Belatjuk azt, hogy ha we€Chasez(I), akkor F=T. Legyen RESAT (%) és h
egy olyan kiértékelés, amely I-t az R-be képezi. Ekkor h(w)ch(Chasegs (1)),
mésrészt Chases(h(I))SR a Chasey definicidja miatt. Tgy a h(w)€ R-hez elég
belatni, hogy Chaseg(h(I))=h(Chaseg(I)).

A h(Chasez(I))€SAT (F) és h(I)Sh(Chaseg(I)) trividlis teljesiilésbsl kovet-
kezik, hogy Chasez(h(I))Sh(Chases(I)). A masik irnyt tartalmazéshoz ve-

LY
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gyiink egy r€Chases(I) sort. Ha r€l, akkor nyilvan h(r)€Chasegs(h(/)). Ha
t¢ 1, akkor vegyﬁk azta g leképezést, amelyik a ¢ sort behozza a Chase & (/) konst-
rualasakor, és legyen ={I;,w;) a megfeleld TTGD. Ekkor r=g(w;) és
h(g(l; ))CChaseg(h(I )} ha a Chaseg;(h(l )) konstrualasanal a fuggoseaeket
ugyanabban a sorrendben alkalmazzuk, mint a Chases(I) konstrualasanal. Igy
h(g(w;))=h(t)eChasegs(h(I)) is teljesiil. O

A TTGD-k és EGD-k esete

Legyen #={T,,..., Ty, E,, ..., Ey} TTGD-knek és EGD-knek egy halmaza,
ahol T-vel TTGD-t, E; -Vel EGD-t Jelolunk Cseréljiik ki az 6sszes Et a neki meg-
felelé X, XGD-vel, es az igy kapott rendszert jeloljiik F*-gal, azaz az F*=
={T1, ..., Ty, Xg,, ..., Xg,,} rendszer csak TTGD-ket tartalmaz. (Az XGD spe-
cialis TTGD.)

Legyen I egy TTGD vagy EGD. Legyen F* F-fel egyenld, ha F TTGD és X,
XGD-vel egyenld, ha F egy EGD. Legyen [ az F feltétel tablaja. Ekkor az 5.2. tétel
értelmében az & = F implikacio akkor és csak akkor teljesiil, ha F*=F* Az F* =
= F* implikdcié viszont akkor és csak akkor teljesiil, ha Chasegz.(I)€SAT (F*).
Az 5.1. tétel értelmében Chasez+(/)ESAT (F*) akkor és csak akkor teljesiil, ha
Kernel (Chase#«(1))€SAT (F), ahol Kernel (R)=g(R)= g.(g:(...gy(R)...)) olyan
5.2. lemmaéban szerepl§ g, leképezésekre, amelyekre az teljesiil, hogy ha Z;; egy fel-
cserélhetdségi ekvivalencia osztaly, akkor g;(x)= m1n4 minden x€Z;;-re. Deﬁmdl-

juk a Chases(I) relaciot tetszéleges I-re ugy, hogy Chase #(I):=Kernel (Chase (D)}

A Chasez( . ) operacid egyértelmiien definilt, és & =F akkor és csak akkor
teljesiil, ha Chasez(1)€SAT (F). Azigy definidlt Chasex (1) relaciot a kovetkezd elja-
ras segitségével kaphatjuk meg. Az % halmaz fiiggdségeit alkalmazzuk tetszleges
sorrendben [-bdl kiindulva, azzal a megszoritassal, hogy az EGD-k alkalmazasa soran
mindig a nagy-bb értéket tessziik egyenldvé a kisebbel. Ez az eljards véges 1épésben
véget ér. Annak a bizonyitdséhoz, hogy az igy nyert relacié a Chase z(I)-vel megegye-
zik, elég észrevenni, hogy egy egyenldvé tétel a fenti g leképezésnek egy részleképezé-
sét jelenti, mivel az egyenlévé tett értékek feleserélhet§ értékek lennének Chaseg«(1)-
ben.

Végezetiil kimondunk egy tételt, amely ravilagit arra. hcgyan lehet a Chasez (1)
segitségével egy F =T implikacidt eldonteni. A bizonyitas a TTGD-k esetébez ha-
sonléan torténhet.

6.1: TETEL. Legyen & TTGD-k és EGD-k halmaza. Harom esetet kiilonboz-
tetiink meg annak megfelelGen, hogy egy F fiiggéség a) (I, w) alaku TTGD, b)
{, (a, b)) alaku EGD vagy c) I, K) alakii TGD. Legyen Chases(I) a fent definilt
relacié és g a hozzi tartozd leképezés. Ekkor % =F akkor és csak akkor, ha
Chasez(I)€SAT (F) akkor és csak akkor, ha a) g(w)€Chaseg (1), b) g(a)=g(b),c)
létezik egy olyan h leképezés, amely g(I)-n az identitas és h(K)<E Chase (/).
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7. Az altalanositott filggoségek esete

A 4—6 részben az 4ltalanositott fiiggéségek egy specidlis fajtdjat, az attributum
korlatozott fiiggdségeket vizsgaltuk, és az ilyen fiiggdségekre vonatkozo implika-
cidés problémat elemeztiik. Ebben a részben az attributum korlatozast elhagyjuk,
és roviden 4ttekintjiik, hogyan médesulnak a definiciok, lemmak, tételek. A bizonyi-
tasokat nem részletezziik, mert azok a megfelel6 AGD-kre vonatkozé allitadsok bizo-
nyitasahoz hasonléan kaphatdk, csak a kiértékelések helyett szimbolum leképezéseket
kell venni. Az EGD, TGD, TTGD, XGD jeloléseket és elnevezéseket meghagyjuk,
de a definicidjukat a kovetkezEképpen maédositjuk.

A TGD egy (I, J) relaciopar tgy, hogy I birmely sordhoz létezik egy sor J-ben,
hogy a két sornak legalabb egy ko6zos egyedi értéke van. Egy R relacid kielégiti
az {I,J ) TGD-t, ha minden olyan k szimbolum leképezést, melyre h(I)S R teljesiil,
ki lehet terjeszteni a J-re ugy, hogy h(J)S R is teljesiiljon.

Egy TGD-t 1TGD-nek hivunk, ha a J egy olyan w sorral egyenlS, amelyre
VAL ({w})S VAL (I) teljesiil, ahol VAL (I) az I relaci¢ szimbélumainak halmazat
jeloli. Az EGD egy {, (a, b)) par, ahol a, b6 VAL (I). Egy R relacio kilégiti az
{I, (a, b)) EGD-t, ha minden olyan h szimb6lum leképezésre, amelyre h(I)&R, tel-
jesill a h(a)y=h(b) egyenlGség.

Legyen E{I,(a, b)) alaki EGD. Ekkor Xy XGD-n az {X(a, b), Xi(b,a)li=
=1, 2, ..., n} TTGD-knek a rendszerét értjiik, ahol

Xi(a,b) = (TU(Xy, Xoy oooy Xi1s @y Xig1s eoes Xn)s (Xps s X1y By Xidqs eoey X))
és
Xi(b, a) = (TU(Xy, Xoy ooes Xi1s By Xpg1s cons X)y (X105 s Xi_1s @y Xjsqy cvny Xp))-

Az EGD, TGD, TTGD fiiggdségek alkalmazisit egy R reldciéra ugyanugy
definialjuk, mint ahogy a 4. részben tettiik, csak kiértékelések helyett szimbdlum
leképezéseket kell venniink.

Az iildozéses (,,Chase”) eljaras valtozatlan marad, csak most a VAL (I)-re kell
feltenniink, hogy teljesen rendezett, és hogy egy (I, (x,y)) alaki EGD-ben az x a
VAL (I) legkisebb eleme. A felcserélhet8ség fogalma a kovetkezdképpen modosul.

7.1. LemMA. Legyen RESAT (Xg), ahol E egy (I, (a, b)) alakit EGD és x, y€
€VAL (R). Azt mondjuk, hogy x és y felcserélhetSk, ha van olyan & szimbélum
leképezés, amelyre h(I)S R és h(a)=x, h(b)=y. Jeloljiik ezt x~ y-nal. Azt mond-
juk, hogy x€VAL (R) felcserélhetd érték, ha van olyan y€ VAL (R), hogy x~y.
Ekkor a felcserélhetGség ekvivalencia relacio a felcserélhetd értékek halmazan.

A 7.1. Lemma bizonyitdsa

1. Reflexivitds. Legyen x egy felcserélhetd érték. Ekkor van olyan y€ VAL (R) és egy
h szimbolum leképezés, amelyre h(a)=x, h(b)=y és h(I)SR. Legyen g a kovet-
kezd szimbolum leképezés; g(c)=h(c), ha c=b és g(b)=h(a)=x. Ekkor
ReSAT (Xg) miatt g(I1)&R és g(a)=g(b)=x, azaz x~Xx.
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2. Szimmetria: Legyen x~y, és h(a)=x, h(b)=y, h(I)S R egy h szimbdlum leké-
pezésre. Definidljuk a g szimbolum leképezést tigy, hogy az a, b értékek kivételé-
vel a h-val egyezzen meg, és g(a)=h(b)=y, g)=h(a)=x legyen. Mivel
ReSAT (Xg), ezért g(I)SR, igy y~x teljesiil.

3. Tranzitivitds: Legyen x~y és y~z, a megfelels szimbdlum leképezések pedig [
és g,azaz f(a)=x, f(b)=g(a)=y, gb)=z & f(I)SR, g(I)SR. Definidljuka h
szimbdlum leképezést az alabbi médon: h(c)=f(c), ha ¢=b é h(b)=g(b)=z.
Mivel RE€SAT (Xp), ezért h({)ER, tehat x~z. O

Jeloljiikk a felcserélhetd értékek halmazat E(R)-rel. Ekkor a felcserélhet8ségi
relacio egy ekvivalencia osztilyozast ad az E(R)S VAL (R) halmazon:

E(R) :kL:jl Z,.

Legyen z;€Z;, j=1,...,M é&s legyen g a kovetkezé szimbolum leképezés:

z;, ha x¢Z;

J?

g(x) = {x, ha x4 E(R).
Ennek a g-nek a kovetkez6 tulajdonsagai vannak :

7.2. LeMMaA. Legyen RESAT (Xg), és g a fenti szimbolum leképezés.
Ekkor

(i) g(R)ESAT (E).

(i) g7 (2(R)) = R.

(ii) Ha f egy-egy értelmii (i) és (ii) tulajdonsagl szimbolum leképezés, akkor
g(R)=/(R).

A 7.2. lemma bizonyitasa az 5.2. lemma bizonyitasahoz hasonlé médon torténhet.

Egy RESAT (Xg) relacié magjat a fenti g szimbdlum leképezéssel adhatja meg:
Kernel (R)=g(R). A magra az 5.1. kovetkezmény allitasai érvényesek maradnak.

Az 5.3.—5.4. lemma tovabbra is igaz marad; a bizonyitasokban a kiértékelés
helyett értelemszeriien szimbolum leképezést kell venni.

7.3. LemMA. Legyen SAT (Xg)= |J Class(Q) az 5.3. lemmaban megadott
Q€ SAT(E)
felbontis, és legyen G=(K, (a, b)) egy EGD. Ekkor barmelyik Class (Q)-ra a kévet-

kezg allitasok valamelyike teljesiil:
i) Class (Q) S SAT (X;) és Q & SAT(G),
vagy
Class (Q)MNSAT (Xg) = 0.
i) Class (Q) & SAT (G),
vagy
SAT (O)NSAT (G) = 0.
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A 17.3. lemma bizonyitasa az 5.5.—5.6. lemmak bizonyitdsahoz hasonléan tor-
ténhet.
Legyen # ={E,, ..., Ey} EGD-k egy halmaza és

N
.9'—* = U XE,-'
i=1
7.1. TETEL. A fenti jelolések mellett SAT (#*) diszjunkt osztalyokra bonthatd
ugy, hogy minden osztaly a gyenge ekvivalencia értelmében egy relaciét tartalmaz
a SAT (£)-b8l, és erre a felbontasra a kovetkezd allitasok teljesiilnek.
() SAT(F"= U )Class (R), ahol Class (R;)NClass (R;)=0, ha R;£R,;.
RESAT(F
(ii) Ha S¢Class (R),( akkor létezik olyan h szimbdlum leképezés, amelyre
h(S)=R és R Y R)=S.
(ili) Ha S¢Class (R) és SE€SAT (G), ahol G egy TGD, akkor Class (R)E&
CSAT (G).
(iv) Ha E egy EGD, akkor minden RESAT (&)-re RESAT (E) akkor és csak
akkor, ha Class (R)YSSAT (X;). Ha ScSAT(E) é S=R, tovibbi
S¢Class (R), akkor Class (R)ESAT (E).

A 7.1. tétel bizonyitdsa az 5.1. tétel bizonyitdsa szerint torténhet, csak az 5.1.,
5.2., 5.5.—5.6. lemmak helyett a 7.1.—7.3. lemmakat kell alkalmazni.

7.2. TETeL. Legyen & TGD-knek és EGD-knek egy halmaza, és legyen &F*
az a halmaz, amelyet ugy kapunk az %-bdl, hogy az E€¢ # EGD-ket kicseréljiik a
megfeleld Xp rendszerrel. Legyen F egy EGD vagy TGD, és legyen F* az F-fel
egyenld, ha F egy TGD és Xp-vel egyenl6, ha Fegy E EGD. Ekkor az & = F impli-
kacios probléma ckvivalens az #F*E= F* implikaciés problémaval.

A 7.2. tétel bizonyitasa az 5.2. tétel bizonyitasa szerint torténhet.
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ON A GENERAL CLASS OF DATA DEPENDENCIES IN THE
RELATIONAL MODELL AND ITS IMPLICATION PROBLEMS

A. BENCZUR, A. Kiss, T. MARKUS

The present paper deals with an important problem of the relational database theory, with
analysis of dependencies. In the first part it is shown, that a sufficiently large class of dependencies
(“hypothesis-conclusion” type of dependencies) can be expressed as first-order sentences (HCD-for-
mulas). In the second part of the paper we deal with implication problems, namely with the general-
ization of implication problems for TTGD, TGD, EGD types of dependencies, introduced by BEFri—
VARDI ([2]). For these implication problems we give a generalized version of the so called chase proof
procedure. We introduce exchangeability — generating dependency (XGD) and analyze the structure
of relation classes satisfying XGDs, from the point of view of invariant dependencies.
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EGY ALTALANOS FELTETEL NELKULI
GEOMETRIAI PROGRAMOZASI FELADATPARROL

ILLES TIBOR

Budapest

Cikklink a geometriai programozasi probléma egy lehetséges dltalanositdsit mutatja be. Az itt
k6z61t gondolatokat PETERSON [3] és ROCKAFELLAR [5] cikkei inspiraltak, de azoktol jelentdsen eltér
mind formai, mind pedig tartalmi szempontbol.

A 2. pontban tetszbleges fiiggvény konjugalt fuggvényével kapcsolatos ismertet6t adunk. A 3.
pontban PETERSONtO] eltérden egy szimmetrikusabb primal-dudl feladatpart fogalmazunk meg.
Ebben a részben targyaljuk a feladatpar alaplemmajat is.

1. Bevezetés

Cikkiinkben KrArszky [2] dolgozataban megtaldlhatd geometriai programozasi
feladatpar egy lehetséges altalanositasat adjuk, annélkiil, hogy megmutatnank az ere-
deti feladatrol, hogy a jelen dolgozatban targyalt feladatpar specidlis esete. Erre,
trivialitasa mellett, azért sem tériink ki, mert a jelen dolgozat egy olyan cikksorozat
elsd eleme, amelyben az altalanos feltétel nélkiili geometriai programozasi feladatpar
részletes targyalasat adjuk és igy tobb mas specidlis eset mellett a geometriai progra-
mozasi problémardl is, a késGbbiekben még sz6 lesz.

Az 4ltalanositasban — mint a nemlineéris programozasi feladatparoknal min-
dig — egy egyenlStlenség, esetiinkben a Fenchel egyeniétlenség jatszik kozponti sze-
repet. A 2. pontban tetsz§leges fiiggvény konjugalt fiiggvényének a definiciojat adjuk
meg és ennek két elemi tulajdonsagat igazoljuk. Ebben a pontban keriil kinondasra
a Fenchel egvenldtlenség is. A 3. pontban keriil sor a feladatpar definiciojira és az
alaplemma igazolaséra.

Latin kisbetiikkel az R" tér pontjait, latin nagybetiikkel pedig a halmazait jelol-
tilk. A g, h. h fiiggvényeket jelolnek.

2. Konjugalt fiiggvények

Konvex fiiggvényekkel kapcsolatban vezette be a konjugalt fiiggvény fogalmat
FeNcHEL [1]. ROCKAFELLAR [5, 6] dolgozta ki részletekbe men§ alapossiggal a kon-
vex fiiggvények konjugalt fiiggvényeinek elméletét és ezt az elméletet sikeresen alkal-
mazta konvex programozasi feladatokra. Néhany évvel kés6bb PETERSON [3] nem
konvex fiiggvényekre is kiterjesztette a konjugalt fiiggvény fogalmat. Ezaltal nem kon-
vex programozasi feladatra is alkaimazhatéva valt ROCKAFELLAR médszere.

Tetsz8leges fiiggvény konjugalt fiiggvényének itt kovetkezd definicidja néhany
apro részletben cltér a szakirodalomban eddig hasznélatos definiciékt6l. Az eltérések
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azonban nem elvi jelent8ségiiek, de a kés6bbiek soran biztositani fogjak azt, hogy
a primal és duél feladatpar, PETERSON [3] cikkében levé megfogalmazastdl eltérden
ne csak formai szimmetriat mutasson feltételeiben, hanem tartalmit is.

2.1. Definicié. Adott a g:D,~R tetszGleges fuiggvény, ahol D,SR". Legyen
h(y):= sup {g(x) —x, »}

ahola h:R"—R fiiggvény a g fiiggvény konjugdlt fiiggvénye a
Dy = {yeR": sup {g(x)—(x, »)} <+ oo}
xely

halmazon.
Most pedig néhany apré megjegyzést tesziink a konjugalt fiiggvénnyel kapcsolat-
ban.

2.1. Megjegyzés. Legyen ASD, és
7 (y):=sup {g(x)— ¥y,
ahol a & fiiggvény a g fiiggvény konjugéit fiiggvénye a
Dj:={y€R": sup {g(x)—(x, 1)} <+,

halmazon. Ekkor a D,SD; és h(y)=h(y) Yy€D,n.

A 2.1. megjegyzés nyilvanvald a 2.1. definiciébdl és mutatja azt is, hogy hogyan
viselkedne a g fiiggvény konjugalt fiiggvénye, ha a g fiiggvény értelmezési tartomanya-
nak valamely részhalmazara definialnank. PETERSON [3] emlitett cikkében a tetszs-
leges g fiiggvény konjugalt fiiggvényét a g fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy
kiippal elmetszett részére definialta. A 2.1. megjegyzésbdl nyilvanvald, hogy kiilon-
b6z6 kiipok esetén mas és mas konjugalt fiiggvény adaodik.

2.2. Megjegyzés ( Fenchel-egyenlitienség).
A 2.1. definiciébol adodoé egyenlGtlenség

gx)—h(y)= (x,y) VYx€D, és VYyED,.

A definiciobdl még az is lathatd, hogy konjugélt fiiggvény nem mindig 1étezik,
azaz el6fordulhat, hogy D,=0.

2.2. Definicio. TetszGleges h: R"—~R konjugdlt fiiggvény esetén a fiiggvény
epigrafja a kovetkez6 halmaz

epih:={(y,®): « = g(x)—(x,y), ahol y€D, és a€R}.

Az epigraf ennél altalanosabb definicidja megtalalthaté ROCKAFELLAR [6] kény-
vében.

2.1. LemMA. Ha a h figgvény 1étezik akkor
1°a D, konvex halmaz és a h konvex fiiggvény,
2° a h fiiggvény epigrafja zart halmaz.
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Bizonyitds. 1° Legyen y;, y,€ D, és 0=1=1. Ekkora
sup { /1(x)+/2(x)} = sup f;(x)+sup £ (x),
x€4 x€A x€EA
ahol ASR", egyenlStlenséget figyelembe véve az alabbi dsszefiiggést nyerjiik :
h(Ay+(1=2)y,) = sup {2(x)—(x, Ayt (1=} =

= xsgll)) {Algx) =, yl+ (1 =D)[g(x)—{x, yo)l} =
= sup A{g(x)—(x, yoy+ sup (= {g(x)—<x, )} =
= lxsélll; {8~y +(1-4) 52111)9 {8()—{x, 23} = Ah(p)+ (A —Dh(p,).

Tehat a h konvex fiiggvény és a D, konvex halmaz.
2° Az epi h halmaz zartsaga a definiciojabol nyilvanvalo, hiszen az epih z4rt fél-
terek metszete.

ROCKAFELLAR [5] cikke szerint ezt az 4llitast el§szor FENCHEL igazolta.

3. Az altalinos feltétel nélkiili geometriai programozisi feladatpar
és alapvet6 lemmaja

Ebben a fejezetben az 4ltaldnos feltétel nélkiili geometriai programozasi prob-
1éma primal és dual feladatat definidljuk. Definiciénk eltér a PeTersoN [3] 4ltal adot-
t6l. Amig PETERSONRAl a dudl célfiiggvény — mint ahogy azt a 2.1. megjegyzés mu-
tatja — fiigg a primal feladat megengedett megoldashalmazanak elS4llitdsaban sze-
repl6 kiptol, addig esetiinkben, hiszen a teljes D,-n definidltuk a g fiiggvény konju-
galtjat, ez nem 4ll fenn. Tehat esetiinkben a fiiggvény csak a g fiiggvénytdl fiigg. Az
€l6z8 gondolatmenet mutatja, hogy PeTERsONn&l a dudl feladat célfiiggvénye fiiggott
a primal feladat megengedett megoldashalmazatdl (és a primél célfiiggvény fiiggetlen
volt a dual feladat megengedett megolddshalmazatdl), azaz a feladatpar egymas meg-
engedett megoldashalmaz4tdl vald fiiggése nem volt szimmetrikus. Dolgozatunkban
kisérletet tesziink egy — az €l6z8 értelemben — szimmetrikusabb feladatpar elalli-
tdsira. Ebben a szimmetrikus feladatparban a dudl célfiiggvénye fiiggetlen lesz a pri-
mal feladat megengedett megoldashalmazatdl. Kitiizott célunk eléréséhez alkalmas
segédeszko6zt nyijt a tetszGleges fiiggvény konjugdlt fiiggvényére 4ltalunk alkalmazott
definicio.

Primdl feladat: Legyen g:D,~R tetszSleges fiiggvény, ahol D,SR" és KSR"
tetsz6leges kup.

P:=D,NK,

sup {g(x)|x€ P}.

Figyeljiik meg, hogy a primal feladat definicidjaban egyetlen megkétést tettiink,
mégpedig azt, hogy a P halmaz a g fiiggvény értelmezési tartomanyanak és egy R”-beli
— nem feltétleniil konvex kupnak a metszete legyen. Nyilvan el6fordulhat az az eset
is, amikor P=0. Ekkor legyen sup {g(x)|x€ P}= —os.
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Duadl feladat: Legyen h a primal feladat célfiiggvényének a konjugalt fiiggvénye.
Ekkor
1):==l%(7](ﬁ
inf {h(x)|x€ D},
ahol K* a K kiip polarisa.
Ismert, a Minkowski tételbél (PrEKOPA [4]), hogy a K* kap. Konnyen lathato,
hogy a K kip nem feltétleniil konvex kup, de a polarisa mar konvex kup és a Farkas-
tétel (PREKOPA [4]) értelmében a K™ =convK. A fentieket is figyelembe véve igaz a

3.1. Megjegyzés. A 2.1. lemma miatt a dudl feladat célfiiggvénye h konvex fiigg-
vény és a D konvex halmaz, tehat a dual feladat konvex programozasi feladat.

3.2. Megjegyzés. Mivel a h fiiggvény epigrafja zart, ezért korlatos D halmaz
és P=0 esetén létezik y€D gy, hogy
N = h(T
inf h(y) = h(5),
azaz létezik optimalis megoldasa a duél feladatnak.

A fenti allitds nyilvanvalo, hiszen korlatos halmazon zart fiiggvény barmely
nivohalmaza is zart. A nivéhalmazokon h felveszi a minimumat. A nivohalmazok az
epi h részhalmazai. A nivéhalmazokon felvett minimumértékek a zart epi h halmazon,
h konvexitasa miatt, alulrdl korldtos sorozatot alkotnak, ezért a h fiiggvény felveszi
a minimumat a D halmazon.

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

P*:={x|x€ P és x primal optimalis megoldas},
D*:={x|x€D és x dudl optiméalis megoldas},

o =supg(x) és y= inf h(x).
x€EP x€D
3.1. LEMMA (alaplemma). Ha xe P és yeD, akkor
g(x) = h(y),
és egyenl@ség pontosan akkor van, ha h(y)=h(y) és
g(x) = sup {g(X)— (%, )}
%CP
Bizonyitds. Figyelembe véve a primdl és dudl feladat definiciojat, valamint a
2.1. definiciot, a P& D, feltétel miatt adodik a kovetkezd Osszefiiggés:
[ h(y) = sup {g(x)=(x, »)} = sup {g®—E=h(n =

@3.D x
= g(x)—(, y) = gx),
ahol az utolsé egyenlStlenség, azért igaz, mert x€K és ye K* feltételekbdl (x, y)=0,
azaz —(x,y)=0 adddik, tehat
h(y) = g(x).

Ha g(x)=h(y), akkor természetesen h(y)=h(y) és (3.1) utols6 két egyenlst-
lenségében egyenlfség all, azaz

g(x) = sup {gx)—& )} =h(»).
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Megforditva, (3.1)-ben a h(y)=h(y) feltétel miatt az els6, a g(x)=
=sup {g(%)—(X, y)} feltétel miatt pedig a masodik és harmadik egyenlStlenség is

XEP
egyenldséggel teljesiil, igy g(x)=h(y).
Ezzel az alaplemmat belattuk. [
Az alaplemmabdl elemi ton nyerhet8k az alabbi kovetkezmények :

3.1. KOVETREZMENY. 1° Ha P#0 akkor a dual feladat célfiiggvénye alulrél
koriatos. |

2° Ha D=0 akkor a primal feladat célfiiggvénye feliilc8l korlatos.

3.2. KOVETKEZMENY (gyenge equilibrium). Ha x€P és yeD esetén g(x)=
=h(y), akkor x€ P* é&s ycD*, tovabbi (x,y)=0. ||

Az el3z8 kovetkezmény mutatja, hogy ha az optimalis megoldasok esetén felvett
fliggvényértékek egyenlSk, akkor az optimalis megoldasok kielégitik az un. komple-
mentaritas: feltételt, azaz (x, y)=0.

4. Koszonetnyilvanitas

K&szonetet szeretnék mondani Krarszky EmiLnek és TERLAKY TAMAsnak a
munkam soran nytjtott hasznos tanacsaikért.
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1111 BUDAPEST

ON A GENERAL UNCONSTRAINED GEOMETRIC PROGRAMMING
PROBLEM

T. ILLES

Our paper presents a possible generalization of geometric programming problems. Such a gen-
eralization was proposed by PETERSON [3], based on ROCKAFELLAR'’s [5] conjugate theory. Using their
results we define a slightly different, more symmetric dual of general unconstrained geometric pro-
gramming problem.

In the second paragraph the conjugate function is defined and some of its properties are demon-
strated. In the third paragraph the general unconstrained geometric programming problem and its
dual pair is introduced. Finally some fundamental properties of general unconstrained geometric
programming problem are proved.
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GLOBALIS HEURISZTIKUS ELJARASOK
A DISZKRET PROGRAMOZASBAN:
EGY SZTOCHASZTIKUS MEGKOZELITES

VIZVARI BELA

Budapest

A dolgozat munkahipotézis gyandnt egy sztochasztikus modellt allit fel a kovetkezd problémara:
hogyan kell egy heurisztikus eljaras ismételt alkalmazésait egy diszkrét programozasi feladat esetében
Ggy megszervezni, hogy a szamitdsi kbltségek ey adott hatart ne lépjenek til és az optimalis megoldast
a lehetd legnagyobb valoszinliséggel megkapjuk.

1. Bevezetés

A heurisztikus eljardsokat a diszkrét programozasban abbél a szempontbodl
szoktak vizsgalni, hogy az altaluk szolgaltatott megengedett megoldasok mennyire
kozelitik meg az optimumot (vagy az optimumérték valamilyen tecslését), a végre-
hajtasukhoz sziikséges id6 mekkora és hogyan aranylik a teljes megoldas idejéhez.
Ez az ardny egyes esetekben igen nagy (Hillier tipusi mddszerek ), maskor azonban
igen kicsi. Dolgozatunkban ezzel az utobbi esettel foglalkozunk. Ide tartoznak az egy-
szer{ibb strukturaju feladatok — hatizsak, altalanositott hatizsak, halmazfedési prob-
Iéma — heurisztikus modszerei.

A probléma, amit vizsgalunk, a kévetkez8. Egy felhasznald jelentkezik egy olyan
nagyméretli problémadval, aminek megoldasa egzakt moddszerekkel reménytelennek
tiinik. (A méret relativ nagysaga fiigg a feladat szerkezetét6l. A korabban mar emlitett
specialis feladatok esetében az altalanos feladatokhoz viszonyitva t6bbszoros méretii
feladatok jelentenek ugyanakkora szamitastechnikai nehézséget.) Mi a teend6 ekkor?
Nyilvan heurisztikus moédszereket fogunk alkalmazni. A felhasznald a nagyméretii
probléma ,,megoldasa”-ért hajlandd egy bizonyos hatarig fizetni. Ez a hatar joval
folotte van egy heurisztikus modszer egyszeri végrehajtési koltségének. Eppen ezért
eljarasunkat ismételten alkalmazni fogjuk. A dolgozatban arra kivdnunk moddszert
adni — a kizarélagossag igénye nélkiil —, hogy hogyan lehet a heurisztikus algorit-
musok ismételt végrehajtdsabol egy rendszert szervezni, hogy a felhasznilonak minél
tobbet garantalni tudjunk. Ez a tébb jelen esetben az optimalis megoldas megtalalasa-
nak nagy valosziniisége lesz adott raforditasok mellett.

A koltségeket mind gépidében, mind pézben szdmolhatjuk. Mivel ezek kozvet-
leniil atvalthatok egymasba, ezért a tovdbbiakban mindig gépidSkorlatot feltétele-
ziink.

FARKAS MIKLOGS irja a szimultdn tanuldsrdl sz616 [3] cikkének befejezésében;
,,Ahhoz azonban, hogy értelmes kisérletet folytassunk, értékelhet6 mérési adatokra
tegyiink szert, bizonyos elméleti kiindulasi alapra van sziikségiink. Semmi sem
gyakorlatiasabb, mint egy jo elmélet. Itt csupan kiindulasi alapot kiséreltiink meg-
adni a mérésekhez és a tovabbi elméleti kutatashoz.” A jelen dolgozat is pontosan
ebben az értelemben vett munkahipotézis.
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2. Heurisztikus modszerek altalanos tulajdonsagai

Eljarasunkat a 0—-1-es esetre fogjuk kidolgozni, ezért a heurisztikus modszerek
altalanos tulajdonsagait is ennek megfelelGen fogalmazzuk meg.

Egy diszkrét programozasi feladatot két tényez$ hataroz meg alapvetSen: a meg-
engedett pontok halmaza és a célfiiggvény.

Egyes heurisztikus eljarasok csak specidlis feladatokra vonatkoznak, ami mind
a megengedett vektorok halmazanak, mind a célfiiggvénynek jelentheti bizonyos rog-
zitett tulajdonsagait. Itt azt feltételezziik, hogy a majdan elvégzendd atalakitasok nem
vezetnek ki ebbdl a korbal.

Tehat egy feladatot egy

Q.1 (S, f)

par hatdroz meg, ahol

Sc{o, 1}
és
/*R" - R
A megoldando feladat pedig
(2.2) max f(x)
X€S.

A heurisztikus eljarastol csak annyit koveteliink meg, hogy egy binaris pontot
adjon. Ez nem jelenti azt, hogy ennek a pontnak megengedettnek kell lennie. Ennek
az elsG pillanatra meglepd ténynek az a magyarazata, hogy sok esetben egyetlen meg-
engedett megoldas megadisanak nehézsége elméleti szempontbdl megegyezik a teljes
feladat megoldasanak nehézségével. Ez a helyzet példaul az altalanos diszkrét progra-
mozasi feladat esetében is.

‘Tekintsiink most egy (2.2) alaka feladatot. A korabbiak szerint egy heurisztikus
eljaras ehhez a feladathoz egy binaris vektort rendel, amit heurisztikus megoldasnak
neveziink. Most a dimenzié régzitve volt. Ha ebbdl a feladatbol valamely egyszerii
transzformaciéval egy alacsonyabb dimenziés feladatot nyeriink és alkalmazzuk az Gj
problémara ugyanezt a heurisztikus eljarast, akkor nyilvan a két heurisztikus meg-
oldas nem lehet fiiggetlen egymastdl. Ezeket a tulajdonsigokat fogalmazza meg az
alabbi definicio.

2.1. Definicio. A y, (n=1, 2, ...) fiiggvények rendszerét heurisztikus lejarasnak
nevezziik, ha

(i) 7: 200°X(R" — R) {0, 1"

(ii) Legyen k egy 1 és n kozé esG egész (n=2), valamint fegy n—k és g egy n
valtozés fiiggvény, ugy, hogy

f(xl’ ""xn—k) = g(xl’ vy Mp—ks 5n~k+15 sy 5:1)5

ahol 9,=0 v. 1 (j=n—k+1, ..., n) rogzitett szdm. Legyen tovabba S és T
az n—k, ill. n dimenziés binéris vektorok egy-egy halmaza, gy, hogy

yETQ BXES, yT = (xls e Ap—ko> 5n—k+1’ ety 571)1"

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)
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Ekkor
Xn—k(sz)

St
(2.3) = (T 8)
5

A definicioban az (ii) kritérium azt adja, hogy ha a feladatban néhany véltozé
értéke J; szinten rogzitve van, akkor a heurisztikus megoldast ugy is megkaphatjuk,
hogy a megfelelo alacsonyabb dimenzids heurisztikus megoldast ezekkel a 6; kompo-
nensekkel kiegészitjiik. A (2.3) egyenlGség mindkét oldalén tehat egy-egy -dlmenznos
vektor all.

Most megfogalmazunk néhany hipotézist, amelyek a heurisztikus eljarasok 1énye-
ges tulajdonsagait vannak hivatva lefrni. Ezek és a kés6bb megadandé hipotézisek
jogossagara a dolgozat végén visszatériink.

A bevezet8ben mdar emlitettiik, hogy korlatozni akarjuk a raforditasok, vagyis a
szamitasok mennyiségét. Ehhez ismerniink kell, hogy ez milyen mennyiségekbdl tevs-
dik &ssze. Mivel a heurisztikus eljardsunkat ismételten végre fogjuk hajtani, a szi-
mitdsok egy jelentss része innen fog adddni.

n

L Hipotézis. A y, fliggvény egyszeri kiértékelésének, tehat a heurisztikus eljaras-
nak egy n-valtozos feladatra valo egyszeri végrehajtasdnak koltsége minden természe-
tes n-re adott. Ezt a tovabbiakban c, jeloli.

Mi az optimalis megoldast szeretnénk megkapni minél nagyobb valosziniiséggel.

I1. Hipotézis. A y, fiiggvény p, valoszintiséggel ad optimalis megoldast egy tet-
szBleges n-valtozos feladaton.

2.2. Definici. Legyen f* a (2.2) feladat optimalis célfiiggvényértéke és x€S.
Azt mondjuk, hogy valamely &= 0-ra x e-kézelitd megoldés, ha

FASTic
76

3. Binaris fak

Ebben a szakaszban targyaljuk azokat a kombinatorikus segédeszk6z6ket, ame-
lyekre az eljardsunk tdmaszkodni fog.

3.1. Definicid. Egy véges iranyitott fat binaris fanak neveziink, ha minden csics-
nal a befuto élek szdma legfeljebb egy és a kifut6 élek szama vagy kettd, vagy a csiics
végpont.

3.2. Definicid. Egy irdnyitott grifban egy csticsot gydkérpontnak neveziink, ha az
illet& csticsndl a befutd élek szdma nulla. Tovabba egy pont végpont, ha a kifuté élek
szama nulla.

3.1. TereL. Egy G bindris faban pontosan egy gyokérpont van.
A bizonyitast elhagyjuk, mert az a szokésos grafelméleti eszkozokkel kénnyen
elvégezhetd. Hasonléan kénnyi a kovetkezd allités is.
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3.2. Lemma. Egy G binaris fa gyokérpontjabol minden csicsdhoz vezet iranyitott
ut.

3.3. Definicié. Legyen G binaris fa és v a gyokérpontja, w pedig egy tetszéleges
tovabbi pontja. Azt mondjuk, hogy w a k-adik szinten van, ha v-bSl w-be k hosszlisagi
irAnyitott Ut vezet. A v pont szintje 0.

A cstcsok szintjei egyértelmiien meghatarozottak. Ha ugyanis nem ez volna a
helyzet, akkor G, illetve a neki megfeleld iranyitatlan graf tartalmazna kért, ami nem
lehetséges, 1évén G fa.

Mindezck alapjan Ggy kell elképzelniink egy bindris fat, hogy egy csicsbél — a
gyokérpontbol — kiindulva bizonyos pontokbdl tovabbi két kifelé mutato élt huizunk
be.

3.4. Definicié. Egy G binaris fat n-szintii teljes binaris fanak neveziink, ha G
minden végpontja az n szinten van.

3.3. LEMMA. Az n-szintii teljes bindris fa csucsainak szdma V,=2"+1—1, éleinek
szama E,=2"*+1-2,

Bizonyitds. Mivel fardl van szé, ezért nyilvan elég csak a csiicsokra vonatkozo
allitast igazolni. Legyen O=j<n. A k-adik és a (k+ 1)-edik szint k6zott a csticsok
szama megduplazodik. Mivel a 0. szinten egy cstics van czért a szogpontok szdma:

Sok=oy,
k=0

3.5. Definicio. Legyen G egy olyan binaris fa, hogy barmely végpontjanak szintje
legfeljebb n (n=1). Legyen d az a nemnegativ egészekbdl 4116 n-dimenzids vektor,
amelynek k-adik komponense, d;, azt mutatja meg, hogy G-nek hany végpontja van
a k-adik szinten. Ekkor a d vektort a G bindris fa stratégiajanak nevezziik.

3.4. TéreL. Egy d nemnegativ egészekbdl 4116 vektor akkor és csak akkor egy G
binaris fa stratégiija, ha

G.0) 3 2nki, = ",
k=1

A bizonyitds BENDE SANDOR [2] cikkének 1° és 1°” pontjaiban megtalalhatd.

3.5. TETEL. Legyen d egy n-dimenzids vektor, mely a G bindris fa stratégigja.
Ekkor G csicsainak szama

o+l __ | 2"' dk(zn—-k+1_2)'
k=1

Bizonyitds. Vegyinik egy n-szintii teljes binaris fat, ebben egy &-vel izomorf rész-
grafot. A részgraf egy k szintd végpontja alatt a teljes fanak 2"—*+1—2 csiicsa van.
Ha ezt a szamot a részgraf Osszes végpontjara levonjuk a teljes fa csticsainak sz4mabol,
a tételbeli egyenletet nyerjiik.

A 3.4. tétel kapcsolatban van az informacidelmélettel. Mivel a targyaldst nem
akarjuk megtorni, ezért erre a Fiiggelékben tériink vissza.
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A tovabbiakban azt a kérdést vizsgaljuk, hogyan lehet elGallitani adott stratégiaju
binaris fat. Megadunk egy altalanos algoritmus keretet, amely lépésenként — azaz
egy-egy csucsbdl indulod két él behuzasdval — épiti fel a nekiink kivanatos fat. Az al-
goritmus végrehajtasa soran a mar generalt fa megfelel valamely, allanddan véltozé
stratégianak. Ezt a pillanatnyi stratégiat fogjuk jelolni g-vel. Az a stratégia pedig,
amelyhez tartozé fat akarunk, legyen d, ahol d:=0.

Bevezetjitkk minden k szinthez a 7, mennyiségeket. Ezek szemléletes jelentése,
hogy potencialisan #, végpontot lehet létesiteni, még a grafban a k szinten, ha minden
magasabb j szinten (j<k) létrehozunk d; végpontot. Legyen tehat

k
tk = .Z;(gj_tlj)zk_".
i=

Természetesen 7, is csak a pillanatnyi allapotot tiikrozi, az algoritmus minden lépése
utan valtozhat.

3.6. TETEL. Tekintsiink egy olyan algoritmust, amely binaris fat épit fel és egy
rogzitett d==0, a (3.1) egyenletet kielégité nemnegativ egészekbsl allé n-dimenzids
vektor mellett eleget tesz az alabbiaknak:

(1) kezdetben g,=2; g,=0, j=2,...,n,
(i1) mindig csak az egy csiicsbol kiinduld két élt hiizzuk be,
(i1) csak olyan csuicsot bontunk ketté, amelynek & szintjére 1,>0,
(iv) az eljaras csak akkor fejezGdik be, ha mindazokra a k-szintekre, amelyekre
t,>0, avégpontok szidma zérus.

Ekkor az algoritmus eredményeképpen kapott binaris fa olyan, hogy nincs n-nél
alacsonyabb szintii végpontja és stratégiaja éppen d.

Bizonyitds. Az (ii) kovetelménybdl koévetkezik, hogy n-nél alacsonyabb szintii
végpontot csak gy nyerhetiink, ha legalabb egy n-szintii pontbdl kiindulé két élt
behizunk. Ehhez azonban az kell, hogy valamikor #,=0 teljesiiljon. Viszont

= 3 (g=dp2~I= g2~ > d;2),
j=1 Jj=1 Jj=1

A (3.1) egyenl8ség alapjan itt mindkét Gsszeg értéke 2%, tehat ¢, értéke barmely pilla-
natban nulla. Ebbdl azonnal koévetkezik az algoritmus végessége is, hiszen Osszesen
véges sok pontbol indulé élek behizasarol donthetiink.

Azt kell tehat belatnunk, hogy a végeredményiil kapott bindris fa h stratégidja
megegyezik d-vel.

Mindenesetre h;=d,. Ugyanis az (i) alapjan kezdetben g,=d,. Masrészt 1, =
=g, —d,. Ha ez az érték pozitiv, akkor van végpont az 1 szinten és a (iv) kritérium
szerint az algoritmus még nem fejez6dott be. A végességbdl kovetkezik, hogy késGbb
valamelyik 1 szintii csicsbol indulé éleket is be kell hizni. Azonban amikor g,=d,
lesz, akkor #;=0, és a tovabbiakban 1 szinten levd csucsbol nem inditunk tobb élt.

Indirekt mdodon tegyiik fel, hogy h és d nem azonos. Legyen p az a legkisebb index,
amelyik komponensben kiilénbodznek. Tehat

hy=dy, k=1,..,p—1 é h,=d,.
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Ha h,>d,, akkor az algoritmus befejeztével
(3.2) t,=h,~d, =1,

és ebbdl az is kovetkezik, hogy van p szintii végpont. Ekkor viszont (3.2) ellentmond
(iv)-nek.

Tehét csak a h,<d, eset fordulhat €l§. Vizsgiljuk a bindris fat, azutan, hogy
utoljéra p szintii csicspontbdl hiztunk be éleket. Ezutdn a 1épés utan r, értéke mar
nem valtozott. A késGbbi valtoztatasok a binaris fém vagy a p szint alatt torténtek
és ezek a definicié szerint nem jatszanak szerepet a 1, érték kialakitasaban, vagy a p
szint f6l6tt. Az utGbbi esetben, ha a valtoztatas egy j<p szinti csicsbdl indulé élek
behtizésa volt, akkor g;., 2-vel val6 novelése, illetve g; 1-gyel val6 csokkenése miatt
t, valtozasa: )

2.2p=d=1__2p=J =,

Vizsgaljuk meg ¢, értékét az emlitett utolsoé p szintii valtoztatas utan. Az elgbbi-
eknek megfelelSen, p kitiintetett szerepét felhasznélva:

) .
tp = ZZP'J(hj—dJ) = hp_dp =< O,
ji=1
ami (iii) miatt lehetetlen.

BENDE SANDOR is megmutatja az 1° és az 1°° pontokban, hogy barmely binaris fa
felépithetd az (i) és (ii) kovetelményeknek elget tev§ algoritmussal, nala azonban egy
csics kettévagdsa az éppen 1étezG faban a két legalacsonyabb szint valamelyikén
torténik.

4. Egy globalis heurisztikus eljaras

A szokésos heurisztikus eljarasokat lokalis eljardsoknak gondolhatjuk. Ugyanis
a gyorsasag kovetelménye sziikségképpen magaban foglalja azt, hogy az eljiras nem
tekinti 4t a feladat egészét, igy a szolgaltatott pont is csak valamilyen kérnyezetben
lesz j&, nem feltétleniil az egész feladatra vonatkozdan.

Nulla-egy valtozokon értelmezett optimalizalasi feladatok megoldé algoritmusai
kézill nagyon sok miik6dik igy, hogy beletartozik az alabbi altaldnos keretbe. A fel-
adatot vagy masképp fogalmazva, a megengedett megoldasok halmazit két részre
bontjuk azaltal, hogy egy kitiintetett valtoz6 az egyikben csak az 1, a masikban a 0
értéket veheti fel. Az igy létrejott részhalmazokat mds valtozéra vonatkozd érték-
adassal Ujabb darabokra véghatjuk ketté. Vegyiik észre, hogy igy egy bindris fat
hozunk létre, ahol a szégpontok a megengedett megoldasok bizonyos halmazai, az
élek pedig egy halmazbdl mindig annak valamely részhalmazaiba mutatnak. Ezt a da-
rabolasi eljarast mindaddig folytatjuk, mig a kapott kisebb feladatok mar valamilyen
eszkozzel meg nem oldhatdk.

Az itt javaslandé globalis heurisztikus eljaras alapgondolata az, hogy a részfel-
adatok megoldasat helyettesitjitk a heurisztikus algoritmusnak az illet8 részfeladatra
valé alkalmazésaval. Tehdt a keletkez$ bindris fa minden végpontjidban egy lokalis
heurisztikus eljarast hajtunk végre. Azonban ezek egyiittesen a teljes feladatra globalis
informAciot tartalmaznak azon a szinten, amelyet a binaris fa a feladathoz viszonyitva
képvisel.
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A tovabbiakban olyan d stratégia meghatarozasat vizsgaljuk, hogy ha a megen-
gedett megoldasok részhalmazain létrehozunk egy, a d stratégianak megfelelS binaris
fat, és a fa végpontjai altal reprezentalt részfeladatokra alkalmazzuk a heurisztikus
eljarasunkat, akkor

— minimalis szamitdsi koltséggel,

— legalabb egy adott p, valészinliséggel megtalaljuk az optimalis megoldast
vagy,

— adott korlatot meg nem haladé szamitasi koltséggel,

— maximalis valosziniiséggel talalunk optimalis megoldést.

Az az esemény, hogy egy adott dgban a heurisztikus eljards megtaldlja az egész
feladat optimalis megoldasat két esemény egyidejli bekGvetkezését koveteli meg, neve-
zetesen : abban az dgban kell lenni az optimdalis megoldasnak és a heurisztikus elja-
rasnak meg kell talalnia az adott ag 4ltal reprezentalt (rész)feladat optimalis megolda-
sat. Mivel megadhatok feladatok ugy, hogy a kiilonbdzé feladatokban azonos vél-
tozokat azonos értéken rogzitve a megengedett megolddsok halmaza és a célfiigg-
vény azonos legyen, mig ugyanezen valtozOk més rogzitett értékrendszere esetén
a megengedett megolddsok halmazai lényegesen kiilonboznek egymastol. Ezért a ko~
vetkez§ hipotézissel éliink :

11l. Hipotézis. Az a két esemény, hogy egy adott dgban van optimalis (e-kozelitS)
megoldas és a heurisztikus eljards megtalalja azt, fiiggetlen egymastol.

1V . Hipotézis. Annak valoszinilisége, hogy az optimalis megoldas egy adott agban
van, az ag nagysagaval aranyos.

Tovabba az alabbi egyszeriisits feltételezéssel éliink, mely ugyan nem mindenkor,
de az esetek dont6 tobbségében igaz:

V. Hipotézis. A feladatnak csak egy optimélis megoldasa van.

Egy 4g annil nagyobb, minél magasabb szinten van a mgfelel6 végpont. Ha egy
dgban k kiilonboz8 valtozot régzitettiink, vagyis az g a k szinten van, akkor a kere-
sett valdszintiség a IV. hipotézis és a 3.4. tétel alapjan:

1
—?:k_‘

Ez a feltételezés nyilvin jogos mindaddig, amig ezzel ellenkez§ informécidt nem
nyeriink. Erre azonban csak a feladat megolddsa soran van lehet8ségiink. Tehat a
szamitasok kezdete elGtt, amikor a kovetend§ stratégiankat kivanjuk meghatarozni,
még szitkségképpen ezen feltételezés mellett kell dolgoznunk.

Tehat annak valdsziniisége, hogy a bindris fa egy k szintii végpontja 4ltal repre-
zentalt feladatban megtalaljuk az optimalis megoldast (a 2. szakasz jeloléseit hasz-
nalva) n binaris valtozd esetén

Pn—x

2k

Mivel — az alternativ optimumok esetét8l eltekintve — az optimalis pont elhe-
lyezkedése a kiilonboz8 dgakban egymast kizard eseményeknek felel meg, ezért egy
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d>0 stratégianak megfelel binaris fa esetén az optimalis megoldas megtalalasinak
valosziniisége

z djpn—j
i;; 2

lesz. Ennck az Gsszegnek kell nagyobbnak lennie az adott p, értéknél. A feltételeink
tehat a d stratégiara:

Zn'djzrl—j —_ 211’

j=1
n d.p"_.
@.1 ,-g; ’2j L = p,,

d;=0 egész k=1,..,n

Vizsgaljuk meg a felmeriild szamitasi koltségeket. Ezek részben a bindris fa 1ét-
rehozasabol, részben a heurisztikus modszerek végrehajtasabol szarmaznak.

Az utébbiak meghatarozasa az egyszeriibb, ezért ezzel kezdjiikk. A d stratégiat
elfogadva az n—k valtozds feladatok koziil di-ra fogjuk alkalmazni a médszert, igy
az Osszes ilyen koltség

n
2 Cn—kdk
k=1
lesz

A bindris fa 1étrehozasinak 4ra ardnycs a fa éleinek szamdval. A 3.5. tétel alap-
jan tudjuk, hogy a d stratégia esetén az élek szama

on+l__ o Z"' dk(2"“‘+1—2).
k=1

Legyen egy 0j ag létesitéséhez szitkséges szamitasi mennyiség a. Tehat a binaris fa
generalasahoz elvégzett munka

a@"1—2)—a 3 d (2"k1_2).
k=1

Ebbdl az
a(2" +1__ 2)

tag konstans, igy a d stratégia értékelésében nem jatszik szerepet.
Azt kaptuk tehat, hogy a szamitasi koltségek d-tSl fiiggs része

n

4.2) 2 la(=2""*1+2)+¢,_]ds
k=1
lesz. Feladatunk tehat a (4.1) feltételek mellett a (4.2) fiiggvényt minimalizalni.
Ez a megfogalmazas azt jelenti, hogy minimalis raforditas mellett legalabb egy
adott valosziniiséggel kivanjuk megtalalni az optimalis megoldédst. Természetesen
a probléma megfordithatd, hogy adott raforditas mellett az optimalis megoldas meg-
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talalasdnak valésziniiségét kivanjuk maximalizdlni. Ekkor a probléma matematikai
alakja a kovetkezd:

"d,,
maxZ Lo

> d;2n=9 = 2m,
2
(4.3) !

Zn'[a(Z—-2" i+l y o, 1d, = K—a(@+1-2),

=
d; =0, egész, j=1,..,n,

ahol K az elvégezhet§ szdmitasi mennyiség felsé korlatja.

Mind a (4.1)—(4.2), mind a (4.3) feladat egy linearis diszkrét programozisi
probléma. Megoldasa latszélag bonyolultabb, mint az eredeti feladaté, hiszen a val-
tozok nem binarisak. A valosdgban nem ilyen rossz a helyzet. El8szor is vegyiik észre,
hogy a d, valtozok koziil nagyon sok — a nagy indexiiek — bizonyosan a 0 értéket
veszi fel, mert egy ésszer(i hatarnal jobban nem fogjuk darabolni a megengedett meg-
oldicok halmazéit. Nagyon fontos kiilonbség a (4.1)—(4.2), a (4.3) probléma és egy
(2.2) alaku feladat kozo6tt, hogy amig az utdbbi csak egyszer meriil fel és akkor meg
kell oldani, addig az el6zSek megolddsa stratégiat jelent minden konkrét (2.2) prob-
1éma kezeléséhez. Végezetiil megjegyezziik, hogy amennyiben g a (4.1)—(4.2) vagy
a (4.3) feladat megoldasa, akkor az az n+1 dimenzios d vektor, amelynek kompo-
ner-eire:

d=0; di=2g_,, i=2,...,n+1

j6 kozelité megoldasa lesz az eggyel nagyobb dimenzids feladatnak.

5. Dinamikus modszerek

Az egzakt eljarasok a diszkrét programozisban felhasznalnak a heurisztikus
moédszereken kiviil még két olyan elemet, amelyeknek az alkalmazasardl kar volna
lemondanunk. Ezek a célfiiggvény becslése és a kiilonbo6z§ tesztek. Az utdbbiak altal
szolgaltathatd legfontosabb eredmények a kovetkez6k. A megengedett megoldasok
cgy bizonyos részhalmaza iires, vagy ennek minden vektoraban az egyik komponens
mindig 1 vagy 0. Az els6 esetben az adott részhalmazt nem kell tovabb vizsgalni, a ma-
sodikban pedig a meghatarozott valtozok a megadott értéken lekothetGk mindaddig,
amig az adott részhalmazban vizsgalédunk. A bindris fakon megfogalmazva az elsé
esetben a megengedett megoldasok bizonyos részhalmazinak megfeleld pont egyben
végpont, a masik esetben pedig a fa adott pontjabol csak egyetlen él indul kifelé. Ezt
a lehetBséget korabban kizartuk. Az esetleges zavarokat elkeriilendd ilyenkor mindig
ugy fogjuk tekinteni a fat, hogy a masik élt is behuztuk, de annak végpontjabol to-
vabbi élek nem indulnak ki.

A tovabbiakban feltessziik, hogy a (2.2) feladat f(x) célfiiggvénye nemnegativ.
Az esetek dontd tobbségében egyszerii atalakitasokkal ez elérhetd.

A legegyszeriibb esetben, amikor csak fels6 becslést hasznalunk a heurisztikus
eljardson kiviil, modszertink a koévetkezd lesz. Elre eldontjitk, hogy milyen d stra-
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tégiat valasszunk, és egy ennek megfelels fat épitiink fel fokozatosan. Az eljarast
a 3.6. tétel kovetelményeinek betartdsaval végezziik. Nagyrészt szabad keziink van
a kovetkezd 1épésben felbontandd csiics kivalasztasanal és teljesen t8liink fiigg, hogy
a felbontds milyen kritérium (mely valtozd) szerint térténik. Konnyen lathatd, hogy
lényegében nem torténik mas, mint végrehajtjuk egy korlatozas és szétvalasztas tipusa
algoritmus ,tetejé”-t. Tehat a kovetkezd cstcs kivalasztasanal hasznalhatjuk bar-
melyik, a korlatozas és szétvalasztas tipusu eljardsokban szokasos taktikat. Ezek nem
hasznalnak fel mast, mint a fa strukturdjat és a becsléseket. Részletes leirast ad ré-
luk [51.

Ha kozben az egyes végpontok altal reprezentalt feladatokra alkalmazzuk a heu-
risztikus eljarasunkat és megengedett megoldashoz jutunk, akkor ugyancsak a korla-
tozas és szétvalasztas tipust eljardsokban szokdsos moédon mindazon végpontok
tovabbi vizsgalata feleslegessé valt, amelyekhez tartozé becslés rosszabb, mint a mar
ismert megengedett megoldas célfiiggvényértéke.

A felbontandd cstics kivalasztasara felmeriil egy a szokésostol némileg eltérd
lehet8ség is. Mindig azt a cstcsot bontjuk fel, ahol a legnagyobb a valésziniisége
annak, hogy az adott részhalmazban van az optimalis megoldas. Kordbban a 4. sza-
kaszban, amig a megoldando feladatrél semmi informéciénk nem volt, azt mondot-
tuk, hogy annak a valdsziniisége, hogy a keresett pont egy adott dgban van, csak az
ag nagysagatol fugg. 1d6kozben azonban tovabbi informécidkat, nevezetesen becs-
léseket kaptunk. Nyilvinvald tehat, hogy a valdszinfiségnek fiiggnie kell ettdl is.
Természetes kovetelménynek tiinik, hogy a keresett valdszinliség mind az 4g, mind
a becslés nagysagdban monoton novekedjék. Az algoritmus végrehajtdsa sordn az
dgak relativ nagysdga allandoan valtozik, ugyanis a bindris fa egyes pontjairdl kide-
riilhet, hogy ott biztosan nem lehet az optimélis megoldés, tehat ezekkel a tovabbiak-
ban nem kell szamolni. Legyen a vizsgalt cstics C, a relativ nagysaga g.. Az Osszes ag
egyiittes teriiletét 1-nek vessziik, tehat

0<qc§l.

A C halmazon a fels6 becsiés legyen f. Ekkor jeldlje pe annak a valdszintiségét,
hogy az optimalis megoldds C-ben van. Ezt pc=p(q¢, fc) alakban kereshetjiik a
mindkét valtozéjaban monoton novs p( .,. ) fiiggvényre vonatkozé valamely ésszerti
feltételezés mellett. Felbontdsra tehdt ekkor azt a csucsot valasztjuk, ahol a p(.,.)
fiiggvény értéke a legnagyobb.

MielGtt a tovabbi részletekbe belemennénk, ki kell térni egy fontos kérdésre.
Emlitettitk mar, hogy egyes dgak vizsgdlata anélkiil abbamaradhat, hogy a megfelel
részfeladatra alkalmaznank a heurisztikus eljarast, illetve a fa sziikséges tovabbi épi-
tését ebbdl a csticsbol végeznénk. Ha az ilyen végpontok szdma megnd, akkor els-
fordulhat, hogy egy d stratégiaju fa Iétre sem hozhat6. Legyen h az a vektor, amelynek
h, komponensei megadjak, hogy a k szinten hany lezart 4g van. Egy g akkor lezart,
ha nem lchet benne az optimalis megoldas (a becslése rossz, vagy megengedett meg-
old4s sem lehet benne), vagy az adott csiicsbol kiindulva végrehajtottuk mar a heu-
risztikus eljarast.

A 3.6. tétel jeloléseitS] némileg eltérve legyen a pillanatnyi stratégiat leiré vektor
g+h

Vizsgaljuk meg a k-adik szinten biztosan felbonthaté cstcsok pillanatnyi sza-
mat. Ha

h, = d,
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akkor mar megkaptuk a d stratégidnak megfelel§ szamu végpontot a k szinten, ezért
minden még le nem zArt csics, ami ezen a szinten van, felbonthaté, vagyis dsszesen
g.- Ha

h, < d,,

akkor a biztosan felbonthat6 csucsok szama
g th—d,.

Ha ez az érték negativ, akkor az azt jelenti, hogy ha ezen a szinten lev$ csticsokbodl
egyet sem bontunk fel, akkor is a magasabb szinteken levSkb6l gy kell tovabbi éle-
ket behuzni, hogy a keletkez8 0j végpontok kéziil legalabb d,—h,—g, a k-adik
szintre essék. Mindezek alapjan a k-adik szinten jelentkezd tartalék

k
G.1) t = > min(g;, g;+h;—d)2".
=)

Tehét £ az a mennyiség, amit a k-adik szinten levd csiicsok koziil fel lehet bon-
tani — figyelembe véve a késGbb esedékes magasabb szinten levd felbontasokat is —
anélkiil, hogy a d stratégidt megsértenénk. A késSbbiekben t* jeldli az (5.1)-ben
definialt mennyiségekb6l alkotott n-dimenzids vektort. Ez tehat mindig pillanatnyi
értéket képvisel.

Most ratériink a tesztek hasznalatdra. Alkalmazéasuk csak akkor célszerii, ha a
varhatod szamitési megtakaritas nagyobb, mint az ugyanilyen rafordités.

Tegyiik fel, hogy az a csucs, ahol a teszteket alkalmazni kivanjuk, az m szinten
van és segitségiikkel az m szintrél a p szintre ugrunk.

Ebben az esetben a tesztek eredménye, hogy az m szinten levd csticsbdl induld és
majdan generdland6 részfat helyettesithettiik egy p—m hosszasagi nttal. A fa
egészére nézve ez kétféle megtakaritast jelent. Egyrészt elmarad a heurisztikus maéd-
szer alkalmazdsa bizonyos esetekben, mdasrészt a fa tovabbi kiépitésének egy része
ugyancsak sziikségtelenné valik. Vegyiik sorba a kettt.

Legyen ti=1t* a pillanatnyi tartalékok vektora, t¥ pedig a tartalékok vektora
a tesztek alkalmazasa utdn. Hasonl6an a lezart dgakra definidljuk a h, és h, vektoro-
kat. Nyilvan a komponenseikre igaz a kovetkezs:

hok’ ha k=m Eok> ha k= m, p
hy=1hp+1, ha m+l=k=p, gu=18mnw—1, ha k=m
ok ha k=p gp+1, ha k=p

Ennek alapjan szdmolhaté a tf vektor is. A heurisztikus modszerek vizsgalata azért
marad el, mert nem lehet Iétrehozni a d stratégidnak megfelels fat, illetve egyes vég-
pontok alkalmatlanok a tovabbi vizsgilatra. Ezért a megtakaritds egyrészt azokon
a szinteken jelentkezik, ahol a tartalék negativva valt, vagy a negativ tartalék tovabb
csokkent, masrészt azokon a k szinteken, ahol a lezart 4gak szdma nétt, de még nem
hajtottunk végre d, heurisztikus eljarast, vagyis hy<d,. E két mennyiség nyilvan
fiiggetlen egymastol, mert a tartalék csak akkor valhat egy szinten negativva, ha egy
nala magasabb szinten a lezart agak szdma thl sok. Tehat a heurisztikus mddszerek
végrehajtadsanak elmaraddsabdl szarmazo megtakaritas a kovetkezs:

kZ [min {r, O} —rfi] cui+ kZ’ Cok-

sz;0 m=ksp
[
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A fa kiépitésének elmaradasiabol szarmazé megtakaritast csak becsiilni lehet,
mivel nem ismert a fa pontos szerkezete és benne a létre nem jové agak szerepe.
Mivel mi egy, az m szinten lev§ csticsban vagyunk, a szerkezeti modosulas csak ezen
szint alatt johet 1étre, pontosabban szélva az adott csucsbol induld részfaban. Tény-
leges megtakaritds csak akkor valosul meg, ha elmarad valamilyen dgak 1étrehozasa.
Ellenkez8 esetben ugyanis a késébb létrehozand6 fa szerkezete valtozik csak meg.
Eszerint a k szinten ha t§,<0

w, = min {15, 0} — 15

végpontot takaritottunk meg; ennyihez nem fog Ut vezetni az m szintrgl.

Altaldban az a helyzet, hogy a 0 szintrél az 1 szintre egy €l 1 csucshoz vezet.
Ugyanez az él a 2 szintre — kozvetve — 2 csticshoz, a j szintre 27! csticshoz vezet.
Tehat a j szinten levé csiics esetén a hozza vezetd utbol az i—1 és az i szintek kozott
vezetS élnek az adott csucsra esé koltsége

Ezek alapjan a mértani haladvany Gsszeg képletét felhasznalva a fa kiépitésének el-
maradasabdl szarmazo koltségmegtakaritas

ahol a egy él 1étesitésének 4ra.

Ha ismerjiik a tesztek alkalmazdsa eredményének eloszlasat (tehéat tudjuk, hogy
milyen valészinfiséggel ugrunk az m szintrdl a p szintre), akkor megkaphatjuk a meg-
takaritas varhato értékét. Az egész heurisztikus eljaras kezdetén viszonylag nagy ug-
14s esetén is aranylag kicsi lehet a megtakarités, hiszen a d stratégia elérésére a fa mas
dgain még megvan a lehetdségiink. Mégis az itt alkalmazott tesztek alapozzdk meg
a kés6bbi nyereséget. Ekkor tehat eleve egy modositott koltség/haszon ardnnyal cél-
szer(i szamolni.

A feladat megkezdésekor csak arrdl lehet képiink, hogy egy ,,atlagos™ feladat
esetén az ugras nagysaganak valoszinfiségei hogyan alakulnak, de ezt a megoldas
soran a tapasztaltaknak megfelelen allanddan korrigalni kell. Célszeriinek latszik,
hogy bizonyos id6k6zonként mindenképpen alkalmazzuk a teszteket.

Az algoritmus végeredményének nemcsak a megismert legjobb megengedett
megoldast tekintjiik, hanem az egész generalt fat az dgakon a célfiiggvény felsG becs-
léseivel és a taldlt megengedett megoldasokkal. LehetSségiink nyilik arra, hogy az
eljards utan annak eredményét utolag értékeljiik.

VI. Hipotézis. Az adott feladatosztalyra a becslés relativ hibaja egy adott elosz-
l4st kovet, azaz legyen egy dgon az optimalis célfiiggvény érték z<0, a célfiiggvény
felsS becslése f, a=>1 pedig valds szdm. Ekkor létezik egy olyan F(«) fiiggvény, hogy

.2) P(_;f » oc] — F(o).

P
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A valészintiségi valtozé szerepét (5.2)-ben z fogja jatszani. Legyen ugyanis az
ismert legjobb megengedett megoldas célfiiggvényértéke z,. Mi arra vagyunk kivan-
csiak, hogy mi a valésziniisége annak, hogy z, egyben az optimalis célfiiggvényérték
is. Ehhez az kell, hogy az eljaras sordn generalt agak egyikében sem legyen jobb meg-
engedett megoldas. Az altalunk vizsgalt dgban

i

0

o =

vélasztas esetén
1—F(x)

annak a valoszintisége, hogy az agban talalhato megengedett megoldasok célfiiggvény
értéke nem haladja meg z,-t. Tegyiik fel, hogy az eljaras folyaman M agat hoztunk
Iétre. Nekiink csak azon i dgakat kell figyelembe venni, ahol a célfiiggvény f; becs-
lésére

fi= z,.

Ha egy i 4g iires, akkor f;= — o, Igy annak valosziniisége, hogy megtalaltuk az opti-
malis megoldast

M i
(5.3) Il |1-F (—L] .
i=1 Zy
Ji=zo
Ez Osszevethets azzal a valosziniiséggel, amit a d stratégidhoz rendeltiink.
Az (5.3) képlethez hasonldan barmely ¢=>0 esetén

(5.4) j: [1 —F (-(1_—{—%2—0—)]

Ji>(1+e)zg

annak valdsziniisége, hogy a talalt legjobb megengedett pont e-kozelitd megoldas.

6. A hipotézisek jogossigarol

A hipotézisek sordban az els6 helyen azt a fentiekben ki nem mondott allitast
kell emliteni, hogy a 2.1. definicidénak eleget tevS heurisztikus médszer 1étezik. Az ol-
vas6 kénnyen meggyGzddhet arrdl, hogy a Lagrange-szorzékon alapulé eljaras ilyen
(1. pl. [8]), detobb mas mddszerrdlis be lehet bizonyitani ugyanezt.

Az 1. hipotézis minden megszoritas nélkill igaz az egy felhasznalét kiszolgald
gépeken javitd 1épést nem tartalmazé eljarasokra. (Az utébbi kitétel a Lagrange
szorzds eljdrds esetében pl. azt jelenti, hogy csak egyetlen szorzévektort valasztunk.)
JOl kozeliti a hipotézis a valdsagot, ha a javité 1épések szama erdsen korlatozott. Ez
nem mondhaté el a szomszédsag fogalmon alapulé heurisztikéra (1. [9)), itt ¢, csak
varhato értéket jelenthet. Ha egy gépen tobb felhasznalé is dolgozik egyszerre, akkor
igen jelentGs eltérések lehetnek az esetek egy el6re nehezen jelezhet$ kisebb részében.
Tobbnyire azonban az idSbeli eltérés nem jelentGs.

Azon feladatok koziil, amelyekre a jelen dolgozat vonatkozik, a legfontosabb a
linedris 0— 1 programozasi feladat. Tegyiik fel, hogy a megengedett megoldisok kon-
vex burka egy nem elfajuld, valodi n-dimenzids poliéder. Ekkor azon célfiiggvény
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vektorok halmaza, ahol az optimalis megoldas nem egyértelmii, tobb alacsonyabb
dimenzids konvex poliéder uniodja. Igy a szokdsos matematikai értelemben nullmér-
tékii halmazt alkot. Ez tAmasztja ala az V. hipotézis jogossagat.

Az cgyik legtobbet vizsgalt NP-teljes probléma az utazé iigynok feladat. Ennek
jelentds eldnye az altalunk vizsgalt problémakkal szemben, hogy a heurisztikus elji-
rasok bizonyosan megengedett megoldast adnak. A gyakorlatban ez a diszkrét prog-
ramozasi feladatokrél is elmondhato [9], bar nem bizonyithaté. KRONE és STEIGLITZ
mérték a VI. hipotézisben megadott F(a) fiiggvényt az utazd iigyndk feladatra [6].
GOLDEN és ALT itt Weibull eloszldst tételez fel [4]. Ugyancsak az utazé iigynok fel-
adatra a II. hipotézisben megadott p, valdsziniiségekhez hasonldk 1étezését feltéte-
lezi BELLMORE és MALONE [1]. LENSTRA és RINNoOY KaN kritikdjukban nem vonjak
kétségbe az ilyen valdszintiségek 1étezését [7]. Feltételezhets, hogy ezek a gondolatok
atvihet8k a diszkrét programozasi problémakra is. Ez azért nem toértént meg eddig,
mert ezek a feladatok sokkal nehezebben kiértékelhetdk.
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VIZVARI BELA } L ;
MTA SZAMITASTECHNIKAI ES AUTOMATIZALASI KUTATO INTEZET
1111 BUDAPEST, KENDE U. 13—17

GLOBAL HEURISTIC METHODS IN DISCRETE PROGRAMMING:
A STOCHASTIC APPROACH

B. VizvARI

We investigate how a heuristic method should be applied several times to solve a large-scale
zero-one programming problem. Under some hypotheses, we give integer programming models:
(i) to determine the optimal solution with maximal probability when the computation is limited in
time; or (ii) to get the optimal solution with a given probabilit y and with minimal quantity of com-
putation. The sequence of the repeated application of the heuristic method is called global heuristic
method. In our approach we design such a branch and bound type method where the solution of the
subproblems are substituted by the execution of the heuristic method. Finally we discuss the justifica-
tion of the hypotheses and show similar ideas in the literature.
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Fiiggelék : Az informicidelmélet és a diszkrét programozas kapcsolatarol

Az informacioelmélet vizsgilja azt a problémat, hogy egy viszonylag b6 alap abc
betiiit hogyan lehet gazdasagos mdodon kodolni egy tn. csatorna abc kisszamu jel-
készletébdl alkotott sorozatokkd, melyeket kodszavaknak neveziink. Mi csak olyan
kodokkal foglalkozhatunk, ahol a csatorna abc 6sszesen két elembdl all.

F.1. Definicié. Legyen »x kodszavaknak egy halmaza. Ekkor x-t prefix tulajdon-
sagunak nevezziik, ha egyetlen k6dsz6 sem meghosszabbitasa egy masiknak. Tehat
nem &ll fonn a kovetkezd eset:

k,mex; k= (ky,...,kp), m=(my,..,mp);
P=gq;
k,-=m,~, i= 1, cees P

Bevezetjiikk a kovetkezé jelolést. Egy tetszéleges k=(k,y, ..., k,) kodszéra
|k| =p, azaz |k} a k k6dszd hossza. Konnyen bebizonyithaté az

F.1. TETEL. Legyen x egy prefix kod.
Ekkor

(E.1) >
KCoe

Az (F.1) feltétel az un. MacMillan egyenlitlenség. A tétel megfordithato.

F.2. TiTEL. Jelolje P természetes szamoknak egy véges rendszerét, amelyben egy
szam tobbszor is eléfordulhat. Ha

- =1,
sep 2°
akkor létezik olyan x prefix kod, hogy ha Q jeloli a x kédszavainak hosszaibol alkotott
rendszert, akkor Q megegyezik P-vel, vagyis mindkét rendszerben egy természetes
szam pontosan ugyanannyiszor fordul el6.

F.2. Definicié. Egy x kod telitett, ha az (F.1) feltétel egyenlGséggel teljesiil.

F.3. Definicié. Egy x prefix k6d maximalis, ha egyetlen kodszé sem vehetS hozza
a prefix tulajdonsag elrontasa nélkiil.
Igaz a kovetkezG:

F.3. TéteL. Egy prefix kod akkor és csak akkor telitett, ha maximalis.

Most térjiink vissza a diszkrét programozashoz. Ebben az esetben felfoghatjuk
ugy a dolgot, hogy van egy alap abc-nk: a megengedett megoldasok halmaza; egy
kodolasi eljarasunk: a célfiiggvény, mely az el6bbi halmazbol kivalaszt egyet, neve-
zetesen az optimalis pontot és végil 1étezik egy dekddolasi eljarasunk: a diszkrét
programozasi feladat megoldasi algoritmusa.

Amikor egy leszamlalas tipusi eljarast hajtunk végre, akkor mindig kérdéseket
tesziink fel, melyekre igyeksziink valaszt kapni. A kérdés mindig ilyen tipusii:

,»lgaz-e, hogy az optimalis megoldas a vizsgalt megengedett megoldasok halma-
zanak olyan részhalmaziban van, ahol x; értéke 6.
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A vilasz elhangzdsa utan mar csak a valasznak megfelel6 megengedett megolda-
sokat vizsgaljuk tovabb. (Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban vannak felesleges kér-
dések is, mert nem minden kérdésre adhaté igenlS valasz a kérdés feltevése pillana-
taban. gy a dekédolssi eljaras egy kérdésrendszer lesz, a kédszavak pedig az egyes
pontokat definidlé kérdéssorozatokra adandé pozitiv és negativ vélaszok sorozatai
lesznek.

Példaként vizsgaljuk meg a linedris célfiiggvény esetét. Legyen x, egy megenge-
dett pont. A ¢ vektort definialjuk a kovetkez6 modon

{ 1, ha ij = 1 . 1
Cj— _1, ha xoj=03 J'— s oo N
Nyilvdn a

max ¢'x

célfiiggvény esetén x, az egyediili optimalis megoldas.

Tehat a kérdésrendszernek olyannak kell lennie, hogy egyértelmiien el6 kell tudni
allitania minden megengedett megoldast. Az egyértelmiiségbdl kovetkezik a prefix
tulajdonsdg. Amig felesleges kérdéseket nem tesziink fel, addig a megengedett meg-
oldasok megfelelS részhalmaza a bindris f4n annyiadik szinten helyezkedik el, ameny-
nyi a feltett kérdések szama. Ekkor a k6d maximalis is lesz. Hiszen ellenkezd esetben
vagy egy megengedett pontra nem tudnénk eljutni, vagy felesleges kérdést tettiink
volna fel.

Tehéat a 3.4. tétel a MacMillan egyenlfséget, ill. annak megforditdsat 4llitja a
megoldasi algoritmusunkbol szarmaz6 maximalis prefix kédra.
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VEGES ELEMEK MODSZERE NEMLINEARIS,
PARABOLIKUS TiPUSU EGYENLETEK MEGOLDASARA

FARAGO ISTVAN
Godolls

Ebben a dolgozatban a nemlinedris, parabolikus tipusi egyenletek véges elemes megoldasat
targyaljuk. Az irodalomban megtalalhatd klasszikus eredmények tobbségiikben a nemlinearitisra
vonatkozo globdlis Lipschitz-feltételekre vonatkoznak. Megmutatjuk, hogy ez a feltétel helyettesithet$
bizonyos simasdgi és pozitivitasi feltételekkel. Dolgozatunkban bebizonyitjuk a mddszer konvergen-
cidjat és annak nagysagrendjét.

1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a [7] cikkben felvetett problémak kéziil az instacionarius,
nemlinearis folyamatokat modellez§ parabolikus tipust feladatokat és azok véges
elemes megoldasi modszereit targyaljuk. Ezen feladatosztaly specifikuma a nemlinea-
ritas. A klasszikus eredmények [4], [5], [12] a nemlinearitasra vonatkozoan a globdlis
Lipschitz-feltétel mellett érvényesek. Megmutatjuk, hogy ez a feltétel kivalthaté bizo-
nyos simasagi és pozitivitasi feltételekkel. Ugyanakkor a konvergencia bizonyitdsa
érvényes marad a klasszikus feltételrendszerre is. Dolgozatunkban a [7] cikk ered-
ményeit terjesztjik ki az ottani terminologiai és jelolésrendszer megtartdsaval.
A misodik szakaszban a szemidiszkrét kozelit$ sorozat néhéany tulajdonsigat bizo-
nyitjuk, a harmadik szakaszban pedig ezen sorozatnak az eredeti feladat megolda-
sahoz valé konvergencigjat és annak a killonb6z8 normakban valé nagysagrendjét
targyaljuk. Megjegyezziik, hogy nem targyaljuk a térbeli diszkretizacié utdn nyert
ko6zonséges differencialegyenlet rendszerre kitlizott Cauchy-feladatok numerikus meg-
oldasat. Ez meghaladja a jelen dolgozat kereteit. A téma irdnt érdekl§d6knek figyel-
mébe ajanljuk a [9] és a [11] dolgozatokat.

2. A feladat kitiizése és a szemidiszkrét kozelité sorozat néhany tulajdonsiga

Tekintsiik a tovabbiakban a koévetkezd nemlineéris, masodrendii parabolikus
tipust parcidlis differencidlegyenletet :

Ju

(2.1) 5 LW =0, V(x,D€Qr = 2X(0,T),
(22) u(x, 1) =0, V(x, Nerx(0, T;
2.3) u(x, 0) = uy(x), Vx€L;

10 Alkal M, ikai Lapok 13 (1987—88)
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ahol

N9 ou
(24 L = 3 (R i)~ R o;
QCRY F, F;: R"** —~ R, uy: RY — R adott leképezésck.
Jelolje S2 az alabbi feltételrendszert [8]:

1. a) F;€C**1(Q}), ahol Q% = RXQrc RV*Y
b) E;=F,; vi,j=12,..,N.

c) léteznek olyan F,, F* pozitiv dllandok (F,=F*), hogy tetszSleges p€ RY
és (s, x, 1)EQY esetén
N

EAplt= 3 Fy(s,x, 0pip; < F*Iplk,

i, j=1

N
ahol || pll2= > p? az R"-beli euklideszi norma.
i1

2. a) ReC 1 (0%);
b) tetszGleges SER és (x, 1)€Qr esetén s- Fo(s, x, )=0;
¢) {(0,x,8) =0, V(x,HEQr;

3. a) 4, C*(Q);
b) suppy, < Q.

A tovabbiakban Sl jeloli azt a feltételrendszert, amely S2-t61 pontosan a kovet-
kezGkben tér el: az F;, F, simasigara és pozitivitdsdra vonatkozo 1.a, 2.a és 2.b fel-
tételek helyett a globdlis Lipschitz-tulajdonsdgot feltételezziik, azaz, hogy 1étezik olyan
Ly=>0 allando, hogy g=F, é g=F;, (i,j=1, ..., N) esctén

(2'5) Ig(s19x9 t)_g(s?.,xs t)l = Lﬂls.l_s2|’ Vsl,szeR

tetszdleges (x, t)€ Q4-re.

Adjunk példat olyan S2 tulajdonsagt F, leképezésre, amely nem S!-beli.

Legyen Fo(s, x, t)=s% Konnyen beldthato, hogy az S2 feltételrendszer 2. fel-
tétele teljesiil, mig a (2.5) globalis liptschitzesség nem. (Megjegyezziik, hogy hasonléan
jo példa az Fy(s, x, 1)=s-|s]° tipust fiiggvény, amely 0=4=2 esetben a reakcio-
kinetikai matematikai modellekben gyakran szerepel.) Vegyiik észre, hogy az S2 fel-
tételrendszerben az F, leképezésre kitiizott feltételek szoros Gsszefiiggésben allnak
a monotonitasi feltétellel: ha valamely 2.c tulajdonsagt fiiggvény kielégiti a monoto-
nitasi feltételt, akkor az egyben 2b tulajdonsagu is.

Tekintsiik a (2.1)—(2.3) feladatot az S2 feltételrendszer teljesiilése mellett. Ekkor
a parcidlis differencidlegyenletek elméletének megfelelGen a feladatnak 1étezik egyet-
len, klasszikus értelemben vett megoldiasa Qr-n [13]. Kénnyen belathaté az alabbi
kovetkezmény is, ami a (2.1)—(2.3) feladattal modellezett jelenségeknél gyakran
lényeges

2.1. ALLiTAs. Ha melg 1y(x)=0, akkor a (2.1)-—(2.3) feladat u(x, t) megoldasa
x
nem negativ Qr-n. .
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Bizonyitds. Nyilvanvald, hogy az S2 feltételek alapjdn az L operitor pozitiv.
Ekkor, ha taladlunk olyan v és w fiiggvényeket, hogy

-g—;)—L(U) =0 Qrn é v(x,0) =u(x) Q-n;
illetve

ow . ~

T—L(w) =0 Qrn é w(x 0)=uy(x) O-n,

akkor v=uz=wQr-n [3]. Jelolie v é w a kovetkez8 konstans fiiggvényeket:
v:mea{)}( uy(x) és w=0.

Ekkor teljesiilnek a fenti relaciok és igy érvényes a

(2.6) O=u(x, )= max Uy (x)

maximum-elvet is bizonyité allitasunk.
Vezessiik be az

2.7 a(t)(z; v,w) = [ 22

91,11

jelolést. Ekkor a (2.1)—(2.3) feladat u(x, t)€ ¥, altalanositott megoldasa V o€ HL(RQ)
esetén kielégiti az

ov 9
F;(z, x, t)a—;a—:jdx

8 (22, o) +att)w w, o)+ (B - 1), @) = 0

(2.9) (u(-,0), ) = (uy, 9)

egyenletet tetsz8leges rogzitett 1€(0, 7] esetén.
Legyen a tovabbiakban (¢ (x))CH}Q) (i=1,...,n) az QCRY tartoméiny
egyenletes felosztasidval nyert VEM bazisfiiggvény rendszere. Ekkor a

(2.10) H™ = span[p™, ..., o{M]
véges dimenzios altérsorozatban a diszkrét Galerkin-egyenlet
211 ((39_1: .‘")]“(t)(un; Uns )+ (Fo(tns 5 1), @) =0
(2.12) (1, (-, 0), @) = (g, ™) (=1,2,...,0);
ahol az u,(x,t) megoldas
(2.13) Uy (x, 1) = > g,a{"(t) {"(x)

i=1

alaku. A (2.13) alaku kozelitésben tetszGleges n€ N+ esetén g,>0 allandé és csak
az Q tartomany felosztdsdnak paraméterétdl fiigg. Példaul, ha Qc R! és o™ (x)
az elséfoku véges elemek bazisfiiggvény rendszere, akkor g,=h'%, ahol h=
= max h;. (h;=x;4,—x; a diszkretiziciés 1épéskoz).

=i=n
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Nyilvanvalo, hogy (2.11)—(2.12) az a™(t)=[a™(¢), ..., «!"(¢) egyiitthatdkra
nézve egy nemlinedris kézonséges differencidlegyenlet-rendszer Cauchy-feladata.

2.2, ALLiTAS. A (2.11)—(2.12) feladatnak tetsz8leges n=1, 2, ... esetén létezik
egyetlen u,(x, t) megoldasa és ezen megoldasok sorozata tetszéleges régzitett £€[0, T
mellett egyenletesen korlatos a maximum és az L, normakban.

Bizonyitds. A (2.13) alaku elGallitas kovetkeztében u,(x, t) létezésének kérdése
tkvivalens az

(2.14) MW —— L AP @™, Ha + FP @™, 1) =0; 0<t=T,
(2.15) M (0) = afm
alaka Cauchy-feladat megoldhatosagaval, ahol

A(n) — [a(n) ';'1 1

da®
dt

n) d(pl(_n)
dx,
X 0x,

(n) = &y f

-Mz

Fkl(za(")gn(p(") X, t) a
=1

k,
M® = [mPL_4,

(2.16) mP = (™, oi™); M" = gtM®,

FO @™, 1) = [F"@®, D).y,

Fm@®, 1) = f F(z:gna%("), X, )™ dx,

af? = [l rs aflh = up(x)).

Vegyiik észre, hogy S2 kvetkeztében az A, tetsz8legesen rogzitett (p, 15)€ R™ R+
érték esetén pozitiv definit matrix, tovabba, az M™ matrix (amely a o bazisfiigg-
vények Gram-matrixa) szintén szimmetrikus, pozitiv definit. Mivel F, a simasagra
tett feltétel kovetkeztében lokalisan lipschitzes, ezért megfelelden nagy n€ N+ meg-
valasztasa esetén a (2.14)—(2.15) feladatnak létezik egyetlen megoldasa [0, T1-n [1].
Ugyanakkor megmutatjuk, hogy ez a feltétel elhagyhatd! Szorozzuk meg a (2.14)
egyenletet skalarisan a(™(z)-vel és rogzitett 7€[0, 7] mellett integraljuk £-n! Ekkor

da™
'

(2.17) (M("’ —_, a(”)]+(A{,")(o¢"‘), Na®, o) (FM (@™, 1), a™) =0

minden t€(0, T]-re. Vegyiik észre, hogy 4™ pozitiv definitsége, valamint az S2 tulaj-
donsagok alapjan tetszéleges nc N+ esetén érvényesek az alabbi becslések :

(2.18) (4§ @™, Ha™, a™) = 0;

(F® @™, 1), a)= 2 (f £ (2 8208, x, )" dx}ar(” =
(2.19) -
= [FR ( Zgn oap o, x, 1)( 5 aP o) dx = ? [ Fy(y, X, Dudx = 0.
2 =1 nQ

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)



VEGES ELEMEK MODSZERE EGYENLETEKRE 339

Mivel

. o) .
(2.20) (M”ﬁ,¢ﬂ=%%mmwwm,

igy a (2.18), (2.19) és (2.20) 6sszefiiggések alapjan a (2.17) egyenlet az
i (M(") a("’ a(")) = 0
dt ’ -
egyenlStlenséget eredményezi, amelybdl a (2.16) jel6lés és a g,>0 feltétel a
i (M(") a(") a(”)) =0
dt ’

becslést adja. Ezt integralva a [0, t} (0<t=T) intervallumon az
2.22) (M™a™(z), a™ (7)) = (M™a™(0), at™(0))

egyenlGtlenséget nyerjiik.

Mivel (p{(x)) az 2 tartomény egyenletes felosztasaval nyert VEM bazisfiigg-
vény-rendszer (az ilyen mindig megadhaté [15]), ezért ez erfsen linedrisan fiiggetlen
(majdnem ortogonalis) rendszert alkot [6] {10]. Ez azt jelenti, hogy tetszGleges n=
=1,2, ... esetén az M™ mitrix 1™ (i=1...n) sajatértékeire érvényes az

(2.23) 0 <ip= A" = 4,

egyenlStlenség, ahol a 4, és a A, az n-t3l fiiggetlen 4llandok. Igy a tetsz8leges ¢, R”
vektor esetén :

(2.24) AllealE = (M®Pc,, ¢,) = Aqlcalli-

Ez a (2.22) egyenldtlenség a (2.15) 6sszefiiggés felhasznalasaval az

A
(2.25) ™ (@)IE = ,1_: le§™lE, Ve€[O, T]
egyenlGtlenséget szolgiltatja. Az a® vektor (2.16) alaku elGallitasanak kovetkeztében :
(2.26) g% = _21 4 = _Zl' up(x) = lluol®
fgy (2.25) és (2.26) Ssszevetésébol
(2.27) [e® Ol = Co, VIEO, T];
ahol
A
Co= 5 lual

Nyilvanvald, hogy (2.27) alapjin érvényes az
(2.28) e =Cy; i=1,2,..,n, t€[0,T]
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becslés az a™ vektor komponenseire is. Igy

229) 1,0 01 = | S 0800 = G 3 leneP (.

A tovabbiakban egyrészt felhasznaljuk, hogy a g,0{™(x) bazisfiiggvények n-16]
fiiggetleniil korlatosak, azaz

(2.30) max |g,¢” () = Gy

i=1,..,n

masrészt, hogy tetszGleges x€Q pont csak véges szaml supp ¢?-hez tartozik,
(mivel a VEM bazisfiiggvények kompakt tartéjtiak).

Jelolje C, ez utdbbi elemek szamat. (Ismételten megjegyzziik, hogy C, és C, csak
a kozelités tipusatol fiiggenek, n-t8l fiiggetlenek 1)

Ekkor a (2.29) alapjan

(2.31) |un(x, t)l = Ca,
ahol
(2.32) C=6C-C -G

n-tol fiiggetlen, csak a kozelités tipusatol és az u,-tol fiiggd allandd. A (2.31) egyenlét-
lenségbdl kozvetleniil adodik a
(2.33) sup_ (-, DI = Cy

0=st=

becslés, ahol
(2.34) C, = Cy(mes Q)V/2,

A (2.33) az u,(x, 1) 1étezésének n-t61 valo fitggetlenségét [14], mig (2.31) és (2.33)
az egyenletes korlatossagot jelentik.

2.3. ALLiTAs. Tetszdleges rogzitett t€[0, T] esetén minden n€N* mellett a
R (x)=Fo(u,(x, 1), x, 1) fiiggvény L,(Q)-beli.

Bizonyitds. Az S2 feltételek alapjan F, folytonosan differencialhaté. igy a (2.31)
becslés figyelembevételével

(2.35) |h{™ (x)| = max |E (s, x, )| = G,
(s, ')_6 Q‘T

ami a

(2.36) A" = C

korlatot jelenti, ahol

(2.37) Cs = C;(mes Q)12

2.4. AvrLitAs. Tegyiik fel, hogy a (2.1)—(2.3) feladatra teljesiil az S2 feltételrend-
szer. Ekkor 1étezik olyan L, n-t6l fiiggetlen pozitiv llando, hogy tetszéleges @€ L,(2Q)
és rogzitett ¢€[0, T'] esetén érvényesek az

(2.38) (B, . )= Fy(un, ., 1), @)| = Lyllu—u, - ol
(239) I(Ej(u, L] t)_Ej(urw . t)9 (P)| = Ll "u_un" : |[(P||, l3.j = 1’ s N
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egyenldtlenségek, ahol w(x,r) a (2.1)—(2.3) feladat megoldasa, u,(x,?) pedig a
(2.11)—(2.12) feladatokkal definidlt Galerkin-féle szemidiszkrét kozelitések sorozata.
Bizonyitds. Jelolje M, az I,(Q) tér kovetkezd korlatos alterét :
(2.40) M, = {v|veL,(Q); |v) < C; Fy(v, x, 1)ELy(Q), C = 0, t€]0, T] régzitett}.
Ekkor az
(2.41) ?,(v) = F(v, x, 1)

.

M .~ L,(Q) operétor az S2 feltétel kovetkeztében folytonosan differencidlhat6 az M,
korlatos halmazon. Igy ezen a Lipschitz-feltételt is kielégiti [16], azaz létezik olyan
L,>0 allandéd, hogy

(2.42) 1P:(0)— P, (W = Lilo—wll; Vo, wEM,.
Igy a (2.41) jelolést figyelembe véve tetszbleges rogzitett 1€[0, T] mellett érvényes az
(2.43) 1B, ., )—Fw,., ) = Ljv—w|

egyenlStlenség. A Cauchy—Schwarz egyenltlenség alkalmazéasaval tetszGleges
@€ L,(Q) esetén ekkor fennall az

(2.44) (B, ., )= F(w, ., 1), 9)| = Lijv—w|- ||
becslés. Jelolje C, a kovetkez§ pozitiv, n-t6] fiiggetlen szamot :
(2.45) Co= {OSUPT lu(., DIl Caf-

=t=

Jelolje tovabba tetszSleges rogzitett 1€[0, T] mellett v=wu(x, 1) é w=u,(x, ).
Nyilvanvalo, hogy u(x, t) és a 2.3. allitas alapjan tetszGleges n-re w,(x,?) is M-
beli, igy (2.38) kozvetleniil adodik. A (2.39) egyenlStlenség belatisa ezzel teljesen meg-
egyezik.

2.1. Megjegyzés. Ha az Sl feltételrendszer érvényes (azaz a nemlinearitds glo-
balisan lipschitzes), akkor a (2.38) és a (2.39) becslések kozvetleniil nyerhetSk.
Ugyanis, mivel (2.5) érvényes tetszdleges s, 5,€ R esetén, ezért rogzitett (x, 1)€Q0r
mellett s,=u(x, t) és s,=u,(x, t)-reisigaz. Igy

lgs - D) =gy, Ol = ( [ (800 % ) =gy, 3, OF ) =
Q2

(2.46) i
= (L8 [ (u—wpdx)"™ = LyJu—u,l,
Q2

ami figyelembe véve a g=F, és a g=F;; jeloléseket éppen a (2.43)-at jelenti. Innen
(2.44) felhasznaldsaval a kivant becslések kozvetleniil nyerhetSk.
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3. A kozelito sorozat konvergencidja

A tovabbiakban az u,(x, t) Galerkin-sorozat konvergenciajit és annak nagysag-
rendjét vizsgaljuk meg. Bevezetve az e,(x, t)=u(x, t)—u,(x, t) hibafiiggvényt, kony-
nyen ellendrizhetd, hogy tetszlleges @, E™(t) esetén érvényes az

el +a() s e, €)= ()i 8, p) ~a(1)(w5 By~ )]+

3.1)
a0 e =)+, um )+ (Bt s )= Fylt 1), ),

azonossag. Adjunk becsléseket a (3.1)-ben szerepls egyes kifejezésekre!
A 2.4. allitas felhasznalasaval

la(t)(uy; u, @, —u,)—a(t)@; u, d,—u,)| =
f 2 (E;(uy, x, t) — F;(u, x, t)) ou delé
g Li=1 Xi 3xj
(3.2)
3“] 3(u ,.)
é(lr%aéxN o, LIUZ'1 flu—u,]
ou (|2 A .
= max, || Ll |25 < ke 1, sl
=iz X; & ’
(x,0€Q
ahol
ou
(3.3) K1= 112?;1\1 EI— Nle,
(x, )€Qp
, N gv |2 .
G4) ol = 295l VoeHi(@.

(Vegyiik észre, hogy (3.4) kovetkeztében ||v]|,_”———‘ tetszGleges i=1,2, ..., N-re

és az ebbdl kovetkezd
ov

3x i

N
Niel, = 2

i=1

egyenlStlenséget alkalmaztuk (3.2)-ben.)
Felhasznélva a j6l ismert haromszog-egyenlGtlenséget, (3.2) alapjan :

(.5 e u, @, —u)—a()(u; u, @,—u,)l = K|l [lu— [, + leall,]-

Vegyiik észre, ha valamely A=[a;;] NXN méretii matrix pozitiv definit, akkor tet-
sz8leges &, n€ RY vektor esetén

(3.6) 21’ a;én; = ( _N a; & )1/2( Z‘ a,ﬂ.ﬂ,)ll

i, j=1 ih,j=1
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mivel az (4, i) bilinearis alak egy skalaris szorzatot definial R™-ben és (3.6) az ezen
skaldris szorzatra vonatkozo Cauchy—Schwarz egyenléStlenség. Ezt figyelembe véve:

de, O(u—i,)
@) g =)l =| [ 3 F, %0 52T ] =
de, Ode,\liz
= f(i.jz;l U(unw\ f 0x; 3x ) )
N o(u~a,) ou—a,)ye , _
(37) (112;1 Uy, X, ) axi 3x_,- ] dx =
=2 ( ][22 e
o Lij=1 i, j=1 axi
N o(u—1, * "
=5 [[a 3 (52) a2 (Do) ] o = Pttt g e-ait
=1 € i=1
ahol felhasznaltuk F;; S2 tulajdonsagat és az
(3.8) ab = sa2+4—1€b2 ve= 0, Va,bcR
un. ,,e-egyenlStlenséget™.
Alkalmazva (3.8) mellett az
(3.9) (a+b)? = 2(a*+b%), Va,beR
elemi egyenlStlenséget, a (3.5) és (3.7) 6sszefiiggésekb61 kozvetleniil adédik, hogy
3.10) la(t) (@, u, By —u,)—alt)(u; u, d,—u,)|+la(t)(u,; e,, u—i,)| =
' =K, Ilen||1+K3(llu—u,.I|1+ lleall®,
ahol
K . . K, F* }
(3.11) K, = %, g, K= max{zs2 + P &K,

és g, &, tetszlleges pozitiv szamok.
A (2.38) egyenlébtlenség, (3.8), a hairomszog-egyenlStlenség és a Friedrichs-egyen-
I6tlenség alkalmazasaval kozvetlen szimolassal belathaté, hogy

(3.12) |(Fo(u, ., )= Fy(uty, -, 1), dh,~u,)| = Kayllea>+ K 1, —ull?,
ahol
3.13) K, = L,g;; Ky=L,Kgf2¢,

és K, a Friedrichs-egyenldtlenségben szerepld, az Qc R¥ tartoménytol fiiggs allando.
Az S2 tulajdonsagok alapjan

(3.14)
. _ de, Oe, - de,
a(t)(y; en,e,.)-ﬂf’.lzlﬁ,(un,v, gt = E [ 2 > () e = el
A
(3.15) Ksz 2(F;<—K2); K7=2maX{K3+K5, K3+K4}
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jelolésekkel az egyes becslések alapjan (3.1)-bdl kovetkezik az

d R i}en ~
316 - ||en||2+1<sne,,n%§K7[uu—ﬁnn%+ne,,u~1+2\(—,) =i,
ot

egyenlGtlenség.

Valasszuk meg a tetszdleges ¢, £, pozitiv allanddkat ugy, hogy K¢ pozitiv le-
gyen. (llyen megvalasztas nyilvanvaldéan mindig lehetséges.) Ekkor a (3.16) egyenlét-
lenséget megszorozva e—X+-vel, figyelembe véve a

d
(3.17) o e ell®) = e"‘"% leall® — Kze =Xt e, |2

osszefiiggést és integralva egy tetszéleges (0, 1) (O<1t=T) intervallumon a kdvetkez8
egyenlGtlenséghez jutunk :
T
ekt fle,]2(t) — [lenl2(0) + Ko [ et |le,|3dt =
0

(3.18)

T ~ 3 T B ae" 5
=K | e Kv'uu—unu%dz+2[0fe o (Do ) ]

A tovabbiakban (3.18) jobb oldalanak utolsé tagjara adunk meg becslést. Par-
cialis integralassal kozvetleniil adodik, hogy

(3.19) fe""v'[ (9;[,, , u—ﬁ,,] dt = B,—B,,
0
ahol
B, =[e Xt (e,, u—1,)i-0,
(3.20) 1= [e7%( Ni=o
= . —K 3(u—an) - ~
B, = of [e Kyt [T’ e,,J——K7e Kv'(u—u,,,e,,)] dt.

Figyelembe véve K, pozitivitdsat, elemi egyenlStlenségeink felhasznalasaval koz-
vetleniil megmutathato, hogy

1 T
= 2 — u—, |2
(3.21) B, = [e4l|enl| e ],=0'

Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

(3.22) Q.= QX(0, 1),

loluon = ([ lIoC.o DIFde); veLy(0, T, Ly(9)).

Nyilvanvalo, hogy
(3.23) 912,00 = IolLac00-
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A Cauchy—Schwarz egyenlitlenséget alkalmazva és a (3.23) egyenlGtlenséget
figyelembe véve

o(u—i,) |I?
ot

Becslésiinket Osszegezve

0fte-x7t ( ((gtn

K,
(324) B, =¢ Nf’ s+ Kzegllu— n||L,(Q,)+ ”" IZ.c00-

L.(QT)

~,)di = Kylle )+ lestyool +

(3.25)
- I(u—a,) | o e ]
+ K, [|11¢—u,,|]L,(QT)+ —ar L’(QT)+|lu—u,,|| 1,
ahol
K, = max{e,; 1/4e5+ K;/4¢e4},
(3.26) s {ed; 1/4e5+ Kz/4eq}

Ky = max{K,eq; &; 1/4es).
Vezessiik be a kovetkezd normakat :

T
2
Ielhix 00 = [ lolEdts
)]

(3.27)
lollLyxco,m = sup llo(., DI
O0=¢=T

Figyelembe véve az e-K:T=e-Kit<1 Osszefiiggést, valamint a Friedrichs-egyen-
I6tlenségbol és a (3.27) definicidbdl kovetkezs

(3.28) Il 00 = KB lolkxy0.0 760, T]
egyenlétlenséget, (3.25) alapjan (3.18) felirhato

feall2(D)[e=%T — 2K + leall i o0, o [Kse T — 2K, K] =

(3.29)
o(u— Ou—4a,) . N 2
= 2K, [ LI Lok, -, + e )
z(QT)
alakban.
Vegyiik észre, hogy (2.9) és (2.12) kovetkeztében
(3.30) (u(.,0)—u,(.,0), ™)=0; i=12,..,n

igy e,(0) ortogonalis H™-re, azaz tetszSleges 4, esetén
(3.31 leall*(0) = Jlu—,|*(0).
Vialasszuk meg a tetszdleges g, &5 és g pozitiv dllanddkat ugy, hogy teljesiiljenek a
Ky =e K5T-2K;= 0,
(3.32) 1 ;
Ky, = Kge KT —2K;Kq =0
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egvenlGtlenségek. Ekkor (3.29) a

9 2 —
Ko llenll? @)+ Ky leallmr iz 0,0 =

(3.33)
. o(u—i,) N
= K [Ilu-unlIZ;xLz(o,r)Jr“—— L.(QT)‘F”u_un”%zxcw,n]
alakot 6lti, ahol
(3.34) K,y = max {Ky+ 2K2K,, 2Ky+1).

Mivel tetszéleges 1€ (0, 7] mellett

(3.35) 1ol ar % Ly0,5 = W0l a2 Ly00, 1y
a
(3.36) K3 = Kiy/Kya; Kiy = Kip/Kyg; Kis = 2Ky

jelolésekkel (3.33) alapjan érvényes az

2
leallze x co, m+ Kisleall i r,0, 1 =

(3.37)
l o(u— u,,)

o |

, ~ 112
= Ky [””“%”H},xLz(o, T I L@

egyenlGtlenség.
Ezzel bebizonyitottuk a kovetkezs tételiinket.

3.1. ALLiTAs. Legyen u(x, t) a (2.1)—(2.3) feladat megoldasa, u,(x, t) a (2.11)—
(2.12) feladatok megoldasaval nyert szemidiszkrét Galerkin-féle sorozat, ii,(x, t)€
€C(0, T; H™) tetszSleges fiiggvény. Ekkor az e,(x, t)=u(x, t)—u,(x,t) hiba-
fiiggvényre érvényes a (3.37) becslés, ahol K4 és K az n-t8] fiiggetlen pozitiv allan-
dék.

3.1. Megjegyzés. A 2.1. megjegyzés alapjdn nyilvanvald, hogy az S1 feltétel-
rendszer esetén (azaz, ha F, és F;; az els6 valtozéjukban globélisan lipschitzesek),
a (3.37) hibabecslés ugyanugy érvényes marad.

3.2. ALLiTAs. Az S1 és S2 feltételrendszer esetén a Galzrkin-sorozat konvergens
az L,XC(0,T) ésa HYXI,(0,T) normakban egyarant.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy (3.27) jobb oldala az u(x,?) fiiggvény
C(0, T; H™)-beli approximacidjatdl fiigg. Mivel Q reguldris, igy a spline-fiiggvé-
nyek H3(Q) térben valo teljességébsl kovetkezik az 4llitds.

A konvergencia nagysagrendjét is az approximacié nagysagrendje hatdrozza meg.
Vizsgaljuk meg ezt az 2=(a, b)X (¢, d)c R* tartomdnyon. Jeldlje 4 az Q tartomany
(x5 Xi+)X(¥j» ¥;+1) elemi téglalapokra valé felbontdsit, H™(4, Q) azon Q-n

it+j
értelmezett w(x, y) fiiggvényeket, amelyekre aiia—WJE C*%(Q), (0=i,j=m—1) és
w(x, y) mindegyik ele§m téglalapon valamely 2m—1-ed foku polinom. Legyen f olyan

0 ot
fiiggvény, hogy (‘)x'dy]; €C*%(Q), ha i+j<2m és ATy JELZ(Q), ha i+j=2m.
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Ekkor 1étezik olyan f,€ H™(4, Q) hogy

(3.38) ” o ay, (f—1w

= C hrm-G+),

ahol i+j=2m—1, 0=i,j=m és C, valamely | f|l.,-t6l fitggé alland6 [2]. Ezt fel-
haszndlva (3.37) alapjan belathaté [4], hogy

(3.39) llenllZ.x co, 7+ llen "HoxLz(O n= Ch*¢n-D,

Megjegyezriik, hogy a (3.39) hibabecslés els6foki kozelités esetén megegyezik a linea-
ris feladatokra nyert becsléssel [7].
Ha a (3.39) becslésbdl kozvetleniil nyerjik az

(3.40) sup |e, ()= Ch

0=t=T

becslést (ahol r a kozelités fokszama), akkor ezen normaban az elséfoku kozelités
esetén a linearis feladatokhoz képest h'? nagysagrenddel romlik a becslés [7].
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348 FARAGO I.: VEGES ELEMEK MODSZERE EGYENLETEKRE
FINITE ELEMENT METHOD FOR SOLVING NONLINEAR PARABOLIC
PROBLEMS
1. FARAGO
The FEM is considered for nonlinear parabolic equations. The usual global Lipschitz-condition

of nonlinearity is replaced by a new one related to smoothness and positivity conditions. The con-
vergence of method is proven, the rate of convergence is also estimated.
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VEGES ELEMEK MODSZERE NEMLINEARIS,
PARABOLIKUS TiPUSU RENDSZEREK
MEGOLDASARA

FARAGO ISTVAN
Godolio

Ebben a dolgozatban a [3] cikk eredményeit terjesztettilk ki a nemlinearis, parabolikus tipusd
differencialegyenlet-rendszerekre. Bebizonyitjuk a véges elemek modszerének konvergencidjat és a
konvergencia nagysagrendjét.

1. Bevezetés

Ebben a dolgozatban a [3] dolgozat eredményeit terjesztjiik ki a parabolikus tipu-
st differencialegyenlet-rendszerekre. A nemlinearitasra vonatkoz6 globdlis Lipschitz-
feltétel vagy a monotonitési feltétel mellett a feladatok numerikus megoldédsat tar-
gyalja néhdny munka [1], [4]. Dolgozatunkban ezen feltételtdl eltérs elGjelallanddsagi
és simasagi feltételekkel valtjuk ki ezeket. Megmutatjuk, hogy a Galerkin-féle szemi-
diszkrét kozelitd sorozat konvergens és a [3] dolgozat eredményeivel megegyezs hiba-
becslést is adunk. A 2. szakaszban felépitjiikk a Galerkin-féle szemidiszkrét kozelité
sorozatot és néhany tulajdonsigat bizonyitjuk. A 3. szakaszban ezen sorozat konver-
genciajat és ennek nagysagrendjét hatdrozzuk meg. Megjegyezziik, hogy a dolgozat-
ban alkalmazott és a [2], [3] cikkekben hasznalt jelolésektdl eltérs jeloléseket a dol-
gozat végén felsoroljuk.

2. A feladat Kkitiizése és a szemidiszkrét kozelité sorozat néhany tulajdonsiga

Tekintsiik a tovdbbiakban a koévetkezd nemlineéris, masodrendii parabolikus
tipusu parcialis differencidlegyenlet-rendszereket :

ot N o9 [ K1 e Lo 8u")
T_i,jz.—-le F5@t o, .., ub X, 1) ox, +
@.1)
+ Ex@t, ..., ul, x, )= 0, (x,0)€Qy, k=1,2,...,L.
2.2) W(x, ) =0; V(x,Nelx(0,T]; k=1,2,...,L
2.3) (x,0) =uk(x); x€Q, k=1,2,..., L.
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A megfeleld jelolések alkalmazisaval a (2.1)—(2.3) feladat felirhat6 a tomorebb

24) ) Ry, % )= 05 Y ( DEQr,
2.5 u(x, 1) =0; v(x, )eI'x(0, T,
(2.6) u(x, 0) = uy(x); Vx€Q

alakban. Tegyiik fel, hogy a (2.4)—(2.6) feladatra teljesiil az alabbi SS2 feltételrend-
szer:

1. a) FkeCY(Q%); i,j=1,..,N; k=12,.., L.
b) F matrix szimmetrikus;

c) léteznek olyan F,, F* pozitiv dllandok (F,= F*), hogy tetsz8leges pc RN é&s
(S, X, t)E Qlf' esetén

E, {lIoll[z = [(F (s, x, H)p, pI] = F* |ip]

2.
E»s

2. a) ReCL(QF);
b) E¥(s, x, s, =0, V(s,x,0€0%, k=1,2,...,L.
¢) Fo(0,x, =0, V(x,1)€0r;

3. 4, €C(2) és suppu,C Q.

A parcialis differencidlegyenletek elméletébdl ismeretes, hogy az SS2 feltétel-
rendszer mellett a (2.4)--(2.6) feladatnak létezik egyetlen, klasszikus értelemben vett
megoldisa Q,-n [6].

A tovébbiakban SS1 jeloli azt a feltételrendszert, amely SS2-t51 pontosan az
FY és FY -re vonatkozé nemlineéritasi feltételben térel: az 1.a, 2.a, és 2.b helyett a glo-
balis lipschitzességet tételezziik fel.

A (2.4)—(2.6) feladat Altalanositott (gyenge) alakja a kovetkezG: keressiik azt
az u(x, 1)€C((0, T1; H,, () vektort, amelyre tetszGleges @€ H [(Q) esetén

@) 0t b )+ R, 1), 9)=0,

(28) <I.l(., O)a (P> = <ll0, (P>

A kozelitéseket rogzitett r€(0, T] mellett H}-ben keressiik, ahol ¢%?
(i=1,2,...,n,k=1,2, ..., L) adott bazisfiiggvények. (Ez azt jelenti, hogy az u(x, t)
vektor komponensei kiilonboz6 véges dimenzids alterekben is approximalhatdk.)
Ekkor az u,€ H; approximacio kielégiti a

(29) %s q),,>+aL(t)(u,,, uns (Pn)+<F0(“n’ . t), q’n) = 0

(2.10) (-, 0), @,) = (u, @)
egyenleteket tetszGleges o,€ Hf ésrogzitett 1€[0, T'] esetén.
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Legyen a tovabbiakban (¢*"),_, ,CH}Q) (k=1,2, ..., L) az Q tartomény
egyenletes felosztdsaval nyert valamely VEM bazisfiiggvény-rendszer. Ekkor, mint
ismeretes [7], az u,(x, t) vektor u¥(x, r)€ H} komponensei

@1 oD = 3 g " (e (x)

alakuak, ahol g, az n-t8l fiiggs pozitiv allandé és feladatunk az

a0 (1) = (3 (O)i=,m
k=1,L
L.n dimenzios vektor meghatarozasa.

Behelyettesitve uk(x, t) alakjat a (2.9)—2.10) Galeikin egyenletbe, a'-"(t)-re a ko-
vetkezd Cauchy-feladatot nyerjiik:

~  datL>m
212y Mj adt +AL (@B, oW L Fl(a®P, ) =0; 0<t=T,
(2.13) a®m(0) = allm,
ahol
A(l;(a(L,n)’ 1) = Al,j; k’i(a(L,n), 0);
L N a(P (,n) 3([)(" ,n)
A i . (L, n) = .
Ljk l(a > t) gn!}[ é‘ 2; (un, X, t) Ap axr dx,
ML - [Ml 'R R,z]l k=1,L;
Jri=1l,n
M= <<¢}""), <P,gk‘")>>;
(2.14) M} = g?M2;
FL(a(L 1) ,) (Fl d(l‘ n) t)) —1n}

I=1,L
Fl(aBm, f) = fFO’(u,,, X, Hotm(x) dx;
Q
ot ™ = (o3 P)i—1,13

i=1,n

ol = up(xy).
A (2.12)—(2.13) feladat megoldhatdsagat és a megoldisok korlatossagat bizo-

nyitja a kovetkezs:

2.1. ALLITAs. A (2.12)—(2.13) feladatnak tetsz8leges n=1,2, ... esetén létezik
egyetlen u,(x, t) megoldasa és ezen megoldasok sorozata tetsz8leges rogzitett ¢€ [0, T']
mellett egyenletesen korlatos a maximum és az L, ;(£2) normakban.

Bizonyitds. Vegyiik észre, hogy az SS2 tulajdonsagok kovetkeztében AF tetszd-
leges rogzitett (s, /)€ RE"X R* pontban pozitiv definit matrix; tovabba, hogy az M”
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matrix is pozitiv definit. Skaldrisan megszorozva a (2.12) egyenletet a™™(r)-vel az

(2.15)

(L n)
[[ML a’ i a(L.n)]]+[[A'l),(a(L,n)’ )t a(L,n)]]+[[FL(a(L.n), 0, m(L,n)]] -0
egyenl8séget nyerjiikk. Az SS2 tulajdonsag kovetkeztében

L n
[[FL((!(L’"), I), d(l"")]] — 2 Z E‘(G(L'"), t)a("")(t) —
I=1i=1

n

L
= 3 3 [ B, x 00" x)dxatd (1) =
=1i=1¢

-~

(2.16)

AWV

L 5 (R, o 0( 3 2ot (00 (x)dx =
En 1 0 i=1
l

™

2 ffo(u,,,.\ N (x, Hdx = 0.

n =

igy (2.16) és az A (™™, t) matrix pozitiv definitsége kovetkeztében (2.15)-bdl
kovetkezik az

a(L 1)
2.17) [ a‘L’”)] =0
egyeniStienség, ami ekvivalens tetsz8leges 1€[0, T] esetén a
(2.18) (M, a®™, a=m]() = 0

egyenltienséggel. Ebbol az M, mitrix alakjat és a g,>0 relaciot felhasznalva kapjuk

az
2.19) —;—%[[MLa(L-”, albm)(=0, 0=r=T

differenciil-egyenlStlenséget. Mivel M} a bazisfiiggvények Gram-mdtrixa és esetiink-
ben ezek er8sen linedrisan fiiggetlenek, ezért tetszbleges ¢,€ RL" vektor esetén

(2.20) AE(lelE = (M, ] < AE o2

E>

ahol il= AL azn-t8lfiiggetlen pozitiv allandok. Integraljuk a (2.91) egyenlStienséget
egy tetszoleges [0,,] (0<t,=T) intervallumon! Felhaszndlva a (2.20) becslést

AL
@21) llaP @Iz = 7 =" Olf5-

A jobb oldalra a (2.13) és a (2.14) Ssszefiiggések alapjén a
2.22) e O)]I[2 = |{lul

2
Ls, ()
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becslést nyerjiik. Igy
(2.23) M=z =Ck 0=:=T,
ahol
L_ A% 2
(2.24) Co= T llllf3.. .con-

Nyilvanvalé, hogy (2.23) alapjén komponensenként is igaz a
(2.25) Mm@ =ck; i=1,..,n; I=1,..,L

becslés. A tovabbiakban felhaszniljuk, hogy a g, "™ (x) fiiggvények n-tol fiigget-
leniil korlatosak, azaz

(2.26) meag(lg,,(p,(”")(x)] =Ck, i=1,..,n I=1,..,L

és azt, hogy tetszBleges x€Q pont csak véges szdmu supp @™ (x)-hez tartozik
(I=1,2,..., L). Jelolje ezek szamat C, ; és

2.27) Ci= jmax Cs,.

=L

(Ismételten megjegyezziik, hogy Cf és CE n-tl fiiggetlenek.)
Ekkor (2.11) alapjan

ésigy

(2.29) luall|cocom = €5
ahol

(2.30) Ck=C§-CL-Cy

n-t6l fiiggetlen pozitiv 4llandd, amely csak az egyes komponensek kozelitésének tipu-
satél és az u, adott fiiggvénytdl fiigg. A (2.29) egyenlStlenségbdl kozvetleniil adédik a

2.31) 0s1tlpT [”u,,(., t)“l = Cf
becslés, ahol
(2.32) Cr = Ck(mes Q)2

A (2.31) becslés u,(x, 1) n-t6l vald fiiggetlen 1€tezését, mig (2.29) és (2.31) a kor-
atossdgot jelentik.

2.2. ALLiTAs. TetszSleges rogzitett t€[0, T] esetén minden n€N* mellett a
bl (x)=Fo(u,(x, 1), x, t) vektor L, ;(£)-beli.

Bizonyitds. Az allitast elegendd a hi"(x) vektor komponenseire beldtni, azaz,
hogy mindegyik komponens L,(2)-beli. Ez viszont a [3] 2.3. éllitdsdbol kovetkezik.
Vezessiik be az i

(233) Fij(u’ X t) = [E}(u, X5 t)a sees Flifr:(u’ X, t)]
jelolést.
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2.3. ALLitAs. Tegyiik fel, hogy az SS2 feltételrendszer teljesiil: Ekkor létezik
olyan L, n-t6l fiiggetlen pozitiv allando, hogy tetszbleges @cL, () és rogzitett
1€]0, T] esetén érvényesek az

(2.34) l((Fo(“, s D=Fyu,. ., 0, ¢) = Li‘i”“*“u”lL,,Lm)jll‘Pm“,L(m
(2.35) (Fij(u, ., D=F;(u, ., 1), @) = L flu—ullic, o lloll Le, e

egyenl6tlenségek, ahol u(y,t) a (2.4)—(2.6) feladat megoldasa, u,(x,7) pedig a
(2.9)—(2.10) feladatokkal definialt Galerkin-féle szemidiszkrétr kazelitések sorozata.

Bizonyitds. Jelolje ML az L, 1 (£) tér kovetkezd korlatos alterét:

“g‘ = {VlVE L2vL(Q); Hlmez,L(ﬂ) = C(E’ FO(V’ X, ’)ELZ,L(Q))

(2.36)
C¢ =0, t€[0,T] rogzitett}.
Ekkoraz
(237) d)l (U) = FO(V’ x’ ’)

M, L—~L, () operator derivaltja a leképezés Jacobi mdtrixa [5], [8]. azaz

(2.38) @ (0) = [ oK (é X, r)]

i, 1=1,L '

&=v

Lassuk be, hogy ®;(v) korlatos M_L-on, azaz létezik olyan C7=>0 allandd, hogy tet-
sz6leges vEM, L és weL, 1(£2) esetén

(2.39) 10 (D11e, o = CHIWl| 2o, o

Jelolje ((®!)(v)(w)) a (2.39) bal oldalan levd L taga osszeg l-edik tagjat, azaz (2.38)
figyelembevételével

(2.40) @y w) = > G x 0

k=1 o, ke

e=v

Ekkor tetszdleges /=1, 2, ..., L és rogzitett rc[0, T] csetén

L by 2l .
@a1) i@y el = 3| 28&20] |,
= 4 S=v
Tekintsiik az
Lk — aFg(éa X, f)
(2.42) opt(y) = Z2 Dl

ML~ L(2) lekepezest' Az SS2 feltételek alapjan ®!* folytonos, azaz valamely
kompakton korlatos. Igy létezik olyan L, , allandé, hogy

(2.43) DI = Ly, VVEMLL.
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Osszegezve a (2.41) és (2.42) osszefiiggéseket :

(2.44) (@Y W) = z Lol
azaz
(2.45) “I‘D'(V)(W)HIL, (@) = 2 2 Ly, fwills

amibdl (2.39) kdzvetleniil kovetkezik. igy M.L-ena @, operator a Lipschitz-feltételt
is kielégiti, azaz létezik olyan L{=0 dllando, hogy tetszGleges v, we ML esetén

(246) |I|¢’ (V) d) (w)"IL: (M = LL“lV wI”Lz ()

A 2.2. allitas alapjan tetszGleges n€ N+ esetén hi(x) véges. Jelolje

(2.47) C¢ = max {OS?ETH'“(-’ ML, o3 05‘:PT“|“’-(-’ ML, o)
a n<€I§+

Ekkor (2.46) és a Cauchy—Schwarz egyenidtlenség alkalmazasaval a 2.3 allitas koz-
vetlen belithato.

A (2.35) egyeniStlenség ezzel megegyez6 modon bizonyithatd. Megjegyezziik,
hogy az SS1 feltételrendszerek esetén a (2.34) és (2.35) egyeniGtlenségek kozvetleniil
belathatok [1].

3. A Galerkin-sorozat konvergencidja rendszerekre

Ebben a szakaszban a (2.9)—(2.10) feladatokkal definidlt u,(x, t) Galerkin-féle
szemidiszkrét kozelitések sorozatanak a (2.4)—(2.6) feladat u(x, t) megoldasahoz
vald konvergenciajat bizonyitjuk be. (Megjegyezziik, hogy a bizonyitds menete nagy-
részt megegyezik [3] 3.1. allitasanak bizonyitdsaval, ezért az ismétlédS bizonyitas-
technikai elemeket mellézni fogjuk.)

Legyen u,(x, 1)€C(0, T; H}) tetszbleges vektor. Ekkor bevezetve a
(31) e,,(.\', t) = u(x9 f)_“,,(x, t)

hibavektor jelolést, érvényes a kovetkez6 azonossag:
den )
[[ (f)t ]+ Zal(t)(un’en’e)—
L
(32) = 1_21' (al (t)(un; n) al(t)(u u, n))+[[ u_un]]+

+ ZL' al(t)(un; €, u_ﬁn)—'_((Fo(u’ X t)_F()(un, .y t)9 ﬁn—un))'
=1
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Adjunk becsléseket a (3.2) azonossag egyes tagjaira!

de, 1 d .
3.3) [(—at—, e..)] =5 “|en“|%,,L(m:
3.4
L L oel, el
1=21' a,(0)(u,; e,, €)= lg!ﬂ;(“n, X, t)B_X, D, dx = F, *I“en”l%,L-
A (2.35) egyenlbtlenséget alkalmazva
IZ {al(t)(un’ u, n) al(t)(u ll, n)}
O 1) |-
N (i —
A = swp . 3 [(f;,-(u,, S D=Eyu, ), -(—‘j,,——’)] =
0<t=T ij=1 Xj
N a(ii,—u,
= lolleucmlt X =t oo | 2l <
i,j=1 J Ly, 1 (D)

= I”ul”cL(Q)L{‘N2“len“le,x_(!})I”ﬁn — Yallja, L
Bevezetve a

(3.6) Ki = (l[ulf|c o LEN?
jelolést (Kf=0, n-t81 fiiggetlen &llando6) és alkalmazva a héromszég-egyenlStlen-
séget, (3.5) alapjan:

|2 {a,(t)(ll", u, n) al(t)(u u, ll n)}l =

= K{‘“IeHIHLz,L(ﬂ)(IHu_ﬁh”IlyL+l”en"Il,L)‘
Az ,e-egyenl6tlenség’ alkalmazasdval hasonléan nyerhetd az

3.7

L 3 F )
(3.9) |1=21' a,()(u,; e, u—i,)| = F’Qo,1“|e,,”|%,1‘+4—81 [llu—, {2 .

egyenlGtlenség, ahol &,>0 tetszGleges dllando. A (3.7) és (3.8) egyenlStlenség alapjan

|2L7 {al(t)(un; ll, n) al(t)(u u, n)}l+|2al(t)(um €,, U -—-l.l,,)! =

3.9
= K2L“'e'l”lil-+K§‘(|”u—un”llaz,x_(ﬂ)+[”e'llllld,l.(ﬂ))’
ahol
L
Kf = —;—(81:+F*81,
(3.10)

KE  F*
K, _max{zg2 41, szKl}
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A (2.34) egyenlbtlenség, az ,.e-egyenlGtlenség™ és a Friedrichs-egyenlitlenség alap-
jan
(3' 1 1) l((FO(u’ LX) t)_FO(uns .5 t): l~in _un))l = K4L|”en i
ahol

(3.12) KE=Lg; KE=

LiKo
2¢,
(Kgq a Friedrichs-egyenlitlenségben szerepls, Q-t6l fiiggl allandé.)

Osszegezve; a (3.3), (3.4), (3.9) és (3.11) sszefiiggések alapjan a (3.2) azonossag-
bol kovetkezik a

d
T leall|3.. oo+ K&
(.13)

= Kol el ) +2 (2, w5

egyenlGtlenség, ahol

KL= 2(F, KD,
(3.14) o =2(5-K)

Kf = 2max{Kf+K{; KE+KE).
Az g, és &, pozitiv allanddkat vélasszuk meg Ggy, hogy a KZ 4llandé is pozitiv legyen!

A (3.13) egyenlGtlenségre megismételve a [3]-ban leirt, f6ként technikai elemeket tar-
talmazé bizonyitast, a kovetkezGket kapjuk.

ArLiTAs 3.1. Legyen u(x, 1) a (2.4)—(2.6) feladat megoldasa, u,(x, t) a (2.9)—
(2.10) feladatokban meghatéarozott Galerkin-féle szemidiszkrét kizelitések sorozata;
a,(x, 1)€C0, T; H}) tetszGleges vektor. Ekkor az e,=u—u, hibafiiggvény vektora
érvényes a

|||en”]§12,LxC(o, n+Ki; ]||e,,|]|§,1 LXL0, Ty =

“ o(u— u,,)

(3.15)

=K {l”“" |7, xz,0.0)F + [le—,[13, . « cco. T)}

L.'. L(Q T)

becslés, ahol KI, és KL az n-t6l fiiggetlen pozitiv 4llandok.

3.1. Megjegyzés. A (3.15) becslésbdl a [3] 3.2. allitdsaval megegyezé médon ko-
vetkezik az (u,) sorozat konvergencidja és annak nagysagrendje.

3.2. Megjegyzés. A nyert eredmények a bizonyitdsok lényeges megvaltoztatisa
nélkiil kiterjeszthetc’Sk arra az esetre, amikor a (2. 1) egyenlet helyett a

2.1) _— 2 2’ [ E&2)(u, x, t) PP ]—i—E,(u x,1)=0

pllJl

egyenletet vizsgaljuk a (2.2) és (2.3) mellékfeltételekkel. Ekkor SS2-ben még kiegé-
szitbleg feltessziik, hogy az

(3.16) Fy = [F(l'p)]t,p=1,L; F&» = [E'fil’p)]i,jﬂ,zv

matrixok egyenletesen pozitiv definitek Q%-en.
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A cikkben alkalmazott f6bb jelolések jegyzéke:

1. L az ismeretlen fiiggvények szama.
R™ = REX RN,
¥ = R"XQr = R"XQX(0, T].

L — az ismeretien fiiggvények.

wuk ..., u
w=[u, 1 ..., u"].

u, = [ud, 13, ..., ut].

C Folu, x, ) =Ry, x, 0, ..., FE(u, x, 1)].
8. dl(u) = ZN i(F,.,.(u, x, 1) (;’::)

i j=1 0X;

S R

9. a(u) = [a'(u), ..., a%(w)].

10. F' = [F]¥ ;21 NXN méretdi mitrix, /=1, ..., L.

11. F =diag[F', ..., F1 L-NXL-N méretii matrix.

12. aw; u,v) = i,,Z: an,-’,-(w, X, t)%g—id.\', I=1,..,L.
13. a,(DH(w; u, v) = gy (w; u, v}, ..., a; (w; u, V)]

14. H, = HX...XH (H valamilyen fiiggvénytér).

15. véH, azt jelenti, hogy a v = (o', ..., v")-re v'€H.

16. H? = span[p{™, ..., o{""].

17. H} = HiX...XH].

N N .
18. [v, Wl = (3 v}-wh, ..., Jvk-wh); vy, weR™W.
Jj=1 j=1

19. [[v, w]] = IZL’ tvj.-w}; IVliz = [[v, ], Vv, weR™M,

=1 j=

20. (v, wy = (04, wh), ..., (&%, wh)).
21. (v, wyy = f[[v, wl]dx, Vv, weR™.

—

L
22. (v, W)y = l=21' @, why.
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23, |vlliE, = (v W)
N l ov
:21‘ A

25. l”v'HLx,LXC(O»T) = Sup IvCes Dl s, o

2. |

2
@ = “|V||!H:,_L(m-

T
26. |||"|”i:},,L><L2(0,T)= J 1V .
[}]
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FARAGO ISTVAN
AGRARTUDOMANYI EGYETEM MATEMATIKAI ES
SZAMITASTECHNIKAIL INTEZET

2103 GODOLLO

FINITE ELEMENT METHOD FOR SOLVING NONLINEAR PARABOLIC
SYSTEMS
1. FARAGO

In this paper we generalize the results of [3] for nonlinear parabolic systems. The convergence
of method is proven. the rate of convergence is also estiamted.
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ALTALANOS HESTENES—STIEFEL TiPUSU
KONJUGALT IRANY REKURZIOK.
II. A FORDITOTT REKURZIO

HEGEDUS CSABA J.

Budapest

Bgy altalanos rekurziot ismertetiink, amely egy mXan tipusi komplex elemii A matrixra nézve
generdl konjugdlt vektorparokat. A kovetkezd vektorpar elkészitéséhez négy vektor ismerete sziik-
séges. A modszer jellegzetességei: Nem kell az A A matrix elkészitésével a kondicidszamot négyze-
telni. A modszer akkor fejezédik be, ha az utolso par elemei az A¥ és A matrixok nullterébe esnek.
A korabban ismertetett direkt rekurzidval forditott viszonyban 4ll, annak vektorait visszafelé képes
generdlni. Kimutatjuk, hogy a kovetkezd vektorok ortogonalis vetitésekkel késziilnek, szemben
a klasszikus moédszereket tartalmazoé direkt rekurzidval, amely az A-konjugalt vektorokbol készitett
ferde vetitésekkel generdlja a kovetkezO vektorokat. Az itt ismertetett rekurziobol eddig nem ismert
Uj modszerek szarmaztathatdk linearis egyenletrendszerek és egyéb linearis algebrai alapfeladatok
megoldasara.

3. A forditott rekurzio!
3.1. A forditott rekurzic alapegyenletei

A forditott rekurzid is Hestenes—Stiefel tipusi abban az értelemben, hogy segit-
ségével a matrix oly médon transzformdlhaté egyszeriibb alakra, hogy az 0j matrix
szingularis értékei megegyeznek az credetiével. Az elGs6 cikkben ismertett direkt re-
kurzidval forditott viszonyban 4ll: Ha a direkt rekurziérdl dtkapesolunk a forditottra,
akkor a direkt rekurzié vektorait forditott sorrendben kapjuk vissza. Most a v, és u,
elsé konjugalt vektorokkal inditunk, s az i-edik 1épésben elszor a v;. 4, u;, vektoro-
kat készitjiik el, s ezutdn generaljuk az r;;,, q;, vektorokat. A forditottsig ellenére
mégis igaz, hogy ugyanazon v, és u, vektorokkal indulva a két rekurzié ugyanazt
a konjugalt par sorozatot késziti, feltéve, hogy a direkt rekurziénal megismert és most
is 1étez8 oldallépést egyik modszernél sem alkalmaztuk.

A forditott rekurzidhoz a kovetkezs rekurzios egyenletrendszer tartozik :

G.1) L,V —5.ev , = D'RFC, AUD;!= RL,
(32) D,,_]VHA = FiQH, UF,-—S,-u,-+1e,~T = KQD‘;I
(3.3) D, = VFAU, D,=R“CR, D,= Q"KQ.

Itt megtartottuk az el6z6 [1] cikk jeloléseit és konvencioit: A v;, u; vektorok
A-konjugalt parokat jeldlnek, A€ C™", az r; vektorok C-ortogonalis, a q; vektorok

1 A dolgozat a szerz6 korabbi dolgozatdnak a folytatdsa, ezért a szakaszok szdmozasa folyta-
télagos.

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—388)



362 HEGEDUS CS. J.

K-ortogondlis rendszert képeznek, és a Kkisbetiis vektorokbol az elsS i vektort egy
ugyanolyan nagybetiivel jelolt matrixba fogtuk ossze. Igy a Ve; )= Vi J=L2, ..,
vektorok képezik a V matrixot, s hasonloképp késziilt az U, R és Q MALriX.

L; i-edrendil alsé Hessenberg mdtrix, amely egyszerii esetben diagonalmatrix,
vagy felsé bidiagonalis matrix alaki. F; i-edrendii fels6 Hessenberg mdtrix, mely
diagonalmatrix vagy also bidiagonalis matrix alakra egyszeriisodhet. Bovitésiik az
alabbi séma szerint torténik:

L; —o;¢; F;
(3.4) Ly = [t s Fiyq = | Pfier |

ahol 1, és f,,, i+ 1-dimenzidés vektorok. Ertelmezés szerint 17 egy j-elemii sorvek-
tor az L;, j=i matrixban, amely a j-edik sor elsé elemével kezddédik, és a diagonal-
clemmel végzidik. Hasonléan f; az F;, j=i matrix j-edik oszlopanak az elsé elemtst
a diagondlelemig tarté része. A diagonalelemek azr; és q; vektorok hosszat skalazzak,
a kodiagondlis elemek pedig a v;, u; vektorokét. Most is megmaradunk csak az r;, q,
vektorok skdlazasa mellett, igy a kodiagonalis elemeket ado ¢; és §; paraméterek
értékét 1-nek valasztjuk, ha az nullatél kiilonbézs.

Az i+ l-edik konjugalt vektorok (3.1) elsd és (3.2) masodik egyenletébdl adod-
nak, ha az utolso sort, ill. oszlopot vessziik. Amennyiben D, és D, diagonalmatrixok,
az eredmény:

(3.5) 5i"z!1+1 = V-1l C/Ir)E, euy, = Uf,—Kq,/llqil% -

A §, és g; paraméter értékeit a kovetkez6képpen valasztjuk :

I, ha IfVE—rfC/r|g =0,
(3.6) 5 = b

0, egyébként,

I, ha Uf,—Kqy/lgllx # 0,
(3.7 & = ok ll9:llk

0, egyébként.

Ha §; és ¢, egyarant nulla, akkor a rekurzid befejezdik.
Az IT és f; vektor alakja altalaban

(3.8) if = 2 }”je.iT’ f,= 2 P;€;,

J=Hi) J=k()
ahol a h(i) és k(i) egész értékekre vonatkozban az alabbi két eset lehetséges:
3.9 h(i)=i, k@)=1i, e€{0,1}, 6_,=1,
3.10) h@i)=1i, k(@)=1i, 6€{0,1}, g_,=1
A direkt rekurzional megisrﬁert harom épitési forma most is 1étezik. Ezek a
diagonalis épités, a diagonal-folytatas és az oldallépés. A tovabbiakban ezeket ismer-

tetjiik.
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3.2. Bidiagondlis épités modszere

Ekkor az L matrixot fels8, az F métrixot pedig also bidiagonalis matrixként épit-
jiik, azaz h(i+1)=k(i+ D=i+1 és o;=¢;=1.

Elészor az A-konjugalt vektorokat allitjuk el (3.5) segitségével, amelyben ekkor
az 1; és f; vektoroknak csak az i-edik eleme nemzérus:

(3.11) th+1 = LV -1 C/InlE, wi, = o.u;—Kaq,/llq% -

Elkészitve az L, és F;,, matrixokat (3.4) alapjan, majd helyettesitve (3.2) elsé és
(3.1) masodik egyenletébe, az utolsé sor, ill. oszlop szolgaltatja az i+ 1-edik ortogo-
nalis vektorokat. Amennyiben a D, matrix diagonalmatrix, a kovetkez6ket kapjuk:

(.12) AiviTipr = LH AUV Ay,
@198 = @ VI AV Ay
A bidiagonalis épités sikeres, ha a kapott j vektorok egyike sem zérus, tovabba

vii1Au g # 0.

3.3. Diagondl-folytatds modszere

Ekkor az L és F matrix koziil az egyiket diagondlis, a masikat pedig bidiagondlis
matrixként épitjiik.

Bal oldali diagonal-folytatas esetén az alkalmazhatosag feltétele: §,=0 és g=1.
Innen lathatd, hogy (3.5)-b6l nem tudjuk meghatarozni a v;;, vektort, csak az v;44
vektort. Folytassuk ekkor az L matixot diagonalmatrixként, amikoris 1f,;=e[,; és
3;+1=0. Helyettesitsiink az i index helyére i+ l-et (3.1) egyenleteiben, igy az utolsé
sor, ill. oszlopbél a kovetkezd i+ 1-edik vektorokat kapjuk:

(3.13) v;ﬂ+1 = rf’+1c/||ri+1||%, iy = A“i+1/V{{+1A“i+1-

Ezek megegyeznek az el6z3 cikkiink (2.11) egyenleteivel, amelyek a (2.12) megolda-
sokra vezetnek :

(.14) a) ri.y = Aug/[Ag; e, VIH+1 =r{;C,
b) 1y = Augyy, v = r?+1C/“ri+1”?:~

Az a) megoldasnal |r; ,]lc=1, a b) megoldasnal v¥  Au;,,=1.
Hasonlé mdédon a jobb oldali diagonél-folytatds formulai:

(3.15) fis1=€41, & =84,=0,
(3.16) a) qf; = v A/ IV Al Wiy = Kggyg,

b) qf'; = vil1A, Ui = Kqipo/]i4llk -
A tekurzié befejezddik, ha Au,.;=0, ill. v A=0.
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3.4. Oldallépés mddszere: bidiagondlis épités és csere
az ortogondlis vektorokndl az egyik oldulon

Az oldallépés most is a nemkivant zérus oszto elkeriilésének 4ltaldnos moédszere.
A direkt rekurziéhoz képest annyi a kiilonbség, hogy az i- és i+ l-edik ortogonalis
vektorok helyett a bidiagonilis épitéssel nyert i— 1- és i-edik ortogondlis vektorokat
cseréljiik fel.

Ratériink a bal oldali oldallépés atrendezéseire. A (3.1) egyenletek a kovetkezé
particionalt alakba irhatok:

L —€_g : D i_.RIL,C
........... :.'............... pu— el. -1 E
(3.17) I, : i FLC/IE-AlE |
i.T Vi fC/rfe
[Ri—2 LYp} 1 1—2 —€i_2; e
3 woevensramms e e,
(3.18) AUD; 1 = W, ,
ir

ahol a megvaltozé mennyiségeket feliil hullimmal jeloltiik, az L; matrixot a (3.4)
séma alapjan az L;_, matrixbdl épitettiik fel, és az alsé index a V, R métrixoknal arra
utal, hogy azok hany vektorbol késziiltek. A bidiagonalis épitéssel kezdiink, amihez
1T=]eT tartozik.

Vezessiik be a kovetkezo i- és i+ 1-edrendii segédmatrixokat :

L,00 | 0 L, 0 0
Pi=10 01f, ;="' .| Gu=|0 =X 1[.
0 10 ! 0 0 4

Szorozzuk (3.17)-¢t balrol a P; matrixszal, az L és V métrix kozé irjuk be a G;y; G744
szorzatot és szorozzunk az egyikkel balra, a masikkal jobbra. Az eredmény :

L; » E_ei—2 0 o][vE, D/ i .REL,C
0 —1 i 0 [{=AF+¥,] = | ORI
iiT-l it é“l IR, FL C/IE 2

(3.18)-ban az R, L matrixok kozé az I=P;P; szorzatot vissziik be, és jobbrél mind-
két oldalt szorozzuk a Z; matrixszal:

Riop £ £l Lice i—€ 5} 0

AUiﬁa‘lZ,- = AU.-D;I = 0 —1
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A kapott alakokrol leolvashatok, hogy beleillenek a (3.1)—(3.4), vagy az ezek-
nek megfelels (3.17)—(3.18) altalanos sémdba. Igy a kovetkezd j hullam nélkiili
mennyiségeket vezethetjiik be:

(3.19) 1, =0, 4=7X7% IF =07, 4]
(3.20) r_, =8, n=f_,, vh,=77",,
(3.21) v =—§1C/|§} =— LV +¥8, 4,
(3.22) viAy; =— A,;¥Ay,,

ahol a (3.22) osszefiiggést a D;lzf); 1Z; egyenldségbdl nyertiik.
A jobb oldali oldallépés atrendezései hasonléan adddnak:

(3.23) =0, o =¢" ff=[", el
(3.24) Q1= Q=0q_1, Wi =P i,
(3.25) u; =—K§/||§;|% =— @0+,
(3.26) viAu, =— @, vIAl;.

Az oldallépés atrendezéseit mindig eldszor az egyik oldalon kell végrehajtanunk,
s ezutdn késziilnek az i-edik ortogondlis vektorral kezdve a masik oldali vektorok
bidiagonalis épitéssel.

A forditott rekurzidnal a direkt rekurzidval ellentétben nem a kodia gonalis
elemek tolodnak el a rekurziés matrixokban, hanem a diagonalis elemek. Ha példaul
a h-adik szintt8} minden lépésben oldallépéssel generaljuk a bal oldali vektorokat az
i-edik szintig, akkor az L; matrix a kovetkezd alaki:

/”-h_l ~—]
(3.27) L = o=t k-
0 0 ...  —1

- - " " .
Ly lpi1eee A L (1

és a konstrukciébol nyilvanvalo, hogy 4,70.

Oldallépés diagonal-folytataskor is tehetd azon az oldalon, ahol a bidiagonalis
épités torténik. llyenkor a diagondlmatrix a mdsik oldalon bidiagondilis matrixba fog
kinyilni.

3.5. A forditott rekurzio miikodésének alaptétele

Vezessiikk be a direkt rekurzional mar megismert konvencidt: A bidiagonalis
épitéssel nyert vektorokat feliil hullimmal jeldljiik, és Sket probavektoroknak tekint-
jik. Hullam nélkiil az elfogadott vektorokat fogjuk jelolni. Elfogadhaté lehet bar-
mely épitéssel készitett vektor, amely sikerrel bovit, tehat amelyre a kapott i+ 1-edik
vektorok nemzérusok és v¥ , Au;, 0. Az alaptétel analog a 2.1. tétellel:
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3.1. TETEL. Amennyiben a v/ ;A vagy Au,.; vektoroknak legalabb az egyike
nemzérus, a (3.1)—(3.4) forditott rekurzié épitési modszercinek valamelyikével
az {r;}i1, {q;}i=1 és {v;,u;}i_; vektorrendszerek a kivant ortogonalitdsi tulajdon-
sdgok megtartasaval sikerrel bovithetSk. Mégpedig:

1. A bidiagonalis épités sikeres, ha v, Al .;>0;

2. A diagonal-folytatas sikeres a bal oldalon, ha V;;,=0 és Au;,;;>0,
jobb oldalon, ha i@;,;=0 & v, A0,

3. Ha v# ; A0, akkor a bidiagonalis épités vagy a bal oldallépés legaldbb egyike
sikeres. Ha Afli;;=0, akkor a bidiagonalis épités vagy a jobb oldallépés
legalabb egyike sikeres.

3.6. Az alaptétel igazoldsa

Ismét tobb tétel igazoldsa vezet majd el az alaptétel teljes bizonyitdsahoz. A bi-
zonyitas indukcios: Feltessziik, hogy az i-edik szintig minden allitas igaz, s az i+ 1-
edik szintre bizonyitunk. Az els3 konjugalt vektorok meghatdrozzak az els§ ortogo-
nalis vektorokat, és az 1-elemii vektor-rendszerekre az allitdsok trividlisan teljesiilnek.
Az algebrai hasonlésdg miatt a bizonyitasokat csak az egyik (bal) oldali vektorokra
fogjuk elvégezni.

3.2. TETEL. A v,y vektor ortogondlis az Au;, j=1,2,...,7 és az u;y, vektor
ortogonalis az AHvy,, j=1,2,...,i vektorokra. Ennek kovetkezménye, hogy D,
diagonalmatrix.

Bizonyitds. Szorozzuk 0ssze (3.1), ill. (3.2) két-két egyenletét, bal oldalt a ballal,
jobb oldalt a jobbal:

(3.28) 5;e; vV L AUD;1 =0, &D;1VHAy, ,ef =0.
Ezekbdl az ortogonalitasi relacidk kovetkeznek, feltéve, hogy d; és ¢;>20. Arra az

esetre, amikor ; vagy ¢; egyike zérus, a bizonyitast a kovetkezd tétel egyik 1épésében
fogjuk megtenni. §

Vezessiik be a kovetkez8 projektorokat:
3.29) PR =1,—RD/REC,
(3.30) P? =1,—KQD;1Q¥,
ahol az i index azt jel6li, hogy az R, ill. Q mdtrixban { oszlopvektor talalhatd.

3.3. TETEL. Az i+ 1-edik vektorok a kovetkez§ projektor-osszefiiggésekkel allit-
hatok el6:

(3.31) PRAu,, /v Ay = 00+ Augy VAl = ATy,
(3.32) V{'+1AP?/V?+1A“;'+1 = e,-q{"+vf’+1A/v{’+1Au,-+1 = (Pi+1qu+1,
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AVIPR, ha §,=1 é I = l AeT,
(3.33) v =t ,-=Z;: i
A, llc*ufl , AYCPY, «€{l,2}, ha §;=0,

0Py, ha ¢=1 é f;= p.e;,
(3.34) W =1 " 2 98
ARy, | PeKA v, ., a€{l,2}, ha ¢ =0.

Bizonyitds. Tobb 1épésben fog torténni.

1. A PR és P2 (3.29)—(3.30)-ban bevezetett projektorok (3.1) és (3.2) egyenletei-
vel atirhaték a
(3.35) PR = I, — AUD; V7 4 5,1,vH,
(3.36) P¢ =1,~UD;'VIA+¢u;4 gl

alakba. Tegyiik fel, hogy ¢=4J,=1. Ekkor a (3.28) osszefiiggésekkel adodik (3.31)
és (3.32) elsS egyenldsége. A masodik egyenlSséget a bidiagonalis épités (3.12) egyen-
leteibdl kapjuk, amelyeket azzal a feltevéssel nyertiink, hogy D, diagonilmaétrix. Ha
4,=0, akkor a bal diagonalépités (3.13) formulait ellendrizve ismét kiadddik (3.31).
Erre az esetre azonban még szitkséges a v;;,, u;+; vektorok A-konjugiltsagit iga-
zolni. Oldallépéskor a bidiagondlis épités vektorait kell atrendezni, s a (3.19)—
(3.22) formuldkat nyomen kovetve (3.31) ismét teljesiil.

2. A §;=¢;=1 esetre az ¢l6z6 cikk 1.1. tételébdl kovetkezik, hogy az r; vektorok
C-ortogondlisak, a q; vektorok K-ortogondlisak, minthogy (3.31) és (3.32) alapjan
azok a (3.29)—(3.30) projektorokkal késziilnek, amelyek most C- és K-ortogondlis
vektorokbol, mint specidlis konjugalt irAnyokbol vannak felépitve.

3. Befejezziik a 3.2. tétel igazolasat a bal oldali diagonalépités esetére. Legyen
0;=0 és g;=1 . Ekkor az u;,, vektor a bidiagonalis épités (3.11) formulajabol sza-
mithaté és (3.28) alapjin VHAu,,,;=0 igaz. A PF projektor az Aw;., vektort most
helybenhagyja, emiatt az Au,, vektor az el6z8 pontban mondottak szerint C-orto-
gondlisazr,, j=1,2,...i vektorokra. Igy a (3.13)-ban vilasztott r;,, vektor a kiva-
nalmaknak megfelel. De akkor a C-ortogonaitas miatt (3.13) és (3.1)-bSl helyettesi-
téssel adodik a

vi11AU = rf} ;CRL,D,/|Ir;4,]I2 = O

Osszefliggés, amibdl 1athato, hogy a 3.2. tétel, s igy (3.31)—(3.32) minden esetben

igaz lesz.
4. A (3.33) formulat ellendrzéssel igazoljuk. Ha §,=1, akkor a (3.35) alakot

felhasznalva kapjuk:
MVE PR = v vE .

igy mar csak azt kell igazolnunk, hogy 4,vir;=1. Ehhez szorozzuk be (3.1) méasodik
osszefiiggését a VH matrixszal, ezzel a
(3.37) VHRLi = Ii = LEVHR

egyenl@ségekre jutunk, ahonnan

1 =elL;ViRe, = ITVHr, = Zh' AV,
i

12 Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)



368 HEGEDUS CS. J.

Az L; matrix (3.27) alakjabol (3.1) segitségével kiolvashatd, hogy
(3.38) Vo=t ol J =kl

igy a C-ortogonalitas folytin csak a v, vektor ad jarulékot a szummaba, ami 1-gyel
egyenld.

Ha 6;=0, akkor (3.33) masodik formuldjanak ellen6rzése kozvetleniil megtehetd,
ha (3.13), (3.14) alapjan tekintetbe vessziik, hogy r;., egyirAnyu az Au,;,, vektorral,
s a (3.29) projektor a v¥, ; vektorral egyiranyu rff, ; C vektort helybenhagyja.

Ezzel a 3.3. tétel igazolasit befejeztiik. ||

A kovetkez§ tétel az épitési mddszerek sikerességének eldontésekor lesz a segit-
ségiinkre.

3.4. TiTeL. A bal oldali oldallépéskor fennall a
(3.39) @ llalk v Au = 272 ART) T AT Ve lf A7 @l GV A,
a jobb oldali oldallépéskor pedig
(340) AR vE Au = G AENAT V) T AT 2+ G RIZA T Al
Osszefiiggés.

Bizonvitds. Csak a (3.39) formuldt igazoljuk, amikor az oldallépést a bal oldalon
tettiik. Az A-konjugalt tulajdonsag és (3.11) masodik egyenlete miatt

(3.41) Vi A, =—vlL AKq/liqilk -
A q; vektor (3.12) alapjan q;_, és A"y, linedris kombinacidjaként fejezhetd ki. De
q;-, a2 K matrixszal szorzédik, és (3.11)-b6l Kq;_ az u;_, és u; vektor linedris kombi-
nacidja. Emiatt q;_, is kiesik:

v A =— vl AKAT v /(@ uf AT v, [q,)i%)-
Helyettesitsiik ide v; kifejezését (3.21)-b6l és v;.,-et (3.20)-bdl:

Vi Au,, =— = IA"V Mk WL AKATE
LodlaiufAly, ok ui Aty

A miasodik tagban AY¥; (3.12)-b61 ¢,4; és q;_, kiillonbségével ardnyos. Helyettesi-
téskor q;_, éppugy kiesik, mint korabban. A Kq; vektor (3.11) alapjan az u; és ;.
vektorok linedris kombinacidja, s az A-konjugaltsig miatt a fenti két helyettesités utan
a KAYY¥, vektor helyett az @;., vektor 4ll, s dtrendezés utdn kapjuk a (3.39) formulat.

A (3.39)—(3.40) formulakbdl leolvashat, hogy a v Au,,, é ¥&i,Au,,
belsé szorzatoknak cs.k az egyike lehet zérus, amennyiben [A®Y, ,|x=<0, vagy
AR 4 llc=0. Ezekbsl kovetkezik a 3.1. tétel 3) allitasa. A 3.1. tétel 1) és 2) allitasait
a most igazolt tételek segitségével egyszerii ellendrizni, s ezzel a 3.1. tétel biznyitasa-
nak is a végéhez érkeztiink. |

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)



A FORDITOTT REKURZIO 369

3.7. A rekurzios mdtrixok inverze

A kovetkez6kben megvizsgaljuk, hogyan allithaté el dltaldban a forditott rekur-
zidhoz tartozé L rekurzids matrix inverze. Ennek ismeretére a rekurziok vizsgalata-
kor sziikség lehet. Példaul egy hatodrendii matrix

Ay =1
s
(3.42) L, = 0 o0 1
gy A A i1
i 2q

Innen meggy6zSdhetiink arrdl, hogy L egy blokk-fels6 haromszogmatrix, ahol a
diagonalis blokkok felsé bidiagondlis matrixok, vagy elemi Frobenius mdtrixok.
Az egyszerlisége miatt nem foglalkozunk azzal az esettel, amikor a diagonalblokk
egységmatrix. Jeloljiikk a k-adrendii bidiagonalis blokkot B,-val, a Frobenius blokkot
pedig ®,-val. A k-adrendii elemi nilpotens matrix

fo 1
0

1
(3.43) N, = 0" ..
. ) 1
L 0 J
segitségével a k-adrendii bidiagenalis és Frobenius blokk a

B, = D,—N,, ill. &, =¢,a’—N,

alakban irhato fel, ahol D, diagonalmatrix, e, a” pedig egy k-adrendii diad.
Az inverz felépitését most is megkonnyiti a felsd haromszogmatrixokra érvényes
particionalt inverz:

Ay Apl-t ARl —AGTALAG
(3.44) [ u Arlt JAu 1 _iz 22]
0 Ay 0 Az
Ha D,=(4;, A, ..., 4, akkor a B, bidiagonalis matrix inverzére (3.44) fel-
hasznalasaval egyszeriien adddik

J
A, i=j,
(3.45) By, = 14 !
0, i=>j.
A ®, Frobenius mdtrix inverze ugyancsak egyszeriien adhaté meg. Legyen a’=
=[A1ds... 4], ekkor az eI N, =0 é NIN, =1, —e el Osszefiiggések segitségével ellen-
Brizhetd, hogy

(3.46) ®;'=¢e,bT—-NJI, ahol bT = (aTNT+el)/aTe, = A7 Ay A3... A, i
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A (3.27) alaknal mar lattuk, hogy a Frobenius blokk az oldailépésbdl ugy all els,
hogy a vezet§ helyen levd ¢, elem nemzérus. Ha a diagonal-blokkok inverze ismert,
akkor (3.44) felhasznélasaval a teljes L matrix inverze is elkészithets, amelynek altals-
nos elemét (3.45)-hoz hasonléan felirhatjuk, ha bevezetjiik a vezet6 és belsd elem fo-
galmat. Az ortogonalis rekurzidhoz tartozé L matrixban a Z; elem vezet$ elem, ha az
az L matrix féatlojaban helyezkedik el. Egyébként Z; belsG elem. Vezessiik be az
alabbi jeloléscket :

2;s ha 2; vezet6 elem,
(3.47) Vi = {l , ha 1, bels§ elem,
1, ha Z; vezetS elem,
(3.48) %= {O, ha 7, belsS elem,
(3.49) - {/‘.H,, ha ')t,-+’1 belsé elem,
1 , egyébként.

Ekkor L inverze a kovetkez6képpen adhato meg:

j
ap; t]—]' vl i=,
o — 1 , i=j+1,
0 , egyébként.

(3.50) (LY, =

A formula (3.44) alapjan lathaté be. Csak azt kell észrevenniink, hogy a
— At A A5 minormatrix egy olyan diad, amely At utolsé oszlopvektorabol és A !
elsG sorvektorabd! épiil fel. A formula egyarant érvényes egy bidiagondlis blokk és
egy Frobenius mdtrix inverzére.

Az F matrix inverze az L matrixra kapott eredményekbdl transzponalassal nyer-
hetd.

3.8. Példa

Megismételjiik a 2.7. példat a (3.11)—(3.12) rekurzios Osszefiiggésekkel. A v, és
u, vektort most is ugyanannak valasztjuk, mint a 2.7. példaban. Az

11 -1
A=]20 1
31 1

matrixszal és a v =[00 1}, ul=[1 00} indul6 vektorokkal a kovetkezSket kapjuk :
1 3 1|4 ]!
rlz? , V2=ﬂ— —6 , I = —1 . V3=—6— -2 )
5 2 _

3 1] 2 1] 2
q1='§ 1 s u‘lzﬁ -3 ’ qlzj -3 s Uy = 0f.
1 -3 -3
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Az u, vektor most is ugyanugy zérusnak adodott, mint a 2.7. példaban. Szembetiing
még az is, hogy a vy, vy, V3, Uy, Uy, Uy vektorok ugyanolyan iranyuak, mint elGszor a
2.7. példaban, azr;, q; vektorok azonban kiilonbozéek.

A Zérus u, vektor megsziintetésére most is két lehet8ségiink van. A diagonél-
folytatasnak megfeleld (3.16b) szerint

1 0 3 0 1
g =ATv, = 3 1}, u;=qs)q) 2= ) 1l é r;=|-2},
—1 -1 1

ahol a még hidnyzé r, vektort (3.12)-b6l hataroztuk meg. Ennek a folytatdsnak meg-
felel§ F és L matrixok :
1 —1
, L= 1 —14§.
1 1
A zérus vektor megsziintetésének mdsik modja a bal oldali oldallépés az i=2

szinten. Az 0j v, vektort (3.21)-b8l hatarozzuk meg, r, és r, felcserélgdik, s a v; vektor
valtozatlan marad. Végeredményben a kovetkez§ vektor-egyiittesre jutunk:

(3.51) F=|-11

- [ [ ]
SO i) SR - [RT 1 O Y S I
1=5 7 2= 5 » =3 s Vs—g‘— s IB=1—<]
2 | —4 |3 1] 1
3 2] [ 9] 7] 7
1 1 1 7 1
q =—=|1], ua=—1|-3], @a=—=] 25|, uy=5—|-15], g¢s=—=1]—15
3 1 11 _3 9{_52‘ 310 6, 7 _6
A bal oldali oldallépéshez az
1 0 -1
| —11] 1

matrixok tartoznak.

Mint l4thaté, a diagonal-folytatds mellett is ugyanazokat a v;, u; vektorokat
kapjuk, mint a 2.7. példanal. Azonban az oldallépés itt mas vektorokat eredménye-
zett.

E cikk folytatasaban latni fogjuk, hogy a direkt és forditott rekurzidk akkor alli-
tanak el§ egyiranyi A-konjugalt parokat, ha nem alkalmaztunk egyetlen oldallépést
sem.
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GENERAL RECURSIONS OF HESTENES—STIEFEL TYPE FOR CONJUGATE
DIRECTIONS. II. THE REVERSE RECURSION

Cs. J. HEGeDUs

A general recursion is given for generating A-conjugate vectors, where A is an mXn complex
matrix. The knowledge of four vectors is necessary when producing a next pair. Features are:
Forming A¥ A, thus squaring the condition number is not needed. The generation ends if the vectors
of the last pair are in the zero spaces of A¥ and A. The method is reversely related to the previ-
ously given direct recursion, whose vectors can be generated here in reverse order. The next vectors
are shown to be produced by ortogonal projections, in contrast to the direct recursion, where skew
projections, composed from A-conjugate vectors do the same job. From this sheme new methods
can be derived for solving linear systems and other standard problems of linear algebra.
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MODSZEREK ES ALGORITMUSOK
RITKA SZIMMETRIKUS MATRIXOKRA

GERGELY JOZSEF

Budapest

Az[1] dolgozatban ritka matrixokra vonatkozo hat feladat megoldasat ismertettem és k6zoltem:
azok FORTRAN programjait. A dolgozat folytatasaképpen most szimmetrikus ritka matrixokra
vonatkozo feladatokat vizsgalok. Elészor a normédlmatrixszal, mint a szimmetrikus matrixok egy
fontos specidlis tipusiaval foglalkozom. Azutdn a ritka szimmetrikus linedris egyenletrendszerek
numerikus megoldasanak legfontosabb médszereit targyalom. Végiil néhany megjegyzést és dsszefog-
lalo értékelést adok.

A dolgozatban a vizsgalt modszereknek csak rovid leirasat adom, részletesebben megtalalhatok
azok a numerikus szakirodalomban ([5], [6]). A mddszerek szamitogépeken valé megoldasi algorit-

P

1. Ritka szimmetrikus matrixok
A dolgozatban olyan négyzetes
S={sij}’ i= 1, ...y Hy j=1, P 4

matrixokat vizsgalok, amelyek egyrészt szimmetrikusak, vagyis s;;=s;, masrészt
sok benniik a nulla (zér6). A nem nulla (nem zérd) elemek jel6lésére az ,,NZ’’ révi-
ditést hasznalom. Ezek matrixbeli elrendezésérdl elére semmiféle szabalyossagot nem
tételezek fel.

Ritka szimmetrikus matrixok szamitogépen vald tarolasahoz és kezeléséhez a ko-
vetkezd médot célszerii hasznalni: csak a f3atlo és a felette levd NZ elemeket taroljuk
sorfolytonosan (ami ugyanazt jelenti, mint a f6atl6 és az alatta levé elemek tarolasa
oszlopfolytonosan). A tarolishoz harom egydimenzids t6mbdot célszerli hasznalni:

S1(.), a NZ elemek tombje;

JS (.), a NZ elemek oszlopindexeinek tombje;

IS (I), I=1, ..., n+1, pointertomb. IS (/) mutatja az I-edik sor el6z6 NZ elemé-
nek helyét az S1, illetve annak oszlop indexét a JS tombben. IS(n+1)=I1S (n)+ 1.
A dolgozatban to6bb mddszert vizsgilok majd az

(1.1) Sx=h

linearis egyenletrendszer megoldasara. Az egyértelmii megoldhatdsag kedvéért min-
dig felteszem, hogy a matrix nem szingularis. Ez eleve teljesiil, ha azt teszem fel, vagy
bizonyitom, hogy a szimmetrikus matrix pozitiv definit. Ez azt jelenti, hogy tetszé-
leges xs=0 vektorral képzett (x, Sx)=0. (Ha csak az (x, Sx)=0 4ll fenn, akkor S
pozitiv szemidefinit.)
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Az algoritmusokat PASCAL nyelven fogalmazom meg. Azonban csak az algo-
ritmusok szamitasi részével foglalkozom. Az algoritmusokbdl akkor lesznek hasznal-
haté programok, ha kiegészitjiik azokat a megfelelG deklaralé utasitasokkal és adat-
kezel$ input/output utasitisokkal. Felhivom azonban a figyelmet arra, hogy a vizs-
galt algoritmusokat megvaldsito FORTRAN programok a szerzénél tébbnyire meg-
talalhatok.

2. Normalmatrixok

A szimmetrikus pozitiv definit matrixok egy gyakori specialis esete a normalmat-
rix, amik az
.1 S =ATPA

matrix szorzattal képzGdnek, ahol

A mXn-es (esetiinkben ritka) téglalap matrix,
P szimmetrikus pozitiv definit sulymatrix.

A dolgozatban az m=n esettel foglalkozok.
Normdalmatrixokhoz tobbek kozt mérési eredmények legkisebb négyzetek modszeré-
vel vald kiértékelésénél jutunk [5). Ebben az esetben az A matrix az

(2.2) Ax =1

mérési egyenlet ,,alakmatrixa” vagy atviteli matrixa,
x a mért objektumot leiré paraméterek,
I a mért mennyiségek vektora. A legkisebb négyzetek modszerénél a (2.2) egyenlet-
b6l képezett
v=Ax-I

javitasok vektorardl koveteljiikk meg, hogy az azokbdl képzett
F(x) =vTPv
kvadratikus funkcional legyen minimalis. A minimum sziikséges feltételébgl vezethets

leaz
Sx=b

normalegyenlet-rendszer, aminek S matrixat a (2.1) képlettel szimithatjuk. A szimi-
tas egyszeriisodik, ha a mérések fiiggetlenek. Ebben az esetben a P stilymétrix diago-
nalis pozitiv diagondlis elemekkel, b=ATPl.

A normalmatrix és a normalegyenlet-rendszer vizsgalatdhoz elGszér bebizonyi-
tom, hogy a normalmatrix pozitiv definit.

2.1 TETEL: Ha az A matrix rangja n (az oszlopok szima), akkor az S=ATPA
normalmaétrix pozitiv definit.

Bizonyitds. A pozitiv definit P matrix felbonthaté
P=RTR
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szorzat alakban, ahol R nem szinguléris jobb felsé haromszogmatrix. Ezutan
S = ATPA = (ATRT)(RA)
irhato, ami Q=RA bevezetésével a normalmatrix.
S=Q7Q

faktorizdlasiba megy at. Minthogy R nem szingularis, ezért a Q matrix rangja is n
lesz, vagyis a Q métrix oszlopvektorai q;, i=1, ..., n is linedrisan fiiggetlen vektor-
rendszert alkotnak.

Tekintsiik a q;, i=1,...,n linearisan fuggetlen vektorok q;, i=1,...,k al-
rendszerét k=1, ..., n-re. Képezzilk a q; vektorokbdl, mint oszlopvektorokbodl
i=1,...,kra a Qg é az S =0Q%Q, matrixokat és azok determinansait
det (S).

A det(Sy,) determindnsok a q;, i=1, ..., k linearisan fiiggetlen vektorokbol
képzett Gram-féle determindnsok pozitivek, ami azt jelenti, hogy az S normalmatrix
bal felsé minormatrixainak determinénsai pozitivak. Ez viszont azt jelenti, hogy az S
normalmatrix pozitiv definit.

A tételbdl kovetkezik, hogy az

(2.3) Sx=b, S=ATPA, b=ATPI

normalegyenlet-rendszer egyértelmiien megoldhato.
Legyen a (2.3) egyenletrendszer megoldasa

x" = S b,

amit a (2.2) egyenletbe helyettesitve kapjuk a mérések ,.kiegyenlitett” eredményeit,
ami a legkisebb négyzetek elmélete szerint a mérések varhato értékeinek vektora,
vagyis

E(l) = AX'.

A tovabbiakban algoritmusokat ismertetek a normal maétrixok szamitdsara.
A (2.2) egyenletrendszer A egyiitthaté matrixa aitalaban ritka matrix. Szamitogépes
tarolasara hasznaljuk a kévetkezd harom egydimenzids tombot :

Al (.) a NZ elemek témbje;

JA (.) a NZ elemek oszlopindexeinek témbje;

14 (1) I=1, ..., m+1, pointertémb. /4 (I) mutatja az I-edik sor els§ NZ elemé-
nek helyét az A1, illetve a JA tombben. (Az AT transzponalt matrixot természetesen
nem taroljuk kiilon). 14 (m+1)=I4(m)+1.

Az S matrixot a (2.1) képlet szerint szamitjuk. Az S tarolashoz az 1. pontban
ismertetett S1, JS és IS tdomboket hasznéljuk. A P stalymatrixot diagondlisnak téte-
lezziik fel és a P1 tombben tdroljuk. Mint azt mar az el6zGekben leirtam A mX n-es,
az S nXn-es ritka matrixok (S szimmetrikus).

A normalmatrix szimitasahoz legegyszeriibbnek tling algoritmus a kovetkezs-
képpen fogalmazhat6é meg.

(PASCAL terminolégiat hasznalva):
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Algoritmus (N1)
begin s:=1;
c:=0;
I1S(1):=1;
fori:=1 to ndo
begin for h:=i to ndo
begin for j:=1 tom do
begin j1:=1A(j); j2:=14(j +1)—1;
for k:=jl1to ;2 do
if JA (k)=i then
for g:=j1to /2 do
if JA(q)=h then
ci=c+A1(k)x Al (g)* P1(j)
end;
S1 (s8):=c;JS ($)=h; s:=5+1
end;
IS (i+1D=s

end.

Az N1 algoritmus a szimmetrikus ritka matrix tarolasanak megfelel§en alakitja ki a
normal matrixot. A normal méatrixban az NZ elemek szdma és elhelyezkedése elére
nem ismeretes, ezért az algoritmus ugy miikodik, hogy soronként haladva szdmitja ki
€s helyezi el az NZ clemeket. Azonban ez a természetesnek ting megoldas a szamitasi
idGben nagyon gazdasagtalan, hiszen tObbszor végig kell vizsgilni az A matrixot.

A szamitasi 1d6 csokkentése érdekében megadunk egy masik, N2 algoritmust.
Az N2 algoritmus bonyolultabbaz N1 algoritmusnal. Az N2 algoritmus 1ényeges ¢le-
me, hogy eldre kiszamitja a normal matrix NZ elemeinek indexeit egy IT témbbe,
majd ezeket dtszervezi az S struktirajanak megfelelen a J S és az IS tombokbe. Ez-
utan a mar feltoltott J S és 1S tombok segitségével szamitja a normal matrixot.

Algoritinus (N2)
begin for i:=1tondo s(i):=1;
for i:=1tomdo
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begin il :=1A(i); i2:=1A@(+ 1)—1;
for j:=il toi2 do
begin jl:=JA(j);
for h:=il toi2do
begin hl:=JA(h); if jl<=h1 then
for I:'=1to s(/j1)do
if IT(jl,[)<=>hl then
begin
(D =s(il+1;
IT(j1,s(jD):=hl
end
end
end
end;

k:=1;
for i:=1ton do
begin IS(i):=k; for j:=1 to s(i) do begin
JS(k):=IT(i,j); k:=k+1 end
end; IS(n+1):=k;
for i:=1to k—1 do Si(i):=0;
for i:==1 to m do
begin il :=1A4(i); 2:=IA(i+1)—1;
for j:=il to i2 do
begin jl:=JA(j)
for k:=il to i2 do
begin kl:=JA(k);
if jl<=k1 then
begin I1:=1S (j1); 12:=1S(jl+1)—1;
forl:=I1 to [2do

S1 (1)=S1()+ A1 )% A1 (k1) P1 (i)

end

end

end.

377
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A (2.2) mérési egyenletben szerepl6 A matrixrol feltételeztiik, hogy ritka matrix,
de az NZ elemek szdmat, se azok elhelyezkedését nem kellett eldre vizsgdlnunk.
A matrix struktirajat a mérés jellege vagy konkrét végrehajtdsa szabja meg. Még
kevesebbet tudunk az S normalmaétrix NZ elemeinek elhelyezkedésérdl. Viszont az N2
algoritmusban hasznélt /T indextémbnek legalabb annyi oszlopnak kell lenni, mint
a normal matrix egy soraban maximaélisan el6fordulé NZ elemek szdma, amit viszont
elére nem ismeriink. Ezért az IT témbot sor tulcsordulasi lehetséggel kell felépiteni
és igy kevesebb oszlopot kell haszndlni az IT tdmbben. Ennek a megoldasaval az
algoritmus nem foglalkozik.

3. Ritka szimmetrikus egyenletrendszerek megoldisa

Nagyméretii linedris egyenletrendszerek megoldasandl még nagyobb szamito-
gépeknél is problémat jelent, hogy a szamitdégép operativ memdridja kicsinek bizo-
nyulhat az egyenletrendszer egyidejii tarolasara. A probléma kisebb, ha a matrix
szimmetrikus, hiszen elég tarolni csak a félmatrixot, de sokkal tobbet segithet az,
hogyha a matrix ritka is. Ebben az esctben csak az NZ matrixelemeket kell tirolni
és csak azokkal kell miiveleteket végezni. Azonban a programok sokkal bonyolul-
tabbak lesznek, ezért kiilon megfontolandé kérdés, hogy milyen méret felett és milyen
foku ritkasig esetén célszerii a hasznalatuk.

A kovetkez8kben a ritka, szimmetrikus matrixa

G.1) Sx = b

linearis egyenletrendszer megoldddasara hasznilatos moédszereket tekintem at. Ei6-
szOr a direkt moddszereket vizsgidlom, amelyek faktorizadljdk az S matrixot, majd
visszahelyettesitéssel oldjak meg az egyenletrendszert. Azutan a savredukciéval fog-
lalkozom, amivel az S matrixbol minél kisebb szélességii szalagmatrixot hozunk létre
és a szalagmatrixos mddszerekkel oldjuk meg az egyenietrendszert. Ezutdan a konju-
galt gradiens és az iteraciés moddszerek hasznalatat vizsgdlom, ritka szimmetrikus
matrixok esetén.

4. Direkt eljarasok
A direkt eljarasok tobbsége Gauss elimindcion alapszik. Ez azt jelenti, hogy ritka
matrixos technikdval el6szor faktorizaljak az S matrixot a kovetkezd alakban :
4.1 S = LD 'L7(= LU, U = D"1LY),

ahol L az als6 haromszdg matrix, LT a transzponaltja, D a diagonalis elemek mat-
rixa.

Ezutan az Sx=b egyenletrendszerb§l LUx=b egyenletrendszer lesz, ami az
(4.2) Ly=b, Ux=y

egyenletrendszerekre esik szét. (4.2) egyenletrendszerekbdl visszahelyettesitésekkel
kapjuk az
y=L"b, majd az x=U"1y
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megoldast. (Tarolni faktorizdlas utdn csak az L és a D matrixot kell). Ezen az elven
miikddnek az 1IBM Matematikai Szubrutin Koényvtar ritka szimmetrikus egyenlet-
rendszert megoldd programjai, [2]. A konyvtar tiz programot tartalmaz ritka szim-
metrikus matrixokra. Ezek koziil kettG (MSNS és MSNO) elvégzi a (4.1) faktorizalast,
kettd (MBSS és MBSO visszahelyettesitéssel megoldja a (4.2) egyenleteket. Két prog-
rammal (MPRS és MPRO) a megoldas pontossigat javithatjuk iterativ modon.

A (4.1) faktorizalds is két lépésre bonthato. Elsé 1épésként csak szimbolikus fak-
torizalast végziink, ami azt jelenti, hogy kialakitjuk azokat az indexeket, amelyekre
sziikség lesz az eliminacid kézbeni telitédés (fill-in) miatt. Erre a célra két program
szolgal (MSSS és MSSO). A szimbolikus faktorizalds utdn keriilhet sor a tényleges
faktorizalasra, amit ugyancsak két program lit el (MSSN és MNSO)

Az IBM konyvtari programok hasznalatdhoz az S matrix el6z8ekben leirt taro-
lasi modja sziikséges. A szubrutinok paraméter-listain az S tarolasdhoz az /4, a J4
és az A paraméterek szolgalnak. A szubrutinok ugy miikédnek, hogy az 14, JA és A
tombokben adott S mitrixot 4trendezik a dinamikusan béviilg IU, JU és U tom-
bokbe. A paraméterlistin szereplé N a métrix rendszdma, IBOT a JU és U tombok
maximélis mérete, amit elGre meg kell becsiilni. Ha ezt a telitettség miatt tallépnénk,
hibajelzéssel a szamitas leall. DI a diagonalis elemek tombje, IK a faktoriz4las kézben
szitkséges szorzasok szama, /ER a hibajelzés kodjat tartalmazza.

A kovetkezd hibajelzések lehetségesek: a métrix szinguldris, a féelem = 0, tul-
csordul az IU és az U t6mb, a métrix megadasa rossz, a f6elem nagyon kicsi, a hiba
pontosan nem hatarozhaté meg stb. Ezeken kiviil szerepel még néhdny paraméter,
amikre a faktorizalas kézben van sziikség. A (4.2) egyenleteket megold6 szubrutinok
természetesen hasznaljak a jobb oldal B és a megoldas X vektorat.

Ha az S pozitiv definit, a (4.1) egyenletrendszer a fenti modszerrel mindig meg-
oldhaté. Ha a pozitiv definitség nincs biztositva, akkor fGelem valasztasra van sziik-
ség. Az IBM szubrutinok f6elemvalasztissal miikodnek.

A masik leggyakrabban hasznalt direkt eljards a Cholesky (vagy négyzetgyikis)
mddszer. A modszer Iényege, hogy a szimmetrikus S mdtrixot Ggy faktorizélja

(4.3) S = RTR

alakra, hogy az S métrix s;; elemei és az R matrix r;; elemei kozt teljesiiljenek az

i i
“4.4) 5y = kzl' Fti, i<J és az s; = kzl i

Osszefiiggések, amik a (4.3) faktorizalasbol adddnak. R jobb fels§ hdromszég matrix.
A (4.4) Osszefiiggésbol a kovetkezd képletekkel szamithatok ki az r;; méatrixelemek :

S1;

rn = Vsu, ni= 5o j=1,..,n,
11
i—1
i—1 sij—kZ Tritij
— 2 : —_— =1
4.5) Fiy =l Suy— 2 Fi, 1> 1, Fi; = T
k=1 ii

r;;j=0, ha i>j.

Alkalmazott Matematikai Lapok 13 (1987—88)



380 GERGELY 7.

Ha a (4.5) képletekkel kiszdmitottuk az R matrix elemeit, akkor az Sx=b
egyenletrendszert a (4.2)-h6z hasonlo

(4.6) RTy=b, Rx=y

egyenletrendszerekbdl visszahelyettesitésekkel oldjuk meg.

A Cholesky-maodszer stabilitasi tulajdonsagai jobbak, mint a Gauss elimindcién
alapulé megoldasoké. A matrix ritkasaga is jol kihasznalhaté a megoldas kozben.
A Gauss elimindciéhoz hasonlo telitédésre itt is szamolni kell. Pozitiv definit szimmet-
rikus S matrix esetén a (3.1) egyenletrendszer mindig megoldhat6. Ha S csak pozitiv
szemidefinit, akkor mar szingularitést is kell vizsgalni. Ha az S negativ definit (nem
szingularis) a (3.1) egyenletrendszer ugyancsak megoldhato, de akkor mar modositani
kell az algoritmust.

A Cholesky-mddszer programjit is célszerii gy elkésziteni, hogy szimolas kdzben
a matrixot harom témbben taroljuk: U egy pointer témb, az U1 téombben taroljuk
az NZ elemeket, JU-ban pedig az Ul elemekhez tartozd oszlopindexeket. IU(I)
témbelem mutatja az S matrix /-edik soranak féatléban 4ll6 elemének helyét az Ul
tombben (tegyiik fel, hogy a f6atloban NZ elemek vannak, ha a matrix pozitiv definit,
akkor ez teljesiil).

Az Ul és a JU tombok dinamikusan béviilé témbok. Minden elemhez tartozik
egy pointer, ami megmutatja a vizsgilt elemet ugyanabban a matrixsorban kovetd
clem helyét az U1 (illetve a JU) tombben. A pointerek is egy tombben helyezhetdk el,
aminek annyi eleme lesz, mint a JU, (ill. U1) témbdknek. Igy a matrix egy soranak
NZ elemeit a pointer tombbel vezérelten egy lancolattal érhetjiik el. Ha egy sorban
egy Uj NZ elem Iép fel, akkor a pointer tombelem kijeloli a helyét az Ul (illetve a JU)
tombokben és az 1ij pointer atvalt az Ul (illetve JU) témb elsé még le nem foglalt
helyére.

Ratérek a Cholesky-mddszer algoritmusanak ismertetésére. Azonban az Ul és
JU tombok kezelésének bonyolult algoritmusdt nem részletezem. Az algoritmusban
a kovetkez6 megjegyzésekkel hivatkozom rajuk :

(% r; #0 elem keresés %)
(k r;; # 0 elem elhelyezés % ).

Az elsG azt jelenti, hogy a program megvizsgilja, hogy a matrix i-edik sordnak j-edik
oszlopaban 4ll6 elem zéro, vagy NZ. A masodik pedig azt, hogy a matrix i-edik sora-
nak j-edik oszlopaba kell elhelyezni az r;;=0 elemet. Az S1, IS és JS tombokben
tarolt nXn-es S matrix NZ elemeinek szama kezdetben legyen nl. A Cholesky fak-
torizdcio egy algoritmusa:

Algoritmus (C):
begin
for i:=1to ndo IU(i):=1S(i);
for i:=1to nl do begin JU(i):=JS(i); Ul(i):=S!1(i) end;
Ul(1):=SQRT (U1(1));
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for i:=1U(1) to IU(2)—1 do UL(i):=U1(i)/U1(1);
for i:=1 tondo
begin f:=0;
for k:=1 to i—1 do
begin (#7ry=0 elem keresés, ha r,;#0, UL(K1)=r;;%);
f=f+UL(KD)*UI(K1)
end
UL(1U(i)):=SQRT (U1 IU))—f);
for j:=i to n do
begin f:=0; for k:=1 to i—1 do
begin (%r,; =0 elem keresés, ha r,;=0, UL(KJ)=r;*);
(kri=0 elem keresés, ha r;=0, UL(K1)=r;%);
[=f+UHKT)*UL(KI)
end;
RIJ:=(RIJ—f)|U1(IU]));
(3¢ RI1J a matrix i-edik soranak j-edik elemes);
(* RIlJ clhelyezése az Ul tombbe % );
(% RIJ indexének elhelyezése a JU t6mbbe k)
end
eand

end.

5. Savositas

Nagyméretii ritka, szimmetrikus matrixt linearis egyenletrendszerek megold4sa-
nak egyik leghatékonyabb moédszere azon alapszik, hogy el8szor az egyenletrendszer
matrixat a lehets legsziikebb szélességii szalagmatrixsza alakitjuk 4t és az egyenlet-
rendszert mint szalagmatrixos egyenletrendszert oldjuk meg. Az ilyen egyenletrend-
szerek megoldasara nagyon j6 modszerek és jol miik6dS programok talalhaték. [1],
[2]. A szimmetrikus métrixok sdvositasara, illetve a sivszélesség csokkentésére is jol
kidolgozott elméletek, médszerek és programok taldlhatok. A médszerek még csak
vazlatos ismertetésére sem térek ki, hiszen ez egy kiilon dolgozatnak is elég nagy
téma. A [3] dolgozatban a savositas elméleti kérédéseinek tisztdzasa és a modszerek
nagy valasztéka talalhaté. Jelen dolgozatban az a célom, hogy minél kevesebb elmé-
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leti meggondolassal a gyakorlatban koénnyen hasznéalhatd, egyszerli modszert adjak
a savszélesség csokkentésére.

A mobdszer nem biztositja a minimalis sdvszélességet, de konnyen végrehajt-
hatd és sdvszélesség-csokkentést eredményez.

A modszert egy szampéldan szemléltetve mutatom be. A szampéldat a [3] dol-
gozat 21. mellékletébsl vettem. A példa egy ridszerkezet statikai szamitdsdhoz hasz-
nalt merevségi matrix savszélesség redukcidjanak vizsgalataval kapcsolatos. Az idé-
zett melléklet 3. 4brdjabol indulok ki. Az ott szemléltetett 28X 28-as szimmetrikus
ritka matrix NZ elemeit X jellel, a zérus elemeket ponttal jelolom. Csak a f84tld
és felette levs félmatrixot tiintetem fel az 1. 4bran. Konnyen kiszdmithat6, hogy a
maétrix szalagszélessége=23.

1234567890833 30383008%%4238¢83%¢%
1 X o ® o o X X
2 X o o o o o X
3 %X 0w e X
& X o e @ ie X X0 ke (en o3 o7 29 [fes (Tebi e %
5 X © o o X o X . R IR T T ST X . x
6 CSF B T X % O s@ @ e 66 e see e X
4 ot Ny et EE Uef g e el @18 e len W) e el e e e . x
8 X @ 8: 88 OIR S e e e 8 @i . o N
9 R R T o . X x
10 X o ox ® ® %ix
11 X e @ @i e e e 00 e e
12 X X X ® X o o o o o x
13 X o e x o o o o X
14 X ®© e X o o o o X
15 X © o X o x o o X
16 x
17 x
18 x
19 X ®© ® o X X o o o X
20 X ® o x o x
21 X e o o o x
22 X o o o o x
23 X X e o o x
24 s U EOI ¢
25 X o o x

X

~N
~
x

1. abra

A [3] dolgozat jeloléseit és elnevezéseit haszndlva az dbra alapjin egy szintstruk-
turat képezek az 1-bdl kiindulva a kovetkez8képpen. Az 1-es utdn veszem az els§ sor
NZ elemeinek oszlopindexeit

15657
Ezutén a 6., majd a 7. oszlopban lefelé haladva a f84tl6ig, majd onnan jobbra
a sor végére leirom a haladds mentén talalt X-ek sor, illetve oszlop-indexeit, ha azok
még nem keriiltek a listdba. Ily médon a kovetkez8 szamokat kapom :

8, 12, 13, 27, 26
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Ezutén a 8, 12, 13, 27, majd 26-ik oszlopban fentrdl lefelé haladva a fGatloig,
majd onnan jobbra a sorok végéig irom ki a talalt X-ek indexeit (ha azok még nem
szerepeltek). Ezek a kovetkezdk lesznek :

2, 14, 16, 22, 21

Most ezek oszlopai, illetve sorai mentén megismétlem az el6z6 1épéseket. Ezt
addig ismétlem, mig az Osszes sorszam listdra nem keriil. Ha valahol megakad a fenti
eljaras még mielGtt az Gsszes sorszdm listdra nem keriilt (azért, mert elfogynak az
indul6 oszlopok szdmai), akkor tjra kezdem a legkisebb, még listara nem keriilt sor-
szammal. (Ebben az esetben a matrix diagonalis blokk méatrixokkd bomlik, ami ese-
tiinkben a 14-edik sor utdn be is kovetkezik.) Az eljaras befejezésével a kovetkezs 1j
sorrendet kaptam:

1,6,7,8,12,13,27, 26,2, 14, 16, 22, 21, 17,
3,4,9,10, 15,24, 5, 25, 28,18, 19, 11, 20, 23.

Atrendezem a métrixot az 0j sorrendnek megfelelden. Vagyis az eddigi 6. sor,
illetve oszlop keriiljon a 2. helyre, a 7. keriiljon a 3. helyre stb. Az dtrendezett métrixot
a 2. abra szemlélteti.

A 2. 4brabol lathatd, hogy a maétrix szalagmatrixsza alakult 4t, aminek szalag-
szélessége=9.

Az ismertetett modszer valdjdban az E. H. CuTHILL és J. M cKEE médszerének
egyszertisitett véltozata [4]. Ugyanis csak a matrix fogalmait haszndltam és a métrix-
hoz rendelhetd graf és annak fogalmait elhagytam a megfogalmazéasban. A Cuthill—
McKee-mddszer egyik legismertebb mddszer a sdvszélesség csckkentésére. A modszer

199994112 22222722
£S5 67890712 3507890923 %856 78

O®UVO VS WN =
x
x
X X X W
.
X 8 X X
% 3¢ e N X
X » ® X o X
X o 8 o @ X
¢ s e X X
o 0 X X
x

X ® o o o X

X x
;19 %
% 9
3% 3 K %
X o o o X
X o o o X
X X s o o X
X X X X o o X
e o 8 X x
X o o X o X
" e X o %

N
o
x
X o
X X X X

2. abra
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nagyon konnyen programozhatd, hatékony és gyors. A modszer részletes elemzésével
nem kivanok foglalkozni, de a k6z6lt példan ; jellel elvdlasztva megmutatom a gene-
ralt sorrend szintstruktura szintjeit:

1,6,7; 8,12, 13, 27, 26; 2, 14, 16, 22, 21; 17
3;4,9; 10, 15, 24, 5, 25, 28; 18, 19, 11, 20, 23.

A példan szemléletesen végrehajtott modszer altaldnosan is konnyen megfogal-
mazhato:

a) Valasztunk egy sorszdmot. Ez lesz a struktura ,,gyokere”, ami az elsG szint
(a példa esetében ez 1 volt).

b) A vélasztott sorszam oszlopaban haladva a f64tloig, majd onnan a sor men-
tén a sor végéig megkeressiik a matrix NZ clemeit és listaba irjuk azok sor, illetve osz-
lop indexeit. Ezek alkotjak a masodik szintet és igy tovabb;

¢) A k-adik szinthez tartozd sorszimok oszlopai mentén haladva, a f54tloig,
majd sor szerint haladva a sorok végéig talalt NZ elemek sor, illetve oszlop indexei
alkotjak a k+ 1-edik szintet.

Az igy kialakult szintstruktira szerint dtrendezziik a matrixot. Az atrendezéssel
a matrix savszélessége nem nd, de altaldban csékken [3, 4].

6. Konjugilt gradiens és iteraciés médszerek

Ezeknek a mddszereknek k6z0s sajatossdga, hogy a szamitas dont§ része matrix-
vektor szorzasokbdl, esetiinkben ritka, szimmetrikus matrixnak vektorral valé szor-
zasabol all (u=Sv). Ezért eldszor ennek a részfeladatnak az algoritmusat fogalma-
zom meg. Legyen az nXn-es S szimmetrikus ritka matrix az 1. pontban leirtaknak
megfelelden adva az IS, JS és S1 tombdkben, a v és u vektorok pedig a V és U tom-
békben (V (i), U(i),i=1,...,n). Az

u=Syv
matrix-vektor szorzast végzé algoritmust a kovetkezd eljarasban adom meg:
Algoritmus (V')

procedure Pl(n, IS,JS, S1,U,V);
(k¢ deklarald rész *);

begin
for i:=1 to n do
begin

U(i):=0;

for j:=1 to i—1 do
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begin

JE=IS(J);

J2=IS(j+1)—1;

for h:=j1 to j2do

if JS (h)=i then U@):=U@)+SI(W)*V (/)

end;

jl:==1S(i);

J2:=I1S(i+1)~1;

for j:==j1 to j2 do

begin
k:=JS(j);
U@):=U@)+S1 (j)*V (k)
end
end
end.

A matrix-vektor szorzasra kozolt eljards latszélag bonyolult, azonban nagyon
ritka matrixok esetén szdmitasi id6ben megtériil a bonyolultsag.

A konjugélt gradiens mddszer elvi alapjaival nem kivanok foglalkozni, ez meg-
talalhat6 legtobb numerikus analizissel foglalkozé koényvben [5], [6]. Jelen dolgoza-
tomban csak a mddszer ritka matrixok esetében vald végrehajtasat vizsgdlom. Ennek
részletes elemzése megtalalhatd a (7) konyvben.

Feltételezem, hogy S szimmetrikus pozitiv definit méatrix. Ebben az esetben sta-
bilitdsi probléma kevésbé jelentkezik és a konjugdlt gradiens modszert, mint véges
iterdcids modszert tekintem, vagyis n ismeretlenes egyenletrendszer megoldasara n
1épést hajtok végre.

Tetsz8legesen valasztott x, vektorbél kiindulva

(6.1) v, =1, = b-—Sxy
és ezutan i=1, ..., n-re szamitjuk a kovetkez8 képleteket, [5]:
o; = vIr/vT Sy,
Xir1 = X; 04V
6.2) I, = L—o;Sy;
Bi =—v{Sr VT Sv;
Virr = e HBivi
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A (6.1) és (6.2) képletek szamitasat megvalosito algoritmus programja a Pl elja-
rast felhasznilva a kovetkezd:

Algoritimus (K):
begin Pl (n, IS, JS, S, U, X1);
for i:=1 to n do
begin
V(i):=B(@i)—U(@);
R{i):=V (i)
end;
for i:=1 to n do
begin Pl (n, IS,JS, S, U,V);
a2 :=0;
for i:=1 to n do
begin
a2:=a2+V(i)xU(i)
end;
al:=0;
for j:=1 to n do al:=al+V(j)*xR(j);
a:=alla?;
for j:=1 to n do
begin X(j):=X(j)+axV(j);
R(j):=R(j)—axU(j)
end; Pl (n, IS,JS, S, U, R);
a3:=0;
for j:i=1 to n do
begin
a3:=a3+V(j)*U(j);
end; b:=—a3/a2
for j:=1 to n do V(j):=R(j)+bxV(J)
end

end.
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Az Sx=b egyenletrendszer iterdciés megoldasai koziil egyediil a Gauss—Seidel
iteracioval foglalkozom. Ismeretes a kovetkezd tétel [5], [6]:

6.1. TETEL. Ha az S szimmetrikus matrix pozitiv definit, akkor a Gauss—Seidel
iterdcio a kezdeti vektortol fiiggetleniil konvergens.

Induljunk ki tetszSleges xV=(x{Y, ..., x(V) vektorbdl. Az algoritmust a Gauss—
Seidel iterdcior megvaldsito

1
S

ii

i-1 n
(6.3) xFD = — [ 3 syx 04+ 3 s;x®-b] ((=1,..,n)
j=1 Jj=i+1

képlet segitségével irom fel. Az S szimmetrikus egyiitthaté matrixot az 1. pontban
ismertetett S1, IS és J.S tombokben, az x és b vektorokat az X és B tombsokben ta-
roljuk. Az iter4cié az x=Db kozelitésbdl indul ki. A mddszert megvaldsito algorit-
mus a kovetkezs:

Algoritmus (GS):
begin
c:for i:=1 to ndo
begin X(i):=—B(i);
for j:=1 to i—1 do
begin j1:=IS(j);
J2:=1S(j+1)—1;
for k:=jl to j2 do
if JS(k)=1 then X(i):=X(@)+S1k)*X(J)
end;
J1:=18G);
J2:=IS({i+1)—1;
for j:=jl to j2 do X(i):=X()+S1(j)*X(JS(j));
X(@)=—X@)/S1US®));
end;
if (3¢ convergencia feltétel teljesiil %) stop
elsegotoc
end.

Az algoritmusban nem részleteztem az iteracié konvergenciajanak teljesiilését.
Konkrét esetben valamilyen konvergencia kritérium teljesiilését kell ellendrizni.

Ebben a pontban az S ritka szimmetrikus matrixu lineéris egyenletrendszer meg-
oldasét vizsgaltam. Abban az esetben, ha az S matrix a 2. pontban targyalt normal
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madtrix, az egyenletrendszer megoldasahoz nincs sziikség az S tényleges elGallitasara.
A (2.1) képlet felhasznalasdval az Sx=b linedris egyenletrendszer ugyanis felirhaté

(6.4) ATPAx =b

alakban. A (6.4) egyenletrendszert megoldé konjugélt gradiens modszer (6.1) és (6.2)
képletei, valamint a Gauss—Seidil-mddszer (6.3) képlete a kdvetkezd alakba mennek 4t :

(6.5) v, =1, = b—ATPAX,
o; = v, /vFATPAY,
X1 = X; TV
(6.6) r1 = 5;—o;ATPAy,
B: =—vIATPAr,, , /VTATPAYy,;
Virr = Fipr BV

i 7

1 i—1 n
6.7  xY=-——] % aTPajx}k+1)+J=%1 al Pa;x{"—b;], s;=aPa;

ahol a; az A maitrix i-edik oszlopa. A (6.5), a (6.6) és a (6.7) képletekben kijelslt sza-
mitasok csak az A métrixot hasznaljuk. Ha a konjugalt gradiens mddszert véges itera-
cidés modszerként hasznalom, vagy a Gauss— Seidel mddszerben nincs n-nél tobb ite-
racids 1épésre sziikségiink, akkor a (6.5), (6.6) és (6.7) képletekkel szdmolva az ered-
ményt a normal matrix elgallitdsaval azonos nagysagrendii lépésekben megkaphatjuk,
igy hasznalatuk el6nyds lehet.

7. Osszefoglalis

Osszefoglalasul néhany megjegyzést szeretnék tenni. Elszor a ritka matrix
inverzének szamitasara térek ki. Mint ismeretes, ritka matrix inverze lehet teljesen telt
matrix is. Ez természetesen igaz szimmetrikus esetben is. Ezért nem célszer(i arra tore-
kedniink, hogy nagyméretii ritka matrix inverzét szamitsuk ki. Ehelyett az inverz fak-
torizalt alakjat célszerii elGallitani [8). Ez a kovetkezdket jelenti. Ritkamatrixos tech-
nikaval végezziik el a (4.1) faktorizalast Gauss-elimindcidval, vagy a (4.3) faktoriza-
last Cholesky mddszerrel. (4.1)-ben az L, (4.3)-ban az R hdromszég matrixok megdr-
zik a ritka matrixos strukttrat (bar a telitettség miatt tobb NZ elemet tartalmaznak,
mint az S matrix). Ha a (4.1) faktorizalas utdn a (4.2) egyenletrendszerek helyett az

(7.1 Ly;=¢;, Ux;=Yy,
a (4.6) egyenletrendszerek helyett pedig az
(7.2) RTy,= e, Rx;=y,

egyenletrendszereket oldjuk meg visszahelyettesitéssel, ahol e; az i-edik egységvektor,
akkor megoldédsul az S~ inverzmatrix i-edik oszlopat kapjuk. Vagyis az inverzet
oszloponként allitjuk el6. 1ly modon az inverz matrix tetszéleges elemét kiszdmithat-
juk a (7.1), vagy a (7.2) egyenletrendszerek bl visszahelyettesitéssel.
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A ritka szimmetrikus matrixok sajatértékeinek szamitésaval az [1] dolgozatban
foglalkoztam. A szimmetrikus Léncos modszerrel az S méatrixot szimmetrikus harom-
atlés matrixa transzformaltam, majd annak sajatértékeit szdmoltam implicit QR
mddszerrel.

A nagyméretli ritka szimmetrikus egyenletrendszerek megolddsdhoz alkalma-
zand6 modszer kivalasztasanal alapvetd szempontok: a matrix mérete, ritkasiga,
pozitiv definitsége, a rendelkezésre allo szamitdgép operativ (bels6) memoridjanak
nagysaga és hogy a gépen milyen programok allnak rendelkezésre. Ha példaul a mat-
rix pozitiv definitsége nincs biztositva, olyan programot kell valasztani, amelyek
féelem valasztassal dolgoznak. Ilyenek az IBM szubrutinkdnyvtdr programjai. Ha a
szamitogépiink memoridja sziikos a feladat méreteihez képest, akkor célszerii az ite-
riciés modszereket hasznalni. Ugyanis azok alkalmazédsival a matrix valtozatlan
marad a szdmitas teljes menetében (telitGdés nem 1ép fel) és igy a meméria elég lehet
a tarolasra. S8t ebben az esetben olyan megoldas is alkalmazhatd, hogy a matrixot
kiilsG tarban helyezziik el, hiszen annak csak soronkénti hasznalatara van sziikség.

A savszélesség redukaldsin alapulé moédszerek feltétlen elénydsek a tébbi mod-
szerekkel szemben, hiszen egyrészt itt a matrix csak atrendezddik, telitettségi prob-
Iéma nem I€p fel és a keletkezett szalagmatrixos egyenletrendszer megold4sara nagyon
jo, viszonylag egyszerii, memoria-takarékos modszerek és programok készithet8k,
vagy talalhatdk [1], [2].
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METHODS AND ALGORITHMS FOR SPARSE SYMMETRICAL MATRICES

J. GERGELY

Methods and programs were discussed in paper [1] for sparse matrices. As a continuation of
that, methods and algorithms are discussed for sparse symmetrical matrices in this paper. First I
deal with the normal matrixes which are an important, special case of it. Then the more important
numerical methods for the solution of the system of the sparse symetrical linear equations are studied.
Brief formulations of the methods and algorithms in PASCAL language are written donon.
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KONYVISMERTETES

Melvyn W. Jeter: Mathematical programming — An introduction to optimization. A konyv egy
altaldnos, nem tul részletes bevezeté a matematikai programozis néhany alaptémdjaba. Az alabb
részletezendd tiz fejezetre oszlik a konyv, melyekben a linearis programozas, a haldzati folyamok és a
nemlinearis programozas néhany alapvet6 problémajat, modszerét targyalja.

Az els6, bevezet fejezet, mint a legtébb hasonlé kdnyv, néhdny példit ad matematikai prog-
ramozisi feladatokra. A szerz6 érzékelteti a paraméterezés €s a post optimalis analizis fontossagat.
Végul torténeti megjegyzések kovetkeznek.

A masodik fejezet az elemi linedris algebra egy rovid Osszefoglaldja. Ismertetésre keriilnek a li-
nedris algebra mindazon eredményei, amelyek sziikségesek a linearis programozas elméletének és
algoritmusainak kidolgozasahoz.

A harmadik fejezet a primal szimplex és a kétfazisu szimplex moddszert tartalmazza. A szimplex
modszert tabla formaban targyalja, de kitér a geometriai interpretaciora is.

A negyedik fejezet a linedris programozas dualitds elméletét és tovabbi technikait tartalmazza.
EI6bb a dualitdselmélet, a post optimalis analizis, majd a dual szimpla modszer és a linedris komple-
mentaritasi feladat és annak megoldasara alkalmas Lemke-féle komplementaris pivotalasi algoritmus
kovetkezik.

Az 6todik fejezet a szimplex modszer numerikus megvalositasival kapcsolatos problémikat
targyalja. Igy tartalmazza a modositott szimplex modszert, a bazisinverz szorzat forméaban valo els-
allitasat, a bazisinverz eliminacios formajat. Ismerteti a primal-dual algoritmust, a paraméterezés
problémajat, a degeneracio és ciklizalds lehetGségét. Végiil érinti a dekompozicio lehetdségét is.

A hatodik fejezet nagyon révid betekintést ad a halozati folyamok elméletébe. Néhany alapfel-
adaton (maximalis folyam, transzshipment) keresztiil bemutat néhiny alapvetd technikat (cimkézés,
szimplex adaptacio, primdl-dual algoritmus adaptacidja).

Az utolsé négy fejezet a nemlinedris programozas néhany alapvetd technikajat targyalja.

A hetedik fejezet egy rovid attekintést ad a konvex analizis elméletébol. Itt keriilnek ismertetésre
a késobbi fejezetekben alapvets szerepet jatszo tételek (konvex fiiggvények tulajdonségai, differen-
cialhatosag stb.).

A nyolcadik fejezet a konvex programozas talin legfontosabb eredményeit, az optimalitési fel-
tételeket tartalmazza. A szerzd targyalja a feltétel nélkiili, az egyenlGséges és egyenlGtlenséges fel-
tételek, valamint nemnegativ vdltozok esetén az optimalitasi feltételeket. A fejezet a Kuhn—Tucker-
tétel ismertetésével zarul.

A kilencedik fejezet a feltétel nélkiili optimalizalas technikaival foglalkozik. Egy dimenziéban
ismerteti a legfontosabb keresési technikakat (pl. Fibonacci, aranymetszés, gorbe illesztés). Roviden
a tobbdimenzids optimalizalast is érinti.

Az utolsé fejezetben a feltételes optimalizalds biintetéfiiggvényes modszereivel foglalkozik.
1tt a Barrier fiiggvényeket és a kvadratikus biintet6fiiggvényeket targyalja.

A konyv szerzdje a kdnyv céljaként azt jeloli meg, hogy egy tankdnyvet szeretne adni viszonylag
csekély (egy félév linearis algebra és kevés analizis) matematikai hattérrel rendelkezé hallgatok kezébe.
Ezt a célt és a benne megszabott feltételeket betartja. A konyv targyalasa korrekt. A nehezen és hosz-
szadalmasnak vélt bizonyitasokat gyakran elhagyja a szerzd, csak a tételek ismertetésére szoritkozik.
Az algoritmusok megértését jol segiti a sok végigszamolt mintafeladat és a konyv bdséges feladat
anyaga. Az egyes fejezetek végén kielégits irodalomjegyz€k talalhato.

Véleményem szerint a kit{izott célnak a konyv megfelel, akar hazankban hasznos segédeszkoz
lehet rovid, attekintd kurzusok esetén (pl. miszaki egyetemen, f6iskolan), de mindenképpen kevés
példaul matematikusok oktatdsaban. Amiben még eredeti céljanak sem felel meg a mii, az a konyv
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anyaga, €s az egyes témdkra forditott terjedelem. Még egy rovid attekinté kdnyvben is legaldbb érin-
teni kellett volna példaul a linearis programozis Gjabb eredményeit. Gondolok itt példaul a Bland
szabdlyra, mely a ciklizalds elkeriilését teszi lehetové. Emliteni kellett volna az elméleti hatékonysag
(exponencialis, polinomialis algoritmusok) problémajat is. A konyv anyagabdl sajnos teljesen kima-
radtak a diszkrét programozas alapfeladatai, melyeket minden alapkurzusnak tartalmaznia kell.
Osszefoglalva, a M. W. JETER kdnyve hasznos segédkonyv, boséges példaanyaggal, de fontos,
Iényeges témakoérok maradnak emlités nélkiil, igy a konyv olvasasa, illetve haszndlasa esetén erre fel-
tétlenil figyelmet kell forditani.
Terlaky Tamds

Tobbvdltozos statisztikai analizis. Szerkesztette Mori F. Tamas és Székely }. Gabor. Miszaki
Konyvkiado, Budapest, 1986. 393 oldal. A tdbbvaltozos statisztikai analizis a matematikai statisz-
tika egyik legfontosabb fejezetévé nétte ki magat, és az utobbi évtizedekben — els@sorban a szamito-
gépek alkalmazasa nyoman — egyre nagyobb gyakorlati jelent&ségre tett szert. Ezért tidvozlendd,
hogy a témakorrdl atfogo jellegli munka jelent meg magyar nyelven.

A jelen konyv 14 matematikus kdzos munkaja, és elsGsorban matematikus olvasokdzonség
szamadra késziilt. A Bolyai Janos Tdrsulatban megtartott tovabbképzé tanfolyam anyagat adjak kozre
a szerzOk. Kar, hogy a szerkesztOk nem emlitik az E¢tvés Lordnd Tudomdnyegyetem Valosziniiség-
szdmitdsi Tanszékének a szerepét, hiszen itt folyt el6szor rendszeres oktatds a témakérben ha-
zankban.

A kdnyv matematikai szempontbdl szigort targyaldismodban adja el6 az anyagot, pontos defi-
niciokat és tételeket mond ki, és — a terjedelem adta korldtok kozott — bizonyitasokat is kozol.
A szerzOk és a szerkesztOk igen nagy munkaval a t6bbvaltozos analizis szinte minden fontos fejezetét
feldolgoztak, igy miiviik igen gazdag tényanyagot tar az olvasé elé.

A konyv lényegében a témakorrdl sz6l6 standard szakkSnyvekhez (1. [11, [2], [3]) hasonlo felosz-
tdsban targyalja a tobbvaltozos statisztikat. A szerzék érdeklodésének megfeleléen bizonyos részek
(pl. a valtozok kozétti kapesolat vizsgdlata, a kontingenciatdbldzatok elemzése) boévebben keriiltek
kifejtésre, mig mas részek (pl. az osztalyozasok) a szokasosnal rovidebben szerepelnek. A tébbdimen-
ziés normalis eloszlason alapulod {6 iranyvonal természetesen egybeesik az dltalanosan elterjedt tar-
gyaldsmoddal. A szerz6k nemcsak a klasszikus elméletre, hanem az tjabb eredményekre is utalnak.
A témaban tovabb elmélyiilni kivanok szamdra pedig boséges irodalomjegyzéket allitottak Ossze.

A jelen mi értékes segédkonyv a tobbdimenziés statisztikdval megismerkedni és azt alkalmazni
kivanok szidmira, a felhasznalhatosaganak azonban megvannak a korlatai. Mivel nem nydjtja a tar-
gyalt témakor egységes és szisztematikus felépitését és gyakran kevés magyarazatot ad, tankényv-
ként nem ajanlhatd. Az alkalmazisokat illusztralé példdkat, esettanulmanyokat alig tartalmaz a
kényv, ezért a gyakorlati felhasznalok szdmara is csak részben szolgalhat iranymutatoul.

A mi egyes fejezetei eltérd stilustiak és mélységliek, igy azokat kiilon-kiilon ismertetjiik.
Az egyes szerzOk egyéni felfogasat tiszteletben tartjuk, néhany hianyossag mellett azonban nem me-
hetiink el sz6 nélkiil. Ezek els6sorban bizonyos részek nem megfelel6en kiérlelt volta, pontatlanségok
és helyenként zavaréan sok sajtohiba.

1. A tobbdimenzios normdlis eloszlds (TUSNADY GABOR)

A szerzd el6szor az n-dimenzids standard normalis eloszlast ismerteti, majd ennek segitségével
vezeti be a tobbdimenzios normalis eloszlast. Ezutdn a feltételes eloszlasok és a kvadratikus alakok
targyalasa kovetkezik. Kiszdmolja a normadlis eloszlas sirfiségfiiggvényét és momentumgeneralo
fliggvényét is. A tobbdimenzids normalitasvizsgalatrol annyit jegyez meg, hogy szemben a valds eset-
tel, itt nincs jOl haszndlhaté modszer.

Az anyag targyalasmadja logikus és pedagogiai szempontbdl is jo. A fejezet hidnyossdga, hogy
a széles korben hasznalt karakterisztikus fiiggvényeket meg sem emliti. A fuggetlenség és a korrela-
latlansig kapcsolatat sem emeli ki. A targyalas témor, a bizonyitdsok véazlatosak, s6t néhany esetben
elnagyoltak.
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11. A Wishart-mdtrix (TUSNADY GABOR)

A szerz6 megadja a p-dimenzios, n szabadsagi fokl, X kovarianciaja Wishart-mdtrix definicio-
jat, és meghatiarozza a momentumgenerald figgvényét. A siirliségfiiggvényét a technikai nehézségek
miatt el3szoéra p=2 esetben szamolja ki, ezutdn tér ra az dltalanos eset targyaldsara. A bétamatrixok
([3] szerint els6 tipusu bétaeloszldsok) definicidja €s shirlségfiiggvényének meghatarozasa, valamint
a Wilks-eloszlds definicioja zarja a fejezetet.

A fejezet elsé részében a Wishart-madtrix bevezetése vilagos, jol attekinthetd. A kés6bbi részek-
ben fellelhetd néhany kovetkezetlenség és tobb sajtohiba.

1. Véletlen mdatrixok sajat értékeinek eloszldsa és aszimptotikus viselkedése (MICHALETZKY
GYORGY)

A fejezet elsé részében a Wishart- és a bétamdtrixok sajat értékeinek siiriségfiiggvényét hata-
rozza meg a szerz$, a kimondott tételeket részletesen bizonyitja is. A masodik részben a Wishart-
matrix sajat értékeinek aszimptotikus viselkedését irja le, tobbnyire mar bizonyitas nélkul. Utal
néhany ujabb eredményre is.

1V. A tobbdimenzios normailis eloszlds varhato érték vektordra és szordsmatrixdra vonatkozo becs-
lés és hipotézisvizsgdlat (MICHALETZKY GYORGY)

A szerzd sok értékes informaciot gyiijt egybe a témakorrél, ahol lehet bizonyitasokat is kozol.
A fejezet elején attekinthetden leirja a varhato érték és a szoras maximume-likelihood becslését.
Az 1.3 megjegyzést sokkal pontosabban kellett volna kimondani, hisz gyakran kell ra hivatkozni.
A megengedhetS becslésekkel kapcsolatban részletesen targyalja a Stein-problémdt. Hipotézisvizs-
galatra a likelihood-hanyados probat alkalmazza. Nem emliti azonban a témakdrben hasznalatos
aszimptotikus sorfejtéseket ([3], 7. fejezet).

V. A vdltozék kozotii kapesolat vizsgalata (RUDAS TAMAS)

A szerz$ az alabbi négy csoportba sorolva mutatja be a kapcsolat mérésére szolgdlé modsze-
reket:

1. Normalis eloszlasu valtozok kozotti kapesolat mérésére a korreldcios egytitthatot, valamint
a parcidlis és a tobbszoros korrelaciot hasznalja. Ezen mennyiségek maximum-likelihood becslésének
az eloszlasat [1] alapjan irja le.

A tovabbi esetekben nemparaméteres modszereket targyal.

2. Két folytonos eloszldsu valtozo kapcesolatanak mérésére a korrelacios egyiitthatot, a Ken-
dall-féle t és a Spearman-féle rangkorreldcios egyiirtharot hasznalja. A rangkorrelicios modszereket
egy bovebb elméletbe is beilleszti.

3. Olyan csoportositott mérési eredmények esetén, amikor a csoportok k6z6tt rendezés van,
a Goodman—Kruskal-féle y-t alkalmazza.

4, Abban az esetben, amikor a csoportok kozott nincs rendezés, a y2-probat, a Yule-féle Q- és
Y-, valamint a Csuprov-féle T-, a Cramér-féle C- és a Goodman—Kruskal-féle (mas néven Guttmann-
Jféle) A-statisztikat ajanlja.

A fejezet £6 érdeme, hogy megprobal bizonyitast adni a statisztikai kézikonyvek altal bizonyi-
tas nélkiil kozolt, altalanosan ismert eredményekre. Azonban a rendelkezésre 4ll6 néhany oldalon
ilyen sokrét(i témakor tényleges kifejtésére nincs lehetség. Kifejezetten alkalmazott témakorrél lévén
sz0, nagy hatranyt jelent, hogy a szerz6 a bevezetett fogalmakhoz kevés magyarazatot fiiz, ezek hasz-
nalatit nem ismerteti, mintapéldidkat nem ko6zol. Mivel a fejezet megfogalmazasa igen t6mor, a ben-
ne szerepld szamos elirds és sajtohiba kilondsen zavaro.
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VI. A vdltozok szdmdnak csékkentése: fékomponens- és fuktoranalizis (REIT6 Lin1A)

A fékomponens-analizis témakorébdl a standard tankonyvekben (pl. [2]) megtalidlhatd beve-
zetd anyagot kozli a szerzé. Egyszerten és érthetéen irja le a fékomponensek alapveté tulajdonsa-
gait. Normalis eloszlasbol vett minta esetén targyalja a f6komponensekkel kapcsolatos problémdkat:
bebizonyitja az empirikus kovarianciamatrix sajat értékeinek és sajat vektorainak aszimptotikus vi-
sel kedésérol szolo tételt, ismerteti a sajat értékek egyezését vizsgdld probat.

A faktormodell definicidja szerepel a konyvben, majd ezzel kapcsolatban néhany egyszer(i
allitast is kozol (ezek kozott a 4.4, lemma bizonyitdsa nem teljes, 1.[2]276. old.). A faktormodell
identifikacidjarol felsorolt tételeket bizonyitas nélkiil kozli. Normadlis eloszlast alapsokasag esetén
foglalkozik a faktormodellben szereplé mennyiségek maximum-likelihood becslésével, itt az dtviteli
matrix becslését részletesen leirja. A faktorok magyardzatanal fontos forgatdsokat csak megemliti.
A fékomponens- és faktoranalizis gyakorlati jelentdséégét, alkalmazasi modjat nem részletezi.

VII. Kanonikus korrelacioanalizis (LENGYEL TAMAS)

A fejezet elsé részében példakkal indokolja a szerzé a két valtozo kézo6tti kapesolat mérésének
a jelentdségét. A tobbszoros korrelacio segitségével vilagitja meg a kanonikus korrelacio fogalmat.
Sajnalatos, hogy a 2.1. definici6 megfogalmazasa pontatlan. Ezutdn a szerzé ravildgit a kanonikus
faktorok (mas néven kanonikus korrelacio vektorok [2]) és a korrelacids matrix szingularis felbonta-
sdnak a kapcsolatdra. Foglalkozik a kanonikus korrelaciok optimélis tulajdonsédgaival is.

A fejezet hasznos rovid osszefoglalast nyujt a kanonikus korrelacidanalizisrél, gyakorlati alkal-
mazasira azonban kevés utmutatast ad.

VIII. Regresszios modellek (SZEXELY J. GABOR)

A regresszid fogalmanak bevezetése utdn a nemparaméteres regressziorol kozol tételeket a
szerzd. A szokdsos tobbvaltozés regresszios modell esetén adja meg a legkisebb négyzetes becslést.
Foglalkozik a vdltozok szdmdnak cstkkentésére alkalmas stepwise-mddszerrel is. Ezutan a ridge-
becslést és altalanositasait targyalja. A robusztus becslések rovid altalanos ismertetését kovetéen
a robusztus regressziot vizsgalja.

A szerz$ a témakor sok érdekes és fontos sajatossagara hivja fel a figyelmet rovid megjegyzések
és bdséges irodalmi utalas formajaban. Masrészt egyetlen kérdéskort sem fejt ki elég részletesen. igy
aregresszioszamitassal megismerkedni vagyok és a felhasznalok ismét kevés itmutatast kapnak.

IX. Becslés és hipotézisvizsgdlat linedris modellben.
Szordsanalizis (MICHALETZKY GYORGY)

A szerz$ definidlja a linedris modellt, majd ratér a benne szereplé paraméterek maximum-like-
lihood becslésére. Vizsgalja a becslés explicit megadhatosdgat és specidlis esetben az eloszlasat. Kozli
a Gauss—Markov-tételr. A regresszios paraméterre vonatkozoan a Wilks- és a Roy-probdt ismerteti.
A linedris modell altalanos vizsgdlatabol szirmaz6 eredményeket a szérasanalizisben alkalmazza.
Egyetlen faktor esetére a Wilks-probdt adja meg. Bonyolultabb szérdsanalizisbeli feladatokat (pl.
két faktor esetét) is beagyaz a linearis modellbe.

X. Osztdlyozdsi médszerek (GULYAS OT1TO)

A fejezet els6 részében az osztalyozas problémajat vildgosan veti fel a szerz4. A déntésfiiggvé-
nyek altalanos elméletébdl indul ki, megadja az optimalis Bayes-dontést, majd a szemléletes kétcso-
portos, ismert siiriiségfiiggvényii esetet mutatja be.

Specialis eljirdsokat ismertet: a linedris és szakaszonként linedris szeparalast, a legkGzelebbi
tars modszert. A fejezet végén leirja a clusteranalizis feladatat, szo6l a dinamikus és a hierarchikus
clusterszerkesztésrol.

A fejezet egészét tekintve elmondhatd, hogy a problémak felvetése kristalytiszta, sok fontos
részletre ravilagit a szerzg, a konkrét eljdrasok is hasznélhatok. A rovid targyalas eredménye, hogy
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az osztalyozas Osszetett problémakorét nem ismerteti, igy klasszikus fogalmak (pl. Fisher-féle diszkri-
minancia-fiiggvény, Mahalanobis-tdvolsdg) maradtak ki, ill. egyes részek nem a valdsigos stlyuknak
megfeleld aranyban szerepelnek. Talan szerencsésebb lett volna az ismert miivek ([2]) mintdjara kilon
fejezetet szentelni a diszkriminancia-analizisnek is és a clusteranalizisnek is.

XI1. Kontingenciatdbldzatok loglinedris elemzése (RUDAS TAMAS)

A két- és haromdimenzios tablazatok esetén leirja a fiiggetlenség jellemzését specialis loglinearis
modellek segitségével. A minimalis diszkriminalé informacié elvét és a maximum-likelihood mod-
szert, valamint ezek kapcsolatat targyalja. Egy iterdcios eljarast is ismertet az eloszlas maximum-like-
lihood becslésének kiszdmitasara. Bizonyos esetekre hipergrafok segitségével zart képletet ad meg a
maximum-likelihood becslésre. Egy modell helyességének vizsgalatira a x*- és a loglikelihood sta-
tisztikat hasznalja.

A fejezet érdeme, hogy betekintést nyujt a statisztika olyan részteriiletébe, melyet a standard ké-
zikonyvek tobbsége nem ismertet. A targyaldsmod azonban nem alkalmas a témakorrel vald elsé
megismerkedésre. A sok fogalom, jelolés, részeredmény, utalas siiriijébél nehezen bontakozik ki az
olvaso szamadra a tulajdonképpeni cél. A loglinedris modellek alkalmazasi modja nem nyer kell6 meg-
vilagitast. A szerz6 utal ugyan az V. és XII. fejezettel vald kapcsolatra, az osszedolgozottsidg azon-
ban hianyzik.

XII. A minimdlis diszkrimindlo informdcio mddszere,; kontingenciatdbldzatok elemzése
(CsiszAR IMRE)

El6szor a d-dimenzids kontingenciatabidzatokat és a tavolsigminimalizald modszerekkel meg-
oldhat6 statisztikai feladatokat ismerteti a szerz6. Az informacios divergenciat mint az eloszlasok egy
specialis f-eltérését vezeti be. Ezen fogalom segitségével tdrgyalhaté a minimalis diszkriminalé infor-
macid modszere (MDI) és a maximum-likelihood modszer is. Részletesen vizsgilja az informacios
divergencia tulajdonsagait. A kiilsé és a belsé feltételekkel meghatarozott feladatok MDI-modszerrel
torténd megoldasaval foglalkozik.

A szerzd elegdnsan, logikus felépitésben targyalja az MDI-modszert. A fejezet 6nalld egység-
ként olvashato, témaja jelentdsen eltér a konyv £6 iranyvonalatol és vitathatd alkamazott statisztikai
jelentdsége is.

XI. Tobbdimenzids skdldzds (TELEGDI LAszLO)

A tobbdimenzids skaldzas feladatanak koriilhataroldsa utdn, annak a klasszikus megoldasat
ismerteti. Bevezeti a tdvolsig- és a hasonlosagmatrixot, majd leirja a klasszikus megoldds algoritmu-
st és ezen megoldas optimalis tulajdonsagait. A nem-metrikus algoritmusok koziil a Shepard—XKrus-
kal-féle eljarast ismerteti. Foglalkozik a tobbsz6r6s tébbdimenzids skalazassal is.

A targykorrel kapcsolatos alapvet6 tudnivalokat értheten foglalja Ossze; lényegében a [2]
miiben megtalalhaté anyagot kozli. Sajnélatos, hogy a [2])-ben taldlhatd, a témakor megértését nagy-
ban el6segits, szemléletes példikhoz hasonléakat nem mutat be.

XIV. A szimultdn déntés paraméteres modszerei (KUN ANDREA)

Normalis alapeloszlas esetén t6bb varhato érték egyidejii Osszehasonlitdsat vizsgalja a szerzd.
A bevezetésben érthetéen mutat rd a szimultan hipotézisvizsgdlati modszerek sziikségességére. El6-
szOr az egyvaltozos eset torténeti attekintését adaja. Tobbek kozott Newman, Tukey, Dunnett,
Scheffé és Krishnaiah probdit emliti. A tobbvaltozés esetben Roy és Krishnaiah mddszerét irja le.
A regresszids modellekkel is foglalkozik. Végiil roviden sz6l a szorasok ¢sszehasonlitasarol.

Sok eljarast ir Je kevés magyarazattal és szemKletes példak nélkiil,
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XV. A szimultin dontés nemparaméteres modszerei (HATMAN BELA)

A szimultan és a nemparaméteres modszerekrél szol6 altalanos bevezeté utin a szerzé ratér
a szimultan dsszehasonlitds targyaldsara az egyvaltozos esetben. A paraméteres modszerekrél szolo
X1V. fejezetben mar ismertetett, TURKEY, SCHEFFE és DUNNETT nevéhez fiz6d6 eljarasok nempara-
méteres valtozatit mutatja be. Végiil ezen modszerek tobbvaltozos esetre torténd kiterjesztésével
foglalkozik.

A szerz6 jol értheté modon vazolja fel a nemparaméteres modszerek altalinos elveit, az ismer-
tetett eljarasok egy részét konkrét példakkal is illusztralja. A modszerek matematikai hatterének rész-
letezésében nem mélyed el.

XVI. A maximum-likelihood-mddszer (MiICHALETZKY GYORGY ES SZEKELY J. GABOR)

Figgetlen, azonos eloszlasi minta esetén vizsgalja a fejezet a maximum-likelihood becskés tulaj-
donsdgait. Bizonyitast nyer a likelihood-egyenlet gyokének konzisztencidjarol és aszimptotikus
normalitasarol szolo tétel. Tobb példat is kéz6l a maximum-likelihood becslés viselkedésének szem-
ltetésére. Végiil a likelihood-hanyados statisztika aszimptotikus tulajdonsagairél bizonyit tételeket
a szerzoparos.

XVIL. A tébbvdltozés statisztikai analizis szamitégépes eljardsai (GAUDI ISTVAN)

A BMDP statisztikai programcsomagot ismerteti a szerzS. Leirja a programcsomag részeit és
haszhdlatanak moédjat. A tobbvaltozos statisztikai eljarasok koziil clusteranalizisre, diszkriminancia-
analizisre, illetve regresszi6analizisre szolgdlo programot mutat be részletesen. Ezen programok alkal-
mazasat egy-egy generalt adathalmaz feldolgozasaval és a futasi eredmények kozlésével szemiélteti.

Fiiggelék: Linedris algebrai segédeszkozok (BoLLA MARIANN)

A tobbdimenzios analizisrél sz6l6 mas miivek mintdjara ez a konyv is fiiggelékben sorolja fel
a nélkiilozhetetlen matrixelméleti ismereteket. Tomoren és vilagosan foglalja 6ssze a matrixok fel-
bentdsardl, a bilinearis formakrol, az altalanositott inverzrol szolo tudnivaldkat.

Itt jegyezziikk meg, hogy a konyv listat kozol a legfontosabb jelolésekrol, kislexikonba gy(jti
az alapveto statisztikai fogalmakat, név- és targymutatot azonban nem tartalmaz.

Osszefoglalva megallapithatjuk. hogy a matematikai statisztikaval foglalkozok széles rétege,
egyetemi hallgatok, oktatok és kutatok is haszonnal forgathatjak a jelen miivet, sét az a felhasznalok
szamara is értékes informaciokkal szolgalhat a modszerek matematikai hatterének megismerésében.
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UTMUTATAS A SZERZOKNEK

Az Alkalmazott Matematikai Lapok csak magyar nyelv(i dolgozatokat kozol. A kéziratok
gépelését olyan formaban kérjitk, hogy minden gépelt oldal 25, egyenként atlag 50 betihelyes sort
tartalmazzon. A kozlésre szant dolgozatokat harom példanyban kell bekiildeni.

A kéziratok szerkezeti felépitésének a kovetkezd kovetelményeket kell kielégiteni. A fejlécnek
tartalmaznia kell a dolgozat cimét, a szerz§ teljes nevét, valamint annak a varosnak a nevét, ahol
a szerz0 dolgozik. A fejléc utin egy, képletet nem tartalmazo, legfeljebb 200 szo6bdl all6 kivonatot
kell minden esetben megadni. A dolgozatot cimmel elldtott szakaszokra kell bontani, és az egyes
szakaszokat arab sorszimmal kell ellatni. Az esetleges bevezetésnek mindig az elsé szakaszt kell
alkotnia. Az irodalomjegyzék mindig az utolsé szakasz kell hogy legyen, és azt nem kell sorszimmal
ellatni. Az irodalomjegyzék utan, a kézirat befejezéseképpen fel kell tiintetni a szerzé teljes nevét
és a munkahelye (illetve lakisa) pontos postai cimét. A dolgozatban el6forduld képleteket szaka-
szonként UjrakezdddBen, a képlet eldtt két zarojel kozé irt kettds szamozassal kell azonositani.
Természetesen nem sziikséges minden képletet szamozassal ellatni. Az esetleges definicidkat és
tételeket (segédtételeket és lemmakat) ugyancsak szakaszonként ujrakezd6dd, kettds szdmozassal
kell ellatni. Kérjiik a szerzOket, hogy ezeket, valamint a tételek bizonyitasat a szovegben kell6 mo-
don emeljék ki. Minden dolgozathoz csatolni kell egy angol, német, francia vagy orosz nyelvi,
kildn oldalra gépelt 6sszefoglalot. Amennyiben lehetséges, kérjilk a nyomtatas szamara kilondsen
nehézkes matematikai jelolések hasznalatanak az elkeriilését.

A dolgozat abrait és az esetleges labjegyzeteket a dolgozat végén, kiilonalld lapokon kérjik
bekiildeni. Mind az abrakat, mind a labjegyzetcket a dolgozat szakaszokra bontasatol fiiggetlen,
folytatdlagos arab sorszamozassal kell ellatni. Az dbrak elhelyezését a dolgozat megfelel6 helyén,
széljegyzetként feltiintetett, Abraazonosit6d sorszaimokkal kell megadni. A labjegyzetekre a dolgozaton
beliil az azonositd sorszam felsd indexkénti hasznilataval lehet hivatkozni.

Az irodalmi hivatkozasok formaja a kovetkezd. Minden hivatkozast fel kell sorolni a dolgozat
végén talalhatd irodalomjegyzékben, a szerzok, illetve tarsszerz3k esetén az elsd szerz0 neve szerint
alfabetikus sorrendben gy, hogy kiilon, de folytatolagos sorszamozasu listat alkossanak a latin
és a cirill betlis nevli szerzok miveire vonatkozo hivatkozasok, és mindkét részben a megfeleld
alfabetikus sorrend legyen kialakitva. A folybiratban megjelent cikkekre [1], a konyvekre [5], a
kotetben megjelent dolgozatokra [4], a disszerticiokra [3] és a gépi program leirasokra {2] a kovet-
kez0 minta szerint kell hivatkozni:

[1] Farkas, J., Uber die Theorie der einfachen Ungleichungen , Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik 124 (1902) 1—27.

[2] Kéri, G., ,,DUALSIMP”, rutin a CDC 3300-as gépekre (Magyar Tudomanyos Akadémia
Szamitastechnikai és Automatizalasi Kutaté Intézete, CDC 3300 felhasznaloi ismertetSk 2.
1973. méajus) 19—20.

[3] Prékopa, A., ,,Sztohasztikus rendszerek optimalizalasi problémairdl’”, doktori értekezés. Magyar
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