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NAGYMERETU, RITKA, SZIMMETIKUS MATRIXOK
HATEKONY SZAMITOGEPES KEZELESE

ARANY ILONA
Budapest

Jelen dolgozatban a savszélesség/profil-redukcid problémajat elemezziik. Alkalmas terminolo-
gia bevezetése utdn értékeljik a Gibbs—Poole—Stockmeyer-, illetve a George—Liu-eljdrdsokat.
Részletesen foglalkozunk a savszélesség/profil-redukci6 algoritmusdban a szintstruktara kialakitési
€s szamozasi fazisok problémaiival. Ennek eredményeképpen 17 algoritmust fogalmazunk meg ritka,
szimmetrikus matrixok savszélesség/profil-redukcidjara. Ezek kozil 6 eljiras nem csupan eredmé-
nyében, hanem gépidd sziikségletében is jonak mindsiil a fenti jol ismert algoritmusokkal valo dssze-
hasonlitasban.

Bevezetés

Szamos alkalmazasi teriileten, killondsen a miiszaki gyakorlatban felvetGdé
problémak (parcidlis differencialegyenletek numerikus megold4sa, statikai szamita-
sok, stb.) gyakran eredményeznek nagyméretii, ritka, szimmetrikus matrixot.
A szamitégépes hatékonysag ndvelése érdekében ekkor specialis matrix-kezelési tech-
nikdk alkalmazésa sziikséges.

Tekintsiik példaul az
n Ax=b

linearis algebrai egyenletrendszert, ahol A nagyméretl, szimmetrikus, sok zérus-ele-
met tartalmazé pozitiv definit matrix. Ekkor (1) direkt moédszerrel valé szamitogépes
megoldasakor a faktorizacio soran feliépd feltoltédés (fill-in) folytan a matrix nem-
-zérus elemeinek szdma erdsen megnéhet, ezdltal megnd a tarigény és a végrehaj-
tand6 miiveletek szdma. Vagyis a megoldas gazdasigtalanna valik.

A szamitégépes hatékonysig ndvelése, illetve igen nagy (tobb 10 000-es) méret
esetén a kdzponti tarban valé kezelhetGség érdekében célszerii volna olyan P° per-
mutaciés matrixot meghatarozni, hogy

AP = POAPOT

zérus/nem-zérus szerkezete a valasztott megolddsi modszer szempontjabol optimalis,
azaz
AP’ olyan szerkezetii, hogy az eliminicid soran fellépd feltslt3dés minimalis;
vagy
AP’ siv-matrix, minimalis savszélességgel.
Mindkét esetben azonban P° meghatirozisa NP-teljes probléma (P.Z. CHINN
¢és munkatarsai [24]; M. R. GAREY és munkatarsai [34]; CH. H. PAPADIMITRIU {73],
[74]; J. A. GEORGE [50], [51]), ezért a gyakorlatban meg kell elégedniink P° valami-
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lyen fajta kozelitésével, mely csupdn a felt6ltdés, illetve savszélesség redukcidjat
eredményezi. E kozelitéseket kiilonb6z8 heurisztikus algoritmusokkal allitjak el8
a gyakorlatban.

A dolgozatban ritka, szimmetrikus matrixok sdvszélesség/profil redukcidjaval
foglalkozunk és 17 algoritmust kozliink. Ezekbdl 6 eljdras nem csupan eredményében,
hanem gépidd-sziikségletében is kedvezs képet mutat a J. A. GEORGE és J. W-H.L1u
[53]), valamint N. E. GiBes, W. G. PooLE és P. K. STOCKMEYER [55] ismert algorit-
musaival valé dsszehasonlitdsban.

A ritka matrixok szerkezeti sajitsagainak felhasznaldsa iranti igény elsGként
a nagyméretii linearis programozasi feladatok kapcsan fogalmazédott meg (G. B.
DaANTZIG, 1952, [29]). A miiszaki alkalmazasok, kiilondsen a véges elemek modsze-
rének gyors elterjedése siirgetd kényszerként hatott a szimitdgépes megoldas haté-
konysagat névelS eljardsok kidolgozdsira. Szdmos munka jelent meg az elimina-
ci6 sordn fellépd feltoltSdés, az eliminicié grafelméleti szimulacidja problémakoré-
ben. (H. M. Markowitz [68]; D. J. RosE [76], J. R. BuncH [20], [21]; J. A. GEORGE
[39]. [47], [53]; R. P. TEwARsoN [83]; S. C. EisensTAT [31].)

Egyrészt adott feladat-tipus jellegzetességein alapuld eljrgsokat hoztak létre
(B. M. Irons [57]; C. A. FeLippA [32]). Masrészt feladat-tipustdl filiggetlen eljdrdsok
jelentek meg, melyekkel a feltoltGdés jelentSsen csSkkenthet§ a matrix elemeinek
szintjén (H. M. Markowitz [68]; D. J. RosE [76)), illetve teljesen megsziintethets
a matrix bizonyos blokkjaiban (J. A. GEORGE és J. W-H. Liu [36], [37], [38], [40],
[43], [44], [45], [46], [52], [53D.

Megindult a megfeleld software kidolgozasa. Uj programnyelvek sziilettek
(GRAAL [75], LascaLa [84]) s program-rendszerek késziiltek ritka matrixid rend-
szerek kezelésére (Yale Sparse Matrix Package (Yale University); ill. SIRSM [85]).
1978-ra befejez8dott az elsS, univerzalisnak nevezhetd program-rendszer, a SPARS-
PAK [53] kidolgozasa (J. A. GEORGE és J. W-H. Liu, University of Waterloo). Igy
lehetSvé valt a szimmetrikus vagy csupin zérus/nem-zérus szerkezetében szimmet-
rikus, ritka mdtrixt linedris egyenletrendszerek hatékony direkt megolddsainak
alkalmazasa.

Az ESZR-ben 1975-ben elkésziilt a ritka, szimmetrikus matrixok sdvszélesség-
redukci6jat végz6 MATRIXOK program-rendszer [6].

A sivszélesség-redukcié problémajira elsGként 1965-ben G. G. ALway és
D. W. MARTIN [3], majd 1968-ban R. RoseN [77] fogalmaztik meg cljarisaikat, me-
lyek azonban nagy munkaxgenyuk miatt a gyakorlatban nem nyertek alkalmazist.
Rovid id6n beliil szamos 1j eljaras fogalmazédott meg [4), [7], [23], [27], [53], [55].
[59], [81], [82], melyek koziil [27], [53], [55) a gyakorlatban is hatékonynak bizonyul-
tak

Az alabbiakban az els6, gyakorlatban is alkalmazhaté eljards megsziiletésétol
napjainkig kozolt f6bb eredményeket 6sszegezziik.

1969-ben E. H. CutHILL és J. McKEE [27] fogalmaztik meg az els6, ma mar
klasszikusnak nevezhet8 eljarasukat. A szerzGk iranyitatlan graf kifeszitG fajanak
alkalmas szamozasaval érték el a redukalt savszélességet.

1972-ben W. F. SMYTH ILO (International Labour Office) szakértGvel és Széda
Lajos kollegimmal kozosen 1ij sdvszélesség-redukcids eljarast kozoltiink [4]. Be-
vezettilkk a grifon értelmezett szintstruktira fogalmat, s algoritmusunkat szint-
struktira kialakitdsa és szintstruktira szdmozdasi fazisok egyiitteseként fogalmaztuk
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meg. E munkdnkra a nemzetkézi szakirodalomban 16 dolgozatban és 3 koényvben
talaltunk hivatkozast.

1976-ban N. E. GiBBs, W. G. PooLE és P. K. STOCKMEYER k&zolték 0j algorit-
musukat [55], melyet szintén szintstruktira kialakitas és szintstruktiira szimozas
egyiitteseként irtak le. A maximdlis excentricitds kozelitésére itt fogalmaztak meg
»pszeudo-4tmér$”-t meghatirozé algoritmusukat, de a pszeudo-atmérd fogalmat
nem defimaltak.

1976-ban J. W-H. Liu és A. H. SHERMAN bebizonyitottak [66], hogy a Cuthill—
—McKee szdmozds megforditdsaval a profil-érték nem ndhet, sok esetben viszont
radikalis cs6kkenést eredményez a szamozas megforditasa.

1976-ban W. F. SMYTH ILO szakértGvel kozdsen 4j szaimozas koncepcidjit ko-
zOltitk [81]. E munkankra két irodalmi hivatkozast talaltunk. 1978-ra elkésziilt a
modszer, s annak szdmitégépes kidolgozisa, mely profil-értékben kedvezd csokke-
nést eredményezett.

1979-ben J. A. GEORGE ¢és J. W-H. Liu harom modositasi stratégiat kozoltek
[49] a Gibbs—Poole—Stockmeyer pszeudo-dtmérdt meghatdrozo eljards miiveletigé-
nyének csékkentésére. Algoritmusaikat ,,pszeudo-periférialis pont”-ot eiGallit6 elja-
rasoknak nevezték, de a pszeudo-periférilis pontot 6k sem definidltak.

1981-ben J. A. GEORGE és J. W-H. Liu tolldbdl jelent meg az elsG monogratia
[53], melyben a szerzGk részletesen targyaljak a ritka matrixy linearis egyenletrend-
szerek hatékony megoldasara szolglé eljardsaikat és elemzik a vonatkozd, SPARS-
PAK program-rendszer (University of Waterloo) egyes agait. A SPARSPAK-behi
savszélesség/profil-redukcids eljdrasuk szintstruktira kialakitidsira a [49]-ben ko6zolt
stratégiajuk egyikét alkalmaztdk, s a szintstruktura szimozasat a forditott Cuthill—
-—McKee szdmozdssal végezték.

1982-ben J. K. PAcCHL (University of Waterloo) munkajaban [72] jelenik meg
a pszeudo-periférialis pontok definicidja.

1982-ben P. Z. CHINN, J. CHVATALOVA, A. K. DEWDNEY és N. E. Gisss [24]
megéallapitisa szerint a szakirodalomban a sdvszélesség/profil-redukcié targyaldsa
nélkiilozi a tétel/bizonyitds-jellegit leirast; kell3 formalizmus hijin az egyes eljarasok
informdlisan nyertek megfogalmazist.

A dolgozatban a savszélesség/profil-redukcié problémijaval foglalkozunk.
Egzakt fogalmak bevezetésével felépitjiikk azt a terminoldgiat, mely lehetGvé teszi,
hogy e tisztdn heurisztikusként kezelt problémat pontosabban, bizonyos részeit
preciz matematikai megfogalmazisban targyaljuk. A kialakitott terminoldgidban,
mely esetileg eltérhet a grifelméletben ismertt8l, szimos grafelméleti osszefliggést
fogalmazunk meg. Esetenként, ismert tételekre olyan konstruktiv bizonyitisokat k6z-
link, melyek a sivszélesség/profil-redukcié algoritmusdban hatékony rész-eljara-
sokként alkalmazhaték. Ezaltal egyrészt lehet6vé valik GiBBS—POOLE—STOCKMEYER
és GEORGE—LIU heurisztikus algoritmusaiban a szintstruktara kialakité fazis
értékelése. Masrészt, mod nyilik tovabbi hatékony algoritmusok megfogalmazasara.

Eredményeinket az aldbbiak szerint targyaljuk.

Az 1. fejezetben bevezetjiik a grafon értelmezett altalanos és gydkérrel ren-
delkezd szintstruktura fogalmat és a szintstrukturaval kompatibilis szimozast, s meg-
fogalmazzuk a sivszélesség/profil-redukcio feladatit. Ramutatunk, hogy a sdvszéles-
ség csokkentésének egyik sziikséges feltétele egy kozel-minimdlis szélességli szint-
struktira meghatirozasa.

A 2. fejezetben megmutatjuk, hogyan irhaté fel a grifon értelmezett tivolsag
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fliggvény adott gydkérrel rendelkezG szintstrukturaban [14], illetve szintstruktira
rendszerben. Definidljuk a graf kvazi-periféridlis, pszeudo-periférialis €s szemi-psze-
udo-periféridlis pontjait. Megmutatjuk, hogy a pszeudo-periféridlis pontok PACHL
szerinti definicidja, mely azonos jelen targyalds szemi-pszeudo-periféridlis pontjanak
definicidjaval, excentricitas szempontjabdl gyengébb fogalom, mint jelen értelmezés
szerinti pszeudo-periférialis pont. Ezért a tovabbiakban a mar bevezetett terminolo-
giat kovetjiik.

Ramutatunk a pszeudo-periféridlis pontok néhiny fontos tulajdonsagara.

A 3. fejezetben bebizonyitjuk, hogy GiBBs—POOLE—STOCKMEYER ,,pszeudo-
4tmérG7-t meghatarozo eljardsa [55] pszeudo-periférialis végpontot eredményez [15].

Megmutatjuk, hogy a GEORGE—LIU iltal kidolgozott mddositasok [49] mind-
egyike szemi-pszeudo-periféridlis pontot eredményez. Kovetkezésképpen, a SPARS-
PAK megfelel§ rutinja maximalis excentricitds kozelitéseként minimalis excentrici-
tdst pontot is eredményezhet.

Hatékony mddszert kozliink [16} pszeudo-periféridlis pontok meghatdrozasara.

A 4. fejezetben a periféridlis pontok grafbeli elhelyezkedését vizsgéalva, fontos
tételt bizonyitunk, melynek kovetkezményeképpen tetszGleges pontbdl kiindulva
megkonstruilhaté a pontok olyan részhalmaza, amely tartalmaz periférialis pontot.
Ennek alapjin madszert (P) kozliink periféridlis pontok meghatirozasara [18]. A
miiveletigény csokkentésére kiilonb6z8 modositott verziokat fogalmazunk meg. E
verziok egyike heurisztikus eljaras ugyan [17], de alkalmazasakor a vizsgalt esetek
dont3 tébbségében periféridlis pontot eredményezett, miiveletigénye kedvezGen
alacsony.

A szintstruktiura rendszerben a sulyok és excentricitdsok kapcsolatit vizsgalva,
heurisztikus eljarast (P2) kozliink, mely a vizsgalt esetek jelentSs részében periférialis
pontot eredményezett.

Az 5. fejezetben a periféridlis pontot elGallité eljarasaink felhasznaldséval hirom
algoritmust dolgozunk ki, melyekkel kedvezBen kis szélességii, gyokérrel rendelkezd
szintstruktira allithaté eld.

Bevezetjitk a graf minimalis tagozodasi halmazanak fogalmat, s egy specidlis
tipusanak egzisztencidjara olyan konstruktiv bizonyitast kozliink, mely eljarast ad
(CS) ilyen specialis minimalis tagozédasi halmazok elGallitasara.

Bemutatjuk az LS eljirst, mely tetszBleges tagozodasi halmazbol specialis
szerkezet{i dltalanos szintstruktirat general. Mindezek alapjan hét eljarast fogal-
mazunk meg a kozel-minimdlis szélességii szintstruktira elGallitisara, melyekbdl
harom gyokérrel rendelkez8, négy specialis szerkezetdi altalinos szintstrukturat
eredményez.

Eljarasaink — 0Osszehasonlitva GIBBS—POOLE—STOCKMEYER [55] és GEORGE—
Liu [53] vonatkozo algoritmusaival — kedvezd eredményeket adnak és miivelet-
igényiik is elfogadhatdéan alacsony.

A 6. fejezetben ismertetjitk [4)-ben alkalmazott szamozasi eljarasunkat (N1),
mely specialis szerkezet(i 4ltalanos szintstruktirdk szdmozdsat végzi.

Altalanos szerkezetii altalanos szintstruktra szimozasi probiémajat elemezve,
elméleti indoklast adunk a [81]-ben k6z0lt szimozisi koncepcionk helyességére. Be-
mutatjuk a [9]-beli szamozasi eljardsunkat (NN) is, mely mind gyokérrel rendelkezd,
mind altaldnos szintstruktarak szdmozéasdra alkalmas, azonban igen nagy gépids-
vonzata miatt a gyakorlatban nem hasznalhato.

A 7. fejezetben Gj sdvszélesség/profil-redukcids eljarasokat fogalmazunk meg.
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A bemutatott 7 szintstruktira kialakito és két szimozo eljarasunkat kiegészitjikk a
GEORGE—LIU savszélesség/profil-redukcids algoritmusdnak szintstruktura kialakito
és szamozo eljardsival. A fenti algoritmusok ésszerli kombinacidjaként 17 savszéles-
ség/profil-redukciods eljarast fogalmazunk meg. Ezek koziil 6 nem csupan eredmé-
nyében, hanem gépid§ sziikségletében is jénak bizonyul a GEORGE—LIU [53] és
GiBBS—POOLE—STOCKMEYER [55] mddszereivel vald Gsszehasonlitasban.

A 8. fejezetben rdviden ismertetjitk program-rendszeriinket, mely pozitiv de-
finit, szimmetrikus, ritka matrixa linedris egyenletrendszert old meg profil-szimmet-
rikus faktorizicioval. A leghatékonyabbnak itélt 6 sdvszélesség/profil-redukcids
eljarasunk mindegyike aktivizalhato, s az egyenletrendszer megoldasit SPARSPAK-
beli rutinok végzik.

A 9. fejezetben felvazoljuk eredményeink hasznositasi lehetGségeit.

1. A savszélesség redukciojinak alapfeladata

A matrixok ritkasigi tulajdonsidganak jellemzésére egységes meghatarozas nem
ismeretes.

Szamos alkalmazasi teriileten, bizonyos feladat-osztilyokban tipikusan olyan
szimmetrikus matrixok allnak el, melyek igen sok zérus-elemet tartalmaznak.

A véges elemes és véges differencids kozelitésekbdl szarmazé matrixok speciali-
tasat jellemezve R. P. TEWARSON [83] a matrixot ritkdnak nevezi, ha rendjétd! fiigget-
leniil az egysorban levd nem-zérus elemeinek szima nem haladja meg a 10-et.

F. L. ALvARADO [2] egy matrix-csaladot ritkdnak nevez, ha az egyes matrixok mé-
retének névelésével a nem-zérus elemek szama nem négyzetesen novekszik.

Gyakran a 10—20%-os telitettségli matrixot nevezik ritkdnak.

Megjegyezziik azonban, hogy pl. 30—40%-os telitettség esetén is feltétleniil célsze-
rii elkeriilni a zérus-elemek tdroldsat és velilk valé miivelet-végzést, azaz ritka mat-
rixként kezelni.

1.1. Jelolések, elemi ismert dsszefiiggések

Legyen A NXN-es szimmetrikus matrix.
Az A matrix sdvszélességét b(A)=£n% li—j| szerint értelmezziik, s a matrix
sdvjdan a N
Band (A) = {{i, j}|0 < i—j = b(A)}
halmazt értjiik.
Vezessiik be az f;(A)=min {j|a;;= 0} jelolést. A matrix profiljit

Pr(A) = {{i. )A(A) =) < 1)

szerint érteimezziik.

Nyilvanvaléan, Pr(A)& Band (A) teljesiil, ahonnan |Pr(A)|=|Band(A)| kovet-
kezik, ahol |. | a halmaz elemeinek a szamat jel6li.

A ritka matrixok tdrolasara az alabbi két mod a leginkdbb hasznalatos:
— sav-szimmetrikus tarolds (R. S. MARTIN és J. H. WILKINSON [69]);
— profil tarolasi séma (A. JENNINGS [58]),
melyek rendre Band (A)U {diagondlis elemek}, illetve Pr(A)U {diagonlis elemek}
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elemeket tiroljak. Vagyis a sziikséges tarigény csokkentésének egyik hatékony esz-
koze a savszélesség, illetve a |Pr (A)| profil-érték redukalasa.

A ritka matrixok és beldliik szarmazé iranyitatlan grafok ismert Osszefiiggései
(1. sz. melléklet) szerint tetszGleges szimmetrikus A matrix sdvszélességének minimali-
zdldsdhoz meg kell hatdroznunk a G, graf olyan n, szamozasat, melyre

b(GY) = mnin b(GY).

Mivel n, meghatarozasa NP-teljes probléma, ezért célunk a tovabbiakban a sav-
szélesség, illetve profil-érték redukcidja, azaz G, olyan n szdmozdsanak meghataro-
zésa, melyre b(G?), illetve Pr (G3) kedvez8en kicsiny érték.

1.2. A szintstruktira és tulajdonsdgai

Legyen G=(X, F) irdnyitatlan, 6sszefiiggs, hurok és t6bbsz6rds €l nélkiili nem
teljes graf: X a pontok, E az élek halmaza. (Ezt a tovdbbiakban feltételezziik.)

A G=(X, E) grafban legyen YC X tetszGleges, valodi részhalmaz. A graf ¥
altal definialt metszetgrafjat G(Y)=(Y, E(Y)) szerint értelmezziik, ahol Y a pontok

halmaza
E(Y) = {(i» y )i €Y, (v, Y)EE}

az élek halmaza.

A G=(X, E) grafban a Zc X valddi részhalmazt szétvalasztd vagy tagozoddsi
halmaznak nevezik, ha G(X\Z) metszetgraf nem Osszefiiggd. Az x,y€X\Z
pontokat Z elvdlasztja, ha x és y G(X'\ Z) kiilonb0z8 komponenseihez tartoznak.

Minden 6sszefiiggd, nem teljes grafnak van tagozddasi halmaza.

A G=(X, E) grafban tetsz8leges x, y€X pontok tdvolsdgdn a koztitk létesit-
het8 legrovidebb titban levs élek szamat értjiik és d(x, y)-ként jeloljitk.

A grafon értelmezett tavolsag kielégiti a haromszdg-egyenlStlenséget.

Tetsz8leges x€X pont szomszéd halmazdt

N(x) = {lyeX;d(x, y) = 1}

szerint értelmezziik. Hasonldan értelmezhet§ tetszGleges Y X valddi részhaimaz
szomszéd halmaza, mely

N) = {plyeX\Y; d(Y, y) =1}
szerint irhaté fel, ahol d(Y, y)=mei§1 d(z, y).

Tetsz6leges x€X pont fokszdmdn a benne Osszefutd élek szamat értjitk €s
deg (x)-ként jeloljiik.
TetszBleges x€ X pont excentricitdsat

(1.2.1) 1(x) = maxd(x, y)

szerint értelmezziik.

Megjegyezziik, hogy (1.2.1)-et C. BERGE [19] definidlta, mint az x pont ,,kapcsol6-
dasi szamat” (associated number). Jelen targyaldsban J, A. GEORGE terminoldgidjat
kovetjiik, aki (1.2.1)-et excentricitasnak nevezte.
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1.2.1. Definicio. (I. ARaNY, W. F. SmyTH and L. Sz6pa [4]). Tekintsiik a G=
=(X, E) pontjainak
(1. 22) {Lo, Ly, ..., Ly}

sree

LcX, i=0,1,...k
LNL,=0, i,j=0,1,..,k (i #j),

k
U Ll' =X.
i=0

Ha
N(Ly) & L,

N(L) & Li-ss
NL)ES LiyULyy, i=1,2,..., k-1

teljesiil, akkor (1.2.2)-t a graf dltaldnos szinstruktirdjdnak nevezziik és GLS-ként*
jeloljiik,

Ly, L, széls6 .

L 1si=sk—1 kézbiilsc')'} szintek.

k a szintstruktira hossza.

IL;|-t az i-edik szint szélességének nevezziik, mig a szintstrukitiira szélességét

W(GLS) = max |L,|
szerint definidljuk. o

1.2.1. TETEL. Barmely Gsszefiiggl, nem teljes G=(X, E) grafnak van altalinos
szintstruktfirdja.

Bizonyitds. Mivel a graf nem teljes, igy létezik ScX tagozédasi halmaza. Kény-
nyti beldtni, hogy

{Lo=X:, Li=S, Ly=X,}
4ltaldnos szintstruktara. [

GLS tulajdonsdigai

— minden kozbiilsé szint a graf tagozodasi halmaza,

— tetszbleges x€L;(0=i=k) pont esetén minden y€N(x) pont olyan L;
szinthez tartozik, hogy |i—j{=1 teljesiil. M4sszéval, GLS azt biztositja, hogy bér-

mely (x,y)€E élt kifeszit8 x, y€X cslicsok azonos vagy szomszédos szinthez tar-
toznak.

1.2.2. Definicié [4]. Tetsz6leges G=(X, E) grafban legyen YCX tetszGleges
részhalmaz. A graf pontjainak

{LO(Y)’ LI(Y)3 cers Lk(Y)}

* GLS jelolés az angol “general level structure” roviditésébdl szarmazik.
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particidjat, ahol
Ly(Y)=Y, Li(Y) = N(Y)

Li(Y) = N(Lioy(NNLi—o(Y) (=2,3, ..., k)
Ly (Y)=9

teljesiilnek, Y-gyokerii szintstrukturdnak nevezziik és RLS (Y )-ként* jeloljiik.
k a szintstruktiira hossza, mig a szintstruktira szélességét
W(RLS(Y)) = max |L,(Y)|
szerint értelmezziik.

Nyilvinvaldan értelmes a definicié ¥ = {x} (x€X) esetén is. Ekkor az egyszerii-

ség kedvéért RLS (x) jelolést alkalmazzuk.

Konnyii beldtni, hogy a G=(X, E) grafban tetszSleges YC X esetén létezik

RLS (Y).

Tetsz6leges x€ X pontbdl generalt RLS (x) tulajdonsdgai

— RLS (x) egyben GLS is,

— barmely z€L,(x) pontra d(z,x)=i (i=0,1, ..., k), vagyis L;(x) azonos
az x pontbdl képezett kifeszitd faban az x-t6l i tdvolsagban levS pontok hal-
mazival,

— a szintstruktira hossza egyenlé a gyokér excentricitdsaval, azaz k=/I(x).
Az L,(x) szintet az x pont excentricitdsi szintjének nevezziik és L, .(x)-ként
jeloljiik.

1.3. Szintstrukturdval kompatibilis szamozds

1.3.1. Definicié [5]. A G=(X, E) grafon legyen GLS={L,, L, ..., L,} tet-
szdleges szintstruktura. A graf n szamozasat GLS-sel kompatibilis szdmozdsnak nevez-
ziitk, ha

x€L;, y€ L;pontokra i</ teljesiilésébsl n(x)<n(y) kovetkezik.

1.3.1. TErEL. Legyen adva a G=(X, E) graf tetsz6leges GLS-je. A graf a sza-
mozasa akkor é€s csak akkor kompatibilis GLS-sel, ha barmely y€L;(i=0) esetén

(1.3.1) W._ . +1=n(y)=W
teljesiil, ahol

W= j' IL;] (i=0,1,..,k).
j=0

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy az n szdmozas kompatibilis GLS-sel. Ekkor 1.3.1.
definiciobdl kozvetleniil kovetkezik (1.3.1) teljesiilése.
Forditva, tegyiik fel, hogy az n szdmozasra (1.3.1) teljesiil. Ekkor barmely
2z€L;_, esetén is
Wi s+l =n(z)=W,;_,

L

igaz, ami (1.3.1) értelmében n(z)<n(y) teljesiilését eredményezi minden z€L; ; és
y€ L; pontokra. Vagyis, az n szamozas kompatibilis GLS-sel. J

* RLS (Y) jelolés az angol “rooted level structure’’ roviditésébdl szarmazik.
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KOVETKEZMENYEK

1.3.1. Valamely szintstrukturdval kompatibilis szamozas ugy épithets fel, hogy
a szdmozast szintenként, azok indexeinek monoton névekv§ sorrendjében végezziik
ugy, hogy az egyes csuicsszamok hozzirendelése az I={1,2, ..., |X|} halmaz elemei-
nek monoton névekvs sorrendjében torténik.

1.3.2. Tetsz6leges szintstruktiira barmely kompatibilis n szdmozisinak hatasara
a szamozott graf Gsszefiiggési matrixa blokk-tridiagonalis szerkezetii lesz, rendre
(Lol |Lyl, ..., |Ly] méretii diagonalis blokkokkal; (2. sz. melléklet).

Megjegyzések

1.3.1. A kompatibilis szdmozas fogalma korabban nem szerepelt a nemzetkozi
szakirodalomban. E fogalom azonban hasznosnak bizonyult. Ugyanis J. A. GEORGE
hatékony rendezési algoritmusai (quotient tree method [53), one way dissection [46],
[52], [53}, nested d:ssectzon [371, [40], [44], [45], [53]), melyek a matrixon eliminicié
szempontjabol kedvezd blokkoldsokat eredményeznek, gy fogalmazhatdk meg, mint
adott szintstruktdira szintjeinck bizonyos permuticidival nyert halmazrendszerek
kompatibilis szamozasai.

1.4. A sdvszélesség redukciojanak egyik szitkséges feltétele
Mint azt [5]-ben megmutattuk, az al4bbi allitas igaz.
1.4.1. TETEL. Legyen GLS tetsz6leges szintstruktiira. Ekkor minden GLS-sel
kompatibilis » szdmoz4sra
(1.4.1) W(GLS) = b(G") = 2W(GLS)—1
érvényes, ahol b(G"™) a szdmozott graf savszélességét jeloli.

Megjegyezziik, hogy a kifeszit fa szdmozasidnak eredményét elemezve, elsGként
E. H. CurHiLL és J. MCKEE tesz emlitést (1.4.1)-tipusu sszefiiggés felismerésérdl.

KOVETKEZMENYEK

1.4.1. TetszSleges RLS(x) szintstruktiira szélessége meghatarozza a kompatibilis
szamozasaival nyerhet§ savszélességek pontos alsé és felsd korlatjat. Kovetkezéskép-
pen, a minimalis sdvszélesség kozelitésének egyik fontos sziikséges feltétele olyan
RLS (x,) meghatirozisa, melyre

(14.2) W(RLS(xp)) = meu}} W(RLS(x))
teljestil.
Megjegyzések

1.4.1. (1.4.2)-t teljesit6 RLS (x) meghatdrozdsa |X | szamu szintstrukttra gene-
ralasat igényli, ami miiveletigényes feladat. Ezért az egyes szerz6k (N. E. Gisss,
W. G. PcoLE és P. K. STOCKMEYER [55], J. A. GEORGE és J. W-H. Liu [53], W. F.
SMYTH és I. ARANY [81]) olyan szintstruktura hatékony elSallitasara torekedtek, mely-
nek szélessége kedvezden kicsi érték, s ezt a leghosszabb illetve kozel leghosszabb
RLS (x)-ck korében vélték megtalalni. (A gyakorlati tapasztalatok mindeddig meg-
erdsitették e kozelitési mdd helyességét.)
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1.5. A savszélesség-redukcic feladata

Fentiek alapjan a savszélesség-redukcié algoritmusa a kovetkez6képpen fogal-

mazhatd meg:
1. Iépés (Szintstruktura kialakitasa)

Kedvezden kis szélességii () szintstrukttra generaldsa.
2. Iépés (Szintstruktiira szamozasa)

A szintstrukttrdval kompatibilis olyan szdmozds felépitése, mely W-hez

kozeli sdvszélességet eredményez.
Megjegyezziik, hogy az eljardsok algoritmikus megfogalmazasiban J. A. GEORGE
és J. W-H. Liu [53]-ban alkalmazott jeldlésrendszerét kovetjiik.

2. A graf néhany nevezetes pontjanak vizsgilata

A tovabbiakban feltételezzitk a grai’ osszefliggGségét. A késGbbiekben bemu-
tatasra keriil§ eljarasok ugyanis tgy dolgoznak a grafon, mint Gsszefiiggd kompo-
nenseingk unicidjan ([53], 44. old., 65. old.).

Az x € X pontot periféridlis pontnak nevezzik, ha

{(x) = max | (p);

az [(x)-érték a graf dtmeérdje, melyet diam (G)-ként jeloliink.

Az 1.4.1. megjegyzés értelmében minimalishoz kozeli szélességii szintstruktira
meghatdrozasahoz tehat egy periférialis pont ismerete sziikséges. Ennek megtalaldsa
azonban ismét |X| szam® RLS (x) képzését igényli, amely tal munkaigényes feladat.
Ismeretes, hogy W. F. SMYTH és W. M. L. BENzi 1974-ben k6zo1ték heurisztikus algo-
ritmusukat [80] a graf periféridlis pontjainak meghatirozisira. Ez azonban szintén
tdl munkaigényes eljarasnak bizonyult.

Kiilonbdz8 heurisztikus algoritmusok sziilettek az atmérs, azaz a maximalis
excentricitds kozelitésére.

1976-ban GiBBS—POOLE—STOCKMEYER kozOiték U eljarasukat [55], melyet
,»pszeudo-atmér6”’-t meghatarozé algoritmusnak neveztek. Nem definialtak azonban
a pszeudo-Atmér$ fogalmat. Moddszeritkre a tovabbiakban GPS—PS eljarasként
hivatkozunk, s ezzel részletesen a 3.1. fejezetben foglalkozunk.

J. A. GEORGE és J. W-H. Liu a GPS—PS eljirds hatékonysdginak novelésére
1979-ben harom moddositasi stratégidt kozoltek [53]. Eljarasaikat ,,pszeudo-periféria-
lis pont”-ot meghatirozé algoritmusoknak nevezték, a pszeudo-periférialis pontot
azonban &k sem definidltdk. Leghatékonyabbnak itélt eljirasukkal, melyre a tovibbi-
akban GL—SPS-ként hivatkozunk, a 3.2. fejezetben foglalkozunk.

2.1. A grifon értelmezett tavolsdg fiiggeény és a szintstruktira kapcsolata

2.1.1. Definicic ([14]). A G=(X, E) grifban legyenek x,y€X tetszGleges
pontok. Azon pontok halmazit, melynek minden eleme hozzatartozik az x
és y kozti legrovidebb utak egyikéhez, az x és y pontok reverzibilis halmazdnak nevez-
ziik és R(x, y)-ként jeloljiik.

E fogalom segitségével a kovetkez8képpen fogalmazhaté meg a grafelméletbst
jOlismert allitas.
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2.1.1. TéxeL. Tetszbleges x, y, z€ X pontokra
(2.1.1) d(x, y) =d(x, 2)+d(y, 2)

akkor és csak akkor teljesiil, ha z€ R(x, y).
A kovetkez8kben ramutatunk, hogyan irhaté fel a tavolsag adott szintstruktu-
raban.

2.1.2. TETeL ([14]). Legyen RLS (x) tetszGleges x€X pontban generalt szint-
struktiira, s legyenek
yeEL(x) 0=i=1l(x)

z€L;(x) 0=j=1(x)
tetszGleges pontok. Ekkor

2.1.2) i+j—2k.(y,2) =d(y, 2)

teljesiil, ahol

(2.1.3) k.(3,2) = d(x, R(y, 2)).
Bizonyitds. (2.1.3) szerint 1étezik olyan

(2.1.9) teR(x, y),

melyre

(2.1.5) d(x, ) =k.(y, 2)

teljesiil. (2.1.4) miatt a 2.1.1. tétel értelmében

(2.1.6) d(y,2)=d(, 1)+d(, 2)

kovetkezik. Masrészt, a haromszég egyenlStlenség szerint
d(x,y) =d(x, )+d(, »),

d(x,2) =d(x, )+d(t, 2)
kovetkezik, ahonnan

d(x, y)+d(x, z) = 2d(x, )+d(t, y)+d (¢, 2)

adddik. Innen (2.1.5) és (2.1.6) miatt
.1.7) : d(x, »)+d(x, 2)—2k.(y,2) =d(y, 2)
kovetkezik, mely (2.1.2) teljesiilését jelenti.

KOVETKEZMENYEK

2.1.1. 2.1.2) és a haromszog egyenlGtlenség miatt

i+j—2k,(y,2)=d(y,2) = i+j

kovetkezik, miszerint van olyan W.(y, z2)=0 érték, amelyre
(2.1.8) dy, 2) =i+j-W,. 0, 2)
teljesiil, ahol 0=W_.(p, 2)=2k,(y, 2).
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2.1.2. (2.1.3)-b6l kovetkezik, hogy k.(y,z)=0 akkor és csak akkor teljesiil, ha
x€ R(y, z). Hasonléan, W.(y, z)=0 akkor és csak akkor 4ll fenn, ha x€R(y, z).

2.1.2. Definicio. Legyen x€X tetsz8leges pont, melynek legyen y€L,. (x) tet-
sz8leges excentricitdsi pontja. Az RLS(x) és RLS (y) szintstruktirdk egyiittesét
szintstruktira rendszernek nevezzitk és (x, y)-ként jeloljik. Ekkor barmely zeX
pont (x, y)-beli helyzete a

z, =d(z,x); z,=d(z, y)

értékek egyiittesével jellemezhet8, melyeket a z pont pszeudo-koordindgtdinak neveziink.
A pszeudo-koordinatak Gsszegét a pont (x, y)-beli silvdnak nevezziik és r,,(z)-ként
jeloljiik.

Megjegyzések

2.1.1. {x, y) jelolésben x és y rendezeti pontpart jell.

2.1.2. Adott z€X pont z,, z, értékei nem egyértelmiien hatdrozzak meg a z-t.

2.1.3. Tetsz8leges x€ X pontban generdlt (x,y) nem egyértelmiien meghat4-
rozott.

2.1.3. TETeL. Legyen (x,y) tetsz$leges szintstruktira rendszer és legyenek p,
g€ X tetszbleges pontok. Ekkor

(2.1.9) d(p, q) = Px+1’y+f1x+2c1y—W(p, )

teljesiil, ahol p=(p., p,); 4=(4x, 9,) €és
W(p, @) =W, (p, )+W,(p, 9).

Bizonyitas. irjuk fel d(p, ¢)-t rendre az RLS (x), illetve RLS () szintstruktirak-
ban. Igy
d(p, ) = p+4.—W.(p, 9,

d(p: (]) = py+ qy_Wy(p’ q)
kovetkezik, ahonnan

2d(p, 9) = pet+py+a:+ 9y~ (Welp, 0)+W, (P, 9))
adoédik. Ez pedig (2.1.9) teljesiilését jelenti. J

2.2, Periféridglis pontok és tulajdonsdgaik

A periférialis pontok definiciéjabél adéddan érvényesek az alabbi tulajdonsigok :

2.2.] Barmely Osszefiiggd, véges griafnak van legalabb két periféridlis pontja.

2.2.2. Ha x€ X periférialis pont,akkor birmely y€ L, (x) szintén periféridlis pont.
Ekkor x és y egymds periféridlis megfelel6i, s egyiitt periféridlis part alkotnak.

2.2.3. Az x€X periféridlis pont ismeretében |L.. (x)|+1 szdml diam (G) hosz-
szusagu szintstruktira képezhetd.

2.2.4. Ha x€X vperiféridlis pont, akkor X\({x}UL,.(x)) tartalmazhat tovabbi
periférialis pontokat.
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2.2.5. Legyen x€X periféridlis pont, melynek legyen y€ L, (x) tetszéleges peri-
féridlis megfelelGje. Ekkor

(2.2.1) l(x) = ,max I(p); 1(») = ﬂg':lc?((y)l(q),

(2.2.2) I(y)y =1(x)
tulajdonsagok trivialisan teljesiilnek.
2.2.1. TETEL. Legyen x€X tetsz8leges pont és legyen ye L, (x) tetszGlegesen
valasztott pont. Ekkor
(2.2.3) I(x) = I(y) =2l(x)
teljesiil.

Bizonyitds. (2.2.3) elsG egyenlGtlensége trivialisan teljesiil.
Legyen z€ L. (y) tetszSleges pont. Ekkor

d(y, z) = d(x, y)+d(x, z)
1gaz Yx€ X pontra, de d(x, z)=d(x, y)=I1(x), i

I(y) = 21(x)
kovetkezik. §

KOVETKEZMENYEK
2.2.1. Tetsz8leges x€X pontra

le = I(x) = diam(G)

teljesiil, ahol | | az egész osztast jeloli. Mas szbval, diam (G) egyértelmiien meghata-
rozza a grafban lehetséges minimalis excentricitas értékét, melyet abszohit minimdlis
excentricitdsnak neveziink.

2.3. Pszeudo-periféridlis pontok és tulajdonsdgaik

A 2.2.5. tulajdonsaggal ramutattunk, hogy ha x€X periféridlis pont, akkor
(2.2.1) és (2.2.2) trividlisan teljesiilnek. A grafnak azonban lehetnek olyan pontjai,
melyek kielégitik (2.2.1)-et és (2.2.2)-t, de nem periféridlis pontok. Ilyen pontpart
szemléitetiink a 2.3.1. 4bran, ahol u és v periférialis part alkotnak és diam (G)="7.
L..(s)={t} és I(s)=5, mig L. (1)={s} és I(t)=5.

TetszGleges x€X pont y€L.(x) excentricitisi pontjat az x szélsé pontjdnak
nevezziik, ha l(y)=pé12a)§x) I(p).

2.3.1. Definicié ([14]). Az x€X pontot pszeudo-periféridlis pontnak nevezziik,
ha tetszbleges y€ L. (x) sz€lsG pontjara /(y)=I(x) teljesiil. Ekkor x és y pszeudo-
periféridlis part alkotnak, s a kdzos excentricitds a megfeleld pszeudo-dtmérs, melynek
x a kezdd-, y a végpontja.

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (19%3)
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v

2.3.1. Minden periférialis pont egyben pszeudo-periféridlis pont is.

2.3.2. Ha x€X pszeudo-periféridlis pont, (/(x)~<diam (G)), akkor y€L,.(x)
pszeudo-periférialis végpont nem sziikségszeriien pszeudo-periféridlis pont (2.3.2.
abra).

2.3.1. abra

KOVETKEZMENYEK

S Zz
Y
X
u
v
w t
2.3.2. dbra

Itt x pszeudo-periféridlis pont és I(x)=35. Ugyanis L. (x)={y,z} és I(y)=5 és
I(z)=5. Azonban L. (y)={u,x,v, w,s,t} és konnyli belatni, hogy s és ¢ periférialis
part alkotnak és diam (G)=6.

A bemutatott feladatban L..(y) két pontot is tartalmaz, melyek excentricitisa
nagyobb, mint /(y).

A pszeudo-periférialis pont fogalom tehdt nem-szimmetrikus. Szimmetrikus
megfelel§jét a kovetkez6képpen adjuk meg.

2.3.2. Definicié ([14]). Az x€X pontot kvdzi-periféridalis pontnak nevezziik, ha
x pszeudo-periféridlis pont és minden y€ L. (x) szintén pszeudo-periféridlis pont.
Ekkor
x és minden y€ L. (x);

tetsz8leges z€ L, (x) ¢és minden s€L.(z) egymasnak megfelel6 pszeudo-peri-
féridlis pontpart alkotnak, melyeket kvdzi-periféridlis pontpdroknak neveziink; I(x)
a megfeleld kvdzi-dtmerd.

A 2.3.1. 4bran s és t kvazi-periféridlis pontpar.

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1985)
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KOVETKEZMENYEK

2.3.3. Minden periférialis pont kvazi-periférialis pont.
2.3.4. Minden kvazi-periférialis pont pszeudo-periféridlis pont.

2.3.3. Definicio. Az xcX pontot szemi-pszeudo-periféridlis pontnak nevezziik,
ha van olyan y€L.(x), melyre I(y)=I(x) teljesiil. Ekkor x és y szemi-pszeudo-
periféridlis pontpart alkotnak és /(x) a megfelel szemi-pszeudo-dtmérd.

KOVETKEZMENYEK

2.3.5. Minden periférialis, kvazi-, illetve pszeudo-periférialis pont egyben szemi-
pszeudo-periférialis pont is.

2.3.6. A szemi-pszeudo-periférialis pont fogalom szimmetrikus.

A nemzetkozi szakirodalomban 1982-ben J. K. PACHL (University of Waterloo)
[72] munkéjaban jelenik meg a pszeudo-periférialis pontok aldbbi definicidja :

2.3.4. Definicio (J. K. PACHL, [72]). Az x€X pontot pszeudo-periféridlis pontnak
nevezziik, ha létezik olyan y€ L..(x), amelyre /(y)=I(x) teljesiil.

A pszeudo-periféridlis pontok PACHL szerinti definicidja megegyezik jelen targya-
las szemi-pszeudo-periféridlis pontjanak definicidjaval.

2.3.1. TETEL. Tetsz8leges x€X szemi-pszeudo-periféridlis pont excentricitidsara
diam (G)+1
I(x) = l-—(,—)-—~J
érvényes.
Bizonyitas. Tekintstik a 2.3.3. abrdn bemutatott grafot, melyben s, ¢ periférialis
pontpart jelol és diam (G)=38.
Ugyanakkor x pontra /(x)=4 és

LX) = {s, u,v, 3, w, t, 2},

Al

b ¢
2.3.3. abra

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1983)



16 ARANY 1.

tovabba /(y)=4, vagyis x és y szemi-pszeudo-periférialis pontpart alkotnak és
1(x) = ldxam(zG)—H J
teljesiil. g

KOVETKEZMENYEK

2.3.7. A szemi-pszeudo-periférialis pont lehet abszolat minimaélis excentricitasi
pont.

2.3.2. TEreL. Legyen z€X, melyre /(z)<diam (G), a 2.3.1. definicié szerinti
pszeudo-periféridlis pont. Ekkor

1) = ldiam(zG) +1 J

teljesiil.

Bizonyitds. Feltétel szerint z pszeudo-periférialis pont, és legyen y€ L. .(z) tet-
szGleges pont. Legyen s, € X tetszBleges periféridlis par. Ekkor s¢ L. (2) és 1¢ L. (),
vagyis

d(z,8) <d(z, p); d(z, ) < d(z, y)
teljesiil, de ekkor
d(z,)+1 =d(z, y)
is igaz. Mindebbdl
d(z,s)+1+d(z, 1) < 2d(z, y)
illetve
d(s,)=d(z,9)+d(z, ) < 2d(z, )—1

adédik. Ez viszont

ldiam(zG)-H] _ ld(s,;)+l

| <d@n=1@
teljesiilését jelenti. J

KOVETKEZMENYEK

2.3.8. A 2.3.1. definicio szerinti pszeudo-periféridlis pont excentricitdsa hataro-
zottan nagyobb az abszolit minimalis excentricitasnal.

Megjegyezziik, hogy minden vizsgalt esetben /(z) diam (G)-hez kozeli érték volt.

2.3.9. Mivel a pszeudo-periférilis pont fogalom a maximalis excentricitdsa pont
bizonyos kozelitését hivatott szolgilni, ezért 2.3.1. definiciét fogadjuk el.

2.3.3. TEéreL. Az x€X akkor és csak akkor pszeudo-periféridlis pont, ha bar-
mely y€L . (x) pontra I(x)=I(p).

Bizonyitas. Ha x€ X pszeudo-periféridlis pont, akkor a definicidobol kovetkezik,
hogy minden y€ L. (x) esetén I(x)=I(y) teljesiil.

Tegyiik fel, hogy barmely y€ L. (x) pontra I(x)=I(y) igaz, de akkor ez x bar-
mely széls6 pontjara is igaz, vagyis 2.3.1. definicié értelmében x pszeudo-periférialis
pont. |}

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1985)
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KOVETKEZMENYEK
2.3.10. Ha x€X nem pszeudo-periférialis pont, akkor van olyan p€ L. (x),

melyre /(y)=I(x).
Megjegyzések

2.3.1. Tetsz8leges x€X pszeudo-periféridlis pont ismeretében |L..(x)]+1
szamu, /(x) hossziisaga gyokérrel rendelkezd szintstruktira képezhetd.

2.3.4. TETEL ([14]). Legyen x€X tetszBleges pont, melynek jelolje y€ L. (x)
tetszGleges sz€ls§ pontjat. Legyen

2.3.1) z€L(y)
tetszGleges pont. Ha
(2.3.2) x€R(y, 2),

akkor z pszeudo-periférialis pont; z €s y pszeudo-periférialis part alkotnak.

Bizonyitds. Annak igazoldsihoz, hogy a tétel feltételei mellett z pszeudo-perifé-
ridlis pont, elegendd megmutatnunk, hogy bArmely u€ L. (z) pontra

(2.3.3) I(w) = 1(2).

Annak igazoldsara, hogy z és y pszeudo-periféridlis pontpart alkotnak, elegend6
(2.3.9) I(2) = 1(y)

igazolasa. (2.3.1) miatt

2.3.9) I(2) = 1(»)

kovetkezik. Megmutatjuk, hogy (2.3.5)-ben egyenl@ség all fenn.
Indirekt, tegyiik fel, hogy

(2.3.6) I(2) = 1(y)

azaz tetszlleges u€L,(z) pontra

(2.3.7) d(z, u) = d(z, y)
teljesiil. Ekkor (2.3.2) miatt

(2.3.8) d(y, z) = d(x, y)+d(x, z)
kovetkezik, a haromszog egyenlGtlenségbdl viszont
2.3.9) d(z, w) = d(x, 2)+d(x, u)
adddik, melyek (2.3.7) szerint

(2.3.10) d(x, u) = d(x, y) = I(x)

teljesitését eredményezik. (2.3.10) viszont ellentmond feltevésiinknek, miszerint
y€L.(x). Kovetkezésképpen (2.3.5)-ben egyenl§ség van, azaz (2.3.4) teljesiil.
Most (2.3.3)-at igazoljuk. Tetszbleges u€ L, (z)-re

(2.3.11) I(w) = 1(2) = I(y)
teljesiil.

2 Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1985)
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Koénnyii belatni, hogy (2.3.4) teljesiilésébsl barmely w€ L. .(z) pontra (2.3.8) és
(2.3.9) felhasznalasaval
d(u, x) = d(x, y) = I(x)

adddik, ami azt jelenti, hogy L. (2)& L..(x). Vagyis u€ L (x) kovetkezik. Mivel
y€ L. (x) az x szélsS pontja volt, igy (2.3.11)-ben egyenlGségnek kell fennallnia, ami
(2.3.3) teljesiilését jelenti. J

3. Pszeudo-periféridlis pontok meghatirozasi médjainak vizsgalata

Jelen fejezetben elemezziik GiBBS—POOLE—STOCKMEYER [55] és GEORGE—LiU
[53] nagy excentricitast kézelit§ eljarasait, s algoritmust kozliink pszeudo-periférilis
pontok elgallitdsara.

3.1. A GPS—PS-mddszer pszeudo-periféridlis végpontot eredményez

A GPS—PS eljaras a kovetkez6képpen fogalmazhat6é meg:

1. lépés (Kezd§ pont valasztasa)

Legyen x€X tetsz8leges minimalis fokszama pont.
2. lépés (Szintstruktiira generalas)

Képezziik RLS (x)={Ly(x), Ly (x), ..., L. (x)}-et.
3. lépés (Rendezés)

Rendezzitk L. (x) pontjait fokszamaik ndvekvd sorrendjében, mellyel

L..(xX)={y1, ..., ¥} sorrend adddik

i~ 0.

4. lépés (Excentricitdsi vizsgalat)
“4.1n i~ i+l

ha I(y;)=I(x), akkor x<y;, go to3.lépés;
egyébként ha i<k, go to (4.1),
ha i=k, akkor goto 5. 1épés.

5. lépés (Exit)
v, az eredményiil nyert pont, melynek excentricitasa /(x).

Megjegyzések

3.1.1. A médszer konnyen attekinthetd eljaras, mely a gyakorlati tapasztalatok
szerint [55] sok esetben eredményez periféridlis pontot.

3.1.2. A 4. 1épésbdl lathatd, hogy az eljaras akkor tér ra a kovetkezd iteracios
lépésre, ha L. (x)-ben /(x)-nél nagyobb excentricitasa pontot talal.

3.1.1. TéteL ([15]). Tetszdleges kezd8 pontbdl szarmaztatott GPS—PS eljaras
véges sok lépésben pszeudo-periférialis végpontot eredményez.

Bizonyitds. Mivel a graf véges, igy pontjai excentricitasainak szigoran monoton
diam(G)

3 ] elemt halmaz.

novekvd sorozata is véges, legfeljebb l
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Megmutatjuk, hogy az eredményiil nyert pont pszeudo-periférialis végpont.

Az eljaras akkor ér véget, ha az aktudlis x gyokérpont valamennyi y;€ L. (x)
excentricitdsi pontjara }(y;)=1I(x) teljesiil. Ekkor a 2.3.3. tétel értelmében x pszeudo-
periféridlis pont.

Az eljaras eredményként x utolsoként vizsgalt excentricitasi pontjat szolgaltat_]a
mely sziikségszeriien pszeudo-periféridlis végpont. |}

Megjegyzések

3.1.3. Ha a graf nem tartalmaz diam (G)-nél kisebb excentricitast kvazi-, illetve
pszeudo-periféridlis pontokat, akkor az eljards sziikségszeriien periférialis pontot
eredményez. Ez elméletileg indokolja azt a fontos tapasztalati tényt, hogy az algorit-
mus sok esetben periférialis pontot eredményez [55].

3.1.4. Ha a graf a periférialis pontokon kiviil tartalmaz kvazi- vagy pszendo-peri-
féridlis pontokat, akkor a GPS—PS iltal szolgaltatott excentricitas értéke fiigg a kez-
d6 pont megvalasztasatol.

3.1.2. TETEL. Adott kezdSpontbdl szarmaztatott GPS—PS eljaras eredményéiil
nyert excentricitds értéke nem egyértelmiien meghatarozott.

Bizonyitds. Legyen x az aktuilis gyokérpont és legyenek y;, y,€ L. (x) minima-
lis fokszami excentricitdsi pontok. Mivel az eljirds nem tesz kiilonbséget az azonos
fokszamu pontok kozott, igy sorrendiségiik nem meghatérozott. Ekkor ha

1) < U(y) < Ly

teljesiil és y, pszendo-periférialis pont, akkor az y, és y, pontok sorrendjétél fiiggéen
I(y,), illetve ennél nagyobb /(y,) excentricitds lesz az eredmény. J}

Tlyen esetre mutatunk példat a 3. sz. mellékletben.

3.2. A GL—SPS-modszer szemi-pszeudo-periféridlis pontot eredményez

J. A. GEORGE és J. W-H. Liu a GPS—PS eljards miiveletigényét gy kivantak
csokkenteni, hogy az egyes iteracios lépésekben az excentricitdsi szintnek csupan
bizonyos, [49]-ben részletezett részhalmazaira korldtozva végezték az excentricitési
vizsgalatokat. Jelen targyalasban a szerzék altal leghatékonyabbnak itélt verzidval
[53] foglalkozunk, mely az aldbbiak szerint fogalmazhat6 meg.

1. lépés (KezdBpont valasztas)
Legyen x€X tetszGleges pont.
2. lépés (Szintstruktira képzése)
Képezzitk RLS (x) = {Ly(x), Ly(x), ..., L (x)}-et.
3. lépés (Excentricitasi pontok szelekcidja)
" Hatarozzuk meg yELec(x) pontot, melynek fokszama minimalis.
Ha I/(y)=I(x), akkor 2o to 5. 1épés;
egyébként x«y;
go to 3. 1épés.
5. lépés (Exit)
y az eredményiil nyert pont.

2* Alkalmazott Matematikai Lapok .11 (1933)
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Megjegyzések

3.2.1. Az eljaras tetszéleges kezd8 pontbél indul s az excentricitdsi szintet min-
den lépésben egyetlen, minimalis fokszamu pontjara sziikiti le. Ezaltal a mivelet-
szamban jelentSs csokkenés tapasztalhatéo a GPS—PS eljarashoz képest. Az eljaras
gépidGigénye még igen nagy méretii feladatokban is alacsony marad.

3.2.2. Azeljaras a SPARSPAK kiilonboz8 dgainak fundamentdlis komponense-
ként nyert alkalmazist.

3.2.1. TEéreL. Tetsz8leges kezdSpontbdl szirmaztatott GL—SPS eljaras véges sok
1épésben szemi-pszeudo-periféridlis pontot eredményez.

Bizonyitds. A 3.1.1. tétel bizonyitasdhoz hasonléan kdnnyii beldtni, hogy az elja-
ras véges sok 1épésben szolgaltatja az eredményt.

Az eljaras akkor ér véget, ha az aktualis x gyGkérpont minimalis fokszamu
yeL_(x) excentricitdsi pontjara /(y)=I(x) teljesiil. Ez azt jelenti, hogy x és y
szemi-pszeudo-periféridlis pontpar, vagyis y szemi-pszeudo-periféridlis pont. |

Megjegyzések

3.23. Ha a graf nem tartalmaz diam(G)-nél kisebb excentricitasu kvazi-,
pszeudo- vagy szemi-pszeudo-periféridlis pontokat, akkor az eljaras sziikkségszeriien
periféridlis pontot eredményez.

3.2.4. Ha a graf tartalmaz a periférialis pontokon kiviil is szemi-pszeudo-peri-
férialis pontot, akkor az eredményként adddo excentricitéas fiigg a kezdGpont valasz-
tasatol.

3.2.2. TéreL. Adott kezdSpontbdl szarmaztatott GL.—SPS altal nyert excentri-
citas értéke nem egyértelmiien meghatirozott.

Bizonyitds. Kénnyen megadhatd olyan graf, melyben az aktualis excentricitasi
szint két pontja minimalis fokszamu, de excentricitdsuk eltér, s egyik pont az aktualis
gy6kér szemi-pszeudo-periférialis megfelelGje. Ekkor az eredmény-excentricitas attol
fiigg, hogy melyik minimalis fokszimi pontra esett a valasztds. |}

A 4. sz. mellékletben ilyen esetet szemléltetiink.

KOVETKEZMENYEK

3.2.1. A pszeudo-periféridlis pontok PacHL szerinti értelmezése (2.3.4. defini-
cio) egzakt médon irja le a GL—SPS eljarassal nyert pontokat. FeltehetGleg PacHL
nem ismerte fel a GL—SPS és GPS—PS eljardsok révén adédo pont-tipusok kiilon-
bozOségét. Ezzel indokothaté a ,,pszeudo-periférilis” pont elnevezés.

3.2.2. Mivel GL—SPS szemi-pszeudo-periféridlis pontot eredményez, igy az
— a 2.3.7. kovetkezmény értelmében — a maximalis excentricitds kozelitéseként
abszolut minimalis excentricitdst is eredményezhet.

3.2.3. GEORGE—LIU [49]-beli stratégidinak alkalmazdsival jelentGs miiveletszam
csikkenés érhetd el, de ennek fejében erds eredménybeli romlds allhat elS.

3.2.4. A fentiek alapjan indokoltnak latszik, hogy a SPARSPAK megfelels
rutinja (FNROOT) esetileg gyengébb eredményeket is szolgiltat, mint a GPS—PS
eljaras.

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (13985)
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3.3. A pszeudo-periféridlis pontok meghatdrozasdnak ujabb kizelitése

A 2.3.4. tételben megfogalmaztuk, hogy tetszéleges x€X pontbdl kiindulva és
megfelelGen valasztott y és z pontok esetén x€ R(y, z) elégséges feltétel ahhoz, hogy
z és y pszeudo-periféridlis part alkosson. E feltétel viszont W, (y, z)=0 teljesiilését
jelenti.

3.3.1. TETEL. Legyen x€X tetszGleges pont, melynek jelolje y€ L. .(x) tetsad-
leges sz€lsG pontjat. Ekkor minden

(3.3.1) z€L .. (y)

pont esetén

(3.32) Wy, 2)= min W.,(z p)
pPEL (X)

teljesiil, ahol 0 = W, (y,2) = 2-d(x, R(y, 2)).
X Bizonyitds. Mivel y az x sz€éls§ pontja, igy (3.3.1) miatt minden p¢ L, (x) pont-
N d(z,y) = d(z, p)
kévetkezik. Innen
d(z, x)+d(x, p)—W(z, y) = d(z, x) +d (x, p) =W, (2, p)
adodik, ahol d(x, y)=d(x, p)=I(x), vagyis
W.(z,p) =W (z, y)
teljesiil minden p€ L. (x) esetén, ami (3.3.2) teljesiilését jelenti. |
KOVETKEZMENYEK

3.3.1. A tétel feltételei mellett (3.3.1) helyett valasszunk olyan €L, (y)-t,
melyre

(3.3.3) d(t, x) = (nlnr} )d(z, x)
z e ¥,
teljesiil. Ekkor
(334 Wit y)= min W(z, y).

Bizonyitds. Legyen z€L. (y) tetszGleges pont és 1€ L. (y)-re feltétel szerint
(3.3.3) teljesiil. Ekkor d(t, y)=d(z, y)=I(y) érvényes, melybd]

d(t, x)+d(x, y)—W,.(t, y) = d(z, x)+d(x, y) ~W,(z, )
Wx(z’ y)—W‘(t, y) = d(Z, x)“d(f, x)
kovetkezik, melybdl (3.3.3) miatt

Wiz, p) =W, »)
adédik minden z€ L (y) pontra, ami pontosan (3.3.4) teljesiilését jelenti. [

illetve

Megjegyzések
3.3.1. (3.3.2) és (3.3.4) egyiittesen
(3.3.5) W.(t,»)= min ( min W.(z, p))

2€L0) PEL,(x)
teljesiilését jelenti. Vagyis feltételezhetd, hogy W, (7, y) kicsiny érték.
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3.3.2. Szamos vizsgalt esetben W, (¢, y)=0 adodott, ami 2.3.4. tétel teljesiilését
eredményezi, miszerint ekkor ¢ és y pszeudo-periféridlis part alkotnak.

Mindez egyben moédszert is ad pszeudo-periféridlis pontok meghatarozasara,
mely a kovetkezGképpen fogalmazhatd meg [16].

1. lépés (KezdSpont valasztisa)
Legyen x€X tetszSleges pont.
2. lépés (Szintstruktura képzése)
Képezziik RLS(x)-et.
3. lépés (SzélsG pont meghatdrozasa)
Hatarozzuk meg y€ L. (x), melyre 1(y)=p engzu((x) I(p).
4. lépés (Excentricitasi vizsgalat) *
Ha /(y)=1(x), akkor go to 5. 1épés;
egyébként x «y;
~, goto 3. lépés,
5. lépés (Exit)
x és y az eléallitott pszeudo-periféridlis par.

Megjegyzések

3.3.3. Konnyii belatni, hogy az eljaras, melyre PS-ként hivatkozunk, pszeudo-
periférialis part eredményez. 3.3.2 megjegyzéssel 6sszhangban megéllapithato, hogy
a vizsgalt esetek jelent8s részében a kezdGpont széEls6 pontja periféridlis végpontnak
adodott.

3.3.4. Az eljaras ugy is tekinthet§, mint a GPS—PS elméletileg megalapozott
modositasa, szirmaztatdsa azonban fiiggetlen attél.

3.3.5. Ervényesek a 3.1.3. és 3.1.4. megjegyzések. »

3.3.6. A vizsgalt esetek mindegyikében azt tapasztaltuk, hogy adott kezdSpont
esetén az eljaras altal szolgaltatott excentricitas értéke egyértelmiien meghatdrozott.

3.3.7. Az eljaras milveletigénye erfsen fiigg a graf szerkezeti adottsigaitol.
Az iter4ciés 1épések szdma tGbbnyire lényegesen kisebb, de a generdlandoé szint-
struktiirak szama elérheti, s6t meg is haladhatja a GPS—PS eljaras megfeleld para-
métereit.

4, Periférialis pontok meghatirozasa

A graf tmérdjének meghatarozdsahoz [X| szamu RLS (x) generaldsa sziikséges.

Jelen fejezetben kiilonbozd eljarasokat fogalmazunk meg, melyekkel elGallithaté
X olyan, viszonylag kis elemszdmi részhalmaza, mely tartalmaz periféridlis pontot,
illetve olyan nagy excentricitasi pontot, mely a vizsgalt esetek dontS tobbségében
periférialis pont.

4.1. Elméleti meggondoldsok
4.1.1. Definicié. Tetsz8leges x, y€X pontok esetén

M(x, y) = {ZIZER(x, y); d(z,x)= [ﬂ;_y)l}

halmazt az x és y pontok kdzépsé halmazdanak nevezziik.
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4.1.1. TETEL. Legyen x€X tetszGleges pont, melyre /(x)<diam (G), és legyen
Y€L,..(x) tetszOleges pont. Legyen a€ M(x,y) tetsz8legesen valasztott pont. Ekkor
barmely s, 7€ X pontokra, melyekre

4.1.1) d(s, 1) > d(x. y)
fennall, s és ¢ koziil legalabb az egyik eleme D(x, y, @)X halmaznak, ahol
4.1.2) D(x, y, a) = {z|z€ X; d(z, a) > d(a, x)}.

Bizonyitds. Tekintsiik s, t€X pontokat, melyek feltétel szerint kielégitik (4.1. 1)—
et. A hiaromszog egyenlotlensegbol

(4.1.3) d(s,t) = d(a, s)+d(a, 1) = 2-max (d(a, s), d(a, 1))
kovetkezik.

Masrészt, acM(x,y) feltételbsl
(4.1.9) d(x, y) =d(a, x)+d(a, y) = 2-d(a, x)

adodik. Most (4.1.3) és (4.1.4) felhasznaldsaval (4.1.1)-bél
max (d(a, s), d(a, 1)) > d(a, x)

kovetkezik ; vagyis s és ¢ koziil az g-tél tdvolabbi pont eleme a (4.1.2)-ben defini4lt
halmaznak. [

KOVETKEZMENYEK

4.1.1. Minden nem-periféridlis x€X esetén D(x, y, a)={0} és D(x, y, a) tartal-
mazza a graf valamennyi periférialis parjanak legalabb az egyik végpontjat.

Megjegyezziik, hogy szamos vizsgalt esetben D(x, y, a)C X kedvezGen kis elem-
szamu halmaz, mint azt a 4.1.1. 4bran bemutatott példa is szemlélteti.

} periférialis pérok diam (G)=9, I(x)=8; L. (x)={u}.
s, 2/€D(x,u a), |X|=34, |D(x,u,a)|=5.

M (x, u}

X
4.1.1. gbra
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4.1.2. Ha x€X periféridlis pont, akkor D(x,y,a) nem tartalmaz sziikség-
szeriien periférialis pontot (lasd a 4.1.2. abrat) és el6fordulhat D(x, y, a)=0 specialis
eset is (lasd a 4.1.3. abrat).

S, 4
S, tz} periférialis parok
S, l3

diam (G)=6.

Itt be M (s, t,) esetén D(s, 15, b)={d, e}, vagyis e halmaz nem tartalmaz periférialis
pontot.

s
b ts
t;
ty
M(s, t,)
4.1.2. abra
acM (s, t,) valasztaskor D(s, t,, a)=0 adddik.
o '07 "...: "'.,": ;-
- i I,
4t ’
t;

4.1.3. abra
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4.2. Eljardsok periféridlis pontok meghatdrozdsdra

Fentiek alapjan megallapithato, hogy tetszéleges x€X esetén minden olyan
z€ H={x}UD(x, y, a) pont, melyre
1(z) = max I(p)
pEH
teljesiil, periférialis pont.

Mindez moédszert ad periférialis pontok meghatarozasara, mely a kovetkezg-

képpen fogalmazhat6é meg.
1. lépés (Kezd8pont valasztésa)
Legyen x€X tetszGleges pont.
2. lépés (M (x, y) meghatérozisa)
TetszSleges y€ L. .(x) esetén képezzilkk M (x, y)-t.
3. lépés (Kozépsh pont vélasztasa)
Legyen a€ M(x,y) tetsz8legesen valasztott pont.
4. lépés (D halmaz meghatdrozisa)
Hatirozzuk meg D(x,y, a)-t.
5. lépés (Perifériilis pontok gyiijtése)
Hatarozzuk meg {x}UD(x, y, a) maximalis excentricitast IP szam pontjait,
s tdroljuk ket PNOD t6mbben.
6. lépés (Exit)
PNOD (i) (i=1, 2, ..., IP) periféridlis pontok.

Megjegyzések

4.2.1. A fenti algoritmus, melyre a tovabbiakban P eljarasként hivatkozunk,
legalabb egy periféridlis pontot eredményez.

4.2.2. Legyen sc€X periféridlis pont, melyet P eljarassal hataroztunk meg.
Generaljuk RLS (s)-t, igy |L..(s)| szdamd djabb periféridlis pontot nyeriink. Ha
P eljaras kezdGpontja nem periférialis pont, akkor a fenti médon a graf valamennyi
periféridlis parja elGallithato.

4.2.3. Az eljards soran |D(x,y,a)|+3 szintstruktira generaldsa sziikséges.
Vagyis P algoritmus annil hatékonyabb, minél kevesebb pontot tartalmaz D(x, y, a).

4.2.4. Ha egy nagyméretli grafban diam (G)=6, akkor |D(x,y,a)| nagy,
| X |-hez kozeli érték is lehet.

Bizonyitds. Ha diam (G)=6, akkor a 2.2.1. kévetkezmény értelmében minden

z€X pontra
3=l(z)=6

teljesiil. Kovetkezésképpen, d(a, x)=3 igaz. Masrészt, RLS (a)-ban

‘LO (a)] = 19

|L,(@)|=m, ahol m a grafban a maximalis fokszamot jeloli,

ILy(@)|=(m—1)-m
érvényes, vagyis RLS (a) elsé hdrom szintjében legfeljebb m?+1 pont van. Ha a
métrix kielégiti a ritka mitrixok TEWARSON szerinti definicidjat [83], akkor m=10
feltételezhetS. Vagyis

P ypay= > L@

Jj=d(a,x)+1
halmaz az X jelentGs részét tartalmazhatja. J
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Megjegyezziik, hogy a gyakorlatban a nagyméretii feladatok mindegyikében
diam (G)=7 teljesiilését tapasztaltuk. Véletlen grafok esetén viszont diam (G)=6
gyakran elGfordulhat (5. sz. melléklet).

Vizsgaljuk meg, hogy hogyan novelhets a P algoritmus hatékonysdga.

4.2.1. TETEL. Tetszéleges x€X,y€L..(x) é acM(x,y) esetén tekintsiik
RLS (a)-t és jeldlje h(x, a) a D(x, y, a) halmazban fekv§ szintjeinek a szimat. Ekkor

4.2.1) 0=h(x,a)= 3—'(%3(9
teljesiil.

Bizonyitds. Nyilvanvaloan,
4.2.2) h(x, a) = l(a)—d(a, x)

érvényes.

(4.2.1) elsd relacidja trividlisan teljesiil.

TetszGleges x€X esetén /(x)z=diam (G)/2 teljesiilésébsl d(a, x)=diam (G)/4
kovetkezik. Masrészt [(a@)=diam (G), igy (4.2.2) alapjan

diam(G) _ 3-diam(G)
4 - 4

h(x, a) = diam(G)—

teljesiilése kovetkezik. J

Megjegyzések

4.2.5. Elgfordulhat, hogy D(x, y, a) tartalmazza RLS (a) szintjeinek 3/4 részét.

4.2.6. Szamos vizsgalt esetben azt tapasztaltuk, hogy nagyobb h(x, a) érték
|D(x, y, a)| névekedését eredményezte.

Konnyi belatni, hogy h(x, a) kedvez8en kis érték, ha a€ M(x, y) pontra
(2.3 1@ = min oo, 10)
teljesiil, ahol C a periférialis parok halmazat jeloli.

Célunk (4.2.3) kozelitésének olyan elGallitdsa, hogy a P eljaras ily mdédon nyert
modositasa kisebb miiveletigényii legyen, mint az eredeti P.

A. Vegyiik észre hogy ha x€X viszonylag nagy excentricitisu, akkor (4.2.2)
alapjan a h(x,y) véarhatéan csokken. Ezért mddositsuk a P eljaras 1. 1épését a
kovetkezGképpen.

1’ lépés (KezdGpont valasztasa)

Tetszbleges z€ X pontnak hatirozzuk meg tetszbleges x€ L. (z) szél-
sG pontjit.

Az igy elBalld P’ eljaras miiveletigénye |L..(z)|+|D(x,y, a)|+3 (szintstruk-
taraban). Ebbdl lathaté, hogy ugyanazon z kezdGpont esetén

(i) ha z excentricitasa kicsi, akkor P’ gyorsabba vilik P-nél;
(ii) ha viszont z nagy excentricitasti és excentricitasi szintje sok pontot tartal-
maz, akkor P’ gazdasdgtalanna valhat.

B. Most azt vessziik figyelembe, hogy adott kezdGpont esetén h(x, a) akkor is
csokken, ha /(a) kis érték.
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Modositsuk ezért a P eljards 3. 1épését a kovetkezGképpen :
3 lépés (KozépsS pont valasztas)
Legyen a€M(x,y) minimdlis excentricitisi pont.

Az igy el6allé P” eljards miiveletigénye |M(x, y)|+{D(x,y,a)|+2, mely lat-
hatdan a graf szerkezeti adottsagaitol fiiggs érték.

C. Alkalmazzuk most egyidejiileg a bemutatott két modositast, vagyis a P elja-
ras 1. és 3. 1épése helyett alkalmazzuk 1’. és 3. 1épéseket. Az igy nyert P” eljirds mi-
veletigénye |L. (2)|+ |M(x, y){+|D(x,y,a)|+2. Lathat6, hogy az esetenként kel-
lemetleniil megndhet, de elGallhat az igen kedvez8 [D(x, y, a)|=0 eset is.

Megjegyzések

4.2.7. A P eljaras és annak P’, P” és P” modositdsainak hatékonysdga erSsen
fiigg a graf szerkezeti adottsdgaitol, és a graf 4tmérgjétsl.

4.3. Heurisztikus algoritmus periféridlis pontok meghatdrozdsara

A 4.1.1. tétel kovetkezményei szerint a pszeudo-periféridlis pontokat elGallité
cljarasokban az a€ M (x, y) kezdGpont valasztis kedvezOnek igérkezik.
Moédositsuk pszeudo-periféridlis pontot meghatarozé PS eljardsunk (3.3. feje-
zet) 1. 1épését az aldbbiak szerint:
I’ lépés (KezdBpont valasztisa)
Tetszbleges z€X és y€L..(z) pontok esetén legyen xeM(y,z) tet-
szGleges pont.
Az igy nyert eljarasra PS1-ként hivatkozunk.

Megjegyzések

4.3.1. PSI eljaras pszeudo-periférialis végpontot eredményez.

4.3.2. Minden vizsgalt esetben PS1 az els6 1épésben szolgaltatta az eredményt.
Ez azt jelenti, hogy valamennyi vizsgalt esetben PS1 az L (a) halmazban talalta meg
a pszeudo-periférialis végpontot.

E tapasztalatok alapjan fogalmazzuk meg az alabbi sejtésiinket.

4.3.1. Sejtés ([17]). Legyen x€X tetsz8leges pont és legyenek yp€L..(x) és
acM(x,y) tetsz8legesen valasztott pontok. Ekkor g-nak birmely s€L. (a) széls§
pontja pszeudo-periféridlis végpont.

A fenti 4llitist nem sikeriilt igazolni, de nem sikeriilt ellenpéldat konstrudlni,
mely cafolna az allitas helyességét.

KOVETKEZMENYEK

4.3.1. Mbdositsuk a PS1 eljardst agy, hogy az excentricitdsi vizsgilatokat csu-
pan L. (a)U{x} halmazra szoritkozva végezziik. Az igy nyert eljarasra P1 algorit-
musként hivatkozunk.

Tetszdleges x€X, y€L..(x) és acM(x,y) pontok esetén ha D(x,y, a)={0},
akkor L. (@)cD(x,y,a). A 4.1.1. tétel alapjan ésszerii feltételezésnek tiinik, hogy
a nagy excentricitasi pontok L. (a)-ban helyezkednek el. Ezért médositsuk a P elja-
ras 4. 1épését gy, hogy az excentricitasi vizsgilatokat csupdn L. (@) pontjaira szorit-
kozva végezziik. Lathatdan, az igy el64llo eljaris pontosan a fenti P1 algoritmust
eredményezi, mely tehdt a kévetkez6képpen fogalmazhatd meg:
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~

. lépés (Kezdeti beallitas)
Tetszoleges x€ X, y€ L..(x) pontokhoz legyen a€ M(x, y) tetszélegesen
valasztott pont.
. lépés (Szintstruktura képzése)
Generaljuk RLS (@)= {Ly(a), L,(a), ..., L..(a)}t.
. lépés (Sz€lsé pont meghatédrozasa)
Hatarozzuk meg s¢ L. (a) pontot, melyre

)

W

I(s) = o i L(p).

N

. lépés (,,Periférialis” pont kivalasztasa)
Ha /(x)=1(s), akkor s<x;

. lépés (Exit)
s az eredmény pont.

W

Megjegyzések

4.3.3. A P1 eljaras, mint a PS1 algoritmus modositdsa — a 4.3.1. sejtéssel Ossz-
hangban — minden vizsgalt esetben pszeudo-periférialis végpontot eredményez.

4.3.4. A P eljarasban a D(x, y, a) halmaznak L. (a) halmazra vald sziikitése
onkényes, igy a P1 algoritmus 4ltal nyert pont nem sziikségszeriien periférialis pont,
azaz P1 heurisztikus algoritmus periféridlis pontok meghatarozasara.

4.3.5. Igen nagyszamu feladaton nyert tapasztalatok szerint megallapithato,
hogy a P1 eljarassal nyert pszeudo-periférialis végpont a vizsgalt esetek dontd tobbsé-
gében periféridlis pont. Ilyen esetet szemléltetiink a 4.3.1. 4bran.

(f,g) W,v) (u,w), (u,z) periférialis parok

diam (G) = 8.
I(x) =.6.
X
6 > c‘ v .
f " . g
2
u i
k y .
4.3.1. dbra
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Konnyen ellendrizhets, hogy L. (a) = {z, g, 1, ], k},
L..(b) = {g},
Le(c) = {u},

Vagyis M(x, y) minden pontjanak excentricitasi szintje tartalmaz legalabb egy peri-
férialis pontot.

Hosszt ideig minden vizsgalt esetben hasonl6 eredményre jutottunk.

1983-ban azonban W. F. SmYTH* professzor ellenpéldat konstrualt (4.3.2. abra),
melyben van olyan a€ M(x, y), hogy L. (a)U{x} nem tartalmaz periférialis pontot.
s, t periféridlis par;
diam (G) = 8.
I(x)=17
V€L (X)

|
/

2P

4.3.2. dbra

Konnyen ellendrizhetd, hogy

Le(a)={d}, I(d)=T;

L..(b) = {a}, l(@ = T7;

LCC(C) == {S9 r};
ami azt jelenti, hogy M (x, y) két pontja is olyan, hogy excentricitasi szintjében nincs
periférialis pont. Azonban L. (d)={a}, igy a és d kvazi-periféridlis pontpart alkot-
nak, ami 4.3.1. sejtésiinkkel 6sszhangban van.

* McMaster University, Unit for Computer Science, Hamilton, Ontario, Canada.
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1984-ben sikeriilt a bemutatottnal erdsebb ellenpéldat konstrualnunk (4.3.3.
abra), melyben M (x, y) egyetlen pontjanak excentricitasi szintje sem tartalmaz peri-
férialis pontot.

u,y
u, z} periférialis parok, I(x) =5
v,z
diam (G)=7.
u
v - B
X < /‘
. = 2 )
M(x, y) "
z
p
q
4.3.3. abra

Most M (x,y)={a} és L.(a)={w} és [(w)=6. Vagyis M(x, y)-ban nincs
olyan pont, melynek excentricitdsi szintje tartalmaz periférialis pontot. Ugyanakkor
L.W)={p,q,z} és L. (p)={w}, vagyis p é w pszeudo-periféridlis part alkot-
nak, ami sejtésiink allitasaval 6sszhangban van.

Megjegyezziik, hogy mindkét ellenpéldidban a P1 altal szolgéltatott excentricitas
nem kisebb (diam (G)— 1)-nél.

Megjegyzések

4.3.6. A gyakorlati esetek dontG tobbségében a PI eljardas periféridlis pontot
eredményez, mig miiveletigénye |L..(a)|+3, ahol igen gyakran

ILec(@)| << [D(x, y, a)|
teljesil.
4.3.7.-Ha nagyméretii grafok esetén diam (G)=6, akkor Pl hatékonysiga
lecsokkenhet (4.2.4. megjegyzés). :
Eljarasaink értékeléséhez sziikséges szamitogépes eredményeinket az 5. sz. . mel-
iékletben kozoljik.
Vizsgélataink teszt-anyagdt azonos (500) pontszamu, noévekvd élsiirtiségii
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(1500, 2000, 2500 éli) véletlen grafok képezik, s minden sfiriiség esetén 3-3 feladatot
tekintiink. A véletlen grafokat a kovetkezSképpen képeztiik:

minden pontban azonos szamu ¢élt képeziink, de az élek végpontjait véletlen-
szam generatorral 4llitottuk eld. Igy az élek 50%-a azonos fokszamot biztosit,
a masik 50% véletlen valtozasokat idéz el6 a fokszadmokban is.

A tablazatokban az egyes grafok meliett feltiintetjiik a graf atmérdjét (d).

Az egyes cljarasokndl feltiintetjiik a szintstruktiirdban mért miiveletszamot
(Op), a végrehajtashoz sziikséges, masodpercben mért gépiddt (¢), az azonos siirli-
ségli grafokon nyert atlagos miiveletszamot (Op,), illetve a gydkérpontok grafbeli,

atlagos szazalékat [0;] ") .

A szdmitogépes futtatasainkat IBM 3031 gépen, OS operdcids rendszer alatt
végeztiik,

A kozolt gépid6k CPU-iddket jeldinek, melyek regisztralisiat a Liska TiBOR
altal kidolgozott CPUTIM rutin [65] tette lehet&vé.

A gépid6-méréssel kapcsolatos néhany észrevételiinket a .6. sz. mellékletben csa-
toljuk, mely szerint a kozolt gépidGkre 0,001484 hibakorlat tekinthets érvényesnek.
Szamitégépes eredményeink alapjan megallapithat6, hogy
— P1 eljards minden esetben periférialis pontot szolgaltatott.

— A G=(500, 1500) grifok mindegyikében az atmér6 nagyobb (6), mint a tobbi
grafban (5). Részben ezzel magyarazhatd, hogy eljirdsaink viszonylag kedvezd
miiveletszim-csdkkenést is tudnak elfidézni: P” durvan 30%-os, P’ csaknem
ilyen mértékl 4tlagos miveletszdm-csokkenést eredményez, mig P” noveli az
eredeti miiveletszamot.

P1 eljards igen gyors, 94 %-os javulast eredményez.

— A G'=(500, 2000) grafokon a P1 eljardson kiviil csupan P” tud csekély javuldst
eredményezni. A I. és I1. grafokon P” kiilénGsen nagy romlist idéz elé.

Pl durvan 58 %-os gépidG-csékkenéssel dolgozik.

— A G=(500, 2500)-as sorozat grafjain P” durvin P-vel azonos hatékonysaga, bar
a III. grafban jobbnak bizonyul. P’ és P” elvarasox viszont tobbnylre nagyobb
miiveletszdmot igényelnek, mint P.

P1 most is kiugréan jénak bizonyul, dtlagosan durvan 70%-03 miiveletszam-csok-

kenést eredményez a P-vel valé sszehasonlitdsban.

Osszefoglalva megallapithaté, hogy eljardsaink hatékonysiga erésen fiigg a graf
szerkezeti adottsigaitdl, s mindenek elStt a graf atmérgjétdl.

P, P, P”, P” eljirasaink durvdn azonos hatékonysigniaknak tekinthetSk igen
kis atmér§ esetén is. Az 4tméré novekedésével eljardsaink hatékonysagi novekedése
varhaté (G =(500, 1500)).

Pl eljaras e szélsGségesnek tekinthetS kis 4tmérdk esetén is igen kedvezd miive-
letszam-csdkkenést eredményezett a vizsgalt esetek mindegyikében.

Periférialis pontok konkrét meghatdrozisakor, ha graf 4tmérSje nem becsiil-
het6, — azaz a fenti szélsGséges esetek is elGallhatnak — akkor P eljards alkalmaza-
sat javasoljuk.

Ha az alkalmazasi feladat természetébdl adoddan elegendd csupan a graf nagy,
atméréhoz -kozeli excentricitasi pontjanak meghatirozasa, akkor egyértelmiien Pl
cljaras alkalmazasat javasoljuk.
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Megjegyzések

4.3.8. 1984-ben W. F. SMYTH professzor kidolgozta a Pl eljarasunk tovabbfej-
lesztését [82], melyben L, (a) tetszéleges minimalis fokszamu pontjat fogadja el ered-
ménynek. E médositassal jelentSs miiveletszim-csGkkenést ért el, de az elGall6 excent-
ricitas természetesen kisebb is lehet, mint P1 esetén.

4.4. Periféridlis pontok ineghatdrozdsdanak mds kozelitése

A 2.1.2. definicidval bevezettiik tetszéleges x€ X pontban generalt {x, y) szint-

struktira rendszert, s tetsz6leges z€ X pont (x, y)-beli sulyat
F(2) = 2,4+ 2,

szerint értelmeztiik, ahol z,=d(z, x), z,=d(z, y) a z pont pszendo-koordinatai.

Megjegyzések

4.4.1. Tetszdleges {x, y) egyértelmiien definidlja a benne fellépé sulyok pontos
alsé (k) és felss korlatjat (K) és

k=1x); K=1(x)+1(y)

érvényesiil.

Az alabbiakban az (x, y)-beli siilyok és excentricitdsok kapcsolatat vizsgéljuk.

4.4.1. TETeL. Tegyiik fel, hogy {x, y)-ban k<K. Legyen sc€X tetszGleges pont,
melyre r.,(5)<K slegyen t€ L. (s) tetszGleges pont. Ha z€ L. (¢) pontra

“44.1 Wz, )=W(s, 1)
teljesiil, akkor
(4.4.2) Fey(2) > 1, (s)

is fennall.

Bizonyitds. A feltétel szerint tetszSleges s€ X esetén ¢€ L. (), vagyis I(t)=I(s);
amely szerint barmely z€ L. (t) pontban

(4.4.3) d(z, )= d(s,

kovetkezik.
Irjuk fel a (4.4.3)-beli tavolsigokat a 2.1.3. tétel alkalmazasaval, igy

2d(2, t) = rxy(z)+rxy(t)—W(z; t)’
2d(s, 1) = rg,(S)+r,(-—W(s. 1)
adodik. Ezeket a (4.4.3)-ba helyettesitve

I'xy(Z)—-W(Z, f) = l'_w(S)—W(S, t);
azaz
re(2)=r(8) =Wz, )-W(, )

kovetkezik. Ekkor a (4.4.1) feltétel a (4.4.2) teljesiilését vonja maga utdn, s ezt akartuk
megmutatni. |
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Megjegyzések
4.4.2. A 4.4.1. tétel allitdsa szerint barmely nem maximélis sulyd s ponthoz

tetsz8leges r€ L., (s) pont excentricitasi szintjében a (4.4.1) feltételnek eleget tevs
ve L, (1) pontok silyai hatdrozottan nagyobbak az s siilydnal.

4.4.2. TETEL. Tegyuk fel, hogy (x,y)-ban k<K. Legyen s€X tetszGleges pont,
melyre 7., (s)<K és [(s)<diam (G) teljesiilnek. Legyen #€ L. (s) tetszSleges pont
tovabba z€ L. (f) olyan, hogy

(4.4.3) Fey(2) > Ty (5)-
Ekkor a

4.4.49) W(z, ) =W(s, 1)
egyenl8tlenségbdl

(4.4.5) d(z, ) > d(s, 1)
kovetkezik.

Bizonyitds. Feltevésiink szerint tetszlleges s€X &s t€ L. (s) esetén ze€ L, (t)
kielégiti (4.4.3)-at.
A 2.1.3. tétel alkalmazisaval

rxy(z) =24 (Z’ t)_rxy (t)+W(Za t)
rxy(s) = 2d(s5 t)_rxy(t)-l'W(s, t)
érvényes. Ezeket (4.4.3)-ba helyettesitve

2d(z, ) +W(z, ) = 2d(s, ) +W(s, 1),
vagy atrendezés utan
2(d(z, ) —d(s, 1)) = W(s, 1) —W(z, 1)

adodik. Ebbsl a (4.4.4) miatt (4.4.5) teljesiilése kovetkezik, s ezt akartuk megmu-
tatni. §

Megjegyzések

4.4.3. A 4.4.2. tétel allitdsa szerint barmely, nem maximalis sdlyt, nem-perifé-
ridlis s pont esetén a nila nagyobb stlyd pontok halmazaban a (4.4.4)-t kielégit&
pontok sziikségszerfien nagyobb excentricitdsiak mint s.

4.4.4. A 4.4.1. és 4.4.2. tételek azt mutatjak, hogy bizonyos esetekben az excent-
ricitds ndvekedésével a pont sulya néhet, illetve a siilyok novekedésével nagyobb
excentricitds adédik.

4.4.5. A vizsgilt esetek jelent8s részében azt tapasztaltuk, hogy a maximalis
stlyti pontok A halmazaban a maximalis excentricitds pont periférialis pont. Ez a ta-
pasztalati felismerés lehet@séget ad nagy excentricitdsit pontok meghatarozaséra.
A vonatkozoé eljaras a kovetkezGképpen fogalmazhaté meg:

1. Iépés (KezdBpont valasztdsa)
Legyen xcX tetszGleges pont.

2. lépés ((x, y) generalasa)
Tetszbleges y€ L, (x) esetén képezziik RLS (x) és RLS (y) szintstruktirakat,
s regisztraljuk a pontbeli sulyokat.
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3. lépés (H meghatérozésa)
! Allitsuk el H-ban a maximalis sulyt pontok halmazat.
4. lépés (Excentricitasi vizsgalat)
Hatarozzuk meg s€ H pontot, melyre

I(s) = max I(p)
: pEH
teljesiil.
5. lépés (Exit)
s nagy excentricitasi pont.

Megjegyzések

4.4.6. A fenti algoritmus, melyre P2-ként hivatkozunk, a vizsgalt esetek jelentds
részében periférialis pontot eredményez, melynek szemléltetésére a 4.4.1. 4bran mu-
tatunk példat; (a pontok mellett feltiintetjilk pszeudo-koordinataikat).

Tekintsiik {x, y)-t.

U,y
u, z} periférialis parok.
Vi Z
H = {u} és u periférialis pont.

{Us(3,7)
(2,6)
(3, (4, 5)
i, s) Yes ey (5, 4)
v
(0, 5) [2.4). (3,4} /‘5 )
* %, 3) A
13,2)
1,4) " 2.3 L X7 ;5,0)
(%)) (5, 3)
z
(3, 4)
14, 3)
4.4.1. dbra

A 4.4.2. 4bran viszont arra mutatunk példat, hogy P2 eljards nem eredményez
periférilis pontot. (A példat KORNYE! IMRE* konstrualta 1983-ban).
Tekintsiik (x, y)-t.
H={z}ésl(z)=2.
Konnyti belatni, hogy az s, ¢ az egyetlen periférialis par és diam (G)=3.

* ELTE Szamitokozpont, Budapest.
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(1, 2) s

t0,2) (2, 0)
X y

(1,1)

1,2) (2,1
t

4.4.2. abra

1983-ban egyszerii sikbeli grafok korében is sikeriilt ellenpéldat talalnunk, me-
lyet a 4.4.3. &bran kozliink.

i | DL R
s, ¢ § periférialis parok
u, y]
diam (G)=5
H=1{b}.
.50 (2,4)  FU3,40%
u T {1
(0,5} (1, &) {2,3) (3,2) (4, 1)
X t
S y
(1, 4) 12.3) (3, 2) (4, 1) (5,0)
4.4.3. abra
Megjegyzések

4.4.7. Az eljaras miiveletigénye |H |-tdl fiigg. |H | 4ltalaban kedvezden kicsi ér-
ték, de el6fordulhat |H |=|X | szélsGséges eset is (4.4.4. 4bra).

Tekintsiik (x, y)-t.
H=X

{2;:3) 13 21%.14,1) (5,0))]

{1, 4) TS T (4,1) H= X
X
0,5) (1,4 .(2,3) (3,2)
4.4.4. dbra
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Tapasztalataink szerint [H|=|X| eset akkor fordu!l ¢l§, ha a szintstruktira
rendszer x kezdGpontja periférialis pont.
4.4.8. A fenti kellemetlen eset elkeriilése, illetve |H | csokkentése érdekében mé-
dositsuk P2 algoritmusunkat a kévetkezGképpen:
I’ Iépés (Kezd8pont valasztisa)
Tetsz8leges u€X és veL. (1) esetén legyen x€M(u,v) tetsz8legesen
vilasztott pont.
Az igy el8allé algoritmusra P2’-ként hivatkozunk. Megjegyezziik, hogy P2
alkalmazasival sok esetben kedvezden kis |H | értékeket nyertiink.
Modositsuk most P2 eljarasunk 2. 1épését az alabbiak szerint:
2" lépés ({x,y) generalasa)

Legyen u«x; Legyen x€L,_,(1) tetszGleges pont. Képezziik
{x, yiyyi€ Lo (x) szintstruktura rendszereket s vilasszuk ki azt, amelyre
|H | minimalis.
Ha |H|=3, akkor elfogadjuk kedvez8en kis értéknek, nem vizsgalunk
tovabbi |H |-értékeket.

Az igy el6all6 médositasra P27-ként hivatkozunk.

Megjegyezziik, hogy P2’ a kisebb munkaigényii, P2” viszont sok esetben kisebb
|H |-értéket eredményez.

Vonatkozd szamitégépes eredményeinket a 7. sz. mellékletben kozoljiik, ahol
P2” eljarast alkalmaztuk.

5. Kozel-minimalis szélességii szintstruktira meghatirozasa

A periféridlis pontot el84llité, illetve kozelitS eljarisaink lehetGvé teszik a graf
leghosszabb, illetve kozel-leghosszabb szintstruktirainak elGallitasat.

Konnyd belatni, hogy a graf minimalis szélességii gyokérrel rendelkez§ szint-
struktiirija nem sziikségszeriien periféridlis pont gydkerii RLS (x).

5.1. A probléma kozelitésének tirténeti dttekintése

1972-ben [4]-ben specidlis szerkezetii altalanos szintstruktarat allitottunk eld,
melyben a maximdlis fokszdmid pontok szintstruktira-szélességet novelS hatdsat
kivantuk ellensilyozni. Ezt az 5.3. fejezetben ismertetjiik.

1976-ban GiBBs és munkatarsai [55] a GPS—PS eljardssal meghatarozott x, y
pszeudo-periférilis parbdl kiindulva 4ltaldnos szintstruktrat konstrudltak, az alabbi
elvek szerint:

— Képezték R(x, y)-t.

— A G(X\R(x,y)) metszetgraf osszefiiggd komponenseit RLS (x), illetve
RLS (y) vonatkozdsiaban vizsgalva, azok pontjait ugy illesztették R(x, y)-hoz, illetve
ennek, mint x-b6l és py-bdl szarmaztatott szintstroktirdknak a szintjeihez, hogy a
bdvités sordn a szint-szélességek a lehetd legkisebb értéken maradjanak.

Eljarasuk bonyolult, de sok esetben kedvezéen kis szélességii altalanos szintstruk-
tarat eredményez.

1978-ban sajat-fejlesztésii heurisztikus eljarasunkkal (lsd 8. sz. meli¢klet) el8-
allitottuk a graf két, Atmér8hoz kozeli excentricitasit pontjat, s ezekbdl kiindulva

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1985)



RITKA MATRIXOK SZAMITOGEPES KEZELESE 37

[4]-ben kozolt algoritmusunkkal specidlis szerkezetii altaldnos szintstrukturat ali-
tottunk el6.

1981-ben GEORGE-L1U [53] a GL-—SPS eljarasukkal nyert szemi-pszeudo-peri-
férialis par kozott 1étesithetd szintstruktirdt modositas nélkiil elfogadtak.

Jelen fejezetben azt vizsgdljuk, hogy a maximalist megkozelitd excentricitast
pontok ismeretében hogyan allithaté el§ kozel-minimalis szélességii gySkérrel ren-
delkezd, illetve dltalinos szintstruktira.

5.2. Specidlis szerkezetii dltaldnos szintstrukturak elédllitdsa

5.2.1. Definicio. A G=(X,E) grif DcX tagozodasi halmazat minimdlis
tagozoddsi halmaznak nevezziik, ha D egyetlen valddi részhalmaza sem tagozodasi
halmaz. '

5.2.1. TEreL. Tetszbleges nem teljes G=(X, E) grafban legyen x, y€X olyan
pontpar, melyre (x,y)¢ E. Ekkor van a grafnak olyan D minimalis tagozodasi
halmaza, mely az x és y pontokat elvélasztja,

Bizonyitds. A viszonylag egyszertien bizonyithatd allitas igazolasara konstruktiv
bizonyitast adunk, azaz tetsz8leges x, y€X; (x, y)¢ E pontparbdl Kkiindulva el3-
allitjuk azon D minimalis tagozddasi halmazt, mely x és y pontokat elvalasztja.

Mivel G nem teljes, igy van olyan x, y€X, hogy (x, y)4 E. Generaljuk rendre
RLS (x) és RLS (y) szintstruktiirak azonos indexii szintjeit, s képezziik az aktualisan
elgallitott szintek kozos részeinek egyesitését. Konnyti belatni, hogy az igy elgallé
halmaz a graf minimalis tagozodasi halmaza, mely x-et és y-t elvilasztja.

A konstrukcid a kovetkezSképpen fogalmazhaté meg.

1. lépés (Kezdeti beillitasok)

TetszOleges x, y€X; (x, y)§ E pontokat tekintve
D~ {8}
Jo <~ {x}, M, ~ {y},
X~ {x} X+ ()
i+ 0.
2. Iépés (RLS (x) aktualis szintjének vizsgalata)
i— i+l
L y(x) ~ Li-y (D,
Ji = Li()\D

Ha |J;|={0} és |M,_,|={0}, akkor go to 4. Iépés.
Ha lJ;|={0} és |M;_,|{0}, akkor go to 3. 1épés.
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Ha [Ji{>{90}; akkor
D - DU./,-ﬂM,--l,

X, — (GUINDUXY),
go to 3. 1épés. v
3. lépés (RLS (p) aktualis szintjének vizsgalata)
Lio1(p) ~ Lica(O)\D,
M; « L(y)\D

Ha |M;|={0} és |/;|={0}, akkor go to 4. lépés.
Ha |M;|={0} és |J;|>{8}, akkor go to 2. 1épés.
Ha |M;|={#}, akkor

D <~ DUM,NJ,,

Xz e (X2UMi)\(DUX1),

go to 2. lépés.
4. lépés (Exit)
Xy = X\D; X; — Xp\D

D a graf minimalis tagozddasi halmaza, mely az x és y pontokat elva-
lasztja; G(X )N JG(X,) nem Osszefiiggs graf.

Megmutatjuk, hogy G(X;)UG(X,) nem osszefiiggs, s az elGallitott D a graf
minimalis tagozddasi halmaza, mely az x és y pontokat elvalasztja.

Indirekt, tegyiik fel, hogy G(X)UG(X,) Osszefiiggé graf, vagyis barmely két
pontja, igy x€X; és yeX, OsszekothetS tttal. Legyen (x;=x, X3, ..., Xz=p) x és y
kozotti legrovidebb ut, x,€X,UX, (i=1,2,...,k). Ekkor van x;_,€X;, x;cX,
pontok kozott él valamely j indexre. A konstrukcid miatt viszont ekkor

iépésck egyike keriil végrehajtasra. Kovetkezésképpen, a fenti legrovidebb utban
sziikségszeriien van D-beli pont. Masszoval, egyetlen j indexre sem teljesiithet az, hogy
X;1€ X1, x;€X, élt alkot G(X;)UG(X,)-ben. Vagyis D az eredeti graf x és y pon-
tokat szétvilaszt6 tagozodasi halmaza.

A konstrukciobdl trividlisan kovetkezik, hogy D a graf x és y pontokat el-
vilaszté minimalis tagozédasi halmaza. J

Megjegyzések

5.2.1. A fenti eljards az x és y pontokat elvilaszté D minimalis tagozddasi
halmazt eredményezi. Megjegyezziik, hogy D nem sziikségszeriien minimalis tago-
zoddsi halmaza a grafnak; létezhet ugyanis olyan z€ D pont, hogy {z} a graf tago-
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z6dasi halmaza. de {z} nem vdlasztja el az x és y pontokat. A fenti konstrukcio
nem feltétleniil érinti a graf minden pontjit, azaz elfordulhat X;= X\ (X,UDU
X:) #{0} eset is. Az esetek dont6 tobbségében azonban X,= {0}.

Ha |X,|=0, akkor

NX)ND = {0}, mig NX)NX, = {0} & NEX)INX, = {#)

teljesiilnek.

5.2.2. G(X;) nem sziikségszeriien Osszefiiged, mig G(X;) és G(X,) dsszefiiged
részgrafok.

X, pontjai X, illetve X, halmazokba sorolhaték a kdvetkezGképpen.

Jel6lje Z; az X, i-edik Osszefiiggd komponensében a pontok halmazat.

Ha van y, z€Z;,(\N(D) pontpar, melyre (y, z)4 E, akkor a konstrukcids elja-
rassal Z; pontjai Xj, illetve X, halmazokba sorolhatdk.

Ha minden y, z€Z,NN(D) parra (y,z)€E tejesiil, akkor Z;-t X, vagy X,
halmazok egyikéhez soroljuk.

Igy X=X,UDUX, felbontas adédik, ahol D az x és v pontokat elvilaszté
tagozddasi halmaz, mely azonban mar nem feltétlen minimalis.

5.2.3. A fenti konstrukciéval elGallitott D halmaz fiigg a kezdd pontpartdl, s azok
sorrendjétsl. Adott, rendezett pontpar esetén viszont D egyértelmiien meghatarozott.

5.2.4. A fenti konstrukcids eljaras az 5.2.2-beli kiegészitéssel egyiitt modszert ad
tetsz8leges, nem teljes, osszefiiggs graf olyan D tagozdédasi halmazanak eldailita-
sara, mely a graf pontjainak X;UDU X, felbontdsit eredményezi ugy, hogy x€X,,
VEX,. E moddszerre a tovabbiakban CS eljarasként* hivatkozunk.

5.2.2. TEreL. Barmely nem teljes G=(X, E) graf minden x€X pontjihoz,
melyre

(5.2.1) G(N(x))

nem teljes részgraf, megadhatd a graf olyan tagozddasi halmaza, mely tartalmazza
x-et.

Bizonyitds. Mivel (5.2.1) nem teljes graf, igy van olyan y, zEN(x), hogy
(y, 2)¢ E. Ekkor y,z parbdl a CS eljarassal olyan D tagozddasi halmaz 4ll elg,
melyre x€D sziikségszeriien teljesiil. J

Megjegyzések

5.2.5. A gyakorlati feladatok jelentds részében G(N(x)) nem teljességére vonat-
kozo feltétel nem jelent megszoritast, hiszen vizsgilatainkban a ritka matrixokat
leird un. ,,él-ritka” grafok alkotjak.

A tovabbiakban azt vizsgaljuk, hogyan generalhatd a graf tetszSleges tagozodasx
halmazabdl 4ltaldnos szintstruktira.

* CS az angol *'cut set” roviditésbdl szarmazik.
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5.2.3. TEreL. Legyen a G=(X, E) nem teljes grafban D tetszBleges tagozo-
dasi halmaz. Ha van olyan x¢X, melyre d(x, D)>1, akkor megadhat6 a graf-
nak olyan nem-trividlis (azaz K=3) altalanos szintstruktirija, melynek D koz-
biilsg szintje.

Bizonyitds. Legyen a D tagozodasi halmaz altal generalt felbontds X=X,UDU
UX,. Ez az 4ltalinossig megszoritdsa nélkiil feltehetS, ugyanis ha D kett6nél t6bb
diszjunkt részgrifra bontja G-t, akkor 5.2.2. megjegyzés értelmében elérhets a fenti
felbontas.

Képezzilk rendre DUX,, illetve DUX, halmazokon a megfeleld D-gyokerti
szintstrukturakat, melyek

RLS, (D) = {Lo(D), L,(D), ..., L,(D)} DUX;-n,

RLS,(D) = {Jo(D), J,(D), ..., J;,(D)} DUXsn
alakban irhatok fel. Kénnyi belatni, hogy

{J.(D), ..., Jo(D) = D = Lo(D), L,(D), ..., Li(D)}

halmazok egyiittese kielégiti GLS tulajdonsagait. A d(x, D)=>1 feltételbdl viszont
s+k+1=3 teljesiil. |

Megjegyzések

5.2.6. A bizonyitasban eldallitott GLS a D altal egyértelmiien meghatarozott.
E konstrukcidra LS eljarasként* hivatkozunk.

5.2.7. Legyen x, y€X tetsz8leges periféridlis par. Az x, y pontparbdl a CS elja-
rassal olyan D minim4lis tagoz6éddsi halmaz nyerhetS, hogy M(y, x)& D és a vizs-
galt esetek jelentds részében

ID| < |L;(x)]

D} < |L; 62]
tapasztalhato, ahol j= IQEH;LG)J .
5.3. A maximdlis fokszdmu pont torzito hatdsdnak ellensilyozdsa
Legyen x€X tetszGleges pont, melybdl képezziik RLS (x)-et. Legyen L;(x)
olyan kozbiilsG szint, amely tartalmazza az y€ X maximalis fokszamu pontot. A ta-

pasztalatok szerint, ha

IN(y)ﬂLj—l(x)l <« 'N(}’)mLJH(x)L

le+1(-")| > |Lj(x)| ~ |Lj—1(x)'

akkor gyakran

* LS az angol “‘level structure’ roviditésébol szarmazik.
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is érvényes. Masszoval, maximalis fokszamu pont hatasara a gyokérrel rendelkezs

szintstruktura szélessége erGsen megnGhet, mint azt az 5.3.1. 4bran szemléltetjiik.

b maximalis fokszdmu pont
|

L (x)] = 2
Lo (x)] = 1
ILs(x)| = 5
ILy(x)| = 10

5.3.1. dbra

E probléma megoldasat a kovetkezGképpen kozelitettiik [4]-ben.

Legyen ycX tetszleges maximalis fokszimu pont. Ekkor G(N(y)) nem teljes-
sége esetén (s ez az 5.2.5. megjegyzés szerint feltételezhetd) az 5.2.2. tétel felhasznala-
saval CS eljards révén elGallithaté a graf olyan D tagozodasi halmaza, mely
tartalmazza y-t. Az LS eljarassal D-bél egyértelmiien elGall azon GLS, melynek széles-
sége az esetek jelentds részében kisebb, mint GLS széls§ szintjeinek tetsz8leges pont-
jabol generalt gyokérrel rendelkezd szintstruktiraé.

Az 5.3.1. 4bran bemutatott graf esetén a fenti eljaras altal generalt GLS-taz 5.3.2.
4bran szemléltetjiik.

W(GLS) =6
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3.3.2. dbra

Megjegyzések

5.3.1. A fenti eljarés altalanositasat fogalmaztuk meg [7]-ben, mely olyan grafok
hatékony savszélesség-redukcidjat végzi, melyekben 1-nél t6bb olyan maximalis fok-
szamu pont van, mely egyben tagozddasi pont is.

5.3.2. Az 5.3.2. 4bran bemutatott példa azt mutatja, hogy a graf minimalis vagy
ahhoz kozeli szélességii szintstrukturidja nem feltétlen gyokérrel rendelkezd szint-
struktura. Feltételezhetd, hogy a graf minimadlis szélességli szintstrukturajanak meg-
hatarozasa onmagaban is NP-teljes probléma.

5.4. Eljardsok kozel-minimdlis szélességii szintstruktura meghatdrozdsdra

Amennyiben a minimalishoz kozeli szélességii szintstruktiirat csupan a gyokérrel
rendelkezd szintstrukturdk korében keressiik, akkor gyakorlati tapasztalatok alapjan
J6 stratégianak bizonyul a periférilis pont gyokerii RLS (x) meghatarozasa. Eléfor-
dulhat azonban, hogy révidebb RLS (x) kisebb szélességii, mint a hosszabb. Ilyen
esetet szemléltetiink az 5.4.1. abran és 5.4.2. dbrakon.

KOVETKEZMENYEK

5.4.1. A periféridlis pont meghatdrozasa soran vizsgaljuk meg valamennyi el§-
allitott RLS (x) szélességét, s azt valasztjuk eredményiil, melynek szélessége mini-
malis.
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s, t periférialis par

diam (G) =5
W(RLS() =5
ILy(®| =5

5.4.1. abra

X, y szemi-pszeudo-periférialis par;
I(x) =4
W(RLS(x)) = 4

L ]
®

'..y ..-.......................‘--- 20

5.4.2. abra

Megjegyezziik, hogy a szamitdgépes kidolgozasban regisztraljuk az aktudlisan
minimalisnak mingsiild szélességet (W) és taroljuk a megfeleld RLS (x)-et. Mdsrészt,
ha az RLS-generalasok soran egy szint szélesebb, mint ¥, akkor nem képezziik a to-
vabbi szinteket, hanem ratériink a kovetkez6 RLS-generélasra.

Az eredmény javithatésaga szempontjabol fontos az alabbi allitas:

Legyen x, y€ X tetsz8leges szemi-pszeudo-periféridlis par. Ekkor W(RLS (x))
nem sziikségszeriien egyenl8 W (RLS (y)) értékkel.

Az 5.4.3. 4bran feltiintetett graf szemléletesen igazolja az allitast.
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x, y szemi-pszeudo-periférialis par egyben periférialis par

s W(RLS(x)) = 3
AN B i W (RLS(y)) = 4
; % ILy(y)| = 4
x i : —y

.
o
-

5.4.3. abra

K OVETKEZMENYEK

5.4.2. Ha eléallitottuk az s pontot melyre W (RLS (s)) az eljaras soran minima-
lis a vizsgalt szintstrukturdk vonatkozasaban, akkor minden 7€ L (s) pontbdl gene-
raljuk RLS (7)-t, s azt fogadjuk el eredményiil, melynek szélessége igy adodik mini-
malisnak.

Megjegyezziik, hogy 5.4.1. kovetkezményben a nem befejezett szintstrukturak
hanyagolast is jelenthetnek, mivel el6fordulhat, hogy egy nem befejezett RLS (x)
valamely excentricitdsi pontjabol kisebb szélességii szintstruktira adddna.

Ha a kozel-minimdlis szélességii szintstruktirat az altaldnos szintstruktdrak
korében keressiik, akkor mind GiBBS [55] mddszere, mind a maximalis fokszamon
alapul eljarasunk [4] sok esetben kedvezd eredményeket ad.

Mivel a GiBBsS—POOLE—STOCKMEYER-mOdszer tarsziikséglete magas (8. fejezet),
igy altalanos szintstruktura el@allitdsaban csupan 5.3. fejezetben ismertetett eljara-
sunkra szoritkozunk. /

Mivel célunk jelenleg nem a periféridlis pontok el@allitisa, hanem a kozel-
minimalis szélességii szintstruktira meghatdrozasa, ezért a periféridlis pontot elG-
allito eljarasaink helyett a gépidGében kedvezdnek bizonyuld Pl eljarast fogjuk alkal-
mazni.

A fentiek alapjan az alabbi szintstruktura-kialakitasi eljarasok fogalmazhatok
meg:

I. P1 mddszer alkalmazasival hatarozzuk meg s pontot és fogadjuk el RLS (s)-t

1. A P1 eljarasnak az 5.4.2. kovetkezménybeli modositasaval nyert szintstruktirat
fogadjuk el.

111. A 11 eljarassal hatarozzuk meg RLS (u)-t; az u kezdGpontbol alkalmazzuk Gjra

a II. eljarast. (Megjegyezziik ugyanis, hogy P1 eljaras ilyen ismételt alkalmazasa

— a graf szerkezetétdl fiiggGen — sok esetben Gjabb periféridlis pontokat ered-

ményezett.)
1V. A Il eljarassal allitsuk el RLS (x)-et.

Tetsz8leges y€ L..(x) pontot tekintve, x, y kezddparbol allitsuk eld a CS elja-

rassal a graf azon D tagozodasi halmazat, amely x és y-t elvdlasztja. Majd D-

bdl az LS eljarassal generaljuk GLS-t.

V. Alkalmazzuk a IV. eljarast ugy, hogy a kezdeti RLS (x)-et 111. eljarassal allitjuk
eld.
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VI. A 1l algoritmussal illitsuk el6 RLS (x)-et. Legyen L;(x)cRLS(x) olyan,
melyre
IL; ()| = W(RLS (x))
teljesiil.
Hatarozzuk meg y€L;_,(x) pontot, melyre

d =
eg(y) = Jpax deg(p)

teljesiil.

Hatarozzuk meg u€ N(y)N\L;_o(x) és vEN(y)NL;(x) pontpart, melybdl CS
cljarissal allitsuk elS e két pontot elvilaszté D tagozddasi halmazt. D-bgl az LS
eljarassal generdljuk GLS-t.

(Megjegyezziik, hogy u és v fenti valasztasival azt szandékozzuk elérni, hogy az ilta-

luk meghatarozott, D-b6l szdrmaztatott GLS lehetSleg R(x, y) ,,iranydhoz” illesz-

kedjék.)

VII. Alkalmazzuk a VI. algoritmust, de a kezdeti RLS (x)-t a TII. eljarassal allitjuk
eld.

Megjegyzések

5.4.1. Az 1., 1L és 1I1. eljarasok mindegyike gyokérrel rendelkezd szintstrukta-
rat, mig IV., V., VI. és VII. altaldnos szintstruktirat 4llitanak elg.

5.4.2. Eljarasaink miiveletigényére becslést nem sikeriilt adni.

5.4.3. Vonatkozd szamitdgépes eredményeinket a 7. sz. mellékletben foglaljuk
ossze, ahol a bevezetett hét eljarasunkon kiviil kozoljiik a kovetkezd eljardsok ered-
ményeit is:

— GPS—PS

— GPS—LS, mely az altalanos szintstruktura kialakitasat végzi [55].

— GL—SPS

— NCC—LS, melyben sajat fejlesztési heurisztikus eljardsunkkal (lasd a 8. sz. mel-
léklet) meghatarozott pontparbol CS és LS eljarasokkal GLS-t
allitunk el6.

— P2 (lasd a 4.4. fejezetet).

Az egyes eljarasok mellett feltiintetjiik az eredményezett szintstruktura-szélességet

(W) és a sziikséges miiveletek szamat, szintstrukturdban mérve (Op).

Teszt-feladatainkat véletlen grafok alkotjak. Hat grafot vizsgalunk, melyekbdl
az els6 harom csak sifriiségbeli novekedést demonstral.
Az eredmények alapjan megéllapithat6:

a) Az 1. eljaras legtobb esetben jobb eredményt ad, mint a GPS-eljarasok,
GL—SPS és NCC—LS, s milveletigénye kedvezs.

b) A 1l. algoritmus az esetek dont§ t6bbségében jobb eredményeket szolgaltat,
mint I. Miveletigénye is kedvez8nek mondhaté a befejezett szintstruktiirdk kis szdma
miatt.

¢} A IIL eljaris a graf szerkezeti adottsagainak fiiggvényében tud javitani II.
eredményén. (G=(300,900), G=(300, 1500)). Miiveletszdma természetszerfien né
I1. eljardshoz képest.

d) A1V. és V. eljarasok eredménye er§sen fiigg a graf szerkezeti adottsagaitol.
G'=(400, 200) esetben jelentds javulast ad az 1., II., IIl. eredményeihez képest, mig
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G = (600, 4800) esetekben nem tud javitani. A 300 ponti grafokban rosszabb az ered-
ménye mint az 1., 11. és HI. eljarasoknak.

e) A kozolt példakban V. csupan egyszer adott jobb eredményt, mint 1V.

/) A VL és VIL eljardsok is bizonyos esetekken (G=(300, 1500), G=(400,
2000)) jobb, mig G=(300, 1200) esetén rosszabb eredményeket adnak, mint I., IL.,
vagy 11I. A VII. eljaras csupan egyszer javit V1. eredményén.

g) A IV.—VIL eljarasok miveletigénye természetszertien nagyobb, mint az
I.—III. algoritmusoké.

h) Miiveletszam terén a GL—SPS a leghatékonyabb eljaras, de eredményében
altalaban gyengébb, mint eljirasaink.

i) A GPS-eljarasok is sok esetben gyengébb eredményeket adnak, mint algorit-
musaink ; gépid§-szitkségletiik ersen fiigg a graf szerkezeti adottsigaitol.

/) Az NCC—LS gyakran javit GL—SPS eredményén, s miiveletigénye kedve-
z3en alacsony.

k) A P” sok esetben jobb eredményeket ad, mint GL—SPS vagy GPS-eljarasok.
Eredmény és miiveletszim terén egyardnt az 1. eljarassal azonos hatékonysaginak
értékelhetd.

6. A szintstruktura szamozasa

Jelen fejezetben megmutatjuk, hogy a grafban a minimalis sivszélességét bizto-
sitd szamozas kozelitéseként redlis célul csupan adott, minimalishoz kozeli szélességli
szintstruktira kézel-optimalis szimozasanak elgallitasa tiizhet§ ki.

Ismertetjiik {4]-beli szdmozasi eljarasunkat.

Ramutatunk a [81], [9]-beli 1ij szamozasi eljarasunk elveinek helyességére, s is-
mertetjitk algoritmusunk 1ényegét.

6.1. A probléma kozelitésének térténeti dttekintése

1969-ben E. H. CUTHILL és J. McKEE eljardsiban [27] nyer megfogalmazist az
elsé savszélesség-redukcidt eredményez8 szamozas, mely az alabbiak szerint mi-
kodik.

Legyen x€X tetszGleges, minimalis fokszdmu pont, melyhez rendeljitk hozza
az l-es cstcsszamot, azaz n(x)=1.

i=1,2, ..., I(x) esetén végezziik a kovetkezSket:

Tekintsitk az x-tdl i tdvolsagban levs pontok halmazit, mely jelen terminolo-
gidban L;(x). '

Tekintsitk az L;_,(x) pontjait a mar hozzarendelt csucsszamaik monoton nd-
vekv§ sorrendjében, azaz

; Li—l(x) = {Zl’ 22’ sees Zs}) ahOI s = lLi—l(x)L
és
n(zp) <n(z;4), j=41L2,...,5s—L
Ekkor rendre
NE)NLi(x) (k=1,2,...,5)

halmaz pontjait fokszamaik novekvd sorrendjében latja el az eljards a soronkévet-
kez6 csticsszamokkal.
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1972-ben a [4]-beli eljarasunkban altalanos szintstruktirat generaltuk az 5.2. feje-
zetben targyalt modon, s ennek szdmozasat a Cuthill—McKee-féle szdmozds ésszerii
modositasaval végeztiik, melyet a 6.3. fejezetben ismertetiink.

1976-ban J. W-H. Liu és A. H. SHERMANN bebizonyitottak [66], hogy a Cuthill—
—McKee-féle szdmozds megforditdsaval, mely az (1, |X|), 2, | X|—1), (3, |X|—
csucsszam-parokban a csicsszamok cseréjét jelenti, a profil-érték nem ndhet; sok
esetben viszont kedvezd csdkkenést eredményez a szdmozas megforditasa. (Megje-
gyezzilk, hogy tapasztalati megfigyelései alapjain CUTHILL [28] munkdjaban ezen &sz-
szefiiggés felismerésére utal.)

1976-ban N. E. GiBBs, W. G. Pooik és P. K. STOCKMEYER [55] altalanos szint-
struktirat allitottak el8, melynek szamozasat a Cuthill—McKee-féle szdmozds alabbi
moddositasaval allitottik elG:

Legyen GLS={L,, L,, ..., L,}.

L, szamozasa a pontok fokszamainak névekvd sorrendjében torténik.

Az i-edik szint szamozasakor (1=i=k) az L,, Ll, ..., Li—; szinteket besza-
mozottaknak feltételezve elGszor

H" = N(Li_l)mLiCL,-

részhalmaz pontjait szaimozzak be a Cuthill—McKee eljdras aikalmazasaval. A vissza-
maradd L\ H; halmaz pontjainak szdmozasa a H;-vel valé élkapcsolataik figyelem-
bevételével, [55])-ben részletezett bonyolult moédon térténik.

1976-ban W. F. SMyTH ILO szakértGvel kozdsen 0j szamozasi stratégia elveit
kozoltiik [81], amely alapjan 1978-ra elkésziilt a modszer, s annak szamitégépes kidol-
gozisa [9]. Az eljardssal 6.4. fejezetben foglalkozunk.

1981-ben J. A. GEORGE és J. W-H. Liu [55]-beli savszélesség/profil-redukcios
eljardsukban gyokérrel rendelkezd szintstruktiirat képeztek, melynek szdmozésat a
Cuthill—McKee-féle szdmozds megforditasaval allitottdk eld.

6.2. A szintstruktira szdmozdsdnak problémdi

Az 1.4. fejezetben ramutattunk, hogy barmely GLS szélessége meghatarozza a
tetszGleges kompatibilis szdmozAisival nyerhetd sdvszélesség pontos alsd és felsé
korlétjat, és
6.2.1) W(GLS) = b = 2. W(GLS)—1
érvényes.

Legyenek x, y€ X olyan pontok, hogy

W (RLS(x)) = W(RLS(»))
teljesiil. Ekkor a két szintstruktGrdval kompatibilis, savszélesség szerinti optimalis
szdmozas eltérd savszélességet eredményezhet. A 6.2.1. 4bran szemléltetjiik a fenti
esetet.

ElsG esetben
W(RLS (x)) =

b=6
Savszélességet kifeszit$ élek: (7, 13) (11, 17)
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Maisodik esetben
W(RLS(y)) =5

b=5
Savszélességet kifeszits élek:  (3,8), (8,13), (9,14), (14,19), (13,18)

-'"-.' .,"- -217

6.2.1. dbra

KOVETKEZMENYEK

6.2.1. Tetsz8leges minimalis szélességli szintstruktura savszélesség szerinti opti-
malis szdmozasa nem sziikségszeriien eredményezi a graf minimalis sivszélességét.

6.2.2. A graf minimalis sivszélességének kozelitéseként redlis célul csupan adott,
minimdalishoz kozeli szélességli szintstruktiira savszélesség szerinti kozel-optimalis
szdmozasanak meghatarozasa tiizhets ki.
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A Cuthill—McKee-féle szamozds tulajdonsdgai

— A kifeszitG fa kezdSponttSl azonos tavolsigban lev8 pontjai a kezdépont
gyokerii szintstruktiira megfelelS szintjeit alkotjak, igy az eljaras e szintstruktirival
kompatibilis szdmozast épit fel.

— Az eljarads csupan gyokérrel rendelkez§ szintstruktira szdmozidsira alkal-
mas.

— A Cuthill—McKee szdmozds az L;(x) szint (i >0) szimozasat csupan L;_, (x)-
beli élkapcsolatain és mar felépitett szdmozéison alapulva épiti fel.

6.3. Specidlis szerkezetii dltaldnos szintstruktira szdmozdsa

A CS és LS eljarasokkal nyert GLS specialis szerkezetii, mivel az két halmaz-
gyokeri szintstruktira megfelels illesztésébil all el§. (5.2. fejezet.) E specialis adott-
sagot felhasznaljuk GLS szdmoz4sakor.

Legyen D a CS eljarassal nyert tagozédasi halmaz, s ekkor X=X,UDUX,
felbontas elGallithaté.

Képezziik D=DI1UD2 diszjunkt felbontdsat {igy, hogy Dli-be azon D-beli
pontok keriiljenek, melyek tobb éllel kapcsolddnak X;-hez, mint X, halmazhoz.
Hasonléan, a D2 halmazt az X,-h6z nagyobb szamu éllel k6t3dS D-beli pontokb6l
allitjuk eld.

Azon D-beli pontokat, melyek kapcsolodasa egyenld az X, és X, halmazokkal,
ideiglenesen gyiijtjiikk T tdmbben.

D valamennyi pontjit megvizsgalva, ha |T|=0, akkor D=D1UD2 felbontas
eldallt.

Ha |T|#0, akkor elemeit egyenként a kisebb elemszdmi halmazhoz soroljuk,
hogy D1 és D2 elemszdma kozeledjen egymashoz.

Ezaltal X=X,UD,UD,UX, felbontast nyerjitk. Képezziik rendre

RLS (D,) szintstruktarat a D1U X,

RLS (D,) szintstruktarat a D2U X, } halmazokon.

Lassuk el a két szintstruktarat a Cuthill—McKee szdmozds alabbi modositasa-
val:

- Rendezziik D1 elemeit X,-beli élkapcsolddisaik monoton névekvs sorrend-
Jébe, s ezen sorrendben lassuk el az 1, 2, ..., |D1| csticsszdmokkal.

— RLS (D1) tobbi szintjeit 14ssuk el a Cuthill—McKee szdmozdssal. (Az utols6
ponthoz rendelt csucsszam (|D1]+ [ X,}).

— Forditsuk meg az RLS (D1)-en generalt szdmozast (6.1. fejezet).

— Rendezziik D2 elemeit X,-beli élkapcsolédasaik szerinti monoton novekvs
sorrendbe, s ezen sorrendben lassuk el a pontokat rendre |D1|+|Xi|+1, |DI1j+

X 1+2, ..., |D1+]X,|+|D2| cstcsszamokkal.

— RLS (D2) tobbi szintjeit lassuk el a Cuthill—McKee szamozdssal. (Az utolsé

ponthoz rendelt csticsszam |X|.)

Megjegyzések

6.3.1. Az eljaras, melyre N1-ként hivatkozunk, csupan ilyen specialis szerkezeti
GLS-ek szamozasara alkalmas.

6.3.2. A vonatkoz6 szamitégépes eredményeket a savszélesség-redukcids eljara-
saikon beliili alkalmazasban kéz6ljiik a 9—17. sz. mellékletekben.
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6.4. Uj szdmozdsi eljdrasunk

Adott szintstruktira sivszélesség-redukciot eredményezG szamozasinak felépi-
tésekor minden kozbiilsS szint szamozasanal az 8t kovetd, szdmozatlan szinttel valé
élkapcsolatai is fontos szerepet toltenek be.

6.4.1. TETEL. Legyen GLS a G=(X, E) tetszGleges altalanos szinstruktirija.
Legyen n tetszGleges, GLS-val kompatibilis szdmozas.

Az n szdmozas akkor és csak akkor eredményez b sivszélességet, ha minden
y€L; (0<i<k) pontban

(6.4.1) n()—b = n(y) = n()+b
teljesiil, ahol

Wi ha L (IN(y) = {G},

n(v) {PU« nin 1P ha L (IN() {9}

Wis ha  L;,NN(y) = {0}.

Bizonyitas. Konnyil belatni, hogy az n kompatibilis szamozasban barmely x,
y€L; (0=j=k) pontokra
6.4.2 In(x)—n(»)| <b
teljesiil.
Megmutatjuk, hogy (6.4.1) teljesiilésébd] kovetkezik, hogy a savszélesség b.
Legyen ucN(y), melyre

6.4.3) n(u) = m%) n(q).

Ha w€L,;,,, akkor (6.4.1)-b8l n(u)—b=n(y) kovetkezik, ami

n(u)—n(y) = b

teljesiilését eredményezi. Ha u€ L;, akkor (6.4.2) szerint n(u)—n(y)<b adodik.
Most legyen € N(y), melyre

6.4.9) n() = mls?) n(p).

Ha »€L,.,, akkor (6.4.1)-bSl n(y)—n(v)=b adddik, melybSl v€L; esetén
n(y)—n(v)<b Osszefiiggést nyerjitkk. Mindez azt igazolja, hogy az n szamozassal
nyert savszélesség b.

Most azt Iatjuk be, hogy ha az n kompatibilis szimozassal ad6do savszélesség b,
akkor (6.4.1) sziikségszeriien kovetkezik.

Tetszleges y€ L; (0<i<k) esetén legyen u€ N(y), melyre (6.4.3) teljesiil. Ha
ucl;,.,, akkor n(w)—n(y)=>b érvényességébsl n(u)—b=n(y) kovetkezik. u€L;
esetén viszont n(u)—b<n(y) adédik. Mindez (6.4.1) elsS relacidjanak teljesiilését
Jelenti.
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Legyen most v€ N(y), mely kielégiti (6.4.4)-et. Ekkor n(py)—n(z)=b teljesiilé-
sébdl n(y)=b+n(v) adédik. Erelacio v€ L; esetén szigoru egyenlGtlenségbe megy 4t.
Vagyis (6.4.1) masodik reldcidja is teljesiil. |

Megjegyezziik, hogy n kompatibilitdsa miatt (6.4.1) a kévetkez$ alakban irhaté
fel:

(6.4.5) Wi+s—b = n(y) = n()+b,
ahol O=s=|{L;,,|, mivel n(w)=W;+s érvényes.

K OVETKEZMENYEK

6.4.1. Adott GLS-sel kompatibilis tetszleges n szamozas a kozbiilsé szintek
minden y pontjihoz hozzirendeli a (6.4.5)-ben definialt also, illetve felsd korlatot,
melyen beliili csiicsszdmok barmelyikét rendelve az y-hoz, L;_,, L, és L,,, vonatko-
z4sdban nem nd a savszélesség.

6.4.2. (6.4.5) adott szdmozas esetén definidlja az alsé fels§ korlatokat. Ha a sza-
mozést ugy épitjiik fel, hogy minden kézbiilsd szint minden pontjadban (6.4.5)-tipusu
relacio figyelembevételével szamozzuk be az illet§ pontot, akkor feltételezhetd, hogy
kedvezden kis savszélesség adodik.

Megjegyzések

6.4.1. A Cuthill—McKee szdmozds az L;(x) k&zbiils§ szint szdmozdsat a mar
beszamozott L;_,(x) szinttel valo élkapcsolatok és mar meglev§ szamoz4s figyelembe-
vételével végzi, s ekkor,,0sztondsen” (6.4.5) jobb oldali reldcidjdt igyekszik kielégi-
teni. A bal oldali relaci6 figyelembevétele egyelSre nem is lehetséges, mivel L;,,(x)
pontjai még szamozatlanok.

Jelolje a(y)az y€L; pontnak az L, ,-be nyilo éleinek szamat, azaz

(6.4.6) a(y)=|N@NL;.,l

Ekkor a (6.4.5)-beli s-re 0=a(y)=s teljesiil, melyct (6.4.2)-be helyettesitve, ott
tovabbra is marad az egyenl&tlenség. Igy a (6.4.5)-bdl

(6.4.7) Wi+a(»)—b = n(y)=n(@)+b

adodik.

A (6.4.7)-beli als6 hatar a GLS, az n szamozas (b), illetve a grat szerkezete altal
definialt; a fels6 hatirt a mar beszamozott pontokkal valé kapcsolat irja te, mely
szintén ismert.

6.4.2. Ha (6.4.7)-ben b az i-edik szint szimozasanak felépitésével nyert savszéles-
séget jeloli, akkor az (i + 1)-edik szint pontjainak (6.4.7) szerinti szamozasaval nem né
a sjvszélesség.

Ezen észrevételen alapul 0j szamozasi eljarasunk [81], [9] alapelve :

Legyen GLS={L,, L,, ..., L,} tetsz8leges szintstruktira. Tegyiik fel, hogy az
Ly Ly,..., L;_; szinteket mar beszamoztuk valamely, GLS-sel kompatibilis szamo-
zassal, s az ennek eredményeképpen elGalld (kozbiilsG) savszélességet jelslie b.
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L;={y1, 2, ..., s} minden y; pontjahoz rendeljiik hozza
nmin () = max (Wi-+1, Wi+a (),

nmax (y;) = min (W;, n(u)+b)
értékpart, ahol
a(Yj) = |N(}'j)mLi+1|,
n(u) = {pcn,.l}l,lr?fv(yj) #(p) ha NQPNLiwy # {0},
Wiy ha N(yj)mLi—l = {0}.
Most (6.4.7) szerint barmely
nmin (y;) = m = nmax (y;)

{eltételt kielégits m csticsszamot hozzarendelve y;-hez, nem valtozik (nd) a sdvszéles-
s¢g. A b novekedése nélkiil y;-hez rendelhetS csticsszdmok szamat az y; szdmozdsi
szabadsdgi fokdnak nevezzik.

Rendezziik L; pontjait

cls6 rendben n min-értékeik

masod rendben szamozdsi szabadsagi fokuk
novekvs sorrendjében. Ezaltal elérjiik, hogy a csticsok a hozzarendelhet§ minimalis
csticsszamok novekvd sorrendjében vannak tgy, hogy az azonos n min-értékii pontok
koézti sorrendiséget szamozasi szabadsagi fokuk névekvs sorrendje szabja meg.

L; pontjait az igy elGallé sorrendben lassuk el a soron kovetkezd csucsszamokkal
Ugy, hogy egy csucsszam hozzarendelésekor a vele azonos n min-értékif pontokban a
hozzarendelhet8 értékek alsé hatarat 1-gyel noveljitk, mig ugyanezen pontok sza-
mozasi szabadsagi foka 1-gyel cs6kken.

Megjegyezziik, ha valamely y,€ L; pontban

nmin (y,) > » max (y,)

teljesiil, akkor a pont nem szidmozhatd be b novekedése nélkiil. Ekkor b«b+1
értékkel ajra kell kezdeniink az aktuilis szint szamozasat.
Eljarasunk algoritmikus leirdsat [9]-ben kozoltiik.

Megjegyzések

6.4.3. Szamozasi eljarasunk, melyre NN-F4,( mvatkozunk, mind Aiitalanos,
mind gyokérrel rendelkez§ szintstruktirak savszélesség/profil-redukeiét eredményezd
szamozasat alliggak eld.

6.4.4. Az eljaras szinte pontonként lokalis optimumot keres, igy sok esetben
kedvez8 csokkenést tud elGidézni az eredményként elGalld savszélességben.

6.4.5. Az eljaras rendkiviil miiveletigényes. Miivelet szdmara becslést nem sike-
ritlt adni, de a szidmitdgépes eredményeik gépidé-paramétere (9—17 sz. mell€kletek)
oly magas, hogy nagyméretii feladatoknal a gyakorlatban nem alkalmazhato.

6.4.6. Megjegyezziik, hogy a szamitogépes kidolgozdsban a rendezéseket
D. E. KnuTH [60] ,,radix-sorting” eljarasaval végeztiik, s ez csekély javulast eredmé-
nyeczett a gépidSkben, de a kozolt eredmények e javitott llapotot tiikrozik.

6.4.7. Liu—SHERMAN eredménye [66], mely szerint a Cuthill—McKee-féle szd-
mozas (CN) megforditdsaval (RCN) a profil-érték nem néhet, érvényes minden olyan
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szamozasra, melyhez tartozo Gsszefiiggési matrix On. ,,monoton profil ndajdonsdagir”,
azaz

minden i = j indexre f(4) = f,(4)
teljesiil.

NN eljarasunk nem eredményez monoton profil tulajdonsagi osszefiiggési mat-
rixot, igy megforditdsaval nyert RNN eljarassal ad6dé profil-érték nem becsiilhetd.
Ennek ellenére, a vizsgilt esetek jelentds részében RNN kisebb profil-értéket szolgal-
tat, mint NN.

6.4.8. Tetszlleges x€ X esetén tekintsiik

RLS (x) = {Lo(x), L1(x), ..., L) (%)}
szintstruktirat. A
(6.4.8) GLS = {LI(X) (x), seey Ll (x), LO(X)}

szintstrukturat az RLS (x) megforditisinak nevezziik.

A vizsgalt esetek mindegyikében a (6.4.8)-beli GLS NN szdmozasa kisebb profil-
értéket eredményezett, mint RNN. Az altala nyert eredmények szamos esetben kiug-
réan nagyok az RLS (x) RNN szamozasival ad6édé eredményekhez képest. Bizonyos
esetekben viszont kiugrdéan nagy csokkenést eredményez nem csupan az RLS (x)
RNN szamozasahoz képest, hanem a k6z6lt valamennyi sdvszélesség/profil-redukeids
eljaras eredményéhez viszonyitva is (9—17 sz. mellékletek).

E tapasztalati megfigyelésre eddig nem sikeriilt indokldst taldlnunk. Tovabbi
kutatisainkban e probléma vizsgilatat is tervezziik.

7. Uj savszélesség/profil-redukcios eljarasok

A rendelkezésre 4110 szintstruktura-kialakité és szamozoé eljarasok lehetévé te-
szik 1j savszélesség/profil-redukcids algoritmusok megfogalmazisat.

Az L, I1. és I1I. eljarasok gyokérrel rendelkez8 szintstruktiirt eredményeznek,
mely szamozasara RCN és RNN eljarasokkal egyarant alkalmazhatok.

A1V, V., VL és VII. eljarasok specidlis szerkezetti ltalanos szintstruktirit genc-
ralnak, melynek szdmozisira RN1 és RNN szamozasi eljarasaink alkalmazhatok.

A tetszlleges gyGkérrel rendelkezd szintstruktura megforditasa altalinos szint-
struktirat generil, mely NN eljarasunkkal szdmozhato.

Tovabbi szintstruktira-kialakité eljarasként felhaszndljuk a GL—SPS eljarast
realizal6  FNROCOT rutint, mely a SPARSPAK sdvszélesség/profil-redukcids
GENRCM (GENeral Reverse Cuthill Method) eljarasaban a szintstruktirat allitja
elg.

A GPS—PS eljaras komponenseit nem alkalmazzuk, mert szamitogépes kidol-
gozasuk tarigénye igen magas (8. fejezet).

Mindezek alapjin az alibbi savszélesség/profil-redukciés cljarasok fogaimazha-
t6k meg, ahol az eljarasok nevei azonosak az Gket realizal6 rutinok neveivel. Az egyes
eljarisokat dgy adjuk meg, hogy feltiintetjiik egyes fazisait milyen algoritmusokkal
allnak elé.
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Bijiris acve Sneakiins Smsraktis

GENBRI 1. RCN
PMM I. RNN
GENBRM—-0 Il RCN
GENBRM—1 II1. RCN
PPM—0 11. RNN
PPM—I 1. RNN
PPM—2 GLS* NN
BBPRED—0 1v. RNN
BBPRED—1 V. RNN
BBPP-—0 VI. RNN
BBPP-—1 VIL RNN
BBPR—0 V. RNI1
BBPR—1 Y. RNI
BBPP1—0 VI. RNI1
BBPP1—! VII. RNI1
GGLAN RLS** RNN
GGLAA GLS*** NN

* A 1L eljarassal képzett RLS (x) megforditasa.
=* Az FNROOT rutinnal eléallitott RLS (x).
**% Az FNROOT rutinnal nyert RLS (x) megforditasa.

Megjegyzések

7.1. A GENBRI felel meg a SPARSPAK GENRCM eljarasanak.

7.2. A1V., V., VL és VII. eljarasokat hasznald algoritmusok szamitogépes ki-
dolgozasat igy végeztiik, hogy ha a CS eljarisban a D tagoz6dasi halmaz elemei-
nek szdma meghaladja a megfelel6 RLS (x) szélességét, akkor automatikusan
RLS (x) minGsiil az el8allé szintstruktiranak. Ez4ltal BBPRED- és BBPP-¢eljarisok
atmehetnek PPM-eljardsokba. Hasonléan BBPR- és BBPP1-eljairdsok GENBRM-ek
4ltal adott eredményt szolgaltathatjdk. Megjegyezziik, hogy N1 szamoz4s csak spe-
cialis szerkezetli GLS szamozasara alkalmas, ezért, ha GLS helyett RLS (x) adddik,
akkor értelemszeriien az RN1 szamozast RCN eljardssal kell cseréiniink.

Mindez azt a célt szolgilja, hogy az emlitett eljirasok lehet6leg ne eredményezze-
nek a PPM-, illetve GENBRM-eljarasoknél gyengébb értékeket.

7.3. AL &s II1. eljarasokat egyetlen (MMWLS) rutin realizalja, kiilonboz8 para-
méter-beallitassal. A

GENBRM—0 GENBRM—1

PPM—O PPM—1
BBPRED—0  BBPRED—I
(7.1) BBPP—0 BBPP—1
BBPR—O0 BBPR—I
BBPP1—0 BBPP1—1

eljaras-parok névbeli jelolése azt szimboliz4lja, hogy a két hasonld nevii eljardsban
RLS (x)-et ugyanazon rutin allitja eld, és az eltérd szintstruktirakat az eltér§ para-
méterezéssel hivott MMWLS generalja.
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7.1. TABLAZAT

Sduszélésség|profil-redukcios eljdrasok értékelése a 9—17. sz. mellékletben csatolt
szdmitogépes eredmények alapjdn

Tesztanyag :27 véletlen graf.

Legjobb

esetek szdma b r
b pr jobb  azomos  rosszabb jobb azonos  rosszabb

GENRCM 2 1

GPS 2 3 12 -— 15 12 — 15
GENBRI 1 2 15 — 12 13 —_ 14
PMM 2 1 14 2 11 13 — 14
GENBRM—0 2 3 13 4 10 16 — 11
GENBRM—1 3 3 14 4 9 17 — 10
PPM—0 2 1 15 — 12 18 - 9
PPM—1 2 1 16 - 11 19 — 8
PPM—2 2 3 10 1 16 6 — 21
BBPRED—0 3 2 14 — 13 17 — 10
BBPRED—1 3 1 14 — 13 18 — 9
BBPP—0 2 2 14 — 13 17 — 10
BBPP—1 2 2 14 — 13 17 — 10
BBPR-—0 6 7 15 2 10 20 — 7
BBPR—1 8 7 16 2 9 21 — 6
BBPP1—0 6 6 16 2 9 17 1 9
BBPP1—1 10 8 17 2 8 18 1 8
GGLAN — 2 12 2 13 13 — 14
GGLAA 1 — 6 — 21 6 — 21

h — sdvszélesség
pr — profil-érték

7.4. Mivel a graf minimalis sdvszélessége és profilértéke nem ismeretes, igy nem
beesiilhetS, hogy adott eljards eredménye mennyire kozeliti az optimalis meg-
oldast.

7.5. Eljarasaink miiveletigényére becslést nem sikeriilt adnunk. Ezért eljardsain-
kat a szamitégépes eredmények alapjan értékeljitk.
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Ugyanazon grafok esetén fenti eljdrasainkon tul a GEORGE—LIU (GENRCM)
és Gi1BBS—POOLE—STOCKMEYER (GPS) eljdrdsokat is futtattuk, s ezaltal lehetGvé va-
lik az egyes algoritmusok Gsszehasonlitd értékelése.

‘ Vizsgalataink teszt-anyagat véletlen grafokbdl allitottuk &ssze az aldbbiak sze-
rint:

— hdarom kiilonbézé (300, 500, 1000) pontszamu graf-tipust vizsgaltunk,

— mindhdrom méret (pontszam) esetén harom kiilonbo6z6 él-siirliséget tekintve,

minden adott siiriiséggel 3-3 feladatot generaltunk.
Szamitogépes futtatdsainkat az alabbi 27 grafon végeztiik

300 ponty, 900 élii grafok ( 9. sz. melléklet)
300 pontu, 1200 ¢1G grafok (10. sz. melléklet)
300 ponti, 1500 é10 grafok (11. sz. mellékiet)

500 pontu, 1500 é14 grafok (12. sz. meliéklet)
500 pontu, 2000 €14 grafok (13. sz. melléklet)
500 pontu, 2500 €élG grafok (14. sz. meliéklet)

1C00 pontu, 3000 €li grafok (15. sz. melléklet)
10C0 ponti, 4CC0 é1a grafok (16. sz. melléklet)
10C0 ponti, 5000 é14 grafok (17. sz. melléklet)

Ertékelésiinkben vonatkozasi alapul a GENRCM eljaras eredményeit tekintjiik,
mivel

—- igen gyors eljaras;

— SPARSPAK részeként él.

Adott eljargs értékelését az alabbiak szerint végezziik :

— hany esetben adott jobb eredményt, mint GENRCM;

— hany esetben tudta a nyert értékek koziil a legjobbat eredményezni;

— milyen a gépidg-sziikséglete.

Eredmény-tdblazatainkban az egyes eljarasok mellett feltiintetjiik a nyert sav-
szélességet (b), a profil-értéket (pr) s a végrehajtashoz sziikséges gépiddt (7), mely
a vonatkozé CPU-id8t jelenti masodpercekben mérve. Eredményeinkben a minima-
lisnak mindsiils értékeket *-gal jeloltiik.

Az elsé két értékelési szempont adatait a 7.1. tdblazatban foglaljuk &ssze.

A sdvszélesség redukcidjanak értékelése

— A GENRCM csupan két esetben tudta a legjobb értéket szolgaltatni.

— A GPS-eljaras 12 esetben tud a vonatkoztatasi értékeknél jobbat adni, s ebbél
két esetben a relativ optimumot eredményezi.

— Osszességében a legjobb eredményeket a BBPP1—0, BBPP1—I eljarasok
adjak; 16, illetve 17 esetben jobb b-t adnak, mint GENRCM, s ebbél 6, illetve 10
esetben a legjobbnak mindsiil6 értékeket adjak.

— Majdnem azonos aranyban (13, illetve 16 esetben) tudnak javitani GENRCM
eredményén a PPM—0, PPM—1, BBPR—0, BBPR—1 eljardsok; ebbdl 2-2, illetve
6-8 esetben adnak legkisebb b-t; vagyis a BBPR-eljardsok a hatékonyabbak.

— A PPM—2 é GGLAA eljarasok kivételével valamennyi algoritmusunk
a vizsgalt 27 esetbdl legalabb 12 esetben jobb eredményt ad, mint GENRCM.
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— A 7.2 megjegyzés értelmében

BBPRED-
BBPP-

(7.2 BBPR- eljarasok
BBPPI-

a PPM-, illetve GENBRM-eljarasok eredményein javitanak, s e javitasok mértéke
fiigg a graf lokalis szerkezeti adottsagaitol.

A GENBRM- és PPM-eljarasok durvan az esetek 50%-dban adnak jobb ered-
ményt, mint GENRCM. Amennyiben a (7.2)-beli eljarasok nem tudtak volna javitani,
akkor a vizsgalt esetek csaknem 50%-4ban e két eljards szolgaltatta volna a legjobb
eredményeket.

— A PPM-—2 és GGLAA eljarasok, melyek gyokérrel rendelkezé szintstruk-
tira megforditdsdnak szamozdsat képezik, sok esetben kiugréan nagy savszélességet
és profil-értéket eredményeznek. Esetileg viszont (pl. G=(300, 1200)-as sorozat
I1., a G=(1000, 5000)-s sorozat 1l. feladatdban) kiugrdéan kis savszélességet ecred-
ményeznek.

A profil-érték redukcicjanak értékelése

— GENRCM egyetlen vizsgalt esetben adott legjobbnak mingsiilé profil-érté-
ket.

— GPS a profil-érték csokkentésében hatékonyabbnak bizonyul, mint sdvszéles-
ség-redukcidban, 3 esetben legjobbnak mindsiilé értéket eredményezett.

— Osszességében legjobb eredményeket a BBPR—O, illetve BBPR—1 eljarasok
szolgaltattak, mivel 27 vizsgilt esetbdl 20, illetve 21 alkalommal javitanak a vonatko-
z4si értéken, s ebbdl 7-7 esetben legjobbnak mindsiil§ eredményeket adtak.

—- A kozolt 17 eljarasunkbol 12 algoritmus, 15 esetben kisebb profil-értéket szol-
galtat, mint GENRCM.

— A (7.2)-beli eljarasok értékelésére érvényes a korabbi észrevételiink, misze-
rint ezek a PPM- és GENBRM-eljarasok eredményein javitanak — a graf szerkezeti
adottsagaitol fiiggden. Ez a két eljaras-tipus a vizsgilt esetek t6bb mint 60 %-a4ban jobb
profil-értéket ad, mint GENRCM. A legjobbnak mindsiilé esetek szama viszonylag
alacsony, de 7.2 megjegyzés értelmében ez a szam jelent8sen nShet.

A fentiek alapjan megallapithato, hogy az eredmények értékelése soran

BBPR-

BBPPI-  eljarasok

GENBRM-
tekinthetdk a leghatékonyabbaknak.
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Gépidg-igények elemzése

Barmely eljaras gyakorlati alkalmazhatésigat az altala nyert eredmények pon-
tossagatol fiiggetleniil az donti el, hogy gépidé-vonzata elfogadhaté korlatok alatt
marad-e, vagy sem.

Eredmény-tablazatainkbél vilagosan latszik, hogy az NN szamozasi eljaras
kiugréan nagy gépids-sziikséglete miatt, az 3t alkalmazo eljarasok :

PMM

PPM-

BBPRED- eljarasok
BBPP-

GGLAN-

GGLAA-

nagyméretli feladatokban nem alkalmazhatok.

Tovabbi elemzésiinkben csupin az RCN és RN szamozasi eljardsokkal operald
algoritmusaink vizsgalatara szoritkozunk. A 7.2. tablazatban az egyes eljarasok mel-
lett az azonos pontszami grafokon nyert gépideik 4tlagos értékét tiintettiik fel.

7.2. TABLAZAT

CPU-id6k 4atlagos értéke

Gaf pontjainak széma 300 500 1000
GENRCM 0,17675 0,31039 0,69958
GPS 1,28199 1,34694 7,46595
GENBRM—0 0,58772 2,39421 2,71419
GENBRM—1 0,62769 2,41402 2,91414
BBPR—O0 0,79188 2,87295 3,49981
BBPR—1 0,80387 3,17159 3,89352
BBPP1—0 0,87197 2,91712 5,55530
BBPP1—1 0,89621 2,94357 5,63958

— GENRCM a leggyorsabb eljards; 1000-s méret esetén is dtlagos gépid§-sziik-
séglete 1 sec alatt marad.

— A GPS-eljaras gépidg-sziikséglete ergsen fiigg a graf szerkezeti adottsagaitol.
Az 500-ponti grafoknal alacsony, mig az 1000-pontd sorozatban indokolatlanul
magas gépidGket eredményez.
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— Eljirasaink, a felsorolasi sorrendjiiknek megfeleléen monoton novekvs gép-
id6-sziikségletet mutatnak, mely indokolt (algoritmusaik alapjan). A graf méretének
novekedésével kedvez§ kis mértékben emelkedik a gépidd-felhasznalas.

— Eljarasaink gépid8-sziikséglete sokszorosa a GENRCM gépids-igényének,
de Gsszevethetd, s6t alatta marad a GPS eljaras gépidé-adatainak (1000-es méretii
grafok).

— A BBPR- és BBPPI-cljarasok gépid3-vonzata természetszeriien erdsen meg-
haladja a GENBRM-¢ljarasokét, de fenti tapasztalataink szerint szdmos esetben
annal jobb eredményt is szolgéltatnak.

E megnovekedett gépidG-adatok még mindig kedvezSek a GPS-eljaras vonatkozo
gépidG-szitkségletéhez képest.

A fentiek alapjin megéllapithaté, hogy

GENBRM-
BBPR- cljarasaink
BBPPI-

hatékonyabbnak értékelhetSek, mint GEORGE—LIu GENRCM, illetve GiBBsS—
POOLE—STOCKMEYER GPS-eljdrdsai, mivel a vizsgalt esetek jelentSs részében ked-
vez$bb savszélességet és profil-értéket eredinényeztek, mig gépidG-vonzatuk elfogad-
hat6éan alacsony szinten marad.

Megjegyezziik, hogy vizsgalt feladataink mindegyikében a graf paramétereihez
képest igen kicsi az 4tmérd (5, illetve 6). Ezzel magyarazhatd, hogy GENRCM igen
kis miiveletszammal éri el az eredményt, mig GPS eljarasban és algoritmusainknal
a vizsgélt excentricitisi pontok szama nagy (4.2.4. megjegyz€s).

A teljesség kedvéért a 18. sz. mellékletben kozoljiik valamennyi, kordbban kifej-
lesztett sivszélesség-redukciods eljarasunknak kisméretii, sikbeli grafokon nyert ered-
ményét. Itt

ROSEN R. Rosen eljarasa [77]
CUTHIL az eredeti Cuthill—McKee eljards [27]
OURM  maximalis fokszdmu ponton alapulé eljardsunk [4]

NCC RNN szamozisi algoritmusunkat els6ként alkalmazd eljaras (8. sz.
meltéklet)

eljarasokkal bgvitjiik ki a mar vizsgalt algoritmusok korét.

8. A szamitégépes kidolgozas kérdései

Eljarasaink szamitogépes kidolgozasit FORTRAN nyelven készitettiik, s futta-
tasainkat IBM 3031 gépen, OS opericids rendszer alatt végeztiik.

A ritka matrixok (grafok) zérus/nem-zérus szerkezetének tdroldsat, kezelését az
alabbi tombok felhasznalasival végeztiik.

Legyen N a m4trix rendje, NZ a f8diagonalison kiviili nem-zérus elemek szdma.

ADJNCY a matrix f6diagnélison kiviili nem-zérus elemeinek oszlopindexeit regiszt-
r4ld NZ hossziisdgi tomb; a tarolds a sor-indexek novekv§ sorrendjé-
ben, s egy soron beliil az oszlop-indexck ndvekvé sorrendjében torténik.
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XADJ az ADINCY vektor (N + 1) komponensii pointer tdmbje, mellyel egyér-
telmtien megadhatdk, hogy a tdrolt oszlop-indexek mely sorokra vonat-
koznak.

XADJ (I)=J azt jelenti, hogy a matrix J-edik sordban az els6 nem-zé-
rus elem oszlop-indexét az ADIJINCY tomb J-edik komponenseként ta-
roltuk. Vagyis, az I-edik sor nem-zérus elemeinek oszlop-indexei
ADINCY (L) XADJ (I)=L=XADJ (I+1)-1

szerint allnak eld.

MASK  N-komponensii tomb, mely a graf 6sszefiiggd komponenseinek regisztra-
lasara szolgal. Kezdetben MASK (I)=1 (I=1,2, ..., N). Eljarasaink
csupan MASK (Z)=1 tipusi pontokon dolgoznak. A mar feldolgozott,
osszefiiggd komponensek pontjait MASK (I)=0 szerint regisztralva,
valamennyi 6sszefiiggd részgrafon végrehajtodik a kivant eljaras. (A nem
osszefliggd grafok kezelhetGségének fontossagat a 21. sz. mellékletben
kozolt feladat szemlélteti.)

LS N-komponensii tomb, mely tetszlleges szintstruktira pontjait tarclja a
szint-indexek ndvekvd sorrendjében.
XLS Az LS vektor (N 1) hosszusaga pointer tdmbje, melynek I-edik kom-

ponense azt mutatja, hogy LS hanyadik eleménél kezd8dik az [-edik
szint pontjainak felsorolasa.

PERM N-komponensii tombdk, melyek az eljarasainkkal nyert szamozast
regisztraljak.

INVP PERM (I)=/J azt jelenti, hogy az 0j szdmozas az [/ csucsszamot az ere-
deti szamozasban J csticsszami ponthoz rendeli hozza.
INVP (I)=J azt jelenti, hogy az eredeti szdmozédsban I csicsszimmal
rendelkezd ponthoz az 0j szdmozds a J csicsszamot rendeli hozza.
Nyilvanvaldan

PERM (INVP(/)) = I

teljesiil.
E tomboket permuticidés tomboknek nevezziik, mivel egyértelmiien
definialjak szdmozdas 4altal generalt permutacids matrixot.

A fenti tombsk egész tipustak. Megjegyezziik, hogy konkrét matrix tarolasakor
tovabbi két valds vagy dupla pontos tomb sziikséges, melyekben a fédiagonalisban
levé (DIAG), illetve a f6diagondlison kiviili nem-zérus elemek (COEFF) numerikus
értékeit taroljuk.

Eljardsaink tdrigénye

A GENRCM eljaras a fenti tomboket (INVP kivételével) hasznalja, igy tar-
igénye SN+ NZ+2. (Az INVP t6mb bedllitasardl az eljarason kiviil kell gondos-
kodni.)

Eljarasaink gondoskodnak INVP el6allitasardl is, igy a fenti hat tombot hasz-
naljak, s tovabbi négy N-komponensii témbot igényelnek : igy tarigényiik

ION+NZ+3,

melyb8l 2N+ 1 nagysagi teriilet a legkeskenyebbnek mingsiil§ szintstruktiira taro-
lasara szolgdl, igy ez elkeriilhet8, de cserében ujabb szintstruktiirat kell generalni.
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Megjegyezziik, hogy GPS tarigénye 16N+NZ+2. 1982-ben J. G. Lewis [61]
munkéja az eljaras igen hatékony verzidjanak kifejlesztésérgl tuddsit, melyben igen
bonyolult program-szervezéssel a tarigényt sikeriilt 6N+ NZ értékre csékkenteni.

Eljarasaink néhany szervezési kérdését a 7.2. és 7.3. megjegyzésekben ismertettiik.

Eljarasainkat ugy épitettiik fel, hogy azok a SPARSPAK megfeleld rutinjival
helyettesithetSk.

Megjegyezziik, hogy tovabbi program-szervezéssel elérheté a tarigény TN+
+ NZ+2 értékre csokkentése, melynek munkalatai elkezdddtek.

Ezaltal elkésziilt a SPARSPAK egyik 4ginak hazai kidolgozasa, mellyel pozitiv
definit, ritka, szimmetrikus matrixu linearis egyenletrendszerek a profil-szimmetrikus
faktorizacioval [53] oldhaték meg.

A sivszélesség/profil-redukceids fazisban paraméterrel igényelhetd

GENRCM-
GENBRM- eljarasok
BBPR-

BBPPI-

barmelyikének végrehajtasa.

Az egyenletrendszer megoldasi fazisit a SPARSPAK megfelel$ eljarisainak fel-
hasznalasaval készitettiik.

A program-rendszer miitkddésének sematikus vazat a 19. sz. mellékletben szem-
1éltet)irk.

Mindezek alapjan lehet6vé valik a direkt mddszerrel t6rténé megoldas [53]-ban
Osszegezett aldbbi el6nyeinek a felhasznalasa.

A ritka matrixii linedris egyenletrendszerek direkt megoldasi médszereinek alkal-
mazasakor

— rendezés (savszélesség/profil vagy fill-in csdkkentés),

— tarolas szervezése,

— faktorizacid,

— megoldas
Iépések egymasutanjat kell végrehajtanunk, s ez tovabbi miiveletszam-csokkentés le-
het8ségét hordozza magéban.

a) Ha ugyanazon egyenletrendszert tobb jobb oldallal kell megoldanunk, akkor
csak az els8 egyenletrendszer esetén kell végrehajtanunk a fenti négy 1épést, a tobbi
esetben elegendd csupdn a megoldasi fazist végrehajtani.

) A PERM és INVP permuticids tombok tarolasdval elérhetS, hogy

— zérus/nem-zérus szerkezetében azonos,
numerikus értékekben eltérd matrix |
esetén | csupan a faktorizacio
— nem szimmetrikus, de egy, mar } és megoldas fazisokat
kordbban feldolgozottal azonos I kell elvégezni.
zérus/nem-zérus szerkezetii matrixszal '
rendelkez§ egyenletrendszer esetén

A fenti lehetGségek felhasznildsival tovabbi hatékonysigi novekedés érhetd el.
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E mechanizmus sematikus miik 6dését szemléltetjiik a 20. sz. mellékletben.

Eljarasaink alkalmazasaval mutatkoz6 hatékonysigi novekedést a 21. sz. mel-
lékletben kozolt statisztikai feladaton szemléltetjitk. Demonstricios példaként azért
valasztottunk kisméretili feladatot, hogy szemléltetni tudjuk a merevségi matrix szer-
kezetét, s a bel6le szirmazd grafot. A példa ramutat a savszélesség/profil-redukcids
eljarasok alkalmazasianak folyamatdra, s az alkalmazds révén nyert miiveletszam-
csdkkenésre egyarant.

9. Eredményeink hasznosithatosaga

— A periféridlis pontokat meghatarozé eljarasaink, illetve azok koézel-minima-
lis szélességli szintstruktirat elGallit6 modositasai kdzvetlen alkalmazdsra talalnak
a J. A. GEORGE nagy hatékonysigot eredményezd algoritmusaiban :

— quotient tree method [53];

—— one-way dissection ordering [46], [52], [33];

— nested dissection ordering [37], [40}, [44], [45), [53].

A fenti eljardsok mindegyikének kézos kiindulo 1épése periférialis pont gyokerdi,
illetve kozel-minimadlis szélesséeli RLS (x) elGallitisa. GEORGE ilyen céllal a sivszéles-
ség/profil-redukciés eljdrasukban hasznalatos FNRQOOT rutint alkalmazta valameny-
nyi rendezési algoritmusanak szamitdgépes kidolgozdsiban. Mint ramutattunk, az
FNROOT rutin a maximalis excentricitas kozelitéseként abszolit minimalis excentri-
citast is eredményezhet.

Eljarasaink alkalmazasidval a fenti algoritmusokban lényeges eredménybeli
javulads virhatd, csekély gépidG-ndvekedés mellett.

A szamitdgépes kidolgozésban eljarasainkat eleve uigy szerveztiik, hogy azok koz-
vetleniil alkalmazhaték a SPARSPAK-ban, annak megfelel rutinjaival helyette-
sithetSk.

— J. A. GEORGE nested dissection algoritmusaban a graf olyan D tagozddasi hal-
mazanak elallitasa sziikséges, mely ,,felezi” a grafot, azaz két, durvan azonos pont-
szami részgrafra bontja. Az eljards annal hatékonyabb, minél kevesebb pontot tar-
talmaz D [53]. GEORGE D-t egy szemi-pszeudo-periférialis pont gyokerii szintstruk-
tura kozel-k6zépsd szintjébdl allitja eld.

A kozel-minimalis szélességii szintstruktarat el6allitd IV. eljarasunk kézbiilsg
lépéscként olyan D tagozoédiasi halmazt 4llitunk eld, mely tartalmazza a kezdd
pontpar kozéps6 halmazidt (5.2.7. megjegyzés). Egyidejiileg |D| igen gyakran
kisebb, mint a megfeleld RLS (x)-ben a kozel-k6zépss szint szélessége.

A felvazolt médon tovdbb javithato a nested dissection algoritmus SPARSPAK-
beli verzibjanak hatékonysiga.

— A periféridlis pontokat elGallité eljarasaink alkalmazast nyerhetnek olyan ope-
racidkutatasi feladatokban, meiyekben a probléma irdnyitatlan graffal szimulilhaté
(pl. itvonalak), és kozbiilsG 1épésként az egymastol legtavolabbi pontok, vagy dsszes
ilyen pontpar meghatdrozisa sziikséges.

— Savszélesség-redukcids eljardsaink alkalmazdsa lehetGvé teszi a gyari soft-
ware, a standard programcsomagok teljesértékii felhasznaldsit. Egyre tobb ugyanis
a rendelkezésre 4116, sav-matrix-szal operald kész rutin, arra azonban nincs Gtmuta-
tas, hogy hogyan allithato el§ tetsz8leges ritka, szimmetrikus matrix kis savszélességii
sav-matrix alakban.
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— Sévszélesség/profil-redukcios eljarasaink alkalmazésaval a linearis egyenlet-
rendszerek iteracios [33], [78], [87], illetve kombinalt [67], [85] eljdrdssal valé meg-
oldasakor is konnyii kezelhet$ség, s sok esetben csSkkentett tarigény és miiveletszdm
érhetd el.

Az IBM 3031 gépen €16, de ESz-gépekre is atvihet6 program-rendszeriink
lehetdvé teszi a nagyméretii linedris egyenletrendszerek egy részének hatékony sza-
mitdgépes kezelését és megoldasat.

— Program-rendszeriink felhaszndlhat6é olyan kész program-rendszerek haté-
konysaganak novelésére, melyekben a savszélesség-redukcié nem megoldott, igy az
egyenletrendszer megoldasi fazisa nehézkes és rendkivill gépidGigényes; (pl. SAP
INAR

— Eljarasaink egy részének kisszamitogépekre torténé kidolgozasaval szélesit-
hetd a kisgépeken megoldhaté feladatok kore.
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ARANY ILONA .
MTA SZAMITASTECHNIKAI ES AUTOMATIZALASI KUTATO INTEZET
1014 BUDAPEST, URI U. 49.

EFFICIENT TREATING OF LARGE SPARSE SYMMETRIC MATRICES
1. ARANY

In our present work we deal with the bandwidth/profile reduction problem. We introduce the
terminology based on which we analyse the algorithms of Gibbs—~Poole—Stockmeyer and George—
Liu. On the other hand, we discuss both the level structure generation and the numbering phases of
the bandwidth/profile reduction algorithm. As a result of the above discussion we describe several
algorithms (by number 17) for reducing the bandwidth and profile of a sparse matrix and 6 of them
seem to be more efficient than the above mentioned well-known algorithms.
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FUGGELEK
JELOLESEK

irdnyitatlan graf (X pontjainak, E éleinek halmaza)
savszélesség

GLS={L,, L,, ..., L} éltaldnos szintstruktira

N(x)

az x€X pont szomszéd halmaza

RLS (Y)={Lo(Y), L,(Y), ..., L,(Y)} YCX gyokerii szintstruktira

I(x)
L..(x)
d(x, y)
Ll’
[L;]
W)
W.(»,2)
W.

ke(y,2)
R(x, y)
M(x,y)
x, )
Zys Zy

Wi(p,q)

diam (G)
GPS—PS

GL
PS
PS1
P-eljaras
P’-eljaras
P”-eljaras
P”-eljaras
Pl-eljaras

SPS

P2-eljaras

P2’-eljaras
P2”-eljaras
CS-eljaras
LS-eljaras
NCC—LS

CN
RCN

5*

x€ X pont excentricitisa

X€X pontbdl generalt RLS (x) maximalis indexil szintje

x, y€X pontok tavolsiga

a szintstruktira i-edik szintje

L; szélessége

a (+) szintstruktura szélessége

d(y, 2)=d(y, x)+d(x, z)~W . (», z) dltal definidlt mennyiség

a kompatibilis szdmozasban az i-edik szint szimozésa utdn az Osszes
beszamozott pontok szama

d(y, z2)=d(x, y)+d(x, z)—2k,(y, z) kifejezésbdl ismeretes mennyiség
X és y pontok reverzibilis halmaza

X és y pontok kozéps6 halmaza

szintstruktura rendszer

z€X pont (x, y)-beli pszeudo-koordinatai

{x, y)-ban p, g€ X pontok tavolsigaiban szereplé mennyiség

Wip,q) = W.(p, )+W,(p, q)

a G=(X, F) graf atmérdje

Gibbs— Poole—Stockmeyer pszeudo-periféridlis pontot meghatdrozo
eljdardsa

George—Liu szemi-pszeudo-periféridlis pontot meghatdrozo eljardsa
sajat fejlesztésii eljards pszeudo-periféridlis pontok meghatarozisira
PS eljaras specialis kezdGpont esetén

periférialis pontot elGallitoé algoritmus

P-eljaras 1. sz. modositasa

P-eljaras 2. sz. médositasa

P-eljaras 3. sz. modositasa

heurisztikus algoritinus periférialis pontok meghatérozasara, mely P
modositasaként is tekinthetd

maximalis silyt pontok halmazara épiil3 heurisztikus algoritmus peri-
férialis pontok meghatarozasara

P2-cljaras 1. sz. modositasa

P2-eljaras 2. sz. médositasa

tagozodasi halmazt el§allito algoritmus

tetszOleges tagozodasi halmazbdl specialis szerkezetli GLS-t képezd
algoritmus

sajat fejlesztésti heurisztikus algoritmus max. excentricitas kozelitésére
Cuthill—McKee szdmozdsi eljdrds

CN-szamozas megforditasa
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NI specialis szerkezetli GLS-t szamoz6 algoritmus

RNI N1-szamozas megforditasa

NN altalanos szerkezetti GLS-t szdmoz6 algoritmus

RNN NN-szamozas megforditasa

GENRCM SPARSPAK-ban hasznilatos savszélesség/profil-redukcids eljaras
GPS Gibbs— Poole—Stockemyer sdvszélesség/profil-redukcios algoritmus

GPS—LS-eljaras a GPS-eljaras GLS-t kialakité fazisa

1. MELLEKLET

Ritka matrixok és grafok kapcsolata

Tetszéleges N-edrendil, szimmetrikus A matrix (a;=0,i=1,2, ..., N) zérus/
nem-zérus szerkezetéhez egyértelmiien hozzirendelhet6 G,=(X, E) irdnyitatlan,
hurok és tobbszoros €l nélkiili graf, ahot

X = {xy, Xy, ..., xy} pontok halmaza,
E = {(x;, x;)la;; # 0} élek halmaza.

Forditva, barmely iranyitatlan, hurok és t6bbszoros él nélkiili grafnak egyértel-
miien megfeleltethetd matrixot, mely csupdn zérus/nem-zérus szerkezetében megha-
tarozott, a graf dsszefiiggési mdtrixdnak nevezziik.

A G=(X, E) graf szdmozdsdn

nX-~I=1{,2,..|X}}
bijekciot értjik; s a szamozassal ellatott grafot G"-ként jeloljilkk. Az x; (1=i=|X])
ponthoz rendelt n(x;) értéket a pont csicsszdmdnak nevezziik.

Az A matrix a hozzarendelt G, grafon egyértelmiien definidlja annak n; szdmo-
z4sét, ahol

nx)=i (1 =i=|X)

érvényes, melyet a graf kezdeti, vagy eredeti szamoz4isanak neveziink.
Tekintsitk a G=(X, E) grafl tetsz8leges n szamozasat; a G" grdf sdvszélességét

b(@") =  max, |n(x)=n(x)

szerint értelmezziik, mig G" profiljan

Pr(G" = GI C(xy)

halmazt értjiik, ahol
C(x) = I i = 318
(x) = {m|me <Bin, n(z) = m < n(x)}
Konnyii belatni, hogy tetszdleges A matrix esetén
b(4) = b(GY); Pr(A)] = [Pr(Gi)
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teljesiilnek, tovabba tetszdleges G graf barmely n szimozasakor
b(G") = b(A); [Pr(G")| = |Pr(&)],

ahol A a G" 6sszefiiggési matrixa.

Tetsz6leges A matrixhoz rendelt G, graf barmely n szimozédsa egyértelmiien
definidlja azon két (PERM, INVP) permuticios témbét, melyek az #,«-n kapcsola-
tot irjak le. PERM (i)=; azt jelenti, hogy az n szamozas az i csucsszamot az n; sza-
mozésban j csticsszimmal rendelkez8 ponthoz, azaz x;-hez rendeli hozzd. Az inverz
transzformécioban INVP (i)=; azt jelenti, hogy az n; szdmozasban i csticsszammal
ellatott ponthoz, vagyis x;-hez az n szdmozas a j csucsszimot rendeli hozza. Nyil-
vanvalban

PERM (INVP (7)) = i.

TetszGleges A matrix esetén G, graf barmely n szamozisa a PERM és INVP
permutacids tombok révén egyértelmiien meghatdroz egy P permutdciés métrixot,
melyre

b(G%) = b(PAPT)
IPr(G)| = |Pr(PAP")|,

teljesiilnek. P az egység-matrix sorainak az n szdmozassal definidit (PERM) permu-
tacidja révén elGallé matrix, melyet permuticiés matrixnak neveznek.

2. MELLEKLET

GLS kompatibilis szimozasa az osszefiiggési matrixban
blokk-diagonalis szerkezetet eredményez

GLS = {LOa Ll* L2a L3s L4}

P25 Bl 578 2T U8B Y

1
1| = E * % (RN |
- H 1 -t
........ “ - 2| %, % B .
S, i 1 1Ll
k- oy g o ) * * %
3 ! ! Bl
>, 1 ; 4 ; * * ! * \
i S i i
) i 1 1
1
{3 . 5 5 5 } *  *® : * : * Lyl
" & B i * 1 x ! %*
o :.'.' AR e 3 L ' s _{lL
5-: .‘... Fe . 7 *x % } x I *
WA a1 8 | i Lot rial
1 : L, 8 ! ¥ % 1%
B o i % 9 * %1 % (39
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3. MELLEKLET
A GPS—PS eljardssal nyert excentricitas nem egyértelmiien meghatirozott

Legyen x a kezdSpont, /(x)=4;

Lcc (x) = {y) Z’ u’ U: ‘V},

p q
¥, z, u, v minimdlis fokszimu pontok.
1(y) = I(z) = I(v) = diam (G) = 6
W) =5; L.w={p,q}; I(p)=1(q)=35;
vagyis u pszeudo-periférialis pont.

Ekkor az eljaras u, illetve v, y, z pontok koziil valasztva, 5, illetve 6 excentricitast
egyarant eredményezhet.

4. MELLEKLET
A GL—SPS eljarassal nyert excentricitds nem egyértelmiien meghatarozott

Legyen x a kezdGpont (mely nem minimalis fokszam)
I(x)=3; L@ ={y,z} é
¥, z azonos fokszamu pontok.

Ugyanakkor I(y)=3; I(z)=4. Igy y, illetve z valasztasatél fiiggSen az eljarés 3,
illetve 4 excentricitdst eredményez.
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5. MELLEKLET
Szamitoégépes eredmények
Periférialis pontok meghatirozasa
G=(500, 1500)
L 1L IIL
d=6 d=6 d=6
Op,
Op t Op t Op t ty Op, L
5
P 447 | 21,725905 | 458 | 22,244785 | 459 | 22,314108 | 22,094932 454,6° 90,93
P’ 317 | 15,666844 | 294 | 14,347027 | 335 | 16,354865 | 15,457507 315,3° 63,06
P” 465 | 22,043375 | 469 | 22,313483 | 464 | 21,733223 | 22,030027 | 466,01 93,2
p” 297 | 15,024319 | 194 | 14,809761 | 287 | 14,418746 | 14,750942 292,6| 58,53
Pl 30 1,468254 47 2,260129 13 0,634557 1,454313 | 30,0 6,00
G =(500, 2000)
I IL 111
d=5 d=5 d=5
Op
Op t Op t Op t 1, Op, —
5
P 380 | 26,149316 | 376 | 25,867076 | 425 | 29,237638 | 27,085010 393,6° 78,73
P’ 416 | 28,748950 | 414 | 28,706919 | 392 | 27,388144 | 26,398900 445,5 89,06
P” 432 | 24,511035 | 430 | 24,352337 | 434 | 24,374785 | 24,412719 | 432,0| 86,53
P” 430 | 26,478951 459 | 18,242518 | 437 | 26,941451 | 17,220973 | 442,0{ 88,4
Pl 97 5,688201 174 9,870622 | 144 8,200102 | 7,919641 138,5 27,66
G =(500, 2500)
1 1L 1L
d=5 d=5 d=5
Op,
Op t Op t Op t t, Op, T"
P 380 | 26,149316 | 376 | 25,867076 | 425 | 29,238638 | 27,085010 | 393,6| 78,73
P’ 416 | 28,748950 | 414 | 28,706919 | 392 | 27,388144 | 28,271337 | 407,3 | 81,46
P” 396 | 16,068378 | 390 | 25,789993 | 418 | 28,850773 | 26,903048 | 401,3| 80,26
P” 442 | 31,312518 | 414 | 29,979289 | 426 | 30,475825 | 30,589210 | 427,3{ 85,46
P1 51 3,501118 33 2,210520 29 1,977819 2,563152 37,6 7,53
G=(A, B) véletlen graf; 4 pontja B éle van.
P periférialis pontot eld4llité algoritmus (4.2. fejezet).
PI
P”} P eljards modositdsai (4.2. fejezet).
PIN
P1 periféridlis pontot eldallitd heurisztikus algoritmus (4.3. fejezet).
Op miveletigény, melyet a generalt szintstrukriirdk szamaval mériink.
t CPU-idé (sec).
te CPU-id0k dtlaga.
Op, atlagos miveletigény (Op-k atlaga).
d graf 4tmérdje.
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6. MELLEKLET
Gépid6-mérési tapasztalatok

A CPUTIM rutin [65] a két egymasutani hivasa kozott eltelt CPU-1dSt kornye-
zet-fiiggetleniil regisztralja egy egész tipusit valtozoban. Egy CPUTIM-egység
26,04166 - 10~¢ masodpercnek felel meg.

Vizsgalataink soran azt tapasztaltuk, hogy ugyanazon miivelet-sorozat CPU-
idejének mérésekor a CPUTIM eredményében ingadozais mutatkozik. Az ingadozas
mértékének becslésére 5000, 10 000, illetve 15 000 szorzasi-miiveletet 20-szor ismét-
18 eljarasok CPU-ideinek mérését 10 kiilonbszs alkalommal megismételtiik. CMS-
kérmyezetben a CPUTIM eredményében az dtlagtdl vald eltérések 128 egész szamu
tobbszorgseiként léptek fel, s a maximalis eltérésre 896 adodott. OS-kérnyezetben
kisméretii, szabélytalan ingadozdst tapasztaltunk, melynek maximélis értéke 57 volt.

Fentiek alapjin a CPUTIM altal CMS-, illetve OS-kornyezetben regisztralt
gépidGkre rendre 0,0233, illetve 0,001484 (sec) hibakorlatok tekinthet8k érvényesek-

nek. ]
7. MELLEKLET

Szamitogépes eredmények
Kozel-minimalis szélességii szintstruktira meghatirozasa

G= (300, 900) (300, 1200) (300, 1500) (400, 2000) (600, 3000) (800, 4800)
w op | w op | w oo | w | o | W op | W op

GPS—PS 163 2 |17 4 | 178 | 67 |[257| 28 | 354 3 [550 292
GPS—LS 148 * | 140 * | 178 * | 257 * | 306 * | 560 *
GL—SPS 160 2 | 161 3 197 2 | 250 3 | 355 3 | 434 3
I 151 14 157 71 | 177 | 15 {228 | 24 | 347|137 | 573 | 53
1L 138 | 6Q27) 132 | 4(74)} 177 | 2(24) | 227 [ 6(179)| 282 | 5(165)] 437 | 5(296)
118 132 | 8(40)f 132 | 4(74) | 170 | 5(28) | 227 | 6(179)] 282 | 5(165)| 437 | 5(296)
1V. 157 | 8(29) 144 | 6(76) | 189 | 4(26) | 190 | 8(181)] 282 | 7(167)| 437 | 7(298)
V. 118 | 10(42)| 144 | 6(76) | 189 | 7(30) | 190 | 8(181)] 282 | 7(178){ 437 | 7(298)
VL 127 | 8(29)] 182 | 6(76) | 144 | 4(26) | 190 | 8(181)| 282 | 7(167)] 437 | 7(298)
VIIL 127 | 10(42)] 182 | 6(76) | 138 | 7(30) | 190 | 8(181)| 282 | 7(167)| 434 | 7(298)
| i 146 | 4(12)] 140 | 8(12) | 178 | 3(4) | 251 [ 4(7) | 286 | 9(25) | 462 | 3(52)
NCC—LS 162 3 181 3 177 3 197 3 294 3 390 3
w — szintstruktura szélessége.
Op -— generalt szintstruktdrdk szima;

e( f) jelenti: f szamua pontbdl indult RLS (x) generalds, de ebbdl csak e-szamut
fejezett be az eljaras. :

GPS--LS -— altaldnos szintstruktira eldallitdsat végzi, melynek miveletszima nem mérhetd
szintstruktiraban; (* jelolés).

NCC—LS — Sajat-fejlesztéshi heurisztikus eljards (1. 8. melléklet)

P2’ — P2 eljaras modositasa (4.4. fejezet).
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8. MELLEKLET
Heurisztikus eljirds nagy excentricitasi pontpir meghatarozasara

Legyen x€X tetszGleges pont, G=(X, E);
— Képezzitkk RLS (x)={Ly(x), L (x), ..., L (x)}-t.
— Hatarozzuk meg y;€ Li(x) (1=i=I(x)) pontokat, melyekre

NN L) = min {[N(p)N Ly (x)], IN(P) N Ly 1 (01
tehjesiil.

—i=1,2,...,/(x) eseténa G (U L;(x)) metszetgrafon generaljuk RLS (y;)-t,

melynek hosszat h;-ként Jelol]uk

— Az L= Sm;le()(l(x), h;) az eredmény-excentricitas, mely y, és t€L..(p,)

(0=s=I(x)) pontpart definial.

Az eljarast s a szamitégépes eredményeket ““A new numbering strategy for reducing
the bandwidth for sparse symmetric matrices” cimii elGaddsunkban ismertettiik.
(Fourth Symposium on Basic Problems of Numerical Mathematics, Plsen, 1978,)
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9. MELLEKLET

Savszélesség/profil-redukcios eljarasok
(véletlen grafokon)

G=(300, 900)
I II. 1IL.
b ' pr I t b I pr ' t b pr t
GENRCM 165 130128 ] 0,14341 171 |30215( 0,14299 163 305121 0,141832
GPS 169 30291 0,48379| 181 ]|30284| 0,71874| 165 | 30611 0,48739
GENBRI 163 130444 | 0,22794| 164 |30147| 0,20005| 174 29675 0,47083
PMM 163 130309 | 15,39038| 164 |30115] 13,83385| 178 | 30082 (21,67752
GENBRM—0 164 {29972| 0,23041| 160 |29910] 0,36033| 174 29675 0,37458
GENBRM—1 164 129972 0,24955| 160 [29910| 0,36033| 174 2967? 0,37459
PPM—0 169 | 30075| 5,00002] 162 |30027| 8,80757f 169 |3035311,03645
PPM—1 169 |30075( 5,00002( 172 |30027| 8,81299| 169 |30353|11,05995
PPM—2 153 30702| 3,95872| 176 |31241( 11,24465} 172 | 30898 |10,60168
BBPRED—0 171 | 31198 | 10,48747| 162 {30027| 9,10171| 169 [30353}11,34538
BBPRED—1 171 {31198 10,49989 162 | 30027 9,10172 169 | 30353 [11,34539
BBPP—0 169 |30075| 5,18778] 148 28423 8,09525| 169 |30353(11,37754
BBPP—1 169 [30075| 5,18778| 148 28423 8,09525| 169 |30353(11,33754
BBPR—0 170 29905 0,33961| 160 [29910( 0,61895| 174 29675 0,63729
BBPR—1 170 29905 0,33972 13§ 29556 | 0,61896| 174 29675 0,63729
BBPP1—0 164 [299721 0,39901| 160 |29910| 0,58575| 174 29673 0,71903
BBPP1—1 174 1299721 0,39902]| 1 3§ 29556 | 0,58576| 174 29679 0,71904
GGLAN 166 {30180 2,63677( 169 |30261| 2,23327( 171 30472 7,06538
GGLAA 169 (30865 1,82934| 179 [30774| 2,48124| 168 | 30039 2,22624

b =savszélesség

pr=profil

t =CPU-idd (sec)
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10. MELLEKLET
Sdvszélesség/profil-redukcios eljarisok
(véletlen grafokon)
G=(300, 1200)
L II. 1I1.
b l pr l t b l pr t b | or | t
GENRCM 190 132309 | 0,21205) 290 [32378| 0,17299] 190 | 32770| 0,17893
GPS 186 32251 | 0,55471 188 132574 0,53542) 192 |32350| 0,54385
GENBRI 186 | 32587 0,79669 | 183 |32398] 1,76052| 196 |33468| 1,36419
PMM 190 | 32759 18,43082| 184 |322981{ 19,76939| 190 |32913| 18,67312
GENBRM—0 195 | 32563 | 0,59458| 190 (32950 0,83325] 184 3193§ 0,66273
GENBRM—1 195 | 325631 0,83325 190 | 32950 0,83326} 184 3193§ 0,66274
PPM—0 188 32334} 12,67124 193 | 32199 15,85822| 184 |33451| 21,51166
PPM—1 188 | 32334} 12,67126| 193 | 32199 15,89926| 184 |33451| 21,51167
PPM-—2 185 3201?5 16,94293 | 191 [33058{ 17,09127| 183 }32653] 13,17955
BBPRED-—0 188 32334 13,07424 | 193 (32199 16,33140| 191 | 32650 14,69965
BBPRED—1 188 132334 13,07426| 193 | 32199 16,33145{ 191 [ 32650 | 14,82764
BBPP—0 188 |32334 | 13,02093 | 193 (32199 16,32675] 184 |32212] 11,33833
BBPP—1 188 | 32334 | 13,03185| 193 |32199( 16,32676( 184 |322121 11,33834
BBPR-—0 195 | 32563 | 0,77281| 190 |32950{ 0,11809 173 32417 1,17856
BBPR—1 195 32563 | 0,77282] 190 (32950} 0,11810 17% 32417} 1,17857
BBPP1—0 195 32563 0,92591 190 |32950( 1,15713| 184 3193§ 1,01046
BBPPI—1 195 132563 | 0,93592{ 190 {32950 1,15713} 184 3193§ 1,01047
I¢

GGLAN 190 | 32337 14,75299 | 187 32125 3,47848 | 188 |32921( 12,61447
GGLAA 197 [ 32242 | 8,18575 173 32289 1,29817| 177 |32590| 12,26924

b =savszélesség

pr=profil

t =CPU-idé (sec)

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1985)




76

ARANY 1.

11. MELLEKLET

Savszélesség/profil-redukcios eljarasok
(véletlen grafokon)
G=(300, 1500)

GENRCM 212 |34483| 0,19963| 208 |34768| 0,21112| 204 |34232] 0,19895
GPS 213 |34472| 3,61875| 207 |34659| 203182 206 {34025 2,50345
GENBRI 199 |33730| 042280| 205 |34162| 0,42499| 200 |34778| 0,46382
PMM 200 | 34037 | 22,58059| 207 |34112 | 24,96929| 212 |34485| 2093416
GENBRM—0 209 |34191| 1,55262| 208 |34279| 0,33809| 207 |34571| 0,34296
GENBRM—I 209 (34191 1,55264| 208 |34279| 0,33809| 207 |34571| 0,34298
PPM—0 200 | 34024 | 15,28947| 213 | 34659 | 14,49715| 203 | 34221 1389731
PPM—1 209 | 34034 | 15.28949| 213 | 34659 | 14,.49718| 203 | 34221| 13,89731
PPMM—2 226 35297 6,07221| 223 |35772| 9,15011| 223 |35572| 10.64395
BBPRED—0 200 | 34024 | 22,00168| 213 | 34659 | 15,53331| 203 | 34221 | 15,67085
BBPRED—1 209 | 34024 | 22,00168 | 213 | 34659 | 15,53689 | 203 | 34221 15,67088
BBPP—0 220 | 35243 | 15,32611| 202 | 34954 | 22,70187| 203 | 24221 | 14,82119
BBPP—1 220 | 35243 | 1532612 | 202 |34954| 22,70189| 213 |34221| 14,82119
BBPR—0 209 | 34191| 0,83039| 208 |34279| 1,90622| 207 |34571| 0,72505
BBPR—1 200 | 34191 0,83039| 308 |34279| 1,90623| 207 |34571| 0,72507
BBPP1—0 190 |33363] 1,72734| 189 [33730| 0,53585| 207 |34571| 0,78731
BEPP1—I 185 [32540| 1,93549| 189 |33730| 0,53585| 107 |34571| 0,78732
GGLAN 200 |34541| 1,40604| 209 |34937| 1,83033| 202 |34429| 2,28249
GGLAA 219 | 35534| 2,16325| 209 |35310| 1,83325| 216 |35407| 2,65851

b =savszélesség
pr=profil

t =CPU-id6 (sec)
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12. MELLEKLET
Savszélesség/profil-redukcios eljarasok
(véletlen grifokon)
G = (500. 1500)
L I 1.
b pr t b pr ' b pr t

GENRCM 262 192835 0,28020| 285 |93140| 0,27432| 268 193217| 0,27575
GPS 276 192934} 0,89735| 275 | 93174 1,34564 274 193311] 0,85389
GENBRI 275 [ 92661 1,50356| 294 |93353| 2,27619| 276 |93090| 0,75109
PMM 277 [ 92757 34,90749| 270 (93163 22,87686| 277 |93398| 34.86374
GENBRM-—0 269 193095 0,88624| 267 | 92647 1,33891( 276 [92568( 0,53255
GENBRM—I 249 191895 0,88625| 267 |92647| 1,33892| 276 |92568| 0,53256
PPM—0 263 {92703 ] 11,72382| 275 {93509 23,45957| 278 |93032| 35,50889
PPM—I1 233 (92703 11,83195]1 275 [93509| 23,45959| 278 |93032( 35,50889
PPM—2 236 193156 | 3,23192] 253 {93868 23,68561 | 294 | 95004 | 29,46434
BBPRED—0 263 193464 | 23,25551 | 249 {92327 31,16267| 278 (93042 25,74960
BBPRED—I 263 193464 | 23,25614( 249 | 92327} 31,16268 278 {93032| 25,92345
BBPP—0 273 192703} 12,27210| 275 | 93509 | 24,19015| 287 | 92582| 31,59436
BBPP-—1 263 192703 12,27210) 275 |1 93509 | 24,19017{ 287 93282 21,59436
BBPR -0 228 |91891| 1.22645| 217 |91081| 1.65534| 276 [92568| 1,03450
BBPR——I 228 |91891 | 1.22647| 217 |91081| 1.65537| 276 |92568| 1,03452
BBPP1—0 269 | 93095 1,18865( 267 | 92647 1,63624 233 92425 0,86703
BBPP1—1 269 [ 93095 1,18867) 267 | 92647 1,63624 231 92423 0,86705
GGLAN 269 | 934131 5,37891| 269 |[93574| 17,38456| 262 |93215| 2,34665
GGLAA 269 | 93821 4329811 254 | 94198 21,01447| 271 {94556| 4,53216

b =savszélesség
pr=profil

t+ =CPU-ido (sec)
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13. MELLEKLET

Savszélesség/profil-redukcids eljirasok
(véletlen grafokon)

G=(500, 2000)
I 1I. 115
b I pr I t b | pr | t b pr t
GENRCM 321 {97303 0,27329 30% 96752| 0,34716| 308 |97601| 0,35278
GPS 315 | 95641 | 0,83453| 307 96762 1,984321 321 | 97847 2,04216
GENBRI 314 {98171} 5,53359| 316 {97218 9,78596| 320 |97607( 8,11512
PMM 314 |98125| 74,08167| 318 {97801 ( 95,31234| 323 | 97493 85,02914
GENBRM—0 313 {97907 2,22794} 317 [ 97331 3,49713| 313 |97097| 3,06083
GENBRM—1 313 197907 | 2,22794| 317 | 97331] 3,49714| 313 | 97097 3,06087
PPM—0 312 {97513 | 54,58769| 320 | 97517| 64,14519 303 96940 | 54,77282
PPM —1 312 {97513 54,58769( 320 | 97517 | 64,14519 30§ 96940 | 54,77286
*
PPM—2 279 | 97541 27,70593| 320 | 97528 64,14521| 322 {96082| 66,05073
BBPRED—0 312 | 975131 54,97923| 320 | 97517 64,95881 30; 96940 55,87055
BBPRED—1 312 (975131 54,98131| 320 |97517| 64,96134 303 96940 | 55,87134
BBPP—0 296 {96812 | 54,80495| 321 [97517{ 65,04671 303 96940 55,71713
BBPP—I] 296 {96812 54,81341| 320 | 97517 | 56,04682 303 96940 55,71713
BBPR—O0 313 | 96906 2,77403| 317 (97331 4,01923| 313 [97097| 4,02246
BBPR—1 313 | 97907 | 2,77502| 317 |97331| 4,02001| 313197097 4,02302
BBPP1—0 273 9541 f 2,52534| 317 |97331| 4,05736{ 313 {97097 4,05640
BBPP]—1 273 9541 1* 2,52544] 317 | 97331 4,05801| 313 |[97097| 4,05641
GGLAN 321 | 96835] 56,05871| 314 {96872 | 54,78615( 330 (97191 72,63541
GGLAA 353 197672 | 35,51672| 314 |97434| 18,83056| 342 [98050| 48,94532

b =:siavszélesség
pr=profil

t =CPU-id6 (sec)
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14. MELLEKLET

Savszélesség/profil-redukciés eljarasok
(véletlen grifokon)

(G =500, 2500)
1. IL. IIT.
b pr | ' b pr t b pr t
GENRCM 351 |101046] 0.33645| 331 | 99907 0,32416| 343 |100754| 0,32942
GPS 356 |101402| 1,83953 30; 98762 1,38352{ 321 {100817] 0,94246
GENBRI 339 1100653 3,51278| 351 {101174] 2.32260| 336 {100732] 2,06294
PMM 338 |100082| 57,74076{ 354 [104812| 70,49940| 324 99726 67,08185
GENBRM-—0 351 |101046] 4,69864 | 345 |100541| 4,26919] 336 |100732| 1,03656
GENBRM-—1 351 |101046] 4,698711 345 100541 4.26922| 336 {100732] 1,03657
PPM—0 333 1100840| 53,47279| 341 [100674| 49,34871| 335 1100423} 40,54910
PPM—1 333 [100840| 54,47279| 341 [100674| 49,34872| 335 {100423| 40,54911
PPM—2 336 {101178) 82,10268 ) 331 101213 80,60115| 322 [100957{ 69,00621
BBPRED—O0 335 (100849 79,60812| 322 |101045| 73,93830 314iP 100160| 64,734385
BBPRED—1 335 |100849] 69,60815| 322 [101045] 73,93911 314{ 100160] 64,73487
BBPP—O0 333 (100840( 54,48771| 341 [100674| 50,45096 | 335 (100423 41,3369+
BBPP-—1 333 |100840| 54.48781| 341 {100674] 51,01624 | 335 |100423} 41,33694
BBPR—0 313 9974§ 5,09436| 308 | 98869 4,69377| 315 (100012f 1,33526
BBPR—1 313 9974§ 5.09436| 308 | 98869 4,69378| 315 {100012( 1.33611
BBPP1—0 351 [101046| 5,34935] 345 |100541| 4,91046| 336 {100732{ 1,66335
BBPP1—1 351 {101046{ 5,34941| 345 |100541] 4,91048| 336 [100732] 1,66338
GGLAN 333 (100840 48,94361| 342 {101098] 34,56795| 341 |100360]| 32,16325
GGLAA 336 [101078| 77,55413| 325 |101846] 66,56419| 322 |101687| 61,76874

b =savszélesség
pr=profil
1 =CPU-idé6 (sec)
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15. MELLEKLET

Savszélesség/profil-redukcios eljarasok

(véletlen grafokon)

G = (1000, 3000)
1. 11. 1I1.
b pr t b I pr t b pr ¢
GENRCM sa4 |423316] 0,44218| 536 |422177] 044234 557 (421478 0.44101
GPS a6 [423514] 5,34721| 531 |422004| 7,39469| 548 [422124| 934192
GENBRI 546 |422438] 0,72401| 569 422088 0,58638| 541 |422072| 24,95364
PMM s61 |422862|166,54216] 557 [422202] 166,90734] 541 [422022{159,23465
GENBRM—0 540 (422109 1,42865 556 |422880| 0,92532 538 |421864| 10,16284
GENBRM—1 537 1421707|  2,49587) 523 421810 1,63874| 538 |421864| 10,26284
PPM—0 539 [421919]180,78536 541 [422697| 183,73411| 530 [421907] 19056341
PMM—I 527 |421873|165,36475| 428 |421924 180,01634 530 |421907| 190,56351
PPM—2 555 |421777| 240,34061] 554 |422634| 235,18347| 553 [422032(231.27643
BBPRED—0 539 14219191 280,93541] 538 [421501]182,30021| 530 |421907|191.36874
BBPRED—I 527 |421873| 166,31819] 528 |421924|181.63974| 530 421907 191.36973
BBPP-—0 539 1421919 198.19056] 541 |422697| 185,30401] 530 [421907|193,53019
BBPP—I 453 |420877]124,73815| 528 [421924{ 182,53190 530 [421907]195,63941
BBPR—O 540 [422109] 2.25391| 556 |422880] 1,76874| 538 |421864| 143561
BBPR—I 537 [421707] 3.33196] 523 [421810] 1,99083] 538 |421864| 1,43564
BBPP1—0 540 [a22100| 2,34539 556 |422880] 2.38392| 538 |421864| 11,46532
BBPP1—1 433 419866 3,15674| 523 |421810] 1,83910| 538 |421864| 11,46534
GGLAN 538 |423273]195,37832] 549 [422107| 106,73811| 556 |422078]206,30919
GGLAA 567 |423055(211,83721| 586 |423051| 59.59674| 68 |422184] 73,53194

b =savszélesség

pr==profil

t =CPU-id6 (sec)
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16. MELLEKLET
Sévszélesség/profil-redukciés eljardsok
(véletlen grafokon)
G =(1000, 4000)
L 1L 18
b pr t b pr t b pr t

GENCRM 625 |428665f 0,54521| 618 [427747| 0,55337| 626 427974 0,55124
GPS 628 (428876 1,93451| 622 |428312| 16,28465| 622 |428342 19,93472
GENBRI 609 426635 0,97894] 630 (428141 7,07031; 622 |427681] 2,88634
PMM 60§ 427308| 261,95465] 638 (428323]201,10833 61§ 428033} 470,63185
GENBRM—0 635 (427961} 0,89985 613 427416 4,29319| 622 {427681; 2,43586
GENBRM—1 635 1427961 0,89986 61§ 427416 4,29401| 622 |427681} 2,43587
PPM—0 628 1427778| 364,14985] 634 |428136| 405,27364| 628 42708; 387,25364
PPM—1 628 1427778} 364,14991| 634 |428136(405,28012| 628 42708; 387,26110
PPM—2 656 (431091]320,77861| 677 1430264 332,73160; 674 |430264| 333,16225
BBPRED—O 628 [427778( 360,80715| 634 [428136]407,36541] 628 42708; 389,76874
BBPRED—1 628 [427778|360,80718| 634 |428136|409,78162; 628 42708; 390,12341
BBPP—0O 638 1427778 361,17072| 634 |428136/108,15341] 628 42708; 290,12344
BBPP—1 638 {427778| 361,17072] 634 {428136 108,15341| 628 42708; 290,12344
BBPR—0 635 (427961 1,43952 613 427416 5,03252{ 622 {427681] 3,09132
BBPR—1 635 |427961] 1,43953 613 427416 5,83475| 622 (427681 3,09132
BBPP1—0 635 427961 2,09134 613 427416 5,65311f 622 (427681 3,64789
BBPP1—1 635 [427961) 2,93834 613 427416 5,68419] 622 |427681| 3,65792
GGLAN 629 1428656 9,59647| 616 j427619| 26,83745| 635 |428674] 26,21092
GGLAA 648 |429229| 18,36847| 651 |429987| 26,93841| 649 |428311| 20,38341

b =sivszélesség

pr=rprofil

t =CPU-id6é (sec)
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17. MELLEKLET

Savszélesség/profil-redukcios eljarasok
(véletlen grafokon)
G = (1000, 5000)

I

Il

IIE

pr

t

b

| e

1

pr

t

GENRCM 683 |434066] 0,83116| 682 {433397| 0,81653] 689 [433761| 1,68324
GPS 681 (434294 3,19384| 684 1433295 3,29735] 671 1433651 3,23465
GENBRI 669 [432685| 0,85101| 696 |433499( 27,00016] 690 [433981| 3,85195
PMM 671 1433392{292,91365| 685 |433510(100,43538; 692 |433995|296,46871
GENBRM—0 687 43263% 1,45931| 674 |434144| 1,33706 676 433532 1,48374
GENBRM—1 687 432638 1,45993| 674 |434144] 1,33707 676 433532 1,48574
PPM—0 673 [433049( 436,73519] 686 |432867(468,21871] 688 |433098| 443,53641
PPM—1 673 1433049 436,73519] 686 |432867|468,21881; 688 (433098| 443,54501
PPM—2 709 1434925| 536,19874 622- 43200; 435,73819| 694 (433901(476,76819
BBPRED—0 673 (433049 448,01982| 686 |432867|471,31015| 688 (433098|445,38412
BBPRED—1 673 (433049( 448,01984| 686 |432867|473,53192 688 [433098| 445,39421
BBPP—0 671 [433827)465,19324| 686 |432867|469,29345| 688 (433098 445,39422
BBPP-—1 671 1433827{465,19410| 686 |432867|469,29346( 688 [433098{445,39424
BBPR—0 687 43263% 1,51637| 674 |434144| 14,72835 676 4334321 1,74839
BBPR—1 687 432635 1,51638] 674 |434144| 14,72841 676 433532 1,93843
BBPPI—0 623 432899; 1,59347| 674 |434144| 15,61342 676 433532 2,45902
BBPP1—1 623 432899] 1,60219] 674 (434144 15,91398 676 433532f 2,98341
GGLAN 690 {432830) 558,71315| 674 |432580(478,53915 699 432573E 391,73831
GGLAA 757 (435524 373,53941| 700 {434955]| 397,70118] 769 |434480] 155,91354

b =sdavszélesség

pr=profil

t =CPU-ido (sec)
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18. MELLEKLET

Savszélesség/profil-redukcios eljarasok

(kisméretii, sikbeli grafokon)

33

G=(24,82) G=(32,126) G=(42,162) G=(51,136) G =(54,248)
b pr b pr b pr b pr b pr

GENRCM 5 89 7 135 9 223 8 145 21 425
GENBRI 5 89 7 134 9 221 8 145 22 422
PMM 4 82 6 133 9 228 9 192 15 359
GENBRM—0 5 93 6 133 9 220 8 170 14 320
GENBRM—1 5 93 6 133 9 220 8 170 14 320
PPM—0 5 85 6 136 9 231 10 214 14 310
PPM—I1 5 83 6 134 9 231 10 214 14 310
PPM—2 5 93 6 135 8 209 8 174 13 324
BBPRED—0 4 82 6 134 7 216 7 204 11 299
BBPRED-~1 4 82 6 134 7 216 7 204 11 299
BBPP—0 5 85 6 134 9 255 9 192 14 310
BBPP—I 5 85 6 134 8 250 9 192 14 310
BBPR—-0 4 82 6 133 7 211 8 191 14 328
BBPR—1 4 82 6 133 7 211 8 191 14 328
BBPP1—0 5 89 6 133 9 272 8 170 14 320
BBPP1—1 5 89 6 133 9 272 8 170 14 320
GGLAN 5 93 7 145 9 227 8 176 15 3n
GGLAA 5 86 7 134 9 216 8 146 19 392
CUTHIL 4 83 6 132 7 215 7 220 14 496
GPS 5 95 9 185 9 220 8 169 14 346
OURM 4 83 6 132 7 210 7 210 12 397 )
ROSEN 4 83 6 133 7 215 10 230 22 425
NCC 4 93 6 132 7 213 10 195 18 41

b =shvszélesség

pr=profil

¢ =CPU-idé (sec)

6™

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 {1583)




84 ARANY I.

19. MELLEKLET

A program-rendszer miikodésének sematikus vizlata

ED ED
ARL Cplka
™~ ~N Bt
/@ / b \\\,(// \\ ,
//® // @3\ // i \\ 2
® / / N \© )

/ @
o BPRED T soLv
APPL2 T

APPL 1

Alkalmazasi feladatok
Ax=Db Egyenletrendszer osszeallitasa
Output: D métrix tomor alakja

@ jobb oldal

3 segédinformacidk

BPRED

Séavszélesség/profil redukcio
P permuticios matrix meghatarozasa
Output: @ permuticiés tombok (PERM, INUP)

SOLV

(PAP") y=pb

egyenletrendszer megoldasa

— x=p~ 'y elGallitasa

— a segédinform4cids révén x-bdl X elGallitdsa
Output: (5 az alkalmazisi feladat X megoldésa.
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20. MELLEKLET

A programrendszer belépési pontjai

Konkrét feladat: Ax=b &
{ A tomér alakban ) V4 4

Profiltdrolds ,/
szervezése /

——

A
| PP faktorigdcidia |

X eértelmezése a
Kiinduldsi felodatban
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21. MELLEKLET

Rudszerkezet statikai szamitasa

Tekintsiik az 1. 4bran lathat6é ridszerkezetet.

(4) b=4

e
g
w
rS

1. dabra

A szerkezet minden pontja a pontbeli u=(u,, uy, us, uy, us, ug) altalanositott
eimozdulas-vektorral jellemezhetd; s rendszer egyensulyi allapotat

(D KU=F
cgyenletrendszer irja le [10], ahol

U a pontbeli dltalanositott elmozdulis-vektorok egyesitéseként elGallo isme-
retlen vektor;

K a radszerkezet merevségi matrixa;

F  kiilsS terhelési vektor.

Legyen a fizika feladat a kovetkezd :

— 1 ¢és 4 pontokban az x-, y- és z-iranyu elmozdulasokat letiltjuk.
— 5és 6 pontokban a z-iranyu elmozdulasokat letiltjuk.
— 2 és 3 pontokban z-irAnyu terheléseket biztositunk.

E feltételek (1) méretét 36-rol 28-ra csokkentik. Az eredeti és a redukalt egyenlet-
rendszer valtozdinak osszefiiggését a 2. abran szemléltetjiik, ahol a letiltott

31,32,33,34,35,36, 25,26,27, 28,29,30,
2%,25, 26,27,28, 19,20, 21,2223,

6 )
1 2 3 4
®- - ®
1,2,3,4,5,6, 7,8,,10,11,12, 13.,14,15,16.17,18, 19,20,21,22,23,2%,
1.2,3, 456,7,8,9, 10,11,12,1324.%5, 16,17,18,
2. dbra
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23. Vagyis, azaltal,
atrix elemei ,,szét-

z

, a merevségi m

t a 3. dbran szemléltetjiik, ahol b

z

RITKA MATRIXOK SZAMITOGEPES KEZELESE
(S

kezet
hogy egy ponthoz tobb paramétert rendeliink

€rus szer

z

/nem-z

%

szorodnak™.

z

komponenseket aldhtzassal jeloljilkk. A redukalt rendszer merevségi matrixanak
zérus
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A megfelel merevségi matrix zérus/nem-zérus szerkezetét az 5. abran kozoljik.

b=16

pr = 204
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5. abra

Lathatéan, mind savszélességben, mind profil-értékben jelentSs csokkenés ta-

pasztalhato, azonban a profil még mindig sok zérus-elemet tartalmaz.

Tekintsiik a K merevségi matrix G, grafjat, melyet a 6. abran szemléltetiink, ahol
a csticsok melletti természetes szamok a matrix 4ltal generalt, ,,eredeti” szdmozast

Jelolik.

Gk = GIU62

zott Matematikai Lapok 11 (1985)
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Alkalmazva a G,=G,UG, grafra GENBRM—O eljarasunkat, az igy nyert ,,dj”
szamozast a 6. abran bekarikazott szaimokkal tiintetjiik fel. Az Gj szamozassal ellatott
G, graf Osszefiiggési matrixdnak zérus/nem-zérus szerkezetét a 7. dbran szemléltetjiik.
Vildgosan lathat6, a savszélességben és profil-értékben mutatkozé radikalis csok-
kenés.

A graf szdmozasaval a szerkezet kiillonbozé pontjainak paraméterei kozti kap-
csolatok is felhasznalast nyernek, ezéaltal sok esetben a bemutatotthoz hasonld, szem-
bet{ing javulast mutatnak az eredmények.
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M G K S e e e e e e e et e e elle e e
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7. dbra

=138

pr =85

Végezetiil, az 1. tablizatban a profil-szimmetrikus faktoriz4ci6 soran adéd6 mii-
veletszamokat tiintetjiik fel, melyeket a harom kiilonbozé savszélesség és profil-érték

mellett nyertiink. :
1. TABLAZAT

b pr Miiveletszam
Eredeti szamozas 23 232 1971
Szerkezet optimadlis szamozasa 16 204 1574
G, savszélesség-csokkentd szamozasa 8 85 486

A savszélesség/profil-redukcioval a miiveletszamban kozel 75%-os csékkenés
tapasztalhatd. Kovetkezésképpen, a fenti utat kovetve, nagyméretii feladatok esetén
jelentGs gépidG-megtakaritas érhetd el, s a miiveletszam csokkenése egyben az arit-
metikai pontossag javulasat is eredményezi.
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LINEARIS RENDSZEREK ES POLINOMMATRIXOK

G. VAGO ZSUZSA
Budapest

Az irdanyitasi rendszerek elméletének fontos fejezete a linedris rendszerek vizsgalata az un.
frekvenciatartomanyban. A frekvenciatartoméanyban értelmezziik az atviteli fliggvényt, amely linea-
ris rendszerek esetén racionalis tortekbdl felépitett matrix. Ismertetjiik a racionalis tortek, ill. a poli-
nommatrixok algebrai elméletének legfontosabb elemeit (legnagyobb kozos osztod, jobb-bal tortek,
Smith —McMillan alak, valodisag, pOlus-zérus) és ezek kapcsolatiat az idétartomdnyban bevezetett
fogalmakkal (irdnyithatosag, megfigyelhet6ség, realizacid). A dolgozatban bemutatott modszerek
tobbdimenzios iddsorok elemzésénél alkalmazasra keriiltek.

1. Bevezetés

Dolgozatunkban allando egyiitthatds, linedris rendszerekkel fogunk foglalkozni.
Ezeket az id§tartomdnyban a kivetkez8képpen irjuk le:

(1.1) x(1) = Ax(r)+Bu(?) x(0) = x,,
(1.2) y(t) = Cx(1),

ahol x(#)ER", u(r)eR™, y(t)€R?, A, B, C megfelel§ alaki konstans matrixok.
x dimenzi6jat a rendszer dimenzidjanak nevezziik.

Vizsgalhatjuk a fenti rendszer Laplace transzformdltjdt is, ezt frekvenciatarto-
manybeli leirasnak nevezziik. Ez a kovetkez8 alakli (x,=0 esetben):

(1.3) (sI—A)x(s) = Bu(s)
(1.4) #(s) = Cx(s)
ahol X, 4, ¥ rendre az x, u, y folyamatok Laplace transzformadltjait jelolik.

1.1. Definicio. A fenti linearis rendszerhez tartozé rendszer-matrix (system-mat-
rix) a kovetkezd blokk-métrix:
(sI—A —B

(1.5) c ol

1.2. Definicié. A fenti linearis rendszerhez tartozé transfer-fiiggvény (atmeneti
fggvény) a kovetkezd:

(1.6) H(s) = C(sI—A)"'B.

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1383)
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A rendszer-matrix a kdvetkezs kapcsolat leirdsara szolgal :

X(s 0
?(ao) = o)
u(s) y(s)
A transfer fiiggvény az input és output folyamatok Laplace transzformaltjai k6-
z6tti kapesolatot adja meg, nevezetesen konnyen ellengrizhetd, hogy

¥(s) = C(sI—A) ' Bii(s).
A linedris rendszerekkel kapcsolatosan az iranyithatdsag, megfigyelhetSség és
minimalis realizdcié problémajival fogunk foglalkozni. Most elGszor definidljuk

a fogalmakat, majd a kapcsol6dé klasszikus tételeket mondjuk ki bizonyitas nélkiil.
Részletes targyalasa a témanak [2]-ben taldlhato,

1.3. Definicié. Az (1.1), (1.2) rendszert irdnyithaténak nevezziik, ha tetszSleges
&g &, €ER" esetén létezik 0=T< oo és létezik u: [0, T)—~ R™ szakaszonként folyto-
nos irdnyitds, hogy x(0)=§, és x(T)=§g,.

1.1. TETEL. Az (1.1), (1.2) rendszer pontosan akkor irdnyithaté, ha a ¥=
=(B, AB, ..., A" !'B) mitrix teljes rangu.

Megjegyzés. Az (1.1), (1.2) rendszer iranyithatosaga helyett sokszor az (A, B) par
irdnyithatosagarol beszéliink, hiszen ez a két métrix hatarozza meg a rendszer iranyit-
hatésagat.

1.4. Definicié. Az (1.1), (1.2) rendszert megfigyethetdnek nevezziik, ha tetszs-
leges T=>0 esetén az u(r), y(¢), t€[0, T] input-output folyamatok ismeretében
x(0) és igy a teljes x(¢) 1€[0, T] trajektoria meghatirozhato.

1.2. TETEL. Az (1.1), (1.2) rendszer pontosan akkor megfigyelhetd, ha az

C
0=1 CA
CAn— 1
matrix teljes rangn.
Megjegyzés. Az (1.1), (1.2) rendszer megfigyelhetGsége helyett a (C, A) par meg-

figyelhet8ségérsl beszélhetiink hisz ez a két matrix hatdrozza meg a rendszer meg-
figyelhet8ségét.

1.5. Definicio. Tetszoleges H(s) transfer-fiiggvény esetén az (1.1), (1.2) rendszer
ennek realizaci6ja, ha H(s)=C(sI—A)"'B. A rendszer minimdlis realizicio, ha az
osszes lehetséges realizacié k6zott az dllapottér minimalis dimenzi6ji.

Megjegyzés. Minimalis realizacié alatt sokszor a megfelel§ (A, B, C) harmast
értjiik.

1.3. TETEL. Az (1.1), (1.2) rendszer pontosan akkor minimalis realizicioja a H(s)
transfer-fiiggvénynek, ha irdnyithaté és megfigyelhetd.

I.}. LEMMA. Legyen (A, B, C) minimalis realizacié. Ekkor tetszéleges T R"-beli
bazistranszformacié esetén a transzformacié utdn kapott (T~'AT, T—'B, CT)
realizacio is minimalis lesz.
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A lemma allitasa magatol értet6d6. Erdekes a forditott allitas:

1.4, TETEL. Legyenek (A, By, C,) és (A;, By, C,) ugyanannak a H(s) transfer
fliiggvénynek a minimalis realizaciéi. Ekkor létezik olyan T nemszinguldris matrix,
hogy A1=T—1A2T, B1=T_1B2, C1=C2T.

2, Polinommatrixok. A Smith-alak, invaridns polinomok

Azt mondjuk, hogy az A(s) mXr-es matrix polinommatrix, ha elemei polino-
mok.

2.1. Definicié. Az A(s) mXm-es polinommatrix unimodularis, ha létezik az in-
verze és ez szintén polinommatrix. Ez nyilvan azt jelenti, hogy |A (s)| konstans nem
nulla polinom, hiszen tetsz6leges matrix inverzét megkaphatjuk, ha az adjungalt mét-
rix elemeit a determindnssal elosztjuk.

2.2, Deﬁnz’cz’é. Legyenek A(s) és B(s) mXr-es polinommatrixok. A(s) és B(s)
ekvivalensek, ha léteznek olyan U, (s) és Uy(s) mXm-es, illetve X r-es unimoduléris
polinommatrixok, melyekre A (s)=U;(s)B(s)U,(s).

2.3. Definicio. Legyen adott egy polinom-métrix. Elemi sor-transzforméicién
a kdvetkezd transzformécidkat értjiik:

— i-edik és j-edik sor felcserélése,

— i-edik sorhoz a j-edik sor b(s)-szeresének hozzaadasa, ahol b(s) tetsz8leges
polinom, .

— i-edik sor szorzasa tetszGleges ¢#0 skalarral.

Hasonldan értelmezziik az elemi oszloptranszformaciokat.

2.1. LEMMA. Tetszlleges A(s) mXr-es polinommatrix esetén az elemi sor-
(oszlop-)transzformaciék mXm-es (rXr-es) unimoduldris matrixszal valé bal-
(jobb-) szorzasnak felelnek meg, a matrix determinansat skaldrszorzé erejéig valtozat-
lanul hagyjak.

Bizonyitds. Konnyen lathat6, hogy az elemi sor transzforméacidk az alabbi mat-
rixokkal valé balszorzast jelentenek :

01 i | 0
Sy = 10 J S: b(s) i
1 0 1, i#j

iJ J

1

1 0

S3= C 1

0 1

1
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Az S; matrixok mindegyike unimodularis (determindnsa skalar).

2.4. Definicio. Az A(s) mXr-es polinommatrix kanonikusan diagonalis, ha
a;(s)=a;(s) 1 f8egyiitthatéjii polinom, i=1,....,p, a;(s)la;+.(s) i=1,...,p—1,
az Osszes tobbi eleme 0. (I. GANTMACHER [1].)

2.1. TETEL. Tetszbleges A (s) mXr-es polinommatrix ekvivalens egy kanoniku-
san diagonalis polinommatrixszal.

Bizonyitds. Elemi sor- és oszloptransziorméicidkkal a matrixot kanonikusan
diagondlis alakra hozzuk. A konstrukcié sordn a matrixot végig A(s)-sel jeloljiik,
elemeit a;;(s)-sel. A konstrukcié lépései a kovetkezSk :

1. Sor-és oszlopcserékkel elérjiik, hogy a,,(s) egy minimélis foki nem nulla polinom
legyen.
2. AzelsG sor és az elsd oszlop elemeit maradékosan elosztjuk a,,(s)-sel:

Ay = qun+ru k=2,...,r
Ay = qpay+ry  i=2,..,m.

Ha létezik ry, =0, akkor az elsé oszlop ¢y;-szorosédt vonjuk le a k-adik oszlop-
bol. Ha létezik r; #0, akkor az els6 sor g;,-szeresét levonjuk az i-edik sorbol.
Ezutan ujra 1. kovetkezik.

3. Ha ry=ry=0,k=2,...,r; i=2, ..., m, akkor az els6 oszlop ¢, -szeresétlevonva
a k-adik oszlopbdl (k=1, ..., r) és az els§ sor g;;-szeresét levonva az i-edik sorbdl
(=1, ..., m) a kovetkez$ alaki métrixhoz jutunk:

ay(s) 0 ... O
0 ax(s)... ag(s) '

O am2(s) e amr(s)

4. Ha van olyan q;;(s), i, /=1, melyre a;,(s){a;;(s), akkor az /-edik sort hozza-
adjuk az els6hoz, és tijra végigesinaljuk az 1, 2, 3. Iépéseket. Mivel igy minden
lépésben a,,(s) foka cs6kken, véges sok lépésben a fenti alaki matrixot kapjuk,
ahol a,,(s)|a;;(s) minden /,j>1 pérra.

5. Ha létezik olyan a;;(s), 7,j>1, mely nem nulla, akkor az A{(s)=(a;;(s))i, j=2
matrixszal csinaljuk végig az 1, 2, 3, 4. 1épéseket.

Végiil éppen a kivant alaki matrixhoz jutunk.

Megjegyzés. A tétel értelmében tehat minden polinommatrixhoz hozzarendelhe-
tiink egy kanonikusan diagondlis alaki matrixot. Be fogjuk l4tni, hogy az egyértelmi,
és ezt az egyértelmiien létez8 kanonikusan diagondlis métrixot az eredeti matrix
Smith-formdjdanak fogjuk nevezni.

2.5. Definicic. Legyen A (s) tetszGleges mXr-es, majdnem minden s-re p rangu
polinommatrix. k=p esetén jelolje d,(s) a matrix 6sszes k X k-s nem nulla aldeter-
minansanak legnagyobb kozos osztojat. Legyen dy(s)=1. Az A(s) matrix invaridns
polinomjainak nevezziik a kdvetkezd polinomokat:

i (8) = d,(s)/d,_i(5), ...
ip(8) = dy(5)/da(5).
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2.2. TETeL. Ekvivalens matrixok invaridns polinomjai megegyeznek (konstans
5zorzo erejéig).
A bizonyitdshoz sziikségiink lesz a kovetkez8 lemmakra.

2.1. LEMMA. Legyenek A (s), B(s), C(s) mXr-es, rXn-es illetve mXn-es poli-
nommatrixok, melyekre C(s)=A(s)B(s). Ekkor k=min {m, n, r} esetén A(s) (ill.
B(s)) kXk-s aldeterminansainak legnagyobb kozos osztoja C(s) kXk-s aldeter-
minansainak legnagyobb k5z0s osztéjanak osztdja.

2.2. LeMMA. (Binet—Cauchy-tétel): TetszGleges A(s) matrix esetén jeldlje
Al}; az i=(y, ..., 0,) € j=(Ji,...,J,) sor- illetve oszlopindexek segitségével
kijelolt nXn-es aldetermindnst. Ekkor A (s) mXr-es, B(s) rXp-s matrixok esetén

|A-Bj ;= g |ALLxIBIE, 5
ahol a jobb oldalon az Gsszegzés az &sszes szdbajohetd k=(k,, ..., k,) indexsoro-
zatra megy.

A lemma bizonyitdsara nézve 1. GANTMACHER [1},a 2.1. lemma a 2.2. lemma koz-
vetlen kovetkezménye. 2.2. tétel viszont kozvetlen kSvetkezménye a 2.1, lemmanak,
hiszen ha A(s)=U(s)B(s) és B(s)=V{(s)A(s), akkor tetszSleges k esetén A(s)
kX k-s aldeterminansainak legnagyobb koz0s osztéja megegyezik B(s) kX k-s aide-
termindnsainak legnagyobb kozds osztéjaval. Nyilvan ugyanez igaz unimodularis
matrixszal val6 jobb szorzds esetén is.

2.1. KOVETKEZMENY. Tetsz8leges matrix kanonikusan diagonalis alakja egyér-
telmiien meghatdrozott.

Bizonyitds. Mivel az invarians polinomok egyértelmiiek, igy a 2.2. tétel alapjan
az 4llitas nyilvanvalo.

2.6. Definicié. Tetsz8leges polinom-matrix esetén a vele ekvivalens, egyértel-
miien 1étez8 kanonikusan diagonalis matrixot a matrix Smith-alakjinak nevezziik.

2.7. Definicié. Egy polinommatrixot szinguldrisnak mondunk, ha determinansa
azonosan 0.

2.3. TETEL. Legyen A(s) mXm-es matrix. A(s) pontosan akkor szingularis, ha
Iétezik olyan p(s) m-dimenzids polinomvektor, melyre A (s)p(s)=0.

Bizonyitds. A feltétel elegendGsége trividlis. Tegyiik fel most, hogy [A(s)]=0.
Az el6zd tétel alapjan léteznek olyan U(s), V(s) unimoduldris matrixok, melyekre

A(s) = U(9)S()V(9),

ahol S(s) kanonikusan diagondlis, f6diagondlisdban a 4,(s), ..., A4,(s) invarians
polinomok 4llnak és r<m. Legyen q(s5)=(0,...,0, a(s))", ahol a(s) tetszSleges
nem nulla polinom. Nyilvan S(s)q(s)=0. Ekkor V(s) unimodularitisa miatt
p(s)=V7(s)a(s)=0. lgy .

A()p(s) = US)S)V(s)V(s)q(s) = 0.
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3. Polinommatrixok legnagyobb kozos osztéja

3.1. Definicio. Legyenek A(s), B(s) mXz#-es, ill. rXun-es polinommatrixok, és
legyen A(s)-B(s)=C(s). Ekkor azt mondjuk, hogy A(s) bal osztdja, B(s) jobb
osztéja C(s)nek; C(s) jobb tobbszorose A(s)-nek és bal tobbszorése B(s)-nek.
Ez alapjan értelmezhet§ matrixok k6zos bal osztdja €s koz6s jobb osztdja. A leg-
nagyobb kozos bal osztdk, illetve legnagyobb koézos jobb osztdk definidldsanal kor-
latoznunk kell a szébajéhet6 matrixok dimenzidjat.

3.2. Definicié. Legyenek N(s) és D(s) mXr-es, illetve mXn-es polinommat-
rixok. A W(s) mXm-es négyzetes polinommatrix legnagyobb ko6z0s bal osztdja
a matrixoknak, ha k6z0s bal osztdja N(s)-nek és D(s)-nek és tetszSleges V(s) mXp-s
kozos bal oszto esetén létezik U(s) pXm-es polinommatrix, hogy W(s)=V (s)U(s).

A legnagyobb koézoOs jobb oszté teljesen hasonlbéan értelmezhet§ nXm-es és
r X m-es mitrixok esetén.

A kovetkezd fejezetekben és dltaldban az alkalmazasok soran legnagyobb kozos
oszt6 meghatdrozasakor az egyik matrix (pl. D(s)) négyzetes alaku. Az 4ltalinos
eset semmivel sem nehezebb ennél, igy a kénnyebb attekinthetGség kedvéért mi csak
az el@bbi esettel foglalkozunk.

A bal osztékra vonatkozé 4llitdsok minden esetben kdnnyen atfogalmazhatok
jobb osztokra vonatkozd allitidsokra.

3.1. TETEL. Legyenek N(s) és D(s) mXr-es, ill. mXm-es polinommatrixok.
Ekkor létezik W (s) legnagyobb kozos bal osztojuk, tovabba léteznek X(s) és Y(s)
polinommatrixok, ugy, hogy D(s)X(s)+N(s)Y(s)=W(s).

Bizonyitds. ElSszor belatjuk, hogy a (D(s)N(s)) matrix elemi oszloptranszfor-
maciokkal (W(s)O) alakra hozhatd, ahol W(s) mXm-es polinommaétrix.

Tekintsiik az elsd sort. Oszlopeserékkel elérhet§, hogy a legkisebb fokii nem 0
tag keriiljon az (1, 1) helyre. Ezzel az elemmel maradékosan elosztva a sor tobbi
elemét, majd az els§ oszlop megfeleld polinomszorosait kivonva a t6bbibdl az elsé sor
mésodik elemétS! kezdve mindegyik elem kisebb fokii lesz, mint az els§ elem, vagy
0 lesz. Ezut4n jra kivalasztva a legkisebb fokii nem 0 tagot, ijra végrehajtjuk a fenti
oszloptranszformacidkat mindaddig, mig az els§ sorban az elsd elemen kiviil az 6sz-
szes tobbi elem 0-va valik.

Ezutan a k-adik (k=2, 3, ...) sort tekintve, a matrix k-adiktol kezd6d§ oszlopait
fethaszndlva addig csindljuk a fenti transzformaci6t, mig a k-adik sorban az els6 k
elemet kivéve az Gsszes tobbi 0-va vélik. Igy szerkesztettiink egy olyan

Upn(s) Uss(s)
U = (Uzl (8) Uy (S)]

unimodularis métrixot, melyre

Up () Usa(s)

Uy (s) Uy, (s)) = (W(5)0).

(DONG)(
Teh4t specialisan
W(s) = D(s)Uy(5)+N(s) U (5).
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Ebbdl kovetkezik, hogy ha V(s) kézos bal osztd, azaz D(s)=V(s)Dy(s), N(s)=
=V (5)Ny(s), akkor W=VD,U;;+ VN U,, =V (D,U,; +N,U,,), azaz minden k6zds
bal oszténak a W (s) métrix jobb tébbszérose.

Masrészt megszorozva a fenti egyenl@séget az U(s) unimoduldris matrix

Viu(s) Via(s)

UYs) = inverzével :
S Vai(5) Vas(s)
Vu Vi
D N)=(W 0 ( ]
( ) = ( ) VY Vi

azaz
D(s) = W(s)V11(s),

N(s) = W(s) V().

Ebbdl lathatd, hogy W(s) k6zos bal osztdja D(s)-nek és N(s)-nek. Tehit az X(s)=
=Uy;(s) é Y(5)=Uy(s) valasztassal a legnagyobb kozos bal oszté kivant el-
allitasat kapjuk.

3.2. TETEL. Ha van nem szingularis legnagyobb koézés bal osztd, akkor mind-
egyik legnagyobb koz6s bal oszté nem szinguldris és ezek csak unimoduldris jobb
osztéban kiilonbozhetnek egymadstdl.

Bizonyitds. Legyen W,(s) nem szingularis, W,(s) tetszdleges legnagyobb kozos
bal oszt6. Ekkor a legnagyobb k6z6s bal osztd tulajdonsiga miatt W, (s)

Wy (s) = Wy(s)Uy(s) és

W,(s) = Wy (s) Uz (s)
azaz

Wi(s) = Wa(s) Ui (s) = W1(s) Us(s) Ui (s)
ahonnan U;(s)U,(s)=1 és U,(s), U,(s) unimodularitisa kovetkezik.
1
Megjegyzés. Nem szinguldris legnagyobb kozos bal oszto létezése (D(s)N(s))

teljes rangusdgaval ekvivalens, hiszen az llitasbeli (D (s)N(s)) és W (i) rangja ugyan-
az. A tovabbiakban feltessziik, hogy D (s) teljes rangu.

Definicié. Az N(s) és D(s) polinommatrixok bal relativ primek, ha csak unimo-
dularis k6z6s bal osztéjuk van.

3.1. KoverkezMENY. Ha D(s) és N(s) bal relativ primek, akkor 1éteznek olyan
X (s) és Y(s) polinommatrixok, hogy

D)X (s)+N(s)Y(s) =L
Bizonyitds. A 3.1. tétel alapjan léteznek olyan X(s) és Y(s) polinommatrixok,
hogy

D()X()+N(s)Y(s) = W(s),
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ahol W (s) unimoduldris matrix. Ekkor
X(s) = X(Ws), Y(s) = YW ()
vélasztdssal igaz az allitas.

3.3. TETEL. Legyen D(s) nem szingulris mXm-es, N(s) mXr-es polinommét-
rix. N(s) és D(s) pontosan akkor bal relativ primek, ha (N(s) D(s)) teljes rangii
minden s-re.

Bizonyitds. Tegyiik fel el8szor, hogy a matrixok bal relativ primek. A 3.1. tétel
alapjan az (N(s)D(s)) matrix oszloptranszformaciokkal (W(s)0) alakra hozhato.
Ez utébbi matrix minden s-re teljes rangu, hiszen W (s) unimodularis.

Forditva, ha a polinommatrixok nem relativ primek, akkor W(s) determinénsa
legalabb elséfokt polinom. Ha ennek egy gydke s,, akkor W(s,) szinguldris, igy
(D(s50)N(so)) nem teljes rangu.

4. Iranyithatosagi-, megfigyelhetoségi kritériumok
a frekvenciatartomanyban
Tekintsiik a kovetkezd linearis rendszert:
“.1) X = Ax+Bu x€R",
4.2) y = Cx.

Az 1.1. tétel szerint a rendszer irényithatés:éga ekvivalens a 4=(B,AB, ..., A"'B)
matrix teljes ranglisdgaval, mig az 1.2. tétel szerint a megfigyelhetSség az O=
=(CTCTATCTATC-MT matrix teljes rangiisagaval ekvivalens. Ezekre szeretnénk
masfajta feltételeket kapni.

4.1. TETEL. Az (A, B) par pontosan akkor iranyithatd, ha A tetszlleges bal
oldali sajatvektora (amely komplex is lehet) nem eleme Ker BT-nak, azaz

4.3) vVIA=Av", vIB=0 v0
nem oldhat6é meg.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy van megoldisa a (4.3) feltételrendszernek. Ekkor
vI(B, AB, ..., A""1B)=0, ami azt jelenti, hogy (A, B) nem irdnyithaté.

Forditva, tegyiik fel, hogy (4.3) nem megoldhat6. Ekkor Ker BT nem tartal-
mazhatja AT invarians alterét, igy tetsz8leges veKer BY, v=0 esetén létezik 7, hogy
(AHTv nem tartozik Ker BT-ba. A Cayley—Hamilion-tétel alapjdn n-nél kisebb 7 is
1étezik ezzel a tulajdonséggal, tehat véKer BT v=0 esetén vI(B,AB,..., A" 'B)=
=vT%=0. Ha viszont v¢Ker BT, akkor mar v’Bs0. Tehat tetsz8leges v=0
vektorra vT€=0.

4.2. TETEL. (Irdnyithato rendszerek direkt Osszege.) Legyenek
(4.4) &1 = Alxl + Bl u, ‘
4.5) X, = ApXy+Bou.
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iranyithatd rendszerek. Tegyiik fel, hogy A,-nek és A,-nek nincsen kozos sajitértéke.
Ekkor a

o (=5 L))

rendszer is iranyithato.

A,y

Bizonyitds. Legyen (viv] )( 0 A
2

kozos sajatértéke, igy v,=0 vagy v,=0. Legyen példdul v,=0. Ekkor v] az A,

)= 2(vIv]). Mivel az A; matrixoknak nincsen

2

sajatvektora és a (4.5) rendszer iranyithatosdga miatt (v vl) [gf)=v§ B, 0, tehat
a (4.6) rendszerre a 4.1. tétel (4.3) feltételrendszere nem oldhaté meg.

4.3. TETeL. Az (A, B) par pontosan akkor irdnyithatd, ha ((sI—A), B) teljes
rangtt minden s-re.

Bizonyitds. A tétel dllitasa a 4.1. tétel alapjan nyilvanvald, hiszen rogzitett A ese-
tén ((AI—A), B) pontosan akkor teljes rangu, ha nem létezik olyan vi<0, melyre
vI((A1—A), B)=0, azaz melyre AvT=v"A és v'B=0.

A megfigyelhetségre vonatkozo Osszefiiggések a fentiek mintdjira kénnyen
megfogalmazhatdk a dualitas alapjan. A dualits szerint az (A, B) par irdnyithatosiga
ekvivalens a (BT, AT) par megfigyelhet&ségével. Igy a fenti 4llitdsok megfelelsi.

4.4. TETEL. (C, A) pontosan akkor megfigyelhets, ha teljesiil az alabbi feltéiel:
4.7 Av=4v, Cv=0, v=0
nem oldhaté meg.

4.5. TETEL. (C, A) pontosan akkor megfigyelhet§, ha (sIS A) teljes rangy: min-
den s-re.

5. Jobb és bal oldali matrixtortek

5.1. Definicio. Legyen H(s) tetsz3elges racionalis tort elemekbdl 4ll6 matrix.
A H(s)=D(s)"N(s) felbontis bal oldali matrixtort-felbontas, ha D(s) mXm-es,
N(s) mXr-es polinommatrixok és D(s) nem szingularis. A bal oldali matrixtort-
felbontas irreducibilis, ha a felbontasban szereplG polinommatrixok bal relativ
primek.

Hasonléan definidljuk a jobb oldali matrixtort-felbontést is. A fenti definiciéban
szerepld H(s)=D~¥(s)N(s) bal oldali matrixtortet szeretnénk jobb oldali matrixtdrt
alakban felirni. A 3. fejezetben, a legnagyobb k&zos bal oszté meghatarozasakor

lattuk, hogy létezik olyan
Un(s) UIZ(S)]

5.1 U(s) = (
e ) ) Uz (s) Uge(s)
unimoduléris polinommatrix, melyre

(D()N(S))U(s) = (W(5)0),
ahol W(s) a D(s) és N(s) matrixok legnagyobb kozos bal osztdja.
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5.1. TETEL. A fenti feltételekkel és jeldlésekkel Uy, (s) nem szinguldris és
(5.2 H(s) = D7Hs)N(s) = —Upa()Uge(s) 7,
ahol az U, Ug! feliras irreducibilis matrixtort-felbontas. Tovabbd, ha D(s) és N(s)
bal relativ primek, akkor deg [D(s)|=deg {Uyy(s)|.

Bizonyitds. Ha Us,(s) nem szinguléris, akkor az (5.2) egyenl@ség nyilvan teljesiil,
hisz (5.1) alapjin
(5.3) D(5)U;2(s) + N(5)Use(s) = 0.
Tegyiik fel, hogy U,,(s) szinguldris. Lattuk, (2.3. tétel), hogy ez ekvivalens azzal,

hogy létezik p® 0 polinomvektor, melyre U, (s)p(s)=0. (5.3)-at beszorozva
a p{s) vektorral

(5.4) D(s)Use(s)p(s) = 0
eredményre jutunk, ahonnan U, (s)p(s)=0 kovetkezik, hiszen D(s) nem szingu-

laris. Ezutdn az U(s) unimodularis métrixot megszorozva a p(s)= [p(()s)] vektorral,

U(s)p(s)=0-hoz jutunk, ami ellentmond U(s) unimodularitasanak.
Tekintsilkk most az U(s) unimoduldris matrix inverzét, legyen ez V(s). Meg-
feleld alakii blokkmatrixokra valé felbontasa legyen a kovetkezs:

Vu(s) V12(s)]
Var(s) Vaul(s))

Ekkor a kovetkezd felirdsbol azonnal latszik, hogy U;,(s) és Uy(s) jobb relativ
primek:

wo)-()

Hatra van még a fokszdmokra vonatkoz6 Osszefiiggés igazolasa. Tegyiik fel, hogy
D(s) és N(s) bal relativ primek. Szorozzuk meg (5.1)-et V(s)-sel jobbrol:

Vi(s) Via(s)
Vo (s) Va(s)

V(s) = (

(5.6) W)
Ebbdl azonnal adédik, hogy
6.7 W(s)V11(s) = D(s).
W(s) unimodularitisa miatt tehat

(5.8) deg [V (s)| = deg [D(s)].

Az U(s) matrix determindnsit — ami konstans — a blokk-matrixok determindnésira
vonatkozd dsszefiiggés alapjén a ko vetkezGképpen szdmithatjuk ki, (mivel Uy,(s) nem
szingularis):

) = (D(s) N(s)).

U] = [Una(®)] * [Upn(8)~Upa(s) Uz () Ups (5)].
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Rovid szdmolassal a V(s).U(s)=1 felhasznéildsival azt kapjuk, hogy a jobb oldal
masodik tagja éppen |V,,(s)|~. Valdban (az s argumentumot most elhagyjuk):

Vn (Un - U12U2_21 Uzl) =Vy U11 - VuUmUz—z] U21 =
= (I-VUy)— (= V12 Up) Uz Uy = 1.

Innen

5.9 Vi = (Up—UpUptUy) ™t

és

(5.10) I = U| = |[Uygy| Upn — Upa Ut Uy | = {Uss| [V ™%

(5.8) és (5.10) alapjan kovetkezik az allitas.

Megjegyzés. A tételben leirt matrixtértatiras lényegében egyértelmi is, ezt fogjuk
most belatni.

5.2. TETEL. Legyen a H(s) mXr-es racionalis tortfiiggvény két irreducibiiis
balfelbontiasa H(s)=D;(s)N,(s)=D;(s)N,(s). Ekkor létezik olyan U(s) unimo-
duldris matrix, melyre

(5.11) D, (s) = U(s)Dy(s), Ni(s) = U(s)Ny(s).
Bizonyitds. H(s) kétféle felirasabdl azonnal adodik, hogy
Ni(s) = Di(s) D5 *(s)Ne(5).
Jelolje U(s)=D,(s)D5z*(s). Belatjuk, hogy ez unimodularis polinommatrix.

Mivel N, (s) és D;(s) bal relativ primek, ezért 1éteznek olyan X(s) és Y (s) poli-
nommatrixok, melyekre

Ni()X(s)+Di(5)Y(s) = L
Ebbél azt kaphatjuk, hogy

D; (5)D; * (s)Ns ()X (5)+ Dy (5)D5 ' (s)Dy(8) Y (5) = I,
AZaz :

(5.12) U(s) (No(8)X(5) + Dao(s)Y(s)) = L.

Ebbgl  kovetkezik, hogy U7 (s)=Ny(s)X(s)+D,(s)Y(s), tehdt U~ (s)=
=D,(5)D;¥(s) polinommdtrix. Hasonldéan belathaté (az indexek felcserélésével),
hogy U(s) is polinommatrix, tehat U(s) unimodularis.

5.1. KOvETKEZMENY. Legyen H(s)=D;(s)N,(s) irreducibilis tortfelbontas,
H(s)=D;(s)Ny(s) tetszdleges tortfelbontds. Ekkor létezik R(s) nem szingularis
polinommatrix, melyre D,(s)=R(s)D;(s) és Ny(s)=R(s)N,(s).

Bizonyitds. Jelolje W{(s)D,(s) és Ny(s) legnagyobb ko6zds bal osztojat; Dy(s)=
=W(s)Dy(s), Nao(s)=W(5)Ny(s). Ekkor H(s)=Dg(s)Ny(s) nyilvan irreduci-
bilis tortfelbontds. Az 5.2. tétel alapjan létezik U(s) unimoduldris matrix, melyre
Dy (5)=U(s)D(s5) és No(s)=U(s)N;i(s). R(s)=W(s)-U(s) valasztassal nyilvan
igaz a kévetkezmény allitasa.

\
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6. Racionalis tort matrixok Smith—McMillan alakja
Polusok, zérusok értelmezése

Racionalis tortmatrixok esetében is be lehet vezetni a Smith-formdhoz hasonlé
fogalmat; elemi sor és oszloptranszformdciokkal ezeket a matrixokat is specialis
diagonalis alakara hozhatjuk.

Tekintsiik a H(s) mXr-es racionalis tortmatrixot. Tegyiik fel, hogy a matrix
elemei irreducibilis tortek. Legyen d(s) a matrix-elemek nevezdinek legkisebb kozds
tobbszorose. (Az egyértelmiiség kedvéért legyen d(s) f@egyiitthatdja 1). Ekkor
H(s)=N(s)/d(s), ahol N(s) olyan polinommaétrix, melynek elemei relativ primek.
Legyen N(s) Smith-alakja

21 (s)

2,(8)
0

(6.1) A(s) =

Ekkor léteznek U, (s), Uy(s) niXmi-es, illetve rXr-es unimodularis matrixok, me-
lyekre N(5)=U;{($)A(5)Us(s), azaz

H(s) = Ui(s)A(s)/d(s)Us(s),
6.1. Definicio. Legyen M(s)=A(s)/d(s), és egyszeriisitsik M(s) elemeit irre-
ducibilis raciondlis tortekké:
&,(s)
‘l’l({)

"s,,(s)
¥, (s)
0

(6.2) M(s) =

Ekkor M(s)-t a H(s) matrix Snuith—M cMillan alak janak nevezziik.

6.1. TETEL. A Smith—McMillan alak tulajdonsigai:

(1) az S—M alak egyértelmi,

(2) 3,-(5)'8;+1(S) = ls s P 1’

(3) Wira()i(s) i=1, ..., p—1,

(4) ¥, (s)=d(s).

Bizonyitds.

(1) Az egyértelmiiség kovetkezik a Smith-forma egyértelmiiségébdl.

(2), (3) Kovetkezik a 4,(s)-ekre vonatkozé A/(s)|4;+,(s) tulajdonsagbal.

(4) ¢ (s)=d(s) azt jelentené, hogy 1,(s)-nek és d(s)-nek van kozods osztdja.
A Sniith-forma bevezetésekor azonban lattuk, hogy egy matrix els§ invaridns poli-
nomja nem mas, mint elemeinek legnagyobb kézos osztdja. A feltételek szerint N(s)
esetében ez 1, tchat 4,(s) és d(s) legnagyobb k6zos osztdja is 1.

Megjegyzés. Jelolje E(s) azt az mXr-es polinommatrixot, melynek {Gdiagonali-
sanak elsS p eleme &(s), ..., g,(s), az Osszes tobbi eleme 0. Jelolje F,(s), (illetve
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Fi(s)) azt az rXr-es (illetve mXm-es) polinommatrixot, melynek f8diagonalisa-
nak elsS p eleme ,(s), ..., ¥,(s), atobbidiagonalis elem 1, az Ssszes tébbi eleme 0.
Ekkor H(s)=E(s)-F;(s)=F*(s)E(s) irreducibilis tortfelbontdsok. Az 5.2. tétel
alapjan ha adottak tetsz@leges H(s)=N,(s)D;(s)=D;(s)N(s) irreducibilis tort-
felbontasok, akkor léteznek U(s) és V (s) unimoduléris métrixok ugy, hogy N,(s)=
=E(5)U(s), Ni(9)=V(5)E(s), D,(s)=F,(s)U(s), Di(s)=V(s)F,(s). Igy belattuk
a kovetkezé tényt:

6.1. KOVETKEZMENY. Legyenek adottak H(s)=N,(s)D;1(s)=D;s)N,(s) tet-
sz8leges irreducibilis tortfelbontasok. Ekkor N,(s) és N,(s) Smith-formdja megegye-
zik, tovabbd D, (s) és D,(s) nem egység invarians polinomjai is megegyeznek.

6.2. Definicio. A H(s) matrix zérusai az S—M alakban szerepl§ tortek szamlaloi-
nak gyokei, H(s) pélusai pedig ugyanezen tértek nevezdinek gyokei.

Megjegyzés. A pdlusok é€s zérusok nem alkotnak diszjunkt halmazokat, lehet
valami pélus is, zérus is egyszerre, pl.

sz

6.2. TETEL. H(s) pdlusai megegyeznek [D(s)|=0 gyokeivel, ahol D(s) tetszs-
leges irreducibilis tort felbontas nevezdje. Tovabba H(s) zérusai megegyeznek N(s)
invarians polinomjainak gyékeivel, ahol N(s) tetsz8leges irreducibilis tortfelbontas
szamlaléja.

Bizonyitdas. A 6.1. kovetkezmény alapjan azonnal adddik a zérus-pélus defi-
niciojabol.
A tovabbiakban foglalkozunk a Smith—McMillan alak nem nulla részével,

legyen M(s)=diag {5/'((“;)) 1i=1, ... p}. Ez felirhaté a kovetkez8 szorzat-alakban:

M(s) = I M,(5), M,(s) = diag {(s— )@ ... (s—a)*@}.

azérus
{vagy pélus}

6.3. Definicio. A {o,(2)...0,()} szamokat az a-hoz tartoz6 strukturdlis indexek-
nek nevezziik. (A 6.1. tétel alapjan o,(a) =0,(0)=...=0,(a).) Ha 0,(2)<0, akkora
polus; rendje o,(a), foka — > o,(x). Ha ¢,(x)=0, akkor « zérus; rendje & ,(a),

g (@) <0
foka 2 oi(a).

ai(@>0

6.4. Definicio. Legyen g(s) tetszBleges raciondlis tortfiiggvény, g(s)=
=(s—a)°p{s)q(s)"Y, ahol p(s) és ¢(s) nem tartalmaznak (s—a) faktort, |o|< .
A o véges szdmot a g fiiggvény a-beli kiértékelésének nevezziik, jele v,(g)=0. g=0
esetén v,(g)=< minden « esetén. TetszGleges g(s)=p(s)g~(s) racionilis tort-
figgvény esetén, ha p és g relativ primek, a fiiggvény oo-beli kiértékelésének nevezziik
a kovetkezd szamot: v.(g)=deg g(s)—deg p(s).
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Definicio. Legyen H(s) tetszGleges mXr-es racionalis tortfiiggvény. A H matrix
a-beli i-edik kiértékelésének nevezzilk 1=i=p esetén H Osszes #Xi-s aldeterminan-
sanak kiértékelésének minimumat. Jele »{?(H). Tomdren tehat a definici6:

v@(H)=min {v,(H|*): [H|' /X/-s aldeterminans}.

Megegyezés szerint legyen »{®(H)=0.

H(s) kiértékeléseit vissza szeretnénk vezetni Smith—McMillan alakjinak kiér-
tékelésére. A 2. fejezetben kimondott Binet—Cauchy-tétel alapjan 2.2. lemma
véges a esetén:

v (H) = vP(M) = v (M,).

Ez utébbi szamértéket konnyen meghatarozhatjuk : M, definicidja alapjan
i
v (M,) = ; 0;(a).
Tehat az a-hoz tartozo strukturalis indexeket a kovetkezd modon hatarozhatjuk meg:

oi(@) = vP(H)—ofP(H), i=1,..,p.
Megjegyezziik, hogy a p-edik kiértékelésre:

WM = S0 = 3 o,@-(- 3 o))

j>0

tehat ez nem mas, mint az a-beli zérusok és polusok szamanak (fokanak) kiilonbsége.

7. Proper és szigorian proper racionalis tortmatrixok

Kiindulasképpen tekintsiink egy altalanos allapottér-modellt:

A) x = Ax+Bu.

(71.2) y = Cx+D(d)u

ahol D(d)a d=0/dt differencidloperator polinomja. Ennek transzfer fiiggvénye
(7.3) H(s) = C(sI—A)"*B+D(s)

A (7.1), (7.2) rendszer fizikailag megvalésithato, ha az inputot nem kell derivaini,
azaz D(d) konstans. Ez annak felel meg, hogy s— o esetén H(s)-nek van véges
hatarértéke, Ilyen tipusu matrixokkal fogunk most bGvebben foglalkozni.

7.1. Definicié. A H(s) racionalis tortmatrix proper, ha !irg H(s) létezik és vé-

ges. H(s)-et szigortian propernek nevezziik, ha lim H(s)=0.

Skalar esetben egy fiiggvény proper (ill. szigoriian proper), ha a tort nevez&jének
foka nagyobb vagy egyenld (illetve nagyobb) mint a szdmlalé foka. Hasonl6 allitast
szeretnénk megfogalmazni tobb dimenzids esetben is.

7.2. Definicio. Jelolje tetszGleges D(s) polinommatrix esetén deg,; D(s) a matrix
i-edik oszlopanak fokat, azaz az /-edik oszlopbeli polinomok fokdnak maximumat.
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7.1. TETEL. Legyen H(s) mXr dimenzids szigoruan proper (proper) racionalis
1ortmatrix, melyre H(s)=N(s)D(s)~*. Ekkor
(7.4) deg;N(s) < deg,; D(s)
(. deg;N(s) =deg;D(s)) i=1,...,r
Bizonyitds. Mivel N(s)=H(s)D(s), ezért

M-

n,-j=

hikdkj'

k

i
-

H szigorti propersége miatt minden eleme valodi tort. gy

deg (hy.dy;) < degd,; = deg ;D (s).
Ebbé6l

degn;; = deg(%' hyd,;) < deg;D(s).

Ez pedig igaz az N matrix j-edik oszlopanak minden elemére, igy ezek koziil a maxi-
malis foktra is.
Az allitas megforditdsa nem igaz. Legyen példdul

no =(; ). D(s)=[1s f] N<S)=(::1 sifz]'

Konnyen lathato, hogy H(s)=N(s)D(s)~%, D(s) oszlopainak foka egyenld N(s)
megfelelS oszlopainak a fokaval, H(s) azonban nem proper. Ez azzal magyarazhatd,
0 1
ris matrixot. Az U\ s)-sel valo jobbszorzas azt jelenti, hogy az els§ oszlopot kivonjuk
a masodikbdl.

11
Legyen D’(s)=D(s)U(s)=(S O)’

hogy D(s)-ben ,,felesleges™ derivalas van. Tekintsitk az U(s)=( ] unimodula-

2s 5
N(s)=N(s)U(s)= (s+ i 1]. Ekkor H(s)=N’(s)D’(s)~! ésitt D’ és N’ oszlo-

paira nem teljesiil a 7.1. tétel feltétele.
Tehat a 7.1. tétel megforditasihoz el6bb ki kell sziirni a ,,felesleges™ derivalaso-
kat D(s)-bSl.

f

7.3. Definicio. TetszGleges D(s) polinommatrix esetén jelolje Dy, azt a konstans
matrixot, melynek i-edik oszlopa D(s) i-edik oszlopa deg; D(s) foku tagjainak f5-
egyiitthat6ibol all. A D(s) matrixot oszloppropernek nevezziik, ha D, teljes rangi.

7.1. LemMA. A D(s) rXr-es négyzetes polinommatrix pontosan akkor oszlop-
proper, ha

(7.5) deg [D(s)] = 3 deg.,D(s).
j=1
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Bizonyitds. A lemma rogton kovetkezik az aldbbi felirasbo!:

s& 0
(1.6) D(s) =Dy | ~ |+L().
skr

ahol k;=deg.; D(s), Dy a definicidban szerepls konstans matrix, és deg.; L(s)<k;.
fay det D(s)=det D, s*J +alacsonyabb fokii tagok.
Most mar kimondhatjuk az el§z8 allitas megforditasat.

7.2. TETEL. Leayen H(s)=N(s)D~'(s), D(s) oszlopproper, és deg,; D(s)>
>deg,; N(s), J ., 7. Ekkor H(s) szigortan proper racionalis tortmdtrix. Ha
> helyett = d" akkor H(s) proper.

Bizonyitds. Az inverzmatrixra vonatkozé Osszefiiggés alapjan: H(s)=N(s).
Adj D(s)/det D(s).
Elemenként megvizsgdlva:

1 r i
hi_i (5)= ng; 1y.(5) DM )

ahol D¥(s) az adjungalt matrix (k,j)-edik eleme, azaz a D(s) matrix (J, k)-adik ele-
méhez tartozé aldeterminans. Emiatt a bal oldalon a £ moOgotti rész nem mds mint
annak a DY matrixnak a determinansa, amit tgy kapunk, hogy D(s) j-edik sorat
N(s) i-edik sorara cseréljiik ki. Igy

det Dii(s)

7 L =
(71.7) hij(s) = FOOR

Mivel N(s) oszlopainak foka kisebb, mint D(s) megfelel§ oszlopainak foka, igy a
sorcserénél kapott mdtrix oszlopfokai nem ndttek. Tehat D (s) is felirhaté (7.6)-nak
megteleld alakban.

550
(7.8) Di(s) =DiL] - [+L(s).
0 sk

A DU(s) matrix a j-edik sortél eltekintve azonos D(s)-sel, igy ez igaz DY, és Dy -re is.
Di_j-edik sora azonosan nulla, hisz D¥(s) j-edik sora N(s) egy sordval egyenl; és a
feltétel szerint N(s) oszlopainak a foka kisebb, mint D(s) megfelel§ oszlopanak foka.
DY/, szingularitdsa miatt a 7.1. lemma alapjén

deg [D¥(s)} < 3 k; = deg [D(s).
=1

Ez azt jelenti, hogy h;;(s) valodi tort, igy H(s) szigorGan proper.
Ha < helyett = 4ll, akkor elgend8 a deg |[DY|= Zk, egyenldtlenségre hivat-
=1

kozni.
Ha tehat egy H(s) racionalis-tortmatrix properségét szeretnénk megvizsgalni,
akkor azt H(s)=N(s)D~1(xs) alakba kell 4tirni, ahol D(s) oszlopproper.
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7.2. LEmMA. Tetsz8leges D(s) rXr-es matrix oszloptranszformaciokkal oszlop-
properré transzformalhaté.

Bizonyitds. Legyen

D(S) = Dhc .'. +Lhc
sk

aholmost k, =k, ... =k, feltehetd hiszen ez oszlopcserékkel elérhetd. Tegyiik fel, hogy
D, szingularis. Ekkor példaul els§ oszlopa kifejezhetd a t6bbi linedris kombinacio-

r
javal: D= > a;D{).
j=2

Hajtsuk most végre a D(s) matrixon a koOvetkez$ oszloptranszformaciokat:
Az elsS oszlopbdl levonjuk a j-edik oszlop ajsk—kj-szeresét, j=2,...,r. Ezek utdn

az elsG oszlop fokszdma csdkken. Mivel 2 k;=deg [D(s)|, igy az eljarast ismételve

véges sok Iépésben oszlopproper matrlxhoz Jutunk

A lemma alapjan tetsz8leges H(s)=N(s)D~(s) matrix-tortfelirashoz tudunk
konstrudlni olyan H(s)=N'(s)D’~1(s) felbontast, ahol D’(s) oszlopproper, igy
H(s) propersége ellen8rizhetd. Még egy aprosagot itt latnunk kell: ez a transzforma-
ci6 bizonyos értelemben egyértelmi. Errdl sz6l a kovetkezd lemma :

wwR

7.3. LEMMa. Legyenck D(s) és D’(s) rXr-es oszlopproper métrixok. Legyen
D(s)=D'(s)U(s), ahol U(s) unimoduléris. Legyen k; dcgcJD(s), ki=deg ;D’(s).
Tegyiik fel, hogy k,=...=k,, ki=...=k/. Ekkor k; -—k’, Jj=1,..,r.

Bizonyitds. El8sz0r belétjuk az aldbbi tulajdonsagot:

7.4. LemMma. (Predictable degree property.) Legyen D(s) oszlopproper polinom-
matrix, g(s) tetsz8leges polinomvektor. Legyen p(s)=D(s)q(s). Ekkor

degp(s) = max {dege;D(s)+deg q;(s)}-

{Emlékeztetiink arra, hogy polinomvektor foka az elemek fokainak maximumaval
egyenld.)

Bizonyitas. Legyen d= Max, {deg;D(s)+degg,(s)}. degp(s)=d azonnal
s ’

lathaté. gy p(s)= Zp(f’sf ahol p'? r-dimenzids vektor. Legyen a r-dimenzi6s vek-
=0
tor, melynek j- edlk komponense q(s) j-edik komponensének d- degcJD(s) foku tag-
janak féegyiitthatéja. d definicidja alapjan a><0. Ekkor p® =D, -a, ami D, teljes
rangsiga miatt nem nulla,
Ezek utdn ratértiink a 7.3. lemma bizonyitasara.
Jeldlje D(i)(s) és UW(s) a D(s) és U(s) matrixok i-edik oszlopat. Tegyiik fel,
hogy valamely j-re k;<k}. A lemma alapjin szamitsuk ki D®(s) fokat /=j esetén.
Mivel D®(s)= D(s)U(‘)(s) igy a lemma szerint

deg DV (s) = nax {deg.. D’ (s)+deg U,.(s)}

azaz

k= max {k/+degU,(s)}.
‘i r:U,.,%;;OItr‘% £ rt(s)}
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k;<k; miatt k,<k; rz= j=i esetén, igy a fenti azonossag csak U,(s)=0 r= ;
mellett allhat fenn. Ez igaz /=1, 2, ...,/ esetén, tehat azt kaptuk, hogy az U(s) mat-
rix elsG j oszlopaban legfeljebb az elsG j—1 elem lehet nem nulla, ami ellentmond
annak, hogy U(s) unimoduléris, igy minden s-re teljes rangu.

8. Racionalis matrix-egyenletek speciilis megoldzasai

Legyenek A (s), B(s) mXr-es, illetve pXr-es raciondlis tértmatrixok. Tegyiik
fel, hogy A () teljes oszloprangi. A

(8.1) H(s) -A(s) = B(s)

egyenlet megoldasait vizsgaljuk. Feltételt adunk arra, hogy létezzen olyan megoldas,
amelynek nincsen elére megadott a-ban polusa.

Legyen F(s)=(§8;J’ rogzitett véges szam. F(s) Smith—McMillan alakjdt

felhasznalva, a kovetkezd alakban irhaté:

F(s) = U(s)M(5)V(s) = U(s)M(s)M,(5)V (s),

ahol
(s—o)@® 0
._ a, (2)
M,(S) - (S oz) ]k
0 T

és o,(x)...0, (o) jelolik az F(s) matrix a-hoz tartozé strukturalis indexeit. Jelolje

B
F(s) = U(s)M(s) = (Kg;)
¢és

Q(s) = M, (s)V(9).

Ekkor nyilvan az teljesiil, hogy F(s)-nek a-ban sem zérusa, sem polusa nincsen. Meg-
jegyezziik, hogy ekkor A (s)-nek és B(s)-nek sincsen p6lusa o-ban, hiszen egy racio-
nélis tortfiiggvény polusai az irredubilis alakban felirt métrixelemek nevezginek leg-
kisebb ko6z6s tobbszérose. Mivel Q(s) nem szingularis, igy (8.1) atirhat6 a kovetkezd
alakba:

H(s)A(s5) = B(s).

8.1. LEmma. Legyen A(s) mXr-es, teljes oszloprangt raciondlis tortmatrix.
Ekkor létezik AL(s) balinverz, azaz olyan rXm-es raciondlis t6rtmatrix, melyre
AL(s)A(s)=1,. Tovabba ha A(s)-nek a-ban nincsen zérusa, akkor a fenti A*(s)-nek
a-ban nincsen podlusa.
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Bizonyitds. Elészor belatjuk, hogy a fenti feltételekkel AT(s)A(s) nem szingu-
laris. Ugyanis ellenkezd esetben a 2.3. tétel alapjén létezne olyan x(s)0 polinom-
vektor, melyre

AT(HA(s5)x(s) = 0.
Ekkor nyilvan
xT(HAT()A(5)x(s) =0,

IA()x()]* = 0,

azaz A(s)x(s)=0, amib8l x(s)=0 kovetkezne, hiszen A(s) teljes oszloprangu.
Ez ellentmondis, igy AT(s)A (s) valoban nem szinguldris. Legyen

AL(s) = [AT(s)A(s)]"*AT(s).
Ez nyilvdn balinverze A (s)-nek, azaz
AX(A(s) =1,.

A lemma masodik részének bizonyitidsdhoz irjuk fel A(s) Smith—McMillan alakjat,
legyen
A(s) = Ui(s)M(s)Us(s).

Ekkor egyszerii szimitisok utan azt kapjuk, hogy
AL(s) = [U (s)MT (5) U () Ur (s)M(s) U ()] 71 X
X U ()MT(s)U] (s) = Up(s) M * (5)U,(s) 7Y,

ahol M™(s) az M(s) matrix altaldnositott inverze, azaz olyan rXm-es racionalis
tortmatrix, melynek fGdiagondlisiban M(s) megfelelS elemeinek reciproka 4ll, illetve
a tobbi eleme 0. Igy AX(s) Smith—McMillan-alakjdt kaptuk, amibgl a lemma méso-
dik része kovetkezik.

Visszatérve a feladatunkhoz a lemma alapjan azt kapjuk, hogy ha A(s)-nek
nincsen zérusa a-ban, akkor a H(s)=B(s)A~L(s) megoldasnak nincsen pélusa «-
ban. Bebizonyitjuk ennek megforditdsat is; belatjuk, hogy ha A(s)-nek van zérusa
a-ban, akkor minden H(s) megoldasnak pélusa van a-ban.

Induljunk ki az

F(s) = [HI(S)] A(s)

felirasbél. Mivel F(s)-nek a-ban sem pélusa, sem zérusa nincs, igy F(x) véges elemdi,
teljes oszloprangu méatrix. Ha A(«x) nem teljes rangu, akkor H(x) nem lehet véges,
hiszen véges matrixot nem teljes rangli mitrixszal szorozva nem kaphatunk teljes
rangu matrixot. Beldttuk tehat, hogy:

8.1. TETEL. A (8.1) egyenletnek pontosan akkor van olyan H(s) megoldésa,
melynek nincsen polusa a-ban, ha A(s)-nek nincsen zérusa a-ban.

Ezt a feltételt szeretnénk az A(s) és B(s) matrixok segitségével megfogalmazni.

Mivel A(s)-nek x-ban nincsen pélusa, igy

v{(A) = A zérusainak foka a-ban.
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A (5) definici6ja alapjan _
A(s) = A(5)Q7 (),

ahol Q(s) rXr-es nem szinguldris matrix, igy
v({?(A) = min {v,(JA): |JA]" rXr-es aldeterminans} =
= min {v,(|A]"|Q~]): |A]" rXr-esaldeterminéns} =
= min {v,(|A["): JAl" rXr-esaldeterminans}+v{’(Q~1) =
= 0(A) =0 (Q) = o (A)— v (M,) = v (A)— ol (F),

hiszen Q(s5)=M,(s)V(s), ahol M,(s)-ben éppen az F(s) matrix a-hoz tartozo struk-
turalis indexei vannak. lgy igaz a kovetkezd:

8.2. TETEL. A (8.1) egyenletnek pontosan akkor 1étezik olyan megoldésa, mely-
nek nincsen polusa @-ban, ha

v (A) = " F.

Megjegyzés. A fenti gondolatmenetet véges a esetén végeztilk el, azonban kony-
nyen lathatd, hogy s=A4"! helyettesitéssel a= c-re is ugyanezt az eredményt kap-
juk.

8.1. KOVETKEZMENY. A (8.1) egyenletnek pontosan akkor létezik proper meg-
oldasa, ha
v2(A) = v (F).

8.2. KOVETKEZMENY. A (8.1) egyenletnek pontosan akkor van stabil megoldasa,
ha
v(A) = o (F)

teljesiil minden olyan a-ra, melyre Re a=0.

Alkalmazzuk a 8.1. kévetkezményt abban az esetben, mikor F(s) polinommaétrix.
Feltehet8, hogy oszlopproper, hiszen ez unimodularis matrixszal valé jobb szorzéssal
elérhetd.

8.2. LEmMA. Tetsz8leges F(s) nXr-es oszlopproper matrix esetén

&I (F) =— 2:1 deg,; F.
Bizonyitds. A kiértékelések definiciéja szerint
v&(F(s)) = min p(JF): [F|"  rXr-es aldeterminéns}.
Tetszdleges g(s) polinom esetén
v.(g(5)) =—deg g(s),
v (F(s)) =—max {deg(|F|"): |F|" rXr-esaldeterminans}.

igy

F(s) oszloppropersége alapjan a jobb oldal éppen az oszlopfokok osszegének — 1-
szerese, igy a lemmat belattuk.
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fgy polinommatrixok esetén a kovetkezs eredményt kaptuk:

8.3. KoverkezMENY. Ha F(s) oszlopproper, akkor a (8.1) egyenletnek pontosan
akkor létezik proper megoldéasa, ha A(s) oszlopproper és degA (s)=deg; B(s).

Bizonyitds. A v (A)=v"(F) feltétel és az el5z8 lemma alapjan nyilvanvalo.

9. Skalar differencialegyenlet iramyithato realizicioja

Tekintsiik a kovetkez§ differencidlegyenletet:
©.1) A(d)y(t) = C(dDu(t)

ahol A(d) a d=4d/0r differencidloperatornak n-ed foku, mig C(d) n—1-ed foki
polinomja.

9.2) AWd) = Sad, a =1,
[

n—1
9.3) C(d)=2 cd'.

[H
Bevezetve a £=A"'u segédviltozét, a (9.1) egyenlet a kovetkez&képpen irhatd:
(9.4 A)E() = u(2),
9:5) y(t) = Cd)EQ).

Fejezziik ki az 0j valt6z6 legmagasabb-foku derivaitjat az alacsonyabb foku derival-
tak segitségével.

9.6) EW() =—a, V() —...—a £ (1) +u(2).
Természetesen adddik a kovetkezd allapotvektor bevezetése:
9.7 x(1) = (@), ..., EPD().

Az allapottéregyenletek :

9.8) x(1) = A x(1)+B_u(1),

09 v(t) = Cx(t)

ahol A, az A polinom egyiitthatéibol alkotott Un. kisér§ matrix (companion-matrix)

B.={0...01}%, C.=[cy...c,_1).
9.1. TETEL. Az (A, B,.) par irdnyithato.
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Bizonyitds. A 4.3. tétel alapjan azt kell igazolni, hogy [s1—A_B,_] teljes rangt
minden s-re. Valéban,

s —1 0
s —1
[s1—-A.B.] = So—=1 0

aQyay ...s+a,.; 1

az utolsd n oszlopbdl 4ll6 matrix determinénsa s-t8l fiiggetleniil + 1 vagy —1.

9.2. TETeL. A (C,, A,) par pontosan akkor megfigyelhetd, ha az 4(d) és C(d)
polinomok relativ primek.
A tétel bizonyitasa elStt harom elemi lemmat igazolunk:

9.1. LEmma. det (sI—A . )=A(s).

Bizonyitas.

(2 Ay_1+S

Hajtsuk végre a matrixon a kovetkez§ elemi oszloptranszformaciokat :
adjuk hozzi a j-edik oszlophoz a j+ 1-edik oszlop s-szeresét j=n—1, n—2,..., 1.
A transzformacié utan kapott matrix:
0 -1 0
0~
0 -1
A(s) xxx x
ahol x, ..., x szamunkra érdektelen kifejezéseket jelolnek. Ennek a mitrixnak a deter-

mindnsa A4(s), és mivel az oszloptranszformdciék a determindnst nem valtoztatjdk
meg, igy az eredeti matrix determindnsa is A (s).

9.2. Lemma. Cseréljitk ki (sI—A,) utolsé sorat a C.=(c,... c,~,) vektorral.
Az igy kapott matrix determindnsa C(s).

Bizonyitds. Ugyanazokat az oszloptranszformacidkat végrehajtva a maétrixon
mint az el5z8 bizonyitdsban tettiik, a

0 -1
0 1
C(s) x...x
matrixhoz jutunk. Ebbdl a lemma kévetkezik.
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9.3. LemMA. Az A(s) és C(s) polinomok helyettesitési értékét megkaphatjuk
a kovetkezGképpen:

1 5o —1 1 0
So | So —1 So | _ :
(SOI Ac) E - Sa ___l ; - 0
sgt ay a4y Ay-1+5) 5§72 A(so)
és
. 1
Sy
(coCy --- Cum1) = C(s0)-
sp1

Bizonyitds. A lemma kozvetleniil lathato a szorzdsok elvégzése utan.

A 9.2. tétel bizonyitdsa. A 4.5. tétel alapjan (C_, A_.) pontosan akker megfigyel-
het6, ha R(s) =ISIEA°) teljes rangi minden s-re.

Tegyiik fel elc’;’szér, hogy R(s) teljes rangt minden s-re. Ekkor tetsz8leges s, ese-
tén a 9.3. lemma alapjan

) |0
So | _ :
Risp| ° |=] 0 [=0.
. A(s)
sn._ 1
° C(s0)

Ez éppen azt jelenti, hogy a polinomok relativ primek.

Tegyiik fel most forditva, hogy a polinomoknak nincs kézos gyoke. Ekkor ha
A(s,)#0, akkor R(s,) elsS n sorabdl 4116 méatrix determindnsa nem nulla, hiszen ez a
9.1. lemma alapjan éppen A(s,). Ha A(s,)=0, akkor C(s)#0. Igy R(s,)-b6l
az n-edik sor elhagydsival kapott matrix determindnsa nem nulla, hiszen a 9.2. lemma
alapjan ez C(s,).

Megjegyzés. A 9.2. tétel nem meglepd, hiszen kozos gyok esetén az n-ed foki
differencidlegyenlet redukalhaté lenne alacsonyabb foku egyenletre, és igy kisebb di-
menzioju dllapottér modellel lehetne a fenti médon realizalni.

10. Jobb oldali matrixtortfelbontds irdnyithaté realizacioja

Tekintsiik a H(s) rXm dimenzids szigortian proper atmeneti fiiggvényt. A frek-
venciatartomanyban ez az

(10.1) y(s) = H(s)u(s)

kapcsolatot jel6li az input- és output-folyamatok Laplace transzformdltjai kozott.
Ennek szeretnénk iranyithaté allapottér realizacidjat felirni, ha H(s)=N(s)D~1(s)
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Jobb oldali tértfelbontasa ismeretes. Vezessiik be a E(s)=D"(s)u(s) folyamatot
Igy (10.1) atirhaté a kovetkezd alakba:

10.2) D(s)&(s) = u(s),
(10.3) y($) = N()E(s).

Skalarvaltozok esetén ugyanigy kezdtiink hozza az irdnyithaté realizacié megkons-
trudldsdhoz. Ott ezutdn az 0j valtoz6 legmagasabb rendii derivaltjat kifejeztitk ala-
csonyabb rendii deriviltak segitségével, és allapotteriink ezekbél a derivaltakbdl 4llt.
Itt is hasonlé médon szeretnénk eljarni. Véilasszuk le D(s)-bdl oszloponként a leg-
magasabb foku tagokat. Legyen.

(10.4) D(s) = DucS(s)+ Dy (s)
ahol
sk-1
1
sk 0 3‘2"‘1
(10.5) S ={ "~ |, Y(s) = i
0 skm
. .
1

tovabba ky, ..., k,D(s) oszlopainak foka. Igy

D, S(5)E(s) =— Dy (s)8(s) +u(s).

Lathato, hogy D, regularitdsa sziikséges az atosztashoz. Emiatt a kovetkez8kben
feltessziik, hogy D(s) oszlopproper matrix. Ekkor

S()&(s) =—Di Dy ()& () + Dyl u(s).

frjuk ki ezt az osszefiiggést koordinatanként:

Skl_l'fl (s)
#18,(5) &)
(10.6) : =—Dy! Dy : +Dglu(s).
sk"' ém(s) ) Sk"-l‘fm (S,)
£nls)
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Visszatérve idStartomanybeli leirasba, vezessiik be az
&hm(r)
&)

(10.7) x(1) = A |
E%amD(2)

0

allapotvektort. (Itt &-t és Laplace transzformaltjdt az egyszeriiség kedvéért ugyanigy
jeloltiik.)
A fenti (10.6) 6sszefiiggés allapottér felirdsban a kovetkez6képpen néz ki:

(10.8) x(t) = A x(t)+B.u(7),
ahol
X...X X . X |
i 0
10
X...X X...x .. x| k+1
(10.9) A = I
10 _
0 x..x ky+...+kp1+1,
110
x..x|1
0
x..x| ke
B.= 0

x..x| k+...+ k-, +]1.

Az A, matrix 1, k,;+1-edik, ...k;+...+k,_,+ 1-edik soraban rendre a —D;!D,,
matrix 1, 2, ... m-edik sorai szerepelnek. A diagondlisban 4llé blokkok f8atl6 alatti
clemei 1-esek, az osszes tobbi elem 0. A B, matrix 1, k,+1-edik, ..., k;+... +k,_,+1-
edik sordban a D! mdtrix 1, 2, ... m-edik sora 4ll, az &sszes tobbi elem 0.

A megﬁgyeles1 egyenlet fehrasahoz elegend@ azt észrevenni, hogy D(s) oszlop-
propersége miatt N(s) oszlopainak foka hatdrozottan klsebb mint D(s) megfelels
oszlopainak foka. Igy

(10.10) . N(s) = Ny (s)

r'd
alakban irhatd, tehat az x(¢)= 2~ (Y(s)&(s)) valasztds miatt az idStartomanyban
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a (10.3) megfigyelési egyenlet:
(10.11) ¥(2) = Nix(2).
Belatjuk, hogy ez a realizaci6 iranyithato.

10.1. TETEL. Az (A, B,) par iranyithato.
ElGkészitésképpen bebizonyitjuk a kovetkezd lemmat:

10.1. LeMMA. Legyen

0 0
1 lk‘
1 %0 10...0 }
0 0 i
1 010..0
¥ : ka
AO . Bo= 0 }k2
1.0 :
‘]) 00 1
16
— e, s D e ——
kl k2 km

azaz A, olyan blokkmatrix, melynek diagonalis blokkjaiban a f64tl6 alatti elemek 1,
az Osszes tobbi elem 0; B, olyan blokkmatrix melyben 1, k,+1-edik, ..., k;+...
...+k,,_,+1-edik sordnak rendre els§, masodik, ..., m-edik eleme 1, az Gsszes tobbi 0.
Ekkor (A,, B,) iranyithato.

Bizonyitds. Be kell latni, hogy (s1—A, B,) teljes rangti minden s-re. Ha A,, B,
egy-egy blokkbol éllna csak, akkor

s 1
(Gl dny=} . " oL,
—-1s50

Ez a kX (k+1)-es matrix nyilvan teljes rangi minden s-re, hiszen van olyan kX k-s
aldetermindnsa, ami 1. (Az utolsé el8tti oszlop elhagyasival kapott matrix). Tobb
blokkbol 4116 matrixokra a bizonyitas teljesen hasonlo.

A 10.1. tétel bizonyitdsa. Tetsz8leges X mX k-s matrix esetén a B,X matrix olyan
( f'k,-)xk-s métrix lesz, melynek 1, k,+1-edik, ..., k;+... +k,,_,+1-edik sora X
li,=21, ..., m-edik soraval egyenl§, az Gsszes tobbi eleme pedig 0. Igy
A; = Ay—B,Di! Dy,
B, = ;301);,}.
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Az iranyithatosaghoz igazoljuk, hogy a (4.3) feltételrendszer nem oldhaté meg. Le-
gyen vTA _=2AvT, vTB_=0. Ekkor

vi(Ao—ByD!Dy) = Av7,

vIB,D;l = 0.
Ebbdl kovetkezik, hogy
VTBO = 0,
vIAy = Av7,

amibdl (Ag, B,) iranyithatosiga miatt a v=0 eredményre jutunk, ami a 4.1. tétel
alapjan (A., B.) irAnyithatosagat jelenti.

Megjegyzés. A fenti bizonyitas a kovetkezd altalanosabb &llitds bizonyitdsara is
alkalmas: Ha (A, B) irdnyithato, akkor nem szinguldris G és tetszSleges K mellett
(A —BGK, BG) is iranyithato.

- Most megvizsgaljuk, hogy az (A, B,, C,.) realizicié milyen feltételek mellett lesz
minimalis, azaz mikor teljesiil (C,, A_) megfigyelhet8sége is.

Induljunk ki a kovetkezd azonossiagbol:

(10.12) N D 1(s) = C.(sI—A)"!B,.

Felhasznalva C, definicigjat:

(10.13) NiW (5)D7(s) = Ny (sI-A)7'B,.

Ez az egyenl§ség minden N, mellett igaz, (A, B, fiiggetlenek N-t6l), igy

(10.14) Y(s)D71(s) = (sI—A)'B,.

Ezek a felirdasok nyilvan irreducibilisek: a jobb oldal az iranyithatésag miatt, a bal

oldal pedig amiatt, hogy [I\g%;))] teljes rangh Vs-re (hiszen mar maga Y(s) is az).

A sajatvektorai a kovetkezd modon jellemezhet8k:

10.2. TETEL. Legyen A p=4ip, p=0. Ekkor létezik olyan q vektor, melyre
D(2)q=0 és Y()q=p.

Bizonyitds. Irjuk at (10.14)-et a kovetkez$ alakba:
(10.15) (ST— AV (s) = B.D(s).
A 6.1, kbvetkezmény miatt |sI—A|=|D(s)|. Legyen A az A matrix sajatértéke. Ekkor
D(4)|=0, igy létezik olyan q=0 vektor, melyre D(i)q=0. Szorozzuk be (10.15)
mindkét oldalit az s=/ helyen a q vektorral. Ekkor

(A—-AN(2)qg =B.D()q,

azaz (Al—A )(1)q=0. Tehita p=Vy(1)q az A matrix A-hoz tartozo sajatvektora.
Ezen el6késziiletek utdn belathatjuk a realizacié megfigyelhetségére vonatkozo
tételt: .

10.3. TétEL. (C,, A,) pontosan akkor megfigyelhetd, ha N(s) és D(s) jobb rela-
tiv primek.
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Bizonyitds. Tegyilk fel, hogy (C., A.) nem megfigyelhetd. A 4.4. tétel alapjin
ekkor 1étezik p sajatvektora A -nek, melyre C.p=0. Legyen /. a hozza tartozo sajat-
érték. Az el6z8 tétel szerint p el8all p=y(2)q alakban, ahol D(1)q=0. Ekkor

azonban N(A)q=N, .y (1)q=C_p=0, igy (ggg)q=0, amib8l az kovetkezik,

hogy N(s), D(s) nem jobb relativ primek.

Tegyiik fel most, hogy N(s) és D(s) nem jobb relativ primek. Ekkor H(s)=
=N(s)D(s)~ !, ahol deg det D(s)=ii<degdet D(s)=n. Az ismertetett konstruk-
ciéval akkor konstruithaté i dimenzids iranyithaté realizdcio. Emiatt az n- dimen-
zios realizacié nem lehet megfigyelthetd is, hiszen igy 6 minimalis lenne.

11. Poélusok, zérusok értelmezése minimalrealizacio alapjan

‘Tekintsiink egy H(s) szigortan proper raciondlis tortmatrixot, és ennek H(s)=
=N(s)D~(s) jobb tortfelbontdsat. Legyen (A., B, C.) ennek a 10. fejezetben meg-
konstrualt irdnyithaté realizaciéja. Ekkor lattuk, hogy
(nn Y(s)D~1(s) = (sI—-A)'B,
irreducibilis tortfelbontasok. (Y(s) definicigjat 1. (10.5.).)

11.1. LEMMA. A fenti jeloléseket felhasznalva léteznek X(s), Y(s), X(s), Y(s)
polinommatrixok, melyre

sI—A, B,y (X —V¥ 1o
G-
-X YJ)\Y D 0l
Bizonyitas. Felhasznalva azt, hogy sl—A_. és B, bal relativ primek és Y(s),
D{s) jobb relativ primek, igy léteznek X (s), Y(s), X(s), Y(s) polinommatrixok, me-

lyekre
(SI-A)X(s)+B.Y(s) =1

X(W(s)+Y(s)D(s) =1
Azaz Osszefoglalva:

55 sve o) = Lot 1)

ahol G(s) valamilyen polinommatrix. Balrél megszorozva mindkét oldalt az

(__ é (s) (l)) matrixszal, épp a fenti egyenl&séget kapjuk. (Ez utdbbi transzformacio

annak felel meg, hogy a blokk matrixok els§ blokk-sordnak G(s)-szeresét kivonjuk
a masodik blokksorbdl.)

KOVETKEZMENY. A lemmaban szerepl§ blokk matrixok unimodularisak.

Megjegyzés. Tetszdleges N,(s)D7i(s)=D;!(s)Ny(s) irreducibilis tortfelbon-
tasok esetén megfogalmazhaté a 11.1. lemma analogonja.
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11.1. TETEL. (s1—A,) és D(s) nem egység invaridns polinomja megegyeznek.

Bizonyitds. (11.1) miatt sI—A_ és D(s) ugyanannak a racionalis tortfiiggvénynek
irreducibilis bal-, illetve jobb tortfelbontdsbeli nevezdje, igy a tétel a 6.1. kovetkez-
mény specialis esete.

1-A . . . .
11.2. TETEL. [s c lzf] és N(s) nem egység invarians polinomjai meg-
egyeznek.

Bizonyitds. Szorozzuk meg a rendszermatrixot (11.2) baloldaldn szerepld maso-
dik unimoduldris matrixszal:

(SI;AF BC] (ig *gg) - (CC;((S) —c?q;(s))‘

C deﬁmcloja alapjan C_r(s)=N(s), igy a jobb oldalon szereplo maAtrix nem egység
invarians polmomjal megegyeznek N(s) nem egység invarians polmomjalval A bal
oldal invaridns polinomjait az unimodularis matrixszal valé szorzas nem befolyasolja,
igy ott éppen a rendszermatrix invarians polinomjait kapjuk.

KOVETKEZMENY. Legyen H(s) tetszGleges szigordan proper racionalis tortmatrlx

(A B, C) ennek tetszéleges minimalis realizacidja. Ekkor

. H(s) po6lusai megegyeznek (sI—A) invaridns polinomjainak gyokeivel (azaz A
sajatértékeivel).

2. H(s) zérusai megegyeznek (S C I;J invarians polinomjainak gyokeivel. -

12, Zérusok fizikai interpretacidja (Transmission blocking)

Tekintsiik a H(s) szigoriian proper racionalis tortmatrix egy minimalis realiza-
ciojat:

(12.1) x = Ax+Bu x(0) =

(12.2) y = Cx.

A ll. fejezetben lattuk, hogy a fenti tortméatrix zérusai ugyanazok, mint a kovetkezo
system-matrix invaridns plinomjainak gyokei.

(12.3) (SI;A _0].

Legyen so H(s) egy tetszGleges zérusa. Ekkor a fenti rendszer-matrix nem lesz teljes
rangl s=s,-ban. Ezt az esetet vizsgalja a kovetkezs tétel.
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12.1. TETEL. Tegyiik fel, hogy létezik olyan s,, X,, Uy, melyekre

[t )

Ekkor x(0)=x,, u(f)=use%t esetén az output-folyamat azonosan nulla, azaz
y(t1)=0.

Bizonyitds. Térjiink at frekvenciatartoméanybeli leirasra.
A folyamatok Laplace transzformdltjait jeldlje rendre X(s), 6(s), ¥(s). Ekkor

(12.5) SI—AYR(s) = x,+Bia(s),
(12.6) y(s) = Cx(s).
A tételben szerepl6 input folyamat Laplace transzformadltjdt ismerjik :

a(s) = ug(s—so) L.
Ezt behelyettesitve:

12.7) (sI—A)X(5) = Xp-+Buy(s—s9) 7.
frjuk fel a tétel feltételeit koordinatanként:
(12.8) (sogI—A)x,—Bu, = 0
(12.9) . Cx, = 0.
A (12.8) osszefiiggést (12.7)-be beirva, majd atalakitva
(SI—A)X(s) = X+ (spI—A) Xy (s—50) "t =
= (§—59) (s —$0) Xg+ (5o T — A) X,] = (5—50) "2 (sI— A)x,.
Tehat azt kaptuk, hogy
X(8) = (§—50) " xg.
Inverz Laplace transzformdciot alkalmazva:
(12.10) x(1) = X €%,
Az output-folyamat ez alapjan:
(12.11) y(t) = Cx(1) = Cxzest = 0.

Megjegyzés. Az x(t)-re vonatkozd zart formula olyan mellékeredmény, amihez
a tétel feltételeibdl csak annyit haszniltunk fel, hogy u(f)=uyes?, x(0)=x,.
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LINEAR SYSTEMS AND POLINOM-MATRICES
G. VAGO Zsuzsa

An important topic in the theory of control systems is the study of linear systems in frequency
domain. The central notion is the transfer function of a linear system which is a matrix with rationalt
clements. We give an introduction to relevant results of rational matrices (greatest common divisor,
right-left matrix fraction, Smithb—McMillan form, properness, pole-zero). and explain their connec-
tion with notions of time domain description (controllability, observability, realization). The me-
thods of the paper can be applied in the analysis of multidimensional time series.
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VEGES ELEMEK MODSZERE LINEARIS, PARABOLIKUS
TiPUSU FELADATOK MEGOLDASARA

FARAGO ISTVAN
Godoho

A dolgozatban attekintést szeretnénk nytjtani a véges elemek modszerének idofiiggo, parabo-
fikus tipusu feladatokra torténé alkalmazasarol. Bevezetjilkk az ilyen feladatosztilyra értelmezett
altalanositott megoldas fogalmat €s a Galjorkin-féle szemidiszkretizdcios modszer segitségével meg-
adjuk annak numerikus megolddsi modszereit. Az egyszeriibb feladatok tirgyalasa mellett kitériink
a legaltalanosabb eset megvizsgalasara is. Az elméleti jelentdségh hibabecslések mellett kitériink
a konkrét szamitasi algoritmusokra is.

1. Bevezetés

A [8] cikkben a linearis, elliptikus tipusu parcialis differencialegyenletek véges
elemes megoldasi mddszereit targyaltuk. A miiszaki-fizikai folyamatok egy jelentds
része azonban nem modellezhet§ az ilyen tipusi differencialegyenletekkel, mivel a
folyamat vagy
a) stacionarius, nemlinedris; vagy
b) instacionarius, linearis; vagy
¢) instaciondrius, nemlinearis.

Ebben a cikkben a masodik esetet targyaljuk, azon belill is a parabolikus tipusa tel-
adatokat. Az ilyen tipusu feladatok jellegzetessége az idd szerinti valtozé megjelenése,
mégpedig oly médon, hogy a teljes feladat operatora nem szimmetrikus. Ezért ebben
az esetben a Ritz-mddszer a [8]-ban leirt médon nem alkalmazhaté. A Galjorkin-méd-
szer alkalmazhato a feladat megolddsara, de ebben az esetben a megfelel§ egziszten-
cia, unicitds, konvergencia és stabilitis vizsgilatok elvégzése sziikséges. Megjegyez-
ziik, hogy a Galjorkin-mddszer alkalmazisa egy olyan bazisfiiggvényrendszer definia-
lasat igényli, amely a teljesség mellett j6 approximaciés tulajdonsaggal is rendelkezik
[8]. Ez ut6bbi tulajdonsigba az is beletartozik, hogy ezekkel a bazis-fiiggvényekkel
a feladat megoldasi tartoméanyan j6l tudjunk approximalni. Ugyanakkor vegyiik
észre, hogy ez csak a térvaltozok szerinti tartomanyra jelent megszoritast; az id6
szerinti viltozé mindig egy intervallumon viltozik, aminek az approximailasa nem
jelent problémat. Emellett, ha — az elliptikus feladatokhoz hasonléan — a bazis-
fiiggvényeket ugy valasztjuk meg, hogy azok valamennyi valtozotdl (tehat tér- és idS
szerintit8! is) fiiggjenek, akkor

a) a megoldandé linearis algebrai egyenletrendszer mérete megnd;

b) a megoldasi folyamat nem 8rzi meg az id6 szerinti folyamatos elGrehaladas elvét;
¢) az id8 szerinti viltozora nézve nem alkalmazhatunk explicit sémakat.

Ezeket a problémakat elkeriilend§ célszer(i az n. szemidiszkrét Galjorkin-tipusu
eljarast alkalmazni, amelynek l1ényege, hogy a térbeli valtozdk szerint véges elemes,
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az id6 szerinti valtozé szerint pedig véges differencia kozelitést alkalmazunk. Egy-
szeriibb tipusu feladatokra ezen moddszer alkalmazasat mar ismertettiik [6], [7], [9].
Jelen cikkiink célja, hogy a modszer részletes ismertetésén tilmenSen megadjuk azokat
a feladatosztalyokat, amelyekre a médszer alkalmazhatdsaga bizonyitott, azaz az elé-
z6ekben felsorolt matematikai vizsgalatok elvégzése (amelyek altalaban igen bonyo-
lultak) elhagyhatdk.

Cikkiink 2. szakasza feladatunkra a variacios elvet fogalmazza meg; a 3. szakasz-
ban a médszer egy-egy modell jellegli, egydimenziés feladatra torténd alkalmazasat
vizsgaljuk meg. A 4. szakaszban az el6z§ szakasz eredményeit altalanositjuk : a meg-
oldandé feladat operatoranak elliptikus részét kiterjesztjiik tetszéleges, id5t6! fiigget-
len, szigortan pozitiv definit operatorra. A kiilénb6z8 normakban megadott hiba-
becslések mellett kiilonbozd véges differencia sémakat definidlunk az id3 szerinti val-
toz6 diszkretiziciojara. Befejezésiil az 5. szakaszban a 4. szakasz eredményeit altala-
nositjuk : megengedjiik, hogy az elliptikus rész id6fiiggs legyen. Ebben a szakaszban
az idGrétegenként sziikséges linedris algebrai egyenletrendszer megoldadsira egy olyan
iteracios eljarast javasolunk, amely a szdmitdsi munka leegyszeriisitése mellett a fel-
adat elméleti pontossagat nem rontja el. A 4. és 5. szakaszban nemcsak a feladat-
osztalyt, hanem a médszerek osztalyat is kibgvitjiik : allitasainkat az altalanos pro-
jekcids modszerekre mondjuk ki, de mindig utalunk a szemidiszkrét Galjorkin mdd-
szerreis.

2. A parabolikus feladatok variiciés elve

A tovabbiakban a linearis, parabolikus tipust parcialis differencidlegyenletek
variacios elvét és azok altalanositott megoldasainak fogalmat definidljuk. Legyenek
u(t), £(t): [0, T]~H(Q), us€c H(Q) és tekintsiik a

2.1 Du+Lu=f(t) 0<t=T,
2.2) u(0) = u,

absztrakt Cauchy-feladatot [6], [20], ahol u,, f(¢) adottak.

Az 5. szakaszban olyan feladattipusokat vizsgalunk, amikor L id6fiiggd opera-
tor, azaz L=L()(0=t=T) és tetszbleges rogzitett 2€[0,T] érték esetén
L(t): H(Q)—~H(2) linearis, szigorian pozitiv definit operator. Ekkor, az el6zéekhez
hasonldan, tekintsiik a

(2.1a) Du+LDu=f( 0<t=T,
(2.2a) u(0) = u,
absztrakt Cauchy feladatot.

Koénnyen beldthatd, hogy a linedris, masodrendli parabolikus tipust parciilis
differencialegyenletek vegyes kitiizésii feladatai fclirhatdk ilyen alakban: a kiegészito
feltételek koziil a kezdeti feltételt u, fiiggvény jelenti és a I'-n felvett peremfeltételeket

az L operator dom L értelmezési tartoménya tartalmazza.
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Példaként tekintsiik a

(2.3) Diu-D . (pDu)+qu=f(x,1) O<x<m; O0<t=T,
(2.4) u(0,7) = Dou(n,t) =0 0=t=T
2.5) u(x,0) =uy(x) 0=x=n

feladatot. Legyen Q=(0, n); H(Q)=H?°(Q)és jelGlje
Ly =—D,(pD,v)+gv; dom L = {pcC?*(0,n); v(0) = D, v(n) =0}

az L:C*0,n)—~H(0,n) képezb operitort. Ekkor megmutathato 8], hogy p(x)=
Zpo>0; g(x)>0(x€ Q) esctén az L szigoruan pozitiv definit operator. Nyilvanvalo,
hogy a fenti jel6lések mellett (2.3)—(2.5) feladat felirhaté (2.1), (2.2) alakban.

Jeldlje Hy azon H(QX(0, T))-beli elemek halmazat, amelyekre rogzitett vo€V
esetén az

(2.6) @ (u, vo) = (D, o))+ ((Lu, vy)) VY u€Hg

bilinearis funkciondl értelmes. A definiciobdl kovetkezik, hogy érvényes a kévetkezd
tartalmazas:
dom LXV CHgXVH(QX(0, T)) siiriin.

2.1. Definicié. Azt a (2.2) kezdeti feltételt kiegészit$ elemet, amelyre
2.7 P(u*,v)=((f,v)) VeV

a (2.1) (2.2) feladat altalanositott megoldasanak nevezziik.

A (2.7) kifejezés konkrét alakja a feladattdl fiige8 H(R2X(0, T)) térés a ¥V siirii
altér megvalasztasatol fiigg. A feladatok dontd tobbségénél H (QX(O, T)) térnek
a H°(2X(0,T)) teret valasztjuk meg és ekkor a skaldris szorzat

((u, w)) = fouw dx di;

o

azaz (2.7) felirhatd a kovetkez§ alakban

T
(2.8) [ (@, )+Lu, )—(f; V)] dt =0,
[}

ahol ¥ az H°(2X (0, T)) tér valamilyen siirii altere.
Mivel ¥V, siirli HY(QX (0, T))-ben, ezért 2.1 definici6 és (2.8) alapjan az imént
rogzitett H és V=V, terekben defini4ljuk az 4ltalinositott megoldss fogalmat.

2.2. Definicié. Azt az u*¢ Hy,, fiiggvényt, amelyre

T
@9 [ -, DY)+, il ~(f; D} dt = (g, 0(+, 0))  VveP,
[
a (2.1) (2.2) feladat altalanositott megoldasanak nevezziik.
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2.1. Megjegyzés. Vegyiik észre, hogy (2.9) klfejezes (2.8)-bol az elsd tag parcialis
derivalasaval; a V¥, -beli fiiggvények tulajdonsagaval és a H, energetikai tér definicié-
jabol kozvetleniil nyerhetd.

Térjiink vissza a (2.3)—(2.5) feladatra. Mint ismeretes [8],az L 521goruan pozitiv
definit operatoranak energetikai tere:

Hy = {eH'(0, n); v(0) =0},

2.10 T
(2.10) [, v], = f (pD u-D. v+ quv)dx
]

és igy (2.9) felirhatd

(2.11) .[T {—— fn (u-D,w+ pD,u- D v+ quv—fv) dx} dr = fn u,-v(x, 0)dx
0 0

0

alakban.

gy a 2.2 definiciét a (2.3)—(2.5) feladatra alkalmazva a kovetkezd érvényes:
a feladat dltaldnositott megoldasan azon u*(x, t) fiiggvényt értjiik, amelyre

a) u*€H((0, )X (0, T)),

b) Dou*€ H(0, 1) X (0, T)),

¢) u0,1)=0 O0<t=T,

d) minden olyan w»€H'(QX(0,T)) fiiggvényre, amelyre »(0,7)=0 és
v(x, T)=0 (0=t=T, x€Q) a (2.11) osszefiiggés teljesiil.

A konkrét példan is lathatd, hogy a (2.9) médon definialt altalanositott megoldas
fogalma nagymértékben csokkenti a feladat megoldasara tett simasagi feltételeket és
igy lényegesen bovebb fuggvényosztilyon kereshetjiik a megoldast. Ugyanakkor
(2.9), illetve (2.11) alakbél 14thatd, hogy ha valamennyi valtozé szerint (tehat tér- és
id6 szerint egyarant) vezetjilkk be a diszkretizdcidhoz sziikséges {a;(¢)¢;(x)} alaku
bazisfiiggvényrendszert, akkor az id§ szerinti valtozéora nézve is implicit sémdt nye-
riink. Ezért altalaban célszerii olyan altaldnositott megoldast definidlni, amelynél
ugyan az altalinositott megoldas ¢ szerinti simasagat illetGen a kovetelmény maga-
sabb, de a kapott integraldsszefiiggés numerikus realizaldsa lényegesen egyszeriibb.

Legyen: -

H 7= {u€H,  r; Duc H*(QX(0, T))

V* = {vel,, v(x, 1) = a(D e (x), D€ H(QX(0, T))}.

Tehat H,,.r azon H LxT—beh fliggvényekbdl all, amelyek id6 szerinti derivaltjai
H °(Q><(0 T)) -beliek, IV * elemei pedig egy H -beli és egy T=0 helyen nulla értéket
felvevé H®(0, T)-beli fiiggvények szorzataként &llnak elG.

Tegyiik fel, hogy a (2 1), 2. 2) feladatnak 1étezik 2.2 definicid szerinti w*€H, , ¢
altalanositott megoldasa és D€ H(QX(0,T)). (Azaz w*€H,,r). Ekkor (2.9)
felirhato Vo€ H, esetén

T
Q.13 [ {Dar, )+, 0l —(f; @} (D) dt +a(0)(* (x, 0)~tig, ) = O

alakban. (Ugyanis V*cF,). Mivel «(r) az cl6z8ekben emlitett megkétéseken til
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tetszOleges fligavény, ezért (2.13) azt jelenti, hogy tetsz8leges 1€(0, T') rogzitett értékre
fennall a

(D, o)+, @l (D =(f, @)(1) 0<t=T,
((u*("o)—uo)’ (p) =0 v(/)EI{L

Osszefiiggés. Ezek alapjan vezessiik be az 4italédnositott megoldas egy Ujabb, a gya-
korlatban hasznalt definicidjat.

(2.14)

2.3. Definicio. Azt az u*€ H , ; fiiggvényt, amelyre tetszSleges @€ H, esetén
(2.14) fennall, a (2.1), (2.2) feladat altalinositott megoldasanak nevezziik.

Tekintsiik ismét a (2.3), (2.5) feladatot! Megmutathat6 [20], hogy ha w,€H,,
akkor a (2.9) feladatnak létezik egyetlen megoldasa H((0, 1) (0, T))-ben. igy u*
olyan fiiggvény, hogy _

a) tetszGleges 1[0, T] esetén a (2.10) altal definialt H, -beli;
b) Dyu*€ HY(0, )X (0, T));
¢) tetszdleges t€[0, T] és p€ H; esetén

(2.15) f u*(x, 0)p(x)dx = f Uy dx.
0 (]

A tovabbiakban a (2.14) tipusi, 2.3 definicio szerinti altaldnositott megoldisok meg-
hatarozasaval foglalkozunk. A pontos megoldas meghatarozasa helyett-— mivel az a
gyakorlatban 4altalaban nem hajthat6 végre — a [8]-ban leirtakhoz hasonldan a koze-
1it6 megoldast keressiik, mégpedig oly médon, hogy a (2.14) feladatot szemidiszkrét
feladatok sorozatara vezetjiik vissza. Ezt a kovetkez6 modon valositjuk meg.
Legyenek (E,(1))cHL,r és (V,)CH (n=1,2......) siirii altérsorozatok, még-
pedig olyanok, hogy (V,) és az x€Q viéltozora nézve (E,(1)) véges dimenzidsak.
Ekkor a (2.14) feladat megoldasa helyett tekintsiik a kovetkezd u)(x, t)€E,(t)
n=12..... ) elemek meghatarozasat jelentd szemidiszkrét feladatok sorozatét:

(2.16) Dy, @) (O +[uy, 01 (1) = (f, @),
(u;.:(' > 0)’ (P) = (llg, (P)

lgy (2.16) n=1,2... megoldasaval az (i} (x, t)) fiiggvénysorozatot nyerjiikk. Megj
jegyezziik, hogy (2.16) a térvaltozok szerinti Galjorkin-tipusti diszkretizdcié a gya-
korlatban egy kdzonséges, elsSrendii differencidlegyenlet-rendszerre kitlizott Cauchy-
feladatot jelent. Ennek megolddsara egy ijabb — most mdr az id&valtozé szerinti
diszkretiz4ciét alkalmazva nyerjiik a tér- és id8valtozo szerint egyarant diszkretizalt
kozelitd megoldast. Ismételten megjegyezziik, hogy az id6 szerinti diszkretizaciot
véges differencia modszerrel hajtjuk végre.
A modszerek realizaldsa el6tt fogalmazzuk meg a mddszer alkalmazasanal fel-
meriil§ alapvetd kérdéseket!
a) Létezik-e a (2.16) feladatnak u (x, 1) megoldasa?
b) Tart-e az (u}) sorozat »* 4ltaldnositott megoldashoz és ha igen, akkor milyen becs-
Iés adhatdé meg ezen konvergencidra?
¢) Milyen diszkretizicié alkalmazhaté (2.14) koézonséges differencidlegyenlet-
rendszer megoldasara és milyen globalis becslés adhaté az igy nyert megolddsnak
az eredeti 7* megoldastél vald eltérésére?

Yoey,.
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3. Egydimenzios feladat megoldasa véges elemek modszerével

ElGszor az eldz6 szakaszban altalanossagban leirt médszert ismertetjitk a (2.1),
(2.2) feladatra, valamint kitériink a szakasz végén felvetett kérdésekre is.

Legyen {p,(x)}cH, teljes rendszer. Mi a tovabbiakban ezen teljes rendszernek
mindig valamelyik p-ed fokd spline-tér bazisfiiggvényeit valasztjuk és ekkor legyen

3.H Llors - 0l =V,

g(t)[gol A ] (pn] = En(t)

ahol &, ill. £(t) a ¢,...p, elemek dllando egyiitthatos ill. ¢-t6] filges egyiitthatds
linedris burka. Igy egy tetszSleges u} (x, )€ E, (1) fiiggvény

(2) ut (x, 1) = éa«%.-(x)

alakban irhaté fel, ahol «;(¢) (i=1, 2, ...n) ismeretlen egyiitthat6 tiiggvények. Te-
kintettel a ¥, (3.1) alaku el&allitdsara, a (3.2) alaki kozelitést a

(33) (Dtun’ (pj)(t)'*'[un’ (pj]L(’) = (f; (pj) _] . l, n
(u:( ) 0)’ ¢j) = (uo, (Pj)

feladat megoldéasaval kaphatjuk meg. Ez a (3.2) elGallitast figyelembevéve, a keresett
uy fiiggvény o;(¢) egyiitthatoira az
(34 MD,u()+Qu() =F(@) 0<t=T,
Ma(0) = o,
linearis, ko6zonséges, elsGrendii differencidlegyenletrendszer Cauchy-feladatdinak
megoldasat jelenti, ahol
@ = [0 (1), ..., 2, DI"; F(O) =[F @, ..., F,OI"; F;(0) =(f, ¢,
3.5) do = [Gors +evs aOn]T; Og; = (up, (Pj); M= [mij]?,j=1§ m;; = (i, (Pj),
D,a = [D(, (D), ...; D,a,(D"; @ =[qylt j=1; 4i5 = [@i> @jl1.

A kovetkezd 1épésben a (3.4) Cauchy-feladat megoldasat tekintsiik! Ehhez a {0, T

intervallumon (az egyszeriiség kedvéért) egy k Iépéskozi, egyenletes racshalot defi-
nialunk:

{t; = jk; k =T/K; K: poz. egész; j=0,1,..K}

Jelslie o/ az a(r) vektor ¢;-racspontbeli kozelitését. Ekkor a (3.4) feladat kozelits
megolddsira tobb differencia-séma is alkalmazhat6. Koéziiliik a leggyakoribbak
a kovetkezGk:

a) Explicit séma:

(3.6) M- T

+Q(t)oi = F(t)) j=0,1,..K
Ma® = o,
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b) Euler-séma:

af ¥ o 1 .
(3.7) M—_I-C_—+Q(tj+l)al+ = F(tj) J= 0, l, ...K

Mao® = a,
¢) Crank—Nicolson-séma:

1

J+1__ o J . J+1 i ) .
a8 M=t +Q[’f+2’1“)“ 2+°‘ =F(fl_“f2’ﬂ] j=0,1..K

Mao® = q,.

3.1. Megjegyzés. A (3.6) séma ,,explicit”-sége nem azt jelenti, hogy az egyes
idOrétegeken nem sziikséges linearis egyenletrendszert megoldanunk, hanem azt, hogy
az iddrétegenként megoldandé linearis algebrai egyenletrendszer egyiitthaté-matrixa
0-t6l fiiggetleniil ugyanaz az M mitrix, ami —a (3.5) jelolést figyelembe véve —
allando egyiitthat6s, szimmetrikus, szigorian pozitiv definit. Igy a mddszer realizilasa
soran elegendd csak az ilyen tipust linearis egyenletrendszert megoldani, ami példaul
az M=S-ST Cholesky-felbontdssal (vagy valamilyen itericiés eljarassal) viszonylag
konnyen realizilhato.

3.2. Megjegyzés. A (3.7) és (3.8) sémék implicit sémak, mégpedig olyan értelem-
ben, hogy L operatortdl fiiggéen idSlépésenként egymastol kiilonbozs egyiitthato
matrixszal rendelkezd linedris algebrai egyenletrendszereket kell megoldanunk.

3.3. Megjegyzés. A sémak nemcsak realizaldsban, hanem stabilitdsban és pon-
tossagban is eltérnek egymastél. (Szdmunkra ezek a lényegesek.) A tovabbiakban
kimondjuk, hogy (3.6) és (3.7) séma elsGrendben, (3.8) séma masodrendben pontos,
valamint a (3.6) séma k-ra nézve feltételesen stabil. Ezeket (és a tobbi, gyakorlatban
is alkalmazhaté sémékat) a 4. szakaszban részletesen ismertetjiik.

3.4. Megjegyzés. Mivel bazisfiiggvények — a szakasz elején leirtaknak meg-
felelGen — a p-ed foku spline-tér bazisfiiggvényei, ezért megadhaté az e,(x, t)=
=u}(x, t)—u*(x, t) fiiggvényre hibabecslés. Ha (¢;(x)) a linedris spline-tér bézis-
fiiggvényei, akkor megmutathatd [19], hogy érvényesek a

3.9) [mmax_Je, ()] +( f ledide)™ = oh),
(3.10) ( ofT IDe,l2 df)* + max_le.lL = OCh),
G.11) Jnax {e,| = O(h*?),

(.12 ( f leal2dr)" = O(h®)
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becslések. Ezeket a becsléseket a kovetkez§ szakaszokban tetsz8leges p-ed foku koze-
litésre és 4ltalanos diszkretizacids modszerekre kiterjesztjiik.

3.5. Megjegyzés. A (3.4) feladatnak mindig létezik megoldasa. Ugyanis, mivel
M és Q szigoruan pozitiv definit métrixok, ezért M —! mindig létezik, s igy (3.4) fel-
irhaté a vele ekvivalens

(3.42) Doa(+M1Qu()=M"F(t) 0<t=T,
a(0) = M 1a,

alakban. A kézonséges differencialegyenletek elméletének megfelelGen (3.4a) feladat-
nak mindig létezik egyetlen megoldasa, amely felirhaté

a(f) = exp {M‘th}M“ao+jexp{—M“Q(t-—s)}M“F(s) ds

alakban. Igy u} 1étezik.

Az el6z6 megjegyzésekkel egyben megvilaszoltuk a masodik szakasz végén fel-
tett kérdéseket néhany specialis kozelitésre.

Tekintsiik tehat a (2.3)—(2.5) feladatot! Az elGz8 fejezetben megmutattuk, hogy
a feladat (2.3. definicio szerinti) Altalanositott megoldasa a (2.15) feladat megoldasaval
nyerhet8. Ha a feladat p, g, f, és u, fiiggvényei olyanok, hogy a megoldas id3 szerinti
derivaltjara vonatkozo6 simasdgi feltétel nem teljesiil, akkor a feladat altalanositott
megoldasat 2.2. definicié értelemben meghatarozhatjuk, azaz ebben az esetben a 1é-
nyegesen munkaigényesebb (2.11) feladat megoldésa sziikséges.

Tekintsiik tehat (2.15)-6t! Mivel (2.10) alapjan feladatunkra H; H(0, =) siirii
altere, ezért tetszdleges, az x=0 helyen nulla értékii splinek tere megfelel a kozeli-
tésnek. (Ha H, magasabb renddi simasagot igényel, akkor nem minden spline-tér
felel meg, csak a megfeleld simasigi rendiiek.) Megvilasztva bazisfiiggvényeket
(néhany konkrét alakot [8]-ban felsoroltunk) a (2.10)-ben definialt H; -beli skalaris
szorzattal koézvetleniil meghatarozhatdk (3.5) alapjan az M, Q, «, és F(t) értékei.
Ezutan (3.6), (3.7), (3.8) séma valamelyikével megoldjuk a (3.4) alaku differencial-
egyenlct-rendszerunket A (2.3)—(2.5) feladat u* megoldasanak kozelitését az (x, t,)
pontban ugy hatdrozhatjuk meg (¢;:a[0, T]-n definidlt ricshalé csomépontja,
x,€(0, m) tetsz8leges pont), hogy a (3. 6) 3.7), (3 8) sémak egyikével meghatarozzuk
ozj vektort és annak komponenseivel képezziik u} (x, ¢;) fiiggvényt (3.2) alapjén, majd
behelyettesitjitk az x=ux; értéket.

Haa (2.3) egyenletben a p=g=1 esetet tekintjiik, akkor linearis spline-kozelités
esetén az M és Q madtrixok alakjat [8]-ban megadtuk. Magasabb foku kozelitésre
a megfeleld matrixok alakjait [9]-ben adtuk meg.

4. Linedris, id6tol fiiggetlen elliptikus részii, parabolikus tipusit
parcidlis differenciilegyenletek diszkretizacioja

A tovabbiakban az olyan linedris parabolikus tipusi feladatok diszkretizacigjat
vizsgaljuk, ahol az elliptikus rész (a (2.1) feladat L operitora) nem fiigg az id5tdl.
A feladat diszkretizAci6jat valamely, T, operatorral szimbolizalt projekciés médszer-
rel hajtjuk végre. (Az elGz8ekben leirt Galjorkin-mddszer is ide tartozik, de ezen kiviil
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még szamos maodszert reprezentalhat, példaul a legkisebb négyzetek modszerét, a kol-
lokaciés eljardsokat és tovabbi specidlis médszereket). Tekintsiik a kovetkezd fel-
adatot:

4.1 Du=—Lu (x,0)cQX(0,T],

4.2) ulx, =0 (x,Herx(,71],

4.3) u(x, 0) = uy(x) x€Q

ahol

4.4) Ly=— ZN'I D, (a;;(x)D; )u+as(x)u  x€QcR¥

a;j, a, sima fiiggvények; az A(x)=[a;]Y;-, NXN matrix szimmetrikus, szigoruan
pozitiv definit Q-n; a,(x)=0 Q-n adott, megfelel§en sima fiiggvény. Mint ismeretes
[10], a (4.1)—(4.3) feladat megoldasa el4llithato

4.5) u(x, t) = éj’ Bjexp {—2;t} ¢;(x) = exp (—tL)u,

alakban, ahol B;=(u,, ©;); (4;, ¢;) (j=1,2,...) az Lw=2w sajatérték-feladat
teljes sajatérték- és sajatvektor rendszere.

Jelolje T az
(4.6) Lw=f x€Q,
w=0 x¢cr
elliptikus peremérték feladat megoldasi operat, azaz
4.7 T = w.
Ekkor a (4.1)—(4.3) feladat felirhato
(4.8) D,Tu+u=0,
u(0) = u,

alakban. A (4.8) feladat megoldasara definidljuk az (S;) (h= térbeli diszkretizacid
pozitiv, kis értékil paramétere) Ho(Q2)-beli véges dimenzis altérsorozatot és adjunk
meg egy (T,) (T,: H'(R)~S,)T operétort approximalé operator-sorozatot. Ezutin
(4.8) helyett a kovetkez6 szemidiszkrét feladatok sorozatat oldjuk meg: keressiik
azon u;(x,t)€S,(=0) elemet, amelyre

D Tui(x, )+ul(x, ) =0,
49) e Doty (X, 1)+ (

u:(x9 t) = uﬂ,heVn

ahol i, , az u, fiiggvény megfelelG ¥, -beli approximacidja.

4.1. Megjegyzés. Mivel a (2.16) altalanos alakban leirt feladatokat konkrét
esetekben mindig valamelyik spline-térben oldjuk meg, ezért tértiink 4t a V,, tér S, -val
torténd jelolésére.

Ahhoz, hogy a (4.9) feladat megoldéasainak sorozata valoban a (4.8) feladat meg-
oldasanak kozelité sorozata legyen, a (T,) operatorsorozatra bizonyos feltételeket kell
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tenniink. (Tobbek koz6tt pontositani kell az elz6ekben hasznalt ,,(T,) approximalja
7-t” kijelentést is.)

F, feltétel; Tegyiik fel, hogy

a) T, operdtor H°(Q)-ban 6nadjungalt, pozitiv definit és S, -n szigoran pozitiv

definit;
b) 1étezik olyan r=2 egész szam és C pozitiv 4llandd, hogy
(4.10) sup w =C-h*t 0=q=r-2
we HU(R) “ Wll q

wH0
ahol

HY(Q) = {weH*(@); Liw|, = 0; j =[3/2]}.
T, definilasa a térbeli diszkretizaciés médszer megadasat jelenti. Egyik ilyen lehetsé-
ges modszer az el6z6 szakaszokban targyalt Galjorkin-mddszer. Irjuk le ezt a méd-
szert jelen apparatusunkkal!

Legyen S,,CH° 1(Q) az (r—1)-ed foki spline-tér (S, elemei I'-n nulldk.) Ekkor
a spline-fiiggvények approximacids tulajdonsiganak kovetkeztében minden we HY(Q)
fuiggvényre érvényes az

4.11) 1€nsf {lw—o| +hjw—o|} = C-Hlwl, 1=s5=r

un. ,,inverz approximacios feltétel.” Jelolje

=

@.12) 80, ¥) = [( 5 ;D0 DeVi+ao0¥) dx
o 1

bilinearis funkcionalt. (Vegyiink észre, hogy @ funkcional a (4.4) médon definialt L
operator esetén megegyezik a H tér skalaris szorzataval.) Legyen u}€S, olyan elem,
amelyre

(4.13) Sy, v)=(f,v) V0vES,.

igy (4.13) alapjan az fc H°(Q) elemhez hozzarendeljiik (egyértelmiien) az u; elemet.
Jelolje ezt a hozzarendelést a T, operator, azaz

T,f = u.

Mutassuk meg, hogy T, kielégiti az F, feltételt!
a) (4.13)alapjan

(4.13a) &(T, f,v)=(fv)

és igy (T,.1,8)=(& T,/)=P(T,f, T.8)=(f, T,8); Vf,gcH* Q) azaz T, szimmet-
rikus és (L operator egyiitthaté-fiiggvényeinek tulajdonsagai és (4.12) kovetkeztében)
pozitiv definit H%(Q)-n. Mivel ha £,£8), és T,f,=0, akkor f,=0,igy T, S,-n szigo-
rian pozitiv definit.

b) Legyen u*=1T7; ul=T, [ és ekkor a véges elemes kozelités elliptikus tipusu
feladatokra mar kimutatott approximaciés tulajdonsiaga kovetkeztében a (4.10)
feltétel érvényes [8].
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Mindezek alapjan a (4.9) szemidiszkrét feladat felirhat6
(4.149) Dy, )+PW,v) =0 VovES,; 1=>0
alakban.

4.2. Megjegyzés. A (4.14) feladat természetesen megegyezik a (2.16) feladat fei-
irasaval.

4.3. Megjegyzés. Nem feltétlen sziikséges az S,=V, altérsorozatot a spline-
terek koziil valasztani. Ugyanakkor, ha barmilyen més véges dimenziés altérsorozatot
valasztunk, akkor annak a (4.11) ,,inverz approximéicios feltételt” ki kell elégitenie.
A modszer alkalmazasanak alapvet8 kérdése, hogy milyen hibabecslés adhaté meg
az e,(x, t) fiiggvényre. A T, operatorral jellemzett térbeli diszkretizacié utdni hiba-
fiiggvény Q-beli normajat — az egyszerlibb jelolés érdekében — jeloljiik e, (¢)-vel.
A hibabecslés minGségét nagymértékben befolyasolja az u, , elem u,-t6l vals eltérésé-
nek mértéke. Mivel u, , az u, adott elem S, -beli approximicioja, a tovabbiakban fel-
tessziik, hogy rogzitett s esetén (0=s=r) érvényes az

4.15) “uo,h"uo" = C- |l

becslés. Az ilyen megvalasztas mindig lehetséges, mivel ha P,: H%(Q)—~ S, képezd
ortogondlis projektor és u, ;= Pyu,, akkor (4.15) becslés érvényes.
Ezutan térjiink at a T, térbeli diszkretizacid hibajanak becslésére.

4.1 AvrvitAs ([3)). Tegyiik fel, hogy T, operator kielégiti az F, feltételt és U, 1
megvalasztasanal a (4.15) feltétel teljesiil. Ekkor létezik olyan C pozitiv allandé, hogy

(4.16) les = Chlluy|l, 0=t=T, O0=s=r.
4.2 AvvLitAs ([3]). Tegyiik fel, hogy a 4.1 allitas feltételei teljesiilnek. Ekkor
@17 1Diey(D] = C- k12T u,|.

Ezek az allitasok H%L) normaban adnak becslést a hibafiiggvényre és annak idé
szerinti derivaltjara. Ugyanakkor megadhatd becslés maximum-norméban is. Jeldlje

lw] = wlc@ = sup [w]
x€EN
Wl, = Wl = sup|Diw| 0 <= s

és a T, operator-sorozatra definidljunk egy feltételrendszert:
F, feltétel: tegyiik fel, hogy a T, sorozathoz 1étezik olyan C pozitiv dllando és
y(h) filggvény, hogy megfelelGen kicsiny h esetén

IT,wl = ClTwh; T, wl = ClTwl; [(T,~T)wl = y(h)|Twl,.

4.3 ALLiTAs. Tegyiik fel, hogy a T, operator-sorozatra F; és F, feltételek, az u, ,
megvalasztasdra pedig a (4.15) érvenyesek Ekkor minden ;=0 esetén 1étezik olyan
C pozitiv allandé, hogy '

(4.18) les)] = Cr(IN+m)u] t,=1=T.
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4.1. Megjegyzés. Az L=—A4 és r=2 esetre NIETCHE [13] megvizsgilta az F,
feltétel teljesiilését. Megmutatta, hogy ha T, az Q tartomany egyenletes haromszg-
gekre bontdsaval nyert, a Galjorkin-mddszert a spline-fiiggvényekre alkalmazoé
térbeli diszkretizicio (véges elemek modszere), akkor a y(h)=C - " fiiggvénnyel az
F, feltétel teljesiil, azaz (4.18) becslés jobb oldalan a C - A |lu,| fels6 korlat szerepel.

4.2. Megjegyzés. Ha (4.2) peremfeltétel helyett a masodik (Neumann) peremér-
ték-problémat tekintjilk, akkor V,-re teljesiilnic kell a (4 11)-nek megfeleld
mf {llw—ol +hlw—2| }=C - F|wl|, 1<s5r inverz approximadcios feltételnek minden

wEH 1(Q) elemre. Ez a V,=S, (azaz sphne -teres altér) megvalasztasanal teljesiil.
Tovabba F; és F, feltetelek teljestilése is sziikséges. Ha T, a (4.13a) 4ltal definialt
Galjorkin-modszer és L= —A+1 (I: az egység operator), akkor N=2 esetre SCOTT
[14] megmutatta, hogy nem lényeges korlatozasok mellett az F; és F, feltételek a

c-h?log(h™) r=2
y(h) = { c-h r=2
fiiggvénnyel teljesiilnek.
Térjiink 4t a T, operatorral a térbeli valtozokban diszkretizalt (4.9) feladat meg-
olddsara. A T, opertor-sorozatra tett feltevéseink alapjan nyilvanvaléan létezik T,

operatornak inverze. Jeldlje L, és ekkor (4.9) felirhaté
Duf+Lauy=0 0<t=T
4.19)
uy (0) = Fuy€ S,

alakban. Ekkor a (4.5) kifejezéssel megegyezé modon a (4.19) megoldéasa is felirhatod

4.20) ur(x, = S; Bjexp {—tA;}®; = exp (—tL,) Pyu,
i=

alakban, ahol B;=(u,, ®;); (4;, ®;) az L, operator teljes sajatérték- és sajatvektor
rendszere. JCIOI]C U™ a(4.1)—4.3) feladat megoldasanak kozelitését a t=mk 1idG-
rétegen (k=0 az idG szerinti diszkretiz4cids lepeskoz) Az iddrétegeken vald kozeli-
tések meghatdrozasira egylépéses iteraciods eljarast alkalmazunk, amely

4.21) Ur+tt = r(kL)U™ m=0,1,...; mk=T

alaku, ahol r(r) filggvény az e~* kifejezés bizonyos rendii approximacidja. Tegyiik
fel, hogy

4.22) r(tk)=e*+o(x*) (r—-0)

(azaz r(z) v-ed rendii approximicid), tovabba, hogy az L, sajatértékei nem gydkei
r(t)-nek, azaz U™+ egyértelmiien meghatdrozhat6. Lithaté, hogy a (4.21) séma meg-
adasahoz az r(kL,)-t sziikséges definialnunk. Mivel a térbeli diszkretiziciét T, opera-
torral valdsitjuk meg, ezért az L, helyett a T, ismert, és mivel ezek egymds inverzei,
ezért a (4.21) séma megadisihoz a (4.22) approxim4ciés tulajdonsiggal rendelkezd
r(k/p) filggvényt sziikséges definidlnunk. Legyen

(4.23) r(klp) = zo{I (u—ﬁ;)/{] (RSP
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alak, ahol z,, f;, y; ismeretlen egyiitthatok. Ekkor a (4.21) séma a
(4.24) [_](T,,—yjl)U"""1 = zo{](T,,~ﬂjI)U'"
7

alakban irhat6 fel. Ez azt jelenti, hogy a (4.19) térben diszkretizalt szemidiszkrét fel-
adat idGben val6 diszkretizacidja sordn idGrétegenként adott F,€ S, mellett

(4.25) (T, +B)w = (T, +S6F,

tipust feladatokat kell megoldanunk, ahol y, 8, z, § adott paraméterek. Ha T, a Gal-
Jorkin-modszert reprezentalja, azaz a diszkretizaciot (4.13a) irja le, akkor a (4.25)
séma alakja a kovetkez§ : Irjuk fel (4.25)-6t a vele ekvivalens altaldnositott alakban :

z2(T,w, D)+ (W, ) = y2(T,Fy, ) +0P(F,, 1) VXES,
és ekkor (4.13a)-t alkalmazva mindkét oldal elsg tagjira :
(4.26) z(w, D+PPW, ) = y(Fy, D +0P(Fy, 1) VXES,,

amely a (4.23) approximicié egyiitthatdéinak megvalasztisival id6lépésenként koz-
vetleniil definidlja a diszkretiz4ciot.
Vegyiik észre, hogy az u} (x, ) (4.20) elGallitasihoz hasonléan U™ is megadhat6:

4.27) U™ = (r(kLy))" Potty = 12; (r(kAp))"B;®;
alakban. Ennek alapjan kozvetleniil belathatd, hogy a (4.21) séma akkor stabil
H(Q)-ban, ha a
(4.28) max [r(k4)] =1
J

feltétel teljesiil, ekkor ugyanis a Parseval-egyenldtlenséget alkalmazva:
HU™ =l Possoll = Jlusoll 5

ami a stabilitdst jelenti. Ezért a tovibbiakban olyan sémakat tekintiink, amelyekre
a (4.28) tulajdonsag érvényes. A konnyebb 4ttekinthetGség kedvéért soroljuk oszti-
lyokba a (4.22) és a (4.28)-t kielégits sémék koziil néhanyat.

Megnevezés Tulajdonsag
L r(ty<1 O<t<z; (2;>0)
Ia. r(r) L tipusiés kApa, =2z, (O<zy<z)
1L r@i<1l (z>0)
Ha. r(r) IL. tipust és kA ax =23 (O<zz<w)
1II. [r@@)|<1 (=0); limr(r)=0 (z—+=)

(Vegyiik észre, hogy azl, IL, III. egyre er8sodd feltételrendszert jelentenek.)
MielGtt az ilyen tipusi sémak konkrét megadasaval foglalkoznank, fogalmazzuk meg
a rajuk vonatkozo hibabecsléseket [2).
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4.4 ALLiTAs. Legyenek sémdink Ia vagy Ila tipusiak. Ekkor O<t=mk<T
esetén 1étezik olyan C pozitiv dllandg, hogy

4.29) U™ —uf (-, mk)| = C- k¥t~ uy).

KOVETKEZMENY. Mivel 4.2, éllitdsban (4.17) j=0 esetén |u}(., mk)—
—u(.,mk)|=C. Kt " u,|, igy a globalis hibira H%(Q)-ban a kovetkezd becslés
érvényes:

(4.30) U™ —u(-,mk)] = Clh "2 +k*t"}Huy| O<t=T

Megjegyezziik, hogy a (4.30) becsléshez elegends, ha u,€ H(R2). Ha az u, sima-
sagira vonatkozoan erdsebb feltevést tesziink, akkor olyan becslés nyerhet§, amely
nem tartalmazza az id§ szerinti valtozot.

4.5 ALLiTAS. Legyenek a sémdink Ia vagy II tipustiak és legyen wu € H? (Q).
Ekkor O<t=mk=T esetén létezik olyan C pozitiv illando, hogy

4.31) 1o™—u*(-, mi)| = C{H" | ull, +K* | toll2,}-

A (4.30) becslés hibdja, hogy a #=0 kozelében elromlik. Ezért célszeri olyan (4.30)
tipusu becslést adni, amely 7=0-ig bezdrélag egyenletesen j6. Figyelembevéve a 4.1
allit4s (4.16) becslését érvényes a kovetkez§:

4.6 ALLiTAs. Legyenek a sémaéink Ia vagy II tipustiak és w,€ H(Q) (0=s=r).
Ekkor O0st=mk=T esetén

432 U™ —u* (-, mk)| = C{Rmine) 4 gmintsDY [y,

KOVETKEZMENY. Ha a kezdeti allapotot leird u, fiiggvény maximalisan sima
(azaz u,€ H' (Q)) akkor

4.33) NU™—u*(+, mk)| = C{h"+kmirC2 Yyl 0=mk =T.

(Megjegyezziik, hogy 4.6 4llitas 1ényegében 4.5 4llit4s kiterjesztése kevésbé sima kez-
deti fiiggvényekre és a teljes idGintervallumra.)
A kovetkezd allitas a maximum-normaban mond ki hibabecslést.

4.7 ALLiTAs. Tegyiik fel, hogy {T,} az F; és F, feltételeket kielégit& diszkretizacios
eljaras és legyen (4.21) Ia, Ila, vagy III. tipusi séma. Ekkor O<ty=mk<T esetén
létezik olyan C pozitiv allandé, hogy

439 U™ —u*(-, mk)| = C{y(B)+h" + k" Hu,.

KOVETKEZMENY. A Galjorkin-tipusii (4.13a) sémdkra a (4.34) érvényes. (Megje-
gyezziik, hogy a y(h) fiiggvényeket néhany specidlis operator esetén 4.3 4llitast kove-
téen megadtuk.)

A tovabbiakban térjiink 4t a kiilonbozg tipust sémak konkrét definidlasira.
Ehhez a (4.22) és (4.28) tulajdonsigokkal rendelkezd r(7) fiiggvény megadasa sziik-
séges.

El8szor az e~ * fiiggvény Padé-tipusii approximdcidjdt tekintsiik. Mint ismeretes,
az altaldnos Padé-tipusi approximdcio

-{4.35) - rp,q(r) =

)

d, (@)

Alkalmazoti Matematikai Lapok 11 (1985)



VEGES ELEMEK MODSZERE 137

alaky, ahol
& (p+q—D!q!

@39 "= 2 Gramep V™
_ & (p+g—Dlp!

@30 el = 2 BT TP |

és ekkkor

(4.38) p (D) = e "+o(?*1*Y) (v -0 esetén).

Megmutathatd, hogy a (4.35) altal definidlt (4.21) séma v=p+g-ad rendben
pontos és
p <gq esetén 1 tipusu,
p=gq esetén I tipusi,
p=gq+1,qg+2 esetén III tipusn
diszkretizacids séma.

A p és q értékeinek megadasaval tetszGleges pontossagli sémak megadhatok.
Tekintsiink néhany egyszeriibb, a gyakorlati alkalmazasban is sfirfin el6fordul6 esetet
és adjuk meg a (4.13a) Galjorkin-tipusu approximdcio esetén a sémékat!

a) ¥o,1 = 1—-1.
Ez I tipusu és v=1 rendben pontos séma: (4.21) alapjan
(4.39) yrsl =Um™—kL,U™.

A szamit4si algoritmus a kovetkezd:
—k
ra(klp) = 1-klu ="

és (4.24) alapjan: T, U™*=(T,—kDHU"=T,U™~kU"™.
Ezt 4ltalanos alakban felirva:
S(T,U™, ) = S(LU, D—k@U™, 1) 1€S,
és (4.13a)-t alkalmazva
(4.40) U™ ) =U" )—keU™ 1) 1ES)-

(Vegyiik észre, hogy (4.40) megegyezik (3.6) sémaval.) Vizsgaljuk meg a (4.28) telje-
siilési feltételét, azaz, hogy (4.40) milyen tipusi séma. A (4.13a)-bdl kszvetleniil kovet-
kezik a

(4.13b) (Lotins 1) = @ (ups ) xESh

azonossdg. Tegyiik fel, hogy @ bilinearis funkciondl korlatos H*(Q)-ban és tetsz§leges
XES, elemre:

(441 Ixly=C-h~"{xl

ahol C z-t6l fiiggetlen pozitiv allando. (Eseteinkben ezek a feltételek teljesiilnek:
@ a (4.12) mddon torténs megvalasztasaval korldtos H'-ban valamint az S, spline-
téres definidlasaval a spline-fiiggvények tulajdonsiga kovetkeztében (4.41) érvényes).
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Ekkor (4.13b) és a feltételek kovetkeztében:

(4.42) (Laxo 1) = P, 1) = Gillxli = Ch~¥x)?
igy L, maximalis sajatértékére: A,,,=Cyh~? azaz (4.40) Ia tipusa séma a
(4.43) kh2 = 22 Cz‘—l (22 -< 1)

feltétellel. Igy (4.40) sémaval (vagy a (3.6) sémaval) a 1épéskozokre vonatkozé (4.43)
korlatozo feltétellel lehet csak szAmolni. (Ez megegyezik a [9]-beli explicit differen-
ciasémik stabilitdsanal emlitett korlatozoé feltétellel.) A (4.43) feltételt kielégits 16pés-
k6z6k megvalasztisa esetén a kozelités pontossiga H%(Q)-normaban O (h" +k) nagy-
sagrendii.

b) Fr.o(0) =

1417

Ez III. tipusti, v=1-rendben pontos séma. Mivel

ri,o(k/p) = Tc%-;;

ezért az
(4.44) U™ +kdU™ 0 = (U™, 1) 1ES,
implicit sémat generalja. (Ez megegyezik a (3.7) sémaval. Ezen séméaval, (4.40) séma-

tol eltérden, a k és h 1épéskozre tett korlatozoé feltételek nélkiil szamolhatunk és a k-
zelités pontossiga H(Q)-norméban O (W +k).

_1—72
©) ry,i(t) = —l+T/2'
Ez II. tipust séma és v=2 rendben pontos. Mivel r, 1(k/y)=£—k—/2 , ezért ry , az
, ﬂ+k/2 s
mn4-1 . k N m+1 m k m
(4.45) U™ 0+5eW0™L Y =0 0-5 U™ €S,

sémat generalja. (Ez megegyezik a (3.8) sémaval.) A (4.45) séma szintén korlatozé fel-
tételek nélkiil stabil és O (K +k®) nagysdgrendben pontos a H°(Q)-normdban.

d) Magasabb rendii Padé-tipust approximdcick

Gyakorlati jelentGséggel birnak még azok a magasabb rendiiek, ahol a (4.35)
tipusit approximaci6 nevezd§je masodfokil, azaz a kovetkezd:

1 ] _ 1—-1/3 . _ 1=1/241%12
v O T Tamrme 9= T

Ezek alkalmazasa ugyanakkor eltér az el6zGektdl, mivel a nevez8k gydkei komplex
értékiiek. Kozvetleniil belathatd, hogy a j=0, 1, 2 esetekre

(4.46) 1y o(7) =

(4.47) ra, (kjg) = 1~k Re (ﬂ -y;;, k]
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ahol
_ 1 .Vj+1] = _( J-——-]
Bevezetve az
operatort a diszkretizaciés sémanak
(4.50) Ut =U"—kRe(y;4;5U0™

alaku, ahol A4} létezik, mivel Re f;=0. Igy a (4.50) sémaval valdé szamolashoz
aW=ky;A;;U™ tipusi elem megkeresése sziikséges, ami a

(4.51) W, 0D+kB; W, 3) = ky; 2(U™, 7)

feladat (egy komplex értékil, elliptikus tipusu feladat) megold4sat jelenti. Megjegyez-
ziik, hogy (4.51) lényegében egy komplex egyiitthatds, linedris algebrai egyenletrend-
szer, de a rendszer megoldasa valds értékii.

A Padé-tipust approximdcion kiviil célszerii az {L2} p-ed rendii (p> —1) Lague-
rre-polinomokkal valé kozelités. Ezek alkalmazisaval ugyanis az eddigiektdl eltérd,
ugyanakkor gyakorlatban jol alkalmazhatd (4.21) diszkretizaliés sémdkat nyerhe-
tiink.

Mint ismeretes, a Laguerre-polinomokra igazak a kovetkezsk :

n xJ
4.52 L2 (x) = (n+p)! —1) — e ,
(4.52) (x) = (n+p) Eo( ) TG o)
(4.53) xPe~*
adott sulyfiiggvénnyel ortogonalisak,
(4.54) (=t t=Pe=*1—t = S 120" |t <1, x>0,
n=0
4.55) nLE(x) = (—x+2n+p—DL2_(x)—(n+p—-1)L2_,(x),
(4.56) D LF(x) = x YnLP (x)—-(n+p)LE_ (x)}; n=1.

Legyen t=xt/1—t és ekkor (4.54) p=1 esetén:
4.57) et =(1-1)? 3 Li(x)1"
n=0

Ezutan (4.57)-re (4.55) osszefiiggést alkalmazva :

e, 2 xL:(x)( T ]"“m
(4.58) e —1—"§)——n+1 poanpe ;

ami azt jelenti, hogy tetszGleges b=1/x pozitiv szdmra
o T n+1
(4.59) et =1 —n;z; P,(b) [m) (t>0)
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ahol
(4.60) P.(b) =(m+DWB"LLUL™
n-ed foki polinom.
Mivel L} zérushelyei pozitivak és egymastdl kiilonboz8ek, ezért (4.60) alapjan

ez P,-re is igaz. Jelolje b,=p;*a P, polinom legnagyobb zérushelyét. (Azaz B, az L}
legkisebb zérushelye.) Legyen v=2 és

y—-2 T j+1
4.61) r,(t) = l—jé; P;(b,_,) (l—m]
racionalis tortfiiggvény, amelyre (4.59) és B, _, megvélasztdsa koévetkeztében :
(4.62) ry(@) =e*+0(r"*h),

Nyilvanvalo, hogy r,(0)=1 és r, monoton cs6kkend. Egyszerii eszkozokkel
belathato, hogy az r,(z)>—1 tetsz8leges t=0 érték esetén és igy a (4.61) kifejezés-
sel definialt r,(7) filggvény egy 1I. tipusu diszkretizdcidés sémat hatidroz meg. Tekint-
sitk az r, altal generalt szdmitési algoritmust! Mivel

-2
rokjwy=1— 3 kIt P;(b,_ ) (p+kb,_,)~U*D
2
igy (4.49) jelolést alkalmazva

v—2

(4.63) Umtt =Um— 3 KPi(b, ) 45 {51 U™

j=0

Ha T, a Galjorkin-modszer operatora (azaz (4.13a) altal definialt operator),
akkor a (4.63) gyakorlati realizdldsa a kovetkezs. Jelolje:

(4.64) o =U";, Uf,=kA;3_ U
és ekkor
y—1
(4.65) Uyrtl=pym ~ _Z; P;(b,_) U,
j=

azaz Um™*'-et U™-bél (4.64) tipusi (v—1) darab linearis rendszer megoldasaval nyer-
hetjiik. (Megjegyezziik, hogy ezen rendszerek matrixai ugyanazok!)
Mivel (4.64) a (4.49) jelolést figyelembevéve felirhatd

(4.64a) (T,+kb,_, YU, = kU
alakban, ezért a Galjorkin-mddszer esetén a (4.64a) a
(4.66) (Uj";-b X)+kbv—1¢(U}"+1, X = ktp(U_’,-", X)) XES,

feladatok megoldasat jelenti. Foglaljuk Ossze a szamitasi algoritmusunkat!

A moédszer pontossagat meghatdrozé v-t megvalasztva meghatarozzuk b,_, és
P;(b,-y) (j=0, ...v—2) értékeket. Ezutan a j=0,1...... v—2 értékekre megoldjuk
a (4.66) feladatokat. (Ez §, bazisfiiggvényeinek ismeretében v—1 szdmi linedris al-
gebrai egyenletrendszer megoldasat jelenti. Az egyes rendszerek méretei dim S),).
Ezt kovetSen az elz8ekben meghatarozott Uy, Uy, ... UM, értékekkel (4.65) formu-
laval meghatdrozhatjuk U™+ értékét. ‘
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Tekintsiink néhany specialis esetet!
€) v=2 megvalasztids esetén

ro(0) = 1—t(1+7/2) 7 = (1 -7/2)(1 +7/2) ™

azaz a Padé-tipusi approximdciondl targyalt Crank—Nicolson sémdt nyerjiik (c) eset.)
f) v=3 megvalasztas esetén: ry(t)=1—1-(1+by7)"1—(V3/6) t(1+by7)2

bzz%[lﬁ%; Py=1; Py(bs) = 0,288 675.

(Ez az un. Calahan-séma)
g) v=4 megvilasztas esetén

by = 1,068579; P,=1; P,(by) =0,568579; P,(bs) = 0,239948

{v=10-ig bezarolag [2]-ben megtalalhatok a megfelels értékek.)

Ha maximum-norméban szeretnénk hibabecslést kapni és ugyanakkor a diszkreti-
Z4cios 1épésekre nem akarunk megkotéseket tenni, akkor I11. tipust sémét szitkséges
definidlnunk. Ez a Laguerre-tipusi: polinomokkal is lehetséges. Az el6z6ekhez hasonls-
an, de most p=0-val szamolva, b=>0 esetén

(4.67) e = (1+4b1)" IZQ’(b)[1+br) t=0
ahol
Q;(b) = LY.

Jeldlje most v=1 esetén

J
T
(4.68) r, (1) = 1+b y 2 Q;(b [l+br) ; =0
ahol b, a Q, polinom legnagyobb zérushelye.
Ekkor
r@ =e"+o(x*Y) (1= 0)
és

lim r,(t) =0

Belithat6, hogy =0 esetén 0=r(t)=1, azaz (4.68) megvalasztissal a (4.21) séma
III. tipusu. Szamitasi algoritmusa a kovetkezG:

1 J
(4.69) o) = b ,§o K0, (b )[ +ka) .
Jelolje
Ur = A T, 07,
(4.70) ’
UMy = kATIUT j=0,1..v-2

Ekkor (4.69) alapjan

v—1
4.7) umt= 3 Q,(b)Ur.

j=0
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Ha T, a (4.13a) médon definialt Galjorkin-mddszer, akkor (4.70) megoldésa az
UF, 0D+kb,@UF, ) = (U™, 1) 7€Sk,
1 D +HKkO, Uy, ) = kO UT, ), j=0,1...v=2

v— 1 szamu linedris feladat megoldasat jelenti. Foglaljuk 6ssze a szamitasi algoritmu-
sunkat!
- A mddszer pontossagat meghatarozé v megvilasztdsa utan meghatirozzuk b, és
Q;(b,) (j=0,...v—1) értékeket. Ezutdn (4.72) alapjin j=O0,...v—2 értékekre
megoldjuk a (4.72) linearis feladatokat. (Ez S, bazisfiiggvényeinek ismeretében v— 1
szam linearis algebrai egyenletrendszer megoldasat jelenti.) Végezetiil (4.71) alapjin
meghatdrozzuk U™+?! értékét.

Tekintsiink néhdny specidlis esetet!
h) v=2 megvalasztas esetén

by = 1,707106; Q,=1; 0,(bs) = 0,707 106.

i) v=3 esetén: b;=2,405149; Qo=1; Q;(b;)=1,405149; Q,(b;)=1,474445
(v=10-ig bezardlag [2]-ben megtaldlhatdk a megfelels értékek.)

Eddig a (4.19) térbeli valtozéban diszkretizalt (Iényegében lineiris, elsérendii
kozonséges differencidlegyenletrendszert jelentS) feladat (4.21) egylépéses sémaval
torténd megoldasat targyaltuk. Ugyanakkor a rendszert megoldhatjuk tobblépéses
modszerekkel is, amelyek a gyakorlatban szintén jelentGsek. Roviden foglaljuk Ossze
a linedris tobblépéses modszereket (1. t. m.)

a.72)

Legyenek :
o® =30 (=0,
4.73) =
o(®) = g;o'jfj

v-ed fok1l polinomok és alkalmazzuk a (g, ¢) 1. t. m.-t az
@749 D,y(®) =—Ay(0)
y(0) =1
(¥»(D: R*—>R! megfelelden sima, egyvaltozds fiiggvény) tesztfeladatra.
Jelolje y™ az y (mk) (k =0) kozelitését, amit az
(4.75) D0yt =—1) Fo;ymti
J=0 F=0

egyenletbdl hatarozunk meg. (Az % p1, ..., "1 értékeket ismertnek tételezziik
fel.)

Figyelembevéve u (x, t) (4.20) alaku elGallitasat, a 1. t. m-t8l is megkoveteljiik
az A, stabilitdst, azaz, hogy y™—+0(m—-) minden pozitiv A esetén. (Az egylépéses
mobdszereknél ezt a (4.28) feltétel biztositotta). Mivel (4.75) atirhatd

(4.76) 2 (e;+t6)y"ti =0
Jj=0
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alakra és ennek a karakterisztikus egyenlete

Z;v;ij =0; y;=90;+10;
J=

alaka, ezért a 1. t. m. akkor A,-stabil, ha a

4.77) P) =0 +10(%)
polinom £;(7) gyokeire érvényes a
4.78) I&;@l <1 VYT=0

egyenlStlenség. Igy valamely (g, o) 1. t. m. stabilitdsdnak feltétele a (4.78) egyenlGt-
lenség.

Alkalmazzuk a (g, 6) 1. t. m.-t a (4.19) feladat megoldasira. Legyen T, a (4.13a)
alaku Galjorkin-médszer. Ekkor a

Fy . v 3
4.79) (3 o, U™, 0)+kd( 3 o,Um, 1) =0 %€S,
ji=0 J=0

alaku feladatot sziikséges megoldanunk, feltéve, hogy Ut a (4.19) kezdeti feltételbdl,
ul, ... u’~ -t pedig az el6z8ekben ismertetett valamely egylépéses médszerrel mar meg-
hataroztuk. Ekkor érvényes a kovetkezd.

4.8 ALLitAs ([16]). Legyen a (o, 6)g-ad rendii, 4,-stabil médszer olyan, hogy a ¢
polinom abszolut értékben egy értékii gyokei egyszeresek. Ekkor, ha a feladat u*(x, 1)
megolddsa megfelel§en sima, azaz, ha régzitett 1[0, T] esetén u*€ H3(Q), akkor

V—

(4.80) sup Ju*(-, mk)—U™| = C[ S [u*(-, jk)— U]+ +K9) log = |l

yEm=oco j=

(Vegyiik észre, hogy a 1 t. m. pontossigit nagymértékben befolyasolja
az U7 (j=0, ...v—1) kezdeti kozelitések megvalasztasa: ha g-ad rendfi I. t. m.-t va-
lasztunk, akkor a kezdeti értékeket is az ilyen, vagy az eggyel alacsonyabb rendben
pontos egylépéses modszerrel célszerli meghatdroznunk.)

A szakasz befejezéseként tegyiink néhdny megjegyzést!

4.2. Megjegyzés. Ha véges dimenzibs altér bazisfiiggvényeit ismerjiik, akkor
(4.79) feladat a

4.81) > (e, M+0,kQ)a™ i =0 m=0,1,...
Je=0

feladat megoldasat jelenti, ahol M, Q és « megegyezik az el§z3 szakasz (3.5) jelolé-
seivel [w, v].=®d(w,v) kiegészitéssel. Ez azt jelenti, hogy idGlépésenként egy

(4.82) B= 3 (o;M+0;kQ)

azonos alaku métrixszal rendelkezd linedris algebrai egyenletrendszer megoldasa
sziikséges. Ez a B matrix pozitiv definit, ritka és sdvstruktiraji, valamint kondicio-

Alkalmazott Matematikai Lapok 11 (1985)



144 FARAGO 1.

naltsagi szama nem né tilsagosan gyorsan, véges elemes altér esetén [8]
cond (B) = O(kh™3).
igy (4.81) megoldasa numerikus szempontbél aranylag egyszer.

4.3. Megjegyzés. Eddigi allitasainkat homogén jobb oldali problémikra fogal-
maztuk meg. Ha a

(4.83) Du+Lu = F(x, t)
inhomogén jobb oldalu feladatot vizsgaljuk akkor, (4.79)

(4.84) (,Z; o;Um+, x)—i—kcb(z;ajU"'”, ¥) = k(Z:)oij*j(-), X)) XES,
< 7S 7S

alakt, ahol F™(x)= F(x, mk). Ekkor a (4.80) hibabecslés véges idGintervallumra
érvényes marad. (Végtelen id@intervallumban F,(x, #) novekedése tett megszorité
feltételek sziikségesek hasonlod becsléshez [16). Ha a v=1 esetet vizsgaljuk és figye-
lembevessziik, hogy az egylépéses mddszereket véges idGintervallumon vizsgiltuk,
akkor a fentiekbg] kdvetkezik, hogy az ott kimondott allitasok a sémak (4.84) sze-
rinti korrigélasaval inhomogén egyenletekre is érvényesek.

4.4. Megjegyzés. Az credeti(2.1), (2.2) probléma megoldasara érvényes a kovet-
kezd becslés [18]

(4.89) J (-, O = e=aurfugl; 10

ahol 4, az L operator legkisebb sajatértéke. Ha a (g, 0) 1. t. m.-re kiegészitSleg fel-
tessziik, hogy a ¢(¢) polinom abszolut értékben egy értékil gyokei egyszeresek és a
o (&) polinom gyokei abszolut értékben egynél kisebbek, akkor a (4.79) vagy a (4.84)
sémdval nyert (U™) kozelitések sorozata meglrzi ezt az ,,exponencialis lecsengést’ :

(4.86) U™ = Cexp {— romk}o max | Ul|; 15>=0; m=v.
=j=v-

(Az ilyen tulajdonsagu sémékat L-stabilnak nevezik, [17].)

4.5. Megjegyzés. Az u*(x, t) megoldas 4.8. allitdsban szerepld u*(x, t)€ HS(Q)
(I=0 esetén) simasagi feltétele teljesiil, ha az u, kezdeti allapotot leird fiiggvényre
WEHY(Q) és
uoir = Luolr =L, = L[(s—-l)/‘l] uo'r = 0

4.6. Megjegyzés. A (4.79) tipust |. t.m.-ek realizildsa leegyszeriisodik, ha

6o =0,=..=0,.4=0.
Ekkor a sémank:

(3 ;U p)+kd (o, U™, ) =0 xES,,
4.87) J=0 .
(U°, UY,..., U1 adottak)
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alakd, és igy a konkrét szamitast jelent8s (4.81) egyenlet is leegyszeriisodik :

(4.88) Zv' Mot 46 kQa"tY =0; n=0,1..
. j=0

o, o, ... o*”1  adottak.

5. Linedris, id6to! fiiggo elliptikus részii parabolikus tipusa
parcialis differencialegyenletek diszkretizaciéja

Ebben a szakaszban a (4.1)—(4.3) feladat egy altalanosabb kit{izésének diszkre-
tizaci6jat vizsgaljuk: feltessziik, hogy az egyenletben szereplS L elliptikus operator
idofiiges. gy tekintsiik a

(5.1) Du=—L0Ou {(x,)eQxXO,T],

(5.2) ulx, =0 (x, HerxJo, 7},

(5.3) u(x, 0) = uy(x) x€Q,

(5.4 L(Hu= 2‘ D, (a;;(x, t)iju)—i-ao(x, Hu

lJ—

feladatot. A tovabbiakban néhany helyen (5.2) els§ peremfeitétel helyett az

(5.2a) 2 Aay(x, ND,u=0 (x,)elx[0,T]
i,j=1 :
masodik peremfeltételt vizsgaljuk.

Tegyiik fel, hogy ay, a;; [0, T]-n elegendGen sima fiiggvények, az A(x, t)=
=[a;;] matrix egyenletesen szigortan pozitiv definit, U, adott fiiggvény. Ekkor L(¢)
minden rogzitett 0<t<T7 esetén szigortian pozitiv definit, elliptikus tipusu operator
H2)yn és dom L= {H2(Q)ﬂH1(§_Z) térbeli az (5.1), (5.2), (5.3) feladatra, és a
H2(QN{we H2(Q); Z‘ fia; D, w=0, (x, )eI' X(0, T](5.1),(5.2a), (5.3) feladatra.}

i,j=1

Jelolje
(5.5) ®(0) (0, Y) = f ( 2 4Dy, - Dy, Y +ao oY) dx.

Ekkor az egyiitthatod fuggvenyekre tett feltevéseink kovetkeztében @(¢) bilinearis

alak erdsen koercitiv H! (Q)XH 1(Q)n az (5.1)—(5.2)—5.3) feladat esetén és
HY Q)X HY{Q)-n az (5. 1)—(5 2a)—(5.3) feladat esetén. Igy mindkét feladatosztalynak
tetszGleges wu,€ H Q) fliggvény esetén 1étezik dltalanositott megoldésa [10].

Megtartva a 4. szakasz jeloléseit (csak kiemelve azok t-t8l valé fiiggését) jelolje
T(t): HY(Q)~dom L az L(t) operator ,,megoldési operitorat”, azaz

(5.6) LOITOA1=f VfEH Q).
Jellje tovabbra is {S,}C H%(Q) a véges dimenzids altérsorozatot, {T,(t)}(0=t=T)
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pedig olyan operatorsorozatot, hogy rogzitett O=r=T esetén T,(t): HY(Q)—-S,
képezd operator. A {T,(¢)} operatorsorozatot ugy vilasztjuk meg, hogy az S,-n
approximalja T operatort, valamint az L(¢) operator ,,j6 tulajdonsigai” mintegy
atéroklddjenek. Ezt Ggy biztositjuk, hogy az {T,(¢)} operitorsorozatnak ki kell elé-
gitenie az alabbi feltételrendszert :

F,; feltétel: legyen {T,(t)} olyan operatorsorozat, hogy tetszdleges rogzitett
0=t=T esetén
a) T,(t) operator H (Q)-ban 6nadjungalt, szigoruian pozitiv definit.

gy létezik S, -n inverz operatora és jellje ezt L, (1), azaz

Lo =T (e V@ES,.
b) TetszGleges f€ H(Q) esetén létezik olyan r=2egész szam és C () pozitiv allandé
hogy
&) T/ O-TIO)fll = CHRfl; =05 0=1=r-2
ahol . .
(1) = (D) T, (1)

c) S,-nlétezik olyan || . ||5, norma, hogy

(5-8) lel* = Clol§, = C(L.(De, @),
59 I(L;’;(t)(pl. (Pz)l = C(Dells,leals, 0=t=T; o, 9s£85,
ahol

Li(®) = (D) L, ().

Megjegyezziik, hogy a (4.13a) tipust Galjorkin-approximdcio operatorsorozata —
mint az a korabbi eredményeinkb8l varhaté — kielégiti az F; feltételt [4]. JelGlje
Pi()=T,)L(t): dom LS, azun. ,elliptikus projekcios operatort™, Py: H(Q) -~
—~S, az ortogonalis projektort. Ekkor tetsz8leges WeH'*¥(Q)Ndom L esetén

(5.10) W—PW| = |W-PiW| = CH**[W{..

ugyanis 5
WP | = |TLW-T,LW| = Ch'**|LW],

és mivel L:H**(Q)—H'(Q) korlatos operitor, ezért
.11 1w, = CIW |42

amibdl (5.10) kozvetleniil adodik.

Tegyiik fel, hogy az (5.1)—(5.4) feladat kezdeti feltételét leird wuy(x) fiiggvény
H"(Q)-beli. Ekkor a feladat #*(x, t) megoldasa rogzitett ¢ esetén H'(Q)-beli és maga
a feladat is korrekt kitfizésii [ 10], [18], azaz 1étezik olyan C pozitiv 4llandé, hogy

(5.12) lu* (.. DI, = Clla],.
Jelolje (mint az el6zG szakaszban)

ut(x, 1y = Plu*(x, 1)
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Ekkor
l*(-, —uy (-, D) = | TLw* — T, Lu*| = ChH*2|Lu*); = CR* 2|4,

(az utobbi becslés (5.11) kovetkeztében). Igy /=r—2 esetén, (5.12) figyelembe-
vételével:

(5.13) (e, D—uz (-, D) = Chfjwl, O=¢=T.

(Vegyiik észre, hogy (5.13) lényegében megegyezik az el6z§ szakasz 4.1 aliitasaval.)
Az u} térbeli valtozékban diszkretizalt kozelités derivaltjaira is nyerhet8 becs-
Iés. :

5.1 ALLiTAS ([4]). Tegyiik fel, hogy {T,(r)} kielégiti az F, feltételt. Legyen
ul(x, t) rogzitett 0=¢=T esetén H'**(Q)Ndom L-beli elem az (5.1)—(5.4) feladat
megoldasanak elliptikus projekcidja S, -ban. Ekkor létezik olyan C(;) pozitiv dllando,
hogy
(5.14)  |\Div* (-, D—Djui(-, 0] = C(j)hl+2ﬂu0ﬂ,+2+2j: O0=t=T, j=0.
(Vegyiik észre, hogy (5.14) és 4.2. allitas becslésének nagysagrendjét biztositja.)

A térbeli diszkretizacids operatorra esetenként a kdvetkezd feltételt kotjiik ki.

F, feltétel. Legyenek {T,(1)}, {L,(t)} olyanok, hogy j=0 egész szamhoz létezik
olyan pozitiv C(j) 4llandé, hogy

ILOT,Of = COIfl  VHYQ): 0=s=T,
ITEOLAI = CDIAL VAES: 0=s=T.

Megmutathato, hogy a (4.13a) tipusu Galjorkin-eljdrds operatora kielégiti az F fel-
tételt [4], [12]).

A térbeli valtozok szerinti approximaci6 tehat azon {u}}o<, <7+ S, sorozat meg-
hatarozasabol all, amelyre

Dui+L,(Nuf =0 0<t=T

uy (0) = Up, 0

(5.15)

(5.16)

ahol u, (€S, az u, fiiggvény egy megfelel8en jo S, -beli kozelitése. Altalaban
5.1 iy, 0 = Pouy

azaz uy o az u, Sy,-beli ortogonalis vetiilete. Az {u;} approximacios sorozat u*(x, 1)
pontos megoldastol vald eltérésére az 5.1. allitas becslése érvényes.

Térjiink at az (5.16) séma id8valtozo szerinti diszkretiz4cidjara. Ezt — az el6z8-
eknek megfelelden — az e~* raciondlis approximacidjaval definidljuk. A tovabbiak-
ban legyen

v

r@) = POQW); P = ST 2@ = 2 gt
az e " racionalis approximdciodja, ahol P és Q relativ prim polinomok ; tovabba kielé-
gitik az alabbi feltételeket:
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F; feltétel.
a) Q(1)=0 =0 esetén és Q(0)=1.
b) —14+6=P(x)(Q(r))"'<1 valamely §>0 és minden T esetén.
o) [r(®)—e |=0@"*Y); v=1 (z-0)
Az altalanossdg megszoritasa nélkiil legyen p,=a,=1. Vegyiik észre, hogy a 4.
szakaszban definialt sémak nagy része eleget tesz Fj feltételnek. Példaul
— (4.44) implicit séma (6=1; v=1),
— (4.46) Padé-tipusu approximdciok (6=>0; v=2, 3, 4),
— Calahan-séma (6=0; v=13) stb.

Megjegyezziik, hogy a (4.40) explicit sémara és a (4.45) Crank— Nicolson sémdra
F; feltétel v=1, 2; 5=0-val érvényes, igy a (b) feltétel nem teljesiil, azaz a tovabbiak-
ban ezeket a sémakat nem targyaljuk.

Jelolje k(0<k<1) tovabbra is az id8 szerinti diszkretizacios 1épést. ElGszor
az u} (x, k) (azaz a térbeli valtozdkban diszkretizalt megoldas elsg idSrétegen vald)
kozelitését hatarozzuk meg. Ehhez a kérpontos dltaldnositott Taylor-formula kiter-
jesztését alkalmazzuk. [12]

5.1 LeMMA. Legyen g(?) megfelelGen sima fiiggvény a [0, T] zart intervallumon;
P és Q F; feltételt kielégitd v-edrendii polinomok. Ekkor tetsz8teges 7€[0, T] ese-
tén:

(5.18) (Q(=1D)g)() = (P(~1D) g)(0)+ [ K(t, )D}**g(s) ds,
0
ahol D, a [0, T]-n értelmezett differencidloperator és
S g; N -
5.19 K, s)= L (=0 (t—s)".
(5.19) 9= 2 s =)

Vegyiik észre, hogy (5.16) alapjan
D,ll: :—Ln(t)u:,
Dt = (LX) —D, Ly ().

Az (5.18) Osszefiiggést a g(f)=u}(x, s)(0=s=k) fliggvényre alkalmazva, az (5.20)
figyelembevételével a kovetkezSt nyerjiik :

{I+ /5% kLn (k)+ s kz(Ltzl(k) _Dth (k))}l«l: (x’ k) =
= {1+ p1kL,(0) + p: k*(L}(0)— D, L, (0))}u; (x, 0)+ O (k*+* Dy 1ury).

Feltéve, hogy (5.21) bal oldalan szerepld operator invertalhatd, az u} (x, k) kéze-
litését (5.21) alapjan a kovetkez6 mddon hatdrozhatjuk meg:

(5.22)
Uy (x, k) ~ {I+q kL, +q.k*(LE— D, L)}~ (k) {{+ py kL, + p. k*(LE — D, L,)}(O)uy, .

(5.20)

(5.21)

Az (5.22) egy olyan egylépéses iterdcios eljarast definidl, amelynek segitségével az
el6zd iddréteg eredményébdl uff (x, mk) tetszSleges idGrétegen valé kozelitését meg
tudjuk hatarozni. Tehat az (5.22) algoritmus teljes definidlasahoz P, Q,u, o és
{D] L,(1)};-0,, ismerete sziikséges.
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Az egyszeriibb jel6lés céljabodl vezettiik be a kovetkezd jeloléseket :
t,=mk{m=0,1...M}; DIiL,,)=LY; DiT,(,)=TY (=0,

(5.23)
P, =P(kL,); Qm=Q(kL,),

pm = Pm_kaer‘nl); Qm =Qm_q2k2Lt(nl)'
Ekkor, ha u] (x, k) kozelitését ¥ "-vel jeloljiik, akkor (5.22) alapjan

(5.24) OVt = Pyu,,
és altalaban felirhatd.

(5.25) Opi V"t =P ym
alakban.

Mint az (5.24)—(5.25) kepletekbol is lathato, az algoritmus miik6désének alap-
feltétele a §,,; (m=1,2,... M) H(Q)~S, operatorok invertilhatosaga. A kovet-
kez§ allitas ezt biztositja.

5.2 ALLiTAs ([4]). Megfelelden kicsiny k id8szerinti diszkretizacios lépéskoz ese-
tén léteznek olyan C,, C, pozitiv allanddk, hogy

(526) Cl (qu)’ ¢) = (Qm¢’ (P) = C2(Qm @, (P) V(PES;,-
KOVETKEZMENY. Miutdn @, szigortan pozitiv definit operdtorok, igy (5.26) dssze-
fiiggés alapjan Q,, operatorok invertalhatok m=1, 2, ..., M esetén.

Térjiink at az (5.24), (5.25) (most mar blzonyltottan miik6dé) algoritmus ered-
ményeinek hibabecslésére, pontosabban az algoritmus altal szolgéltatott kozelitésnek
és az (5.1)—(5.4) feladat pontos megoldasanak a 7,, idGrétegen valo elliptikus projek-
cidjanak eltérének becslésére. (Vegyiik észre, hogy mindkettd (tehat V'™ és u)f(x, 1,,))
is S,-beli.) Ha V™ —u; (x, t,,)-re becslést adunk, akkor az 5.1 allitas segitségével glo-
balis hibabecslés is adhaté. Ez utdbbira ad valaszt a kovetkezd

5.3 ALLiTAs ([4]). Tegyiik fel, hogy u€ H*(Q); p=max {2(v+1), r+2} olyan,
hogy az (5.1)—(5.4) feladat megoldasara fennallnak az

la* (- s Diyrz = Cllttg] 425
1Dy ¥ (-, O = Clluglzvar

Ssszefiiggések (C = pozitiv dlland6); valamint, ha @ (x) masodfokd akkor {T,(t)e<,<7-
re F, feltétel teljesiil. Ekkor megfelelGen kicsiny k esetén

(5.28) [|QLlE (V™ —u*(-, 1,))|| = C(h"+ +C|QYV*(VO—Pu)] m=1,2... M.

Az (5.28) becslés (ami a H(2)-beli becslésnél erGsebb becslést jelent) mindségét te-
hat u, simasiga ésa V°=u, , megvilasztisa hatdrozza meg. A modszert jellemzGen
ez utdbbi a lényeges (mivel u, a’ pirori adott). Célunk ¥ ° megvalasztasira olyan
cljarast adni, amely O} normdban nem rontja el az (5.28) becslést, azaz V°— Pyu,
elem Q¥2 normaban O (h") nagysagrendii. (Megjegyezziik, hogy az optimalis Vo=
= P;u, megvalasztas csak elméleti lehetdség: P, a T, operator ismeretét igényli, mig
a szamitasi algoritmusunkban erre nincs sziikség.) )

(5.27)
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5.4 ALLiTAs ([4]). Ha u,c H+2(Q)Ndom L és L(0)u,cdom L, akkora
OV o1 = P(uy+ g kL(0) uy+ g k2(L*(0) — D, L' (0))u),

QoV %% = P(uy+ g, kL(O)ug+ g k> L2(0)ug) = P(Q (KL (0))uy)

modon meghatarozott V*, F%? elemekre érvényes a

(5.30) 1052V — Prugll = CH' ||ugllpsn j=1,2

becslés.

Mint lathaté, az (5.29)—(5.24)—(5.25) szamitasi eljaras realizilasa idSrétegen-
ként egy linedris algebrai egyenletrendszer megolddsat igényli. Ezen rendszerek mat-
rixai lépésrél 1€pésre valtoznak. Igy a mddszer meglehetsen munkaigényes. Célsze-
riinek latszik egy olyan iteracios eljarast definialni, amely ezeket a linedris egyenlet-
rendszereket csak kozelitSleg oldja meg, de a szamitdsi munka cstkken és a rendsze-
rek kozelité megold4sabdl eredd hiba nem haladja meg a médszer (5.28) eredeti hiba-
jat. Mindezek alapjan (5.25) megoldasihoz valamilyen prekondicinlt iteraciés mod-
szert (PIM) alkalmazunk, amelynek 1ényege a kovetkezd.

Tekintsiik H™ véges dimenzi6s Hilbert-térben adott y€ H™ esetén az

(5.3D) Gx =y

egyenletet, ahol G:HW ~H®™ pozitiv definit, onadjungalt operator. Legyen
Gy: HM - H®™  pozitiv definit, 6nadjungilt és konnyen invertalhatd operator.
A PIM lényege, hogy adott x° (az (5.31) egyenlet megoldisanak egy kozelitése)
esetén general egy olyan {x®} (i=1) sorozatot, amely kielégiti a kdvetkez§ felté-
teleket:

F; feltétel:

a) xU+Y meghatarozasadhoz {x\"};_, ; ismerete, ezek G operatorra torténd alkalma-
zésa, valamint egy G, operatort tartalmazé linedris feladat megoldasa sziikséges;
b) xP ~x egy olyan y(¢) hanyadosii geometriai sorozat gyorsasagaval, amelyre

0=y <1 (6, 1); y1)=1

¢) az i-ik kozelitésre érvényes az

(5.29)

(532 1630 —x e = €' (52 16y 0x =X ew
1

becslés, ahol 4y, 4; a G operator G, operatorra vonatkozé spektrumhatarai energetikai
normaban, azaz

(5.33) 29(Goz, D)pm = (Gz, 2)gw = A1(Gyz, 2)gt»r  YzZEHW,
Ismeretesek az Fg feltételt kielégit8 iteraciods eljarasok, példaul a
(5.34) Gox*V = py +(Gy—uG)x®

egylépéses iteracid, amely a p=2(lg+4,)"! alaki megvilasztis esetén a y({)=
=(1-=&)(1+ &)~ alaku hianyados fiiggvénnyel kielégiti az F, feltételt. [21]
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Hasonléan j6 a konjugalt gradiens modszer a

7 =(1-VE(A+VE)

fiiggvénnyel [5]. Ez utébbi mbdszer lényeges eldnye, hogy a gyakorlati alkalmazisa
sordn nincs sziikség a 1,4, 4,-et meghatarozo (5.33) spektrum-becslésre.

A tovabbiakban a PIM-t az (5.25) feladat megolddsidhoz kivanjuk alkalmazni.
Alapvetd probléma a G, prekondicionélt operator megvalasztisa. Ezért térjiink 4t
ezen kérdésre. Mint az (5.23)-bdl is latszik, a megoldandd (5.25) linearis egyenlet-
rendszer operatoranak alakja Q(x) polinom megvalasztasatol fiigg. Igy természetes
mddon G, prekondicionalt operatort is Q(x) alakjaboél hatdrozzuk meg. Vizsgljuk .
meg QO (x) masodfoku polinom alakjdig bezarolag a kiilonbsz§ lehetséges eseteket.
a) Q(x)=1+q,x els6foki polinom. Az

(5.35) Gy, = I+q1kL,

prekondicionalt operator megvélasztdsa célszeriinek latszik, mivel Gy, strukti-
raja 1ényegében megegyezik L, operdtoréval és ez utdbbi lényegében egy, a [8]-
ban mar részleteiben targyalt elliptikus tipust feladat megoldasat jelenti.

b) Q(x)=(1+4Ax)? teljes négyzet (pl. a Calahan-mddszer). Ebben az esetben (5.35)-
ho6z hasonldan az

(5.36) Go,s = (I+KALy)?

prekondicionalt operator megvalasztisa a célszerii, mivel ennek invertdldsa két, az a)
linedris esetben mar emlitett elliptikus feladat egymas utani alkalmazasat jelenti.
¢) Q(x)nem teljes négyzet (pl. a (4.46) tipust Padé-approximdcidk). Ebben az esetben
Q(x) két elsGfoku, sltalaban komplex egyiitthatds tényez8k szorzatara bonthatd
és az igy nyert G, operatort alkalmazzuk prekondicionalt operatorként. Megje-
gyezziik, hogy ebben az esetben is (a b) esethez hasonléan) két, elliptikus tipusi
feladat egymds utani megoldésa sziikséges, de a szamitasok elvégzéséhez a komp-
lex aritmetika sziikséges.
Megmutathat6 [4], hogy a G,=G, ; (j=1, 2, 3) megvalasztdsu PIM-ekre érvé-
nyes az (5.33) becslés, azaz 1éteznek olyan C,, C, pozitiv dllandék, hogy

(5.37)
C1(Go, ;0, @) = (00, @) = Cao(Go,;0, 9) Y9ES,; m=12,.. M, j=12,3

(ahol M olyan pozitiv 4lland6, hogy Mk=T; (M+1)k=T.)

Jelslje az (5.25) feladat PIM-es megolddsndl a 7, =mk-ik id8rétegen az itera-
ci6k szaméit J,,; a d,, €s (J,,— 1)-ik iterdlt eredmények eltérését f§,,.

(Nyilvanvalé, hogy é,, a §,-t61 fiigg.) Ekkor, ha az elméletnek megfelelGen az
F, feltételt kielégitd PIM-t valasztunk az (5.37)-t kielégitd prekondiciondlt opera-
torral, akkor egy elfre rogzitett (B,,) hibasorozathoz létezik olyan (4,,) lépésszam-
sorozat, hogy az m-ik id8rétegen (azaz a t,,=mk id6pontban) (0=m=M)J, szdmi
iterdcio elvégzése utan nyert UGwC S, kozelitésre:

UG U@V =8, 0=m=M,

(5.38) | ‘
IGy2 (v ™ —Uew)| = B lGH2(V° - UD)]

[
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ahol U a PIM alkalmazasdhoz sziikséges els6 kozelités, G, a Q(x) polinom meg-

valasztasatol fiiggéen a G,,; (j=1,2,3) prekondiciondlt operatorok egyike, V'™

az (5.25) feladat pontos megoldasa. (Megjegyezziik, hogy az egy id8rétegre szamitott
M

atlagos iteracids lépésszamra (lﬁ 2 5,,,) is megadhatd felsG becslés [1].
m=1

Mint az a PIM leirasabol és hibabecsléseinek kifejezéseibél is lathatd, a modszer
realizilasanak és mingségének alapvets kérdése az iteracios modszer idSrétegenkénti
kezdeti kozelitéseinek megvalasztasa. Erre vonatkozéan definidljunk egy megvalasz-
tasi stratégiat, ahol Z{),-vel jeloljiikk a v-ed rendii diszkretizacié (5.25) egyenletére

alkalmazott PIM kezdeti kozelitését az (nm+1)-ik idGrétegen.

ZD,=U" 0=m=M,

Z®, =2Uu"-U""' Il=m=M,

Z@®), =3Um-3Um 14U 2=m=M,

ZW , =4Um—6Um 14U U™ 3=m=M.

(A gyakorlatban ennyi elegend, hiszen negyedrendiinél magasabb pontossagi séma-

val nem szokdsos szémolni. Ha azonban mégis sziikséges, akkor (5.39) felépitésébsl

(a binominalis egyiitthatékkal valo Osszefiiggésébdl) konnyen megadhatok egyéb

kozelitések.)

Mindezeket dsszefoglalva legyen PIMG a kovetkezd egylépéses, prekondicionalt
iteracios modszer.

a) A térbeli diszkretizacid utdn valasszuk meg az id6beli diszkretizciés sémdt defi-
nialé r(r) F; feltételt kielégit8 raciondlis polinomot. Ezzel P, Q polinomok és v
(a diszkretizdcidés pontossiga) ismertekké valnak.

b) Q(x) megvalasztisanak fiiggvényében definidljuk G, prekondicionalt operatort,
mint a G, ; (j=1, 2, 3) egyikét.

¢) Megvalasztunk egy PIM-t.

d) Iddérétegenként felépitjiik az (5.25) linedris egyenletrendszert.

€) Meghatarozzuk U® értékét az (5.29)-bal kiszamitott ¥ %! vagy ¥V 92 egyikeként.

f) Az m+1=1,2,...v—1 értékekre a c)-ben a megvalasztott egylépéses PIM-rel,
ZW  =U™ kezdeti kozelitéssel; f,.;=k" hibakorlattal meghatarozzuk U™+!
értékeit.

g) Az m+1=v,v+1, ...M értékekre a c)-ben megvalasztott egylépéses PIM-rel,
(5.39) szerinti kezdeti kozelitéssel f,.,=k hibakorlattal meghatarozzuk U™+!?
értékeit.

Az ily médon meghatarozott U™(0=m=M) megoldasnak az (5.1)—(5.4)
feladat u*(x, t) megolddsanak r,=mk helyen felvett értékétsl vald eltérésére ad
becslést a kévetkezd allitas [4], amely egyben azt is bizonyitja, hogy a PIMG algo-
ritmus alkalmazasaval az eredmény pontossigara vonatkoz6 hibabecslés nagysag-
rendje nem valtozik.

5.5 ALLiTAs. Legyen u,€ H*(Q), p=max {r+2, 2(v+ 1)}, k megfelelGen kicsiny;
valamint tegyiik fel, hogy F, feltétel teljesiil, ha Q(x) masodfoku. Ekkor, ha U™
a PIMG algoritmus alkalmazasaval nyert kozelités a 1, =mk idSrétegen, akkor 1éte-
zik olyan C pozitiv allandé, hogy

(5.40) 1QYM2(u*(+, mk)—U™} = C(h"+k)|u,), O =m=M.

(5.39)
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5.1. Megj