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A LINEARIS OPERACIOK ALTALANOS
ELMELETENEK NEHANY ALAPVETO
FOGALOMALKOTASAROL.

RIESZ FRIGYES r. tagtol.

(Székfoglalé értekezés.)

Vizsgélataim célja anpnak a néhany gondolatnak kidolgo-
zasa €s tovabbfejlesztése, melyeket 1928-ban a bolognai nemzet-
k6zi matematikai kongresszuson vetettem {61 és alkalmaztam
linedris operdcioknak specialis tipusok szerint valé szétbonta-
sara.! Rovidre szabott eléaddsomban példaképen a folytonos
fiiggvények operdcidira szoritkoztam és tobbek kozt azt mutattam
meg, hogy a linedris operacié szobanforgd részei jellemezheték
és eldallithatok a nélkiil, hogy ehhez az operdcionak StIELTIES-
féle integrallal valé ismeretes analitikus elS4allitdsat f6lhasznal-
nék. Mar el6adasomban hangsilyoztam, hogy az ismertetett méd-
szernek az az eldnye, hogy teljesen Altalanos, ugy hogy alkal-
mazhaté absztrakt halmazokon értelmezett fliggvények lineéris
operacidira, mint amilyeneket DaNieLL az integralfogalom ki-
terjesztéseként tanulmanyozott.? A jelen dolgozatban még altaléd-
nosabb foltevésekbdl indulok ki, mint amilyenekre bolognai

1 F. Rirsz, Sur la décomposition des opérations fonetionnelles liné-
aires, Attt del congresso internazionale del matematici, Bologna 1928, 3,
pp. 143—148; ugyanaz magyarra forditva: A linedris fiiggvényoperacidk
szétbontésdrél, Mat. és Fiz. Lapok, 36 (1926), pp. 1—9.

2 P. J. Danieri, The Integral and Its Generalizations, Rice Inmsti-
tute Pamphlet, 8 (1921), pp. 34—62; A General Form of Integral, Annals
of Math., (2) 29 (1917—18), pp. 279—294; Further Properties of the Ge-
neral Integral, ibidem, (2) 21 (1919- 20), pp. 203—220.
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2 RIESZ FRIGYES.

elfaddsom alkalmaval gondoltam; nem a szamkoézt vagy pont-
halmazt helyettesitem absztrakt halmazzal, nem a folytonos fiigg-
vényeket &altaldanosabb fiiggvényosztallyal, hanem maguknak a
figgvényeknek a szerepét veszik at absztrakt elemek és a fiigg-
vényosztalyét ezeknek az elemeknek az Gsszessége, melyet néhany,
nagyon kevés, az elemek Osszeadasat illeté f6ltevéssel jellemziink.
Elméletiink sokban érintkezik az ugynevezett félig rende--
zett linedris tereknek nemrég megindult elméletével.” A lénye-
ges kiilonbség, elsésorban ami a kiindulast illeti, az, hogy az
utébbi elméletben az alapul vett absztrakt halmazt sokkal tébb
foltevésnek kell alavetni, olyan foltevéseknek, melyek ezzel szem-
ben a mi alaptartoményainkon egyelére esetleg nem teljesiil-
nek, de viszont maguktol teljesiilnek linedris operaciéink hal-
mazan és ennek kapesan természetesen kindlkozé adjunkeié utén
mar eredeti halmazunkon is. Ennek fejében a mondott ujabb
elméletben mar az eredeti elemek jatsszak azt a szerepet, amit
nalunk az operdcick és igy tobbek kozt ez az elmélet majd
segitségiinkre lehet abban a torekvésben, hogy az operividkra
ad6do eredmények egyméshoz vald viszonyat tisztdzzuk.
Részben ez a taldlkozés indokolja meg azt, hogy dolgoza-
tomat, melynek gondolatdval mér joval bolognai eléaddsom elftt
foglalkoztam, de amelynek terve azéta sokban mddosult és mely-
nek modszerét sok tekintetben sikeriilt egyszeriisitenem, de még
mindig, legaldbb némely részletében, nem annyira, mint szeret-
ném, most mégis irdsba foglaltam; hogy késébbre halasztottam
tobbek koézt az operdcidértéki fiiggvények integréldsdra tdmasz-
kodé figgvénykalkulus rendszeres kidolgozdsat és esak vazlatosan
ismertettemn azokat a problémdkat, melyeket az alaptartomany-
nak a dualitds gondolatdn, az operdciok opericidinak vizsgalatan
épiilé kibdvitése felszinre vet. Nem érintettem azt a targyala-
saink folyaman nyilvanvaléan kindlkozd dltalanositdst sem, amely-

3 A jelen dolgozat szempontjabdl elsdsorban tekintetbe jové kozle-
mény, mely csak néhény hénappal ezelbtt jelent meg és amelyrsl esak
kozvetleniil a dolgozat befejezése elStt szereztem tudomdst: H. FRrUDEN-
THAL, Teilweise geordnete Moduln, Proceedings Acad. Amsterdam, 39
(1936), pp. 641—651. Szerzd a targyalt elmélet kezdetét ugyancsak bolognai
eldaddasomtSl datalja.
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nél a ezdmértéki operacidk helyett olyanokat tekintiink, ame-
lyeknek értékei maguk is egy megfeleld foltevéseknek eleget tevs
absztrakt alaphalmaz elemei.

1. Az alaptartomédny; példék.

Vizsgélataink targya absztrakt elemeknek egy bizonyos 6sz-
szessége, amelyet alaptartoménynak neveziink és £-val jel6link.
Elemeit, melyek a vizsgdlatainkba besorolhaté konkrét esetek
koziil a legnevezetesebbekben fiiggvények, erre valé emiékezteté-
siil a fiiggvények jel6lésére hasznalatos betikkel, elsdsorban f, g
bettikkel jeloljik. Foltessziik, hogy az alaptartomdny elemeire
értelmezve van az Gsszeadds mivelete, azaz hogy barmely két elem-
hez, f,-hez és f,-hoz, tartozik egy meghatarozott f,-+ f, elem, hogy
tovabbd ez a hozzarendelés eleget tesz a kivetkezd kiveteléseknek.

1. Ervényesek a komnnulativ és az asszociativ térvényelk :
fith=ftf; G0 H=fit ftf)-

2. Ha fitle=fi+le dkkor fo=fs.

3. Van olyan elem, jele 0, hogy minden f-re f4+0=f (az
elézd foltevés alapjdn csak egy ilyen elem van); hogy tovdbbd,
ha f,+[,=0, akkor egyszersmind f,={f,=0.

4. Ha [+ f,= 9.+ s akkor van négy olyan elem, [y, fia
f21’ 22’ ?n’elyel're f11+f12_fl’ f“’l+f2ﬁ fZ’ f11+f21 gl; f12+’;2:{/2.

Az utolsé foltevés 4ltaldnosabb alakja, mely beldle, az
1. foltevés folhasznéaldsdval, teljes indukeioval adédik, a kovet-
kezd. Ha

fit ot t =9+ gt + G

akkor vannak olyan fi; elemek, melyekre

> fae = fi; $ fm = G-
k=1 =

1.

Folsorolunk néhény konkrét példat. A kinalkozd legegysze-
ribbek a nemnegativ szamok Osszessége, a nemnegativ egész
szémok Osszessége és a pozitiv egész szdmok logaritmusainak
Osszessége vagy ami ugyanaz, maga a pozitiv egész szamok 6sz-
szessége, melyben azonban az Osszeadds szerepét a szorzas, a
0-6t pedig az 1 veszi 4t. Mindezek tulsdgosan szlikek és ered-

1*
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ményeink, rdjuk alkalmazva, nagyon keveset mondanak. Az alabbi
példék mar sokkal alkalmasabbak eredményeink megvildgitasara,
Mivel az 6sszeadas valamennyiben egyszertien a szamszer( 6ssze-
adds és az elsé harom kOvetelést valamennyi nyilvanvaléan tel-
jesiti, ecsak a 4. kovetelést kell majd az egyes esetekben meg-
vizsgalnunk.

1. példa. Az a <o < b szdmkozdn értelmezett nemnegativ
folytonos fiiggvények.

Ha fi+f,=9¢,+9,=f, akkor az

fir (%) = ﬂ(—%%ﬂ’ ha f(x) + 0,

0, ha f@)=0

fiiggvények szolgaltatjik a kivint szétbontést. Mivel nyilvinvalo,
hogy a beldlik a 4. foltevésnek megfeleléen képezett Gsszegek
rendre f,-et, f,~t, g,-et és g,-t adjak, csak azt kell igazolnunk,
hogy az fi. fliggvények folytonosak. Csak a hatarozatlansdgi he-
lyeken vald viselkedés keérdéses, vagyis azokon, ahol f(x)==0.
Ezeken a helyeken azonban [, (x)=f,(@)=0 és mivel mindeniitt
gi (@) < f(x), azért fu(x) < fi(x) és ennélfogva a kérdéses helye-
ken fi(x) hatdrértéke létezik és 0.
Egy mésik szétbontasi mod a kovetkezb: Legyen

fu (@) = min (f, (1), g,@),
tovabbé

fie="F1—lw fa=91—fir [a=[— max (f1(-%)r 91 (w)>4
Vilédgos, hogy
fut =1y futfsa=9:;
tovabbé
fatfee=g—min(f;, g)+ f—max(f, 9)=9,+ —fi—9.= [o
fiotfoo=fi—min(fy, ) +f —max (f,, ) =fi +F—[1—9,= 9o

minfhogy altaldnosan min (x, y) + max (¥, y) = x+y.

4 min (x, y), ill. max (xz, y) jelenti x és y kozill a kisebbiket, ill. na-
gyobbikat (ha egyenl8k, akkor kézos értékiiket) ; hasonlé jeldlést alkalma-
zunk véges vagy végtelen szdmhalmaz legkisebb és legnagyobb elemének,
ill. alg6 és felsd hatardnak jelolésére; az erre szintén haszndlatos inf és
sup jeloléseket élesebb megkiilonbidztetés kedvéért méis esetekre tartjuk fenn.
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2. példa. Az a<x<b szamkozdn tekintett és ott a p (x)=0,
g (v) > 0 foltételeknek eleget tevd raciondlis polinomokbdl alko-
tott fla) = p(2)/q(x) tortfiiggvények.

A 4. kovetelésnek eleget tevé folbontas a folytonos fliggveé-
nyekre alkalmazott elsé eljdrassal eszkozolhets. A masodik el-
jards ebben az esetben es6dét mond, mert a min (f;, g,) é8
max (f,, g,) fiiggvények altalaban nem tartoznak az alaptarto-
manyba.

3. példa. Az a<a<b szamkozon értelmezett pozitiv 1épesds
fiiggvények, pontosabban azok a sehol sem negativ fiiggvények,
melyek az (a, b)) kéz egymasba nem nyulo és egyiitt az egész
kozt befed6 véges szamu részkozén allanddk, a részk6zok hatér-
pontjain pedig tetszésszerinti értékiek.

4. példa. Ugyanezek a lépesés fliggvények, de azzal a meg-
allapodassal, hogy olyan két fiiggvényt, melyek egymastol csak
véges szamu helyen kiillonboznek, azonosnak tekintiink.

Mindkét példanal a szétbontds az 1. példandl alkalmazott
mindkét médon eszkézolhets.

5. példa. Megadott, sikbeli vagy térbeli, nyitott tartomédny-
ban harmonikus, pozitiv fliggvények Gsszessége.

A szétbontas a masodik mddszerhez hasonldan eszkozo6lhetd,
de ugy, hogy a min (f,, g,) és max (f;, g,) figgvények helyébe,
melyek hiszen 4ltaldban nem harmonikusak, az inf (f;, g,) és
sup (f;, ¢,) harmonikus fiiggvények lépnek, melyek koziil az elsé
az Osszes az [y, g, figgvények alatt fekvé harmonikus fiiggvé-
nyek kozt a mindeniitt legnagyobb értékit, a méasodik viszont
az f,, g, fol6tt fekvé harmonikus fiiggvények kozt a legkisebbet
jelenti. E két fiiggvény a Poincare-féle jol ismert kisoprési
(balayage-) eljarassal adédik oly modon, hogy azt a min (f}, g,
és max (f,, ¢,) szuperharmonikus, illetéleg szubharmonikus fiigg-
vényekre alkalmazzuk. Az ilyen moédon értelmezett ¢ = inf (f,, g9,
és ¢ =sup (f}, y,) figgvényekre a ¢ + ¢ ~- f,+ g, Osszefiiggés a
min (f1(P)r I (P)) + max (fl P g1(P)) = [1(P) + ¢,(P) Osszefiig-
gésbdl kiovetkezik, minthogy az f, és ¢, harmonikus fiiggvénye-
ken a balayage-eljards nem valtoztat. Frdekes és a késGbbiekre
vald tekintettel fontos megjegyezni, hogy ez az Osszefiiggés mar a
¢ é8 ¢ elemek fogalmi jellemzésébdl, azaz extremalis voltuk-

[
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bol is kovetkezik. Ugyanis minthogy ¢ <[, é8 <g,, azért
hitg.—e=1 és =g, tehat a ¢ fiiggvény minimélis sajatsdga
folytdn egyszersmind [, + ¢, — ¢ = ¢, vagyis

Litgz=e+¢ 1)

Masrészt, mivel ¢ > f, és >g,, azért fi+¢g,—¢d =<g¢, és <[, és
igy a ¢ fiiggvény maximalis sajatsiga folytdn [, 49, — ¢ <o,
vagyis

h+a=se¢+¢ 2)

Végiil (1)-b6l és (2)-bél f,4g,=¢+¢, mint ahogy azt allitottuk.

Az imént végzelt meggondolds eredményét absztrakt alap-
tartomany esetére is megfogalmazhatjuk. Ha a természetesen
kinalkozé [, =/, fo <1, é8 [,— f, =/, jeloléseket hasznaljuk az
[o+ fs=1[, Osszefliggés viltozataiképpen és az elsd ketté kimon-
dasara rovidség kedvéért a «nagyobb» és «kisebb» szavakat alkal-
mazzuk, valamint megfeleld értelemben hasznéljuk a «legna-
gyobb» és «legkisebb» kifejezéseket is, akkor eredményiinket a
kovetkez6 alakban mondhatjuk ki:

Hu az 2 alaptartomdny [ és g elemeihez van olyan ¢
elem, mely a mindkét elemnél kisebb elemek kizt a legnagyobb
és olyan ¢ elem, mely az f-nél és g-nél nagycbb clen (k
a leykisebdb, akkor

e+¢=F+g

Ha tovabbd a mondott féltevést, az alapbhalmaz bérmely két
elemére posztuldiva, 4'.-vel jeloljiik, akkor az 1—3. és &', f6l-
tevésbol kovetkezik a 4. foltevés teljesiilése is.

A 4. f6ltevés teljesiilése azonban még nem kovetkezik az
1—4. foltevésekbdl, mint azt a 2. példan kénnyen ldthatjuk.

6. példa. Pozitiv jellegli témegeloszlds a térben, megadva
példaul a tér Osszes korlatos nyitott e halmazaira értelmezett
p(e) = 0 halmazfiiggvénnyel, mely fiiggvénynek eleget kell tennie
még a kivetkez6 koveteléseknek: 1) p(e’) < p(e), ha e’ része
e-nek; 2) ple,e,) + ple,+ e,) = ple,) + nle,), ahol ee, és e,-+-¢,
az e, ¢, halmazok Lkoézos része, illetéleg egyesitése; 3) u(e)
felsé hatdra mindazon e’ halmazokhoz tartozd p(e") értékeknek,
melyek hatdrukkal egyiitt az ¢ halmazban foglaltatnak.
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Erre a példara is teljesiil a 4'. foltevés, és pedig két ilyen
tomegeloszlashoz, p(e)-hez 68 v(e)-hez, a megfelelé inf (u, v) és
sup (i, v) tomegeloszlasokat a kovetkezé ismeretes médon értel-
mezhetjik. Az inf (4, v) halmazfiiggvény értéke az e halmazra
egyenld a p(e,) 4 v(e,) 6sszegek alsd hatardvel, ahol e,, e, jelenti
az Osszes olyan halmazpérokat, melyeknek egyesitése, e,+¢,, az
e halmazt befédi. A sup (u, v) tomegelosztis pedig a p(ey)+v(e,)
értékek fels¢ hatéra, ahol e,, ¢, azokat a halmazparokat jelenti,
melyekre ege, lires, mig e,+e, az e halmazban foglaltatik.

7. példa. A DanierLr-féle integralfogalom alapjdt képezd
absztrakt fiiggvényrendszer, azaz absztrakt x elemekbsl 4116
halmazon értelmezett nemnegativ fliggvények olyan rendszere,
mely az f(x) és g(x) fiiggvényekkel egyiitt az f(x)+ g(®),
min (f (x), g(x)) és max (f (x), g(x)) fiiggvényeket is tartalmazza.

Ebben a példaban, melynek az 1. és 3. példak specidlis
esetei, a 4. kovetelés szerint valé szétbontas nyllvanvaloa.n a
masodik mddszerrel teljesithetd.

Tovabbi példakat nyerhetiink a mar fslsoroltak moédositasa-
val, igy a 6. példdbol azzal, hogy véges Ossztomegli eloszlé-
gokra és azzal is, hogy az egész tér helyett egy korlatos. tar-
toméanyra vagy példaul egy feliilletre szoritkozunk, a 7. példabol
pedig azzal, hogy olyan f(x) figgvényeket, melyek ecsak véges
szdmu helyen kilonboéznek egyméstdl, azonosaknak tekintiink.
Emlitsiik még meg, hogy a 7. példa egyik nevezetes alesete a
pozitiv majdnem periodusos fiiggvények. Tovabbi példa gyanint
folhozhatnék még a Hiusert-féle tér 6nmagukhoz adjungilt, po-
zitiv transzforméciéinak bizonyos, az utdbbi években sokat vizs-
galt osztalyait.

2. Porzitiv linedris operdciék; a legnagyobb minoréns
és a legkisebb majordns.

Az £ alaptartomanyon értelmezett Gsszeadds feleljen meg
az 1—4, koveteléseknek. Tekintsiik az alaphalmazon értelmez-
het6 nemnegativ értékii, vagy réviden pozitiv linedris operacié-
kat, azaz olyan A=A(f), rovidebben Af fiiggvényeket, melyekre
Af=0, A(f+ 9)=Af+Ay. Ha két ilyen operaciora és £ min-
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den [ elemére A,f < A,f vagy rovidebben irva A, < A, vagy
még A,>A,, akkor azt mondjuk, hogy A, az A, minordnsa és
hogy A, az A, majordnsa.

Tekintsiink mar most valamely, véges szdmu vagy végtelen
sok A operseiébol 4116 {A} halmazt. Ha B <A a halmazban
foglalt valamennyi A-ra, akkor azt mondjuk, hogy B az {A}
halmaz minordnsa. Ezek kozil a minordnsok koziil természete-
sen kinalkozé kifejezéssel legnagyobbnak azt mondjuk és inf {A}
val azt jeloljiik, melynek az Osszes 10bbi ugyanancsak mino-
ranca. Meg fogjuk mutatni, hogy ilyen mindig van, éppugy, mint
ahogy pozitiv szdmokbol 4llé szémhalmaznak van alsé hatdra.
Analég modon értelmezziik a halmaz majordnsait és a legkisebb
majoranst, a sup {A} opericiét is. Mig azonban minden {4}
halmaznak van legaldbb egy minordnsa, tudniillik a B =0,
roviden a O operdcio, addig a majorans létezése nem sziikség-
szerti; példaul nincsen majordnsa az nAd, (n=1, 2,...; A,=E0)
operdcidkbol allé halmaznak. Az olyan halmazt, amelynek van
majordnsa, majoralhaténak mondjuk. Véges szdmu operacio
nyivinvaléan majoralhaté ; egyik majoransuk az operéciok osz-
szege.

1. tétel. Minden, véges szdmu vagy végtelen sok pozitiv
linedris operdcidbdl dlls {A} halmaznak van legnagyobb mino-
ransa; ha pedig a halmaz majordlhats, akkor van legkisebb
majordnsa s.

A tétel els6 allitisat a kdvetkezé modon bizonyitjuk be.
Tekintsiik az Osszes '

Saf, (1)

alaki Osszegeket, ahol m tetszésszerinti, az A;-k is tetszésszerinti,
a halmazba tartozé operaciok, mig

r=3

a megadott /' elem tetszés szerint valo félbontésa (természetesen
ugyancsak az £ alaptartomanybdl vett) 6sszeadandokra. Jeldljik
Bf-fel az osszes (1) alaku 0Osszegek értékeinek also hatarat. Vila-
gos, hogy Bf < :Af minden halmazunkba tartozé¢ A-ra, mert

-
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hiszen maga Af is az (1) alaku Osszegek kozé tartozik. Vila-
gos az i8, hogy Bf = Cf halmazunk bérmely C minordnsara,
minthogy

SAfiz Sch=cf.
1 1

Tehat allitdsunk igazoldsara csak azt kell megmutatnunk, hogy
a fenti moédon minden f-re értelmezett B operdcié linedris,

azaz hogy
B(f + g)= Bf + Bg. ’ @)

m n :
Minthogy f-nek és g-nek minden f =Y f; és g =X g; fol-
1 1
bontésa egyszersmind az f 4 g-nek is egy folbontdsat adja az
foeeeos fm3 Gue-+y Gn Osszeadanddkra, azért rogtéon adddik, hogy

B(f + 9) < Bf + By. 3)

P
Legyen masrészt [+ g = > hx; akkor az alaptartoményra
1

kir6tt 4. foltevés alapjan, mint ott 4ltaldnosan megjegyeztiik,
van olyan

) P
f=$'fk, g= 24

félbontés, amelyre fr+gr= hy (k=1,..., p). Ennélfogva és mint-
hogy B(f +¢) a

ﬁl‘;Akhk = %]iAkfk + éAkgk = Bf + By

Osszegek értékeinek alsé hatdra, azért egyszersmind

B(f + 9) = Bf + By. 4)

A (8) é8 (4) egyenlGtlenségek Osszehasonlitdsabol addédik a (2)
egyenliség. Ezzel elsd allitdsunkat bebizonyitottuk.

Maéasodik allithsunk kozvetlenil kovetkezik az els6bol és
pedig ugy, hogy ezt a D—A operaciékbdl 4116 halmazra alkal-
mazzuk, ahol D az {A} valamely majorédnsa. Jelentse ugyanis
E ezen halmaz legnagyobb minoransat; akkor elGszdr is,
mivel K <D — A valamennyi A-ra, azért D — E > A, tehdt
D —E majordnsa az {A} ‘halmaznak. Mésodszor, ha D, birmely
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més majoransa az {A} halmaznak, akkor D, = inf(D,, D)is az;
ezért D — D, <D — A minden A-ra, tehat

D—Dy<inf{D— A}=E"
és igy
Di>D,=D — Ej;
vagyis DD — E a keresett legkisebb majorans.

Egyébként konnyd atlatni, hogy sup {A} ugy is el6allit-
haté, mint az (1) Osszeg értékeinek felsd hatdra.

Abban az esetben, amikor az {A} halmaz csak két elembdl,
A-bél és A,-bdl all, D gyanant az A 4 A, Osszeg valaszthato,
tehat K az (4,+ 4,) — A, = A, és (A, + A,) —A,= A, operacidk
legnagyobb minorénsa, azaz K = inf (4,, A4,). A legkisebb ma-
jordns tehat D—E=A4 4 A,— inf (4,, 4,). Vagyis 4ll a

2. tétel. Bdrmely két A, és A, operdcidra

inf (A,, 4,) + sup (4,, 4.) = A,+ A4,.

A tétel kiilonben az 5. példarcl és a 4'. kovetelésrél mon-
dottakban is bennefoglaltatik.
Az 1. tételhez még a kovetkezdt kell megjegyezniink. Vilé-

gos, hogy
inf {A} f < min {Af},

ahol a balrél 4116 kifejezés a B =inf {4} opericiénak az f
elemre valé alkalmazésaval adédé Df értéket, a jobbrol 4llé
pedig az Osszes, az {A} halmazba tartozé opericidknak a meg-
adott [ elemre valé alkalmazdsival adédo Af értékek alsé ha-
tarat jelenti. Az egyenléségi jel nem sziikségszerlien érvényes.
Abban az esetben azonban, ha az {A} halmaz olyan, hogy
barmely két A, és A, eleméhez van legalabb egy olyan A eleme,
mely mindkettének minordnsa, 4 < A,, A < A,, akkor teljes
indukeié ugyanezt adja bérmely n elemre, 4,, 4,,..., An-re is
és igy az (1) Gsszegre

S RE

Afiz S Afi=Af = Bf,

tehét a Bf érték nemesak az (1) dsszegeknek. de mér maguknak
az Af értékeknek is alsé hatéra. All tehat a
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3. tétel. Ha az {A} halmaz bdrmely két eleméhez ezeknek
legaldbb eqy minordnsdt is tartalmazza, akkor minden f-re

inf {4} f = min {Af}.

Vildgos, hogy megfeleld tétel érvényes a majoransokra is.
Kiilonosen fontos az a nyilvianvalé eset, amikor az A opericidk
ugy rendezhet6k egymas kozott, akar megszdmozéssal, akér egy
példaul O-t6l oo-ig valtozd A paraméternek megfeleléen, hogy
4, <Ayre Ay = A, illetéleg A, < A, roviden mondva, amikor
az A~k ndvekvs A-val fogynak, illet6leg ndének. Ebben az eset~
ben az inf {4}, illetSleg sup {A} jel6lés helyett nyivénvald ér-
telemben a lim A4,, lim A4;, 4; —lim A4; irismdédokat is hasz-
nalhatjuk.

3. Diszjunkt operdcidk.

Az A és B3 pozitiv linedris operdcidkrél akkor mondjuk, hogy
egymashoz diszjunktak, jelben Al| B vagy B A, ha inf (4, B)=0,
azaz ha a O-n kivil nines pozitiv minordnsuk. Ez a foltevés a
a 2. tétel szerint egyértelmid azzal, hogy sup (4, B)y= A4 + B.
A legnagyobb minoranst megad6 eljarasbél vildgos a kovetkezd
kritérium. Ahhoz, hogy A és B diszjunktak legyenek, sziksé-
ges és elegendd, hogy minden f-hez és minden pozitiv e-hoz
létezzék olyan [ = f,+ f, szétbontds, melyre

Af,<e Bfy=e

A definicidbol kozvetleniil vildgos, hogy ha A||B, és A, < 4,
B, < B, akkor egyszersmind A,/ B,. Egy mésik nyilvdnval6
kovetkezménye a definicionak, amelyet ugyancsak folosleges kiilon
tétel alakjdban kimondanunk, az, hogy ha A'|B és a = 0,b >0,
akkor aA|bB. Az utébbi tény a max (a, b) = ¢ jeloléssel az

inf (a4, bB) < inf (¢4, ¢cB) = cinf (4, B)=0
egyenlétlenségbdl adddik.
. A tétel. Ha A|B (=1, 2,..., n), akkor egyszersmind
21 Ax| B.

A tételt elég az 7 = 2 esetre bebizonyitani; tetszésszerinti
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n-re azutdn teljes indukeioval kovetkezik. Legyen tehat A,| B
és A, 3; akkor barmely megadott pozitiv e-ra minden [ elem
szétbonthaté az f=f, -/, alakban gy, hogy A.f, < ¥/, és Bf,<%/,;
tovabba [, szétbonthaté az f, = [, + [, alakban gy, hogy

Asfis £/, 68 Bfiy <*/,. Ennéliogva az f=f,, + (fla+fy) szét-
bontasra

A+ A fu = A1/‘11 Azfu A11](1 Az/‘u =e&;
B(f12+72):B/‘12 -l’f. = e

Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.
5. tétel. Ha az {A} halmaz majordlhats és ha egy B operd-
cidra és minden A-ra A||B, akkor egyszersmind sup |A}|B.

Cgyanis adott f-re és pozitiv e-ra, a €= sup {4} jellés-
sel, megadhaték olyan az {A}r-ba tartozé A,, A,,..., A, opera-

n
ciok és az f-nek olyan f = ) fi szétbontdsa, amelyekre
1

Cf < S afi+ %,
vagyis
Z?(C — A fro <,
Masrészt, minthogy Ai| DB, azért alkalmas frp= fi+[s szét-
bontdssal elérhetjiik, hogy
Aifi <o Bfi' < ¥ans

n n
Ennélfogva, a Y= 1", Xfi'=[f" jeloléssel, f=["+[f";
1 1

of = $C—afi+ Safi=3 €+ 3=

&

2

lIA

+n

£
o °
és

Bf"—ZBf <n <e,

vagyis valoban C|B
Fogalmazzuk még meg az 5. tételt kiilon korollédrium gya-
nant arra a specialis esetre is, mikor az {4} halmaz elemei
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egymassal is diszjunktak. Ebben az esetben, mint azt két elem
esetében mar emlitettiik,
sup {A‘ = Y4,

ahol az Gsszegezés az {A} halmaz Osszes elemeire vonatkozik,
még akkor is, ha az elemek széma nemcsak hogy nem véges,
de még csak nem is megszdmlilbatéan végtelen. Ezt a kovet-
kezéképpen kell érteniink. Mivel az A-k egymassal diszjunktak,
azért barmely két elemre, A,-re és A,-re,

sup (4,, 4,)= A, + A4,
és ebbol teljes indukeioval a 4. tétel alapjan barmely n elemre
sup (A} = sup (A,-.., 4,) = $Ak'
Vagyis
S Af < sup {4} M

ennélfogva megadott f-re Af =0 legfeljebb megszdmlilhatéan
végtelen sok A kivételével és az utébbiakkal képezett JAf Osz-
szeg létezik; XA-n a minden f-re ilyen moédon képezett Osz-
szeggel értelmezett operdciét értjiik. Ez az operdcié nyilvan-
valéan linearis, azaz

JA(f + g) = 2Af + 24y,
tovabb&é majordnsa valamennyi A-nak; mivel még (1) szerint
YA < sup {4}, azért pontosan Y4 = sup {4}.

Az 5. tétel tehat ebben az esetben igy is kimondhaté: ha
az {A} halmaz majordlhaté és az A-k egymdssal és B-vel
diszjunktak, akkor XA is diszjunkt B-vel.

Egyébként, mint a 4. tétel alkalmazdsival adddik, ez az
allitas akkor is érvényes, ha az A-k egymdssal nem diszjunk-
tak, de a JA opericié valamely kin&lkozé médon értelmezve
(példdul mint az {A} operfcidhalmaz tetszésszerinti véges szdmu
elemébdl képezett Osszegek legkisebb majoransa) létezik.

6. tétel. Ila A és B két tetszésszerinti pozitiv linedris
operdcid, akkor

sup (4, B) —A = B —inf (4, B)||A— inf (4, B)--sup (4, B) —B.
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A tétel természetesen trivialis abban az esetben, mikor az
egyik operdci6é a misiknak majordnsa, példiul A = I3; ebben az
esetben a tétel azt mondja, hogy 0, A—B; méir pedig nyilvan-
valé, hogy O minden operdciéhoz diszjunkt. Abban az altala-
nos esetben azonban, mikor sem A > /3, sem A < B, a tétel
szerint A-bdol és B-bél alkalmas eljarissal, tudniillik inf 4, B)
levonisdval, két egymassal diszjunkt A, 0 és B, = 0 opercio
szarmaztathato.

A tétel bizonyitdsara legyen (' =inf(4,, B,), ahol 4, =
=A—inf (4, B), Bj=B—inf (A, B); meg kell mutatnunk, hogy
(. =0. Minthogy A, = C, B, = C, azért

A =inf (4, B) + A, = inf (4, B) + C,
B =inf (4, B) + B, > inf (4, B) + C,

tehat az inf (4, B) mint legnagyobl minordns értelmezése alap-
jén valéban ¢ = 0.

7. tétel. Ha Al D} és A<B+C, akkor egyszersmind A<C.

Ugyanis, minthogy 4 <B+C és B< B+C, azért egyszer-
smind

A+ B=sup(l, B)< DB+ C
tehat
A=A +B—B<B+0O—-B=(,

Erdekes megemliteni, hogy a 4. és az 5. tétel a legkisebb
majorans fogalmabol, a szerkesztésére szolgalé eljardsra vald
hivatkozés nélkiil is adodik, mint a 7. tétel korollariuma. A 4.
tételnél elég volt bebizonyitani, hogy ha A |B, A,|B, akkor
A,+A,||B, méas szoval, hogy C = inf (4,4 A,, B) = 0. Bizonyi-
tas: minthogy € < B[ A,, azért C A,, tehat C < A ,+A4,-b6l
a 7. tétel szerint C' < A,; minthogy egyszersmind C<B és 4,| B,
tehat C=0. — Az 5. tétel bizonyitisa: az inf (sup {A}, By=D
jololéssel az {A} halmaz minden A elemére A < sup {A}=
=D+ (sup {4} — D); mésrészt D < B||A folytin A| D, ennél-
fogva a 7. tétel szerint valamennyi 4 <sup {A}— D; igy D=0.
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4. Linedris operdcidk diszjunkt részei.

Ha A és B pozitiv linedris operacick és A<B, A|B —A4,
akkor azt mondjuk, hogy A — és ugyanigy B—A— a B-nek
diszjunkt részei; jelolése A <B.

8. tétel. Ho A <B < (, akkor A <C.

Minthogy ugyanis a foltevés szerint B||C — B és A < B,
azért egyszersmind A| C — B; minthogy még ugyancsak a fol-
tevés szerint A || B — A, azért a 4. tétel alapjan A|(6— B)+-(B—A)=
=(C—A4, azaz A <C.

9. tétel. Hu A<B<C és A<C, akhor A <B.

Minthogy ugyanis a f6ltevés szerint A||C—A és B—A<(C—A,
azért egyszersmind A|B—A, vagyis A <DB.

10. tétel. Ha az {A} halmaz wminden elemére A <B,
akkor egyszersmind inf {A} < B és sup {4} <B.

Legyen ugyanis egyszertibh irdsméd kedvéért inf{A}=C
és sUp {A}=I). Akkor, minthogy a f6ltevés szerint minden
A-ra C<A||B—.\, azért egyszersmind C|B—A ésigy az 5. té-
tel alapjan

¢
vagyis (B, tehat tételiink elsé allitisat igazoltuk. Alkalmazzuk
most eredményiinket a {3—.A} halmazra és B-re; kapjuk, hogy
B—1) = B—sup {A} = inf {B—A} <B
vagyis B — D|B— (B — D)= D; tehat D < B, mint ahogyan
allitottuk.

Jegyezziik még meg, hogy az 5. tétellel kapesolatban emli-
tett specialis esetben, amikor valamennyi A egyméssal is disz-
junkt, a tétel elsé &llitdsa trivialis, mert inf {4} =0; a méso-
dik allitisban pedig sup {A} helyébe a vele megegyezd 3A-t
irhatjuk.

11. tétel. Ha A£0, A<B és a és b olyan memmnegativ
szdnok, melyekre «A < b3, akkor egyszersmnind « <.

A tételt a kovetkezé meggondoldssal bizonyitjuk be. Minthogy
foltevésiink szerint A B—A, azért egyszersmind ad||b (B—A);
ezenkivil b (B—A) < bB és a foltevés szerint «A < b/3, tehdt

wd + b (B—A) = sup (ad, b (B— 1)) < bB,

|sup {B—A} =B —inf{A} =B —(,
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vagyis aA < bA. Legyen f olyan elem, hogy Af =0, vagyis
Af>0, akkor tehét (h—a) Af > 0 és igy egyszersmind b—a =0,
azaz @ < b, mint ahogyan éllitottuk.

5. Teljes és majdnem teljes csalddok.

Egy pozitiv linearis operaciékbél 4116 halmazrél akkor mond-
juk, hogy teljes csalddot alkot, ha

1) minden eleméhez tartalmazza annak valamennyi mino-
ransat,

2) barmely két elemével egyiitt tartalmazza azok osszegét és

3) tartalmazza barmely majoralhaté részhalmazdval egyiitt
annak legkisebb majoransit.

A legegyszeriibb példék: a) az £ alaptartomény pozitiv
linedris operacidinak Osszessége; b) azoknak az A operdcidknak
a halmaza, melyek bizonyos megadott véges szédmu, vagy vég-
telen sok [ helyen eltlinnek; ¢) azoknak az A’'-knek az Osszes-
sége, melyek bizonyos megadott véges szamu, vagy végtelen sok
A operécioval diszjunktak. Az @) példa nyilvanvalo. A b) pél-
déndl is evidens az elsd két tulajdonsig, a harmadik pedig ab-
bol adédik, hogy bérmely majoralhaté {A} részhalmazra és a
szobanforgé [ elemekre sup {4} f az f={[, +---+ fn f6lbon-
tdsokhoz képezett A,f,+ -+ Anfn < A,f+---+ Anf = 0 0Osszegek
felsé hatédra. A c¢) példéndl az 1) tulajdonsag kozvetleniil a disz-
junktsdg értelmezésébil, illetéleg az ott tett megjegyzésbdl add-
dik, mely szerint ha A’||4 és A, < A', akkor egyszersmind
Al||A; a 2) és 3) sajitedgok pedig a 4., illet6leg az 5. tételb6l
kovetkeznek.

12. tétel. Ha az {A} habmaz teljes csalddot alkot, akkor
- bdrmely pozitiv linedris B operdcid szétbonthatd és pedig csak
egy moddon két diszjunkt részre, A,-re és B,= B—A,-re oly-
ként, hogy A, az {A} csalddba tartozik, mig B,|A a csaldd
minden A elemére.

Jeloljiik ugyanis A,-gyel az {A} halmaz Osszes olyan ele-
meinek, melyek a B operdcié minorénsai, legkisebb majoran-
sat és legyen B,=DB—A,. Az A, operaci6 a 3) kovetelés alap-
jén az {A} csaladba tartozik ; megmutatjuk, hogy viszont I3,/ A
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o csalad valamennyi A elemére. Az 1) és 2) kovetelések sze-
rint A-val egyitt A,-inf (4, B,) is a csaladba tartozik; mivel
még ezenkivil

A, +inf(4, B) <A, + B, =D,

azért az A, szerkesztése szerint

A, +inf(4, B) < A,

tehat inf (A, B)) =0, azaz B, || A.

Az unicitds a 7. tétel kozvetlen kovetkezménye.

Az imént bebizonyitott tételnek egyik legjellegzetesebb alkal-
mazasa az 1. példiban megadott alaptartoméany, vagyis egy
szamkozon folytonos fiiggvények, linedris operacidinak harom
nevezetes tipus szerint vald, bolognai el6adasomban eszkozolt
szétbontasa.

13. tétel. Adva lévén az {A} halmasz, jelentse {A'} az dsszes
A-lkal diszjunkt A' operdcick osszességét, {A"} pedig azokét
az A" operdciokét, melyek az 0sszes A'-kkel diszjunktak.
Akkor {A'} és {A"} teljes csalddok és pedig {A"} « leg-
kisebb olyan teljes csaldd, amely az {A} halmazt magdban
foglalja.

Mindenekel6tt jegyezziik meg, hogy az a 1ény, hogy az {A}
halmazhoz egyéltalaban van legkisebb, a halmazt magaban fog-
lalé teljes csalad, nyilvénvalé az {A"} halmaz megkonstruslésa
nélkiil is. A teljes csaldd definicidjab6l evidens, hogy teljes
csaladoknak, akdr véges szamunak, akdr végtelen soknak, kozos
része ugyancsak teljes csalad; ennélfogva a legkisebb az {A}
halmazt tartalmazé csalad nem egyéb, mint az Osszes az {A}
halmazt tartalmazé csalddok kozds része.

Azt, hogy {A'} teljes csaldd, mar az imént a ¢) példa cimén
megmutattuk ; ugyanazon okndl fogva teljes csalad az {A"} hal-
maz is. Tovabba vilagos, hogy az {A"} csaléd magaban foglalja
az {A} halmazt. Jeloljik [A]-lel a legkisebb az -{A} halmazt
magabazéré teljes csaladot, akkor tehdt az {A"} csalad tartal-
mazza az [A] csalidot é8 az {A"} = [A] 4llitas igazoldsara csak
azt kell megmutatnunk, hogy minden A” eleme az [A] csalad-

LVI 2
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nak is. Tekintsiink tehat egy A" operaciot, mondjuk Af-et;
bontsuk {6l az elézé tétel szerint az A]=A,+ B, alakban, ahol
A, az [A] csalad egy eleme, B3, pedig az [A] minden elemével,
teh4t a fortiori a {4} halmaz minden elemével diszjunkt, vagyis az
A'-k kozé tartozik. Minthogy B, < A}, azért B, az {A"} csaladba
is beletartozik. Vagyis B, diszjunkt énmagéval, B,||B,, tehit
B,=inf (B,, B))=0, azaz A=A, ugy hogy A] benne van
az [A] csaladban. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

Jegyezzitk még meg, hogy abban az esetben, amikor a meg-
adott {A} halmaz méar magaban teljes csaldd és ennélfogva azo-
nos a tartalmazé legkisebb teljes csaladdal, tételiink a kovet-
kezé korollariumra reduk&lédik: Minden teljes {A} csalddhoz
tartozik egy meghatdrozott kiegészitd leljes csaldd, {A'}, mely
az {A} csaldd Osszes elemeivel diszjunkt A’ operdcidlk 6sszes-
sége; és az {A'}-hoz ugyanilyen értelemben tartozd kiegészitd
csaldd maga {A}.

Egy masik kézvetlen korollarium, késébbi alkalmazdsdnak
megfelelé specidlis alakban megfogalmazva, a kovetkezd. Ia A|B
és [A] és [ D) jelentik « legkisebb az A-t, illetéleg B-t magukban
foglald teljes csalddokat, akkor [A] minden eleme diszjunkt
(B] wminden elemével. .

Talan helyénvalé itt példaval ravildgitani arra, hogy
egyetlenegy A elemhez tartozé [A] csaldd mér mennyire né-
pes lehet. Egyik legjellemzbb példa, mely felsoroldsunkban nem
szerepel kilén, de a 7. példinak egyik legegyszeriibb specidlis
esote, a kivetkezd. Legyen £ a nemnegativ szamokbol 4116 esze-
tarté Osszegl (xx) sorozatok Osszessége, az Osszeadds a megfeleld
tagok Gsszeadasa. Nagyon konnytd &tlitni, hogy minden A ope-
racié egy-egy nemnegativ tagokbol 4116, az operaciét jellemzd
korlatos (ay) sorozattal a iakwk alakban #&llithaté elé. Nyilvan-
valé az is, hogy az 4 = (ax) és A'= (ax) opericiék legnagyobb
minorénsat a (min (wm, «i)) sorozat jellemzi, hogy ennél-
fogva az A = (1, 1,...) operdcidhoz csupin a O operdcié disz-
junkt és hogy igy az ezt az operdcidt tartalmazé legkisebb
teljes csalad egyszerlien az operacick Osszessége. Emlitsik még
meg, hogy az 1. példdban szerepld £ alaptartomény, azaz az
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a <x < b szamkoézon folytonos nemnegativ fiiggvények eseté-
ben, ha A az integralds, azaz ha

b

Af = | f (@) dx, )

a

akkor, mint azt bolognai el6adasomban megjegyeztem, az A-hoz
tartozo teljes csaldd pontosan az Osszes

b

f9@ f@)dx @)

a

operaciokbol all, ahol g (x) tetszésszerinti, LEBESGUE szerint in-
tegralhatd, nemnegativ fiiggvény.

Csak néhdny szot a majdnem teljes csaldd fogalmarol,
amelyre ugy jutunk, hogy a teljes csalddot jellemzd kévetelé-
sekbol az utolsét elejtjiik. Az {A} halmazt tehdt akkor mondjuk
majdnem teljes csaldidnak, ha

1) minden eleméhez tartalmazza annak valamennyi mino-
ransat és

2) barmely két elemével egyiitt tartalmazza azok Osszegét.

A megadott {A} halmazt magédban foglalé legkisebb majd-
nem teljes csaldd létezése ugyanigy nyilvénvald, mint a leg-
kisebb teljes csaladé. A 2) kovetelés alapjan vildgos még az is,
hogy ennek a csalddnak tartalmaznia kell az Osszes

alAl + s + a/nAn (3)

alakd operaciokat, ahol A,,..., A, tetszésszerinti az {A} hal-
mazbdl vett operaciok, a,,..., a, pedig tetszésszerinti pozitiv
egész szamok, az 1) kovetelés folytdn pedig tartalmaznia kell
a (3) operacidk Osszes minordnsait. Viszont vildgos, hogy a (3)
operécidk és azok minordnsai majdnem teljes csalddot alkot-
nak; a szobanforgé két majdnem teljes csalad tehat egymassal
azonos.

Specidlisan, egy megadott A linedris operéciot magiban
foglalé legkisebb majdnem teljes csaléd nem més, mint az A
minordnsainak és azok tobbszdroseinek Osszessége; vagy més-
képpen fogalmazva, az A operacidhoz viszonyitva korlatos B

9%
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operdciok, B < cA, Osszessége. Példaképpen emlitsiik meg, hogy
az (1) eldirassal megadott A operdciét, vagyis az integrilast tar-
talmazo legkisebb majdnem teljes csaldd azokbol a (2) opera-
ci6kbdl all, melyekben a ¢(x) fiiggvény pozitiv és korlstos, leg-
feljebb egy O mértékd halmaz kivételével.

A kovetkezékben a megadott A operdcidt tartalmazd leg-
kisebb teljes esalddot, [.A]-t, réviden az A operdcid csalddjdnak,
az A operdeiét tartalmazo legkisebb majdnem teljes csalddot
pedig az A operdcio sziikebb csalddjdnak mondjuk.

Az imént lattuk, hogy egyetlenegy A operacié csalidja (sét
mér szlikebb csaladja is) egybeeshetik az operdcidk oOsszességé-
vel. Emlitsiik most meg a masik szélsd eshetOséget is. Ha az
A operdcionak nincs mds minoransa, mint a cA operdciok
(0 < ¢ <1), akkor nyilvanval6, hogy mind a két csalad ugyan-
csak a ¢A opericidkra (0 < c<Coo) szoritkozik. Ilyenek az 1. példa
esetében az Af = cf (@) vagy altalaban az Af=cf (x,) operdcidk
(= 0) és csak ezek. Hasonloan all a dolog a 2. és 3. példdk-
ban megadott alaptartoményokra nézve, mig a 4. példdban meg-
adott alaptartomany operacioi kozott mar nem szerepelnek ilyen
«gzingularis» operaciok.

Jegyezzilkk még meg, hogy, amint nagyon kénnyen igazol-
hatd, egy operacioé szlikebb ecsaladjabdl az operdcié csalidja az
Osszes majoralhaté részhalmazok legkisebb majoransainak adjun-
galasaval adédik. Ugyanez a kapesolat t6bb, véges szému vagy
végtelen sok megadott operacidét tartalmazd legkisebb majdnem
teljes és teljes cesaldadok kozt.

6. Tetszésszerinti eldjelii linedris operdcidk.

A kovetkezGkben linedris operaciok bizonyos fajta Ossze-
tételeivel, megadott operdciokbdl tovabbi operdcidk szarmaztatiasi-
val foglalkozunk. Ilyenek voltak mér eddig 1s az operacidk Osz-
szege, legnagyobb minoransuk és legkisebb majordansuk. Min-
denekelStt ideje, hogy szambavegyiik az A=PB—(C alakd opera-
cidkat is, ahol B és ( pozitiv linearis operaciék, (I azonban
nem okvetlenill minordnsa B-nek, tehat A nem okvetleniil po-
zitiv operdcio. A kovetkezdkben linedris operdcié néven, jelzd
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nélkiil, ezeket az operdcidkat értjiik; vildgos, hogy az eddigiek
mind kozéjiik tartoznak. Hogy az . operacié ebbe az osztilyba
tartozzék, annak sziikséges és elegendd foltétele az operacid
disztributiv volta, A (f-+¢) = Af+ Ay, és ezenkiviil pozitiv ma-
joralhatosdga a kovetkezd értelemben: van olyan pozitiv linedris
B operacié, melyre A <B, azaz minden f-re Af <Bf; Bf=0.
A kritérium nyilvanvalé és az elG4allitdsban szereplé € nem mas,
mint B—A.

Az A=B—C tetszésszerinti eldjelii operdcionak, ahol B=0,
(=0, egy kitiintetett eldallitasat szolgiltatjdk a

B,= DB;— inf (B, €) =sup (B, () — C, )
C=C—inf(B, CQ)=sup(B, C) — B

operaciok, amelyek koziil az els6t az A operacié pozitiv részé-
nek, a masodikat az A operdeid negativ részének nevezziik
és pos A, illetbleg neg A-val jel6ljik. Vilagos, hogy B, >0,
C,=0 és A=D,—C,; ezenkivil a 6. tétel szerint B,||C,. Ez a
tulajdonséag, azaz « I3, és. G, operdciok diszjunkt volta tinteti
ki uz A= DB,—C,--pos A—neg A elddllitdst az Gsszes lehetsé-
ges A=B—C, B=0, C=0 elddllitdsok kizt. Legyen ugyanis
A=DB,—C, B,=0,C, =0, B,||C, egy ugyanilyen tipusi el5-
allitds, vagyis més szdéval legyen

B, +C=B,+C, B,=0, C,=0, B,=0, C,=0,
B\ G,y B, G

akkor tehat B | C, és B, < C,+ I3, és igy a 7. tétel szerint
B, < B, ; ugyanigy adédik, hogy B,<B,, C,<C, C,<C, és igy
végiil, hogy B,=10,, C,=C,, vagyis a fenti mdédon valé elgalli-
tds egyértelmi volta.

A pos A=DB, és neg A=C, opericiék tehat fiiggetlenek az
Ad=B—C, B=0, (=0 eléallitds specialis megvalasztasatol.
Ebbdl (1) alapjan az is kovetkezik, hogy minden ilyen elééllitasra
nézve pos A<I3, neg A<(C; minthogy pedig A = pos A—neg A
maga is ilyen el64dllitis, azért a pos A és neg A operdcick az
osszes ilyen el6allitasokban szereplé B-k, illetéleg (~k legnagyobb
minoransai.

Ha a minorans és majorans, valamint a legnagyobb mino-
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réns és legkisebb majordns fogalmat tetszésszerinti elSjeld ope-
riacidkra nyilvanvalé moédon kiterjesztjik, akkor a pos A és
neg A operacidkat még igy is jellemezhetjiik:

pos A = sup (4, 0); neg A = sup (— A4, 0).

Val6ban, az A és O operdcidok minden kézds B majordnsa, vagy
ami ugyanaz, A minden pozitiv B majoransa egy A =B — C,
B>0, C=B—Ax0 folbontist szolgiltat; ugyanigy —A min-
den pozitiv ¢ majoransa egy A=B—C, B==A+(=C—(—4)=0,
C =0 fdlbontast, amibél 4llitasunk nyilvanvaléan kovetkezik.

Osszefoglalva :

14. tétel. Valamely tetszésszerinti eldjellii A linedris ope-
rdcid egy és csak eqy mddon dllithato eld, mint két egymdssal
diszjunkt pozitiv operdcid Lilénbsége; ez az eldillitds

A=7pos A—mnegA; pos A =1sup(4,0), neg A =sup(— A4, 0).
Minden mds A =B —C, B=0, C=0 elddllitisra nézve
B =pos 4, € = neg A.

Tetszésszerinti el6jelt linedris operdciokra nyilvanvalé mod-
don terjesztheté ki a legnagyobb minorans és a legkisebb majo-
rins megszerkesztésére szolgalé eljards, valamint nyilvanvaléan
érvényesek maradnak az azokra vonatkozé tételek is, azzal az
egyetlen eltéréssel, hogy végtelen sok linedaris operaciobél allo
halmaz nem sziitkségképpen minordlhato.

A diszjunktsag fogalmét is kiterjeszthetjiik tetszésszerinti eld-
jeld linedris operdcidkra; az A és B opericiokrél akkor mond-
juk, hogy diszjunktak egymaéssal, jelolésben ismét A || B, ha

pos 4| pos B, pos Allneg B, neg A4 ||pos B, neg A|neg B;
révidebben, a
pos A +neg A =mod 4
irdasmoéddal, ugyanezt jelenti a

mod A|mod B
foltevés. -
Konnyd atlatni, hogy a diszjunkt operdcidkra vonatkozo tételek
ebben az altalanosabb fogalmazésban is érvényesek maradnak.
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Allapodjunk meg abban, hogy az A és B tetszésszerinti
eléjeld operdcidk koziil A-rél akkor mondjuk, hogy diszjunkt
része a I3-nek, jelolésben ismét A<B, ha A|B—A. Az A<B
foltevés itt mar targytalan, mivel az eddig is csak annak az
elézetes biztositdsira szolgalt, hogy a lényeges foltevésben sze-
repld B— A operacié pozitiv. Konnyid 4tlatni, hogy ezzel a meg-
dllapoddssal érvényes marad a 8., valamint nyilvdnvalé médo-
sitdssal a 10. tétel is, mig a 9. és 11. tételekben a pozitivitas
lényeges foltevés.

Ami végiil a teljes és majdnem teljes csaldadokat illeti, tart-
suk fonn ezeket az elnevezéseket az eddig hasznéilt értelemben,
pozitiv operaciokra, és nevezzik az illetd csaldd kibgvitésének
azt a halmazt, melyet bel6le az elemeibdl alkotott kiilonbségek
adjungélasaval nyeriink. Nyilvanvalo, hogy minden ilyen kiilénb-
séget, egy-egy példinyban, mar akkor is megkapunk, ha csupan
az egyméssal diszjunkt operaciék kilonbségeit képezziik.

7. Linedris operdcidk szimultdn foéldaraboldsa.

Linedris operdciok Osszetételére szolgdld altaldénosabb eljara-
soknak bevezeté lépése linedris operdciok szimultdn féldara-
bolasa. Tekintsiink egyelére két linedris operdciét, a tetszés-
szerinti el6jelit A-t és a pozitiv k-t; az utobbi jeldlés arra akar
figyelmeztetni, hogy az K operdcié és részei a kdvetkezdkben
bizonyos tekintetben az egység szerepét fogjék jatszani. Fol-
tesszilk még, hogy az A operécid az £ operdcié [E] csalddjaba,
illetéleg ennek kibovitésébe tartozik, vagyis, hogy minden az
E-vel diszjunkt opericié 4-val is diszjunkt.

Jelentsen 1 egy valos vdltozdt és tekintsiik a

P, = pos (AKX — A),
Ni=neg (A — A)=P,— AE+ A

operdciokat, mint A fiiggvényeit. Mind a ketté pozitiv és mono-
ton; az elsé novekvd, a masodik fogy6, azaz i, < A,-re P, < I,
Ny =Ny, Azt dllitom, hogy P; és N; konvexek, vagyis hogy a
Pl+h _P). Nl+h—A’Vl
h ’ h
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hényadosok A-nak névekvé figgvényei. Allitasunk nyilvénvaloan
‘egyértelmii azzal, hogy minden f-re a Pif és N;f szamértékd
figgvények konvex fiiggvények. Hogy ezt atlassuk, csak azt
kell figyelembe venniink, hogy minden 2 értékre

Pyf = max {max (AEg — Ag, 0)},

képezve az Osszes olyan g-kkel, melyekre g < f, azaz [ Gsszes
f=g+(f—g) folbontasaira. Minden ilyen g-re a max (AEg— Ag, 0)
kifejezés A-nak egy-egy konvex fiiggvénye; ennélfogva P;f, mint
az Osszes tekintetbe jové g-khez tartozé konvex fiiggvények felsd
burkoléja, maga is konvex fiiggvény. Hogy az INV,f fiiggvény is
konvex, az ugyanigy, vagy mar az N;= P,— AE + A Osszefiig-
gesbdl is adédik.

A Pif és N,f fiiggvények, mint a A véltozd konvex fiigg-
vényei, 2 minden értékére jobbrol és balrdl differencidlhaték.
Tekintsiik csupan a jobboldali differencidlhdnyadosokat; ezek a
A véltozénak noévekvé és jobbfel6l folytonos fiiggvényei. Ezek a
differencialhdnyadosok megadott értékre, a valtozo f elem fiigg-
vényeinek tekintve, egy-egy linedris operdciét értelmeznek, me-
lyeket Pj-vel és Nj-vel jeloliink. P; és N; a A valtozénak nyil-
véanval6 értelemben névekvd fiiggvényei; mivel még P; novekvd,
N; pedig fogyo fiiggvény, azért P; >0, N; <O.

A P, és N, operdcick, mint a AEK — A operécid pozitiv és
negativ részei, a 14. tétel szerint diszjunktak egymdssal, P;||IV;.
Megmutatjuk, hogy ugyanesak I’|N;, Pi|N; P;i||N;. Elészor
is, minthogy P;||N; és N, pozitiv és a A-nak fogyé fiigg-
vénye, azaz

O<Ni— NV (h>0),

azért egyszersmind 1% ||.N; — NV, ; ennélfogva

Pz“ N _th+h,

tehat a jobbrdl 4116 operdcionak h-ra nézve monoton volta és az
5. tétel alapjan P;|| —N; és igy ugyancsak P;||N;. Legyen tovibba
A<p, akkor minden olyan h-ra, melyre 2 4+ h < p, Piin|Niyn =
= N,>0, tehit Py .|| N, és igy, mivel P, pozitiv és novekvd,
egyszersmind
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- P— P

Py <

N,

tehat P;|| N,; ebbél az 5. tétel alapjan egyszersmind Pyj|V;.
Végiil ebbol az el§z6héz hasonlé meggondolassal
N, — N
Pl“ 2 h 1+h,
tehdt egyszersmind [’|| — N; és igy Pi||Na.
Minthogy még a P; — ¥y = 2k — A identitasbol differen-
cialassal adoédik, hogy P; — N = E, azért uz

Ey=P, E—Ei=—N (1)

operdcick az E operdcidonak diszjunkt részei. Az A operdcio
megfeleld foldaraboldsdt az

Al;.::lpi —P;,, 11—111 :—)\Ni—i—‘\';_ (2)

operdciok szolgdltatjdk. Az igy értelmezett két operdcio 0Osz-
szege a

Pp—N;=E— A, Pi—Ni=FE

dsszefiiggések folytdn valoban A. Tovabba a P, N, I%, N, ko-
z6tt f6nn4allé, az imént bebizonyitott diszjunktsagi relaciokbol a
4. tétel alapjan valoban A;||A — A4z, vagyis A; és A — 4, az A
operdcionak egymdst -kiegészité diszjunkt részei. Vigre még
ugyanezen okndl foqua E;||A—A; és A;||E—Ei.

Még egy fontos osszefiiggést szolgaltat a kovetkezé meg-
gondolas. Minthogy P, a A-nak konvex fiiggvénye, azért, ha
A < p1, akkor

p—NPiz=P—Pi=(p— 2P

Minden taghoz a AP;—pP, kifejezést hozzdadva és — 1-gyel
szorozva, kapjuk, hogy
APy — P) s pPu— Po— 21+ Py < p(Pa— P,

vagyis az E; és A; jelolésekkel, az (1) és (2) oOsszefiiggések
alapjén,
A(Ey.—“ Jl)éAu—'Alé,u(Eu—'El)- (3)
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Vizsgaljuk még meg, milyen hatirok kozt valtoznak E, és
A;, mialatt 2 a szdmegyenest befutja, vagyis hatdrozzuk meg
az k_., Ko, A_., A. limeszoperaciokat. ElGszor is, minthogy
2>0-ra é8 X — oo-re

E _z E)_ = P;f g 1,'1(P)_—P0) ; 1, ;_(XE'—A—PO) —->.E,
azért E.=F. Ugyanigy A<O-ra, illet6leg A—> —oco-re
ExE—E=—Nz=-1:(NM—N)="/1(AE—A—N, —FE;

tehdt E£_. = 0. Valamivel mélyebb meggondolast igényel az
A_. és A. opericick kérdése. Minthogy N, >0 és N; <0,
azért A—A;=— AN+ N, pozitiv A-ra pozitiv. Tovabba (3) alap-
jan A, pozitiv A-ra A-val novekszik. Létezik tehdt az A. limesz-
operdcié. Mivel tovabbd K;jiAd—A;=>A—A., azért K3 A—A.
és igy az 5. tétel alapjan egyszersmind k=K. =sup K;| A —A.
Ugyanigy, minthogy negativ A-ra —A;=P1;—1P;=0 és mivel (3)
alapjdn —A; negativ A-ra névekvs |2)-val fogy, azért létezik
A_. és az E— K| —A;>—A. Osszefiiggés és az 5. tétel alap-
jan —A_. || E—E_.=F. Most hasznaljuk {51 elészor azt a fol-
tevést, hogy A az K operdcié csaldadjaba, illetleg ennek ki-
bovitésébe tartozik. EbbEl ugyanis nyilvanvaléan kévetkezik,
hogy az E-b6l és A-b6l a mostani meggondolasaink folyaman
rendre szarmagztatott operacidk, mint P, N;, A; sth. és végil
A_. és A—A. is az [F] csaladba, illetéleg ennek kibdvi-
tésébe tartoznak. Ebbol és az imént bebizonyitott —A_. | E és
A—A.||E kapcsolatokbdl a 13. tétel alapjan kovetkezik, hogy
a —A_. és A—A. pozitiv operdciék onmagukkal is diszjunk-
tak és igy mindketté 0. Vagyis A_.,=0, A.=A4.
Végiil allapitsuk még meg, hogy A=0-ra

Ag=—Dy,=—sup(—4,00=—neg 4

és

A—A,= A+ neg A =pos A.
Az E, operaciét pedig még a kovetkezd sajatsigaval jellemezhet-
jik: E—E, az K operacidnak a pos A operdcié csaladjaba tartozd
részei kozil a legnagyobb, vagyis mas szoval K = (E— k) +E,
az E operacionak diszjunkt részekre valdé az a folbontdsa, melyre




A LINEARIS OPERACIOK ALTALANOS ELMELETENEK STB. 27

nézve E,|pos A, mig E—E, a [pos A] csaladba tartozik. Az elsé
osszefiiggést mar ismerjilk, tehat esak az utébbit kell megmu-
tatnunk, vagyis a 13. tétel alapjan csak azt kell igazolnunk,
hogy minden olyan pozitiv /3 operaciéra, melyre nézve B pos A,
egyszersmind B||E — E,. De minthogy Bfpos A>A,—A;, mihelyt
0<A<py, azért és (3) alapjin B||A,—A;=A(E,—E); ebbdl,
minthogy A0, kovetkezik, hogy I3| E,— k) és végiil az 5. tétel
alapjan, a A—0, p—>co hataratmenettel, B|K.—E,=L—FK,
mint ahogy azt allitottuk.

Az A, és Lk, opericioknak ebb6l a jellemzésébdl azonnal
adodik tetszésszerinti 1, érték esetére az A; és E,, operacick
megfeleld jellemzése. Adjuk &t az A operacié szerepét az
A—2, operdcionak, tehat a Py=pos(1E--A) operacié szerepét
a pos (AE — A + A,F) = Py, operdcidnak, ugy hogy tehit Ff;
szerepét fy = (Pi12.)i—0 veszi at. Ennélfogva példdul K—k), az
E operdcionak a pos(A—2A,E) operdcid dltal meghatdrozoit ley-
Lisebb teljes csalddba tartozd részet kizil a legnagyobb, vagy
més széval, E=(E—E; )+ k), az I opericiénak erre a csalddra
nézve a 12. tétel szerint valé folbontasa. Ugyancsak egyszeri az
dtmenet az K és — A opericidk szimultdn foldarabolaséra, mivel
itt a Py = pos (AK'— A) szerepét a pos (AL +4) = neg(—AE—A) =
=N_;=P_;+iE+A opercid, tehat I’ szerepét a —P_,+E
operdcié jatssza, azonban az el§jelvaltozasoknak megfelelden
azzal a modositdssal, hogy P; most a baloldali differencidl-
hényadost jelenti, ugy hogy példaul F, helyét az K- lim k;
operacio veszi 4t. r=-0

Abban a specialis esetben, mikor az A operdcio pozitiv,
minden 1 < 0 értékre I, =0 és ennélfogva egyszersmind A;=
= AP{— P, =0, tovabb4a minden A<<0 értékre k)= I’ =0, mig
E, a fentiek szerint az K operdcionalk az A operdcidval disz-
Junkt részei kozil a legnagyobb, vagyis E=k,+ (E—E) az F
operacionak diszjunkt részekre valé az a félbontésa, melyre
nézve K, A, E—F, pedig az A csaladjaba tartozik. Ebbél
nyilvanvaléan kovetkeznek a megfelel§ jelenségek a A<<A, érté-
kekre abban az esetben, mikor A > AE.
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8. Linedris operdciék szorzdsa.

Az el6zé fejezetben értelmezett és vizsgalt szimultan fel-
darabolasnak legjelentésebb alkalmazdsa uj operaciok képezése
a megadott I és A operdcidkbél a nyilvanvald értelmi

D (A) =[O IE,

StienTsEs-tipusu integrallal, mely alaki tekintetben t6bbek kozott
a HinBert-féle tér elméletének egy nevezetes modszerére emlé-
keztet. Az el6z6 fejezet (3) alatti egyenl6tlenségei alapjan példaul
nyilvdnvalé, hogy ha @()) =1, akkor @p(4)= A, ha pedig
@A) =posl, azaz A=<0-ra @) =0, A>=0-ra @) = 2, akkor
@ (A) = pos 4. Tobb operdeiobol két-, illetdleg tobbvaltozés
basonlé tipusi integralokkal szdrmaztathatunk mas operdcidkat,
igy példaul az FE, A és B operaciokbol, ahol A és B az (L}
csalddba, illetdleg tetszésszerinti eldjel esetén az [ csalad ki-
bévitésébe tartoznak, a

04, B)= ([ 00, pdFE,,,
elgirdssal, ahol K, ,=inf(k), E,); itt K; az E és | operdciok
szimultdn féldarabolaséban szerepelt opericiot, X, pedig az K
és B foldaraboldsiban szerepl6 megfelelé operdciot jelenti.

Az itt vazolt eljarassal €s az azzal kapesolatos fiiggvény-
kalkulussal més alkalommal szdndékozom foglalkozni; a jelen
dolgozatban elsdsorban két operaciénak egy harmadikra viszo-
nyitott szorzatdval, az (AB)g képzéssel foglalkozom, azutdn még
ehhez hasonlo tipusu képzésekkel; valamennyit nagyon egyszertd
modon, integral alkalmazdsa nélkiil fogjuk értelmezni.

Az elbjel okozta kényelmetlenség elkeriilése végett pozitiv
operdcidkra szoritkozunk; tetszésszerinti eldjelli operdcidk szor-
zdsdnak kérdése a pozitiv operdcidk szorzdsibdl, a disztributiv
elv igazolasa utdn, a szokdsos mdédon néhany szoval elintézhetd.
Legyenck tehat K, A és B pozitiv operdcidk; a két utobbi tar-
tozzék az FE operdcid csaladjaba. Az A és I3 operacioknak az
E operacidéra viszonyitott szorzatat — jele (AB)r — a kovetkezd
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moédon értelmezziik. Jelentse K’ az [k opericid tetszésszerinti
diszjunkt részét, a, b pedig olyan szdmokat, melyekre nézve

alk'<sA, W< B, «=0,0=0. (N

Tekintstik az Osszes az (1) f6ltételnek megfelelé diszjunkt ré-
szeket és szamparokat; képezzik bel6lik az abk’ operaciokat és
tegyiik fol, hogy ezek Gsszesége majoralhato; akkor azt mond-
juk, hogy A és B az K operdcidéra viszonyilva szorozhatok és
szorzatukat az

(AB)g = sup [abE"}
eldirdssal értelmezziik.

Az ilyen modon értelmezett szorzat nyilvanvaléan konimu-
taliv, tovabba az E esalddjdba tartozil; ugyancsak nyilvanvalo,
bogy ha ¢ = 0, alkor (cAB)y = c(AD)k; tovabba, hogy « szo-
zat bizonyosan létezik, ha « tényezck eqyike az I operdeidhos
viszonyilva korlitos, vagyis, ha E szlikebb csalddjiba tartozik.
Néhany mas konnyen igazolhatd sajatsag:

2. ha E <E, akkor (AE)p = 4, ahol A az A operdciénak
az E operdcid csalddjdba tartozd leqnagyobb diszjunkt részét
Jelenti;

3. ha AID, akkor (AD)g =0;

4 ha B < G, akkor (AD)g < (AC)g.

Az 1. allitds igazoldsara elészér is jegyezziik meg, hogy
ebben, vagyis a B=F esetben a bL'< I foltevésb6l a 11. tétel
. szerint b <1, tehat abE' < ak'< A, ugy, hogy A az Osszes
abE' operécicknak mindenesetre majordnsa. Vagyis

(AE): < A. @

Mésrészt tekintsiik az K és A operdcidk Ik, A; szimultan f6l-
daraboldsat; jelentsen e tetszés szerint kicsiny pozitiv szamot
és vegyiik K’ gyanint rendre az

EM = Kg E® = Eye — Eg,..., E™ = Epe — Ennyey-.. (3)

egymassal diszjunkt operdcidkat, valamint tekintsiik még a meg-
feleld

AD = Ag, A® = Age — Agyo.s AW = dpe— d-nyere-- (3
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opericickat, melyek egymdssal, valamint az eltéré mutatéju K>
operaciokkal szintén diszjunktak. Az el§zd fejezet (3) egyenlGt-
lensége szerint

m—DeE®™ < A®W < ne E™;

ennek megfeleléen (f'=E®™, ¢ = (n—1)e, b=1)
(AE)g = abE'=(n—1) e E® = AM — ),
tehat egyszersmind

(AB)s = sup (A™— k") = 3 (A0 —eE®) = 4 — F,
1

vagyis végiil, minthogy az e szdmot tetszés szerint véalaszthat-
tuk, azért

AE)e = A; (5)

a (2) és (5) egyenlétlenségek Osszehasonlitasa adja az 1. allitast.

A 2. alliths igazolasdra el6szor jegyezziik meg, hogy ha
bE' < E, akkor DE' és ha még b0, akkor £’ is az E csalad-
jaba tartozik, vagyis E'|K—E és igy, mivel E'< E, azért a
7. tétel alapjin egyszersmind E'< F és igy a 9. tétel alapjan
E'< E. Ennélfogva az (AE)g szorzat konstrualasénal az E ope-
récio azon £’ diszjunkt részeire szoritkozhatunk, amelyek disz-
junkt részei mar az E operaciénak is. Az ilyenekre viszont, ha
aE'< A=A+ (A—4), akkor a 7. tétel alapjan egyszersmind
aE’gzI és nyilvanvaléan forditva, ha aE'< A, akkor egyszer-
smind af’'< :A. Ennélfogva és az 1. allitds alapjén

(AE)p = (AE)p = 4.

A 3. allitds igazolisara elég megjegyezniink, hogy mivel
a foltevés szerint A B, azért, ha ak’'< 4 és DE'< B, akkor
ak'|bE' és igy egyszersmind bak' || abE’, vagyis abk'= 0.

A 4. allités nyilvdnvaldé mddon kovetkezik a szébanforgo
szorzatok értelmezésébdl.

A szorzas diszlributiv és asszocialiv torvényeinek, vagyis az

(AB)e + (AC)e = (A(B+O)e (6)
(AB)EC)r = (A(BC)p)e R ¢)

és
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egyenléségeknek a bebizonyitdsa valamivel részletesebb meggon-
dolast igényel. Kezdjiik a disztributiv torvényen. Foltessziik vagy
a (6) egyenldség baloldalan szereplé szorzatok létezését, vagy a
jobboldalon &lléét; a két foltevés nyilvanvaloan ugyanazt jelenti.
Bontsuk fol az K és A operdcidkat a (3) és (4) eldirdsokkal
megadott K™ és A" diszjunkt részeikre, tehdt ugy, hogy

SEM=E, S A" = A, (1—1)ek® < AW <ne E®, o (8)
1 1
(m $n)

és igy minden A® az illet§ K csalddjiba tartozik. Darabol-
juk 6l tovabbs a B operaciét is a B™ diszjunkt részekre, ahol
B®™ a B operacionak az E®™ csaladjaba tartozdé legnagyobb
része. Minthogy B™| B™, ha m=n, azért a

o
B* = ; B® = gup {B™)}

gor Osszetarto és B* < B; tovabba B—B¥*|| E"™ minden 72-re
és igy

B—DB¥||sup {K"} = E;
masrészt B—B¥* a B operdciéval egyiitt az £ csaladjaba tar-
tozik és igy B— B¥*=0. Vagyis

S Bw = B
1

Daraboljuk mér most 6], #» minden egyes értékére kiilon-kiilon,
az K™ és B™ operacidkat az KD ¢ B0u») diszjunkt részekre
hasonldé mddon, mint az imént az E és A operaciokat, azaz
ugy, hogy hasonléképpen mint a (8) dsszefiiggések, minden 2-re
fonnélljanak a

D E» = Enw 3 R = B,

p=1 p=1
(p_1)€]g(n, ») =< B®,p) épelf("' P, E""T’)HE(””I) P+D

Osszefiiggések. Ismételjilk még meg ezt az eljarast az igy nyert
E®» operaciokkal és a C operdcionak a megfelels csalidokba
tartozé legnagyobb részeivel; végiil az igy nyert K@ » @ opera-
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cioknak megfeleléen daraboljuk f6l tovabb a megfelelé csala-
dokba tartozo legnagyobb AUsP 0 ég B™ m @ digzjunkt részeikre
az A® és B@ P operaciokat. A 7. tétel alapjan akkor ezekre a
részekre is érvényesek az

(n—1 ek = Anp @ < neE0u v, @),
(p— 1) ekmp @ = B épeE("' mq

egyenldtlenségek. Végeredmiényben, diszdmnzissal adddo egy-
szeriibb jeloléssel, az kK, A, B, C operdcidkat [oldaraboltuk
E,, A, B, C, (n=1,2,...) diszjunkt részetkre oly mddon,
hogy An, Bn, Gy az E, csalddjdba tartoznal, hogy E,, Ay, By, C,
kozal bdrmely két eltérd mutatoji operdceid diszjunkt eqymdssal,
hogy

‘T'En=b',.\1:f1n=A,Zl‘Bn=B, YT‘C,L:C 9)

és hogy An, By, C, az £, operdcionak Lét-két eqymdstol eE,~nel
kilonbozd tobbszordse kozott fekisznek, azaz, hogy bizonyos,
alkalmasan kijelolt a, =0, 8r =0, yn = 0 értékekre fennalla-
nak az

ankin = An = (an—+¢e) Ep, Bnlis = B, = ([gn'i' &) Iy,

TnL‘n = Cy = (Tn +e) E, (10)

egyenlétienségek. Ezeket az egyenl6tlenségeket hasznaljuk {5l a
(6) egyenldségben szereplé szorzatok két oldalrdl valé megbecs-
lésére.

Tekintsiik az (AB)r szorzatot, mint az értelmezésében sze-
repelt abE' operdciok legkisebb majoransat. Daraboljuk {6l az
E’ operaciét ugyancsak az [F,] csaladok szerint az £, diszjunkt
részekre; mivel a foltevés szerint al'< A, b < B, azért a
fortiori kK, < A, bE, < B és ezért a 7. tétel és a (10) egyen-
l6tlenségek szerint

by < An <(an+e) By, bE, < By < (Bute)En;

ennélfogva és a 11. tétel alapjan (minthogy a 8., 7. és 9. tétel
folytan kK, < E)
abky = (an+e) (Bnte) En
és igy
abk’= Z“bEfl1 = Z (an+e) (ﬂn‘*‘ &) k.
1 1
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Minthogy ez a meggondolés az K operécié minden diszjunkt
E' részére és minden az (1) foltevést kielégité @, b szampérra
érvényes, azért (9) és (10) alapjén

(AB)e = sup {abE,}é (ante) (ﬂn‘l“e)En =

0.0nEn + €A + eB + &2E. 11

JIA
~Ms ~[As

Mésrészt E'=E,, ¢ = a,, b= 8, a (10) szerint eleget tesznek
az (1) foltevésnek és igy

(AB)g = sup {anfnbn) = 3 anbnkin. (12)
Hasonld meggondoléssal, (11)-ben és (12)-ben a B szerepét
& C, illetSleg B+ C operfcidknak juttatva, tehdt a 8, és Bn-t-e

helyébe a yn, rn-te, illetbleg Bu+t7n, Bntynt2e értékeket he-
lyettesitve adodik, hogy

S tnnEn < (AC)E < 3 anpnlin + eA + C+ &E;  (13)
1 1

~s

< ‘j an(Bntrn) En + 2eA + eB-4eC+2£°F.

A (11)—(14) egyenldtlenségek Gsszehasonlitdasabol, minthogy
e tetszés szerint kicsiny pozitiv érték, nyilvanvalé médon ko-
vetkezik a (6) disztributiv térvény.

Az asszociativ t6rvény bebizonyitdsdhoz f6ltesszik az (AB)g,
(AC és (BC)e szorzatok és a (7) egyenlStlenség baloldalén
4ll6 harmas szorzat létezését. Eazt féltéve, tekintsiik az (AB)g
szorzatot. A (12) egyenl6tlenség alapjan, el6z6 jeloléseinkkel,
barmely N-re,

N
és igy, a disztributiv térvényt alkalmazva,

N N N
((AR)EC)F = %‘ anﬂn(EnC)E = _?: anﬂncn = ; anﬂnTnEm

LVI 3
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tehat .
((AB)EC)E = 12 anfnynkn. (15)

Misrészt, ugyancsak a disztributiv torvény alapjén,
N N
((12 (an+€) Bnte) EnC)e = 3 (ante) (Bute) Cn <

< li (@nt€) (Bat-&) (rnt-€) En

és igy egyszersmind
(ABC)e < (S (ont-o) (Bat-9) EnCe <

(an4-e) Bnte) (rnte) En < 16)

=

anBnyn E,+e¢ABg+ ¢ (AC)E + S(BC)E +
+ e (A+B+C) + £°E.
Ugyanigy kapjuk, hogy

I

3
>

anBninbin < (ABOE)E < (17

~Ms =DMs

anﬂn?’nEn"f‘ € (AB)E +e (A C)E+ € (BC)E+
+ e*(A+B+0)+E°E.

A (15)—(17) egyenl6tlenségek egybevetése adja a (7) egyenld-
séget, vagyis az asszociativ torvényt.

Hagonlé jellegli meggondolissal, az eddig hasznalt f6ldara-
bolés segitségével bizonyithaté be még a kivetkezd oOsszefiiggés
is; a bizonyitést nem részletezzilk. Ha az A, B operdcidk o
C operdcis csalddjdba tartoznak, C pedig az E csalddjdba, és
ha az (AB)¢ és (AB)g szorzatok léteznek, akkor

(AB)g = (AB)c C)z.

<

Vagyis az (AB)¢= AC{)) irasmoédot hasgznédlva, a jobboldali

szorzat képezése alakilag a tortek szorzdsdnak megfeleld médon
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eszkozolhetd. Ennek alapjan folvethetjiikk és tovabb is kiovethet-
nék azt a gondolatot, hogy az

4 B C

¢’ C’FE
szimbolumokat 6n4llé operatoroknak tekintsiik, mint amelyek
koziil példdul az elsd a J3 operécidt az

AB

- = (AD)c

opericiéba viszi at.

Emlitsik még meg, ugyancsak mellézve a kiilonben nem
nehéz bizonyitast, hogy az (A% = (4 A)g operéciot a kivetkezd
médon is képezhetjiik és hogy ugyanazt az operaciét nyerjiik,
mint az eddigi értelmezés alapjan. Az £ aluptartomdny [ elemét
bontsuk fol az f=[,+-+-+fn alakban és képezzilk a

N (Af)?
o (18)

osszeget, azzal a wmegdllapoddssal, hogy ha Ef=0, akkor az
illeté tag helyébe O-t frunk. Akkor (A®pf mem mds, mint az
osszes az [ elembdl Fképezhetd (18) alakit Osszegek értéleinel:
felsé hatdra.

Husonlo jelenség érvényes ditaldnosan az (AP)g operdcidkra,
ahol p>1, ha az (AP)g operacidt, mint az ' <k, a =0, aE'< A
foltevéseknek megfelel$ dsszes a? K’ operdciok legkisebb majoransét
értelmezziik és a (18) kifejezés helyébe a

n

\' (AfwP

>—1/ (Kfigr—1 (9

Osszeget tessziik. Ha O<<p<Cl, akkor a jelenség annyiban mo-

dosul, hogy a (19) alaku Gsszegek értékeinek nem a felsé, hanem
az alsd hatarat tekintjiik,

Az itt ismertetett jelenség az ugynevezett HELLINGER — RaDON-

féle integralokra emlékestet; ugyanezekre emlékestet még az

(A'B'M)g képezés is, melyet az (1), azaz I’ < E, a=>0,b=0,

3%
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aE'< A, bE'< B ftltevéseknek megfeleld a'2b'SE’ operacidk
legkisebb majoransaval értelmeziink. Minthogy

al/gbl/gElé a‘;"b Elé A;‘B ,

azért ez a képezés mindig létezik, nem ugy, mint (AB)g. Aszt
dllitom, hogy az igy értelmezell operdcié csak az A és B
operdcioktol fiigg, hogy tehat fiiggetlen az E operécié meg-
valasztasatol, azaz pontosan, hogy minden olyan E operaciéra,
melyre nézve A és B az E csalddjaba tartoznak, az (AY2B%)g
operécié ugyanaz. E szerint indokolt az egyszerlibb A2 irgs-
méd. Allitdsunk nyilvanvalé korolldriuma a kévetkezé allitds-
nak: Az A2B"s operdcid mem mds, mint az Gsszes

AA+271B

2 O<A<w) (20)

operdcidk legnagyobb minordnsa. Ezt az allitdst igy bizonyit-
juk be. Elészir is, a méar hasznglt jelolésekkel,

R < la—i—;“b F< 2A+21‘1B’
tehét
A'hB's = gup {a'*b'E"} < —A-é#
és igy egyszersmind
AR < inf {%@} oi<e)  (21)

Miésrészt, ha € a (20) operdcidk egy kozGs minordnsa és ha az
A, B, C és E operscidkat az eddigi modon és jelolésekkel fol-
daraboljuk, akkor, minthogy

—
o €5 METE

azért a 7. tétel alapjan egyszersmind

zAn"}‘A—an - A(an‘{"e) + A—i(ﬂn'*‘s) E
2 = 2 "

Cn <
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és specidlisan, a A=(a,+e) "/ (Bn+¢)" értéket helyettesitve,
Cn = (an + 5)1/’ (ﬂn"“ 5)1/']3‘11 = (a;{' + 51/') ((3:1/"’_ 51/2) E, =

< (ai{’ﬂ,‘[’—f— e'/’ﬂg"-—*——g- + e) E,.

Mivel még A"1B"*> sup [a?BE,) = ¥ o'B3RE | azért
g = p\ ni’n T n 'n 1n

oo Lo 2
C=3C, < ANp¥ 4 ¢ A_H?"_E + ¢E. (22)
1
Speciglisan, ha
—1
(¢ = inf {ﬁlioﬂ} o<i<w),

a (21) és (22) egyenlétlenségekbdl nyerjik, hogy
AA 42718 y A+B+2K
R T3
ezzel, minthogy e tetszés szerint kicsiny, allitdsunkat bebizonyi-
tottuk.
Az A'B' operéciénak még egy harmadik kindlkozé értel-
mezési modja az [ elem f={f,+.--+f, folbontdsainak megfelels

2 (AfuBfiy"

Osszegek also hatéranak képezése. Kénnyli megmutatni, hogy ez
az értelmezés a mdasik kettGvel egyenértéki.

Hasonlé modon targyalhaték az A'2B': operécié nyilvan-
valéan kindlkozé altalénositdsai, példéul az A°B*(a>0, >0,
a+p=1) és A"B’C"(a>0, #>0, >0, a+F+y=1) opericidk.
Az els6 helyen emlitett képezés specidlisan magaban foglalja az
(ANE 0<p <<1) operdcidt (B=FK, a=p, B=1—p). Azt is
megmutathatnék, hogy mindezek a képzések az egymdssal vald
tovabbi komponslds szempontjabdél ugy viselkednek, amint azt
szimbolikus irdsmoédjuk szerint elvarjuk. Mindez azonban keve-
sebb faradsaggal adodik a fejezet elején emlitett fiiggvénykalkulus
dltalanos eredményeibdl.

o Csak még néhany szét arrél, hogyan alakulnak az itt tér-
gyalt képezések egyes konkrét alaptartoményok esetében. A méar
tobbszér emlitett 1. példa, vagyis az @ < « < b szdmkoézon foly-

0 < inf | | ampn < t ek



38 RIESZ FRIGYES.

tonos f(x) fiiggvényekbdl all6 £ alaptartomédnyra nézve tekintsiik
elgszér is azt a kiilonésen egyszert esetet, mikor

b
Ef = [f(x)da,
mikor tehat az K csalddjaba tartozo A és B operaciok az
v b
Al = [a@f@) dz, Bf= [b@)f(x) dx

alakban irhaték f6l, ahol a(x) és b(x) tetszésszerinti pozitiv,
LesesquE szerint integralhato fiiggvények. Ebben az esetben
osszes képzéseink is hasonlé alakban irhaték f6l, igy példdul

b

ABRf= [ a (@) b @) f(x)dx,

a

b
A1BAf= [ (a(@) b @)"f (@) da;

termeészetesen az (AB)g szorzatnak csak akkor van értelme, ha
az a(x) b(x) szorzat is integralhaté, példdul, ha egyik tényezije
korlétos.

Az 4ltaldnos esetben, mint azt 1909-ben megmutattam, a

linedris operdcié analitikus eléallitasa
b
Af = [f(@) da(a),
a

ahol «(x) egy csupan az A operéciotél fiiggs és az operdcid
dltal 1ényegében meghatdrozott korldtos névekvs fiiggvény; meg-
forditva, minden ilyen StikrrsEs-féle integral egy-egy lineédris
opersciét értelmez.” Ebben az esetben, ha a B és E opericidk-
hoz tartozé analog fiiggvények J(x) és e(x), akkor példdul a
C=(AYr és D=A"B" operdciokat eldallité y(x) és o (x) fiigg-

vények a

.
5 F. Riesz, Sur les opérations fonctionnelles linéaires, Comptes
rendus Acad. Sc. Paris, 149 (1909), pp. 947—977.
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d*u
X)) = | —, (@) = | dPa @) d"B(t
r@) = [ 0@ = [ dra @
a a

Hevrveer-féle integralokkal adodnak.

Ugyanezek az analitikus eldallitdsok érvényesek a 2., 3. és
4. példékban szereplé alaptartomanyok eseteiben, a két utobbi-
ban a SrieLrses-féle integral megfeleléen modositott értelmezé-
gével és az utolso esetben még azzal az eltéréssel, hogy itt els-
allito fiiggvények gyandnt csak a folytonos ndévekvs fiiggvények
szerepelnek.

A 6. példaban szerepl$ alaptartomény operdciéi egyik ka-
tegoridjanak analitikus el6allitasat az

Ap = f a(P)due),

az egész térre képezett, StieLTIES—LEBESGUE—RADON tipust in-
tegralok szolgaltatjdk, ahol a(P) a P pontnak minden pozitiv
tomegeloszlasra nézve integralhaté pozitiv fiiggvénye. A kom-
pozieié modja itt ugyanolyan, mint az imént, példiul, ha a B
operacidhoz tartozé figgvény b (P), akkor az AY2B" operacidhoz
az (a(P)b(DP))" figgvény tartozik.

Az operdcick egy mésik osztdlydnak analitikus eldallitdsa

Ap = Sa(P)p(P),

abol u(P) az egyes tomegpontokban elhelyezett tomeg, vagyis
az illetd I’ pontot tartalmazé e nyitott halmazokba esé u(e)
tomegek alsé hatdra, mely csak megszdmlalhatéan végtelen sok
pontban kilonboézhetik 0-t6l és amelyre Zu(P) a P pontok
minden korlatos halmazira nézve Osszetartd; itt a (P) gyanant
szerepethet minden olyan korldtos, de nem okvetleniil irftegral-
haté vagy nem is mérhetd fiiggvény, mely a tér elég tavoli
részében mindeniitt eltlinik. A kompozicié médja itt ismét
olyan, mint az elézé esetben.

A legaltalinosabb operdcié harom kiillénbozé tipusu operacio-
b6l tehets oOssze, t. 1. a méar folsorolt kettén kivil még egy
harmadikbdl, amely a p(e) témegeloszlasnak csak az ugynevezett
folytonos szingularis komponensétl fiigg. E harmadik fajta




40 RIESZ FRIGYES.

operacié analitikus elGéllitdsanak a kérdése azonban még nines
elintézve.

Az 5. példdban az alaptartomany elemei a valamely, példaul
térbeli tartominyban harmonikus és pozitiv fiiggvények. Gomb
esetében tudvalevéleg minden ilyen fiiggvényhez egy-egy a gomb-
felilleten értelmezett pozitiv és véges tomegeloszlés tartozik,
melybdl a fiiggvény a PorssoNn—StiELTIES-féle integraleldallitdssal
adédik, ugy hogy tehat az operacidk az ilyen témegeloszlasok
Osszességére értelmezett operdcioknak is tekinthetdk; ennélfogva
mutatis mutandis érvényes az, amit a 6. példarél mondtunk.
Hasonlé jellegli elgallitds érvényes, mint azt pE LA ViLLEE—
Poussin megmutatta, eléggé regularis felilletek 4ltal hatarolt
tartoményokra,® az altalanos tartomanyra azonban a megfeleld
probléma sokkal nehezebb és egyelére még elintézésre var.

A 7. példa megbeszélése a DanieLi-féle integral elméleté-
nek féltételezése mnélkill tulsagosan hosszadalmas volna. Errél
az alaptartoményrol majd a kdvetkezd fejezetben lesz szo.

9. Az alaptartomdny kibdvitése.

Az alaptartomény kibévitésének egyik legfontosabb és leg-
jobban ismert konkrét esete a folytonos fiiggvényekrdl a LEBESGUE
pzerint integralhaté fliggvényekre valé atmenet, ami tobbféle
moédon, altaldban ilyen vagy olyan értelemben §sszetartd, példaul
korlatos vagy monoton, mindeniitt vagy csak majdnem min-
deniitt, vagy nem is pontonkint, hanem csupdn valamilyen ér-
telemben integrdlra nézve Osszetarté sorozatok segitségével tor-
ténik. Ennek a mddszernek absztrakt alaptartomdnyra valé at-
vitele mindenekelGtt egy megfeleld, esetleg tovabbi megszorité
foltevésekre tdmaszkodd, konvergenciafogalom bevezetését tenné
sziikségessé. Megszorité foltevések nélkiil valé példaul az {fn}
sorozat Osszetartdsdnak a kovetkez6 értelmezése: a sorozat
Osszetarté, ha minden linedris A operdciéra nézve Osszetarté az

6 C. pE LA VaLLEE—DPoussiN, Propriétés des fonctions harmoniques
dans un domaine ouvert limité par des surfaces & courbure bornde, Annali
Scuola Norm. Sup. Pisa, (2) 2 (1933), pp. 167—197.
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Af, értékekbsl képezett numerikus sorozat. Mds, tdagabb értel-
mezéseket kapunk, ha az {f,} sorozat Gsszetarté voltit az Gsszes
A operdciok helyett csak azok egy részére, tehat egy valamilyen
modon kitiintetett halmazra, esetleg teljes vagy majdnem teljes
csaladra nézve posztulaljuk. Példédul az a <o <b kozon folytonos
fiiggvényekre az elsé értelmezés egyértékd az fu(x) fiiggvény-
gorozat korldtos és mindeniitt Osszetarté voltaval, mig az em-
litett tdgabb értelmezés ald esnek a minden egyéb kikotés nél-
kiil mindeniitt valé Osszetartas, tovabba az dgynevezett gyenge
Gsszetartds egyes esetei.

sugalmaz a dualitdés gondolata. Csak néhany megjegyzéssel és
példaval akarok rédmutatni az ezzel a gondolattal kapesolatos
problémdkra. Adva lévén az &£ alaptartomany, tekintsiik annak
bsszes pozitiv linedris A operdci6it. Mivel az A operacidk ssze-
addsa eleget tesz az alaptartoményok elemeinek Gsszeaddsara az
1. fejezetben megszabott f6ltevéseknek (a 4'-nek is), azért ez az
Osszesség maga is tekintheté alaptartoménynak. Ennek az 1j
£* alaptartoménynak az operdciél kozt ott szerepelnek az eredeti
£ alaptartomény [ elemei, abban az értelemben, hogy egy meg-
adott [ elem az A operaciokhoz az Af értékeket rendeli. Az els$
tekintetre leginkabb kinalkozé kibévités az £* alaptartomsny
osszes tovabbi A¥X operdcidinak az adjungildsa. Azonban mar
az imént is emlitett 1. példa azt mutatja, hogy a kibdvitésnek
ez a modja tulsdgosan sok, konkrét esetben foloslegesen sok és
nehezen kezelheté 1) elemeket adna. Az 1. példa esetében az
£* alaptartomany, azaz az A operdcidk Osszessége, mint azt az
el6z6 fejezetben is emlitettiik, az

b
Al = [f@)da(2) (1)

alakban dllithato el6, ahol a(x) tetszésszerinti korldtos névekvo
fliggvény, ugy, hogy az £* alaptartomany lényegében az ilyen
a(x) figgvények Osszessége, azzal a kikoGtéssel, hogy két olyan
a(x) figgvény, melyeknek folytonossadgi helyeiken tekintett kii-
16nbsége allandé és amelyekre ennélfogva az (1) integral ugyan-
azt az A operéciot szolgdltatja, azonosnak veends. Tudjuk, hogy
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az (1) integral ugy is értelmezheté, mint az a(x) fiiggvényhez
ismert moédon rendelhetd u(e) témegelosztéssal képezett integral
és abbol, amit az eléz6 fejezetben a 6. példdrél mondtunk,
nyilvanvalé, hogy a tekintett médon az £ alaptartoményhoz
mar olyan A* operacidkat is adjungdlndnk, amelyek nem jellemez-
het6k integralhaté vagy akér csak mérheid fiiggvényekkel sem.

Természetesen kinalkozé megszoritéds, hogy az £* alaptar-
tomanynak csak azokat az A* operdciéit tekintsiik, amelyek a
megadott £ alaptartomany [ elemeivel jellemzett operdciokat
tartalmazé legkisebb teljes csalddba, vagy azokat, amelyek a
megfeleld majdnem teljes csalddba tartoznak. Ha ezt a gon-
dolatot az 1. példéra alkalmazzuk és minden igy adjungdlt A*
operdcichoz azt az a*(x) figgvényt rendeljiik, melyet minden

%, helyen az
a* () = A* Ay, 3 Az f = flx,) &)

eldirdassal értelmeziink, akkor az ilyen mddon megszerkesztett
a*(x) figgvények mind a két esetben pontosan a pozitiv és
minden korlédtos és monoton «(x) fiiggvényre nézve a STIELTIRS—
Lenescue-féle értelemben” integralhaté fiiggvények Osszességét
alkotjak.

Alkalmazzuk ugyanezt a gondolatot a 7. példdra, melynek
az 1. példa specidlis esete és amely a DanieLr-féle integral-
fogalomhoz vezet. A Danieni-féle elmélethez valé alkalmazkodds
kedvéért foltessziik, hogy ugy, mint az 1. példdban, az £ alap-
tartomany itt is tartalmazza minden f(x) elemével egyiitt annak
cf(x) tobbszordseit (c=0) is. Kz a foltevés nem megszoritas,
mert ha az eredeti £ alaptartomdnyra még nincsen teljesitve,
akkor mindenekel6tt nyilvanvalé modon adjungélbatjuk a ¢
racionalis értékeivel képezett cf(x) fiiggvényeket; az is nyilvian-
valé, hogy a 4'. foltevés ez utdn a kibévités utdn is teljesiil.
Az A operéci6 viszont minden uj cf(x) elemre a nyilvinvalé
A(cf)=cAf elbirdssal értelmezhetd, uigy hogy tehdt az @ kibdvi-
tése nem érinti az £* halmazt. Tovabbi ismert kibdvitési maod,
melynél méar az Osszes ¢>0 értékek belépnek, azonkivil, mint

7 H. LesescuE, Sur lintégrale de Stieltjes et sur les opérations
linéaires, Comptes rendus Acad. Sc. Paris, 150 (1910), pp. 86—88.
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a 2. és 8. példak mutatjik, esetleg tovabbi uj fiiggvények is
adodnak, a viszonylagosan egyenletesen Osszetarté sorozatok
limeszeinek adjungdldsa; ezek a sorozatok E. H. Moore értel-
mezése szerint az olyanok, melyeknél majdnem minden n-re
és n-re
|fm(@) — fol@)| = efo(@),

ahol ¢>0 tetszés szerint adott érték, fy(x) pedig az alaptarto-
ménynak a sorozathoz alkalmasan megvalasztott eleme.® Ennél
a kibdvitésnél ismét nyilvanvalé ugy az alaptartoményra meg-
szabott fOltevések, koztiik a 4'. {5ltevéds érvényessége, mint az
Osszes A operdciok értelmezésének az 14j alaptartomanyra valé
kiterjesztése is.

Tegyiik tehat {61, az eddig is kovetelt sajatsagokon kivil,
hogy az £ alaptartomény az f(x) fliggvénnyel egyiitt tartalmazza
az Osszes cf(x) fiiggvényeket (c=0); akkor pontosan a DaNiELL-
féle integrilfogalom kiindulépontjdn vagyunk. Ha méar most
ugyanazt a gondolatmenetet kovetjiik, mint a folytonos fiiggvé-
nyek esetében, akkor, ugyanugy mint ott, eljutunk az £* alap-
tartomanyhoz, mint az A opericiok Osszességéhez és ennek az
alaptartoménynak azok az A* operfciéi, melyek az f(x) tiigg-
vényeknek megfelel6 A* operfciékat magdiban foglalé legkisebb
teljes csalddba tartoznak, ugyanigy mint az imént, az £ alap-
tartomanynak egy célszerlinek latszo kibdvitését szolgaltatjak.
Minden ilyen A* operéciéhoz itt is hozzarendelhetjiik a (2) els-
irdssal értelmezett a*(x) figgvényt. Mig azonban az 1. példa
esetében, amint azt konnyl 4tlétni, az A* operaciébél szarmaz-
tatott a*(x) fiiggvény viszont teljesen meghatdrozza az A* ope-
raciét, addig itt az 4ltaldnos esetben ez ninesen mindig igy.
Léssunk mindjart egy széls6séges ellenpéldat. Az 1. példat mé-
dositsuk 1gy, hogy az x valtozé csak a racionalis értékeken
fusson végig; ba ennek fejében az f(x) fiiggvényektél egyenletes
folytonossigot kiveteliink, akkor tgy latszik, mintha lényegében
az 1. példaval volna dolgunk. Az eltérés csak akkor kezdddik,
mikor az «*(x) fiiggvényeket tekintjiik; nyilvinvald, hogy ezek

8 E. H. Moorg, On the Foundations of the Theory of Linear In-
tegral Equations, Bulletin American Math. Soc., 13 (1912), pp. 334—362.
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a fliggvények az A¥* operacidkat mar az A, f=f(x,) ugrés-
operdciok koztl is csak a racionalis értékekhez tartozokra hata-
rozzdk meg, mig a folytonos a(x) monoton fiiggvényekkel eld-
allithatéo A operdcidkra egyaltaldban nem, mert hiszen modosité
f6ltevésiink éppen azt eredményezi, hogy az a*(x) fiiggvényt csak
megszamldlhatéan végtelen sok ponthan, tehit az _}'a* () da(x)
integral szempontjabol tekintetbe nem j6vé halmazon ismerjik.

Ez a jelenség magyardzza meg azt, hogy miért kellett a
Danieri-féle elméletnek a tekintetbe veendd operdcidk korét mar
kezdettél fogva megszoritania. DaNIELL csak azokat az A ope-
racidkat tekinti integralés muveletének, melyeknek megvan a
kovetkezé (L) sajétsaguk: minden fogyé és mindeniitt O felé
tartd fu(x) sorozatra Af,—0. Az 1. példa esetében minden A
operdciénak megvan ez a sajatsiga, mint példdul a Dinr-tétel
alkalmazisaval rogton addédik; viszont a fenti mdédositasban mar
példaul az irracionalis x, értékekhez tartozéd A, f = f(x, ope-
raciokrol kénnyen atiathaté, hogy nines meg az (L) sajatsaguk.

Mutassuk meg, hogy az (L) sajdisdggal bird A operdeidk
teljes csalddot alkotnak. Kozvetlenil vilagos, hogy ezek az
operaciok eleget teszmek a teljes csalddokra az értelmezésben
megszabott harom koévetelés koziil az elsé kettének: A, -gyel
egyiitt kozéjik tartozik minden A < A,, A, és A,-vel egyiitt
pedig A,+A,. Csak azt kell még megmutatnunk, hogy barmely
majoralhaté halmazuknak a legkisebb majordnsa is kozéjiik tar-
tozik. Vagyis azt kell megmutatnunk, hogy ha valamely fogyé
fr(x) —0 sorozaira és egy majoralhaté {A} halmaz minden elemére
Afn—0, akkor egyszersmind az A=sup {4} operdciéra is Af,—0.

Tekintsiink egy tetszésszerinti e >0 értéket; akkor a sup {A}
" megszerkesztésére szolgalé eljaras szerint megadhaté véges szamu
az adott halmazba tartozo A, A,,..., A, operdcié és egy

fi=futfiat+++fim folbontds tigy, bogy
;Akfik =dfi—e

és ennélfogva, a sup (4,,..., Ay) = A jeldléssel, 4,.f, = Af,—e,
tehat (A—A,)f, < e; minthogy tovabba A— 4, =0, fa</y

azért minden n-re I
A—Adn)fu =< e

~_

3
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Mivel masrészt, ha n— oo,

- m
Amfn ékglAkfn -0,
azért (3)-bol L L
lim /Ifn = lim (A—A-m) fn=e,

vagyis végiill Af,—0 és ezzel allitdsunkat bebizonyitottuk.

Hogy a Danmeri-féle foltevést elméletiink szempontjabol
teljesen megvilagitsuk, még meg kellene vizsgdlnunk, vajjon ez
a foltevés, vagyis az Osszes A operdcidk £F §sszessége helyett
az (L) sajatsaggal rendelkez$ operdciokra vald szoritkozés és igy
csak az ezekbdl allé alaphalmaz A* operacidinak félhasznélasa
az £ alaphalmaz kibovitésére egyrészt mem vezet-e az eddiginél
tagabb kibdvitésre és masrészt biztositja-e azh, hogy az «*(x)
fiiggvények egyértelmiien meghatarozzdk azt az A* operdciot,
amelyhez tartoznak. Nyitva hagyjuk ezt a kérdést, melynek
érdekességét csokkenti az, hogy bizonyos szempontbdl az adjun-
galasnak ez a mddja is tulsdgosan sziik. Mutatja ezt mér az
1. példa, ahol minden A operaciénak megvan az (L) sajitsdga,
amelynél tehat az (L) sajitsidg megkdvetelése nem valtoztat a
helyzeten ; ebben a példaban, mint ezt mar emlitettiik, a vazolt
eljardssal adjungalt a*(r) figgvények, az eredeti folytonos [(x)
fiiggvényeket is kozéjiik szdmitva, azok a fiiggvények, melyek a
Stmrrses—LEBEsquE-féle értelemben ninden monoton és kor-
latos a(x) fiiggvényre nézve integralhaték. Ha az adjungdlés
probléméjat ugy fogjuk fol, mint példdul a LEBESGUE szerint
integralhato fiiggvények bevezetésénél, hogy egy megadott £
operaciora, példéul a mondott esetben az integraldsra nézve
Ohajtjuk az £ fiiggvényhalmazt lehetdség szerint kibGviteni,
akkor az 9% szerepét at kell adnunk az K operaciét és az Osszes
a (2) szerint értelmezett A, operdciokat tartalmazo legkisebb
teljes, illetéleg majdnem teljes csaladnak; az els§ esetben az
osszes pozitiv, korldtos és integralhatd, a mdsodikban az Gsszes
pozitiv integrélhaté fiiggvényekhez jutunk.

(A M. T. Akadémia I1I. osztdlydnak 1936. dec. 14-én tartott iilésébdl.)



SUR QUELQUES NOTIONS FONDAMENTALES DANS
LA THEORIE GENERALE DES OPERATIONS
LINEAIRES.

Par FREDERIC RIESZ, membre de I’Académie.

Le présent Mémoire a pour but de développer et de pour-
suivre quelques idées concernant les opérations linéaires, sou-
levées par 'auteur dans une conférence faite en 1928, au con-
grés international des mathématiciens & Bologne, sous le titre
«Sur la décomposition des opérations fonctionnelles linéaires».
Tandis que dans cette conférence l'auteur, & titre d’exemple,
n’a envisagé que les opérations portant sur des fonctions con-
tinues et se contentait d’observer que les méthodes s’appliquent
aussi 4 des classes plus générales de fonctions qui puissent
méme étre définies dans un ensemble abstrait, le présent exposé
va plus loin en remplagant les fonctions elles-mémes par les
éléments d’'un ensemble abstrait. Ayant l'intention de reprendre
et de continuer le sujet dans un travail rédigé en langue
frangaise, qu’il nous suffise ici d’énumérer les titres des para-
graphes.

1. Le domaine fondamental; exemples.

2. Opérations linéaires positives; la plus grande minorante
et la plus petite majorante.

Opérations disjointes.

Parties disjointes des opérations linéaires.
Familles completes et familles presque complétes.
Opérations linéaires de signe arbitraire.
Décomposition simultanée des opérations linéaires.
Multiplication des opérations linéaires.

. Extension du domaine fondamental.
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ADALEK AZ ALGEBRAI SZAMTESTEK
ELMELETEHEZ.

RADOS GUSZTAV r. tagtol.

Ismeretes, hogy a Gauss-féle szamtestben egy kéttagt kom-
plex torzsszdmhoz, mint modulushoz, mindenkor olyan teljes
maradéksor is taldlhat6, amelynek Osszes elemei raciondlis egész
szamok.

Ugyanis az L

n=a+bi (= ¢ —1)
modulushoz tartozé egyik maradéksor a kovetkezd elSirés sze-
rint kaphaté : legyen a--bi normaja

N(a+bi)= a®+b® =y,
az a és b legnagyobb kozos osztdja

(a’5 b) = 6;
akkor az

x+ yi
@®=0,1,..., %—1; y=0,1,..,0—1)

szdémokbdl 4llé sorozat az 7= a 4 bi modulusnak egy teljes
maradéksora.
Ha n kéttagi komplex térzeszédm, akkor
d=( b)y=1
lévén,
0,1,2,..., a*4+b*—1
raciondlis egész szdmokbdl 4&ll6 sorozat az n komplex térzs-
szémnak egyik teljes maradéksora.
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E tényallas praemisséi més fogalmazést is engednek meg.
Mindenekelstt megsllapitjuk, hogy a 7T (p+qi) Gavors-féle szam-
test azaz a 1'(p+qi) szdamtest a vele konjugilt I'(p—qi) szém-
testtel azonos, hiszen p—qi, amint a

p2+(12
p+qi

p—qi=

egyenldtlenséghbdl kideriil, a p-+gi szamnak racionalis kifejezése
1évén, (p—qi)-nek minden raciondlis kifejezése is a T (p--qi)
szamtesthez tartozik. Minthogy egészen hasonléan kimutathatd,
hogy a T(p+qt) szémtest minden szama egyszersmind szdma
a T(p—qi) szémtestnek, kimondhatjuk, hogy

T (p+qi) = T(p—q9),

azaz, hogy a Gauss-féle szamtest Garois-féle test.

Az a kovetelés pedig, hogy az a—+bi komplex térzsszém
kéttagi legyen, egyenld értelmii azzal a kikotéssel, hogy e torzs-
szam a konjugalt értékétsl kilonbdzé legyen, mert az

a+bi=a—bi
egyenléség maga utén vonnd a
b=0

egyenldséget, de akkor a--bi nem lenne kéttagu.

Igy fogva fol a kéttagt komplex torzsmodulusokra font
kimondott tételt, ez tetszésszerinti GaLois-féle szdmtestekre alta-
lénosithato. Ugyanis fenndall a kivetkezd tétel:

Ha p a T(®) Gavrors-féle szdmtestnek oly primidedlja,
melynel konjugdlt idedljai eqymdstol és p-tél kilonbozdk, ak-
kor a v idedlnak van olyan teljes maradéksora, amelynek
0sszes szdmai raciondlis egész szdmok és ez a maradéksor a
kévetkezd :

0,1,2...,¢..., ..., Np)—1. (M)

Legyen
@) = @™+ a x4 Fap) = (@—H(@—F).. (x—Im=D) =0
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az m-edfoku egész egyiitthatés irreducibilis egyenlet, mely a
T(#) m-edfoku algebrai szdmtestet meghatirozza. Ha a

T@), T@),.., T@m-D)

szdmtestek, a 71'(F)-nak konjugilt testjei azonosak, akkor a T()
Gavors-féle szamtest. Ekkor az f(x) = 0 egyenletnek

4, ¢',..., gm-D

gyokei koziilok tetszés szerint vdlasztott gyok segitségével racio-
nélisan kifejezheték, azaz a f(x) = 0 egyenlet normalis egyen-
let. Legyen :
3 =350, ¥ =s, d..., mD=3, 3,
ahol

SO’ 31,. ey Sm—l

az f(x) =0 egyenlet csoportjat jelenti.

Mindenekel6tt konnyen kimutathaté, hogy a 1'(J) Gavors-
féle szamtest barmely p primidedljanak sszes konjugalt idedljai
ismét primidedlék. A p(d) primidedlnak konjugalt idedljai le-
gyenek ;
PO =) p" =p@"),..., Y = p@mY),
ezek mindannyian a p(d)-val egyiitt primidedlok, mert foltéve
hogy ‘

PO = p(99) = p, (§9) p, (59 (1)
felbomlas léteznék, p, ($9) kiillonbdznék az egységidedltol, az (1)
alatti egyenletre a s;* helyettesitést alkalmazvin (az f(x) =0
egyenlet irreducibilitds folytén,)

P@) =p,(9) p, (¥

egyenléség adoédnék, amelyben p,(¥) killonboznék az egység-
idedlté]l, ez pedig ellenkezik azzal a feltevésiinkkel, hogy p(#)
primideal.
Ezen eldzetes észrevételek utdn konnyen bebizonyithato,
hogy a
0,1, 2..., ¢y..ey hy..., N(p)—1 (M)
sorozat a p torzsidedlmodulusnak teljes maradéksora. Foltéve az
ellenkezét, hogy e sorozatban van két szam, pl. g és h, a mely

LVI 4
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(mod p) kongruens, azaz hogy kiilonbségiik p-vel oszthato, akkor
fennéllana egy ilyen egyenldség

g—h =7 a(®.
Ha erre rendre az f(x) == 0 egyenlet csoportjanak
SO’ 311"', Sm—1

substitutioit alkalmazzuk, akkor, mivel g—h, mint racionslis
egész szdm, a substitutidkkal szemben érzéketlen, a kovetkezd
egyenlétlenségek adédnéanak:

g—h=7p@ a@) =»q(®
g—h=p@)a@)=pq@)

g — h = p(ﬂ(m—l)) q (,0(m—1)) —_ :p(m—l) q(&(m—l))

azaz & ¢—h a '
D, q',‘“_’ q(m—l) 2

idedloknak kozds tébbszordse és mint ilyen, azoknak legkisebb
tobbszorosével oszthaté. Mivel pedig a (2) alatti idealok egy-
mast6]l kiilénbozd primidedlok, azoknak legkisebb kozos tébb-
sz0rose egyenlé a szorzatukkal és igy kellene, hogy g—1/ a |

pp'...pm=D

szorzattal oszthaté legyen. Ez a szorzat azonban egyenldé N (p)-
vel, teh&t kellene, hogy g—h a N(p) raciondlis egész szammal
oszthaté legyen. Kzt azonban kizérja az a koriilmény, hogy

g—h <N ().

Igy tehét az a feltevés, hogy az (M) alatti sorozat két egy-
méssal (mod p) kongruens szdmot tartalmaz, ellentmondasra ve-
zet. Ennek kovetkeztében az (M) alatti szorzat N (p) szamu
(mod p) inkongruens szdmot tartalmaz és mivel (mod p) mind-
dssze NN (p) szdmu inkongruens szdmosztily létezik, végiil kovet-
kezik, hogy a racionalis egész szamokbdl 4llé6 (M) sorozat a p
primidedlnak teljes maradéksora.

Tekintsiilk 4t a viszonyokat egy szambeli példan.
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Az : '
f@) = a®+5 = (x+5%) @—54) =0

masodfoknd irreducibilis egyenlet a
T(4H) =T, T(—5%) =T,

konjugdlt szédmtesteket hatdrozza meg, amelyek — mint koz-
vetleniil lathaté — azonosak, tehat 71'(5%) Garois-féle szdmtest.
E szamtestnek a
p = [3, 1+5%)

idedlja — mint kénnyen kimutathaté —— primidedl. Ennek be-
latdsdra elegendé kimutatni, hogy p normﬁja raciondlis torzs-
szdm, A p normaja

N@p)=[3, 1+5%] (3, 1—-5%] =
= (9, 3(1+5%), 3(1—>5%), 6] =
=[3] [3, 1--5%, 1—5%, 2].
Az
i= (3, 1-+5%, 1—-5%, 2]

idedlrél kimutathatjuk, hogy az egységidedllal azonos. A iideal,
mint folirasabol lathatd, tartalmazza a

3 és 2
szdmokat és igy tartalmazni fo‘gja a
3—2=1

killsnbséget is és ezzel egyiitt a T'(5%) Osszes algebral egész
szdmait, aminek kovetkeztében i az egységideallal azomos. De
akkor

Np=[381=3

Ha p-r6l foltessziik, hogy van valddi félbontdsa, azaz

pP=1
amelyben p, killonbozik az egységidealtol, akkor a

N@®) = N@) N,

3=N@) N(py

egyenléséghél a

4%
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egyenldéségb8l kovetkeznék, hogy a 3 racionalis torzsszamnak
van valédi folbontédsa a racionélis tartoményban, ez pedig ab-
szurdum.
Tehat a p idedl valéoban primideal.
Kénnyen kimutathaté, hogy a
p=[3, 1+5%]
primidesal a
p=[3, 1-5%]
konjugalt idealjatél kiilonbozik.
Ugyanis, ha a
pP=9
egyenliség dllana fenn, akkor
N(p)=pp=9*
egyenldségnek is fenn kellene dllania és mivel
Np)=3
kellene, hogy a [3] f6idedl egyenlé legyen a
p® = (9, 3(1+5%), —4+2i5%

ideallal, azaz kellene, (hogy a p* idedlnak minden széma 3-mal
oszthatd legyen; azonban a p? idedlnak —4+42i.5% széma mint
kozvetleniil lathatéo 3-mal nem oszthato. Lehetetlen tehat, hogy
a p =7 egyenlség fennilljon. De akkor tételiink Osszes prae-
misséi teljesiilnek és igy a p primidedlnak
0,1, 2 M)
egy teljes maradéksora.
Hogy az (M) alatti sorozat csakugyan p-nek teljes maradék-
sora, arrdl kozvetleniil is meggy6z6dhetiink. Az (M) alatti soro-
zat két-két szamabol alakithaté kiilonbségek egyike sem oszthatéd

p-vel, mert a
NhH=1 N@9 =4

Np) =3

szémok a

széammal nem oszthatdk.

(A M. T. Akadémia III. osztdlydnak 1937. mérc. 15.-én tartott iilésébol.)



BEITRAG ZUR THEORIE DER ALGEBRAISCHEN
ZAHLKORPER.

* Von GUSTAV RADOS o. Mitglied.

Im vorstehenden Artikel wurde der nachfolgende Satz be-
wiesen : ;

Ist p ein Primideal eines Gavrow'schen Zahlkérpers wvon
der Beschaffenheit, dass seine konjugierten Ideale untereinander
und von p verschieden sind, alsdann liefert die Reihe der gan-
zen razionalen Zahlen

0,1, 2,..., Np)—1

ein vollstdndiges Restesystem des Modul p.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der ungarischen Akademie der Wissen-
schaften am 15. Mirz 1937).



A NEGYZETES MARADEKOK ELOSZLASAROL
- OSSZETETT MODULUS ESETEBEN.*

REDEI LASZLO-t61 (Mezb’tﬁr).

Legyen n(>2) racionalis egész szam, « az n-hez prim
mod n négyzetes maradékok Osszessége, J az « mindama elemei

n

szdmossagainak kiilonbsége, amelyek a O, Cﬁ) illetve %,

szdmkozbe esnek.

Az a nem egyéb, mint néhany mod n prim maradékosztaly
egyesntesx halmaza. Ezek a maradékosztalyok az Osszes mod n
prim maradékosztdlyok csoportjanak egyik alesoportjit képezik ;
az index tudvalevéleg 2¢, ahol e=1, 1— 1 vagy A+ 1 a
21 m 2% n; 2)in; 22|n eseteknek megfelelleg és 2 az
n kiilénb6z6 torzstényezdinek szamossiga. (% ||y jelentése:

1 Jelenlev§ vizsgélataimat doktori dolgozatomban kezdtem meg,
amely dolgozat nyomtatésban nem jelent meg. Ezekre a vizsgalatokra
GrosscEMID LaJos-nak ugyancsak a mnégyzetes maradékok eloszlésinak
kérdését illetd sorozatos vizsgilatai inditottak, s érdeklédésem felkeltésé-
ben nagy része volt még az ¢ személyes raimhatasédnak ; mindezekért neki
hossztl id6 multan most mondok nyilvénosan is haléds koszonetet. Egyéb-
ként a GrosscEMID-féle vizsghlatoknak és az ittenieknek csak teriiletiik
kozos, iranyuk kiillonbozd ; azok LAGRANGE nyoman tetszésszerinti p torzs-
szém mellett az (%), (E)’, (_p%l) sorozatban bizonyos el8jelkivet-

r
Kezéseket tirgyalnak, amely kérdésben 1jabban Davexrorr majd Hasse

tovabbi nevezetes eredményekot értek el. L. H. Hassg, Abstrakte Begriin-
dung der komplexen Multiplikation und Riemannsche Vermutung in
Funktionenkérpern, Abh. Math. Sem. Hamburg 10 (1934), S. 325—348.

A jelenlevé dolgozat az eredeti kéziratnak csupin egy nagy mértékben
megesonkitott része, minthogy az tulsdgos terjedelme miatt nem volt
kozolheté. Hogy ez a csonkitds a dolgozat érdemét mennyiben érinti, az
kittinik a dolgozat végén 1év6 megjegyzéshil.
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x|y, a1t ) A megfelelé mellékesoportok valamelyikében fog-
lalt szédmok Osszeségét jeldlje b. Az Osszes kiilonbézd b legyen
A=, Ay, Ug,..., Gye. Liegyen ezutén J(b) hasonléan értelmezve
a b-hez, mint J az a-hoz. Legyen b=a; mellett egyszertibb
jeloléssel 4(b) = 4;. Kiilondsen J(a)=d,=d. :

Mindezekbdl a d, d,, dy,... szémossigkiilonbségekbsl f6leg
csak a 4 fog érdekelni benniinket.

Minthogy n>2 mellett a 0, —121;
szdmu a modulushoz prim egész szdmot tartalmaznak, azért

A4 dyF dy 4ot dp=0.

Ha n(%2) torzsszdm, akkor az Osszes 4; csupin 4 és
d(=—4). Ha az n ezenfelil 4k-4-1 alakuy, akkor 4=0 egy-
szeriien azért, mert most r-el egyiitt #— is négyzetes maradék
mod n. Ellenben az n-nek 4k+3 alaku térzsszam esetére vonat~
kozolag a képzetes médsodfoku szamtesteket illeté DiricaLET-féle
osztalyszdmképleteknek hires kovetkezménye az, hogy ekkor 4>0.
(Ennek elemi bizonyitisa mindeddig esak részben sikeriilt B. A.
Wexkov-nak: Uber die Klassenzahl positiver bindrer quadr.
Formen, Math, Zeitsch., 88 (1931), 350—74.)

Paratlan négyzetmentes n-re érvényes a kovetkezd Ossze-

fiiggés : , :
o= [~ o
dis

%, n szdmkozok egyenld

din

ahol d és n befutjak az n Osszes pozitiv osztdjat, illetve az

% Osszes pozitiv torzstényezdjét, a (—3—) -ben b helyébe ennek

egyik tetszésszerinti eleme gondoland¢, (=) a KRoNECKER-féle

Jjel és it
&
) = L)
@) i (d

a h(1) = 0 kiegészitéssel. Az (1)-ben szereplé szorzat a d=n
egetben értelmetlen, helyébe ekkor 1 veendd.
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Az (1)»-nek b=a esete — ekkor 4(b) = 4, (—2—) =1 — egy
LercE— PLaNcBEREL2-féle Osszefliggés. Maga az (1) ennek kénnyd
altaldnositisa s legegyszertibben nyerheté hasonlé tton, mint
ahogy én egy régebbi dolgozatomban?® az (1)-nek b=a esetét
levezettem.

Ha d 4k-+1 alaku, akkor nyilvanvaléan h(d)=0. Ezért az
(1)-ben elegendd csupan 4k-+3 alaku d-ket tekinteni. Utébbiakra
az emlitett osztalyszdmképletek miatt A(d) > 0. Tovabba az
(1>-ben szereplé szorzat > 0. Ezek szerint mindig

4=0 és |d(b)| <4

A jelenlevsé dolgozat azzal a kérdéssel foglalkozik, hogy
mely paratlan négyzetmentes m értékekre 4=0? (Az iménti
megjegyzés szerint a tekintett esetben ezzel a kérdéssel mindjart
arra is megfeleliink, hogy mikor 4= dy= dy=+-= 4,e=0.)

Nyilvinvalé az (1)-bél, hogy J4=0 csak 4k + 1 alaka n
mellett lehetséges és ilyen n mellett 4=0 akkor és csak

akkor, ha B
[[ (l — (%)) =0 (a(n;a=3mod). (2)

A trividlis megolddsokté]l eltekintiink, azoktél az n-ektdl
ugyanis, amelyeknek Gsszes pozitiv torzstényezoi 4k+1 alakuak.
Egyéb n-ekre a 4=0 teljesiilése, tekintettel a négyzetes recip-

=1 .

rocités tételre, csupin a ( n,) (=1,2,..., 2); (%) (1=i<j<d)
i j

értékrendszert6l fiigg, ahol m,, 7,,..., m; az n Osszes kiillénbozé

torzstényezéi egy tetszésszerinti sorrendben,

2 M. PLANCHEREL, Sur les congruences (mod 2™ relativ au nombre
des classes des formes quadratiques binaires & discriminant négatif,
Thesis, Pavia (1908) 94 o., kiilénésen 32. o. (31).

3 Reiper L.: A mésodfokd képzetes szimtest osztilyszdmébrdl, ez az
Ertesfts 44 (1927), 239—245. Ennek (6) egyenlete (232. 0.) hasonléan
alakitandé 4t, mint amely uton a 232—234. oldalakon (8) els4llt, de nem
végzendd el az ottani a=1 helyettesités, hanem a meghagyandé tetszés-
szerintinek. Az ottani a-t fent b-vel jeloltem, s kionnyt latni, hogy az

“ottani Vi(n, ¢) egyenls a fenti jelolésben } 4 (c)-vel.
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Jollehet (2) latszolag egyszeriien donti el azt a kérdést,
hogy egy bizonyos adoft »n megoldisa-e a 4=0 egyenletnek,
azonban (2)-rél kozvetleniil nem olvashaté le az, hogy melyek
az Osszes megoldisok, s6t még az sem vildgos els6 pillantésra,
vajon egyaltalan létezik-e nem trividlis megoldés, végiil egy
bizonyos adott 7 esetében is a kérdés eldontésének munkija
kozvetlen a (2) alapjan nagy pazarldssal jarhat. Mindez azért,

mert a (2) egyenletei egyméssal nagy mértéki fiiggésben van-
nak. (A fenti értékrendszer tagjainak szaémossiga Algiﬂ, mig
a (2) egyenleteké 24-1)

Sikeriilt a kérdésnek teljes megolddsit nyernem, Ugy még-
pedig, hogy kész utasitist fogok adni a kérdezett 6sszes n-eknek
felirdsara. Az Osszes megoldasokbol kiragadom a kovetkezd leg-
egyszeriibb, de mégis nagy mértékben jellegzetes példat:

Ha n=q,gs---@sp,ps---pr v=0; 2]v), ahol a q-k és p-k
pozitw 4k—+3, illetve 4k+1 alaku torzsszdmok s ezek kozul az
itt felirt sorrendben az elébb dllo az utébb dlldnak négyzetes
maradéka, kivéve csupdn a qa, p; (i=1, Dyeens »5—) pdrokat,
amely pdrok elemei egymmdsnak mnégyzetes nemmaradékai,
akkor 4=0.

4=0-nak 1000 alatt 16vé 6sszes nem trividlis megolddsai:
285=19.3.5, 385=11.7.5, 429=3.11.13, 4656=31.3.5, 609=
=7.3.29, 969=19.3.17. Ezek mindannyian az el6bbi példa v=2
esete ald tartoznak s a torzstényezdket mér a megfelelé sor-
rendben irtam fel.

Az 0sszes megoldasok megaddsa egy sajatsdgos geometriai
alakzat (egy egyenesen bizonyos pontok és intervallumok halmaza)
segélyével valik majd lehetségessé, amirdl kozelebbit késébb.

A teljes eredménybdl kiolvashaté a kiévetkezd jol haszngl-
haté sziikséges feltétel:

Ha 4=0, akkor teljesiilnick kell « kovetkeziéknek :

1) Az n dsszes 4k-+3 alaku pozitiv torzstényezdi olyan
s Qar- s 4, (2]v) sorba irhatdk, hogy itt minden tag minden
utdébb dlléra nézve négyzetes maradék.

2) Az n k41 alakd pozitiv torzsténye:dinek szdmossdga
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'legalabb » § ha kozottik pontosan e; szdmu olyan van,

amelyre nézve egy bizonyos q; négyzetes nemmaradék, akkor
e,=1+1(mod 2) (i=1, 9,..., v).
3) Az n bdarmely p 4k+1 alakd pozitiv torzstényezdjére a

. (L) . (_P_) ween (2]
.([1 QZ' qV
sorozat —1 tayjat hézay nélkul kovetkeznek, azaz két —1 tag
kozott nincs +1 tag.

4) Ha az iménti sorozatban wan —1 tag, s kézilik «
legelsd az i-dik «xv-ra kovetkezik, mig a legutolsé —1 tagra
a j-dik «x» kévetkezik, és p', 4, j' eqy a p,1i, j-hez hasonldan
értelmezett olyan hdrmas, amelyre nézve i, j, i, j' négy kii-

lonbozd szdm, akkor (P,) =1 vagy —1 a szerint, amint az

@@= (@E—7) (G—1) (j—Jj") szorzat pozitiv vagy negativ.
5) Ha «a 3) alatti szorzalnak van —1 taqgja, akkor

Kiilon figyelmeztetek arra az érdekes koriilményre, amit a
2) elsé fele fejez ki. Ugyanis az 1) alatti ¢ t6érzsszdmok mind-
egyikére 4>>0, de ezeknek a y szdmu ¢-knak jelenlétét «ellen-
siulyozhatjuk» alkalmas 4k+1 alaku pozitiv torzstényezék altal,
s az ellensilyozés szdval ép a 2) miatt gondoltam a tenyalla,st
taldéldan jellemezni.

Megjegyzem, hogy tudomésom szerint az irodalomban eddig
még nem tortént emlités a =0 nem trividlis megolddsairdl.

Megjegyzem tovabba a kovetkezit: Jelentsen x és y egy-egy

e , . n
tetszésszerinti négyzetes maradékot mod »n a 0, illetve 9 n

n
2
szémko6zb6l. Mint emlitettiik, a trivialis esetbem A4=0 abbél
kovetkezik, hogy a z — — z leképezés az x, y szémokat mod n
egyméssal egy-egyértelmii vonatkozasba hozza. A 4=0 egyéb n
megoldésa esetében is felvethetndk a kérdést egy olyan, lehetSleg

egyszert [ fiiggvény utén, amelyre z —f(2) egy az elébbihez
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hasonld leképezést jelent. Ilyen f figgvényt még a legegyszeriibb
esetben (a fenti példa v=2 esete) sem sikeriilt talalnom.

Végiil megjegyzem, hogy tobbszoros torzstényezbket tartal-
maz6 pératlan 7 modulusok tekintetbe vétele nem jelenti a
kérdés 4ltalanositésst, mert tudvalevileg pératlan n esetében
4 fiiggetlen az n torzstényezdinek tobbszdrosségétél. Ellenben
paros modulusokra a kérdés tovabb bonyolddik. A nélkiil, hogy
errl kozelebbit mondanék, csak annyit emlitek meg, hogy
a 2n, 4n, %*n (Q‘I'n; 2 > 3) alakd modulusokra nézve rendre a
A%O, 4=0, 4>0 esetek fordulnak els. Erdekes a 2n alaku
modulus eltéré viselkedése, mert csak ilyenre lehet 4 << 0. Ez
utébbi 4ll fenn példaul, valahanyszor az n 8k-+7 alakd pozitiv
térzsszam.

1. 8.

1. Az n a j6v6ben is mindenkor 1-nél nagyobb négyzetmenteos
paratlan egész szamot jelent. Térzsszdm alatt mindenkor pozitiv
paratlan torzsszamot fogok érteni. A p és g betik barmilyen
jelzéssel elldtva is jelentsenek mindenkor 4k-1 illetve 4k--3
alaku torzsszamot, ellenben a 7 birmilyen térzsszém jeldlésére
szolgal. Mindezek mindig az n torzstényezdit fogjak jelenteni,
hacsak az Osszefiiggédsek nem mutatnak vildgosan egyébre vagy
‘kifejezetten mast nem mondunk.

Osszetett szémokat kényelmes lesz ugy is tekinteniink, mint
az 6 torzstényezOinek halmazaét, a nélkil, hogy ezt a jelolésben
kifejezésre juttathank. Forditva méskor t6rzsszémok halmaza
helyett az 6 szorzatuk értendd.

Minthogy a 4=0 nem trividlis megolddsait keressiik, azért
a bevezetésben mondottak miatt feltessziik, hogy a ¢-k szamos-
siga paros, legaldbb 2. Azonban mér most megjegyzem, hogy
késobb sziikséges lesz mds feltételii n-eket is tekintethe venniink.

A (2-t kénnyebben kezelheté alakban irjuk annak az észre-

vételnek alapjdn, hogy annak baloldala akkor és csak akkor

zérus, ha legalabb egy m mellett (—g—) = 1. E szerint:

4=0 akkor és csak akkor, ha
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E(l—{—(—g—)>>0 (a1n; d=3mod #). (3)

d
2. Egyszert, de fontos el6készité észrevétel a kovetkezd:
Ha n, az n-hez prim kulonbézd olyan p-k szorzata, ame-
lyek mindegyike négyzetes maradéka n-nek, akkor 4=0 az n
és mn, szdmokra eqyid6ében teljesil.
Ugyanis nn,-re vonatkozdlag 4=0 feltétele (3) szerint

D+l + 2+ ) >o @

|_n_ ,,,ﬁl_
|l a A

als

ahol d jelentése ugyanaz, mint (3)-ban, d, jelenti n, minden

g_) =1 s ezért (4) baloldalanak elsé

fele nem egyéb, mint (3) b&ioldala. Egyrészt tehat a (3) egyen-
16tlenségek fennallasabol kovetkezik az Osszes (4) egyenlétlen-
ségek fennalldsa, mésrészt az utobbi egyenlétlenségek kozdtt
megvannak az el6bbiek, mert d,=n, mellett a (4) baloldalinak
mésodik fele kiesik. Ezzel az allitdst bebizonyitottuk.

3. Ertelmezem a kovetkezéket:

Ldncnak nevezem a tetszésszerinti kiilonbozd torzsszdmok-
nak egy =, m,,..., 7, sorozatdt akkor, ha Lkozottik legfeljebb
egy 4k+3 alaku van és a szomszédos elemek egymésnak négy-
zetes nemmaradékai. Itt az r tetszésszerinti pozitiv egész széam.
Ennek értelmében minden térzsszém onmagédban egy (egyelemt)
lancot alkot. Az =2 esetben azt mondjuk, hogy a ldnc Ossze-
koli az & 82éls6 elemeit.

Egyszertinelt nevezek egy lancot, ha bérmely két nem
szomszédos eleme egymasnak négyzetes maradéka. E szerint a
legfeljebb kételemi lane mindig egyszerd.

Legyen h, és H kiilénb6zd n elemeknek két olyan halmaza,
amelyek koziil h, nem iires és H nem tartalmaz ¢ elemet. Meg-
alkotjuk a H-nak h,, hy,... részhalmazait a kovetkezéképpen :
Rendre s=1, 2,... mellett legyen hy a H—(h,+h,+---+ho—1)
halmaz mindama elemeinek halmaza, amely elemek mindegyike

osztdjat, A feltevés miatt (
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a h, 1 halmaz legalabb egyik elemének négyzetes nemmaradéka.
Ez az eljaras folytatandé egy olyan h,-ig, mignem h,,, méar
ires. A h,+hy,+---+h, halmazt a h, halmaz H-beli folytatdsd-
nak nevezem. Az is lehet, hogy =0, ilyenkor azt is mondjuk,
hogy h,nak a H-ban nines folytatésa. Ez az eset 4ll be minden-
esetre akkor, ha H az tires halmaz. Magit a hs-et (s=1, 2,..., 7)
a hy, H-beli s-dik folytatdsdnak nevezem.

Nyilvanvalé, hogy minden s(=0, 1,..., 7) mellett a fenti
hs, hs—1,-.., hyy hy, halmazokbdl kivélaszthaté rendre egy-egy
Tay a1y -y My, T, €lem gy, hogy ez az elemsorozat lane, még-
pedig ez akkor sziikségképpen egyszerd. Mi tobb, a my kezd§
elem a hebol tetszés szerint vélaszthaté. Akkor a forditott
Ty Myse .-, Mg SOTOZAY i8 egyszeri lanc.

Ervényes tehat a fenti h,, H halmazokrél a kovetkezd :

Mindema egyszeri ldancok egyesitési halmaza, amelyek
elsé eleme a hy-bol, tobbt elemne a H-bol +an véve, azonos a
honak s az 6 H-beli folytatdsinak egyesitési halmazdval.

4. Ervényes a kovetkezd :

Minden legaldbb kételemii ldnc szélsé elemeit olyan egy-
szerd ldnc is Osszekoti egymdssal, amelynek elemei ugyancsak
az eredeti ldncbdl valdk.

Flég ugyanis a bizonyitdst arra az esetre végezni, amikor
az adott ldnc csupa p elemekbdl 4ll. Ha ez a lénc p,, p,,-.., Pr,
akkor p-nek a H=(p,, p,,..., pr) halmazbeli folytatisa maga a
H, s igy a 3. miatt helyes az allitas.

9. Az itt kovetkezd értelmezésekben nem kotom ki azt,
hogy a ¢-knak szédmossiga paros, de valtozatlanul kikétém azt,
hogy legaldbb egy ¢ létezik.

Ha i az Gsszes g-knak halmaza és m-nek az 2 beli foly-
. n m
tatdésa maga ool akkor n-t magnak nevezem.
Tetszésszerinti 7 esetében az n-ben foglalt legnagyobb magot

az n rmayjdnak nevezem.

A 3. miatt érvényes a kovetkezd :
Ha az n mag, akkor minden p-t legalibb egy egyszert
lianc osszekot leqaldbb egy q-val.
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Tovabbé vildgos, hogy ha az n magja m, akkor 77;— csupa

p-bél &ll s ezek mindegyike négyzetes maradéka m-nek. A 2.
szerint tehit 4=0 az n és m szamokra egyiddében teljesiil, ami
azt jelenti, hogy kérdésiinkben elegend§ mag n-ekre szoritkozni.

6. A joviben feltételezziik, hogy m mag.

Allitom a kévetkezdt :

Ha 4=0, akkor minden p-re

P\ _

(7@- —_1 ®)
7 |
9\ _

(E)—l. (6)
q

A bizonyitishoz mindenekelétt (3)-ban d helyett %-t irok.
n
d

és minden q-ra

Ez megengedett, mert d-vel egyiitt
alakd osztéjat. Ezzel eldall

V(l + (—Z—)) >0 (dIn,d=3mode), (3')
d

amely egyenlétlonségek fenndllisa ugyancsak sziikséges és ele-
gendé feltétele 4=0 teljesiilésének,

Ha méarmost 4=0, akkor (3')-bél azonnal kovetkezik (6).

Feltételezem, hogy ugyancsak 4=0 mellett van egy p,
amelyre (5) nem 4ll fenn. Minthogy » mag, azért 5. szerint van
egy 4, Pys Pas--+» Pr egyszerii lane, amelyben p,.=p. Feltehetd,
hogy & Py Pg-.., Pr—1 elemekre teljesiil (5), mert ha ez nem
igy van, akkor kozottiik van egy legelsd olyan p,, amelyre (5) nem
teljesiil, s az el6bbi ldnc helyettesithet lenne a ¢, p,, Py Ds
ugyancsak egyszerti lénccal, amely a kovetelményeknek mér

megfolel.
Fid T T
(E) = (E—) (?) (n\d; din). (7
d s n

is befutja n osszes 4k+3

n|d

Mindig érvényes
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Legyen a fenti ldncbol megalkotva d=qp,p,...p, é8 legyen
7w a d egyik tdrzstényezdje. A (7) jobboldalanak els§ tényezdje
mindig 1, kivéve csupidn a w=g¢, p, eseteket, amikor ennek a
tényezdnek értéke —1. A masodik tényezd értéke (6) és a fel-
tevés miatt mindig —1, éppen csak a w=q, p, esetekben 1.
Maga a szorzat tehat minden z-re —1, ami ellenkezik (3')-vel.
Ezzel az (5)-6t is bebizonyitottuk.

Megjegyzés. Nyilvanvald, hogy (6) a mag n-ekre valé kor-
latozas nélkiil is érvényes, amihez hatonlét 2. miatt (5)-r6l nem
mondhatunk. Ez utébbiban jelentkezik a 2.-nek fontossiga.

7. Ervényes (3'), (7) miatt a kovetkezo :

Ha fenndll (5) és (6), akkor a 4=0 teljesulésének szik-
séges és elegendd feltétele az, hogy

S+ g e

qld pld

legyen.
Megjegyzés. A (8)-ban szerepld (%) jelek szorzatdra érvé-
nyes a kovetkezd :

T

qid

ahol 7 a d ¢ tényezdinek szdmossiga.
Ugyanis a baloldal az Gsszes

%) )
'l \=m
szorzata, kiterjesztve a d kiilonbozdé torzstényezéibol alakitott

n, n' parokra. Minthogy ez az utébbi szorzat akkor és csak

akkor —1, ha 7 és 7' mindketten a ¢-k kozil valok s az ilyen
.7'(70)—1) = (IHOd 2), azért a (9) helyes.
A (9) azt jelenti, hogy a

(j—_g)=— 1(q)d); (Z’})=1(p|d>
b

parok szama
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egyenletek fennéllasa az r=1 (mod 4) esetben lehetetlen és hogy
ugyanezen egyenletek koziil barmelyik az =3 (mod 4) esetben
a tobbi egyenletnék kovetkezménye. Ez ismét azt jelenti, hogy
a (8)-bol torclhet6k azok az egyenldtlenségek, amelyekben a d ¢
tényezbinek szdmossiga =1 (mod 4), s ugyancsak torélhets a
megmaradt egyenl6tlenségek baloldaldnak egyik tetszésszerinti
tagja.

E szerint a kovetkezit nyertiik:

A (8)-cal egyidGben teljesiil

‘ K

Z (1 + (*—Il‘) + 2 (1 — (2‘;)) >0 (dm: () =3 (mod 4)}, (8,)
( / (
q

qld p.d

»
ahol ¢(d) a d ¢ tényezdinek szdmossigst jelenti és a «x» csillag
arra figyelmeztet, hogy az Osszegezésnél tetszés szerint vagy az
egyik q vagy az egyik p mell6zendd.

Egyébként a (8)-at a jovében sokat fogjuk haszndlni s
csak néha fogjuk helyette a (8')-t venni.

. 2. 8.

8. A kérdésiinkben eddig elért eredményiinket ebben Gssze-
gezhetjik: a 4=0 megoldésanal csak 4k+1 alaka n jon tekin-
tetbe 8 elegendé csupidn mag w-et vizsgdlni. Az ilyen aztédn
akkor és esak akkor megoldds, ha ra (5), (6) és (8) teljesiilnek.

Utobbiak koziil nehézséget természetesen csak (8) nyujthat.
Ezért egyelGre célul tlizziik ki a (8)-nak megoldasat. Hogy ezt
a munkat zavartalanabbul végezhessiik, egyel6re mitsem fogunk
térédni (5) és (6) fenndlldsaval s e mellett azt sem kotjik ki
t6bbé, mint az 1. §-ban, hogy n 4k+1 alaku legyen. Ellenben
tovabbra is csak mag n-re szoritkozunk, amelyben az a feltevés
mér bentfoglaltatik, hogy a ¢-k szama legaldbb 1.

Legyen ezek szerint n tetszésszerinti mag.

Kizarodlag az ilyen n-ekre vonatkozzék a kivetkezé definicié :

Az n-et egyszerinek nevezziik akkor és csak akkor, ha ra
érvényes (8).

Egyszert ratekintéssel a (8)-ra nyilvanvalo a kévetkezd,
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kérdésiinkben alapveté fontossdgu tény, amiben egyszersmind
tiikkr6z6dik az eddigi megfontoldsok érdems :

Bdrmely eqys:zerii n-nek minden mag oszldja is eqyszeri.

9. Ett6l kezdve feltételezem, hogy n egyszeri.

Ervényes a kovetkezl :

A q-knak van egyetlen egqy olyan q,, ¢,-.., 9v Sorrendje,
amelyet ezutdn mindvégig régzitve gondolunk, hogy

(i’—) =1 g<i<j<n (10)
q; -7
teljesiil. Egyszersmind v jelenti ezutdén az Osszes kiilonbozé
g-knak szdmossagat.

A (10) semmitmondd a v=1 esetben, a v=2 esetben pedig
azonnali kovetkezmény a négyzetes reciprocitas tételbol.

A v=>3 esetre vonatkozélag el6bb megjegyezziik, hogy bar-

mely hérom kiilénbozé ¢', q", ¢" elemre
L)+ (L) >~ 2 at
(q”q"’ qlq”'

teljesiil.

Mégpedig ez nem egyéb, mint (8') alkalmazva a d=q'q"q"
esetre.

Elég lesz kimutatni, hogy mar (11)-b6l kovetkezik (10).
Feltételezem, hogy ez igy van a v-nél kisebb értékekre, s mint-
hogy (10) helyes a v=1, 2 értékekre, azért a szébanlévg v-re
igy bizonyithatunk :

Legyen ¢, az 0Osszes ¢ Lkozill olyan, amelynek a t6bbi g
koz6tt lehetbleg sok négyzetes maradéka van. Erre a q,-t6l
kiilonboz6 v—1 szdmu g¢-ra ismét fennall (11) s ezért rijuk
a feltevés szerint érvényes (10) is. Irjuk 6ket a megfelels
G145 Gore -+ Jv—1 sorrendben.

Nem lehet (%) =—1, mert akkor ( el ): 1, tehét
(i)=1 (i=1,9,...,y—2 és i=v), amivel ¢,.; megefolut

qv—l
¢» maximumtulajdonsigat. Kovetkezdleg (—q’;l) =1.

A (11)-et a q; qy—1, q. (=1, 2,..., v—2) hédrmasra alkal-
mazva elgall
LVI by}
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qi ) ( %—1 >
( q@—1qv + %qw )

Ebbél a megelézbleg nyert eredmény és ( g )'=1 miatt
r—1
( gi) =1 kiévetkezik. Ezzel (10)-et bebizonyitottuk s az ott ko-

1o

vetelt egyértelmiiség is nyilvanvald a négyzetes reciprocitis
tételbél.
10. Ervényes

Do) (e

p
(1S“1<a,< <ar§v;r53(mod 4))

i=1 pld,

n
*la1qs---av’ d=doda,lay: - Tar

ahol a «x» arra figyelmeztet, hogy az ésszegezésnél vayy az
eqyik © vagy az egyik p mell6zendd.

Az itt megadott d=d,g¢,qe,---q., értékek azonosak ugyanis
a (8')-ben szereplékkel s a (8') baloldaldnak elsd részébe valé
behelyettesités utan (10)-b6l és a négyzetes reciprocitis tételbél
kovetkezik (8").

11. Allitom a kovetkezét :

Bdrmely p mellett a

() ) ()

sorozal negativ tagjai hézag nélkul kovetkeznek, azaz két ne-
gativ tag kozott mincs pozitiv tag (megengedve természetesen
azokat az eseteket is, amikor ama sorozat negativ tagjainak
szamosséga 0 vagy 1).

Legyen ugyanis 8")}ben r=3, a,=x, ay=1y, az=2
l=x<y<z=<v) és dy=p. Akkor el6all

(- () +los 2 )

Ha itt
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lenne, akkor a baloldal zérussd valnék, amely ellentmondassal
az allitdst kimutattuk.

3. §.

12. Az n kozelebbi szerkezetének kideritése kedvéért segit-
#égiill fogok venni bizonyos halmazokat, amelyek egy egyenes
véges szamu pontjaibdl és intervallumaibdl fognak éllni. Egy
ilyen halmazt egyelére H-val jel6lok s raja itt néhdny mind-
végig szolé megallapodést teszek.

Legyen g egy iranyitott egyenes, amelyet mindvégig szildrdan
megtartunk. A H elemei legyenek a g véges szdmu kiilsnbozé
pontjai és véges szamu intervallumai, kikétve, hogy a H-nak
egyetlen ponteleme sem végpontja a H egyetlen intervalluméa-
nak sem. Ha méast nem mondok, intervallum alatt zart inter-
vallumot értek. Két intervallumot esak akkor tekintiink egyen-
16knek, ha végpontjaik kozosek. Megengediink a H-ban egyenld
(t6bbszdros) intervallumokat is, amelyek azonban mindig egy-
méstol megkiillonboztetve gondolanddk.

Topologiai leképezésnek nevezem a g¢-nek egy olyan le-
képezését onmagara, amely inverzével egyiitt folytonos és egy-
értelmi s amely a ¢ irdnyitdsat is meghagyja. Egy ilyen le-
képezés atviszi a H-t egy H' halmazba, amit az el6bbitél nem
kiilonbozének tekintek. Az ilyen halmazokat egyenléknek neve-
zem, jelekben H=H’'. Ha azonban H és H’ azonosan egyenlék,
akkor ezt igy jelélom: H=H'.

Ha sziikség lesz a H-nak vagy egy részének rajzban valé
eléallitdsara, ezt ugy fogom tenni, mint az 1. dbra mutatja,

|

hogy ugyanis a H minden egyes intervalluma helyett egy vele
(g-vel) parhuzamos intervallumot tiintetek fel, olyant, amelynek

|
L}
]

4+ - - —

—pn

- 1

i
4 [—
I —
t
|

e = = - —

—
1

1. ébra.

H*
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meréleges vetiilete g-re épp az eredeti intervallum, tovabbé a H-nak
minden ponteleme helyett a rajta dtmend g-re merdleges egye-
nest rajzolom meg. Egy hasonlé irényu, szaggatottan rajzolt
egyenessel azt fejezem ki, hogy a hozzé (a rajzban) végpont-
jukkal illeszkedé intervallumoknak (illetve természetesen ezek
vetiileteinek) kozds végpontja annak az egyenesnek ¢-vel valé
metszéspontja. Magat a g-t felesleges lenne a rajzban feltiintetni
8 igy ezt elhagyom. Végil ugy végezziik az abrézolast, hogy az
egyes intervallumokat (g-tdl) alkalmas tdvolsigba helyezve, a H
bsszes intervallumai paronként kozés pont nélkili intervallu-
mokkal legyenek elédllitva. Mindig tugy fogok abrézolni, hogy
a g iranyitdsa balrél jobbra mutasson.

Hogy H-t topologiai leképezések nmem valtoztatjak, ez azt
jelenti, hogy a H elemeinek metrikus viszonyaival nem torédiink,
ugyhogy lényegében csupdn a I pontelemeinek és intervallum-
elemei végpontjainak sorrendje fog tekintetbe jonni. Kiiléndsen,
ha a H két intervallumanak 1 vagy 2 kozds végpontja van,
akkor az illet6 intervallumok egy ilyen leképezés utdn is hasonléd
tulajdonsdgot mutatnak fel.

A H két, kozos végpont nélkiili intervallumat visszdsnak
nevezem, ha mindegyik a mésiknak egyetlen végpontjat tartal-
mazza (2. dbra), ellenkezd esetben rendesnek. Az utébbi esetben

2. abra. 3. abra. 4. 4bra.

vagy az egyik intervallum a mésiknak belsejében van (3. dbra)
vagy azok kozos pont nélkil vannak (4. ébra).

A H-nak egyik intervallumabél kiindulva vegyiink néhdny
olyan intervallumot H-bdl, amelyek mindegyikének az eldbbi
intervallummal kozos végpontja van, majd ismét vegyiink tovabbi
olyan intervallumokat a f-bdl, amelyek mindegyikének az elébb
emlitett intervallumok kozill legaldbb eggyel kézds végpontja
van, s ezt az eljarast folytassuk tetszés szerint. Igy elsall a
H-nak egy részhalmaza, amit a H egyik kifegénel nevezek.
(Pl. az 1. abran a 4 legalsé intervallum egy kéteget alkot, nem
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igy a 3 legals6 intervallum, de ismét egy kiteg a 8 legalsd
intervallum.) Az adott értelmezést tgy fogjuk fel, hogy a H
minden egyes intervalluma maga is kdteg.

Minden olyan koteget, amely nem valddi része egyetlen
mas kotegnek sem, maximdlis koteynek nevezek. (Pl. az 1. abrén
a 8 legalsé intervallum egy maximalis koteg. Maximélis koteg
allhat egyetlen intervallumbol is, amit akkor a H izoldl{ inter-
valluménak nevezek.

Beszélni fogok a H-nak vagy a H egyik részhalmazénak
végpontjairol s értem alatta az illeté halmaz intervallumai vég-
pontjainak Osszességét, mégpedig az esetleg tobbszor eldforduld
végpontot is csak egyszeresen szémitva. Ebben az értelemben
beszélhetiink egy kdteg végpontjairdl.

Nyilvdnvalé, hogy a H intervallumainak halmaza egy-
értelmiien esik szét maximalis kotegekre s ezek pdronként kézos
végpont nélkiiliek.

Alljanak itt még a kovetkezd értelmezések, amelyek jollehet
csak késébb jonnek alkalmazdsba:

Egyszeriinek nevezek egy kioteget, ha végpontjainak sza-
mossaga legfeljebb 3. Ez a szdmossdg akkor csak 2 vagy 3 lehet

R

: ————— b —t—
[ S— ! el | S—" V [
memmererem— ] | ’——-l V [ ———]
:——-—1 [— ' [ ,.—.—_:

] ] ' ) '
1
H. dbra. 6. abra. 7. Abra. 8. abra.

s megfeleldleg a koteget 1-sdfajunak (5. abra) vagy 2-odfajinuk
nevezem (6.—8. dbrak).

Az 1-s6faju koteg e szerint egyenl$ intervallumok osszes-
sége. Kiilondsen minden intervallum 6nmagaban 1-s6faju koteget
alkot.

Legyenek egy 2-odfaju kéteg végpontjai A, B, C és legyen
A<B<C(C. Mint itt, a jovében is P<(Q alatt, ha P és Q a
g-nek pontjai, azt értem, hogy P a g egyenesen megelézi (-t.
A mondott kdtegnek AC intervallumait az illeté koteg hosszd
intervallumainak, a koteg AB, BC intervallumait a koteg révid
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intervallumainak nevezem. Az utébbiak kézil az AB interval-
lumok baloldaliak, a BC intervallumok jobboldaliak.

Nyilvanvalé, hogy egyszertii kotegnek intervallumai paron-
ként kozos végponttal birnak, mig mas kdtegekre hasonlé alfa-
ldban nem mondhaté.

13. A végzett elGkésziiletek utan értelmezek az n Osszes
torzetényezdire egy S leképezést a kovetkez6 modon:

Sq:i=0Q; (i=1, 2,...,v), ahol Q, Q,,..., Q, a g egyenesnek
tetszésszerinti eqymdsra kivetkezd pontjai.

Veszek ezutén a ¢ egyenesen egy olyan intervallumot, amely
az Osszes (J; pontot belsejében tartalmazza, s ezt v szdmu rész-
intervailumra darabolom gy, hogy ezek belsé pontként tartalmaz-
zanak egy-egy (); pontot. FEzeket a részintervallumokat egy
pillanatra e,, ¢,,..., €,-vel jelolom ugy, hogy Q;Ce; (i=1, 3,..., v)
legyen, ahol «C» a tartalmazas jele.

Ezutdn a még hidnyzé Sp képeket a kivetkezSképpen ér-
telmezem : '

Ha egy tetszésszerinti p-hez wvan olyan q, amellyel

(ﬂ) =1, akkor Sp mindazon e; intervallumoknalk eyyesités
halmaza, amelyekre (%) =—1. Ez az Sp a 11. szerint maga

is intervullum.
Ha ellenben p-re minden g-val (%) =1, akkor Sp=p.
Az igy elbsallott Sx elemek (Sx) halmazat [n]-nel jelélom

8 az n alapképénel nevezem. Fentiek szerint az [n] elemei
pontok, intervallumok és (4k+1 alaky) torzsszamok. Esare-
vessziik, hogy az [n] pont- és intervallumelemei olyan H hal-
mazt alkotnak, amilyent a 12.-ben bevezettiink. Az [n]-re is
atvissziik az ottani megéllapodésokat 1ugy, hogy példdul az [n]
egyik kotege jelenteni fogja az [n] intervallumai halmazinak
egyik kotegét.

Az [n]-nek Sz elemét nevezem az x n]-beli képének vagy
az x alapképének vagy, ha félreértéstél nem kell tartani, réviden
az x képének.

Az Sp képek kozott lehetnek egyenlé intervallumok, ame-
lyek azonban megallapodésaink szerint kiilénbdz6knek tekin-
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tenddk. Ezért S az n-nek egy-egyértelmi leképezését jelenti s
igy az [n] minden elemének hatarozott Gsképe van (Sz 68s-
képe x).

14. Alljanak itt még az [n]-re vonatkozé kovetkezd értel-
mezések : 4

Legyen k az [n] egyik tetszésszerinti kotege és k' a k ds-
képe, vagyis k' a k elemei dsképeinek halmaza. Liegyen tovabbé
n, az [n] torzsszémelemeinek halmaza. A k'-nek az n, halmaz-
beli k,+k,+---+Fk, folytatdsat, ahol k; (i=1, 2,..., 7} az i-dik
folytatas, roviden a k kéley [n]-beli folytatdsdnak nevezem, s
hasonléképpen k; a k-nak [n]-beli i-dik folytatdsa. Ezek koziil
a k-t nevezem igy is: a k-nak [n]-beli utolsd folytatdsa.

A & kotegnek s-az 6 [n]-beli folytatésénak egyesitési hal-
mazat f-val jelolom s egy ilyen halmazt az [n) egyik folytatott
kétegének nevezek; mégpedig a tekintett kak kétegnek [n]-beli
folytatott kotege.

Mindezeknél az «[n]-beli» kitételt elhagyom, ha ez zavart
nem okoz.

Minthogy az [#] minden intervalluma mint kéteg tekinthetd,
azért a fentiek értelmében beszélhetiink koteg helyett inter-
vallumot mondva.

Nyilvanvald, hogy egy koteg folytatdsa az & intervallumai
folytatdsainak egyesitési halmaza.

15. Alljon itt még a kovetkezd egyszerti észrevétel. Ha n,
az [n] mindama tdrzsszémelemeinek szorzata, amelyek nem tar-
toznak az [n] egyetlen intervallumanak folytatdsdba sem és
n=nn, akkor nyilvdnvalé, hogy =, minden torzstényezdje
négyzetes maradéka az 7, minden iorzstényezdjének. Minthogy
azonban 7 mag, azért csak n,—1 lehetséges, és igy a kivetkezdt
nyertiik :

Az [n] minden torzsszdmeleme beletartozik az [n] egyik
intervallumdnak folytatdsdba.

Természetesen megtorténhetik, hogy az [n] egyik torzsszam-
eleme Dbeletartozik az [n] tébb intervallumanak folytatisaba
(v. 6. a kov. 16. y.~-val).

16. Bebizonyitom, hogy az n-nek [n] = (Sx) alapképére a
kovetkezék érvényesek :
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a. (—p—) =—1 akkor és csak akkor, ha Sp olyan inter-

vallum, amely tartalmazza az Sq pontot.
8. Ha Sp,, Sp, k6z0s végpont nélkali intervallumok, akkor

(i—l) =1 vagy —1 a szerint, amint ezel az intervallumok
2
rendesek vagy visszdsalk.

r- Az [n] bdrmely kél Lozds végpont néllili intervallumd-
nak folytatdsai kozos elem mélkil vannak.

Bebizonyitom tovabba, hogy r.-nak aequivalens fogalmazisa
a kovetkezd: .

r'. Az [n] bdrmely két kozos végpont wnélkili intervalluma
folytatusainak eqgy-eqy tetszésszerinti eleme egymdsnak négy-
zetes maradéka.

Még a bizonyitas el6tt megjegyzem, hogy 7. és y'. nyilvan-
valéan a kovetkezd altalanosabb alakban is mondhatok:

v’ A y. és y. érvényesel az [n] bdrmely két kozds vég-
pont nélkili kétegére is.

Bebizonyitom végiil a kivetkezdt:

7. Az [n] bdrmely L maximdlis Fkitege folytatdsdnak
minden eleme négyzetes maradéla az n minden olyan torzs-
tényezdjonek, amelynek képe nem esik a k folytatott kitegbe.

Bizonyitas. Az a. kozvetlen folyoménya az [n] 13.-beli
értelmezésének.

Ennek alapjdn a tovdbbiakhoz mindenekel6tt atalakitom a
(8)-at a kivetkezsképpen : Eldszor (8)-at helyettesithetjiik azokkal
az egyenlGtlenségekkel, amik (8")-b6l elddllnak, ha itt a «x»
csillagot toroljiik s az =3 (mod 4) kikotést a 27T+ kikotéssel
helyettesitjiik. Ez természetesen lehetséges, mert esak arrél van
820, hogy azt az atalakitdst, ami (8')-rél (8")re vitt, kozvetleniil
(8)-on hajtjuk végre. Az eldallt egyenlStlenségek mindegyike
ugy is felfoghatd, hogy ha a baloldal elsé Gsszege eltiinik,
akkor a mdésodik Gsszeg pozitiv. Az elsé Osszeg akkor és csak
akkor tiinik el, ha

Még bevezetem az = tetszésszerinti d osztojara az [, d]
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jelt, ami alatt értem az [n]-nek ama részhalmazét, amely 4ll a
d torzstényezbinek [n]-beli képeib6l; ezt az [n, d]-t nevezem a
d [n]-beli képének.

A fentiek szerint a. figyelembevételével a (8) egyenldtlenségek
megengedik a kdvetkezd fogalmazdst:

Legyen d|n, d=3 (mod 4), legyen d tovabba olyan, hogy
az [n, d] pontelemeit a ¢ egyenesen vald kovetkezésiik sorrend-

jében az 1,2, 3,... sorszamokkal ellatva, ezekbdl a gz;g’;hm
sorszdmu pontok az (n, d] }))Z;zglan szamu intervalluméban tar-

talmaztatnak; akkor van a d-nek legalabb egy olyan p torzs-

tényezdje, amelyre
ﬁ_ J— 1 "t
( d) (8")

teljestil.

Legyen ezutan Sp,, Sp, az [n] barmely két kozés végpont
nélkiii intervalluma. Ezeknek Osszesen 4 végpontja a g egye-
nesen valdo sorrendben legyen A, B, G, D. Az AB, BC, CD
intervallumok (ezek 4altaldban nem intervallumai [n]-nek!) az n
értelmezésénél fogva tartalmaznak egy-egy (. (Jy, (). pontot

Q 6 & Q@ @ @ & @& G
} ¢ 2

|
il ' l
8 Pol ‘ 8] ¢ l A 8| ¢ 0

|
|

9. 4bra, 10. abra. 11. &bra.

(x<y<z). Ezekbdl az elsét és harmadikat Sp, és Sp, koziil
pontosan egy intervallum tartalmazza, a mésodikat ((),-t) paros
gzamu intervallum, ugyanis mindketté vagy egyik sem (v. 6. a
9., 10., 11. ébrakkal). Ezek szerint d = g.q,q.p,p,-re s ennek
egyik p torzstényezdjére fennall (8"). Alkalmas jeléléssel p=p,
veheté s ekkor

() =
qxdyqzPs

kovetkezik. Azonban a szerint, amint Sp, és Sp, rendesek
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(10. és 11. abrak) vagy visszdsak (9. abra), Sp, a Q, Q,, Q.
pontokbdl pératlan szamut (1-et vagy 3-at), illetve paros szamtt
(2-6t) tartalmaz. Megfelel6leg tehét a. alapjan

(L) =—1 illetve 1,
Yolfy']s

azaz az el6bbibél

(ﬂ) =1 illetve —1.
2

Ezzel a . bizonyitdsa megtértént.

A tovabbiak bebizonyitdsahoz elébb feiteszem y. érvényes-
ségét 8 szandékom elGszér kimutatni, hogy akkor ;'. is fennall.
Tegyiik fel ehhez, hogy r'. nem érvényes. Akkor van két kozos
végpont nélkili Sp,, Sp, intervallum s ezeknek folytatdsaibol
egy-egy m,, 7, elem, amelyek egymésnak nem négyzetes mara-
dékai. A ;. miatt a m,=mn, eset nem lehetséges, kovetkezdleg

(”1) =—1. Minthogy azonban z, az Sp, folytatisdba tartozik,

T

azért van egy Py P p"s.-, PO, 7, (r=0) lanc, amelynek p®
(i=1, 2,..., r) elemel az [n] torzsszdmelemei, 8 az elébbi miatt
PPy Do, P, my, m, is lane 1évén, m, az S, folytatdsiba is
beletartoznék. EbbSl az ellenmondésbdl kovetkezik az allitds
helyessége.

Ezutan kimutatom, hogy ugyancsak y. helyességének fel-
tevése mellett ;. is helyes. Legyen ehhez k az [n] egyik tetszés-
szerinti maximalis kotege s = a k folytatisdnak egyik eleme.
A 7 négyzetes maradéka el6szér az imént bizonyitott ;. szerint
az [n] minden olyan tdérzsszémelemének, amely nem esik k-ba,
masodszor y”. miatt minden olyan p-nek, amelynek képe olyan
intervallum, amely nem esik k-ba, mert ellenkezé esetben p, =
l4nc lenne, azaz = az Sp folytatdsiba is beletartoznék, harmad-
szor a. miatt minden ¢-nak. Ezzel az allitdst bebizonyitottuk.

Ezutdn bebizonyitom, hogy 7'.-bél kovetkezik ;. Ez azon-
ban tistént vilagos, mert abbdl, hogy az [n] barmely két kiozds
végpont nélkiili intervalluma folytatdsainak egy-egy =,, 7, eleme
egymésnak négyzetes maradéka, maris kévetkezik m,=%=m,. Ezzel
kimutattuk y. és p'. allitott aequivalentidjat.
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Hatra van csupan még bebizonyitani y. érvényességét. Ellen-
kezé esetben lenne két kozds végpont nélkiili Sp,, Sp, intervallum,
amelyek folytatdsai egy p elemet kozosen tartalmaznak. Ez
azt jelenti, hogy van két p,, m,, @y..., Tpy P €8 Dy, 015 Ogr--+» Oss P
(r, s=0) lanc, amelyekben 7, 7,,..., 01 Qg+~ BZ [n]-nek torzs-
szdmelemei. Nyilvanvaléan p,, @y, %s---y @y Py Oss Os—1r+++> 01 P
is lane. Ugyancsak lénc az is, ami ebbél az utolsé elem elhagya-
saval el6all, s az igy nyert lanc elemeibdl 4. szerint el6allithato
0gy Dy Gys Gg- -, 0y €gyszert ldne, amelyben a o, utolsé elem az
elébb emlitett lanc utolsé eleme (nevezetesen o;=—¢, vagy p &
szerint, amint $>0 vagy s=0) s igy {=1; e mellett o, négy-
zetes nemmaradéka p,-nek. Kz ujabb lanctél még az is kivetel-
het6, hogy a a,, o,,-..., o; elemek koziil o; legyen az els6 olyan,
amely a p,-nek négyzetes nemmaradéka, mert ellenkezd esetben
ama lénc helyett annak egy olyan p,, a,, 0,..., 05 (1 K<)
részét vehetnénk, amely a kivinsidgnak mar megfelel.

Nyertik tehat a o, 55..., 0, egyszeri lancot, amelynek
elemei a szerkeszitésnél fogva az (n]-nek torzsszamelemei, kozii-
lik esupin o, négyzetes nemmaradéka p,-nek és csupén o
négyzetes nemmaradéka p,-nek, mig — ismétlem — Sp,, Sp,
koz6s végpont nélkiili intervallumok.

Legyen ezutdn d=g¢,q,9.p,p, ugyanaz, mint fentebb a 8.
bizonyitasanal, tovabbé legyen d'= do,0,...0. Erre a d'-re is
(d helyett) alkalmazhaté (8'"), mert [n, d'] és [n, d] pont- és
intervallumelemei egyméssal megegyeznek. Amde az emlitett
helyen éppen arra kdvetkeztettiink, hogy

o)
, Py
amibél azonnal . :
)
)
Py
folyik. Hasonlé természetesen p, helyett p,-re is fenndll. Végiil
minthogy a p,, o, da,-.., 01, P, 8Orozatban minden o; csupén a

két szomszédos elemnek négyzetes nemmaradéka és minden o,
minden ¢-nak négyzetes maradéka, azért
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(2) =1 =1,2...,0.

Ti

Mindez ellentétben van a d'-re vonatkozé (8")-vel, amivel .-t
bebizonyitottuk.

4. 8.

17. Az elébbi §-ban megismert [n] alapkép mellé bevezet-
juk most még az n (egyik) eqyyszerd képének fogalmat. Ehhez
nem kotjik ki n egyszert voltat, azaz a (8) teljesiilését, csupan
annyit, hogy 7 most is mag legyen s az 6 ¢ tényezdire ismét
teljesiiljon (10). Ezutén az n (egyik) {n} egyszerd képét a ké-
vetkez6 1)—3) tulajdonsagokkal értelmezem :

1) {n} egyenlé az Osszes Tx elemek halmazdval, ahol T
egy egyértelmi leképezése az n torzstényezbinek, mégpedig
Tqi=0; (i=1, 2,...,v), tovabba Tp=p vagy egy olyan inter-
vallum a g egyenesen, amelynek nem végpontja egyetlen (J); sem;

2) a 16. a., B, ., érvényesek akkor is, ha [n] és S helyébe
{n} és T vétetnek;

3) az {n} minden kitege egyszerti.

Ezek szerint az {n} egyszerl kép az [n] alapképhez nagyban
hagonlé fogalom. Az {n} elemei is a g egyenes véges szamu pontja,
intervalluma és véges szamu p. Koziiliik a pontok s intervallumok
ismét egy olyan H halmazt alkotnak, amilyent a 12.-ben beve-
zettiink. Igy az {n}-re is atvesszilk mindazokat a kifejezésmo-
dokat, amelyeket [n]-re hasznaltunk, mint példdul kéteg, koteg
folytatésa. Igy értendék mar a fenti 2) és 3). Ugy az [n] alapképet
mint egy {n} egyszerti képet az n egyik képének nevezem.
Nyilvanval6, hogy 15. és 16. 7./, r"., y" {n}-re is fennallnak.

Ha {n}=(Tx) és {n},=(T\x) az n két képe, amelyek a T,
illetve T, leképezéssel alltak eld, akkor ezeket természetesen
kozvetlen egymésra leképezve gbndolhatjuk. Mégpedig az {n}-nek
{n},-re valé leképezése alatt értjiik a T — T, hozzarendelést,
ahol & az n tOrzstényezdit jelenti. MegfelelSleg beszéliink igy:
T a Txz-nek {n}l-beli képe. Hasonléan értendd az {n} egyik
részhalmazénak {n},-beli képe.
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Megegyezésben korabbi megillapoddsainkkal két {n}, {n}1
képet egyenldknek nevezek akkor és csak akkor, jelekben
{n} = {n}l, ha torzsszdmelemeik megegyeznek s van a g egye-
nesnek egy olyan topologiai leképezése, amely az {n} minden
egyes pont- és intervallumelemét atviszi ennek {n}l-beli képébe.
Két képnek azonos egyenléségét megkiilonboztetésiil, ha ez szik-
séges, igy jeldlom: {n} = {n}1

Vilagos, hogy minden n-nek legfeljebb véges s dmui (kiilon-
b6z6) képe lehet. :

Természetezen nem minden, a jelen 17. elején tekintetbe
vett n-nek van egyszerd képe, hanem érvényes a kovetkezd
allitds, amely a felvetett kérdésiinkre teljes feleletet ad:

Egyszerii az n akkor és csak akkor, ha az n-nek van leg-
aldbb egqy egyszeri képe.

5. 8.

Ennek alapjan a 8. els bekezdésében végzett osszefoglalas
szerint a kovetkez6 moddon nyerheték a J=0 6sszes (négyzet-
mentes péaratlan) nem trividlis 2 megoldasai: Megszerkesztiink
egy tetszésszerinti olyan =, szdmot, amelynek van egyszerd
képe, ligyelve mégis arra, hogy n, 4k+1 alaku legyen s ra
nézve (5) és (6) fenndlljanak (ezekben n helyett 7n,-t gondolva),
amely 7, szdmok madris szolgiltatjdk a 4=0 Osszes magmeg-
olddsait. Ezutdn a 2. szerint egy-egy alkalmas m tényezd hozza~
fiiggesztésével az myn alakban eléall az Osszes nem trividlis
megoldds. Ezekb6l az elsd lépést illetSleg tudjuk, hogy a meg-
szerkesztend$ 7, szaém mdris mag, mert csakis magra értelmez-
tik a képnek, killontsen az egyszerti képnek fogalmat. Azonban
a kép értelmezése minden tovabbi nélkill kiterjeszthet olyan
n szdmokra is, amelyek nem magok, csupdn (paratlanok és)
négyzetmentesek. Amint ez a kdvetkezd 5. §-bdl vilagos lesz,
az ilyen tdgabb értelmezés is olyan n, szdmra vezet, amelyre
(8) fennall. Ennek a kortilménynek figyelembevételével a vazolt
szerkesztés konnyebbé valik. Ezeket részletesen kifejtve a kovet-
kez6 hosszadalmas, de tartalmaban egyszeri eredményre jutunk:

Tétel. Leyyenek tetszés szerint meyadva :
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1) egy g wrdnyitott egyenes;

2) eqy o poziliv egész szdm; o .

3) 3¢ szdmu Pi, P/, P/" (i=1, 2,..., ¢) kilonbozd pont a
g eqyenesen: ,
o &) o szdmu M; (=1, 2,..., 9) nem iires halmaz nem fel-
tétleniil Lilonbizd véges szdamu PP, P/P", P{'P)" intervallu-
mokbol;

5) eqymdsra kévetlezd pdros szdmu, legaldbb 2, az §sszes
P (i=1, 2,..., 0; j=1, 2, 3) ponttél kilonbozé Q. Q,-.-, Qs
(2|v; v>0) pont a g egyenesen tgy, hogy az M=M,+M,4----+M,
halmaz Qp-t tartalmazd intervallumainalk e, szdmossdga ki-
elégiti az ex=k—+1 (mod 2) feltételt (k=1, 2,..., v);

6) a H=0,+0,+---+0,+M halmaz wminden eqyes Q;-
eleméhez egy-eqyértelmiien hozzdrendelve eqy ¢; pozitw 4143

alaki torzsszdm uqy, hogy (—q—’) =1(1<i<j<v) és a H min-

. J
den egyes J,, J,... intervallumdhoz egy-egyértelmiien hozzd-
rendelve eqy-eqy Py, Pas... pozitiy Al-+1 alaki térzsszdm, ame-

lyek mind Lilonbozél, ugyhogy (%) =—1 akkor és csak
i

akkor, ha J; tartalmazza Qpt (=1,2,...;j=1,2,...,v), §
valahdnyszor J; és J; kozos végpont mélkil vannak (azaz nem
egyugyanazon My -be tartoznak), akkor (—p—’) =1vagy —1 «
szerint, amint J; az J; végpontjai Lozl p(ji'ros szdmut (kettot
vagy egqyet sem) wvagy pdratlun szdmut (pontosan egyet) tar-
talmaz (4, j=1, 2,...; i<j) [ellenben a wmondott jel tetszés
szerint vdlasztandd, ha Ji-nek és J-nek van legaldbb eqy kizis
végponlja f ;

7) minden i-hez (i=1, 2,..., o) olyan pozitiv 4l+1 alaku
torzsszdmoknalk egy (ires vagy nem dires) h; halmaza, amelyek
egymdstol s az eddig megadott térzsszdmoltol kilonbozok, igy
mégpedig, hogy wmindegyikik minden qrnek (j==1, 2,...,v) és
minden olyan pgnek négyzeles maradéka, amely pxy-hez tar-
t0z0 Jp intervallum nem esik Mi-be (x=1, 2,...), tovdbbd bdr-
mely két kalonbozd hi, h;y (1<i<j<p) halmaz egy-eqy letszés-
szerinli eleme egymdsnulk négyzetes maradéka.

8) Legyen tovdbbd H mind az eddig megadott torzsszdmol
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halmaza s jelentse H(x) a H tetszésszerinti x elemére azoh-
nak a H-belt elemeknek szdmossdgdt, wmelyelnel x négyzetes
nemmaradéka. Valahdnyszor eqyik i(=1, 2,..., o) mellett az
M; elemethez tartozd térssszdmok és a hi-beli térzsszdmok
eqyesitett halmazdban van olyan x; elem, amelyre H(x) =0
(mod 2), akkor legyen adva eqy olyan pozitiv 4l1+1 alaku
torzsszdm, amely negyzetes nemmaradéla minden most emli-
tett xinek, de négyzetes maradéka a H minden mds eleménel,
tovdbbd az itt djomnan megadott térzsszdmok négyzetes ma-
radékai eqymdsnalk. s eqyszersmind jeldlje hi azt a halmazt, ami
hi-bdl az (i-hez) wjonnan megadott torzsszdmmak mint Ujabb
elemnek hozzdfiggesztésével elddll, Lillonben pedig legyen hi=h.

9) Legyen ezutdn H' mind az eddig megadott torzsszdmok
halmaza s legyen I'(x) a H(x)-hez hasonldan értelmezve.
Valahdnyszor egyik i (=1, 2,..., o) mellett hi=h; és a hi—h;
(egyelemii) halmaz x; elemére H'(x})=0 (mod 2), allor leqien
adva egy olyan pozitiv Al+1 alakd torzsszdm, amely négy-
zetes memmaradéka ennek az xi-nek, de négyzetes maradéka a
H' minden mds elemének, tovdbbd az itt jonnan megadott
torzsszdmok mnégyzetes maradékai egymdsnalk, s eqyszersmind.
jelolje hi' azt a halmazt, ami hi-b6l az (i-hez) ijonnan mneg-
adott torzsszdmnalk hozzdfiiggesatésével elidll, Lulonben pedig
legyen hi' = hi.

10) Legyen m, az eddig megadott térzsszdmol szorzata
és legyen m (=1 wvagy) olyan kilonbozd pozitiv 4l+1 alaku
torzsszdmok szorzata, amelyek wmindegyike négyzetes maradéla
Ng-nuk. '

Az igy megadott n=nym szdmok a 4=0 egyenlet dsszes
piaratlan négyzetmentes mem trividlis megolddsat.

Ennek a szerkesztésnek megvildgitasira elég annyit meg-
Jegyezniink, hogy az 5) alatt tortént gondoskodas arrél, hogy
az 7 4l+1 alakd legyen és (6) fennalljon, tovabba 8) és 9)
biztositjdk (5) fennallasat. Természetesen az itt megszerkesztett
7, 8zdmok nem mindannyian magok. Ha azonban esupan mag
n, értékekre szoritkozunk, amely megszoritds a szerkesztésben
konnyen keresztill vihet§, akkor is megnyerjik (10) miatt az
Osszes kivant n-eket.
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Ennek a tételnek alapjan latjuk, hogy a bevezetésben tény-
leg a lehet§ legegyszeriibb tipusi peéldat adtuk meg, s hasonlé
példék konnyen szerkeszthet6k. Ugyancsak latjuk az ott felsorolt
szlikséges feltételek helyességét.

6. 8.

19. Hatra van a 4. §-beli dllitds bizonyitdsa. Kénnyt bizo-
nyitani ennek az éallitasnak egyik felét, amely igy hangzik:

Ha {n} egyszeri kép, akkor n egyszeri.

Tegyiik fel ugyanis, hogy {n} egyszerii kép s mégis n nem
egyszeri. Utébbi azt jelenti, hogy az n-re (8) nem teljesil.
Tekintettel arra, hogy (8)-nak a (8") alakban valé irédsa (10) és
16. a. alapjan tortént s utdobbiak a most tekintetbe vett n-re,
illetve {n}-re is fenndllnak, azért (8)-nak (8") alakjaban valé
fogalmazésa akkor is helyes, ha utébbiban [n, d] helyett {n, tl}-t
mondunk, amely utébbi természetesen ismét a d {n}-beli képét
jelenti. A (8) nem teljesiilése miatt van tehdt egy d, amelyre
az igy atirt (8") nem teljesiil.

Van tehat az {n)-nek egy olyan {m, d} részhalmaza (d|n;
d=3 (mod 4)), amelyre a kovetkezd 1)—3) érvényesek:

1) az {n, (l}—nek paratlan szdmu ponteleme van, amik
legyenek O, Qy,y..., Qi (<0, <tp<--<lr<v; 27T 7);

2) ha e, jelenti az {n, d} mindama intervallumainak szé-
mossdgat, amelyek a ();, pontot tartalmazzak, akkor e; = s (mod 2)
(s=1, 2,...,7);

3) a d-nek minden p torzstényezdjére fennall

(£}

Legyenek az {n, d] intervallumainak végpontjai és az {n, d}
pontelemei a ¢ egyenesen valé kovetkezésitk sorrendjében
P, Py..., Py (P=< P, << Py* Itt a g-nek minden olyan

4 Abban a kiilénds esetben, amikor az <=, d\-nek csupén izoldlt
intervallumai vannak, az én eredeti bizonyitisomat Karmir Liszrd le-
egyszeriigitette. Ennek fégondolata a fenti P, P,,..., P, bevezetése s igy
a fenti bizonyitds lényegében téle vald.
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pontjat, amely tobb intervallumnak kozés végpontja, megfeleld
tobbszorosséggel szémitottuk, s lathatéan a t6bbszords pontok
indexei egymésra kovetkezd egész szdmok.

Ki fogom mutatni, hogy ebben a P,, B,,..., P, sorozatban
az {n, d} 6sszes pontelemei péros indexet, mig az {n, d} inter-
vallumelemeinek végpontjai felerészben péaros, felerészben pa-
ratlan indexet nyertek. Ez akkor azt fogja jelenteni, hogy az
1, 2,..., m szamok kozott »-rel t6bb a parosak szdma, mint a
paratlanoké, ami az 1)-bél folyé r>2 miatt lehetetlen. Ez az
ellentmondés be fogja bizonyitani allitdsunkat,

Tekintem az {n, d} tetszésszerinti Q;,= P, pontelemét. Mint-
hogy ezt az {'n, (l}-nek e, szamu intervalluma tartalmazza,
azért az 6t megeléz6 P,, P,,..., P,y pontokbdl leszémitva a
Qi Qiye ooy Qi pontokat, a megmaradt pontok szdmossiga
= e, (mod 2). Azaz fennall (I—1)—(s—1) = e, (mod 2), s ebbél
2) miatt /=0 (mod 2), amint koveteltiik.

Tekintem ezutén az {n, d}-nek egyik tetszésszerinti & maxi-
malis kotegét. Elegendé kimutatni, hogy eme k intervallumai-
nak végpontjai a [P, P,..., I, sorozatban felerészben paros,
felerészben pératlan indexeket nyertek. Ha k 2-odfaju koéteg s
az 6 végpontjai 4, B, € (A<B<(C) és a k AB, BC, AC
intervallumainak szdmossaga rendre «, b, ¢, akkor a k inter-
vallumainak végpontjai kozil az A, B illetve C ponttal azo-
nosak a P, P,,.... Py sorozatban rendre a kovetkezdk:

I):I:+i (74:1’ Qy"‘y a+0); Pa:+y+a+c+'i (l‘:‘l’ 9‘,'", a+b);
Px+y+:+2a+b+c+i (1’:1, 9‘7"'7 b+c)'

Itt y és = az AD illetve BC intervallumok belsejébe ess [
pontok szamossigit jelentik, mig 2 egy rank nézve k6zombos
egész szam. Ha [ 1-s6fajd, akkor is mondhatunk hasonlét, azzal a
kiilénbséggel, hogy akkor «, b, ¢ koziil csak az egyik nem zérus
(ugy képzelhetjilk ugyanis az 1-s6faju koteget, mint egy 2-odfaju
koteg «elfajulasats, amikor ugyanis a kéteg az AB, BC, AC
intervallumok kozil csak egyfélét tartalmasz),

Legyen ezutdn u a %k kéteg 6sképe elemeinek szorzata és
legyen v a d ama térzstényezdinek szorzata, amely torzstényezék
beletartoznak az {n} k-t tartalmazé k, maximilis kotegének

LVI 6
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{n}-beli folytatasaba (u|d; v|d), tovéibba legyen d = wirw, ahol
w i8 egész szam,

Alkalmazzuk 3)-at az uv torzstényezéire s szorozzuk az igy
elallt egyenleteket. A négyzetes reciprocitds tétel miatt eléall
(i‘i) = 1.

w
Minthogy v része a k, {n)-beli folytatdsénak és 1-nek nincs
kozos eleme a k, folytatott koteg dsképével, azért 16. . szerint
v minden torzstényezdje négyzetes maradéka w minden torzs-
tényezdjének. E szerint az elébbibdl kivetkezik

(i) =1.
w !

A w-nek minden olyan térzstényezdje, amely az {n}-nek
torzsszdmeleme, az {n} kép egyik £,-t6l kiilonbozé maximalis
kétegének {n}-beli folytatésiba tartozik s igy ismét 16. 7. szerint

minden ilyen térzsszém s az u minden torzstényezdje egymés-
nak négyzetes maradékai. E szerint az utébbi egyenletbdl elall

() ="

Wy

ahol w, az {n, d) pontelemei és I-n kivil levd intervallum-
elemei Gsképeinek szorzata.

Tekintem most az u-nak egyik olyan p torzstényezdjét,
amelynek {n}-beli képe az AR intervallummal egyenls. A 16. a.
és B. szerint a w, mindama torzstényezdinek szdmossiga, ame-
lyeknek p négyzetes nemmaradéka, mod 2 kongruens az ADB
belsejébe esé {n, d}-beli pontelemeknek és intervallumelemek vég-
pontjainak egyiittes y szdmossdgdval. E szerint a tekintett p-re
(_p_) = (—1). Ha pedig p olyan osztdja u-nak, amelynek képe

w
a f(;'C vagy az AC intervallum, akkor a jobboldalon megfeleléleg

(—1), illetve (—1)¥+# 4l el6. Minthogy pedig eme 3-féle p-k
szamossiga rendre a, b, ¢, azért ezeket a megel6z6 egyenletben
figyelembe véve el64ll

(_1)ay+bz+c(y+z) — 1’

azaz 2|ay+bz+c(y+2).
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Lehetségesek tehat csupan a kovetkezd esetek: a) 2y, 2
b) 21y, 2T 2, 2|b4c; ¢ 2ty 2
2ia+b.

Konnyd latni, hogy mind a négy esetben a fentebb rész-
letesen feljegyzett P; pontok (a %k intervallumainak végpontjai)
indexeinek pontosan a fele paros. Ezzel az &llitdst bebizonyi-
tottuk.

y

z, 2la+c; d) QTy, 27Tz,

X

Ezzel be van bizonyitva, hogy az 5. §-beli tételben meg-
szerkesztett © szdmok mind megolddsai a 4=0 egyenletnek.
A tétel teljes bizonyitdsdhoz szilkséges még annak kimutatdsa,
hogy ott tényleg felsoroltuk a 4= 0 minden négyzetmentes
pératlan nem trividlis megoldasat. Mint lattuk, ehhez elegendd
annyit kimutatni, hogy minden egyszeri n-nek (v. 6. a 8.-beli
értelmezéssel) van egyszerti képe. Ezen az tuton mar eljutottunk
addig, hogy kimutattuk, miszerint minden egyszerti n-nek van
alapképe. E mellett az alapkép osztja az egyszeri képeknek
minden tulajdonsagat azzal az egy eltéréssel, hogy az alapkép
kotegei kozott lehetnek nem egyszertiek is. Igy legalabb alakilag
mar nagymértékben megkozelitettiik a teljes bizonyitést, amely-
nek hatralévé részét azonban, mint ezt a dolgozat ciméhez
figgesztett labjegyzetben emlitettem, melldzziik. Egyébként ez
az itt elhagyott bizonyitds a 4. §-beli tételen tiilmenden annyi-
val tobbet nyujt, hogy utasitist ad arra, hogyan lehet az Gsszes
megoldasok megszerkesztésénél az ismétléseket elkeriilni.®

* Megjegyzés a korrektura alkalmdval. A 3., 4., 5., 9. pontok a
grifelmélet nyelvén is megfogalmazhaték lennének, amely elmélet djabban
elsd rendszeres feldolgozast nyert a D. Kénia, Theorie der endlichen und
unendlichen Graphen, Leipzig (1936) c. tankényvben. Azonban ez a mG
méar késén jutott kezembe ahhoz, hogy megallapitisaival és terminologié-
jéval élhettem volna. Egyébként ez &ltal a tdrgyaldsban nem 4Allt volna be
szdmbavehetd rovidilés.

(A M. T. Akadémia III. osztdlysnak 1936. jun. 8.-4n tartott iilésébol.
G*




UBER DIE VERTEILUNG DER QUADRATISCHEN
RESTE FUR ZUSAMMENGESETZTE MODULL

Von LADISLAUS REDEI in Mezétur.

Es bedeute 7 (>1) eine rationale ungerade, quadratfreie
ganze Zahl, a die Menge der zu » primen quadratischen Reste
mod 7, J die Differenz der Anzahlen derjenigen Elemente von

a, die im Intervall 0, % bzw. %, n liegen.

Ist n eine Primzahl von der Gestalt 4143, so besteht die
beriihmte Folgerung 4 >0 aus den Klassenzahlformeln von
DiricHLET.

Auch im zusammengesetzten Fall ist trivialerweise J=0,
wenn alle Primfaktoren von n von der Gestalt 4l+1 sind. Aus
den erwihnten Klassenzahlformeln und einer einfachen Relation
von LercE—PrancHEREL® folgt vor allem J>0 auch im allge-
meinen Falle, und dass es auch im nicht trivialen Falle noch
Moduli gibt, fir die 4=0. Hierzu muss folgendes bestehen
(«Primzahl» ist immer positiv):

a) All die in n aufgehenden Primzahlen von der Gestalt
47+ 3 lassen sich in einer (einzigen) solchen Reihenfolge
Gy Ger--+» §» (2|v) aufschreiben, dass ein jedes Glied ein quadra-
tischer Rest von einem jeden nachfolgenden Gliede ist. (Insbe-
gsondere muss also 7=1 (mod 4) sein).

b) Ist ¢; die genaue Anzahl derjenigen in n aufgehenden
Primzahlen von der Gestalt 441, fiir die ¢; ein quadratischer
Rest ist, so ist e;=i+1 (mod 2) (i=1, 2,..., v). (Insbesondere

muss also n wenigstens % Primzahlen von der Gestalt 441
enthalten.)

4 An der 8. 32 der in 1 angefithrten Arbeit.
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¢) Fir eine jede in n aufgehende Primzahl p von der
Gestalt 411 folgen diejenige Glieder der Reihenfolge

(L. P) v
(ql)*(qg (q‘)*
liickenlos aufeinander, die den Wert —1 haben, d. h. zwischen
zwei Gliedern —1 gibt es kein Glied 1.

d) Hat die vorige Reihenfolge Glieder —1 und sind all
diese Glieder genau diejenigen, die zwischen dem ¢-ten und
j-ten Stern «x» liegen, ist weiter p’, 7', j' dem p, ¢, j &hnlich

definiert, so hat (ﬁ—,) das Vorzeichen von (1 —4') (i—j") (j —1') (j —J")
jedesmal, wenn dieses Produkt von Null verschieden ist.
e) Hat die Reihenfolge in ¢) Glieder —1, s0 ist

Diese notwendigen Bedingungen sind aber nur ein Teil
aus dem folgenden langen Satze, der doch ohne jede Miihe
alle nicht trivialen Losungen von 4=0 konstruieren lisst:

Satz. Es seien beliebig gegeben :

1) eine gerichtete Gerade ¢;

2) eine positive ganze Zahl g¢;

3) 3o verschiedene Punkte I%, P/, P/" (i=1, 2,..., ¢) auf
der Gerade ¢; :

4) ¢ nicht leere Mengen M; (i=1, 2,...,0) von endlich
vielen Intervallen P/P', PP", I’'P{", so dass ein jedes M;
auch gleiche Elemente enthalten kann;

5) aufeinanderfolgende untereinander und von allen Punkten
Py (i--1,2,..., 0; j=1, 2, 3) verschiedene Punkte (,, Q,,..., Q,
in einer beliebigen geraden Anzahl v (2. v; v>0) auf der Gerade
g so aber, dass die Anzahl e, der den Punkt (J; enthaltenden
Elemente der Intervallenmenge M=M,+M,+---4M, die Kon-
gruenz ex=k+1 (mod 2) erfiillt (k=1, 2,...,v);

6) einem jeden Punktelement (); der Menge H =0, +
+ 0, 4+, -+ M je eine Primzahl ¢; von der Gestalt 4 - 3
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zugeordnet so, dass (—q—'-) =1 (1<i<j<v) und einem jeden
J

Intervallenelement J,, J,,... von H eine Primzahl p,, p,,... von

der Gestalt 4/-+1 zugeordnet, die alle verschieden sind, so dass

dann und nur dann (&) =—1, wenn J; den Punkt Q; enthilt

(i=1,2,...; j=1,2,...,v), und jedesmal wenn J; und J; ohne
gemeinsamen Endpunkt sind (d. h. wenn sie nicht beide einemn

M, gehéren), so soll (—p—’) =1 oder —1 sein, je nachdem die

J
Anzahl der in J; enthaltenen Endpunkte von J; gerade (0 oder 2)
oder ungerade ist (i, j=1, 2,...; i<j) [dagegen soll der Wert
dieses Symbols beliebig gewihlt werden, wenn J; und J; einen

gemeinsamen Endpunkt haben];

7) zu jedem ¢ (=1, 2,..., ¢) eine (leere oder nicht leere}
Menge h; von Primzahlen der Gestalt 4141, die untereinander
und von allen bisher gegebenen Primzahlen verschieden sind,
so dass ein jedes Element von h; ein quadratischer Rest von
einem jeden ¢; (j=1, 2,...,v) und von einem jeden solchen p,
ist, wofiir das zugeordnete Intervall J, nicht dem M; gehort,
und auch ein jedes Element von k; ein quadratischer Rest aller
Elemente von h; ist (1<i<<1<p).

8) Es sei weiter H die Menge der bisher gegebenen Prim-
zahlen und bedeute H (x) fiir ein beliebiges Element x von H
die Anzahl derjenigen FElemente von !, von denen 2 ein
quadratischer Nichtrest ist. Jedesmal wenn es fiir ein bestimmtes
i (=1,2,..., ¢) unter den den Flementen von M; zugeordneten
Primzahlen oder in der Menge h; wenigsiens ein solches Ele-
ment a; gibt, wofir I (x;) = 0 (mod 2), so sei immer eine solche
Primzahl von der Gestalt 41 gegeben, die ein quadratischer
Nichtrest von einem jeden solchen Element a;, dagegen ein
quadratischer Rest von allen tibrigen Elementen von H, ausser-
dem auch eine jede Primzahl unter den neugegebenen ein
quadratischer Rest von allen tbrigen ist, gleichzeitig soll dann
hi die aus h; durch die Hinzufiigung dieser (zu %) eben ge-
gebenen Primzahl entstehende Menge bedeuten, sonst aber soll
hi=h; sein.
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9) Es sei noch H' die Menge der bisher gegebenen Prim-
zahlen und sei H'(x) dem H(x) éhnlich erklirt. Jedesmal wenn
fiir ein bestimmtes ¢ (=1, 2,..., ¢) hi=h; und fir das (einzige)
Element a; von hi—h; H'(x;)) =0 (mod 2) besteht, 80 sei immer
eine soleche Primzahl von der Gestalt 4/4+1 gegeben, die ein
quadratischer Nichtrest von diesem «;, dagegen ein quadratischer
Rest von allen iibrigen Elementen von H', ausserdem auch eine
jede Primzahl unter den neugegebenen ein quadratischer Rest
von allen iibrigen ist, gleichzeitig soll dann A; die aus k; durch
die Hinzufiigung dieser (zu %) eben gegebenen Primzahl ent-
stehende Menge bedeuten, sonst aber soll hj'=h; sein.

10) Es sei n, das Produkt der bisher gegebenen Primzahlen
und sei m (=1 oder) ein beliebiges Produkt aus solchen ver-
schiedenen Primzahlen von der Gestalt 4]-+1, deren jede ein
quadratischer Rest von #, ist.

Die so gegebenen Zahlen n=n m sind alle nicht trivialen
ungeraden quadratfreien Loésungen von 4=0.

Ich erwihne folgendes Beispiel von diesem Satze, das dem
denkbar mdoglichsten Fall entspricht, wo ndmlich die Menge M
aus solchen Intervallen besteht, die paarweise ohne gemeinsamen
Punkt sind, jedes h; leer und m=1 ist:

Beispiel. Ist n=q,qy---qps- - -Py (2]v; v>0), wobei die ¢
und p verschiedene Primzahlen von der Gestalt 4{43 bzw.
4]+1 sind, und ist eine jede Primzahl unter ihnen ein quadra-
tischer von einer jeden solchen, die in der angegebenen Reihen-

folge hinter ihr steht bis auf die Paare qa;, p; (i:l, '“2,...,7;—),

fir welche p; ein quadratischer Nichtrest von gy ist, so ist
4=0.

Alle nicht trivialen Ldsungen <1000 von 4=0 sind: 285,
385, 465, 429, 609, 969.

Ich bemerke folgendes: Es ist |4 < 4, wo 4’ aus 4 durch
Vertauschen von a mit einer Nebengruppe von ihm entsteht.
Im Falle 4=0 ist also jedes 4'=0. — Vermehrfacht man die
Primfaktoren von n, so bleibt doch 4 unverindert, so dass man
also auf diesem Wege keine Erweiterung der Frage erhiilt. —
Dagegen bieten die Moduli 2%, 4n, 2%n (24 n; 2=>3) neue Ver-
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wicklungen. In diesen Fillen ist A%O, =0, bzw. >0. Ins-
besondere ist also 4<<0 nur fir Moduli 27 méglich. Ist z. B.
n eine Primzahl von der Gestalt 8/-+7, so ist fir 2n immer
4<0. — Es wurde wegen des grossen Umfanges nicht die ganze
Arbeit veroffentlicht, so dass der vollstindige Beweis davon
fehlt, dass der obige Satz wirklich alle Lésungen liefert.

(Aus der Sitzung der II1. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 8. Juni 1936.)




A MASODFAJU D-FELBONTASOKROL.

REDEI LASZLO-t6l, Mezéttr.

Bevezetés.

Ismeretes,” hogy a mésodfoku szdmtest (szlikebb értelemben
vett) abszolut osztalycsoportja 4-gyel oszthaté invaridnsainak e,
szémossdga a 2-odfaju D-felbontisok szdmossiga altal van meg-
hatérozva, amely utébbiak a test diszkriminénsdbél konnyen
megallapithaték.

Forditva, ha meg akarjuk szerkeszteni mindazokat a mésod-
fokd szdmtestieket, amelyekre ¢, elore megadott érték, akkor ez
a kérdés valdjaban a 2-odfaju D-felbontdsokat illeti.

Ett6] a kérdéstél indittatva dolgozatom céljaul tlizém ki a
2-0odfaju D-felbontdsoknak, illetfleg ezek csoportjdnak a mon-
dott irdnyba esdé vizsgalatat. Vizsgdlataimnal az a cél is fog
vezetni, hogy egy kés6bbi dolgozatban meghatirozzam, milyen
gyakran véarhaté (milyen valészintl) e,-nek egy bizonyos tetszés-
szerinti értéke.? Mind, a 2-odfaju D-felbontésok csoportjat illetd
igy fermeriilt kérdéseket alabb fogom pontosan megfogalmazni.

Ha 2% a 2-nek az a hatvinya, amellyel a masodfokd szdm-
test diszkrimindnsa pontosan oszthatd, akkor tudvalevéen =0, 2
vagy 3. Ezekbdl az x=2 esetet, ami kellemetlen bonyodalmakat
okozna, ezuttal helykimélés kedvéért melldzéom. Az =3 eset

1 Réprr Liszré: A mésodfokt szdmtest osztilycsoportjdnak 4-gyel
oszthaté invaridnsai, ez az Krtesits, 49 (1932), 360.

2 A fenti kérdéssel mér foglalkoztam abhan a legegyszeriibb esetben,
amikor a szdmtest diszkrimindnsa pozitiv, 8 paratlan pozitiv térzstényez6i
4k+1 alaktak, a kovetkezd dolgozatban: REDEI L.: Néhiny kozépérték-
kérdésrél mésodfoki szimtestekben, ez az Ertesits, 54 (1935) 45—112.
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mindenben egyezd az x=0 esettel s ezért elegendd csak az
utobbi esetet targyalni.

Jolentse ezutan D egy mésodfokud szamtest diszkriminansdt,
az imént mondottak értelmében alljon fenn mindvégig a 21D
korlatozds a nélkiil, hogy erre kiilon figyelmeztetnék, egyébként
legyen D tetszésszerinti. Jelentse ¢ a D kilonbdzd torzstényezdi-
nek szamossagat. Tudvalevileg

D = pips---por (1)
ahol P;, Vy..., P killonbozé 4k 1 alaku pozitiv vagy negativ
racionalis torzsszémok. A sorrendet rogzitjilk a

FARSIARSEESIA

kikotés 4ltal. Forditva minden ilyen p,, p,,..., p: sorozatnak
megfelel egy D. Ezentul ezt a sorozatot értem a D torzsténye-
z6i alatt.

Legyen ;=0 vagy 1 a szerint, amint p; >0 vagy <O
t=1,2,...,0.

Legyen ;=0 vagy 1 a szerint, amint p; négyzetes ma-
radék vagy négyzetes nemmaradék mod p;, azaz

1 < (pk)) .
L= —\ 1 —{£2 G, k=1,2,..., i; i+k), (2
k= o (2)

ahol (++-) a KroNEckERr-féle jel.
A négyzetes reciprocitids tétel szerint fenndll:

Lige + Xiy = e (mod 2) Uik 3)
A

T = (e1y €250 vvy 625 X123, X350 vvy T1z5 Xagye ooy XLogseve; Lp—q, n (&)
értékrendszert a D tipusdnak nevezem. Ennek
U= (517 Eoys vy 51) (5)

részét a T fOrésznek nevezem.
Emlékeztetek a D-felbontds, 2-odfaji D-felbontds, tovabba
ezek csoportjainak értelmezésére:?

3 V. 6. az 1 alatti dolgozatban 340, 359. o.




A MASODFAJU D-FELBONTASOKROL. 91

D-felbontés egy olyan 4=D’, D" (D'D"=D) szampar, amely-
ben D' a D néhény kilénb6z6 torzstényezdjének szorzata, a
D'=1 és D'=D esetek beleértésével. Ebben a dolgozatban mind
az igy eldallé 2¢ szamu D-felbontds kiillonbozéknek tekintends.*
Ha a, b és ¢, d két D-felbontas, akkor az ab szorzatbol az 6sz-
szes p; tenyezSk torlése utdn visszamarado e szammal el64l-

lott e, % D-felbontés a megadott elemekbdl 6sszetett D-felbon-

tds. Eme szaballyal az Osszes D-felbontigsok egy G Aner-féle
csoportot alkotnak, ennek rendje 2f, tipusa (2, 2,..., 2), egység-
eleme az 1, D.

2-odfaju a D', D" D-felbontas akkor, ha

(M) =1 G-t2..0 ()

Pi

ahol a szamldléban mindenkor a p;-vel nem oszthaté szam ér-
tendd. E szerint D' D” és D”, D’ egyszerre 2-odfajiak vagy nem
azok. Kilondsen 1, D és D, 1 2-odfajaak. Az 0Osszes 2-odfaju
D-felbontasok (i-nek egy alcsoportjat alkotjak, amit G,-vel jelo-
16k. Ennek rendje 2 és 2' kozott van.

Az ' alatt idézett tétel az itteni értelmezéseknek megfelels
mddositdsdban igy sz6l: e, 1-gyel kisebb a G, fuggetlen elemei
szdmossdgdndl. Egyébként ezzel a tétellel ebben a dolgozatban
semmi tovabbi dolgunk nem lesz, itt ezt csak azért jegyeztem
fel, hogy vilagosan ldssék a 2-odfaja D-felbontdsok szerepe.

A (2), (3), (4) szerint vilagos, hogy egy D', D" D-felbontas
2-odfaju volta csupan a D-nek T tipusatol fiigg, de fiiggetlen a
a D-nek kiilonss megvalasztagatol (ennek «numerikus» viszonyai-
t6]). Hasonlé mondhaté a (F, csoportrél, ez is csupan a T tipus
fiiggvénye.

Ugyancsak beszélhetiink a (+ csoportrél vagy ennek egy
bizonyos g alcsoportjarél, a mnélkil, hogy e kozben egy bizo-
nyos D-re gondolnénk. (Pl g az a csoport, amely a p,p,, Pg;

4 M4is dolgozataimban a D', D” és D", D’ D-felbontisokat egyenldk-
nek tekintettem, de mér eddig is néhdnyszor alkalmasabbnak bizonyult a
fenti felfogés.
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Py Pop, elemeken épil fel, ahol p,, p,, p, tetszélegesek, termé-
szetesen aldvetve az (1)-nél mondott megkotéseknek).

Ezekutin értheté a kovetkezd kérdés: Adva lévén t(=1)
és a G-nek egy g alcsoportja, melyek azok a T-k, amelyekre
G,=g.

Természetesen ebben a kérdésben p,, p,,..., p; mar haté-
rozatlanoknak tekintenddk, a mondott értelemben. Mindazok a
killénés p,, Pss.--, p: sorozatok, amelyek az itt kérdezett T tipu-
sok ald tartoznak, birnak skkor azzal a tulajdonsaggal, hogy az
(1) &ltal hozzédjuk rendelt D-knek mindegyikére éppen G,= g,
mig minden més esetben G,=g. Vildgos ezekutén, hogy erre a
legutobbi kérdésre megfelelve egyszersmind a fenti mésodik be-
kezdés kérdére is megfeleltiink. (Mindehhez kiegészitésiil még meg-
jegyzendd, hogy az eleve .lehetséges mindossze o(%) szhmu T
tipusok mindegyike DIricELET-nek a szdmtani haladvanyrdl sz6lé
tétele szerint tényleg lehetséges.)

A mondott kérdést azonban természetszerilleg élesitjik az-
altal, hogy egyszerre mindig csak egy bizonyos U férészii T-ket
vesziink tekintetbe, mi t6bb -— mint latni fogjuk — ez az éle-
sités sziikségszerii. Tovabba részben Onmaguktol eléallnak, rész-
ben mint kézenfekvék jelentkeznek bizonyos egyéb, kapesolatos
kérdések, s igy végill is a kovetkezé kérdéseket fogjuk tar-
gyalni:

A. Adott t és U mellett mi annak a szikséges és elegendd
feltétele, hogy a G-nek egy bizonyos g alcsoportjdra alkalmus
(U forészii) T mellett G, = g teljesiiljon.

B. Megszerkesztenddk az A-ban kérdezett feltételt Lieléyitd
g csoportok.

C. Mennyi a B-beli adott rendii g csoportok szdmossdga ?

D. Melyek az A-ban emlitett T tipusok?

E. Mennyi a D-beli T-knek szdmossdga?

F. Adott t, U és r mellett mennyi azoknak a T-knek szd-
mossdga, amelyekre G, rendje 2"

Ezek kozill foérdeklédésre a D kérdés tarthat szdmot, mert
r4 megfelelve, az idézett tételen keresztil megadtuk a vélaszt a
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fenti masodik bekezdésben felvetett kérdésre is. Az ezirdnyu alkal-
mazashoz sziikséges természetesen az A-ra és B-re adandé vélasz.

Az F-re adandé felelet az, amelyet a harmadik bekezdés-
ben emlitett célra fogok haszndlni. Hozzd szikséges mind a
megel6z6 kérdések elintézése, leszdamitva B-t.

Az U=(0,0,..., 0) esethen az itteni kérdéseket a ? alatti
dolgozatban mér tdrgyaltam, de ezt az esetet itt minden kiilén
faradsag nelkiil a targyaldsba ismét belevonom. Egyébként ez
az eset ardnylag egyszeril s rdnézve kérdéseink egy része maga-
t61 elesik. Liényegesen ujat csupdn az U = (1, 1,..., 1) masik
véglet ad. Szebb lett volna ezt az esetet mindvégig kiilén tér-
gyalni, de gazdasigosabb volt mindig az altalanos esetet tekin-
teni. Egyediil a B kérdést esak az U= (1, 1,..., 1) esetre dol-
goztam ki részletesen, a 9. §-ban, de ezzel lényegében az altald-
nos eset is elintézést nyert (I a dolgozat végén levé Osszefogla-
last). Az 1—5. §-okban 1évé elokésziiletek épp az U= (1, 1,..., 1)
esetet illetik s igy mégis lathaté, hogy mennyi az a segédlet,
amit ez az eset megkivan. A 9. §-t elébb is beiktathattam volna,
akdr a dolgozat élére, mégis azért helyeztem ezt leghatra, mert
zavarta volna a targyalas nyugodtsagat, tovabba ezzel is hang-
sulyozni kivantam, hogy a B-beli szerkesztéstdl fiiggetleniil sike-
rilt a tobbi kérdésre valo feleletadés.

1. 8.

Legyen R, a 2-karakterisztikaju torzstest, azaz R, Osszes
elemei 0 és ¢ (e?=¢c). Ha félreértésté]l nem kell tartani, akkor e
helyett 1-et irok.

Legyen ¢ tetszésszerint megadott pozitiv egész szam. Tekinteni
fogok olyan t elemd x = (x,, &,,..., ;) vektorokat, amelyeknek
&y Lyy. .., X elemei az R, testben vannak. Ha o'= (), a,..., 1)
egy masik ilyen vektor, akkor az x+a' 6sszeg és xx’ szorzat alaty
értem az (x,+&), Xy+os, ..., Lty illetve (X&), Lyl -, Lekt)
vektort. Az « vektor keresztosszege alatt értem az x,+x,+---+ 2
Osszeget 8 ezt x-szel jel6lom.

Két vektort (egymdssal) baratsdgosnak nevezek, ha a szor-
zatuk keresztosszege egyenld az eredeti két vektor keresztossze-
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geinek szorzatdval. Azaz az x, =’ vektorok akkor baratsigo-
sak, ha

xx' = xx'. v

Minthogy az a®’=a egyenletet az R,-nek minden eleme s
ugyancsak minden vektora kielégiti, azért minden vektor 6n-
magéval bardtsigos.

A vektoroknak egy tetszésszerinti halmazit baratssgosnak
nevezem akkor, ha a halmaz barmely két eleme (egymassal) ba-
ratsigos.

Nyilvénvalék a vektorokra vonatkozé kévetkezé miiveleti
szabalyok :

(x+x)a" =ax" + x'x",
x+x =x+ 2.

Ezekbél folynak a kiovetkezdk :

(x+xl)xll — a,xll +x1xn = xu +'.’I"£L‘",
x+ o'z =@+a)a" =wa"+a’ 2"

A (7) szerint érvényes tehdt a kovetkezS:

Ha az x, x' vektorok bardtsdgosak az x" vektorral, akkor
x+x' is bardtsdgos x"-vel. L

Minthogy pedig a (7) érvénytelensége az xx’ = xa’ + 1
egyenletet jelenti és az R,-ben 1-4-1=0, azért az elébbihez ha-
sonldan :

Ha az x, x' vektorok eqyike sem bardtsdgos az x" vektor-
ral, akkor x4’ bardtsdgos x"-vel.

Az Osszeadds szabalya alapjan a vektorok egy 2¢ rendd
2, 2,..., 2) tipusu AsEeL-féle csoportot alkotnak. Kzt az Osszes
(t elemt) vektorok (additiv) csoportjanak nevezem s [-val jels-
16m. A H-nak egy tetszésszerinti h alcsoportjit vektoresoport-
nak nevezem. Ha a A-nak elemei baritsigosak, akkor magit a
h-t is bargtsdgosnak nevezem. El6készité vizsglataink az ilyen
h csoportokat illetik.

A fentiek szerint bardtsdgos elemeken felépild vektorcsoport
mayga s bardisdgos. Mas széval, eqy vektorcsoport mdr akkor
bardtsdgos, ha eqyik bdzisdnak elemei bardtsdgosak.

Tanacsos a kovetkezbket megjegyezni: Az 1,=(1, 0,..., 0),
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1,=(, 1,...,0),..., 1,=(0,0,..., 1) vektorokat (1-sd, 2-dik,...,
‘ t-dik) egységvektoroknak, réviden egységeknek nevezem. Minden
J vektor egyértelmiien eléallithaté kilonbozé egységek Osszege-
| ként, amelyeket az illet$ vektor egységeinek nevezek. (A 0,0,...,0)
‘ vektornak «nincs» egysége.) PL a (0,1, 0,1, 0,..., 0) vektor a -
[ 2-dik és 4-dik egységekbol &ll. Krvényesek a kovetkezdk: Két
vektor 6sszege 4ll mindazokbdl az egységekbdl, amelyek a két
vektor koziil pontosan csak az egyikben szerepelnek. Vekfor-
szorzat egységel a tényezdk kozos egységei. Vektor keresztosszege
| 0 vagy 1 a szerint, amint a vektor péaros vagy paratlan szamu
ogységhdl all. Megfelelleg magat a vektort is parosnak, illetve
‘ paratlannak nevezem. A (7) szerint a baratsagossig feltétele
akkor igy szovegezhets: Két paratlan vektor akkor baratsdgos,
| ha kozos egységeik szdmossiga paratlan. Mds két vektor akkor
baratsagos, ha kozos egységeik szamosséga paros.
{ Bebizonyitom a kovetkezdt :
[ 1. Segédtétel. Ha az R,-beli A ={(ay) G, k=1,2,...,1)
matrix  szimmetrikus (G = ar:), [0dtldjdnak minden eleme

0y =0) s az a;= (a1, Giz.---, i) =1, 2,..., 1) sorvektorok
halmaza bardtsdgos, akkor
E iy =0,
1§i</c§t

Mint az itt kovetkez§ bizonyitdsban, gy méskor is meg
fog torténni, hogy egy-egy pillanatra az 2, elemeit az R (ra-
cionalis szamok teste) megfeleld elemeivel (0-sal, illetve 1-gyel)
helyettesitve gondoljuk. Az ilyen esetekre kiilon nem figyelmez-
tetek, de ezek felismerheték lesznek arrél, hogy az illeté ki-
jelentések az R, testben elvesztik értelmiiket.

Feltevés szerint

iy =y ~ AS<E=D-

Ebbél 0= a;a; + a; ax 5 igy
' 0=2 N at2 3 zan (mod 4).

1<i<h<t 1<i<he<t

Minthogy a; = «}, azért

t __ t .
Ya;, =Y« (mod 4).
i=1

i=1
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Ezt az elébbihez hozzdadva:

. .
Za =Y Z i +2 Y a;ar (mod 4).
= i=1 k=1 1<i<ht

A jobboldal elsé 6sszege részletesen kiirva:

3 t t
Z Z Z QinGin.

i==1 k=1 n=1

4

-

E helyett vehets

t t g

2 (E Qin 2 (xn) = 2 (V an)? = Y an, (mod 4),

n=1 ij=1 n=1i=1 n=1
ahol ay == (15, don,..., Asn) 82 A matrix n-dik oszlopvektora. Az
utobbi Gsszeg helyett a szimmetria sajatsdag miatt

irhatd, s igy a fenti kongruenciabol el§all :

t t

Za = (X a;)? (mod 4).
A baloldali Gsszeg nem egyéb, mint az A matrix elemeinek
Osszege, vagyis az A egységelemeinek szamossiga. Ez az A-rdl
87016 feltevések szerint paros, s igy épp az itteni kongruencia
szerint egyben 4-gyel is oszthaté. Ezzel az 1. segédtételt be-
bizonyitottuk.

2. 8.

Az itt kovetkez$ segédtétel elsé dllitdsa a 2 alatt idézett
dolgozat C segédtételének (1. o. 59. 0.) ismétlése, mig a mdso-
dik 8llitast itt fogom bizonyitani. :

2. Segédtétel. Legyen megadva az R, testben r(= 0) szdmi
t elemi faggetlen cm(m=1, 2,..., r) vektor s jelentse

zi(t=1,2,...,0) az (s, Tia.re, Tar)

vektort, ahol xyy,..., 2y 1* szdmi fiiggetlen vdltozé az R, test-

ben. Az
T+ =1 (<i<esy, (8)

ema; =0 (i=12...,t: m=1,2 ..., (9)
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t—r+4-1

2
hatdsdg szikséges és elegendd feltétele az, hogy a ¢, ¢,..., ¢
vektorok halmaza bardtsdgos legyen. (A c¢™ jel6lésben az m
természetesen nem kitevs. A ¢, c%..., ¢ fiiggetlensége a vekto-
roknsél szokasos értelemben gondolandd, vagy — ami ugyanaszt
jelenti — értheté alatta ezeknek a vektoroknak fiiggetlensége a
H csoportban.)

A még bizonyitandé masodik alliths az r = O esetben he-
lyes, mert a (9) elmarad s a (8) egyenletrendszernek van meg-
oldésa. Ezért feltehets, hogy r=>1. Legyen a c™ részletesen ki-
irva (c?*, ci,..., c).

Tegyiik fel elébb, hogy a (8), (9) egyenletrendszernek van
megoldasa. Akkor (9) szerint

linedris egyenletrendszer rangja t* —( ) s a megold-

M=

—— { ——
crenx; + Y epemar; =0,
i=1 i=1

[J

ahol m és n két tetszésszerinti elem 1, 2,..., r kozil. Jelentse
Gy 2z Xy egylitthatdjat az egyenlet baloldalan. Akkor

Ay = CP*CR + cPeft G, k=1,2,..., 1)
E szerint a; =0 (’I, =1,2,..., t) s Ui = iy (1 = 1<k < t).
A fenti egyenlet tehat (8) miatt dtmegy a kovetkezbbe:
> ax=0.

1<i<k<t
Ez nem egyéb, mint

-

Ebbél eldall

azaz c™cn = c™ ¢", Eazzel azt nyertik, hogy a (8), (9) fennallasa-
bol kovetkezik a ¢, ¢?..., ¢ vektorok halmazdnak bardtsdgos
volta.
Legyen most forditva ez a vektorhalmaz baratsagos s legyen
h az eme vektorokon felépiilé csoport, ami akkor ugyancsak ba-
ratsagos.
LVI 7
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Legyenek az
e Igit<k<t) 68 ' i=1,2,..,t;m=1,2,...,7)

tetszésszerinti olyan allandék az R, testbdl, amelyekkel szo-
rozva a (8), (9) egyenletek baloldalait, majd Osszeadva, a nyert
kifejezésre azonosan fenndall:

t r
DQlu@ntrz)+Y X Bemay=0. (10)
1<i<k<t i=1m=1
Ha ez az egyenlet helyes marad a (8), (9) egyenletek baloldalai-
nak a megfelel§ jobboldalakkal valé helyettesitése utdn, vagyis
ha (10) azonos fenndlldsabdél kovetkezik

S k=0, (11

lé’igc<=t
akkor ismert, tétel szerint a (8), (9) egyenletrendszernek van meg-
oldésa.
A (10) baloldaldnak mésodik felében az x;. (¢, k=1, 2,..., )
egyiitthatéjat jelsljiikk ay-val. Akkor a (10) azonos fennéallisa

miatt
=0 G=1,2..,0; Qg = =1L o<i<e=n. (12)

Mégsrészt az a;, részletes alakja:
r
agp =X Ter  Gr=1,2...,0

m=1

E szerint érvényes a kovetkezd vektoregyenlet:
7

(@its Qizs---, Q) = DX '™ G=1,2,...,0. (13)

m=1

(Ez utébbi egyenletben az Ii* egyiitthaték az R testben fogan-
dok fel.)

Minthogy a (13) jobboldala eleme a A baritsigos vektor-
csoportnak, azért (12) és (13) szerint az (w;) matrixra alkalmaz-
hat6 az 1. segédtétel. Ismét a (12)-re valo 1ekintettel ezzel épen
(11) all els, amivel a 2. segédtételt bebizonyitottuk.
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3. 8§

Jelentse h az Gsszes (¢ elemt) R,-beli vektorok H csoport-
jénak egyik tetszésszerinti olyan baratsdgos alesoportjat, amely
az (1, 1,..., 1) vektort tartalmazza. Legyen a h rendje:

(h) = 2r. (14)

(Alt&léban is «( )» jelentse a csoport rendjét.)
Jelentse tovabbd u a t-nek felfelé kikerekitett felét, azaz
{

u = E vagy 9
Allitom a kovetkezét

3. Segeédtétel. Mindig

a szerint, amint 2|t vagy 21¢.

r<u’ (15)

Jelentse tovabb4 A’ a H mindama c elemeinek 3sszességét,
amelyekre a {h, ¢} csoport baratsigos. (Altaldban «{ }» jelentse
a belézart elemeken felépiils csoportot.) Akkor az 1. § szerint
h' is csoportot alkot. E mellett nyilvanvaléan h <h'. (A «<»
jel ugy is értends, mint valédi részhalmaz jele.)

Allitom még a kovetkezit:

4. Segédtétel. Ervényes

(h') = Q2u—r, (16)

Minthogy h < h' miatt (h) < (h), azért (14) miatt (16)-bdl
kovetkezik (15). Elegendd tehét csupén (16)-ot bizonyitani. (A (16)
a (14) miatt a (h) (h') = 2% szemléletesebb alakban is irhaté.
Természetesen ép (15) miatt A’ altaldban nem baratségos.)

Tekintem mindenekelStt az 7 =1 esetet. Most h Osszes
elemei ¢,== (0, 0,...,0) és ¢, = (1, 1,...,1). A cysal a H-nak
minden eleme baritsagos. A c,-re és a H tetszésszerinti ¢ ele-
mére fenndll cc, = ¢,. Mésrészt ¢,= 0 vagy 1 a szerint, amint

5 Fenti lényegében azonos egy régebbi segédtételemmel a kovetkezd
helyen: RiépEr L.: Felsé korlat a masodfokt szAmtest abszolut osztily-
csoportjénak 4-gyel oszthaté invaridnsai szdméra, ez az Ertesits, 51 (1934),
220. Most a bizonyitast minden kiilon faradsidg nélkil més tton ujra fog-
juk nyerni.

7*
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2|t vagy 2Tt Erre a ¢, ¢, parra tehat a (7) alakja ¢ = 0(2|¢),
illetve ¢ =¢(211). Az utébbi minden c-re teljesil, s igy 2 1
mellett A'=H, (W)= (H)=2'= 221 A ¢ =0 a H elemeinek
pontosan felére teljesiil, 8 igy 2|t mellett (h') = 3 (H) =2¢—1=22—1,
Minden esetben igaz a (16).

Legyen ezutidn r (> 2) tetszésszerinti, és feltételezem, hogy
(16) helyes minden olyan esetben, amikor A helyébe egy 27-nél
kigebb rendli, de hasonléan értelmezett csoport 1ép.

Legyen ¢,, Cay---, ¢, @ h-nak egyik fiiggetlen bazisa. Fel-
tehetd, hogy ¢, = (1, 1,..., 1). Feltehets, hogy minden més ¢;-nek
t=29,8,...,r) elsé eleme 0, mert kiillonben a célnak megfelel
8 Gy CuFCyy Cg + Uglys--+, Crt0Qye, bézis, hogyha itt «,, dag,...
.oty @y (=0, 1) alkalmasan valasztott értékek. A ¢,~nek nem minden
eleme 0, s igy az &ltaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetd,
hogy ép az 6 masodik eleme 1. Végiil feltehets, hogy c;-nek
(t=29, 3,..., r—1) méasodik eleme is 0, mert kiilénben megfelel
egy alkalmasan valasztott ¢,, ¢, 0,6r, Ca+DgCrye -y o1+ br_iCm Cr
bézis.

Ezekutén legyen hgo={¢;, .., ¢,—1}. Minthogy h, <h,
azért h, is baratsdgos, tovabba c,Eh,(«E» a tartalmazas jele) és
(hy) = 2r—1. NMint h,hoz h', gy tartozzék hy,-hoz k.

Nyilvanvalé, hogy h'< hy. Tovabba c,= (1, 1, 0,..., 0) nem
baratsagos ¢,= (0, 1,...)-gyel, ellenben ¢, baratsidgos c¢,-gyel és
minden ¢-vel (i=2, 3,..., r—1), amely utébbiak mind (0, 0,...)
alakuak, és igy c,€hy, c,&h'. Ez nz el6bbivel egyiitt azt je-
lenti, hogy

(ko) = 2(I).

Legyen masrészt ¢', ¢” két olyan elem A -b6l, amelyek nem
tartoznak h'-be. Minthogy ¢', ¢” baratsdgosak h, minden elemé-
vel és h={h,, ¢.}, azért egyikiik sem bardtsdgos c,-rel. Az 1. §
szerint teh4t ¢=c'+¢" baratsdgos c,~rel. Tovabba ¢ a h, elemei-
vel is baratsdgos, és igy c€h’. Bz azt jelenti, hogy a hy/h’
faktorcsoport rendje 2, azaz

(o) = 2(k).

Minthogy a feltevés szerint (hg) = 22— (—1, azért a (16)
bizonyitdsa megtértént.
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4. 8.

At,u, h, v, b’ jelentése legyen ugyanaz, mint a 3, §-ban. Je-
lentse (t, i, s) az I, test olyan t elemi vektoraibol allé ¢y, ¢,,- - -, Cs
sorozatainak szdmossagat, amelyekre a {h, ¢, C,..., ¢s} esoport
baratsigos, 1ugy értve ezt, hogy a ¢, ¢-.., ¢s sorozatokban a
gorrendre is figyelemmel vagyunk. Itt s barmilyen pozitiv egész
szamot jelenthet, tovabba az s = 0 esetet is megengedjiik, még-
pedig (¢, h, 0)=1 értends.

Az itt emlitett ¢,, ¢,,..., C2 BOTOZAtOkbOl egy tetszésszerintit
Cs-sel jelolok. Legyen s>2. Nyilvanvalé, hogy C; minden eleme
h'-be tartozik. Kiilénésen tehét h'-be tartozik ¢, is. Lathatd
tovabba, hogy ¢,, Cy--.., Cs—1 egy Gs—; sorozatot képez (a h he-
lyett) a {h, ¢;} csoporthoz. Forditva valahényszor c,Eh' és
Cys Cgre -3 Cs—1 €8y (is—y sorozatot képez a {h, Cs} csoporthoz, akkor
mindig ¢, ¢,..., ¢s egy Cs sorozat (a h-hoz). Ezzel bebizonyi-
tottuk egyelére csupin s > 2 mellett & kdvetkezdt:

(t, b, )= 3 (& {h, ¢}, s—1) =D (17
CER’

Ugyanez a maradék s=1 esetben is igaz, mert ez ekkor igy hang-
zik: (f, h, 1) = (h'), s tényleg az értelmezés szerint ({, A, 1) nem
egyebet jelent, mint a h' elemeinek szdmossigit. A (16)-bol
akkor mindjart
(t h, 1) = 227 (18)

irhato.

A (17) jobboldala két részre bonthaté a szerint, amint ¢
eleme h-nek vagy nem eleme. Az elébbi esetben {h, c} =h,
tovabba mindig h<h' s igy (14) szerint

t, by 8) =2, hy s—1)+ 3 (t, {h, ¢}, s—1), (19)
c€h'—h

ahol h'—h jelenti a A' mindama elemeinek halmazét, amelyek
nem tartoznak h-ba.

Allitom a kévetkez6t:

5. Segédtétel. A (¢, h, s) a h-tdl csak umnyiban figg, hogy
figg a h rendjétdl, mégpedig
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s

2
B (29— 1) (28—1 — 1)... (2521 — 1) 20
¢, h, 8) = Z (22—1) (2*~1)...(2% 1) . *

L 92u(s—i)—r (s—20)— (§) +2 (3;)»

=

ahol az Gsszegezés felsé hatdrdul az %—ben foglalt legnu-

gyobb egész szdm értendd.® Az Gsszegezend8 elsd tényezdje
az 1 =0 esetben 1-nek veendd

A (20) jobboldala ugyanis az s==0, 1 esetekben 1-be, illetve
9n—r.hbe megy at, s igy a definicié és (18) szerint ezekben az
esetekben helyes az élliths. A tovdbbiakban felteszem, hogy
§ > 2 és hogy (20) helyes az s-nek «kisebb» értékeire.

A (19) jobboldalén ({h, ¢}) =2(h) = 2"+, 5 igy a feltevés
szerint az illeté Osszeg tagjai egyenlék. A (14) és (16) figye-
lembevételével elGall tehat

& hy 8)=27(r, s—1) 4+ Q—"—2) (r+1, s—1), (21)

ahol a (20) jobboldalat (atmenetileg) az (r, s) jellel jeloltem.

A (20)-beli 6sszegezend$ elsd tényezbjét ag-vel, a masodik
tényez6 kitevsjét b,g-vel jel6lom. Akkor (21) jobboldalat (20)
szerint részletesen kiirva:

3—1 8—~1
2 “a-
2, i Gy
(t, h, S) = z As—1, i Qbr, 81, i+7 -+ z @s—1, ¢ Qbr+1. 81, i+2w—r __
i=0 i=0
s—1
7z
— Z As—1. 4 Qbr+y, 8-1,i+7,
i=0

Az els6 és harmadik Osszegben ¢ helyett ¢{—1-et irunk, egyszer-
s+1
2
sitve. Tovabbé figyelembe vessziik azt, hogy

br,s—l, i1 =bpsi—r+s—241,

bri1, 51, im17= Dpgi — 1

smind az Osszegezés hatarait az 1, szamokkal helyette-

6 Csupan mellékesen megjegyzem a kovetkezbt: A (i, h,s) értelme-
2686bl azonnal latni, hogy 2|t mellett a (20) jobboldala az r =1 helyet-
tesitéssel nem egyéb, mint az R,-ben képzett ama s soros t oszlopos
matrixok szimossiga, amelyeknek négyzete «sort sorral» kompoziciéval
csupa zérus elemil matrix.
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Ugyancsak a mésodik Osszegre nézve figyelembe veendd

byss, 51,5 = bpsy — 20 + 7+ 2i.
Ezek szerint

s+1 s—1

@, h, )= 2 (25—2+1 ) As—1, i—1 Qorsi - 2%(1«3-1, § Qbrsi,
i=1 i=0

Itt az els§ oOsszeg felsé hatara Es-vel helyettesitheté, mert
s+1
2

Osszegben is —% vehetd felsé hatdrul, mert ¢ = —;— mellett az

as—1.; tényezd 0 (dltaldban ay =0, ha 2{ > s). Tovabba

7=

mellett az illeté tag elsé tényezdje 0. A masodik

92 1

(23'_2 i+l 1) g1, 4—1 — 91 Asi 1),
. 28982
Rty = e s (20

Ezeket behelyettesitve, ezutdn az els§ Osszegben alsé hatérul
(1 helyett) O vehetd, ami utdan a két Osszeg eggyé Gsszevonhaté
s el64all éppen

s

t, b, 5) = 3 a#i 2o,

i=0

Fzzel az 5. segédtételt bebizonyitottuk.

5. §.

A t, u, h, r jelentése tovabbra is legyen ugyanaz, mint a
3. §-ban. Az elébbi 4. §-beli (¢, A, s) mellé értelmezziik még a
(t, h, 8] jelt, ami jelentse a H csoport mindama 27+ rendd ba-
ratsagos alcsoportjainak szdmossdgdt, amelyek h-t tartalmazzak:
Az s itt is barmilyen nem negativ egész szdam. Egyébként nyilvan-
valéan [f, h, 0] =1, tovabba a 3. segédtétel szerint [¢, h, s] =0,
ha § > u — .

Ha az itt adott értelmezésben baratsagossigrél nem beszé-
link, akkor ismert dologrél van sz6, nevezetesen [t, h, s],-8al
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jelolve a H mindama 27+5 rendti alesoportjainak szdmosségat,
amelyek h-t tartalmazzak, fennall
. (2t——1‘__1) (Qt—r-—l_1)“_(2t—r—s+1_1)

&b slo= @ H@-n..e-n > @@

amely képlet a H-nak minden 2" rendd 7 alesoportjara érvé-
nyes. (Ett6l a megszakitastdl eltekintve A tovabbra is az eddigi
jelentéssel birjon.)

Allitom a kovetkezdt:

6. Segédtétel. A [t, h, s] a h-tdl csak annyiban figg, hogy
fiigg a rendjétél, mégpedig
(QQ (n—r)__ 1) (22 (u—r—1)__ 1) . .(22 (u—r—s+1) __ 1)

@ —1)(2—1D)...(2—1) )

(£, h, s] = 23)

(A (22)-6t mnemcsak hasonlatossiga miatt allitottam ide,
hanem ez a (23) levezetéséhez alkalmazdsba is j6n.)

Legyen s=1 és (,=c,, Cy,.--, s egy olyan sorozat, mint a
4. §-ban. Legyen ennek h-rangja ¢, azaz ¢ a (, legtébb, olyan
X, &,,... elemeinek szdmossdga, amelyekre a,x,-+a,x,+--Eh
(ay @gy...=0, 1) csupén a,=a,=---=0 mellett all fenn. Akkor
{h, Cs} a H-nak olyan, h-t tartalmazé h; baratsdgos alesoportja,
amelynek rendje: ({i, C,}) = 27+i.

Meghatarozzuk azoknak a (;-eknek szamossigit, amelyekre
{h, Cs} egy bizonyos h;. Legyen ¢), cy..., ¢i & hinek egyik fiig-
getlen h-bézisa, azaz hi={h, ¢, c,..., ¢i}. Akkor a {h, C;}=h;
esetben

€1 = ancy +- -+ aici + a1

Cs = UarC1 ++++ GiCi + s

ahol (ap,) (m=1, 2,..., 8; n=1, 2,..., 1) egy csupa O és 1 ele-
mekb6l 4llé olyan matrix, amelynek rangja ¢, hogyha ezt a
matrixot az R, testben értjik, tovdbba a,, a,,..., a; a h-nak
elemei. Forditva is minden ilyen (amn); a,, @,-..., @5 rendszer
éppen olyan C,-t szolgiltat, amelyre {k, C,} = h. Minthogy
pedig kiilonbozé (@mn); ¢y ds,- - -, as rendszerek kiilénbozdé Cg-ekre
vezetnek, azért a kérdezett szdmossidg (14) miatt

2 1‘8A73i ’
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ahol N;; a tekintett (uy,,) matrixok szamossdga. Az N; is kony-
nyen megallapithaté (az (@mn) elsb oszlopat vélaszthatjuk 29—1-
féleképpen, ezutdn a masodik oszlopot 2°—2-féleképpen,...),
mégpedig

Ny=(25—1) (28—92)...(25—2i—1),

Ezek szerint a fenti C,-ek szdmossaga:
(29— 1) (251 —1)...(25—1+1—1) g(3)+rs

A most meghatidrozott szamossagot [¢, A, i]-vel szorozva,
nyilvanvaléan el64ll azoknak a C, sorozatoknak szamosséga,
amelyekre {h, C;} barmilyen 2+i rendd h és H kozott 1évd
baratsigos csoport. Minthogy az i lehetséges értékei O, 1,...,s,
azért az Osszes (, szdmossiga:

(¢, hy 8) = _286(23-1) (251 —1)...(28—”1)2(;)”3 [t, h, 7). (24)
(Ez az s=0 esetben is helyes, amikor ugyanis a [t, #, 0] egyiitt-
bhatdéja 1-nek veendd.)

Ebben s helyébe rendre a 0, 1, 2,..., s szdmokat irva, az
el6allt egyenletrendszerbél (t, h, s] kifejezhet§ (¢, h, 0), (t, h, 1),...,
(¢, h, s) 4ltal. Mégpedig az 5. segédtétel miatt [¢, b, s] sem fiigg
a h killonos megvalasztasatol, s igy a 6. segédtétel els§ allithsa
helyes. Tovabbé a mondottakbodl s (20)-bél vilagos, hogy

[¢, h, s] = f(2%) (25}
s~edfoku polinomja 22“-nak, részletesen
f(x) = agx® + a,x*~! +---+ as, (26)

ahol az a,, d,,..., a; egyiitthaték kizdrdlag r-t6l és s-tél fiig-
genek. -

Mint fent megjegyesztiik, [t, h, s] =0, ha s > u — r, vagyis,
ha w <r-'s. Azaz egy bizonyos 7, s értékpar mellett (25) el-
tinik az w =7, r+1,..., r + s — 1 értékekre. (Mas értékek (15)
miatt nem jonnek tekintetbe.) K szerint

f@) = a,(x—2%) (x— 22 +V), | (x—220r+s—1), 27)

Az «, is kénnyen megadhaté, mert ez nem egyéb, mint
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(20) jobboldalén (az ¢ = 0O-hoz tartozo tagban) 22« egyiitthatdja
torve (24) jobboldalan {f, h s] egyiitthatéjaval :
97— (3)
a, = 28)
C (@) @—1)...2—1) 23+ (

A (25) szerint, (27)-ben a helyett 22t helyettositve, majd
a zarjeltényezbkbil kiemelve a

92r 92(r+1)  92(r+s—1) — 227'”2('3)

értéket, s (28)-at is figyelembe véve, éppen eldall (23).

6. 8.

A végzett eldkésziiletek utdn ratériink tulajdonképeni tar-
gyunkra,

Legyen ismét adva egy tetszésszerinti {(> 2) egész szam
(a =1 esetet mellézhetjiik). Mind a bevezetésbeli megallapoda-
sokat 8 jeloléseket ismét érvényesnek vessziik.

Tekintsiink egy tetszésszerinti 4= D', D” D-felbontést.
Akkor

D’ = pfpgt---pi, (29)
ahol minden ¢; értéke O vagy 1. Egyszersmind (1) miatt
D" = pimepg™ - p (30)

A 4-hoz hozzérendelem a ¢ = (¢, ¢,,.-., ¢;) vektort s ezt a
4 kitevévektoranak nevezem. Ha mdst nem mondunk, vagy a
kifejezések mésra nem mutatnak, akkor az ilyen ¢ vektor az
R, testben értends. Ezzel az 1. §-beli H vektorcsoport elemei
és az Osszes D-felbontdsok egy-egyértelmii vonatkozésha jutot-
tak. Megfeleloleg igy is beszélink: J a ¢ vektorhoz rendelt
D-felbontés.

Nyilvanval6, hogy ha a 4, 4, D~ felbontasokhoz rendelt vekto-
rok ¢, ¢,, akkor a Jd, Osszetett D-felbontdshoz rendelt vektor
c+c¢, vagyis ez a hozzdrendelés izomorf vonatkozas a G és H
csoportok kozott. Megfeleldleg beszélhetink a (-nek egyik g
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alesoportjadhoz rendelt h csoportrél, ami a H-nak (ugyanolyan
rendd) alesoportja, s 4ll a g elemeihez rendelt elmekbdl

Meg akarom vizsgalni, hogy milyen T tipusok esetében
2-odfaju a tekintett 4 = D', D" D-felbontés.

A (2) a kivetkez6 alakban irhatd:

(f}") (—1)mix G, k=1,2,...,¢;i%k.  (31)

Az ebben szereplé xy jelek mellé bevezetem még az
x;(== 0 vagy 1) jeleket (i=1, 2,..., t), értelmezve a

t
Dxi=0 =1,2...,0 (32)
k=1
egyenletek altal. (Az 1., g, .-, Lt} 5.+, & jelek is ezentdl

rendesen az R, testben foganddk fel.)
Legyen a (6)-ban elészér p;|D”. Akkor a (29) és (31) sze-
rint (6) baloldala:
D) _ (1) o e
= (— )
(p’l. k= ll( ])L ( )

Hasonléan irhato (6) baloldala a p;|D’ esetében (30) és
(31) szerint, azzal az eltéréssel, hogy most a

t
> (—ck)
=

kitevé lép fel. E helyett azonban (32) miatt ismét az elébbi
Osszeg vehet§. Ha még bevezetjilk az

xT; = (.%'1-1, Li2ye ey xit) (i=1,2,..,1 (33)

vektorokat, akkor a szébanlevé Osszeg nem egyéb, mint a cx;
keresztosszeg, és igy (6) a kovetkezéképpen alakul:

Lemma. ligy tetszésszerintt 4 D-felbontds, akkor és csuk
akkor 2-odfaju, ha annak ¢ kitevdvektordra teljesiil

or=0 G=12...,0. (34}

Ennek alapjan latjuk, hogy mindazoknak a T tipusoknak
meghatérozase, amelyekre egy adott ¢ kitevévektorhoz 2-odfaju
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D-felbontasok tartoznak, a kévetkezéképen térténhetik: Valasz-
tunk egy bizonyos U = (e, &,...., &) {Orészt, meghatdrozzuk az
Lygs Lygs-+-» Ly Olyan értékeit, amelyekkel (34) fennall, tekintetbe
véve, hogy ezen kiviil még (32)-nek és (3)-nak is fenn kell dllnia,
amely utobbit most mar az

Zip + Lp = sigx AZi<k=D (35)

alakban irunk. Kzen az tton (4) szolgaltatja az Osszes U f6-
részii T-t. Latjuk, hogy igy csupdn linedris egyenletrendszer
megoldésaval van dolgunk. Természetesen nem minden U-hoz
van megfelelé T, amely kérdést ezutan vizsgilunk meg.

Ha h tetszésszerinti halmaz a F{ elemeibdl, akkor hl’-val
jelolom a cU szorzatoknak halmazat, ahol ¢ befutja a h elemeit.
A MU elemeit mindenkor tobbszérésség nélkil gondoljuk. Ha a
I esoport, akkor LU is esoport, mert ¢cU—+¢'U = (¢c+¢') U.

Allitom a kovetkezét:

1. Tétel Legyen adott t mellett g egy olyan 27 rendi al-
csoport az Osszes D-felbontdsok G csgportjdban, amely tartal-
mazza o D, 1 elemet. Legyen h az IR, test t elemd vektorai
H csoportjdnak az «z alcsoportja, amely dll @ g elemeinek
kitevévektoraibdl. Legyen ¢™(m=1, 2,...,7) a h eqytk tetsés-
szerinti olyan fuggetlen bdzisa, amelyben éppen ¢'=(1, 1,..., 1).
A 2-odfaji D-felbontdsok G, csoportja akkor és csak akkor
tartalmazza a g csoportot (jelekben g < G,), ha a (4)-beli T
tipussal fenndll

Lie + Lwi = ei6f NZi<h), (35)

;=0 (i=1,2,..,t; m=1,2,... 1), (36)

ahol x; u (33)-beli vektor.
Akkor, és csuk akkor van adott U = (e, &,,..., &) forésszel
bird olyan T tipus, amelyre g<G, ha « hU csoport bardtsd-

gos, amikor azutdn a mondott t{pusok szdmossdga Q(t QH).
Megjegyzések. Az az itteni kik6tés, hogy g tartalmazza a
D, 1 elemet, valdjaban nem jelent megszoritast, mert D, 1 min-
dig beletartozik Gg-be. A tétel nyilvanvaléan éppugy igaz akkor
is, ha nem kotjik ki azt, hogy az (1, 1,..., 1) vektor tagja legyen
a c', ¢%..., ¢" bazisnak. — FEazzel a tétellel arra is megfeleltiink,
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hogy egy D', D" (=<1, D; D, 1) D-felbontds milyen 7' tipusok
esetében 2-odfaji, ekkor ugyanis ¢ = {D, 1; D, D”} veendd,
vagyis a tétel magaban foglalja a fenti lemmat.

Bizonyitas A tétel elsd allitisa azonnal folyik a fenti lem-
mabdl, tekintettel arra, hogy (32) megvan a (36) egyenletei ko-
zott, 8 arra, hogy egy csoport 2-odfaju, mihelyt a csoport egyik
bazisdnak elemei 2-odfajuak.

A tétel midsodik 4llitdsa ugy fogalmazhaté, hogy a (35),
(36) egyenletrendszer akkor, és esak akkor megoldhatd, ha a AU
csoport baratsagos.

Tegyiik fel elébb, hogy (35), (36) teljesiilnek. A c™et a
(cm, ¢2,..., ¢') alakban véve fel (m =1, 2,..., 7), hasonléan jar-
hatunk el, mint a 2. segédtétel megfelel allitdsanak bizonyi-
tdsanal. Tekintettel arra, hogy most (8) helyett (35)-tel van dol-
gunk, eldall

t t t
Wl Wl
Nere - Dche = X clide, (mon=1.2,...7),
i=1 k=1 i=1

azaz c™UcnU = ¢menU = ¢mU.c*U, ami a WU baratsagossigat
jelenti.

Tegyiik fel most, hogy hl baratsigos. Az altalanossag meg-
szoritdsa nélkil feltehetd, hogy

) == &y == 5821’ €etl =" = & = O’
ahol ¢ a 0, 1, 2...., { szdmok valamelyike. Az
Lip + Ty =1 (<i<k<e),

cmUx; =0  (i=1,2...,e:m=1,2,...7)

egyenletrendszernek, amely csupdn az xu(i,k=1, 2,..., ¢) isme-
retieneket tartalmazza, a 2. segédtétel szerint (alkalmazva at—=e
esetre) van megolddsa, mert a ¢™U(m=1, 2,..., 1) vektorok
baratsagosak (az, hogy ezek esetleg nem fiiggetlenek, ebben a
kérdésben k6zombos). A t6bbi ay-nak, amelyekben ugyanis i
vagy k>e, a 0 értéket adva, nyertik a (35), (36) egyik meg-
oldését.

A harmadik (utolsd) alliths a megoldasok szamossigarél
kovetkezik a 2. segédtétel rangszammegsllapitasabol, abbél hogy
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a szerepld ismeretlenek szdmossdga t* s hogy az R, test elemei-
nek szamossiga 2.

7. 8.

Legyen ismét t(=2) egy bizonyos tetszésszerinti egész szam
és legyen U=(e,, &,,..., &) szilardan megvalasztva. Az U egy-
ségeinek szdmossigat t'-vel jelslom (0 < t' <t). Tovabba u' je-
lentse v és t'+1

2 2
t'-hoz rendelve, mint a 3. §-ban u a t-hez).

kozil az egész szamot (ezzel ' tgy van

A jov6ben a H-nak h alcsoportjainil nemcsak a h eso-
portnak, hanem a AU csoportnak rendje is fog érdekelni ben-
niinket. Mégpedig minden h-hoz hozzarendelem azt a ¢, o' sz4m-
part, amelyre (k)= 2¢+¢, (hU) = 2¢, Ezt a g, ¢’ szdmpart a A
kitevfparjainak nevezem, a mnélkiill, hogy magara a kifejezésre
sulyt akarnék helyezni. Ugyanezt nevezem a (7 csoport h-hoz
rendelt ¢ alesoportja kitevéparjanak is. Mindig 0 <o <t —1t/,
0 < ¢ <. Nyilvanval6, hogy ha h* a H-nak egy maésik al-
csoportja és h<h¥*, akkor a h* kitevépéarja g+a, 0’40’ (0, a'=0).

Legyen tovabba I, a H mindama ¢ elemeinek alesoportja,
amelyekre ¢U = (0, O,..., 0). Ennek rendje: (H,) = 2:=¢. Jeldlje
az iménti h-ra h, a hAH, («A» a halmazok kozos részének
jele) csoportot. Akkor fennall (h,) = 2¢.

Jelentsenek ezutan h, h* olyan alesoportokat a H-bél, ame-
lyek tartalmazzak az (1, 1,..., 1) vektort s amelyekre a AU, hi*U
csoportok baratsdgosak. A h legyen szilardan megvélasztva,
egyébként tetszésszerinti, s legyen ¢, ¢" az 6 kitevéparja. Je-
lentse (I, U, h, o, ¢') mindazoknak a h* csoportoknak a szimos-
sagat, amelyek /-1 tartalmazzdk s amelyeknek kitevéparja ¢+,
o' + o', ahol o, ¢’ tetszésszerinti szildrdan megvalasztott nem
negativ egész szamok. A jelen § célja ennek a szamossiégnak
meghatirozasa. Természetesen nem minden h-hoz és o, o' parhoz
létezik h* csoport, de a kivetkezdkben ez a kérdés is tisztazo-
dik. Az a feltétel, hogy hU baritsigos legyen, a ' = O esetben
semmitmondo, a t' = ¢ esetben pedig azt jelenti, hogy maga /
baratsagos, s igy €szrevessziik, hogy az itt bevezetett szdmossig
ezekben a 826186 esetekben (22) és (23) altal mar meg van hatd-
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rozva. Ezért az itt kovetkezé targyaldsban feltessziik, hogy
1<t'<t—1, de megjegyezziik, amire még ra fogunk mutatni,
hogy a nyerend$ eredmény a most mell6zdtt esetekben is he-
lyes lesz.

Nyilvanvaléan elegendé azzal az esettel foglalkoznunk, amely-
ben az U =(g, &,,..., &) 1 elemei megel6zik a O elemeket.

Ezért feltessziik- kényelem kedvéért, hogy &, = e, =--=ep=1,
erpr=r=g=0.

A h csoportrol a kovetkezdket figyeljik meg. Egy tetszés-
szerinti ¢ = (¢,, .-+, ¢1) vektorbol alakitott ¢’ = (¢, ¢,..., ¢r)
t' elemli vektort a ¢ férészének nevezem. A fenti 1, nem egyéb,
mint a H o0sszes (0, O,..., 0) férészli elemeinek a csoportja.

Legyen H' az R, testben alakitott #' elemii vektorok csoportja :
(H) = 2", Legyen tovabb& h' a h Osszes elemei férészeinek eso-
portja. Akkor h'<< H' és (h') =2¢, utébbi azért, mert a h' egy-
egyértelmiien izomorf a AU csoporttal.

Minthogy a fenti c-re ¢l csak abban kiilonbozik c'-t6l,
hogy az utobbihoz még t—t' szému O elem lép, azért cU=¢c"
Ebbél (7) alapjén kénnyen lathato, hogy két (¢ elemid) x és y
vektorra xU és yU akkor és csak akkor bardtsigosak, ha az
',y f6részek is ilyenek. Kell tehat, hogy k' baratsagos legyen,
amibgl (15) szerint (1, 1,..., 1) €L’ miatt | <o'<<u' is kovetke-
zik. Egyszersmind természetesen 0 < ¢ <t—¢'. Forditva minden
olyan h csoport, amir6l most sz6 van, a kévetkezOképpen szer-
keszthets meg. Vessziik a H'-nek egyik tetszésszerinti 2¢' rendd,
az (1, 1,..., 1) elemet tartalmazé baratsigos L' alecsoportjat, va-
lasztunk ebben egy olyan figgetlen bazist, amely az (1, 1,..., 1)
vektort tartalmazza, mindezeket a bézisvektorokat az [t -nek
t—t' szamu elemével kiegéwzitjiik ¢ olemii vektorokka (a I/ ele-
meivé), ugy mégpedig, hogy a ' elemd (i, 1,..., 1) vektort a ¢
elemi (1, 1,..., 1) vektorra egészitjiik ki, s akkor ezek az ele-
mek és a Hjnak egy tetszésszerinti 2¢ rendd £, alcsoportja
eldallitanak egy kivant 2 esoportot.

Ezutin h jelentse ismét a fent szildrdan megvdalasztott cso-
portot, 8 most mdr Ossze akarjuk szamlélni a mondott h* cso-
portokat. Ezek is az itt eléadott moédon szerkesztheték meg,
mikézben még figyelembe veendé a h<<h* feltétel. Azaz vessziik
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Hynak egy a Il t tartalmazé 2¢+° rendld h,(s) alesoportjat;
ezeknek szamossiga a (22)-beli jeloléssel [t—t', h, o], ahol
iLo az a 2¢ rendd csoport, ami h,-b6l el6all akkor, ha ennek
minden vektorabol az elsé t' (zérus) elemet elhagyjuk. Vessziik
tovabbé H'-nek egy a h'-t tartalmazd 2¢'+¢ rendii baratsigos
h' (') alesoportjat; ezeknek szamossiga a (23)-beli jeloléssel
[t b, 0'). Védlasztunk A'(s')-bdl alkalmasan egy olyan fiiggetlen
bézist s ennek vektorait az R,-b6l vett {—!' szdmu elemmel
kiegészitjiik H-beli vektorokké gy, hogy az eléallt ¢?, c?,...,ce'+o’
vektorok (amik természetesen ugyancsak fiiggetlenek) kozil az
els6 o' szamu vektor mind eleme legyen h-nak, ami nyilvan-
valéan lehetséges. Akkor {c%, ¢%..., ¢¢'+%; hy(s)} egy kivant h*
csoport s ezen az uton minden h* eldall. Mindezek szdmossa-
gat ugy nyerjiik, hogy az emlitett két szdmossagot szorozzuk
90’ (t-t'—¢—0)lyal, amely utébbi tényezd abbol 4ll els, hogy a fent
mondott kiegészités a ¢+, c¢*2,..., ¢t o' szamd vektor
mindegyikében (H,) = 2!~¢-féleképpen végezhetd, de ezek a mo-
dozatok — minthogy az éppen megszerkesztett h* tartalmazza
a hy (o) csoportot — (ly(g)=)2¢+°-nként egyugyanazon h*-ra
vezetnek.. Ezek szerint érvényes a kovetkezd:

t U, hya,6'y=[t—1', hy, o), [t', b, 6'] 29 t—¥'—¢=0), (37)

Z) mint4jara az
{én—1} (an—1) (@1 —1). . (ank 1)
ge—1] (-1 @E*—1)...(6*—1)

jelolést, amelyben k& nem negativ egész szdm és f=1. Ha k=0,
akkor eme jel alatt az 1 értends. Ez a jel azonban mint az
a, 8, n, k argumentumok fiiggvénye fogandé fel, ugyhogy pél-
ddul a=4 mellett nem szabad a baloldalon 4*—1 helyett
2 —]-et irni.

Ezutan (37) a (22), (23) szerint atmegy a kivetkezibe:

Bevezetem az (

(38)

C)t —t'— U —g
(’, L" h, , o_v)z{ ¢— } {4';0?_11 IQU (t—t'—g- -0), (39)

Mégpedig ez igaz az eddig mellézott t'=0, ¢ esetekben is. Ugyanis
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t'=0 mellett egy tetszésszerinti h-nak kitevéparja nem egyéb,
mint p=7, o'=0, ahol 2" a & rendje, azaz most a (39) baloldala
ugyanaz, mint a (22) baloldala az r =g, s = o esetben; a jobb-
oldalak is egyeznek ¢'= 0 miatt. Hasonlé kapcsolatban all (39)
a (23)mal a t'=t esetben, amikor p =0 =0, ' =u.

Egyszersmind Gjra leszogezziik, amit mar lattunk, hogy (39)-ben
t'=1 mellett a 0 <o <p+o=<t—t, 1< <0 +0'<u/, mig t'=0
mellett az 1 <p<p+o<t, o'=0'=0 esetek joénnek tekintetbe.
Ezekben az esetekben a kérdezett szdmossdg létezik s (39) sze-
rint fiiggetlen a h killonds megvélasztdsatol.

A (89)-re sziikségiink lesz egész terjedelmében, azonban a
kéasbbiek kedvéért itt feljegyezziilk annak egy kiilonds esetét,
amely vonatkozik a tekintett 2 csoportok koziil mindazoknak a
szdmossagara, amelyek egy szilard g, ¢’ kitevépérral rendelkez-
nek. Fz a szdmossdg eléall a (39)-b6l akkor, ha s helyébe a
2 elemil {(1,1,..., 1)} csoportot, azaz g, o' helyett a 0, 1(t'>1),
illetve 1, 0(t'=0) szampért, tovabbd o, ¢' helyett a g, o'—1,
illetve p—1, ¢’ szémpért vessziik. Ezzel nyertik a kovetkezot:

A H csoport ama /i alesoportjainak szdmossiga, amelyekre
(1, 1,..., 1) €h, hU bardtsagos, a I kitevGparja g, o' (a t'=0
esetben ¢'=0 értends), a kovetkezo:

J 2,—71'_1 I 4‘“'7 1771 l o' — D) t—t'—p '
| oo [ oo T o= d0)
illetve
2/—-1_1
{20*1—1 } =0. (40,
8. §.

Legyen t, U, t', v/, h jelentése ugyanaz, mint a 7. §-ban,
kiilondsen tehat ismét (1, 1,... 1)€h, h<Il, hU bardtsdgos. A h
legyen szilardan megvédlasztva s legyen az ¢ kitevéparja ismét
0, 0'. Most is jelentse ¢ a G-ben h-hoz rendelt alesoportot.

N{(t, U, h)-val jelolom azoknak az U {Grészti T tipusoknak
szémossagat, amelyekre G, = ¢. Szandékom ezt a szamossigot
meghatirozni. (Ez a szdmossag tekintheté ugy is, mint ¢, U és

LVI 8
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g fiiggvénye, valamint tekintheté a h helyeit a g eleve adoftt-
nak.) Ezt a feladatot a lehetd legaltaldnosabban fogalmaztam,
mert az 1. tétel szerint csak az itt mondott A csoportok johet-
nek tekintetbe. Jollehet mind az ilyen A esoportra van az 1.
tétel szerint olyan 7T, amellyel g < Gr,, mégis elképzelhetd koz-
tik olyan h (azaz ¢), amelyre g = G, egyetlen T-vel sem tel-
jesil. Latni fogjuk azonban, hqu ez a lehetGség kizért.

Az L tétel szerint 2(7¢¢ 7 4 szamossaga azoknak az U
férészti T-knek, amelyekre g < G,. Mindezeket a T-ket osztd-
lyokba sorolhatjuk, egy osztdlyba véve koziilik azokat, ame-
lyekre G, egyugyanazon g*-gal egyenl§. Az ebben az osztaly-
ban levé T-knek szdmossdga éppen N(t, U, h*), shol A* a
g*-hoz rendelt csoport. I szerint fennall

S ON( U, hx)=o(T0E ), (A1)
h<h*<H
abhol az Osszegezés (ismét az I. tétel szerint) csupén azokra a
h és H kozotti h* csoportokra terjessztendd ki, amelyekre A*U
baratsigos.
A (41)-bdl kovetkezik
NG U+ Y N U oz 275,
hy SR <<H
ahol h, befutja a h és H kozti olyan 2¢*¢’+! rendd csoporto-
kat, amelyekre' h U baritsdgos. Az itt levé belsd dsszeg (41)
szerint 2078 7¢ ), mig a h, csoportok szdmossidga (22) szerint
legfeljebb 2i—¢—¢'—1, 8 igy a nyert egyenl6tlenségbdl kovetkezik

N@ U hy=2"8"), (42)

(A kovetett Ut szészerint nem jarhaté akkor, ha egyetlen A,
csoport sines, de ekkor (42) kozvetleniil folyik (41)—b61.) A (42)-
b6l kovetkezik N (¢, U, h) > 0, amint ezt allitottuk.

Most ritérek az N(t, U, h) pontos meghatérozésira. Alli-
tom mindenekelStt, hogy ez a szdmossag csupan a i, v, o, Q'
szamoktol fiigg, de nem fiigg a A kiilonds megvalasatésatol.

A bizonyitdshoz megegyeziink a kovetkez6ben. Mint lattuk,
az Osszes kitevparok a O<p<i—t', 1<o'<u’, (t'x=1) illetve
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I<oxt, o'=0 (I'=0) feltételeket kielégité o, o' egész szdmok-
bol 4ll6 parok. Ha g, ¢, egy maésik kitevépar és p<p,, o' <0}
a nélkil, hogy mindkét helyen az «=» jel lenne érvényes,
akkor az utdbbi kitevépirt az elébbinél magasabbnak nevezem,

A mondottak szerint mindig van egyetlen egy legmagasabb
kitevépar, s ha h barmelyik az ehhez tartozé csoportok koziil,
akkor (41) baloldaldnak csak az egyetlen N(f, L, h) tagja van,
8 igy ilyenkor helyes az &llitds. Tekintek ezutin egy tetszés-
szerinti h-t a g, o kitevparral s felteszem az 4llitds helyessé-
gét minden magasabb kitevépar esetére. Nyilvanvaloan elegendé
az allithst eme felteves mellett bizonyitani. Tekintem a (41)
ama tagjait, amelyeket egy bizonyos g+o, ¢'+o' kitev6parhoz
tartozé h* csoportok szolgaltatnak, ahol nem ¢ =¢'=0. Mint-
hogy szilkségképpen o, ¢’ = 0, azért a feltevés szerint a tekin-
tett tagok egyenlék s csupén a t, t' g, o, 0', ¢’ szdmoktdl figge-
nek. Toviabbé ezeknek a tagoknak szdmossiga (39) altal van
adva, s igy ez is csupin ezekt6l a szamoktol fiigg. Hasonld igaz
akkor a mondott tagok 6sszegérdl, amibdl az 4llitds mar beldthato,

Az itt végzett megbeszélés 8 a most bebizonyitottak sze-
szerint (41) a

S {6 U hoa, o) N(t, U, %) = 207
0,020

alakban irhato, ahol A* helyében mindenkor egy tetszésszerinti
olyan csoport értenddé a (41)-beliek koziil, amelynek kitevéparja
o+ o, ¢+ o', s azn Osszeg kiterjesztendé mind az olyan o, o’
értékekre, amelyekre p+o, o'+o' tényleg létezd kitevpéar (azaz
O<o<t—t'—p, 0<o'<u’'—9).

Bevezetem atmenetileg az

N@ U, =Nt 0 0) (43)

jelolést, ami a fentiek szerint indokolt. Egyben (39)-et figye-
lembe véve, az el6bbibdl a kovetkezdt nyerjik:

NY 2 =1 T g
\ Qoo d N(IL U, pto, o' +a') =

-_—t 20— ]2
= ol (44)

a. a0
)

ahol az Osszegezés hasonldan értendd, mint fent.
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Hatra van ennek az egyenletnek felolddsa. Ehhez hasz-
nalni fogom a koévetkezdt:
7. Seyédtétel. Tetszésszerinti a, B(=£1) €5 Yo, Yy.--, Yp 6r-

tékek mellett a
a
a_q
i=0

eqyenletrendszer egyetlen megolddsa

£, = 2(_1)1'{ ;j:i }(3(‘3;) Yaoi @=0,1...,0. (46)

i=0

Flegendé annyit kimutatni, hogy a (46)-nak (45)-be vald
behelyettesitésével el84llo

ZZ{;’—l} 1)"{ ﬂk fﬂ(é) Ya—i—k = Ya

=0 k=0

egyenlet minden a( > 0) mellett fennall. Minthogy a balolda-
lon y, egyiitthatoja 1, azért elég kimutatni, hogy ugyanott
Ya—1(I=1, 2,..., @) egyiitthatéja elttiinik. Ez az egyiitthaté rész-
letesen kiirva

\ ‘ (a®—1) (@@=1—1)...(a8=i—k+1_1) k
I a (%:)
@5 Y EhE D De—DE—D...¢—D "

/‘;
Itt a kozos szamlalé torélhetd, egyuttal ¢ helyett [—Fk irhato,

miutan az Osszegezés a k=0, 1,..., [ értékekkel végzends. Ez-
utan még (B —1) (B~1—1)...(8—1)-gyel szorozva elGill

g’v 1y ( 1) @—1)...(—FY)
= —1) (- 1)--(6"—1)

Itt az Osszegezendd nem egyéb, mint az

f@) = @—1) @—f)...@—F) = a@*+a@ - +a
polinom a; egyiitthatéja, s igy az (f(1) =)0 = a,+a,+- +ax
tényb6l kovetkezik az iménti Gsszeg eltlinése, azaz a 7. segéd-
tétel helyessége.
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Ezutén széndékom megoldani a

Ab—1 . a+b+3z

(i 2o =27 )
(=3 h:m)

egyenletrendszert, amelyben m, n tetszésszerinti nem negativ

egész szdmok, 2z hatdrozatlan, s Xy, Xyy,..., Zmn az ismeretle-

nek. Az nyilvanvald, hogy ennek az egyenletrendszernek egyet-
len egy megoldasa van.

Tekintem elébb (47)-nek a b=0 esethez tartozé

26—1 a+z
.;‘{21'—1}””“-10"9( ) @m0,1,..,m  (48)

i=0

egyenleteit. Ezekb6l s a 7. segédtételbs] eldall

a
Xap = Z(—D'{g?:i } 9() + 87 (amg 1, m. (49)
=0

Ezutan (47)-et a

/3 b
2¢—1) 40— i at(h+2)
Z{Qi_”(\ {Qk 1}2k<a D Tami oo ,c)_‘( )
0

i= k=

alakban irom. Ezt (48)-cal 6sszehasonlitva litjuk, hogy a bal-
oldali zarjelkifejezés nem egyéb, mint (49) jobboldala az
=)a—1, 2(=)b—+2z helyettesitéssel :

b
4b—1 .
2 { ok _ 1} R =

. S(_l)ll 2a—-1 1 }2(g)+(““'+£j““)’

amely egyenlet érvényés mindama a, b, i nem negativ egész
szdmokra, amelyekre 0 <a—i<m, 0 <b < n. Itt a—1 helyett
ismét «-t irva, majd 29b-vel osztva eléall:
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4b—1 | La, b—k _
Qk__1 [ Qa(b—k) T

7 ib A

0,1, ..,m
0,1,...,n /.

l

-

9a__1 (é) +(a+bg—z——-l) — ab a=
(_1)1{21_1}2 (b:

T
o

A jobboldal fliggvénye b-nek, amit egy pillanatra y,-vel jeldlve,
a 7. segédtétel ujboli alkalmazédsaval el8all

b
L g —1 ke
o -2l

k=0

azaz (az | Osszegezési betli helyett i-t irva)

a b
. iy -12“—1 |4b__1 (§)+(a+b+;-—i—k)+ak
o= 2 e i e )2 (50

520 )
Ezzel nyertik a (47) megoldésat.

Ebbdl a (44) megoldasa mint killonos eset all eld. Még-
pedig végezziik (47)-ben az a=t—t'—p, b=u'—¢', 2=1'—u'+1
helyettesitést s egyben irjunk 4, k helyett o, o' betiiket. Akkor a
baloldali egyiitthaté s a jobboldal éppen atmennek a (44) meg-
felel6 elemeibe, s ugyancsak egyezést latunk az Osszegezés ha-
taraiban. Ezek szerint a (44) megolddsa is ugyanazzal a helyet-
tesitéssel 4ll elé a (47) megoldasabol, azaz:

N(t, v o+o, Q,_’_ o) = Xt—t'—g—a, u'--¢'—a"*

(Megjegyzends, hogy mig (47) az ott megadott @, b értékekkel
értends, addig (44) a O <o <i—1', 1<o'<u (t'=1), illetve az
1<o<t, ¢'=0 ({'=0) értékekre veendd, s igy ebben a tekintetben
nem taldlunk teljes egyezést, azonban ett§l fiiggetleniil az iménti
kovetkeztetés helyességét biztositja az, hogy a (44) egyenlet-
rendszer egyértelmiien hatdrozza meg az Osszes N(, t', o, )
mennyiségeket.) Ezt csupan a o=¢'=0 esetre alkalmazva, (43)
és (50) szerint elgall :
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t—t'—o u'—o' ,
Y t—t'—po
N¢, U h)= 2 Z (— 1)i+k I[ 2 N 91 1 }
=0 k=0 - (51)
(A0 1| () a() (e ikt vk
| 2%¢—1 )

Mindezeket Osszefoglaljuk a kovetkezé tételben :

II. Tétel. Legyen t (= 2) és U = (e,, &,,..., &) tetszés szerint
szildrdan megudlasztva, legyen t' az U 1 elemeinek szdmos-
t t+1
2’ 2
eqész szdm €s legyen g, ¢’ két tetszésszerinti olyan raciondlis
eyész szdm. amelyekre 0 < o < t—t', 0 <o'< ', tovdbbd t'=1
mellett o'=1 és t'=0 mellett ¢ =1 teljesiil.

Az 0sszes D-felbontdsok G csoportjdnak eqyik tetszés-
szerinti g alcsoportjdhoz akkor és csak akkor taldini olyan
(U férészd) T tipust, amellyel a 2-odfaji D-felbontdsok G,
csoportja egyenls. g-vel, ha g tartalmazza a D, 1 D-felbontdst
és a g kitevovektorainak h csoportjdara hU bardtsdgos. Ezek
kozott a g csoportok kizott van olyan is, amelyre ((h)=) (g)y=2¢+¢,
(hU) = 2¢' s ezeknel szdmossdga (40), illetdleg (40, dital van
adva ; ezzel minden kivdnt g csoportol szdmba wvettink, ha
o, 0’ befutjdk a fent adott értékeket.

A mondott g-re a G, =g feltételt kielégité (U forészi) T
tipusoknak szdmossdga (51) dltal van megadva.

A tétel helyességének belatdsdhoz csupan még az L. tételre
é8 a (42)-re kell hivatkoznom, amely utébbi szerint N(¢, U, h)>0.
(Ez a tény az (51)-r6l nem koénnyen olvashaté le.)

sdga (0 <t' <), jelenlse u' a kozul azt, amelyik

9. &

Legyen ¢t és r (r <t) két adott pozitiv egész szém, s H
ismét az R, test { elemi Osszes vektorainak csoportja. Eljardst
akarok megadni a H 0sszes 27 rendd bardtsigos alcsoportjainak
megszerkesztésére. (Valojaban ezek kozill csak azok az alesopor-
tok érdekelnek benniinket, amelyek az (1, 1,..., 1) vektort tar-
talmazzdk., Az ilyenek szamossagit a (23) adja meg az r(=)1, .
s (=)r—1 helyettesitéssel.) Természetesen nem mindig létezik
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ilyen csoport, még pedig ehhez, mint ez kénnyen lathat6, most

Hc;l alakban irhaté. Azért
ezt az egyenlGtlenséget feltételezhetjiik, mert kiilonben a meg-
adandé szerkesztési eljards kivihetetlen.

Jelentse M az 1, 2,..., r elemeknek egyik nem iires rész-
halmazat; ezek szamossiga 2—1. M; és My jelentsen mindig
olyan M-et, amely az i elemet, illetve az 4, & elemeket tar-
talmazza.

Konnyii belétni a kévetkezst:* Ha ¢, ¢%,..., ¢ tetszés-
szerinti vektorok a H csoportbol, akkor egy és csakis egy mé-
don meghatdrozhaték olyan paronként kozos egység mnélkali
du(M <1, 2,..., 1) vektorok a H-bél (v. 6. 7. o.) hogy

¢i=Xdy, G=1,2...7n (52)
My

is fenn kell 4llnia (15)-nek, ami az r <

fenndll, ahol az Osszegezés az Osszes M; halmazra értendd.
A H minden 2" rendi alesoportjanak van olyan ¢!, c%..., ¢”
bazisa, amelyre dy, d,,..., d, =+ (0,0,...,0). (Ha M=, k,...),
akkor a megfeleld dy-et diy.. -vel jeldlom.)

A dyr vektoroknak paronként kizios egység nélkili volta azt
jelenti, hogy dydy =(0,0,...,0) (M= M'). Az (562)-b6l tehat
kvetkezik :

cick = %‘kd;.;,.,, (<i<h<r). (53)

Ha tehat xyr jelenti a (7,1, keresztosszeget, akkor annak a sziik-

séges és elegendd feltétele, hogy a c, c%,..., ¢” vektorok barat-

shgosak legyenek, a (7), (52), (63) szerint a

S Tty = ; Lyt X Lo agi<k<rn) (54)
M

Mik My
alakban irhato.

Kérdésiink lathatélag az (54) egyenletrendszernek az R,
testben valé megoldésin fordul meg. Ehhez el6késziiletiil meg-
egyeziink a kovetkez6kben. Az xy elemeket, amelyeket az R,
elemei koziil most szabadon vélasztva gondolunk, egy 2"—1
elemti [x] vektorrd osszefoglalva gondoljuk, amelyben M viszi a

7 V. 6. a 2 alatti dolgozatban 84. o.
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helymutaté (Stellenzeiger) szerepét. Minden olyan M-re, amely
legalabb hirom elemet tartalmaz, jelentse M) azt az [x] vek-
tort, amelyben xx =1, . =1 (¢, k€M ; i < k) tovébba paratlan
elemszamu M esetén még x; =1 (@€M), 8 az [M] minden egyéb
eleme 0. Ezenkiviil minden M-re legyen az [M], hasonld hatd-
rozmanyokkal értelmezve, csupdn az expy = 1» rész torlendd.
Az [M),-ban az M elemszama nines korlatozva 8 itt M szdmara
kivételesen az iires halmaz is megengedhetd, amikor a meg-
felel6 [0], csupa O elembdl all.

Ezekutén, ha az (54) ki van elégitve, beszélhetiink igy: az
] megoldésa az (54)-nek. Az olyan megoldést, amelyben min-
den legalabb hérom elemt M-re x; = 0, alapmegold4snak nevez-
ziik. Allitom a kovetkezdket :

a. Az [x]-szel egyiitt [x] + [M) is megoldésa az (54)-nek.

b. Az (54) minden alapmegoldésa az 6sszes [M],.

Legyen ugyanis [x] az (54)-nek egyik tetszésszerinti meg-
olddsa s legyen [M] tetszés szerint vélasztva. Azt kell kimutat-
nunk, hogy az [y]=[x]+4[M] vektor is kielégiti az (54)-et, azaz

hogy — az ay-hez hasonlé y,r jel6lést hasznalva — fenndll
2 Yt = 2 Y- 2 Yang Ai<hesr). (55)
Mig M; My,

Ha ¢ vagy k&M, akkor (55) baloldala egyezik (54) baloldalé-
val. Ha pedig ¢, k€M, akkor (55) baloldalanak pontosan csak
két tagja kilonbozik az (54) megfeleld tagjaitél, nevezetegen
Ym és Yikes de y;;:ac_‘,—i— 1, yik=xgc—]—1 miatt a két JObeld&l
most is egyenld. Az (54) jobboldalanak elsé tényezdje ugyan-
csak egyezik az (54) megfelel§ tényezdjével akkor, ha i€ M.
Ha pedig i€ M, akkor pontosan csak az yy, yu (€M; 1341
elemek és paratlan elemszamiu M esetén még az y; elem tér el
az (54) megfeleld elemeitél. Minthogy eme eltéré elemek szé-
mossaga mindig péaros, azért a tekintett tényezék egyenldk.
Ugyanigy & mésodik tényezbkkel, amivel az a.-t bebizonyi-
tottuk.

Tekintsiink az (54)-ben ezutdn csupan alapmegoldasokat.
Ilyenkor (54) helyett

Zige = S;Sk a<i<k<r) (56)
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irhaté, ahol S-,; =% + X+ F Xip és XLy = X (l =1, 2,..., ’)")
értendé. Konnyli latni, hogy az [M], vektorok tényleg kielégitik
(56)-ot. Forditva, ha (56) fennall, akkor legyen M mindazoknak
az { elemeknek halmaza az 1, 2,..., r elemek koziil, amelyekre
S;=1; legyen m az M elemeinek szdmossdga. Az (56) miatt
Ty (i3k) akkor és csak akkor 1, ha i, keM. Egyittal €M mel-
lett S;=0 miatt (x;=) x;=0, tovabba €M mellett S;=1 miatt
(m—1) + x5 =1, azaz x; = (m) kovetkezik, ahol (m —1) és (m)
mint az R,-nek 1'+1+4---41 (m—1-szer), illetve 141-+---41
(m-szer) elemei értendSk. Mindezzel a b.-t bebizonyitottuk.

Az a, ismételt alkalmazdsival nyilvdnvalé, hogy az (54)
birmely [x] megoldasdhoz alkalmas [M'], [M"}],... vektorokat
hozzdadva, eléall az (54)-nek egy alapmegoldisa, ami a b. sze-
rint valamelyik [M],, azaz [z] = [M],+ [M'] 4- [M"] +--- For-
ditva b. és a. szerint minden ilyen [x] megolddsa az (54)-nek.
(Csak mellékesen megjegyzem, hogy ezek szerint az (54) meg-
oldésainak szamossaga

92 —1-(%)

mig az Osszes [x] vektorok szamossdga 29’—1.)
Mindezek utdn érvényes a kovetkezd:
8. Segédtétel. Legyenek t és r adott pozitiv egész szdmok,

mégpedig Té%. Az R, test t elemi vektorai H csoport-

jdnak minden 2¢ rendid h bardtsdgos alcsoporija elddll a ké-
vetkezd ulon. Vesziink eqy letszésszerinti [x] = [M°],+ [M'] +
+ M7 4 - (20— 1 elemii R,-beli) wvektort, ahol M° az
1,2,...,7) halmaz bdrmely részhalmaza s M', M",... ugyanannak
a halmaznalk bdrmely kilonbozdé, legaldbb 3 elemii részhalmazai.
Az [xl-nek minden egyes xy eleméhez a szerint, hogy ez 0
vagy 1, veszunk a t elemi (1, 1,..., 1) vektor 1., 1,,..., 1, egy-
séget kozul pdros, illetve pdratlan szdmat, de az M=), (2),...,(r)
esctekben legaldbb egyet, s ezeknek az Gsszegét dy-mel jeloljiik,
mindezt igy, hogy a du(M<(, %,..., r); M==0) vektorok kép-
zésénél az 1,, 1,,..., 1, egységeket legfeljebb csalk egyszer hasz-
ndljuk fel. Akkor az (52)-beli ¢*, c2,..., ¢ vektorok elddllitanak
egyet a mondott h csoportok kézul s minden olyan h nyerhetd
ezen az uton.
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Megjegyzések. Konnyl latni, hogy ez a szerkesztés csak az
olyan [x])-ek mellett hajthaté végre, amelyeknél az 1-gyel egyenld
a3y elemek szdmossigdnak és a O-sal egyenld a; elemek kétsze-
res szdmossiganak Osszege legfeljebb t. Mindenesetre ekkor az
M, M",... halmazok szdmossiga legfeljebb {. Természetesen a
mondott uton ugyanaz a h tobbszor is el6all, de konnyid az
eljarast ugy berendezni, hogy minden h-t csak egyszer nyerjiink.
Ugyanesak kénnyd elérni, hogy ecsupan az (1, 1,..., 1) vektort
tartalmazé h-k dlljanak eld, amely eset tulajdonképpen csak egye-
diil érdekel benniinket a (,-vel vald Osszefiiggés miatt.

X

Osszefoglalds. A bevezetésben kittizott kérdésekre igy hang-
zanak a feleletek:

Az A-ra kozvetlen feleletet ad a II. tétel.

A B-ben kivant szerkesziést a most mondottak alapjén az
U=(1, 1,..., 1) esetben elvégzi a 8. segédtétel. Ha U==(1, 1,..., 1),
akkor nem a A csoportnak, csupan a AU csoportnak kell barat-
sigosnak lennie, 8 igy a 8. segédtétel most is kénnyen. célhoz
visz. Az eljaras részleteit6l eltekinthetek.

A C-re a II. tételben mondott (40), (ill. (400)) részletesebb
feleletet ad, mint ahogy az eredeti kérdés sz6lt. Maga a C-ben
kérdezett szdmossag az U=(0, 0,..., 0) esetben (40,), mig ugyanaz
a szdmossag az U==(0, 0,..., 0) esetben tgy all el, hogy (40)-et
osszegezzik a 0 <o <t—1, 1<o <, o+o' =7 feltételeknek
megfeleld g, o' értékekre, ahol r jelentése: (g) = 2.

A D-re annyiban ad vélaszt az 1. tétel, hogy megadja a
g<G, feltételt kielégitd T-ket. Ha ezt alkalmazzuk azokra a
g, csoportokra, amelyekre g<g,, 2(9)=(g,) és a h,U csoport
barétsagos, ahol h, a H-nak ¢,-hez rendelt alesoportja, akkor a
megfeleld T-knek az elébbiekbdl vald elhagydsdval visszamarad-
nak a kérdezett 7-k.

Az E-re kozvetlen feleletet ad a II. tételben emlitett (51).

Az F-ben kérdezett szamossdg ugyancsak felirhaté a II té-
tel alapjan, mégpedig az U =+ (0,0,...,0) esetben a (40) és
(51)-beli szamossdgok szorzésa s hasonlé Osszegezés 4ltal, mint
fentebb, amivel eldall:
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t— t-? w'—o' X 2t tl_l l Qt_tr__e_ll J‘i‘u,_l-l
- i+
Z Z< by { —1 I{ 91 | Joe-1_ } (57)

{M 9_1} o)+ (§) + (77§ + gy e-vo

O
P

ahol az els6 Osszegezés a O<p<t—1t', 1 <o’ </, o+ o' =1 fel-
tételek mellett értendd. Ennek helyébe az U=(0, 0,..., 0) eset-
ben (40, és (51) alapjan

2" —1 Q—r__1{ iy 4 (t-ritl
FS e -

lép. (Ezt az utébbit a 2 alatti dolgozatban a 71—75. oldalakon
egyszertibb alakra hoztam, 1. o. a (42) képletet.)

(A M. T. Akadémia III. osztdalydnak 1936. dec. 14-én tartott iilésébdsl.)




UBER DIE D-ZERFALLUNGEN ZWEITER ART.

Von LADISLAUS REDEL in Mez6ttr.

Bekanntlich ist die Anzahl e, der durch 4 teilbaren In-
varianten der absoluten Klassengruppe des quadratischen Zahl-
korpers aus der Anzahl der D-Zerfdllungen 2-ter Art zu be-
stimmen (s. die Arbeit?). Es wird die umgekehrte Frage behan-
delt, wie die Korperdiskriminanten anzugeben sind, damit e,
als ein beliebig vorgegebener Wert ausfillt. Die Frage betrifft
somit die Gruppe der D-Zerfillungen 2-ter Art und erfordert
eine ausfiihrliche Priifung deren. Dabei fithrt mich auch der
Zweck, in einer spiteren Arbeit zu ermitteln, wie oft ein be-
liebiger fester Wert von e, zu erwarten ist unter allen quadra-
tischen Korpern, deren Diskriminante eine feste Anzahl { von
verschiedenen Primfaktoren hat. Letztere Frage habe ich in der
unter? angefiihrten Arbeit® fiir den Fall schon beantwortet, wenn
nur solche positiven Diskriminanten betrachtet werden, die keinen
positiven Primteiler der Gestalt 41 4 3 haben. Im wesentlichen
wurden in der vorliegenden Arbeit die sich auf den gesagten
Spezialfall beziehenden Untersuchungen in den Abschnitten 3,
5, 7, 8 der Arbeit® verallgemeinert, nur die Diskriminanten
der Gestalt 4n (n ung.) wurden ausser Acht gelassen.

8 Die Arbeit 2 ist auch erschienen als: L. Ripgi, Uber einige Mittel-
wertfragen im quadratischen Zahlkérper, Journ. f. d. Math., 174 (1935),
15—55.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wisgen-
schaften vom 14, Dec. 1937,




KETATOMOS MOLEKULATERMEK ALLANDOINAK
MEGHATAROZASA A PERTURBACIO ALAPJAN.

KOVACS ISTVAN-tél

Elméleti rész.

Mint ismeretes, a kétatomos molekula 4ltal kisugarzott vagy
elnyelt savvonalak szabdlyos elrendezbdését és intenzitds elosz-
lasdt sokszor megzavarjak «perturbacioke. A rotaciés analizis
ilyenkor azt mutatja, hogy a perturbacié székhelye valamelyik
meghatdrozhaté rotéciés termen van és megallapithaté, hogy a
kérdéses rotacids term magassdgaban altaldban mindig talalhaté
egy mas elektronallapothoz tartozé olyan term, mely a pertur-
bacidt szenveddével bizonyos szimmetria kapesolatba hozhato.
Ezen utébbi, a perturbicidét okozd termek szintén egy, a pertur-
bécié helyétdl eltekintve, szabdlyos sorozatba tartoznak. Amikor
ezen termekre vagy termekrdl dtmenetek nem ismeretesek, o
termek szabédlyos sorozatira jellemzd 4llandék meghatdrozdsa
csakis a pertubdcié alapjan lehetséges. Frre vonatkozdan isme-
retes mar egy gyakorlati eljards * (1) azonban alkalmazhatdsiga
elméletileg még nines kell6képpen aldtdmasztva. E dolgozat célja
egyrészt e gyakorlati moddszer elméleti alapjait megadni, mds-
felol lehetséges volt az elmélet alapjan két djabb eljaras meg-
dllapitasa s az intenzitds anomalidk targyaldsa is.

A perturbacidelmélet szerint perturbalatlan rendszernek
fogva fel a szeparalhaté hullamegyenlettel jellemezheté mole-
kulamodellt, a perturbacios potentidl matrixelemei a kiovetkezo
kifejezéssel adodnak :

Hik = ’ g/JTHg[)k (l‘U, (1)

* A szémok a dolgozat végén Gsszedllitott munkakra vonatkoznak.
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ahol ¢, illetve ¢ a perturbalatlan rendszer i, illetve k 4llapo-
tdéhoz tartozo sajatfiiggvényeket, H pedig a szeparalt hullam-
egyenletben elhanyagolt részeknek megfeleld operatort jelentik.

Ezen matrixelemek koziil Kronie (2) szerint, ecsak azok
kilonboznek zérustél, melyeknél :

1. ¢; és ¢ ugyanazon .J roticids kvantumszdmhoz tar-
toznak.

2. ¢; és ¢ ugyanazon szimmetriatulajdonsdgokat mutat-
nak, tehat mind a kettd pozitiv vagy negativ, egyenlé magok
esetében mindkettd piros vagy péaratlan, szimmetrikus vagy anti-
szimmetrikus.

3. ¢ é8 ¢y-hoz tartozé termek multiplicitdsa egyenld.

4. ¢; és ¢y altal reprezentals dllapotokban .1, az elektronok
eredé impulzusmomentuménak a magokat 0Osszekoté egyenesre
valo vetiilete nem, vagy csak eggyel kiillonbozik. Megjegyzendd
még, hogy e feltételeknek egyszerre kell teljesiilniok, valamint,
hogy a hulldmegyenletben elhanyagolt két, egymastol fiigget-
lenné teheté tagesoportnak megfelelé operatorok egyikének tekin-
tetbe vételénél kapjuk azt, hogy az emlitett matrixelemek akkor
kiilénbéznek zérustol, ha a tobbi feltételek teljestilvén, A = A4 1,
mig a misik rész esetében akkor, ha .I'=.L

Az el nem tindé perturbicios matrixelemek A'= A+ 1
esetére KroNia, (2) illetve Van Vikck (3) szerint a kévetkezdk:

Hmn,v, 1; o', 1+ 1)=2BL)®n, v, .d; n', v, 4+1)

[+ A+ 1)/ F D 2)
ahol » az elektronallapotra jellemzé eredé kvantumszém, v a
h?

vibracié kvantumszéma. B = S0 ahol 6 a molekula tomeg-

kozéppontjara vonatkoztatott tehetetlenségi momentum. L, az
elektronok ered$ impulzusmomentuma 2 irdanyu komponensének
matrixelemeit jelenti.

Mint a perturbicié elméletébdl ismeretes, a perturbalt sajat-
értékek meghatarozasara egy szekularis egyenlet szolgél, mely-
ben éppen az emlitett matrizelemek szerepelnek. Ezen egyenlet,
két oly allapotra vonatkozoan, hol .'=.1+1, a kdvetkezd
alaka :
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W= H,

H,, W,— W i:o, @)

ahol W, és 11, a perturbalatlan, W a perturbalt sajatértékek
s H,= H,, az elébb k6z6lt matrixelemek.

A tovébbiakbdn egyelére a /I és '3 dllapotok kozti pertur-
béaciot vizsgaljuk, mint amelyre vonatkozoan az eredmények egy-
részt a legegyszertibbek, mdsrészt a kisérleti adatok bévebbek.
Az elsé allapot azzal van jellemezve, hogy ott A = 1, a méso-
dik, hogy .1 = 0. Tekintetbe véve, hogy a '} allapot '3+, illetve
13— lehet s hogy a I/ 4llapot a A =+ 1 és 4 =—1 beallasi
lehetdségnek megfelel6en kétszeresen degenerdlt, a szekuldris
egyenlet a kivetkez6képpen alakul :

mom| we,—w  Hi . 0 niwe—w H,
3| Hy WR3-W|T Y H, Wi—W
ahol :

Hyy=Hy=[1— (=1)*]2%(BLy)(m, v, 0; n', v, H[JJ+ 1)t
Hyy=Hy=[—1—(—1)7]122(BLx)(n, v, 0; n', v, D[J(/+ 1)

és az elsd faktorban szereplé 2 kitevé O vagy 1, a szerint, hogy
a 3 4llapot '3+ vagy '3—. FEzen matrizelemek megallapitasarol
fethasznaltuk az (Ly) (+11; 2) = —(— 1) (Ly) (—II; 2) reléciét. (4)
A determinansban szerepld perturbalatlan energidkat cél-
szertii oly alakban venni tekintetbe, hogy O értékdl nivénak vesz-
sziik az egyik pl. a /] 4llapot azon vibraciés nivojat, amelyre
épitett rotéciés nivékon a perturbécié fellelhets. Igy lesz:

WO = WY = B, [J(J+1) —1] %
W2 = C 4 BsT(J + 1), ®)

ahol B, illetve By a I, illetve *3I 4llapot rotdcios dllandodjat,
C pedig a I allapot O értékd s a '3 allapot azon vibracids
nivoja kozotti kilonbséget jelenti, melyre épitett rotéciés nivék
a perturbdciét okozzédk. (Itt targyaldsunkban azon esetet va-

=0 @)

* Ttt megelégsziink az energidk kifejezésének ezen alakjaval, mivel
a tovibbi kozelitések a végsd formuliinkat feleslegesen komplikélnak a nél-
kiil, hogy lényeges eltérést okozninak. ’



KEETATOMOS MOLEKULATERMEK ALLANDOINAK STB. 129

lasztjuk, midén a 'I/ allapot van perturbalva egy '2 allapot dl-
tal. A forditottja hasonléan targyalhato).

Eszrevehet, hogy a szerint, amint a '3 &llapot 3% vagy 35—,
a (4) determindnsok valamelyikében a nemdiagendlis elemek min-
dig 0-al egyenlék. Ebbdl az kovetkezik, hogy a 13 dllapot a
kétszeresen degeneralt '/ dllapotnak mindig csak egyik kompo-
nensét perturbédlja, mégpedig a Krownie-féle feltételeknek meg-
felelden azt, amelyeknek szimmetria dllapota megegyezik a '3
allapot szimmetridjdval.

Szamitsuk ki (4)-bél a perturbalt energidkat :

134 egetében:

We+We We— WY s
”/1 — _1___*2—_~ + l/(___gw ) + H2, (Ta)
W)= Wy (7b)
o4 179 o — 1192
Wye= -1 -2 9 — ‘/ (——2 3 : ) + H? (7¢)
13— esetében:
W, = 79 ‘ (Ta’)

v WYY We— We'y2 " '
”1—T+‘/(—"2——)+Hu (7b%)

, WY1 1We— Wo'\2 . ,
i ST
vagy betéve (5) és (6) értékeit s bevezetve az
a=2(BLy)(n, v, 0; n', v, 1)
réviditést, kapjuk- 13+ esetében:
Bs+Bu

W= ¢4 J(/+1)—B”+

Wi =By [J<f+1> —1 | (8)
w,= & +BE+B” J(7+1)-—& —~
_ 1/ (S 4+ BBy 4 i) antig 1) g0

LVI 9
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‘s ugyanezen formulék érvényesek '3~ esetére is megfelels sor-
rendben irva Gket, mivel W9 = WY’

E formuldk adjak meg az energia értékeit akkor, mikor
egy I éllapot mellett egy X éllapot fut el, akir van keresz-

W W,

1
WI 9\‘/2 7 j
1. és 2. 4bra. A szaggatott vonalak jelentik az energia menetét azon eset-
ben, ha a két éllapot kozt nem volna kolesonhatés, tovdbba a I 4llapot-
nél a nem perturbalt komponenst. A kihtzott vonalak az energia értékei-

nek val6sdgos menetét adjik. Azonkiviil az 1. dbréba az arithmetikai ko-
zepet is berajzoltuk.
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tezés, akar nincs. Keresztezés alatt értends, hogy, ha Jyra, a
rotdciés kvantumszdm egy meghatérozott értékére igaz, hogy
J<J, esetben a 13 4llapot energidja nagyobb, illetve kisebb,

A‘W’ \

3. és 4. 4bra. BEzen Abrékban a perturbélt és a perturbilatlan energidk kozti
kiilonbséget mértiik fel.

akkor J>J, esetében kisebb, illetve nagyobb, mint a 'I7 &llapot
energidja (1. dbra). J, természetesen 4ltaldban nem egész szém.

Ha keresztezés nem 1ép fel, akkor a perturbécié abban nyil-
véanul meg, hogy a 'X allapot s a ' 4llapotnak az eldbbivel
megegyez6 szimmetridju komponense helyiikrél elmozdulnak ugy,

g%



132 KOVACS ISTVAN.

hogy az elmozdulds ugyanazon allapotndl mindig egyirdnyu
(2. és 4. dbra). Keresztezésnél ellenben a keresztezés helye el6tt
és utdn ellenkezd iranyu (1. és 3. dbra). A kovetkez6kben inkdbb
a keresztezéssel jaré perturbacidval foglalkozunk, mivel egyrészt
ez a gyakrabban eldforduld eset, mésrészt a keresztezéssel nem
jaré perturbdcié esetében a két allapot nem jut olyan kézel
egyméshoz, hogy az elmozduldsbol a perturbdlé term allandéit
szamitani lehetne.

Vizsgaljuk most meg, hogy a perturbdlé és az dtmenetben
résztvevé '3 term szimmetria viszonyai hogyan befolyasoljik a
perturbaciét a spektroszkdpiai észlelésekben. Mivel 4tmenet csak
pozitiv és negativ, illetve negativ és pozitiv termek k§zott, per-
turbdecié pedig (2) feltétel szerint csak pozitiv és pozitiv, illetve
negativ és negativ termek kozott lehetséges, mint az 5. dbrdabol
lathaté, ha az 4tmenetben résztvevd és perturbalé 3 term mind-
ketté '3t vagy 13—, akkor esak a P és I 4g van perturbalva,
ba pedig az emlitett két term egyike *3'*, a mdsika '3, akkor
csak a () dgban van perturbacié. Ez igen fontos megjegyzés s
targyaldsainkban mi is kettévalasztjuk ezen két esetet.

Ezek utin a per turbalt energidk kifejezésének ismerete alapjan
megadhatok bizonyos eljarasok a perturbalé dllapot dllandéinak
az észlelt adatokbol valé meghatdrozasira. Képezziik e célbdl (7),
illetéleg (8) alapjan a perturbalt energidk arithmetikai kozepét:

W,+Ww, Wi +W,  Wi+H37
2 - 2 - 2 o
_ Gy Bat

B B
g I+ == 9
Tehat a perturbicié a perturbélatlan energiak arithmetikai ko-
zepét valtozatlanul hagyja, s arra nézve szimmetrikus eltéréseket
okoz. Mindez azon fordul meg, hogy a (3) és (4) determinansok-
ban a perturbdciés matrix diagondlis elemei zérussal egyenlék.*

E tény ‘felismerése alapjén a perturbélé term &llandéi C

* Ez két tetsz6leges n multiplicitist 8 egymést perturbilé termekre
vonatkoz6lag is igaz, ahol 4'= A 4 1. A szekuldris egyenlet ekkor :

Wr— (W 4+W 4 WY Wr-1 ...=0,
ahol a gyokok osszege :
W1+Wu+"‘Wn=W(1)+Wg+"‘W3~
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235
— Te1
= J
= J-1
856
SR
EREE A e P e
1 * +
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+ 1 $
1
S — I —
[ |
___________ | Bt R ey |
< L= :
354
+ 1 C Jmi £2 | 1
LIPS, e J e
1 > 1 1 +
2 i p
a R
ELL
g & =
T J+1
= g
- J+q
1

5. ébra. Az itt lathaté 4 *3 term kozill természetesen egyidejlileg mindig
csak egy Atmeneti és egy perturbalé tekintends. A szaggatott vonallal
Osszekotott termek perturbaljdk egymést.

és By konnyen kiszamithatok, Tegyiik fel egyelére, hogy a pertur-
béci6é a Q agban jelentkezik. Ekkor mivel az 4tmenetben résztvevd
1Y allapot als6 vagy felsé allapot lehet, a *II allapot, mind a
perturbalt, mind a perturbalatlan helyeken igy irhaté (5. abra):

W)= C'+ Byl (J+1) — “‘:7—1 Q). (9a)
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ha s 2 4llapotot C'+BxJ(J-+1) alakban vesszik tekintetbe, ahol

C' az emlitett '3 allapot O rotdciés kvantumszdmhoz tartozéd

nivénak a '/ allapot O értékd nivojatol valo tdvolsagot jelenti,

ami pozitiv vagy negativ lehet megfelelden annak, hogy a 2 felsé

vagy alsé 4llapot. By a X allapot rotdciés allandéjét jelenti.
Ennek alapji’m (9) J-re, illetve J—1-re igy alakul:

Cl

) =
2 + Bt Buyyyyy  Bu (10a)
2

ahol Q(J) és Q'(J) a perturbécié helye kirnyékén ugyanazon

J-hez észlelt két ) vonal. (10a) és (10b) kiilonbségét képezve 8.

2J-vel osztva, kapjuk:
QWU)—0¢—1)  QWUN)—-0Q'V-1)

BstBy _p __ C o 2]
2 ST 2

ahonnan B, és BY% ismeretével By kiszamithato.
(11) értékét (10a)-ba betéve:

[Q(J—lH-Q(f 1)
1¢7

_ QU0
C=— t (41— LDFCD ] 4

+ 2C" + By, ; 12

ahol (' a nyilvianvaléan nem perturbdlt helyekbél:
=+ [Q¢) F (By—Bz)J (J41) + B (13)

alapjin szamithaté UJ— 13 Atmenetndl a felsd, '3 —*[] at-
menetnél az also eldjelekkel. (Lasd (9a).)

Igy tehat (11) és (12) alapjén meghatdrozhetjuk a pertur-
balo term é&llandé6it. Ezen elsé eljarasbél kiindulva, kaphatunk
egy miésik, szemléletesebb eljardst, amely éppen a bevezetésben

mar emlitett s sikerrel alkalmazott gyakorlati médszer.(1) Ez.
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utébbi modszernek igen nagy haszna van a perturbécié tényé-
nek felismerésénél, amely azért is fontos, mivel a perturbéciot
a spektrumbol puszta ratekintéssel nem Ilehet megallapitani.
A mellett azonban e mddszer is alkalmas a perturbdlé term
4llandéinak meghatdrozdsara. Tekintsiik tehat a (11) jobboldalé-
nak szdamlaléjaban 4llé kifejezéseket s dllitsuk elé a ) vonala-
kat, mint a termek kiilénbségeit. A perturbaciét egyelére nem
véve tekintetbe, a 'Il, illetve X dllapot egyszerii alakban irhat-
nak, lesz:

¢ QU=QU—1) _

Fo(J) =—

¢l 2J
_ BuI+)—1] = C=BxJ(J+1)]
- 2J
SR B (Y] B

Ha tehat a () vonalakbdl a fenti kiilonbséget minden J-re
képezzilk, akkor, amennyiben perturbédcié nincs, egyenes vonalat
kell kapnunk, mivel a jobboldal &llandé. (6. dbra.)

Mikor azonban perturbécié lép fel, akkor, amint az 1. 4bra-
b6l is lathatd, mivel a kezdetben U1 allapot a perturbdcié utin
a perturb&lé '3 allapotba megy at, s a I/ allapotnak a pertur-
bécid utani folytatisa kezdetben *3 allapot volt ennek megfeleléen
a I3,— By gorbe Atmegy a perturbdcid! utin By— Bs-be s a
Bs—Bs a perturbécié utin B,—Bsxbe. Jeldljik e két gorbét
fold) és fol)-vel

Nyilvanvalé ugyanis, hogy az 1. abran feltiintetett viszo-
nyokat tételezvén fel, J<<Jj,-ra a perturbacié helyétSl messze
W,~ W, mivel (7c)-ben a gyok alatt 4ll6 kiilénbség négyzete
ilyenkor oly nagy, hogy mellette Hj, elhanyagolhaté. Ilyenkor
tehdt a ( vonalaknak s igy az abrdn lathaté fo(J)-nek képzésé-
nél nagyon jé megkozelitéssel a /T dllapot W? perturbélatlan
kifejezése hasznalhaté. Ennek megfeleléen a fo(J/) gorbe elejét
(14) adja, igy egyenes lesz B,— By alakban s egybeesik Fy(/)-
vel. A perturbdcié helyéhez kozeledve, (7c)-ben a gy6k alatti
kiilonbség 4llandéan csokken s itt mar Hj, is szamba veendd.
A (Q vonalak eléallitasanél tehat a /I allapot perturbalt kifeje-
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Bl o L )

>J

6. 4bra. Itt abscissdnak J-t, ordindtanak F Q(J)=B II—B'Z értékét mértiik fel.

zését, (7c)-t, kell hasznélnunk. Ekkor f,(/) megsziinik egyenes
lenni s mindinkabb lehajlik. J>J, esetben a perturbécié helyé-
t6l ismét tavol W,~ W9, mivel, hasonléan az elébbi esethez,
H?, 1jbdl elhanyagolhaté. Ekkor azonban, mivel a gyok alatti
kiilonbség elSjele megvaltozott s igy (7¢) a perturbalé '3 4lla-
potba ment 4t, (14)-ben a I 4llapot kifejezése helyett a pertur-
balé *X allapot megfeleld kifejez