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A 22— du?=—1 PELL-FELE EGYENLETROL.
REDEI LASZLO-t61. (Mezétur.)

Legyen a
t*—du*=+41 (1)

Prrr-féle egyenletben d raciondlis egész szdm. Ha fennall az
(1) egyenlet ¢, u(3-0) raciondlis egész értékekkel, akkor a ¢, u
szampart az (1) egyik megolddsénak s magat az egyenletet meg-
oldhaténak nevezziik.! Frdekességet a kérdés csak akkor nyujt,
ha d pozitiv és nem teljes négyzet, ezért a jovében ilyen d-kre
szoritkozunk. Az (1) alapmegoldisdnak nevezzik azt a =T, u=U
megolddst, amelyben T, U pozitivek s T, vele egyiitt tehat U is
lehetoleg kiesiny. Ismeretes, hogy az (1)-nek mindig végtelen
gok megolddsa van s az Osszes megolddst a

t+uyd= T+ Uy (n=1,2....) )

képletbdl el6allé 4-f, +u szdmpdrok szolgaltatjak.
Ha az (1) jobboldaldn csak a —1 értéket engedjik meg,
akkor a megfelelé
1 —dut=—1 3)

egyenlet megoldhatosaga 4ltalanossdgban elintézetlen kérdés.
Mielétt errdl kdzelebbit emlitenék, utalok a jolismert kozvetlen
kapcesolatra az (1) egyenlet s az R(ﬂ) méasodfoku szamtest ko-
z6tt; ebben a kapesolatban elékelé szerep jut a (3) egyenlet-

1 Szokis a PrrL-féle egyenletet oly alakban is felvenni, hogy a jobb-
oldalon 44 4ll. Tudvalevd azonban, hogy a kétféle egyenlet targyalasa
egymésra konnyen visszavezethetd, s neveszetesen a megoldhatdsig kérdése

" mindkét egyenletre azonos.
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2 REDEI LASzLO.

nek, mert ennek megoldhatosagatol fiigg az, hogy az R (Y d)
testben, illetve, ha d-nek van teljesnégyzet tényezéje, a test
megfelelé gylrtijében (Ring) van-e —1 normaival birdé egység.

Jollehet fennall ez a jélismert kritérium: a (3) egyenlet
megoldhaté vagy nem aszerint, amint a ¢/ d lanctortkifejtésében
a periddus tagszéma paratlan vagy paros — ez a tétel azonban
a gyakorlatban alig jelent egyebet, mint a kérdés elodézasat,
mert a kivant lanctértbefejtés nagy szamolési nehézséggel jar.

Az djabb években nyertek megéallapitast bizonyos tételek,?
amelyek négyzetmentes d-kre vonatkozdlag a d térzstényezdibil
2-0d és 4-edfoku hatvinymaradékjelek segélyével az esetek na-
gyobb részében eldéntik a (3) megoldhatosaganak kérdését.®

Ebben a dolgozatban az 4ltalanos esettel foglalkozom, amely-
ben ugyanis d teljesnégyzet tényezdt is tartalmazhat s meg-
allapitok olyan tételeket, amelyek az el6bbieknek kozvetlen dlta-
lanositasai. Kzekhez az 1) tételekhez minden eszkdz egyiitt volt
méar a 2 dolgozatban, de figyelmemet az itteni &ltaldnos kér-
désre csupan P. EpsteEIN id6kozben megjelent egyik dolgozata®
terelte. ‘

Jelen dolgozat részletesebb tartalma s beosztisa a kovet-
kez6: Az 1. §-ban ramutatok arra, hogy a (3) megoldhatosags-
nak kérdése visszavezetheté arra az esetre, amelyben d=m
vagy mq? ahol m négyzetmenetes egész szadm, q tOrzsszam,
(4, m) = 1. Kiilonb6z6 okokbdl azonban, amikre részben még
r4 fogok vildgitani, részben maguktol értet6dék lesznek, a
késébbiekben mégsem szoritkozom a most emlitett esetekre. [gy
ez az 1. § csak Adltaldnos tajékozésul szolgal, a nélkil, hogy

2 Ezekre a tételekre, a masodfokd szdmtestek elméletével vals ossze-
fiiggésiikkre s torténeti kapcsolataikra nézve a: «REpEI L., A masodfokih
szamtest alapegységérél és az abszolut osztélycsoport 8-cal oszthaté in-
varidnsainak szémossagardl, ez az Ert. 51 (1934), 247—254» c. dolgozatra
utalok. Kiilénésen a 3. §-beli tétel elsé kezdetei DIRICHLET-re nyulnak
vissza, amint ez a most idézett dolgozattal valé egybevetésbdl is kitlinik.

3 Eme tételek haszndlhatésiginak gyakorisigit egy ugyanitt meg-
jelend «Néhany kozépértékkérdésrsl a méasodfoki szdmtestekben» c. ké-
88bbi dolgozatban meg fogom vizsgalni.

4 P, EpstEIN, Zur Auflésbarkeit der Gleichung xr*—Dy%?=—1, Journ.
f. d. Math., 171 (1934), 243 —252.
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azutan alkalmagzasba jonne. A 2. §-ban bebizonyitom Ersreix*
(1. 0. 243—248. o,) tételeit jelentékenyen egyszeriibben, vala-
mivel élesebb fogalmazdsban. Eme EpsrriN-féle megdllapita-
soknak egy része a kovetkezé: Valahdnyszor a (3) megoldhato,
mindannyiszor alkalmunk van az oOsszes d = A* B® (A, B
pozitiv egész relativ prim szdmok) eléallitasok koziil egy bizo-
nyosat kitiinfetni, amelynek sajatsdga tobbek kozétt az, hogy
A eléallithato x, y raciondlis relativ prim egész szdmokkal az
x®*—dy* f6formaban s igy A négyzetes maradék mod d. Ezeket
négyzetmentes  esetében én mar a 2 dolgozatban (1. o. kiilo-
nosen a *? jegyzetet) megjegyeztem s az utobbi ténybél ott tovabbi
kovetkeztetéseket vontam le. Itt a 4. §-ban hasonléan fogok
kovetkeztetni az 4ltalanos esetben. Ehhez alkalmazdsba jon a
2. §-bol esupan az emlitett részlet: « 4 négyzetes maradék mod. d»,
s ekkor kozombos lesz az, hogy A melyik d = A4 B? el§alli-
tasbo6l vétetett. Ennek a részletténynek bizonyitésa akér a 2 dol-
gozatban kovetett uton, akar mint az itteni 2. § megfelel rész-
lete, néhany rovid sorban elintézhetS. EpsTeIN a fentebb meg-
beszélt A, I3 szdmpdart «Hauptzerlegungr-nak nevezte, én ezt itt
a (3)-mal valo kapecsolata hangsilyozésa kedvéért a d PrLi-féle
bazisdinak nevezem. Err6l a mar emlitetteken til még néhany
kisebb megallapitédst tartalmaz a 2. §. Jelen dolgozat {6targya
a 3. és 4. §-okban targyalando explicit tételek: ezeket értettem
az elobbi bekezdésben s rajuk nézve kozelebbrdl az illeté he-
lyekre utalok. Itt a mondott régebbi tételek minden kilén fa-
radsag nélkil @) bizonyitast nyernek, ami az eddiginél valami-
vel egyszerlibb. A 3. és 4. §-okbél eldallo, a (3) megoldhatéss~
gara vonatkozd részint elégséges, részint szilikeéges feltételeket
az 5. §-ban dllitom Ossze végleges formdban. A 6. §-ban egy-
szeri bizonyitdsban részesitem Epstrin-nek a* dolgozatban
targyalt példajat (1. o. 248--252. o). A 7. §-ban a PrrL-féle
bazis fogalménak alkalmazasaként tekintek olyan ax®-+ bx+c¢
masodfoku fiiggvényeket, amelyek a=—0, -£1, 4+ 2,... mellett
csupa olyan d szdmokat allitanak els, amelyek mellett (3) meg-
oldhaté.
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Mindvégig megallapodok a kovetkezdékben:

Toérzsszam jelentsen pozitiv raciondlis térzszamot. A p, p,. pg,...
jelek legyenek olyan tOrzsszémok, amelyek nem kongruensek
3-mal mod 4.

Az acjlb jelentése legyen: we|b, a¢t! t b.

Ha (3) megoldhato, akkor d-t megengedhetének (EpstriN sze-
rint «zulidssig») nevezem. Ilyenkor —1 négyzetes maradék mod d,
azaz ( csupa p tOrzsszdm szorzata és 4T d. Ezért a tovabbiak-
ban ez utobbi d-kre szoritkozunk. Tudvalevileg ezek az Gsszes
A% B? gzamok, ahol A, B (=:0) raciondlis egészek és (4, B)=1.

Ha a, 8 egész szamok R(i)-ben (i*= —1), akkor a szokdsos
a 1t 4-ik hatvanymaradékjelt® roviden (- -gyel jelolom.
3 ) J 8 yelj
4 3

Kényelem kedvéért kiterjesztem az értelmezést a «f =144,
a racionalis egész, a =1 (mod 4)» esetre is, mégpedig legyen
a | a—1 [ a a a
akkor (=—%=) =i + . Tovibbs legyen (—=) = (%) (£}, haa
1+'1)4 & (137’)4 (5)4\7’)4
[/4

jobboldali tényezék értelmezettek. Hasonléképpen (TE—) a 2-ik
hatvinymaradékjelt jelenti az R (i) testben.

Legyen .\ a norma jele az /i (i) testhen. Ha ezenfeliil a racio-

nalis, 8 csupa els6foku torzsideal szorzata /i(:)-ben és p|Np, p=+2

a a a X

mellett (—} = 1, akkor legyen \=) =|—==). — Ezzel az [-=

(,,) syen (ﬂ_)4 (NﬂL (,_1,)4

jel értelmezést nyert olyan raciondlis egész szamokra, amelyekre

a kovetkezbk érvényesek: y csupa p szorzata ; mindegyikre nézve

x négyzetes maradék; 2|y mellett £ =1 (mod 4). — Minthogy

(—2—) =1 &, azért (—) 2|y mellett nem mindig racionalis. A

Jd 4
«2Fy» és «2|y, =1 (mod 8)» esetekben (%) (=41) a szoka-
gos jelentéssel bir; killondsen (ﬁ) =1 ak'koxf és csak akkor, ha

4
x 4-edfoki hatvinymaradék az R-ben mod p, illet6leg mod 16
a szerint, amint p + 2 vagy p = 2.
Ha a, b raciondlis egész szdamok és a b minden a t6rzs-

5> H. Hausge, Bericht iiber neuere Untersuchungen und Probleme aus
der Theorie der algebraischen Zahlkorper, Teil 11, Jahresb. d. D. Math.
Ver., V1. Exgéinzungsb. (1930), 49 —50. o.
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tényezbjére az (%) Kronecker-féle jel értéke 1, akkor legyen az
((%)) jel értéke 1. Hasonl6an ((%)) = — 1 azt jelenti, hogy
minden ilyen (;) =—1. Més esetekben az ((%)) jelnek nem
tulajdonitunk értelmet, azonban hasznalni fogjuk példiul az

((—Z—))# — 1 roéviditést, ami természetesen azt jelenti, hogy

a
nem ((7)) =—1.
1. §.

Bebizonyitom a koévetkezdt:

1. Tétel. Ha p|d, p=2, akkor d és dp* (azaz dp*, dpt,...
is) eguyszerre megengedhetdk vagy nem.

Ha ugyanis dp® megengedhets, akkor nyilvén d is az. For-
ditva, ha d megengedheté s T, U a (3) alapmegoldssa, akkor a
(2) képlet n=p mellett olyan {, u megoldast szolgaltat, amelyre
u=pTr~1U+dg, g racionalis egész. E szerint p|u, ami azt jelenti,
hogy dp? megengedhets s ezzel az 1. tételt bebizonyitottuk.

2. Tétel. Legyen m (>1) raciondlis egész szdm. dm? akkor
és csak akkor megengedhetd, ha minden dp®(p|m) is meg-
engedhetd.

Ha ugyanis dm® megengedhetf, akkor nyilvin minden
dp®(p;m) is az. Ha viszont p,, p,..., Px az m Osszes kiillonbozé
torzstényez6i és minden dpi(l <!<k) megengedhetd, akkor legyen
b, w(>0) a megfelel

i — dpiui =-—1

egyenletnek alapmegolddsa. K szerint ¢;, pat; megoldasa a (3) egyen-
letnek, azaz (2) szerint

t+ peut/ d = (T + Uy/d)™,

ahol T, U ismét a (3) alapmegoldasa s a; pozitiv paratlan egész
szam. Akkor n=a,q,...a; mellett (2) a (3)-nak olyan megoldd-
sat adja, amelyre pp,...px|w, azaz d(pp,...pr)* megengedhets.
Ebbél az 1. tétel alapjan kovetkezik a 2. tétel.
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Bebizonyitom a kovetkezd tételt, amelybdl az 1, 22, 32, 62
ErstEIN tételei, koziiliik a 3° részben tdlem ered, amint ezek-

r6l a bevezetésben mar szoltam.
3. Tétel. 1° Ha az

(x*—yH A — 2xyB =1 4
egqyenletben x, y, A, B raciondlis egész szdmok, B = 0, akkor
d=A%*4 B? 5)

megengedheld s
t = (@* — y» B+ 2ayA4, (6)
u= 4 @*+y? (7)

a (3) egyenlet egyik megolddsdt szolgdltatjdk.

2° A most adott uton minden megengedheté d s a (3)
egyenlet minden megolddsa elddll.

3° Az 12-bdl elddlls |Al, | B| szdmok sorrendjikkel eyyiitt
csupdn d dltal meghatdrozottak ; ezeket a d Prri-féle bdzisdnak
nevezem, amely értelmezés természetesen csupdn megengedheto
d-re vonatkozik. A pdratlan, A, B relativ primek, A, —A, 2B,
—2B az X* — dY? féalakban relativ prim raciondlis egész X,
Y értékekkel elddllithatok, mégpedig (az 1° jeleivel):

A = (Ax — By)*— dy?, — A =(Ay + Bx)* — dx*, (8
2B=(A+y)+ B —y)* —dx+y* @
—2B=(A@—y)— Bl@+ 1) — dx—y '

Kulonésen tehdt alkalmas eldjellel +|A! négyzetes maradék
mod 4d. _

4% A d Prrr-féle |A|, | B| bdzisdbdl az R(i) testben elédllo
d = (A + Bi) (A — Bi) szorzat tényezdi alkalmas sorrendben
osztot a t+ 14, t— i szdmoknak, ahol t (u-val egyiitt) a (3)
bdrmely megolddsa. E szerint az |A|, |B| PeLL-féle bdzis az
|4|, | B! tagok sorrendjétil eltckintve a d és t ismeretébdl az

(A+B)=@d, t+ 1) 10y

(idedl-) egyenlettel is meghatdrozhatd; a sorrend is meghatd~
rozott ezdltal, ha 3° utolsé megjeqyzését is figyelembe vessziik,
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kivéve ha 2|d és % csupa 8k + 1 alaku térzsszdm szorzata.

Kulondsen tehdt, ha d=de® (d,, e raciondlis egészek) s igy
d-vel egyilt d, is megengedhets és az utébbi PeLL-féle bdzisa
|Aoh | Byl akkor ez az A, B-bil (az |4, |B,| sorrendjétsl el-
tekintve) az

(Ao‘l" Boi)z(do’ A + Bi) (11)

egyenlettel meghatdrozhato.

5% Legyen szildrdan meguvdlasztva eqy bizonyos meg-
engedhetd d s legyen az ¢ PeLn-féle bdzisa |A|, |B|. A (4) és (5)
teljesithetd akkor is, ha A, B helyett az |A| | B| szdmpdrt irjuk.
A megfelelé x,y pdrok kizott van egyetlenegy olyan x, y,
pdr, amelyben x, > 0 és xg + y5 minimdlis.

Legyen ezutdn minden pozitiv egész n-nel

w2 = B( ;o 12)
o R P
9o, w, 2) = 3 1 on—tuka (13)

ahol az Osszegezés kiterjesztendd a pdros, illetéleg pdratlan
k=0,1, 2,...,n értékre. Végezzik itt a

v = (X — Yo)| B| + 2xyo| A} (14)
w =25 + Yo, (15)
z2= A%+ B? (16)

helyettesitést s jeloljik az iqy elédllo értékeket eqyszeriien f,-nel
£€s gn-nel. Legyen végiil

Zn = Lofn + @o| B+ Y| A]) gns (17)
Yn = Yofn + (@ | A| — Yo | B,) gn. (18)

Ekkor érvényes a kovetkezd :

Mindazok az x, y pdrok, amelyek (4) és (5) utjdn a d-t
bdrmilyen A, B értékekkel (amelyekre nézve 3° szerint csupdn
A =4|A| B =+ |B| jonnek tekintetbe) elddllitjdk, a kovetkezdk:
Zn, Yn(n=0, 1, 2,...) €3 az ezekbdl a tagok eldjelénck és sor-
rendjének megudlloztatdsdval elddllé pdrok.
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Jelentse tovdbbd (x, ¥)* az x, y vagy az y, x pdrt a szerind,
amint a=0 vagy 1, és jelentse + (x, Y)* az (x, y)*, (—x, —y)*
pdrok mindegyikét. Akkor érvényes még kizelebbrdl a kovetkezd :

A (2), (B), (6) egyenletek fenndllnak, ha x,y; A, B; t
helyébe

+ (@ (—1)°Yn)*; 19)
(—1r+ajAl (— 1)+ |BY; 20
g (—1)yn+a+diy, 21)

helyettesittetnek (a, b=0, 1; n=0, 1, 2,...), ahol s =—1 ha y,<0,
kiulonben a=1 és t, (az un,-nel egyiitt) jelenti az (1) eqyenlet-
nek a T, U alapmegolddsbol a (2) képlettel elddllitott «n-dik
pozitiv megolddsdty. (Hasonlé kifejezésmiddal o ta, .1, Usn+y
pdrt a (3) egyenlet n +1-dik pozitiv megolddsdnak nevezzik.
Ebben a beszédmédban t, =T, u, = U az (1)-nek, valamint a
(3)-nak is elsé pozitiv megolddsa, ami tehdt egyszersmind az
alapmegoldds.)

6° Ha fenndll (4), akkor A, B helyelt A + 22 ym,
B4 (@ —y»m m=0, +1, +2,...) is kielégiti a (4)-et.
E szerint minden

|A + 2zym|, |B + (x> — y») m|

pdr Peru-féle bdzis (a d,= (A + 2xcym)® + (B + (x* — y*m)*=
= d+2tm-}-utm? szdmhoz, ahol d, t, u jelentését az (5), (6), (7)
eqyenletekbdl vettik), kivéve, ha B4-(ax*—y*)m=0, ami csupdn
az A=+ 1, |z|'"+ly| =1, m= L+ B esetben dll be, ahol az
utdbbi eldjel alkalmasan vdlasztandd. (Ebben a Kivételes eset-
ben a fenti szdmpdr az 1, 0 szdmpdrba megy dt s ugyan-
ekkor d,=1.)

Ebbsl a tételbsl 12 és (8), (9) kozvetleniil igazolhatdk.
A 6% is részben kozvetleniil vilagos, csak annyit kell meg-
jegyezni, hogy az ottani d-nek mésodik, d 4 2tm + u*m* alak-
jat az (5), (6), (7) alapjan konnyen kiszdmithatjuk, tovdbb4 még
meg kell vizsgilnunk, hogy mikor all be B + (x®* — y*)m = 0.
Ebben az esetben x*—y*|B, amibél (4) miatt x®—y*=41
kévetkezik. Ekkor vagy =0, y =+ 1 vagy x =41, y =0,
mindenképpen tehat xy =0 s igy (4)-b6l A = 4 1. Masrészt a
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fentiekbdl i = 4+ B is kovetkezik (alkalmas eldjellel), midltal
6°-ot bebizonyitottuk.

A 2° bizonyitdsihoz felteszem, hogy d megengedhetd s
legyen t, u a (3)-nak egyik megolddsa. Tekintem a kovetkezd
ideslokat az I (i) testben: '

8 =(d, t+9), 22)
a= (@, t+ 0. (23)
A (3)-b6l
£41 = du? (24)

kovetkezik s igy
No=@@d, t+9d,t—i)=(d® d@t + 1), 2di, du® = d, (25)
mert w paratlan. Hasonldan :

Na = (u?, u( + 1), 2ui, du®) =|ul (26)
Ezek szerint

Néa® = du*= N({ + i). 27

Altaldban igaz a kovetkezé: Ha a, a, egész idedlok egy k algebrai
szamtestben, a minden torzsidedltényezbje osztdja a,-nek s ez
utébbinak kiilénb6zd torzsidealtényezdi kiillonboz6 raciondlis torzs-
szémok osztdl, végil a és a, normai egyenl6k, akkor a = q,.
Ezen az alapon (22), (23) s (27)-b6l koévetkezik :

da® = (t + 7).
Ha tehat raciondlis egész z, y, A, B értékekkel

a = (x — yi), (28)
d = (B + A3, (29)
akkor
(@ — yi)* (B + A1) = (¢t + 1)

Az A, B szamokat (29)-ben vilaszthatjuk gy, hogy ez az idedl-
egyenlet a hasonlé
(x —yi* (B+AD) =t+1 (30)

szamegyenletbe megy &t. Ha itt a valds s képzetes részeket
kiilénvalasztjuk, akkor eléallnak (4) és (6). Az (5) folyik (22), (24)
68 (29)-b6l s bizonyosan B=0, mert kiilonben (4) miatt A=4-1,
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azaz d=1, ami lehetetlen. Végiil (7) is kovetkezik (3)—(6)-bol,
amivel 2°-t bebizonyitottuk. Hatra van még a 3°-ban kifejezett
egyértelmiiség, tovabba 4° és 5° bizonyitdsa.

Elészor kimutatom a kovetkezdket:

a) Ha (4)—6)x,y,d, A, B, t mellett x, y, d, A,, By, t,-re s
fenndllnak, akkor A,=A, B,= B, t,=t, kivéve ha d =1+ B?
t=4Bés x=0, y=+1, A=—1 vagy x=+1, y=0, A=1, de
ekkor is A;=A, B,=eB, t,=et, ahol e=4-1.

A mondott feltételek mellett ugyanis (4) szerint nyilvan-
valéan

A,=A+2xym, B,=B+(x*—y*m,

ahol m raciondlis egész szam és (5) szerint A7+ B¥= A%+ B*(=d).
Ezekbdl kovetkezik

0 =2m ((a;’,_yz) B+2xyA) + m2(xt+y?)n

Ha itt m==0, akkor (6) és (7) szerint (az m=0 esettel nem kell
foglalkoznunk, mert akkor A,= A, Bi= B, t,=1):

0= 2t 4+ mu?,

abol u értelme ugyanaz, mint (3)-ban. Ezért (2, u)=1, és igy
m = 2tn, ahol n is egész szam, egyszersmind 0 =1 4 nu’
Akkor n =—1, u= -+ 1, azaz 2*+ y* = 1. E szerint xy =0,
at—yt=-+1 8 igy A)rbsl A=ax"— y®(==1). Tovabbi (5)
és (6)-b6l d =14 B t=(x*—y® B s az elébbiek szerint
m=—2t, By=B—(x*—y*.2t=—DB., Végil t,= (*—y* B, miatt
t,=—1¢ Ha még az x =0, y=41 és x =41, y = 0 eseteket
megkilénboztetjik, litjuk az 4llitds helyességét.

b) A (4)—(6) egyenletek x, y, d, A, B, t mellett a
+ (x, (1Y), d, (=12 A, (—1PB, (—1)+% értékekkel is
fenndllnak. (Itt az 5°-ben bevezetett(..., ...)? jelolést haszndltam.).

A Dbizonyitdshoz elég annyit megjegyezni, hogy (4)—(6) ér-
vényben maradnak, ha z, y, 4, B, helyett a —x, —y, 4, B, ¢
vagy x, —y, A, —B, —t vagy y, x, —A, B, —1 értékeket vessziik..

c) Adott d és t mellett a (4)—(6) egyenletek legfeljebb négy
kulonbozd x, y értékpdr mellett érvényesek. (Ez lényegében a
b) megforditésa.)
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Tegyiik fel ugyanis, hogy z, y, A, B mellett z,, y,, A4,, B,
is kielégitik a (4)—(6) egyenleteket. A (4) és (6)-bol kivetkezik
(30), érvényes tehit a megfeleld

@, —y)* B, + A =1+1 (31)
egyenlet is. Az (5) miatt, ami ugyancsak A4,, B,-re is igaz,
N(B,+ A,i)= N(B-+ A1) (=d). Minthogy tovédbba (30) s (31) miatt
B+ Ai és I3,+A,i mindketten osztéi ¢+-i-nek, azért hasonléan
mint (27)-nél kévetkezik, hogy (B,+A4,i) = (B+A%). Ugyancsak
(30) és (31)»-b6l kovetkezik tehdt: (x,—y,i)= (x — yi). Ebbél
x,—y,i=1@—yi) k=0, 1, 2, 3), amibdl c) helyessége lathato.

Legyen ezek utan t,, u, az (1)-nek (2) altal eléallitott «n-edik
megoldasar, egyszersmind tehat T'=t,, U=u, az alapmegoldas.
Akkor a (12), (13)-ban bevezetett jelekkel

tﬂ:f"(tl’ Uys d)’ un:g”(tl’ Uy d) (n=1,2...). (32)

Felteszem, hogy « megengedheté s a kovetkezGkben legyen
d szilardan megvdlasztva. A 2° szerint van olyan x, y szam-
par, ami (4)—(6) utjan t,-et eléallitja. Akkor b) szerint a 8-féle
+(x, (—1)Py)* (a, b =0, 1) értékpar koézil 4 a t,-et, & tobbi
4 —t,-et elGallitja, s ezek ¢) szerint az Osszes ilyenek. Ismét b)
szerint ama 8 par koz6tt két olyan van, amiket ismét 4-(x, y)-
nal jelélhetiink, ugyhogy (4)»-ben A, B > 0; akkor (6)-ban t = at,,
ahol ¢ egy meghatarozott érték 41 és —1 kozil. Bz az x
nem lehet zérus, mert akkor (4) miatt y =4-1, A=—1, holott
most A pozitiv. A tekintett 4 (x, y) parok kozil az egyikben
tehat, legyen ez x, y, 8z &, pozitiv. Az igy egyértelmien
meghatérozott ., ¥, par éppen az, amelyet 5° elején kovetel-
tiink, mert (7) szerint egyszersmind (u,=)x; + ¥ minim4alis.
Minthogy x, A, B >0, azért (4)-bSl azt is latjuk, hogy vagy
O=<y,<x, vagy Y,<—x, s megfeleléleg o=+1, illetéleg —1.

Most (12)—(18) szerint bevezetem az x,, ¥, (n=1, 2,...)
szamokat. A (17), (18) szerint (most A, B > 0):

Lp—Ynt = (xo_“yoi) fn+(wo+yoi) gn (B—Aq).
Ebbél (5) miatt

(n— Ynt)® (B AD)=(2c,— Y1) (B+ Al) 4@+ Y0 (B — Ad) dgn+
+2 (xg‘i-yﬁ) df'ngn-
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Minthogy «,, y, 1°-ban eldallitjak az A, B, ot, szémokat, azért

(,—Yoh)? (B+ A1) = at,+1,
Xg Yo = Uy

Fazek szerint

(@a—yn))* (B+ A1) = (ot,+9) fr + (o, — 1) dgn+2u,dfngn.
Latjuk, hogy a (14)—(16)-beli v, w, z éppen ot,, u, illetéleg d,
igy tebhat a (12), (13yba valé behelyettesitéssel eldalld [y, g, (32) °
szerint épp a o™,, " U, szdmpar. I szerint

(X — Ynt) 2 (B Ad) = ot, (tr+dup) +20u,dt,u,+ (65— dud) .
A valés rész koénnyen lathatélag ot?2+1, a képzetes rész (—1)*
8 igy:
(@n—Ynd)®* (— D" B+(—1)rAé);= o (— 1)z 1+

A valos és képzetes rész szétvalasztasaval létjuk, hogy @, yn
az 1° szerint el6allitjdk a (—1)B, (—14, o(—1)*e,+1 BZ8-
mokat. Ezt nyertik n =1, 2,... mellett, de hasonlé n =0 mel-
lett is igaz. A b) szerint ezzel kimutattuk a (19)—(21)-rdl szdl6
allitdst. B szerint a (19) alatti parok minden o,tey41(c,=1, —1;
n=0, 1, 2,...) értéket, azaz minden, a (3) megoldasabdl eredd
t értéket a (4)—(6) 4ltal 4-szer elSéllitanak s igy c) szerint mds
2, ¥y par nem is j6 tekintetbe. Minthogy (20) szerint mindezek
a parok eldallitjak a 4+ A, + B értékeket, és a) miatt csak eze-
ket, ezzel 3%-at és 5°-6t bebizonyitottuk. A 4° ugyancsak vila-
gos, részben abbdl a megjegyzésbdl, hogy ¢ a (3) fennéllasa ese-
tén a d = dye®bdl szdrmazé d,-hoz is a (3) egyik megoldasat
szelgaltatja. Ezzel a 3. tételt bebizonyitottuk.

A 3. tétel 3° szerint a megengedheté d-k s az olyan
A, B szémpéarok, amik Prri-féle bazist alkotnak, egy-egyértelmi
vonatkozdsban vannak. Ez a vonatkozds azéltal, hogy a PELr-
féle bazisok a (4) egyenletbdl ardnylag kénnyen megéllapithatok,
1) lehet6ségeket nyujt a megengedhetd d-k felderitésére. Re-
mélem, hogy erre a tirgyra még visszatérhetek (egyébként a
7. § i ezt a kérdést fogja érinteni) s most csupan a kévetkezd
észrevételekre szoritkozom.

Ha d megengedhets, akkor a (3) egyik megolddsa a kovet-
kezdképpen nyerhets. Elgszér meghatérozzuk a

d=A*+B%*(4, B>0, (A, B) =1, 214)
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eldallitasok kozil azokat, amelyekben -+ A négyzetes maradék
mod 4d. Az ilyen A, B parok kozil az egyikkel megoldhaté a
(4) x, y-ban, 8 azutin (6), (7) szolgaltatjak a (3) megoldasat. Kz
az ut annyiban el6nydsebb, hogy a «legkisebb x, y» parra (7)
szerint % + ° = u, tehdt |x|, |y| < ¥/u, ahol u (t-vel egyiitt) a
(3) alapmegolddsa. Kiilonosen el6nyos lehet ez az ut a d=1p
esetben, amikor 1ényegében esak egy p = A*4 B? eléallitas van,
amib6l a Peri-féle bazis is ismeretes.

Figyelemremélt6, hogy a (3) egyenlet megoldhaté, ha A, B
racionalis egészek, A paratlan és A?+ B? torzsszam.

Ervényes a kovetkezd :

d) Minden 1, f (f pozitiv egész) és minden [, 2 (f pdratian
pozitiv egész) PerL-féle bdzis. Ha ellenben e(= 3) raciondlis
eqész szdm, uakkor van olyun pozitiv és e-hez relativ prim
raciondlis egész szdm f, hogy sem e, f, sem [, e nem PrLi-
féle bdzis.

Ugyanis pozitiv egész f mellett x =1, y=0, A=1, B=f
kielégitik a (4) egyenletet. Hasonlé igaz pozitiv paratlan f
mellett az = = f%l, Yy = f—;—l, A={f, B=2 értékekkel.
Mindkét esetben tehat A, B tényleg Prri-féle basis.

Az dlliths masodik felének kimutatdsdhoz az aldbbi esete-
ket kiillonboztetem meg:

1. Ha e(= 4) péros, akkor az

Q2

oL =1 =148 =

2

. . . e , . .
azonossag szerint a fentiek miatt 1, 5 a Jd Peri-féle bazisa,
2

tehat az e, %— — 1 szamok nem lehetnek semmiféle sorrendben
sem Prri-féle bazis tagjai.

2) Ha e =¢'? (= 9), abhol ¢’ pozitiv paratlan egész, akkor
hasonlé mondhaté az

O e ST

azonossagrol.

p=]
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3. Ha e(= 3) pératlan egész szam, nem teljes négyzet, ak-
kor legyen mindenekelétt = egy olyan raciondlis t6érzsszém, ami
az e torzstényezés eldallitdsaban paratlan hatvdnyon szerepel.
Lacaranee szerint van olyan a pozitiv egész szam, amelyre a®+- 1
négyzetes nemmaradék mod n. Az ig kikothetd, hogy a az e t6bbi
torzstényez6jével és 4d-gyel oszthaté legyen. Akkor a négyzetes
reciprocitéstétel szerint

(7 )l = o
(@*+1) (a+e)®+1) == e+ (aet-a*+ 1) (= d)

azonossig szerint e, ac+a?+1 semmiféle sorrendben sem lehet
PrLir-féle bazis, mert ehhez a 3. tétel 3° szerint az kellene,
hogy e és 2e koziil legalabb az egyik négyzetes maradék legyen

mod -, ez azonban «*4-1]d és (33) miatt lehetetlen. E mellett

Az

a szoébanlev e, ae + a? -+ 1 szamok relativ primek, s ezzel d)-t
bebizonyitottuk.

Megjegyzem ezekhez, hogy az 1) és 2) alatt szerepelt d-k
megengedheték, mig a 3. alatt a d esetleg nem megengedhets.

Mint most lattuk, minden pozitiv péaratian szdm szerepel,
mint (az f, 2) PELi-féle bazis els6 eleme és minden pozitiv
egész szdm szerepel, mint (az 1, f) Penr-féle bazis mésodik
eleme. Hasonlé tovabbi példdk :

Ha [ pératlan szém, tehat alkalmas eldjellel f=1 (mod 4),
akkor

PrrL-féle bazisa a

1 .
d=—15 @5*+6[+1)

3+
A

szamnak, mert x == 1, y==—2, A —<f, B .= = megolddsa a

(4) egyenletnek. Fgyszersmind ¢ = % 25f + 3), u==5 meg-
oldasa a (3) egyenletnek.

Ha f(+ 0, + 2, + 6) racionslis egész széam, tehdt az [ al-
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kalmasan valaszitott elGjele mellett van olyan 7 (>1) pératlan
egész szam, amellyel n|f—2, akkor

sl =42l 1f)

PeLL-féle bazisa a

4= oy 4 2t 2 At — 4 +-4)
szamnak, mert
O o SRV el SRS SYAPR —
w2t g =2 A= —(+9), B=f
megolddsa a (4) egyenletnek. Egyszersmind
t = Tln_ nf+mef+-f+202—2), u = % n+1)

megoldésa a (3) egyenletnek.

3. §.

Ervényes a kovetkezd :
4. Tétel. Ha d mem megengedheté s t, u az (1) alap-
megolddsa, umellyel tehdt

12— dut=1, 34)

akkor
Vituyd=aQ VP +y0, VP, (35)
s egyszersmind
%P, Q7 — y*P,0; =1, (36)

ahol x, y, P,, P,, Q,, O, pozitiv egész szdmok, P,, P, négyzet-
mentesek, (P,Q,, P,0,)=1, P,0, P,0,>1, d= P,QiP,Q:;.
Mindezek o mennyiségek d dltal egyértelmiien meghatdrozot-
tak. Rdjuk érvényes még a kévetkezd :

{ P{)(f), )) = ( pr)) =1 (37)
(f_)i)F L (38)
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tovibbid 2T x és)

P — »
() <=0 (39)

uhol e = -1, ha 2| P, (amikor 2|y) és 2lly, kilénben e =1.
Megjegyzés. Ebbél a tételb6l benniinket féleg (87), (38) ér-
dekelnek, amikre még visszatériink, a t0bbivel csak teljesség
kedvéért foglalkozunk.
Bizonyitas. Legyen d nem megengedheté s legyen ¢, it az
(1) alapmegolddsa. Fennall tehat (34), ami igy irhato:

t+D@E--1)=du
Nyilvan 21t s igy (t+1,t—1)=- 2, tehat
t4-1 = 2002])1(31, L — 1= 3y*P,Q3, (40)

ahol x, y, P,, P,, Q,, O, pozitiv egészek, d==1,P,()302. A (40)-bdl
kivonassal kovetkezik (36) s ugyancsak kiévetkezik a (34) figye-
lembevételével (35) is. Természetesen kikothets, hogy P,, P,
négyzetmentesek legyenek, midltal a kovetelt egyértelmiiség
bekovetkezik. A (36)-bol (P,Q,, P,0),) -1 is lathaté. Tovabba
P,Q,, P,Q,> 1, mert P,Q,=:1 mellett o = I’,Q} lenne, azaz
(36)-bdl x* -- dy® =1, holott t, . az (1) alapmegoldasa (¢t > 1
miatt (40)—b(’51 x << t). Még kevésbbé lehet P,(J, == 1, mert akkor
(36)-b6l da?—y%=1 folynék, holott a (3) megoldhatatlan.

A (36)-b6l rogton leolvashaté (37) is, ebben csupan a «ne-
vezbk» esetleges 2-es torzstényezdjére vonatkozoé allitas vizsga-
landé meg kilon. Minthogy 47Td, azért 21T(),, ), s igy csu-
pan a 2|0, 2| P, eseteket kell megkulonboztetnunk. Az elsd
esetben (36)-b6l Q'f'x y?P,03=1 (mod 8), azaz P,=1 (mod 8).
A miagodik esetben hasonléan 2|y, P,=1 (mod8 kovetkezik.
Ezzel (37) teljes egészében bebizonyult.

Most kimutatjuk (38)-at és (39)~et. Ehhez csak (36)-ot fogjuk
hasznalni, s mivel sem ezen, sem a bebizonyitandd tényeken
mitsem vdltoztat, ha = vagy y el6jelét megvaltoztatjuk, azért
ehhez a bizonyitashoz elejthetjiik az x, y > 0 kikotést. Fzen a
Jjogon ennél a bizonyitdsndl feltessziik, hogy x =1 (mod 4) és
Q'fy mellett ¥y =1 (mod 4).
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Legyen
pl — 2:1,})10’ Pz — thl-’zo, Y= quo (4‘1)

ahol P,y P,, y, paratlan egész szémok. Akkor

()= (2 ()
Pl ' 2 4 PIO 4.
Py—1 Py—1

Az elsd tényezé ¢ ¢ *, ami helyett (—1) 8 “ is vehets, mert
41,1¢01 mellett 2| P,, azaz (37) miatt P,= 1 (mod 8). A mésodik
tényez$ helyett vehetd

SR (?IZPng) (?le)

Pxo & 1)10 '

.

. Pyo—1
ahol ismét ez lsd tényoss (36) miatt (o) =(—1)7F, a
10 /4

masodik tényezd (41) miatt

P P, 2 = Py P, 2 e
(- yé(;) I(yéz)(sz) 2(71) (?/oéz) (ﬂ) E
amely &talakitdas akkor is helyes, ha 2|y vagy 2| P, mert akkor

(36) és (41) szerint a, =0, illetéleg a =0, 8 a zérus kitevdji

Ratviny természetesen 1-nek veendd. Az utolsé kifejezés ko-
Pi—t

zépsd tényezlGje (36) miatt |, a masik ketté (—1) » ‘ illetéleg
y*Qi—1
(—1) & s mindezt fent figyelembevéve :
(Bu) = oyt B B e
NPT

Az itt levé kitevé csupan mod 2 jon tekintetbe, s igy az elsé

12 3
és negyedik tag 0sszege helyeft yhO—1 «, vehets., Ha a,==0,
gy y ) 1 1

azaz 2| P,, akkor (36) miatt a szdamldlé a vele mod 16 kon-
gruens P, —2-vel helyettesithet, amit természetesen a,=0 mel-
lett is megtehetiink. A harmadik tag is egyszertibbel helyette-
sitheté abbdl a me‘ggondolé,sbél, hogy a 4= 0 mellett 2 + P, s
igy az el6ébbi kitevé helyett

P,—1 P —1 P,—2

i ) g4t g4

LIV 2

+ .
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vehet6, Ez azonban mindig paros szdm, mert vagy a,=1, ami-
kor (36) s (41) miatt a=0, 8 ekkor a kozépss tag zérus, a szél-

86k egyenldk, vagy a, = 0, amikor a megmaradt tagok Osszege
P‘;—l— (1+a), 8 ha itt az elsé tényezl pdaratlan, akkor (36) és
(41) miatt a = 1. Az Osszeg teh4dt mindig paros, amivel (38)-at
bebizonyitottuk.

A (39) bizonyitasahoz végzzik a

a ; P—1, (x2P 0%
(£1_) —_—(_P_L) ( P, ) =(—1)"5 '(_mP101) (x01)
Py /s 27 " Pyls Py, s\ Py,

dtalakitést, amelynél ismét figyelembe vettiik, hogy a,= 0 mel-
lett (36) miatt’ P,= 1 (mod 8). A koézépsé tényezd (36) miatt 1,
a harmadik tényezé értéke:

(531)2(?121)“’(;&).

x3Qi—-1
Itt az els6 tényezd (—1)” & “ a masodik tényezd (36) miatt

(_Tl) Ezek szerint
Py Lo Rt ') ol PR —1)
(B =0 )

x2P, Q1
8

Az itt levé kitevd helyett

a, vehet, ami (36) miatt
y*P,0;
8

a,. Ez csak akkor paratlan, ha a,=1, azaz 2|F,, y és
2lly. Ezzel a tételt bebizonyitottuk.

4 §.

Most feltessziik, hogy d megengedhets. Kovetkezé vizsga~
lataink azon alapulnak, hogy a 3. tétel 3° szerint van egy ra-
cionélis egész szémokkal vald

d=A*+-B* (4,B)=1, 21 4) (42)

eldsllitas, amelyben A négyzetes maradék mod 4d, azaz minden-
esetre

(%) —1 (p|d). 43).
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Ha «, 8 egész szémok az R(i) testben, és (a, ) =1, ak-

kor legyen Ng
(a,3); = ( 3 )4 ( )‘ . (44)

a
Ebbél az értelmezésbdl folynak a koévetkezdk :

(a, B)y= (B, &)} ", (45)

(@B, = (@ e B D (a, {97)4 (a, 18)4. (a, T)4 (46)

Bebizonyitom, hogy ha a primér (azaz (1+9)°®|a—1) vagy

a egy primér szamnak s egy (1-+0)® hatvanynak szorzata, tovdbba
B8 primér, akkor

@ o= () 7)

ahol «'» a konjugaltat jelenti R(i)-ben. (Természetesen (a, f)=1
értendd, kiilénben (47) értelmetlen.)

A (47)-et (46) miatt elég torzsideal a-ra bizonyitani, egyéb-
ként més esetben (47)-et nem is fogjuk hasznslni.

Ha a =141, akkor az értelmezések s alaptulajdonsigok
szerint :

wren= (L] -G - (G -

= ( _ﬂf"i)4= ((lrgi)i)‘z (Jﬂ:l)
Ebben az esetben tehat helyes (47).

Ha a torzsidedl R (i)-ben és aT 2, akkor a 4-edfoku recipro-
citdstétel szerint (1. ® alatt 106. o.)

wne= (5L R, = (). =

=(2) (&) (= "( )“
(Mg 5
Itt az elsé s harmadik tényezd szorzata 1, a méasik két tényezé
egyenld, s ebbdl kovetkezik (47).
Marmost (42)-ben A és B eldjelét ugy hatérozzuk meg, hogy
d=A+ Bi (48)

vagy r-val vagy (1-i)y-val legyen egyenld, megfeleldleg a 21 d,
illetéleg 2|d eseteknek, ahol mindkét esetben ; primér egész
DA
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szam [ (fy-ben. Az A, B ilyen vélasztdsa mellett (43) érvény-
ben marad. Az A eldjelének viltozdsa ott ugyanis csak a 2 torzs-
szdmot érinthetné, a 2|d esetben. Ekkor (1 4 9°*|y — 1 miatt
4| (1419 y —(1-+1), azaz 4|8 —(1+1) s igy (48) miatt A=1 (mod 4).
E szerint A elGjelét (48)-nal épp ugy véalasztottuk, hogy (43)
p=2-re is érvényes legyen (természetesen ekkor egyszersmind
A=1(mod 8)).

Jelentse 7 a J-nak egyik torzsidealtényezdjét, mégpedig
legyen vagy m=1-4-% vagy = primér. Legyen tovabba

3 = B, (49)

ahol e pozitiv egész, B egész, relativ prim z-hez. Célunk most
a (z, B), jelt kiszamitani.
Legyen ehhez raciondlis (egész) a, b, z, y, X, Y értékekkel

7 =a + bi, (50)
n =x+ yi, (61)

I X4V, (52)
T

amelyek kozill az utolsé csupan 7T 2 mellett értends.
Legyen eldszir =t 2. Legyen tovabbi a értelmezve

7 = 7a (53)
altal. Akkor (=, @),= (a, n);'-re (47)-et alkalmazva:

G2 o

A mésodik tényezbre nézve (51) szerint

(%. 4%)4%) (55)
Itt azonban
(x—fyi) =1 (56)

mert ha p a 7-vel oszthaté torzsszdmot jelenti, akkor p=x*+4y*

miatt, 8 mert = primér volta miatt x paratlan, 1= (%) = (7),
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amely uiébbi nem egyéb, mint (56) baloldala. Az (56) miatt

(55)-b6l nyilvan -, 9
£)-(2)

Az (54)-ben szereplé elsé tényezé (51), (52), (53) miatt a ké-
vetkezo :

(’X~ Yi ) . ( xX—xYi )
zt+yi) U wtyi "

ahol ismét alkalmaztuk (56)-ot. Ift a eszamlaléhoz» a nevezd
Yi-szeresét adva ezt nyerjik:

( xX — yY) )
x4yt

Itt a nevezd helyett ismét p irhatd, a szamlalé értéke (50), (51),

(52) szerint a. Kzt 8 (57)-et (54)-ben figyelembevéve :

(x, @), = (%) (%)H. (58)

Ha most 21d, akkor 8 =7y, tovabbé (49) s (53) szerint
8 = a, valamint (48) 8 (50) szerint A = a. Most felhaszndlhat-
juk (43)-at, ami miatt (58) jobboldaldnak elsé tényezéje 1, s
igy (58)-bol kévetkezik

k= o= (=)

ahol — ismétlem — p a n-vel oszthatd térzsszdm.
Ha pedig 2{d, akkor ¢ =(1+d)y s igy (49), (53) szerint
B =(141%a. Ezért s (46) miatt

(m, B), = (m, (1 +9) &), = (7, 1+1), (x, a),. (60)

Itt az elsé tényezd helyett (141, n),* vehetd, amire (47)-et 8 a
mésodik tényezdére (58)-at alkalmazva, a kovetkezdét nyerjik:

_ 1;@) a) 2 )2—1
o= ) (2)(2) 7 61)
A kozépsdé tényezd ismét m nevezbvel irhaté s akkor a két elsd
tényezé szorzatas
( a— ai)

4

e—1
’

(59)
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Minthogy 7|7, azért (50)-bél —ai=—>b (mod =), s igy az utébbi
Jel ismét p nevezdvel dtmegy a kovetkezbbe:

w—b
(0]
Minthogy most ¢ = (1 + %) 7, ezért (48) (50) szerint 4 = a — b,
8 igy az iménti jel értéke (43) miatt 1. E szerint (61)-b6l most
is eldall (59).

Legyen wndsodszor n=1+14, Akkor 2|d, d=(1+1)y és (49)
szerint e =1, 8 =y. E szerint most (47) alkalmazésaval

. 1—1
Ennek értéke (50) szerint (1. ® alatt 96. o.)

a—b—1
(—=1) =
Mint az imént lattuk (2|d mellett mindig) A = a — b, tovabba
(43) miatt A =1 (mod 8), s igy ez a hatviny egyenlé 1-gyel.
Azaz tehat (w, §),—1. Minthogy most e =1, azért latjuk, hogy
(59) ismét, tehat korlatlanul érvényes.

Ervényes az (59) kovetkezd altaldnositasa:

5. Tétel. Legyen d megengedhetd s d=Pg o d-nek tetszés-
szerintt felbontdsa pozitiv egész relativ prim P, g tényezdkre.
Legyen P=phpgs...p%, ahol p,, py--.. p, & P kilonbozd ra-
ciondlis torzstényezdi, ar (k=1, 2,..., ) pozitiv egész szdmok és
legyen Py=p,p,...pi.. Legyenek a d=A®%+ B* elddllitdsban A, B
relativ prim raciondlis egész szdmok, A+ Bi primér vagy egy

primér szdm (1 + 1)-szerese és (il—) =1(p|d); az A, B vd-

dusgthatok példdul ugy, hogy |A| |B] « d Peun-féle bdzisu.

Legyen tovdbbd 6=A+Bi, nx=(px, 0) k=1, 2,..., 1), y=1g, 3).
Akkor fenndll a kovetkezd oOsszefiggés :

o7y (92Pe% ) _ (. 2 g

(7)4 kl_—]1( Tk )4— ( ﬁpo;f) (62)

4
Megjegyzés. Megegyeziink abban, hogy (%} = (%) , ahol
4 £
2, Y, z az R(7) szdmai, misltal az (7) értelme tort ax-re is
&
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kiterjeszthetd, azaz a batvanymaradékjelt a szokdsos multipli-
kativ értelemben fogjuk fel. Igy értendé mér (62) is. Azt is
latjuk, hogy a (62)-beli mdisodik szamlélé nx-hoz relativ prim.
Konnyti latni, hogy Q'i‘d mellett B eldjele k6zémbos,

Bizonyitds. Vélasszuk a jeloléseket 1gy, mint a tételben.
Alkalmazzuk (59)-et a 7 = n, esetre, amikor tehat (49) szerint
e = dr:

]
B=r [
j=1

ahol a «'» vessz6 a j=Fk érték kihagyasat jelenti. Hogy ennek az
alkalmazésnak semmi akadédlya ne legyen, reprezentalhatjuk m,-t
egy primér szammal, illetve 1-4i-vel, valamint p-t is ilyen szé-
mok szorzatdval, ami (62) fennalldsdt nyilvanvaléoan nem érinti..
Az (59) baloldalira mindjart (46)-ot alkalmazva a kovetkezst
nyerjik:

: . 2

(ks 7’)4j _]1] (mrs m)gy = (ﬁk—_f‘);

ahol megegyeziink abban, hogy (x, x),=1 értends. A k=1,2,...,T
értékekre valé szorzdssal (46) szerint elGall

1 ‘ 2
(mymy. . .70, 7’)41,,{!1(”"’ )y = (T)—Po__l)

Erre alkalmazzuk (44)-et. Ezt tehetjiik az (x, x), alaka ténye-
z6kkel is, ami 4ltal jéllehet fellépnek bizonyos y.y—! alaku szor-
zatok, amelyekben y értelmetlen, ezek azonban kés6bb csak-
hamar maguktol kiesnek, egyezésben azzal, hogy mindenkor
(@, x), =1:

Mgt T 2=

Az elsé szorzatban el6szor k szerint, a mésodikban el8szor j§
szerint szorozva:

\

e/ L/ A =-~]
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Ha az elsé szorzatban j helyett k-t irunk, majd a reciprokra
tériink at, akkor éppen (62)-t nyerjik, amivel a tételt bebizo-
nyitottuk.

Az 5. tételnek inkdbb csak atmeneti jelentGséget tulajdo-
nitunk, mert mint mondottuk, célunk olyan feltételeket ke-
resni, amelyek a d torzstényezdi 4altal kifejezettek. Jollehet a
(62)-ben is csupan a d t6rzsidedltényezéi (az R (i) testben) sze-
repelnek, de hogy a konjugaltak koziil mindenkor melyik torzs-
tényezé veendd, az fiigg az ott alapulvett d = A®*+ B? eldalli-
tastol. Ha azonban az 5. tételbeli d =Pg felbontast alkalmasan
valasztjuk, megeshetik, hogy a (62)-ben (=), jelekrél (—), je-
lekre térhetiink 4t, mégpedig akkor, ha ott a baloldal olyan

(x‘)j:l (ﬁ?)il
PR A !

tényezdk szorzataként irhato, amelyek mindegyike valds (w ra-
cionalis egész, a pozitiv egész, n torzsidedl li(i)—ben). Ilyenkor
ugyanis ama tényezdk helyett rendre
( REA
ol

irhat6, abol = |p. A (62)-bdl igy el84llo feltételek t6bbé a fent mon-
dott iranyban semmi kivannivalét nem hagynak majd maguk utén.

Mieldtt a most vazolt utat kovetnénk, a kovetkezbt kiva-
nom megjegyezni. A (62) egyenleteket az (59) egyenletekbol
nyertik s viszont ezek megvannak azok kozott. Mégpedig, mint
lattuk, minden egyenlet (62) alatt mint néhany (59) alatti egyen-
let szorzata 4llt eld. Az imént bejelentett attérés a (62)-bél eld
fog allitani egy egyenletcsoportot, amit egy pillanatra (62)-vel
jelolok (ez természetesen esetleg kevesebb egyenletbdl fog allni,
mint (62)). Hasonléan beszélhetiink (59)-rél is. Mérmost, mint
mondottam, bar (69)-bdl kovetkezik (62), mégis lehetséges, hogy
(569)-b61 nem kévetkeztethetd (62), azaz utobbi lényegesen t6bb
az el6bbinél. (86t fennforoghat bizonyos d-k mellett az az eset,
hogy (59)' «iires», azaz a mondott 4tmenet (59) egyik egyenle-
tén sem végezhets el, mig ugyanakkor (62) nem ﬁres.) Ez azt
jelenti, hogy lényeges 1épés volt az (59)-r6l a (62)-re kiovetkez-
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tetni. Egészen hasonlé meggondolésbél lathaté, hogy hasonld
veszteséget szenvednénk végkovetkeztetéseinkben, ha csupin m,
mp® (m négyzetmentes, pTm, p = 2) alakt d-ket vontunk volna
jelen §-ban targyalds ald, amely korldtozés pedig az 1. és 2.
tételek alapjan indokoltnak latszik. Mindezek maradéktalan meg-
vilagitdsdhoz késébb példat fogok bemutatni.

Ezekutén bebizonyitom a kovetkezot :

6. Tétel. Legyen d egengedheld és d = I’Q « d-nek egy
tetszésszerinli felbonldsa két pozitiv egész relutiv prim ténye-
z0re. Jelentse P, és P, « P amua kilonbozé raciondlis torzs-
tényezdinek szorzaldt, amelyel P-ben pdr tlun, itlletve pdros
hatvdnyon fordulnuk elé s hasonlot jelentsenek (), és Q, ¢ Q-ru
nézve. Aklor érvényes a kovetkezd : Valuhdnyszor

(B2 = (B8 = (BL) =1 e
akkor mindig

D D - .

(Bl (B0 (BO) _(2).

Hasznaljuk ugyanis ennek a tételnek a jeloléseit és legyen
(63) érvényes. Alkalmazzuk tovabbd az itt megadott d = P()
felbontasra (62)-6t. Az ottani P,, g helyébe most P,P,, () 1ép-
nek, azaz ezt nyerjik:

! —a
(=t ) ]l Q])(pp) ), = P(PQPQ) G

ahol most Ny = (), r egész idedl az R (i)-ben konjughlt torzs-
idealtényezdk nélkil, mig my, ax (k=1, 2,..., ) jelentése hasonlo,
mint az 5. tételben.

Jelentse egy pillanatra = a y-nak egyik torzstényezéjét
R(i)-ben és legyen nflly. A (65) elsé tényezbje (a —1 kitev6tsl
eltekintve) az Osszes

(=2
e /s

szorzata. Ha e paratlan, azaz =|(),, akkor ebben a hatvény-
maradékjelben (63) elsd része miatt n helyébe Nz irhaté, ugyan-
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-ekkor (=), helyett (—), jelt irva. Paros e esetében ugyanez

tehetd, ha megegyeziink abban, hogy (%): — 1 mellett is
2
( EZ%) = ('}; ) legyen. Eszerint ama belsé tényezében y helyett
4 4

Ny=Q irhato, természetesen most mar (—), jellel, ha ennek a

jelnek értelmét még az (%)4— (7)‘ ( 7)‘ ((y, z)= 1) multipli-
kativ sajatsag 4ltal biztositjuk.

A (63) masodik és harmadik része alapjan hasonlé végez-
heté a (65) baloldaldnak tobbi tényezdjével, mert ezeknek szdm-
1816ja my | Py illet6leg mx| P mellett, amikor megfeleldleg 2|a
illetsleg 2T ax, teljesnégyzet tényezétdl eltekintve P,Q, illeté-
leg P,0Q,-be vihetd et.

A (65)-bdl tehat ez kovetkezik :

l

])11) : Q})(PIP —a, 9 )
(72)4[] ( ka) : )42(1)(P1P2)~1)’ (66)

k=1

ahol az elsd tényezd —1 kitevdjét most mar elhagyhattuk, mert
ama tényez6 értéke -1, tovabba pr= Nn) értendd. (Egyszersmind
latjuk, hogy (63) nemesak elégséges, de sziikséges feltétel is ah-
hoz, hogy (62) a fenti atalakitast megengedje.)

A (66)-ot egyszerlibben irhatjuk. A jobboldali nevezé a teljes-
négyzet tényezbk elhagydsaval P,-vel helyettesithet6. A szorzatjel
alatt megmarad6 részt a szdmlalé 4-ik hatvany tényezdinek el-
hagydsaval atalakitjuk. Hogy ezt tehessiik, n.vel (¢=1,2,3,4)
jelolom a P ama kilonbozé py torzstényezdinek szorzatat, ame-
lyekre a,=e (mod 4). Akkor 4-ik hatviny tényez6k elhagyésdval
P helyett n,nni vehetd, tovabbs P,=nmn, P,=n,n,. Ugyan-
ekkor tehat (66)-ban a; helyébe mindenkor a megfelelé ¢ irhato,
8 egyben Osszeszorozzuk az egyugyanazon e-hez tartozd tényezd-
ket. Végiil még () helyett ();m*-et irunk, ahol m pozitiv egész
szam, 8 igy (66)-b6l a kovetkezdt nyerjiik:

( 77'1"?'2”3"7'44_)4 ﬁ ( Qym*n,nong (n1nz"an4):e_)4—_— ( _P%_)

Q,m? Ne A

e=1
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Latjuk, hogy a négyzetes reciprocitastétel szerint m*® torolhetd,.
8 igy a baloldal

( nlnmsm) ( &nini) (n?nsnf) ( n%né”m) (nlnini)
01 4 n, 4 Ny /s Ny 4 n, 's

Ez nn, = P, n,n, = F, miatt a (66) baloldalatél csupén az

(nsm ) ( nln‘) ( NN, ) ( X )

7y Ny ng 7y

tényezében tér el, ami azonban a négyzetes reciprocitdstétel
szerint egyenlé a kovetkezdvel:

2t ) ()

Minthogy a fenti egyenletnek és a (66)-nak jobboldalai egy-
mésté]l ugyanebben a tényezében térnek el, bebizonyitottuk a
6. tételt.

Mint lattuk, a (62) egyenletekbél #lltak elé a (64) egyen-
letek, amelyeknek a (63) feltételek mellett fenn kell &llniuk.
Ugyanez az ut (59)-re alkalmazva egy olyan rendszerhez veze-
tett volna, ami (64)-bdl mindazokat az egyenleteket tartalmazza,
amelyekben P, P, torzszém. Ha most példdul d = p p,p.p,, ahol
Py» Do Py P, Olyan kiilonbozé paratlan torzsszémok, amelyek egy-
masnak négyzetes nemmaradékai, akkor azonnal latjuk, hogy a
{(4)-ben egyetlen olyan egyenlet sem szerepel, amelyben I’ F,
torzesszam. Minthogy ugyanis d négyzetmentes, most F,=0,=1,
P,Q,=d, ha tehat P, torzsszam, akkor a (63) feltétel nem 4ll
fenn. Ellenben a teljes (64) rendszer nem iires, minthogy (63)
példaul P,=p,p,, ;= p,p, mellett fennall. Mégpedig (64)-nek
a megfelelé egyenlete lathatélag nem olyan, ami azonosan ki-
elégiilne. Fzzel a példaval megmutattuk, hogy az (59)-rdl (62)-re
valo attérés nem volt felesleges 1épés.

Természetesen a (64) egyenletek 4ltaldban nem fiiggetlenek
egyméstol, amirgl késébb még szélunk.
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5. §.

A 4. és 6. tételekb6l a d megengedhetd voltdra vonatkozo
feltételeket fogok most dsszeallitani. Hogy ezt révidebben tehes-
gsem, megéallapodok & kovetkezdkben :

Legyen ¢ és [ a d ama kilénbozé torzstényezbinek szor-
zata, amelyek d-ben pératlan, illet6leg paros hatvinyon szere-
pelnek. (Akkor e>1, 21f.) Egy «, b szémpart d-felbontésnak
nevezek, ha a, b a d-nek pozitiv raciondlis osztéi és a ab =e.
Az a, b és b, a d-felbontasokat nem kiillénbozbknek nevezem.

Egy a, b, ¢ szdmhdrmast kiegészitett d-felbontésnak neve-
zek, ha «, b egy d-felbontds és ¢ az [-nek pozitiv racionalis
osztdja, ismét figyelmen kiviil hagyva az « és b sorrendjét.
Az a, b, 1 kiegészitett d-felbontést azonositom az a, b d-felbon-
1assal. Ha félreértéstél nem kell tartani, elhagyom a «kiegészi-
tettr kitételt, ezzel szemben, ha sziikséges, a t6bbi d-felbontast
kozonségesnek nevezem.

A d-felbontéasok egy G Aper-féle csoportot alkotnak agz

(&, b, ©) (¢, by, ¢,) = (aay), (ba,), (cc)

szorzasi szabdly szerint, ahol a jobboldali zirjelek a teljesnégy-
zet tényezbk torlését jelentik, a baloldaliak a szokdsos Ossze-
foglalo értelemben hasznaltattak. A G alesoportja a kézonséges
d-felbontdsok g csoportja. A G typusa (2, 2,..., 2), egységeleme
az 1,e, 1 (=e, 1, 1), amit nem valédi d-felbontdsnak is neve-
zek, a tobbit valédinak. A G és ¢ rendje 2*—! és 2¢—1, ahol
v és u jelentik az ef, illetGleg e torzstényezdinek szamossagit.
Masodfajunak nevezek egy a, b, ¢ d-felbontést, ha

(=D =) =

+

kiilénosen tehat az «, b(=a, b, 1) d-felbontds masodfaju akkor

(= ()=

Msisodfaju e szerint a nem valédi d-felbontds is.

~
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Bebizonyitom, hogy a mésodfaju d-felbontdsok egy G, cso-
portot képeznek, amibdl az is kovetkezik, hogy a kézbnséges
miagodfaju d-felbontasok egy olyan g, esoportot képeznek, amely
g-nek és G,-nek metszete (Durchschnitt).

Két tetszésszerinti d-felbontast ugyanis a 4=AR, CD, EF;
4,=AC, BD, EH alakban vehetiink fel, ahol A, B,..., H pozi-
tiv egész szamok, ABCD=e, EFH|f. A belélik osszetett
d-felbontas akkor 44,=BC, AD, FFH. Ha marmost 4, 4, mésod-

fajuak, akkor (ﬁgyelembe veendd, hogy ((%)) =1 és ((%)) =1

egyiittesen ugyanazt fejezik ki, mint ((—;—z)) = 1):

4525 (14525,
(( CZEF)) —1, (( CI?}EF)) —1;
((Alifl))) —1, ((A];CD )) =1

€8

(47 -1 (14552 -,

((BI)EI])) ((BDCJ;JH)‘)_
(15

) (( ABCD) ) —1
Hasonléan a bebizonyitandé egyenletek igy hangzanak:

H

((BCLFH)) —1, ((B(g’[{))z 1;
( AI;}FH))=1, (( ADFH )

il

( AI;CD )) 1 .

: ((“‘—”é’”))



30 REDEI LASZLO.

Ezt a mindossze 18 egyenletet ugyanebben a sorrendben révi-
den 11, 12,..., 16; 21,...; ..., 36 4ltal jel6léom. Az 13, 23
egyenletekbdl p| A mellett kovetkezik

(CDEF)_1 (BDEH)__1
» U '
Fzekb6l szorzassal eldall

( BCFH ) -1

p

ami éppen a 31 egyenlet fennéallasit jelenti. Hasonldan kovet-
keznek a 32, 33, 34 egyenletek rendre az 12, 22; 14, 21; 11,
24 egyenletparokbdl, mig a 35, 36 egyenletek nem egyebek,
mint az 16, 21 egyenletek. Az allitast ezzel bebizonyitottuk.

Ervényesek a kovetkezk :
7. Tétel. Ha

((%)) =—1 (67)

(tehdt nincs olyan a, b, ¢ kieyészitett mdsodfaju d-felbontds,
amelyben ¢ > 1) és minden a, b valddi mdsodfuju  d-felbon-

tdsra
a\ _b_) _ )
(bl—(a4_ 1 (68)

teljesul, akkor d megengedhetd.
8. Tétel. Ha van olyan a, b, ¢ mdsodfuji d-felbontds,

amelyre
. g
(L) == ) )

teljesul, akkor d nem meyengedhetd.

Megjegyzések. A 7. tétel természetesen ugy értendd, hogy
ha fennall (67) és nincs a, b valédi masodfaju d-felbontas, ak-
kor is megengedheté a d. Minthogy egy régebbi tételem szerint
az a, b valédi mésodfaju d-felbontdsok hidnya éppen azt jelenti,
hogy a ¥/ d testjében a (satikebb értelemben vett) abszolut osztély-
csoportnak nines 4-gyel oszthaté invaridnsa, és (67) azt jelenti,
hogy az R(Y d) = R(Y e) testben az [ torzsszamtényezsi fel-
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bontatlanok maradnak, azért a 7. tétellel egyiitt fenndll a ko-
vetkez :

9. Tétel. Ha az R(Y d) mdsodfoki szdmtest ubszolit oszldly-
csoportjdnuk wmincs A-gyel oszthalo invaridnsa és a d torzs-
tényezdi koziil egyil sem esik szét teljesen (uzuz két kilonbozd
torasidedl szorzatdra) az R(Y d)-ben, akkor d megengedhetd.

A ® dolgozatban szerepelni fog az az egyébként kdnnyen
kimutathato tény, hogy (68) csak akkor teljesiilhet minden a, b
valodi mésodfaju d-felbontdsra, ha ezek szémossiga legfeljebb
3 (azaz g, rendje legfeljebb 4) s ez az imént emlitett tételem
szerint azt jelenti, hogy az R(l/ d) osztalycsoportjaban legfel-
jebb 2 4-gyel oszthaté invaridns van. Roviden itt is megjegyzem,
amire az emlitett helyen még visszatérek, hogy tehdit:

A 7. tétel alkalmazhatosiga megsziinik, ha az B(j/c_l) test
abszolit osztilyesoportjaban legalabb 3 4-gyel oszthaté invaridns
van. (Hogy ez a 7. tétel alkalmazhatésigira kellemetlen eset
elég ritka, arrdl ott ugyancsak szé lesz.)

Mint lattuk, a (64) egyenletek nem egyebek, mint a (62)
egyenletek, ezek pedig az (59) egyenletekbdl szorzas altal alltak
elé. Viszont a (69) teljesillése nem mdst fejes ki, mint a (64)
nem teljestilését (csupdn mas jeloléssel). Lathaté ebbol, de koz-
vetleniil is kionnyen igazolhatd, hogy (69)-et elegendé a G, cso-
port egyik bizisdra megvizsgdlni, mert ha egy ilyen bizis egyik
elemére sem all fenn (69), akkor hasonlé mondhaté a G, min-
den elemérol.

A 7. tétel bizonyitdsa. Tegyiik fel, hogy ((%)):—1 és

hogy minden «, b valdodi mésodfaju d-felbontéasra (68) fennill s
ennek dacara d mégsem megengedhet. Akkor tehat (a 4. tétel
jeloléseivel) fonndllnak kiilénosen (37) és (38), tovabbd P .P,=e
és (),Q, Osszes kilonb6zé torzstényezéi megegyeznek [ torzs-
tényezdivel. Nem lehet P,=1, mert akkor P,=e s ugy (37) elsé
egyenlete miatt kell, hogy Q,=1 legyen, holott P,Q,>1. Ha-
sonloan kovetkezik, hogy P,#+1. A P,,P, tehat valédi d-felbon-
t4s, tovabbé mdsodfajd, mert (37)-bdl kovetkezik

(17:0) = (7)) =+
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A (38) azonban ellentmond (68)-nak s ezzel a 7. tételt be-
bizonyitottuk.

A 8. tétel lathatéan nem egyéb, mint a 6. tétel megfordi-
tdsa, minthogy az ottani P,, Q,, /', éppen megfelel a d-felbon-
t4s értelmezésének.

Latjuk, hogy a 7. tételt ugy is nyerhettik volna, hogy elé-
sz0r ugyanezt a tételt m és mp® alaku d-kre vezetjiik le, ahol
m négyzetmentes pozitiv egész szam és p‘l‘m, azutén az 1. és
2. tételeket alkalmazzuk., Ez azonban a tirgyaldsban semmi révi-
diilést nem jelentett volna s egyébként is a 4. tételt teljes alta-
lanossdgban kivdntuk nyerni. Hasonléan a 8. tételt elég lett
volna egyel6re csupin mn® alaku d-kre megallapitani, ahol
m, n relativ prim négyzetmentes pozitiv egész szémok (n =1),
s azutdn az 1. tételt alkalmazni, de ez sem jelentett volna
szambaveheté megtakaritast. Hogy azonban a 8. tétel bizonyi-
tasat nem rendezhettiik volna be hasonldéan, mint azt most a
7. tételr6l mondiuk, azt most egy példaval megvildgitom (v. 6.
a bevezetéssel). Mdaskép szdlva, azt fogom megmutatni, hogy a
8. tételnek m és mp? alaku d-kre vonatkozé részébdl nem lehet
az 1, és 2. tételek alapjan kovetkeztetni a teljes 8. tételre (m és
p jelentése mint fentebb).

Legyen ugyanis példdul d=pqgrs? ahol p, g, r, s kiilonbozé
paratlan t6rzsszamok, amik egymasnak paronként négyzetes nem-

maradékai, a p, g par kivételével, amelyre (%)= 1. Tovabba
py_ l) = 70
( q )4 (p 4 . (70)

50, e =) an

Hogy mindezek a feltételek, mitSbb, végtelen sokszor kielégit-
heték, az az R(t) testre vonatkozé DiricHLET-féle szamtani ha-
ladvény tételbél s a 4-edfoku reciprocitistételbél konnyen kovet-
kezik. Most 1, pq, rs mésodfaju d-felbontés s igy (71) miatt a
8. tételbsl kovetkezik, hogy d nem megengedhets. Ha azonban
a d = pq, pqr?, pqs® szamokat tekintjiik, azt tapasztaljuk, hogy

legyen

68
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egyikre sem tartalmaz a 8. tétel semmi kijelentést. (Hasonlé igaz
most a 7. tételr6l, ugyhogy most az utébb nevezett d-knek a
viselkedése teljesen felderitetlen marad.) Ugyanis d=pq mellett
P, q(=Dp,q, 1) az egyetlen valédi masodfaju d-felbontas, ré-
nézve azonban (70) miatt (69) nem teljesiil. Szoészerint ez igaz
d = pqr®-rél és szimmetriaokokbdl d = pgs*rél is. Ezzel ki-
mutattuk, amit kivantunk.

Még egy megjegyzés alljon itt a 7., 8. tételek alkalmaz-
hatésdgérol. A d-t a p§i...p% alakban gondolom irva, ahol
Py Po<lio << Pi €8 Uy, ..., Ay pozitiv egészek. Az a,..., dy;

(%ﬂ) (I xm<n<k) értékrendszert a « tipusénak nevezem.
n

Akkor érvényes a kovetkezé: Minden tipusnal dtlagban legaldbb
az esetek felében a 7., 8. tételek segitségével eldonthetd, hogy
d megengedheté-e vagy nem. Ugy értem eat, hogy x,-gyel jeldlve
az x alatt levé egy bizonyos tipustd d-k szédmossagat s wx,-vel
jelolve ezek kozill azoknak a d-knek szdmossdgit, amelyeknek
megengedhetd, illetéleg nem megengedhetd volta a 7., 8. téte-
lek alapjdn eldontheté, minden tipusra fennall a kévetkezd :

lim inf 22 > —01)— (& —> oo).
.. 1 —

Megjegyzem, hogy ennél jelentékenyen tébb is igaz, amely
kérdésre més alkalommal vissza akarok térni s ezért az itteni
allitdst most csak vazlatosan bizonyitom.

Mindenekelétt fenndll a kévetkezd : Ha ((%)) = —1, akkor

van legalabb egy valodi mésodfaju d-felbontés.

A bizonyitis egy elébbi dolgozatomra® tamaszkodva nyer-
het6. Elég természetesen azzal az esettel foglalkozni, amikor
nines «, b (egyszert) valodi masodfaju d-felbontds, mert kiilén-
ben ez az 4lliths maris igaz. Ez a © dolgozat nyelvén azt jelenti,
hogy nines valédi masodfaju «D-felbontds», ahol most ) = e
vagy 4e értendé a szerint, amint e (s vele egyiitt) d paratlan
vagy péros. Ez ismét azt jelenti, hogy az ottani Mp matrix

6 Riper L.: A masodfokd szémtest egyik tételének 1) bizonyitisa
ez az Krt., 50 (1934), 219—228,

LIV 3
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oszlopaibol képezheté egyetlen «nem fliggetlen» halmaz az iires
halmaz. Mdsrészt legyen p az f-nek egyik olyan torzstényesdje,

amelyre (?e') =1 teljesiil, amely p((;—)) # — 1 miatt létezik.
Fiiggessziik az Mp matrixhoz utolso oszlopula —1‘%) (k=1,2,...,%)
* P

elemeket, ahol p,, p,...., p; az oftani jelentéssel birnak (ezek
tehat a D kilonb6zd torzstényezdi, az ott adott sorrendben). Az
igy elddllott M négyzetes matrix Osszes soraibol 4ll6 halmaz
nyilvanvaléan «nem fiiggetlen» s igy ama dolgozat 7. pontjanak
alkalmazasaval kovetkezik, hogy az M matrix oszlopaibél is ké-
pezheté egy, az iires halmaztél kilénbézé «nem fiiggetlen» hal-
maz. Ez a halmaz a fentiek miatt biztosan tartalmazza az utolso
oszlopot (mert kiilonben ez a halmaz része lenne Mp-nek is).
A nyert tény konnyen lathatolag éppen azt jelenti, hogy van
egy a, b, p alakd (valédi) mésodfaju d-felbontds, amint ezt alli-
tottuk.

A most nyert tény alapjan nyerjik a 7. tételbél ennek
kovetkezd kiilonos esetét, amit érdemesnek tartunk kiilon meg-
fogalmazni, ami egyébként szoszerinti altalanositésa egy (négyzet-
mentes d-kre vonatkozo) régebbi tételemnek:

9a. Tétel. Hu nincs valddi mdsodfaju d-felbontds, «kkor
d megengedhetd. (Megjegyzends, hogy ez lényegében nem més,
mint a 9. tételnek egy méasik alakja, amit az elmondottak alap-
jan kénnyen beldthatunk.)

Legyen most mar adva egy tetszésszerinti d, s tekintsiik vele
egylitt az Osszes olyan d, szémot, amik d-vel hasonld tipusuak;
ozek minden tipus mellett végtelen sokan vannak. Ha d-hez
nines valédi mésodfaju d-felbontés, akkor természetesen hasonlo
1gaz minden d,-r6l, s igy mindnydjukra alkalmazhaté a 7. tétel
a most emlitett kiilonés esetében. Most tehdt érvényes a fenti
4llitds (mi t6bb, most x,=x,). Ha pedig d-hez létezik egy a, b, ¢
valodi mésodfaju d-felbontds, akkor nyilvanvaléan minden d,-hez
is hasonléan viselkedik az az a,. b,, ¢, szdmhérmas, amit ugy
nyertink a, b, c-b6l, hogy a d-nek p, <p,<---<py torzs-
tényezGit rendre a d,-nek ugyancsak nagysig szerint rendezeftt
torzstényezdivel helyettesitjik. Kimutathato marmost, hogy az
Ogazes ilyen a,, b,, ¢, hdrmasokra (asszimptotikus értelemben) az
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esetek felében a (69)-hez hasonld egyenlet teljesiil, amikor tehat
a 8. tétel alkalmazhato, amib8l az allitds koévetkezik. A bizo-
nyitasnak ezt a hidnyz6é részét itt elintézetlenil hagyjuk. Ez
hasonld eszkézoket kivanna, mint amiket (71) utdn emlitettiink
g a % dolgozatban végzendS megfontolésok alapjan az itteni
hiany kénnyen potolhaté.

6. §.

Jelentsen most p 8k-+1 alaku torzsszdmot. Akkor léteznek
a 2p = a®+b?, p=a®4-8B* eldallitasok, ahol «, b, a, 8 racionalis
egész szamok, tehat alkalmas eljellel « =-+ b (mod 8). Tudva-
levéen az a, b, a, § szdmok az «a és b sorrendjétél s az eld-
jelektdl eltekintve p 4ltal meghatdrozottak., ErsrEin* (1. 0. 248—
252. o.) bebizonyitotta a kovetkezd tételt :

Azok a p-k, amelyekre a (= + b) = 4 3 (mod 8), meg-
eqyeznek azokkal, umelyekre 218, s mindezekre d=2p, valu-
mint d = 2p®, azaz dltaldban d = 2" (n pozitiv egész) nem
meyengedhetok.

Ez a tétel konnyen bizonyithaté a 8. tétel alapjin, a kovet-
kez6 észrevétel segélyével: Mindenkor érvényes

(5).5)= (5) = a2

Tegyiik fel ugyanis, hogy (72) fennall. Ebb6l maris kévet-
kezik a tétel elsé 4llitdsa. Latjuk tovabbé, hogy d = 2p mellett
2, p (azaz 2, p, 1), mig d = 2p® mellett 2, 1, p (valédi) mésod-
faji d-felbontds. Mindkettére a (69) a

LG

egyenletbe megy 4at, ami (72) szerint a 2‘1‘5 esetben teljesiil.
A 8. tételbdl tehét kovetkezik FpsTEIN tétele s igy csupén (72)-6t
kell még bebizonyitanunk.

Alkalmas eldjellel felteheté, hogy ¢ =b (mod 8). Akkor ®

(L. 0. 96. 0. szerint p = ’Hc)'b)z+ (4=t )2 miatt
(%l: (— 1)11_—82.

3%
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Tovabba
(4),= 05" 73)

2
. 2 at-1
Ki fogom mutatni, hogy a jobboldalak szorzata (7) =(—1) s,

ami éppen (72) elsé felét bizonyitja. Ehhez csak arrdl kell meg-
gy6z6dniink, hogy 16 |a—b+4p—«?, azaz 32| 2a—2b+2p—24?,
vagyis 32| 2a—2b-+b%—«? ami a=b (mod 8) miatt nyilvanvald.

A (72) mésodik fele hasonlé szédmitdssal bizonyithatd, mint

amit a 3. §-ban végeztiink, most a p=a>483% egyenlet alapjan.
Logyen ehher = 278, ahol 27||8. -Akkor ([9_))2(:.1 ) =1
1 4

miatt

Masrészt (73) miatt
e C

2

Ezekbdl szorzassal kovetkezik (72) masodik fele, egyszersmind
tehat a fenti tétel.

7. §.

Bebizonyitom a kovetkezét:

10. Tétel. Ha d eqy bizonyos tetszésszerintli megenged-
hetd szdm és t, w befutju « (3) dsszes pozitiv megolddsdl, m
befutja az 0sszes raciondlis egész szdmokat, akkor a

d, = d + 2tm + u®m? (74)

szdmok mind megengedhetdk, kivéve ha d,=1, wmi csupdn a
d=1+B% t=B, u=1, m= — B (B pozitiv egyész) esetben
lehetséges, s az Osszes igy elodllott d, szdmok killonbézdk,
csupdn « kovetkezd két kivétellel: a) a d,=d eset elddll, ha
m=0 (t, u tetszésszerinti) és ha d=1+B* m=—2B, t=B
u=1; b) d=1+ B* mellett minden d,=1+ B} (1, d) eset elddll
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kétszer, mégpedig t=DB, u=1, m =— B+ B, mellett (B, B,
pozitiv egészek, B;= B).

Megjegyzések. Hogy a (74) alatti szdmok mind megenged-
heték az emlitett d,=1 kivétellel, az kozvetleniil folyik a (3)-mal
egyiitt fennalld

(t + u*m)® — (d + 2m + um) u® =—1 (75)

egyenletbdl, de ugyancsak taldlkoztunk vele mar a 3. tétel 6° reé-
sz€ben, ahol azonban figyelmiinket csupan a Perr-féle bézisokra
forditottuk. Az ottaniakbdl az is azonnal kovetkezik, hogy a
d,=1 eset csupan a 10. tételben nevezett kivételes esetben 4ll-
hat be, de ez is azonnal kovetkeztetheté (75)-bdl, mert e szerint
a d,=1 esetben (t +u*m)®*=u®>—1, amibél u=1, t =—m,
d =1+ m?, nyilvanvalé egyezésben a fentiekkel.

Iizek szerint a 10. tételnek egyediili nem trividlis allitdsa
az, hogy szilard d mellett a (74) alatti szdmok az ottani korla-
tozdssal mind killonbozék. Ezt az allitdst nem tudom hasonlé
egyszerliséggel bizonyitani, hanem igénybe veszem a Perr-féle
bézisrol bebizonyitottakat, felhasznalva tobbek kozott a 3. tétel
3° részében kifejezett egyértelmiiséget. Ez a korilmény is hozzé-
jérul ahhoz, hogy jogosultnak ldssuk & «PrLL-féle bAzis» fogalom
bevezetését.

Bérmennyire kézenfekvé is az a tény, hogy a (74) alatti
szdmok mind megengedhetk, tudtommal ez a figyelmet mind-
eddig elkeriilte. Felvetheté a kovetkezd altaldnos kérdés: Melyek
azok az

fl@x) = ax®+ bx + ¢ (76)

masodfoku fiiggvények, amelyek minden racionalis egész x mellett

megengedhetd d szamokat allitanak eld, esetleg kozétiiik az 1-et.
Erre nézve érvényes a kovetkezs: Ha az f(x) discrimindnsa

b2 —4ac=—4r*=:0, tovibbs a a=17r%s?% ahol r, s, b, ¢ raciondlis

ogészek, akkor f(x) a kérdezett fiiggvények kézé tartozik.
Ekkor ugyanis nyilvinvaldan 2r|b s igy a

(Q—br + rs“‘x)z—— f(x).s?=—1

azonossaghdl folyik az allitds.
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Val6szintinek latezik, hogy ezzel az oOsszes kérdezett fiigg-
vényt felsoroltuk. Mindenesetre a felsorolt fiiggvények kozé tarto-
zik (74) is (m helyett 2-et gondolva). Hasonl6 igaz az f(x)=x"+1,
(2x+1)%+4 példakrdl, amik tudvalevéleg ugyancsak a kérdezett
fiiggvények kozé tartoznak. Ugyanez mondhaté a 2. § végén
megadott két példamrdl (ezekkel ott més célom volt), ha azok-
ban az = 4dx +1, illetbleg f= nx + 2 helyettesitést végezziik,
valamint C. BopLuNp-nak ?

q(q+ ))+2qx+

f) = (po + (LY

p
példajardl, amelyben p, g tetszésszerinti racionalis egész szdmok
a plg®+1, 2Tp feltételekkel. Ez utébbi fiiggvény discrimingnsa
ugyanis — 4 (azaz 7 = 1) 8 benne a = p*

(Forditva kénnyd latni, hogy a fent felsorolt ax®+ bx -+ ¢
fiiggvények (74)-t61 nem kiilonboznek lényegesen, mert azok
(74)-b6l az r*x?+1 esettdl eltekintve mind az m = rx helyette-
sitéssel elGdllnak.)

A 10. tétel bizonyitdsa. Csupdn azt kell még kimutatnunk,
hogy a (74) alatti d, szdmok 4llandé d mellett mind kiillonbozék,
az ott emlitett a), b) kivételekkel. Legyen tehdt megadva egy meg-
engedheté d és legyen A, B (>>0) az 6 PrrLL-féle bazisa. Ismét
hasznalni fogom a 3. tétel 5° részében bevezetett x,, Yn, tan+1,
Uit =0, 1, 2,...) jeleket. A (19), (20), (21) alattiak szerint
(az a=b=0 esetre valo alkalmazéssal, amelynél még tekintetbe
veendd, hogy most |A|= A4, |B|=

(x5, — ya)(— 1A —2x,y,.(—1)"B =1, (77
t!n+1 = ‘ (xfl - yﬁ) B + an?/nA l7 (78)

amihez, minthogy fan+1, Ueni1 8 (3)-nak egyik megoldasat, még-
pedig az n+ 1-dik pozitiv megoldast képezik, (7) szerint az

Ugn+1= Ln+ Y (79
egyenlet 1ép.

7 C. BopLunp: Ett talproblem, Elementiar Mat., 17 (1934), 1—4.
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A (77)-bél a 3. tétel 6° részének (m helyett (—1)* m-mel
valé) alkalmazasdval kovetkezik, hogy az

|A + 2xnynm|, | B+ (n— yn) m| (80)

szampdr PELL-féle bazis egy d.. szémhoz, vagy ez a szampéar
az 1, 0, amikor jelentse d,, az 1-et. E szerint d,,, mindenkor
a (80) alatti szdmok négyzetosszege. Ezt kiszdmitva az (5), (78),
(79) figyelembevételével a kovetkezdt nyerjiik :

Ay = d + gpym + ugn-f—lmz,

ahol a jobboldal kozépsé tagjanak el6jele m-t6l nem fiigg. Mint
hogy teni1, Uzni1 7=0, 1, 2,... mellett befutja a (3) Osszes kii-
16nb6z6 pozitiv megolddsat, azért a dun(m =0, -1, 4 2,...;
n=20, 1, 2,...) szdmdsszeség megegyezik a (74)-beli Osszes d,
szammal. Minthogy pedig (80) vagy a dp,, PruL-féle bézisa, vagy
az 1, 0 szémpar, azért a 3. tétel 37 részében kifejezett egyér-
telmiség miatt elegend6 azt kimutatnunk, hogy a (80) szampar
akkor és csak akkor egyenlé A, B-vel, ha m =0 vagy A =1
(tehat d =1+ B?*, n=0 (tehét x,= 1, y, =0, u,=1, t, = B),
m = — 2B, mig az 6sszes tobbi esetben a (80) szémparok egy-
mastél kilénbozdk, kivéve d =1+ B?% n =0 mellett (amikor
tehdt A =1, x,=1, y,=0, u,=1, t,=B) olyan két m értéket,
amelyek egymastél s 0-t6l kiilonboznek s Osszegik —2B, ami-
kor a két megfelelé (80)-beli szdmpér egyenld.

Mindenekelétt megvizsgaljuk, hogy a (80) szdmpar mikor
egyenlé A, B-vel. Akkor kell, hogy x,y.m =0 vagy —A és
(@2 — y2) m =0 vagy — 2B legyen. Minthogy (77) miatt Xy, ¥n
kozil az egyik paros és A paratlan, azért csak x,y,m=0 j6het
tekintetbe, Kell tehat, hogy vagy m=0 vagy m==0 és Zpyn=0
legyen. Minthogy (77) miatt w«w,, ¥y, relativ primek, azért az
utébbi esetben x, és y, koézil az egyik O a mésik 4-1, amibél
(79) szerint ug,41=1, azaz u =0, x,=1, y,=0 s tovibb (78)
szerint ¢, = B, végil a fentiekb4l m = — 2B kovetkezik. For-
ditva tiistént kovetkezik, hogy a taldlt esetekben (80) az A4, B
szdmpdarba megy 4t, mindez egyezésben az 4llitdssal.

A (80)-ban a «|[» jel alatti szdmokat s ill. by, jelekkel
helyettesitve, feltételezem, hogy tmn = G 68 bpn = bynr
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(m, m'=41, 4+2,48,...; n, n'=0, 1, 2,...), tovabba |@m.|s |bmn,
(= l“fm’n’ I: , bmm|) & A, B.

Mint mér emlitettiik, x,y, péros, tehat (80) szerint
Omn =A (mod 4). Hasonléan iy, = A (mod 4) s igy A pératlan
volta miatt a fenti lehetéségek koziil csupdn amn, = @mw’ johet
tekintetbe. A (80) miatt tehat

Lnlfnt = Ly Yum'. (81)
Ugyancsak fennéllnak (77) és (79) mintéjdra az
(x5 — YA (— 1A — 2z iy (— 1) B =1, (82)
Usn' 1 = Xy + Yo (83)
egyenletek.

Ezutdn megkiilonbéztetem az aldbbi 1., 2. eseteket:
1. bpn = bun’. Akkor (80) szerint

(xn— yr)m = (x5 — Yyaym'. 84, 1)

A (77)-et (—1y'm-mel s a (82)-6t (— 1) m'-sal szorozva, a nyert
egyenletek baloldalai (81) és (84, 1) miatt egyenlék. Akkor a
jobboldalak is egyenldk, azaz m=-+4m'. Emiatt a (81), (84, 1)
egyenletekbdl kénnyen x;+yr=ux5+y, azaz (79) és (83) sze-
rint Ug, 11 = Ugn'+1 kOvetkezik. E szerint n=n' s igy (84, 1)
szerint m =m'.

2. bpn =— bmnr. Akkor by + by =0 8 igy (80) szerint

2B + (x2 — ya) m + (a5 — yp)m' = 0. 84, 2)

Koénnyt szémitassal nyerjik a (77), (81), (82), (84, 2) egyen-
letekbdl a kovetkezbket :

24B + (—1ym + (— 1" m'

LnlYn =— A1Bm (85)
g Y = — 24B + (—1[i’1‘31:1n,+ (— 1y m' , (86)
2y 2AB — (—1;':1% + (=1 m’ ’ ®7)
wy—ytm 2AB+ (= 1rm— (—1'm’ 8)

24m’
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Mindenekel$tt tekintem az 2,4, = O esetet. Minthogy x,, ¥,
koziil egyik paros, azért | ZnYn| =2, |Xn—ya|=3. A (81) miatt
ugyanekkor x, Y, 40 8 igy érvényes |x, Y| =2, |xh—yn|=3 is.

Ha |m| = |m'}, akkor az altalénosség._megszorité,sa nélkiil
feltehetd, hogy | m| > |m'!. Minthogy (85) jobboldala egész szdm,
azért ekkor

[(—1y*m + (—t)»'m'| = 2By,

ahol ¢ pozitiv egész szam. Ebbsl |m | > Bq kivetkezik. A (85)-
bél tehat |a,yn| > 2 miatt 2AB+2Bq = 2. |4Bm| >8B?%, azaz
A >(@4B —1)q = 4B —1 kovetkezik. Még inkabb tehét

A>3B.
Hasonléan kévetkezik (87)-bdl elébb
|— (—=1)"m + (—1)"'m' | = 247,

ahol r pozitiv egész, majd |m|> Ar, |25 —yi| =3 miatt
2AB +24r=3.]24m|>6A%, azaz B > (34—1)r=34—1=24.

Ez ellentmond a fenti egyenldtlenségnek, amibél tehat |m | = |m/|

kovetkezik.
E szerint vagy (85)-ben vagy (87)-ben a szamldlé 24 B. Az
24B A

elobbi eset lehetetlen, mert akkor .y, =— 55— = —

ABm 2m

lenne, holott A paratlan. E szerint

24B+2n _ AB+4m 2P 0P 2AB B
4Bm 9Bm T T T U Am T T

Ezek koziil az els6 egyenletbsl Blm, azaz |m|> B kovetkezik,
ami ellentmond a mésodik egyenletnek.

A haétralevé x,y, =0 esethen (81) szerint egyszersmind
XYy = 0. Ez, mint mar emlitettiik, csupan n=mn"= 0 mellett
lehetséges, amikor x,=1, y,=0, és (84, 2) mla,tt m-+m'=—2B,
valamint (77) miatt 4 =1.

Forditva a

d=14+B*(4 =1), n=n"=0, m—}—m':—'QB(m,m':&:O, m=+=m')

Lnlfn =

esetben x,=1, y,=0 miatt (80) szerint
om= thopy=1, bom= B+ m, bopr= B+’ =— B—m = — by,
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azaz a megfeleld (80) alatti szémpéarok egyenlék, amivel a (80)
utdn tett megjegyzés szerint a 10. tételt bebizonyitottuk.

Megemlitem, hogy a jelenlevé § némi kapesolatban van
NaceLn egyik dolgozatdval,® amelyben nem megengedhets d-sza-
mok hasonld eldallitdsai szerepelnek.

Azt is megjegyzem, hogy a 10. tétel a kovetkezd értelem-
ben megfordithaté: Ha (74)-ben ¢, u a (34)-nek barmelyik pozitiv
megolddsa, mig d bérmilyen 1-nél nagyobb nem teljes négyzet
racionalis egész szdm, akkor az m =0, 41, 4-2,... 4altal el6-
allitott d, értékek kozott csak véges sok megengedhetd szim
szerepelhet.

Ez egyszerien igy kovetkeztetheté: Most is fennal egy
(75-hoz hasonlé egyenlet, azonban --1 jobboldallal. E szerint
|t + u®m|, u megoldasa az a® — d,y® = 1 egyenletnek, mégpedig
nyilvinvaléan alapmegoldésa még az x?*—d,y*=-1-1 egyenletnek
is, hacsak d,, azaz |m| elég nagy.

Megjegyzések a korrektura alkalmdval. Hogy a (74) alatti
szémok megengedheték,azt mér J. Romero (Interm. Math., 9
(1902), 182) észrevette.

. A (76)-ndl kérdezett figgvények kozé tartozik

f(@) = dPx®+"Atx + d
is, ahol {, % most a

?2— du?=— 4

egyenletnek pozitiv pdratlan egész szdmokbol 4116 megolddsa.
Ezéltal moédosulnak a (76) utén mondottak, mert most f(x)
discriminénsa —64 s az 2* egyiitthatéja, 4u® nem oszthato
16-tal.

A 6. § tartalma kibGvithetd, amire méskor O6hajtok vissza-
térni.

8 NacrLL: Uber die Losbarkeit der Gleichung a?—Dy*=—1, Arkiv
for Mat., Astr. o. Fysik, 23B/6 (1932), 1—5.

(A M. T. Akadémia III. osztélylnak 1935. marc. 18-4n tartott ilésébél.)s



UBER DIE PELLSCHE GLEICHUNG £ —du? = —1.

Von L. REDEI in Géttingen.

Durchwegs bedeutet d eine positive ganze Zahl, die keine
Quadratzahl ist, fiir die —1 ein quadratischer Rest ist. Bekannt-
lich ist sonst die Gleichung

t*— du?=—1 3

in positiven ganzen Zahlen ¢, w nicht l6sbar. Es handelt sich um
die d, fir die diese Gleichung losbar ist. Die Hauptergebnisse
sind die folgenden:

Es werden zunichst die Sdtze von P. EpstEix * mit weni-
gen Erginzungen einfacher bewiesen. Ein Teil aus diesen Sdtzen
ist schon in meiner fritheren Arbeit > enthalten.

Es bezeichne e und [ das Produkt der verschiedenen Prim-
faktoren von d, die in d in einer ungeraden bez. geraden Potenz
aufgehen. Ich betrachte «Zahlentripel» «, b, ¢ aus positiven gan-
zen Zahlen, wobei ub=e, (;|f, nie zwel von «, b, ¢ gleich 1

be ) = (ﬂ) = (%{i) =1 1st fir die Primfaktoren

sind, und (_p_
P, ¢, 7 von a, b bez. ¢. Es bestehen folgende Veraligemeinerun-
gen der Sitze der Arbeit *.

Ist (—;—) =—1 fiir jeden Primzahlfaktor p von f und ist
fiir jedes «Zahlentripel» a, b, 1 (i) = (ﬁ) = —1, so ist die
4 4

b a
Gleichung (3) losbar.
Gibt es wenigstens ein «Zahlentripel» ¢, b, ¢ mit

FL == ()

so ist die Gleichung (3) unlésbar.



44 L. REDEL

In beiden Sitzen bedeutet (), das rationale biquadratische
Restsymbol. Mit Hilfe dieser Sétze ldsst sich in einem gewissen
Sinne mehr als in der Hilfte aller Fille entscheiden, ob die
Gleichung (3) losbar ist. Aus dem ersten Satze folgt:

Gibt es keine durch 4 teilbare Invariante in der (im enge-
ren Sinne genommenen) absoluten Klassengruppe des Korpers
R(Y/d) und zerfillt in diesem Korper kein Primfaktor von d
voll (d. h. in zwei verschiedene Primideale), so ist (3) losbar.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-~
. schaften vom 18. Mirz 1935.)



NEHANY KOZEPERTEKKERDESROL
MASODFOKU SZAMTESTEKBEN.!

REDEI LASZLO-t61 (Mezétur).

Kgy elébbi dolgozatomban?® 4ltaldnosan meghatiroztam a
masodfoku szdmtest abszolut osztdlycsoportjdban a 4-gyel oszt-
haté invaridnsok szdmossdgat. Mint ott, itt is az idedlekvivalen-
cidt «szlikebbr értelemben tekintem. Ebben a dolgozatban azzal
a kérdéssel foglalkozom, hogy mily gyakran varhaté a 4-gyel
oszthaté invaridnsok szédmossdégdnak egy bizonyos tetszésszerinti
értéke, és hogy mekkora ennek a szdmossagnak koézépértéke.
Vizsgalataimat azonban olyan valds testekre korlatozom, ame-
lyeknek discrimindnsa nem tartalmaz 4143 alakd pozitiv torzs-
tényezit. Ezekre a testekre tudvalevéleg fennall az alapegység
normdja eldjelének kérdése (kiilénben ez a norma mindig pozitiv).
Erre a kérdésre vonatkozik két tétel,® ezeket itt roviden mint
«"tételn és «Ttételn fogom emliteni, amelyek bizonyos esetekben
a test diszkriminansabdl kongruenciafeltételekkel az alapegység
normajanak negativ, illet6leg pozitiv voltira kovetkeztetnek.
Ennek a dolgozatnak mdasodik feladata lesz megvizsgélni azt,
hogy ezek a tételek milyen mértékben (mily gyakran) alkalmaz-

1 BEzekr6l a kérdésekrsl 1934 szeptemberben Bad Pyrmontban a
Deutsch. Math. Ver. 10. évgylilésén el8adast tartottam. Ez a dolgozat
megjelenik a Journ. f. d. Math. e. folydiratban is.

2 Répm L., A misodfokt szdmtest osztélycsoportjénak 4-gyel oszt-
haté invaridnsai, ez az Ert., 49 (1932), 338—361.

3 Repel L., A mdasodfoki szdmtest alapegységérsl és az abszolut
osztilycsoport 8-cal oszthaté invariinsainak szémosshghrdl, ez az Ert.,
51 (1934), 227—254.
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hatok. Ugyancsak a ® dolgozat alapjan foglalkozom a fentiekhez
hasonlé kérdésekkel a 8-cal oszthaté invaridnsok szdmossagit
illetéen, azonban hasonld részletes eredmények nélkiil.

Jelentse { a mindenkor tekintett mdsodfokn szamtest dis-
crimindnsa kiilsnbozé térzstényezdinek szamossigat. Vizsgalataim
mindenkor egy szilard, kiilonben tetszésszerinti ¢ értékre fognak
vonatkozni. Ez annyiban célszert lesz, hogy ezdltal attekinteést
fogunk nyerni arrél, hogy hogyan alakulnak a viszonyok a kii-
16nbozé ¢ értékek mellett. Az igy el8allé részleteredményekbél
azonban nem tudunk hasonlé olyan kijelentéseket nyerni, ame-
lyek a {-re szabott korladtozastél mentesek. Ennek végsé oka
abban rejlik, hogy a térzsszamképlet maradéktagjarél elegends
ismereteink nincsenek.

Ha a egy végtelen halmaz killonbdz6 pozitiv egész szamok-
bol, akkor a(x) alatt értem az a mindama elemeinek szdmos-
sagdt, amelyek a-nél nem nagyobbak, ahol x tetsvésszerinti
poritiv szam. Ha azutin [f(2) egy olyan fiiggvény, amelynek ér-
telmezési tartomdnya az a halmaz elemei, akkor a

2 /()

lim z;“(w) (x—>00)
hatarértéket az f(z) fiiggvénynek az a halmazbeli kozépértéke-
nek nevezem, vagy roviden az f(z) kozépértékének, ha az a hal-
mazra vonatkozolag semmi kétség nem forog fenn. Ha ennek a
hatirértéknek a létezése nines megallapitva, akkor a megfeleld
alsé és felsé hatirértéket az f(z) alsé és felsé kozépértékének
nevezem.

Ha b az a-nak részhalmaza és f(z) ugy van értelmeszve,
hogy f(z)=1 vagy O a szerint, amint z a b-nek eleme vagy
nem, akkor az f(z) kozépértéket a b (a-ra vonatkoztatott) valé-
szintiségének nevezem, ami tehdt nem egyéb, mint a

lim —Z%;— (x> 00)
hatarérték.

A jelenlevé dolgozat eredményeib§l elére megemlitem a
kovetkezdket :
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Mindenkor e,, e,, ¢, jelolje a mésodfoku szamtest abszolut
osztalycsoportjaban a 2-, 4-, 8-cal oszthaté invaridnsok szdmos-
sagat. Ha barhogyan megvannak adva tetszésszerinti péros sza-
mok, akkor altalaban azoknak mintegy fele 4-gyel oszthaté. fgy
azt lehetne varni, hogy e,=1—1 (Gauss tétele) miatt ¢, gyak-

2
Mégpedig az e,=0 eset valészintsége minden ¢ mellett > 3 és

hasonlé érvényes az e,=1 esetrl is, ha { > 6. Mi tobb, az
e, <1 esetek (egyesitett) valésziniisége minden ¢ mellett > §,
ugyhogy tehat ¢, > 2 még minden 6-ik esetben sem fordul el6,
ha t>3 (ha t<2, akkor ¢,>2 éppenséggel lehetetlen). Hasonléan
példdul e,> 5 még minden 20,000-ik esetben sem fordul eld,
barmilyen (nagy) is {. Mindamellett minden ¢ mellett azok az
esetek, amelyekben e,(=0, 1,...,t—1) egy tetszésszerinti szilard
érték, pozitiv valdszintséggel birnak, amely noévekvé e,-gyel
monoton csdkken. Kiilénosen annak a valdsziniisége, hogy min-
den paros invarians 4-gyel oszthaté (e,=t—1) legyen, egyenlé
1

ty

2(2)

ran megkdzeliti a értéket. Ez azonban tévolrél sincs igy.

-vel.

Mint alkalmazas megéllapithaté az e, kozépértéke, szilard
t mellett. Ez a kozépérték bar t-vel maga is novekszik, mégis
a 0'764... hatar alatt marad. Meglepé kicsiny ez az érték, ha
(ismét) meggondoljuk, hogy e,=1t—1 {-vel egyiitt végtelenné
valik.

Ellenben az e, «kdzépértéke» nem mutat fel hasonlé erds
ujabb hanyatlast. Mégpedig az e, also kozepértéke minden {(=2)
mellett >0'104, legfeljebb t=3 és 5 kivételével, de akkor is ez
az alsé kozépérték >>093, illetéleg >0-102. Ez a viszonylag nagy
«kozépériék» annak koszénhetd, hogy mér az e;—=1 esot meg-
lehetés gyakran eléfordul. FEzzel szemben az eg=eg,(=l—1)

eset fels6 val6szinlisége nagyon is kicsiny, mégpedig E T

ami egyébként az e,—e,(=t—1) eset emlitett kicsiny valészinti-

sége mellett varhaté volt. Megemlitem, hogy nem tudtam azt a

kérdést eldonteni, vajjon e,=e, el6fordul-e minden ¢ mellett.
Az alapegység norméja el6jelét illetéen mindenekelstt meg-
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jegyzem a kovetkezét. A —tételhez DIRICHLET nyujtotta az elsd
példakat, aki a {=2, 3 eseteket megvizsgilta. Flészdr ebben a
dolgozatban fog kideriilni az az egyébként arithmetikai dton
el64llé tény, hogy ennek a ~tételnek alkalmazhatosaga teljesen
megsziinik, mihelyt e,>3. Ehhez e, <e,—{—1 miatt sziikséges,
hogy t=4 legyen. Az imént emlitett {=2, 3 példak tehdt nagyon
egyszertiek voltak ahhoz, hogy beldSlik a kérdés természetébe
esak kozelitGleg is j6 bepillantdst lehetett volna nyerni.
Altalaban azt talaljuk, hogy szilard ¢ és e,(<t—1) mellett
azoknak az eseteknek valdszinlisége, amelyekben a ~tétel alkal-
mazhat6, ¢,=0, 1,2 és e,>3 szerint 1, ], 3, illetéleg 0, ame-
lyekbdl az elsé egy régebben ismert tény ismétlése, az utolsé
a fentebb emlitettek kovetkezménye. A Tiételre nézve a meg-

feleld valdszintség | — —_—- Jéllehet ezek a valdszintiségszamok

alakilag csak e,-t6l fiiggenek, ismételten figyelmeztetek arra,
hogy hibés lenne ezeket az eredményeket ugy értelmezni, mintha
altaluk birtokdban lennénk egy olyan kijelentésnek, amely az
egy szilard e, értékkel képviselt Osszes esetre vonatkoznék.
(Ellenben az emlitett eredmények helyesek akkor is, ha egy
szildrd ¢ helyett az Osszes, egy szildrd korlat alatt 1évé ¢ érté-
keket megengedjiik.) Latjuk, hogy tehdat nagy ¢, mellett az alap-
egység norméja tilnyomoéan pozitiv, amint ezt mar a ¥ dol-
gozatban sejtettem. A maradékesetek valdsziniisége, amelyekben
ugyanis sem a “tétel, sem a Ttétel nem alkalmazhaté, ismét

szilard ¢ és e, mellett rendre az ¢,=0, 1, 2,... eseteknek meg-
« 1 7 1 1 1 1 -
feleléen 0, *4‘, —3§, *g, W’ ﬁ—,..., ﬁ’”' Az €y = 1 eset

tehat ezeknek a tétéleknek alkalmazhatdsdgira nézve a legked-
vezétlenebb.

Az utébbi s az e,-re vonatkozé megel6z6 eredményekbdl
olyan kijelentéseket nyeriink a — és ttételek alkalmazhato-
sdgira nézve, amelyek az Osszes, egy tetszésszerinti szilard {-vel
megadott esetre vonatkoznak. Sokkal hivebben ezek a megilla-
pitisok tdjékoztatnak benniinket eme tételek alkalmazhatésiga-
rol. Bel6lik itt csak a kivetkezdket emlitem: Minden szilard ¢
mellett a ~tétel alkalmazhatésiganak valdsziniisége > 0'528...

1

A *tételre nézve a megfelelé valoszintliség i és 3 kozott van,
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ha ¢> 2. A “tétel tehat hatdsosabb, jollehet ez a tétel ¢, > 3
mellett nem alkalmazhaté. Annak készénheté ez, hogy az ¢, < 2
esetek tulnyomok. Ami a legnagyobb érdeklédésre tarthat szamot,
az 8 kovetkezd: Minden szilird t mellett 0°139-nél kisebb azok-
nak az eseteknek valoszinlisége, amelyekben a — és Ttételek
nem alkalmazhaték. Ezek a tételek tehat még csak nem is
minden 7-ik esetben hagyjdk az alapegység normaja eldjelének
kérdését eldontetleniil.

Ezeknek az eredményeknek alapjan megkozelité valaszt ad-
hatunk arra a kérdésre, hogy milyen szdmossdgi viszonyban
allnak egymdssal azok az esetek, amelyekben az alapegység
norméaja pozitiv, illet6leg negativ. Szé van tehat ezeknek az
eseteknek viszonylagos valészintiségérsl. Errl Naeern?* induktiv
uton kimondotta azt a sejtést, hogy ez a relativ valésziniiség
létezik és értéke pozitiv valédi tort. Ama korlitozds mellett,
hogy csak az egy tetszésszerinti szildrd t-hez tartozo eseteket
tekintjiik, a Naeeri-féle sejtés abban az értelemben igazol-
haté, mégpedig bizonyos tekintetben élesebb alakban, hogy jol-
lehet a végzett korlatozds mellett sem deriil ki a megfeleld
viszonylagos valdésziniiség létezése, megadhaté azonban a t-nek
két f (D), f,(t) fiiggvénye ugy, hogy a megfeleld alsé és felsd
viszonylagos valdszintségek f,(t) és f,(f) kozé esnek, ahol min-
den t(=2) mellett 0<f,(t)<f,(t)<<1 fennéll (mig t=1 mellett
fi(1)=0, f,(1)=0 vehetd) és lim f,(f) =05, lim f,({)=0891...
(—o0), gyors konvergencidval. A mondott korlatozés nélkil a
NaceLL-féle sejtésrél semmit sem tudok kimondani, azonban
ugy latszik, hogyha ez a sejtés helyes, akkor a kérdéses viszony-
lagos valdszinliség a most mondott 05 és 0'891... hatdrok
kozé esik.

A dolgozat kozelebbi tartalmara nézve az illets tételekre
utalok, figyelmeztetve arra, hogy a VI tétel (az ottani utolsé
megjegyzés kivételével) s a VIL. tétel korabbi megéillapitisok
ismétlése.

Az I. rész fuggvénytani elSkésziileteket tartalmaz, a II. és

4 Nacery, Uber die Losbarkeit der Gleichung x?—Dy?=—1, Arkiv
for Math., Astr. o. Fysik, 23B/s (1932), 15,

LIv 4
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IV. részben a e,-et és e,-at illeté kérdésekkel foglalkozom s a
III. részben tekintem az alapegység norméjanak kérdését. Ezek
kozill a IV. részben nem torekedtem az elérheté teljességre.

1. RESZ.

1. Legyen R a racionalis szdmok teste. Az R(i) (i®=—1)
testnek egy p egész szémat az R(i) test torzsszdméanak nevezem,
ha (p) torzsideal az [1(i) testben. Ezt elss- vagy masodfoku torzs-
szdmnak nevezem a szerint, amint az 7(p) norma racionilis
torzsszdm vagy ilyennek a négyzete, azaz a szerint, amint (p)
elsé- vagy mésodfokt torzsidedl R(i)-ben. Primérnek nevezem
az R(i) egyik a egész vagy tortszdmét, ha a=1 (mod (1—i)),
amely kongruencia multiplikativ értelemben veendé.

Mindenkor jelentsenek »,, p,..., P, olyan els6foku primér
térzsszamokat az R (i) szdmtestben, amelyekre n(p,)<n(p,)<<:-+<
<n(p). Mindég legyen L,=p,p,... ;.

Jelentse tetszésszerinti pozitiv x mellett x(x) mindama
R,-knek szamossagat, amelyekre n(P)<ax (=1, 2, 3,...).

O és o legyenek a Laxpav-féle fiiggvényjelek, azaz, ha az
f(x) valés fliggvény elegendd nagy x-t6l kezdve pozitiv és x— oo
mellett a végtelenbe névekszik, akkor O (f(x)) és o(f(x)) olyan
(valés vagy komplex) fiiggvényt jelentsenek, amelyekre névekvd

O(f(x)| , , o
x mellett W egy véges korlat alatt marad, illetéleg

o)

azt jelenti, hogy g(@)=f@)+o(f(x)).

= 0. Ha g(x) egy masik fiiggvény, akkor g (x)~f(x)

Ervényes
1 z(log log x)—1
7 () =1 fog t=1,2,3,...) (1)
Ebbgl a t=1 eset, azaz x, helyett x-t irva
x
~ 2
* (@) log x @

lényegében nem egyéb, mint a leggyengébb alakban kifejezett
torzsszamtétel az R (i) szdmtestben. Az Osszes (B,)=(p,) ugyanis,
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amelyeknek szamossiga x(x), az R(i) Osszes olyan elséfoku
torzsidealja az (1—i) kivételével, amelynek norméja <. Tudva-
levéleg helyes a (2), ha a baloldalhoz azokat a masodfoku torzs-
idedlokat is hozzaszamitjuk, amelyeknek norméja ugyancsak < :x,
amelyek azonban nyilvinvaléan elhanyagolhatok.

Az (1) t=2 mellett Lanxpauv® egyik tétele. Ent a képletet
LaNDAU ott (x helyett m-t irva) az R testre allitotta fel, a bizo-
nyités azonban szdszerint ismételheté, csupan mindenkor min-
den pozitiv p(<x) torzszdm helyett minden az R(i) testben
primér elséfoku torzsszém (n(p)=)p(<x) norméira végzendsk
az 0sszegezések, amely normék egyébként a 4l4-1 alaku p(<x)
pozitiv torzsszémok kétszeres halmaza. Maga ugyanis az ottani
(L o. 203. o0.) kiidulopont 0(:0)(:%', logp) ~ 2 eme valtoztatas

p<x

utén tudvalevdleg érvényben marad.
2. Jelolje (%) a 4-ik hatvanymaradékjelt az R(i) szdm-
i
testben.® Legyen 2<r<l!, ahol 7, { szildrd pozitiv egész szamok.
Legyen tovabba
= 1’1-)
c="=C (— , 3
)., (3)
ahol a egy olyan hatvanyszorzat a p,, Ds..., Pr—1 tOrzeszamok-
bol és az ¢ konjugdltjaibdl, amely nem 4-dik idedlbhatvany az
R(Y) testben és ¢ is csupén az itt nevezett torzsszamoktdl figg,
végil |¢|=1 (egyszersmind tehat |¢|=1). Ertelmezem az a
pozitiv valtozonak kévetkezd komplexértékd fiiggvényét:
u(x, )= Ye. 4)
nPn <
Kz természetesen tigy értendd, hogy c-ben minden lehetséges olyan
Pys Pgs-..» Dy rendszer behelyettesitends, amely (az eddigieken
kivil) n(P)<x altal korlitozott, s az igy nyert tagok Ossze-
gezenddk.

5 Lanpau, Handbuch der Lehre von der Verteilung der Primzahlen
I (1909), 208.

6 Hassk, Bericht iiber neuere Untersuchungen unhd Probleme aus
der Theorie der algebraischen Zahlkorper, Teil II, Jahresb, d. D. Math.
Ver., VI. Ergiinzungsb. (1930), 49—50.

4*
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A késGbbi vizsgalatokhoz az analytikai-szdmelméleti alapot
(1) mellett a kovetkezd képlet szolgiltatja, amelynek bebizonyi-
tasa a jelenlévl 1. rész egyetlen hatralevd feladata :

M} >, (5)

xu(z, )= O ( log x
amibdl (1) miatt
_ft(xs C)

K
m % (x)

=0 (£>2; ) (6)
kévetkezik.

Jelentsen p poszitiv torzsszdmot és F; egy szorzatot ¢ ki
16nb6z6 pozitiv térzsszambol. Elébb bebizonyitom a kévetkezd
két segédtételt :

A. Segédtétel. Ervényes t=1 mellett

x x
) )
Mo _o . (7)
P lo 2 X o x
ngg ¢ P Pl 8 Py
amely képlet t=1 mellett minl
x
p___ ( x
2 log® x 0 log z ) ®)
" >
P<i p
értendd. )
B. Segédtétel. Ervényes t=1 mellett
x
—y , ¢
) Z b, _ O(Jc(log log x) )’ ©
log % log x
pe< 08P,
killondsen tehdt t=1 mellett
x
P :O( x log log x ) (10)
log
xz 08— .
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Akkor a (7) és (9)-b6l kovetkezik

x

) -
\1 T O(ﬂqglgi—@)' e (1)

.’L‘ log —
ST Pc

A segédtételek bizonyitasa. Legyen 2<u <z mellett

10
U
'y —_— . 2
F(u, x) 0w (12)
& U
Kiszamitom ezzel a fiiggvénnyel az
F(u, x) :
J= f log U du (13)

integralt. Frvényes a kovetkezd atalakités :

@x log x

du * du
= =10x | ————;-
J 10fo u log u(log 10:c — log u)? 1 TJ’ va—v)? ’

ahol v =logu 1) integralvaltozoként lett bevezetve s egy pilla-
natra a = log 10x értend6. Az

1 1 /{1 1 a
via—v)? ?(_zf + a—v + (a—v)® )

azonosség miatt

a log @
J= [log v—log(a—v) + ] =
log 2
. 10. ( log 10a:
= (log 102)° loglogx — loglog 10 4+ —— 210
. . log 10x
lOg lOg 2 4 lOg lOg o — —l?g—f)—’.;—) .

Ebbdl nyilvanvaldan kovetkezik

- oliz)
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Marmost fennallnak a kovetkezdk:
1°. Flu,2) =0 C=<su < ).
2°. Bzilard x(> 2) mellett

Fu, x)
log u

u=2-t61 u: :x-ig ndvekvé u mellett sohasem ndvekszik.
° = Fux) 4.\,
3°, F(2, x) = o(of 1o du)

Ezekbél az 1°. nem szorul bizonyitdsra. A 2°. helyett ki-
mutatom, hogy még F(u, x) sem novekszik hasonld feltételek
mellett. Az F(u, ) értéke ugyanis a 10x tényezit6l eltekintve

1
u (log 10 — log u)* ’

elég tehat kimutatni, hogy az itteni nevezé u szerinfi differencidl-
hényadosa a 2<u<x kozben pozitiv. Tényleg ez a differencisl-
hényados,

(log 10 — log u)*— 2 (log 10x — log u)
a log 10z — logu és log 10x — log u — 2 = (log 10 — log €*) +
+ (log x — logu) tényezdk szorzatira esik szét, amelyek a te-
kintett intervallumban pozitivok. A 3°. is helyes, mert az &

jobboldala (13) és (14) szerint o( ), mig a baloldal (12)

. x
miatt O(To—g-%)'
Az 1°.—3°-b6l ® (203—204. o0.) szerint kovetkezik

N o R,

p<®

logx

azaz (13) és (14) szerint

ZF@’ ) = (log.’x;)

pZw
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Ha itt a helyett Z et helyettesitiink, akkor (12) szerint ko--

10
vetkezik (8).
A (7) baloldalét a t>2 esetben a

x

N L=
log?

P¢-1< % P<r<grs 6 pP

alakban irhatjuk, amely Gsszeg legfeljebb megnagyobbodik, hogyha,

a masodik Osszeget a 2 és ﬁ hatdrok kozott levd Osszes
—1

p torzsszamra kiterjesztjik. Ezutan a (8)-nak x helyett -re

x
10P;_4
valé alkalmazdsfval kovetkezik (7), amivel az A. segédtételt be-
bizonyitottuk.

Most alkalmazom a mér emlitett =,(x) Lanpau-féle jelt.
(Azaz m,(x) az Osszes P (<) szamosséga, kilénésen x, (X)=m (a)
az Osszes p (<) szamossiga.) Akkor ® (205. o.) szerint

m@~g e (7)
P

Amint mér emlitettem, n-re is (x helyett) fenndll az (1) &ssze-
fiiggés, és igy kovetkezik

S1n(£)nglogloga: .
-— \p log x

’17__<:a:
A baloldal két oOsszeadanddéra bonthaté, ugyhogy elébb a
L < p < x kdzben Osszegeziink. Kkkor

10
a mdsodik részben az Osszegezendé tag < 7(10) < 10, mig

2=sp=—+ 10, majd az

ugyanitt a tagok szdmossiga < 7(x)~ loZm , ugyhogy tehét
ez a rész elhanyagolhaté. E szerint

Z”(ﬁ)ngloglogx )
< \p log «
P<

'
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) . . oz x i
Az Osszeg jele alatti tag =n(x) = Tog @ + 0( ‘108290) miatt az
x z
P Lol-P
logﬁ log® x
p p

kifejezéssel helyettesithetd, s igy (8) miatt kovetkezik (10).

A (9) egyenletet ezutan f-rél t+-1-re valé kovetkeztetéssel
bizonyitom. K végbél t-re feltételezem a (9) helyességét, amit
t==1-re épp most bizonyitottunk. A (9) baloldala ¢ helyett
t 4-1-gyel igy irhato:

x
‘V \‘ ppt
— i 1 x
Pzgf—o Pt<1’§l—£¥ 08 th

Ez az osszeg legfeljebb megnagyobbodik, ha a mdsodik Osszeg-

ben a 2 és koz6tti 6sszes p-vel Osszegeziink. Akkor (10)

X
101,
miatt a kovetkezét nyerjik:
x x
—- log log —-
0( \' B )

log

x
" il
Pzt P,

Ez ismét legfeljebb megnagyobbodik, ha benne log log Ta;
t

helyett log log x-et irunk. Ezzel az indukcidfeltevés miatt (9)-et,
azaz a B. segédtételt bebizonyitottuk.

Mérmost bebizonyitom az (5) allithst. Az Osszes Pt az
n(P) < x kikotéssel tugy nyerhetjik, hogy elébb csak a
Py Pysreves Pr—t, Prats..., P rendszert véalasztjuk meg, amelynek
az elemeib6l 4ll6 szorzatot P-vel jelolve végiil megvalasztjuk
pr-t, amit most p-vel is jeldliink, mindezt ugy, hogy: elészor

n®) <npy) < <nPrg) < NWMrs1) < - < 0p), n(P) < 2,

mésodszor 7 (py—g) < 1(p) < 1 (Prir)y #(P) < —a+ Megfelelélog

n(P)
(4)-et a kovetkez$ alakban irhatjuk:
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xel@ ) =3 s ¢ (15)
nP<Le nlpr—1) <n@) <ndrs)
z-
n(v)é——n o)

ahol ¢ is ugy képzelends, hogy (3)-ban p, helyett p-t irtunk.
A (15) jobboldalat ismét két részre bonthatjuk, az elsé osszeg-

ben elébb %-ig, majd -%-tél x-ig 0Osszegezve. A mésodik

részben akkor n(p) < 10 s e mellett |¢c|=1, ugyhogy tehdt ez
az Osszeg < O|x—_i(x)|, minthogy P mindenben megfelel P,y
értelmezésének. A (15)-b6l és (3)-bol kovetkezik tehat

xt(x’ C) = ZES + O(xt—-l (.’L')), (16)

x
"("B)§ia

-3,

?

ahol

amely utébbi Osszegben p hasonlé korlatozassal értendd, mint
(15)-ben. E kozben tekintetbe kellett venniink, hogy a feltevés
szerint ¢ fiiggetlen p-tol.

Most tekintem az R (i) test Osszes 4a-hoz relativ prim egész
és tort idedljat s ezeket a &, 6,..., 6, sugarosztalyokba
(«Strahlkiassen») sorolom mod 4a, ahol [ a (véges) sugdrosztaly-
szém. Ha eme idedlosztalyokbol minden elséfokd torzsidedlhoz
hozzdrendeljiik azt a p primér torzsszamot az R (¢)-b6l, amely (p)
altal az illeté idealt eldallitja, akkor nyilvinvaléan egy egy-egy-
értelmii vonatkozdst létesitettiink a tekintett torzsidedlok s az
R(i) Osszes 4a-hoz relativ prim primér elséfoku térzsszémai
kozott. Konnyen lathatéan eme vonatkozds utjan a (17)-beli
(%)u a sugdrosztilycsoport egyik karakterét szolgaltatja. Min-

denekel6tt ugyanis minden sugdrosztdly tartalmaz egy (sbt- vég-
telen sok) els6foku torzsidealt, ami 4a-hoz relativ prim, ugy-
hogy tehat minden &, sugarosztilyhoz egy karakterérték értel-
mezve van. Tovabbd ez az érték a &€ altal egyértelmiien meg
van hatdrozva. Ha ugyanis p, p, két 4a-hoz relativ prim primér
elséfoku torzsszdm az R(i)-ben és (p), (v,) ugyanabban a 6y
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osztalyban vannak, akkor a sugdrosztilybeosztds értelmezése
szerint létezik egy a szém az R(i}-ben, ugyhogy
(Po) = («) (0) : (18)
a = 1(mod 4a). (19)
Az utobbi miatt a primér, tovabbé p, p, is azok, a (18)-bol ko-
vetkerik tohdt p,=ap. Tekintettel (19)-re tehst ( ﬁ)ﬁ: (l).-u

La a
amint ezt koveteltik. Hogy végiil (%)_4 birja a karaktert6l meg-

é8

kivant multiplikativ tulajdonsigot, az a (—)s jel multiplikativ
sujitsaga alapjan hasonléan beldthato.

Minthogy a nem 4-ik idealhatvany az R(i)-ben, azért a
tekintett karakter nem a fékarakter, az tehdt 2-od vagy 4-ed-
renddi. Ha teh4t n.(e=0, 1, 2, 3) azoknak a &5, (k=1, 2,..., [)
osztalyoknak a szdmossdga, amelyekre ama karakterérték i,
akkor n,=mn, és n,=mn, (esetleg n, =n,=0). Az S tehat a

(17)-ben oGsszege —g— szému olyan tagnak, amelynek alakja N—N,

vagy ¢(N—N,), ahol N és N, mindenkor egyik &) olyan (p)
elsofoku térzsidedljainak szdmossdgit jelenti, amelyek a (15)-beli
egyenl6tlenségekkel vannak korldtozva. Lanpav? szerint tehst,
fiiggetleniil a &6 osztalytol

__i Xy ( Z,
N_f logx1+0 log’le)’

@ gondolandé. Ebb6l kovetkezik

ahol x, helyébe ——-r B

S ® )
N Nl*o(log’xl)

Hasonlo képlet érvényes tehat a (17)-beli S-re is. Minthogy
|c[—1 azért tehat (16)-bol nyer_)uk a kovetkezdt :

x: (2, €) = 0( E _n_(li__ + O (xe—1 (@)
n(sn)<— n(sjrg)

7 Lanpau, Uber Ideale und Primideale in Idealklassen, Math. Zeitschr.,
2 (1918), 52—154, Satz LXXXYV.
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Itt az n(P) befutja az sszes olyan szorzatot %—ig, amely-

nek tényezéi t—1 kilonbozé 4I+4+1 alaku pozitiv torzsszém,
mégpedig minden ilyen szorzatot 2¢—1-gzer. Minthogy célunk
csupan az (5)-6t bebizonyitani, azért ez a sokszorossig figyelmen
kiviil hagyhaté. E szerint itt n (8) helyett P;_;-et irhatunk, amely-
nek a jelentése ismét hasonld, mint az A. segédtételben. Kzzel
ugyan az olyan szorzatokat is megengedtik, amelyek tényez6i
kozott nem csupdn 4l-+1 alakd pozitiv térzsszamok szerepelnek,
ett6] azonban a fenti egyenlet érvényessége csak erdsebb lehet.
A jobboldal elsd tagjaban azutan (11)-et alkalmazhatjuk (¢ helyett
t—1-gyel), midltal az dtmegy a kovetkezdbe:

—2
o ( x (log log )
log x
A mésodik tag értéke is hasonlé az (1) miatt, amivel (5)-6t be-
bizonyitottuk. )

II. RESZ.

8. Frvényes a kovetkezo.
C. Segédtétel. Legyen megadva r(=0) linedrisan fuggetlen
linedris alak
3
™(x) = Y cixe m=1,2,...,7), (20)
k=1
ahol %, %y,..., 21 (t=2) vdltozdk és a ¢t egyiitthaték a 2 karak-
terisztikdju R, torzstest elemei. Legyen azutdn az xq(i, k=1, 2,...,t)
U vdltozdkkal a kivetkezd S; linedris alakrendszer képezve:

la(®) = @ + o6 1<k <o, 21)
t
T (x) = _S_‘ CF T (i=1,2,..., ¢; m=1,2,..., ), (22)
k=1

ugyhogy tehdt ['(x) az [™(x)bdl azdltal dll eld, hogy «az
Xys Xgye., 2y vAltozokat az xi, Xis,..., X vdltozokkal helyelte-
sitjik. Akkor az S linedrisan fiiggetien alakjainak szdmossdga,

vagyis az S rangja t*— ( t—;_{—l)- ( Természetesen a (21) alatti
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alakok is az R, testben értendék, tugyhogy mindenkor ex =z,
ahol ¢ az R, egységeleme. Az «iires» alakrendszer is fliggetien-
nek tekintendd, ebben az értelemben tehat az r—0 esetre az allitas

ugy hangzik, hogy a (21) rendszer rangja t*— (HQ_I) :(;))
Nyilvdanvals, hogy a (21) rendszer tagjai linedrisan fligget-
lenek. Minthogy eme alakok szémossaga ( é ), azért a megel6zé

megjegyzés szerint a segédtétel az r--0 esetben igaz. Ugyanesak
igaz a segédtétel az r—=1{ esetben. A (22) rendszer alakjai ugyanis
nyilvanvaléan fiiggetlenek, s ezek szamossiga rf, az r-=—=t eset-
ben 2. Minthogy ugyanennyi a valtozok szdmossiga, azért a
(21) hozzavételével el6allé S rendszer sem tartalmazhat tobb
linearisan fiiggetlen alakot, azaz a rang t%, ami ebben az eset-
ben a kovetelt rangszdm.

Feltételezem a segédtétel helyességét » helyett r—1 mellett,
hogy igy az &altalanos érvényességét bizonyithagsam. A fentiek
miatt mindjart feltehetjiik, hogy 1 <<r <t — L.

Feltehetjiik, hogy (a (20) utolsé egyiitthatdja) ¢; == 0, mint-
hogy ez nyilvinvaléan csak az x;, @,,..., x; véaltozok s az
I, B,..., " alakok sorrendjének a kérdése, s ez a segédiétel
helyessegét lathatéan nem befolyasolja.

Ezutan visszavezethetjiik az allitdst arra az esetre, amely-
ben ¢i'- -0 (=1, 2,..., r—1). Bevezetjiilk ugyanis az " (x)=:
™) + ci'l" (x) alakokat (m=1,2,...,r—1). Ezek az alakok
(I"(x)=) U (v)-szel egyiitt ugyancsak fiiggetlenek, ezek is tehdt
egy (20) rendszert képeznek. Ezek is értelmeznek tehat egy
St-hez hasonlé S;” rendszert, amely (21)-b6l és az

T =0 @+ cli@@) (m=1, 2,...,r—1),]
Ui@) = L@)

(i=1,2,..., 1)

alakokbdl all. Lathatéan S’/ rangja megegyezik S; rangjaval.
Ennél a rangmeghatirozasnal tehat S; helyettesitheté az S;”
rendszerrel, vagy, ami ugyanazt jelenti, a bizonyitdst a fent
mondott esetre korlatozhatjuk.

Legyen tehat ¢;==c¢f=---=¢; ' =0, c;+ 0. Bevezetem
g helyébe az 1) yu (G, k=1, 2,..., t) véltozdkat a kovetkezd
helyettesitéssel :
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Tike = Yik ¢t k=1,9,..., t—1),
t—1

it = Yir + X CkYir (i=1,9,..., t—1),
k=1
t—1

Lo =Y+ D Citfux (k=1,9,..., t—1),
=1

t—1
Ly = Yu +k2 Ci (Yt Yrr)-
=1

Ez a helyettesités nyilvinvaléan nem szinguldris, igy tehit az
St-bél 4dltala el6allé S;” alakrendszer rangja megegyezik az
St rangjdval. Ha tekintetbe vesszik, hogy a végzett korlatozas
miatt a (22)-beli alakok egyszeriibben, mint
t—1
) = X ckan (m=1, 2,..., r—1),
k=1 G=1,2,...,t)

t—1
(@) = X crn + @
k=1

irhatok, akkor az S;” rendszer konnyen kiszamithato. Mégpedig
a kovetkezd alakokat nyerjiik (itt % (y) és Ii™ (y) azokat az alakokat
jelentik, amelyek a helyettesités altal L (x)-bdl, illetéleg I (x)-bol
el6allnak, mig lix(y) és IT'(y) azok az alakok, amelyek li(x)-bdl,
illetéleg I (x)-bél el6dllnak, ha egyszerlien Xy, helyett mindeniitt
Yun-t irunk):

L (y) = yir + 'y.ki = li(y) agi<k<t— 1,
=1

t—1
iy (y) = yae +k§:‘lc7cyik + Yu +k§_jlci~yu =
t—1
= Ly (y) +kz cila (y) (i=1,2,...,t—1),
=1

ahol az ¢ >k esetben [ helyett /i gondolando,
o = i=1,2,..., t—1
L™y) =k§10kyik——li () (m:l, Q,...,r—l)’
" l—‘l —1
My = 2 ok (yuc + glciyu) =

t—1 t—1 -1
="+ g‘,lcaglck"ysk =0y + 2,1 il (y) m=1,2,...,7—1),
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" t—1 t—‘l
LP () Zkz CRYir 1 Yit +k2 CrYir = Yiy (i=1,2,..., t—1),
=1 =1
" t—1 t—1 t—1
L) =k2102 ( Yex + _Zlciyik) + Yu +k21cz Yuetyu) =
= = =

t—-1 t—1 t—1
3 .
=Yut+ 2 Xickiyut I elu =
=1 %=1 k=1

=Yu-+ X cickla(y)
1<i<rgt—1
ahol a legutébbiban (cj)®= ¢} is tekintetbe vétetett.
Tistént latni, hogy ez az alakrendszer ekvivalens a kovet-
kezdével :

lac(y) agi<ie<o; IHY) b=t tim=1,2..,r—1); Yy G=1,2,..., 0

Ebbdl az S alakrendszerb$l olyan yu-t, amelyben ¢=1¢ vagy
k=1, csak a kovetkez6 S; részrendszer alakjai tartalmaznak:

L) a=t,2,..,c=0; I (y) m=1,2..,r—1; Yy G=1,2...,0,

Forditva ezek az alakok csak a most nevezett valtozokat
tartalmazzak. Ha tehdt az S rendszer tobbi alakjit egy St
rendszerbe foglaljuk, akkor (az S vagyis) az S; rangja az S; és
S771 rangjainak Gsszege. Fizekbdl az elsé rangszam nyilvén-
valéan 2—1, mert példaul az UL:(y) (i=1,2,...,t1—1) és
Y (i=1, 2,..., t) alakok linedrisen figgetlenek, mig az S;-ben
szerepl$ valtozok szama ugyancsak 2—1. Ami az S;_{ rendszer
rangjat illeti, ez a rendszer is megfelel az S{; definiciéjanak,
hacsak {—1>2, azaz, ha 1 >3. Mégpedig ebben az esetben ugy all
elé SiZi, hogy az S/ definicigjaban t, 7, I™(x) (m=1, 2,..., 7}
helyébe a t—1, r—1, I™(x) (m=1,2,..., r—1) elemeket vessziik
(az, hogy a valtozdkat xy-val vagy yu-val jel6ljik, nem jelent
semmi lényegest). Fhhez figyelembe veendd, hogy az (™ (x)
(m=1, 2,..., r—1) alakok linedrisan fiiggetlenek, mert a (20)-nak
egy részrendszerét képezik. Az indukeiéfeltevés miatt tehat Sio1

rangja (t—1)2—(t_g+1)- Fhhez a fenti 2t—1 rangszémot
hozzéadva tényleg megkapjuk az S; szémédra a kovetelt
t*— (t—g—i—l) rangszamot.
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A teljes bizonyitashoz még meg kell vizsgalnunk a kimaradt
t < 2 esetet. Minthogy mindig {>2, azért csak {=2 jon tekin-
tetbe, s ugyanekkor az 1 <r <t —1 feltevés miatt r =1. Ekkor
az S} rendszer az X, + XLy, C1%43+ Loy €, + X, alakokbol all
{ugyanis feltettiik, hogy c} =+ 0). Ezek mindhdrman linedrisan
fiiggetlenek s ugyanekkor S} kovetelt rangszéma 22— (3) =3,
amivel a C. segédtétel bizonyitasa megtortént.

4. Ezutén legyen D egy R(}/ D) valés masodfokd szamtest
discriminansa, 4{4-3 alakd pozitiv torzstényezék nélkil. A D ki-
16nboz6 torzstenyezdinek ¢ szdmossiga legyen szildrdan meg-
valasztva ((>1). A D-{ mindenkor a D=p,p,...p, alakban veszem
fel, ahol 21D mellett p,, p,,.-., p; pozitiv (4141 alakt) torzs-
szdmok és p,<p,<<---<py mig 2|D mellett hasonlé értendé a
p,=8 eltéréssel (ekkor tehat a p,<<p, kovetelés elhagyando).
Ezaltal az OGsszes megengedett DD és az Osszes megengedett
P1> Par---» pe rendszer kozowt egy-egyértelmi vonatkozdst létesi-
tettiink. Ezutdn tehat a py, p,,..., p, valtozéknak egy fiiggvényét
(figgvényrendszerét) tekinthetjilk, mint a D-nek figgvényét
(figgvényrendszerét). Ezt a felfogast t6bbszdr érvényre fogjuk
juttatni, anélkiil, hogy ezt minden alkalommal kiilon hangsu-
lyoznank.

t = 2 mellett a

T Doy (o

((/)i) (/;3) (j»,'l'(ps) ' '(/)[))
rendszert a D masodfokd tipusénak nevezem. A t=1 esetben is
alaki okokbdl értelmezem a D masodfoku tipusdt, amely ekkor

az egyetlen 1 elembél alljon (7'=1). A kiilénbozd masodfokd
(5)

tipusok szdmossdga nyilvinvaléan 2'*, amelyek a szémtani ha-
ladvany tétele és a négyzetes reciprocitastétel szerint mind lehet-
ségesek.

Mindig jelentse D(x, t) az 6sszes olyan D (<x) szdémossagat,
amelyekre nézve t egy szildrd érték. Hasonloan jelentse D (x, T)
az Osszes olyan D(< ) szdmossagit, amelyek egy szildrd T
mésodfoku tipust szolgaltatnak. (Felesleges lenne D(x, 1) helyett
egy kozelebbi megjelolés, mint példaul D(x, t, T'), mert 7" mar
ugyis egy bizonyos t értéket feltételez.) Ervényes a kovetkezo :
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1. Tétel. Minden t=1, 2, 3,... mellett
1 x(log log x)—1

~ (5
D@ )~ 57—ty log 2 23)
és minden olyan T-re, wr'nely t-hez tartozik,
m2&D 1 (@ —>o0). . (24)

D(z,t) , 24

Ez a tétel tehat azt mondja, hogy minden szilird ! mellett
az Osszes D kozott minden masodfoku tipus (vegtelen sokszor és)
egyenld valésziniiséggel fordul el§.

Bizonyitas. A (23) kovetkezménye az (1)-nek. Az (1) baloldala
ugyanis az Osszes olyan 9, szdmossiga, amelyekre n () < x.
Miasrészt minden 7 () egy (paratlan) D és minden péaratlan
D(<x) ezen az uton pontosan 2-szer &ll eld. A (23) képlet
tehat a paros D-ktél eltekintve, helyes. Az utébbi Gsszes D (<)

szamossaga { = 2 mellett nyilvanvaloan < w4 (—g) = m1(x),
ahol ismét a Lanpav-féle jelolést alkalmaztuk. Mint emlitettitk

g \—2
Loglolg_i;)_ ) ami tehdt (23)-ban

elhanyagolhat6. Hasonlé a ¢ ==1 esetben is igaz, amikor csak
egy paros D van. Ezzel a (23)-at bebizonyitottuk.

*A (24)-et csupin {>2 mellett kell bizonyitanunk, mivel az
a t=—=1 esetre semmit sem mond. Akkor egy T mésodfpku tipus

azaltal van megadva, hogy a (%) =an(l <k<l<t) egyen-
[4

mér, ez a Szamossig 0(

leteket el6irjuk, ahol minden ag(=4-1) valamilyen szilardan
megvalasztott szam. Bevezetem a

g= // (1 + %)) 25)

151.<15c
szorzatot. Nyilvanvaléan g-=1 vagy 0 f’xszerint, amint D madasod-
foku tipusa 1" vagy 7T-t6l kiilonbozd. Krvényes tehdt a

D, T)==Xyg

DL
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el6allitds, ahol az Osszeg azokra a D-kre értendd, amelyek kii-
16nb6z6 torzstényezdinek szémossdga t.
A (25) szerint tehat

D, T) = ! )

21+
gx

2(5)1) D

; c) (26)

x

IADA

ahol ¢ egy szorzatot jelent néhany kilénbozé (legalabb 1)
(—%"—) (1 <k<li<t) tényezébdl, elldtva egy eldjellel, ami esupén
1

az ay széamoktol figg.
A (26)-beli elsé oOsszeg D(x, t). A (24) bizonyitasahoz a (23)
miatt elég tehat azt kimutatni, hogy minden ¢ mellett

x(log log x)‘—’)
c=0|—————— 27
Dgw ( log « @7)

fennall.
Marmost ¢t a négyzetes reciprocitistétel szerint nyilvéin-
valéan a 4}=E(L) alakra lehet hozni, ahol 2 <r <, « egy

Pr
nem iires szorzat néhdany kilénb6zé elembél p,, p,,..., pr—y kozil

68 C Pr, DPra1s..., Pr-t6l fiiggetlen. Hasonlé okokbdl, mint fent,
a (27)-ben figyelmen kiviil hagyhatjuk a paros D-ket. Akkor
jelentsen pr(k=1, 2,...,t) olyan primér térzsszdmot az R(7)
testben, amely osztdja pr-nak; e szerint pr = PiPr, ahol a «’»
vonds az I(i)-ben a konjugilira val6 attérést jelenti. Tudva-

levéen
“y_ (& )
(Zh) - ( pr/i’
ahol az utébbi a négyzetes maradékjelt jelenti az R(i) testben.
Az R(i) testbeli négyzetes reciprocitastétel és a hatvanymaradéh-
jelek alaptulajdonsédgai szerint tehat tovabb nyerjik a kovet-

kezdt
(%) = (f—:)i: (%)u

Minthogy a? olyan szorzat a Py, Pe,...> Pr—1; Pis Paye-.; Prot
elemekbdl, ami a fentebbiek szerint nem 4-dik idedlbatviny az
R(i)}-ben, és ¢ is csak ezekt6l a torzsszamoktdl figg (az i
szamokon kivill, amelyek azonban adottaknak tekintendék), vé-

LIV . 5
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gil |¢|=1, azért latjuk, hogy ¢ a (3) alatti definicionak pon-
tosan megfelel. Gondoljuk ezt a «-t a (4)-ben behelyettesitve.
Akkor =x(x, ¢) pontosan a (27) baloldaldnak 2'-szerese, miutin
itt, mint emlitettiik, csak a pératlan D-ket vessziik tekintetbe.
Ugyanis, mint mér mondottuk, minden ilyen D pontosan 2'-szer
all elé mint B, = p,p,...P; normaja, megfelelden a pi, pj. kon-
jugaltak kozotti szabad valasztdsnak. Maga a mostani ¢ azonban
ettdl a vdlasztastol nem fiigg, mint ez azonnal lithaté, amibél
az allitdas vildgos. E szerint (5)-bél kiovetkezik (27), amivel az
1. tételt bebizonyitottuk.

(Ezt a bizonyitast kevesebb faradsdggal végezhettiik volna
egy olyan képlet alapjan, amely (5-héz hasonld, azonban nem
az 1(i) testben (—)y jelekkel, hanem az R testben (—) jelekkel
nyer kifejezést. Egész terjedelmében az (5)-6t csupan a IIL. és
IV. részben fogjuk alkalmazni.)

5. A 2 dolgozatb6l emlitett tétel a most tekintetbe vett
masodfoku szamtestekre valamivel konnyebben a kévetkezéképpen
fogalmazhaté : '

A D-t ismét a p,p,...p; alakban veszem fel, mint a 4.-ben.
D-felbontds alatt értek egy olyan D', D" szdmpéart, amelyben
D'D"=D és D’ néhany kiillonbdzé elem szorzata ., P,,..., D¢
koziil, beleértve a D'=1 esetet. Ha ezenfeliill )’ négyzetes ma-
radék mod D" és D" négyzetes maradék mod D’, akkor a D', D"
D-felbontast 2-odfajunak nevezem.

Ha D', D" és Di, Dy két D-felbontas, akkor a beléliik dssze-
tett D-felbontiasnak nevezem azt a D-felbontést, amely a D'Dj,
D"D;, szamparbol az Osszes pi tényezé torlése utin eldall.
E szerint a szabédly szerint az osszes D-felbontdsok egy G
ABEL-féle csoportot alkotnak, amelynek tipusa (2, 2,..., 2),
rendje 2!, egységeleme 1, D. Egyszert szdmitds szerint a mésod-
faji D-felbontdsok a G-nek egy (G, alesoportjat alkotjak.

A mondott tétel ezutdn igy hangzik: A mdsodfoku szdm-
test abszolut osztdlycsoporija 4-gyel oszthato itnvaridnsainak
e, szdmossdga egyenld r—1-gyel, ahol r u G, csoport fuggetlen
elemeinel; szdmossdga. (Ez a fogalmazds kissé eltér a * dolgo-
zatbeli fogalmazésiol, ahol ugyanis két D-felbontdst, mint D', D"
és D', D", amelyek tehat csak a tagok sorrendjében térnek el
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egymastol, nem kiilonbozdknek tekintettiink, ugyhogy a mostani
értelemben (v is, (7, is kétszerannyi elemet tartalmaz.) Mds-
képpen mondva ]
28+l = ((v,), - (28)

ahol a jobboldal a (r, csoport rendjét jelenti.

A 4.-beli megegyezésnél fogva egy D', D” D-felbontés, mint
a D-nek egy fiiggvénye (helyesebben fiiggvényparja) tekinthetd.
Egy D', D" D-felbontds adva van ugyanis, mint D'= pg pi,. . . Dkmr
D"=piPi,-- b ahol a ky, ke,..., kym 68 i, lg,. .., I, indexek két
komplementér részhalmazt képeznek az 1, 2,...,t elemekbdl.
Ha ezeket az indexeket régzitjik, akkor D' és D” mint a D
egyértékli fiiggvényei tekinthet6k. IKnnél a felfogdsnal egy
4,4,=J; egyenlet a J,, 4,, 4; D-felbontasok kozott a tekintetbe
jov6 minden D-re érvényben marad. Hasonldképpen «(Gi-nek
egyik alcsoportja» és «ennek fliggetlen bazisa» a D kilonds
megvalasztisaval szemben, a metrikus tulajdonsagoktol eltekintve,
invarians képz6dmények. Ha pedig csak olyan D-ket tekintiink,
amelyek egy szilard T mésodfoku tipushoz tartoznak, akkor a
«mébsodfajusag» is .az illeté D-felbontdsnak a tekintett D-ken
belil invaridns tulajdonsaga, vagyis az egy bizonyos D-felbontés-
bol az Osszes ugyanolyan mésodfoku tipussal biré D-khez ren-
delt D-felbontisok vagy mind 2-odfajuak, vagy egyikiik sem az.
Ebben az értelemben maga (v, az Osszes 2-odfaju D-felbontdsok
csoportja (a csoportsajatsagolkkal egyiitt) egyedil 7' altal meg-
hatarozott, kiiléndsen tehat a ((7,) rendszam, és igy (28) miatt
e, egyediil a T-nek fiiggvénye. (Az itt eldadott clv késébb ugy-
gz6lvan mindig alkalmazdsba jut, valahényszor egyszerre tibb
-t tekintiink, a nélkiil, hogy ezt minden alkalommal emlitenénk.)

6. Jeldlje D(x, t, e) mindama D (<a) szdmossigit, ame-
lyekre t is és e,= ¢ is egy-egy szilard érték (=<0, 1, 2,..., ¢ 1.
Legyen
Dx, t, €
DG

Akkor {, a valészintsége annak, hogy az abszolit osztlyesoport
4-gyel oszthaté invaridnsainak szdmossdga pontosan e legyen,
mindama R (YD) testek koziil, amelyeknek diseriminansa pon-
tosan { kiilonb6z6 torzstényezéh6l van Osszetéve.

te = lim (r—>o00). (29)

H*
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A (29) szamlaldja nyilvanvaléan Osszege mindazoknak a
D (x, T)-knek, amelyekben T-re nézve e,— e. Ezért az 1. tételbsl
kovetkezik, hogy t. létezik és

uz e,= e-t kielégité 1T-k szdmossdga

te= O<e<t—1). (30)

9{8)
7. A t. meghatirozédsahoz a kivetkezdkben felteszem, hogy
i =2
Legyen eléttink egy tetszésszerinti D = p,p,...p,. Tovabbd
legyen

Di 1\ , .
L) =(—1)Tk G, k=1,2...,0 itk 31
(pk) ( ) ( 1,2 t; itk) (31)
és legyen még xy (i=1, 2,..., ) értelmezve
t
> xy = 0(mod 2) (32)
k=1

altal, mindezt ugy értve, hogy xx =0, 1 (3, k=1, 2,..., {) legyen.
Akkor (31) miatt fennall az

Z + x5 = 0 (mod 2) a<i<k<n (33)
Osszefiiggés.
Vialasztok egy D', D” tetsiésszerinti D-felbontast és legyen
D'= Pops. . .pg, (34)
ahol ¢; = 0, 1. Akkor fennall
D" = pl-ap)=c... pi—e. (35)

Ertelmezem még az [(x) lineiris alakot mod 2, mégpedig legyen
t

l(@) = X cry (mod 2). (36)
k=1

Nyilvanvaléan a tekintetbe jové I(x) linedris alakokat és a
D', D" D-felbontésokat egy-egyértelmiien rendeltiilk egyméshoz.
Allitom a kovetkezot :

A D', D" D-felbontas akkor és csak akkor 2-odfaju, ha a
(36)-ban hozzdrendelt [(x) linedris alakra nézve az &, X,,..., ¢
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helyébe a (31), (32) 4ltal értelmezett xi, Zig,..., & behelyette-
sitése utdn fennall

t
L) =Y crue=0(mod 2) G=g,2...,8  (37)
k=1

Mindenekel6tt tekintsiikk az 1, D és D, 1 D-felbontiasokat.
Mindketten az értelmezés szerint 2-odfajuak. Masrészt most
a (36)-ban hozzarendelt linedris alakok I(x) =0, illetéleg

4
> x; (mod 2), amelyekre (37) azonosan, illetSleg (32) miatt
k=1
teljesiil.
Azutén tekintek egy D', D" tetszdsszerinti D-felbontast,

amelyre 1< D'<D. Az értelmezés szerint ez 2-odfaju akkor és
-csak akkor, ha D" minden p; tényezéjére

D' 14

(5)=1 @D 38)
és D’ minden p; tényezdjére

D" N

(p,-)_l (@] D) (39)
fennall.

A (38) helyett ( ]7;",) =1 is irhaté. Akkor a baloldal (34)

%) ](pz) _(_l)k}.acka‘ik

k=1

8 (31) szerint

A (38) fennallasa tehat pontosan azt jelenti, hogy az iftlevd ki-
tevé paros, azaz (37) minden olyan % indexszel fennall, amelyre

;| D”. Hasonléan (39)-et elébb a (—11)9—) =1 alakban irjuk.
Akkor a baloldal (35) és (31) alapjan hasonlé atalakitist enged

meg, mint elébb, miutan most fellép a
t
2 (1—ck)
£=1

kitevé. Hz a kitevé azonban (32) miatt atviheté a megelzébe
mod 2. E szerint (39) nem egyéb, mint a (37) fennallasdnak
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feltétele a towdbbi i indexekre nézve, amelyekre ugyanis p;|T.
Fzzel az allitast bebizonyitottuk.

Bebizonyitjuk a kovetkezit:

D. Segédtétel. Hn G* olyan alesoportja «z dsszes D-fel-
bontdsok (v csoportjdnak, «mely « D, 1 elemet turtalmazza és
amelynek rendje 27, kkor

(t=5+1)

9 2
« szdmossdga mindannak « T wdsodfoka tipusnak, amelyre
a G7 csoport csupa 2-odfaji D-felbontdsbol dll.

4-val jel6lok ugyanis egy tetszésszerinti D-felbontdst és
l(x)-szel a (34) és (36) altal hozzdrendell linedris alakot mod 2.
Nyilvanvalé, hogy ennél a hozzdrendelésnél fogva az Osszes
d-nak G csoportja (egy-egyértelmiien) izomorf az 6sszes [(x)
olyan (mod 2) linearis alak ¢ additiv csoportjaval, amelyek
hasonlé alakuak, mint (36). Ebben az izomorf vonatkozasban a
(¢ alesoportnak megfelel a ¢-nek egy ¢” alesoportja. Liegyen
most 4,, 4,,..., 1, egy figgetlen bazis a (" alesoportban, amely-
nek akkor a ¢ csoportban ugyancsak a ¢” alesoportnak egy
I*(x), B(x),..., I'(x) fiiggetlen bazisa felel meg. A (37)-r6l be-
bizonyitottak szerint nyilvanvaloan kovetkezik, hogy G7 akkor és
csak akkor all csupa 2-odfaju D-felbontasbél (ha J,, 4,,..., 4,
is 2-odfajuak, azaz), ha az Osszes I'(x), I*(x),..., I"(x) alakra a
(37)-hez hasonlo

I"(2)=0(mod 2) m=1,2,...,r; i=1,2....0 (40)
kongruenciak fennallnak (itt is az ¢ index jelenti a (31), (32)-beli
£ity Ligy- -, Xy 6zamok behelyettesitését az x;, Z,,..., 2, véltozok
helyébe). Minthogy a feltevés szerint G7 tartalmazza a D, 1

D-felbontist, azért szabadsigunkban &all a 4,=D, | vélasztds,
ami azutdn, mint emlitettiik, azt jelenti, hogy

t .
Mx)= X a (mod 2).
k=1

Ezek szerint a kovetkezét mondhatjuk: Ugy kereshetjiik fel
az Osszes olyan T masodfoku tipust, amelyekre a G csoport csupa

2-odfaju D-felbontasbél 4ll, hogy a (;—‘) (1 i<k <) jeleknek,
k
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vagyis a (31)-beli hozzirendelésnél fogva az xi (1 <i<k <)
jeleknek olyan értékeket adunk (utébbiakra természetesen csupin
0 és 1 jonnek tekintetbe), hogy ezek a belélilkk (33) és (32)
altal meghatirozott xy (1 <k <t <) értékekkel egyiitt a (40)
kongruencidt kielégitsék. A kérdezett 7-k szdmossiga tehit a
(32), (33), (40) kongruenciarendszer mod 2 kiilénbizé megoldasai-
nak szamossiga. A (40) kongruenciarendszerbdl azonban az m=1
esethez tartozé kongruencidk az ['(x) kiillonos valasztésa miatt
nem egyebek, mint (32). Egyszertien tehat csupan csak a (33),
(40) kongruencidkat kell megoldanunk. Minthogy a maradék-
osztalyok mod 2 ugyancsak egy 2 karakterisztikaju R, torzstestet
alkotnak, azért a C. segédtételbdl koverkezik, hogy az ezeknek a
kongruenciaknak baloldalain 1év6 mod 2 tekintett linedris alakok-

b6l 4ll6 rendszer rangja (2— (t—g—i—l). Minthogy az xy haté-
rozatlanok szamossaga {?; azért a megolddsnal pontosan (t—?{;—i—l
szdmu hatdrozatlan tetszésszerinti értékekkel helyettesi;het()'.
Minthogy minden xy-ra nézve 2 érték (0 és 1) jon tekintetbe,
azért a D. segédiételt bebizonyitottuk.

8. {t, G*} jelentse azoknak a I" mésodfoki tipusoknak sz4-
mossagat, amelyekre a 2-odfaju D-felbontdsok csoportja pon-
tosan G”. Minthogy D, 1 mindig 2-odfaju D-felbontds, azért
ennek az értelmezésnek csak akkor adunk helyt, ha G” tartal-
mazza D, 1-et. Ezt tehat a tovabbiakban feltételezziik, egyébként
legyen G™ a G-nek tetszésszerinti alcsoportja és ebben a jelolés-
ben (mint eddig is) legyen mindig 2* a G" rendje.

Eme feltevések alatt meg akarjuk hatdrozni -{t, Gr}, értékét.
Mindenekelétt fennall a kovetkezd képlet: ‘

AT =¥ {t, G°}, . (41)
TS L6

ahol az Osszeg kiterjesztendé minden G” és (i kozbtt fekvé G*
esoportra. '

Ez a képlet a kivetkez6képpen 4ll el6 : Tekintjik mind-
azokat a T masodfoku tipusokat, amelyekre a 2-odfaju D-fel-
bontasok csoportja pontosan G°, amely G* hasonlo feltételeknek
tosz eleget, mint a (41)-ben. Ezeknek a 7-knek sziamossdga a
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(41) dltalanos tagja. Ha ezutdn a G" csoportot G’ és G kozott
minden leheté és kiilonb6zé6 moddon valtoztatjuk, akkor a tekin-
tett osszes T-k éppen azok, amelyekre a szilirdan vilasztott
G csoport csupa 2-odfaju D-felbont4sbél 4ll, minden ilyen 7-t
egyszeresen szamitva. Ezeknek a T-knek szamossiga a D. segéd-
tétel szerint a (41) baloldala, amivel ezt a képletet igazoltuk.
Allitom, hogy fennill altalanosan a kévetkezd képlet :

i Gy = {t—r} (42)
ahol az tjabb { } jel értelme:
G=ti=t
92,94, 9°lz] (43).

@2 1)@—1)... (@[T —1)
(1=2,8,...),

{} =@'—1)(22—1)...(2—1)

é8 [z] a 2z valos szdamban foglalt legnagyobb raciondlis egész
szémot jelenti. (Kiilondsen tehat {t, G*} csupan {—r-tSl fiigg.)

Mindenekelétt ugyanis kénnyi latni, hogy (41) dltal minden
'{t, G"}» egyértelmiien meghatarozott. Ha ugyanis egy szildrd ¢
értéket valasztunk, akkor (41)-b6l az r—t esetre alkalmazva azt
nyerjiik, hogy {t, G*} =1 (egyébként G'=G). Azutén az r=;¢—1
esetre azt nyerjiik, hogy 2 = {t, G*~'} +{t, G*}, azaz {t, G} =1,
ahol G'! barmelyik olyan 2! rendd alcsoportja G-nek, amely
a D, 1 elemet tartalmazza. Ezutan kiszamithaté {t, G'~2}, és igy
tovabb altaldban {t, G’} (r=1t—38,t—4,...,1), ha tekintetbe
vesszilk, hogy (41) jobboldaldn egyetlen egy olyan tag van,
amelyben s=r, mig a tobbiben s>r.

Bebizonyithatjuk tehat (42)-6t azzal, hogy kimutatjuk annak
az egyenletnek helyességét, ami (41)-bél el64ll, ha benne minden
tagra a (42) helyettesitést elvégezziik.

Tudvaleven k=t{—r, I=t—s mellett

(2k—1)(2k—1—1)...(2F1+1 1)
(2t—1)(22—1)...(2'—1)

(44)

egyenlé azoknak a 2% rendid csoportoknak a szdmossdgéval,
amelyek egy bizonyos 2¢ rendd (2, 2,...,2) tipusu AsEL-féle
csoport és az & egyik szilard 2 rendd alcsoportja kozott fek-
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-gzenek, a hatdrok beleértésével. (Eme képlet alatt az [=0, azaz
az s=1 esetben az 1 értendd.)

Gondoljuk (41)-ben a (42)-6t behelyettesitve es foglaljuk
egylivé a (41) mindama tagjait, amelyek egy szildrd s-hez tar-
toznak. Minthogy ezek kizos értéke {t—s} és szdmossaguk
(44)-gyel van adva (természetesen ez utdbbit a k=t—r, I=t—s
értékekkel gondolva), azért csak azt kell kimutatni, hogy ezt a
két szamot szorozva s ezeket a szorzatokat az s—r, r4-1,..., 1
értékekkel Osszeadva, Osszegiil a (41) baloldalat nyerjik. Ennek
a8 szorzatnak tényezdi tehat a (43) jobboldala az I=t—s értékkel
és a (44) a k=t—r, l=t{—s értékekkel, igyhogy maga a szorzat

92 9% . 92[d]

= (2% —1) (k-1 —1)...(2-—1+1—1
= )(2 )-ee(2 )(22_1)(934_1)__.(22[41-—1)

» (45)

ami alatt az [=0, 1 esetekben a;0=1 és8 a3 =2¥—1 értends.
Ezt tehat az s=r, r+1,...,t értékekbdl fakado (t—s=)I[=0,

1,..., k(=t—r) értékekkel kell 6sszegezni. Maga a (41) baloldala
k+1

mint 2( 2 irhaté, igy tehat a bebizonyitandoé egyenlet igy
hangzik:
Q(kgl) = 2k + ia ) (46)
2 = =t
ahol mar figyelembe vettik, hogy axo+ar=2% Természetesen
itt a jobboldal helyett a k=0, 1 esetekben ay,, illetéleg a,,+ a,,
értendé. Minthogy a,=a,,=a,,=1, azért mindjart latjuk, hogy
(46) helyes a k=0, 1 esetekben. Feltételezem tehat a (46) he-
lyességét a k—1 értékig, hogy ebbdl a k értékkel valé helyes-
ségre kovetkeztessek.

k=2 mellett helyes a (46), mert (45) szerint a,,—4. A ko-
vetkezGkben tehat feltehetd, hogy k > 3.

A (45) alapjan mindenekelétt megfigyeljiik a kévetkezbket :

2k—1
g = == Ye—1,4 (E>122), A7)
g = (251 1) . g @t 28, (48)

9!
2—1
Qere= 2%, 1, 1e—1 (@1 k; k>4). 19)

g = (2%—1+1—-1)

A, 1—1 @11 k2020, (48a)
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Ezutdn kimutatjuk a kovetkezd egyenlet helyességét:
U+ g, 141 = 2% (W1, 11 F110—1,0) @15 k>r>2). (50

A (48) szerint most «y, ;1 = (2¥"—1)ay, amibdl kovetke-
zik, hogy (50) baloldala 2%—!ay. Az (50) atmegy tehat az

g = 2 (g, 11+ Ug—1, 1)

egyenletbe. IEbbél, a baloldalon (47)-et alkalmazva, a kévetkezdt
nyerjik : '
2F—1) 1,1 = (2F =2 (thp—1. 1—1F Q1. 2).
Ez ismét a
2 —1) agy, ¢ = 22— 1) a1, 11

alakban irhat6é. Nyilvanvaldoan kovetkezik a forditott vton az
(50) helyessége, ha ez az utolso egyenlet helyes. Utobbi azonban
kozvetlen folyomanya (48a)-nak (k¢ helyett k—1-re alkalmazva),
ha [>4, mig hasonlé a marad;ék 1=2 esetben a (45)-bdl folyé
Ghoge= @ 1@t 1) o2
kezménye. Fizzel (50)-et bebizonyitottuk.

Most mér bebizonyitjuk (46)-ot. Ebhez az alabbi két esetet
kiilénboztetjiik meg: '

1.2t k(k=3). A (46) jobboldaldn levé Osszeget az
(r2 + @xz) + (ns + ps) + -+ 4 (@ k—1 + ) alakban irhatjuk.
Minden zarjelkifejezésre alkalmarzhatjuk (50)-et, midltal ez az
Osszeg atmegy a kovetkezbbe:

és Up—1,1 = 2k—1 1 kovet-

k—1

k=1 -
leg:i(lk—l, 1= 2k ((2k~1—1) —i—‘_z;uk_1, l)-

Ha ezt (46)-ba behelyettesitjiik és 2%-val osztunk, akkor eldall
egy egyenlet, ami nem egyéb, mint ugyanaz a (46) egyenlet k
helyett k—1-re értve. Az indukei6feltevés miatt tehat ebben az
esetben maga (46) is igaz.

2 2|k(k=4). Most (46)-ot az (arg+ axs) + (rat ps) -+
+ (@, k—2+ A, k—1) + i alakban irjuk. A zarjelkifejezésekkel
hasonléan jarhatunk el, mint elébb, s ugyanakkor az utolsé
tagra alkalmazzuk (49)-et. Tovdbbi hasonlé kezelés utan ebben
az esethben is az elébbi eredményt nyerjiik.

Ezzel bebizonyitottuk (46)-ot s vele egyiitt (42)-6t is.
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9. Most mér abban a helyzetben vagyunk, hogy a (29)-cel
értelmezett !, valdszinitiséget meghatdrozhatjuk. Ehhez (30) sze-
rint szikséglink van azoknak a 1 mdasodfoku tipusoknak sza-
mossagéra, amelyekre e¢,=¢, ahol ¢ egy szilard szam O, 1,...,{—1
kozill. A (28) szerint ezek a 1 tipusok azok, amelyekre az 6sszes
2-odfaju D-felbontasok csoportja a G-nek egy G¢+! alcsoportja,
ahol (+**! ismét, mint 8.-ban, a 2¢*! rendszdmmal bir s tar-
talmazza a D, 1 elemet (mint mar t6bbszor emlitettik, D, 1
mindenkor szerepel a 2-odfaju D-felbontasok esoportjaban). Mar-
most azoknak a T-knek szamossdga, amelyekhez ebben az ér-
telemben egy bizonyos G¢+! tartozik, a (42) szerint {t—e—l‘,
vagyis a (43) jobboldala az I=l—e—1 értékkel. Mdsrészt a
szambajovl Ge+1 alcsoportok szamossiga (44) altal az r=1,
s=e-+1 vagyis a k=t{—1, I=t—e—1 értékekkel van elGallitva
(sz6 van ugyanis ennél az utdbbi szamossagnil az Gsszes olyan
2e+1 rendd esoportrol, amelyek a 2 renddl, 1, D és D, 1 D-fel-
boniasokbol allo csoport és a 2f rendd G csoport kozott fek-
szenek). A mondott két kifejezés szorzata tehdt a keresett 7-k
szamossaga. Kzt a szorzatot (45)-ben egyszer mar kiszamitottuk,
ahol tehat most k =1t -- |, [ = ¢ — e — 1 helyettesitends. Fz az
(4r_), 1—e—1 kifejezés, ami alatt az ottani megjegyzés szerint az
e=t—2,1 -1 esetekben «, 4 1=2!"1--1, illetéleg a,_y o==1 ér-
tendd, (30) szerint 26)-vel osztva szolgaltatja a !, szamot. Konny(
atalakitassal nyerjiik tehat a kovetkezdt:

II. Tétel. A ponlosan U kilénbozé pozitiv és memn Al+3
alakn torzstényezdbdl dsszetelt discrimindnssal bird valds mdsod-
foki szdintestel kizoti

=gl )

1
ot (1 — ;,)(1 _'214)"'(1-—7”1_21])
9 2

P

0get—1  {B1)

« valdszintisége mindazoknak az esetekmek, wmelyekben uaz
abszolut osztdlycsoport 4-gyel oszthato invuridnswinak szdmos-
sdge e,=e. Az e=t—2, t—1 esetekben (b1) mint
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1 1 1
b= —— (1— — ), teo1 = — (51a)
¢ Q(tel) Qe—1 ¢ 2(2:)

értendd. (Ezekben az esetekben is érvényes (51), ha megegyeziink
abban, hogy az (51) mésodik tényezsjében a szémlalé s ugyan-
csak & nevezd 1-gyel helyettesitendd, ha annak kiilénben nines
értelme. Az (51)-et csupdn a {>2 esetre vezettiik le, mégis ez
a {=1 esetben is igaz, amikor ugyanis csupén 1, jon tekintetbe,
ami nyilvanvaléan 1-gyel egyenlé.)

Most az éppen nyert t. valdszintiségszdmokat nagysaguk
tekintetében meg fogjuk vizsgalni. Mindenekel6tt tanulsdgos a
te néhany kezdeti értékét az alabbi tiblizatban osszesllitani
(I. & kovetkezd oldalt). Ebbe a tdblazatba felvettem zdrdjelben
a mindenkori pontos értéket, valamint a kozelité tizedestort
értéket is. A tablazat utolsé soranak magyardzata a kovetkezd
tételben van:

IIL. Tétel. 1°. Ervényes

a

@2 —1D...2°—1)

lim ¢, = == (52)

(kiilomésen lim )= lim {,= a), ahol

’J’ 1 7 31
a— 22”_1) ?._8_-_3—5 e = 04194... (53)

2°. Az 1, 24, 3gs...5 by, .. SOTO2AL MoOnoton csékkend, méq-

pedig
15> 2= 3> &= 5> ---

3°. A 2,4,6,,... sorozat monoton csékkend és a 3,, 5,,
745+ sOrozat monoton novekvd, mégpedig

21>41> 61>"'; 31< 51< 71<""

mig a teljes 2, 34, 4,,... sorozat tagjar vdltakozva csékkennek
és névekszenek :

2,>3,; 3,<4;; 4,>5,; 5,<6,;...
4°, Minden szildrd e¢(=2, 3,...) mellett az (e+1)e, €+ 3)e,.



e=. 0 1 2 3 4 s
(=1/(1)

o (o

3 (%) 0'5 (%)0-375 (%)or125

s (H)ouwsss  (Dlossts  (Z)oross... ()oosse...

5 (1) 04375 (3o2) 001, (o] 0'1367... (o] 00146... (15) 0:0009...

6| (575) 04236... (373) 0aa36....(3e5 ) o13n... (G55 00189 (g5 00009... (s5765) 000003...

o (@OUIL.. (@049, (g) 0'1398... (%) 0:0199... (%) 0:0013.. (9765)000004

‘NEGNEISEINYZS QSOIAOSYR TOUSEAUINNTLITAIZON ANYHIN

LL
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(e+3)e,... €s (e—|—°7),,, (e4-4)e, (e+b)(, . sorozutok monoton né-
vekvdk, mégpedig

e+ De< @ 43) < (6+8)e<++5 (e-+2e< e+He< (6+6)e<

mig a leljes (e+1)e, (€+2)e, (€4 3)es. .. s0r0zUl tagjui vdltakozva
csokkennek és névelszenek :

(e+1).> (3+2)e§ (3+2)e< (e+3)e; (C+3)e> (e+4)e;---

5°. Minden szildrd t(=2, 3,...) mellett « g, ty,..., t,_4
sorozat monoton csokkend, mégpedig

To—1

te < Ge_1 (¢=1,2,3, ..) (54)

ahol uz «=» jel érvéng)es aklkor és csuk akkor, ha t—e pd-
ratlan. Kilondsen tehdt t,=t,, ha 2|l és t,>t,, ha 21t

6°. Hua ex=1, akkor

[
te=—ir (1-Fwsi<3) (65
202,

7°. A 2,42, 3,43, 4,44,,... sorozat monoton csokkend,
meégpediy
(1=1,=) 20+21>3o+31= 40+41>50+51 = (>2a=08388...)

Ebben a tételben o6sszeallitottam a ¢, valdsziniiségszamok
legfelttinébb sajatsagait. Koziilik a 7°. a 2°. és 3°. kiegészité-
sének tekinthetd. A {t, taldlt sajatsagainak kelld§ méltatdsat
illetden a bevezetésre utalok. Ehhez itt csupadn annyit jegyzek
még meg, hogy 5°. miatt minden ¢ mellett a leggyakoribbak
azok az esetek, amelyekben az abszolut osztalycsoportnak egyetlen
4-gyel oszthaté invaridnsa sinces, csupan paros ¢ mellett még
az egyetlen 4-gyel oszthato invaridns esete is hasonlé gyakori.

Bizonyitds. Ha ¢ a végtelenbe névekszik, akkor (51) masodik
tényezéjében a szamlalé és nevezd a

[

, illetéleg / — c)!n
n=1
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szamokhoz konvergalnak. Az itt fellép6 nevezdé az (51)-ben sze-
fe+1
replé 2' 2 >-vel szorozva az (52)-beli nevezdt szolgéltatja, mig

az ittlevé végtelen szorzatok hényadosa egyenlé az (53)-beli
a-val. Ebbdl kovetkezik az 1°. helyessége. (Az ¢=0 eset csak
annyiban igényel kiilom megfontoldst, hogy akkor az itt fel-
lépett véges szorzat 1-gyel helyettesitendd.)

1,* S . L
Bevezetem az ( 1 ——) roviditést, ami alatt a zarjelezett

92
kifejezést értem, ha 2z pozitiv phros szdm, kiilénben legyen
ennek a jelnek értéke 1. Az (51) (és (51&)) alapjdn koénnyen
megallapitjuk a kovetkezd Osszefiiggéseket:

1
L=5
t+D)e=—"7T51 (56)
1 c)t—e)
| 1
(1 T g1 )(1 2’)
(t+2)e — ( 1 ) te; (57)
1 —
—e+1
B
1 1\
ler1 = m(l - ‘gjt'-e_i) Les (58)
1 1
(’+1)B+1= -284'1_1-(1 __2'—{') tey (59)

amelyek altaldban O<e<t—1 mellett érvényesek, csupin (58)
érvényessége van O<e<t—2 altal korlitozva.

Az (56)-b6l mindjart kovetkezik ({+1).<<le, ha 2Tt—e,
(t+1),=ty ha 2t és (t-+1)e>le, ha 2|l—e, e>0. A 2°, 3°,, 4°.
igazoladsdhoz tehadt csak annyit kell még kimutatnunk, hogy
t+2),<t,, ha 2|t, (t+2),>t, ha 2Tt és (t+2)e>t., ha ex2.
Ezek konnyen kovetkeznek (57)-bdl, mert e=1, 2|t mellett

1
{t+2).= (1 - W) te, mig e=1, 21t mellett és ugyancsak =2
mellett

1 1
(1 R )(1 B éT) QU+1-3.9041
(t+2)e> . 1 te = Qu+1_ 4, 9t te > te.

2(——1
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Az 5°. azonnal kovetkezik (58)-bél.

A 3°.-bol folyik a 3,<t,<<2, ({=4) egyenlitlenség. A fenti
tablazat szerint 31=§, 21:§, amibél az e =1 esetre ko-
vetkezik (55). Az ¢ > 2 esetben a 4°. és 1°. miatt

a

2'—1)(22—1)...(2°—1)
Ebb6l (51a) szerint kivetkezik, hogy az (55)-beli g kielégiti az

(e+2), < t, < (lim {,=) t>e+3.

a

(1-g)li-g)(1-5)

egyenlétlenséget. Ez érvényes marad akkor is, ha a jobboldalon
e-t a végtelenbe noveljilk. Az (53) szerint akkor ez a jobboldal

az (1 — %) (1 — 112—) (1 — 113—) --- végtelen szorzat reciprokja.

Maga ez a szorzat > —_‘3‘—, amibél ¢ <% folyik. A fennmaradt

1

<q<

- 2e+1

t=e+1, e+ 2 esetekben az (55)-beli g szamara kizvetleniil
(Bla)-b6l az 1, illetéleg 1 —

bebizonyitottuk.

A 2°, és 3°. miatt 2|t mellett {5+ ¢, > ({E+1),+ C+1),.
A 7°.-hez teh&t még csak annyit kell kimutatnunk, hogy 2‘|‘t
mellett eme egyenlétlenség helyébe egy hasonlé egyenlSség lép.

et értéket nyerjiik, amivel 6°.-ot

Ez tényleg Ugy van, mert (58), (56), (59) miatt {,= (1 — % bos

t+1)y= (t+1),= 1——;?) t,. Ezzel a IIL tételt bebizonyitottuk.

10. Legyen t=1, 2, 3,... mellett

My(e,) = lim D?;f i (60)
ahol az Osszegezés a f-hez tartozé osszes olyan D-re értendd,
amelyre D<a, mig D(x, {) ismét mindezeknek a D-knek sza-
mossagit jelenti. E szerint M,;(e,)-nek a szokdsos kozépérték
jelentése van, amelyre fennall a kovetkezd :

IV. Tétel. Minden t=1, 2, 3,... mellett létezik mindazon
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valds mdsodfoki szdmiesteket illeiden az abszolit osztdlycsoport
4-gyel oszthutd invuridnsai szdmossdgdnak M(e,) kozépértéke,
amely testek diszkrimindnsai pontosan t killonbozd pozitiv és
nem 4143 alaku térzsszdmbdl vannak dsszeléve, mégpediy

t—1

M(e) = Zlete, (61)

ahol te uz (51)-ben és (Bluyban van megadva.
Ervényes

, (O=) M1 (34) < Mg(34) <. M't (34) <leeo ' (62)
€s
. Q e . .
lim M, (e,) = a% TR = 076 o (6

ahol a (53) dltal van adva. (Az M;(e,) néhany kezddértékét konnyen
megmdhatjuk a fentebbi té,blé,mt segiteégével: M, (e,) = 1 = 05,
Mye,) =2 = 0625, M(e,) =5 =0703..., Me,) = = =0731...,
M(e) = 357 = 0749...)

Figyelemre méltd, hogy t.-nek a IIL tételben 3°. és 4°.
alatt leirt nyugtalan viselkedése dacéra, az M,(e) (t=1, 2, 3,...)
sorozat (62) szerint monoton ndévekvé.

Bizonyitds. A (60)-beli sz4mldlo nyilvinvalgan mint
\‘eD(ac,t ¢) irhaté, ahol D(x,t, ) a (29)-nél bevezetett szai-

-e=0
mossdg. Minthogy a II. tétel szerint létezik a (29)-beli hatar-

érték, és ez l,-vel egyenld, azért helyes a (61) is. Ebbél és
(52)-bdl kovetkezik (63), minthogy az itt eléfordulé végtelen sor
Osszetartd.

A fenti példak szerint (62) helyes a t =4 indexig (86t t =6-ig).
Ezért elég bebizonyitani, hogy

M, (e) < Mevs(e) ez 0.
E helyett bebizonyitom a
t—1 t
Yt.<Y(t+1). =2 (64)
e=1 e=1
és

t—1

d—Nt.< V(e—l)(t+1)e ) (65).

e=2

LIV 6
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egyenlGtlenségeket, amelyekb6l azutdn Osszeadassal a (61) ko-
vetkezik.

Az értelmezés miatt ugyanis ¢,+t,+---+¢_3=1, amibdl
kovetkezik, hogy a (64) baloldala egyenlé 1 —t;-sal. Ugyanigy
a jobboldal 1 —({+1),, Minthogy a III. {ételbeli 2°. szerint
lo = (t+1)y, azért (64) helyes.

A (65) helyett a késébbiek kedvéért valamivel &ltalanosab-
ban bebizonyitom a kovetkezét:

Ha a,, a, a,,... pozitiv szdmok és
Cy N
1 —— =—— <1 (e=234,..,, (66)
e — (’/e+1
akkor

debet e +1ter1 <Al +1etterit+1)ers  @lesige<e-15e24. (67)

amely egyenlGtlenség az e =1 — 1 esetben tugy értends, hogy
ekkor a baloldal mésodik tagja (vagyis az értelmetlen ;) O-sal
helyettesitendd. (Természetesen az a. szémoknak t.-vel semmi
koziik.)

Minthogy a.—e—1 mellett (66) nyilvanvaléan fenndll, azért
a (67)-beli allitds helyességébdl az e = 2, 4, 6,..., 2 [___t;l ] érté-
kekkel valo osszeadds utan tényleg kovetkezni fog (65) helyessége.

A bebizonyitandé (67) «,4+1>0 miatt a

(t+1) —te)

alakban irhaté. Ha itt (56), (58), (59) szerint behelyettesitést
végziink és t,-vel osztunk, akkor megfelelsleg a 2|t és 21t
eseteknek (amelyek mellett mindenkor 2|e figyelembe veends)
konnyld szédmitéssal nyerjiik az

1 L e Qe—1
2e+1_1 9t e 41 2: Qe ’

g gr — gt ) < e = )

illetve

Qe+t

egyenlétlenségeket, amelyekbdl az utobbi az e=t—1 (azaz {4 1=0)
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esetben is egy helyes atalakitds kiovetkezménye, aminek belatdsa-

hoz figyelembe veendd e = 1.

Az els6 egyenlGtlenség még akkor is helyes marad, ha

abban ~aae helyébe a nala (66) szerint kisebb 1~—% értéket
e+1

irjuk és a 2°'—2¢ nevezdt a nagyobb 2! értékkel helyettesitjiik,

mert
1

1 . ,
m<(1—?)(2 —1) (eg-).

A miasodik egyenlStlenség baloldala egyszertien —%- Helyes

tehat (66) miatt ez az egyenldtlenség is, amivel a (67) dllitdst
8 vele egyiitt a IV. tételt bebizonyitottuk.

III. RESZ.

11, Az (%)4 alatt a szokasds «racionalis» 4-edfoku hatvany-
maradékjelt fogom érteni. (Itt tehat «, b raciondlis egészek, a
b minden p pozitiv tiirzstényezdjére fennall p = 3 (mod 4) és
(—;) =1; az (—;—)4 ériéke akkor -1 vagy —1 a szerint, amint
P+2 mellett a 2z*= a (mod p) kongruencia és p =2 mellett a

= « (mod 2% kongruencia racionslis egész 2z-vel megoldhato
vagy nem megoldhatd; osszetett b esetében (%)4 értéke a ne-

vez$ szerinti szokdsos multiplikativ sajatsag alapjan értendd.)
Ha 4=D’, D" tetszésszerinti 2-odfaju D-felbontas, akkor
legyen mindvégig
(D (D
t= g, =37, (68)
Célunk az egy bizonyos D-hez tartozd o, a; szémokat
illetéen néhdny segédtételt megallapitani. Ehhez sziikkségiink van
elébb néhény olyan eldkésziiletre, amely az osszes D-felbontds
csoportjira vonatkozik.
Kényelmes lesz haszndlni a kiévetkezd jeloléseket :
6*
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Ha 4y, 4;, dp,... bérmilyen D-felbontésok, akkor jelentse
Jiim. .. a belolik osszetett 4,4,4,,... D-felbontast.

C jelentse mindenkor az (1, 2,..., ¢) halmaz barmelyik rész-
halmazét, kozottik esetleg az «lires» halmazt, ahol ¢ egy szilird
pozitiv egész szam. Tovabba C,, C°, Cap, C2,... jelentsen minden-
kor olyan C-t, amely rendre : a-t tartalmazza, b-t nem tartalmazza,
a-t és b-t tartalmazza, a-t tartalmazza és b-t nem tartalmazza,...,
ahol a, b,... killonb6z8 elemek az (1, 2,..., ¢) halmazbél.

Frvényes ezutdn a kovetkezd :

E. Segédtétel. Ha 4d,, dy,..., 4. (1 < e <t) tetszés szerint
adott D-felbontdsok, mégpedig 4,=D5, Dy (s=1, 2,..., e), «kkor
eqyértelmiien meghatdrozhaték a dc (Cc(1, 2,..., ) pozitiv
eyész szdmnok ugy, hogy érvényesek a

D, = Jlde,, D= []dcs (s=1,2,...,e)  (69)
Cs C

eqyenletek.

Bdrhogyan van megadva az Gsszes D-felbontdsok G cso-
portjdban eqy 2¢ rendid G' alcsoport, mindig vdlaszthato ebben
eqy 4, 4,,..., do (fiiggetlen) bdzis ugy, hogy « (69) dltul hozzd-
rendelt d¢ szdmok kozul d,, d,,..., d.>1. Ha azonfelil G’
a 4¥=D, 1 elemet mem tartalmazza, akkor taldlunk egqy G"
csoportot, ami hasonlé rendd, ugyancsak nem tartalmazza o
4% elemet és {G", 4%} ={G', 4%}, tgyhogy (G' helyett) G"-ra
nézve alkalmas 4,, 4,,..., 4, bdzissal d,, d,, d,,..., do > 1 tel-
jesiil. (Itt dy-ban O az iires halmazt jelenti, valamint dy-ban k
ugy értendd, mint dg, ahol € az (1, 2,..., e) halmaznak az
egyetlen k elembél allé részhalmaza (k=1, 2,..., e).)

A (69) kovetelés szerint ugyanis kell, hogy minden egyes
C halmazra teljesiiljenek a kovetkezd feltételek: d¢|Dy (seC),
dc|Ds (s C), ahol s=1,2,..., e. Mégpedig latjuk ebbél, hogy
sziikkségképpen dg a most nevezett D, és Dy szdmoknak leg-
nagyobb kozés osztdja. Ha ugyanis egy pr a D =p,Ds...0¢
(ez ismét hasonlé jelolés, mint 4.-ben) tényez6i kozil ugyan-
azokat a D), Dy szamokat osztja s a mellett p,Tdc lenne, akkor
P osztéja egy mésik de-nek (C'=C), minthogy (69) miatt az
osszes d¢ szorzata nyilvanvaléan egyenl§ D-vel. Akkor vagy
van egy 2, ami (C’-ban megvan és C-ben nines meg, amibél a
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fentiek szerint py|d¢ miatt py|D), azaz pk‘I'DZ folyik, ami a
Pr-rol 82616 feltevésnek ellentmond, vagy van egy z, ami (i-ben
megvan és C'-ban nines meg, amibgl hasonléan a (px | D’ azaz)
pe T D, ellenmondés folyik.

Forditva azonnal latjuk, hogy (69) teljesiil, ha d¢-t, mint
a fenti D (se(), D; (s¢() szamok legnagyobb kozds osztdjat
értelmezziik. Fzzel bebizonyitottuk, hogy a (69) kivetelte el-
allités egyértelmtien lehetséges.

Legyen marmost 4,, 4,,-.., 4. (6 =1) fiiggetlen bazisa
a D-felbontésok egy G' csoportjanak. Legyen px a D)-nak
egyik osztoja, ami D|>1 miatt biztosan létezik. Ha a sziikség-
hez képest a 4 (s=2, 3,..., e) baziselemet a 4,4, elemmel
helyettesitjik és az 1j (fiiggetlen) bazist ismét 4,, 4,,..., d.~vel
jeloljiik, akkor elérhetjik, hogy px TD:s (s=2, 3,..., €). Akkor
(69) miatt px|d, (mindenesetre ugyanis p; osztdja egy bizonyos
olyan d¢-nek, amelyben 1e¢C, mert kilénben pk'f' D} lenne, és
ez a (0 semmi mas $(==1) elemet nem tartalmazhat, mert kii-
lénben pj|D; lenne). Azutén tekintem a Dy-nak egy p; osztdjat.
Most a 4,, 4;, 4,,..., 4, elemeket szorozzuk a sziikség szerint
d,-vel. Ha az igy el6allé uj béazist ismét 4,, 4,,..., ds-vel jeldl-
jik, akkor mindenekel$tt p, nem vesztette el elbbi sajétsagat
s - mellett elérheté, hogy p; a Dj-on kivil semmi mas Di-t
nem oszt. Azaz tehdt py|d; érvényben marad, amihez hasonléan
még pi|dy lép. Ilyen uton tovdbbhaladva, létjuk, hogy a
dy, dg,. .., de>1 kivetelés teljesithetd.

A kbvetkez6khoz elébb megjegyzem, hogy a 4*¥=D, 1 D-fel-
bontds hatisa az Osszetevésnél nyilvanvaléan a tagok megcseré-
lése, azaz A4=D', D" mellett 44*=D", D'.

Ha most G’ a 4% elemet nem tartalmazza, akkor mindenek-
elbtt 4%, 4,, d,,..., 4, fiiggetlen bézisa a G*={G’, 4¥} esoport-
nak. Ha most a 4; (s=1, 2,..., ¢) elemeket a sziikség szerint
d;d%-gal helyettesitjik s a G* nyert ¢j bazisat ismét 4%, 4,,
dys...s devel jeloljik, akkor elérhetd, hogy az uj 4,, dyse oy 4o
elemekre nézve példaul p, |D; (s=1, 2,..., ¢) teljesiil. Ebbél (69)
miatt kovetkezik p, | d,, azaz d,>1. Mésrészt ezek a 4, 4,,..., 4.
elemek ismét fiiggetlen bézisa egy G" csoportnak, amelyre
nyilvénvaldan {G", 4%} = G’, 4%} fennsll. Ezutin alavetjik a
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4, dyy..., 4, bézist egy hasonld 4talakitdsnak, mint elébb, mi-
altal ismét d, d,,..., de>1 elérheté 8 e mellett lathatdlag nem
vész el az elébb szerzett (p,|d, azaz) d,>1 tulajdonsig. Kzzel
az E. segédiételt bebizonyitottuk.

Ervényes a kovetkezo :

F. Segédtétel. Legyen inegadvu az dsszes D-felbontdsok
csoportjdnak egqy csupa 2-odfaju D-felbontdsokbol dllé olyan
G’ alesoportju, amelynek rendje 2¢ (e=1) és amely a 4¥=D, 1

“elemet nem turtalmuzza. Akkor fenndlinak o kovetkezdk :

1°. Hu 4,, 4,,..., 4o 0 G'-n4k eqy (figgetlen) bdzisu és
4 befutja « G' minden elemél eqy meghatdrozolt sorrendben,
akkor az al,, a,-bol e kizben elddllo értékrendszer egyedul az
A= (g, Cgprers Bap; @openvy Xsps Ay Aapgrens Qay 1) TENASZET
dlral meghatdrozott, ahol az e==1 eselben A==(d,, a4,) értendd.
{(Ebben 2z esetben az #llitis Onként értetGdé.)

2°. Akkor és csak akkor teljesil u G’ minden 4 elemére

ayty=1, (70)

ha ugyanez o« G'-nak 4,, d,,..., 4. fiiggetlen biziselemeire
teljesiil.
3°. A G'-nak minden d(3=1, D) elemére csak akkor tel-
jestilhet
. ads=ay=—1, (71)
ha e=1 vagy 2.
Elébb kimutatjuk a kévetkezd azonossigokat:
gy Oy, Ogy 0y @ gy, = 1, (72)
a® aX a% o a% a® aB =1 w=r9,  (73)
ahol 4,, 4,, 4, tetszésszerinti 2-odfaju D-felbontésok.
A (69) szerint ugyanis 4,=d d,,, dyds; ds=0,d,,, d,d,, ahol
dy, d,, dy, d,, pozitiv egész szdmok. Akkor 4,,—=4,4,=d.d,, dyd,,.
Ezzel a jeloléssel (68) szerint a (72) baloldala igy irhaté :

d1d1z) dodz) (le_‘%m) (_dodi) dldz) dodsy .
Aoy 1o ' Ay /s V dod, TaV dydyy /s dodiy 14\ did, s

Ebbdl az

(o, P =1,

i P
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szabalyok alkalmazasaval a kovetkezdt nyerjik :

( (d1d§dm)2 )‘ ( (dod;zlﬂ)’ )‘ ( (al(,d(li:il.z)2 )‘ ( (d-oziig)’ )‘.

Itt tudvalevileg torélhetjiilk egyszerre a «2» kitevéket s &
«4 indexeket», miutdn el6dll egy kifejezés, ami a négyzetes
reciprocitistétel alapjdn az 1 értéket adja. Fzzel (72)-6t bebizo-
nyitottuk.

A (73) bizonyitasahoz ismét (69) alapjan 4, = d,d,d otieq
dodydydyys 4, = dotl oy otliog,. .. 3 Ay = dd,;dyel ag, . .. irhatd, ahol
a «---» pontok helyébe mindenkor d,, d,,..., di,, koziil a «tobbi»
4 szorzata veendd. A d, d,,... ismét pozitiv egész szamok.
Helyettiik most egyszertiség kedvéért bevezetjiik a dy=m, d,=a,
dy=Db,dy=¢, dpy=2, d, =1y, dy,=x, dyyy ="n jelolést. Akkor
4, = ayzn, mbcx; 4, = bazn,...; d4=cxyn,... hasonlé rovidi-
téssel, mint elébb. Ezekbdl kovetkezik: 4, = 4,4, = abxy,...;
dig= acxz,...; dyg= bCyz,...; diaq= dyzd,= aben,... A (73}
baloldala k£ =1 mellett tehat igy irhato:

b: 95 bx ; b b
(e G s o) il s

Ez a kifejezés hasonlé uton mint fenn #tviheté a kovetkezdbe

/[ 2. (ubou/zn)“ )4,

ahol u, v befut minden part az a, b, ¢, m, n, x, ¥, 2 elemekbdl
(u=v). Nyilvanvalé, hogy itt mindkét tényezé 6nmagaban is 1,
amivel (73)-at bebizonyitottuk a k=1 esetre.

A (73) a k=2 esetre hasonléan bizonyithaté, vagy még
egyszeriibben a mar bebizonyitottak felhasznéldsival a kovetkezd-
képpen: A (72) baloldalat egy pillanatra (4,, 4,)-vel s a (73)
baloldalat (4,, 4,, 4g)*-val jelolom. Nyilvdnvaléan fenndll a

(4ys dyy 45) (dy, 4y, 4)" 5305 = (4, dy) (4, 4,) (4 4y)

azonossdg. Ebbdl tényleg kovetkezik az allitds, mert a mér be-
bizonyitottak szerint a baloldal elsé tényezdéjének s a jobboldali
tényezéknek értéke 1, valamint mindenkor o f=a'}=
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A (72) és (73) alapjan mar kozvetleniil nyerhetnénk a segéd-
tétel bizonyitasat, ez azonban koénnyebb a kovetkez$ képletek
felhasznaldsdaval, amelyek amazok dltaldnositasai:

Ha 4,, 4,,..., 4. tetszésszerinti 2-odfaju D-felbontédsok s

(ismét) C az (1, 2,..., ¢) halmaznak egy nem iires részhalmaza,
akkor
@ Wae = [[(@ay, o) (78)
meC
€s
abo=JT a% . (J] a5 )YE (=t ), (75)
m, neC meC
m<n

ahol (C) a C halmaz elemeinek szimossiga, tugyhogy tehat
(75) jobboldaldnak mésodik tényezdje elmarad, ha ez a szémos-
sag paros; a d¢ természetesen jelenti az Osszes olyan 4, szor-
zatat, amelyben z eleme C-nek. (Ezek a képletek valéjaban nem
altaldnosabbak, mint a C=(1, 2,..., ) felvételhez tartozo eseteik,
a képletek fenti alakja azonban az alkalmazasban kényelmesebb.)

A (74) a (C)=2 esetben nem egyéb, mint (72), mig ugyanaz
a (C)=1 esetben trivialis. Feltételezziik, hogy (74) helyes a C
halmazra, ahol 2 <((/)<<e, s kimutatjuk annak helyességét a
C 4+ r egyesitett halmazra, ahol 7 valamelyik, C-ben nem sze-
replé szam az 1, 2,..., e koziil. Mégpedig a (72)-nek a 4g, 4,
-elemekre valo alkalmazésabodl a kovetkezét nyerjik:

Cagsr @lcsr = CagOac@ay Ay,
ahol ismét tekintetbe vettiik, hogy «.f = &> = 1. Ebbdl (74) be-
helyettesitésével azonnal kivetkezik annak a (C+r halmazra
vald, azaz 4ltaldnos helyessége.

A (75) trivialis a (C)=1, 2 esetekben, mig ugyanaz a (C)=3
esetben nem egyéb, mint (73). Altalanosan tehét a (75)-6t gy
bizonyithatjuk, hogy bebizonyitjuk annak helyességét egy tetszés-
szerinti C + r 4 s halmazra (r, s¢C; r & s), feltételezve, hogy
(75) helyes a kevesebb elemii (-7, C-+s halmazokra. Elég
természetesen a (C) > 2 esettel foglalkozni s feltehets, hogy r
és s a C+r+s két legnagyobb eleme. A (73)-nak a d¢, 4, 4,
-elemekre vald alkalmazdsdval a kovetkezét nyerjiik:

%) e & &) ky (k) (&
Caciris = Qacyr Qdcys Rdpy Cdc OCdy Cgy«
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A jobboldal 1-s6, 2-dik, 5-dik és 6-dik tényezdjének szorzata
(75) alapjan konnyen lathatdlag

11 (@0 a5)- (a3 a5),

meC
8 ha (75)-6t még a 4-dik tényez6ben is figyelembe vessziik, akkor
latjuk, hogy (75) a C+r-+s halmagra is igaz (tekintetbe veendé
az is, hogy a kitevében (C'+7—+s)=(()+2 helyettesithets (C)-vel.
Ezzel (75)-6t bebizonyitottuk.

Marmost a segédtétel a bebizonyitott képleteknek kozvet-
len kovetkezménye. Mégpedig (75)-b6l a k=1 esetre kivetkezik,
hogy az 1°. alatti G’ minden 4 elemére «, kifejezhets az
A=(dsyye++3 Aprevns «ovy Aoy ) rendszer elemei dltal s ezutdn
(74) miatt hasonlé igaz o-rél. Ezzel 1°.-et bebizonyitottuk.
A 2°. azonnal vildgos (72)-b6l. Ha végiil e > 3, akkor legyen
4,, 4,, 4, harom fiiggetlen elem G'-bol. Ezek s a beldlik 6ssze-
tett d,p, 4., Aoy, 4,5, elemek mind killénboznek az 1, D D-fel-
bontéstél. Mindannyiukra tehat mem &llhat fenn (71) a (73)
miatt, mert ebben a baloldali tényezék szdmossidga paratlan.
Ezzel az F. segédtételt bebizonyitottuk.

Ennek a segédtételnek 1°. része kiegészitését taldlja az
alant kovetkez6 segédtételben, amelynek segitségével ugyanis
késébb bebizonyitjuk, hogy az A rendszer bizonyos értelemben
fuggetlen.

G. Segédtétel. Legyenek e és t pozitiv egész szdmok:
I <e<t—1. Legyen v,, Par---» Pt; Pis Pas--., Pt 08Szevéve 2t jel,
amelyekkel egyeldre csak alakilag legyen n (pp)=px k=1, 2,..., ).
Tovdbbd jelentsen o¢ (C<(1, 2,..., €)) egy (alaki) szorzatot né-
hdny kulonbozd p,, vy, -.., P; elembdl (esetleg de = 1), vugyhogy
az 6sszes 8¢ szorzata p,p,...p;, tovdbbd 6., 6,,..., d.51. Legyen
még de =n(d¢). Végil legyen

e e

o \ MU ar ] d
P= /] (];v)i ]](%Z(Cj)z:[](g&i:):

1<uv<t k=1 k=1 (76)

( HdgHdck \cn
1 ; 116 cipl1d g )u ’
1<k<i<e




90 REDEI LASZLO.

ahol myy (1u<v <t), ag, by k=1,2,...,0), cul <k <l<e)
mindeqyikének értéke 0 vagy 1, s kozdttik legaldbb egynek az
értéke 1 és u belsd szorzatok rendre minden Gy, C%,... halmuzra
kiterjesztendok. (Ha e =1, akkor a 4-ik szorzat elhagyandé s
természetesen az My, A, by szémok kozott kell az 1-nek el6-
fordulnia.)

Akkor van egy r raciondlis egész szdm (2 <r <t), egy a
hatvdnyszorzat & Py, Pgse-vr Prog Piseen Pr 4 elemekbdl, ami
(alakilug) nem A-dik hatviny, és egy P szorzat olyan

(%)M elemekbdl, ahol x,vy kiilonbézé elemeket jelenlenek a

Dys Parevs Do 13 Diperes Doy SOTOZALLAL (esetleg P=1), ugyhogy
fenndll a
H( Pr

e pl),
egyenlet, miutdn p,, Py .., Py bdrhogyan olyan az R(3) testben
primér elséfoku torzsszdmokkal helyetlesittettel, amelyekre
D1s Paseevs Pr kiilonbozok. (Természetesen eme helyettesités utdn
a «'» vonas és 7 a konjugaltra valo dttérés és a normaképzés
jelei, valamint (); és ()4 mint a 2-dik és 4-dik hatvanymaradék-
jelek értendék az R (7) testben.)

A bizonyitdashoz felteszem, hogy (76)-ban a megbeszélt be-
helyettesités mar megtortént. Ezutan a (76) jobboldalat bizonyos
olyan atalakitdsoknak vetem ala, amelyeket «megengedhetéknelk»
fogok nevezni. Mégpedig ezek a kivetkezdk legyenek:

(aTﬂ)u: (%)u (%)M’ (ﬂir)u: (_;—)14 (%)“’ |
(5= =t (=5

ahol a, B, r olyan egész szamok J?(i}ben, amelyekre az itt els-
fordulé jeleknek értelme van, tovabba

(%)M= (%)u’

ha azonfelil «, § primérek s kozilik az egyik raciondlis vagy
teljes négyzet az R(i)-ben. Mindezek az egyenletek mint «meg-
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engedheté» atalakitdsok mindkét iranyban alkalmazbaték. Kozii-
lik az utolsé a 4-edfoktd reciprocitistételnek egyik kilonos esete
(1. pl. ® 106. o. IIL.). A «megengedheté» dtalakitdsok nyilvan-
valéan nem valtoztatjdk meg a (76) jobboldalanak értékét, fiig-
getleniil a p,, Py,..., P kiillonos megvalasztasatol.
Mindenekel6tt a (76) jobboldala «megengedhet» atalakitd-

L
vabbi «megengedlﬁet(’i» atalakitasokkal elérhetjilk, hogy ebben
a kifejezésben pn, Ve egyaltaldban ne forduljanak el6 és p, se
forduljon elé egyetlen «¢nevezében» sem, ahol s egy tetszés-
szerinti szilard érték 1, 2,..., t koziil. Ebben a kérdésben ugyanis

sokkal nehény (z k).“ tényezé szorzatava alakithaté. Azutdn to-

esak olyan (Z; k).4 jelekkel van dolgunk, amelyekben hk=s vagy
L &

l=s. Az allitas ezutén nyilvanvalé abbhél, hogy «megengedheté»
atalakitasokkal :

, 3
(};z: o (%)u (N?J[)u= (%)u ( f’i )f‘ e
és

S, P Pay ([ Ps _ ,
Végil az 6sszes ";)k )“, ( o )u’ (]Jk )M k#+s; 1< Ic. = 1?) alaku
tényezdk szorzatdt «megengedhet§» atalakitéssal 4tvihetjiik egy

(28)1 kifejezésbe, ahol a, egy hatvanyszorzat néhany p. pi
o !
torzsszambol (k=£s). Kzzel a (76)-beli P-t atalakitottuk egy olyan

szorzattd, amelynek tényez6i a mondott (29 )“ és néhany (};': )u
tk, I-+:8). A P-nek egy ilyen eléallitésat asps-re nézve redukalt-
nak nevezem s magit az as-et a Py,-hez tartozd «nevezdneknr.

A fentiekbdl egyszersmind latjuk, hogy P-nek minden p,-re
nézve van redukalt eldallitdsa. Azt is azonnal latjuk, hogy a
De-hez tartozd «nevezé» csupan s 4ltal meghatdrozott, eltekintve
1R (i)-beli 4-dik hatviny tényeziéktol, amik természetesen nem
jonnek tekintetbe. Ha ugyanis a; mellett m is egy ps-hez tar-

t0z6 nevez, akkor (»—pi_ 1), (multiplikativ értelemben!) a két
a.m &
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it
szorzata, ami nyilvdnvaléan csak ugy lehetséges, hogy a;m™?
4-dik hatvany R (¢)-ben.
Allitom, hogy van legalibb egy p,, amelyhez a hozzatartozo
s «nevez6» nem 4-dik hatvany az R (i)-ben.
Elgszor kimutatom, hogy ennek az allitdasnak helyességébdl
kovetkezik a G. segédtétel. Redukdljuk ugyanis P-t a p,-re nézve.
Ha a; nem 4-dik hatvany az R(¢)-ben, akkor a segédtétel maris

helyes (r=t). Az ellenkezd esetben a (%),‘ tényez6 («meg-
¢/ ¢

redukalt elgallitas alapjan kifejezhetd mint néhany (—zi) (k, l=s)
I

engedheté» dtalakitdasok révén) elhagyhaté s P-nek egy olyan
alakja 4ll elSttiink, amely esupa (%‘),4 k+xl; 1<k l<t—1)
i/t - _

tényezd szorzata. Ebbdl (78) és (78a) segitségével azonnal nyer-

het§ a P-nek redukilt eldallitdsa a p,_s-re nézve. Ha a nyert

‘@t—y e«nevezé» nem 4-dik hatvany R(i)-ben, akkor ismét helyes

a segédtétel (r=t—1). Kiilénben ({:t;l)'t ismét eltavolithato s a
t—1 /4

P megmaradt kifejezése néhany (%)“ CEFL1<kIlgt—2)
!

tényezd szorzata. Kzzel tovabb hasonldan jirhatunk el. Ha nem
Jjutunk elébb ecélhoz, akkor ezen az uton «megengedheté» &t-

alakitdsok altal a P = (—2’—) N redukalt elallitashoz jutunk, ahol
9 1

tehdt a, a p,-héz tartozé «nevezd», ami néhany p,, p, tényezd
szorzata (itt a jobboldalon egyéb (%)1 tényezik természetesen
TR

méar nem szerepelhetnek). Ez az a, mar bizonyosan nem 4-dik
hatvany az 3 (i)-ben, amib6l a G. segédtétel kovetkezik (r==2).
Ellenkez6 eselben ugyanis mindvégig «megengedheté« 4atalaki-
tdsok altal a P=1 eldallitashoz jutottunk, amibél kiovetkezik,
hogy minden ps;-hez tartozé «nevezl» 4-dik hatvany az R (i)-ben,
ellentétben a fenti 4llitdssal.

E szerint mér csak ennek a fenti dllitdsnak helyességét
kell bizonyitanunk. KEhhez feltessziik, hogy a p,, Ps..., Pr-hez
tartozo aj, a,,..., a; «nevezék» mindannyia 4-dik hatvany R (i)-ben,
hogy azutin ebbdl a feltevésb6l ellenmondast nyerjiink.

A feltevés szerint dy, dy,..., de==1. Feltehetjiik, hogy ;| d,
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68 pg|ds (s=1, 2,..., ), mert ez csupan jelolés kérdése, amiben
most semmi sem akadalyoz. Valasztunk egy bizonyos s-et
(s=1,2,...,t) és toreksziink a hozzatartozé a; ¢nevezét» koz-
vetleniil (76)-bol el6allitani. Bz igy torténhetik: A (76)-bol min-
den olyan (); és ()i tényezét elhagyunk, ahol sem a «szamlalo»
ps-sel, sem & «nevezé» Py,-sel nem oszthatéd. Azutdn a megmaradt
(%)“ alaka tényeziket (o raciondlis, 8 az R(i)}-ben) helyette-
sitjik (&) -gyel, ha ps|a és (a) -gyel, ha p;| 8. Mindez
B /i ps /is
eddig azt jelenti, hogy (76)-ban elhagytuk mindazokat a ténye-

zéket, amik a,t ugysem befolyasoljak. Ezutin a (g 8),, (];—k),

N K/t g /%
(‘—ps),‘, (_pa )u alaki tényezbket egyméskozt szorozzuk, ami
! ]

4ltal eldall a (76) megmaradt jobboldalabdl egy

DPs Lg Ps Ys
( 5__;')1' (}3:)1 (Z)“ ('p;)u
alaki szorzat. A harmadik és negyedik 1ényez6t (78) és (78a)-hoz
hasonléan atalakithatjuk s hasonléan jarhatunk el a masik két
tényezével, ha ezekben elébb (); helyett ()% jelt irunk. Igy azutén
azt nyerjik, hogy
a; = &3 5;2x3ﬂ37;3 Yss (79)

mikdzben tekintetbe vettilk, hogy az as-ben R(i)-beli 4-dik hat-
viny tényezék mell6zhetdk (a végzett szdmitas kozvetlenil a
£:° tényez8t szolgaltatta volna).

Ezekb6l a &,..., y, mennyiségekbél céljainkra elegend6
lesz csupén y, (s=1, 2,..., ¢ és f) és 7, kiszdmitdsa.

Az ygnek (s=1,2,...,e) a (76)-b6l valé kiszdmitdsdnal
tekintetbe kell venniink, hogy p,|ds, mégpedig ps; a Js-ben
csupdn els§ hatvanyon szerepel, mig természetesen ps'l‘(?c (C=5).
Nyerjik tehat (76)-bol a kovetkezdt:

Yo = Il (e ([ldcy IT ([Tdc HAy™ oy s o (80)
k=1 1<k<i<e

ks &, s

ahol a 2-dik, 3-dik, 5-dik, 6-dik szorzatjel alatt ismét az Gsszes
Gy, C¥,... szerint kell szorozni.
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Hasonléan nyerjik s=¢ mellett p;|do, p:Tdc (C=£0) miatt
a kovetkezot:

ye = I Jde)% [] (Jdc []dcp)™ (80u)
k=1 1<h<I<e ,
é8 -
7= /_71 (I 6c,)%. (80b)

Marmost (79) miatt s mert s, ¥, racionglisak : a0}~ '=(7u9, )%
Minthogy a fellevés szerint a, 4-dik hatvany R (i)}-ben, tovabbé
7« €8 y, relativ primek, mert 7, néhdny ., P,..., P; sz0rzata,
amelyek kozott ninesenek konjugaltak, azért kovetkezik a meg-
el6z6 egyenletbél, hogy 7, idedlnégyzet az R(i)-ben (s=1, 2,..., ).

Innét a (79)-b6l ezutin még az is kovetkezik, hogy vy, idedl-
négyzet az R (i)-ben vagyis egy racionalis szém négyzete.

Minthogy 7, idedlnégyzet, azért 5, kiillonosen pi-t(k=1, 2,.... )
paros hatvanyon tartalmazza. A p, kitevGje y~ben a (80b) alap-
jan kénnyen meghatdrozhaté. Ehhez ismét figyelembe veend§
Pi| 8k PET 8, it oc(CEE). Ez a kitevd tehat by s igy ennek
parosnak kell lennie. Minthogy b,=0, 1, azért

b =20 *=1,2..., e\ 1)

Minthogy ¢, racionalis négyzetszdm és j=1, 2,..., e mellett
pildi, pEtd;, pitde (C=)), azért (80a)-bél a p; pontos kitevéjé-
nek Osszeszamldlasaval a kovetkez6 kongruenciat nyerjik:

&+ Yew=0(mod 2) (i=1,%...,e. (82)
1<h<I<e
ke vagy 1=/

Végiil minthogy ys (s=1, 2,..., e) is racionalis négyzetszam,
azért pi-vel (j%s; 1 <j<e) (80) alapjdn hasonléan jarva el,
mint elébb, 8 egyszersmind (81)-et is figyelembe véve, a kovet-
kezd kongruenciat nyerjiik:

a; + 2 Cry = O(mod 2) U, s=1.2,..., e; /%) (83)
1<h<I<e
k, l+s
k vagy l=j

(82)-bdl és (83)-bol kivonassal az kovetkezik, hogy. ¢;; vagy

¢y = 0(mod 2) a szerint, amint j< s vagy j>s. Ebbél ¢p=0, 1
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miatt ¢y =0 (1 <k <l<e) kovetkezik. Ezutdn (82) miatt
uj = 0 (mod 2), azaz a; =0, 1 miatt 4, =0, (j=1, 2,..., e).
A (71) és a most bebizonyitottak miatt (76) idtmegy a ko-

vetkezG6be :
1'1l PHoyr
/‘ i / ‘ - ) .
A Doty
1§u<vgt

amelyben tehat legaldbb egy mi,, kitevc’i értéke 1. Ha r a leg-
nagyobb érték mindama v koziil, amelyekre m,, =1, tehat
2 <r<t, akkor P (78a) miatt «megengedhets» atalakitdssal a

/) Hiur p/'
1)://(‘,7); o)
1§u<’u§r-1 ’

alakra hozbato, ahol a= (prurpper...pmronn)® Az a tehat a
P-hez tartozd «nevezd», ami nyilvinvaléoan nem 4-dik idedl-
hatvany az R(i)-ben, ellentétben a feltevéssel. Fazzel a Q. segéd-
tételt bebizonyitottuk. '

12. A D-t ismét a D= pp,...p, alakban veszem fel (mint
4.-ben) és tekintem az 6sszes, egy bizonyos 7' masodfoku tipus-
hoz tartozé D-t. Legyen G, az Osszes misodfaju D-felbontdsok
csoportja, ami ismét az Osszes tekintetbe vett D-re értendd,
amint ezt az 5. végén megbeszéltiik. Tekintem azt az U érték-
rendszert, ami a 7-bél s az Osszes (68)-beli o, o elembdl all,
mikozben itt J befutja a (G, Osszes elemét egy tetszésszerinti
meghatarozott sorrendben. Ezt az U-t a D negyedfoku tipusa-
nak nevezem.

Minden U negyedfoku tipushoz tartozik tehat egy bizonyos
T" masodfoku tipus, amelyik ugyanis U-nak részrendszere. Més-
szoval minden az U negyedfoku tipushoz tartozé D egyszers-
mind ahhoz a 7" mésodfoku tipushoz tartozik, amit U tartalmaz.

A (28) szerint az U a T-n kiviil még 2¢+? szému o, a
elemet tartalmaz, amelyek mindegyikének értéke 4 1. Az utébbiak
koz6tt azonban bdéven vannak nem fiiggetlen elemek. Mindenek-
elott o, =a;=1, ha 4=1, D vagy D, 1. Tovabbd o/, = a7, 8
ugyancsak o, = o', ha 4 és 4, esak a tagok sorrendjében tér-
nek el (4=D',D"; 4,=D", D). Ha tehdt meghatdrozzuk »
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G,-nek egy olyan G' alesoportjit, ami a 4% elemet nem tar-
ta,lmazza és G, = ’G,A"‘}, akkor mar a G'-nak 4(+1, D)
elemeivel eloallo a4 dy értékek kimeritenek az U-ra nézve
minden lehetéséget, minthogy, mint ezt mar megjegyeztiik, 4 és
dd* esak a tagok sorrendjében térnek el. Minthogy G’ rendje
2¢s, azért ezeknek az o, a, elemeknek szamossiga még mindig
2(2es—1). Végiil ezek az elemek az F. segédtétel szerint mind-
annyian meg vannak hatdrozva az A=(a\,,..., G0 0yeee} cees Aagy o)
rendszer altal, ahol e, =e értends és d,, 4,,..., 4. a G'-nak
egyik fiiggetlen bézisa. Az U-ban tehat (a 7-n klvul) legfeljebb

Ze, + ( %‘) szamu elem f6l6tt rendelkezhetiink szabadon. Hogy

ez a szam lejjebb mar nem szorithatd, azt a kivetkezd tételbél
latjuk, amely tehat az F. segédtétel 1°. része megforditdsanak
mondhaté.

V. Tétel. Legyenek elére megadva: eqy T mdsodfoki tipfus,'
amelyre e,;=e (=0, 1,..., t—1); az dsszes mdsodfaju D-felbon-
tasok G, csoportjdnal: egqy olyan G' alcsoportia, amely a
4*=D, 1 D-felbontdst nem tartalmazza és amelyre G,={G', 4%},
amelynel rendje tehdt 2¢; a G'-nak eqy tetszésszerinti d,, 4,...., 4,
fuggetlen bdzisa.

A T mdsodfoki tzpusu D-nel: U negyedfoku Lipusdt meg-
hatdrozza az A=(als, @age s Qaes Clpyyervs Bag Auaygr Uaggres s gy o)
értékrendszer. Bdrhogyan wvannak 41 értékek az A eleneire
nézve eldirva, van olyan D, awmelyre A ezt az eldirt érték-
rendszert felveszi. Az adott T-hez tartozé U-k pontos szdma

+(f) ele+3)
tehdt 2 =2 ?
Ha (mint elebb) D, T) jelenti az dsszes T mdsodfoki
tipust D(< x) szdmossdgdt s ezek kozil D(x, U) szdmid D az
U negyedfoku tipushoz tartozik, akkor minden (¢ T-hez tartozd)
U-ra érvényes
D, U) 1
D, T) Qe_‘ﬂ

2

lim (w—boe) 84)

Roviden szdlva, ez a tétel meghatarozza az egy bizonyos
T-hez tartozé tényleg létezd U-k szdmét s kimondja, hogy
mindezek egyenl$ valdszintiek. Az ¢,=0 esetben helyes ugyan
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a tétel, de tartalmatlan, mert akkor csak egy U létezik. Az
e,—1 esetben A alatt ismét az (d,, a'_',l) rendszer értendd.

A bizonyitasndl tehat feltehetd, hogy ¢, =1, amibél (=2
kovetkezik. FEloszor a tétel utolsé allitasat bizonyitom. A tétel-
ben nevezett (' csoportot s az 6 4,, 4,..., 4, bazisat egyelére
valasszuk ugy, hogy a (69)-ben d,, d,,..., d,>>1 legyen, ami az
E. segédtétel szerint lehetséges. A szilardan megvalasztott masod-

foka tipus legyen (i))“) =xw (1 fu<v <t éltal adva, ahol

tehat x,, (= 1) tetszés szerint megadott szamok. Ezutan tetszés
szerint valasztok tovabbi meghatdrozott ., yi (k=1, 2,..., e);
2w (I < k<l <e) szdmokat, amik mindegyikének értéke ugyan-
csak 1. Legyen ezutén

e

5= [1 % ( 1+, (j:—:))ﬁ io]z- (14 yid )

éu@; k=1 (85)
i 1 p " 14 1 ]
[/ I} (I + yraz) [ ; E(l + 210 )
k=1 1<h<I<e

Ha itt behelyettesitink egy olyan D = p,p,...p; szémot, amely-
nek masodfoka tipusa 7', akkor az els6 tényezs értéke 1 s
nyilvanvaléan maganak ¢-nek értéke 1 vagy O a szerint, amint
82 dy=Yi an=Yk=1,2,...,0; adu=2u(l<k<l<e)
egyenletek mind fennallnak vagy nem mind. Marmost ezek az
egyenletek meghatéroznak egy U negyedfoki tipust, amelyhez a
I" masodfoku tipus tartozik, ahogyan ezt fentebb megbeszéltiik
(ami egyébként kozvetleniil az F. segédtétel 1° részébél folyik).
Frre az U-ra nézve tehat fenndll

Pile; U= Nyg, © (86)

D§z‘
ahol az Osszegezésben csupan a 7' mésodfoku tipusu D-k veen-
dok figyelembe. Ehhez megjegyzends, hogy a minden egyes
Yis Yis 2w rendszerhez tartozd U létezése még kérdéses, ez
éppen a bebizonyitand6 tételnek egyik allitasa. Més széval lehet-
séges, hogy a (86)-beli Osszeg eltiinik, ami éppen azt jelenti,
hogy az illeté U nem létezik. Ha azonban megmutatjuk, hogy
LIV 7
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D x, U), amelyre nézve most (86)-ot mint definiciot tekintjiik,
gohasem zérus, és hogy ranézve (84) is fennall, akkor éppen
bebizonyitottuk a tétel utolso allitdsat.
Az 1. tétel miatt a (84)-beli kovetelés igy hangzik:
D(JL U) 1
() e(e+3)
D, t) 2

(x— o). (87)

Bizonyitanunk kell tehat, hogy (86)-ra nézve fenndll (87).

A (86)-ban a paros D-ket figyelmen kiviil hagyhatjuzk, mert mint
- t—

fiQ—Ogl(};ix) } mig a (87)
baloldalan 16v6 nevezére (23) fennall. Ezutin a (86)-beli ¢-t at-
alakitom a kovetkezdképpen : Valasztok tetszésszerint p,, v,,..., p;
els6fok1’1 primér térzsszamokat az [? () testben gy, hogy % (px)=ps
(k--1,2,..., t) legyen. A (85)-ben eléfordulé minden (=), (-5),
]elben, ahol természetesen (68) behelyettesitve gondolandd, a
«nevezében» minden ;. tényezé helyébe pi-t irok (k:=1, 2,..., t),
ahol azutan egyidejiileg az illeté jelek az /3 (i) testben értenddk,
azaz ezek a jelek az ¢ «indexszel» ellatandok. Tudvalevéleg ekoz-
ben egyetlen olyan jel sem véltoztatja meg az értékét, kilono-
gen az eléfordulé a,, o’y jelek azért nem, mert benniik 4 min-
dig 2-odfaju D-felbontast jelent, amelyre tehat (68)-ban a «szam-
1al6» négyzetes maradéka a «nevezének». Ezdltal ¢ atmegy
Pys Pos.«.» P-nek egy fliggvényébe, amely rendszert most is ugyan-
ugy értelmeztiink, mint az 1. elején (kiilléndsen n (p,) <n(p,)<--- <
<n(pt)). Megfeleldleg azutan a (86)-ban mindazzal a p,, p,,..., P;
rendszerrel, vagyis az 1. értelmében mindazzal a Py=p,p,...p,-
vel kell Osszegezni, amelyek most 7 (P,) < x mellett még ugy
vannak korldlozva, hogy az 0Osszes 7 () normdk kilénbozdk
(amit legkénnyebben példaul azzal érhetiink el, hogy csupin
olyan pi-t engediink meg, amelynek képzetes része pozitiv) és
D=n (P, masodfoka tipusa 7. Ezek kozil az elsé korlatozas
megsziintetése a 2! tényezd hozzajarulasat jelenti, minthogy ¢ a
megel6z6k szerint fiiggetlen attél, hogy v,, Pu,-..., P, a konjugal-
tak kozil hogyan vilasztattak. A mdasodik korldtozds minden
tovabbi nélkidl megsziintethets. Ha ugyanis D = n () masod-
foku tipusa nem T, vagyis legalabb egy , v(1 < u < v<t) phrra

emlitettiik, azoknak a szadmossaga 0(
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(1;" = (pu) %+ Lyy, akkor g a (85)-beli elsé tényezd miatt zérus.
Ha tehat (86) helyébe bevezetjiik az
)y =Yy ,
f ( n(%;)%w (85)

fiiggvényt, ahol g mar a ();, ( )i jelekkel atirt uj alakjaban gon-
dolandd, akkor elegenddé (87) helyett a
. _ 9
lim —/—(x) = e (£ o) (89)
Dx, t) 0\2)'

egyenletet bebizonyitani.
A (B5) szerint
I

_— Y /
q 2(;)+ 2(82‘ 2) (1 + % (+ '))'

ahol P befut minden olyan szorzatot, amelynek tényezdi néhany

'

(legalabb egy) kiilonb#zdé elem a (85)-beli (.17%), Ogr Ay Ay €le-
) :

mek koziil, amelyek helyébe azutan még ( ), ( )i jelek beveze-
tendék.
Marmost
> 1~ 2D, t),
n (Bo<a

amint ezt az I. tétel bebizonyitdsanal mar lattuk. Ha tehat még.
hebizonyitjuk azt, hogy
2 (log log &¥-2 ’

>pr ()( (90)
n (Bl IOg o

akkor (23), (88) miatt nyertiitk a (89) helyességét.

Ehhez szikségiink van a I? kozelebbi ismeretére. A J;-t
ismét a Dy, Dj alakban veszem fel s ennek a szamparnak
tagjait k=1, 2,... ¢ mellett eldallitom (69) szerint, ahol akkor
a feltevés szerint d,, d,,..., d,>1. Ha még bevezetem a
A (= did) = D, Dl jelolést. akkor (69)-b3l kénnyen kisza-
mithaték a kovetkezdk :

D';,-[ = []d(}i. 11(’0)[4, J)II,I/ = Ud(,',,l”'[(}“ AR <L e) (941)

T*
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A P tényez6i (68) szerint a kovetkezé alakuak:
pay (Dky (Diy (D
( ) 5) (T)Z); (b;;,);
ahol még (69) és (91) behelyettesitendé s ezutan még meg-
teendé a mondott attérés a ( );, ( )4 jelekre. KEzzel I’ nyilvan-
valdan a (76)-beli alakot nyeri, mégpedig olyan i, «x, bi, Ci
kitevokkel, amik értéke O vagy 1, s koziilik legalabb egy 1 elé-
fordul, mindenben tehat az ottani feltételeknek megfeleléen.
A G. segédtétel szerint P tehat a (77) alakra hozhaté. E szerint
P megfelel a (3) alatti ¢ értelmezésének, amibdl (4) és () sze-
rint (90) kovetkezik. Ezzel az V. tétel utolgd Allitdsat bebizo-
nyitottuk.

A bebizonyitott részb6l kiillondsen az kovetkezik, hogy az

egy bizonyos T-hez tartozé tényleg létez6 U-k szamossaga
elets)

2 2 . Most tekintek egy tetszésszerinti olyan G' csoportot,
amilyent a tételben elére megadtunk, s tekintem ennek egy
tetszésszerinti A,, d,...., 4. filggetlen bazisiat. Minthogy a hozza-
' e(e+3)
—

elembél all, azért a tényleg létezé A-k szdmossaga is legfeljebb
ele+d)

2 % ; szamolnunk kell ugyanis azzal a lehet(séggel, hogy
most az 4 elemei nem fiiggetlenek. Azonban minden [J meghaté-
roz egyetlen A-t, mint az 6 részrendszerét és az F. segédtétel

1°, része szerint két kiilonbdzé U-hoz kiillénbozé 4-k tartoznak.
e (e+3)

Az utébbiak szdmossiga tehat 2 2 s koztik és az U-k ko-
z6tt fenndll egy egy-egyértelml hozzarendelés. Ezzel az V. tételt
minden részében bebizonyitottuk.

13. A ? dolgozatb6l (253. o.) idézek két tételt, amelyekrsl
a bevezetésben mar emlitést tettem (~tétel és Ttétel). Bizonyos
esotekben ezek a tételek a D-nek U negyedfoku tipusirdl az
R(Y'D) test alapegysége normajanak eléjelére kovetkeztetnek.
Ezt az alapegységet e-nal jelolom (helyesebben a 4 alapegység
egyikét, ez a valasztds azonban a norma kérdésében kdzémbis)
és az R(Y'D) testben is legyen 7 a norma jele. Fzek a téte-
lek akkor a kévetkezdképen hangzanak, amelyekbél az elsé tétel

’
4

’ " I3
tartozd 4 = (aly,. .y Gue; Qapreve oo Uapy, ) TEDdSZEr




NEHANY KOZEPERTEKKERDESROL MASODFOKU SZAMTESTEKBEN. 101

itt ‘kovetkezd utolsé (eddig figyelmen kiviil hagyott) megjegyzése
az F. sogédtétel 3°. részének és (28) nak kizvetlen folyomanya :

VL Tétel (vagy —tétel). Ha minden J4(=1, D; D, 1) 2-0d-
fajic D-felbontdsra

ay=a,=—1 (92)
tehesil, akkor n(e)=—1. Kilonssen tehdt az e, =0 esetben
(amikor ugyams nincs egyetlen 4 sem) mindig n(e)=-—1.

A% e, >3 esethen ez « tétel nem «lkalinazhatd, mert akkor (92)
sninden d-ra nem dllhat fenn.

. VIL. Tétel (wagy Ttétel). Ha van leguldbb eqy 4 2-odfuji
D-felbontds, wmnelyre
t aydy=—1 (93)
teljesil, akkor w(e)==+1. Mindkét tételben aj, a_ a (68) szerint
értendd. (Figyelembe veendd, hogy mint ezt mér emlitettem, az
idézett dolgozatban két D-felbontés mint D', D” és D", D’ nem
kiilénbozéknek tekintettek.)

Most meg fogom vizsgdlni, hogy ezek a tételek milyen mér-
tékben alkalmazhaték. Valasztok egy bizonyos T mésodfoku
tipust, amivel tehat egy bizonyos ¢ is meg van adva. Kzutan
D@, T, - ) jelolje mindama D(< x) szédmossigat, amelynek
masodfoku tipusa 7, s amelyre azonfeliil a ~tétel alkalmazhato.
Hasonldé értelme legyen D (x, 7, -4-)-nak a Ttételre vonatkozé-
lag. Legyen akkor

- 1: D(xa T7 _)
T- =1lim W (@ —> ) (94?)
és
T = 1im 2% LA 95)

Dz, T)

Hasonl6an legyen D (x, t, —) és D(x, ¢, 4-) mindama D (< 2)
szdmossiga, amelyre a kiillonb6z6 torzstényezdk szdmossiga t s
azonfeliil a ~tétel, illetéleg *tétel alkalmazhaté. Legyen azutén

—_ 12 D(.'L', t’ _) .

t—=1lim _IW (@— ) (9())
és

tr=lim 28 L) ©7)

D, 8
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A T, T, illetoleg t—, t* jelentik tehat azoknak az ese--
teknek valdszin(iségét, amelyekben a —tétel, a +tétel alkalmaz-.
haté6 mindama R (YD) test koziil, amelyekre a D discrimindns
masodfokd tipusa 7T, illetéleg 1 kiilonb6z6 torzstényezdinek
szamossaga f.

Végiil jelentsék 77 és {* hasonloan azoknak az eseteknek
valoszintiségét, amelyekben a szdébanlévé tételek egvike sem
alkalmazhaté (azaz az n(e) eldjele kérdéses marad). Ezek a valé-
szinlségszémok tehat

P=1—-T" —-T" (98)
és

PP=1—1"—tt 99)
altal értelmezhetdk.

Ezek kozil természetesen féleg a (-, ¢, valamint ¢’ vald-:
szintliségszamok érdekelnek benniinket. Ezek meghatirozisa azon- -
ban legkonnyebben T— és T meghatirozisin keresztiil torté-.
nik. Egyébként sem érdektelen ismerni a —tétel és *tétel alkal-.
mazhatésdganak valdszintiségét azokban az esetekben, amelyeket
(az egy bizonyos (-hez tartozé D-k kozil) egy bizonyos I ki-
hasit, A 17 és /7 valdszintiségszamok is teljes érdeklédésre tart-
hatnak szamot, mert ezek felvilagositast adnak arrél, hogy a
gzobanlevé tételek mily gyakran hagyjak az e normajanak eld-~
jelét felderitetlentil; ezek a szamok t{ehat, hogy ugy mondjuk,
kifejezik ama tételek tokéletlenségi fokit. (Ehhez megjegyzendd,
hogy minden latszat szerint ezek a tételek hasonléan egyszeri
kongruenciafeltételekkel aligha egészitheték ki.®)

Fennall a kovetkezd :

VIIL. Tétel. Ha a T mdsodfolku tipusra nézve a hozzdtur-
toz6 mdsodfoki szdmtestekben az «bszolit osztdlycsoport i-gyel
ossthutd invaridnsiinak e, szdmossdga egyenld e-vel, akkor

) i o 11
az e=0,1,2 ds e =3 eseleknel: meyfelelileg T— = |, YETH
és T— =0, tordbbd ininden e mellelt T+ = | — 3 Fzel n

valdsziniségek tehdt csak anntyiban figgnek T-t6l, vmennyi-

8 A. Scuorz: Uber die Losharkeit der Gleichung t*—Du*=—4, Math.
Zeitschr., 39 (1934), 93—111.
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ben e,=e figy « T-tél. (Kézilik a «T—=1, TT=0, ha ¢=0»
és «T— =0, ha e>3» 4ltal kifejezett tényeket erdsebb fogal-
mazasban mir a —tétel tartalmazza.)

Ezeket a T-, Tt valamint a 7 ’valészintségszdmokat tab-
lazatosan is osszedllitom :

=0 1 2 3 4. e t—1
r =1 4 55 0 0- 0 0
I =0 13 72 % %% 1_%.. 1_2}_1

(kz a tdblazat Ggy értendd, hogy minden T-hez felkeresendd az
az oszlop, amely a T altal meghatarozott e, értékhez tartozik.)

Bizonyités. Az e,=O0 eset ismeretes s ezérs tegyiik fel, hogy
e,~e¢>1, amib6l t>2 kovetkezik. Elészor meghatdrozzuk T*-t,
ahol tehat 1" egy szildrd mdsodfoku tipus s ranézve e, =e.
Vilasszunk egy szilard J,, 4,,..., 4, rendszert gy, mint az
V. tételben. A Ttétel alkalmazhatésiganak kérdése csupdn az U
negyedfoku tipustél figg. Az V. tétel szerint a T-hez tartozo
Osszes | és az Osszes A4 rendszer egymést egy-egyértelmiien
meghatarozzdk. A (84) miatt tehat ugy nyerjik a T valdszint-
séget, hogy meghatdrozzuk mindannak az A rendszernek a szd-

mossagdt, amelyre a ‘ttétel alkalmazhaté s ezt a szamossigot
efle+3)

2 ? -vel osztjuk,

A mondott szdmossag ugy hatdrozhato meg, hogy az A-knak
(",(.‘1?‘2
2 2 {sszes sz&mabodl levonjuk azoknak az A-knak szamossigat,
amelyekre a *ttétel nem alkalmazhat6, vagyis amelyekkel a (93)
egyenlet egyetlen 4 2-odfaju D-felbontdsra sem &l fenn. Az utébbi
A-k tehat azok, amelyeknél (70) minden ilyen 4-val fennall. Ehhez

az F. segédtétel 2° része szerint sziikséges és elegendd, hogy az
& & (e+3)
e(e

4= (@lgysenvy @ap; Aaysevvs voes Qaey, o) O8szVEVe 2 2 elemére
az e 824mu dan ady =1 (=1, 2,..., ) egyenlet teljesiiljon.
Minthogy a7 V. tétel szerint az A4 elemei egyébként + 1 kozil
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e(e+3) ee+ 1)

tetszésszerint valaszthatok, és most _—Q— — e = — elem

felett szabadon rendelkezhetiink, azért a keresett szdmossig
¢ (e+3) e(e+1) e(e+3)

nyilvanvaléan 2 2 —2 % | Kzt 2 2 -vel osztva, tényleg a

T+ kovetelt értékét nyerjiik.

T—-ra nézve csupan az ¢, = e = 1, 2 eseteket kell vizsgdl-
nunk. MegfelelSleg az V. tétel szerint az U-k szdmossaga 22=4,
illetdleg 2° = 32. Most is hasonldéan jarhatunk el, mint elébb.
Most meghatdrozandé azoknak az A rendszereknek szamossaga,
amelyekre a (92) egyenletek fennallanak, amely szém azutén
még 4A-gyel, illetéleg 32-vel osztandd.

Az e,—2 esetben az 1, D; D, 1 D-felbontasokon kiviil, ame-
lyek (92)-ben nem j6énnek tekintetbe, csupén a 4,, 4,, 4,, D-fel-
bontasok 2-odfajuak és még azok, amelyek ezekbdl a tagok meg-
cserélésével eldallnak. A 4 tagjainak a feleserélése azonban a
(68)-beli o, a’; szamoknak is csupdn a sorrendjét valtoztatja,
tgyhogy tehat a (92) most pontosan annyit kovetel, hogy o, a,,
Ay @y Bgyg 0y, mind — 1-gyel legyenek egyenlék. Ezek kozil
az els6 5 szammal egyiitt (72) miatt a 6-dik is —1 és ama
5 szdm éppen az A rendszert képezi, azok tehat az V. tétel
szerint szabadon - 1-ként valaszthatok. Nyilvanvaléan tehat
egyetlen egy olyan A4 van, amelyre (92) fennall. Tényleg tehat
ebben az ¢,=2 esetben T~ = j}.

Az e¢,=1 eset hasonléan targyalbatd, amikor (92)-ben az
egyetlen 4, D-felbontast kell csak figyelembe venniink. A (92)
kovetelés tehat igy hangzik: a),= al,,=—1. Ez most is egyet-
len 4 =(a,,, o)) rendszert hatdroz meg, amibsl T—=} kovet-
kezik. Ezzel a VIII. tételt bebizonyitottuk.

Most mar kénnyld a ¢, t+, t? valdsziniiségszamok meg-
hatdrozasa. Kozilik ¢+ igy allapithaté meg: Tekintjiik az 6sszes
D-t pontosan { kilonbozd torzstényezdvel, kozottik az 1. tétel
szerint minden 7" mésodfoku tipus egyenldé valdsziniiséggel for-
dul els. Egy bizonyos T-re T'" a valosziniisége annak, hogy a
*tétel alkalmazhaté legyen, amely 7't csak e,-t6l fiigg. s maga
e, a T-nek fiiggvénye. Masrészt az e,—e valoszmusege tey 8 1gy

a Ttétel alkalmazhatésigénak ¢t valdsziniisége ZteT“L, amely
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osszeg ugy értendd, hogy minden ¢,7" tagban egy olyan T
veendd, amelyre e,—=e. Hasonldan fejezheték ki ¢~ és t* és igy
a VIII. tétel alkalmazasdval nyerjik a kovetkezét:

IX. Tétel. A pontosan t(=1, 2, 3,...) kilonbézé pozitiv
(= (3 mod 4)) torzstényezdt tartabnazo  discrimindnst valds
wisodfoku szdmtestek kozétt azoknak a valdsziniisége, «mely
leslekben a VL. és VIL tételek (azaz ~tétel és *tétel) révén negu-
tiv, illetve pozitiv normdju alapegységre lehel kovetkeztetni,
tovdbbd ugyanazok kézott a testek kozott azoknak « valdszinii-
séye, amelyekben az alupeqység normdjdndak eldjelét amu téte-
lel nem dllapitjak ey, rewdre « kévetkezd képletekkel v.im-
nk adva;

- 1 1 _

m=ty+ T lt+ 55l (100)
0 1 N\ 1

+ - —_ 1 —

t _Z(l Qo)tﬁ_ | Q 9c le’ (101)
e=1 e=0
1 7 N

1?7 = -1 - -t )Y

t I l, + 39 l, + _é 9 tes (102)

-
ahol ‘t,, G, Gla) dltal van adea. A f=1, 2 esgetekben (100) és
(102) helyett 1-=1,=1; 2-=2,+12,=5; 1'=0; 2°=192,--1
veendd.

A (101) képlet masodik alakja t,+ 1, +---+ t;—y =1 miatt
kovetkezik az elsébol.

Ennek a tételnek lényeges kiegészitGje a kovetkezd :

X. Tétel. Krvényes (1=)1">92">...>{~ >..- ds

lim t—= 1?316“ = 0'528... ¢— ). (103)

ahol a az (H3)-beli szdmot jelenti.

Ervényes (0 =)17< 2T << tT<oev 65

lim t+= %:0-333... (t = o). (104)
& Ervényes (0 =) 1'< 3'< B<v; G =) 1< AT 6 - b5
f lim t?=£ﬂ=0'138... €— . (105)

96



106 REDEI LASZLO.

Ehhez itt még feljegyzem a t~, t+, {? szdmok néhiny kezdd-
értékét, amelyek a IX. tétel alapjdn (a 77. oldalon lévé tibla-
zat segélyével) kénnyen nyerhetdk :

1-= 1 1= 0 17= 0

9= % —0625 2= % =0'250 2= % =0125
= —3—3% =0'597... 3t= 3% =0'281... 3 ?35% =0-121

—=;(1)i; —=0550... 4+ = 'i(;—,olz =0313... #'= 0_;6207778' =0"135...

5= % 054, BT = 1569——3% =0-321... 57= 126%3082 ~0°134...

A X. tétel bizonyitasa. A (100), (61), (51a) alapjan {— szé-
mara kénnyen a kévetkezd értéket nyerjiik:

t—1
121 ! 1
=5 (1l [ 11-5)

k=1

ahol w = Tor illetéleg 9]

a «'» a szorzat jele mellett a paros & értékek kihagydsit je-
lenti. EbbS] 2|t mellett kévetkezik

25 1

a szerint, amint 2|{ vagy 271! és

¢+D- "= o1 &
= 4 17
YT

amely érték nyilvinvaléan < 1. Hasonléan 2+t mellett

2 1
i+~ T ( __1_)
t= U 2l
121 &

ami ugyancsak <1. A (103) is konnyen kivetkezik (100)-Hol s
abbol, hogy t, t,, {, (52) szerint t — oo mellett rendre az o, «,
értékekhez konvergdlnak.

Zz
3
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A tt<(t+ 1)t kovetelés a megel6z6 tablazat szerint t = 0,
1, 2,'3 mellett helyes. Ugyanaszt dltaldnosan bizonyitandé, fel-
tehetjiik tehdt, hogy ezutdn t > 4. A (101) miatt mindenesetre
elég annyit kimutatni, hogy

T A R 1 1
(1—§)f@,—?‘(1— 27+1‘)t'e+1<(1 “‘Eg—’)(t—’_’)"*ﬂ (106)
(1 o) € Dess esage<i iz

(ahol az e =1 —1 esetben ismét ¢, = 0 értendd) és

7

1 3 7 :
g b<g t+h+ 7 Gt Dyt g 1), (107)

@¢; t>8.

! 3
pht gl

ha még azt is figyelembe vessziik, hogy a 1V. tétel szerint pa-

1 1
5 <5+ 1)

Ha ugyanis ehhez az egyenlétlenséghez az e=2,4,6,...,t —1
értékekkel vett (106) egyenlStlenségeket hozzdadjuk, akkor (101)
szerint éppen a tT<(t+1)* egyenldtlenséget nyerjilk pératlan
t-re (t=5). Hasonlé kovetkezik péros t(>=4) mellett (107)-bdl s
az e=4, 6,..., | — 2 értékekkel vett (106) egyenlStlenségekbél.

ratlan ¢ mellett mindig ¢, < (t +1),, azaz

A (106) bizonyitdsdhoz legyen a, =1 — L (ennek az

Qe
ae--nek semmi koze a [.-vell. Akkor nyilvanvaléan fennall
1 Q. - { 1 .
e 1 L L ‘
1 o < o <1, amibél 1 P <1 9° (6> 2) miatt a

(66) - fennallasa kovetkezik. Tehd&t (67) is helyes, ami éppen
(106)-ot jelenti.

A (107) bizonyitdsdéhoz mindenekel6tt fy-ra és (¢ +1)5-ra
alkalmazzuk (58)-at és (59)-et, mikozben 2|t figyelembe veendé.
Akkor (107) 8-cal vald szorzéssal a kovetkezébe megy &t:

1
A, + (6 + 57) e < AE+1,+ 6+ 1),
Most t,-re, (t+4-1),-re és ({-+1),-re alkalmazzuk még az (58), (56)

és (59) képleteket, misltal {,-gyel valo osztés utén ez az egyen-
l6tlenség atmegy a kovetkezdbe :
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(o) [ e <ol 2l

Ez az egyenl6tlenség kénnyen igazolhaté, migltal t*< (t —i— l)‘
dltalanosan helyesnek bizonyult.
Most bebizonyitjuk (104)-et. A (101) és (52) miatt nyilvan-
valéan
limitt =1-—-aS (t— =),
ahol -

S"_’i‘( 1 : Lottt )
) - @' — D@ —1)...2c 1.2

amely végtelen sorban kezdstagul (¢ =0) 1 ¢értends. Akkor

SEPENE IR ! _
S=1+4 R ANC I WO TR

Y 1
3 e

— (21 (@~ (2

Az itt levs elsé Gsszeg a-val valé szorzas utan (52) szerint &-
megy a lim (f,+ ty4- 4 t—1) = lim (1 —ty—t,) = [ —2a ({ — o)
értékbe. A masodik Osszeg 2-vel vald szorzas utan nyilv anvaloan
atmegy az S—1 értékbe. Kzek szerint

S=1+g+o—9— S+,
. 2 . : )
amibél « S = 3 kovetkezik. A fenti hatérérték tehat |« b—'--"—
amivel (104)-et bebizonyitottuk. ot
Az 1’<3?< 5%+ dllitds (102) miatt kozvetlenil folyik a
IV. tétel 3°. és 4°. részeib6l. A fenti tablazat miatt 97 <'4?:fis
helyes. A tovabbi 4?<6?<8?< .- kiveteléshez ismét (102) és'a
IV. tétel 4°. része szerint elég annyit bebizonyitani, hogy

%tl—}— % ty (2“; t = 4) novekszik, ha benne i-t | + 2-vel he-

‘,",w

lyettesitjilk. Ennek a kifejezésnek értéke (58) szerint .

IRE RTINS
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Ha t helyett t+2-t irunk, akkor ez a kifejezés (57) szerint at-
megy a kovetkezdbe:
1 7\ |
Ez tényleg nagyobb, mint a megel6z6 klfe_]ezes amibél az alli-
tés helyessege kovetkezik.
A (105) is helyes (99), (103), (104) miatt, amivel a X. tételt
bebizonyitottuk.
14. NacELL *-hez csatlakozva, I3 (x, t)-vel és (I (x, t)-vel jels-
16m az Gsszes olyan pontosan t kiilsnb6z8 pozitiv (= 3 (mod 4-))
torzstényezdt tartalmazé D (<) szémosségat, amelyekre az R/ D)
test alapegységének normaja negativ, illetve pozitiv. A hasonld
szdmossdgokat jelentsék B(x) és C(x), hogyha a D térzsténye-
z6inek szdmossdga szabadon valtozhatik.
Hasonlé jelolésekkel, mint (96)-ban és (97)-ben, nyilvan-
valdan

B, ) =D, &, —); Cl@,)=D@t, +) (108
és
Bx, ) + Clr, )= D, t). (109)
Ezekbdsl kovetkezik
_D ((L" ta +) | — D(.’I/', t? _)
D, 1) - C(r, t) - D, t)
_ D, t, +) = Bx, 1) = D, t, —) ’
D, t) T D, t)

ha :r oly nagy, hogy a nevezék nem tiinnek el. Ebbdl (96), (47),
tovabba a IX. és X. tételek szerint a kovetkezdt nyerjik:
XI. Tétel. Ervényes

Al o G, ) . G, )  1—t—
L | ol Sut A2 el 2 ),
T < lim inf B(x’t),hmsu P(,t)i - ( )
ahol t+, t= «a IX. tételben vannak megadva.
Az it wmegadott ' = .l t" = Ll korldtok L-vel

L=+ - a
monoton novekszenek, s hatdrértékik ,1 , zlletoleq 36121410
o

nhol a az (53)-belt szdmot jelentt, ’ugg/hogy tehdt



110 REDEI LASZLO.

e (s Gl
05 < lim [ tim inf 7725

. (‘(a, t) . 96 — 121a

tim { im sup et < 0891 - (= g

(Kzeknek a t', [" korldtoknak néhany kezddértéke: 1'=0, 1"=0;
=0333...,2"=06; 3'=0391...,3"=0673...; 4'=0458...,

A":=0-817...)
Ezek szerint minden szildrd t mellett n(e)=—1 gyakoribb,
mint n(e)=+1, de (t=0-til eltekintve) n(e)=—1 sohasem

kétszer olyun gyckori, mint (n(e) =+1.

Ez a tétel ugy is értelmezhets, mint valosziniiségi kijelen-
tések, amelyekben also- és fels§ viszonylagos valosziniiségekrdl
van 820, igy mint ezt a bevezetésben megbeszéltiik.

Mint ezt méar emlitettem, a B(x) és (((x) szdmossdgokrol
hasonld kijelentéseket nem tudok mondani. Ellenben érvényes a
kovetkezé tétel, ami B(x) = B(x, t), ((x) = C(x, t) miatt (108),
(96), (97), a IX. tétel és (23) alapjén azonnal kovetkezik:

XTI, Tétel. Minden pozitiv t és elég nngy pozitiv x mel-
lett fenndllanak

x (log log )

x (log log )
log x ’

Bix)> ¢, Tog @

y C{x) > ¢,
ahol ¢, ¢, csupdn t-t6l fagyd pozitiv dllunddk.

Kiilonosen ezek koziil a C (x)-re vonatkozd megbecslés 1énye-
gesen jobb az eddig ismerteknél (v. 6. NaerELL * dolgozatdval.

1V. RESYZ.

15. Az e,-rdl 82016 vizsgalatok a II. részben azon alapul-
tak, hogy e,et meghatirozza mér a D-nek T mdasodfoku tipuss.
A ? dolgozat szerint ugyancsak fennéllnak bizonyos dsszefiiggé-
sek e, és a D-nek U negyedfoku tipusa kozott, amelyek azon-
ban nagyon is lazdk ahhoz, hogy bel6lik e;-ra nézve hasonlé
részletes kovetkeztetéseket tudnank vonni. Mig példdul, mint
ezt lattuk, minden gondolhaté e,, ¢, (0<e,<e,) végtelen sokszor
el6fordul, még csak azt sem tudom bebizonyitani, hogy min-
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den e,, e,, 65 (0 < ey <e,<e,) kombindcio eléfordul. A mar egyiitt-
1év6 eszkozokkel azonban konnyt azt bebizonyitani, hogy min-
den e,>1, e,=1,6,=0, | kombinacié végtelen sokszor el6fordul.
Meg tudtuk adni pontosan az M, (e,) kozépértéket is. Ezzel szem-
ben a hasonléan értelmezett M, (e;) kozéperték létezését nem
tudom bizonyitani. Csupan abban a helyzetben vagyunk, hogy
algo- és felsé korlatokat tudunk megadni a megfelelé M, (e,),
M, (e,) als6- és felsd kozépértékekre. Igy pl. konnyi megéllapitani,
hogy Mz (eg) =M, (eg) =2, Ma (¢y) < &3 (amik 6sszehasonlitandék az
M, (e,)=1%, M, (e,)==% értékekkel). Ugy latszik, hogy altalaban M, (e,)
nem lépi til lényegesen az ! 3, (e,) értéket. Minthogy azonban
M, (e,) szaméra egy lehetsleg j6 felss korlat megéllapitisa az alta-
lénos esetben tetemes szdmolasbeli nehézségekkel jarna, ezzel a
kérdéssel itt nem foglalkozom. Ellenben konnyi M, (e, széméara
egy elég jonak latszé also megbecslést adni. E szerint —
egyelére durvan — M, (e,) > 5 M, (e, (t == 2).

Ervényes a kovelkess

XTIL. Télel. A pontosan t(= 9,3, 4...) kilénbézi  pozitin
($ 3 (mod 4)) torzstényezot lavtalmazo  diseriniindnst vulds
mdsodfoli szdmtestek kozott azoknak «z eseteknelr az «lso
ralésziniisége = i1,, amely esetekben « lest abszohit oszidly-
esoportjdnuk pontosan eqy 8-cul osithalo invaridnsa ran, «hol
b, BY) dltal vim adva. bBgyszersmind tehdt ugyanazokban «
S-cul oszthatd invaridnsok szdmossdgdnak  also  kozépérteke
M, (eg) = it,.

A nevezett testek kozétt ugyanis az ¢, = | eset valoszini-
sége a II. tétel szerint /,. Ezek az esetek felolelik mindazokat
a D discriminénsokat, amelyek bizonyos 7' masodfoku tipusok-
hoz tartoznak. Minden egyes ilyen 7-hez az V. tétel szerint
pontosan négy U = (a,, a’) negyedfoku tipus tartozik, ahol
4(-+1,D; D, 1) egy masodfaju D-felbontds, amelyek mind a
négyen egyenlé valoszintiek. Minthogy a ® dolgozat (237. o.
I. tétel) szerint az al,=a’, =:1 vagyis az U= (!, 1) esetben
e,=—1, azért helyes a tétel.

Frvényes még a kovetkezd :

XIV. Tétel. Hasonls feltételek mellett, mint « XIIL tétel-
ben, annak a felsé waldsziniisége, hogy az abszohil oszldly-
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csoport minden pdros invaridnsa egyszersmind 8-cal is oszthutd,
vagyis hogy es=1—1 legyen, < ST
Ha ugyanis e, =1t —1, akkor mindenekel6tt ¢, = — 1. Az

1 ,
old) Az I. té-

P

utdébbinak valdsziniisége a II. tétel szerint ¢,., =

tel miatt most csupan egyetlen 7" masodfokd tipus jon tekin-

tetbe, ami ugyanis csupa 1-bél 4ll. Ebhhez a 7-hez e,=1! —1
(1) (t+2) -

miatt az V. tétel szerint pontosan 2= 2 szamu U negyed-

foku tipus tartozik. A * dolgozatbél (245. o. IIL. tétel) kovetke-

zik, hogy az e, =t— | esetben sziikségképen U csupa 1-b6l 4ll.

Minthogy tovabb4d az 6sszes U egyenld valdszind, azért egynek

ty . (t—1)(t+2)

a valdszintsége ezek koziil (2 ) + —g = 2 — 1 miatt

_QIL-T -gyel. lizzel a tételt bebizonyitottuk.

egyenld o

(A M. T. Akadémia III. osztalyanak 1935. marc. hé 18-an tartott ilésébol.)



UBER ZWEI MITTELWERTFRAGEN
1M QUADRATISCHEN ZAHLKORPER."

Von L. REDEL

In einer friitheren Arbeit® habe ich die Anzahl e, der durch
4 teilbaren Invarianten der absoluten Klassengruppe eines quadra-
tischen Zahlkorpers R(y/D) bestimmt, wobei D die Diskriminante
des Korpers ist, und die Aquivalenz der Ideale «im engeren
Sinne» zu meinen ist. Ich beschéftige mich jetzt mit der Frage,
wie oft ¢, einen festen Wert annimmt. Dabei beschrdnke ich mich
aber auf den Fall, wo D>0 ist und D keinen positiven Primzahl-
teiler der Gestalt 4! -+ 3 hat, wihrend ich den allgemeinen Fall
einer anderen Arbeit vorbehalte. Der ins Auge gefasste Fall bietet
bekanntlich die andere Frage, wann die Grundeinheit eine posi-
tive (negative) Norm hat (in den sonstigen Féllen ist diese Norm
trivialerweise -+ 1). Es bestchen zwei Sitze, die ich hier kurz
als Satz I und II bezeichne, mit deren Hilfe sich diese Frage
in der Mehrzahl der Falle beantworten lidsst. Diese Sitze schlies-
sen der Reihe nach auf Fille, in denen die fragliche Norm
~— 1 bzw. + 1 ist. Beide Sitze sind in der Arbeit?® (S. 259.) zu
finden. (Diese Sitze verallgemeinere ich in einer Arbeit in
diesem Bande, in der ich mich allgemein mit der Lésbarkeit
der Pellschen Gleichung *— du?= — 1 beschiftige, wobei in ¢
auch beliebige Quadratfaktoren zugelassen sind.) Ich priife in

# Uber diese Arbeit habe ich an der Jahresversammlung der Deutschen
Mathematiker Vereinigung im Jahre 1934 in Bad Pyrmont einen Vortrag
gehalten. .

LIV 8
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dieser Arbeit, in welchem Masge diese Sdtze I und II anwend-
bar sind.

Ich bezeichne mit n die Anzahl der verschiedenen Primfakto-
ren von D. Dann betrachte ich die ersten a« Zahlen D mit
einem festen 7 und ich nehme an, dass darunter genau x,
solche sind, fir die ¢,;=¢e (¢=0, 1, 2,..., n—1). Der Grenzwert

Le
>y —> e (& — o0)

existiert stets und n, bedeutet also die Hiufigkeit der Fille mit
genau ¢ durch 4 teilbaren Invarianten unter allen quadratischen
Korpern, deren Digkriminante aus genau 7 verschiedenen Prim-
zahlen zusammengesetzt ist (nach dem Gausschen Satze ist dann
no+ N+ -+ ny—1=1). Bs gilt

' I
1 (1—@;——7) (,gn—_e)"'(l*w)

B U WY PR W PO

T e T g

wobel {z] die grosste ganze Zahl < - bedeutet (der Zihler bzw.
Nenner des zweiten Faktors ist durch 1 zu ersetzen, wenn
e=mn—| bzw. e=mn —1 oder n—2). Fir wachsendes 7 strebt
7, rasch dem Werte

e

a
@—1) (—1D)...(2°—1)

Ooe=

zu (welche Formel fiir e =0, 1 durech oco,= a, co;==a zu erset-
zen ist), wobei a das Fulersche Produkt

q’ 1
1
bedeutet.

Ich betrachte jetzt die ersten x Zahlen I mit festem n
und e,= e. Ich nehme an, dass es darunter genau X1, o,
solche gibt, auf die der Satz I, der Satz II bzw. keiner der
beiden Sitze sich anwenden lisst. Zun#chst bemerke ich, dass
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im Falle e = 0 &y =« (also .y -- &y = 0) ist, das mein friherer
Satz ist («wenn es keine durch 4 teilbare Invariante gibt, dann
ist die Norm der Grundeinheit gleich —|l»), im Falle ¢ > 3
aber 1 =0, d. h. wenn es wenigstens 3 durch 4 teilbare Inva-
rianten gibt, ldsst sich der Satz I iberhaupt nicht anwenden.
Im allgemeinen existieren die Grenzwerte

&y n

L1
— =1, — —1II,,

—I1L, (@ —o0)

und haben einen von 7 unabhingigen Wert. Diese Zahlen
bedeuten also die Hiufigkeit der Anwendbarkeit der Sitze 1
bzw. II bzw. die Hiufigkeit der Nichtanwendbarkeit unter allen
Fillen mit einem festen 7 und e. Es ist

I,=1, 1;%, 12=31—9, IL=0(2 3);
I=1— (¢ = 0);
A [ 7 1 ‘
III()::U, III‘Z —4.‘_’ 11122 'ﬁ', III(,: ? (8 = 3).

Ahnlich lassen sich Zahlen I, IIt» III® definieren, indem
wir nur n festhalten, so dass dann z. B. IV die Héufigkeit der
Anwendbarkeit des Satzes I unter allen Féllen mit einem festen
n bedeutet. Diese Zahlen lassen sich aus den vorigen Resultaten

berechnen, und zwar
n—i

I = Z 10 Ie (n=1,2.3...)
e=(

und genau so fir II und III statt I. s bestehen dann die
Grenzformeln

s 12 e 11<~>—.%=0-333...;
2 121« ‘
(1) T =0 . .

110 — 55— = 0188, (r—>o0)
wobei a« die obige Zahl bedeutet. Es ist ibrigens immer
111 < —g—— %:_a—, 80 dass also fiir jedes n die Fille ziemlich

J0

8*
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selten sind, in denen sich die Frage der Norm der Grundeinheit
mit Hilfe der Sitze I und II nicht entscheiden lisst. Y

Ich bezeichne mit Nagell* mit B®(x) und C®(x) die
Anzahl der Zahlen D < 2 mit einem festen , fiir die die Norm
der Grundeinheit -1 bezw. +1 ist. Ahnliche Bedeutung haben
B(r) und C(x), jetzt aber ohne jede Einschrinkung fir 7.
Nagell (a. a. O0.) vermutete, dass

Ctw
B (x) !

(@—>o00),

wobei ¢ ein echter Bruch ist. Es bestehen fiir jedes n die folgen-
den Beziehungen :
11 NP LLd ()

T = lim inf T

13

i Coog)  L—Iow
1 SUP pery = T

wobei also die links und rechts stehenden Grenzen nach den
vorigen gegeben sind und zwischen O und | liegen. Diese
Grenzen streben mit wachsendem #» den Werten 05 und

96—121a
0891... (= 2=
mutung dahin verschérft aus, dass ¢ sogar zwischen den zwei

letzten Zahlen liegt.

) zu. Ich spreche die Nagellsche Ver-

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen~
schaften vom 18. Mirz 1935.)



EOTVOS INGAJA A FRANCIA LIMAGNE-BAN.

PEKAR DEZSO 1. tagtol

1. Bevezetés.

A francia 1'Office National des Combustribles Liquides 1926
végén hozzam fordult, hogy milyen feltételek mellett volnank
hajlandék a Puy-de-Dome alatt elteriild Limagne siksdgon torzids
ingaméréseket végezni. Lievélbeli targyalasaink eredményeképpen a
Minastére des Travauzr Publics megbizott, hogy a tervbe vett méré-
seket 1927 nyardn végezzik el. Egyuttal elrendelte, hogy Clermont-
Ferrandban a Service des Mines az expedicid megszervezésével és
munkdlataival kapesolatos osszes tigyekben segitségiinkre legyen.
Kedves kotelességemnek tartom, hogy dszinte kiszonetemet fejez-
zem ki G. Davan f6mérnok és R. Lifivy banyamérnok ugaknak,
akik lekotelez§ szivességgel intésték tigyeinket.

. Killonos koszonettel tartozom a nm. pénzigyminiszter urnak,
valamint a bdnyakutatdsok vezetGjének, Bonm FErRENC miniszteri
tandcsos urnak, akia legnagyobb készséggel hozzajarult ahhoz, hogy
e méréseket elvégezhessem, és hogy e célra a Bdré Edétvos Lordnd
Geofizikar Intézet miiszereit és felszereléseit igénybe vehessem.

A mérésekhez sziikséges észlelési felszerelést Riomba elGre
kildettuk. Obszervdatoraimmal egyutt 1927 julius 3-4n utaztunk
el Budapestrdl, ahové szeptember 26-4n tértink vissza. Clermont-
Ferrandban megbeszéltilk a munkatervet és e célbél PH. GLANGEAUD
professzor urral is tandcskoztunk a geologiailag vérhaté foldalatti
alakulatokrol. Magat az expedicié6t méréseink kozéppontjdban,
Riomban szerveztik meg, itt dllitottuk egybe és egészitettiik ki a
Franciaorszdgban rendelkezésinkre bocsdtott tdborozédsi felszere-
lést. Ugy ezen, valamint késébbi munkdlatainkban M. Girues nagy
buzgalommal segédkezett. ’
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Az egyik mérési allomdsrdl a mésikra valo szdllitdst eleintén
teherautoval végeztitk. A kivételesen sok es§ miatt agonban az
utak esakhamar annyira elromlottak, hogy kénytelenek voltunk
a 16-, illetve 6korvontatdsra attérni. Ezenkivill a gydri elfoglaltsdg-
hoz szokott munkdsainkkal 18 sok bajunk volt. Igazdn esak REnNER
Jixos és Jakas IMRE obszervdtorann faradhatatlan buzgalmdnak
koszénhettem, hogy jilius 9-t8] szeptember 22-ig mégis 65 4llo-
mdson végezhettik el méréseinket.

Az ez alkalommal nyert eredmények kivanatossd tették méré-
seink kiegészitését. Ez iranyban folytatott levelezéseink eredménye-
ként a Ministére des Travauzr Publics 1jbol megbizott, hogy ez
Gjabb méréseinket 1928 nyardn elvégezzik. Mult évi tapasztala-
taink alapjan a Clermont-Ferrandi Bdnyahwatal kijavittatta és
kiegészittette tdborozds1 felszerelésiinket. Kulonds koszonettel
tartozom R. Livy f6mérnok és M. Ricarn bidnyamérnok uraknak,
akik 4gv e munkalatokat, valamint Gsszes tgyemket lekételezd
srivességgel intézték. Bxpedicids felszerelésiinknek naponkinti szél-
litdsdrol és egyéb sziikségleteinkrdl J. CHAMBARET nagy iigyes-
séggel gondoskodott. : :

Egvébként méréseinket teljesen hasonlo modon végeztik
mint_el6z§ évben. Tekintettel azonban a majdnem allandd szép
idGre, gvorsabban haladbattunk. Jualius 1-t6] szeptember 30-ig
voltunk tdvol Budapesttél, és a jilius 6-t6] szeptember 26-ig tarto
mérésekben T9 dllomést végeztink el. A megfigyveléseket elsdsorban
Ren~Er JAnos gimndziumi tandr és Oszraczky SzILARD obszer-
vétoraim nagy ambicidval és odaaddssal végezték. Fogadjdk mind-
annyian Gszinte koszonetemet.

II. Torziés ingamérések.

A mérést minden dllomédson két, egymdstol néhany meter
tdvolsdgban feldllitott torzids ingdval egyidejlleg végeztik, ami
azon nem egyszer tekintélyes zavarok kikiszobolése miatt sziik-
séges, amelyeket az eszkozok kozvetlen kiornyezetében a talajban
eléfordulo siirliségegvenetlenségek okoznak. Az egyik egy régebbi
tipusu kis eszkoz, a mésik egy legiijabb szerkesztésti E6Tvos-PERKAR-
téle Small Original Kotvis made in Hungarv» mezei mfiszer voll.
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Az észlelési halozat kell§ megédllapitdsa elsGsorban attél fugg,
hogy milyen foldalatti alakulatot széndékozunk felkutatni. Tisztan
geologiai kérdés, hogy e vidéken, milyen alakulattal kapesolatban
vérhaté a petréleum el6fordulésa. Eppen ezért tédrgyaltunk Graw-
<EAUD geologus professzor firral, aki a vetGdések, a torésvonalak
felkeresését ajanlotta. E célbol eleintén dllomésainkat, kozel egy-
mashoz, egyenesvonalban helyeztik el, és pedig kb. merdlegesen
-a vérhato torésvonalakra. Kés6bb Davar f6mérnok ur ajénlatdra,
a foldalatti kiemelkedések, az antiklindlisok és domok kutatdsara
tértiink at, amikor is a kb. hdromszoges halézatban valé mérés a
legeélszeriibb. Eleintén egymdstol kb. 1 km tévolsdgban helyeztiik
el adllomdsainkat, késGbb tekintettel az észlelt lasst valtozdsokra,
1d8kimélés céljabol e tavolsagot kb. 1-5 km-re néveltik. ElGbb
megbizatdsunk szerint az allami kutatdsi teriilet hatdrain belil
végeztilk méréseinket, azutdn azon kivil is t6bb dllomdson észlel-
tunk, hogy hozzdvetSleges  bepillantdst nyerjunk a foldalatti
viszonyokba, amiért. is ez dllomésokat szabdlytalanul és egyvmdstol
nagyobb, kb. 2 km tdvolsdgban helyeztik el. Tly médon az elsd
évben 90 km? teriiletet mértiink gravitdeiosan fel. Sajnos, a hegyek
kozelsége miatt nyugat felé nem mehettiink el egészen az allami
kutatdsi terillet hatardig.

A miésodik évben feladatunk els6sorban el6z8 kutatdsaink
kiegészitése volt. fgy Gerzat, Aulnat, Pont-du-Chdteau és Lussat
ko6zotti teriileten siiritettilk 4llomésaink halozatat, ahol is Malintrat
kozelében elGz8leg érdekes gravitdciés zavart taldltunk. Tovahbd
mds helyvi zavarokat mutaté vidékeken is 1ij dllomdsokat tliztiink
kozbe. gy Lussat és Lignat kozott, a La Tourette tanya kozelében,
a 332-es magassdgr pont kornyékén, a Macholles és Chénebnira
tanyak kozelében. Ezutan a gradiensek irdnyét kovetve, a szom-
szédos teriileteken kutattunk a petroleum el6forduldsa szempontja-
bol érdekes foldalatti alakulatok utdn. Néhdany allomdst az Alier
foly6 tulsé oldaldn, Pont-du-Chdteaubdl kiindulva, Bouzel felé he-
lyeztink el, hogy a foldalatti rétegek folytatolagos-emelkedését meg-
allapithassuk. Végiil az északkeleti résat vizsgdltuk meg, és néhany
dllomast Sardon és Thuret kornyékéig el6retoltunk. Dacéra, hogy az
allomdsok jO része az el6z6 évi hdlézat siiritését célozta, a fel-
mért 4j terilet 108 km2 Ily moédon tehdt 1927 és 1928-bhan
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egviittesen 198 -km? teriiletet részletesen kidolgoztunk 144 torzids
ingadallomassal.

Minthogy méréseinkhdl vegeredmenvben a foldalatti alakula-
tokra akarunk kovetkeztetni, sziikséges, hogy a fold felszine feletti,
lathatd tomegek gravitdeids hatdsat figyelembe vegyilkk. E célhol
mindenekel6tt 100 m-ig terjed§ nivelldldssal az eszkozok kornyeze-
tében a felszin egyvenetlenségeit meg kell hatdroznunk és ez ada-
tokbol a derrénhatasty kiszamitanunk. Ezenkivill a hegyek gravi--
tdcids hatdsdt az v n. «kartografthus hatdst is ki kell szdmitanunk,
ami a rendelkezésiinkre boesatott 1:40,000-es térkép magassdgi
vonalai alapjdn tortént. Végil a szabdlyos foldalaknak megfelelGen
kiszémitott wormdlis értékekety is tekintetbe kell venniink.

Torziés ingaészleléseinkbll kozvetlenil az allomds helyén a
tényleges, az . n. «eljes értékeketr nyerjiitk. Ebb6l a terrénhatdst
levonva a «opografikus értékets, és folytatolag a normalis értékek le-
vondsaval a «opografikus rendellenességekety, illetve anomalidkat
kapjuk, a gravitdcids zavar jellemzd adatait. Végil, ha még a
kartografikus hatdst is levonjuk, akkor a «wzubterrdn rendellenessé-
gekety nyerjik, melyek csupan a foldalatti tomegek hatdsdbol szdr-
maznak. Ezen adatokbdl vonhatjuk le az ugy geoldgiai, valamint
gyakorlati szempontbo6l fontos kovetkeztetéseinket, a kiillonbozd
foldalatti alakulatokra vonatkozolag.

Eszlelési adatainkat bizonyos fokig mér a mez6n feldolgoztulk,
hogyv a nyert eredményekbél kozelits bepillantast nyerjink a fold-
alatti alakulatokba, s igy észleléseinket a kivdnatosnak mutatkozo
irinyokban kiterjeszthessilk, viszont egyes felesleges allomasok
elvégzését megtakarithassuk. A rendszeres végleges szamitéast
azonban esak a mérések befejezése utdn végezhettik el, amikor is
mér az osszes adatok rendelkezésiinkre &llanak. :

III. A torziés ingamérések eredményei.

A torzids inga négy adatot ad meg a nehézségi erd valtozasaira
vonatkozilag. Ez adatokat egyv X, Y, Z derékszogli koordinata-
rendszerre vonatkoztatva, mint a nehézségi er8 potencidlfiiggvé-
nvének az U-nak differencidlquotienseit szokds kifejezni. Rendesen
az X tengely észak felé, az Y tengely kelef fele és a Z tengely
figg6legesen lefelé mutat.
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au , U
oz “ayos
nehézségi erd gradiensét adja meg, és pedig az elsd annak X tengely-
menti, a masodik pedig az Y tengelymenti komponensét jelenti.
Maga a gradiens a nehézségi erd horizontalis sikban valé véltozdsa-
nak mértéke. Ezen adat hatarozza meg egyrészt, hogy mily irdny-
ban haladva legnagyobb e valtozds, masrészt szdmértéke megadja,
hogv a legnagyobb valtozds iranydban 1 cm-rel el8rehaladva,
hdny Eotvés egységgel n6 a nehézségi erének, a ¢g-nek értéke. Fenti
adatokbdl a gradienst, magat a Gr-et és annak irdnydt a r-dt
kénnyen kiszdmithatjuk.

A meghatarozott adatok els§ ketteje a

2 92 i S
A torziés inga misik két adata a rU _ 9 U) i 90U

R drady
a nehézségi erd nivéfeliletének, szintfeliletének gorbiilets viszonyar-
rél nyujt felvildgositdst. Ez adatokbol elsGsorban a nivéfelilet
f6gorbiileteinek irdnyat hatdrozhatjuk meg, melyek egymdsra
merdlegesek, s amelyek koziil az egyikben a legnagyobb, a masik-

ban a legkisebb a felilet gorbulete.

Fzenkiviil ezekbdl az adatokbdl az R =g LI 1—) mennyi-
& @2
ség értékét szdmithatjuk ki, amelyben g a nehézségi erd gyorsuldsat,

¢; a kisebbik, ¢, pedig a nagvobbik f8gorbiileti sugarat jelenti.
Ezen R mennyiség hatdrozza meg a nehézségi erd azon forgatoképes-
ségét, amely a vizszintesben mozgd egyszerd torzids inga radjat a
nagyobb gorbuleti sugart fdgorbilet sikjaba igyekszik terelni.
Fppen ezért ezt az R mennyiséget horizontdlis irdnyitéképességnek
nevezziik.. A két gorbilleti adatbél magit az R értéket és annak
irdnydt a A-at egyszerfi médon kiszdmithatjuk.

Az észlelési adatokbdl és a két eszkozre kilon-kiilon meghata-
rozott terrénhatasbol mindenekelStt kiszdmitottuk a topografikus
értékeket. Ezek a kozvetlen adatok a médgneses merididnra vonat-
koztak, mert méréseinkkor eszkozeinket busszdldval dllitottuk be
a kezdeti 1. 4lldsba, a mdgneses merididnba, s ebbdl kiindulva
120--120° elforduldssal végeztuik a II. és IIL. dllashan észlelé-
seinket és pedig hirom teljes sorozatban.

Szdmitdsaink fontosabb lépéseit tdbldzatokban tintettitk eld,
és pedig egyiittesen az 1927 és 1928 évi eredményeket. Az 1. tab-
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lézatban a két eszkozzel meghatarozott topografikus értékek kozepert
a mégneses merididnra vonatkoztatva és az dllomdsok szélességi
és hosszisdgi adatait. A II. tabldzatban a csillagdszati merididnra
vonatkoztatott topografikus adatokat és topografikus rendellenessége-
ket, amelyeket az dltalunk meghatdrozott mdgneses deklindeid
felhaszndldsdval szamitottunk ki. A TII. tdbldzatban a csillagdszati
merididnra vonatkoztatott szubterrdn rendellenességeket és a karto-
grafikus hatdsokat, amelyet a hegyek kozelsége miatt az egyes
allomdsokra kilon-kilén, s éppen ezért hosszadalmas médon
kellett kiszdmitani. Kilondsen a gorbiileti adatokban tekintélyesek
e hatdsok, amelyvek a zavard tomegekre joval érzékenyebbek, mint
a gradiensek. A 1V. tabldzatban ugyancsak a szubterrdn rend-
ellenességeket, és pedig a gradienseket, horizontalis rdnyitoképességeket
és azok irdnyait, tovdbbd a mehézséq erd ériékeit tuntettik el§,

171

amelyeket az el6z§ tabldzat adataibdl szdmitottunk ki. A gradien-

U, *U

dxoz O aydz
U U, 0*U
. ox® ) ozdy
a nehézségi erd értékeit a mindkét évi dllomdsok egyiittes hdlozat4-
nak és a gradienseknek felhaszndldsdval, a hibdk kiegyenlitésének
maodszerével szdmitottuk ki, ami tekintettel az 4llomésok nagy
szamdra, tekintélyes idSt igényelt.

A szubterrdn rendellenességeket tanulményozva, kozvetleniil
lathatjuk, hogy azok két részbll tevidnek Gssze, az egyvik a mélyeb-
ben fekvd rétegek, a masik a f6ld felszinéhez kozelebb fekvd tome-
gek hatdsdbél szdrmagzik. Kovetkeztetéseink szempontjdbol el6-
nyos, ha ezeket egymdstol kiilonvalasztjuk, és pedig kulonodsen «
gradiensekre és a nehézségi erl értékeire vonatkozodlag. A nagy
mélységbdl szdrmazd hatdsokat «profunddlis értékel»-nek neveztem
el. A profunddlis gradiensek Osszetevit akként hatdroztuk meg,
hogy egy-egy éllomésra, a kozelében nagyobb korzetben 1évé
4llomédsok megfeleld kozépértékeit szamitottuk ki. Természetesen
e szamitdshan mindenkor némi bizonytalansdg van attol figgden,
hogy véletlenill hény és milyen dlloméasok vannak a kornyezetben.
Az dllomésok megfeleld kivdlasztdsdval azonban e bizonytalansdgot
majdnem teljesen eltiintethetjilk. A profundalis adatokban termé-

a horizontdlis irdnyito6-

seket és azok irdnydt a

képességeket pedig a ( adataibdl; végiil
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szotesen az egyébként wmutatkozo kisebb szabdlytalansdgok el-
tlinnek, mert ezek a nagy mélységnek megfeleléen a nagvvonala.
szabdlyos véltozdsokat adjak meg. E tulajdonsdgukat kifejezve,
a profunddlis adatokat egyuttal «eguldris értékeln-nek neveztem.
KozbevetSleg esupdn felemlitem. hogy mar eddig is' végestek
néha ily fajta szamitdsokat é3 a nagyobb mélységbdl szarmazo
hatasokat «regiondlis értékeks-nek nevezték el. Magam ezt az el-
nevezést nagyon szerencsétlennek tartom, amely egvaltalin nem
talalo és konnven félreértésekre vezethet; éppen ezért ezt nem 1s
haszndlom. .

A szubterran rendellenességekbdl a profunddlis adatokat le-
vonva, kapjuk a foldfelilet kozelében fekv8 rétegek hatdsat,
amit ennek megfelelden «prozimdlis értékelr-nek nevezhetiink.
Tekintve, hogy ezek egy-egy kisebb teriiletre, vidékre vonatkozo
zavarokat adjak meg, egvszersmind «lokdlis értékel»-nek neveztem.
Tulajdonképpen ezeket az adatokat nevezhetnldk egész taldloan
«regiondlis értékekn-nek. Tekintve azonban, hogy egvesek ezt a -
kifejezést bar helytelenil. de mas értelemben haszndljak, félre- .
értések elkeriilése végett a regiondlis elnevezést teljesen mellGztem.

A profunddlis gradiensek dsszetevdit a mdr fentebb részletezett
modon kiszdmitva, ezekbdl magukat a gradienseket és azok irdnyat,
tovabbd a szokdsos moédon a profunddlis nehézségi értékeket .
hatdrozhatjuk meg. A sznbterran és a profunddlis gradiensek -
osszetevlinek kalonbsége, a lokdlis gradiens dsszeteviket adja meg,
amelyekb§l folytatolag a lokdlis gradienseket és a nehézségi eré
lokdlis értékeit szamithatjuk ki. A esillagdszati merididinra vonat-
koztatott e szubterrdan rendellenességek kozil az V. tdbldzathan
esupdn a profunddlis és lokdlis gradiens dsszetendket, tovabbd a
nehézséqu erG lokdlis anomdlidit tuntettik eld.

E terjedelmes tabldzatokat cbben az elSirdsszerinti rovid
ctkkemben nem kozolhetem, csupdn az alabbi dsszefoglals tab-
ldzatban a gradiensel szubterrdn, profunddlis és lokdlis dsszetepdat,
tovabba a nehézség szubterrin és lokdlis anomdalidit tintettem fel. -

I Szoban forgo szamitisaimat mdg 1928-ban végeztem és 1929
janudrjaban benyujtott hivatalos francia jelentésemben kozoltem ;
a nyilvanos nyomtatott cikk megjelendésére azonban csak most keritlt sor.
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é Gradiens Osszetevdk Nehézségi anomalidk
i szubterrin | profundélis |\ lokélis szubterrin| lokélis
Flo100 [ o100 o100 Fo100 o100 10v

= U | AU : AU | #U | #U | Ber 103¢ 103¢g
<< || drdz | dydz || dwdz | Jydz || Jxdz | Jydz

?

1|— 78|+ 95— 92|+ 54|+ 14 + 41| + 12 | — 03
2(l— o02|— 01— 92|+ 54ll+ 90— 55| + 17 0
3[|—121} 4+ 12B||— 59|+ 77— 6'2%—&— 481 + 23 + 03
4(|—106{+ 90||— 59{+ 77— 47 4+ 13| -+ 2% + 03
5 (| — 104+ 104||— 59|+ 77— 45+ 27| + 28 + 02
6i|— 811+ 38— 59|+ 77||— 22— 39| + 32 + 02
7| —166— 29(—124|+ 382|— 42 — 61| 4+ 11 — 01
81— 110} 4+ 31| —124|4 32(|+ 14— 01| + 08 — 05
9l —140{+ 32||—124|4+ 32|— 16 o | + 12 | — 06
10+ 11|+ 77— 59|+ 77+ 70 o | + 32| + o2
1 || —106{+ 155|| — 92|+ 54l|— 14 L 101]| + 29 0
12 |—101|+ 8B||— 59|+ 77— 42|+ 08| 4+ 38 + 01
13— 51+ 82|— 59|4 7-7[i+ 08|+ 05| -+ 36 0
14— 314+ 112||— 50|+ 74|+ 19|+ 38| 4+ 47 + 04
13— 53+ 59— 40{4 71||— 13|— 12| 4+ 57 + 07
16 |— 13[4+ 23|— 254+ 53|+ 12— 32| + 71 | + 01
17 | — 641+ 31|[— 52|4 52— 12| — 21| + 61 + 06
18| — 14|+ 82— 40|4 71|+ 26|+ 11| + 57 -+ 07
19 )| — 76+ 78|— 50|+ 74|— 264+ 04| + 46 + 02
20 || — 40|+ 106||— 92|+ 54|+ 52|+ B2 + 17 — 01
21 | — 82|+ 99— 59|+ 77— 23|+ 22| + 20 + 01
22 | —tt1|+ 98— 61|+ 56{|— 50/+ 37 + 36 | — 01
23 |— 54|+ 76l — 61| + H6||+ 07|+ 20| + 28 — 03
24 || —103|+ 08| — 63|+ 34— 40— 26| + 40 0
25 ||---120)+ 41|~ 63|4 34— 57|+ 07| + 38 — 02
26 || — 07(— 24— 70|+ 20|+ 63|— 44| + 33 | + 02
27 |— 901+ 08| — 70|4 20{— 20|— 12| + 52 + 03
28 || — 114|— B3| — 70[+ 20||— 44|— 53| + 56 + 02
29 || — 48|— 20| — 63|+ 34|+ 15|— 54i + 61 0
30— 604+ 36||— 63|+ 34|+ 03|+ 02 + 62 + 04
31— 23|— 28)|— 63|+ 34+ 40|— 62f + 62 0
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; é Gradiens osszetevik Nehézségi anoméalidk
2 szubterran H_profundé,lis lokalis A‘SZQ_bterrﬁl}_l(lkﬁ.lis
o100 g0 'l' 10° | 100 || 100 100 B
Ll PU L 2L 2U | BU | PU G AU || 10y 10%
< | dwdz | dyiz l] dxdz | dydz | dxdz + dydz
32 |—109|— 06||— 63|+ 3-4‘_ 46{— 40| + 53 | + 0@
331 —212|+ 101 — 63|+ 34|—149|+ 67| + 43 | — 01
4il— 82|+ 46— 61|+ 56| — 21|— 10| + 51 | + 04
35 |— 54|+ o2l - 52|+ 52|— 02— 50| + 61 | + 07
36 | — 06| +15T0— 63|+ 34)+ B5T|+123]| + 62 | + 04
37— 01|+ 50— 20|+ 20|+ 19+ 30| + 72 | + 03
38 {l— 85| — 06— 20|+ 20{-- 1B|— 26| + 72 | + 02
39— 30|— 11— 40|+ 25|+ 10|— 36| + 79 | + 0B
40 | — 129+ 09— 40|+ 25— 89|— 16| + 93 | + 09
f“Ni— 90|+ 99— 11|+ 46{— 79+ 530 + 91 | + 03
42+ 32|+ oT|— 1|4 46+ 43|— 39} + 89 | + 07
301+ 66— 01— 16|+ 33|+ 82— 34| + 78 | + 04
44— 16| — 09— 11|+ 46— 05— 53| + 84 | + 07
45— 40|+ 18— 18| 1 50]— 22|— 32| + 85 | + 07
46| — 37|+ 17— 52|+ 5-2:+ 150+ 65| + 74 | + 10
47+ 32|+ 27||— 24|+ 82|+ B56|— 5B} 4103  + 11
81— p9l+139)|— 37 +11-8i— 224 21 +120 | + 08
49— o1|4+9220|— 37|+ 1181+ 364102 +148 + 14
50 ||-- 11°9| + 67— 37|+ 118]|— 82|— 51| 4126 4+ 10
191+ 25+ 22|— 11 4+ 46+ 36 — 24| + 93 4 05
182+ 12|+ 43|— 11 4+ 46|+ 23— 03] + 91 ( + 07
33 |l4 08 + 61)+ 36|+ 50— 284+ 11l + 07 . — 05
54 |+ 6014+ 69+ 60,4 35 0 [+ 34) + 22 | — 03
55 | — 33|+ 68/l4+ 114+ 65— 44+ 03] + 14 | — 04
56 |+ 121 — 35|+ 60|+ 35|+ 61|— 70| + 23 0
37| — 35!+ 35|+ 114+ 65— 46/ — 30 + 03 | — 04
58 {4+ 57!+ 19+ 60 4+ 35— 03|— 16| + 04 | — 02
59||— 06]— 23| o0 |+ to|— o06|— 33 0o i o
60 | — 78|+ 109||— 24|+ 71— B4+ 38 + 16  + 01
|61 |— 63|+ 80)|— 24|+ 7T1|— 39|+ 09 -{—9'3.‘—1—0'1
62 | —132/+ 60| — 63|+ 34| — 69 + 26| + 42 | 0




126 PEKAR DEZSO.

g Gradiens dsszetevik Nehézségi anomalidk
¢ sowbtersin | profundilis | _lokilia _fembterria] lokilia |
B o100 100 a0 1100 || 100 10°.

SV eU | @#U &U ) #U - 2L g 10%
|| dxdz dydz I dwdz | dydz drdz  dydz ]

: -

630 - 91 + 48[-- 63|+ 34— 28,4+ 14| + 34| — 03
64 | — 83/ — 16]— 63|+ 34[- 20 — 50| + 36 | — 02
65 |- 142 + 61— 59|+ 77— 83— 16| 4 16 | + ot
66 || — 9'3T[+ 85l — 63|+ 34ll— 30|+ B1|| + 63 | — 01
67 |— 14 + 59— 20{+ 20[+ 06|+ 39| + 71 | + 03
68 |— 52+ 31|— 16|+ 33— 36]— 02 + 7Y | + 07
69 |— 38|+ 53| — 18]+ 5Of-- 20|+ 03| + 7Y | + 07
70 | — 16|+ 60— 184 5O+ 02|+ 10| -+ 80 | + 09
71— 80|+ 14— 52|+ 2+ 22— 38 + 72 | + 06
72 |— 36|+ 65|~ 18]+ 30)-— 18|+ 15| + 84 [ + 06
73— 36,4+ 31— 11|+ #6{— 25— 15| + 83 | + 07
T4 | — 26|+ T4|— 16|+ 38— 10|+ &1 + T8 | + 06
75 4 04 - 17— 16|+ 33|+ 20 — 16| + T6 | + 04
76 || — 21| — 28— 164 33— 05, — 61} + 76 | + 02 {i
TT 0 = B[+ 175)— 11|+ 46— 70|+ 129 + 84 | + 06
78 |+ 05| 4+ 100[{— 11|+ 46|+ 16] - 54f + %6 | + 07
79 | — 07|+ 31]— 11|+ 46jl+ 04| — 13] + 87 | + 07
80|+ 11|4 67{— 115 46|+ 22|+ 21| + 89 | + 06
81— 05|+ 39— 11|+ 46{+ 06]— 07 + 91 | + 07
82 f|— 134 49[— 11|+ 46[|— 02|+ 03] + 91 | + 06
83 354+ 12— 114+ 46[— 24|— B4} + 90 | + 07
84 || — 39— 18— 114 a6|— 21{— 64 + 938 | + 0D
|4+ 22|+ 5al|l— 24| sol|l+ &6|— 28] = 9T, + 07
86 ||— 52| 94— 24|+ 82— 2804 21 + 98 | -+ 06
§7 || — 87|+ 106{— 37|+ 118 — 50| — 12 4 115 | + 11
88 [|— 31|44 114)|— 37| 4118+ 06]— 04, +108 | + 06
89 |4+ 08|+ 139]|— 24+ w2|+ 32|+ 37, +108 { 4 06
90 |+ 22|+ 39| — 1]+ 46+ 33|— o7l + 96+ 07
9 0 | +132)— 18|+ 50)+ U8i+ 827 4 94, o 09
92 (| — 92| + 132||— 24|+ ¥2|— 68,4+ 50, 4-10%  + 07
,93 — 149 | 4172 — 37|+ 18] — 1051 + A 4130 T 4 1-0
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E Gradiens Osszetevék Nehézségi anomalidk
é | szubterrén l_profundé.lis ’ lokélis szubterran| lokélis
El P I T P |

° i a2l a2U V' #U 22U #U | U 103g 10%g
< || dxdz | Jydz || dmdr | Jydz || dxdx | dyde

9|+ 16129 — 37|+ 11-8||4+ 53|+ 11| +139 + 15
9|+ 73|+ 95— 74|+ 1220+ 14T |— 27| + 149 + 14
96— 16|+ 98— 110+ 12:6| 4+ 94} — 2:8|| + 199 + 07
97l — 113 [+ 99} —11-0| 4 126|[— 03| — 27| -+ 243 + 15
98| — 202 4 181 || — 110 + 126{|— 92|+ bHH|| + 191 + 238
99— 117 4+ 155 — 37 + 118 — 80|+ 37| +116 + 111
100||— 954+ 197||— 37+ 11 8|— 58|+ 79| -+ 119 13
101+ 05+ 170 — 24 + 82||+ 29 + 88| +103 + 09
102{(— 16|+ 60f-- 24 4+ 82/|+ 08— 22] 4+ 96 + 05
103+ 72,4+ 17|— 11 + 46|+ 83— 29! -+ 89 + 03
104+ 33| — 3u||— 11"+ 46|+ 44|— 79| + 88 | + 08
105l— 14— 46— 11 + 46||— 03|-— 92| + 91 + 03
1060 0 4 o2 — 111 + 46|+ 11| — 44| + 85 + 03
107||— 63| — 24(|—~ 40 4+ 25|~ 23|— 49| + 83 + 05
108(|— 35| 4 11°0f - 11 + 46]-- 24|+ 64} -+ 81 -+ 04
109! — 49+ 46(— 20 + 20— 29|+ 26| + 81 + 07
110 — 48|+ 01— 20 + 20[— 28— 19| + 76 | + 04
11— 59 4 T4|— 20 + 20— 39|+ 54 + 72 | + 02
12— 25|+ 73— 20;+ 20)— 05|+ 53| + 67 | — 01
113} — 34|— 20f— 20|+ 20| — 14|— 40| 4+ 66 0
14— 89|+ 41||— 59|+ 77— 30— 36| + 34 | + ©O1
115+ 02|+ 144||— 59|+ 77|+ 614 67| + 31 + 04
16| — 76,4+ 105 — 59|+ 77— 174+ 28| + 3t + 02
"7+ 47+ 18— £0|+ 714 87|— 53| + 68 | + 06
18— 19 114 — 40|+ 71|+ 2114+ 43| + 62 + 06
119||— 06|+ 50{|— 25|+ 53|+ 19|— 05| + 74 | + 07
120f|— 50|+ 29— 25|+ B5bH|— 2b|— 26| + 86 | + 06
121} — 4314 66[— 25+ 55— 18|+ 11| + 81 — 01
1220/ — 26|+ 32| -- 25|+ BbBjj— 01— 23| + 68 0
123 — 48 4+ 43||— 14+ 68— 34— 25| 4+ 61 + 06
124f| — 18| 4 19||— 40|+ 71|+ 22— 52| 4+ 70 | 4+ 06
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é Gradiens Osszetevdk Nehézségi anomélidk
E szubterrin profundalis | lokélis szubterran lokalis
K 10° 10° 10° 10° 10° 109

S| #U | #U | PU | 2U | #U ; 2U 10% 10%¢
< || dxdz | dydz || dxde | dydz || dxdz | Jydz

195]| — 48|+ 120||— 50[+ 74|+ 02|+ 46| + 45 | + 0D
126(— 60|+ 163+ L1+ 65— 71|+ 98| + 44 | + 05
197(| — 44|+ 1124+ 114 65— 55|+ 47| + 28 | — 01
128(|+ 135| + 08|+ 11|+ 65!+ 124|— 57| + 51 | + 07
129 — 48j+ 110] 4 36/+ 30|— S4|+ 60| + 36 | + 01
130+ 95— 44|+ 60|+ 35|4 35— 79| + 38 | + 02
131+ 18| = 634+ 84|+ i+ 29/— 74| + 56 | + 04
182+ 71|+ 40|+ 60|+ 35+ 11|+ o5) + 44 | + 03
133||+ 66|14 47|+ 60|+ 3'5!i+ 06|+ 12| 4 59 | + 07
134{|+ 88|+ 53|+ 84|+ 1114 04,4+ 42| + 63| + 04
135 — 21|— 33+ 34|4 04— 55— 37| 4+ 71 | + o2
136||+ 52— 38|+ 34|+ 04i4 18— 57| + 72 | — 04
137+ 22|— 08|+ 34|+ 04— 12|— 12 + 73 | + 05
1384+ 28|+ GO+ 47|+ 2-0} — 1914+ 40| + 69 | + 05
139|— 09|— 37|+ 11|+ 65— 20|—102]] + 39 | + o2
1401+ 41|-- 40||— 14|+ 68|+ 3b5|—108! -+ 64 | — 02
141 — 33|+ 95||— 25|+ 55/|— 08|+ 40| + 77 | — 03
142|| — 130| + 112 — 40(4+ 71||— 90|+ 41| + 99 | + 03
143l — 23]+ 48— 25|+ 55|+ 02(— 07| + 72 | + 03
144 || — 15|+ 1161 — 40|+ 71|+ 25+ 45| + 66 | + 08

Kiilonben is a szdmok e nagy sokaséga nem nyujt kozvetlen be-
pillantdst eredményeinkbe. E célra sokkal alkalmasabb a grafilkus
abrazolds, amint azt a mellékelt I. és II. térképen lithatjuk,
amelyekbdl azutdn ugy geologiai, mint gyakorlati kovetkeztetésein-
ket levonhatjuk. A rajzok a rendelkezésiinkre boeséatott 1: 40,000-es
térképek alapjan késziltek, és pedig a francia jelentésemhez csatolt
eredetiek harmaddra kisebbitett példdnyai. AttekinthetGség céljabol
térképeinken ardnylag kevés topografikus részletet tuntettunk els,
igy a vasutvonalakat, az Allier foly6, a varosok és egyes falvak
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korvonalait, valamint az 50% 90" szélességi 6s a 0% 90" hosszisigi
koroket.

Az 1. térképen a szubterran anomalidkat tuntettiik elS. A kis
korok az észlelést dllomdsok, amelyeket gondos geodéziai mérésekkel
vezettink be a térképbe; melléjuk irva az allomasok folydszdmdt
tuntettik fel. A nyilak az irdny és nagysdg szerint berajzolt gra-
diensek; az allomédsokon dthaladd vékony vonalak a horizontdlis
tranyitéképességek, amelyek a nivéfelilet legnagyobb gorbiileti
sugara fOsikjdban fekszenek. Az 4brdzolds a térképen megadott
méretek szerint tortént. Minthogy ugyanis rajzunkat harmaddra
kisebbitettiik, az eredeti méretek megfelel6en modosultak : a gravi-
técios adatok abrizolasdban 1 mm = 8.107% CGS = 3E, ahol E a
kivalé tudés érdemeinek elismeréseiil internaciondlisan elnevezett
«EoTvosy egységet jelenti; a térkép mérete pedig 1:120,000.

A fekete vastagon kihtizott gorbék az tzogammdk, amelyek
mentén a nehézségi erd értéke valtozatlanul ugyanaz, 8 amelyeket
a gradiensek adatainak felhasznaldsdval hatdroztunk meg. Két
szomszédos izogamma értékkéze 1.1073 (@GS, erre vonatkozdlag
természetesen az eredeti térkép adata vdltozatlanul érvényes.
Az izogammak mellé irott szamok azok értékeit jelzik. Ki kell
azonban emelnem, hogy ezek csupdn relativ adatok, mert a felmért
terileten abszolt nehézségi erl6meghatdrozds nem 4ll rendelke-
zésunkre, s igy egy tetszés szerint kivdlasztott értékbsl indulha-
tunk ki. Hogy a negativ értékeket elkeruljik, a nehézségi erd
rendellenességét az 59 dllomdson O-nak vettuk fel.

A II. térképen a szubterran adatokbol a lokdlis gradienseket
és a nehézségi erd lokdlis anomdlidnt eltiintetd 1zogammdkat rajzoltuk
meg. Az adatokat altaldban hasonlé médon abrazoltuk, mint az
I. térképen. Tekintettel azonban a kisfoka vdltozasokra, két szom-
szédos 1zogamma értékkoze csupdn 0-1.1073 CGS. Ardnylag keve-
sebb topografikus részletet tintettink eld, hogy az attekinthetd-
séget ne zavarjuk.

Az 1. térképen torzids ingaméréseink eredményeibdl a kivetkezd
fontosabb részleteket emelhetjiik ki:

1. A nehézségi er§ zavarai elég tekintélyesek. A gradiensek
a 27E, a horizontélis irdnyitoképességek a 42F értéket is elérik,
térképtinkén Osszesen 24 izogamméat rajzolhattunk meg.

LIV 9
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2. A gradiensek rendszere altaldban elég szabalyos, legnagyobb
részuk irdnya dél és kelet kozott fekszik. Riombsl Sardon felé haladva
azonban a gradiensek altaldban észak és északkelet felé irdnyulnak.

3. Ennek megfelelden Riombdl Pont-du-Chdteau felé, avagy
Ennezat felé, avagy Sardon felé, széval bérmely irdnyban haladva
az izogammdak értékei nének.

4. Pont-du-Chdteautl Bouzel felé, az Allier folyéd tulso olda-
ldn az izogammék noévekedése folytatodik.

5. A horizont4lis irdnyitéképességek rendszere 4ltaldban Gssz-
hangban van a gradiensekkel és izogammdakkal. Csupdn egyes
dllomdsokon taldlunk bizonyos szabdlytalansdgokat, mert ezek
sokkal érzékenyebbek a zavaré hatdsokra, mint a gradiensek, s igy
a kozeli hegyek és esetleges lokalis foldalatti tomegek nagyobb
mértékben befolydsoljak értékiket.

6. Térképinkon az 1.107% CGS kozékben megrajzolt izogam-
makban kozvetlenill semmiféle centralis alakulat nem mutatkozik.
A gradiensek rendszertelen értékei és az izogammék szabalytalan
gorbiiletel azonban egyes helyeken ilyen kis kiterjedésti, lokalis
alakulatokat drulnak el.

A 11. térképen o lokdlis szubterrdn rendellenességeket tiintettiik eld.
Ezek azok a lokdlis gravitdciés zavarok, amelyek redtevédnek a
nagyvonali reguldris, illetve profunddlis zavarokra. Ardnylag elég
mérsékeltek e hatdsok, amiért is az izogammdkat 0-1.1073 CGS
értékkozokben kellett feltintetniink, amint azt a melléjik irott
szamokbol is 1dthatjuk. E térképiinkén mér tobb centralis alaku-
latot taldlunk, amelyek részletezésére majd az V. fejezetben vissza-
tériink, amikor is torzids ingaméréseink eredményeibél a foldalatti
alakulatokra kovetkeztetink.

A profunddlis adatok térképét, amely a profundélis gradienseket
és izogammdkat tinteti el§, koltségkimélésbsl nem kozoljik. Kzen
adatok levondsdval nyertik az I. térképbél a II. térképet. A pro-
funddlis gradiensek 4llomésrol-dllomésra haladva, szabdlyosan és
egyenletesen vdltoznak, ldtszdlagos rendszertelenségeik teljesen
elttintek. Ennek megfeleléen a profunddlis izogammék rendszere
lényegében hasonlit az 1. térképen levéhoz, azzal a kiilonbséggel,
hogy a vonalak egyenetlenségei teljesen kisimultak és a folytonos
gorbék szabdlyosan fveltek.
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IV. Foldmdgneses mérések.

Kovetkestetéseink elGsegitésére foldmédgneses méréseket is
végeztink. Valamennyi 144 torzidés ingadllomdsunkon relativ
mddon meghatdroztuk a Horizontdlis Intenzitds értékét. E célra
Konrrauscu-féle variometerimket hasznaltuk, amelyet a mezei
mérésekre konnyen kezelhetfvé alakitottunk 4t, Ggyhogy az ész-
leléseket gyorsan, néhany perc alatt s a mellett teljes megbizhato-
sdggal elvégezhettilk. Ezenkivil a Moureaux-féle magneses esz-
kozzel kilene allomdson a Deklindcidt és ugvancsak kilenc dllomédson
a Horizontdlis Intenzitdst abszolit mdédon meghatdroztuk. A dekli-
ndei6 értékére kilonben torzids mgaméréseink feldolgozasdban is
szitkségink volt, amikor is adatainkat a mdgneses meridianrdl a
csillagdszatira atszamitottuk.

A foldmégneses adatok tudvalevdleg idébeli, napi, évi, szd-
zados stb. véltozdsoknak vannak alivetve. Iippen ezért valamely
kozeli obszervatdrium regisztrdl6 adatai alapjan az észlelt értékeket
egy ugyanazon idSpontra kell dtszdmitanunk. Minthogy egy ilyen
francia obszervatorium adatai nem allottak rendelkezésiinkre, a
korrigalatlan értékekbél esupén annyit allapithatunk meg, hogy a
meguizsgdlt teriileten szdmottevd foldmdagneses zavarok mincsenek.

Bz az id8beli korrekeié a tabldzatos egybeallitdsban az egyes
megfigyelések megadott idGpontja alapjan bérmikor, késébb 1is
elvégezhet§ a Val Joyeux, vagy esetleg egy, a Limagne siksdghoz
még kozelebb fekvd obszervatorium regisztralt adataival. Lehet-
séges, hogy e pontosan korrigalt értékekben egyes lokdlis magneses
zavarok mutatkoznak, amelyek azonban mindenesetre csak na-
gyon mérsékeltek és kis kiterjedéstiek lehetnek.

V. A torziés ingamérések eredményeinek
geol6giai értelmezése.

Méréseink eredményeit a I111. fejezetben részleteztiik. Ha mdr
most a megdllapitott szubterrdn anomdlidkbdl a foldalatti alaku-
latokra akarunk kovetkeztetni, ez elsGsorban a foldalatti rétegekre
¢és azok slrliségére vonatkozo feltevéseinktdl fiigg.

A legegyszerlibb és legvalésziniibb feltevés, hogy lefelé a fold

g
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mélyébe hatolva, a fels§ kisebb slirliségli rétegek utdn nagyobb
stirliségii rétegek kovetkeznek. Ebben a gyakran el6forduld tény-
leges esetben az izogammak kb. a mélyben fekvé stirlibb réteg
feliletének magassdgi vonalait adjdk meg, illetve tulajdonképpen
azon képzelt kozepes rétegnek, amellyel a ténylegeseket helyette-
sithetjiik. Bz esetben tehat az izogammdék a foldalatti rétegalaku-
latokat kozvetleniil el6tintetik. fgy egy maximum kiemelkedést,
a minimum pedig mélyedést jelent. Két szomszédos izogamma
altal meghatdrozott magassagkilonbség pedig elsdsorban a rétegek
kozotti strliségkidonbségtGl, tovabba bizonyos fokig a foldalatti
konfigurdcio alakjatol figg. Példaul a 0-6 sliriségkillonbségnek
megfelelfen, egy izogammakoz kb. 40 m magassdgkiilonbséget jelent.

E feltevéssel az I. térképiinkbél az aldbbi kivetkeztetéseket
vonhatjuk:

1. Kozvetleniil lathatjuk, hogy Riombdl kiindulva bdrmely
irdnyban haladunk, a foldalatti rétegek emelkednek.

2. Ennek megfeleléen Riom kornyékén egy mélyedés, egy fold-
alattl tekné van.

3. Riombdl Pont-du-Chdteau felé haladva, kezdetben és utunk
végén a foldalatti emelkedés meredekebb, mint a kozépss teraleten.

4. Pont-du-Chdteaubdl Bouzel felé haladva, az Alher folyé
tulsd oldaldn a foldalatti rétegek tovabb emelkednek.

5. Az izogammadk kozvetlenill semmiféle centrdlis alakulatot,
foldalatti kiemelkedést, démot nem mutatnak.

6. A kidolgozott teriilet egyes helyein azonban az izogammak
szabalytalan gorbilletel és a ldtszolag rendszertelen gradiensek
ilyen lokdlis és kiskiterjedésii foldalatti alakulatok el6forduldsdt
aruljak el.

A TI. térképet éppen azért rajzoltuk meg, hogy ezeket a
lokdlis anomalidkat, ezeket a kiskiterjedésii foldalatti kiemelke-
déseket jobban el6tintethessik, amelyek a mélységben 16v6 sza-
bélyos lejtékre redtevédnek. Félreértések elkerilése végett azonban
red kell mutatnom arra, hogy itt az izogammak mdr nem jelentenek

'

magassdgl vonalakat. Bz az el6z6kben tdrgyalt értelmezés ugyanis
csak abban az esetben érvényes, ha a sliribb rétegek nincsenek
nagyon kozel a felszinhez, hanem nagyobb mélységben fekszenek

és elég laposak, vagyis ha a foldalatti kiemelkedések vertika-
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lis méretei meérsékeltek a horizontélisakhoz képest. Mér pedig a
maximumokban a slirlibb rétegek kozel jonnek a felszinhez és igy
az izogammdk kozvetleniil a mélységek megdllapitdsira nem
alkalmasak.

E 11I. térképiinkbll az aldbbr fonfosabb részleteket és megfelels
kévetkeztetéseinket emelhetjiik ku:

1. Macholles tanya kozelében, a 115. dllomds kiornyékén az
izogammadkban egy centrdlis alakulat, egy gravitdeids maximum
mutatkozik. Ugy ebben, valamint az aldbb felsorolt tobbi lokdlis
maximumokban a sliriibb rétegek kozel jonnek a f6ld felszinéhesz.
Ertesiilésiink szerint az e kornyéken mir régebben lemélyitett
fardsban petroleumnyomokat taldltak.

2. Malintrat-t61 délkeletre, a 332-es magassdgi pont kozelében,
a 104. 4llom4s kornyékén egy kisebb maximumot taldlunk. Erdekes,
hogy ez a féldalatti alakulat egy a felszinen lathato kiemelkedéssel
esik Ossze.

8. Lussat és Lagnat kozott egy tekintélyes maximum van a
47. dllomds kornyékén, ahol a slirlibb témegek, a szikldk kibujnak
a f6ldbél

4. A Chéneboira tanydtol nyugatra, a 144. allomds kornyékén
egy kis maximum mutatkozik.

5. Egy miasik tekintélyesebb maximum St. Bauzire-tol délre,
a 46. sllomas kornyékén.

6. Egy maximum Gerzat-t6] nyugatra, a 30. 4llomds koérnyékén.

7. Egy kisebb maximum Malintrat-tol északra, a 44., 68. és
78. 4llomds koérnyékén, ahol a sziklak kibujnak és bitumen ta-
lalhaté.

8. A 128. dllomaés kornyékén, Clerlande kozelében egy maximum
terill el, a kevés 4dllomdssal behdlézott teriileten.

9. A mérési teriilet hatdrdn, Sardon kozelében, a 137. és 1388.
4lloméas kornyékén egy maximumot taldlunk, amelynek alakja
azonban meglehetds bizonytalan az édllomdsok nem elég s@rd
hélézata miatt.

10. A Coeur tanya kozelében a 88. dllomés killonleges gradiense
oly terulet felé irdnyul, ahol szikldk a felszinre j6nnek és ahol
bitumen taldlhaté. Az éllomdsok nem elég siiri hdlozata miatt a
foldalatti alakulat az izogammdkban nem mutatkozik.

-
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11. A maximumokat néhdny lényegtelen minimum vélasztja
el egymdstol.

12. A mérési terilet délkeleti részén, az Allier foly6val kb.
pérhuzamosan, az izogammak slriibb vonulata tinik eld.

18. Az izogammik hasonlé sfirlibb vonulata halad 4t a 129.,
125., 14., 84., 86., 87. és 38. dllomésokon északrol dél felé, Varennes
sur Morges, Targnat falvakon at, Gerzat és St. Bauzire kozott és
Awulnat-n 4t. '

14. Az izogammék hasonld, de rovidebb vonulatdt taldljuk
Riom-t6] délkeletre a 65., 2. és 23. dllomdsokon 4t. Az izogammdk
e hdrom s(ri{ibb vonulata valdsziniileg a foldalatti meredekebb
lejt6k gravitdciés hatdsdbol szdrmazik, de esetleg vet8dések is
okozhatjik.

15. Az el8z8kben részletezett maximumokban, ahol a s{iribh
rétegek kozel jonnek a felszinhez, bizonydra petréleum is talalhato.
Tekintve azonban, hogy e lokalis alakulatok ardnylag kis kiterje-
désliek, az esetleg el6fordulé petroleumbdl esak kisebb mennyiségre
szdmithatunk.

Lppen ezért véleményem szerint torziés ingaméréseinket a
Limagne siksdg nagyobb részére kellene kiterjeszteniink, hogy
olyan tekintélyesebb foldalatti alakulatokat kutassunk fel, ahol
nagyobbmennyiségli petréleumelforduldsra szédmithatunk. E cél-
b6l rendszeres méréseinket akként kellene folytatnunk, hogy
mindenkor a mér elvégzett 4llomdsok eredményeinek tmutatdsa
szerint haladunk tovébh.

(A M. T. Akadémia III. osztdlydnak 1933. junius 12-én tartott ilésébdél.)
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DIE EOTVOSSCHE DREHWAGE
IM FRANZOSISCHEN LIMAGNE.

Von DESIDER PEKAR k. Mitglied der Akademie.

Das franzosische Amt L’Office National des Combustibles
Lrquides wandte sich Ende 1926 mit der Frage an mich, unter
welchen Bedingungen wirden wir in der neben dem Berge Puy-
de-Dome sich erstreckenden Ebene Limagne Drehwagemessungen
ausfithren. Nach brieflichen Verhandlungen hat mich das Ministére
des Travauxr Publics beauftragt, die Messungen im Sommer 1927
auszufithren ; mit Riicksicht auf die erhaltenen verheissungsvollen
Ergebnissen, wurde ich von neuem aufgefordert, die Aufnahmen
im Sommer 1928 zu erginzen. Bei der Organisierung und in den
Feldarbeiten der Expedition standen uns in Clermont-Ferrand das
Service des Mines und besonders die Herren Chef-Ingenieure G. Da-
vaL und R. Livy und Herr Ingenieur M. Ricarp zur Hilfe. Die
Messungen selbst wurden unter meiner Leitung vom Herrn Gym-
nasialoberlehrer Jomann RENNER und von den Herren Observa-
toren EMERICH JakAB und SziLArp Osznaczky ausgefithrt. Wir
nahmen die Instrumente des Baron Roland Eotvés Geophysikalischen
Institutes und das Zugehér aus Budapest mit, wihrend die Feld-
ausriistung von den Franzosen uns zur Verfiigung gestellt wurde.

Wir haben an jeder Station mit zwei nebeneinander aufgestell-
ten Drehwagen beobachtet, um die Stérungen, welche durch Unter-
schiede in der Bodendichte nahe des Instrumentes verursacht
werden, auszuschliessen. Wir beniitzten eine dltere kleine Drehwage
und ein Feldinstrument neuer Konstruktion von Eorvis-PExAR,
genannt «3Small Original E6tv6s made in Hungary». In beiden Jahren
bhaben wir zusammen mit 144 Beobachtungsstationen ein Gebiet
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von 198 K ausfithrlich vermessen. Zuerst haben wir auf Anregung
des Herrn Prof. Pu. GrLaxeeaup, in geraden Linien beobachtend,
Verwerfungen gesucht, spater hat uns Herr Chef-Ingenieur Davar
die Schiirfung nach unterirdischen Domen empfohlen, und dem-
gemiss haben wir ein dreieckiges Netz ausgearbeitet.

Bei der Berechnung haben wir aus den Beobachtungsdaten
unmittelbar die vollen Werte bestimmt; sodann berechneten wir
schrittweise mit Subtraktion des Terraineffektes die topographischen
Werte, mit Subtraktion der normalen Werte die fopographischen
Storungswerte, zuletzt mit Beriicksichtigung der Wirkung der Berge,
des sogenannten kartographischen Effektes, die subterranen Sto-
rungswerte, welche nur die Wirkung der unterirdischen Massen
enthalten und so zu geologischen und praktischen Sehlussfolgerun-
gen geeignet sind. Diese Werte wurden fiir alle vier Grossen der
Drehwage, ndmlich fir

U J*U . ( U U U
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berechnet. Die beiden ersten dienten zur Bestimmung der Grosse
und Richtung der Gradienten, die beiden letzteren, die Kriim-
mungsgréssen dagegen zur Berechnung der Grdsse und Richtung
der horizontalen Richtkrifte. Die Krgebnisse wurden einerseits in
Tabellen zusammengestellt, anderseits in der beigefigten I. Karte
in der itblichen Weise graphisch dargestellt. Darin bedeuten die
kleinen Kreise die Beobachtungsstationen, die Pfeile die Gradienten,
die durch die Stationen gezogenen diinnen Striche sind die hori-
zontalen Richtkrdifte, die Kurven die Isogammen, welche die Punkte
gleicher Schwerkraft enthalten.

Die subterranen Storungswerte bestehen aus zwei Teilen.
Der eine Teil rihrt von der Wirkung der tiefgelegenen Schichten
her; diesen Teil nenne ich deshalb «profundalen Werty, oder auch
wareqularen Werts, weil darin die grossziigigen, regelmissigen Wir-
kungen enthalten sind. Der andere Teil, welcher durch die Differenz
der subterranen Storungswerte und der profundalen Werte gegeben
ist, entspringt aus der Wirkung der nahe zur Erdoberfliche gele-
genen Schichten, und ich nenne diesen Teil «prozvmalen Werty,
oder auch «lokalen Werty, da durch diese Werte die fiir kleinere
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Gebiete charakteristischen Stérungen bestimmt werden. Ahnliche
Berechnungen wurden schon vor der Zusammenstellung meines
Berichtes, vor Anfang 1929 von anderen Autoren beniitzt, welche
die profundalen Werte als regional bezeichnet hatten ; nach meiner
Ansicht ist dies keine giinstige und zutreffende Benennung. Eher
kénnten die lokalen Daten fiir regional gehalten werden, eben
deshalb vermeide ich diese letztere Benennung ginzlich.

Wenn sich in den Isogammen die Wirkung der in grosser
Tiefe befindlichen dichteren Massen idussert, bedeuten die Iso-
gammen ungefihr die Schichtenlinien der Oberfliche einer tieferen
dichten Schicht mittlerer Lage. So sieht man unmittelbar aus der
1. Karte, dass sich in der Umgebung von Riom eine unterirdische
Vertiefung. eine unterirdische Mulde befindet. Von hier aus steigen
die unterirdischen Schichten in jeder Richtung an, sogar noch am
anderen Ufer des Flusses Allier. Die Isogammen lassen unmittelbar
gar kein zentrales (tebilde, kein unterirdisches Gewoélbe, kein Dom
hervortreten. Nur einige unregelmissige Krimmungen der Iso-
gammen und die scheinbar einander widersprechenden Gradienten
verraten das Vorkommen solcher wenig ausgedehnten lokalen
Gebilde.

Die 11. Karte wurde zu dem Zwecke verfertigt, um diese
lokalen Stérungen, die wenig ausgedehnten unterirdischen Er-
hebungen, welche auf den tieferen regelmaissig verlaufenden Schich-
ten liegen, besser zum Vorschein zu bringen. Da sich diese Gebilde
nahe der Erdoberfliche befinden, verlieren hier die Isogammen
die Bedeutung von Schichtenlinien.. In den Isogammen dieser
Karte findet man mehrere zentrale Gebilde, mehrere unterirdische
Erhebungen. In einigen dieser Gebilde fand man schon frither
Spuren von Krdol, oder Bitumen. Eg ist méglicli, dass man auch
anderswo in diesen unterirdischen Frhebungen Erdol finden
wiirde, doch ist darin die Erd6lakkumulation, infolge der geringen
Ausdebnung, wahrscheinlich belanglos. ¥ben deshalb solite man
nach meiner Ansicht die Drehwagemessungen auf ein grosseres
Gebiet der Kbene Limagne ausdehnen, und sich der Wegweisung
der schon erhaltenen Ergebnissen bedienend, jene bedeutenden
unterirdischen Gebilde erforschen, in welchen eine grossere Menge
von Erdol zu erwarten ist.
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Wir haben an unseren Drehwagestationen auch erdmagnetische
Messungen ausgefithrt. Wir bestimmten an den 144 Stationen die
horizontale Intensitdt mit relativen Messungen. Ausserdem haben
wir mit absoluten Verfahren an 9 Stationen die Declination, und
an 9 Stationen die horizontale Intensitit beobachtet. Die Korrektion
der zeitlichen Verinderung konnte mangels der Registrierungen
eines bestindigen erdmagnetischen Observatoriums nicht durch-
gefithrt werden, und so kénnen wir aus den unmittelbar erhal-
tenen Messungsergebnissen nur soviel feststellen, dass das uniter-
suchte Gebiet keine bedeutende erdmagnetische Storungen enthdlt.
Es ist aber moglich, dass nach Ausfithrung der zeitlichen Korrek-
tion einige missige Stdrungen geringer Ausdehnung hervortreten.

( Aus der Sitzung der IT1. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen~
schaften vom 12. Juni 1933.)



UJABB KISERLETI ADATOK
A HAZAI SZENEK BRIKETTEZESENEK KERDESEHEZ.

(Az . n. kolloid-eljaras.)
FINKEY JOZSEF 1. tagtol.

(Székfoglald értekezds.)

A brikettezési eljardsok kozott, agy a gydrtds, mint a felhasz-
nélds szempontjibol legeélszerlibb és legmegfelel6bb a kot8anyag-
nélkili eljards. Németorszdghan ez az eljards régi keleti. Mar a
mult szdzad elején megkezdették az ottani hatalmas mennyiség-
ben elSfordulé vizdas, lagy, foldes barnaszeneknek kotSanyag-
nélkiili brikettezését; eleinte primitiv, kézi eljdrdsokkal. Az
1856-ban bevezetett ExTER-féle préssel ez a probléma tokéletesen
meg lett oldva, ami egy, ma mdar hatalmas barnaszéniparnak
vetette meg az alapjat. Ennek jelentdségét legjobban elképzelhet-
jik, ha megemlitem, hogy pl. 1928-ban mar 9 milli6 vagon nyers-
szenet dolgoztak fel ezzel az eljardssal. Az FExrTer-féle préssel
elért sikerek alkalmat adtak més szenekkel valo kisérletekre is,
de — egyelére — minden eredmény nélkil. EbbSl lassanként az
az — egyébként helytelen — felfogds alakult ki, hogy csak a
német barnaszeneket lehet kot6anyag nélkil brikettezni.

A siker az egyik, majd a sikertelenség a mdsik oldalrél arra
vezetett, hogy elkezdették a kotSanyagnélkili brikettezés problé-
mdjat és feltételeit tudomdnyos alapon végzett kisérletek éltal ki-
vizsgélni. Az a régi felfogds, hogy a német barnaszeneknek ez a
kiilénleges tulajdonsdga azok bitumentartalmdval van 6sszefiiggés-
ben, éspedig azaltal, hogy ezek az anyagok a brikett készitése koz-
ben megldgyulnak, s a brikettszénbsl kipréselédve az apr6 szén-
szemecskéket Osszeragasztjik, immdr tarthatatlannak bizonyult.
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Ezek a szenek brikettezGképességiiket ugyanis akkor sem veszitik
el, ha bitumentartalmukat benzollal kioldjuk. Hasonl6t igazolnak
kész brikettek mikroszképos vizsgdlatai is.

Ujabb, habir még tébb tekintetben kiegészitésre szorulé fel-
fogds szerint a koétSanyag nélkill valé brikettezés olyan moédon
megyen végbe, hogy a brikettezend§ anyag bizonyos nyomds
alatt — dtmenetileg — plasztikussd valik, amikor is a nyoméas-
okozta plasztikus deformécié lehet6vé teszi, hogy a szénrészecskék
felilletei olyan kozel jussanak egymdshoz, hogy azok az adhézi6
altal osszetartva, kell§ szildrdsdgu brikettet adjanak.

A tovabbi feladat tehdt annak a kérdésnek a tisztdzdsa, hogy
mik azok a feltételek, amelyek mellett valamely dsvényi szén ezt
a plasztikus dllapotot adott nyomés alatt felveszi?

E kérdés tanulményozdsdval napjainkban sok, f6leg német
kutaté foglalkozik, de a vizsgdlatok még ma sem tekinthetdk le-
zdrtnak. A német kutaték vizsgdlatainak, a mdar eddig is elért sok
becses eredmény dacira — a mi szempontunkbdl — az a {8 hibdja,
hogy 6k német szeneket vizsgdlnak, a német brikettgydrtés fel-
tételei mellett (1000—1200 kgfem?® maximélis nyomds, kb, 40°C
kezd§ és kb. 100° C végsé h6mérséklet, kb. 7 mm maximalis szem-
nagysdg stb.).

Egyel6re legfontosabb az a megdllapitds, hogy a szén ned-
vességtartalmdnak, a brikettezés szempontjdbol van egy optimalis
értéke, melyet megfelel§ szdritds dltal kell elérni. Ha a nedvesség-
tartalom bizonyos hatdron alél vagy bizonyos hatdr folott van,
a szén elvesziti brikettez§ képességét. A német barnaszeneknél,
melyek nyers allapotban 50—609%, nedvességet tartalmaznak, ez
az optimdlis nedvességtartalom 4tlagban 13-5%.

Hogy az adott problémét viligosan 4tldssuk, ismét hang-
silyozom, hogy kell§ szildrdsdga brikettet csak akkor fogunk
nyerni, ha préselés kozben az egyes szénrészecskék felileteit olyan
kozel hozzuk egymdshoz, hogy azokat az adhézié Osszetartsa.
Ha a szén rideg, akkor az érintkezés és igy az adhézié is csak
helyenként, kicsiny pontszerii feliiletek mentén léphet fel, ami nem
adhat kell§ szildrdsdgu brikettet. Ha azonban a szén plasatikus,
akkor a kell§ nagysdgu feliileti érintkezést és adhéziot lehetévé
teszl a nyomdasokozta deformécid.



UJABB KISERLETI ADATOK A HAZAl SZENEK STB. 141

En ebb6l a szempontbél killonés fontossdgot tulajdonitok
egyes barnaszenek kolloid 4llapotdnak, amit ugyanesak ebbdl a
szempontbél ErpmMaNN hangsilyozott eldszor,! a nélkiil azonban,
hogy a kérdés lényegét részletesebben kifejteni iparkodott volna.

Ismert dolog, hogy djabb felfogés szerint az dsvanyszeneknek,
f6leg a fiatalabb barnaszeneknek és ligniteknek egy része hydro-
phob gél,? ahol a viz a diszperzités kozeg, mig a szén a diszper-
galt fazis.

Mivel a német barnaszenek, eltekintve a brikettezésre nem
alkalmas, fosszilis fis részektdl, kétségen kival ilyen géleknek
tekinthet8k, azért a kotdanyagnélkili brikettezés folyamatdnak a
lényegét a kovetkezGképpen képzelhetjik el. Ha a nyersszenet
ugy széritjuk, hogy fbleg esak a gél-viz maradjon vissza, akkor
préselés kozben megfelel§ nagy nyomést alkalmazva, a gél-vizbe
mintegy bedgyazott kolloiddlis dimenzioju szénrészecskék egymads-
hoz képest elmozdulnak, amit elGsegit a hémérséklet novekedése
folytdn a gél-viz viszkozitdsdnak a esokkenése is, s {gy a kivant
deformici6, tehdt végeredményben a kell§ nagysdgu felileti érint-
kezés és adhézié is létrejon. Nyilvénvals, hogy minél kisebb a
brikettszén-szemecskéknek eredeti nagysaga, anndl kisebb mér-
tékil deformdcioval, tehdt anndl kisebb présnyomés alkahnazésé-
val érhetjitk el célunkat, ami gyakorlati szempontbél rendkiviil
fontos megdllapitds. Ha a szenet tulszdritjuk, olyan nagy lesz az
anyag bels§ surloddsa, hogy kell§ deformécitt, tehat szilard bri-
kettet nem fogunk nyerni, még akkor sem, ha a szenet utdlag
megnedvesitjiik, mert hiszen nemduzzad6 gélr6l van szd. Ha pedig
a brikettszén a gél-vizen kivill, a szén poérusaiban, repedéseiben,
folos vizet tartalmaz, ez a brikettnek nemesak flitGértékét csok-
kenti, hanem zért mintdban (mint pl. az Exrer-féle présnél is)
a nyomds irdnydra merSleges rétegeket fog képezni, s az ilyen
brikett a mintdbol kikerillve osszerepedezik. Mindezekb8l meg-
érthet§ az optimdlis nedvességtartalom lényege.

Természetes, hogy ez a folyamatnak csupdn egyszert, kvali-
tativ leirdsa. Kiillonbozd szenekbél, ugyanazon kisérleti feltételek

1 Erpmany—Dorcu : Die Chemie der Braunkohle. Halle. 1927. 142. 1.
2 Rgyesek az ilyen szeneket — tévesen — hydrophil gélnek tartjak.
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mellett is, kulonbozd szilardsaga briketteket kapunk, mert hiszen
az egyes szenek fizikai, kémiai tulajdonsdgai egymadstdl eltérsk.
Végeredményben tehdt mondhatjuk, hogy ugyanolyan feltételek
(nyomds, szemnagysdg stb.) mellett vannak kotSanyag nélkil jol
brikettezhetd, plasatikus-, kevésbbé jol brikettezhets, kevésbbé
plasztikus- és nem brikettezhetd, rideg szenek.

Hazai barnaszeneink, még a kimondottan géltipusdak is,
kevésbbé plasztikusak, tehat kotSanyag nélkil kevésbbé jol bri-
kettezhet6k, mint a német, foldes barnaszenek. Ebb6l megérthetd,
hogy a hazai barnaszenekkel a néinet mintdra végzett kisérletek
miért nem jartak eredménnyel. ‘

Az elmondottakbol kovetkezik, hogy hazai barnaszeneinknél
elsGsorban a szemnagysigot kell kisebbre venni, mint az & német
eljarasnal altaldban szokdsos (kb. 7 mm).

Hogy egyébként azonos feltételek mellett a szemnagysdg és
a brikett szildrdsdga kozott milyen osszefiiggés van, azt a kovet-
kez8, vdrpalotai szénnel végzett kisérleteim igazoljédk. A briketteket
hidraulikus préssel készitettem 600 kg/om? maximélis nyoméssal.
A hengeres brikett nyomott lapja 20 cm?, magassdga 20--24 mm,
egy brikett sulya 54—57 g. Az eredeti kb. 509, nedvességet mintegy
179%,-ra szdritottam. Kisérleteim szerint ugyanis ekkor kaptam a
legjobb szildrdsdgot. A présnyomést csak 500 kgfem?-ig fokozva
a szildrdsdg 25—809%,-kal cs6kkent. A présminta elektromos aram-
mal 60—70° C-ra volt dllandéan melegitve, s ugyanilyen héfokra
melegitettem préselés elftt a brikettszenet is. A kisérletek fGered-
ményei az 1. tdbldzatban vannak Gsszedllitva.

1. tablazat.

Szem:nagy- Nyomés I\.y’omo'- Ned,ves- i Magas- Stly Térfogat-

s4g szilérdsag ség 1+ Bsag ,

kg/em? L N | g slly
mm kg/em % |  mm

3—0 600 785 1768 | 927 533 117
2—0 | 600 1040 | 1688 | 237 . 371 1-20
1—0 600 ! 1100 1649 | 224 537 1-20
0-5—~0 600 1126 16-26 23-0 523 1-14
0073—0 || 600 124-0 17°24 | 210 | 540 1-20
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E tdbldzat adataihoz még a kovetkezbket jegyzem meg. Mind-
egyik kisérleti érték tobb (10—12) kisérletnek a kozépértéke. Azonos
értékeket nyerni, amint a dolog természetébdl kovetkerik, szinte
lehetetlenség, az eltérések azonban dltaldban csekélyek. A részletes
adatok kozlését éppen ezért helykimélés céljabol mell6zhetének
tartom. Az als6 nyomoélap lyukacsos volt (ennek jelent&ségét
kés6bb ismertetem). Amint a tdbldzat adataibél kovetkezik, ha a
brikettszén maximélis szemnagysdgat csokkentjiik, a brikett szi-
ldrdsdga fokozatosan novekedik. Egyébként mindegyik brikettnek
a szildrdsdga megfelel annak a feltételnek, amit egy kell§ szildrd-
sdgu brikett6l megkivdnunk. Kisérleteimet azért végeztem var-
palotai szénnel, mivel ez tipikusan gél-szén (ezt igazolja az is,
hogy ez a szén a Fumissnur-féle eljérdssal szétesés nélkil szdrit-
hat6, amint azt Vérpalotén mdr tobb év ota alkalmazzdk is).
Ezek a kisérletek kétségteleniil igazoljak, hogy megfelel§ feltételek
mellett hazai szénbdl is lehet kétGanyag nélkil, kell§ szildrdsdga
brikettet el6allitani. ‘

A brikettszén szitaelemzését a 2. tablazatban kozlom.

2. tablazat.

Szemnagysag Stly

mm %
3 —2 3365
9 —1 { 20-80
i e ‘ 2648
06 —02 10-83
02 0073 6:05
0:073—0 2:19

|
Osszesen 100:00

A 8 mme-es anyagnak tehdt csak 199,-a finomabb 0-5 mm-nél
és 2%=-a 0-073 mm-nél. A tdbldzat adatainak alapjin megszer-
kesztett granulometrikus gorbét az 1. dbrdn latjuk.

Kevésbbé plasztikus szenekrdl 1évén szo, nem elég csupin a
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szemnagysdgot csokkenteni, hogy kell§ szildrdsaga brikettet nyer-
jink. Ha ugyanis a brikettet zdrt mintdban allitjuk el6 (mint pl.
az Exter-féle présnél is), ugyhogy a leveg6 a mintdbol préselés
kézben nem tédvozhatik el, a brikettben légzarvényok keletkeznek,

¥ melyeknek bels§ talnyomésa a

8 ] brikett szilardsdgat veszélyeztet-
heti, ha annak anyaga nem elég

s \ plasztikus. Egy 1930-ban.megjelent
dolgozatomban® elméleti megfon-

\ toldsok alapjdn kimutattam, hogy

\% ” 4 4 e .
\ ez a bels§ tulnyoméds kozvetleniil

a préselés utdn, kedvezlStlen ko-

¥ rillmények kozott, a 20 atmoszférat
is elérheti. Bar ez a brikett lehi-
& N lése utdn csokken, de még mindig
\ néhdny atmoszférat tesz ki. Ha a
brikettszén plasztikus, megfelelé

0 1 2 3 mm

deforméeié ezt a tilnyomést ki-
egyenlitheti, ha azonban a brikett
anyaga kevésbbé plasztikus, ez a
belsé nyomas feltétleniil szétrepeszti a mdr kész brikettet. Ez is
egyik ok, amiért a hazai szenekkel végzett brikettezési kisérletek
a német eljaras szerint nem vezettek sikerre.

Tovébbi fontos feltétel tehdt, hogy a briketteket nyitott prés-
mintdban készitsitk, melybdSl a bezdrt levegd préselés kozben el-
tdvozhatik. Ilyen pl. az ApreLBECK-féle vagy a kozonséges hen-
geres prés. Hzért haszndltam én is a kisérleteimnél lyukacsos
nyomolapot.

1. dbra.

*

Ha a brikettet kot6anyaggal allitjuk eld, akkor a préselésnél
alkalmazott nyomds és hGmérséklet alatt a szén a rideg és a kotd-
anyag a plasztikus rész. Egy ilyen brikett tehdt olyan durva
diszperz rendszer, melynél a kotSanyag a diszperzios kdzeg.

1 Die Bedeutung der Lufteinschliisse und der Entliiftung bei dem
Brikettieren. Mitt. d. k. ung. Hochschule fiir Berg- u. Forstw. Sopron,
1930. 3. 1.
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A DerkEeskamp dltal ajanlott kolloid-eljdrds kétSanyag gya-
ndnt szenet alkalmaz, tehat ez dtmenetet képez a két6anyag nélkil
és a kotSanyaggal dolgoz6 brikettezési eljarisok kozott.! Ezt az
eljdrdst a nagyiizemben tudtommal még sehol sem alkalmazzdk.
Az irodalomban taldlhato leirdsok szerint ennek az eljdrdsnak a
lényege a kovetkezd.

«Kot8anyag kolloid-finomsdgra 6r6lt (?) szén, melynek mennyi-
sége a brikett salyanak 25—889-4t teszi ki. A megfeleld mennyi-
8ég(l rész a brikettszénbdl ki lesz szitdlva s gérgémalomban (Koller-
gang) nedves uton finom, kolloiddlis péppé lesz Srolve. Rendszerint
elegend§ 20—380 percig tarté &rlés. Mindenekelstt kisérleti tton
megallapitand6, hogy az illetd anyag ilyen moédon kolloid4lis dlla-
potba hozhatdé-e? Féleg a barnaszén bir ezzel a tulajdonsdggal.
A kolloidalis pép erlsen oOssze lesz keverve a tulajdonképpeni
brikettszénnel. Az ezt kovetd préselés barnaszeneknél 250—800,
k&szeneknél 8300—350 kg/em? nyomdssal toérténik, vagy meleg,
vagy hideg uton.

ElGbbi esetben olyan prés haszndlandé, melynél a présminta

alland6an T70—80° C-ra melegithets, s a kipréselt viz a mintdbol
eltdvozhatik. A nedvességtartalom a préselésnél 15—209,-kal
csokken. :
Ha a préselés hideg uton torténik, a mdr Osszekevert brikett-
anyag el8zetesen sziritand6; barnaszén inintegy 35—40%-ig,
kdszén mintegy 15—25%-1g. Ez esetben a préselés birmely kozon-
séges préssel (pl. Courrinnarn-féle prés) elvégezhetd.

Barmelyik eljdrdssal nyert brikett nyomban raktérozhaté és
eltiizelhet6. Ha a brikett szellfs, fedett helyen 4ll, nedvesség-
tartalma fokozatosan csokken, mig végre légszéraz dllapot jon
1étren.

Ehhez a — mint mér emlitettem — nem t8lem ered$, hanem
az irodalomban taldlhato leirdshoz elsGsorban a kovetkez$ elvi
megjegyzéseket kell fliznom.

Sz6 sem lehet arr6l, hogy goérgémalomban bérmilyen szenet

T Weinmany @ Die Kolloidbrikettierung. Gliickauf. 1926. 35. sz.
Brauxeis ¢ Das Kolloid-Brikettierungsverfahren. Montan. Rundschau.
1926. 17. sz.

LIV 10
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tényleg kolloid finomsdgra tudjunk &rolni. Hiszen ilyenfoku
diszperzitdst még az 4. n. kolloidmalmokkal (pl. Pravson- vagy
SvepBerg-féle kolloidmalom) sem tudunk elérni. Az elérhet§ leg-
kisebb 4tlagos szemnagysdg ezeknél is 1 g, mig gérgémalmokndl
kb. 20 p. EbbSl a szempontbdl tehat a kolloid-eljdrds elnevezés
nem jogosult.

Mésrészt nem taldlom indokoltnak, hogy az 8rlés nedves tton
torténjék, mert a nedves pépet alig lehet a szaraz brikettanyaggal
egyenletesen Osszekeverni, ami pedig egyik féfeltétele az egyen-
letes szildrdsdga brikett elfallitdsanak. Természetes, hogy 40—509%,
nedvességtartalmi szenet nem lehet szdraz aton finomra 6rélni;
15—169%,-ig valo szdritds utdn azonban a legtébb barnaszén sza-
raz dton jol Grolhets. Ez esetben pedig célszeriibb gorgémalom
helyett a szénportiizelésii berendezésekkel kapcesolatban is hasz-
n4alt malmokat (pl. hdromhengeres-malom) alkalmazni, melyekkel
rendszerint 4900 esokor, tehat 0-088 mm maximdlis szemnagysdgra,
6rolik a tiizelSanyagot. Ez a dimenzié valészintileg itten is megfelel.

Ha pedig megfontoljuk az irodalomban talalhaté ismertetések-
nek azt a részét, hogy

«mindenekelStt kisérleti Gton megéllapitandé, hogy az illetd
anyag ilyen médon kolloiddlis allapotba hozhaté-e, s hogy f8leg
a barnaszén bir ezzel a tulajdonsaggaly,

akkor nyilvanvalé lesz, hogy bér a finom 6rlés elkeriilhetet-
len, a legelsd feltétel mégis az, hogy a két6anyag gyandnt haszndlt
gzén kolloid-, azaz gél-szén legyen. Hiszen itten a szildrd kétSanyag
egy durva diszperz rendszer, melynek igazi plasztikussigot esak
az ad, ha az egyes részecskék onmagukban kolloid diszperz rend-
szerek. Ebbfl a szempontbol viszont jogosult a kolloid-eljards
elnevezés. '

*

Atgondolva a kotéanyagnélkili brikettezésrd] kialakult néze-
temet, melyet értekezésem elején ismertettem ; a varpalotai szén-
nel végzett kisérleteim eredményeit ; majd a kolloid-eljadrdsrél el-
mondottakat : arra a kovetkeztetésre jutottam, hogy ez az eljarés,
az 4ltalam elézetesen elgondolt moédositdsokkal, hazai szénbdnyd-
szatunkban nagy fontossdggal birhat, annak dacira, hogy ez a
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nagyiizembe, tudtommal, még nein lett bevezetve. Az igazi kotd-
anyagnélkili brikettezés hazal szeneinknek esak csekély részénél
jOhet széba, mig a legtébbnél csak igen finom szemnagysdg és
igen magas nyomds alkalmazdsa mellett varhaté j6 eredmény,
ami az eljaras rentabilitdsit veszélyesteti.!

Hazai szénbdnysink dltaldban kétSanyaggal és pedig szurok-
kal készitik a brikettet. Ennek a kotSanyagnak elénye, hogy a
brikettet vizdllova teszi, de néhiny kellemetlen tulajdonsiga
kozismert. Alig hiheté, hogy a szénfogyasztd kozbnség a szurkos
brikettet igazdn megkedvelje, s az hazai szénbanydinknak egy biz-
tosan s nagy mennyiségben elhelyezhet6 terméke legyen. Azt sem
szabad elfelejteni, hogy a kotlanyag gyandnt haszndlt kdszén-
kétranyszurkot kilf6ldrél kell behozni. A hazai barnaszénszurok-
kal végzett kisérletek mindeddig nem vezettek eredményre. Egyéb-
ként a készénkatrinyszurok kellemetlen tulajdonsigait ez sem
nélkilozi.

Sz6ba jéhet, mint hazai kotlanyag, a lisztbdl készilt esiriz
is, melyet tobb bdnydnk mar ki is probalt. Elénye a tulajdon-
képpeni bitumen hidnya, de hatrinya, hogy a nedvességet nem
birja. Ha meg sem 4zik, a legtébb pincében szétmdllik és meg-
penészesedik. Laboratériumi kisérletekkel kimutattam,” hogy az
ilyen briketteket teljesen vizdllovd s a penészesedéssel szemben
ellendllova tehetjuk, ha azokat utélag hazai nyers-barnaszén-
katrdnnyal impregnaljuk. Bar a kotSanyagot ilyen médon utédlag
bitumenessé tesszitk, annak mennyisége mégis sokkal kevesebb,
mint a szuroké, tehdt annak kellemetlen tulajdonsigai nagyrészt
elmaradnak, s masrészt a kotSanyag ekkor teljesen hazai szdrma-
z4si. Igaz viszont, hogy a lisztnek nem az az igazi rendeltetése,
hogy brikettgydri nyersanyag legyen.

A kolloid-eljdrds, ha eredményre vezet, feltétlenil el6nyo-
sebb. Hiszen a kotSanyag itten a legsilinyabb, hulladék porszén,

1 Itt megjegyzem, hogy pl. Pécsett is készitenek brikettet finom
porszénbdl, kétbanyag nélkill ArreLseck-féle préssel. Az igy elGallitott
. n. «Dunabrikettet» azonban a bdnya csak korlatolt mennyiségben
tudja értékesiteni, a szurokkal késziilt tojisbrikettek mellett.

2 Brikettierungsversuche mit ungarischen Braunkohlen. Mitt. d. k.
ung. llochschule fiir Berg- u. Forstw. Sopron, 1933. 7. L.

10*
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amit egyébként alig lehet értékesiteni, s az igy elGallitott brikett
a szurok kellemetlen tulajdonsagait nélkiilozi, vizzel szemben nem
kevésbbé ellendllo, mint maga a szén. Az ilyen brikett bevezetése
kozgazdasigi szempontbdl is eredményességgel biztat.

Ezek a meggondoldsok birtak arra, hogy ezzel az eljdrdssal
részletes laboratériumi kisérleteket végezzek, melyekr6l s azok
eredményeirdl a kovetkez6kben szdmolhatok be.

*

Kotbéanyag gyandnt (elektromotorral hajtott dérzsmozsérral)
0-078 mm maximélis szemnagysdgra 6rolt, vdrpalotai szénport
hasznaltam, miutdan elézetesen 16—179, nedvességtartalomig ki-
szaritottam. A kotGanyag
gyanant haszndlt szén meg-
vélasztasdndl azoknak a ki-
\ sérleteknek az eredményeire

\ voltam tekintettel, melyeket

\ ennek a szénnek kotSanyag-

% N nélkiili brikettezése alkalmd-

val elértem; amivel termé-

¥ szetesen nem 4llitom azt,

\ hogy hazdnkban ez az egye-

diilli szén, mely erre a célra

\ alkalmas. Mivel a megadott

e szemnagysagbeli finomsagndl

. # e 0 B/ g szitaelemzés mar nem hasz-

2. dbra. nalhat6, a granulometrikus

elemzést a Vexpn Mikros-

féle regisztrald iszapolokésziillékkel hatdroztam meg. A granulo-

metrikus gorbét a 2. dbrdn ldtjuk, mig a fontosabb szdmszerti
értékeket a 3. tablazatban allitottam Ossze.

Amint ldtjuk, a 10 z-nél finomabb részek mennyisége mind-
ossze 10-59,, az 4tlagos szemnagysdg pedig 24-5 ¢, ugyhogy kolloid
diszperzitésrol tényleg sz6 sem lehet.

Részletes kisérleteimet mostan is azokkal a tipikus hazai
szenekkel végeztem, mint amelyeket — mér idézett brikettezési
kisérleteim alkalmdval — més eljdrds szempontjdbol vizsgélat

700%

g0

20
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3. tablazat. !
Szemnagysag Saly

u %

73—170 03
70—60 2:7
60—50 25
50-—40 5b
40—30 155
30—20 325
20—10 306
10—0 105
Osszesen 1000

tdrgydvd tettem, éspedig a vérpalotai ligniten kivil a komloi,.
tatabdnyai, nagybdtonyi, dorogi, didsgy&ri, brennbergi és kis-
terenyei szenekkel. Kisérleteimnél a mar emlitett hidraulikus
prést haszndltam. A brikettek készitésénél mindig 600 kg/em?
maximdlis nyomdst alkalmaztam, Ggyhogy a végs6 nyomoéerd
20 X 600 = 12,000 kg volt, bar a kisérleti préssel 900 kg/em?
nyomss is elérhetd. Az emlitett nyomdst azonban — legaldbb is
egyelfre — elegendének tartom. Miként mér emlitettem, az iro-
dalomban taldlhaté adatok szerint a brikettszénhez hozzdadandé
finom szénpor megfelel6 mennyisége 25—889%, koz6tt van, amiért
is kisérleteimet 20, 25, 80, 85 és 409, 78 p-nél finomabb szénpor
hozzdadésa mellett rendszeresen végeztem el. A kb. 17—18Y,
nedvességtartalma finom szénport a megfelel§ mennyiségli 8—0
mm-es brikettszénnel* jol Gsszekevertem, majd 70—80° C-ra fel-
melegitettem, s igy adtam kb. 55 g-os adagokban,® az ugyan-
akkora héfokra felmelegitett, 20 em?® keresztmetszet@i, hengeres
présmintdba. Az igy el6dllitott briketteket nyole nap mulva nyo-
més 4dltal széttoértem, hogy nyomoészildrdsdgukat meghatérozzam.

1 Kzeknek a brikettszeneknek granulometrikus gorbéit mar emli~
tett «Brikettierungsversuche stb. cimi@ dolgozatomban kézbltem.
2 A mintdba mindig 100 c¢m? laza anyagot adtam egyszerre.
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Ehhez a szildrdsdgi kisériethez fontosnak tartom a kovetkezdk
megjegyzését.

A brikettek szildrdsdgdnak megitélése tobbiéle eljaris alapjén
torténhetik,! de ezek egyike sem ad és nem is adhat, a kérdéses
tulajdonsdgot pontosan kifejezd szamszerti értékeket, mert hiszen
a brikett gyakorlati szildrdsiga, melyet az a berakds, 4ttoltés,
raktarozds stb. alkalmdaval tanusit, a tulajdonképpeni mechanikai
szildrdsdgon kivill sok més korilménytél is fugg, igy pl. a brikett
alakjdtdl, nagysdgatol, a kezelés modjatdl, a raktarhely hémérsék-
letét6l, nedves, avagy széraz voltatél stb. Ha azonban valamely
eljarast rendszeresen alkalmazunk, hosszabb megfigyelés alapjan
megéllapithatjuk azt a legkisebb szilardsagi szamot, mely bizonyos
nagysdg és alak mellett a brikett tartossdgdt meghatdrozza. Az
altalam készitett brikettek hengeres alakjara vald tekintettel leg-
megfelel6bb és legegyszerfibb a nyomdszilirdsig meghatdrozésa.
Hosszas (sokszor hénapokig tartd) megfigyelések alapjdn arra a
kovetkeztetésre jutottam, hogy az dltalam hasznalt alak és nagy-
sdg mellett a brikett kell6 tartossdggal bir, ha annak nyomoé-
szildrdsiga legaldbb 75 kgf/em? A tovabbiakban kozolt szildrdsdgi
szdmok megitélésénél tehdt ezt a tapasztalati adatot kell alapul
venuni.

Ha a brikettszénhez adott finom szénpormennyiséget valtoztat-
juk, a nyert brikettek szildrdsdga is kell, hogy valtozzék. A finom
szénpornak, mint kotGanyagnak, rendeltetése ugyanis az, hogy
a brikettszén szemel kozott levé durva hézagokat lehetSleg toké-
letesen kitoltse. Préselés eldtt az egyenletesen Gsszekevert anyag
természetesen még laza. Ha ezt az anyagot megfelel6 nyomés
alkalmazdsdval fokozatosan tomoritjuk s a kotSanyag szemeeskéi
nemcsak kell§ finomsdggal, hanem kell§ plasztikussaggal (gél-
szén!) is birnak, akkor célunkat elérhetjiik, feltéve, hogy kozben
kell§ légtelenitésrdl is gondoskodunk. Maga a tulajdonképpeni
kotés pedig lényegében mostan is éppen gy megyen végbe, amint
azt a kotlanyagnélkili brikettezés folyamatinak vazoldsandl is-
mertettem.

Nyilvénvalé tehdt, hogyha a koétSanyag szdzalékos mennyi-

1 ¥ixkey JOzsEF : Az dsvdnyszenek brikettezése. Sopron, 1930. 10. 1.
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ségét novelem, dltaldban a brikett szildérdsdgdnak is novekedni
kell. Kevés mennyiségli kot6anyag hozzdaddsa mellett ugyanis a
hézagok kitoltése s igy az adhéziés kotés is kevésbbé tokéletes lesz.
A kotSanyag mennyiségét fokozatosan novelve, a szildrdsdg szem-
pontjabol két {8 hatédresetet képzelhetink el. Mindaddig, mig a
hézagoknak a kisérletek egyéb feltételeitél (nyomads stb.) fiiggé,
gyakorlatilag tokéletes kitoltése bekovetkezik, a brikett szildrd-
sdganak novekednie kell. Ha azonban ezt a hatdrt méar elértik
8 a kotbanyag mennyiségét kisebb mértékben néveljuk, — te-
kintve, hogy a kotdanyag is még durva diszperz rendszer és nem
tékéletesen plasztikus — a mdr elért adhézids kotést megzavar-
batjuk, aminek kovetkezménye a brikett szildrdsdganak csikke-
nése lehet. Ha ezutdn is noveljik a kétGanyag mennyiségét, a
brikettszénszemek teljesen be lesznek dgyazva a kotSanyagba,
a szildrdsdg ismét novekedni fog, természetes azonban, hogy nem
lehet nagyobb anndl, amit a koétdanyag, ugyanazon feltételek
kozott, onmagdban brikettezve elér. Kisérleteim szerint ez az
érték varpalotai szénporndl, 24-5 p dtlagos szemnagysdg, 16—189%,
nedvesség, 600 kg/em?® maximdlis nyomds stb. mellett kb. 124
kg/em?.

Az elérhet§ eredmény azonban nemesak a kotSanyagtol, ha-
nem a brikettszéntdl, annak ridegségétdl, felilleti tulajdonsagaitol,
granulometrikus Gsszetételétdl, szilardsdgatol stb. is figg.

Ha a brikettszén maga is t6bbé-kevésbbé plasztikus, ez csak
elGsegiti az eredményt; éppenugy az is, ha kevésbbé szildrd, mert
ekkor préselés kozben, részben Gssze is toredezik, ami megkonnyiti
az egyes szemek kell6 elhelyezkedését. A granulometrikus Ossze-
tétel pedig annyiban bir fontossdggal, hogy minél nagyobb az
eredeti hézag és szabad felilet, anndl tobb kétbanyagra van sziikség.

*

Gyakorlati szempontbol mdr most a kKovetkezl két kérdés
megolddsa bir fontossiggal :

1. Készithet-e ezzel az eljdrdssal kell§ szilardsdgi brikett?

2. Ha igen, milyen feltételek mellett és kiilonésen milyen
mindségli és mennyiségli kotGanyag hozzdaddsdval?

Miutdn a kisérleti feltételeket, valamint a kotSanyag min
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8égét mar részletesen ismertettem, most még a kotéanyag mennyi-
sége 6s a brikettek szildrdsdga kozotti osszefiiggést kell megilla-
pitani.

Az eziranyd kisérleteim eredményeit a mér emlitett nyole
hazai szénre vonatkozélag a 4. tabldzatban 4llitottam Ossze, mig
e tabldzat f6bb adatait a 8-—10. dbrakon grafikusan tintet-
tem fel.

Ezeken az dbrdkon a szintes tengelyre a szdzalékos finom por-
mennyiség, a figgélyes tengelyre pedig a szildrdsdg (teljes vonallal
kihtizva), nedvességtartalom (szakadozott vonallal kihtzva) és
térfogatsily (pontozott vonallal kihidzva) lett felmérve.

Miel6tt a kisérletekbdl levonhaté kovetkeztetéseket ismertet-
ném, meg kell vizsgdini a kisérletek adatainak a megbizhatosdgit,
annyival is inkdbb, mert hiszen olyan kisérletekr§l van sz, melye-
ket teljesen azonos feltételek mellett rekonstrudlni szinte lehetet-
lenség. fgy pl. hogy a mintdba adott anyag hémérséklete, nedvesség-
tartalma, kezd§ tomoritése stb. ugyanaz legyen, az csak megkéze-
lit6leg, de abszolit pontossdggal nem valdsithaté meg; hacsak
nem akarjuk a kisérleteket rendkivili mértékben komplikdlni és
hosszadalmassd tenni. Ez egyébként azért is felesleges, mert ezek-
nek a feltételeknek az azonossagit az izemben sem lehet abszolut
pontossidggal betartani. Ha pedig a kell§ szilardsagi brikett gyér-
tdsanak a feltétele a megdllapitott feltételek abszolut pontos
allanddsaga volna, az ilyen eljardst a gyakorlatban amagy sem
lehetne hagzndlni.

Ami a tdbldzat egyes kisérleti adatait illeti, azok mindegyike
10—12 kisérleti eredménynek a kozépértéke. Mivel a kozépérték-
t6l valé eltérések itten is csekélyek, a részletes adatok kozlését
helykimélés céljabol itten is mellzom. Ebbbl a szempontbol tehdt
az egyes adatok feltétleniil helyesek. Kiillon meg kell azonban
vizsgalni azt, hogy a tdbldzatban a kotdszénpor szdzalékos mennyi-
sége 68 a brikett szilairdsaga kozott leolvashatod Osszefiiggés tény-
leg fenndll-e, azaz utobbira nem voltak-e befolydssal mds olyan
tényez6k, melyek a kisérlet alkalmdval nem vétettek kellSen
figyelembe. Itt f6leg a nedvességtartalomrdl és a brikett térfogat-
sulydrol lehet sz6, mely utébbi — ugyanazon nyersanyaggal dol-
gozva — bizonyos mértékben a brikett tomoritésének is a foka,




UJABB KISERLETI ADATOK A HAZAI SZENEK STB.

720 49/cm*

1 Varpafota.

700

——— e — — —

b e — e —— —

153

120 49/em?

700
|

e N N
QN
NS —8 3
N
T 7 1+
| B &
O
20 25 30 35 40 % 40%
3. dbra.
~§ "§
S &
X o
8 S
3. Tatabanya. 4 Nagybatony.
§ 8
o of
] &
o S
sfe - i
~
s N
e ——— L
SN S N ~ 3
Ry / AN
R e o = eSS N
/ ‘——’/
S
s i sp §
&: ---- ] e o O
20 25 30 35 0% 20 25 30 35 40 %.
5. abra 6. dbra.




154

FINKEY JOZSEF.

4. tablazat.

g  Brikettszén Var- | Nyomé- . N .
'§ eredete (Szem- || palotai | szilard- Ne;iéves M:;gas Suly fg‘e;_
5 ' nagys. és ere- |lszénpor| shg og g g Slgll
@ | detinedv. tart.) | —73p % | kg/cm? % mm y
1. | Vérpalota. 20 95 | 1715 | 242 | 582 | 1-20
a0 25 100 | 1717 | 234 | 568 || 121
:(),'637 s, 30 108 | 1793 | 232 | 568 | 122
0) 35 104 | 1738 | 228 | 555 || 122
10 120 | 1744 | 220 | 339 || 122
9. || Komis. 20 70 | 736 | 222 | 556 | 195
30 2 75 | 783 | @17 | 551 | 127
(3.17 o 30 90 | 892 | 207 | 529 | 198
%) 35 92 | 932 | 209 | 535 | 1-28
10 105 | 1075 | 202 | 519 || 198
3. || Tatabdnya. 920 45 | 1297 | 256 | 539 | 115
25 53 | 1348 | 242 | 567 | 118
(139;2 e 30 50 | 1363 | 250 | 584 | 117
0) 35 60 | 1401 | 242 | 571 | 118
40 63 | 1402 | 240 | 572 | 119
4. || Nagybdtony. 20 47 | 901 | 232 | 586 | 126
30 am 25 51 | 991 | 935 | 599 | 127
((5_900/) : 30 55 | 1013 | 236 | 589 | 125
° 35 65 | 1069 | 224 | 570 1-27
10 67 | 1090 | 224 | 568 | 126
5. | Dorog. 20 20 | 1574 | 934 | 69 | 1l
25 38 | 1588 | 236 | 585 | 123
(1%_—62 o 30 48 | 1610 | 227 | 570 | 12
0 35 54 | 1658 | 2149 | 552 1-26
20 58 | 1659 | 213 | 545 | 127
6. || Didsgyor. 20 95 | 1166 | 215 | 595 | 138
25 96 | 11-81 | 214 | 592 | 138
45’0-_93 A 30 98 | 1240 | 213 | 534 | 137
35 115 | 1285 | 203 | 563 || 138
40 105 | 1307 | 199 | 547 | 137
7. | Brennberg. 20 32 | 1414 | 237 | 6111 | 199
25 37 | 1450 | 234 | B97 | 198
Con o 30 40 | 1472 | 200 | 600 | 195
35 50 | 1529 | 231 | 584 | 126
40 55 | 1530 | 219 | B85 | 127
8. || Kisterenye. 20 73 | 1680 | 219 | 572 | 130
(3-0 95 75 | 1703 | 214 | 570 | 183
90-37 f,}“;n 30 87 | 1725 | 218 | 574 1-81
o 35 88 | 1740 | 210 | 559 || 133
40 103 | 1762 | 207 | 544 | 131
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-amiért is a kisérletekkel kapcsolathan ezeket is dlland6an meg-
hatdroztam. Amint mér emlitettem, ugyanazon nyersanyaggal
végzett kisérletek alkalmaval igyekeztem a brikettek nedvesség-
tartalmanak az é4llandosdgdt elérni. Mivel azonban a kétSanyag
nedvességtartalma nagyobb volt, mint a brikettszéné, természetes,
hogy az egyes brikettek nedvességtartalma anndl nagyobb, minél
nagyobb a ko6t8anyag szdzalékos mennyisége. A nedvességtartal-
mak kozott az eltérés azonban olyan csekély, hogy az semmi
esetre sem moddosithatta a szildrdsagl értékeket lényegesen.

Az 5. tdbldzatban Osszedllitottam a szildrdsdgi értékek leg-
nagyobb kilonbségét és az ennek megfeleld nedvesség- és térfogat-
stlybeli kiilonbségeket.

5. tablazat.

Kisérlet sorszdma 1 2 3 4 5 ‘ 6 I 7 ) 8

Legn. szilardsagkiilonbség % (! 26:-3 | 50-0 | 40-0 | 42-6 | 93-3{21-0| 71-8/29-1
Nedyv. tartalom kiilonbsége % [ 029|339 | 1-05 | 189|085 | 1-19 | 1-16/0:82
Térfogatstly-kiilonbség .. ..{0°02|003 | 0-04 | 0°00 | 0-06 | 0-00 |—0-02 0-01

A szildrdsdgbeli kiillonbséget mindig a legkisebb szildrdsig
szdzalékdban adtam meg. Tekintettel a tdblazat adataira, valamint
arra a korilményre, hogy a nedvességtartalom névekedésével a
szildrdsdg nem mindig noévekedik, hanem olykor csékken is, be-
l4that6, hogy a nedvességtartalom csekély véltozésa semmi esetre
sem modosithatta lényegesen a szdzalékos pormennyiség és szildrd-
sdg kozottl Osszefiggést.

Lényegében ugyanez mondhaté a térfogatsilyok valtozasirol
is, amiért is ezt illetSleg esupén az 5. tdbldzat utolsod sordra utalok,
hol a megfeleld térfogatsilykiilonbségek vannak osszedllitva.

Ezzel tehdt kimutattam, hogy a porszén mennyisége és a bri-
kett szildrdsdga kozott megdllapitott osszefiiggést megbizhatonak,
helyesnek kell elfogadni.

A 4. t4bldzat szerint az 1., 8. és 6. sz. kisérleteknél megfigyel-
het§ a szildrdsidgnak 4tmeneti csokkenése, a tobbinél azonban
nem. Ennek oka abban keresendd, hogy a finom por mennyiségé-
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nek a viltoztatdsa 5%-onként tortént, amely mennyiségek mellett
a kritikus érték tul lett haladva. Erre mutat a tdblazatban két
egymaést kovetd s egymashoz igen kozel es§ szildrdsdgi szédm 1s
(pl. a 2. kisérletnél 90—92 kg/em?, a 4.-nél 65—67 kg/em? és 1. t.).

Létjuk a t4bldzatbdl azmt is, hogy a vdrpalotai, komldi, dids-
yyor és kisterenyer szénbdl feltétlenil lehet ezzel az eljaréssal
kell§ szildrdsdgia brikettet elGallitani, mig a tatabanyal, nagy-
batonyi, dorogi és brennbergi szénbél elSéllitott briketteknél a
szildrdsdg nem megfelels. A sikeres kisérleteknél 25—309%, finom
szénpor hozzdaddsa dltaldban elegendd, st a varpalotai és dids-
gyOri szenekbl mar 209%-nak a hozzdaddsa mellett is jomindségli
brikettet lehet elGdllitani. Ha pedig az egyes szenek fizikai tulaj-
donségait tekintjiik, ugy kitéinik, hogy azok, melyekb6l nem nyer-
tem kell§ szildrdsdga briketteket, tehdt a tatai, nagybdtonyi,
dorogi és brennbergi szenek, mind kemények és szildrdak, a tob-
biek pedig ldgyabb és kevésbbé szilird szenek. Mindez kell§ ma-
gyarazatdt adja az egyes kisérletek sikerének, avagy sikertelen-
ségének.

A négy sikeres kisérletsorozat elegend§ ahhoz, hogy meg-
allapitsuk, hogy melyek azok a hazai {bb széntipusok, melyeknél
ez az eljaras alkalmazhato, és hogy megitélhessiik ennek az eljirds-
nak gyakorlati jelent&ségét is. Ha t6bb el6fordulds nem is johetne
sz6ba, mint a véarpalotai lignit, a dundntuli liasz-szén s salgo-
tarjani és borsodi szenek, helyesebben lignitek, mér ez is feltét-
leniil nagy nemzetgazdasdgi jelentGséget ad ennek az eljdrdsnak.

Ami pedig a sikertelen kisérleteket illeti, egyrészt ninesen
kizdrva, hogy a kisérleti feltételek (els6sorban a présnyomas)
megfelel§ valtoztatdsdval esetleg ezeknél is j6 eredmény érhets el ;
mésrészt nem feltétleniil szitkséges, hogy egy és ugyanazon eljdrds
szerint bérmely hazai szénbll jominGségli brikett legyen gydrt-
haté, mikor sok hazai szén fizikai tulajdonsdga lényegesen eltér
egyméasétol.

Ha szénnel, mint kotdanyaggal készitiink brikettet, joformdn
a szildrdsdg az egyediili tényez§, amire kiilonos tekintettel kell
lenniink, mert hiszen egy igy készilt brikett egyebekben éppen
Ggy viselkedik, mint maga a szén. A szildrdsdg szempontjibol
nagy fontosséggal bir a brikett nagysdga, silya és alakja. Kisebb
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brikettek, ugyanolyan présnyomds alatt, nagyobb szildrdsigot
nyernek, mint a nagyobbak; egyenl§ szilirdsdg mellett is tarts-
sabbak, kiilonosen, ha alakjuk is megfelels, tehat élekkel, melyek
kénnyen letéredeznek, nem birnak. EbbSl a szempontbél igen
célszeri a tojasalak. A tojdsbrikettek silya altaldban 35—185 ¢
kozott valtozik, legtobbszor 60—70 g. Ha a brikett szildrdsdga
megfelelS, a szokdsosnal joval kisebb, kb. dionagysdga brikettek,
a legtobb tiizeléberendezésben kitlinGen eltiizelhetSk. Ilyen 17—18 g
gulya didbrikettek (kb. 8 em 4dtmérdjli gomb) az ismertetett el-
jarassal, ardnylag mérsékelt présnyomassal igen nagy szildrdsdg-
gal lennének el@allithatok s ezeket a szénfogyasztok feltétlenil
megkedvelnék.

Mdsrészt igaz, hogyha a brikett silydt esokkentjilk, 4ltald-
ban a prés teljesitménye is kisebbedik. Azonban ezen is lehet javi-
tani. Legujabb, bar mas kotSanyaggal végzett németorszdgi kisér-
letek * igazoljdk, hogyha a préselést megelz6leg a brikettanyagot
helyesen készitjuk el, akkor a hengeres prések keriileti sebessége,
tehdt teljesitménye is a normélis értéknek kb. hdromszorosdra
fokozhat6 (30 cm/sec helyett 90—100 cm/sec; 8 ennek megfelelGen
15 t/h helyett 45—50 t/h). Szerintem ez lenne az az t, melyet
brikettgydrainknak kovetni kellene.

*

Az el6z6kben ismertetett kisérleteket a Széchenyi Tudomdanyos
Térsasdg anyagi tdmogatisdval végeztem, amiért e helyen is hélds
koszonetet mondok.

1 Glickauf. 1931. 44. sz.

(A. M. T. Akadémia III. osztalydnak 1935. apr. 15-én tartott ulésébél.)
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Von JOSEF FINKEY, korr. Mitglied.

Vorliegende Abhandlung ersche