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A KRYPION I. SZINKEP FOLEG ULTRAVOROS
VONALAINAK ZEEMAN-FELBONTASAIROL.

POGANY BELA r. tagtol.
Elsé kozlemény.

Székfoglald értekezés.

Amig az egvszer ionizalt krypton-atém vonalainak Zeeman-
felbontdsait a kozelmultban maga ZrEmMaAN és Baxker,! majd
Bakxker és DE Bruin*® megvizsgdltik, addig a neutrdlis Jrypton-
atom vonalai koziil mindéssze kettének, az 5570 A és 5870 A hullém-
hossziasdgu zold és sdrga szinképvonalaknak Zeeman-jelenségei-
r6l van egy régebbi, LorMaNNtél® szdrmazo inkdbb kvalitativ
jellegli észlelés, bar njabban MEceERs, pE Bruin és HuMpHREYS *
e szinképnek igen részletes és teljes analizisét adtdk. LomvMaNny csak
annyit kozol, hogy a sarga vonal kézel normélis triplettet mutat,
a z0ld vonal pedig a normalisndl nagyobbat.

A neutralis krypton-atom szinképvonalainak Zeeman-felbon-
tdsal ijabban annvival is inkabh érdekkel birnak, mert egyrészt
tudjuk, hogy anomalis g-faktorok varhatok, vagyis olyanok,
melyek a két szélsé kapesoldsi esetnek, a Rus-ell-Saunders-féle
kapesoldsnak és a [jj |-kapesolasnak egyikéhez sem tartoznak, hanem
e kettd kozotti dtmenetnek felelnek meg. Mdasrészt ijabban Hous-
Tox " a hullimmechanika alapjan, Gouvpsmit® pedig egyvszer{ibb

I C.J. BARKER, P. ZEEMAN: Proc. Amsterdam 32. 565. 1931.

2 (. J. BAKKER, T. L. de Bruin: Ztschrft f. Phys. 69. 36. 1931.

3 W. Lommaxn: Phys. Z. 7. 809. 1906.

4 F. MEccERs, T. L. de Bruin, (. J. HHuvprHRrEYS: B. J. Jour. Res.

7. 643, 1931.

> W. V. Houvston: Phys. Rev. 33. 297. 1929.

6 8. Govupsyit: Phys. Rev. 35. 1325. 1930.
LI 1



2 POGANY BELA.

meggondolasokkal a ps, ds elektronkonfigurdciokra vonatkozoéan,
majd LarortE és INaris ? a p°s, d% elektronkonfiguraciokra vonat-
kozéan formuldkat adtak, melyek alapjan a g-faktorok a mégneses
tér nélkiili term-multiplettek felbontasaibél a Russel-Saunders-féle
és [77]-kapesolds kozotti barmilyen dtmeneti kapesolds esetére ki-
szdmithatok.

A pPs elektronkonfigurdcié mar mostan a nemes gazok neutrélis
atémjaiban lelhet§ fel, de az egyetlen megvizsgalt termcsoport,
melyen a Laporte-Inglis-féle formuldk a tapasztalattal ossze-
hasonlithatok voltak, a Neon I. szinkép 2p°3s konfigurdcidjanak
termesoportja, melynek mdgneses felhasaddsait Back vizsgdlta
meg. Szerfolott kivinatos azonban, hogy mennél nagyobb észlelési
anyag alljon rendelkezésre és a neutrdlis krypton-atém erre anndl
is inkdbb alkalmas, mert az atémszdm novekedésével a g-faktorok
értékeiben mutatkoz6 anomélidnak, a Landé-féle értékektdl valod
eltérésnek novekednie kell.

1. Kisérleti berendezés.

a) Fényforrdas. Fényfor-

—-€ rasul az 1. dbrdban lithato
Geissler-csé szolgalt. Ennek
a magneses térbe keriil§ Sz
szilik része olvasztott kvare-
bol késziilt, melyhez Schott-
'T' ,Sl féle é4tmeneti darabokkal
csatlakozott a két tivegvég,
melybe a Wolfram-elektro-
dok be voltak forrasztva.
A mégneses térbe kerilt
L rész azért készilt kvarehol,
. mert iivegesovek nem bir-
1. 4bra. tdk a nagy igénybevételt,

mikor pl. 100 6rés expozicidk

alkalmdval a mdgneses tér. dllandéan a falhoz nyomta a kisiilést.
E Geissler-cs6 haszndlata a szinkép lathaté részében erdsen

1 0. LarorTE, D. R. INcLis: Phys. Rev. 35. 1337. 1930.



A KRYPTON 1. SZINKEP FOLEG ULTRAVOR(GS VONALAINAK STB. 3

.

korldtozva volt az elmaradhatatlan CO és egyéb sdvok miatt,
melyek a Kr. 1. szinképre részben rafekiudtek. Az ultravérss szin-
kép azonban teljesen mentes volt zavard savoktdl. A Geissler-csg
egy kis transzformdtornak szekundérkorében sorba volt kapesolva
néhdny ezer cm kapacitdsi minospalackokkal. A transzformdtor
szekundérje néhany ezer Volt fesziiltség mellett kb 20 MA 4ramot
adott a Geissler-csGbe.

b) Mdgneses tér. A felvételekhez hasznailt ardnylag kicsiny,
83000—12000 Gauss erdsségli mdagneses tereket elészor az intézet
nagy léghfitéses Boas-féle elektromagnesével, majd késébb egy
kozonséges régebbi fajta (Société Genevoise) elektromdgnessel léte-
sitettiik. A hosszli, tobb napig tarté expozieiok alkalmédval némi
gondot okozott a mdagneses térerésség dllanddsitdsa. Az elektro-
magnes tdpladldsdhoz szitkséges dramot ugyan az intézet nagy
akkumuldtortelepébdl vettiik, mely egyidejlileg allandéan toltd-
dott, de ez az dramer(sség mégis ingadozdsokat mutatott a szerint,
hogy a mégnes tekercseinek ellenalldsa a kérnyezet hémérsékleté-
vel hogyan véltozott. Ezért a mégnes szdrait egy duplafala edény-
nyel vettiikk koril, melyben éjjel-nappal cirkuldlt a vizvezetéki
viz. A magneses térerGsség mérése eleinte a szokdsos médon a
Zm 4680 vonal felbontdsa alapjdn tortént. E felbontds abszolut
értékét az intézet nagy 6, 5 méteres konkdv ricsdval mértik meg.
Az igy mért mdgneses terekkel azutin «kalibraltunks néhdny a
felvételeken allandoan szereplS vonalat és kés6bb azokat hasznél-
tuk fel a mdgneses térer§sség mérésére. llyenek gyanant haszndl-
tuk az ultravordsben a 8059, 7854, 7685, 7587 A tripletteket, a
zoldben az 5570-es vonal felbontdsdt, mely szigortian mdsfél nor-
mdl 3P,—3P, triplettnek bizonyult. Kit{ing ellendrzést nyujtott
tovabbd az ultravorosben és nagyobb terekben a mégneses tér
er§sségét illetGen a mindig nagy erdsségben jelentkezd 8112 A vo-
nal felbontdsa. E vonal a 4p55s3P,—4p35p 2D, 4tmenetbd] kelet-
kezik, tehdt a g Gsszegtétel értelmében a kapesoldstdl fiiggetleniil azt
a felbontdst kell mutatnia (5 drb z és 10 drb ¢-komponenst), mely
szigori Russell-Saunders-kapesolds esetében is varhatd, mert a
4p35s konfigurdcioban a j=2 és a 4p35p konfigurdeiéban a §=38
csak egyszer fordulnak el§. A megfigyelések, melyeket a Zn 4680
vonallal mért mdgneses terekben végeztiink, ezt igazoltdk. Az emli-

. 1*




4 POGANY BELA.

tett vonalak alapjdn meghatdrozott mdgneses térerdsségek a kozép-
értéktsl + 2 %, eltérést mutatnak, pl. a 47. lemezen

8059 A alapjan .... H — 4250 = 4331 — 81 Gauss
7854 « « e 4325 =4381— 6 «
7685 « « oo 4400 = 4381 + 69  «
7587 « « oo 4350 = 4331 + 19 «

¢) Spektrograf. A Zeeman-felbontdsok mérésére az intézet iiveg
Lummer-lemezét hasznaltuk, melyet az el6felbontas céljabol a
fényerds Zeiss-spektrograffal kombindltunk. A Zeiss-spektrografba
az tiveg-optikdt helyeztik. A Lummer-lemez a Zeiss-cégtél szdr-
mazik, 4tmérdje 240 mm, vastagsdga d=>5.718 mm. A BKT tipust
ivegb8l készilt. A cég 4ltal megadott néhdny toérésmutatoérték
alapjdn a Hartmann-formuldja:
91-285
n - 14971 + 1909

hol 2 A-egységben kifejezve hasznalandé. A Lummer-felvételek
abszolut kiértékelése céljabol sziikség van a

a2y n—1
dk 2 dan
(n2—1——lnd—2)
. o . . ai .
diszperzi6-intervallum ismeretére. A T hanyados megmondja,

hogy mekkora az a d2 hullimhosszintervallum a k-adrendi szin-
képben, mely a A hulldmhosszisdg k-adik és k--1-edik szinképe
kozé esik. (A k-ad rendl 2+4-d2 egybeesik a k+1-ed rendfl 2-val.)

—@l-t mint ) fiiggvényét Lummer-lemeziinkre vonatkozoéan

dk
a 2. 4bra mutatja. A Geissler-csg le volt fedve egy ernydvel, mely-

nek kiesiny nyildsa a kisiilésnek csak arrél a részérdl engedett fényt
a spektrogrifba, amely rész a mdgneses tér kozépsé homogén részé-
ben volt. Kozvetleniil e kicsiny nyilds mogott volt a Nieol, mely
hol a 7, hol a g-GsszetevBket engedte csak 4t. A nyildst egy 2:5 nyi-
ldsd, 10 em gyujtotdvolsdgi Tessar képezte le a spektrograf kolli-
mitordnak résére. Hogy a Lummer-lemez teljesit6képességét ki
lehessen haszndlni, gondoskodni kell arrél, hogy hémérséklete az




A KRYPTON I. SZINKEP FOLEG ULTRAVOROS VONALAINAK STB. 2

expozicié alatt ne ingadozzon 0:01 C-nédl nagyobb értékkel.! Tekin-
tettel arra, hogy jelen vizsgalat alkalmdval az expozici6-idék
5 6ratol 120 ordig valtoztak, ez kiilonleges berendezkedést igényelt.

Lo
05 -

04 4
05

02 -

of 7 -

4000 5000

2

&

A hlmérséklet messzemend dllanddsitdsa nemesak

6000

4 b ]
7000 8000 A A

abra.

a Lummer-

lemeznél fontos, hanem mds nagyfelbontdst spektroszkopiai beren-

dezésnél is, igy pl. nagy konkév-
racsokndl is, stb. Ezért az inté-
zet alagsori spektroszkopiai la-
boratoriumdnak berendezésénél
ugy jartunk el, hogy a kb.290 m?
helyiségbdl elkilonitettiink ot
kisebb helyiséget a kilonbozs
spektrografok szdmara. E helyi-
ségek mind egy nagyobb terem-
bé6lnyilnak (3. dbra) ; e teremben
kozosen vannak elhelyezve a hé-
mérsékletingadozdsokat létesitd

y 4
o
Po
- e r—
b
45
L
3. abra

berendezések, Ggymint aramforrdsok, transzformétorok, szivattyuk,
elektromdgnesek sth. A kisebb helyiségekben kizdrolag a spektrogré-

1 Lésd pl. G. Haxsen: Zeitschrift f. wiss. Phot. 23. 19. 1924.




6 POGANY BELA.

fok nyertek elhelyezést, melyekhez az analizdlando fény a falakon
véagott kicsiny ablakokon keresztiil jut. E kisebb helyiségek a nagy
teremtdl, egymdstol és a kiilvildgtol, hdszigetel likacsos téglakkal,
celotexszel, sth. vannak elvdlasztva. A kozponti fités futStestei
csak a kozos nagyteremben vannak, az intézeti személyzet is dlta-
ldban csak itt tartozkodik, a hosszu felvételek alatt a spektrografok
szobdiba bemenni tilos. Ezdltal a durva hémérsékletingadozdsok
mdr ki vannak kiiszobélve. A finom szabélyozdst azutdan automatak

j‘w

végzik, melyeket az intézet miihelyében éllitottunk ossze. A spek-
trograf szobat elektromosan egy kevéssé a kornyezet hémérséklete
folé fltjuk. A szobaba egy éthergéz-hémér§ van szerelve, 4. dbra,
mely méar minimalis h6mérsékletesokkenésnél zdr egy higanykon-
taktust, midltal egy hdromelektrodds csé récsa fesziltséget kap.
Az andédaram kapesol egy érzékeny relaist, amilyet az automata-
telefonban haszndlnak, e relais pedig zér egy mdgneses kapesolot,
mely egy elektromos flitGtest dramdt kapesolja. E kapesoloberen-
dezés a nagyteremben van elhelyezve, miikodése jelzldmpdkkal
dllandéan ellendrizhetd. E kapesoloberendezés érdekessége, hogy
nem vesz igénybe akkumuldtort, hanem a hélézatrol vett feszilt-

4. dbra.
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ségekkel mlikédik, ami 4ltal elesnek az akkumuldtorokkal egybe-
kotott kényelmetlenségek és az izembiztonsag fokozodik. A kap-
csolds jellegzetes momentumair6l Basits Vikror més helyen be
fog szémolni. fgy az egész szoba hdmérséklete 1° C tort részére
allanddsitva van. A Lummer-lemez e szobdban egy vastag dupla-
falt szekrénykében van, mely vizfallal veszi koril. Hogy ily médon
a Lummer-lemez hémérséklete a hosszt expozicidk alatt is a kell6
mértékben 4llandésitva van, bizonyitjdk az 5.—7. dbrdkban be-
mutatott felvételeken lathatd éles interferencidk.

d) Fényképezési anyag. A kérdéses krypton-vonalak kozil a
legerésebbek a szinkép ultravéros részében T000—8500 A koril
vannak. E vonalak Zeeman-jelensége a Lummer-lemez szdméra
az 1j, az ultravorosben érzékeny fényképezdlemezek dltal valt
hozzdférhetévé, A felvételekhez Ilford Infrared, Hypersensitive
panchromatie, Agfa Infrarot 810 és Perutz Persenso-lemezeket
hasznaltunk.

A Lummer-felvételek kiértékelése.

A felvételek kiértékelését a HumprHrEYS ! és Mac Nair 2 altal
18 haszndlt egyszer mdédon linedris interpolatioval eszkozoltiik.
Az eljdras legegyszeriibben egy példdn tekinthet§ 4t. Az 5. dbrin
lathaté egy Lummer-felvételnek 4-szeresen nagvitott mdsolata.
A felvétel az ultravords vonalak mégneses felbontdsdnak =-kom-
ponenseit mutatja 11800 Gauss erdsségli magneses térben. (A n-kom-
ponensek elektromos vektora parhuzamos a magneses térerdsség-
gel.) E felvételnek egy tovdbb nagyitott részletét mutatja a
6. abra. A 8112 vonal 7-kvintettje és a 8190 vonal z-triplettje meg
van jelolve. A 7. dbrdan meg van jelolve a 7694 vonal z-triplettje
stb. Ha pl. arrél van sz6, hogy megmérjiik a 8112 A hulldmhosszua-
84gl magneses r-kvintett két osszetev@jének d2 hulldmhosszkiilénh-
ségét, akkor a két vonal z; tavolsagét (6. abra) osztjukﬂ—r Tzﬂt.l_ -vel,
vagyis az x;-t tartalmazd alaptdvolsdgok Lozepével és szorzunk
a %)I\ = 0-508 A értékkel, mely érték a 2. dbra gorbéjébdl veendd.
Az eljarast mégegvszer illusztrdlja a kérdéses felvétel fotometer-

gorbéje a 8. dbrdban.

1. J. HuovpHrEYS: B. S, Jour. Research. 7. p. 159. 1931.
2 Mac Nair: Phil. Mag. 2. p. 613. 1926.
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Egy felvételen ugyanaz a magneses felbontds 20 usque 30
kiilonb6z8 rendben megtalalhato, egy felvételen tehdt ennyi fiigget-
len mérés eszkozolhetS. A felvételek kimérése dltalaban az eredeti

9. abra.

negativon Zeiss-komparatorral tortént. Tekintve, hogy egy fel-
vétel 20—30 észlelést adott, minden Osszetévire csak egyszer lett
bedllitva. Egy felvételrdl igy is 20—380 leolvaséds kozepét nyerjiik.
A kérdéses 8112 vonal mdgneses Osszetevli nem tartoztak a til-
sdgosan éles vonalak kozé, mint az a reprodukeiokbol is lathato.

i Gaibe aatias L n




12 POGANY BELA.

Ezt a vonalat kisérletképpen hdrom kompardlé — koztitk magam

is — kimérte, mindegyik rendben egv-egy leolvasdst eszkozolve,
a hdrom eredmény:
_ di
a; + g .
0-128 0-065 A
0-126 0-064 A
0-132 0-067 A

BEnnek a mérésnek a pontossaga tehat kb. 4 9,

Elesebb vonalak, mint pl. a 7694 O-triplett Osszetevinek
tdvolsdga kb. 29, pontossiggal mérhetd. Két mérés pl. a triplett
sz6ls6 Osszetévljének a kozépsé Osszetévdtdl mért tdvolsigira a

2x; .
a;+ @iy
0-370 0165 A
0-365 0-168 A

eredményre vezetett.

Ez a pontossig az interferenciak kiértékelésénél elegendd
volt, mert a mdgneses tér sem volt pontosabban mérhetd.

Tekintettel arra, hogy a Zeeman-Gsszetevék a Lummer-képen
nagvobb felbontdst mégneses multiplettek esetében tetemesen
egyméasba nyulnak, kilénbozé térerdsségi felvételek késziltek
2000-t31 12000 Gaussig, hogy igy nyomon kiévetve a mdgneses
multiplettnek a térerdsséggel ardnyos széthuzdddsat az ugyanazon
rendl interferencidhoz tartozd OsszetevGk egyértelmiien esopor-
tosithatok legvenek. A 8. dbrdban ldthatok kalonbozd térerdsségt
. -OsszetévBk. A 7857 A és a 8059 A hulldmhosszisdgi vonalak a
normalisndl nagvobb, illetGleg kisebb triplettet adnak mégneses
térben. Ezen triplettek két s-0sszetévije, melyek ugyanazon rend
mterferencidhoz tartoznak, melyeknek tdvolsdga adja tehdt a trip-
lett teljes felbontdsit, az abrdn kampods jellel Gssze van kotve.

A mérésy eredmények:.

Az ultravorés szinképvonalak, melvek Zeeman-felbontdsait
megvizsgaltam, a kovetkezd termek?! kombindeioi:

1 MEceERs, de BrRuiNx, HuMPHREYS 1. c.



A KRYPTON 1. SZINKEP FOLEG ULTRAVOROS VONALAINAK sTB. 13

1. Tablazat.

Elektron- Paschen- v em=1 i
konfiguracié jelzés
— g 32943,165 2 3P,
4p®3s 3, 31998,139 1 3P,
8y 27723,281 0 5P,
4 27068,192 1 1P,
_ Pio 21746,389 1 38,
Py 20620,503 3 8D,
Ps 20607,524 2 1D,
P, 19950,507 l 1P,
Ap®sp Pe 19791,563 2 3p,
Ps 18822,039 0 18,
Py 15318,979 1 3D,
Vs 14995,746 1 3p,
Ps . 14969,727 2 3D,
Py 14054,824 0 3P,
!

Az utolsé oszlopban taldlhatok a termszimbolumok, melyek
tiszta Russel-Saunders-kapesolés esetében az s-,illetSleg p-termekhez
rendelhet6k volndnak. Az adott esetben e szimbolumok ecsak arra
szolgdlnak, hogy a termek a j kvantumszdmokkal egyetemben
roviden megjeloltessenek, de semmit sem akarunk e szimbolumok-
kal mondani a kvantumvektorok kapesoldsdt illetden. Bar a tiszta
Russell-Saunders-kapesoldst6l messze vagyunk, azért a fenti szim-
bolumok hozzdrendelése a termekhez, pl. az 1D,, 3P, és 3D, szim-
bolumok hozzdrendelése a hédrom p-termhez, melyek bels§ kvan-
tumszdma j=2, nem 6nkényes, hanem ugy tortént, hogy az eltérés
az észlelt g-faktorok és a szimbolumokhoz tartozé Landé-féle
g-faktorok kozott a legkisebb legyen.

A koévetkez$ tdbldzatban van osszedllitva az észlelések ered-
ménye.
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2. Tablazat.
AA TL—"L'; 7 Osszetévik ¢ Osszetévik g 9’
. L.|+05 405, +1:00 1:00 | 0:50
8508 Bs'P,—5p3 " Toce T
‘ o8 Pl 5p D] é. _*__0.59 iO.GS, il‘zﬁ 1-26 | 0-68
L L.| 103 +1-00, +1-50 15 |1-000
8298: :)bgl)l—f)plpl s. i0'242 il-OOE&,i—l'Q:’) 1-25 | 1:008
[ 6 -
! . L.|0 +1:50 130 | 1-50
' 3D 3 et
* N +O33{i1-00,i1-17, +1-33
‘ L. : 831 £1°50, £1-67 150 | 133
8112' 5s3P,—5p? Py FPY
D o, 3018, %082 b0, 1119, 4137 | 150 133
¥153, ¥1-70
_ —
: . L. | 4050, +1:00 | 4050, +1-00, +1-50, +2:00| 1-50 | 1-00
4 3 . 1 a 'y 1 A s L RN y
8104 5°P—0p'Dy | '¢"| 141, 1081 | +0°70, 4109, 1150, £.189| 150 | 109
; T
P "L.|0 1050 050
59 5s3P. —Bp3 -
J | T
! Lo *15 15
{7854 5°Py—bpPy | | 15 13
i i ! —
76941 5P 5pip. | L-| 0 10D +1-00, +1-50, +2-00 15 | 100
| TR g 0, 10503 1198 15 | 101
- L |0 +1:00 100
7685 aslpl—»ﬁpspo s lo 1123 1-23
- yp | IO +1:50 150 | 1:50
7601] 5s3P,—5p°P, o | 1011 4090 |~ 150 | 1-39
. L [, N
7587) 55°P~5p'S, | o |0 o o
L. |0 +150 150 | 150
5570 5s3P,~bp3P, e |0 1149 1.?)0 1-50
5662| 5s9P,—5poD, | L | 1033, HO67 | 083, £117, £150, 1183|150 | 117
: ?| 6. | £0:315, 062 130 | 1:185
I - P
- L.|0,405 5,20
4362 083P2—6pssl } 6 0: iU'394 15 1-824
—
o
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A 2. tdbldzat negyedik és 6todik oszlopdban taldlhatok a még-
neses osszetevlknek a normélis felbontdsban, mint egységben ki-
fejezett tdvolsdgai a médgneses tér nélkili vonal helyétsl. Minden
szinképvonalndl az elsG sorban a L betli utdn a Russell-Saunders-
kapesolds esetében vdrhaté felhasaddsok, a mdsodik sorban az
észlelt felhasaddsok vannak bejegyezve. A 8190 & és a 7694 A
vonalak g-Osszetev(li koziil esak a két legerdsebb lett kimérve, a
7601 A, 5562 A és a 4362 A vonalaknél esak a m-komponenseket
mértitk ki. A mdgneses 6sszetevSk tdvolsdgdt a legtobb szinkép
vonalon tébb kitllonbozd térerdsség mellett mértiik és az igy kapott
tdvolsag azutdn osztva lett az illet§ térerdsséghez tartozd normdlis
felbontdssal. A megadott értékek dltaliban kalonbozd lemezekrsl
nyert kozépértékek. A hatodik és hetedik oszlopban taldlhatok a
g-értékek. Egyes termek g-értéke tobb kilonbozé szinképvonal
felbontdsaibol adddik: (Ldsd 8. tdblizat.)

A g-osszegtétel — tudvalevlleg az egyetlen 4ltaldnos ered-
mény a magneses felbontdsokat illetéen, mely minden kapesolds-
nél érvényes — mint lathato, ki van elégitve.

Az s-termekre vonatkozdlag:

megfigyelt Lanpg
553P, 1-25 1-50
55 1P, 125 1-00
2:50 2:50)
A p-termekre vonatkozolag:
megfigyelt LiNDE&
5p°P, 1-41 1-50
5p3D, 1-19 1-17
5piD, 1-09 1-00
369 367
A j=1 belsd kvantumszdémmal birdé 5p-termek koziil hidnyzik
5p3S,.
A g¢-Osszegtételbdl kovetkezne:
megfigyelt
5p3D, 0-68
5p*P, 1-50
5plP, 1-01

3-19
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3. Tablazat.

| * _
| g | g
| |
8112 A 1,50
8104 » 1,50
7694 » 1,50
553D, 7601 » 1,50 1,50
5570 » 1.50
3562 » 1,50
4362 » 1,50
8298 » 1.25
5s3P, 8190 » 1,27 1,25
7587 » 1,24
sip 8508 » 1,26 19
8 25
"5 7685 » 1,23
5p3D, 8112 » 1,33 1,33
5p3D, 3562 » 1,185 1,19
8508 0,68
5p3D, ’ 0,68
8059 » 0,67
8190 1,42
5p°P, ’ 1,41
7601 » 1,39
7854 » 1,50
5p*P, 1,50
P 5570 » 1,50 -~
6p38, 4362 » 1,82 1,82
5p'D, 8104 » 1,09 1.09
8298 1,00
5ptP, ’ 1,01
7694 » 1,01

Marad tehdt az 5p3S;, g = értékére: 5—819 =1-81. Bz a
term a 8928 A vonalban szerepel. Ennek megfigyelése folyamat-
ban. Egyelére csak a 6p 3S, g értéke van megmérve, mely 1-82-nak
adodott.
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KrI Nel (Back)
4p*5s P

2
51|
121 |
H{
5 R R S SR Rt W A S

10. abra.

A g osszegtétel tehat ki van elégitve. A g-osszegtétel értelmé-
ben az 5s °P, és 5s °P; termek ¢-értékei a kapesoldstol fiiggetlenek.
A kapesolas esak az 5s P, és 5s 1P, termek ¢ értékeit érinti. A 10.
abraban lathatok a Laporte-féle?

1 ot
=190y T ATF D @ =P F A0F O

formuldkkal szdmitott g-értékek a p5s konfigurdei6 j=1 be'sd
kvantumszdmmal biré két termjére vonatkozolag az x' kapesoldsi
parameter fiiggvényében. 2’ értékét a konfigurdei6 4 termjének
magneses tér nélkili viszonylagos elhelyezése hatdrozza meg.
A kryptonatom 4p® 5s konfigurdciojdban 2’'=0-92. (Ldsd Laporte,
Table I.) Az ennek segitségével szdmithato g értékek 1-257 és 1-243.
Az egyezés az dltalam észlelt értékekkel nagyonjo. Rovidesen

1 Laporte 1. c. p. 1339. (4) formula.

LI 2
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kézolni fogom a kérdéses g-gorbék mds pontjaira vonatkozé ered-
ményeket is; a folyamatban lév§ vizsgdlatok argonra és xenonra
is ki fognak terjedni.

Munkatdrsaimnak dr. Basits Viktornak és dr. Scamip Rezsé-
nek e helyen is hdlds koszonetet mondok.

A M. Kir. Jézsef-M{legyetem fizikai intézete. 1938. oktdber
ho 9-én.

(A M. T. Akadémia ITI. osztdlydnak 1933. okt. 9-én tartott iilésébdl.)
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A KONDENZALT KISULESEK UJ ELMELETE

ES KISERLETI MEGVIZSGALASA.
BAY ZOLTAN-tol.

Egyik el6zé dolgozatomban® foglalkoztam ritkitott gdzokban
végbemend oly elektromos kisiilésekkel, melyeknek dramgérbéje
diszkrét dramlokésekbdl dll, az dramlokések egy meredek emel-
kedést, igen nagy maximdlis intenzitdst, egy gyors esést tartal-
maznak. Ezeknek az dramlokéseknek kisérleti elGdllitdsa 4ltald-
ban egy kondenzdtornak a kisiilési csovon keresztiil valé kistitésé-
vel valodsithaté meg (dramlokéseket elGdllitottam kondenzdtor
nélkill is, a kivant dramgorbe elektromdgneses gerjesztésével), igy
tehat e kisiillések az irodalomban «kondenzalty kisiiléseknek neve-
zett jelenségek csoportjaba tartoznak. Tekintettel arra, hogy az
irodalomban nem taldlhaté meg a kondenzdlt kisiiléseknél fellépd
folyamatok pontos definicidja és vizsgilata, szilkségesnek tartot-
tam egy az eddigiektdl figgetlen 4j modszerrel az emlitett dolgo-
zatomban elért eredményeket kontrollilni és tovdbbfejleszteni.

El6z6 moédszeremben az dramlokések idtartamdnak megha-
tarozdsa a pozitiv oszlop fényemisszidja alapjdn tortént. Bir az
esetleg fellépd utdvildgitdst (mint pl. neon esetén) el lehet hatd-
rolni az dram dthaladdsa alatt gerjesztett fényemissziotol, mégis
sziikségesnek tartottam egy tisztdn elektromos mérési mdédszer
megadasdt az dramgorbe id8beli lefolydsdnak vizsgalatira. Eddigi
eredmények alapjan a varhato id6tartamok 10—5—10-® sec. nagysag-
rendbe esnek, oly korillmény, mely a katédsugar-oszeillogrdf alkal-
mazdsat nehézkessé teszi és alkalmatlannd egy a kisérleti feltételek-

1 Bay ZoLTix: M. Tud. Akad. Math. és Term. Tud. Ertesitdje
XILVII. 569, 1930.
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ben viltozatos nagy terillet dttekint6 megvizsgdldsdra. Az itt
hasznélt modszer egyszeri és gyors volta miatt megengedi az dram-
lokéseknek kiillonbo6z8 koralmények kozott nagy szdmban valo
megvizsgaldsat. '

Az ) modszer alapjdn elvégzett mérések kvantitative meg-
erdsitették eddigi vizsgdlataim eredményét: a kondenzdlt kisiilé-
seknek a kozonséges kisiilésektd] eltérd sajitsdgai az enorm nagy
értékeket mutatd dramintenzitdssal hozhaték vonatkozédsba.

Az eddigi eredmények igazoldsdn felil kisérleti bizonyitéko
nyert, hogy a nagy dramerdsségek a kezdeti esillo kisiilésnek alkal-
mas korilmények kozott fvkisiilésbe valé dtmenete folytdn johet-
nek létre. A moddszer alkalmasnak bizonyul ritkitott gazokban
végbemend ivkisuléseknek oly nagy dramerdsségeknél valé meg-
vizsgaldsira, melyeket staciondriusan a kisulési es§ tilmelegedés
miatt nem bir el.

A médszer elmélete.

Hozzdkapesolva egy kisiilési csd elektrodjaihoz egy toltott
kondenzdtor két sarkat, a kondenzdtor a esovon 4t kisiil, ha a
fesziiltség nagyobb, mint a cs§ gyulladdsi fesziiltsége. Kz eset-
ben az dramgérbe sematikusan az 1. 4brdban [4thato alakot mutatja.

A gorbe 1. részében az intenzitds felnovekszik egy a fesziilt-
ség- és ellendlldsviszonyoknak (a korben levd ohmikus ellen-
allds, a kor induktiv ellenalldsa), tovabbs a csCkarakterisztika ide-
tartozd fesziiltség-dramerdsség értékpdrjdnak megfelel§ értékre.
Az dramlds eme kialakuldsdnak idGtartama a gyulladds késésével
egviitt néhdny 10-5 sec. nagysdgrendre tehetd, ez id§ nagyobb
részében azonban az dramerdsség elhanyagolhatoan kiesiny (Town-
send-dram, eltoloddsi dram) s ha a kor induktiv ellendllasa kicsiny
(ami jelen vizsgdlatokndl mindig teljesitve van), akkor 10-% sec.,
vagy kisebb nagysdgrendli az az idGtartam, mely alatt az inten-
zitds szdmottevl értékeket ér el.? A gérbe e része alatt a konden-
zator fesziltsége a toltésveszteség kovetkeztében mar cesokken,
tehdt 4,.-el jelolve az dramer8sség maximumdt az dramlokés alatt,

1 M.SrEENBECK: Wiss. Verdff. a. d. Siemens-Konz. 9. (1), 42, 1930.
W. Rocowsky u. R. Tamm: Archiv f. Elektr. 20, 625, 1928,
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V-vel a kondenzéator kezdeti fesziiltségét, 1,, elérésekor a konden-
zator fesziiltsége kisebb, mint V.

Az 4dramgorbe II. részében az dramerdsséget a csé karakterisz-
tikdja (dinamikus) hatdrozza meg. Mivel az elektrodokon levé
fesziiltség nagy intervallumot dtfutva monoton esik, a gorbe e
részében az dramer@sség monoton csokken. A goérbe II. része addig
tart, mig a kondenzdtor fesziiltsége egy olyan értékre csokken,

B

14

I I Ir

1. 4bra.

melynél kisebb fesziiltségeknél mér dram a cs6von nem mehet &t
s a csé kialszik. (L. 7. lap.)

A gorbe III. része az dramerdsségnek igen gyors esését mutatja,
mikézben a kondenzdtor fesziiltségének tovébbi esése elhanyagol-
hato.

A kondenzitor kapacitdsdnak névelésével a II. rész idGtar-
tama névekszik az I-éhez képest s a kor ellendlldsénak megfeleld
megvélasztdsaval elérhetjik, hogy az dramlokés lényeges részét
II. képezi. Ezt a teoretikusan dttekinthetébb esetet kiilon vessziik
vizsgalat ald. (L. aldbb.)
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Kis kapacitdsoknal a gorbe 1. része is figyelembe veendd, ami
a jelenséget nagy mértékben bonyolitja, killonésen, ha a kezdet-
ben csillé karakterisztikdt mutatod kisiilés tvkisiilésbe megy 4t.
Ilyenkor a gorbe I. része nem mutat egységes karakterisztikit s az
dramgorbe tipusa teoretikusan nem adhaté meg. Ez esetben meg-
elégsziink az dramintenzitds egy kozépértékének meghatérozdss -
val, igy amint azt az emlitett strobosképikus mdodszernél is tettiik.

A hasznilt mérési médszer alapgondolata abban 4ll, hogy az
dramintenzitisnak az idGegységre vett linedris és kvadratikus
kozepeit (a kozéparamerdsséget és az effektiv dramerdsséget) meg -
mérve, ezekbll az dramlokések egy kozép dramerdsségére, vagy
alkalmas korilmények kozott az dramgorbe iddbeli lefolydsdra
és a momentan dramintenzitdsokra kovetkeztethetiink.

1. A mobdszer segitségével az dramviszonyok fel6l akkor is
tdjékozodhatunk, ha az dramgérbe iddSbeli lefolyasdra nézve teore -
tikus tdmaszpontunk nines.

Az azonos alakot 8 egyenl§ irdnyd dramintenzitdst mutatéd
dramlokések szdma legyen n sec—1. Jelentse I, az effektiv dram -
erGsséget, I a kozépdramerdsséget (mindkettd az idGegységre van
vonatkoztatva), akkor definicié alapjan :

I = n %L,
2. 1
I =y j idt,
0

hol 7 az dramlokés idStartama. A két egyenlet hdnyadosit véve:

]

1i2dt
™z @

Jiat
0
A baloldal az dramlokések szdmdtol fiiggetlen, tehdt az egyes
lokések dramgorbéire jellemz8 mennyiség, melynek dimenziéja
aAramintenzitds. Az .
[t
0

i =

: 3)
| idt
0
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mennyiséget az dramintenzitds egy kozépértékeként definialjuk.
E kozépérték a kovetkezd tulajdonsigolikal bir:
a) Ervényes, hogy

I < Tlm. 4
Ugyanis 1" m1
i | Gdt = [ i%dL,

tehat ? °

fadt

L <in

Jidt

o

Mivel még fenndll, hogy ¢ pozitiv, 4, is pozitiv és minthogy az dram-
gérbe folytonos, az dramintenzitds i, értéket fol is vesze.
8) Ervényes, hogy
. 1, .
zkz? f idt, (9)
mert innen _20

J idtJ <|i%dt,
i 0

ami a ScHwaRz-féle egyenlGtlenség egy esete.
A definidlt v, kozépérték a maximalis dramerdsséy és az inten-
zitdsnak egy lokés iddtartamdra vett idételi kozépértéke kizé esik.
Definidljuk -t a kévetkezdképpen:

T
i’ = [idt, (6)
0
akkor érvényes az is, hogy
ik’ = | %L, (7
0

mint errdl kozvetlen helyettesitéssel meggy6zddhetiink.

Helyettesitve tehdt az ismeretlen dramgorbét egy oly dram-
1okéssel, melynek intenzitdsa :

’l; == "l:k

és 1dStartama ', ez dramlokésre nézve Ugy az intenzutdsnak, ming
az tntenzitds négyzetének iddintegrdlja az ismeretlen gérbe hasonlé
integrdljaival egyezik, ennélfcgva ekvivalens a két dramgorbe
minden olyan hatdsra nézve, mely az emlitett integralokkal mérhetd
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(mdgneses hatds, korpuszkuldk transzportja, hdéhatas stb., az
ezeken alapuld miiszerek kitérései).

A mondott okok alapjan 1 és ¢’ a vizsgdlandé aramgorbére
nézve jellemzd értékek, melyeknek meghatdrozdsa fizikai szem-
pontbdl értékes és keresztillvihets. Kozvetlen mérési adatokkal
kifejezve (2), (8), (6), (7) alapjan:

. I?
’Lk-‘—‘T 8)
és
,_ 1 I
TET - ®)

Az emlitett stroboskdpikus modszer ¢ és I meghatdrozdsa dltal
az egyv 10kés tartamdra vett idébeli kozépértéket, vagy = és I, meg-
mérése dltal az egy lokés tartamdra vett effektiv dramer(sséget
szolgdltatta. Az itt definidlt 1, ezeknél jellemz8bh kozépérték, mint
pl. azt egv 1,,-td8l zérusig exponencidlisan csokkend gorbe esete
mutatja, melvnél mindkét idGbeli kozépérték zérus, mig

Al

m

ikI

[2=]

A 7’ idGtartamra nézve (5) és (6) alapjén fenndll, hogy
r'<r,

amde egy meredek emelkedést és esést mutatod gorbénél a kilénb-
gég kicsiny s r helyett o’-t tekintve idStartamnak, az dramgirbe
elején és végén azon gorberészek iddtartamat nem vesszitk szdmi-
tdsba, melyek kiesiny intenzitdsértékekhez tartoznak (az inten-
zitdsmérés egyéb modszereinél is csokkenti az idGtartamot az a
kériilmény, hogy az intenzitdsmérés érzékenységi hatdra a gorbé-
nek alacsony intenzitdsu részeit dlevigjan).

Ezért a mérési eredményeket osszefoglalo tdbldzatokban a ¢,
értékeket feltiintettilk, s az dramgérbe benniinket érdeklé nagy-
intenzitdsi részeihez tartozé idGtartamnak tekintjiik.

A mérés kivitele ezek alapjan abban 4li, hogy ugyanazon dram-
kérben az intenzitds kdzepeit egymésutdn kapesolt két miszerrel
mérjiik, ugy, hogy egyik az effektiv dramerisséget, mdsik a
kozépiramerdsséget méri.
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Az effektiv dramer§sség mérésénél ecsupan héhatdson alapuléd
miiszer johet szamitasba, mivel az 4ramlokések el6re varhaté
kiesiny idGtartama, ennélfogva az dramintenzitds nagy id@szerinti
differencialhdnyadosal miatt tekercses miiszerek elre meg nem
hatdrozhaté indukeiés zavarokat létesitenének a mérésben. De
tapasztalataim szerint a forgalomban lévé hédrotos miszerek sem
alkalmazhaték mutatészerkezetiik miatt, mivel a fellépd elektro-
sztatikus terek a mutatét egyensilyi helyzetébdl kitéritik. Jol
megfelelt az effektiv dramerdsség mérésére az dltalam e célra
szerkesztett, a kisérleti részben leirt hédrotos drammérd (11. lap).

A l{('jzél)érémer(’isség mérésénél hasonléan fellépnének teker-
cses muszer alkalmazdsa mellett az emlitett indukeids zavarok,
mégis megmaradhatunk a forgotekercses mfiszerek hasznilata
mellett a kovetkezd fogdssal: mivel a kozépdramerdsség a Lkon-
denzatornak iddegység alatti toltésveszteségével egyenlS, tovabbd
staciondrius viszonyok és jol szigetelt kondenzdtorok mellett e
toltésvesateség helyébe a kondenzator toltésnyereségét irhatjuk,
kovetkezik, hogy I-t a kondenzdtor toli6kirében mérhetjiuk. Ttt
nem lépnek fel az adramerdsség gyors valtozdsai, mivel a toltd-
korbe dltaldban bekapesolt ellenallds, toviabbd a toltd dramforras
belsd ellendllasa a toltéskor fellépd dramlokéseket elszélesitik. Hogy
az itt emlitett feltételek teljesiilnek és I a toltSkorben mérhetd,
bizonyitja az a durranogdz-kapillaris-coulométerrel elvégzett
kontrollkisérlet, mely szerint a coulométer a toltGkorben és kisitd-
korben ugyanazt az értéket szolgdltatta kozéparamerdsség gyandnt
s ez érték a forgdtekercses miiszer leolvasdsi adatdval egyezett.

2. A modszer nem szoritkozik kozépértékek meghatdrozdsdra,
ha az dramgérbe tipusa teoretikusan megadhaté. Miel6tt az dram-
intenzitds momentdn értékeinek meghatdrozdsi moédjdra ivkisiilé-
sek esetén reatérnénk, foglalkozzunk kontroll szempontjébol egy
oly esettel, hol az dramgorbe ismeretes: egy V fesziiltségre toltott
¢ kapacitdsi kondenzatornak r ohmikus ellendlldson &t valo kisiité-
sével, hol a kor onindukcioja elhanyagolhato. Itt érvényesek:

|4 1

:,7. —kt ’-:.m- —kt’ ] = —, _— — 1
d=V.e~r, §=1i,.e m rk oo (10)

Az édramlokések idStartama itt teoretikusan végtelen, ha a
kondenzator teljes kisiitésével szdmolunk, k igen nagy értékeinél
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azonban a kisiilés lényegében a mésodperc kicsiny tortrészel alatt
megy végbe. Példaképpen az itt kisérletileg megvaldsitott legked-
vezltlenebb esettel szdmolva: ha ¢=1-5 MF, r—=560 Ohm, akkor
k~ 1200 és a kisiilés kezdetétSl szdmitott 10—2 sec. mulva mér a
fesztiltség (és az dramerdsség) kezdeti értékének e—1%-gzeresére esik
le. Mdsodpercenként 42 (a valtakozé 4ram periodusszdma) fel-
toltésnél és kisiitésnél tehdt a kondenzitor teljes kisutésével sza-
molhatunk. Az effektiv- és kozépdramerdsségek n azonos lokés
esetére szdmolva:

12 = n.iS, [e 2t = meif,- 1

V]

o5
I = n.imfe‘“dt = ey
3 k
Innen I
=2 —;’ (12)
Ervényes, hogy
I=mn.c.V, (13)
tehat (10), (12) és (18) alapjdn, 1,, és V kikiisz6bolésével :
kI
o TE L, (14)

mely egyenlet a feszultségt6l fuggetlenill fenndll.
1. és 2. tdbldzatok 1'5 és 1/, MF kapacitdsu kondenzatorokkal
végzett mérések eredményeit tiintetik fel. V' mérését 1. aldbb.

1. Tabla, c =15 MF, n =42 sec 1.

1 1, 14 r imax kB
MA MA Volt Ohm Amp 2n I?
1::0 565 240 563-3 0-422 1-007
17-0 905 240 214-3 1-086 1025
170 12156 240 1158 1-96 1-05
17-0 161-0 240 658 344 1055
17-0 2080 240 391 574 1-065

Jegyzet: an észlelt I értékekbdl a voltmérs dramfogyasztisa :
1'= 191 MA
levonandé (v. 6. 19. lap).
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2. Tabla, ¢ = 05 MF, n =42 sec™%.

I 1, v r im kI
MA MA Volt Ohm Amp | T3
96 455 341, 5366 06 0965
96 770 341 | 1876 172 102

96 112:0 341 | 891 364 1015
96 1295 341 | 658 482 1:05

96 1650 341 | 39 792 1058

Jegyzet: levonand6 I észlelt értékeibdl :
I'=—271 MA.

Nagy kozelitéssel exponencidlisan cs6kkend jelleget mutat egy
kistilési csé dramgorbéje a kovetkezd feltételek mellett :

a) a kondenzdtor kapacitdsa nagy; ilyenkor a gorbe lénye-
gében a II. részbdl 41l s I. hatdsa korrekecidképpen szdmolhato,

b) a maximélis dramerdsség egy a korbe kapesolt ellenalldssal
kisebbitve van; e feltétel ugyancsak a II. részt teszi I-gyel szem-
ben hosszabbd,

c¢) a kisiilés ivkarakterisztikdn megy végbe; e feltétel mellett
fennall, hogy a cs8 elektrodjain levd fesziiltségkilonbség a gorbe
lefolydsa alatt kozel dllando. Bizonyitjdk ezt az ivkisiilés dina-
mikus karakterisztikdjdra vonatkozo oszeillograf-vizsgdlatok, me-
lyek szerint mar 50 periodusi vdltakozé dram esetén az ivkarak-
terisztika csokkend dramer(sségeknél kozel vizszintes,! még jobban
érvényesill ez a hiszlerézis-jelenség nagyobb frekvencidk mellett,*
tehdt a mi esetiinkben, hol a kisiilés id6tartama 10~° sec. nagysag-
rendd, az ivkarakterisztika vizszintes egyenesnek vehets. Hogy
az emlitett oszeillogrammok eredményei alacsony nyomdastu gdz-
toltésre és hosszu pozitiv oszlopra is 4tvihetSk, valészintivé teszik
azok az oszeillogrammok, melyeket a higanygézegyenirdnyitok
mutatnak s melyek szerint a fesziiltség az dramerGsségtdl a kisiilés
bedllta utdn nagy mértékben figgetlen.?

H. Th. Simoxn: Phys. Zs. 7, 433, 1906.
D. Roscuansky: Phys. Zs. 9, 627, 1908.

3 A. GUNTHERSCHULZE: Elektr. Gleichrichter u. Ventile, II. kiadds
Berlin, J. Springer, 1929, 88. 1.

1
2
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A mondott feltételek mellett v, jelentse a esévon 16vE feszilt-
séget, akkor elhanyagolhaté onindukei6 esetén az dramkorben
érvényes:

dv . .
——CW_Z’ v =, + 1w,
2787 J .
v v
Wt._+c—r(”_”°"—‘0’ (16)
a megoldas:
v—v,=(V—v).e ¥, k=%r, (17
i= im-e_kt’ tn? 4 Yy = V. (18)

(17) és (18) a kisiilési gorbe II. részén érvényesek. E gorbe-
rész hatdra ott van, ahol az dramerdsség eléri azt a minimdlis érté-
ket, mely mellett a kisilés még ivkarakterisztikdval birhat, ennél
kisebb dramerisségeknél az iv kialszik s mivel a csilld kisilés katod-
esése az {v katodesésénél lényegesen nagyobb, az iv kialvésa a ki-
sillés megszilintét jelenti. A gorbe ezutdn kévetkezd III. részének
hatésa a kozépértékek mérésében elhanyagolhato.

Ismét z-val jelolve az dramlokés idGtartamat :

k1
a . . . 1
2= m;ndfe"“dt = ni% [l — e—2k7]. T

. . (19)
I = niméfe"“dt = Ny, [1 — e *]. v
innen 4,, és - meghatarozhatok. Ertékeik:
. 2 I} ,
tn = T+a T (20)
e= 1 log @1)
hol
. E I
— o TT
N a = —-—k—leg— (22)
P o T2

Megmérve még V-t, (18)-bol v, meghatarozhaté, midltal a
kistilési gorbe minden adata ismeretes lesz, anélkil, hogy a gyorsan
valtozd jelenségnél momentdn értékeket mértiink volna.
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v, meghatdrozdsa sziilkségessé teszi V igen pontos megmérését
és V esésének az I. gbrberész alatt korrekeidként valé figyelembe-
vételét. Hasonld korrekcidt 1,,-nél nem sziikséges alakalmaznunk,
mivel a) és b) feltételek alapjan az dramerdsség kozépértékeinek
mérésénél a kicsiny teriileti 1. gorbe szerepe elhanyagolhaté.

V korrekcidja megvalosithatd, ha a kor egyéb adatainak meg-
hagydsa mellett két kilonbozé, ugyanazon nagysdgrendbe esd
kapacitdssal ugyanazt az 1,, értéket megvaldsitjuk. A kisebb kapa-
citdsu kondenzdtort e célbol magasabb fesziiltségre kell tolteni.

Legyenek a kapacitdsok ¢, és c,, a fesziltségek V, és V,, akkor
a I. gorbére integralva érvényes:

e, (V,— V") = [idt,
e, (23)
ey (Vo— V') = [ddl.

V' az 1,-hez momentén tartozd kondenzdtorfesziltséget jelenti,

mely a kapacitastol figgetlen s nyilvdn nagy kozelitéssel megegyez-

nek (23) jobboldalai is. Tehat

¢, Vi—aV, .
€10

V= (24)

A V fesziltség mérése legkénnyebben elektrométerrel tortén-
hetik ugy, hogy a kondenzdtor sarkait a t6ltés utdn s a csé elektrod-
jaira rdkapesolas el6tt egy jol szigetelt elektrométer sarkaival kap-
csoljuk Gssze. Mivel preciziés elektrométer nem 4llott rendelkezé-
semre, a fesziiltségmérést egy segédkondenzdtor feltéltésével és
annak nagy ellendlldst precizids forgotekercses voltmérén 4t vald
kistitésével végeztem el. A voltmérS ilyenkor egy exponencidlis
gorbére vett kozépértéket mutat:

1
kl’

hol k'=c'r’, ¢’ a segédkondenzédtor kapacitdsa, ' a voltmér§ ellen-
dllasa, T két egymdsra kovetkezd 16kés kozott eltelt id8, azaz:

r— L.

"

T
Vi = nV.]'e""‘dt =nVl—e¥T].
0
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Tehdt
I

726'7"[1 —e ﬁj
Ugy az 1., mint a 2. esetben elvégzett méréseknek egy kontroll-
jat szolgaltatja az a kérillmény, hogy a (8) és (19) formuldk szerint
az aramlokés kozéparamerdssége, illetve maximdlis dramerdssége
n-t6l fuggetlen, tehdt azonos alaka 1okéseket alkalmazva, de ezek
sec-kénti szamdt valtoztatva I és I, vdltoznak ugyan, de kell,
hogy dlljon:

V = Ve

(25)

2
—— = ¢onst.

I

Hogy ez a kovetelmény fenndll, azt az elzetes kisérletek nagy
szdmdaval igazoltam.

Kisérleti és mérési berendezés.

A csillé kisulésnek kis dramerdsségeknél esG jelleget mutatod
karakterisztikaja folytdn az dramlokések egyszerlien egy konden-
zdtornak a cs§ elektrodjaihoz parallelkapesoldsdval is megvaldsit-
haték, midltal intermittal kistlés jon létre.! E kisiiléstipusndl a
kondenzdtor toltési fesziiltsége a cs6 gyulladdsi fesziiltségével kozel
egyenld s anndl nagyobb esak annyiban lehet, amennyiben a gyulla-
ddskor altaldban bedlld kiilonboz8 késési id§* miatt a kondenzator
magasabb feszilltségre toltddik. Ugyanez érvényes az dltalam az
el6zd ily targya dolgozatban emlitett b és ¢ kapesoldsokra nézve,
hol a kondenzdtor feszuiltségét kozelitSleg a sorbakapesolt szikra-
koz—+csé-rendszer gyulladdsi fesziltsége adja. A kondenzitor kez-
deti fesziiltségének (V) ezen nem pontos determindeidja azt ered-
ményezi, hogy az egymdst kivetd dramlokések kisiilési gorbéi nem
jol egyeznek, ami a mérésnél I, és I dllandosdgat s leolvashato-
sdgdt zavarja. Ezért a kisérleti berendezést oly médon véltoztattam
meg, hogy V pontosan definidlt értéket vegyen fel s hogy a es6 gyul-
ladési fesziiltsége folott tetszésszerinti nagyra legyen valaszthato.

A 2. dbraban E jelenti a kisiilési esovet, K a haszndlt konden-
zatort, ¢ a kondenzitor feltoltésére szolgdlé magasfesziiltségl

1 (. VaLLe: Osszefoglald értekezés. Phys. Zs. 27, 473, 1926.
2 K. ZvuBER: Ann. 4. Phys. 76, 231, 1925 ¢s 77, 205, 1926.
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dramforrdst, F' egy forgo kapesoloszerkezetet, melynek s, szektorai
egymdssal és az dramforrdssal —, s, szektorai egyméssal és a csd
egyik elektrédjdval vannak Gsszekotve. A K kondenzitor egyik
polusa kozvetleniil a k forgokarral van osszekapesolva, a mésik

—Y 10—

>

S

Q

2. bara.

H hédrotos miszeren keresztil a kistlési cs6hoz, D forgbtekereses
miiszeren és egy ellendlldson keresztiil pedig az dramforrdshoz csat-
lakozik.

Ha () egyendramu dramforrds, akkor F-tetszésszerinti fordu-
latszdmmal birhat s egy egész fordulat alatt a K kondenzdtort két-
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szer feltolti és kisiiti a esovon 4t. Ha () viltakozd dramd dram-
forras, akkor k synchron forgisa és helyes azimutbedllitésa dltal
elérhetjik, hogy a kondenzdtor feltGltése azonos elGjeld legyen,
(ez a I mérése szempontjdabol szitkséges). Ilyenkor a esévon dtmend
16kések 1dGegység alatti szdma a valtakozo dram periodusszdmd-
hoz raciondlis viszonyban 4ll, midltal n meghatdrozdsa pontosabb
és allandésdga biztositva van.

Méréseimnél tilnyomoan 42 periodusi viltakozo dramot hasz-
naltam és oly synchron motort k forgatdsidra, mely a véltakozé
dram két teljes periodusdnak ideje alatt fordult egyet, tehdt a
2. abraban lathaté berendezés szerint a véltakozé dram minden
masodik félfdzisa (egyirdnyu) volt kihasznilva a kondenzitor fel-
toltésére. A mdasodpercenkénti dramlokések szdma tehat

n =492

volt.! A synchron-motor helyes azimutbedllitdsa a motorhdz elfor-
gatasdval tortént, kontroll gyandnt az szolgdlt, hogy V az dram-
forrds effektiv fesziiltségének dllandé volta mellett maximumot
ért el, jeléil annak, hogy a kondenzdtor feltéltésére a véltakozo-
aramu gérbe csucsfesziiltsége is ki volt hasznélva.

A forgokapcsolét el6bb egy forgokorongba &gyazott fém-
szektorral, kés6bb azonban sokkal eredményesebben forgé higany-
sugdrral oldottam meg, hasonléan a higanyos turbinaszaggatok-
hoz. Az s, és s, szektorok a turbinahdztol, a forgokésziilék a hajto-
motortol és a foldtSl, a sziikséges magas fesziiltségekhez mérten
voltak elszigetelve. A turbina ellentétes irdnyban két higanysugarat
adott, ezdltal ugy a toltésnél, mint a kisiitésnél a terhelésnek fele
esett egy higanysugdrra.

A V fesziiltség mérése céljabol az F kapesoloberendezésbe a
S szonda volt beépitve gy, hogy azt a higanyfondl forgds kézben
a toltési fdzis megszakaddsa utdn érje. A jol szigetelt szonda fesziilt-
ségének megmérése elektrométerrel, vagy nagy kondenzatorral blok-
kolt nagy ellendllisi magneses miiszerrel tortént (1. 9. és 19. lap).

I mérésére preciziés HARTMANN és Braun-rendszerti Depres
D’Arsonval-dtmérdt haszndltam.

1 A szegedi dramfejlesztS teleptdl nyert értesulésem szerint ez érték
ingadozdsa kisebb, mint egy szazalék.
LI 3
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I, mérése killon e célra szerkesztett hddrdtos miszerrel tor-
tént, melynél a mutatészerkezet mell6zésével a leolvasdst mikrosz-
koppal végeztem. A drét kozepén egy feszitdsily volt alkalmazva,
mely a kitérések aperiodikussd tétele céljabol alul tdnyérszertien
kiképezve olajban mozgott. Bdr a kitérés az dramerdsségnek jol
reprodukélhaté fiiggvénye, mégis a nullpont véndorldsdnak a méré-
sekbdl vals kikiiszobolése céljabol minden egyes leolvasds utin egy
4tkapesold szerkezet segitségével a miiszeren egyendramot boesé-
tottunk 4t s ugyanazt a kitérést beallitva, az dramerGsséget pre-
cizi6s miszerrel megmértitk. A miiszer érzékenysége a h8drot kell
megvélasztdsdval naggyd tehetd; méréseimhez 1 méter hosszi
005 mm #4tmér8ji chromnickeldrétot hasznaltam, ily koril-
mények kozott 0:001 amp. nagysdgrendti dramok mar mérhetdk
voltak. Nagy dramerlsségek mérése a miiszer sontolésével tortént.

A mérési eredmények.!

1. Kisérletek higanykatdddal. A kisilési esd jénal suprax-iiveg-
b8l késziilt, az dram bevezetésére wolfram-beforrasztdsokkal.
A higany katédfelillete 45 mm étmérgji korlap, a pozitiv oszlop
hossza 500 mm, a ¢s8 belsG 4tmérbje 15 mm. A cs6 anddja higany,
a gaztoltést a temperaturdnak megfelel§ tenzidji higanygéz és
néhany mm Hg nyomdsu neon vagy hidrogén képezte. A gdzok
tisztasiga azaltal volt biztositva, hogy a mérés alatt allanddan gaz-
4ram ment 4t a csévon. A neon tisztitdsa ugy tortént, hogy egy
higanydiffuziés szivattyn éllandé kordramot tartott fenn s a kor-
dramban egy fémkéliumot tartalmazoé kisiilési cs6 és egy rézoxyd-
kdlyha volt beépitve. A kdliumgbzben torténd kisiilés a nemes gz
kivételével minden mds szennyezést lekot.2 Lassan torténik a hid-
rogénszennyezés megkotése, ezért indokolt még kilon a rézoxyd-
kdlyha alkalmazdsa. A hidrogéngdz bombdbdl dramlott be, egyik
oldalon egy fékez§ szelepen 4t, mésik oldalon a diffuziés szivattyu
4llanddan miik6d6tt a gdzdram fenntartdsa céljabol.

1 A méréseknél segitségemre volt HorvATH ANTAL lr, kinek e helyen
is koszonetet mondok.

2 G. GEHLHOFF: Graetz Handbuch der El. Bd. III. 877. 1. J. A.
Barth, Leipzig 1923.



A KONDENZALT KISULESEK (J ELMELETE STB. 35

A nyomas mérése Mac Leod-manométerrel tortént, mely a esd
egyvik vagy masik oldaldra volt atkapesolhatd, az draml6 géz nyo-
masdnak meghatdrozdsa a két leolvasdsi érték kozépértékelésével
tortént.

Elbzetes kisérletek szerint az iv gyulladdsa nagy mértékben
tigg a katodnak haszndlt higany tisztasdgdtol s j61 definidlt koriil-
ményeket esak rendkivial tiszta higannyal valosithatunk meg.
Jonak bizonyult a higanynak elektrolytikus tisztitdsa® s utdna
kovetkez6 tobbszoros desztillalds.

Az ily médon tisztitott higany katodon a kévetkezd jelenséget
figyelhetjik meg:

A kondenzator fesziiltségének lassii novelésével elérve a csd
gyulladasi feszultségét, azon egy ecsillo kisulés indul meg, mely a
jellegzetes katodfényrdl felismerhetd. A pozitiv oszlop ilyenkor a
higany spektrumat mutatja. Az dramerdsség (1) kiesiny értéket
mutat, joval kisebbet anndl az értéknél, melyet a mérGmiiszer
ellenalldsa (egyéb ellendllas e kisérleteknél nem volt a kdrben) az
alkalmazott fesziiltségnél megengedne. A fesziiltséget lassan novelve,
elérkeziink egy oly értékhez, melynél a katédfény eltiinik s helyette
a katddon az igen kicsiny kiterjedési, intenziven vildgité iv jelenik
meg, az egymasutan kovetkez$ aramlokéseknél mas-més helyen
s a pontszerdl ivek a tiszta katodfelilleten egyenletesen oszlanak
meg. Ugvanekkor az dramerdsség ugrdsszertien egy, esetleg két
nagysagrendet novekszik s neon esetén a pozitiv oszlop tilnyomoéan
a neon spektrumot emittdlja. Az dramerGsség ugrdsszerd valto-
z4sdt letompitjdk mellékkorilmények: a katdéd h6mérsékletvilto-
zasa s ezzel egyutt a higanyglz slirfiségének megvaltozdsa a katod
kozelében, esetleges tisztdatalansdgok, melyek nagy gondossdg
mellett is a cs§ faldbol szdrmazhatnak (Na), ha a magas hémér-
sékleti higanyiv a cs6fal kozelében gyullad ki. Az ivkisiilés helyé-
nek determindlasa egyébként azonos korilmények kozott kisérle-
teim szerint a gorbileti viszonyoktol is fiigg: a falak kozelében
1év3 meniszkusz nagvobb gorbiilete elGsegiti az {vnek a falak mel-

1 E. BRuMMER u. St. v. NARAY-S2aB6: Zs. f. Elektrochemie 31, 95.
1925,

3*
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lett valé gyulladdsdat. A higanyfelillet mechanikai rdzasa kévetkez-
tében bedllé gorbilletnivekedések szintén kedvezbek az iv gyulla-
désdra. E mellékkorilmények miatt az iv gyulladadsédnak feszultségi
hatdra nem egyértelmiien definidlt az egymdsutdn kovetkez§ dram-
16késeknél, ami egy fesziltségi intervallumban a kozépdramerds-
ségek bizonytalansdgit eredményezi s leolvasasukat gatolja. Ezért
az aldbb kézolt mérésekben a tiszta csillokisilést és tiszta ivkisi-
lést mutatd dramlokések fesziiltségei kozott egy praktikusan ki
nem kiiszobolhetd intervallum van.

8—8. tdbldzatok a neont6ltéstt higanykatddos csé mérési ered-
ményeit tartalmazzdk két kulonbozé nyomds s harom kiilonbozd
kapacitds mellett. Az ivkisiilésekhez tartozd lényegesen nagyobb
dramer@sség szembeotls.

3. Tabla, Higany katéd, ¢ = 02 MF, neon, p — 25 mm. Hg.

1 1, 14 r i 14 Jegyzet
MA MA Volt Ohm Amp sec N

42 34 500 654 0275 00,364 csillé
112 380 950 390 12'9 00,206 iv
15-0 1060 1300 595 750 00,476 »
290 2100 1520 595 162-0 00,455 »

4. Tabla, Higany katéd, ¢ = 00255 MF, neon, p — 25 mm. Hyg.

1 I, 14 r T 7’ Jegyzet
MA {4 MA Volt Ohm Amp sec
1-36 29 1100 654 062 00,62 esillé
1-9 45 1450 654 1-06 0-0,43 »
2-6 128 1950 654 6-30 0-0;98 iv
37 230 2900 654 143 00562 »
52 435 4000 390 358 00,35 »
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5. Tabla, Higany katéd, ¢ = 0100143 MF, neon, p = 25 mm. Hyg.

I 1, 1% r 1 T’ Jegvaet

MA MA Volt Ohm Amp 86 i

01 40 1470 602 016 0-0,148 csillé
015 6-8 1870 602 ° 032 0:0,108 »
020 95 2400 602 041 00,116 »
0-22 120 2950 602 065 00,81 »
0-30 190 3700 654 1-20 00,59 »
0-40 59-0 4100 654 8§70 00,115 iv
0-60 1080 5200 654 ! 1950 00,73 »

i

6. Tabla. Higany katéd, ¢ = 0'2 MF, neon, p = 0'54 mm. Hyg.

I I v Y
MA M:& Volt Ohm Ar;p . sec Jegyzet
30 100 800 654 0033 | 00,216 esilld
43 21-0 940 654 0102 | 00,100 »
6°0 31-0 1100 654 0160 | 00,90 »
75 380 1300 654 0192 | 0-0,93 »
200 1400 1820 595 98-0 00,49 iv
270 2000 2500 H-ud 1480 00,44 »

7. Tabla. Higany katéd, ¢ = 0:0255 MF, neon, p = 0'54 mm. Hg.

I ! I, 1 v r i T’

MA {‘ Mf& Volt Ohm Anip. sec I Jegyzet
10 65 1000 6d4 0042 00,56 csillé
1-7 180 1400 654 0193 00,207 »

19 230 1600 654 0272 00,17 »

31 1700 2200 654 9-356 00,79 iv

40 3200 3000 390 256 0°0,37 »

47 4000 3500 390 340 00,33 »
| 1
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8. Tabla. Higany katéd, ¢ — 000143 MF, neon, p == 054 mm. Hg.

: \
7 B 14 i i ‘ T
MA MA Volt Ohm Amp. ‘ sec | Jogysct
0-20 68 2300 602 0230 | 00,20 csillé
026 11°0 3400 602 0465 | 00,133 »
044 %25 4500 602 115 00,910 iv
06> 1350 5600 654 28:0 00,555 »

A tdbldzatokban 1év6 mérési eredményeket kénnyen disz-
kutdlhatjuk, ha a csének egy magasabb fesziiltségeket mutato
csillo- és egy alacsony fesziiltségli ivkarakterisztikat tulajdonitunk.

|
s

3. abra.

A 3. dbrdban ¢ gorbe egy esillo karakterisztikat, b ivkarak-
terisztikat jelent. Analoég karakterisztikikat wolfram-kat6dndl,
kicsiny elektrodtdvolsdg (< 30 mm) és nagy nyomds (>20 mm Hyg)
mellett WeHRLI? tovdbbd SerLIGER? vettek fel 0—1 Amp. inter-

1 M. WenrLI: Zs. f. Phys. 44, 301, 1927.
2 R. SEELIGER: Phys. Zs. 27, 22, 1926.
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vallumban. Eredményeiket a nélunk haszndlt hossz pozitiv osz-
lopra és kicsiny nyomésra altaldnositva a tapasztalattal 6sszhang-
ban maradunk. A két karakterisztika kozott sztatikus esetben
nincs mindig folytonos atmenet, ezért a két goérbét pontozottan
kotottik ossze.

A csillé karakterisztikdnak kis dramerdsségeknél mutatkozé
es$ jellege egy mormadlis csill6 kisulésnek felel meg. Attol az dram-
erdsségtél kezdve, melynél a katédfény az egész katodfeliiletet
boritja, a karakterisztika emelked§, a fellépd anomdlis katodesés
miatt. Az anomalis katédesés nagyobbodd értékei kovetkeztében
a katodfelilet melegedése nagyobb, midltal a katéd termikusan
kezd elektronokat emittalni. Melegedés k6zben mindig van a felilet-
nek egy pontja, melynek hémeérséklete a kornyezeténél valamivel
magasabb, a kisilés egyre jobban oda koncentrilodik, ami végil
is az iv gyulladdsdra vezet.

A 3. abrdban lathaté o egyenes az ellendlldsegyenes.? Ha ez
a csillé karakterisztikdt 4 pontndl mélyebben taldlja, amint az
a Vi-hez tartozé a;, vagy a V'-hoz tartozd a' esetében latszik,
akkor a esillo kisiilés 'stabil volta miatt ivkisiilés nem jon létre.
fgy az A pont magassiginak megfelels V az a fesziiltség, melynél
kisebb fesziiltségnél iv az dramkor barmily kis ellendlldsa mellett
sem gyulladhat.

A mérési tdblazatok igazoljdk az itteni megdllapitdsokat: a
kisalés kisebb fesziiltségeknél csillo jelleget mutat barmily nagy
kapacitds és kis ellendllds mellett is. Példa erre a 6. tdblazat elsé
négy adata, melyek szerint 1300 volton alul ¢ =} MI' mellett a
kisiilés kozéparamerdssége 0'2 amp.-en alul marad, holott a kor
654 ohm ellendlldsa kb. 20 amp. dramerdsséget engedne meg.
Ugyanezekhez a kisiilésekhez 10-3 sec. és 10—4 sec. nagysdgrendd,
viszonylagosan nagy id6tartamok tartoznak. A feszultség tovabbi
novelésekor a jelenség eleinte a mar emlitett bizonytalansdgban
szenved : egyes dramlokések csillo, mdsok ivkisiilés jelleget mutat-
nak s a kozépértékek ingadoznak. A legkézelebbi jol definidit
mérés 1820 voltndl volt lehetséges, hol a kozépdramerisség a mérd-
miszernek 595 ohm ellendllisa mellett mdr 98:0 amp., a kisiilés

T W. KaurMasy: Ann. d: Phys. 2, 158, 1900.
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id6tartama pedig 10 6 sec. nagysagrendre esik le. A fesziiltség to-
vabbi novelésével, ami az ellendllasvonalnak parallel f6lfelé toldsat
jelenti a 8. dbraban, az dramerdsség folytonosan névekszik tov abb

E vizsgdlatok megengedik azoknak a maximalis fesziiltségek-
nek kisérleti meghatarozasat, melyek mellett kiilénbozd katodok
és kiilonboz8 gdztoltés esetén a csillo kisilés még nem megy 4t
ivkisiilésbe. E probléméval DiLLENBACH, GERECKE és StoLn® fog-
lalkoztak kozvetett tton, szeintilldcidk megfigyelésével. Ndluk
nagy ellendllas védte a kisiilési csovet a (kontinuus) tulterhelés-
t61, amire jelen vizsgdlatokban nines szikség, mivel a nagy dram-
er8sségek csupdn rovid ideig tarté momentdn értékek. Szerzlk
feltételezték, hogy minden szeintilldcid ivre vezetne, ha azt az
dramkor ellendlldsviszonyai megengednék, e foltevést azonban
GUNTHERSCHULZE? megfigyelései megeafoltdk.

Az ily természetd vizsgdlatoknal fontos egy lehetd nagy kapa-
citds alkalmazdsa, amia 4., 5., 7., 8. tabldzatoknak a 8. és 6. tdbldk-
kal valé egybevetésébdl latszik. Kisebb kapacitdsnal ugyanis az iv
gvulladdsa a csGnek azonos koériilményei kozott magasabb V
fesziiltségnél van, ami a kistilési gorbének az elméleti részben adott
analizise alapjdn érthetd. Kisebb kapacitasndl a gorbe L. része alatt
a kondenzétor fesziiltsége nagyobbat esik, innen van, hogy az 5.
és 8. tabldkban ¢ = 0:00143 M F Kkapacitdsndl az iv gvulladdsé-
nak fesziltsége latszélag lényegesen magasabban van; a 4. és 7.
tablikban ¢=0'0255 MF mellett kisebbek az iv gyulladdsdhoz
tartozo fesziltségek. A ¢=02 MF kapacitdssal végzett mérések
fesziiltségeit az elméleti részben a 8. lapon adott eljardssal korrigdl-
hatjuk. Ett6] jelen esetben eltekintettiink, mivel a korrekeié az
elektrométerrel mért feszultségek hibahatarin (kb. 5 9,) belil van.

Hogy a kapacitds csOkkenésével az iv gyulladasdnak feszilt-
sége latszolag magasabban van,azt még egy kéralmény indokolja:
az iv gyulladdsahoz, mint termikus jelenséghez, meghatdrozott
energiakozlésre, azaz ugyanolyan dramsilrtiség és anomdlis katod-
esés mellett, meghatarozott idfre van sziikség. Kis kapacitds mellett

o

tehat el6fordulhat, hogyv a kell§ katddesés és kell§ dramstirtiség

1 W. DarrLexsacH, E. GErREkE u. E. stoLL: Phys. Zs. 26, 10, 1925.
2 A, GExTHERSCHULZE: Handb. d. Phys. XVII. 313, 1926.
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jelen vannak, nem elegend§ azonban a kisiilés kicsiny id6tartama
az iv gyulladdsdhoz.

A 3., 4., 5. tabldknak a 6., 7., 8. tdblakkal valé 6sszehason-
litdsa mutatja, hogy az iv gvulladdsdhoz sziikséges fesziiltség a
nyomds csbkkenésével novekszik.

9, Tabla. Higany katéd, ¢ =0 0255 MF, hidrogén, p = 045 mm. Hg.

10 14 v S
MA MA Volt Obm | Amp. | se | °°87

18 58 | 3300 | 602 0019 00,23 | csills

20 255 | 6300 654 0825 | 00,145 ,
100 | 1300 (300 595 | 225 00,06 | fv

10. Tabla. Higany katéd, ¢ = 00255 MF, a rétegezés felsd Aramerdsségi
hatdra hidrogénben

Nyomés 1 I, v r i ,

mmH, | MA MA Vol Ohm | Amp. ¢
90 106 1270 7100 595 1520 | 00,165
75 94 975 6250 595 1010 | 00,222
50 72 535 5680 595 400 | 00,430
33 63 470 5100 595 350 | 00,430
26 56 395 4530 11-39 280 | 00,475
21 53 295 4200 | 390 165 | 00,765
2:02 50 263 | 4100 | 390 138 | 00,860
1475 50 271 3900 | 390 147 | 00,810
145 45 237 3800 | 390 125 | 00,855

A higanykatodos csovet hidrogéngaz-toltés mellett is meg-
vizsgdltam. A mérési eredményeket a 9. és 10. tablazat tartalmazza.
A jelenség lefolydsa a neon toltés esetéhez analdg, de az iv gyulla-
dési fesziiltsége lényegesen magasabban van, ezért a vizsgdlatokat
nem tudtam nagy kapacitdsokra kiterjeszteni. A 9. tabellabol Iat-
szik, hogy az 4ramer8sség ugrédsa az iv gyulladdsakor kiesiny
fesziiltségi intervallumban kévetkezik be.
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A kisiilés rétegezést mutatott egy meglepGen nagy dramerds-
ségi intervallumban, melynek felsé hatdra a nyomdssal valtozott.
10. tdbla azokat az dramersségi hatdrokat tartalmazza, melyek-
nél a rétegezés még megfigyelhetd volt s melyeken til az dram-
erfsséget novelve a rétegezés eltiint. A kisiilések id6tartama 10—
sec nagysagrendben mozog, csupén kis dramerdsségeknél emelke-
dik 10—° sec. nagysdgrendig, folteheté tehat, hogy a rétegezés a
kisiilés egész idGtartama alatt jelen volt s nem csupdn az dram-
gorbe kicsiny intenzitdsu értékeinél. E foltevést igazolta a jelen-
ségnek forgotitkorrel valo. megfigyelése.

A rétegezés megfigyelésének ily nagy dramerGsségekre vald
kiterjesztése tudomdasom szerint eddig nem fordult el§. A réteg-
vastagsdg nagy nyomdsokndl kisebbedett s az dramerdsségtdl fig-

q LN

4. abra.

getlennek létszott, ami megfelel a kis dramerGsségeknél észlelt tor-
vényszerliségeknek.?

2. Kisérletele aluminium-katéddal. A kisiilési csovekben kozon-
ségesen haszndlt aluminium-elektrodok nem felelnek meg jelen
vizsgélatokndl, mivel tisztdtalansdgok és az elektrodfeliiletnek
dltaldban el6forduld, nagy goérbiileti részei (estesok, élek) miatt
az iv gyulladdsa mdr a es§ gyulladdsi fesziiltsége mellett bekovet-
kezik. Egy aluminiumlemezbdl készilt hengerkatod egy. egész-
napos gazdrammal és tulterheléssel vald tisztitds utdn még mindig
alkalmatlannak bizonyult. Az ivek kiilindsen az aluminiumlemez
élein és az elektrodhoz vezet§ aluminiumriadnak az iivegrészekke]
hatdros pontjain léptek fel. Killonb6z8 probdk utén j6 eredménye-
ket értem el a 4. 4braban ldthaté konstrukciéval. Az aluminium-

1 L. pl. R. Bir: Handb. d. Phys. XIV. Kap. 5., Ziff. 79, 80, 301. 1
1927.
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gomb hengerfuratdban egynéhdny tizedmilliméterrel kisebb dtmé-
rGjii uvegesS van, az dram hozzdvezetése az tiveges§ belsejében.
A gombfeliletet simara csiszoltuk és a cesébe beépités elGtt kali-
luggal tisztitottuk.

Ezzel a katéddal megvalosithaté volt ugyanaz a jelenség,
melyet a tiszta higany-katodnal ldttunk: a gyulladdsi fesziltség.
és az iv gyulladdsi fesziltsége kozott nagy fesziiltségintervallum
volt, hol a esd csupdn esillo kisiilést mutatott.

A 86 suprax-iivegbdl késziilt, a pozitiv oszlop hossza 185 mm,
a ¢s§ atmérdje 20 mm volt. A es6 anddja aluminium. A gdztoltés
hidrogén, melynél kilon gondot kellett forditani arra, hogy a diffu-
z168 szivattytbol higanyg6z ne diffunddljon ( a gézdram ellené-
ben is) a kisilési esGbe. E célt dltaldban a higanynak folyékony
levegvel valé kifagvasztdsdval szoktdk elérni. Egyszer(ien pétol-
hat6 ez eljdrds gdzdram esetében egy kapilldrissal, mely Ugy van
megvalasztva, hogy a kivant dramldsi sebesség mellett (sec.-ként
dtaramlo gdzmennyviség) a gdzmolekuldk kozépsebessége a kapilldris-
ban nagyobb legyen, mint a higanyg8z diffuzits sebessége az adott
korillmények kozott. K viszonyok dttekintésére laboratériumom-
- ban kisérletek vannak folyamatban. Az itteni vizsgdlatoknal az
Osszes hasznalt nyomdsok mellett megakadalyozta a higanygdz
visszadiffunddldsit egy 8 mm hossz, 2 mm atmérdji kapilléris,
mely az dramldsi sebességet nem csokkentette zavardan.

11. Tabla. Aluminium katéd, e=00255 MF, hidrogén, p =172 mm, Hg.

1 I, v ' oy i 7 Jogyaot
Ma MA Volt : Ohm Amp. sec

10 175 1360 654 0330 | 00,72 esillé

30 72:0 2800 654 1-73 00,41 »

42 1280 3700 654 390 0:0,26 »

52 1670 4400 654 540 00,23 »

5H 179:0 4500 654 585 00,22 »

85 1080 5700 595 1370 00,15 iv
14-7 2650 63500 595 4750 00,74 »
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11. tabla egy mérési sorozatot tartalmaz ¢=0'0255 M F kapa-
citdssal. Meglep8en nagyok azok az dramerdsségek, melyeket még
csillokarakterisztikdn el lehet érni, szemben a higany-katoéddal,
hol az iv gyulladdsahoz szitkséges dramerGsség kisebb nagysdg-
rendben mozgott. Az egymdsutin kovetkezd 16késeknél az ivek a
katddfelileten egyenletesen oszlottak meg és intenziv fényemissziot
mutattak.

Meghatdroztam ¢=02 MF kapacitasu kondenzatorral az iv
gyulladasdnak feszltségi hatdrdt. 12. tdblaban lévl észleletek sze-
rint a fesziiltség a nyomds csokkenésével ndovekszik.

12, Tabla. Aluminium katéd, ¢=0-2 MF, a csillokisiilés felsé. esziiltadgi
hatara hidrogénben.

Nyomas I I, . { v T | T’ ! P

mm H, MA MA Volt Amp. sec Ohm
60 23-0 465 3150 94 00,568 11-39
50 245 473 3280 915 00,64 11-39
40 29-0 565 3700 11-0 00,63 11-39
36 285 835 3700 10-0 0-0,68 11-39
2-83 335 623 4000 116 00,69 595
2-28 530 860 5800 140 00,90 11-39
1-73 645 1100 6500 18-8 0-0,82 595

8. Az dwkisiilés vizsgdlata kdliumamalgdmkatédon. A kisilési
csé6 ugvanaz volt, melyet a higanykatodos kisérleteknél haszn4l-
tam, de a katdd a lefrt médon tisztitott higanyhoz néhédny szdzalék
fémkaliumnak hozzdaddsdval készilt. A es6 anédja tiszta higany
volt s a kisérletek neon gdzban torténtek.

A katod anyagdnak e megvilasztdsat az indokolja, hogy e
kisérletek az elméleti részben adott (18) — (22) formuldk megvizs-
galasdra szolgdltak s az ott felhaszndlt a), b), ¢) feltételek akkor
vannak kell6képpen teljesitve, ha az iv gyulladdsa lehet§ kicsiny
fesziiltségnél és dramsilirliségnél megy végbe s a kisiilés tilnyomoéan
az ivkarakterisztikdn torténik. Hogy néhdny szdzalékos alkali-
amalgdm az iv gvulladdsit lényegesen megkénnyiti, ismeretes az
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argonalegyeniranyitok technikéjabol.? A esd gyulladdsi feszilt-
sége 800 Volt koral volt s kell6 nagy kondenzdtor és kis ellendllds
mellett az iv gyulladdsa mér e fesziltségnél bekovetkezett, a méré-
sekhez haszndlt nagyobb fesziiltségeknél pedig az dramlokések egy-
mésra kovetkez§ sorozata stabil karaktert mutatott.

A fesziiltségnek a nem preeizios elektrométerrel valé megmérése
itt nem volt kielégit§, mert tekintettel a (18) formuldra, mely
vyt két nagy fesziltség kilonbségeként adja, a fesziiltségeknek
lehetd pontos mérésére van szitkség. Az intenzitésmérések hibéja
19, alatt volt, ennek megfelel§en 1, hibdja 2—38 9%, tehat a fesziilt-
séget is legalabb ezzel a pontossdggal kellett megmérni. Ezért az
elméleti részben mdr emlitett modszerhez folyamodtam: a 8 szonda
és a foldvezeték kozé ) MF kapacitdst kondenzdtort kapcesoltam.
E kondenzatort a kisiiléshez haszndlt kondenzdtor minden aram-
lokés el8tt feltolti, mikézben a két kondenzator fesziiltsége az
igen rovid ideig tart6 érintkezés alatt azonos lesz (V). A segéd-
kondenzdtor sarkaihoz r'=5105 ohm ellendlldsu precizidos Deprez
rendszerti voltmér§ volt kapesolva. Vy-val jelolve a voltmér§
dltal mutatott kozépfesziiltséget, a (25) formula szerint s az itteni
kisérleti adatok mellett (n=42sec 1,¢'=510- 7 Fa, r'=5'10%ohm) :

V=V, .1:049.

A voltmér§ dramfogyasztésa:

, 10
I'= Vk—m 1\/IA,
amit a ¢ kondenzétor feltoltésénél mért I kozéparamerdsségbdl le
kell vonni. (A kondenzdtor toltésének a fesziltségtdl vald linedris
filggése alapjan a korrekeid egyszerii kivonds.)
A 18. és 14. tdbldzatok 033 M F és 1-01 M F kapacitdst kon-
denzdtorokkal tortént méréseket tartalmazzdk. ElGbbiek utébbiak -

nak korrekciojdul szolgdlnak (24) formula alapjén. (5. abra.)

1 A, GtU~tHERSCHULZE: Elektr. Gleichrichter stb. 209. 1.
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13. Tabla, Kaliumamalgam katéd, ¢=0'33 MF, neon p=2'8 mm. Hg.

I L v I ’ in
MA MA Volt ! Obm Amp.
13-12 2934 1143 ‘ 137°6 716
1817 9890 1430 1376 920
2175 3550 1703 | 1876 | 116
26-07 4170 2050 1376 | 13928
29-84 4830 2302 | 1376 1566
35:24 620-0 92600 1099 21-80
39-08 6900 9890 1099 924:36

14. Tabla, Kaliumamalgim katéd, e==1-01 MF, neon, p—2-8 mm, Hg.

I Ie 1% v’ r im T Vo Vl imin
MA MA | Volt | Volt | Ohm | Amp. sec Volt | Volt | Amp.

| B7°05| 606 | 1545 | 1521 | 109°9| 12:60 | 00,426 139 200 | 0-535
71-22| 748 | 1875 | 1845 | 109:9| 15:b2| 00,505 135 196 | 0555
8266 | 884 | 2170 | 2135 | 1099 | 1840 00,396 | 115 220 | 01955
96-68 | 1020 | 2470 | 2429 | 1099 21:20 | 0-0,470 99 195 | 0-875
| 12032 | 1259 | 2980 | 2930 | 1099 | 26:30 | 00,584 40 140 | 0910

5. abra a mérési eredmények grafikus dbrdzoldsdt mutatja.
A feszuiltségordinita a helysziike miatt 200 és 1000 Volt kozott
meg van szakitva, de az also és felsG részben a lépték ugyanaz.
Mindkét kondenzdtorndl 4,, és V 0Osszetartozé értékpdrjai nagy
kozelitéssel egyenesen vannak, ami arra mutat, hogy v, értékei
kilénb6z6 maximdlis dramerfsségeknél kevéssé kulonboznek.
A ¢=0-38 MF-hoz tartozé fesziiltség-dramerdsséggbrbe nagyobb
ingadozdsokat mutat, ami arra vezethet§ vissza, hogy viszony-
lagosan nagyobb a kistilési gérbe I részének befolydsa, ennek
kovetkeztében a teoretikus 1, a valésdgostdl nagyobb eltéréseket
mutat. De korrekeié gyandnt a sorozat jol haszndlhaté.

(4) gorbe a v, értékeket tunteti f6l; v, az aramerGsség nove-
kedésével monoton cs6kken, ami egy esd ivkarakterisztikara enged
kovetkeztetni.
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A mérésekbl adédé v, értékek csokkend jellege megfelel az tv-
kisiilések altaldnosan ismert természetének. Az iv katodesése és
anddesése az dramerGsségtdl figgetlennek vehets, tehdt v, esok-
kenése az dramerGsség novekedésével a pozitiv oszlop gradiensé-
nek csokkenésére vezethetd vissza: oly eredmény, mely kis dram-

Volt
30001

25001

20001

4000 4

200 1 y

100 | Hia e P

—

S 10 15 20 ] 30 ”MP
¥, =083 M 3. ¢=—=1'01 MF, korrigalt fesziiltségek
25 =101 MF 4. ¢=101 MF, v, értékek

5. abra.

erGsségeknél fenndll s nagy 4ramerdsségekre tudomdsom szerint
eddig nem volt igazolva.

A 14. tdbldzatban szerepld V, a fesziiltség értéke a konden-
zatoron a kisiilés utdn

V—=VV)en=1

egyenletbdl szamolva. Féltéve, hogy a csd elektrodjain 16v6 fesziilt-
ség egész az v kialvdsdig v, marad (ami kisebb kozelitéssel 4ll



48 BAY ZOLTAN.

fenn, mint v, 4llandésiga a II. gorberész tulnyomé részében),
kiszdmithat6 az a mintmalis dramerfsség, melynél az iv kialszik.
14. tabldzat a
V. — vy = tuin.7

egyenlettel szamolt minim4lis aramerdsségeket tiinteti fel. Emlitett
kozelités miatt ez értékeknek csupdn nagysdgrendje fogadhat6 el
8 ez alapon a kéliumamalgdmiv minimdlis drameréssége néhdny
tized amp.-re tehetd. Ez az eredmény az argonél-egyenirdnyitok
tapasztalati adataval egyezik.

A kisiilés idGtartama (r) kozelitleg dllandé killonb6zé dram-
erdsségeknél, ami abban leli magyardzatdt, hogy ugy a konden-
zdtor toltése, — mint (a mérések szerint nagy kozelitéssel) a maxi-
mélis dramerdsség a fesziiltséggel linedrisan valtozik.

*

A szegedi Rockefeller-Kutatési Bizottsdgnak e helyen is koszo-
netet mondok tdmogatésiért, mellyel e munka elvégzését lehetdvé
tette.

Szeged, Elméleti Fizikai Intézet. 1988. julius ho.

(A M. Tud. Akadémia III. osztdlyanak 1933. nov. 13-an tartott {ilésébbl.)




THEORIE DER KONDENSIERTEN ENTLADUNG UND
DEREN EXPERIMENTELLE PRUFUNG.

Von ZOLTAN BAY.

Es wird eine neue Methode zur Untersuchung von Strom-
stossen entwickelt. Das Prinzip der Methode besteht darin, dass
durch Ermittlung des linearen und quadratischen Zeitmittel-
wertes der Stromstirke an Hand der theoretischen Untersuchung
auf Momentanwerte der Stromintensitiit geschlossen wird. Die
Methode wird auf Stromstosse in verdinnten Gasen angewandt
und liefett im Falle, wenn der Ablauf der Stromkurve infolge
Mangel an theoretischen Gesichtspunkten nicht nither festgesetzt
werden kann, ein Mittelwert der Stromstiirke, definiert durch

. I?
1% = T

(I, effektive, I mittlere Stromstéirke), dessen Eingenschaften dis-
kutiert werden. Bei Stromstéssen, welche eine Bogenentladung
aufweisen und durch geeignete Dimensionierung des &usseren
Stromkreises theoretisch verfolgt werden kénnen, gestattet die
Methode die Bestimmung aller charakteristischen Momentanwerte.

Die experimentelle Ausfiihrung der Methode wird beschrieben.
Die Resultate bestdtigen quantitativ die fritheren Ergebnisse des
Verfassers ? und gestatten die Feststellung, dass die enorm hohen
Stromintensititen bei der kondensierten Entladung durch die
Ausbildung eines Entladungsbogens an der Kathode bedingt
werden. Die fallende Eigenschaft der Lichtkbcgencharakteristik
wird auf den Fall der Entladungsréhren mit langer positiver Siule
ausgedehnt.

1 Diese Zeitschrift, XLVII. 569. 1930.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 13. Nov. 1933.)
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A KALIUMIONOK DIFFUZIOJA UVEGBE.

LENGYEL BELA-t6L

Bevezetés.

Az iveg ionjainak elektrolizis kozben valé vandorlasit mar
sokan tanulmanyozték, de a hasonlé diffuzids folyamafokat ille-
téleg az irodalomban alig taldlunk adatokat. A diffuzié kérdését
elméleti szempontb6l legeldszér WaRrnura! vizsgdlta meg. A
WarBtRa-féle elméletet kisérletileg GUNTHERSCHULZE? igazolta,
aki az eziistionoknak iivegbe valé diffuzidjit tanulminyozia.
A kisérleteket més ionokra nem terjesztették ki. I kdoriilmény-
nek oka abban keresendd, hogy mig egyrészt a natriumndal moz-
gékonyabb ionok az iiveget rovid behatés utdn tonkreteszik, ad-
dig mésrészt a legtébb ion mozgékonysdga az tivegben joval
kisebb, mint a ndtriumé, aminek kovetkeztében idegen ionok
csak oly csekély mértékben vandorolnak be, hogy a bevadndorolt
mennyiséget analitikailag meghatdrozni rendkiviill nehéz.

Ismeretes azonban, hogy nehezen-mozgékony ionoknak az
ivegbe valo beelektrolizdldsa annak ellendlldsdt megnoéveli. Ez
a jelenség modot ad arra, hogy diffuzio révén az iivegbe keriild
idegen ionok mennyiségét ellendllasmérések segitségével hatd-
rozzuk meg. Egy ilyen modszer kidolgozasahoz NyuL® meg-
figyelése szolgalhat kisérleti alapul, aki azt taldlta, hogy egy
vékonyfald, mindkét oldalan olvasztott KNO,-mal érintkezd iiveg-
gémb ellenallasa &llas kozben ndvekedik. Nyur-nak azonban

! E. WarBuRG: Ann. Phys. 40, 327, 1913.
2 A. GONTHERSCHULZE : Ann. Phys. 40, 335, 1913.
3 Nyur Gv.: Disszerticié, Budapest 1932.
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quantitativ eredményhez jutnia nem sikeriilt. A kévetkezékben
a diffuziot az ellenallasndvekedéssel igyeksziink osszekapesolni
és a nehezen-mozgékony ionok diffuzio jelenségeit ezen az titon
kideriteni.

Elméleti rész.

Ujabb idében szémos esetben sikerillt kimutatni, hogy a
Fick-féle torvény szilard testekben lejatszodé diffuziés folyama-
tokra alkalmazhaté. Nem szabad azonban szem eldl téveszteniink,
hogy a torvény alkalmazdsa csak addig lehetséges, amig vagy
ondiffuziérol, vagy pedig olyan diffuziérél van szo, amikor az
idegen ion a szildrd test sajat ionjaiboz igen hasonld, vagyis
amikor valamennyi vandorlé ion ugyanolyan erékkel van a
kristalyrdcshoz kapcsolva.! Ellenkez6 esetben a diffuziés allandé
az elegyzona Osszetételétfl fiiggévé valik és értéke a diffuzid
folyamén a tiszta anyagokra jellemz$ éndiffuzids allandék értékei
kozott valtozhatik.

Jelen esetben kétségtelen, hogy a figyelembe jové Na- és
K-ionok kotéserdssége killénbozd, a Fick-féle térvény tehat koz-
vetleniil nem alkalmazhaté. Ezt a nehézséget azonban elkeriil-
hetjiik, ha feltételezziik, hogy az emlitett ionok mozgékonységai
figgetlenek 8z elegyzona 0sszetételétél és teljesen individudlis
vigelkedést mutatnak. Ezt a feltevést a kovetkezd korilmények
teszik valosziniivé:

Ujabb vizsgélatok szerint az tiveg Si- és O-atomok agasbogas,
rendszertelen lancolatabol all (Si helyett barmely mas iivegképzé
oxid pozitiv gyokét is vehetjiik). A mozgékony kationok e lan-
colat kozott statisztikusan szétszort iiregekbe vannak bedgyazva.?
A héaldzat atomjait Osszetarté erdk sokkal nagyobbak, mint azok
az erlk, amelyek a kationokat a lancolathoz kapesoljak. Ennek
kiovetkeztében azonos toltéssel bird kationok kotése nem fiigg
ezek polarizalé képességét6l, vagyis més széval a kationok kor-
nyezetiiket nem képesek deformélini és ezaltal részben sajat ma-

1 Bzt a feltételt a fellazuldsi hok (Auflockerungswirme, Q) egyen-
16s8ége fejezi ki.
2 W. H. ZAcHARIASEN : Journ. Amer. Chem. Soc. 54, 3841, 1932.
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guknak, részben valamely szomszédos kationnak a lamcolathoz
valo kotéser6sségét befolyasolni. Ha példaul az iiveg Na-ionjait
a korilbelil ugyanakkora :lg-ionnal helyettesitjiik, akkor az
eziistionok mozgékonysiga nagyjabél ugyanaz, mint a nétrium-
ionoké,! jollehet az Ag ion mozgékonysaga az AgCi-ben koriil-
beliil 107-szer akkora, mint az Na-ion mozgékonysdga az
NaCl-ben.

E mellett figyelembe veendé még az a korilmény, hogy az
iveg Na-tartalma 10% koriil mozog. Lehetséges téhat, hogy az
iveg alkaliionok olyan hig oldaténak tekinthetd, amelyben ezek
egymasra er6ket alig gyakorolnak.

A fiiggetlen mozgékonysagok feltételezése tehat jogosulinak
latszik., Ez esetben azonban a Ficr-féle térvény alkalmazhatd.
Ha ugyanis az idegen ionnak az iivegben valé megjelenése a
sajat ionok kotéserdsségét (()) nem valtoztatja meg, akkor az a
diffuziés folyamatra jellemz6 valészintiség, léogy egy ion vén-

dorlasképes allapotba keriil-e vagy nem, (¢ ®7), a diffuzids zéna
Osszetételének valtozdsitol fiiggetlen.

A teljes diffuziés folyamat, vagyis az Osszes anyagvandor-
las valamely adott keresztmetszeten keresztiil, hdrom részfolya-
matra bonthaté. Ugyanis Nu-Na, K-K és K-Na ionok koézott
torténhetnek helyeserék. A kaliumnak az iveg belsejébe vald
vandorldsa nyilvan a legutobbi részfolyamat alapjan megy végbe.
Ezen legutébbi helycsere valészintiségét a kalium- és néatrium-
ionok vandorlasképessége szabja meg. E vandorlisképességek
viszonyat vezetGképességmérésekbsl meg lehet becsiilni.

Az ismert vezetSképességi formulabél

%
X; = Aie RT 1)

kapjuk ugyanis, hogy ha az eredeti iiveg vezetSképességét azon
iveg vezet6képességével hasonlitjuk 0Ossze, amelyben a natrium
kéliummal van helyettesitve, tovabbd az A 4allandékat egymés-
sal egyenlévé tessziik:

1 A. GUNTHERSCHULZE : loe. cit.
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_ Ona
RT
iy O ; 2)
XK 28y 5
e RT

Az A allandok egyenl6vé tétele azért jogos, mert a legkiilon-
boz6bb ionvezeté szilard testek vezetGképességének kiillonbozo-
sége foleg az exponens killonbozGségétdl, nem pedig az A allan-
dokban mutatkozo kiilonbségtél szérmazik. Uvegek esetében ez
a koriilmény kozvetlen igazolast is nyert. GerLHOFF és THOMAS *
ugyanis mindkét allandé értékét meghataroztak egy sorozat olyan
tiszta Na- és K-iivegen, melyek egyébként ugyanazt az Ossze-
tételt mutattak, és azt taldltak, hogy az A &allanddk valéban alig
valtoznak. Megjegyzendd, hogy a valtozatlan szilikét-szerkezet
kovetkeztében (A elektrolitikus bevezetése) a viszonyok az A
konstansok egyenléségét illet6leg még kedvezébbek, mintha az
iivegeket kiilon-kiilon beolvasztjuk.

A (2) egyenlet jobboldala nem egyéb, mint a véndorlds-
képes ionok szaméanak viszonya, amely viszony ezek szerint a
vezetGképességek viszonydval egyenlé. Utobbi iivegekre koriilbeliil
10%nak ad6dik (lasd alabb), és ezért azt mondhatjuk, hogy egy
olyan diffuziés rétegben, amelyben a Na és K stéchiémetriai
koncentricidoja ugyanaz, minden fellazult K-ionra koriilbeliil
100 Na-ion esik. Ebbél kovetkezik, hogy minden egyes fellazult
K-ion azonnal talal a kornyezetében vandorlasképes Na-iono-
kat és ezért a K-Na helycserét kizdrilag a K-ionok vandorlas-
képessége (fellazulasi ho) szabja meg.

Ha tehat a K diffuziés 4llanddjén azt a K mennyiséget ért-
jik, amely az id6 és keresztmetszet egységében a szokdsos kon-
centricioesés mellett a vegyes helycserék kovetkeztében vandorol,
akkor ennek az allandénak az Osszetételtél fiiggetlennek Kkell
lennie. Ez a fiiggetlenség mindaddig fennéll, amig az elegyfézis
valamely helyén a natriumionok oly mértékben el nem fogy-
nak, hogy a K-ionok imméar nem taldlnak azonnal mozgékony
Na-ra. Ezen Na-koncentraciotol kezdve a diffuziés 4llandé ér-

1 Az adatok Osszedllitisat 14sd A. SmERAL: Glastechnische Ber. 7,
265, 1929.
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téke valtozova valik és lassacskin O-ra csdkken -annak megfele-
16en, hogy mér valamennyi Na-ion kicserélédott K-val és K-Na
helyeserék t6bbé nem kévetkeznek be.! A megadott hatdrokon
beliil azonban a Fick-féle torvény alkalmazhato.

Vegyiink figyelembe egy 1 cm? alaku iivegrudat. Ha a rud
alapjat ANO,-olvadékba martjuk, akkor az iiveg az érintkezési
helyen KN-val telitédik és azonnal megindul a K-ionoknak az
iivegbe val6 diffuzidja; minden egyes A ion helyett egy Na-ion
1ép ki az iivegbd! az olvadékba. A diffuzié alatt az elektromos ellen-
alldas novekedik. '

A Fick-féle differencidlegyeniet a kovetkezd :

de . 0%

ot oxt
ahol ¢ a koncentraciét, ¢t az idét és x a figyelembe vett hely-
nek az alaplaptdl valo tavolsagat jelenti. Az egyenlet integralasa
céljdbol a kovetkezd hatarfeltételeket vezetjilk be: ¢ = ¢, ha
=0 ¢=0, ha x =00 és ¢ =0, ha { =0. ¢, a telitési kon-
centraciot jelenti és a stéchiometriai Na-koncentraciéval vehetd
egyenlonek.?

Az egyenlet megoldésa

Dy = (ﬂ_) z
Vil ack
vagy
M _ QCO I/D_k, (4.)

Vi V=

1 Természetes, hogy a A-ionok ondiffuziéja tovabb is bekdvetkezik,
ez az ondiffuzi6 a keletkezett K-iiveg vezet6képességébdl a NErNst—Eix-
stEIN-féle formula segitségével ki is szamithats.

2 Bz az egyenlévététel helytelen akkor, ha az iivegben két kilon-
boz eréséggel kotott Na-ionfajta van jelen. (V. 6. M. Le Brank und
F. KerscHBaUM : Z. physikal. Chem. 72, 468, 1910.) Ez a feitevés azon-
ban kisérletileg még nincs kellleg igazolva (A. GUNTHERSCHULZE und
O. MoHR : Z. techn. Phys. 13, 356, 1932), de még ha igaz is lenne, akkor
is az er8sebben kotott ionfajta az egésznek legfeljebb koriilbeldl 20%-4t
tehetné ki. Tekintettel arra, hogy az aldbbi szdmitisok esak kozelitdek, az
igy elkovetett hiba elhanyagolhaté.
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ahol M a ¢ idé alatt az alaplapon atvandorolt 6sszes K meny-
nyiséget és Dy az el6bb definidlt diffuziés édllandét jelenti. Ha
feltevéseink helyesek, a (4) egyenlet értelmében M egyenesen
ardnyos V1 t-vel.

A kovetkezo vizsgalandoé kérdés az, hogy mi az Osszefiiggés
a diffuzié és az ellendllasvdltozds kozott. A diffuzidos hengert
oly vezetének tekinthetjiik, amelyet gondolatban az alaplappal
parhuzamos sikokkal szédmos, egyméssal sorba kapesolt rétegre
bonthatunk. Egy-egy ilyen vezetédarab a kalium és ndtrium
részvezetéképességnek megfelelden ismét két parallel kapesolt
vezetének tekinthet6. Az egész rendszer ellendllasat, mint M
fiiggvényét csak akkor adhatjuk meg,
ha a koncentriciteloszlas helyrél-helyre ]
ismeretes.

A Frcr-féle eloszlas figyelembevétele
sulyos szamoldsi nehézséget okozna.
Egy rovid meggondolas azt mutatja ¢
azonban, hogy nem kovetiink el lényeges
hibat, ha a Fick-féle koncentracidesést T
linedaris koncentracioeséssel helyettesit-
jik (v. 6. a sematikus 1. dbrat). Ezaltal 0 —sx 7
ugyan M korilbelil 20 % -kal kisebbnek 1. Abra.
adodik, ez a hiba azonban az ellen-
allasvaltozasban nagyjabol '/s részre zsugorodik Ossze, mivel a
linearitastol valo eltérés csak a K-szegény rétegekben mutat-
kozik, az ellenallasvaltozas pedig fékép a K-gazdag zondkban
kovetkezik be.*

Az ellendllasvaltozas a kovetkezdképpen szamithaté ki. Le-
gyen [ az elegyzéna mélysége egy bizonyos f id6ponthan, legye-
nek tovabbé a mozgékonysigok wu-val és a koncentraciok c-vel
jelolve (1. dbra). Az ellendllisvaltozast megkapjuk, ha az elegy-
zona ellenallisabol (R) levonjuk az eredeti iiveg egy ugyanolyan
darabjanak ellenallasiat (Ry,). A linearités feltétele a kivetkezd :

C,
Ck = Cy — —l—“ . (5)
1 Megjegyzendd, hogy GUNTHERSCHULZE (loc. cit.) az eziist diffuzidja
esetében kisérletileg linearis koncentricidesést taldlt.



56 LENGYEL BELA.

Egy keskeny réteg ellenallasa
.
UKCK + UNLCN,

Alakitsuk 4t a nevez6t annak figyelembevételével, hogy az Gssz-
koncentrédcié mindentitt 4llanddé (cx + cn, = ¢,), vezessiik be az
(5) egyenletbél a valtozé x-et és térjiink &t a limesre, akkor
nyerjik

!

R= .
UrC, — (MK — uNa) T“x

0

Az integricido a kovetkezét adja:

R L gy ©)

o (Ug—UnNg) Co UNa

Ugyanazon eredeti tivegdarab ellendllasa

l

UNCo

BNa =

vagyis a keresett ellenallasvéltozés

l Uk l
773 —_ .
(UE— UNa) €y UNa  UnaCo

(R - -RNa)=
Ha tovabba

@

UNg 2> UK,

akkor a (7) egyenletet a kiovetkez6 egyszertibb alakra hozhatjuk

. l ( UNa )
(R = Ryo) = o= (I e 1), ®)
Az ]. dbra alapjan
[ = S
M= 9 9)

M=2So ___"Na R _ R (10)

R LT AT AT ST S U e

v
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A (10) egyenlet ahhoz az érdekes eredményhez vezet, hogy a
bevandorolt anyagmennyiség az ellenallasvaltozassal ardnyos. Ha
végil M értékét a (10) egyenlethdl a (4) egyenletbe helyettesit-
jik, akkor nyerjik

nXNe g
(R —_ RN,,) _ 4 Uk

Vi Yrec UNa
Ezen egyenlet szerint tehat az ellendlldsvdltozdsnak az ido
néqyzetyyokével ardnyosan kell bekovetkeznie.

A kévetkezd kisérleti részben a (4) és (11) egyenletet fogjuk
igazolni.

V Dx. (11)

Kisérleti rész.

Az dvegfajte kivdlaszldsa. Ha egy vékonyfalu, kozonsé-
ges liveghdl készilt gombot olvasztott NeaNOg-al megtiltve és
ugyancsak olvasztott NaNO,-ba méartva, 350° C koriili h6mérsék-
leten ordkhosszat 4llni hagyunk, akkor a gémb ellenéllésa lassan
né és egy hatarérték felé kozeledik. Kz a jelenség valdésziniileg
azzal fiigg Ossze, hogy az iveghen 1évé belsé fesziiltségek a ho-
mérséklet hatdsira lassan kiengednek (Entspannung), amely folya-
mat ellendlldsnovekedéssel jar.' Ezért tehat olyan iiveget kell
valagztanunk, melynek a fesziiltségek megsziinésére jellemzd ho-
mérgéklete (Entspannungstemperatur) kisérleti hdémérsékletnél
joval magasabb. Ilyennek mutatkozott egy jenai, nehezen ligyuld
kiilénleges iivegfajta, amely 500% Na,0-t tartalmazott.

Ezt az iiveget mindenekelStt kozelebbi vizsgalatnak vetet-
tik ala. Azt taldltuk, hogy ellenilldsa teljesen &llandé maradt,
ha olvasztott NaNO,-ban t6bb napon 4t allni hagytuk. Ha nat-
riumnitratbol kitllonb6z6 aramerdsségekkel elektrolizaltunk, az
ellendllds ugyancsak valtozatlan maradt, ami arra mutat, hogy az
tiveg tiszta Nu-ion vezetd. Fzt killonben az ellenallas~-hémérséklet-
gorbe is igazolta, amelyet a kovetkezdképpen vettink fel.

Egy 1'15 mm falvastagsdgi és 182 mm kiilsé &tméréjii
iivegesovet alul Osszeejtettiink. Ezt a csdvet alacsonyabb hémér-

1 Nyur Gv.: loc. cit.



58 LENGYEL BELA.

sékleten Hg-val, 350°-on pedig NaNO,al 35 mm magassigig
megtiltve Hg, illetve NaNO, fiirdébe allitottuk. Az ellenallast
200°-ig a 2. dbrdban lahato berendezésben egyendram segitségé-
vel hatdroztuk meg. A polarizécié elkeriilése céljabol lehetdleg
kis fesziiltségeket hasznaltunk. 350°-on WaEArsToNE-féle hidban
tortént az ellenalldsmérés. Az eredményt az 1. tablézat tartal-

G R Mot
I2] gl
£
Y 0~
A
| ] ’ 1 L {iﬂ =
Ll |IIWVM
G = iiveg 4 8°C
R = 6sszehasonlité ellenallas wlamsec | | 20N
B = binénselektrométer 151 e s Jo
E = fold ‘ e
2. Abra. 3. dbra.

mazza. Ha a Rasca—HiNriscaen-féle? torvény értelmében log R-et
felrajzoljuk 1/T.s ellen, akkor a 3. abradban lathaté egyenest
nyerjik, ami igazolja, hogy mért hémérsékleti kozben az aramot
csak egyfajta ion szallitja.

1. Tabla.

90 R L

58 50.10°
116 6-8.107
166 3:3.10¢
185 1:1.108
224 2:1.10%
346 5:9.10%

! E. Rasce und F. W. Hinricusen: Z. Elektrochem. 14, 41, 1908.
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Végiil a relativ ionmozgékonysag meghatarozdasa céljabol a
csbbe K-t elektrolizaltunk be. Forré és Parar' azt talaltak, hogy
az ilyenkor mutatkoz6 ellenallasnovekedés az 4thaladt dram-
mennyiséggel szigorian aranyos. Ez a mi esetiinkben is igazo-
last nyert. A csévet NaNO,-al toltve KNO,fird6be meritettiik
és tobb fokozatban, kiillonbozé aramerdsséggel (10, illetve 5 mA)
kiviilrél befelé elektrolizaltunk. Az aram megszakitdsa utin az
ellendllas gyakran kissé csokkent, ami a mérés pontossigat ron-
totta, ugyhogy koriilbelil 10% hibaval kellett szamolnunk.
Végeredményben azt kaptuk, hogy 430°-on dsszesen 16°8 Coulomb
dthaladasa kozben 490 £-rél 1710 Q-ra novekedett az ellendllss.

Ha feltételezziik, hogy elektroliziskor minden egyes elvan-
dorld Na-ion helyét K-ion foglalja el, a két ion relativ mozgé-
konysagat kiszamithatjuk. Az elébb megadott adatokbdl, tovibba
az Na koncentraciojabol (cys,0 = 5%), az liveg siirtiségebdl
{D=2-1), valamint a cs8 geometriai méreteib§l a keresett viszony
a kovetkezének adddik :

N 1.2.102,
Uk

A diffuzi6 meghatdrozdsa silyméréssel. A diffuzi6 le-
folydsdnak kozvetlen megfigyelése céljabol az ismert stlymérési
modszert alkalmaztuk.? Mivel a diffuziés alland6é varhato kis
értéke és az atomstlyokban mutatkozé csekély kiilonbség miatt
esak igen kis sulyvaltozdsra szamithattunk, a méréseket a leg-
nagyobb gondossaggal kellett végezniink. A kovetkezéképpen
jartunk el.

Kortlbeldl 10 gr finom szemeséjl, kiszitalt iivegtormeléket
platinatégelybe éntottiink, amely tégely megolvasztott NaNO-at
tartalmazott. Az iiveget az olvadékban 390°-on nehany ora hosz-
szat gyakori kavargatds kozben allni hagytuk. Ezutan az egészet
lehiitttiik és a tégely tartalmat f6z6pohérban kioldottuk, az iive-
get hideg vizzel a nitratreakeid eltilinéséig mostuk, majd kis
mérdedénybe vittik 4t, 120°-on egy ordn &t szaritottuk és vé-

1 M. Forr6 und E. Parai: Z, Techn. Phys. 5, 256, 1931.
2 C. Tasanor, H. Remvaorp und W. Josr: Z. anorg. Chem. 177,
253, 1928.
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giil mértik. Miutdn a suly ezen mitiveletek kozbén nem valto-
zott, az egész kisérletet megismételtiik azzal a kiillonbséggel,
hogy NaNO, helyett KNO, fiird6t hasznaltunk. Mivel egy-egy
diffuziés szakasz befejezésekor az ezen idéponthoz tartozé kon-
centracideloszlds a lehtilés kozben befagy, a diffuzié folytathato,
ha ugyanazt az iiveget egymasutdn tobbszér vissziik KNO,-ba;
ily médon a diffuziés folyamat id8beli lefolydsarol téjékozod-
hattunk.

2. Tabla.
Olvadék t' 6ra Am mg t 6ra M mg Vvt
NaNO, 12 — 06 <L - L
KNO? 050 + 99 050 24°1 070
2:00 101 2:50 487 158
| 1325 274 1575 1158 3-93
NaNO, || 24 — 320 2% — 782

Az eredmények a 2. tdbldzathan vannak Osszeallitva. A téab-
lazatban t' egy-egy diffuzids szakasz Ordkban kifejezett idejét,
dm a milligrammokban
kifejezett és 10 gramm
anyagra atszamitott stly-
valtozast, ¢ a diffuzio
kezdetét6l szamitott 6sz-
szes id6t és végil M a
t-hez lartozé Osszes be-
vandorolt (illetve kivan-
dorolt) K-menyiséget je-
lenti. A tablazathol ki-
ttinik, hogy 16 o6ra alatt

R b az tiveg natriumtartal-

ménak kereken 18%-a

cserélédott ki K-val. A bevéandorolt K az iivegh6l konnyen
ismét kihozhato.

Ha a 2. tablazat adatait a (4) egyenlet igazolasara akarjuk
felhasznalni, akkor M-t ¢/t ellen kell felrajzolnunk. Amint a

25—

100
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4. 4brabol lathato, a wvdrt linearitds valoban fenndll és ezzel a
(4) egyenlet helyessége igazoldst nyert.

A diffuzié meghatdrozdsa ellendlldsméréssel. Egy koriil-
beliil 20 mm &tmérdji gombot NaNOg-al toltve elektromosan
fitott NaNO, firdébe meritettink. Az ellenalldst, mint mar
emlitettiilk, a WrurATsToNE-féle mddszerrel hatiroztuk meg. Ez-

3000 |—

. @
2000 {— .y

(R-Ry,)
7000 —
=X T
0 | | | | | |
7 2 ) 4 5 6

5. dbra.

utdn a gémbot KNO, firdébe emeltiik at. A két firds hémér-
séklete pontosan egyezett, ugyhogy az atemelés kovetkeztében
a gomb hémérséklete legfeljebb atmenetileg valtozott 1—2°-kal.
Az ellenallast idor6l-idére megmeértiik ; az ellendlldsvaltozas mér-
téke a 3. tdblazatban lathaté. Az 5. dbra a hosszi, korilbeliil
36 6raig tarté diffuzios idé ellenére is (R — Rya) és 1/t kozott
teljes linearitdst mutat, ami azt bizonyitja, hogy a (11) egyen-
letben foglalt feltevéseink a valdsdgnak megfelelnek.
Amikor a gombét KNO,-b6l ismét NaNO,-ba tettiik vissza,
az ellendllds kezdetben gyorsan, majd késébb lassan csikkent és
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3. Tabla.

t 6ra R 1/-[
0 290 0
0034 340 018
018 450 042
037 530 061
1-12 750 1:06

12:87 1870 358

1720 92040 £15

20-30 92140 450

2090 9900 &55

9365 9300 485

36:95 3110 605

végiil kozelit6leg, sot gyakran teljesen (kiilonosen rovid ideig
tartd diffuzié utédn) eredeti értékére tért vissza. Ez azt jelenti,
hogy a folyamatok reverzibilisen jatszédnak Ile.

Az elméleti részben utaltunk arra, hogy a koncentraciotol
fiiggetlen ionmozgékonysagok feltételezése nemesak az tiveg szer-
kezeti sajatsagaival, hanem csekély Na-tartalommal is megokol-
haté lenne. (A vizsgalt iiveg csak 5% Na,O-t tartalmazott). Ha
a diffuzios torvénynek kisérletileg megallapitott érvényessége az
utébbi korilménnyel lenne magyarazhato, akkor azt varhatnok,
hogy az Na-tartalom novelésével eltérések fognak mutatkozni.

Ezen kérdés eldontése céljabol az ellendllas-id6 gorbét ha-
rom kiillonb6z6 Osszetételd tivegen is felvettiik, amelyek nétriu-
mot novekedd mértékben tartalmaztak. Ezek a gorbék a 6. ab-
raban vannak feltiintetve. Habéar az egyes egyenesek hajlasszoge
kiilonbozik,* a négyzeteyokos torvény mind a hdrom esetben
teljesitve van, jollehet az Na,O-tartalom 59,-r6l 17%-ra emel-

1 A hajlasszogek kiilonbsége nem hozhaté az Na-tartalommal koz-
vetlen kapesolatba, mert a II. gémb felillete a t6bbiekénél kisebb volt,
tehat egyenesének hajlisszoge teljesen Osszehasonlithaté kérilmények ko-
zott a III. gorbéhez kozelednék.
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kedik. Megéllapithatjuk tehat, hogy a diffuzios torvény alkal-
mazhatosdga a natriumtartalomtol fiigeetlen.

Ez az eredmény azt mondja, hogy a K-ionok nemecsak
Na-szegény tivegekbe vandorolnak be a Fick-féle torvény értelmé-
ben, hanem a torvény érvényessége az iivegre altaldnosan jel-
lemz6. Jogosult tehat, hogy az alapul szolgalé feltevést is dlta-

2000

1000
R
T ‘ — V7
0 [ | Easig !
7 2 5 B 5
Na,O-tartalom : I=25%, IT = 14%, III —= 17%.
6. dbra.

lanositsuk és kimondjuk az ionmozgékonysdgok figgetlensége-
nek tételét.*

Frdekesnek latszott azt is megvizsgalni, hogy a kalitiveg
hasonlé koriilmények kozott hogyan viselkedik. A hasznalt iiveg

1 Kz a kijelentés latszoélag ellentmondéshan van GEHLHOFF és THOMAS
(Z. techn. Phys. 6, 544, 1926) észlelésével, amelynek értelmében konstans
alkélitartalmé Na-K-elegyiivegekben a vezet6képesség az Na-koncentricio-
val nem lineérisan véltozik. Ez azonban az eddig mondottakkal szemben
nem jelent ellentmondést, ha figyelembe vessziik, hogy a mi esetiinkben
olyan iivegekrél van sz6, amelyek szilikalvaza vdltozatlan, mig GEHLHOFF
és THOMAS-ndl ez a vaz az 6mledék lehiilésekor mindig ujonnan keletke-
zett és igy a Na-K-konceniraciéviszonytol fiigghetett.
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osszes alkalitartalma 23% K,O volt." Ha ez a gémb KNOQO,-ban
allott (beliill ugyancsak KNO,-al volt toltve), akkor ellendllasa
nem véltozott.?

Az elektrolizis ugyanesak nem okozott vdltozast, az iveg
tehat éppugy viselkedett, mint a natroniiveg Na.NOg,-ban.

A gémbnek NaNO,ba valé atemelése utdn az ellenillis
kismértékben csokkent, az iiveg azonban rovid idén beliil meg-
repedt és feliilete tomor tejfehér réteggel vonédott be. RBNO,
olvadékban a varakozds ellenére sem Aallas koézben, sem elekiro-
lizis hatdsara ellendllasvaltozas nem mutatkozott.

Fzek az észlelések altalaban véve Osszhangzisban vannak
azokkal, amelyeket a natroniivegen figyeltink meg. Az Na.NO,-
ban észlelt nagymértékii torékenység sem teljesen ismeretlen
jelenség. Régéta tudjuk ugyanis, hogy Li-ionokat nem lehet
nétroniivegbe beelektrolizalni, mert az olvasztott Li-sok az iive-
get ugyanolyan moédon témadjék meg, mint a jelen esetben.®
E jelenség okat mindez ideig sem sikeriilt pontosan megadni,
azonban sejtették, hogy a Li kisebb 4tmérdje kovetkeztében az
iivegben iiregek keletkeznek, amelyek az iivegvaz Gsszeroppandsi-
hoz vezethetnek. Ezt a nézetet a mi megfigyeléseink teljesen
alatdmasztjak, mivel az Na-Li kicserélédés esetében hasonlo
viszonyok uralkodnak, mint amikor a K-t Na helyettesiti.

Nehezen érthetd, hogy a th miért nem okoz ellenallds-
névekedést. Ez a rendellenes viselkedés talan arra vezethetd
vissza, hogy mig a K-ion 4tméréje a Na-ionénal koriilbeliil
30%-kal nagyobb, addig a Rb alig 10%-kal nagyobb, mint a
K, és igy lehetséges, hogy a Rb mozgékonysaga a K-6t6]1 csak
kevéssé kiilonbozik, Masrészt a hasznalt Rb készitmény K-val
volt szennyezve, és altaldnos tapasztaldsunk szerint a kisérletek
csak akkor folynak simén le, ha teljesen tiszta sdkat alkal-
mazunk.

1 Bzt az iiveget az itteni laboratériumban pro analisi anyagokbél
Allitottuk eld.

2 Az iiveg ellenallasa altaldban igen nagy volt és némely esetben
kissé noévekedett. Ez a névekedés azonban minden valésziniiség szerint a
bels§ fesziiltségek megsziinésével hozhaté kapesolatba.

3 E. WarsURG : Wied. Ann. 21, 621, 1884,
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Temperatura-koefficiens. A munka folyamén gyakran meg-
figyeltuk, hogy az egyenesek hajlasszoge a hémérséklettél nem
nagyon fiigg. A kérdés kozelebbi megvizsgalisa céljabdl az ellen-

allas-id6gorbét harom kiilonb6z6 hémérsékleten vettiik fel. Amint

a 7. dbrabol lathatd, a —(R———y mennyiség temperatura-koef-

ficiense igen csekély. Ez a koriilmény elsé pillanatra meglepd,

1500 +—

1000

7. 8bra.

mert tudjuk, hogy a diffuziés alland6é értéke novekedé hémér-
séklettel nagymértékben névekedik. Médunk van azonban arra,
hogy a kérdéses temperatura-koefficienst kiszdmitsuk.

E célbdl a (11) egyenletet atalakitjuk :

(R— Rya) 4 Inuye—nug—1
e = e 50 v D (11a)

A kovetkez6 helyettesitések végzenddk :

LI 5
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Qxa
UNa= Prop xng = Ae BT
Q%
Ug = Prop xg = = Ae BT
ex

Dg = prop’TszA’e_ RT,

ahol az A és () mennyiségek a hémérsékletts] fiiggetlenek.
A (11a) egyenletbe behelyettesitve nyerjiik

9N Qx
(R— Rya) 4 InAe BT —lpAde RT — 1 e
7 a) _ o o YAT.e T
e Ae BT
vagy, ha A mennyiségeket egy allanddva egyesitjik,
- 20 ng °
(- l/It?m) A,,< Qxf—i TQM _ W—,e S T (12)

Ha a fellazul4si hék ismeretesek, akkor a temperatura~koefficienst
szémszeriileg meg lehet adni. Qn,-t a 3. 4brabdl kaphatjuk meg,
mivel az ismert vezetéképességi képlethdl ((1) egyenlet)

Ona = R dlogR
YT oass 1
T

értéke 20,600 cal-nak addédik. Qx-t ezen értékbél a (2) egyenlet
felhasznaldsdval szamithatjuk ki, melybe a kisérletileg megdlia-
pitott mozgékonysagi viszonyt kell helyettesiteniink. Ily médon
Qi szamara 27,200 cal-t kapunk.

Ezzel lohotévé vilik, hogy a ‘L—ie)

kifejezés értékét

tetszéleges hémérsékleteken kiszdmitsuk.! A szdmités szerint ez
az érték Onkényes egységekben kifejezve 350°-on 76, illetve
395°0n 51 (4. Tabla). A temperatura-koefficiens tehat nega-
tiv és valtozésa a figyelembe vett intervallumban koriilbeliil

1 Az A" értékét természetesen nem ismerjiik, mivel azonban csak a
(12) egyenlet baloldalénak vdltozdsa érdekel, A”-t, mint a hmérsékleits] -
nem fiiggé tényezét figyvelmen kiviil hagyhatjuk.
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4. Tabla.

' E=g
e |(Role) (5—__193) v ]
( V{ szam | Vt_ tal. 4 1
| szém. | tal.
350 | 76 96 |
? —339% l —15 %
395 | 51 82 g

33 % . A megfeleld kisérleti adatokbél (a 7. abran leolvasva, ugyan-
csak Onkényes egységekben) ugyanez 350°-on 96, illetve 395°-on
82, a temperatura-koefficiens tehat ugyancsak negativ és a val-
tozas 15%, mig a diffuziés 4llandé pozitiv valtozédsa ugyanezen
intervallumban t6bb mint 200%.

Az elmélet és kisérlet egyezése teljesen kielégité, ha meg-
gondoljuk, hogy a szamitdsok csak kozelit§ jellegtiek.

Osszefoglalés.

1. Megvizsgaltam a kdliumionoknak olvasztott s0kbdl tivegbe
torténé diffuzidjat.

2. A Ficx-féle diffuzios egyenlet feltételezett alkalmazhat6sigs-
bél azt kovetkeztettem, hogy a bediffundalt K-ionmennyiségnek
(M) és az e kozben mutatkozo ellenslldsniovekedésnek ([2— Ryy,)
a diffuziés idS négyzetgyokével (¢/¢) linedrisan kell valtoznia.

3. A diffuzio lefolydsat egyrészt kozvetleniil, a sulyvaltozas-
mérés révén, és masrészt kézvetve az ellendllasvaltozds meghatd-
rozdsa alapjan figyeltem meg.

4. A kivant linearitds mind a két esetben igazolédst nyert.

5. A diffuzios torvény érvényessége nem fiigg az tiveg Nu-
tartalmatol.

6. Ezen kisérleti tényekbdl kovetkezik, hogy az ionmozgé-

konysagok a koncentrécidviszonytol fiiggetlenek.

7. A (ﬁ_—]_;“i) mennyiség temperatura koefficiense nega-

tiv és kicsiny az elméleti szdmithsoknak megfeleléen.

*
H*
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E helyen is meleg kiszdénetet mondok Buomscx Guszriv
professzor urnak, a Kir. magy. Pazmény Péter Tudoméanyegyetem
II1. sz. kémiai intézet igazgatdjanak &llandd, szives érdeklddé-
géért, valamint Brum Erzstiser kisasszonynak értékes segitségéért,
aki a kisérletek nagy részének elvégzését volt szives magara
vallalni,

Koszonettel tartozom tovabbé az Orszdgos Természettudo-
mdnyi Tandcsnak a nyujtott anyagi tdmogatésért.

(A M. T. Akadémia ITI. osztilyinak 1933. december 11-én tartott iilésébél.)



DIE DIFIFFUSION VON KALIUMIONEN IN GLAS.

Von BELA v. LENGYEL.

i. Es wurde die Diffusion von Kalium aus verschiedenen
geschmolzenen Salzen in Glas untersucht.

2. Aus der angenommenen Anwendbarkeit der Fickschen
Diffussiongleichung wurde gefolgert, dass die eindiffundierte K
Menge (M) und auch die wihrenddessen erfolgte Widerstands-
vermehrung (R—Ry,) mit der Wurzel der Diffusionszeit (§/7)
linear verlaufen muss.

3. Der Verlauf der Diffusion wurde einerseits direkt, durch
Wigung der Gewichtsiinderung und anderseits indirekt, durch
Messung der Widerstandsinderung verfolgt.

4. Die geforderte Linearitit wurde in beiden Fillen be-
stitigt.

5. Die Giltigkeit des Diffusionsgesetzes ist unabhiingig von
dem Natriumgehalt des Glases.

6. Aus den vorangehenden experimentellen Tatsachen folgt
der Satz der Unabhéngigkeit der Ionenbeweglichkeit vom Kon-
zentrationsverhéltnis.

ist ne-

7. Der Temperaturkoeffizient der Grésse (R—_I:N")

gativ und klein in Uberei_nstimmung mit der theoretischen Be-
rechnung.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 11. Dezember 1933.)



A DESARGUES-FELE KONFIGURACIO
KIBOVITESE.

KLUG LIPOT-tol.

HUNYADI JENO
(1838—1889.)
a M. T. Akadémia r. tagja

EMLEEKENEK

frtam e dolgozatomat. O hatvan évvel el6bb tandrom volt és 6tven
éve, hogy «Perspektiv helyzetli alakzatok» cimi dolgozatomat a
M. T. Akadémidnak el8terjesztette. Ebben is, mint a jelenlegiben,
az ugynevezett chelyzetgeometria szabdlyos alakzatairély szélok,
mert az azokban szerepl$ alakzatok helyzetiik tekintetében teljes
szabdlyossdgot mutatnak. Jelenleg az ily alakzatokat «konfigu-
racidky-nak nevezik és azokat alkoté elemek szdma szerint jel-
lemz8 képletekkel jelolik.

A Drsarauges GErRARD-t0l (1593—1662) szdrmazé (10, 10,)
konfigurdcié tiz egyenesbdl és tiz pontbdl 4ll; az egyenesek mind-
egyikén annak hérom pontja van és a pontok mindegyikébél
annak hérom egyenese sugdrzik ki. Két perspektiv hiromszog a
sikban, amelynek homolog oldalai egymést egy egyenesen metszik
és homolog esucspdrjai hirom, egy pontba iutkoéz6 egyenesen van-
nak, ilyen DrsarcuErs-féle konfigurdciét alkotnak. Ennek a kon-
figurdcionak kibGvitése, azaz wjabb tulajdonsdgainak kideritése
tdrgya a jelen dolgozatnak.

A konfigurdcié 6t négyszogre és 6t négyoldalra bonthaté fel;
mindegyik négyszdg egy bizonyos négyoldal koéré van irva és
mindkettének esucsai és oldalai a konfigurdcidnak Osszes pontjai
és egyenesel.
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A négyszogeknek és a négyoldalaknak 6t-6t 4tloshdromszoge
van; ezekr8l kimutatom, hogy paronként perspektivek, tehdt
negyvendt perspektiv hdromszogpirt szolgdltatnak.

A négyoldalak 4tléshdromszogeinek tizenot estcsa (4tlospont)
hatdval tiz kapszeleten van, és e tiz kapszelet, valamint az 4tlos-
pontoknak tizenot pirja egy (10, 15,)% konfigurdciot alkot, ameny-
nyiben annak minden kupszeletén hdrom pontpir van és minden
pontparjdn két kupszelet megy 4t.

A Desarceuss-konfigurdeié tiz perspektiv hdromszogpdrjdnak
homolog oldalai egymdst hdrmaséval a konfigurdei6 tiz egyenesén
metszik, de a nem homolog hdromszégoldalak tizenot metszs-
pontja hatdval tiz kapszeleten van. Ezek ismét egy (105 15,)2%
konfigurdciot alkotnak, amely azonban az el6bbit6l abban kilon-
bozik, hogy ott a kupszeleteken a ponthatesok négyfélekép in-
volucidsak, mig ezeken a kiipszeleteken a ponthatosok nem képez-
nek involuciét.

A Desarcuss-konfigurdcié egyeneseinek harmonikus polusai
arra a tiz hiromszogpdrra vonatkozolag, amelynek az illet§ egye-
nesek a perspektivitdsi tengelyei, hatosdval szintén tiz kapszeleten
vannak és egy a DEsarcuErs-konfigurdcidra emlékeztet§ konfigu-
raciot (10,5, 105)%t alkotnak, mert ezeknek mind a tiz kdpszeletén
hirom-hidrom pontpir van és a tiz pontparjdnak mindegyikén e
ktpszeletek kozil hirom megy 4t. Ennek a konfigurdciénak kap-
szeletein a ponthatosok hdromfélekép alkotnak involuciét.

Mind a hdrom emlitett kapszelet- és pontpar-konfiguriciéonak
van hdrom dudlis alakzata; ebben a kupszeletek megmaradnalk,
de a pontpirok helyébe a kiupszeletek érintéparjai lépnek fel.
E kontigurdciok tulajdonsdgainak felkeresése szintén tirgya a
jelen dolgozatnak és az eredmények a kovetkezd tételekbe vannak
osszefog alva

1. Két perspektiv héromszég A4,B,C,, 4,B,C, ugyanegy sik-
ban, amelynek homolog estesait Osszekotsd egyenesek: a = 4, 4,,
b= B;B,, ¢ = C,C, egy D pontban taldlkoznak és igy (DEsarGUES
szerint) homolog oldalainak metsz8pontjai: A = (BC;, ByC,),
B=(C,4,, Cy4,), C = (4,B;, A,B,) egy d egyenesen vannak:
egy (D, d)-vel jelolhetd ecentrikus-kollinedeiét és egy x poldris-
mezdt (valamint ehhez tartozé vezérkapszeletet, x2-t) hatdroz
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meg ; amabban a kollinedci6 kozéppontja D, tengelye pedig d, és -
az A4,, By, Cy ... pontoknak homolog pontjai az A,, By, C,...;
ebben az 4, B, C, D, A,, By, C;, 45, B,, C, pontoknak poldrisai
az a, b, ¢, d, 0,;=B,Cy, by=034,, c;=A,B,;, a,=DB,C,, b,=C4,
¢y = A, B; egyenesek.

A (D, d) kollinedcié két tetszésszerinti homolog pontjinak
P, P, a poldrisai p;, P, a x polarismezében olyan egyenesek,
amelyek felvdltva homologok a (D, d) kollinedcidban, azaz: a
P, pont mez8jéhez tartozd p, egyenesnek a P, pont mezdjéhez
tartozé p, egyenes a homologja.

A fentebbi tiz egyenes és tiz pont egy (10,, 105) szimbélummal
jelezhetd tgynevezett Desarcuis-féle konfiguriciot, f-dt, képez;
ennek minden egyenesén a konfigurdciénak hidrom pontja van és
minden pontjdbol a konfigurdciénak harom egyenese sugarzik ki.

2. Az A,B,C,, 4,B,C, perspektiv hdromszogek ostcsai és
a D pont az A4,B,C;D, 4,B,C,D négyszogeknek csticsai, és ugyan-
azok a hdromszogek feleserélve a d egyenessel egyiitt az a;b,¢,d =
= A,B,Co ABC, 05bycod = A, B,C{ABC négyoldalakat képezik.
A négyszogek 4tlosharomszogeit és a négyoldalak 4tléshdrom-
szogeit A, B;C,, UpBE,, A B/C,, W, B,¢,-vel akarjuk jelezni, hol
a két elsd atloshdromszognek A MUy, BB, €€, csuesai az a, b, ¢
egyeneseken vannak és a mdsik két dtloshdromszog B,€), B,C,;
G, €, ALY, AUY, oldalai az 4, B, C pontokon mennek &t.

Ha a d egyenesnek harmonikus pélusai az 4,B,C;, 4,B,C,
héromszégekre nézve a D', D" pontok; a D pontnak harmonikus
polirisai ugyanezekre a hiromszogekre nézve a d', d" egyenesek és
a I, D! pontok az 4,B;C,D négyszognek és a D", D? pontok az
A,B,C,D négyszognek szembenfekvd oldalait harmonikusan vélasat
jak el, ha tovabbd a d', d* egyenesek az 4,B,C,4BC négyoldalnak,
a d", d?egyenesek pedig az 4, 3,0, 4 BC négyoldalnak szembenfekvs
esucsait harmonikusan vélasztjdk el, akkor a négy 4tloshdromszog
kozil az elsé és a mésodik, tovdbba a harmadik és a negyedik a
(D, d) centrikus-kollinedcidban egymdssal perspektiv, mig az els6 és
a negyedik, a mésodik és harmadik, az els§ és a harmadik, végre
a mésodik és a negyedik dtloshdromszog a DY, db; D?, d2; Dy, by
Dy, D, perspektivitdsi kozéppontra és tengelyre nézve perspektiv.

A (D, d) centrikus kollinedcidban a D', D”; DY, D? pontok és
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a d, d"; d?, d egyenesek homologok, tehdt a DD'D", DD'D? pon-
tok egy-egy egyenesen vannak és a dd'd"”, dd*d' egyenesek egymast
egy-egy pontban metszik.

A két négyszognek poldrisalakzata a x poldrismezében a két
négyoldal és azonkivill 4gy a négyszogek, mint a négyoldalak
maguk poldrisnégyszogei, illetSleg poldrisnégyoldalai a x poldris-
mezének, végre a D', D", D', D? ,, T, pontoknak poldrisai a
a’, d', a2, d, by, b, egyenesek.

3. A 4= (105, 10,) konfigurdci6 tiz perspektiv haromszog-
pirra bonthatd, ezeknek perspektivitdsi tengelyei a konfigurdcié
egyenesel és az ezekhez tartozd perspektivitdsi kozéppontok e
tengelyeknek pélusai a x poldrismezGben.

E tiz perspektiv haromszogpartél meghatdrozott tiz centrikus-
kollinedciot (D, d), (A4, @), (By, by), (Cp ¢), (Ay ay), (Bs, by),
(Cy, c3), (4, a), (B, b), (C, ¢)-vel akarjuk jelolni, hol a zdrdjelben
levé pont és egyenes az illet§ kollinedcidnak kozéppontja és ten-
gelye, és mert ezeken kivill még a kollinedeié meghatirozdsihoz
egy homolog pontpédr sziikséges, kimondjuk, hogy e kollinedciok-
ban az 4,4, DA,, DB,, DC,, DA,, DB,, DC,, CB, AC, B4 pont-
pirok pontjai megfelelGleg homologok.

A 4 konfigurdei6 a kovetkez$ 6t négyszogre és 6t négyoldalra
bonthaté:

A4,B,C,D A,B,0, ABC
A,B,C,D 4,B,C,ABC

A, 4,BC B,B,0,C, AD (1)
B,B,CA C,C, 4, 4,BD

C,C,4B A, 4,B,B,0D,

ezeknek az egy sorban lev§ négyszogeknek és négyoldalaknak
csucsai és oldalai a J konfigurdcié valamennyi pontjét és egye-
nesét magukban foglaljdk és egymédst «kiegészitG» (complementir)
négyszogek és négyoldalaknak nevezzitk és 4tloshdromszogeit

%, B,C, AB, €

%A, B,C, A, C,

AAA AWA (2)

BB, B, BB,

66,6, 686,
bettkkel jeloljiik.
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E négyszogek, négyoldalak és 4tléshdromszogek kolesonos
helyzeteit és tulajdonsagait a kovetkezd tételbe foglaljuk:

«A négyszogek polarisnégyszogei, a négyoldalak pedig poldris-
négyoldalai a x poldrismezének és minden kiegészit§ négyszog és
négyoldal egymésnak poldrisalakzata. A tiz 4tléshdromszog egymas
kozott paronként perspektiv és igy ezek negyvenét perspektivitdst
hatdroznak meg, és pedig: két-két négyszog atloshdromszige a
kozos négyszogek csticsira mint perspektivitdsi kozéppontra és
két-két négyoldal 4tloshdromszoge a négyoldalak kozds oldaléra,
mint perspektivitdsi tengelyre nézve perspektivek és a fent jelzett
tiz centrikus kollinedciéban egymdsnak homolog hdromszogei, ami
hsz perspektivitast foglal magdban; van ezutdn 6t perspektivitds,
amelyné] egy-egy négyszog atloshdromszoge a négyszoget kiegészitd
négyoldal dtléshdromszogével perspektiv; végre hiusz perspekti-
vitds, amelynél egy-egy négyszog és négyoldal 4tlésharomszige
azzal a négyoldal, illetSleg négyszog atloshdromszégével perspektiv,
amely nem kiegészitGje annaky.

4. A 4 konfigurdcié minden P pontjdbél hat olyan egyenes
sugdrzik ki, amelyen a konfigurdcié 6t négyoldala 4tlospontjai
parjaval rajta vannak; ezek koziil hdrom egyenes két négyoldal
perspektiv helyzetli 4tloshiromszdgének homolog estesait proji-
cidlja, mig a médsik hdrom egyenesen a hatralevd hirom négyoldal
atléoshdromszogeinek egy-egy oldala van és ezeken az oldalakon
a cstesparok harmonikusan vélasztjdk el az oldalak kozos P pont-
J4t a konfigurdciénak ugyanegy p egyenesen levé mds hirom
pontjatél. Ezek a cstespirok tehdt egy P’2 kipszeleten vannak,
amelyre vonatkozolag, valamint a x poldrismeziben, a P pontnak
poldrisa a p egyenes. A P’? kupszeleten a hdrom cstcspir, azaz a
hat 4tléspont négyfélekép involucids; az egyik involuci6nak a
polusa és tengelye a P pont és a p egyenes, a tobbi hdrom (ciklikus)
involuciénak pélusa a J konfigurdcibnak a p egyenesen levd
hdrom pontja.

A 4 konfigurdeié tiz ilyen P2 kupszeletet hatdroz meg,
amely a rajtuk levé hdrom-hdrom pontparral egy K'?2=(10,, 15,)2
kapszelet- és pontpdr-konfigurdciét képez; a tiz kupszelet mind-
egyikén a konfigurdeionak hdrom pontpédrja van és a tizenot pontpar
mindegyikén a konfigurdciénak két kupszelete megy keresztil.
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Ehhez dudlisan a . konfigurdcié négyszogei atloshdromszogei-
nek oldalai tizenot parban egyesitve egy K% = (10,, 15,)2 kup-
szelet- és egyenespar-konfigurdeiét képeznek; minden kipszeletet
a konfigurdcié harom egyenespdrja érinti és minden egyenespérba
a konfigurdcié két kupszelete van beirva, végre minden kupszelet-
nek hdrom érintGparja négyfélekép involucids.

5. A 4 konfigurdci6 még egy ugyanilyen szimbolummal
jelolhetd kupszelet- és pontpdr-konfigurdeiét, valamint kupszelet-
és érintdpdr-konfigurdciét (105, 15,)%-t hatdroz meg mint a K'2 és
K2 volt. Ugyanis a 4 konfigurdcié tiz perspektiv hdromszogpérjd-
nak nem-homolog oldalai és az ezekhez homolog, és igy egymadshoz
nem-homolog oldalai egymést hdrom-bdrom pontpirban metszik,
amelyek (az (1) négyszogek cstcsail) egy-egy kupszeleten vannak..
A tiz ekkép szdrmaztathatd kiapszelet és a tizenét pontpdr képezi
azt a (105, 15,)% kupszelet- és pontpdr-konfigurdciét, amely a
K'2-t8] (és dudlisa a K%tdl) abban kilonbozik, hogy ez utdbbindl
a ponthatosok (illet6leg érint6hatosok) nem involucidsak.

6. A . konfigurdeiétol meghatarozott tiz centrikus-kollinedcio-
ban a kollinedcio-tengelyeknek harmonikus poélusai a homolog
hdromszogpdarokra vonatkozdlag: tiz homolog pontpér, azaz husz
pont ; ez egyrészt olyan 6t négysziognek a csuesa, amely paronként
a tiz centrikus-kollinedciéban homolog; mésrészt olyan tiz hdrom-
szogpirnak a csucsa, amely ugyancsak a konfigurdcié pontjaira és
egyeneseire, mint perspektivitdsi-kozéppontra és -tengelyre per-
spektiv a nélkiil, hogy a tiz centrikus-kollinedciohoz tartoznék.

BEzért a 4 konfigurdeié minden pontjabodl hét egyenes sugdr-
zik ki, amelyen a htsz harmonikus pélusbdl kettG-kettd van, a
t6bbi hat harmonikus pélus pedig egy kuapszeleten fekszik. Ezek-
nek az egyeneseknek a szdma, amelyen a harmonikus pélusok
pérjaval, a 4 konfigurdcié pontjai egyenként rajta vannak: het-
ven, mig a kipszeletek szdma, amelyen a harmonikus pélusok
hatosdval rajta vannak: tiz.

Minden ilyen kapszeleten a hat harmonikus polus haromfélekép
alkot involueidt ; az ezekhez tartozé hdrom involuei6-pdlus a kon-
figurdcié egy-egy egyenesének hdrom pontja.

A tiz kupszelet és a tiz pontpdr (harmonikus poluspir) egy
42 = (105, 10,)? konfigurdeiét képez, amennyiben mindegyik kip-
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szeleten hdrom pontpir van és minden pontpiron hirom kup-
szelet megy at.

Ehhez van egy dudlis konfigurdcid 4'2; ennek egyenesei a
4 konfigurdcié pontjainak harmonikus poldrisai azokra a persp.
hdromszogparokra vonatkozélag, amelyeknek az illet§ pontok a
perspektivitdsi kozéppontjai. A két kupszelet-konfiguricid 42, 4
egymasnak poldrisalakzata a x poldrismezében.

7. A £ konfigurdcié tiz kapszeletén a ponthatosok nemesak
hédromfélekép involuciésak, hanem ezeknek az involucidknak
barmelyikében az a tdrspontpir P'Q", amely a masik két tdrs-
pontpart egymdstol elvélasztja, oly kilonos helyzetti, hogy ennek
az involuciénak a poélusa és a mdasik két involucié egyik és a mdsik
tengelye, a polushoz tartozé tengelyt harmonikusan vélasztja el
a P'Q" tarspontpdr egyik, illetlleg mésik pontjatol.

A £ konfigurici6 birmelyik kupszelethdrmasa, amely a
konfigurdci6 egyik pontpirjdn megy 4t, olyan tulajdonsigu, hogy
hiarom kupszeletpirjdnak hdrom kontingenciapontja egybeesik a
4 konfigurdcié hirom ugyanegy egyenesen levd pontjival, és
ezekbdl a kontingenciapontokbdl a kupszeleteken levs ponthatosok
egymasba projicidlhatdék. E szerint: a 4% konfigurdcié birmelyik
kupszeletének ponthatosa a 4 konfigurdci6 hdrom pontjdbdl
6nmagdba, hat pontjabdl pedig egy mdésik kipszeletnek pont-
hatosaba projicidlhatoé.

E korilményeket tekintve a 4% = (10,, 105)? kupszelet- és
pontpér-konfigurdcié két kupszeletbdl és ezek egyikén felvett és
a tételben kifejezett tulajdonsdgd ponthatosbél megszerkeszthetd.

*

Az itt roviden egybefoglalt tételeknek bizonyitdsat, tovabbé
a szerkesztéseknek kivitelét és magyardzatat megtalalja az olvasd
a német szovegben.

(A M. T. Akadémia III. osztdlydnak 1932. febr. 15-én tartott iilésébdl.)
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Die von Gerarpus Desarcuss (1598—1662) stammende Kon-
figuration (104, 10,) besteht aus zehn Geraden und zehn Punkten;
auf jeder der Geraden liegen drei Punkte und aus jedem seiner
Punkte strahlen aus drei Geraden derselben. Zwei perspektive
Dreiecke der Ebene, deren homologe Seiten sich daher in drei
Punkten einer Geraden treffen und deren homologe Eckpunkte
auf drei sich in einem Punkt treffenden Geraden liegen, bilden mit
ihren Seiten und Eckpunkten, so wie mit den projizierenden Strah-
len der homologen Eckpunkte und den Treffpunkten der homo-
logen Seiten eine solche Konfiguration. Die Erweiterung dieser
Kontiguration, wie auch die Klarlegung neuer Eigenschaften der-.
selben ist der Gegenstand dieser Arbeit.

Die Konfiguration kann man in fiinf Vierecke und fiinf Vier-
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seite zerlegen; jedes der Vierecke ist einem der Vierseite um-
schrieben und die Seiten und Fckpunkte von beiden bilden die
Geraden und die Punkte der Konfiguration. Diese Vierecke und
Vierseite haben zehn Diagonaldreiecke, welche paarweise per-
spektiv sind, sie bilden daher funfundvierzig Perspektivititen.

Die funfzehn Eckpunkte der Diagonaldreiecken der Vierseite
liegen zu sechsen auf zehn Kegelschnitten, und diese Kegelschnitte
wie auch fiinfzehn Paare jener Eckpunkte bilden eine Konfigura-
tion, die wir mit (10, 15,)% bezeichnen wollen. Auf jedem der
zehn Kegelschnitte liegen drei Punktpaare und durch jedes der
fiinfzehn Punktpaare gehen zwei der Kegelschnitte derselben.

Die homologen Seitenpaare der zehn perspektiven Dreieck-
paare, in welche eine DEsarecugs’sche Konfiguration zerlegt wer-
den kann, treffen sich zu dreien auf den zehn Geraden derselben,
die nicht-homologen Seitenpaare aber treffen sich zu sechsen auf
zehn Kegelschnitten. Diese bilden ebenfalls eine Konfiguration
(105, 155)% die sich aber von der fritheren dadurch unterscheidet,
dass bei jener die Sechspunkte auf den Kegelschnitten wvierfach
involutorisch liegen, withrend dieselben bei dieser iiberhaupt nicht
involutorisch sind.

Die harmonischen Pole der Geraden der Drsarcurs’schen
Konfiguration in Bezug auf diejenigen perspektiven Dreiecke, von
welchen die Geraden die Perspektivitdtsachsen sind, liegen zu
sechsen ebenfalls auf zehn Kegelschnitten und bilden eine auf die
DesarcuUEs’sche erinnernde Konfiguration (105, 10;)2, indem auf
jedem der zehn Kegelschnitte drei der Punktpaare liegen und
durch jedes der zehn Punktpaare drei der Kegelschnitte gehen.
Auch hier liegen die Sechspunkte auf den Kegelschnitten dreifach
involutorisch.

Die drei Kegelschnitt- und Punktpaarkonfigurationen haben
duale Gebilde; die Kegelschnitte verbleiben, aber anstatt den
Punktpaaren derselben erscheinen Tangentenpaare, die Konfigu-
rationen werden auf dualer Weise aus der DEsareugs’schen Grund-
konfiguration abgeleitet.

Auch die Erforschung der Eigenschaften dieser Konfigura-
tionen und die Konstruktion derselben von seinen Teilen ist eben-
falls der Inhalt dieser Arbeit.
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a) Die aus der Desargues’schen Konfiguration stammenden
finfundvierzig perspektive Dreieckpaare.

1. Es seien 4,B,0;, A,B,C, zwei in einer Ebene liegende
perspektive Dreiecke (Fig. 1); die Treffpunkte der homologen
Seitenpaare 4=(B,C;, B,C,), B=(C14,, C34,), C=(4,B,, 4;B;)
liegen auf der Geraden d und die Verbindungsgeraden der homo-

Fig. 1.

logen Eckpunkte a=A4,4,, b=B;B,, ¢=C,C, treffen sich im
Punkte D. Bezeichnet man die Dreieckseiten wie folgt: a,=B,C,,
b =0 os = A B vds — B0y “be=074;, 05 — A, Di, RO~ 800
A,B,C,;4,B,C, ABCD die zehn Punkte und a,b,c,asbsc.abcd die
zehn Geraden einer Desarcurs’schen Konfiguration (105, 10,), die
wir kurz mit 4 bezeichnen wollen.
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Die Vierecke 4,B,C,D, A4,B,C,D als entsprechende Gebilde
von zwei zentrisch-kollinearen Feldern bestimmen diese Kolli-
neation ; D ist der Mittelpunkt und d die Achse derselben, und wir
wollen diese Kollineation, welche das Dreieck 4,B,C, in das
Dreieck 4,B,C, uberfihrt, mit (D, d) bezeichnen.

Das Viereck 4,B,C,D und das Vierseit 4,B,C,ABC=ab,c,d
als zwei einander entsprechende Gebilde bestimmen auch eine
involutorische Korrelation, d. h. ein Polarfeld x» und seinen Kern-
kegelschnitt x%; in diesem Polarfeld sind nicht bloss a,, by, ¢;, d
die Polaren der Punkte 4,, B;, C;, D, sondern auch die Geraden
gy by, Co, @, b, ¢ der Konfiguration 4 sind die Polaren der Punkte
Ay, By, Cy, A, B, C derselben.

Es seien P,, P, zwei homologe Punkte der Kollineation (D, d),
und p,, p, ihre Polaren im Polarfeld x; dann sei D, der Treffpunkt
der Geraden p=DP,P, mit der Achse d, und P der Pol der Gera-
den p, also D, der Pol der Geraden DP=p’ im Polarfeld x. Das
Doppelverhiltnis 2 des Punktwurfs DD,P,P, ist gleich dem der
Polaren dp'p,p, dieser Punkte, also auch gleich dem des Wurfes
p'dpyp,. Aber 2 ist gleich der Charakteristik der Kollineation (D, d);
also entspricht der Geraden p, des ersten Feldes in der Kollineation
die Gerade p, des zweiten Feldes. Kurz: zwei entsprechende Punkte
(Gerade) der Kollineation (D, d) haben zwei Polaren (Pole) im
Polarfeld »; vertauscht man diese miteinander, so sind die ver-
tauschten Polaren (Pole) entsprechende Geraden (Punkte) in der
Kollineation (D, d).

So z. B. sind die Polaren a,=DB,C,, a,=B,C, der entsprechen-
den Punkte 4,, 4, der Kollineation (D, d), vertausecht (d. h.: ay, a,)
einander entsprechend, in dieser Kollineation.

Also:

Zwer perspektive Dretecke A;B,C;, A,B,C, derselben Ebene,
deren homologe Eckpunkte auf drei aus dem Punkt D ausstrahlenden
Geraden a=A,A4,, b=B,B,, ¢=C,C, liegen, und deren homologe
Seiten sich in den Punkten A= (B,C,, ByC,), B=(C,4,, C;B,),
C=(4,B,, 4,B,) einer Geraden d treffen, bestimmen eine zentrische
Kollineatien (D, d) und ein Polarfeld x; im ersteren ist D der Kol-
lineationsmittelpunkt, d die Kollineationsachse, und A4,, A,; B,
B,;... sind entsprechende Punkte; im Polarfeld sind die Polaren
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der Punkte 4, B, C, D, A4,, B, C,, A, By, Cy: die Geraden a, b, ¢, d,
a,=B,C,, by=C;4,, ¢;=A4,B,, a,=05,C,, b,=C, 4,, ¢,=4,B,.

Die Polaren p,, p, von zwev homologen Punkten P,, P, der
zentrischen Kollineation (D, d), im Polarfeld x, sind vertauscht
(psy P1) einander homologe Geraden in dieser Kollineation.

Anmerkung. Mit (D, d) haben wir diejenige zentrische Kol-
lineation bezeichnet, welche das Feld das Dreieckes 4,13,C; in
das Feld des Dreieckes A,I3,C, tberfihrt. Bezeichnet man mit
(D, d)=* die inverse zentrische Kollineation der ersten, d. h. die-
jenige Kollineation, welche das Feld des Dreieckes 4,B,C, in das
Feld des Dreieckes A,B;C; uberfuhrt, so wiirde der letztere Teil
obigen Satzes so lauten : «Die Polaren von zwei homologen Punkten
der zentrischen Kollineation (D, d), im Polarfeld x, sind homologe
Geraden der zentrischen Kollineation (D, d)~1»

2. Wir bezeichnen die Treffpunkte der Geraden der Konfigu-
ration 4 wie folgt (Fig. 2):

A, =(D A4y, BCy) B, =(DB,, C,4,) ¢, =(DCy, 4,By)
Uy =(D 4y, B,C,) By=(DB,, C,4,) C;=(DC,, 4,By)
A, =(BB,, CC,) W, =(CCy, AAy)  C,=(AA, BB,
A, =(BB,, CC,) ¥ =(CC,, 44,)  ©,=(A44,;, BB).

Die Diagonaldreiecke der Vierecke A,B,C\D, A4,B,C,D und
der Vierseiten A,B,C,ABC, A,B,C;ABC sind damn: 3,%,C,,
ApB,C,, W, BE, A,Y,CE,.

Sowohl die zwei Vierecke, als auch die zwei Vierseite sind
Polarvierecke bezw. Polarvierseite des Polarfeldes x, und dabei
ist das erste und zweite Viereck die Polarfigur des ersten bezw.
zweiten Vierseits. Darum sind auch die Diagonaldreiecke: 3,¥,C,,
A B C), sowie WY, C,, W, B¢, Polarfiguren von einander im Polar-
feld x, und als solche mit einander perspektiv, beziiglich der Kol-
lineationsmittelpunkte und -Achsen ¥,, d;; D5, Dy, die zugleich
Pol und Polare sind von einander im Polarfeld ». In der zentri-
schen Kollineation (D, d) sind aber weder die Punkte ¥, T, noch
die Geraden b;, d, homologe Elemente, ausgenommen, dass diese
Kollineation eine involutorische ist.

Die Diagonaldreiecke der zwei Vierecke und die -der zwei
Vierseiten sind homologe Gebilde der Kollineation (D, d), bezw.

LI 6
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(D, d)~1; denn z. B. die Treffpunkte 3(;, 2, der homologen Geraden
B,C;, B,C, mit der Geraden a sind homologe Punkte der Kol-
lineation (D, d), und die Treffpunkte 2, 9, der homologen Gera-
den BB,, CCy; BB,, CC, sind homologe Punkte der Kollineation
(D, d)~*.

A
i
AN

L
A 1

Fig. 2.

Die homologe Eckpunkte der Dreiecke A,%,C;, AsB,E€, liegen
auf den Geraden a, b, ¢, und die homologen Seiten treffen sich in
den Punkten : A=(B,€,, B,C,), B=(B,E,, B,C,), C=(A;B,, AsB,);
withrend die homologe Seiten der Dreiecke U, ®,€,, A, B, €, durch
die Punkte 4, B, C gehen und die Verbindungsgeraden der homo-
logen Eckpunkte: a=3,3,, 6=3,8, c=C,C, sich im Punkte D
treffen und diese Geraden sind die Polaren der Punkte A, B, € im
Polarfeld x.
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Die harmonische Pole D', D" der Geraden d in Bezug auf die
Dreiecke A4,B,C,, 4,B,C, sind als Treffpunkte der homologen
Eckpunkte der Dreiecke 4,B,C;, A, B,€,; 4,B,C,, A, B¢, homo-
loge Punkte der Kollineation (D, d), und liegen daher mit dem
Punkt D in einer Geraden b. Ebenso treffen sich die harmonische
Polaren d’, d” des Punktes D in Bezug auf die niamlichen Dreiecke
A,B,0,, 4,B,C,, in einem Punkte D der Geraden d, welcher der
Pol der Geraden b ist im Polarfeld », wihrend die Geraden d’, 4"
die Polaren sind der Punkte D", D'.

Trennen die Punkte D!, D’ die Gegenseiten des Viereckes
A;B,C.D und die Punkte D2, I)” die Gegenseiten des Viereckes
A,B,C;D harmonisch, so sind die Dreiecke ;3,€,, %,B,E, per-
spektiv beziiglich des Mittelpunktes D, und die Dreiecke ;B,C,,
A, B, sind perspektiv beziiglich des Mittelpunktes D2. Die Per-
spektivititsachsen d! und d? dieser Dreieckpaare trennen harmo-
nisch die Gegeneckpunkten der beziiglichen Vierseiten 4,B,C,ABC,
A4,B,0,ABC von den Geraden d’, d".

Sowohl die Punkte D, D2, als auch die Geraden d?, d2 sind
homologe Elemente der Kollineation (D, d), also liegen die Punkte
D, DY, D? in einer Geraden und die Geraden d, d!, d? treffen sich
in seinem Pole des Polarfeldes x.

Damit haben wir gezeigt, dass von den Dreiecken 9;B,€,,
W B,EC,, A BC), AB,C, beliebige zwei perspektiv liegen.

Also:

Liegen die Dreiecke A,B,C;, A,B,C, in einer Ebene perspektiv
beziiglich des Punktes D=(A,A,, BBy, C,C,), und der Achse d,
wn deren Punlden A=(DB,C,, B,C,), B=(C,4,, C34,), C=(A.B,
A,B,) sich die homologen Seiten treffen, sind ferner D', D" die har-
monische Pole der Geraden d, und d', d" die harmonische Polaren
des Punktes D wn Bezug auf jene Dretecke, und trennen die Punkte
D', D die Gegenseiten des Viereckes A,B,C,D, die Punkte D", D?
die Gegenseiten des Viereckes A,B,C,D harmonisch, die Geraden
d', d* und d", d* aber die Gegenecken der Vierseiten A,B,C,ABC,
bezw. A;B,CoABC harmonisch, sind endlich %,%B,6,, 3,B,C, die
Diagonaldreiecke der Vierecke A,B,C\D, A,B,CoD und A, B,E,,
W, B,E, die Diagonaldreiecke der Vierseiten A,B,C; ABC, 4,B,C, ABC
dann sind beliebige zwei der vier Diagonaldresecken perspektiv. Und-

6*
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zwar sind: das erste und dritte, dann das zweite und vierte Dreieck
homologe in der zentrischen Kollineation (D, d), wdhrend das erste
und vierte, das zweite und dritte, das erste und dritte, endlich das
2weite und vierte Dreieck beziiglich des Mitte lpunktes und der Achse
D1, dY bezw. D?, d2; Dy, by; Dy, by perspektiv ist. Die Punkte D', D ;
DY, D2 und die Geraden d', d"; d?, d' sind homolge Elemente der
zentrischen Kollineation (D, d), daher liegen die Punkte D, D', D”";
D, D, D2 je in einer Geraden, und die Geraden d, d', d”; d, d2, d!
treffen sich je in evnem Punkte.

Die zehn Eckpunkte und zehn Seiten des Viereckes A,B,C,D
und des Vierseits A,B,C, ABC sind die zehn Punkte und zehn Gera-
den einer Desargues’schen Konfiguration J= (10 10;), welche
einen Kegelschnitt x* (und sein Polarfeld z) bestimmt; von diesem
sind dve Vierecke A,B,C,D, 4,B,C,D Polarvierecke, und ihre Polar-
figuren die Vierseite A,B,C,ABC, A,B,C,ABC, Polarvierseite,
ferner sind die Polaren der Punkte D', D", D1, D?, ®,, D, die Geraden
d,d’, a4 dy tq, by

3. Im Polarfeld x hat die Konfiguration . ausser den schon
bekannten zwei Polarvierecken und Polarvierseiten noch drei
Polarvierecke und drei Polarvierseite; alle diese sind (Fig. 8):

A4,B,C,D A4,B,0,ABC

4,B,0,D 4,B,C,ABC

A, 4,BC B,B,C,C,AD 1)
B,B,C 4 C,Cyd; A,BD

C,C,AB A, 4,B,B,CD.

(In Fig. 3 wurde als Gerade d die unendlichferne Gerade
angenommen, so dass die Punkte 4, B, C auf den homologen
Dreieckseiten B,C;, B,C,... unendlichfern liegen.)

Die je in einer Zeile befindlichen Vierecke und Vierseiten
kann man «komplementér» nennen, da ihre Eckpunkte und Seiten
sich zu den zehn Punkten und Geraden der Konfiguration 4
erginzen und jedes Viereck ist in sein komplementires Vierseit
einbeschrieben.

Beniitzen wir ausser den obigen Bezeichnungen noch die
folgende:
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A;=(B4,, C4,)
A,=(BA,, C4,)
A, =(BC, 4,4,)
W,=(D A, B,Cy)
A,=(DA, C,By)

,@3=(A01» BC,)

€,=(4C,, BQG)
@5=(AB’ 0102)
¢,=(DC, 4,B,)
¢,=(DC, B, 4,)

A;=(B,Cy, O1By)

@;:(Ale’ BIAZ)’

so sind die Diagonaldreiecke der unter (1) befindlichen Vierecken
und Vierseiten:

2A,3,6, A,B,C;
WB,B,  AUB,C,
A A, A5 A, A A (2)
B,8,8, BBY,
C5C,€C; AUAA
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Die Seiten dieser Diagonaldreiecke sollen mit denselben
kleinen Buchstaben bezeichnet werden, wie ihre Gegeneckpunkte ;
also ist z. B. az=U;, V,=B.Y,, usw.

Nachdem je zwei der funf Vierecke (1) einen gemeinsamen
Eckpunkt (und je zwei der finf Vierseite eine gemeinsame Seite)
haben, und die anderen Eckpunkte der Vierecke die Eckpunkte
von zwei perspektiver Dreiecken sind, so bestimmen die zwei
betrachteten Vierecke ebenso wie die fraheren Vierecke A4,B,C,D
A,B,0,D eine zentrische Kollineation, bei welcher der gemeinsame
Eckpunkt der Kollinationsmittelpunkt und die gemeinsame Seite
ithrer komplementir Vierseiten die Kollineationsachse ist.

Frither in Punkt 2 haben wir gezeigt, dass von den Diagonal-
dreiecken solcher Vierecke und Vierseite beliebige zwei perspektiv
sind, und somit kénnen wir sagen, dass von den zehn Diagonal-
dreiecken der Tabelle (2) zwei beliebige ebenfalls perspektiv sind.

Die zehn Drejecke kénnen zu fiinfundvierzig Dreieckpaare
vereinigt werden; von diesen haben zweimal zehn Paare, also
zwanzig Paare die Punkte und Geraden der Konfiguration 4 zu
Kollineationsmittelpunkten und -achsen, die ibrigen finfundzwan-
zig Dreieckpaare haben ebensoviele Kollineationsmittelpunkte und
-achsen.

Je zwei der Dreiecke in der ersten Reihe (Séule) der Tabelle (2)
gind die Diagonaldreiecke von zwei Vierecken mit einem gemein-
samen Eckpunkt (Tabelle (1)) und die mit diesen in einer Zeile
befindlichen zwei Dreiecke (2) sind Diagonaldreiecke von solehen
Vierseiten (1), die eine gemeinsame Seite haben; beide Dreieck-
paare sind daher perspektiv in Bezug auf den gemeinsamen Eck-
punkt der Vierecke als Kollineationsmittelpunkt und auf der
gemeinsamen Seite der Vierseite als Kollineationsachse.

So z. B. sind die Dreieckpaare 23,3, B,8;8,; B, 8,8,
A AU, in Bezug auf den Mittelpunkt C und die Achse ¢=C,C,D
perspektiv und sind homologe Teile derjenigen zentrischen Kol-
lineation (C, c), welche die Viereck C A;4,B, CB;B,A bestimmen
und welche daher das Dreieck A4;4,B in das Dreieck der Kon-
figuration 4 in das Dreieck B,B,4 uberfihrt.

In folgender Tabelle (8) sind diese perspektiven Drelecke an-
gegeben :
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In der
Iz{entrischen sind die homologen Dreiecke
ollineation
A4BC, | AB6, | WBE,
(D,d) ABC, | ABG6. | AV
BC,D | uBE, | wwy
(dva) | ¢'Ba, | el | oS¢
C, 4D | ABEC, | BYSB
(Bub) | 4¢'s, | B8y, | wes
o ABD | w86, | 666
(Coe) | Ba'c, | sc., | oy
B,C,D | %86, |
(4wa) | *Ba, | sl | olels t)
(Bob C,4,D | 4BE, | B
»%) | £0'B, | 8.8.8, | we,
ABD | ABE, | €66
(C»c) | Bac, | coe. | o8
B,BC | B33, | GGG,
(d:a) | coB | se.e, | B85
C,C,4 | 66,6, | WAL,
(B,b) 440 | La | ¢6le
A,4,B 0 AN, | BB,
(C.e) BiBid ' BBY, | W,

Betrachtet man jetzt zwei solche Dreiecke der Tabelle (2),
die weder derselben Reihe noch derselben Zeile angehoren, so sind
diese und die mit diesen in einer Reihe und Zeile befindlichen
zwel Dreiecke ebenfalls perspektiv. Die zwei Perspektivitdtsmittel-
punkte und -achsen dieser zwei perspektiven Dreieckpaare sind
homologe Punkte und Gerade in einer der zehn zentrischen Kol-
lineationen der Konfiguration 4; der Mittelpunkt derselben ist
der gemeinsame Eckpunkt der zwei Vierecke (1) und die Achse
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ist die gemeinsame Seite der zwei Vierseite, von welchen jene
Dreieckpaare Diagonaldreiecke sind.

Folgende Tabelle (4) zeigt diese Dreieckpaare, sowie ihre
Perspektivititsmittelpunkte und -achsen:

D2 { WyB,6, AU, B[ BB,B; € C,6,6,
alyye,  alaye, vlyse, olABe,
DY ABE, A [ UAA; By [BB:B, O | 6,646,
azlay,e, a2l AVE, b ALBLE, { A,B, G,
At {%lslml A2 6,B,%, B! {@4@3@5 C*[9,8,8,
a2l all AL B2 LARAL AL @
BYCYAB, B AGC,B, C1[ANIM A2 { 6,656,
vieys, bhlegsy,  2l8YB, ol BB,B;
O [ %A,8,6, 0{ %yB,C, AT B,CB; B { LA
¢! GEE,  alEEe ! EGEE b IGEE,

2
2
2

S

So sind z. B. in Bezug auf die Perspektivitdtsmittelpunkte
und -achsen C1, ¢2; (2 ¢! die Diagonaldreiecke A9, BB, B;;
B,B,B;, WA N, der Vierecke und Vierseite CB A, 4y, B;B,C,CoAD;
CAB,B,, C,C,A4, A, BD perspektiv, und in der durch die homologen
Vierecke CB A, A,, C AB, B, bestimmten zentrischen Kollineationen
(C, ¢) sind die Punkte %, C?, und die Geraden c2, ¢; homolog,
wiahrend die Polaren der Punkte C?, C? im Polarfeld » die Geraden
¢t, ¢? sind.

Endlich sind noch finf perspektive Dreieckpaare ibrig, ndm-
lich die in der némlichen Zeile befindlichen:

fbl{%%l@l Ty | AB,E,

b, LAYB,C, b, | AB,E, .
Da | AU, Ay f@b{ﬂsg%g&; De | C56,C; 2
b | LA L be | BB,YB, bl CLCE,

wo die Perspektivitdtsmittelpunkte Ty, Ty, De,... die Pole sind
der Perspektivititsachsen b, Dy, Dg,... im Polarfeld x.

All dies zusammenfassend haben wir:

Die zehn Punkte der Konfiguration 4= (10, 105) sind die
Eckpunkte von fiinf Vierecken, und die zehn Geraden derselben sind
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die Seiten von fiinf Vierseiten; jedes Viereck ist einem der Vierseite
umschrieben und die Eckpunkte und Seiten der beiden «komplemen-
tireny Figuren sind die Punkte und Geraden der Konfiguration 4.

Die wvier Dretecke eines jeden der Vierecke sind perspektiv
mit den vier Dreiecken seines komplementiren Vierseits; bei diesen
vier Perspektivititen sind die frei bleibenden Eckpunkte und Sei-
ten, die Perspektivitdtsmittelpunkte und -achsen. Die Konfiguration
d bestimmet zehn solche perspektive Dreieckpaare und damit zehn
zentrische IKollineationen, bei welchen die Dreieckpaare homologe
Gebilde sind.

Die zusammengehorigen zehm Perspektivititsmittelpunkte und
-achsen sind Pole und Polaren des durch die Konfiguration bestimmien
Polarfeldes x; in diesem sind die fiinf Vierecke Polarvierecke und
thre komplementdre Vierseiten als thre Polargebilde, Polarvierseiten.

Von den Diagonaldreiecken dieser fiinf Vierecken und fiinf Vier-
seiten sind beliebige zwei perspektiv, sie kinnen also zu fiinfund-
vierzig perspektive Dreteckpaare vereinigt werden u. zw. sind:

a) die Diagonaldreiecke der Viereckpaare und die Diagonal-
dreiecke der zu diesen komplementiren Vierseitenpaare sind per-
spektiv in Bezug auf die zehm Punkte und zehn Geraden der Kon-
figuration 4 als Perspektivitdtsmittelpunkte und -achsen, in den
von seinen zehn Dreieckpaaren bestimmiten zehm zentrischen Kolli-
neationen; solche perspektive Diagonaldreieckpaare gibt es daher
zwetmal zehn;

b) das Diagonaldreieck eines beliebigen der fiinf Vierecke ist
perspektiv mit einem beliebigen, zu thm nicht komplementdren Viersest
und das Diagonaldreieck des zu diesem komplementiren Viereckes ist
perspektiv mit den Diagonaldreieck des zum ersteren komplementdiren
Vierseits; es gibt zweimal zehn solche perspektwe Dreieckpaare, und
sowohl thre zehn Paar Perspektivititsmittelpunkte, als auch ihre Per-
spektiviidtsachsen sind homologe Llemente in den zehn zenmtrischen
Kollineationen der Konfiguration J; endlich

c) ist das Diagonaldreieck eines jeden Viereckes perspektiv mat
dem Diagonaldreieck des dem Viereck komplementdren Vierseits; die
Anzahl dieser perspektiven Dreteckpaare st fiinf.

Die Perspektivititsmittelpunkte und -achsen der perspektiven
Dreieckpaare unter a) und c) sind Pole und Polaren vm Polarfelde x;
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wihrend die Perspektwititsmittelpunkte und -achsen wvon je zwet
Dreieckpaaren unter b), die homologe Elemente sind in irgend etner
der zehn zenmtrischen IKollineationen der Konfiguration J — sind
zugleich abwechselnd Pole und Polaren des Polarfeldes x.

b) Die Konfiguration von zehn Kegelschnitten und fiinfzehn
Punktpaaren (Geradenpaaren).

4. Die fiinf Diagonaldreiecke (Tabelle (2)) der fiinf Vierseiten
der Konfiguration 4 haben finfzehn Seiten; auf diesen werden
die Eckpunktpaare von solchen Punktpaaren der Konfiguration 4
harmonisch getrennt, die konjugierte Pole sind im Polarfelde x.
Aus jedem Punkte der Konfiguration 4 strahlen sechs Gerade
aus, auf welchen diese Eckpunkte, d. h. die Diagonalpunkte, zu
Paaren sich befinden; von diesen Geraden projizieren drei die
homologen Eckpunkte von zwei perspektiven Dreiecken in einer
der zehn zentrischen Kollineationen der Konfiguration 4; auf
den drei iibrigen Geraden liegt je eine Seite der Diagonaldreiecke,
und die Eckpunkte auf diesen trennen den Ausstrahlungspunkt von
geiner Polaren im Polarfeld x harmonisch. Darum liegen diese drei
Eckpunktpaare auf einen Kegelschnitt, fiir welchen die Polare
des Ausstrahlungspunktes zugleich die Polare des Polarfeldes x ist.

So sind die Diagonaldreiecke ;%B,€;, A,B,E, homologe Ge-
bilde der zentrischen Kollineation (D, d), wihrend auf den Seiten
AL, B, B, C,¢', der drei anderen Diagonaldreiecke die Eckpunkt-
paare von den Punktpaaren DA, DB, DC der Konfiguration
harmonisch getrennt sind, und es liegen daher die Eckpunktpaare
auf einem Kegelschnitt D2, in Bezug auf welchen die Polare des
Punktes D die Gerade d=ABC ist.

Die sechs Punkte bilden auf den Kegelschnitt D2 folgende
Involutionen:

AU, . BB, . €56,
A A, . B¢ . €5,
A Cy . BB, CLA
AV, BN, . C5C.

Der Involutionspol und Achse der ersten Involution ist D

und d; die Involutionspole der drei anderen sind 4, B, C und
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von den Achsen derselben trennt ein jeder, zwei von den drei
Polen vom dritten Pol, harmonisch.

In der Tabelle (6) sind die zehn Kegelschnitte und die auf
diesen liegende Diagonalpunkte der Vierseite der Konfiguration 4,
endlich die Pole der vier Involutionen, die jene Diagonalpunkte
bilden. Der erste Pol bezieht sich auf die dort angegebene Invo-
lution ; aus dieser erhilt man die drei iibrigen Involutionen, wenn
man dort zuerst den 4. und 6. Punkt vertauscht, dann den 2., 4.
und 6. Punkt ziklisch éindert, also an Stelle des 2., 4., 6., den 4.,
6., 2., dann den 6., 2., 4. setzt.

Die Kegel- . . .
schnitte, auf|| Die erste Involution der Die Pole
welche die || vierfach involutorischen | dieser vier
SGCFSPUDkte Sechspunkte Involutionen
iegen -
[ §
D | AUAHY,EE, D 4BO
A2 | BWBL.CE,.B,6, |4, CB,4
B> | CC.UN.C, | B, 40,B .
Ve WP, B, |0, BAC (©)
Az VW,.6,6,.6,8, |4, O,BA
B | GGLAANC, | B, 40,B
C,? AN, BB. B, |, BAC
A" BE,.6,B, WA, (4 44D
B GLA,. 6. 8,8, |B BB,D
| e -
C® | WWBALCE, (€ CCD

Die in den zehn hier vorhandenen Involutionen befindlichen
fiinfzehn verschiedene Punktpaare sind die Eckpunktpaare auf den
Seiten der Diagonaldreiecke der fiinf Vierseite der Konfiguration 4.
Nachdem auf jedem der zehn Kegelschnitte der Tabelle drei Punkt-
paare liegen und durch jedes Punktpaar zwei Kegelschnitte gehen,
so bilden die 10 Kegelschnitte und 15 Punktpaare eine Konfigu-
ration K'2=(10,, 15,)2. Das Potenzzeichen «2» soll anzeigen, dass
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in dem Symbol die Zahl 10 nicht eine Gerade, sondern einen Kegel-
schnitt und die Zahl 15 nicht einen Punkt, sondern ein Punktpaar
bedeutet. In unserer Untersuchung finden wir noch andere Kon-
figurationen von Kegelschnitten und Punktpaaren.

Die bisherigen Resultate fassen wir im folgenden dualen Satz

zasammen :

Aus jedem Punkte P der
Konfiguration J strahlen sechs
solche Gerade aus, auf welchen
die Diagonalpunkte der fiinf Tier-
seite der Konfiguration paarweise
liegen: wvon diesen projizieren
drev Gerade die homologen Eck-
punkte von zwei perspektiven
Diagonaldreiecken, wdhrend auf
den dres iibrigen Geraden je eine
Seite der drei anderen Diagonal-
dreiecken, also je zwer Eckpunkte
sind, welche den Punkt P der
Konfiguration von drei anderen
auf einer Geraden p derselben
liegenden Punkten harmonisch
trennen. Die letzteren dret Punkt-
paare liegen auf einem Kegel-
schnitt P2, in Bezug auf welchen
die Polare des Punktes P, sowie
wm Polarfeld » die Gerade p ist.

Diese drei Punktpaare auf
dem Kegelschnitt P'* liegen vier-
fach involutorisch; der Pol und
die Achse der einen Involution
ist P und p; die Pole der drei
anderen ziklischen Involutionen
sind die drev auf der Geraden p
liegende Punkte der Konfigura-
tion 4, und von den Achsen

Auf jeder Geraden p der Kon-
tiguration 1 treffen sich die
Diagonalen der fiinf Vierecke der
Konfiguration zu Paaren in sechs
Punkten; in drev derselben treffen
sich drei Paare homologer Seiten
von zwer perspektien Diagonal-
dretecken, wihrend die drev an-
deren Treffpunkte drei Eckpunkte
der iibrigen drei Diagonaldrer-
ecken sind, und die in diesen
Eckpunkten zusammenstossenden
Seiten trennen die Gerade p von
einem Punkte P der Konfigura-
tion harmonisch. Diese drev Seiten-
paare der Diagonaldreiecken be-
riithren daher einen Kegelschnitt
P2 in Bezug auf welchen, sowie
wm Polarfeld », der Pol der Gera-
den p der Punkt P 1st.

Drese drev Tangentenpaare des
Kegelschnitts P? sind vm DBiischel
sewner Tangenten vierfach involu-
torisch; die Achse und der Pol
der einen Involution 1ist die
Gerade p und der Punkt P, die
Achsender drei anderen ziklischen
Involutionen sind die aus dem
Punkte P ausstrahlende Geraden
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trenmt jede die zwet fremden Pole
von threm Pole harmonisch, so
dass die drev Pole und die drei
Treffpunkte thren Achsen mit der
Geraden p eine Involution I, bil-
den, " deren zugeordnete Punkte
konjugterte Pole im Polarfelde »
sind.

der Konfiguration .; die Pole
aber sind diejenigen drei Punkte
der Geraden p, welche je zwei der
Achsen von der dritten harmo-
nisch trennen, und somit bilden
die Achsen mat den Strahlen,
welche diese drev Pole aus dem
Punkt projizieren, ewne Involu-

tton 1p, deren zugeordnete Strahlen
konjugierte Polaren sind im Po-
larfelde x.

Die zwer Kegelschnitte P2, P? sind Polargebilde von einander
wm Polarfelde x, und somit sind auf der Geraden p liegende Eckpunkte
X, Y, ihres gemeinsamen Polardreiecks PX,Y, zugeordnete Punkte
der Involution I, und die im Punkte P zusammenstossenden Seiten
zugeordnete Straklen der Involution ip und zugleich konjugierte Pole,
bezw. Polaren des Polarfeldes x.

Die Konfiguration (105, 15,)% der 10 Kegelschnitte und
15 Punktpaare der Tabelle (6) kann man nicht nur mittels der
Konfiguration 4 = (10,, 10,), sondern auch aus zwei seiner Kegel-
schnitte konstruieren.

Die zwei Kegelsclu?itte konnen beliebig sein, nur muss eine
der gemeinsamen Sehnen sie in reellen Punkten treffen und die
von den Treffpunkten begrenzte gemeinsame Sehne muss bei dem
einen Kegelschnitt innerhalb, bei dem anderen aber ausserhall
desselben liegen, endlich ist nothwendig, dass diese Treffpunkte
ein Punktpaar der Konfiguration bilden sollen.

Bezeichnen wir die zwei angenommenen Kegelschnitte (Fig. 4)
mit D'2, A2, weil diese laut Tabelle (6) ein gemeinsames Punkt-
paar A, haben, welches der Konfiguration angehért, und das
beliebige Punktpaar DA moge das Punktpaar 9, harmonisch
trennen. Liegt der Punkt D auf die Strecke (9, und innerhalb
des Kegelschnittes D’2, so liegt der Punkt A4 ausserhalb der Strecke
A, und des Kegelschnitts D2 aber laut Annahme innerhalb
des Kegelschnitts A'2.

Die aus dem Pol der Sehne U, in Bezug auf den Kegel-
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schnitt D’2 ausstrahlenden zwei Sehnen desselben, welche den
Punkt 4 von den Punktpaaren A,D und D harmonisch trennen,
treffen ihn in den Punktpaaren ¥,€,, bezw. 3,C,, und wenn die
Bezeichnung so gewiihlt ist, dass sich die Geraden 3,3, €,C, im

Fig. 4.

Punkte D treffen, so sind die Punkte 0 ¥,B,C,C, vierfach
involutorisch. :

Wenn wir ferner durch den Pol P der Geraden ., in Bezug
auf den Kegelschnitt A'* die zwei Sehnen legen, welche den Punkt D
von den Punktpaaren ;4 und A, 4 harmonisch trennen, so treffen
diese den Kegelschnitt A2 in solchen Punktpaaren %€, €%,
dass diese (wenn A=(%,C;, B,¢;)) mit den Punkten U3, vierfach
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involutorisch liegen. Die Pole dieser zweimal vier Involutionen
auf den Kegelschnitten D2, A'2

AN, . BB, . C5C, B,C5. €19, WA,
A A, . B,C, . €5 B B,y G U, AY)
A, ¢, . BW, . CLA; B, C1 B, L AC,
AV, . B, . C4C 2 . LGy . AN,

sind D, 4, B, C, beaw. 4, A,, 4,, B.

Dass die auf der angegebenen Weise konstruierten Sechs-
punkte vierfach involutorisch liegen, werden wir im 8. Punkte
zeigen. Aber ihre Richtigkeit vorausgesetzt, haben wir von der-
jenigen Drsarcurs’schen Konfiguration J, aus welcher jene zweil
Kegelschnitte ableitbar sind, schon sechs Punkte D, 4, B, C, 4,,
A,, und wir mussen noch die fehlenden vier Punkte B,, C;, B,, C,
guchen, um aus der vollstindigen Konfiguration 4 die noch fehlen-
den acht Kegelschnitte und finf Punktpaare der gewiinschten
Kegelschnittkonfiguration zu bestimmen.

Die Dreiecke A4;4,D, ¥,8,C sind in Bezug auf den Mittel-
punkt A perspektiv, also treffen sich ihre homologen Seiten in den
Punkten (4,4, B,8,)=D, (4,B, 8,0)=C,, (4,B, B,C)=C, einer
Geraden. Ebenso treffen sich die homologen Seiten der perspek-
tiven Dreiecke 4,4,C, C,¢,B in den Punkten (4,C, C,B)=D8,,
(4,C, Ci{B)=B,, (4,4,, ¢,¢,)=D einer Geraden und die in dieser
Weise konstruierten Punkte C,, C,, B,, B, erginzen die Konfigu-
ration J zu zehn Punkten, aus welcherdann die gewinschte
Konfiguration K'2= (10;, 15,)> der zehn Kegel-
schnitte und finfzehn Punktpaare nach Obigen
sich ergiebt.

Die Aufgabe aus zwei Kegelschnitten die ibrigen acht der
Konfiguration K'2 zu konstruieren, hat oo! Lidsungen, da man das
konjugierte Polenpaar DA der zwei gegebenen Kegelschnitte auf
der gemeinsamen Sehne A, oo! vielemal annehmen kann.

Unter den Kegelschnitten hat bloss die Hyperbel solche
endliche Sehnen, die auch ausserhalb derselben liegen, darum muss
eine der zwel angenommenen Kegelschnitten D’2, A’? eine Hyper-
bel sein,

Schauen wir zu, wie man die duale Konfiguration K2=(10,4, 15,)?
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der K'2 konstruiert, (die ebenfalls aus 10 Kegelschnitten und 15
Tangentenpaaren derselben besteht welche Tangenten zu dreien
jene Kegelschnitte beriihren, und welche Kegelschnitte zu Paaren
in die Tagentenpaare einbeschrieben sind), wenn ein Tangenten-
paar aza, und zwei diesen einbeschriebene Kegelschnitte D2, A2
gegeben sind.

Zundchst miissen wir das Tangentenpaar aga, des Kegel-
schnitts D? mit zwei solchen Tangentenpaaren, b4b,, c5c,, und
dasselbe Tangentenpaar des Kegelschnitts A% mit zwel solchen
Tangentenpaaren byc,, byc, erginzen, dass diese und die gegebenen
in den Tangentenbiischeln der zwei Kegelschnitte vierfach in-
volutorisch sind.

Die Achsen dieser Involutionen sind schon sechs Gerade der-
jenigen Konfiguration 4, aus welcher die zwei Kegelschnitte
D2 und A2 ableitbar sind ; von diesen sechs Achsen kann man die
noch fehlenden vier Geraden der Konfiguration J, und aus dieser
die ubrigen acht Kegelschnitte der Konfiguration K2 dual ent-
sprechend der fritheren Konstruktion, bestimmen.

Die zwei Kegelschnitte D2, A® miissen das gegebene gemein-
same Tangentenpaar in der Weise berithren, dass von den zwei
Geraden, welche dieses Tangentenpaar harmonisch trennen, die
eine d den Kegelschnitt D2, die andere ¢ den Kegelschnitt A2 in
imaginiren Punkten treffe, also miissen die zwei Kegelschnitte in
den Nebenwinkeln des Geradenpaares asa, liegen.

Nachdem wir die zwei Kegelschnitte D%, A% und das Geraden-
paar azn, so angenommen haben, suchen wir auf der Polaren des
Punktes aza, nach dem Kegelschnitt D? die zwei Punkte, welche
die Gerade a vom Geradenpaar a,d und a,d harmonisch trennen;
die aus diesen Punkten ausstrahlenden Tangenten byc,, bycg des
Kegelschnitts D2, wenn die Punkte 030,, cs¢, auf der Geraden d
liegen, bilden mit dem Tangentenpaar vierfach Involutionen.

Sucht man ferner die zwei Punkte auf der Polaren des Punktes
asa, nach dem Kegelschnitt A2, welche die Gerade d von den
Geradenpaaren aua, 0,6 harmonisch trennen, so werden die aus
diesen Punkten ausstrahlenden Tangentenpaare by, ¢,b, (Wenn
die Punkte b;c,, byc, auf der Geraden a liegen) und das Tangenten-
paar aga, vierfach involutorisch sein.
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1
Die Achsen dieser zweimal vier Involutionen :
i
agiy - 0g0,. ¢4, a5, 0404 050, i
. ;
N UN N O Doty by 050, ]
AsCq. 030, C5a, bty 04¢y . age,
g0, Day. (50, Dyty. 050,050, ;
!
nimlich d, a, b, ¢ und @, ¢,, ¢y, d sind schon sechs Gerade derjenigen -l

Konfiguration ., aus welchem die noch fehlenden acht Kegel-
schnitte der Konfiguration K2 ableitbar sind. Von diesen sechs
Geraden treffen sich «, b, ¢ im Pole der Geraden d nach dem Kegel-
schnitt D2, und a;, a,, d im Pole der Geraden « nach dem Kegel-
schnitt A2

Die noch fehlenden Geraden der Konfiguration 4 sind:
by=(uyc, ob), by=(usc, t;b), ¢;=(a;b, bye), ca=(azh, byc); und die
fehlenden finf Geraden, a,, a, aj, b; ¢; der Konfiguration K2,
sind Idagonalen der finf Vierecke der Konfiguration J, mit
denen man die noch fehlenden acht Kegelschnitte finden kann.

Die Aufgabe aus zwei geeigneten Kegelschnitten der Kon-
figuration K? die noch fehlenden acht Kegelschnitte zu finden,
hat ebenfalls ool Lésungen, da die zwei gegebenen Kegelschnitte
col gemeinsame konjugierte Polaren d, ¢ haben.

Die Gattung der zehn Kegelschnitte der Konfiguration K?2
kann man aber nicht so wie bei K'2 bestimmen, da man in den
Nebenwinkeln von zwei Geraden, dazu gerechnet auch die Scheitel-
winkel, beliebige zwei Kegelschnitte einschreiben kann.

Die Konfiguration K2, sowohl als auch seine duale K2? hat
noch eine Beziehung zur Konfiguration J, die wir hier erwiihnen
wollen.

Die drei Pole der drei Sehnen, welche ein Kegelschnitt, z. B.
D2 der Konfiguration K2 mit drei anderen Kegelschnitten der-
selben gemein hat, also 3,A, B,B;, C,C;, liegen auf drei aus einem
Punkte D ausstrahlenden Geraden a, b, ¢ der Konfiguration 4,
und trennen die anderen auf diesen Geraden liegenden Punkt-
paare A,A, BB, C,C, von ihrem Treffpunkt D, harmonisch.
Diese Pole sind Eckpunkte eines Dreieckes D", deren Seiten die
homologe Seiten der perspektiven Dreiecke 4,B,C;, 4,B,C; vom
Perspektivititsmittelpunkt harmonisch trennen.
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Nachdem die Konfiguration 4, K'?, und J, K? je zehn solche
Dreiecke bestimmen, kann man sagen:
Die zehn Kegelschnitte der Konfiguration

K '2=(10,,15,)? haben paarweise
fiinfzehn gemeinsame Sehnen, de-
ren Endpunkte die Punktpaare
der Konfiguration sind; die Pole
von je drei solchen Sehnen, die
2w dem ndmlichen Kegelschnitt
gehdren, in Bezug auf diesen
Kegelschnitt sind die Eckpunkte
eines Dretecks, dessen Seiten
-die homologen Seiten von zwes
perspektwen Dretecken, der mat
K'? verbundenen Konfiguration
d, vom Perspektivitdtsmattelpunkt
harmonisch trennen; die Anzahl
dieser Dretecke ist daher: zehn.

K2=(15,, 10,)? haben paarweise
fiinfzehn gemeinsame Tangenten-
paare, welche zur Konfiguration
gehoren; die DBerithrungssehnen
von je drei solchen Tangenten-
paaren, welche dem ndmlichen
Kegelschnitt angehiren, sind die
Seiten eines Dreteckes, dessen
Eckpunkte die homologen Eck-
punkte vom zwei perspektiven
Dreiecken der mit K%verbundenen
Konfiguration 4, von der Per-
spektivitdtsachse harmonasch tren-
nen; die Anzahl dweser Drevecke
1st daher: zehn.

Die zelm Dretecke des einen Satzes sind Polarfiguren der zehn
Dretecke des anderen vm Polarfeld x.
Anmerkung. Die Dreiecke des Satzes links (rechts) konnen wir

mit den nimlichen Buchstaben bezeichnen, als mit welchen der
Perspektivititsmittelpunkt (die Perspektivititsachse) der zwei
Dreiecke, dessen homologe Seiten (Eckpunkte) die Seiten (Eck-
punkte) des Satzes harmonisch trennen, bezeichnet ist, nur wollen
wir rechts oben den Buchstaben «h», als Erinnerung an das Wort
«harmoniseh» beifiigen.

So trennen die Seiten und die Eckpunkte des Dreiecks D”* den
Punkt D, und die Eckpunkte und Seiten des Dreieckes d, die
Gerade d von den Seiten und Eckpunkten der perspektiven Drei-
ecke A;B,Ci=agb,cy, A,B,Co=a;bc; der Konfiguration 4 har-
monisch. Die Eckpunkte der auf den Geraden a, b, ¢ liegenden
Eckpunkte des Dreieckes D" kann man mit doppelten Buchstaben
A, 4,, B,B,, C,C,, und die Seiten des durch die Punkte 4, B, C
gehenden Dreieckes d mit den doppelten Buchstaben aja,, byb,,
¢,C, bezeichnen.
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So sind z. B. die Eckpunkte des Dreieckes A!:DAd,, B,C,
C,B, und die Seiten des Dreieckes a sind: day, byc, ¢;b; denn die
Seiten der beziiglich des Perspektivititsmittelpunktes 4,=(ab,c,)
und der Perspektivititsachse a,=(4B,C,) perspektiven Dreiecke
DB,C,, 4,CB werden von den Seiten des Dreieckes A4* und vom
Punkt A4,, und die Eckpunkte jener perspektiven Dreiecke, von
den Eckpunkten des Dreieckes a und der Geraden a;, harmo-
nisch getrennt.

5. Die Konfiguration J liefert uns ausser den schon betrach-
teten zwei Kegelschnittkonfigurationen K’2 und K2 noch zwel
andere, die man ebenfalls mit (10,5, 15,)% bezeichnen kann, denn
beide bestehen aus zehn Kegelschnitten, nur bezieht sich bei diesen
die Zahl 15 einmal auf Geradenpaare, das anderemal auf Punkt-
paare. Bei der ersten Konfiguration i'? beriihren je drei Geraden-
paare einen jeden der Kegelschnitte und jedes Geradenpaar wird
von zwei der Kegelschnitte beriihrt, wihrend bei der zweiten
Konfiguration K? auf jeden der Kegelschnitte drei Punktpaare
liegen, und durch jedes der Punktpaare zwei Kegelschnitte gehen.
Von den zwei ersten Konfigurationen K2 und K2 unterscheiden
sich diese dadurch, dass weder die sechs Tangenten, noch die
sechs Punkte dieser Kegelschnitte involutorisch sind.

Die in den Eckpunkten 9(;, 35, €} zusammenstossenden Seiten-
paare azqj, bil}, ¢y¢y der Diagonaldreiecke ,9(,3(, B, W/, V5, C,¢,C5
der Vierseite der Konfiguration J sind die Gegenseiten eines
Sechsseits a3 cja ¢, welches durch seine Eckpunkte ausgedrickt
so lautet: C; 4,8,0,4,B, (da der Treffpunkt der Seiten az=3,;,
=3, der Punkt C,, der Treffpunkt der Seiten b}, ¢;=C¢}
der Punkt A, usw. ist); und dessen Hauptdiagonalen C,C,, 4,4,
BB, sich im Punkt D treffen, und welches Sechsseit daher einem
Kegelschnitt, D2 umschrieben ist.

In folgender Tabelle (6,) sind die zehn Kegelschnitte und die
ihnen umschriebenen Sechsseite durch seine Eckpunkte und Seiten
angegeben :

Tk
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Dem ist umschrieben das Sechsseit mit den
Kegelschnitt Eckpunkten Seiten
D C,4,B,C,4,B, aybcal by
4.2 DCC,4,B,B R N
B? D 4 4,BC,C AL, WCh
C,? D BB,C,4,4 a by bLa' bia)
Ay DCCABB | bobc, (6,)
B, D4 4,B,C,C C5505 ¢ ¢
C,? DB B,(C,4,4 a, b, b}, b a)
A4 B B,C,C C.B, b, bsa), ¢ coy
B’ C C, 4,4 4,C, ¢, ¢,b" alay by
Cr® 4 4,B,BB, 4, ), @5¢ b 05

Die Gegenseitenpaare der Sechsseite sind die Geradenpaare
der Konfiguration K2, in welche je zwei Kegelschnitte derselben
einbeschrieben sind. So z. B. sind in den Gegenseitenpaaren ayaj,
D¢y, abby,. .. die Kegelschnittpaare D'24'%, A5 A4'% C;C,... wie
dies aus der Tabelle ersichtlich ist.

Die zweite Kegelschnittkonfiguration K2, von welcher wir
sprachen, erhidlt man aus den Diagonaldreiecken der Vierecken der
Konfiguration 1. Die Seiten ;,, B3B,, €;€, der Diagonaldreiecke
A AUy, BB, B, C5C,C; sind die Hauptdiagonalen des Sechsecks
N B,E,U,B,C,, dessen Gegenseiten sich in den Punkten A=(B,C,,
BC,), B=(CY,, C,U,), C=(B,, AB;) der Geraden d treffen;
das Sechseck ist daher dem Kegelschnitt D? einbeschrieben.

Die Konfiguration gibt zehn solche Kegelschnitte, welche in
folgender tabelle mit den Sechsecken zusammengestellt sind.
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Im ist das Sechseck einbeschrieben mit den
Kegelschnitt Seiten | Bekpunkten
D2 ¢,a,b.c,a.b, A,B,C,AB,E,
4.2 d ¢ c,a,b.b B,6,6,8,C,3,
B2 da ab,ec C . ANCUCE,
.2 dbbeaa AB,B,A, B,
4,2 d ¢ c,a,b,b B,C.CB,C,H, (6,)
B,? daabee | CANCIAGC,
c,? d b b,c,a,0 A BB, AU, B,
42 b b,c,c ¢,b, B,B,AC CA,
B ¢ ¢,a,a a,c, C,6,8,3,3,
c? aab,bb,a, ANEC,B,U,6,

Auf jedem der Kegelschnitte der XKonfiguration K2 sind drei
Punktpaare und durch jedes der Punktpaare gehen zwei der
Kegelschnitte. So gehen z. B. durch die Punktpaare 3;91,, %,B,,
B,6,,... die Kegelschnittpaare D242, C2C?, A;A43,...

Vergleicht man noeh die vier Kegelschnitte D2, '3, D2, D"
der vier Kegelschnittkonfigurationen (105, 155)%, d. h. K2, ',
K2, K2 und ihre Punktpaare und Tangentenpaare miteinander,
so sehen wir, dass auf dem ersten Kegelschnitt die Eckpunkte
AN, VW, C,C, der Diagonaldreiecke AN Az, BB W5, C4C.C,
liegen, wihrend die Gegenseiten dieser Eckpunkte den zweiten
Kegelschnitt berithren; der dritte Kegelschnitt geht durch die
Eckpunkte 3;%,, B;8,, €,¢, der Diagonaldreiecke AU, A, BB, T,
5C,C¢; und die Gegenseiten dieser Eckpunkte berithren den vierten
Kegelschnitt. Das nimliche kann gesagt werden von je vier Kegel-
schnitten der Konfigurationen, welche gleich lauten und mit
gleichen Indices versehen sind.

Betrachtet man aber das dem Kegelschnitt D2 umschriebenen
Sechsseit C,.4,B,C, 4,B und das dem Kegelschnitt D? einbeschrie-
bene Sechseck ¢,a,b;¢,0,b,, 50 findet man, dass die Pole der Gegen-
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seiten des Sechsseits (z. B. die Pole von €, 4,, C,4,), die Gegen-
ecken des Sechsecks (also c;a,, ¢yt14) sind im Polarfelde », woraus
folgt, dass im Polarfeld x nicht nur die beiden Kegelschnitte D2, D?
Polarfiguren sind, sondern, dass die Polaren der drei Treffpunkte
der Gegenseiten des dem Kegelschnitt D? umschriebenen Sechs-
seits: die Hauptdiagonalen des dem Kegelschnitt D? einbeschrie-

benen Sechseckes sind.
Kurz:

Die Konfiguration J ldsst sich in zehn perspecktive Dreteckpaare

zerlegen, die homologen

Eckpunkte verbindende Geraden
derselben treffen sich in den zehn
Punkten der Konfiguration, wéh-
rend die Geraden, welche die
nichi-homologen Punkte wverbin-
den zu Paaren in Tripeln wver-
einigt zehn Kegelschnitte beriih-
ren, wobet eine Gerade die zwes
nicht-homologe Eckpunkte verbin-
det und die Gerade, welche die zu
diesen homologe Eckpunkte ver-
bindet, zu einem Geradenpaar
gehiren. Die zehn Kegelschnitte
und finfzehn Geradenpaare bil-
den eine Konfiguration (104, 15,),
m jedem der Geradenpaare sind
zwet threr Ilegelschnitte einbe-
schrieben.

Seiten derselben treffen sich in je
drei Punkten der zehn Geraden
der Konfiguration, wdhrend die
Treffpunkte der micht-homologen
Seiten zu Paaren in Tripeln ver-
einigt, zehm Kegelschnitte beriih-
ren, wobes der Treffpunkt wvon
zwet nichi-homologen Sesten und
der Treffpunkt der zu diesen
homologen Seiten zu evnem Punkt-
paar gehdren. Die zehn Kegel-

- schnitte und fiinfzehn Punktpaare

bilden ewne Konfiguration (104,
15,)%; durch jedes dieser Punkt-
paare gehen zwet Iegelschnitte
derselben.

Die Pole und Polaren der fiinfzehn Geradenpaare und thre

Treffpunkte des Satzes links vm Polarfelde x der Konfiquration J,
sind die Punktpaare und ihre Verbindungsgeraden des Satzes rechis,
daher sind auch die zehn Kegelschnitte des einen Satzes Polarfiguren
der zehn Kegelschnitte des anderen Satzes im Polarfelde x.

Beide Kegelschnittkonfigurationen kann man aus einem be-
liebigen Kegelschnitt und einem diesem umschriebenen oder ein--
beschriebenen Sechseck konstruieren.
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Ist k% ein beliebiger Kegelschnitt und C,4,B,C,4,B, ein
diesem umschriebenes Sechseck, so treffen sich seine Haupt-
diagonalen in einem Punkt D, und die nicht aufeinander folgenden
zweimal drei Eckpunkte sind die Eckpunkte von zwel perspektiven
Dreiecken, deren homologe Seiten sich in den drei Punkten 4, B, C
treffen, welche mit den obigen sieben Punkten die zehn Punkte
der J= (104, 10,) Konfiguration bilden. Diese bestimmt laut den
linksseitigen Satz die Konfiguration der zehn Kegelschnitte und
finfzehn Geradenpaare, von welchen k? ein Kegelschnitt und die
Gegenseiten des Sechseck drei Geradenpaare bilden.

¢) Die Konflguration von zehn Kegelschnitten und zehn
Punktpaaren (Geradenpaaren).

6. Im Punkt  haben wir die harmonische Pole der Geraden d
der Konfiguration J in Bezug auf die Dreiecke A4,B,C;, 4,B,C,
mit D', D” bezeichnet. Die Gerade d erginzt die Seiten der zwei
Dreiecke zu zwei Vierseiten 4,B,C,d, A4,B,C.d, deren Diagonal-
dreiecke 3,6}, AV, ¢ mit jenen perspektiv sind; die Perspek-
tivititsachse ist die Gerade d und die Perspektivititsmittelpunkte
D’, D” sind die harmonische Pole der Geraden d in Bezug auf jene
Dreiecke, welche mit dem Punkte D in einer Geraden liegen, da
sie in der zentrischen Kollineation (D, d) homolog sind.

Auf diese Weise kénnen wir die harmonischen Pole aller zehn
Geraden der Konfiguration 4 in Bezug auf diejenigen zwel per-
spektiven Dreiecke aufsuchen, fir welche die Gerade Perspek-
tivititsachse ist und dieselben mit den gleichen Buchstaben einmal
und zweimal gestrichen, als der Perspektivitdtsmittelpunkt ist.
Beziiglich dieser harmonischen Pole sind die Drelecke der Kon-
figuration J und die Diagonaldreiecken seiner Vierseite perspektiv ;
die Perspektivititsachsen sind die Geraden der Konfiguration J.

Die perspektive Dreieckpaare sind nach den Vierseiten der
Tabelle (1) in folgende Tabelle zusammengefasst, wobei die Buch-
staben vor der Klammer die Perspektivititsmittelpunkte und
-achsen anzeigen (Fig. 5):
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A’;{ 4,BC
a; | A B, €
4 { A,BC
a, | WB,E,
4, {CIBID
ay | AAA;
B, { A4,0,D
b; | BB, B,
C, | ByA4,D
R OAA A

Fig. 5.

B[ AB - O ["4BC,;
b, | WBE, ¢ | ABC;
HELARD S { ABC,
by | W B,Cs  cy | AeBiCy
A, { BG:D B’{ 004

ap L 0 b 1 A0,
W LOAD. O A AP
by | BB, ¢ | B,B.B,
C,[ 43BD A’ [ ByB,C

e, | 646,65 a | 6,66

D" | 43ByCy
AER)
D’ [ 4,B,C,
d | 28,6,
C" [ B,B, 4
Lo, @
4" C,0,B
o | BHB,
B"( 4,4,C
e

Diesharmoniselien: Rolpaagre Dy DErdlrodls

B, B7,..:05,:0 ordnen wir'den Geraden d:a b;.
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der Konfiguration J zu; sie sind homologe Punkte in
den zehn zentrischen Kollineationen der Konfiguration und liegen
daher mit den Punkten D, 4, B,...C, in je einer Geraden. Wenn
wir im Folgenden ohne nihere Bezeichnung vom harmonischen
Pol (oder Pole) der Geraden der Konfiguration J sprechen, meinen
wir immer darunter den harmonischen Pol (oder Pole) der Geraden
in Bezug auf einen (oder zwei) der Dreiecke in Bezug auf welchen
{oder welche) die Gerade die Perspektivititsachse ist.

In einer ebensolchen Tabelle wie (7) kann man zusammen-
gtellen die harmonische Polaren der Punkte
der Konfiguration 4 in Bezug auf die per-
spektiven Dreieckpaare, fir welche die Punkte
Perspektivititsmittelpunkte sind, und diese mit gleichlautenden
einmal und zweimal gestrichenen kleinen Buchstaben versehen,
und die Dreiecke einzeln oder paarweise diesen Punkten zu
ordnen. Beziglich dieser harmonischen Polaren, als Perspek-
tivititsachsen sind diese Dreiecke als auch die Diagonaldreiecke
der Vierecke der Konfiguration perspektiv; die Mittelpunkte dieser
Perspektivititen sind die Punkte der Konfiguration. Diese Per-
spektive Dreieckpaare sind nach den Vierecken der Tabelle (1)
geordnet in folgende Tabelle (7*); wobei die Geraden und Punkte

vor der Klammer die Perspektivititsachsen und -mittelpunkte
derselben angeben:

d, | D C,B, {C,DA ¢ | B {AIBICI
A, 198, 6, A B, 6, O, U %L, A, B, €,
;JD02 {CDA c’]BAD {,4213202
4, 19,9, L2 Ao By Gy Cp 1 Ay B, 6, D | A B, 6,
d' | B C 4, ;{0 B 4, b”{A1A20 ¢ {AgAlB .
AW, A, A 19,9, Bl A ¢ 1y, 9
b;’{CAB2 1| AC B, ¢ |BByA a |[B,B,C
B U B,98,8, B, | 8,8,8, € | 8,8,8, 4|88,
¢'| 4 BC, c;,';BAol a" (C,C, B b’{Czc’lA
ClGy6,6, Oyl G 6,6, 4166, G536, G,

Die zu den Punkten (D, 4,...C,) der Konfiguration 4 zu-
geordneten harmonischen Polarenpaare (d'd”, da]...c/c;) sind
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homologe Geraden in den zehn zentrischen Kollineationen der
Konfiguration, somit treffen sie sich auf den Geraden (d, a,,...cy)
derselben. Und wenn wir in Folgendem nur iiber harmonische
Polaren sprechen, so meinen wir darunter die harmonischen Pola-
ren, oder die harmonische Polare eines Punktes der Konfiguration
beziiglich beide oder eines der perspektiven Dreiecke, fir welche
der betreffende Punkt der Perspektivitdtsmittelpunkt ist.

Die zwanzig harmonische Pole haben zu Polaren im Polar-
felde » die zwanzig harmonische Polaren; u. zw. die Polare eines
mit einem Strich (zwei Strichen) versehenen Punktes ist die gleich-
lautende mit zwei Strichen (einem Strich) versehene Gerade. Zum
Beispiel 1st das Polargebilde des perspektiven Dreieckpaares A,BC,
A, B,¢, der Tabelle (7) im Polarfelde » das perspektive Dreieck-
paar DC,By=a,bc, A,B,C, in Tabelle (7*); jene sind in Bezug auf
den Mittelpunkt 4;, diese in Bezug auf die Achse a, perspektiv;
darum is t die Polare des Punktes 4; im Polarfeld x: die Gerade aj,.

Die zwanzig harmonische Pole sind die Eckpunkte folgender
finf Vierecke, und die zwanzig harmonische Polaren sind die Seiten
folgender funf Vierseite und die Polarfiguren der Vierecke im
Polarfeld » sind die mit ihnen in einer Zeile befindlichen Vierseite:

" 1’ 1t " U RN !
ATB{C{D abic, d
A;B, CoD’ ayb,c, d”
41 4' BI CII al’a'fb /Ic' (8)
«t1<ta 172
BB, C' 4" bybyc”a’

’ ’ ” U

C,C,A'B ¢y cha"b’

Sowohl die Vierecke, als auch die Vierseite sind homologe
Figuren in den zehn zentrischen Kollineationen der Konfigura-
tion J.

So z. B. sind in der zentrischen Kollineation (D, d) zu den
Geraden 4,%,, BY,, C¢, und ihrem Treffpunkt 4j, die Geraden
AN, BY,, CC, und ihr Treffpunkt A} homolog; und ebenso sind
auch die Punktpaare B,B,; C,C,; D', D" homolog; also ist die
homologe Figur des Viereckes 4,B,C'D’, das Viereck A4)B,C,D".

Ebenso konnen wir auch so folgern fiir die Vierseite ayb),c.d”,
a,bdd’, oder wir konnen sagen, dass diese Vierseite vertauscht
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die Polarfiguren sind jener Vierecke im Polarfelde x, und daher,
wie jene, homolog sind in der zentrischen Kollineation (D, d).

Ausser diesen Vierecken und Vierseiten sind die zwanzig
harmonische Pole und Polaren noch die Eckpunkte von perspek-
tiven Dreieckpaaren, bezw. die Seiten von zehn anderen perspek-
tiven Dreieckpaaren, welche ebenfalls in Bezug auf die Punkte
und Geraden der Konfiguration als Perspektivititsmittelpunkte
und -achsen, perspektiv sind, ohne aber zu den zehn zentrischen
Kollineationen zu gehoren.

S0 sind die Dreiecke 4,B,C,, 4)B,C, perspektiv, da sich die
Verbindungsgeraden ihrer homologen Eckpunkte: A4 =D,
B,B,=DY, C,C,=DC; im Punkte D treffen, und die homologe
Seitenpaare durch die Punkte A, B, C der Geraden d gehen, wie
dies aus den letzten sechs Zeilen der ersten Sédule der folgenden
Tabelle (9) zu sehen ist. Anderseits treffen die homologen Seiten-
paare aja,, bib,, cic, der Dreiecke aybjc], abic, die Gerade d
in den niimlichen Punkten, als die Geraden AyV,, B;B,, C,C,,
wihrend die homologen Eckpunkte auf den Geraden a, b, ¢ liegen
(Tabelle 9).

Dies in Betracht gezogen konnen wir folgende doppelte Tabelle
aufschreiben: (Pag. 32.)

Die harmonische Pole 4, 4] und 4,, A4, sind gleichberechtigte
Punkte; doch sind die Punkte A4;, 4] in der zentrischen Kolli-
neation (D, d) homolog, wihrend die Punkte A, A’ nicht homolog
sind, obzwar sie mit dem Punkte D in einer Geraden liegen. Wo
ist hier der Grund dafiir?

Die Punkte A4, 4] sind die harmonischen Pole der Geraden
a,= ByC, 4 in Bezug auf die perspektiven Dreiecke B,C,D, CBA4,
mit dem Perspektivititsmittelpunkt 4,, wihrend die Punkte
4,, 4, die harmonischen Pole sind der Geraden a,=B,C;4 in
Bezug auf die perspektiven Dreiecke B,C,D, CBA4; mit dem Per-
spektivititsmittelpunkt A,. '

In der zentrischen Kollineation (D, d) ist dem Punkt A als
dem harmonischen Pole des zum ersten Felde gehdrigen Geraden
B,C,4 in Bezug auf das zum némlichen Felde gehorige Dreieck
CBA4,, derjenige Punkt homolog im zweiten Felde, der harmo-
nische Pol ist des zum zweiten Feld gehérigen Geraden B,C,A4
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a In Bezug
In der auf die i
zent- homologe Porspek- perspektive
rischen tivitats-
Kolline- ] Mittel-
tio . kte u.
nsj]mxll Vierecke Vierseite pirt’h:elil Dreieckeo Dreiseite
sind
" s " t ! ' 4 14 / 3 10y
D, 4| 4BCD ! dbéd, D a4l 4BC | avd
(D, d) A;B/CiD" ac,b” a,d” A, B,C, a,b,c,
OI/B A A’ b' /dl ! C B” AH b!lclldll
(A17 a’1) BHCNDH A" c buan H A1 a1 Bl C/ D, c;l/blral
A"C'B, B, | ca)d b’ AC"B! cla’d”
(Bt orap | deur| | B B Goan | dvew
BNAICY/ 0/ al bldl ! B[A”C” a’/b”d([
O ¢ ’ y) 7 1] C C 2 171
( 19 1) A/B/D IOII brau ’ Il 1 1 A;B;D, bualclzl
" [T - . X BV "o
(Azi ag) %/Iglﬁlj’z Ic)?bc%iugl% M A2 ag OBIé, ‘64& 2?/%21?)/1
EA) 2 1% 2y 1
: "C B B cf,af,d”b’ A'C"B” c’,,'af'd’
(Bgy bz) C”A”D Bn a';cﬂbubf' Bg bg OIE,‘A;D}’ a';rcz'rbll
BHA CI Cl a b! d/! 7 BIAHCII a;’b’ﬂ'dl
(Oz’ 02) AHBHD C” blaucucu C:_), 62 A;BIEDIH b?‘/a?cl
C C BII AI bllbllcll ! C!I O” Bl b’ b’ ’
(4, a) 1-2 A a 1Y2
B B:)CIAH II Hbl " B!/B;ICII b"
4,4,C"B" | ¢jcja"b’ A7 AC ¢, 60"
(B’ b) C/ C/ BII allla;/ IbH B b OUOUA 1 a a;cll
(C’ c) B:IBIIA IIOI alagb Hcf C c BHBIIAI a:la’lzbl
A AI B Oll bqbgalc" AN AHBII blbgaﬂ

in Bezug auf das ebenfalls zum zweiten Feld gehorige Dreieck

CB4,, — also der Punkt 4.

Im zweiten Fall gehort die Gerade B,C,4 und das Dreieck
B,C,D, wie auch die Gerade B,C; 4 und das Dreieck B,C,D in der
zentrischen Kollineation (D, d), nicht zum niamlichen Felde, also
sind auch die harmonischen Pole der betreffenden Geraden in
Bezug auf die Dreiecke der verschiedenen Felder, d. h. die Punkte

4, 4, nicht homolog in der zentrischen Kollineation (D, d).

)
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Dass diese zwei Punkte aber trotzdem mit dem Punkt D in
einer Geraden liegen, folgt daraus, dass die Gerade D4, von den
Seiten DB,, DC, des Dreieckes DI3;C,, und die Gerade DA, von
den Seiten DB,, DC, des Dreieckes DB,C, durch den Treffpunkt 4
den dritten Seiten B,C,, B,C, der zwei Dreiecke harmonisch ge-
trennt wird, und somit die Geraden D A4, D 4}, koinzidieren. Damit
ist der Zweifel, der beim Betrachten der Tabelle entstehen konnte,
grundlos.

Wie aus dieser Tabelle ersichtlich ist, liegen die harmonische
Pole paarweise auf je sieben aus den Punkten der Konfiguration 4
ausstrahlenden Geraden; die Anzahl dleser Geraden ist daher
10-7="0.

So liegen auf den aus dem Punkt D ausstrahlenden Geraden
die sieben harmonischen Polenpaare: D'D”, A\ A4,, B\B,, C,C,,
47 4;,, B{B;, C|C,, wihrend die noch iibrigen drei Polenpaare
A" A", B'B",0'C” einem besondaren Polarsechseck A'B"C'A" B'C"
angehoren, deren Gegenseiten und Haupt- diagonalen: B'C”, C'B”,
A'A"; C'A", A'C", B'B"; A'B", B'"A", C'C" sich in den Punkten
A, B, C der Geraden d trefien.

Diese drei zu den aus dem Punkt D ausstrahlenden Geraden
a, b, ¢ zugeordneten Polenpaare liegen daher auf einem Kegel-
gschnitt ¢2 und bilden daselbst eine dreifache Involution, deren
Involutionspole die Punkte 4, B, C der Geraden d sind.

Diesem dual entsprechend kénnen wir sagen, dass sich die
zwanzig harmonische Polaren paarweise in je sieben Punkten der
Geraden der Konfiguration 4 treffen und die Anzahl dieser Treff-
punkte daher 70 ist. So treffen sich auf der Geraden d die harmo-
nischen Polarenpaare d'd”, d\d,, b\b,, ¢,¢,, ajay, bib;, cicy, wihrend
die noch iibrigen drei a’a”, b'b”, ¢'c¢” die Gegenseiten eines beson-
deren Brianchonsechsseits a'b”c’a’d’¢” sind, auf deren Haupt-
diagonalen je ein Gegenseitenpaar sich treffen, d. h. die Geraden-
paare a'a”, b'c”, ¢'b”; b'b”", c'a”, a'¢c"; ¢'¢c”, a'b", b'a” treffen sich
auf den aus dem Punkt D ausstrahlenden Geraden «, b, ¢ der
Konfiguration 4. Diese sechs harmonische Polaren bilden daher
im Strahlenbiischel eines Kegelschnitt 4’2 dreifach Involutionen,
deren Involutionsachsen die Geraden a, b, ¢ sind.

Auf den Kegelschnitten der ersten Rubrik der folgenden
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Tabelle (10) liegen sechs harmonische Pole der Konfiguration 4,
dreifach involutoriseh. Die zweite Rubrik zeigt eine dieger Invo-
lutionen, aus welcher man die zweite und dritte Involution erhilt,
wenn man die auf der unpaarer Stelle befindlichen Punkte behilt,
die auf der paare Stelle befindlichen vorwirts schreitend ziklisch
verindert, also anstatt den 2., 4., 6. Punkt erst den 4., 6., 2., dann
den 6., 2., 4. setzt.

Die dritte Rubrik giebt die Pole dieser Involutionen an, welche
auf der in der vierten Rubrik sich befindlichen Geraden liegen.

die den
Auf dem ist eine Involution der | die Pole dieser | Kegelschnit-
Kegelschnitt dreifach invol. Punkte Involutionen ;Zrtlezg%j;’gg;]
[ :
5 A'4".BC".CB"  4,BC, | 4
& | A4"BC,CB | 4,B,C, ' q
: | B'B'.C,4,. 4.C. ' B,C, 4, b,
r? C'C". 4,B,.B; 4, - C, 4,, B, ¢,
al A'4".B,C,.C|BY " 4,B,,C, a,
y B'B".C,4,.4C] ' B,C, A4, b,
73 C'C". AB,.B| 4} - C,4,, B, C,
a D'D”. 4,4,. 474, b D, 4,, 4, a
8 D'D".B,B,.B/B, ' D,B,, B, b
g D'D".C,C,.CC, D,C,,C, ¢

Werden in dieser Tabelle die griechischen Buchstaben mit
einem Strich versehen, die grossen und kleinen Buchstaben durch
kleine und grosse Buchstaben ersitzt, so erhdlt man eine neue
Tabelle (10%), welche anzeigt, in welcher Zuordnung die harmo-
nischen Polaren der Punkte der Konfiguration J in Bezug auf
thre perspektiven Dreiecke, als Kegelschnittstangenten der in der
ersten Rubrik befindlichen Kegelschnitte, ziklisch invelutorisch
liegen, welche Achsen diese Involution haben und in welchen
Punkten sich diese Achsen treffen.

(10)



ERWEITERUNGEN DER DESARGUES'SCHEN KONFIGURATION., 111

Die Resultate dieser Untersuchungen aber lauten:
In den von der Konfiguration 4 bestimmien zehn zentrischen

Kollineationen bilden die

harmonischen Pole der Kolli-
neationsachsen in Bezug auf die
perspektiven Dreteckpaare zehn
homologe Punktpaare dieser Kol-
lineationen, d. h. zwanzig Punkte;
diese bilden die Eckpunkte von
solchen funf Vierecken, die paar-
weise homologe Gebilde dieser
zehn Kollineationen sind; dann
sind sie auch die Eckpunkte
von solchen zehm Dreteckpaaren,
welche in Bezug auf die ndamli-
chen  Perspektwititsmattelpunkte
und -achsen perspektiv liegen,
ohne diesen zehn zentrischen Kol-
lineationen anzugehoren.

Darum strahlen aus jedem der
zehn Punkte der Konfiguration
steben Gerade aus, auf welcher die
harmonischen Pole paarweise lie-
gen, wdhrend durch die anderen
sechs harmonischen Pole je ein
Kegelschnitt geht. Die Anzahl
dieser Geraden, auf welchen die
harmonischen Pole mat den Punk-
ten der Konfiguration paarweise
liegen, ist siebzig, und die Anzahl
der Kegelschnitte, auf welchen sie
zu sechsen liegen, ist zehn.

Auf jedem dieser Kegelschnitte
bilden die harmonische Pole drei-
fach Involutionen; die zu diesen

harmonischen Polaren der Kol-
lineationsmittelpunkte in Bezug
auf die perspektiven Dreieck-
paare, zehn homologe Geraden-
paare dieser Kollineationen, d. h.
zwanzig Geraden; diese bilden
die Seiten von solchen fiinf Vier-
seiten, die paarweise homologe
Gebilde dieser zehm Kollineationen
sid; dann sind sie auch die
Seiten von solchen zehn Dreteck-
paaren, welche in Bezug auf die
némlichen Perspektivitdtsmittel-
punkte und -achsen perspektiv
liegen, ohne diesen zehn zentri-
schen  Kollineationen anzuge-
horen.

Darum treffen sich paarweise
auf jedem der zehn Geraden der
Konfiguration in sieben Punkten
die harmonische Polaren, wdh-
rend die dibrigen sechs harmo-
nische Polaren je einen Kegel-
schnitt beriihren. Die Anzahl
dieser der auf den Geraden der -
Konfiguration liegenden Treff-
punkie ist daher siebzig, und die
Anzahl der Kegelschnitte, die sie
2u sechsen beriihren, ist zehn.

In den Tangentenbiischeln die-
ser Kegelschnitte bilden die har-
montschen Polaren dreifach In-
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gehdrigen Involutionspole sind je
drev auf einer Geraden liegenden
Punkte der Konfiguration .

Diese zehn Kegelschnitte und
die zehnm Punktpaare (die harmo-
nischen Polenpaare) bilden eine
Konfiguration 4%= (10, 10,)2,
indem oauf jedem der Kegel-
schrnitte drei der Punktpaare lie-
gen und durch jedes Punktpaar
drei Kegelschnitte gehen.

KLUG.

volutionen; die zu diesen gehiri-
gen Inwvolutionsachsen sind ije
drev aus einem Punkte der Kon-
figuration ausstrahlende Geraden
derselben.

Diese zehn Kegelschnitte und
zehm  Geradenpaare (harmoni-
schen Polaren) bilden eine Kon-
figuration 4'%= (10,, 10,)2, in-
dem jeden Iegelschnitt drei Ge-
radenpaare berithren und in jedes
der Geradenpaare drei Kegel-
schnitte einbeschrieben sind.

In dem durch die Konfiguration 4 bestimmien Polarfeld x sind
die Polaren der zwanzig harmonischen Pole des linksseitigen Satzes,
die zwanzig harmonischen Polaren des rechisseitigen Satzes, und also
sind auch die zehn Kegelschnitte des einen Satzes Polarfiguren der
zehn Kegelschnitten des anderen Satzes. '

Anmerkung. Die zehn Kegelschnitte des linksseitigen (rechts-
geitigen) Satzes kann man den zehn Geraden (Punkten) der Kon-
figuration . zuordnen, auf welchen die Involutionspole der auf
den Kegelschnitten befindlichen harmonischen Pole liegen (in
welchen die Involutionsachsen der die Kegelschnitte berithrende
harmonischen Polaren sich treffen). A

Im Punkte A der gemeinsamen Sehne 4’4" der Kegelschnitte
8:=A"A"B'B"C'C", o} =A4"A"B,B,C,C, treffen sich die Sehnen

B'B", C,B, und C'B", B'C, derselben, und ausserdem sind die
Punktpaare B'C;, C"B, und C'B;, B"C, auf Geraden, die aus dem
Punkt A, ausstrahlen (siehe Tabelle (9)); darum ist 4, ein Kon-
tingenzpunkt der Kegelschnitte 62, a2.

Ebenso ist auch 4; und D ein Kontingenzpunkt der Kegel-
schnittpaare ¢%2, bezw. a2a, da sich die Sehnenpaare B'C”, C/BY;
C'B", B,C, im Punkte 4, die Sehnenpaare B'C", C|By; C'B”, B|C}
im Punkte 4,, endlich die Sehnenpaare C|C;, B/B;; BB, O’l(lf2
im Punkte D treffen.
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Darum koénnen wir die letzteren Sitze mit folgende ergénzen:
Die zehn Kegelschnitte der Konfiguration

d® gehen zu dreien durch ge-
wisse Paare der harmontschen
Pole der Konfiquration J; drei
auf einer Kontingenzachse be-
findlichen dret Kontingenzpunkte
dieses Kegelschnittripels sind dret
Punkte der Konfiguration; und
diese Kontingenzachse st die
Polare desjenigen Punktes der
Konfiqguration J im Polarfelde x,
welcher auf der gemeinsamen
Sehne des Kegelschnittripels liegt.

J'® beriihren zu dreien gewisse
Paare der harmonischen Polaren
der Konfiguration J4; drei ge-
meinsamen Sechnen der Iegel-
schnittpaare des Kegelschnitt-
tripels  sind drev aus einem
Punkte der Konfiguration aus-
strahlende Geraden derselben; die-
ser Punkt aber ist der Pol der-
jenigen Geraden der Konfigura-
tion J im Polarfelde x, auf wel-
chem der gemeinsame Kontin-
genzpunkt des Iegelschnittripels
liegt.

Die sechs Punkte 4’ 4”B'B"C’'C" des Kegelschnittes 6% werden
aus den Punkten 4, B, C ineinander, aus dem Punkt A, in die
sechs Punkte A'A4"CC,B,B; des Kegelschnittes a2, und aus dem
Punkt 4, in die sechs Punkte 4’ A4"C,C,B, I3, des Kegelschnittes o}
projiziert. Ebenso kann man auch die sechs harmonische Pole
des Kegelschnittes 02 aus den Punkten B,, B,, C,, C, bezw. in die
sechs harmonischen Pole der Kegelschnitte 33, 32, r2, 77 projizieren.

Daher:

Die sechs Punkte (harmont-
schen Pole) auf irgend einem
Kegelschnitt der Konfiguration
4% werden aus drei Punkten der
Konfiguration 4 ineinander, aus
sechs anderen Punkten derselben
aber in die sechs Punkte von
sechs anderen Kegelschnitten der
Konfiguration J* projiziert.

LI

Die sechs zur ILonfiguration
A'? gehirigen Tangenten eines
Kegelschnittes dieser Konfigura-
tion treffen sich paarweise auf
drev Geraden der Ionfiguration
d, und treffen sechs andere zur
Konfiguration 1'% gehirigen Tan-
genten von sechs IKegelschnitten
dieser Ionfiguration auf sechs
anderen Geraden der Nonfigu-
ration 1.
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7. Die funfzehn Diagonalpunkte der fiinf Vierseiten der Kon-
figuration 4 kann man als die Eckpunkte von zehn Dreiecken
(Tabelle (11)) betrachten. Die Eckpunkte eines jeden dieser Drei-
ecken trennen harmonisch: 1) die homologen Seitenpaare der
zehn perspektiven Dreieckpaaren der Konfiguration von ihren
Perspektivititsmittelpunkten; 2) die Strahlenpaare, welche die
homologen Eckpunktpaare der perspektiven Dreiecke projizieren,
von den Treffpunkten der homologen Seitenpaare.

So z. B. trennen die Eckpunkte 3, ., €, des Dreieckes
ALV, ¢, die Seitenpaare ayay, byby, cocy, der in Bezug auf den Punkt
D perspektiven Drelecke A,B;C; = agbycs, AyByCy = a:bye; vom
Punkte D, dann die Strahlenpaare be, ca, ab, welche die homologen
Eckpunktpaare projizieren, von den Treffpunkten 4=a,a,, B=byb;,
C =cy¢, der homologen Seiten harmonisch.

Diese zehn Dreiecke wollen wir den zehn perspektiven Drei-
eckpaaren der Konfiguration 4, sowie ihren Perspektivitits-
achsen, also den zehn Geraden der Konfiguration zuordnen, und
wir finden, dass die Seiten dieser Dreiecke durch die Treffpunkte
der homologen Seiten der ihnen zugeordneten perspektiven Drei-
ecke, also durch die auf den Perspektivititsachsen liegenden
Punkte der Konfiguration gehen.

Es sind némlich die Dreiecke 4,A4,%;, B,B,3;, da sich ihre
homologen Seiten in den Punkten D, C,, C, der Geraden ¢ treffen,
perspektiv; also geht die Seite AW, des Dreieckes U B C; durch
den Treffpunkt C der Seiten 4,B;, 4,B, jener perspektiven Drei-
ecke, und ebenso gehen auch die zwei anderen Seiten B,C;, G,
durch die Punkte A4, B.

Wir bekommen dann diese dualen Sitze:

Die fiinfzehn Diagonalpunkte
der fiinf Vierseite der Konfigu-
ration J sind die Eckpunkte von
zehn  solchen Dretecken, deren
Seiten durch je dreiv auf den
Geraden der Konfiguration be-
findlichen Punkten derselben
gehen.

Die finfzehn Diagonalen der
fiunf Vierecke der Konfigura-
tion 4 sind die Seiten von zehn
solchen Dreiecken, deren Eck-
punkte auf je drei aus den Punk-
ten der Konfiguration ausstrah-
lenden Geraden derselben liegen.
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Folgende doppelte Tabelle gibt die Dreiecke an, welche den
Punkten und Geraden der Konfiguration 4 zugeordnet sind.

Den sind zugeordnet Den I sind ?‘18901"1_11(“7 die

Geraden die Dreiecke Punkten Drelecé{&tlgﬁt den
= == .

d AYE, D 1A, 8,3, 66,
a, VN, 4, | 8,9, 6,6, 3,6,
b, 60,3, B, | G,6,%, 63
¢ | AW c, AN, BB, A,
a, V.6, 4, |33, 6,6, 8,6,
b, ¢, B, 6,6, A, G,
¢ =BG, c, A, BB, AB,
a A, A B,6,, B,6,, 0,2,
b BB, B 6, 6,9, B0,
¢ €66, c AB,, A,B,, 6,6,

Wir wollen jetzt zeigen, dass die homologen Eckpunkte der
in Bezug auf den Punkt D perspektiven Dreiecke 4,B\C', A,B,C,
(siehe die (9) Tabelle), diesen Perspektivitatsmittelpunkt D, von
den Eckpunkten des Dreieckes ;3,¢; harmonisch trennen.

Die dritte Zeile der (7) Tabelle zeigt ndmlich, dass die Eck-
punktpaare A A4,, B'C" des Viereckes A, A4,B'C" in Tabelle (T7)
den Eckpunkt 9[; seines Diagonaldreiecks 2, von den Punkten D
bezw. A harmonisch trennen, d. h. dass die Punktwiirfe D3 4} 4,
AU, B'C" harmonisch sind, und es folgt ebenso aus der vierten und
fiinften Zeile der Tabelle (7), dass auch die Punktwiirfe DY, BB,
B3.C'A", DC,C,C, CC,A'B" harmonisch sind w. z. w. Daraus
ergibt sich, dass die homologen Eckpunkte (Seiten) aller in der
Tabelle (9) befindlichen perspektiven Dreieckpaare die Perspek-
tivitdtsmittelpunkte (-achsen) von den Eckpunkten (Seiten) der
mit diesen in den ndmlichen Zeilen befindlichen Dreiecke der
Tabelle (11) harmonisch trennen.

{*

(11)
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Kurz:

Aus jedem Punkt der Kon-
figuration 4 strahlen sieben Ge-
rade aus, auf welchen die har-
monaschen Pole paarweise liegen ;
auf drei dieser Geraden trennen
diese harmonischen Pole den Aus-
strahlungspunkt von den Eck-
punkten desjenigen Dreieckes har-
monasch, welches zur Polaren des
Ausstrahlungspunktes wm Polar-

Auf jeder Geraden der Kon-
figuration 4 liegen sieben Treff-
punkte der harmonischen Pola-
ren; die aus drei dieser Treff-
punkte ausstrahlenden harmoni-
schen Polaren trennen jene Gerade
von den Seiten desjenigen Drei-
ecks harmonisch, welches zum
Pole der Geraden im Polar-
felde x zugeordnet ist.

felde x zugeordnet ist.

Die Dreiecke links der Tabelle (11) sind in den am Schluss
des 4. Punktes betrachteten zehn Dreiecken D*, 4%,...C* ein-
beschrieben, und die Drejecke rechts in (11) sind den zehn Drei-
ecken d", a,...ch einbeschrieben.

So ist das Dreieck A, B,C, dem Dreieck D", dessen Seiten auf
den Geraden A, BY;, OC, liegen und dessen Eckpunkte wir mit
A, A4,, B,B,, C,C, bezeichnet haben, einbeschrieben. Die Punkt-
paare AN, BY, CC; trennen die Eckpunktpaare des Dreieckes D*
und wie wir soeben gezeigt haben, die harmonischen Polenpaare
B'C", C'4", A’B".

Der Punktwurf 4D, ist des Vierseits B,;C,B,C,4D wegen
harmonisch; die Projektionen desselben aus den Punkten B,
und C, auf die Gerade A4, ndmlich: 4B,B,C"Y,, AC,C,%,B’ sind
ebenfalls harmonisch, d. h.: auf der Seite A%;=DB'C" des Dreiecks
D", trennt das Punktpaar 9,C” den Punkt 4 vom Eckpunkt B, B,,
und das Punktpaar 9, B’ trennt den Punkt 4 vom Eckpunkt C,C,
harmonisch. Dies kénnen wir auch so ausdriicken : das Punktpaar
A,C” trennt den Punkt 4 von der Geraden b, und das Punktpaar
A, B’ trennt den ndmlichen Punkt 4 von der Geraden ¢ harmonisch.

Ebenso kénnen wir folgern, dass auf der Seite B¥;=C"A4"
des Dreieckes D* das Punktpaar B, 4” den Punkt B von der Gera-
den ¢ und das Punktpaar 3,0’ denselben Punkt B von der Gera-
den a, schliesslich dass auf der dritten Seite CC,=A'B" des Drei-
eckes D": das Punktpaar C;B” den Punkt ' von der Geraden a,




ERWEITERUNGEN DER DESARGUES'SCHEN KONFIGURATION.

117

und das Punktpaar G4’ den Punkt C von der Geraden b harmo-

nisch trennt.

In einem Satze zusammengefasst haben wir:

Auf jeder Seite der zehn Drei-
ecke J" liegt ein Punkt der
Konfiguration J und ein Diago-
nalpunkt der Vierseite dieser
Konfiguration, dann zwei diese
harmonisch trennende harmoni-
sche Pole; der Diagonalpunkt
und je ewn harmonische Pol trennt
den Punkt der Konfiguration von
je einem Kckpunkt des Dret-
eckes 4" harmontsch.

Aus jedem Eckpunkt der zehn
Dreiecke 6" strahlt eine Gerade
der Konfiguration 4 wund eine
Diagonale der Vierecke dieser
Konfiguration aus, dann zwei
diese harmonisch trennende har-
monische Polaren;; die Diagonale
und je etne harmonische Polare
trennt die Gerade der IKonjigu-
ration von je etner Seite des
Dreteckes harmonisch.

Nach diesem Satz haben die auf dem Kegelschnitt §* liegen-
den harmonischen Pole 4’ A”B'B"C'C”, ausserdem dass sie drei-
fach mvolutorisch sind (4'4". B'C". C'B", A'C". B'B".('4",
A'B". B’A’. C'C") noch die besondere Lage, dass diejenigen zu-
geordneten Punkte B'C", C'4”, A’B”, welche in den drei Involu-
tionen die zwei anderen zugeordneten Punktpaare voneinander
trennen, auf den drei Seiten des Dreiecks D" liegen. Die drei Achsen
tes by, t. der drei Involutionen gehen dureh die drei Eckpunkte
(4'B", A"C"), (B'C", B"A4"), (C'A", C"B’) des Dreieckes, und der
auf jeder Seite des Dreieckes liegende Involutionspol und eine fremde
Involutionsachse trennt harmonisch die zum Involutionspol ge-
horige Achse von einem auf dieser Seite liegenden Punkte der
Involution.

So z. B. trennt harmonisch der auf der Seite 4'B” des Drei-
eckes D" liegende Involutionspol C (der dritten der obigen Invo-
lutionen) und die Achse t, (oder t,), die zum Pol C' gehorige Achse i,
vom Punkte B” (bezw. A4").

Darum kann man sagen:

Auf jeden der zehn Ilegel-
schnitte der Konfiguration 4°
liegen sechs aus der Konfigu-

Diejenigen sechs Tangenten je-
des der zehm Kegelschnitte der
Konfiguration 4'2, welche zu den
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ration Jd stammende harmonische
Pole nicht nur dreifach involu-
torisch, sondern in jeder dieser
Involutionen hat dasjentge zuge-
ordnete Punktpaar P'Q", welches

die beiden anderen voneinander

trennt, die besondere Lage, dass

der Pol dieser Involuttion wund !
eine oder die andere Achse der .

L. KLUG.

harmonischen Polaren der Kon-
figuration 4 gehiren, sind nicht
nur dreifach involutorisch, son-
dern in jeder dieser Involutionen
hat dasjenige zugeordnete Tan-
gentenpaar p'q”, welches im Tan-

| gentenbiischel des Iegelschnittes

die betden anderem vomewnander
trennt, die besondere Lage, dass

beiden anderen Involutiomen die |
2u jenem Pol gehdrige Achse von
einem oder dem anderen der zu-
geordneten Punkte P'Q" harmo-
nisch trennt.

|

\

!

'; die Achse dieser Involution und
| der eine oder der andere Pol der
1 beiden anderen Involutionen, den
' zu jener Achse gehirigen Pol von
einer oder der anderen der zu-
geordneten Tangenten p'q" har-
| monisch trennt.

Die Kenntnis dieser Eigenschaft der dreifach involutorischen
Punkte (Tangenten) auf den Kegelschnitten der Konfiguration .2
(bezw. 4'%) wird uns bei der Konstruktion derselben aus zwei
seiner Kegelschnitte, die wir am Schluss des niichsten Punktes (8)
zeigen wollen, vom Nutzen sein.

d) Konstruktion dreifach involutorischer Sechspunkte.

8. Nimmt man in zwet Strahlenbiischel je ein Strahlentripel an
und ordnet die Strahlenpaare des einen Tripels den Strahlen des
andern in irgendeiner Weise zu, so treffen sich die zugeordneten
Strahlen in sechs Punkten, die auf ein Strahlentripel eines dritten
Strahlenbiischels liegen. Sind diese sechs Treffpunkte die Punlkte
eines Kegelschnittes, so liegen die Mittelpunkie der drei Strahlen-
tripeln in einer Geraden.

Es mogen die Strahlenpaare des Strahltripels vom Mittel-
punkt T, die Strahlen des Strahlentripels vom Mittelpunkt T}, in
den Punktpaaren A4'C", B'B”, C'A" treffen (Fig. 6). Da einer der
Punkte C’, 4" auf dem Strahl T,B" liegen muss, so wollen wir
annehmen, dass dieser Punkt (' ist. Die Gegenseiten des dem
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Geradenpaar 1,B"C’, T,A'C" einbeschriebenen Pascalsechsecks
T,A'B"T,C C", treffen sich in den Punkten A"—=(T,A4', T\,C'),
B'=(T,C", TyB"), T,=(A'B", C'C") der Pascalgeraden desselben,
darum liegen die Punktpaare A'B”, B'A", C'C" auf drei Strahlen
des Strahlentripels vom Mittelpunkt 7'., wihrend die Punktpaare
A'A", B'C", C'B" und A'C", B'B", C' A" auf den Strahlentripeln
vom Mittelpunkt T,, bezw. T', liegen. Auch sieht man, dass die
drei Strahlentripel T,, T, T, gleichberechtigt sind und dass die
neun Geraden und neun Punkte eine (9,, 9,) Konfiguration bilden.
Wenn aber A4'A"C C"B’B” die sechs Kckpunkte eines einem

(1//

Kegelschnitt einbeschriebenen Sechsecks sind, dann sind T, Ty, T
die Treffpunkte der Gegenseiten desselben und als solche liegen sie
auf einer Geraden.

Den Satz kénnen wir dann auch so aussprechen : _

«Treffen sich zwei Paar Gegenseiten eines Pascalsechsecks auf
zwei Hauptdiagonalen desselben, so trifft sich auch das dritte
Gegenseitenpaar auf der dritten Hauptdiagonale.s

Auf jeden der zehn Kegelschnitte der Tabelle (10) bilden die
harmonischen Pole die Eckpunkte eines solchen Sechseckes. So
z. B. sind die harmonischen Pole 4’'B”C’'A"B'C” auf dem Kegel-
schnitt ¢% die Eckpunkte eines solchen Sechsecks, d. h. die sechs
Eckpunkte liegen dreifach involutorisch.

Wollen wir einem gegebenen Kegelschnitt k? ein solches
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Sechseck einschreiben, so konnen wir die nicht aufeinander fol-
gende Eckpunkte A’, B’, (' desselben beliebig annehmen; die
Geraden B'C’,C"A’, A'B’ treffen dann die Tangenten der Punkte
A', B', C' in drei Punkte einer Geraden ¢ (Fig. 7). Sind dann die
Punkte A4”, C”, B” die Projektionen der Punkte A’, B’, C' aus
einem beliebigen Punkte T, der Geraden ¢, auf den Kegelschnitt k2,
80 ist A'B"C'A"B'C" das gewiinschte Sechseck.

Es liegen némlich die Dreiecke A'B'C’, A"C”"B" zentrisch-
involutorisch ; T, ist der Involutionsmittelpunkt und die Polare
desselben t, nach dem Kegelschnitt k* ist die Involutionsachse.

Die Pascalgeraden der Pascalsechsecke C”A’'C'B" B' B/,
A"C'B'C" A’ A" fallen mit der Geraden t zusammen ; denn auf der
ersten Pascalgeraden liegt der Punkt 7,=(B'C”", C’'B"), dann der
Treffpunkt der Tangente des Punktes B’ mit der Geraden A'C’
und der Punkt T,=(A4'C”, B'B"); auf der zweiten Pascalgerade
liegt der Punkt T,,=(B'C", A'A"), dann der Treffpunkt der Tan-
gente des Punktes 4" mit der Geraden B'C’ und der Punkt (4'C”,
(' A"),— also haben beide Pascalgeraden mit ¢ zwei Punkte gemein,
d. h. sie fallen mit ¢ zusammen. Nachdem nun die Geraden A'C”
und ¢ sich im Punkte 7', treffen, und also T, der Treffpunkt der
Geraden A4'C", C"A", B'B" ist, so liegen die dem Kegelschnitt
einbeschriebenen Dreiecke A'B'C', 0" B” A” in Bezug auf den Punkt
T, und seiner Polaren ¢, zentrisch-involutorisch.

Ebenso konnen wir zeigen, dass auch die Dreiecke 4'B'C’,
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B”A"C” in Bezug auf einen Punkt 7', der Geraden ¢ und seiner
Polaren t, nach k® zentrisch-involutorisch sind.

In jeder dieser zentrischen Involutionen sind sowohl die
Involutionspole, als auch die Involutionsachsen der zwei anderen
Involutionen homologe Elemente. Dem Punkt (4'C’, B'B")=T,
in der ersten zentrischen Involution ist der Punkt (A4”B', C"C")=1T,
homolog; also sind auch ihre Polare #, und ¢, nach k* homolog,
und sie werden somit von dem Involutionspol und der Involutions-
achse T, t, der ersten Involution harmonisch getrennt.

1 &7 5

Zu bemerken ist noch, dass die Tangenten der Eckpunkte
des Dreieckes 4”B"C” die Gegenseiten eben auf der Geraden t
treffen, wie'die des Dreiecks 4'B’C’, und dass die Treffpunkte der
homologen Dreieckseiten und die Tangenten der homologen Eck-
punkte derselben in jeder der drei zentrischen Involutionen, vom
Involutionspol und der Involutionsachse ebenfalls harmonisch
getrennt sind.

Auf einem Kegelschnitt k* ist der Punkt A4’ gegeben (Fig. 8),
und wir wollen auf diesem Kegelschnitt die zwei Punkte B’, C’
80 bestimmen, dass die Tangenten der Eckpunkte des Dreieckes
A'B'C" die Gegenseiten auf einer gegebenen Geraden ¢, welche
mit k* keine reelle Punkte gemein hat, — treffen.

Ist T' der Pol der Geraden t nach k* und trifft die Gerade T'A"
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den Kegelschnitt und die Gerade ¢ in den Punkten 4, T,, und
trennt der Punkt E das Punktpaar T'4, vom Punkte T, harmo-
nisch, dann trifft die Verbindungsgerade dieses Punktes E mit
dem Pol S, der Geraden A'T A, den Kegelschnitt k% in den zweil
gewiinschten Punkten B’, (.

Es treffen sich nimlich die Gegenseiten TB’, 4,C"; TC', 4\B’
des Viereckes TB’ A\C’ auf der Geraden ¢t in den Punkten T, T,
da die Gegeneckpunkte T'4}, B'C’ des Vierecks die Gerade ¢ vom
Punkte E harmonisch trennen.

Da ferner die zwei Seiten 4’ A, C'C; des dem Kegelschnitt k,
einbeschriebenen Dreiecks 4’A4,C’ durch die konjugierten Pole
T, T, des Kegelschnittes k* gehen, so liegt der Pol S, der Geraden
TT, auf der dritten Seite 4'C’ des Dreiecks und auf der Geraden t.
Nachdem aber die Tangente des Punktes B’ ebenfalls durch den
Pol der Geraden T13'T, geht, so trifft diese Tangente die Seite 4'C’
des Dreieckes 4'B’'C’ im Punkte S, der Geraden t. Die Tangente
des Eckpunktes A’ traf aber schon die Dreieckseite B'C’ im Punkte
S, der Geraden ¢, also trifft auch die Tangente des dritten Eck-
punktes C' die Gegenseite in einem Punkte S, der Geraden t.

Zu bemerken ist noch, dass wenn die Gerade t den Kegelschnitt
k?in reellen Punkten trifft, die beiden Treffpunkte der Geraden S, E
mit dem Kegelschnitt imagindr wiiren, und somit auch das Ge-
wiinschte Dreieck A4’'B'C’.

Sind auf dem Kegelschnitt k* die zwei Punkte A’ A" gegeben
und will man die vier Punkte B’B”C’C” auf k* in der Weise bestim-
men, dass 4’A".B'C". C'B", A'C".B'B". (0’4", A’'B".B'A". C'C"
Involutionen seien, deren Pole T,, T, T, auf einer gegebenen
Geraden t liegen, so sucht man nach Obigem die zwei Eckpunkte
B'C’ des Dreieckes A'B’'C’, dessen Seiten die Tangenten der Gegen-
eckpunkte auf der Geraden t treffen; die Projektionen C”, B”
Punkte B’, ¢" aus dem Punkte T,=({, 4'4") auf dem Kegel-
schnitt ergiinzen jene zu den gewiinschten vier Punkten.

Geht die Gerade A4'A” durch den Pol T der Geraden ¢ nach
dem Kegelschnitt k%, so gehen auch die Geraden B'B”,C'C” durch
diesen Pol, und die sechs Punkte bilden noch diese vierte
Involution A"A".B'B".C'C".

Es seien 4’4", B'C" zwei zugeordnete Punktpaare einer auf
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dem Kegelschnitt k* liegenden entgegengesetzten laufenden Invo-
volution gegeben (Fig. 9), und wir wollen von dieser noch zwei
zugeordnete Punkte so bestimmen, dass die sechs Punkte noch
zwei Involutionen bilden sollen.

Liegt der Punkt P=(A4'C", B’ A") ebenso wie der Pol T'=(A4"A4",
B'C”) ausserhalb des Kegelschnittes k?, also der Punkt R=(4'B’,
A"C") innerhalb desselben und treffen die Tangente des Punktes B’
die Gerade A'C” im Punkte ¢, die Gerade QR den Kegelschnitt
in den Punkten C'C|, die Geraden T,C’, T,C; den Kegelschnitt

Fig. 9.

in den Punkten B”, B, so haben die Sechspunkte 4'B"C"4"B'C”",
A'ByCy A"B'C" schon die gewiinschte Eigenschaft.

Laut Konstruktion gehen zwei Seiten C'C),, C'B"” des dem
Kegelschnitt k* einbeschriebenen Dreiecks C'CyB” durch zwei Eck-
punkte des Polardreiecks PRT, von k* also geht auch die dritte
Seite C;B" jenes Dreiecks durch den dritten Eckpunkt P dieses
Dreiecks, und also liegt der Punkt T),=(B'B”, C'A”") auf der
Pascalgeraden PQ=A4'C" des Sechsecks A"C'C,B"B'B’, d. h. die
drei Geraden A'C", B'B”, C' A" treffen sich im Punkte T,,.

Trifft die Gerade T, T, die Gerade 4”B’ im Punkte 7',, so sind



124 L. KLUG.

die Pole der Involutionen 4'4”. B'C". C'B”, A’C". B'B". C' 4",
A'B".B'A”.C C" die Punkte T,, T}, T,, und wenn in der ge-
gebenen Involution C{B; zugeordnete Punkte sind, so haben
wir noch die Involutionen 4°4". B'C". C;B", A'C". B'B;. C 4",
A'B;.B'A". C,C", deren Pole T',, T?, T¢ ebenfalls in einer Geraden
liegen. Also:

«In einer ungleich laufenden Involution kann man zu zwei
zugeordneten Punktpaaren derselben, noch zwei solche zugeord-
nete Punktpaare finden, dass jedes mit den zwei ersteren noch in
zweierlei Weise involutorisch liege.n

Fig. 10.

Auf dem Kegelschnitt k* wollen wir solche sechs Punkte be-
stimmen, wie die auf den Kegelschnitten der Konfiguration 4*
liegenden Punkte derselben und deren Lage in dem linksseitigen
Satz am Schluss des vorangehenden Punktes (7) charakterisiert ist.

Drei dieser Punkte, 4’B’C’, von denen keine zwei in den drei
Involutionen der Sechspunkte zugeordnet sind, kénnen wir will-
kiirlich wihlen, diese bestimmen schon die noch fehlenden drei
Punkte 4”"B"C”".

Es mogen die Seiten des Dreieckes 4'B'C’ (Fig. 10) die Tan-
genten der Gegeneckpunkte auf der Geraden ¢ treffen, und T sei
der Pol des Geraden ¢t nach dem Kegelschnitt k*. Trennt nun der
Punkt Y die Punkte 4'C’ von der Geraden ¢, und der Punkt Y,
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die Punkte A'Y ebenfalls von der Geraden i, schliesslich auch der
Punkt Y, die Punkte C'Y von der Geraden ¢ harmonisch, so trennen
auch die Punkte Y,Y, den Punkt ¥ von der Geraden ¢ harmonisch.

* Der Treffpunkt 4 der Geraden B’Y, und ¢ ist der Pol von
einer der Involutionen, somit erginzen die Projektionen 4", C", B”
der Punkte 4’, B’, C’ aus dem Punkte A4 auf den Kegelschnitt k2
diese zu den gesuchten Sechspunkten, und es treffen sich daher
die Geraden A4'C", B'B”", (4" in der Pole B und die Geraden
A'B”, B'C”, C'C" in dem Pole C der zwel anderen Involutionen.

Wir haben hier nur zu beweisen, dass die Projektionen Z,Z,, Z,
der Punkte Y, Y,, Y, aus dem Punkte A4 auf die Gerade 4'B”
auf den Polaren t,, t,, t, der Punkte C, B, 4, d. h. auf den Achsen
der drei Involutionen liegen.

Laut Konstruktion trennt der Punkt Z=(A4'B", AY) das
Punktpaar 4'B” von der Geraden ¢ harmonisch; der Punkt Z liegt
daher auf der Polaren ¢, des Punktes C, und diese Polare geht
durch den Punkt (B'C”,C" A"). Da ferner der Punkt Z==(B'C", A'B")
ist, so liegt er auf der Polaren t, des Punktes B; und schliesslich
da der Punkt Z das Punktpaar Z,Z, von der Geraden ¢ harmonisch
trennt, ist die Gerade TZ, die Achse t, der dritten Involution,
deren Pol der Punkt A ist.

Bei dieser Konstruktion wurden die Punkte A"C"B”, als
Projektion der Punkte A'B'C’ aus dem Punkte 4A=(t, B'Y,) auf
den Kegelschnitt k2 bestimmt. Hatten wir aber die Punkte 4’13 C’
aus dem Punkte A4 = (¢, B'Y,) auf dem Kegelschnitt projiziert
nach den Punkten A;C,B;, so wiirden die Punkte A'B'C’'ACy 13,
ebenfalls den Forderungen entsprechen.

Daher haben wir:

Nimmt man auf dem Kegelschnitt k? ein Punkttripel an, so qibt
es zwey solche Punkttripel auf dem INegelschnitt, deren Punkte als
zugeordnete Punkte zu den angenommenen, zwei besondere dreifach
involutorische Sechspunkte bestmmen; die drer Involutionen dieser
Sechspunkte haben die Iigenschaft, dass in jeder derselben jeder Punkt
desjenigen zugeordneten Punktpaares, welches die beiden anderen von-
einander trennt und thre Involutionsachse den Inwolutionspol von
einer Imvolutionsachse der zwei anderen Inwvolutionen haymonisch
trennt.
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Es seien auf einem beliebigen Kegelschnitt
0> die Punktpaare 4’4", B'B", ('C" so gegeben,
wie die Punktpaare auf den Kegelschnitten
der Konfiguration J4%= (10, 10,)° liegen, ferner
sei g ein durch das Punktpaar 4'4” gehender
beliebiger Kegelschnitt; man erginze diese
zwel Kegelschnitte mit acht Kegelschnitten
und die drei Punktpaare mit sieben Punkt-
paaren so, dass sie eine Konfiguration 2
bilden sollen.

Losung. Von diesen Daten miissen wir diejenige DESARGUES’sche
Konfiguration J bestimmen, aus welcher sich die gesuchte Kon-
figuration % ergibt.

Zu dem Ende suchen wir einen zur gemeinsamen Sehne 4’4"
der Kegelschnitte 4% « gehorigen Kontingenzpunkt A,. (Fig. 5).
Dieser ist einer der Kollineationsmittelpunkte der in Bezug auf die
Achse A'A" zentrisch-kollinearen Kegelschnitte 4%, a2. In dieser
Kollineation seien zu den Punkten B'B”"C C” des Kegelschmtts
die Punkte C7C,BB" homolog.

Sind B'C”, C'4", B'C" diejenigen zugeordneten Punkte in
den drei Involutionen der auf dem Kegelschnitt ¢? angenommenen
Punkten, welche die zwei iibrigen zugeordneten Punktpaare von-
einander trennen, so ist die Verbindungsgerade des Punktes A4,
mit dem Treffpunkt der Geraden 4'B”, C’' A", die Gerade der Kon-
figuration J, und die Pole auf den Geraden B'C”,C’'A”, A'B"
der drei Involutionen, sind die Punkte 4, B, C der Konfiguration /.

Trennt der Punkt B, das Punktpaar C'Bj, und der Punkt ¢,
das Punktpaar B”C, vom Punkte 4, harmonisch, so ist der Treff
punkt der Geraden CC),, BY, der Punkt D der Geraden a, und der
Punkt 4, trennt den Punkt D und den Punkt (4'B”, 4"C’) vom
Punkte 4, harmonisch.

Die Geraden, welche den Punkt D mit den Punkten (B'C", .
B"4"), (C’A", C"B’), als den Eckpunkten eines Dreieckes Dk,
verbinden, sind die Geraden b und ¢. Die Gerade b trifft die Gera-
den A4,C, 4,C in den Punkten B;, B,, die Gerade ¢ aber trifft die
Geraden A,B, 4,B in den Punkten C,, C, der Konfiguration d.

Da wir nun die ganze Konfiguration A verzeichnet haben,
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kénnen wir mit ihrer Hilfe die fehlenden Punktpaare und Kegel-
schnitte der Konfiguration 4* bestimmen.

¢) Andere Beziehungen der Desargues’schen und der
(10,, 10,)? Konfiguration.

9. Im Folgenden wollen wir untersuchen die Lage der Pole
D°, AS,... der Geraden d, a,,... in Bezug auf die Kegelschnitte
02, a2,. .. der Konfiguration %, und die Lage der Polaren d°, af,...
der Punkte D, A,,... in Bezug auf die Kegelschnitte 42, a'},. ..
der Konfiguration 42, Zu dem Ende ordnen wir jene
Geraden und Punkte der Konfiguration A
den betreffenden Kegelschnitten von 4% und
von J? zu. .

Die Punkte 4, B, C (Fig. 5) der Geraden d sind die Invo-
lutionspole der auf dem Kegelschnitt ¢2 liegenden Sechspunkte
A’ A"B'B"C'C”"; die zu diesen Polen gehorigen Involutionsachsen
sind die Geraden, welche die homologen Fckpunkte des Dreiecks
D' und des diesem einbeschriebenen Dreiecks .’ €, verbinden
und welche sich im Pol D° der Geraden d nach dem Kegelschnitt 4%
treffen. Dieser Pol D ist somit der harmonische Pol der Geraden d
in Bezug auf die Dreiecke D", A B,C}.

Nachdem aber die Seiten des Dreiecks D’ die Seiten der per-
spektiven Dreiecke A4,B,C;, 4,B,C, vom Punkte D harmonisch
trennen, so trennen auch von den harmonischen Polen D°, D', D”
der Geraden d in Bezug auf diese Dreiecke D° die beiden anderen
D’, D" vom Punkte D harmonisch.

Also:

Jede Gerade der Konfigura-
tion 4 st die Achse von zwei
perspektiven Dreiecken derselben;
die  harmonischen Pole dieser
Achse in Bezug auf die beiden
perspektiven  Dretecke  tremnen
harmonisch den Perspektivitits-
mattelpunkt von dem Pole der

Jeder Punkt der Konfiguration
ist der Perspektivitdtsmattelpunkt
von zwes perspektiven Dretecken
der Konfiguration J; die har-
monischen Polaren dieses Muttel-
punktes tn Bezug auf die beiden
Dretecke trennen harmontsch die
Perspektivititsachse von der Po-
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Achse in Bezug auf dem thm | laren des Mittelpunktes in Bezug
zugeordneten  Kegelschnitt  der | ouf den ihm zugeordneten Kegel-
Konfiguration J2. schnitt der I{onfiguration A%

Die Gerade d, welche nach Fritherem dem Dreieck A B, G,
zugeordnet ist, erginzt das Dreieck zu einem Polarvierseit des
Kegelschnitts ¢2; und ebenso ist auch DA,V C} ein Polarviereck
dieses Kegelschnitts.

Also:

«Der harmonische Pol jeder Geraden der Konfiguration 4 in
Bezug auf das ihr zugeordnete Dreieck erginzt die Eckpunkte
dieses Dreieckes zu einem Polarviereck des der Geraden zugeord-
neten Kegelschnittes, und die Gerade selbst ergénzt die Seiten
des Dreiecks zu einem Polarvierseit des nimlichen Kegelschnittes.»

Die Polare DU, des Punktes A nach dem Kegelschnitt 42,
als Involutionsachse einer der Punktinvolutionen der in ihm liegen-
den Sechspunkte, trennt harmonisch die zwei anderen Involutions-
pole B, C vom Punkt A, geht also durch den auf der Geraden d
liegenden Eckpunkt des Dreiecks A*, und durch den Eckpunkt 9[,
des dem Dreieck A" einbeschriebenen Dreiecks A A, . Darum
liegt der Pol A° der Geraden ¢ in Bezug auf den Kegelschnitt a®
ebenfalls auf der Geraden D3, welche die Polare ist des Punktes D
in Bezug auf den Kegelschnitt a2 Oder kiirzer ausgedriickt: die
Polare des Punktes D nach dem Kegelschnitt o2, fallt mit der
Polaren des Punktes A4 nach dem Kegelschnitt 62 in die nimliche
Gerade D° A%,

Allgemeiner ausgedriickt:

Zu zwei Geraden (a, d) der Konfiguration ., die im Polarfeld x
konjugierte Polaren sind, sind in der Konfiguration J* zwet I egel-
schnitte (a®, 0%) zugeordnet; diejenige Gerade ( A°D°}, welche die
Pole (A° D°) der zwei Geraden in Bezug auf die thnen zugeordneten
Kegelschnitten verbindet, ist die Polare von denjenigen zwei Punkten
(D, A) bezw. den zwei Kegelschnitten (a2, %), welche im Polar-
felde x den zwer angenommenen aber vertauschten Geraden (d, a)
zugeordnet (also ihre Polaren) sind.

Analog diesem kann der duale Satz ausgesprochen werden.

a2

Wir fanden im 7. Punkt, dass die zwei Kegelschnitte 62, a2
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in Bezug ihre gemeinsame Sehne 4’4" als Kollineationsachse und
auf ihren Kontingenzpunkt A4; als Kollineationsmittelpunkt
zentrisch kollinear sind. In dieser Kollineation sind die Geraden
d=ABC, a,=AC,B;, und ihre Pole D° A nach jenen Kegel-
schnitten, homolog, also liegen die letzteren zwei Punkte mit dem
Punkt 4, in einer Geraden. Da sich nun auch die Geraden d, a,, a,

in einem Punkte treffen, so haben wir:

Aus jedem Punkt der Kon-
figuration J strahlen drev ihrer
Geraden aus; die Pole von be-
liebigen zweti derselben in Bezug
auf den ihnen zugeordneten Kegel-
schnitten in der Konfiguration J*
und der Pol der dritten Geraden
wm Polarfelde x, liegen in einer

Auf jeder Geraden der Kom-
figuration J liegen drei threr
Punkte; die Polaren von zwei
beliebigen derselben in Bezug auf
den thnen zugeordneten Iegel-
schnitten in der Konfiguration
d'® und die Polare des dritten
Punktes vm Polarfelde x, treffen

Geraden.

stch 1 ewnem Punkie.

Aus den Punkten 4, B, C der Geraden d der Konfiguration J
strahlen noch die Geradenpaare a,, day, bib,, ¢1¢, aus; die Pole des-
selben in Bezug auf die ihnen zugeordneten Kegelschnitten der
Konfiguration 4?, sind die Punktpaare 4943, B{BS, CoCY, welche
nach den linksseitigen Satz mit dem Punkt D in einer Geraden
liegen, d. h. die Dreiecke AIBJCY, A°BCS sind in Bezug auf den
Perspektivititsmittelpunkt D, perspektiv. Nachdem nun infolge
des obigen Satzes die homologen Seiten 4B?, A9 B} sich im Punkt C,
und ebenso die zwei anderen homologen Seitenpaare der Dreiecke
sich in den Punkten 4 und B treffen, so ist die Perspektivitits-
achse dieser Dreiecke die Gerade d=ABC.

Wir koénnen daher nach diesen Erérterungen die folgenden
zehn perspektiven Dreieckpaare aufschreiben, deren Eckpunkte
die Pole sind, der Geraden der Konfiguration i in Bezug auf die
ihnen zugeordneten Kegelschnitte der Konfiguration 4% Diese
Dreieckpaare sind, mit den Perspektivititsmittelpunkten und
-achsen vor der Klammer:

L1 9
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D | 43BCY
d | A9BeC?
B, |Gy 4D°

4, | BYCID® C,| LBD°

a, | C°B° 43 b, | 4°C°B? ¢, | B°4°C,
4 BOIDL B, [CLED G, D,
a, | COB° 49 b, | 4°CBY ¢, | Boacc, 7
A4 | BB B {0303,4 c {A‘}AF_,’B
a | CoCoB° b | 4945 ¢ | B°B24.

Aus dieser Tabelle kénnen wir eine andere ableiten, welche die
Perspektivitit der zwanzig Dreiecke der Konfiguration 4 mit
den zwanzig Dreiecken der obigen Tabelle anzeigt und deren

eine Zeile die folgende ist:

DO{ A,B,C,
d | A3BSC?
usw.

Mit Worten ausgedriickt:

Die Pole der Seiten irgendeines
Dreteckes der Konfiguration J
in Bezug auf den diesen zuge-
ordneten Kegelschnitten der Kon-
figuration 4* sind die Eckpunkte
eines mit dem angenommenen
perspektiven Dreiecks; die Per-
spektivitdtsachse fdllt in die Per-
spektivititsachse des angenom-
menen und des mit diesem in
der Konfiguration A4 perspektiven
Dreiecks, wdhrend der Perspek-
timtdatsmittelpunkt der Pol dieser
Achse ist in Bezug auf den in
der Konfiguration A4* ihm zu-
geordneten Kegelschnatt.

D°| 4,B,C,
d | 42B2c?

Die Polaren der Eckpunkte
wrgendeines Dreiecks der Kon-
figuration 4 in Bezug auf den
diesen zugeordneten Kegelschnit-
ten der Konfiguration A% sind
die Seiten eines mit dem ange-
nommenen perspektiven Dretecks;
der Perspektivitatsmittelpunkt féllt
mit dem des angenommenen und
mit diesem in der Konfigu-
ration perspektiven Dreiecks in
der Konfiguration zusammen,
wdhrend die Perspektivititsachse
die Polare dieses Muittelpunktes
15t in Bezug auf den in der Kon-
figuration 4'% ihm zugeordneten
Kegelschnitt.

Wir fanden oben, dass die drei Punkte D°, A4° % in einer
Geraden liegen, woraus wir folgern kénnen, dass die Dreiecke
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A°B°C°, A BC, in Bezug auf den Punkt D° perspektiv sind.
Anderseits treffen sich die homologen Seiten B°C?, 8¢, im Punkte
4 ; also ist die Gerade d=ABC die Perspektivititsachse der beiden
Dreiecke. Daraus kénnen wir auf eine andere Tabelle der perspek-
tiven Dreieckpaare schliessen, deren ein Teil hier folgt, woraus die
ganze Tabelle durch ziklische Vertauschung der Buchstaben auf-

geschrieben werden kann:

Diese ist :
De| 4°B C° A?{ A°BCY
d 1agye  a, L 9,608,

In Worte gefasst :

Aus jedem Punkt (D) der Kon- |
figuration J strahlen drei Gerade
(a, b, c) aus; der Ausstrahlungs-
punkt hat eine Polare (d) im
Polarfelde x, die drer Geraden
haben drei Pole (A°, B°, C°) in
Bezug auf die ihnen zugeordneten
Kegelschmitten (a2, 8%, r®) der
Konfiguration 4%, welche die
Eckpunkte eines Dretecks sind;
dieses Dreteck ist perspektiv mit
dem der Polaren (d) zugeordnetem
Dreteck (UB,€;) ; die Perspek-
tivititsachse 1ist diese Polare,
der Perspektivitdtsmittelpunkt st
sein Pol (D°) in Bezug auf dem
thm zugeordneten Kegelschnitt (0®)

A8 { A°BC?

2
ay

der Konfiguration 42

A9 [ A0 ASD°

o \lagory, (9

W, 6L,

Auf jeder Geraden der Kon-
figuration A liegen drei seiner
Punkte; die Gerade hat einen
Pol vm Polarfelde x, und die dret
Punlkte haben drei Polaren in
Bezug auf die thnen zugeordneten
Kegelschnitten in der Konfigu-
ration 4’2, welche die Seiten
eines Dretecks sind; dieses Drei-
eck st perspektiw mat dem, dem
Pole, als Punkt der Konfigura-
tion d zugeordneten Dreieck; der
Perspektivitdtsmittelpunkt st die-
ser Pol, die Perspektintitsachse
1st seine Polare in Bezug auf dem
thm zugeordneten Kegelschnatt der
Konfiguration 4%

Aus der (12)-ten und (18)-ten Tabelle kann man folgenden

Satz ablesen:

Die zehn Gerade der Konfigu-
ration J haben zehnm Pole in
Bezug auf die thnen zugeordneten

Die zehn Punkte der Konfigu-
ration 4 haben zehn Polaren in
Bezug auf die thnen zugeordneten

9*
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Kegelschnitte der Konfiguration
12, welche finfundvierzig Ver-
bindungsgerade geben. Von diesen
Geraden treffen sich dreissig zu
dreien in den zehn Punkten der
Konfiguration Jd, die ibrigen
fiinfzehn gehen einzeln durch die
Diagonalpunkte der finf Vier-
seite dieser Konfiguration. Jede
dieser letzteren Geraden ist die
Polare von zwei solchen Punkten
der Konfiguration d in Bezug
auf zwer Kegelschnitte der Kon-
figuration J?, welche zwer Punkte
konjugierte Pole sind im Polar-
felde x; die zwei Kegelschnitte
aber sind denjenigen Geraden der
Konfiguration zugeordnet, welche
im Polarfelde die Polaren sind
von den zwei konjugierten Polen.

Kegelschnitte der Konfiguration
A%, die sich paarweise in fiinf-
undvierzig Punkten treffen. Von
diesen Punkten liegen dreissig zu
dreien auf den zehn Geraden der
Konfiguration 4, die dibrigen
fiinfeehn aber liegen einzeln auf
den Diagonalen der fiinf Vier-
ecke dieser Konfiguraiton. Jeder
dieser letzteren Punkte ist der
Pol von zwet solchen Geraden der
Konfiguration J wn Bezug auf
zwel Kegelschnitte der Konfigu-
ration  J'%, welche konjugierte
Polaren sind im Polarfelde x ;
die zwei Kegelschnitte aber sind
denjenigen Punkten zugeordnet,
welche i1m Polarfelde die Polen
sind der zwei konjugierten Po-
laren.

Schlusswort.

Die Projektionen der zehn Geraden und zehn Punkte der
Desarcurs’schen Konfiguration J=(10;, 10;) auf einer Fliche
zweiter Ordnung F? aus einem ausserhalb der Fliche liegenden
Punkt O, ist eine aus zehn Kegelschnitten und zehn Punktpaaren
bestehende Konfiguration 47 und da durch jedes der Punktpaare
drei der Kegelschnitte gehen und auf jeden der Kegelschnitte
drei Punktpaare liegen, so kann man dasselbe mit dem Symbol
(105, 10g)7 = 4} bezeichnen. Abgesehen davon, dass diese Kon-
figuration nicht in einer Ebene liegt, unterscheidet sie sich von
der Konfiguration 4 des Textes darin, dass wihrend bei dieser
die auf jedem Kegelschnitt liegenden drei Punktpaare dreifach
involutorisch sind, sind sie auf jenen Kegelschnitten nur beziiglich
des Involutionspoles O einfach involutorisch.

Projiziert man daher die Konfiguration aus einem vom Punkte
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O verschiedenen Punkte P auf irgendeine Ebene 7, so erhilt man
als Projektion eine Konfiguration 47, die aus zehn Kegelschnitten
und zehn Punktpaaren besteht, welche aber sich von der Kon-
figuration J2 npicht nur dadurch unterscheidet, dass auf ihren
Kegelschnitten die Sechspunkte nicht dreifach involutorisch liegen,
sondern auch dadurch, dass die zehn Kegelschnitte der Konfigu-
ration 42 einen (reellen oder imagindren) Kegelschnitt doppelt
berithren, welcher der Kontur ist der Fliche II. O. F? aus dem
Punkt P auf die Ebene »; man kann aber nicht behaupten, dass
auch die Kegelschnitte der Konfiguration .2 diese Eigenschaft
hitten.

Aber es gibt noch einen wesentlichen Unterschied zwischen
den Kegelschnittkonfigurationen 4% und 4.

Nachdem sich die Sehnen, welche durch die Punktpaare der
Konfiguration 4} gehen, im Punkte O treffen: miissen sich die
Projektionen dieser Sehnen, also die Verbindungsgeraden der
Punktpaare der Konfiguration 47 in dem Punkte O', als der Spur
der Geraden OP auf der Ebene r treffen. Aber von den Verbin-
dungsgeraden der Punktpaare der Konfiguration 42 treffen sich
nur sieben in einem Punkte, welches Vorkommnis allerdings sich
zehnmal wiederholt, und diese Treffpunkte sind die Punkte der
Konfiguration .

Es folgt daraus, dass die zwei Konfigurationen 4° und 42
verschieden sind.

(Vorgelegt der III. Klasse der Ung. Akademie der Wiss. in der Sitzung
am 15. Feber 1932.)



BEITRAGE ZUR KENNTNIS DER STRUKTUR
DES POLARRAUMES,

Von L. KLUG.

In dieser Arbeit befassen wir uns hauptsidchlich mit den
Eigenschaften eines solchen Polarfeldes und Polarraumes, dessen
Inzidenzkegelschnitt, bezw. Inzidenzfliche imaginir ist.

Der imaginidre Kegelschnitt hat oo? reelle Kegelschnitte als
Vertreter; die imaginire Flache II. O. hat oco® reelle Flichen
I1. O. zu ihren Vertretern, diese gind alle elliptisch, wihrend die
imagindre Fliche selbst eine Regelfldche ist mit zwei imaginiren
Regelschaaren, von denen jede die andere zur Leitschaar hat.

Unter den reellen Vertretern des imagindren Kegelschnitts
gibt es zwei Kreise, und man kann auch solche reelle Kegelschnitt-
vertreter konstruieren, die einen beliebigen Punkt der Polarebene
zu ihrem Brennpunkt haben. Der allgemeine Polarraum hat keine
reelle Vertreter die Kugeln sind, doch hat er sechs Drehflichen
I1. O. zu seinen reellen Vertretern. Hat aber der Polarraum eine
Drehachse, so ist die Anzahl der Drehflichen, die seine Vertreter
sind : oo?, unter welchen bei einer gewissen Gattung des Polar-
raumes zwel Kugeln vorkommen.

Im Polarraum der imagindren ¥ldche bestimmt jedes reelle
Polartetraeder derselben noch finf reelle Polartetraeder, die zwei
konjugierte desmische Tripel bilden und noch neun imaginire
Tetraeder, die jene zu einem vollstindigen desmischen System
erginzen; die imagindre Fliche geht durch die neun imaginiren
Kantenvierecke dieser neun Tetraeder.

Die sechs reelle Tetraeder des desmischen Systems bestimmen
vierundzwanzig elliptische Flichen II. O., welche reelle Vertreter
sind der imagindren Fliche.
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Die oo? reelle Vertreter der imagindren Fliche II. O. spalten
sich” (nach der Anzahl ihrer Polartetraeder) oo®mal zu solchen
vierundzwanzig reellen Vertretern, die neun Regelflichen 1I. O.
bestimmen, die mit der imaginéren Fliche je ein desmisches System
von zehn Regelflichen bilden, wie wir dies im Folgenden zeigen
wollen.

I. Dag Polarfeld eines Kegelschnitts.

1. Das Polarfeld eines Kegelschnitts »2 ist bestimmt durch
zwei seiner konjugierten Polaren I, m und den Involutionen der
auf diesen liegenden konjugierten Pole. Sowohl die zwei konjugierte
Polaren als auch die beiden Involutionen auf diesen koénnen be-
liebig angenommen werden. Trifft eine Gerade g die beiden kon-
jugierte Polaren [, m, deren Pole L, M auf den Geraden m, ! liegen,
in den Punkten P, @ und sind diesen in den beiden Involutionen
die Punkte P, @, zugeordnet, dann treffen sich die Polaren LP,,
M@, der Punkte P, @ im Pole G der Geraden g. Der Punkt N=Im
ist der Pol der Geraden n=LM und der Punkt ng ist der Pol der
Geraden NG, endlich ist LMN =Imn ein Polardreieck des Polar-
feldes.

Hat eine oder haben beide Involutionen der konjugierten
Pole auf den zwei konjugierten Polaren I, m reelle Inzidenzpunkte,
8o 1st der Inzidenzkegelschnitt des Polarfeldes reell, im entgegen-
gesetzten Fall imaginér.

Es sei a die Polare eines Punktes 4 im Polarfelde eines Kegel-
schnitts x%, und wir wollen den Ort derjenigen konjugierten Pole
im Polarfelde bestimmen, welche den Punkt 4 von seiner Polaren a
harmonisch trennen, also auf den Strahlen des Bischels 4 liegen.

Sind SS; zwel solche konjugierte Pole auf einem Strahl des
Biischels 4 und XX, zwei beliebige konjugierte Pole auf der
Geraden a, so sind auch Y=(SX, §,X)), Y,=(SX, §,X) konjugierte
Pole auf einem Strahl des Biischels A. Verdndert sich das kon-
jugierte Polenpaar XX, auf der Geraden a, so verindert sich auch
das konjugierte Polenpaar Y'Y, und beschreibt den gesuchten Ort.
Dieser ist somit ein Kegelschnitt o? der den Kegelschnitt x2 in
seinen Treffpunkten T'7" mit der Geraden a beriihrt.

Ist der Kegelschnitt »? imaginir, so ist der Kegelschnitt a2
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stets reell ; ist aber x2 reell, so haben wir zwei Fille zu unterscheiden.
Liegt ndmlich 1. der Punkt A4 innerhalb x2, so treffen ihn alle
Strahlen des Biischels 4 in reellen Punkten ; es gibt also auf diesen
Strahlen keine reelle konjugierte Pole des Kegelschnitts x2, welche
den Punkt 4 von seiner Polaren a harmonisch trennen: der Kegel-
schnitt a2 ist somit imagindr. Er ist aber bestimmt, denn man hat
auf zwei beliebige konjugierte Polaren I, m von »* im Bischel 4
die Involution der konjugierten Pole in Bezug auf dem Kegel-
schnitt a2.

Wenn 2. der Punkt A4 ausserhalb des Kegelschnitts x2 liegt,
so ist der Kegelschnitt a2 stets reell und die Strahlen im Biischel 4,
welche ihn in reellen Punkten treffen, werden von den Strahlen,
die mit ithm imagindre gemeinsame Punkte haben, durch die zwei
gemeinsamen Tangenten AT, AT’ der beiden Kegelschnitte x2, o?
getrennt. Ist SS, ein solches reelles konjugiertes Polenpaar von x2
auf dem Kegelschnitt % so liegen die Punkte U=(S8T, S,17"),
U,=(ST", 8;T) auf einem Strahl des Bischels 4 und auf dem
Kegelschnitt »* und sind konjugierte Pole des Kegelschnitts .
Die Eigenschaft der beiden Kegelschnitte ist also gegenseitig
insofern, dass die durch die gemeinsamen Tangenten derselben
AT, AT’ getrennte Strahlen des Bischels 4 jeden der beiden
Kegelschnitte x2 und a2 in konjugierten Polen des anderen treffen.
Die Eigenschaft besteht auch dann, wenn einer der beiden Kegel-
schnitte »2, a? imaginir ist, nur treffen dann alle Strahlen des
Biischels 4 den reellen Kegelschnitt in konjugierten Polen des
imagindren Kegelschnitts.

Zwei solche Kegelschnitte wie x2 und a?, welche also einander
doppelt berithren und die aus dem Treffpunkt A4 ihrer gemein-
samen Tangenten ausstrahlende Geraden den einen, also jeden in
konjugierten Polen des anderen treffen, nennt man komnju-
gierte Kegelschnitte; der Punkt 4 ist der Ber i h-
rungspol und seine gemeinsame Polare a nach beiden Kegel-
schnitten die Bertuhrungssehne derselben.

Sind P, P, zwei Punkte, welche den Berithrungspol 4 der
zwel konjugierten Kegelschnitte x2, a? von der Berithrungssehne «
harmonisch trennen, so trennen auch die Polaren p, p, dieser Punkte
nach x> den Punkt A4 von der Geraden a harmonisch und diese
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Geraden p, p, sind die Polaren der Punkte P, bezw. P in Bezug
auf dem Kegelschnitt ¢2.1 Man kann also die Polare p eines Punktes
P nach dem Kegelschnitt x2, mit Hilfe der Polaren p, des Punktes P
nach dem zu x* konjugierten Kegelschnitt ¢ finden, wenn man die
Gerade bestimmt, die p; vom Berithrungspol und der Berithrungs-
sehne A4, a der beiden konjugierten Kegelschnitte x2, a® harmonisch
trennt, oder wenn man zu dem Punkt P,, der P von A4 und a har-
monisch trennt, die Polare p nach dem Kegelschnitt a® bestimmt.

Gleichzeitig ersieht man daraus:

Konjugierte Kegelschnitte haben die Eigenschaft, dass das Polar-
feld jedes der beiden Kegelschnitte durch den anderen Iegelschnitt in
sich selbst polarisiert wird.

Jeden zu einem imaginiren Kegelsehnitt x»2> konjugierten
Kegelschnitt nennt man auch den reellen Vertreter des
imagindren Kegelschnitts; ihre Anzahl ist oo2,
gleich der Anzahl der Punkte (Beriihrungspole), oder der Geraden
(Berahrungssehnen) in der Ebene des imaginiren Kegelschnitts.

Bei folgenden Untersuchungen wird der Kegelschnitt x2 stets
imaginir angenommen, da bei diesem die Eigenschaften beziiglich
der zu ihm konjugierten Kegelschnitten (seinen reellen Vertretern)
einheitlicher hervortreten, wie bei einem reellen Kegelschnitt.
Im § 12 werden wir dann die etwaigen Erginzungen, die bei einem
reellen Kegelschnitt vorkommen, nachholen.

2. Betrachtet man einen Punkt, durch welchen ein Kegelschnitt
gelegt werden soll, als einfache Bedingung fiir denselben, so
ist die Forderung, dass ein Kegelschnitt o? ein reeller Vertreter
eines imaginiren Kegelschnitts x? sein soll, eine dreifache
Bedingung. Denn durch einen Punkt gehen oo', und durch zwei
Punkte gehen nur zwei }Kegelschnitte, die reelle Vertreter sind
des imaginidren Kegelschnitts x2. Mit diesen Kegelschnitten wollen
wir uns niher befassen, um sie konstruieren zu konnen.

1 Dies folgt aus dem bekannten Satz:

«Jedes Polardreieck eines Kegelschnitts ist Diagonaldreieck fur
oo! dem Kegelschnitt einbeschriebenen Vierecke»; man hat nidmlich
die Eckpunkte des Polardreiecks als Involutionspole von drei auf dem
Kegelschnitt liegenden Involutionen zu betrachten.
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Ist A der Berithrungspol und a die Berithrungssehne des
reellen Vertreters a? des Kegelschnitts x2, , so ist a2 zugleich der
Ort der Berithrungspole und sein Tangentenbiischel der Ort der
Berithrungssehnen derjenigen reellen Vertreter des Kegelschnittes x,
welche durch den Punkt A4 gehen und die Gerade a beriihren.

Trifft ndmlich irgendein Strahl des Punktes 4 den Kegel-
schnitt a? und die Gerade a in den Punkten C, D, 4’ und sind die
Tangenten der zwei ersten Punkte d, ¢, so werden diese Punkte
und ihre Tangenten, also auch C, c und D, d durch die Punkte 4, 4’
harmonisch getrennt. Der Punkt C und die Gerade ¢ als Beriithrungs-
pol und Beriithrungssehne (weil sie Pol und Polare sind von x2)
bestimmen daher einen durch den Punkt A gehenden Kegel-
schnitt ¢2, als reellen Vertreter von 2, der die Gerade @ im Punkte
A’ beriihrt. Ebenso bestimmen D und d als Berithrungspol und
-sehne einen durch die Punkte 4, 4’ gehenden und die Gerade a
beriihrenden Kegelschnitt d?, der ebenfalls ein reeller Vertreter
von x2 ist, und beide Kegelschnitte berithren einander in den
Punkten 4, 4.

Also:

In der Ebene eines imagindren Kegelschnitts x*

gehen durch einen Punkt A oo'
reelle Vertreter desselben; der
Ort ihrer Berithrungspole wund
threr Beriihrungssehnen 1st der-
jenige reelle Vertreter a* des
Kegelschnitts «2, fir welchen der
Punkt A der Beriihrungspol und
seine Polare a mach x* die Be-
riihrungssehne ist; diese oo * reelle
Vertreter beriihren die Gerade a
wn je einem Punkt.

beriihren oo! reelle Vertreter des-
selben eine Gerade a; der Ort
threr Beriihrungssehnen und Be-
rithrungspole 1ist derjenige reelle
Vertreter a? des Kegelschnifts 2,
fiir welchen die Gerade o die
Beriihrungssehme und thr Pol A
nach x? der Beriihrungspol ist;
diese oo reelle Vertreter be-
riihren je ewnen Strahl des Bii-
schels A in seinem Scheitel.

3. Um die reellen Vertreter eines imaginiren Kegelschnitts x2

zu bestimmen, die durch zwei reelle Punkte 4, B,
gehen, somit die Polaren derselben nach x2, also zwei reelle
Geraden a, b berithren, muss man die Treffpunkte C, D und
die gemeinsamen Tangenten ¢, d derjenigen reellen Vertreter a2, b2
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des Kegelschnitts x? bestimmen, deren Berii}irungspole die Punkte
4, B und deren Berithrungssehnen die Geraden a, b sind (Fig. 1).

Die Gerade 4B=q ist die Polare des Punktes ab=G in Bezug
auf die drei Kegelschnitte x2, a% b* und da die Gerade g die zwei
letzteren in konjugierten Polen der ersteren trifft und diese ein-
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ander harmonisch trennen, so haben die beiden Kegelschnitte a?, b*
nur ein Paar aus dem Punkt G ausstrahlende reelle gemeinsame
Sehnen e, f und ein Paar auf g liegende reelle Kontingenzpunkte.
Da die Sehnen e, f die Gerade g in konjugierten Polen F, E vom »*
treffen, so ist das Dreieck (EFG, efg) ein Polardreieck desselben
und von den zwei gemeinsamen Sehnen trifft nur eine, e, die zwei
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Kegelschnitte a2, b? in reellen Punkten C, D, die andere f aber
trifft diese in zwei konjugiert-imaginidren Punkten.

Die Polaren ¢, d der Punkte C, D nach »2 sind gemeinsame
Tangenten der Kegelschnitte a2, b2, welche einander im Pole E=fg
der Sehne e treffen, der somit einer ihrer Kontingenzpunkte ist.
Ebenso wird der Pol F=eg der anderen gemeinsamen Sehne f der
andere Kontingenzpunkt dieser Kegelschnitte sein, in welchen sich
die konjugiert-imaginiren gemeinsamen Tangenten als Polaren
der magindren gemeinsamen Punkte treffen.

Die Polare des Punktes ac nach den beiden Kegelschnitten
a?, x2 ist die Gerade AC, welche durch den Berithrungspunkt C,
der Tangente ¢ mit dem Kegelschnitt a? geht. Die Polare des nim-
lichen Punktes ac nach dem Kegelschnitt b2 verbindet den Be-
rithrungspunkt C;, von 4% und ¢ mit dem Treffpunkt der Geraden
AC und b, denn sie trennt die Gerade AC (als Polare des Punktes ac
nach x2), von dem Punkt B und der Geraden b harmonisch. Der
Treffpunkt (4C, b) der Polaren des Punktes ac nach beiden Kegel-
schnitten a2, b2 ist somit der zum Punkt ac konjugierte Pol fi
beide Kegelschnitte. Da aber allgemein die gemeinsamen Sehnen
edr Kegelschnitte a2, b2 jede ihrer konjugierten Pole, also auch ac
und (AC, b), harmonisch trennen, so trennen e, f auch die zwe
Berithrungssehnen @, b harmonisch.

Diesemn dual entsprechend trennen die Kontingenzpunkte
F, E die Berithrungspole 4, B harmonisch, und da F, E auf den
Geraden e, f liegen, so trennen die gemeinsamen Sehnen auch die
Berithrungspole 4, B harmonisch.

Die Kegelschnitte a2, b? als reelle Vertreter des imaginiren
Kegelschnitts 2, sind durch ihre Berithrungspole 4, B oder auch
durch ihre Berithrungssehnen a, b bestimmt, und da jeder reelle
Vertreter des imaginidren Kegelschnitts x2 einen Berithrungspol
und -sehne mit »2 gemein hat, so kann man sagen:

Zwer beliebige reelle Vertreter evnes imagindren Kegelschnitts x?
haben zwei reelle gemeinsame Sehnen, e, f und zwei mit diesen inzidente
Kontingenzpunkte F, E, welche die Pole jener Sehnen sind nach x2;
die Sehnen und de Kontingenzpunkte trennen harmonisch die Be-
rithrungssehnen und -pole der beiden reellen Vertreter des Kegelschnitts
x%. Eine der gemeinsamen Sehnen e hat mit den reellen Vertretern
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zwei reelle Punkte gemeinsam; die Polaren dieser Punkte nach x®
sind die 1m Pole E von e sich treffenden gemeinsame Tangenten jener
reellen Vertreter; endlich sind die beiden Iontingenzpunkte und der
Treffpunkt der gemeinsamen Sehnen die Eckpunkte eines Polar-
dreiecks von x2. .

Die beiden reelle Vertreter des Kegelschnitts »%, nimlich
a2, b2, sind zentrisch kollinear in Bezug auf den Kontingenzpunkt E
als Kollineationsmittelpunkt und jeder der gemeinsamen Sehne
e=AB und f, als Kollineationsachse. Die Punkte 4, B, also auch
die auf e sich treffende Geraden AC, CB, sowie ihre Treffpunkte
C,, C, mit der gemeinsamen Tangente ¢ der beiden Kegelschnitte
a2, b2, trennen den Punkt E von der Geraden e harmonisch. Da
nun in jener Kollineation (E, e) der beiden Kegelschnitte a?, b?
ihre Punkte C,, C, homolog sind, so ist die Kollineation eine in-
volutorische.

Sind D,, D, die Berihrungspunkte der anderen gemeinsamen
Tangente d der Kegelschnitte, so sind C,D,, C,D, die Polaren des
Punktes E und der auf e liegende Kontingenzpunkt F'=(C,D,, C,.Dq)
trennt die Punkte C,,, D, und C,, D, von der Geraden f harmonisch.
Die beiden Kegelschnitte a2, % sind also auch in Bezug auf den
Kontingenzpunkt F und der gemeinsamen Sehne f als Involutions-
punkt und -achse zentrisch-involutorisch.

Also:

Zwer beliebige reelle Vertreter eines vmagindren Kegelschnitts x®
sind zentrisch-involutorisch in Bezug auf jedem der zwei Kontingenz-
punkte als Involutions-mattelpunkt und den mit diesem nicht inziden-
ten gemeinsamen Sehne, als Imvolutionsachse.

Ferner:

Zwer beliebige Kegelschnitte einer Ebene, die zwet reelle und zwed
konjugiert-imagindre gemeinsame Punkte und ebensolche gemeinsame
Tangenten haben und zentrisch-involutorisch liegen, bestimmen einen
vnagindren Kegelschnitt x2, von welchen die zwei Kegelschnitte reelle
Vertreter sind.

Es gehen nimlich die zwei Geraden, welche die zwei reelle
Treffpunkte der Kegelschnitte mit den Beriihrungspunkten der
ihnen entsprechenden Tangenten (ihren Polaren nach x2) verbin-
den durch den Beriihrungspol des betreffenden Kegelschnitts und
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die Polare derselben in Bezug auf diesen Kegelschnitt ist seine
Beriihrungssehne.

Gestatzt auf den ersteren Satz kann man die durch zwei
reelle Punkte A4, B gehende reellen Vertreter
eines imagindren Kegelschnittes konstruieren.

Es geien a, b die Polaren der Punkte 4, B nach x%; G=ab
der Pol der Geraden 4B=g, und E, F seien die Punkte, welche
das Punktpaar 4B und das Geradenpunkt ab harmonisch trennen ;
endlich sei der Kiirze halber e=FG,}f=EG. Nach obigem Satz ist
(EFG, efg) ein Polardreieck des Kegelschnitts x2; E, F sind Kon-
tingenzpunkte und e, f sind gemeinsame Sehnen derjenigen Kegel-
schnitte a?, b2, als reelle Vertreter von x2, deren Beriithrungssehnen
in g, b und Bertthrungspole in 4, B liegen.

Die aus dem Punkt E ausstrahlende reellen Tangenten ¢, d
des Kegelschnitts a? (oder b2) sind die Berithrungssehnen und die
Treffpunkte der Geraden ¢ mit dem ndmlichen Kegelschnitt
{oder b%) sind die Berithrungspole der zwei gewiinschten Kegel-
schnitte ¢2, d%; also die durch die Punkte A, B gehende reellen
Vertreter von x2. Wie man aber die zwei reelle Vertreter des ima-
gindren Kegelschnitts findet, die eine Gerade in einem gegebenen
Punkt beriihren, also durch zwei zusammenfallende Punkte gehen,
haben wir in No. 2 gezeigt.

4. Die zwei reelle Vertreter ¢2, d? des imaginiren Kegelschnitts
x%, die wir soeben durch zwei reelle Punkte A, B gelegt haben,
treffen sich noch in zwei konjugiert-imaginiren Punkten 4;, B;
auf der anderen gemeinsamen Sehne f derselben, die Inzidenz-
punkte einer Involution I, sind. Um diese reelle Vertreter c2, d®
auch aus diesen konjugiert-imaginiren Punkten, also aus der
Involution I, ihrer konjugierten Pole zu bestimmen, haben wir zu
beachten, dass wenn C, D die Beriihrungspole sind von 2, d?, so
sind die Geraden e=CD und f konjugierte Polaren derselben;
also sind die Projektionen der Treffpunkte (e, ¢* von e und c?
aus dem Punkt 4 (und B) auf die Sehne/ : konjugierte Pole von ¢?,
und die Projektionen der Treffpunkte (e, d?) von e und d? aus
demselben Punkt auf dieselbe Sehne f: konjugierte Pole von d2,
und da f eine gemeinsame Sehne beider Kegelschnitte ist, so sind
diese Projektionen zugeordnete Punkte der Involution I,.
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Jene Treffpunktpaare (e, ¢?), (¢, d%) sind aber konjugierte Pole
des Kegelschnitts x? (weil die Gerade e durch die Punkte C, D
geht), somit wird umgekehrt : die Projektion der Involution I, aus
dem Punkte 4 (und B) auf die Gerade e, die Involution der kon
jugierten Pole sein des Kegelschnitts x2, und es werden auch die
Inzidenzpunkte beider Involutionen aus dem Punkte A (und B)
ineinander projiziert.

Kurz:

Zwei reelle Vertreter eines tmagindren Kegelschnitts x* haben
zwes reelle

gemeinsume Sehnen; auf der einen
Sehne sind die Treffpunkte mat
den reellen Vertretern reell, auf
der anderen konjugiert-imagindr;
die Projektion dieser letzteren
Punkte aus jedem der reellen
Treffpunkte auf die Gerade e,
welche die Beriihrungspole der
zwer reellen Vertreter verbindet,
sind die Treffpunkte dieser Ge-
raden e mit dem Kegelschnitt x2.

Kontingenzpunkte; in dem einen
derselben treffen sich 2wei reelle,
n dem anderen zwei konjugiert-
imagindgre gemeinsame Tangenten
der beiden reellen Vertreter des
Kegelschnitts x2; die Treffpunkte
dieser  Tangentenpaare liegen
paarweise auf denjenigen kon-
Jugiert-tmagindren Tangenten des
Kegelschnitts  x2, deren reeller
Punkt der Treffpunkt ist der

Beriihrungssehnen der beiden reel-
len Vertreter des Kegelschnitts x.

Wenn die gemeinsame Sehne g = 4B der beiden Kegelschnitte
2, d® die gemeinsame Tangenten a, b derselben in den Punkten
A’, B’ trifft, so sind 44', BB’ konjugierte Pole des Kegelschnitts
x2. Trennen nun die konjugierten Pole E=¢f, F=ge; T, T, dieses
Kegelschnittes x2 einander harmonisch, so liegen die Punkte 4, B
innerhalb und also die Punkte A4’, B’ ausserhalb der Strecke TT;
denn die beiden Kegelschnitte c2, d? liegen mit allen ihren Punkten
im Winkelraum ihrer zwei gemeinsamen Tangenten ab, so dass
auch die Punkte 4B innerhalb dieses Winkelraums sind, d. h.
innerhalb der Strecke A'B’, woraus dann folgt, dass sie auch
innerhalb der Strecke TT, liegen.

Da die Punkte T'T, dem reellen Vertreter 2 des Kegelschnitts »*
angehoren, deren Beriithrungspol und -sehne F' und f ist, so liegen
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die Punkte 4, B innerhalb und die Geraden a, b ausserhalb dieses

Kegelschnitts f2.
Also:

Zwei reelle Vertreter eines imagindren Kegelschnitts x* haben
zwes reelle und zwet konjugiert-imagindre gemeinsame

Punkte; die reellen Punkte sind
innerhalb desjenigen reellen Ver-
treters des Kegelschnitts »2, des-
sen Beriihrungssehne mit diesem
auf dem reellen Trdger der kon-
jugiert-imagindren gemeinsamen
Punkten legt.

Tangenten; die reellen Tangenten
liegen ausserhalb desjenigen reel-
len Vertreters des Kegelschniits x2,
dessen Beriihrungspol mit diesem
der reelle Treffpunkt (Kontin-
genzpunkt) st der konjugiert-
imagindren gemeinsamen Tan-

genten.

Die zwei letzteren Doppelsiitze beniitzen wir bei der Ko n-
struktion solcher reellen Vertretern eines
imagindren Kegelschnitts, die ¢) dureh zwei
konjugiertimagindre Punkte gehen; b) zwei
konjugiertiimaginédre Geraden berihren.

5. a) Es sei in der Ebene eines imaginiren Kegelschnitts x2
auf einer Geraden f eine Involution I, mit den konjugiert-imagi-
niren Inzidenzpunkten A;B; gegeben, durch die wir die reellen
Vertreter ¢2, d? des Kegelschnitts x% legen wollen. (Fig. 2)

Die Involution I, hat ein solches zugeordnetes Punktpaar EG,
welches zugleich konjugiertes Polenpaar ist von x2, und wenn man
mit F den Pol der Geraden f nach »? bezeichnet, so ist EFG ein
Polardreieck dieses Kegelschnitts.

Der reelle Vertreter des Kegelschnitts x%, ndmlich f2, dessen
Berithrungspol und -sehne F' und f ist, moge die in F zusammen-
stossenden Seiten des Dreiecks EFG in den Punktpaaren SS,, TT,
treffen, und die zugeordneten Punkte UU, der Involution I
mogen die Eckpunkte EG harmonisch trennen.

Bei einem der Vierecke SUS,U,, TUT,U, liegen die Trefi-
punkte der Gegenseiten innerhalb, bei dem anderen ausserhalb
des Kegelschnitts f2. Wir nehmen an, dass die Treffpunkte (SU,
8,U)=A4, (S8U, S,U)=B innerhalb des Kegelschnitts {2=SS,TT,
auf der Geraden FE=TT, liegen, dann werden die Involution
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I=EG.UU,... und ihre imaginiren Inzidenzpunkte A4;B; aus
dem Punkte A4 (und auch B) in die Involution FG.SS,... und
ihre konjugiert-imagindre Inzidenzpunkte A4;B; projiziert. Die
Punkte 4, B sind somit die reellen Treffpunkte, und ihre Polaren
a, b die reellen gemeinsame Tangenten der durch die Inzidenz-

Fig. 2.

punkte der Involution I, gehenden, also der gewiinschten Kegel-
schnitte c2, d2.

Die beiden Kegelschnitte a2, b2, deren Berithrungspole und
-sehnen mit x? die Punkte und Geraden 4, B; a, b sind, treffen
sich in den Punkten C, D und haben die gemeinsame Tangenten
¢, d, und C, ¢, sowie D, d sind die Beriithrungspole und -sehnen der
Kegelschnitte ¢, d2.

b) Wenden wir uns jetzt zur zweiten Aufgabe, wo zur Be-

LI 10
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stimmung der reellen Vertreter ¢2, d? des Kegelschnitts x2 die
Strahleninvolution ¢ mit dem Mittelpunkt F gegeben ist, deren
konjugiert-imaginire Inzidenzstrahlen a;, b} die Kegelschnitte ¢2, d2
berithren sollen.

Treffen diejenigen zugeordnete Strahlen eg der Involution 4, die
zugleich konjugierte Polaren sind des Kegelschnitts »2, die Polare f
des Punktes F' in den Punkten G, E, und sind ss;, #,, diejenigen
konjugierte Polaren von x2, die ef, bezw. ¢gf harmonisch trennen,
uu, aber diejenigen zugeordnete Strahlen der Involution 4, die eg
harmonisch trennen, dann sind ss;, wu,; t;, uu, die Gegenseiten
von zwei Vierecken, die zur Bestimmung der gewiinschten Kegel-
schnitte dienen. Beide Vierecke haben namlich noch ein drittes
Gegenseitenpaar, von welchen ab ausserhalb desjenigen
Kegelschnitts f2 liegt, der als reeller Vertreter von x2 seinen Be-
rithrungspol im Punkt F hat, wihrend das dritte Gegenseitenpaar
des anderen Vierecks den Kegelschnitt f2 in reellen Punkten trifft.
Sind a, b die Gegenseiten des ersten Vierecks sus;u,, so sind diese
(Gegenseiten die reellen gemeinsamen Tangenten der gewiinschten
zwel Kegelschnitten ¢2, d2, welche dann durch die Pole A4, B dieser
Tangenten a, b beziiglich x2 gehen. Die Treffpunkte C, D und die
gemeinsame Tangenten der zwei reellen Vertreter von 2, ndmlich
a?, b% (deren Berithrungspole und -sehnen 4, a, bezw. B, b sind)
bestimmen als Berithrungspole und -sehnen die Kegelschnitte c?, d2.

6. Wir wollen jetzt einige Anwendungen dieser Konstruktionen
vorfithren !

Es soll zu einer Ellipse k2 eine dhnliche und &hnlich liegende
Ellipse verzeichnet werden, die ein reeller Vertreter ist eines ima-
gindren Kegelschnitts »2.

0% sei diejenige Ellipse, deren Berithrungssehne mit x2 die
unendlich ferne Gerade o ist der Ebene des Kegelschnitts »2
Der Pol O dieser Geraden nach x2 wird der Mittelpunkt
und die Ellipse 0% selbst die Zentralellipse des Polar-
feldes von x* genannt.

Die Zentralellipse 0> hat ein konjugiertes Durchmesserpaar
SS;, TT,, das mit einem konjugierten Durchmesserpaar der ge-
gebenen Ellipse k? parallel ist, und es gibt somit zwei mit k* dhn-
liche und #hnlich liegende Ellipsen, die 0% in den Endpunkten der
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Durchmesser SS;, bezw. T'T, berithren, und von welchen die
erste innerhalb, die zweite ausserhalb der Ellipse 02 liegt. Die erste
dieser Ellipsen trifft den Durchmesser T'T; von o2 innerhalb dieser
liegenden Punkten A, I, deren Polaren a, b nach »? mit dem
Durchmesser SS; parallel laufen.

Durch die Punkte A, B gehen zwei zu k? dhnliche und dhnlich
liegende Ellipsen ¢2, d?, welche die Gerade a in den Punkten 4., 4,,
die Gerade b in den Punkten B, B, berithren und welche die
gewiinschte Ellipsen sind. Die Gegenseiten der Vierecke 4 4,BB,,
AA,BB, treffen sich in den Punkten C, C'; D, D’ des Durch-
messers SS;, und wenn C, D innerhalb der Ellipsen ¢, d? liegen,
80 sind diese Punkte die Berithrungspole von ¢, d2, wihrend ihre
Berithrungssehnen ¢, d durch die Punkte C’, D’ gehend zu dem
Durchmesser T'T'; parallel sind.

Nimmt man anstatt der Ellipse k? einen Kreis an (Fig. 2), so
werden die Punkte SS,, T'T, die Scheitelpunkte sein auf der Neben-
und Hauptachse der Zentralellipse 02 Bezeichnet man mit 23 und
2a die Linge der Neben- un Hauptachse derselben, so ist 3 der
Abstand der Punkte 4 und B, und r=2a%g der Abstand der Gera-
den a, b (der Polaren von 4 und B nach x?) vom Mittelpunkt O.
Der aus dem Punkt A (oder B) als Mittelpunkt mit dem Halb-
messer r beschriebene Kreis trifft die Nebenachse SS,; der Ellipse o2
in den Mittelpunkten M., M, der reellen Vertreter ¢2, d* des Kegel-
schnitts x2 die Kreise sind. Diese gehen durch die Punkte 4 und B
und berithren die Gerade ¢ und b in den Punkten A.,4,;; B, By.
Die Treffpunkte C, D der Geraden 4 A4,, 44, mit der Nebenachse
S8, sind die Beriithrungspole dieser Kreise, und die auf jenen Gera-
den im Punkte A errichtete Senkrechten treffen die Nebenachse
in den Punkten C’, D’ der Berithrungssehnen ¢, d derselben.

Da die Halbmesser » der Kreise ¢2, d® mit dem Halbmesser
des Kriammungskreises in dem Scheitelpunkte S der Nebenachse der
Zentralellipse 0% gleich sind, so haben die Mittelpunkte M, M,
derselben von den Punkten A4, B der Hauptachse (da 4B=28),
den Abstand r, und kénnen in einfacher Weise aus der Zentral-
ellipse 02 bestimmt werden.

Im Falle die Zentralellipse 0® des Polarfeldes selbst ein Kreis
ist, koinzidieren mit diesem die beiden Kreise c2, d2.

10*
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Anmerkung. Bezeichnet man mit ¢, 8 die halbe Haupt- und
Nebenachse der Zentralellipse 02, mit O den Mittelpunkt und liegt
der Berithrungspol D eines reellen Vertreters d* des imaginiiren
Kegelschnitts x auf der Hauptachse im Abstande §=0D
vom Mittelpunkt O, und ist der Kiirze halber 95 =(a2+4%): (a>—4%),
so ist, wie die einfache Rechnung zeigt, die auf der Hauptachse
liegende Achse des Kegelschnitts d? gleich +2a.d;, die andere
Achse 28.9,, und der Abstand seines Mittelpunktes M vom Punkt O
ist gleich 24a20: («®—¢%). Fur 0>a ist der Kegelschnitt d* immer
eine Ellipse und die auf der Hauptachse von o* liegende Achse
derselben ist ihre Hauptachse.

Wenn aber der Berithrungspol D auf der Nebenachse
der Zentralellipse liegt ebenfalls im Abstande OD=¢ vom Mittel-
punkt und §3=(8%40%): (82—4%) ist, so wird die auf die Neben-
achse von o2 liegende Achse des Kegelschnitts d* gleich 4-23.93,
die andere Achse 2a.d5 und der Abstand seines Mittelpunktes
von O gleich 28%3: (32—9%) sein.

In diesem Fall konnen die beiden Achsen des Kegelschnitts
d? gleich werden, u. zw. dann, wenn §,=a:g, also OD%=4%=
3%(a®>—p?) : (a®4-4?), und die gleiche Halbachsen sind gleich «2: 3,
wihrend der Mittelpunkt M* der zum Kreis verwandelten Ellipse d®
vom Mittelpunkt O den Abstand hat: (a*—g%%: 4.

Liegt der Berithrungspol D eines reellen Vertreters d? des
imaginiren Kegelschnitts nicht auf einer Achse der Zentralellipse 02,
sondern auf einem Durchmesser derselben im Abstand ¢ von
seinem Mittelpunkte O, und ist die Grosse dieses Durchmessers 2a,
die Grosse des zu diesem konjugierten Durchmessers 243, so gelten
ebenfalls die obigen Formeln, d. h.: der auf dem ersten Durch-
messer liegende Durchmesser von d? ist: 2a.9%, der zu diesem
konjugierte (der mit dem zum ersten konjugierten Durchmesser
der Zentralellipse parallel liegt) ist: 28.¢,, und der Abstand
seines Mittelpunktes von O ist: 20%0: (02— %), wenn o=
(a®+6%): (a®—0?).

Da &2 > 1, s0 hat die Zentralellipse des Polarfeldes von allen
reellen Vertretern des imagindren Kegelschnitts die kleinsten
Achsen.

Fur die 'auf der Strecke OD¥ liegende Beriihrungspole (wenn
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D* der Berithrungspol dieses Kreises ist), wird die Haupt-
achse der Ellipse d? parallel sein mit der Hauptachse den
Ellipse o®; fur die Berithrungspole auf der Strecke von D¥* bis
zum  Scheitelpunkt S der Nebenachse der Ellipse 0%, wir die
Nebenachse der.Ellipse d* parallel sein mit der Hauptachse
der Ellipse o

7. Im Polarfelde des imagindren Kegel-
gsehnitts x* kann ein jeder Punkt F als Brenn-
punkt vonzweireellen Vertretern des Kegel-
sehnitts x> betrachtet werden, denn mit dem
Brennpunkt F' sind zugleich die aus ihm ausstrahlende zwei isotrope
Geraden, als Tangenten der beiden Kegelschnitte, gegeben.

Es sei (EFG, efg) das bei F' rechtwinkelige Polardreieck des
Kegelschnitts «% (Fig. 8) und ss;, tf, die aus den Eckpunkten
der zwei spitzen Winkel, uu, die aus dem Eckpunkte I’ des rechten
Winkels ausstrahlende konjugierte Polaren des Kegelschnitts x2,
welche die Seitenpaare harmonisch trennen.

Die zwei Vierecke sus,u,, tut,u, haben noch jedes ein drittes
Gegenseitenpaar a=(su, $u;), b=(su;, s;u), bezw. a'=(lu, tu,)
b'=(tu,, t,u), die sich bezw. in den Punkten G, E treffen. Ist nun
die Bezeichnung so gewihlt, dass der Winkelraum ab den Winkel-
raum t¢;, und somit der Winkelraum ss; den Winkelraum a'b’
einschliesst, so sind a, b zwei gemeinsame Tangenten und ihre
auf der Seite KF'=g liegende Pole 4, B nach x2 zwei Punkte der
gewiinschten Kegelschnitte ¢?, d2. Aus diesen Daten kann man
dieselben nach dem Vorgang in No. 8 bestimmen.

Die zwei Kegelschnitte ¢2, d? erhidlt man aber auch auf einer
anderen Weise. Da niimlich diese Kegelschnitte die Geraden a, b
und die aus dem Punkt F ausstrahlenden isotropen Geraden be-
rithren, gehoren sie einer Schaar an und sind die durch den Punkt 4
gehende Kegelschnitte dieser Schaar. Ist nun k? irgend ein Kegel-
schnitt dieser Schaar und sind p, ¢ die zwei aus dem Punkt aus-
strahlende Tangenten des Kegelschnitts k2, so beriithren die zwei
Geraden, welche p, g und die Punkte F, E=ab, harmonisch trennen,
die gewiinschten Kegelschnitte ¢2, d? im Punkte A.

Nimmt man den Brennpunkt F im Mittelpunkt O der Zentral-
ellipse 02, deren Halbachsen «, 4 sind, an, so haben die gemein-
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samen Tangenten a, b der Kegelschnitte ¢, d* von der Hauptachse
den Abstand «, und die auf der Nebenachse liegende gemeinsame
Punkte A4, B dieser Kegelschnitte haben vom Mittelpunkt O den
Abstand $?/¢. Die mit der Nebenachse von o? parallele Neben-

\

Fig. 3.

achsen der Kegelschnitte ¢, d* (die Ellipsen sind) sind also gleich 2a
und die Hauptachsen sind gleich 24%/3* und liegen auf der Haupt-
achse von 0%; der Abstand ihrer Mittelpunkte von O ist gleich
a(a*—p3% : f%; endlich sind die zur Hauptachse senkrechte Fokal-
sehnen der drei Kegelschnitte 0%, ¢%, d? gleich 245%/a.
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Nimmt man den Brennpunkt F des zu bestimmenden reellen
Vertreters von x% in einem Brennpunkt der Zentralellipse 0% an,
80 ist o2 selbst eine der gewiinschten Kegelschnitte ; die zweite aber
ist eine Hyperbel k2. Wenn mit e die im Brennpunkt F auf die
Hauptachse der Zentralellipse errichtete Senkrechte, mit E ihr
Pol nach x2 bezeichnet wird, so ist die Hyperbel h? die zentrisch-
mvolutorische Figur von 0? in Bezug auf F und e als Involutions-
mittelpunkt und -achse.

8. Drei reelle Vertreter eines imagindren Kegelschnitts x* haben
paarweise je ein Paar, also insgesamt drei Paar reelle gemeinsame
Sehnen und ebensoviele Paare reelle Kontingenzpunkte; jene Sehnen
bilden im Allgemeinen die Gegenseiten eines Polarvierecks, diese
Punktpaare aber die Gegenecken eines dem Polarviereck einbeschite-
benen Polarvierseits von x2, welches somit die Polarfigur jenes Vierecks
st in Bezug auf x2.

Liegen aber die Beriihrungspole der drei reellen Vertreter des
Kegelschmitts x* in einer Geraden g, so treffen sich die Beriihrungs-
sehnen 1m Pole G derselben und die Paare der Kontingenzpunkte der
drei reellen Vertreter bilden auf g eine Punktinvolution, wahrend die
gemeinsame Sehnenpaare derselben zugeordnete Strahlen sind einer
aus dem Punkt G ausstrahlenden mat jener perspektwen Strahlen-
wmvolution.

Sind nimlich 4, a; B, b; C, ¢ die Berithrungspole und -sehnen
der reellen Vertreter a2, b2, ¢2 des imaginiren Kegelschnitts »? und
eafas €vfy die reellen gemeinsamen Sehnen, E,F,, E F), die reellen
Kontingenzpunkte der Kegelschnittpaare b2%c?, ¢%a?, so sind jene
Sehnen konjugierte Polaren und diese Kontingenzpunkte konju-
gierte Pole von 2%, die bezw. die Beriithrungssehnen und -pole be,
BC; ca, C 4 harmonisch trennen (No. 8). Die zwei Paar Berithrungs-
sehnen sind also Gegenseiten eines Polarvierecks e.e,f.f, von x2,
und das dritte Gegenseitenpaar derselben, welches die Seiten ab
seines Diagonaldreiecks abc harmonisch trennt, ist, nach einem
bekannten Satz, ebenfalls ein konjugiertes Polarenpaar des Kegel-
schnitts x2. Da aber »2 nur ein konjugiertes Polarenpaar hat, welches
die Beriithrungssehnen a, b der Kegelschnitte «2, b® harmonisch
trennt und diese die reelle gemeinsame Sehnen e,, f; derselben sind,
80 bilden diese das dritte Gegenseitenpaar des Vierecks eqe,f.fs.
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Ebenso folgt, dass die reellen Kontingenzpunkte K, F, der
Kegelschnitte a?, b? Gegenecken sind des Polarvierseits E,E,F,F,
von x%, womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist.

Der zweite Teil folgt aus derjenigen Eigenschaft der reellen
Kontingenzpunkte und gemeinsamen Sehnen der Kegelschnitt-
paare b%c?, c%a?, a%? dass sie konjugierte Pole, bezw. konjugierte
Polaren sind von 2%

9. Die Zentralellipse 0> im Polarfelde des imaginidren Kegel-
schnitts x2 ist der Ort der Berithrungspole und der Berithrungs-
sehnen derjenigen reellen Vertreter des Kegelschnitts, die Para-
beln sind.

Bezeichnet man némlich mit 44, BB’ ein Paar konjugierte
Durchmesser der Zentralellipse 0%; mit a, ¢’ die Tangenten der
Punkte A4’, A, so sind 4, a und 4’, ¢’ die Berihrungspole und
-sehnen von zwei reellen Vertretern des Kegelschnitts x%, die den
Durchmesser BB’ im Mittelpunkt O und die unendlich ferne
Gerade in seinem Treffpunkte mit dem Durchmesser 4 A" berithren,
also kongruente Parabeln sind.

Nimmt man die Punkte P’, @'; P, @ auf den Tangenten a,
bezw. @' so an, dass P'4'=A'Q'=PA=AQ=0B{ 2 sei, dann
beriihrt die Parabel o2 die Geraden A'P, A’(Q) in den Punkten P, @,
und die Parabel a'2 berithrt die Geraden AP’, AQ' in den Punkten
P’, Q. Es gibt dann noch eine Hyperbel, welche die zwei Parabeln
in den Punkten P, @, P’, @' und die Zentralellipse in den Punkten
B, B’ berithrt; fur diese, als reeller Vertreter von »2 ist der un-
endlich ferne Punkt des Durchmessers BB’ der Berithrungspol
und der Durchmesser 44’ die Berihrungssehne. —

Auf einem beliehigen Durchmesser 4 A4’ der Zentralellipse o?
nehmen wir ein Paar konjugierte Pole C, D des imaginidren Kegel-
schnitts x? an, deren Polaren ¢, d nach x? durch die Punkte D, C
gehen und mit dem zu 4 A’ konjugierten Durchmesser BB’ parallel
gind.

Auf den Geraden ¢, d seien diejenigen konjugierten Pole von
%%, die D, bezw. C von den unendlich fernen Punkten harmonisch
trennen, TT,, UU, und die konjugierten Pole, welche die Punkte
C, D harmonisch trennen, seien SS;; es sind dann diese drei Paar
konjugierte Pole die Gegenecken eines Polarvierseits von »2. Liegen
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die Punkte D und S, innerhalb, also C und S ausserhalb der Zentral-
ellipse 02, so ist DS;<CS,C; also wird von den zwei Kegelschnitten
¢?, d2, welche sich und die zu BB’ parallele Geraden in den Punkten
S, 8; ihres gemeinsamen Durchmessers berithren und von welchen
die erste die Geraden CT, CT, in den Punkten T, T, die zweite
die Geraden DU, DU, in den Punkten U, U, berithrt, die erste
eine Ellipse und die zweite eine Hyperbel sein. Beide Kegelschnitte
sind zugleich reelle Vertreter des imaginiren Kegelschnitts x2,
mit C, ¢, bezw. D, d als Berithrungspole und -sehnen.

Mit Riicksicht auf die fritheren Resultate, erhalten wir:

Der vmagindre Kegelschnitt x2 hat oo2 reelle Vertreter, die Ellipsen
und ebensoviele, die Hyperbeln (darunter oo' gleichseitige) und oo,
die Parabeln sind; die Beriikrungspole der Ellipsen liegen innerhalb,
dse der Hyperbeln ausserhalb, und die der Parabeln auf der Zentral-
ellipse 02 des Polarfeldes von x*. Jede dieser Ellipsen hat mat einer der
Hyperbeln einen Durchimesser gemein, der zugleich ein Durchmesser
der Zentralellipse 02 ist und beide sind Polarfiguren von einander
beziiglich x2. Je zwei der Parabeln, die einen Durchmesser von 0% im
Mittelpunkt beriihren, sind kongruenmte Polarfiguren von einander
nach x%.

Unter den Ellipsen sind zwes Kreise, ¢2, d?, deren Mittelpunkte
auf der Nebenachse von o? liegen und welche eine dieser Nebenachse
gleiche gemeinsame Sehne, AB, auf der Hauptachse haben und deren
Halbmesser dem Kriimmungshalbmesser der Ellipse 0* in ihren auf
der Nebenachse liegenden Punkten (Scheiteln) gleich ist. Die zwes
Kreise, die ¢2, d? in thren gemeinsamen Punkten rechtwinkelig schnet-
den, treffen die Nebenachse von 0% innerlich o® in den Beriihrungs-
polen, dusserlich in Punkten der Beriihrungssehnen dieser Kreise
mat x2.

Ist die Zentralellipse 0 selbst ein Ireis, so vereinen sich in
diesem die beiden Kreise ¢ und d2.

Anmerkung. Jeder dieser Kreise c?, d2, kann zur Konstruktion
der Polaren der Punkte des Polarfeldes »* zweckmissig
beniitzt werden. Denn trifft die Polare p, des Punktes P nach
dem Kreis ¢ die Berithrungssehne ¢ derselben im Punkte ¢, und
die mit ihrem Beriithrungspol C inzidente und zu ¢ parallele Ge-
rade ! im Punkte L,, und liegt der Punkt L in Bezug auf C mit L,
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symmetrisch, so ist L@ die Polare des Punktes P nach dem ima-
gindren Kegelschnitt »%

10. Sind die Berithrungspole von drei reellen Vertretern eines
imagindren Kegelschmitts »? die Eckpunkte, also die Beriihrungs-
sehnen die Seiten eines Polardreiecks desselben, so beriithren sich die
drei reelle Vertreter paarweise in denjenigen konjugierten Polen des
Kegelschmitts x2, welche die Eckpunkte des Polardreiecks harmonisch
trennen und die Tangenten dieser Berithrungspunkte auf den einzelnen
Seiten treffen sich in den Gegenecken dieser und sind also konjugierte
Polaren von x2.

Das Polardreteck ist fiir alle drei reelle Vertreter zugleich Polar-
dreieck und jeder derselben ist seine eigene Polarfigur in Bezug auf
die zwei anderen.

Im Polarfeld des imagindren Kegelschnaits x* gibt es oo® solche
Kegelschnatiripel wvon reellen Veriretern derselben, der Anzahl der
Polardreiecke des Kegelschnitts x> entsprechend; jeder reelle Vertreter
kommt in oot Kegelschnittripeln vor.

Trennen némlich die konjugierten Pole (Fig. 4) E;,Fyp, E15F s,
E,4F,, die Eckpunkte 4, 4,, 4,4, 4,4, des Polardreiecks 4, 4,4,
von x% harmonisch, so bilden diese die Gegenpunkte eines Vier-
seits und die drei Geradenpaare f;=A,E;;, e;;=A,Fy, welche die
Polaren der Punkte Fy, Ej; sind, die Gegenseiten eines Vierecks.
Die drei reelle Vertreter von x%: a, a3, a3, deren Berithrungspole
und -sehnen die Eckpunkte 4,, 4, A, und Gegenseiten des Polar-
dreiecks A, 4,4, sind, sind bezw. den drei einfachen Vierecken
E LB F g Bl oFog, EialsFFoay des vollstindigen Vier-
seits B 3E o Fo 13 Foe=[EF] umschrieben, und den drei ein-
fachen Vierecken des vollstindigen Vierecks e€;,6,5€55f12 13 2s=1¢f]
einbeschrieben. Die Kegelschnitte af, a; berithren sich in den
Punkten E,,, F,, und die Polaren der Punkte E,,, F;; des Kegel-
schnitts a2 in Bezug auf den Kegelschnitt a sind die Tangenten
F;4,, E;3A4,, und die Polaren der Punkte E,;, F,; von a; in
Bezug auf a? sind die Tangenten Fy,4;, Eyy A, der Punkte F,y, E,,.

Da schliesslich jeder reelle Vertreter des Kegelschnitts x? mit
diesem oo! Polardreiecke gemeinsam hat, und im Polarfelde oo®
Polardreiecke sind, so 18t der Satz in allen Teilen bewiesen.

Um iiber die Gattung der drei reellen Vertreter a} eines ima-
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gindren Kegelschnitts »?, deren Berithrungspole und -sehnen die
Eckpunkte und Gegenseiten des Polardreiecks A,4,A45 sind, einen
Uberblick zu gewinnen, bedenke man, dass wenn ein Eckpunkt 4,
innerhalb der Zentralellipse o* des Polarfeldes liegt, so hat die
Polare mit 0? keine reelle Punkte gemeinsam, also liegt von den
Eckpunkten des Polardreiecks bloss 4, innerhalb 0 und somit ist
a; eine Ellipse, die iibrigen zwei reelle Vertreter aber sind entweder

Fig. 4.

beide Hyperbeln, oder die eine ist Hyperbel, die andere aber
Parabel.

Liegt der Punkt 4, ausserhalb der Zentralellipse 02, so konnen
von den zwei anderen Eckpunkten A4,, 45 des Polardreiecks beide
ausserhalb 0% oder auf 02, aber niemals beide innerhalb derselben
liegen.

Wenn schliesslich 4, ein Punkt der Zentralellipse o? ist, so
kann keiner der Punkte innerhalb derselben liegen.
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Daraus folgt:

Sind die Beriihrungspole der reellen Vertreter eines imagindren
Kegelschmitts die Fckpunkte eines Polardreiecks desselben, so sind
duese reelle Vertreter entweder: 1. drei Hyperbeln; oder 2. zwei Hyper-
beln und ewne Ellipse; oder 3. eine Hyperbel und zwei Parabeln.

Sind die Seiten des Polardreiecks, welche das Kegelschnitt-
tripel der reellen Vertreter des imaginiren Kegelschnitts 2 be-
stimmen, die zwei Achsen der Zentralellipse 02 und die unendlich
ferne Gerade, so besteht das Kegelschnittripel aus der Zentral-
ellipse und aus zwei Hyperbeln b3, 3, die 02 in den Scheiteln der
Haupt- und Nebenachse und einander in den wunendlich fernen
Punkten der gleichlangen Durchmesser von o? beriihren.

Ist ¢? eines der beiden Kreise, die den imaginiren Kegel-
schnitt x2 reell vertreten, der unendlich ferne Punkt seiner Be-
rithrungssehne ¢ mit x2, der eine Eckpunkt, der Berithrungspol C
der zweite Eckpunkt des Polardreiecks, so erginzt die obige Hyper-
bel k3, und noch eine Hyperbel den Kreis ¢2 zu einem Kegelschnitt-
tripel obiger Art.

Also:

«Die beiden Kreise ¢?, d?, welche reelle Vertreter des imagi-
niren Kegelschnitts »? sind, haben eine doppelte Berithrung mit
derjenigen Hyperbel h;, welche die Zentralellipse 02 des Polar-
feldes in ihren auf der Hauptachse liegenden Scheiteln und ihre
gleichlangen Durchmesser unendlich fern berithrt; die beiden mit
der Hauptachse von o2 parallele Berithrungssehnen von c¢2, A
und d?, h2 gehen durch die Berithrungspole C, bezw. D der Kreise
parallel zur Hauptachse von o

Ist B die halbe Nebenachse, y die Exzentrizitit der Zentral-
ellipse, ¢ die Exzentrizitit der Hyperbel A%, so ist der Abstand der
zwei letzteren Berithrungssehnen von der Hauptachse: fy/en»

Anmerkung. Aus obigen Betrachtungen ergibt sich als Fr-
ginzung zu No. 8: Wenn zwei Punkte 4, B, durch welche die reellen
Vertreter des imagindren Kegelschnitts x2 gelegt werden sollen,
konjugierte Pole des letzteren sind, so berithren sich die zwei
reellen Vertreter in den Punkten 4, B, und ihre Berithrungspole,
die ebenfalls konjugierte Pole sind, trennen diese Punkte har-
monisch.
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11. Sind auf den Seiten A,A4,, A34,, 4,4, eines Polardreiecks
A, A, A4, des imaginiren Kegelschnitts x2 diejenigen konjugierten
Pole, welche die Fckpunkte harmoniseh trennen: E,gF.q, Bis,F3,
E,F,,, so sind diese Punkte die Gegenecken eines solchen Polar-
vierseits des Kegelschnitts x2, dessen Diagonaldreieck A,4,4, zu-
gleich ein Polardreieck ist.

Ebenso bilden die aus den Eckpunkten des Polardreiecks
A, A, Ay ausstrahlende konjugierte Polaren A,Hy;, A,Fy; AL,
A,Fi5; AzE,,, AgF,, welche die Seitenpaare harmonisch trennen,
die Gegenseiten eines Polarvierecks von x2, dessen Diagonaldreieck
A, A4, A4, gleichfalls Polardreieck ist von 2.

Also: '

Der vmagindre Kegelschnitt x* hat die Figenschaft, dass es unter
seinen oo® Polarvierseiten und ebensovielen Polarvierecken oo® Polar-
versette und ebensoviele Polarvierecke gibt, deren Diagonaldreiecke
Polardreiecke sind des Iegelschnitts x%.

Die auf zwei beliebigen konjugierten Polaren von x* liegende
konjugierte Pole, die den Treffpunkt derselben von seimer Polare
harmonisch trennen, sind zwer Paar Gegenecken eines solchen Vier-
seits; und die aus zwei beliebigen konjugierten Polen von x* aus-
strahlende konjugierte Polaren, welche die Verbindungsgerade der
Pole von ihrem Pole harmonisch trennen, sind zwer Gegenseiten eines
solchen Vierecks.

Aus dem ersten Satz in No. 8 ergibt sich noch der Folgende,
den wir auch als eine Verallgemeinerung des obigen betrachten
koénnen :

Sind zwer Drei ecke in einer Ebene perspektiv, so bildenidie

Geradenpaare, welche je zwei | Punktpaare, welche je zwei Eck-
Seiten des einen Dreiecks und | punkte des einen Dretecks und
die Eckpunkte auf der zur dritten | die in dem zum dritten Eckpunkt
Seite homologen Seite des anderen | homologen Eckpunkt zusammen-
Dreiecks harmonisch trennen, die | stossende Seiten des anderen Drei-
Gegenseiten eines Vierecks. ecks harmonisch trenmen, die
Gegenecken eines Vierecks.

Betrachtet man die zwei perspektive Dreiecke als Polar-
figuren von einander in Bezug auf einen Kegelschnitt, so ist das



158 L. KLUG.

Viereck ein Polarviereck und das Vierseit ein Polarvierseit des
ndmlichen Kegelschnitts.

Der Beweis des Satzes ergibt sich auch direkt gestiitzt auf
folgenden :

«Zwei Punkte, die in einer Punktinvolution I, zwei Punkte
und zugleich die diesen in der Involution I zugeordnete Punkte
harmonisch trennen, sind selbst zugeordnet in der Involution L.»

Der imaginidre Kegelschnitt »? trifft die Seiten 4,4, 4,4,
AgA4, des Polardreiecks A=4,4,4; in den drei konjugiert-ima-
giniren Punktpaaren A,,4,,, Aydss, Ag Ay3 welche durch die
harmonische Wiirfe 4;= (4,E;4,F ;)= (A4;F;A;Ey) definiert sind,
wo die Punktpaare E;;=Ej;, F;=F;; konjugierte Pole sind des
Kegelschnitts x2. Diese sechs Punkte sind sechsfach involutorisch;
die Involutionsmittelpunkte sind die Eckpunkte des fritheren
Polarvierseits [EF] und die Involutionsachsen sind die Seiten
seiner Polarfigur, nimlich des Vierecks [ef], da:

By, = (4134, Ay Asyy A1pAs), Eyg = (Ayp430, Ay des, Arzds),
E23= (AzlAév A12A13, A23A32)

Fiy= (41343, Ay Agyy A13Ady)s Frg = (413453, Ay As, A13A31)’
F23 = (A21A13, A12A31: AzaAaz)

Wir wollen einiges uiber die Konfiguration dieses besondern
Pascalsechsecks A;,4, 4,345 Ay As? hier einschalten.!

Nennt man Pascalpunkte des Sechsechs diejenigen
45 Punkte, in welchen sich die 15 Seiten desselben ausser den
Eckpunkten treffen, go sind die drei Eckpunkte des Polardreiecks 4
einfache, die sechs Eckpunkte des Polarvierseits [EF)] dreifache
Pascalpunkte, die iibrigen 24 Pascalpunkte sind zwolf Paar kon-
jugiert-imaginére Punkte, die zu zwei Paaren auf den sechs Seiten
des Vierecks [ef] liegen.

Um dies letztere zu zeigen, bezeichnen wir die Seiten des
Polarvierseits und die Eckpunkte des Polarvierecks wie folgt:

1 8. die Abhandlung dieses Autors: «Die Configuration des Pascal-
sechsecks in zwei besonderen Flillen» in Orvos-Természettudoményi
Ertesité, XXI. Bd. 1899. Kolozsvar (Klausenburg).
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Lyoliyglipg == I €1913093 = H

Loyl by =1y €ssf1ef1s = H,
L3 Foy = hy €1af1afes = H,
EqpFi5l s = by €1of15f o3 = H.

Wir wollen den Treffpunkt der imaginéiren Geraden A,,4s,
A Agp bestimmen. Da

A12 = (A1E12A2F12) Ay = (A2E12A1F12)
A31 = (A1F13A3E13) Age = (AzesAaEzs)

ist, und die zwei ersten und letzten Punktwirfe beztiglich der
Punkte F.,,, bezw. F5 perspektiv liegen, so sind die Geraden

A12A31 = F23(A1E12A2F12)
Ay Ay = F13(A2E12A1F12)

durch zwel perspektive harmonische Strahlenwiirfe dargestellt,
welche in FyE,,=hs, Fy3E ,=hg einen gemeinsam entsprechenden
Strahl haben und deren drei tibrige homologe Strahlen sich in
den drei Punkten

H= (F23A1! Fizdy), Az= (F23A2: F13Al)’ F12

der Geraden e,, treffen. Der imagindre Treffpunkt der zwei imagi-
niren Geraden A,, 45, Ay Ag, liegt somit auf der reellen Geraden e,
und wird durch den harmonischen Punktwurf (HhyaA4,F,,) dar-
gestellt, wo h, zugleich den Treffpunkt der Geraden hy, e, be-
zeichnet.

Ebenso findet man die iibrigen imaginiren Treffpunkte der
imagindren Seitenpaare des Pascalsechsecks auf den Seiten des
Vierecks [ef], wovon wir die auf den Seiten e, und f,, liegende
hier angeben:

(412451, AnAsy) = (HhgAgFyy) (AypAyg, Ay Ayg) = (Hgh A5Fy,)
(A1 dgy, ApAyg) = (AghsH Fuy) (AypAse, Ay As)) = (45h HyFyy)
(4124, AnAgy) = (Holy AgE1p) (AypAss, Ay Ass) = (HikyA3E )
(A1p415, Ay dsy) = (AghyHoEhy) (Ayp Ay, Ay Ass) = (AshoHEyy)
und von welche man die auf den Gegenseiten e;q, f15 und ey, fon

des Vierecks [ef] erhiilt, wenn man in diesen die Zeiger 2 mit 8,
dann 1 mit 8 vertauscht.
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Mit Hilfe der Pascalpunkte kann man die Pascalgeraden, die
Kirkmanpunkte usw. des imagindren Sechsecks A,,4,,. .. 45, be-
stimmen, und erhilt folgenden Satz:

Ist A ein Polardreteck eines tmagindren Kegelschnitts »2, so sind
diejenigen konjugierten Pole auf den Seiten desselben, welche die Eck-
punkte harmontisch trennen, die Gegeneckpunkie eines Polarvierseits,
und diejenigen komjugierte Polaren, welche die Seitenpaare harmo-
nisch trennen, die Gegensetten eines Polarvierecks von x2, und die
Seiten des Polardreiecks A treffen den Kegelschnitt x2 in den Eck-
punkten eines besonderen Pascalsechsecks. Von den 45 Pascalpunkten
dieses Sechsechs sind drei die Eckpunkte des Polardreiecks, 18 sind
die Eckpunkte des Polarvierseits, von denen fjeder ein dreifacher
Pascalpunkt ist, endlich liegen auf jeder Seite des Polarvierecks
zwev Paar konjugiert-imagindre Pascalpunkte.

Von den 60 Pascalgeraden des Sechsecks sind 12 Paar konjugiert-
wmagindr; von den ibrigen 36 sind auf jeder Seite des Polarvierecks
vier, auf jeder Seite des Polarvierseits drei (6.4--4.3=36).

Von den 60 Kirkmanpunkten sind 12 Paar konjugiert-imaginér;
von den iibrigen 36 liegen vier in jedem Eckpunkt des Polarvierseits
und drer wn jedem Eckpunkt des Polarvierecks.

Von den 20 Steimerpunkten sind vier unbestimmbar auf den
Seiten des Polarvierseits, 12 liegen paarweise in den Eckpunkien
dieses Polarvierseits, 4 liegen in den Eckpunkten des Polarvierecks.
Von den 15 Steinergeraden sind 6 die Seiten des Polarvierecks, 8 liegen
paarweise auf den Seiten des Polarvierseits und eine ist unbestimmbar.

Von den 20 Cayleygeraden sind 4 unbestimmbar, doch hat jeder
etnen Punkt im Eckpunkt des Polarvierecks, 12 sind die Seiten dieses
Polarveirecks doppelt gezihlt und 4 sind die Seiten des Polarvierseits.
Von den 15 Salmonpunkten sind 6 die Fckpunkte des Polarvierseits,
8 sind doppelt gezdhlt, die Eckpunkte des Polarvierecks und einer ist
unbestimmt.

Das Polarfeld hat o3 solche Pascalsechsecke und solche Kon-
figurationen.

Wir nehmen jetzt zwei Polardreiecke 135, 246 des imaginiren
Kegelschnitts x2 an. Der Pol jeder Geraden, welche einen Eckpunkt
des einen Polardreiecks mit einem Eckpunkt des anderen ver-
bindet, ist der Treffpunkt der Gegenseiten jener Kckpunkte;
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diesen bezeichnen wir mit dem DBuchstaben, der in folgender
Matriz mit den Seiten in einer Zeile und Reihe ist:

‘ 18 35 51

46 «a, 7a Bs
62 3, as 72
24 g B ay-

Die aus den Eckpunkten 1, 8, 5; 2, 4, 6 ausstrahlende konju-
gierte Polarenpaare des Kegelschnitts x? bilden sechs Involutionen,
deren Inzidenzstrahlenpaare 4, g, %5; 1,5, %,, 14 konjugiert-imaginir
sind und den Kegelschnitt x2 berithren. Jedes der drei ersten
Tangentenpaare bildet mit jedem der drei ubrigen Tangenten-
paare zwei Gegenseitenpaare eines imaginiren Vierecks, dessen
drittes Gegepseitenpaar reell ist und sich in einem der neun Punkte
aj, B, y; trifft. Diese neun imaginiren Vierecke I7, I}, I} kann
man durch die imagindren Gegenseitenpaare ausdriicken. In fol-
gender Matriz:

DA i 1y

i, I3 I I3

i I I I
i 1§ I I

sind zwel Gegenseiten des Vierecks mit ihm in einer Zeile und Reihe.

Die reelle Gegenseiten der drei Vierecke I}, I}, I bilden selbst
die Gegenseiten von drei Vierecken 4=4,4,4;4,, B=DB,B,B;B,,
C=C,C,C,C,, welche Polarvierecke sind des Kegelschnitts x2, und
die Eckpunkte ihrer Diagonaldreiecke asugay, Bofsfas 7orsra sind
obige Punkte, indem zugleich a; = (A4, 4,, Ax4), ;= (BB, BiB)),
7i =(CiC;, CkCy).

Die Diagonaldreiecke der neun imaginiren Vierecke I?, I}, I
sind ebenfalls reell; einer ihrer Eckpunkte ist a;, bezw. g8, r;; die
zwei anderen sind Eckpunkte der Polardreiecke 135, 246 auf der
Polaren des ersten Eckpunktes.

Die drei Polarvierecke 4, B, C des imaginidren Kegelschnitts x*
bilden ein desmisches Tripel und bestimmen das dazu konjugierte
desmische Tripel von Vierecken N,, N, N,, die ebenfalls Polar-

L1 11
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vierecke sind von x2, welche dann durch die neun imaginiren
Vierecken I,...I; zu einem desmischem Vierecksystem erginzt .
werden.

Diese fiinfzehn Vierecke spalten sich in *zehn konjugierte
desmische Vierecktripel, deren eines die sechs reellen Vierecke
ABC, N,N,N, sind, wihrend jedes der ibrigen desmischen Tripel
aus einem reellen und zwei imagindren Vierecken besteht.

Die sechs Vierecke eines jeden konjugierten desmischen
Tripels sind Polarvierecke eines Kegelschnitts; das desmische
Vierecksystem bestimmt zehn solche Kegelschnitte, die ein desmi-
sches Kegelschnittsystem bilden; neun von diesen Kegelschnitten
sind reell, der zehnte ist der imagindre Kegelschnitt »2.

Da im Polarfeld des imaginiren Kegelschnitts x2 oo® Polar-
dreieckpaare sind, so gehdrt x2 zu oc® desmische Kege]schmtt-
systeme und wir konnen sagen:

Der imaginire Kegelschnitt x? bestimmt oo® desmische Kegel-
schnittsysteme; in jedem derselben ist x2 der imaginire Kegel-
schnitt ; er bestimmt auch oo® desmische Vierecksysteme, in wel-
chen alle reelle Vierecke Polarvierecke sind von x2, wihrend die
imagindren Vierecke den Kegelschnitt x»2 mit ihren imaginiren
Gegenseiten berithren.?

12. Bei obigen Untersuchungen der Eigenschaften des Polar-
feldes haben wir deshalb den imagindren Kegelschnitt beniitzt,
weil bel diesem die Ergebnisse einheitlicher hervortreten, als bei
einem reellen Kegelschnitt. Da die reellen Vertreter des imaginiren
Kegelschnitts x2 zugleich die zu diesem konjugierte Kegelschnitte
sind und die Benennung «reeller Vertreter fur reelle Kegelschnitte
keinen Sinn hat, beniitzen wir im Folgenden, wo der zu betrach-
tende Kegelschnitt x% reell ist, die allgemeinere Benennung: «kon-
jugierter Kegelschnitt.

Ist der Kegelschnitt x? eine Ellipse, so sind die zu diesem
konjugierte oo? Kegelschnitte a2, deren Berithrungspole ausser-
halb 2 liegen: Hyperbeln.

1 Beweise obiger Bebauptungen findet man in der Abh. des Autors :
«Desmische Vierecker. Math. u. Naturwiss. Berichte aus Ungarn. Bd.
XXXVIII. Budapest, 1931.
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Ist x eine Parabel, so sind die zu ihr konjugierte Kegelschnitte
a® Hyperbeln oder Parabeln, je nachdem der Berithrungspol ausser-
halb x® im Endlichen oder unendlich fern legt.

Wenn aber »? eine Hyperbel und x'2 die zu dieser im gewdhn-
lichen Sinn konjugierte (d. h. in Bezug auf seinen Mittelpunkt als
Bertihrungspol konjugierte) Hyperbel ist, so werden die zu x2
konjugierte Kegelschnitte «2, fiir alle innerhalb x'2 liegenden
Berithrungspole : Ellipsen; fiir alle auf »'2 liegenden Punkte Para-
beln, endlich fiir alle ausserhalb beider Hyperbeln x2, »'? liegende
Berihrungspole: Hyperbeln sein.

Sind 2a, 23 die Hauptachsen der beiden Hyperbeln «2, 2,
und ist a>g, (P=a?—4%, =a%+£%), dann gibt es unter den
zu x* konjugierten Ellipsen zwei Kreise, deren Berithrungspole
auf ihrer Nebenachse liegen in einem Abstand vom Mittelpunkt
gleich Be/y. -

Durch einen ausserhalb des reellen Kegelschnitts »? liegenden
Punkt gehen oo, durch zwei solche Punkte gehen zwei zu ihr kon-
jugierte Kegelschnitte.

Zwel beliebige zu dem reellen Kegelschnitt »2 konjugierte
Kegelschnitte a?, b haben zweil oder vier reelle gemeinsame Punkte,

e nachdem die Gerade, die ihre Beriihrungspole A, B verbindet,
den Kegelschnitt x% in keinem reellen oder in zwei reellen Punkten
trifft. Berithrt die Gerade AB den Kegelschnitt 2, g0 ist der Be-
rithrungspunkt ein dreifacher Punkt beider Kegelschnitte, die
dann ausser diesen noch einen Treffpunkt haben.

In allen Fillen trennen die gemeinsamen Sehnen, bezw. ‘ein
Paar gemeinsame Sehnen und die mit diesen inzidente Kontingenz-
punkte der beiden Kegelschnitte a2, b? die Berihrungssehnen a, b
und die Berithrungspole 4, B harmonisch, die also auch hier
konjugierte Polaren, bezw. konjugierte Pole sind. Auch bei einem
reellen Kegelschnitt »2 ist jeder der Kontingenzpunkte der zu
diesem konjugierten zwei Kegelschnitte a2, b der Pol einer gemein-
samen Sehne derselben, und jeder ihrer gemeinsamen Punkte der
Pol einer ihrer gemeinsamen Tangenten.

Im Falle dass die beiden zu x2 konjugierten Kegelschnitte a2, b2
auf ihren zwei gemeinsamen Sehnen die durch den Treffpunkt der
Berithrungssehnen a, b gehen, zwei Paar gemeinsame Punkte SS,,

11*
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TT,, also auch dem entsprechend zwei Paar gemeinsame Tangen-
ten ss,, tt,, haben, so sind jene Punktpaare und das Punktpaar
UU,, in welchen die Verbindungsgerade AB der Berithrungspole
den Kegelschnitt x2 trifft: die Gegenecken eines Vierseits
STUS,T,U,, und die zwei Tangentenpaare, so wie das aus dem
Punkt ab zu x* ausstrahlende Tangentenpaar uu,: die Gegenseiten
eines Vierecks stus;t,u,. Dieses Viereck und jenes Vierseit sind
Polarfiguren von einander nach dem Kegelschnitt x% (Vergl. die
Sitze in No. 4.)

Der Satz in No. 8 gilt auch hier, wenn anstatt des imaginiren
Kegelschnitts ein reelles angenommen wird.

Ist A, A,A; ein Polardreieck des reellen Kegelschnitts x2,
dessen Eckpunkt A innerhalb derselben liegt, so werden von den
drei zu diesem konjugierten Kegelschnitten af, a2, a}, deren Be-
rithrungspole und -sehnen die Eckpunkte A4,, 4,, 4; und ihre
Gegenseiten sind jenes Polardreiecks: die zwei ersten reell, der
dritte imaginir sein. Die vier Kegelschnitte a?, a7, a3, x*> haben
dann die namliche gegenseitige Lage und Eigenschaften, wie die
vier Kegelschnitte in No. 10, nur muss man da die beiden Kegel-
schnitte a2, x* mit einander vertauschen.?

Endlich sei noch zum Satz in No. 11 bemerkt, dass ein reeller
Kegelschnitt x* keine solche reelle Polarvierecke und reelle Polar-
vierseite hat, deren Diagonaldreiecke — Polardreiecke des Kegel-

schmitts sind.

II. Der Polarraum einer Fliche zweiter Ordnung.

13. Der Polarraum einer Fliche II. O. »2 ist bestimmt durch
ein Polarfeld desselben und die Involution I, der konjugierten
Pole auf der zur Ebene a des Polarfeldes konjugierten Geraden a.
Ist nun 4 der auf a liegende Pol der Ebene a, D die Spur der Gera-
den ¢ auf dieser Ebene, und sind b, ¢ zwei aus dem Punkt D aus-

1 Von solchen drei Kegelschnitten wie a7, ag, aj schreibt v. Staupr
in seinen «Beitrige zur Geometrie der Lage» No. 329 ; H. ScHRrRGTER
in seiner «Theorie der Kegelschnitte»im §: Harmonisch zugeordnete Kegel-
schnitte ; H. Wiengr in seiner «Darstellenden Geometries, I. Bd.:
Imaginére Projektion.
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strahlende konjugierte Polaren des Polarfeldes in a; I3, C die zu D
konjugierte Pole auf diesen Geraden, so ist 4 BCD ein Polartetraeder
des Polarraumes. Trifft nun eine Ebene 7 die Kanten a, b, ¢ dieses
Polartetraeders in den Punkten L, M, N und sind L,, M,, N, die
auf jenen Kanten zu diesen Punkten konjugierte Pole, dann sind
L,BC, M,CA, N,AB die Polarebenen der Punkte L, M, N und
ihr Treffpunkt P ist der Pol der Ebene n=LMN. Zugleich ist DP
die Polare der Schnittlinie der Ebenen 4BC, 7, und die Pole diegser
Schnittlinie im Polarfelde ihrer Ebenen sind die Treffpunkte der
Geraden DP mit ihnen. 4BC ist ein Polardreieck und die Projek-
tionen desselben aus den Punkten D und P auf die Ebene 7 sind
Polarfiguren von einander im Polarfelde dieser Ebene. Durch die
gegebenen Daten ist also nicht nur der Pol P der beliebig ange-
nommenen Ebene 7, sondern auch das Polarfeld in dieser, sowile .
auch der mit diesem perspektive Polarbiindel P bestimmt.

Man kann sowoh! die Involution I, auf der Geraden, als auch
das Polarfeld in einer Ebene a beliebig annehmen, womit dann
der Polarraum und seine Inzidenzfliche II. O. »% bestimmt ist.
Wenn die Involution I, imaginire Inzidenzpunkte hat und auch
der Inzidenzkegelschnitt des Polarfeldes imaginir ist, so wird
auch die Inzidenzfliche x? des Polarraumes imaginiir sein; in allen
anderen Fillen ist sie reell.

In dem Polarraum, dessen Inzidenzfliche x% ist, wollen wir
den Ort derjenigen konjugierten Pole der Fliche x2 bestimmen,
welche einen beliebigen Punkt 4 von seiner Polarebene a harmo-
nisch trennen.

Ist S8; ein solches konjugiertes Polenpaar, so projizieren wir
aus dem Punkt S die Punkte X der Ebene a durch einen Strahlen®
buindel S(X) und die Polaren z; der Punkte X im Polarfelde o durch
den Ebenenbiindel S,(z,); das Erzeugnis der beiden korrelativen
Biindel ist eine Fliche II. O. x* und zugleich der gesuchte Ort.
Denn trifft der Strahl SX die ibr entsprechende Ebene S;z, im
Punkte U, so trifft die Gerade S,U die Ebene a in einemn Punkt X,
der Geraden z,, deren Polare x durch den Punkt X geht. Der
Treffpunkt U, des Strahles SX; mit der Ebene S;x ist ebenso wie U
ein Punkt des gewiinschten Ortes, da UU, gleich SS, und XX,
konjugierte Pole sind der Fliche %
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Die zwei Flichen x2, o2 haben das Polarbiindel 4 und das
Polarfeld in der Ebene o gemein; sie beriihren sich somit im Inzi-
denzkegelschnitt a? des Polarfeldes. Die Beziehung der beiden
Flichen x2, «® ist auch gegenseitig ; denn jede Ebene des Biindels A4
trifft die beiden Flichen in konjugierten Kegelschnitten. Wir nennen
deshalb auch zwei Flichen II. O., welche einander in einem reellen
oder imaginiren Kegelschnitt a2 berithren und noch die Eigenschaft
haben, dass die Strahlen des Biindels A4, dessen Scheitel der Pol
der Ebene a des Kegeslehnitts a? ist, jeder der beiden Flichen in
konjugierten Polen der anderen treffen, konjugierte FIi-
chen und den Pol A4 ihres Berithrungskegelschnitts, den B e-
rihrungspol derselben.

Jede Fliache IT. O. hat oo®zuihr konjugierte Flichen 11. O., nach-
dem jeder Punkt des Raumes als Berithrungspol eine solche bestimmt.

Konjugierte Flichen II. O. kénnen beide reell sein, oder die
eine ist reell, die andere aber imaginir, in welchem letzteren Fall
man die reelle Fliche den «reellen Vertreters der imagi-
niiren Fliche zu nennen pilegt, da man mit Hilfe dieser reellen
Fliche, wenn auch sein Berithrungspol bekannt ist, zu jedem
Punkt die Polarebene in Bezug auf die imagindre Fliche leicht
finden kann.

Sind nimlich P, P, zwei Punkte, die vom Berithrungspol und
der Ebene des Berithrungskegelschnitts der beiden konjugierten
Flichen harmonisch getrennt sind, so sind auch ihre Polarebenen
7, m; ’n Bezug auf eine der beiden Flichen von jenem Beriihrungspol
und der Ebene des Berithrungskegelschnitts harmonisch getrennt,
und 7y, 7 sind die Polarebenen jener Punkte in Bezug auf die an-
‘dere Flache.

Daraus folgt:

Konjugierte Flichen II. O. haben die Eigenschaft, dass der
Polarraum jeder derselben durch die anderen Fliche in sich selbst
polarisiert wird.

14. Durch jeden Punkt 4 des Polarraumes der imaginiren
Flache IT. O. #? gehen oo? reelle Vertreter derselben; der Ort
ihrer Berithrungspole und der Ebenen ibrer Beriithrungskegel-
schnitte ist diejenige Fliache II. O. #%, fur welche als reellen Ver-
treter von a2 der Punkt 4 der Berithrungspol ist.
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Durch zwei Punkte 4 und I3 gehen oo! solche reelle Vertreter
der Fliche x2; der Ort ihrer Berithrungspole ist diejenige Kurve,
in welcher sich die reelle Vertreter a® und 82 treffen, deren Be-
rithrungspole die Punkte 4 und B sind.

Iis seien a, 3 die Polarebene der Punkte 4, B nach 1%, dann
e, ¢ die zwei Ebenen, welche die Punkte 4, BB und die Ebenen «, 8
harmonisch trennen und also sich in der Geraden «f treffen. Jede
Ebene & des Biischels, dessen Achse die Gerade ADB ist, trifft die
Flachen a2, 8% in zwei Kegelschnitten und die Ebenen e, ¢ in den
zwel gememsamen Sehnen derselben, von welchen die in der ersten
Ebene liegende diese in zwei reellen Punkten, die andere in zwei
konjugiert-imaginiren Punkten schneidet (3). Daher besteht die
Kurve, in welcher sich die zwei reelle Vertreter a2, 82 von «® treffen,
aus einem in der Ebene ¢ liegenden reellen Kegelschnitt ¢ und aus
einem in der Ebene ¢ liegenden imaginiren Kegelschnitt f2. Die
Gerade AB trifft die zwei Ebenen ¢, ¢ in den Kontingenzpunkten
F, E der zwei Flichen a2, 82, denn sie sind die Scheitel von zwei diese
Flichen umbhilllenden Kegel F2, E2%: der Polarfiguren der Kegel-
schnitte f2, €2 in Bezug auf »2.

Durch den reellen und imaginiaren Kegelschnitt e, f2 gehen
zwel imagindre Kegel II. (., deren imaginire Scheitel die Treff-
punkte sind der Geraden 4B mit der Fliche »2 (4); ebenso treffen
die zwel imaginire Berithrungsebenen der Fliche x? in diesen
Punkten (deren reelle Achse die Gerade af ist), den reellen und
imagindren Kegel F2, I'? in zwel imaginiren Kegelschnitten.

Kurz:

Zwei reelle Vertreter o2, 5% einer imagindren Fliche I11. 0. x2
haben einen reellen und einen imagindren gemevnsamen

Kegelschnitt e, f2, dessen Ebenen
e, ¢ die Beriihrungspole A, B
und die Ebenen a, (3 der Be-
rithrungskegelschnitte a?, b? jener
Flichen harmonisch trennen und
somit sich i der Geraden uf
treffen. Die zwei Kegelschnitte
€2, f2 bilden den Ort der De-

Beriihrungskegel E2?, F2, deren
Scheitel E, F' die Ebenen a, §
der Deriihrungskegelschnitte und
thre Pole, die Beriihrungspole
A, B, harmonasch trennen, daher
ouf der Geraden AB liegen. Die
Beriihrungsebenen dieser Kegel
bilden den Ort der Ebenen, in
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rithrungspole derjenigen oo reel-
len Vertreter der imagindren
Fliche x2, welche durch die zwei
Punite A, B gehen.

Diese zwei Kegelschnitte €2, f?
liegen auf zwei vmagindren Ke-
geln II. O., deren Scheitel die
vmagindren Treffpunkte sind, der
Geraden AB mat der Fliche x2.

L. KLUG.

" welchen  die  Beriihrungskegel-

i schnitte derjenigen ool reellen
Vertreter der wmagindren Fldche
x? liegen, welche die Ebenen a, 3
berithren.

Drese zwer Kegel haben zwei
gemeinsame imagindre  Kegel-
schnitte, deren imagindre Ebenen
die Fliche x? beriihren und sich

wn der reellen Geraden af treffen.

Die beiden Fldichen a2, 8% sind zentrisch-involutorische Gebilde
von einander; die Kontingenzpunkte E, F derselben sind die Invo-
lutionsmittelpunkte und die Ebenen ihrer gemeinsamen Kegelschnitte
&, ¢ sind bezw. die zu diesen gehiorige Involutionsebenen (3).

15, Sind 4, B, C drei Punkte, die in keiner Geraden liegen,
80 bilden ihre Polarebenen @, @, r in Bezug auf die imaginire
Fliache I1. O. x2 ein Dreikant, dessen Spurdreieck auf der Ebene 4ABC
mit dem Dreieck 4BC perspektiv ist.

Die drei Punkte 4, B, C sind Berahrungspole von drei reellen
Vertretern a?, 3%, 2 der Flache x%. Die Flachenpaare 8% 2, y2a?, a®4%
haben die reellen Kontingenzpunkte: E,, F,; E,, F,; E., F, und
die reellen Ebenen ihrer gemeinsamen Kegelschnitte: 4, ¢4 ey 903
€cs 9e, Welche von jenen Kontingenzpunkten die Polarebenen sind,
nach der Fliche x? und abwechselnd durch jene Kontingenzpunkte
gehen. Sowohl jene Punktpaare, als auch die Ebenenpaare trennen
die Punkt- und Ebenenpaare: BC, 8r; CA, ra; AB, a8 bezw.
harmonisch, so dags jene Punktpaare die Gegenecken eines Vier-
geits [EF] und die Ebenenpaare die Gegenseiten eines Vierkants
{ep] sind, von welchen ABC das Diagonaldreieck, bezw. a8y das
Diagonaldreikant ist.

Die drei Seiten ¢,, ¢, e, des Vierkants [e¢] treffen bezw. die
Flichenpaare 522, ra?, a?42 in den reellen Kegelschnitten a?; b2, ¢2,
wihrend die Schnittlinien ihrer Gegenseiten ¢q, ¢y, ¢, mit jenen
Flichenpaaren, imaginir sind, so dass sich auf den Flichen «?, 82, ;2
die Kegelschnittpaare b%?, c%a?, a?? in zwei reellen Punkten L, M
treffen die auf der Kante e,e,e, des Vierkantes [e¢] liegen, wihrend
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je ein reeller und zwei imaginire gemeinsame Kegelschnitte der
Flichen sich auf den iibrigen drei Kanten e,p,¢r, €190 @ar cc0apn
in konjugiert-imaginidren Punkten treffen. Diese vier Kanten des
Vierkants [ep] kann man die Radikalachsen der drei Flachen
a2, 3% y® nennen.

Ebenso sendet die Seite E K, E, des Vierseits [EF] zwei reelle
Beruhrungsebenen i, p zu den drei Flichen %, 32, 2, wihrend
gich in den dreir dbrigen Seiten des Vierseits konjugiert-imaginire
gemeinsame Berithrungsebenen treffen. Die Seiten dieses Vierseits
|EF sind somit die Kontingenzachsen der drei Flichen.

Die Punkte L, M sind Berithrungspole und ihre Polarebenen
4, p nach x? sind die Ebenen der Berihrungskegelschnitte von zwei,
durch die drei Punkte 4, B, C gehenden reellen Vertretern 2, p?
der imaginiiren Fliche x2.

Da die drei angenommenen Punkte A, B, C beliebig waren,
so sind auch die Flichen 2, 8%, 72 beliebige reelle Vertreter der
imaginidren Fliche x2, und wir haben daher:

Drei belicbige reelle Vertreter a?, 832, y* der imagindren Fliche
II. 0. x* haben vier reelle gemeinsame Sehnen (Radikalachsen);
diese sind die Kanten eines Vierkants, dessen Diagonaldreikant die
drei Ebenen a, 8, y bilden, in welchen die Beriihrungskegelschnatte
der drei reellen Vertreter der imagindren Fldche x* liegen. Auf einer
dieser Sehnen sind die zwei Treffpunkte L, M mit den drei Fléichen
a2, 3% 72 reell, auf den drei iibrigen konjugiert-imagindy.

Ebenso haben diese dretr Flichen vier Kontingenzachsen, welche
die Seiten eines Vierseits sind; die Eckpunkte A, B, C seines Diago-
naldresecks sind die Beriihrungspole der dres Fldchen mat x*. In einer
dieser Kontingenzachsen treffen sich zwei reelle gemeinsame DBeriih-
rungsebenen 2, u der drev Flichen o2, 8%, y2, wihrend die dres iibrigen
Kontingenzachsen die Treffgeraden sind von konjugiert-smagindren
gemewnsamen Beriihrungsebenen derselben.

Das Vierseit der Kontingenzachsen und das Vierkant der Radikal-
achsen sind Polargebilde von einander beziiglich der Fldche x* und
auch die beiden gemeinsamen Beriihrungsebenen 1, p sind die Polar-
ebenen der reellen Treffpunkie L, M der drei Flichen in Bezug auf x*

Durch die Eckpunkte des Dretecks ABC als Beriihrungspole
der drei reellen Vertreter o2, %, y* der imagindren Fliche x* gehen
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zwer reelle Vertreter 22, p® derselben; ihre Beriihrungspole sind die
gemeinsamen Punkte L, M der drev Flichen o2, 82, 12 und die Ebenen
shrer Beriihrungskegelschnitte 7, p sind die gemeinsamen Beriihrungs-
ebenen dieser drev Fldchen. Die Fldchen 22, p? treffen sich in einem
durch die drev Punkte A, B, C gehenden reellen und in einem imagi-
naren Kegelschmitt p2, r2, welche beide den Ort der Beriihrungspole
der durch die reellen Punkte L, M wund die konjugiert-vmagindren
Punkte auf den drev ibrigen Kanten des obtgen Vierkanis gehenden
ool reellen Vertretern der Fldche x%, bilden. Gleichzeiltg beriihren
diese ool reelle Vertreter, die durch die vmer Kontingenzachsen der drei
Flichen «®, 32, r? gehende zwen reelle Berithrungsebenen 2, p und drei
Paar konjugiert-imagindre Beriihrungsebenen der drev Fldchen.

Wir konnen dies auch wie folgt ausdricken:

Im Polarraum einer imagindren Fliche II. O. x2, besttmmen
dret in keiner Geraden liegende Punkte A, B, C einen durch die drei
Punkte gehenden und x2 in zwet Punkten beriikrenden reellen Kegel-
schmitt p* und einen vmagindren Kegelschnitt 12, sowie auch ihre
Polarfiguren nach x2, ndmlich: einen reellen und einen imagindren
Kegel 11. O. P? und R?, die also x® in den ndmlichen zwei Punkten
berithren. Die beiden Kegelschnitte bilden die gemeinsamen Linie
und die beiden Kegel die Beriihrungskegel von zwer reellen Vertretern
22, p? der vmagindren Fliche x%; die Beriithrungspole L, M dieser
zwet Fldachen sind Treffpunkte derjenigen drei reellen Vertretern
a2, 8% r?, welche die drei Punkte A, B, C zu Berithrungspolen haben,
und die Ebenen 2, u ihrer Berithrungskegelschnitte sind die gemein-
samen Deriithrungsebenen 2, p der drev Fldchen a2, §%, y2.

Der Polarraum hat oo® solche Kegelschnittpaare wie p2, r?;
zwer beliebige reelle Vertreter der imagindren Fldche x2 treffen sich
tn solchen, und es gehen bloss zwei reelle Vertreter durch dieselben.

Nehmen wir in einer Ebene 7 einer reellen Kegelschnitt 2 an,
der die imagindre Fliche II. O. x? in zwei Punkten berihrt, d. h.
der imaginidre Kegelschnitt, in welchen die Ebene n die Fliche
schneidet, habe mit p? eine doppelte Berithrung. Es sei ¢ die Be-
rihrungssehne, R der Berithrungspol der beiden Kegelschnitte;
P der Pol der Ebene 7 nach x2, also PR die Polare der Berithrungs-
sehne t. Betrachtet man den reellen Kegelschnitt p? als Leitlinie
und die imagindren Treffpunkte des Geraden PR mit der Fliche
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72 als Scheitel von zwei Kegeln, so trifft die zu = konjugierte Polar-
ebene p=Pt diese zwei Kegel in dem nidmlichen imaginiren Kegel-
sehnitt 72, der »2 in denselben zwei Punkten beriihrt, wie der reelle
Kegelschnitt p2 (No. 14). Durch die beiden Kegelschnitte p?, r2
gehen zwei reelle Vertreter 42, u® der Fliche x2, deren Berithrungs-
pole L, M die Treffpunkte sind von drei solchen reellen Vertretern
der Fliche x2, deren Berithrungspole auf dem Kegelschnitt p?
liegen. Diese Beriithrungspole L, M, sowie ihre Polarebenen A, p
nach x%, trennen die Ebenen z, ¢ harmonisch.

Reelle Kegelschnitte, wie der angenommene p2, welche nim-
lich die imaginire Fliche »* doppelt berithren, gibt es im Polar-
raume oo® (in jeder Ebene 7 sind oo%); jeder dieser Kegelschnitte
bestimmt ein Paar Beriihrungspole L, M und also ein durch p?
gehendes Flichenpaar 2%:% als reelle Vertreter von x%. Geht man
aber von ein reelles Vertreterpaar 1%.? der imagindren Fliche x®
aus, 80 erhilt man ebenfalls die Zahl oo® fiir die Anzahl der Kegel-
schnitte p?, in welchen sich die verénderliche Flichenvertreter 22
und p? treffen.

Nehmen wir anderseits in einer heliebigen reellen Ebene ¢
einen imaginidren Kegelschnitt 72 an, der die imaginére
Fliche x® doppelt berithrt (also auf einer Geraden ¢ der Ebene o
dieselbe Involution der konjugierten Pole hat wie die Flache 2,
und auch der Pol der Geraden ¢ in Bezug auf die beiden Kegel-
schnitte 72 (x2, ), der nidmliche Punkt ist).

Es sei R der Pol der Ebene g, also RP die Polare der Geraden ¢,
und P der Pol der Ebene n=Rt in Bezug auf die Fliche »2, endlich
seien I, I’ die Treffpunkte der Geraden PR mit der Flache x2
Die Ebenen des Biischels mit der Achse PR schneiden den Kegel-
schnitt 72 in konjugiert-iimaginiren Punkten, deren Verbindungs-
geraden mit den konjugiert-imaginiren Punkten I, I’ sich in reellen
Punkten treffen (4), die in der Ebene = auf einem Kegelschnitt
p? liegen, d. h.: die Projektion des imagindren Kegelschnitts 72
aus den Punkten I, I' auf die Ebene 7 ist der namliche reelle Kegel-
schnitt p%.

Beide Kegelschnitte 72, p2 liegen anf zwei reellen Vertretern
22, p* der Flache x2?, deren Berithrungspole mit dieser Fliche
sich als Treffpunkte von drei reellen Vertretern ergeben, deren




172 L. KLUG.

Bertihrungspole drei beliebige Punkte des reellen Kegelschnitts
p? sind.

16. Wir nennen den Pol O der unendlich fernen Ebene o in
Bezug auf die imagindre Fliche II. O. x2 den Mittelpunkt,
und den reellen Vertreter, deren Berithrungspol der Mittelpunkt
ist: das Zentralellipsoid o?® des Polarraumes. Der Be-
rithrungskegelschnitt 0 der beiden Flichen x2, w? ist der unendlich
ferne Kegelschnitt des durch »? bestimmten Polarraumes.

Jede durch den Mittelpunkt O gelegte Ebene schneidet das
Zentralellipsoid »? in der Zentralellipse des in dieser Ebene liegen-
den Polarfeldes des Polarraumes; der Mittelpunkt dieses Polar-
feldes ist ebenfalls O.

Es sei P der Berithrungspol eines reellen Vertreters z2 der
imaginiren Fliche x2. Die Ebene & des Biischels, dessen Achse OP
durch den Mittelpunkt des Polarraumes geht, trifft das Zentral-
ellipsoid «? desselben in der Zentralellipse des in dieser Ebene £
liegenden Polarfeldes; somit schneidet diese Ebene die Fliche =2
in einer Ellipse, Hyperbel oder Parabel, je nachdem der Punkt P
innerhalb, ausserhalb des Zentralellipsoids oder auf dasselbe
liegt (No. 9). Die Fliache z? ist somit in diesen Fillen bezw. ein
Ellipsoid, ein zweischaliges Hyperboloid oder ein Paraboloid.
Die Achse OP des Ebenenbiischels trifft nidmlich in allen Fillen
die Schnittkurve (n2%, £) in zwel Punkten, die im zweiten Fall auf
verschiedenen Asten der Hyperbel liegen, darum ist die Fliche 72
in diesern Fall ein zweischaliges Hyperboloid. Im dritten Fall
berithren die Schnittparabeln (z%, ¢) die zum Durchmesser OP
konjugierte Durchmesserebene des Zentralellipsoids, chne dass
irgend zwei dieser Schnittparabeln von ihr getrennt wiirden; also
kann die Fliche n2 kein hyperbolisches Paraboloid sein.

Kurz:

Liegt der Beriihrungspol eines reellen Vertreters der imagindren
Fliche I11. O. x2 innerhalb, ausserhalb oder auf dem Zentralellipsoid,
so st dieser reelle Vertreter bezw. ein Ellipsoid, ewn zweischaliges
Hyperboloid oder ein elliptisches Paraboloid. Der reelle Vertreter
esner vmagindren Fliche I1. O. kann keine Kegelfliche sein.

Wir wollen jetzt die Frage beantworten, ob unter den reellenVer-
tretern einer imaginiren Fliche »? Drehflichen II. O.vorkommen ?
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Zu dem JEnde bezeichnen wir die Scheitelpunkte auf den
Achsen des Zentralellipsoids w? mit Ty, Ty; Sy, S,; By, B, und die
Léngen derselben mit 2a, 28, 2y, wo a > 8> r ist.

In der Symmetrieebene S,S,T,T, von w? gibt es zwei Kreise,
72, 1’2, welche reelle Vertreter sind von der Sehnittkurve dieser
Symmetrieebene und der imaginiren Fliche x% Der Berihrungspol
des auf der Achse S,S, liegenden Kreises 72 sei R, und der durch 72
gehende reelle Vertreter von x2, dessen Berithrungspol R ist, sei g2.
Das Quadrat des Abstands dieses Beriihrungspols vom Mittelpunkt
0 des Polarraumes ist: OR*=g%a®*—3?): (a®*+5%).

Da die Symmetrieebene S,S,T,T, sowohl fir den Polarraum
als auch fir das Zentralellipsoid eine Symmetrieebene ist, so ist
sie es auch fur die Fliche ¢?; somit ist diese eine Drehfliche II. O.,
deren Drehachse im Mittelpunkt M, des Kreises 72 auf die Ebene
8,8,1'\T, senkrecht steht.

Der in der Symmetrieebene S;S,R R, liegende Meridian dieser
Drehfliche ist der reelle Vertreter des in dieser Kbene liegenden
Inzidenzkegelschnitts des Polarfeldes von «% fiir den innerhalb
der Zentralellipse R;R,S,S, liegenden Berihrungspol I, der somit
ebenfalls eine Ellipse ist. Die eine Halbachse dieses Meridians ist
gleich mit dem Halbmesser a?/8 des Kreises r2; die andere Halb-
achse (bestimmt aus den Formeln der Anmerkung in No. 6) ist
ar/B; also ist die Drehfliche ¢? ein sogenanntes Sphédroid.

Durch den anderen Kreis r'2 geht ebenfalls ein zu ¢? beziiglich
der Symmetrieebene R,R,T,T, symmetrisches Sphiroid o2, der
ein reeller Vertreter ist der Fliche x2, und dessen Beriihrungspol R’
im Berihrungspol des Kreises r'2 liegt.

Betrachten wir fortsetzend den zu 2 analogen Kreis s? in der
Symmetrieebene R R,T,T,, dessen Berithrungspol S auf der Neben-
achse R,R, der Ellipse RR,T T, liegt und das Quadrat seines
Abstandes vom Mittelpunkt O ist: 082=7%(a®—?): (a®+7%). Der
Punkt S ist zugleich Berithrungspol eines durch den Kreis s?
gehenden reellen Vertreters 2 der Fliche 2, der ebenfalls eine
Drehfliche 1ist. Eine Halbachse seines in der Symmetrieebene
R \R,S.S, liegenden Meridians ist gleich dem Halbmesser seines
grossten Parallelkreises, ndmlich: «%y; die andere Halbachse
desselben (berechnet nach der Anmerkung in No. 6) ist gleich ag/y.
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Da nun die letztere Halbachse kleiner ist als die andere: so ist die
Drehfliche o2 ebenfalls ein Sphédroid, sowie auch das zu
diesem beziiglich der Symmetrieebene T',T,8,S, symmetrische « 2,
welches ebenfalls ein reeller Vertreter der Fliche % ist.

Betrachten wir endlich den zu 7% analogen Kreis 2 in der
dritten Symmetrieebene R R S;S, des Zentralellipsoids w?, dessen
Berithrungspol T, ebenso wie der Berithrungspol S auf der Achse
R,OR, liegt, u. zw. so, dass: OT?2=1%(32—?): (§2+72) und dessen
Halbmesser gleich ist 5%/7.

Dieser Krejs ist der grisste Parallelkreis eines reellen Ver-
treters 2 der Fliche x2; sie ist eine Drehfliche und T ist ihr Be-
rihrungspol. Die Halbachse ihres in der Symmetrieebene R, R,T;T,
liegenden Meridians ist gleich dem Halbmesser des grossten Parallel-
kreises, d. h. 8%/y; der andere wird mit Hilfe der Ellipse R, R,T,T,
(nach Anmrk. No. 6) bestimint und st aB/y, somit grosser als der
erstere. Diese Drehfliche wird also abweichend von den fritheren
kein Sphiroid, sondern ein sogenanntes Drehellipsoid sein,
sowlie auch das zu diesemn beziiglich der Symmetrieebene S,8,T,7T,
symmetrische 7’2,

Also:

Im Polarraum einer imagindren Fliche 11. O. x%, dessen Zentral-
ellipsoid ® dretachsig ist, gibt es sechs paarweise in Bezug auf die
Symmetrieebenen von w?* symmetrische reelle Vertreter der Fliche »2,
die Drehflichen sind; zwei Paar derselben sind Sphéroide und das
dritte Paar besteht aus zwei Ellipsoiden. Die Drehachsen von zwei
Sphdroiden sind parallel mit der kleinen Achse und die von den
zwer anderen Sphdroiden sind parallel mat der mittleren Achse von ?,
wdhrend die Drehachsen der zwev Ellipsoide mit der grossen Achse
von w? parallel sind; endlich liegen die Aquatorialkreise dieser sechs
Drehflichen in den Symmetricebenen von w?.

Ist das Zentralellipsoid w*> des Polarranu-
mes eine Drehfliache, so haben wir zwel Fille zu unter-
scheiden: a) wenn es ein Drehellipsoid, b) wenn es ein Sphéroid ist.

a) Jeder Punkt der Drehachse T,T', des Ellipsoids w? als
Berithrungspol bestimmt einen reellen Vertreter der Fliche x2,
der eine Drehfliche ist. Fir alle Beriihrungspole innerhalb «?,
mitgerechnet diese selbst, sind die reellen Vertreter Ellipsoide; fur
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die Scheitelpunkte T,, T, sind sie Paraboloide, endlich fir die
ausserhalb «? liegenden Beriihrungspole der Drehachse sind sie
zweischalige Hyperboloide.

Ausser diesen gibt es noch oo reelle Vertreter der Fliche xZ%,
die Sphiiroide sind, dessen Berithrungspole auf einem mit dem
Aquator des Zentralellipsoids w? konzentrischen Kreis k? liegen,
dessen Halbmesserquadrat: 02=42%.(«>—§#%): («*+3% ist, wenn a
die halbe Drehachse und @ den Halbmesser des Aquatorkreises
von @2 bedeutet. Nimmt man auf diesem Kreis k2 einen Punkt T
als Beriithrungspol an, so ist der reelle Vertreter -2 fiir diesen
Beriihrungspol ein Sphiiroid, dessen Aquator in der Meridianebene
TT\T, von ? liegt und einen Halbmesser von der Grosse «?/8 hat,
dessen Drehachse durch den Mittelpunkt M, seines Aquators gehend
auf die Meridianebene TT,T, senkrecht steht und von der Dreh-
achse des Zentralellipsoids w? den Abstand: OM,=(a*—p"4:4;
endlich ist die Drehachse dieses Sphiroids gleich der Drehachse
des Zentralellipsoids, nimlich: 2a.

b) Wird die kleine Achse R,R, des dreiachsigen Zentral-
ellipsoids w? zur Drehachse desselben, also w? ein Sphiiroid, so ist
diese Achse der Ort der Beriihrungspole aller reeller Vertreter der
imagindren Fliche x?, die Drehflichen sind.

Ist O der Mittelpunkt von ?; 2a der Durchmesser seines
Aquators; R,R,=2; und sind die Punkte B, R’ auf der Drehachse
R.R, so bestimmt, dass OR?= OR2= y%(«>—;?): (¢4 ?), dann
werden die reellen Vertreter o? der Fliche x? fir die Berithrungs-
pole auf der Strecke RR': Sphiroide; fiir die Berithrungspole R, R':
Kugeln; fur die ausserhalb der Strecke RR’ liegende Beriithrungs-
pole der Strecken RE,, R'R,: Drehellipsoide; fir die Beriihrungs-
pole I}, R, Drehparaboloide, endlich ftir alle Berithrungspole, die
ausserhalb der Strecke R,R, auf der Geraden R,R, liegen: zwei-
schalige Drehhyperboloide. Die Halbmesser der zwei Kugeln
sind: a?f;.

Von diesen Untersuchungen wollen wir nur Folgendes her-
vorhehen :

Der Polurraum einer imagindren Fldiche 11. O. hat wm All-
gemeinen keine Kugel zu ihrem reellen Vertreter; ist aber dus
Zentralellipsoid desselben ein Sphdiroid, so gibt es auf der Drehachse




176 L. KLUG.

desselben zwet Beriihrungspole von zwei reellen Vertretern, die Ku-
geln sind.

Ferner : Liegt ein Punkt D auf einer Achse des Zentralellipsoids
w? einer imagindren Fliche x® vom Mittelpunkt O im Abstande
0=0D, und ist die Linge dieser Achse 2a, die Linge der zwei
anderen Achsen 243, 2y, und ist der kiirzehalber 9 =(a?+62) : (a®—4?)
so wird fiir den Punkt D als Berithrungspol eines reellen Vertreters
von x2, diese eine Fliche I1. O. 2 sein, dessen auf der ersten Achse
liegende Achse gleich ist 2.2, und die zwei anderen mit den
Achsen von «? parallele Achsen gleich sind: 28.39,, 2r.9,, und der
Abstand seines Mittelpunktes vom Mittelpunkt O ist gleich:
24?0 : (a®—0?); schliesslich hat das Zentralellipsoid von allen reellen
Vertretern der imaginiren Fliche die kleinsten Achsen.

17. Wir bezeichnen auf der Kante 4;4; eines Polartetraeders
A= (A,4,4,4,, ajo.05a,) der imag. Fliche x2, dessen Seite q;
dem Eckpunkt A; gegeniiber liegt, diejenigen konjugierte Pole
der Fliche x2, welche die Eckpunkte harmonisch trennen, mit EK;;, I;;
(wobei Fj; auf der endlichen Teil der Kante liegt), und die Polar-
ebenen der Punkte E;;, F;, welche die Ebenen a;, ¢; harmonisch
trennen und bezw. durch die Punkte Fy, E; gehen, mit e, ¢;.
Diese zwélf konjugierten Pole sind die Eckpunkte von drei Polar-
tetraedern Ty=E,,F5,F1pFy, To=Ey5Eo F15F sy, Ta=E1sFpF14F o
der Fliche x2, die ein desmisches Tripel bilden.

Diese konjugierten Pole Ej; F; sind noch die Eckpunkte
von zwolf Vierseiten :

E23E24E34F23F24F34 E23E24E34F14P 12 EQ3E24E34E14E13 Elz
E34E13E14F34F13F14 E34E13E14F12F2 28 E34F13F14E12.F24F123
E14E24E12F14F24F12 EM‘B 4E12F23F13F34 E24 F14F12E13F"3F34

E12E13E23F12F13'FZ3 E12E13E23F34F F14 E14F12F13E F34F 24

deren Diagonaldreieck die Seiten sind: des Polartetraeders 4 und
noch von zwei anderen Tetraedern: B=B,;B,B,B,,C=C,C,C,C,, die
gleichfalls ein desmisches Tripel bilden, welches zum ersten T,T3T,
konjugiert ist. Dabei ist B;B;=E;F, C,C;=F;F, C,Cy =EyEj.

Die beiden Tetraeder B, sind ebenso wie 4 Polartetraeder
der Fliache x2. Denn z. B. im Eckpunkt B, treffen sich die Polar-
ebenen g ,=A34,F,,, ¢13=Ay4,F3, p14=A;43E,4 der drei Punkte
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Py Fy3, Fyy, und in der Ebene dieser drei Punkte liegt die Gegen-
seite B,I3,B, des Eckpunktes B,.

Ebenso treffen sich die Polarebenen e, =A4;4,F;,, &35=
A A F g, e14 = Ay A3 F,, der drei Punkte E,, E;, E, im Eck-
punkt C, des Tetraeders, wihrend die Ebene E,,E,;F,, die Gegen-
seite C,C,C, ist des Eckpunktes C,.

Nach der Annahme trennen die Eckpunkte auf den Gegen-
kanten F,,F,,, E3F,, des Polartetraeders T, die Eckpunkte 4, 4,,
A; 4, des Polartetraeders A harmonisch. Aber auch die Eckpunkte
auf den zwei anderen Gegenkanten E ,Fy,, Eo Fiy; Eioliy,, FioF3,
des niamlichen Polartetraeders T, trennen die Eckpunkte auf den
Gegenkanten B,B,, ByB,; C,C,, C3C, der Polartetraeder B, C
harmonisch. Ebenso verhalten sich auch die Eckpunkte auf den
Gegenkanten der zwei anderen Polartetraeder T,, T, gegeniiber
den Polartetraedern I3 und C.

Also:

Drejenigen konjugierten Pole, welche auf den Gegenkanten eines
Polartetraeders A der imagindren Fldche II. O. x* die Eckpunkte
harmonisch trennen, sind die Eckpunkte von dreiv solchen Polar-
tetraedern der Fliche x2, die ein desmisches Tripel bilden. Das zu
diesem konjugierte desmische Tripel von Tetraedern besteht aus dem
Polartetraeder A und moch zwet Polartetraedern B, C der Fléche.
Jedes der sechs Polartetraeder bestimmt die dibrigen fiinf in gleicher
Werse.

Den Polarraum der imagindren Fliche x* erfiillen oo® solche
konjugierte desmische Polartetraedertripel, wie das durch das Polar-
tetraeder A bestimmie 1st.

18. Die imaginire Fliche x? trifft die Kanten 4;4;, B;B;, C;C;
der Polartetraeder 4, B, C des desmischen Tripels in den konjugiert-
imaginiiren Punkten A, A4;; By, Bj; Cj, Cj, welche durch die
harmonische Wirfe der Eckpunkte der konjugierten desmischen
Polartetraedern ABC, T,T,T, dargestellt werden kénnen; u. zw.
sel (bel E-U=Eji’ Fij—_—Fji)

Aij == AiEiiAjFii’ Bii == B/LEUBJF}C[, Cu‘ = OlF}_iCi.ij,
Cy=CilyCiEn (] 1).

LI 12
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Die achtzehn Paar konjugiert-imaginire Treffpunkte der neun
Paar Gegenkanten der Tetraeder 4, B, C sind die Eckpunkte
folgender neun der imaginiren Fliche x2 einbeschriebenen Tetraeder;

It = Ay Ay Ay Ays I:-; = ByyB; By Bys Is = (120,035,003
Iy = Ayg Agy Aoy Ay I;‘f’ = B13B3IBZ4342 I;i: =C13031C0Cls
If = A Ay A dse  Ii = BBy BygBs, I = C14CyCosCis.

Diese neun imaginiren und die sechs reelle Polartetraeder
A...T, kann man in folgende neun konjugierte desmirche
Tetraedertripel zusammenfassen :

ALLS, LIS ALL, ToI3Iy ALL, TSI

BIiIy, T.I;I{ BLIS, T,ILIY  BLI{, T,I I

CI; I, T.I515 CISIY, T.I5Is  CIIY, T,ISI:,

welche mit dem reellen desmischen Tripel 4BC, T,T,T, ein voll-
stindiges desmisches Tetraedersystem bilden.

Zunichst ist ersichtlich, dass sich in den folgenden Eckpunkten
der sechs reellen Tetraeder je sechs imagindre Gerade und die zu
diesen konjugierte Gerade treffen; nimlich:

im Punkt A, treffen sich die Geraden By;,Cy;, B;Cy;
« o« B; « « o« « Cudy, Cid;
« o« o « « o« « A By, AyBy
« o« A; « « « « BiuCn. ByCuiy ByCy. ByCy
« o« B; « « 4« «  Cuda, Cyjdus, Cudyy, CipAy
« « GC; « « ¢ ¢ AyubBui, A1Br, AuByj, A By
« « Eli ¢ ¢« o« ¢ Aleij, BljBij, Cle,;l, CjiCik
« o« Fy o o« « o« « Ay Aji, ByBi, BBy, CyCi
« o« Fy o« « « « A Aji, AyiAjy, BBy, CuCi
« « E; o« « ¢ « { Aiidy, BuBy, CyCy

’ 44,‘.,-A;,1,', Bkin_,', CkiC/,:,'.

woraus dann folgt, dass die angegebenen achtzehn Tetraedertripel
desmisch sind.

Um aber zu zeigen, dass die neun Tripelpaare auch k on-
jugiert sind, betrachten wir eines derselben, z. B. das erste
Paar: AILG, T.ISIS.

Die aus einem Eckpunkt eines Tetraeders im ersten Tripel,
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z. B. aus dem Kekpunkt I3, zu den Gegenkanten eines anderen
Tetraeders 4 des niémlichen Tripels gezogene Transversalen treffen
diese (segenkanten in sechs Punkten, und diejenigen sechs Punkte,
welehe die Treffpunkte von den Eckpunkten auf den Kanten
dieses Tetraeders harmonisch trennen, sind die Eckpunkte des
zu AINIS konjugierten desmischen Tripels.

Die aus dem Eckpunkt B, zu den Gegenkanten A, A4,, A4,
des Tetraeders A ausstrahlende Transversale trifft diese in den
Punkten FE,,, Fy,; denn aus dem Punkt B,, geht nur eine Trans-
versale zu jenen Gegenkanten, und diese ist die reelle Gerade
By By =B, By=E,,F.,.

Aus den harmonischen Wiirfen 4,E,, 4,I%,, A3F5, A, Fg, folgt
dann, dass F.,, E,, jene Punkte sind, die die Eckpunkte auf den
Gegenkanten A;A4,, A,A, des Tetraeders A harmonisch trennen.
dass also FE B, F,Fa=T, das eine Tetraeder ist in dem zu
AILI; konjugierten desmischen Tripel.

Jetzt wollen wir aus dem ndmlichen Punkt B, die Transver-
sale filhren zu ein anderes Gegenkantenpaar, z. B. 4,45 4,4,
des nimlichen Tetraeders A.

In den Zeilen und Reihen der folgenden Matrize :

Ay By 4, Fyy
Fy3 B, Fyy By
Ag Fy 4y By
Fis By Eyy By

sind harmonische Punktwiirfe, die auf je vier einer Regelschaar
angehorenden harmonischen Geraden liegen, von welcher jede die
Leitschaar der anderen 1st.

Durch den Punkt B3,, der Geraden B,B, geht eine Gerade der
Regelschaar, welche die Geraden A,A4,, 4,4, ihrer Leitschaar in
den imaginidren Punkten A;,, A4,, trifft. Diese Treffpunkte und
die Punkte A,,, 4,, auf den Gegenkanten A, 4, 4,4, des Tet-
raeders, welche die Eckpunkte harmonisch trennen, sind die Eck-
punkte des Tetraeders 4,45, Ay A4,p=13, welches somit ebenfalls
dem zu AI3I5 konjugiertem desmischen Tripel gehort.

Ebenso folgt, dass auch Ij ein Tetraeder dieses desmischen

12%
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Tripels ist, und damit haben wir gezeigt, dass jene neun Paar
desmische Tetraedertripel konjugiert sind.

Die Gerade Aj A4,,B,, der obigen Regelschaar trifft die har-
monischen Geraden AzA4,, A,A,, B;B,, B,B; ihrer Leitschaar in
dem harmonischen Punktwurf Ay, 4,,B,,B,;. Betrachtet man aber
noch die in den Zeilen und Reihen befindlichen harmonischen
Punktwiirfe der folgenden Matrize :

Cy EppCy Ey
EyB, Fy By
02 F34 Cl F12
1523 B2 'Fl4 B3’

so findet man, dass diese gleichfalls auf harmonischen Geraden
von zwei Regelschaaren liegen, von welchen jede die Leitschaar
der anderen ist. Die Gerade B,,B,; gehort hier auch zu einer der
Schaaren und die trifft die Geraden C,;C,, C,C; der anderen Schaar
in den Punkten Cy,, C,,. Es liegen somit die drei imaginiren Punkt-
paare Ay Ay, ByoByg, Ca50,4, 50 wie auch die zu diesen konjugierte
Punktpaare A,3.44s, BgiBsys Cs3Chy in je einer Geraden. Diese zwei
Geraden, die wir mit ¢, bezeichnen werden, sind zwei konjugiert-
imaginire Geraden IL. Art und liegen auf der imaginiren Fliche
II. 0. £%

Die iibrigen vierundzwanzig Eckpunkte der neun imaginiren
Tetraeder I3. .. I5liegen noch zu sechsen auf zwei Paar konjugiert-
imaginire Geraden II. Art 4, 4;, welche der nimlichen Schaar
wie 1, angehoren, und auf drei Paar imagindren Geraden 4,, i,, %,
welche der Leitschaar derselben angehdren, was aus folgender
Tabelle ersichtlich ist:

i i i
,l', { A12 A34 B14 B23 Cla 042
3 A43 A21 B32 B41 C?A 031
'I: { B31 B42 012 C'43 A14 A23 (a )
3 B24 B13 034 C121 A32 A41 !
il J C'14 C23 A13 A42 B21 B34
l 032 041 A24 A31 B43 B12
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Die neun imaginidre Tetraeder I5...I{ kann man dann durch
ihre auf der imagindren Fliche x2 liegende, je zwei Paar (egen-
kanten so ausdricken :

.. b .. . ..
I =4.4; I = 46ty I =43
Ig = 7:4’1:1 Ig = 'I:Q’l:,; .I:; = 7;;;’1:5
IZ = 1¢l3 14 = %5 I; = %:%.

Die Resultate dieser Untersuchungen in Bezug auf den Polar-
raum lauten:

Ist die Inzidenzfliche x* eines Polarraumes imagingr, so ust
dieselbe eine Regelfldche mit zwei tmagindren Regelschaaren.

Ifin Gegenkantenpaar eines Polartetraeders A desselben trifft die
Fliche x* in den vier Eckpunkten eimes Tetraeders i,4,; zwer Gegen-
kanten desselben sind zwei konjugiert-imagindre Gerade 1, der einen
Regelschaar und zwei andere Gegenkanten sind zwei konjugiert-
imagindre Geraden 1, der anderen Regelschaar, welche die Leitschaar
der ersten ist. Ebenso treffen die dibrigen zwei Paar Gegenkanten des
Polartetraeders A die Fliche x® in je vier Eckpunkten von zwer Tet-
raedern 14, i5,; die imagindren Gegenkanten 15 und 4, dieser gehoren
der ersten Regelschaar, die zwet anderen iz und i, der zweiten Regel-
schaar, also der Leitschaar der [riiheren, auf der imagindren Flédche x%

Die drei Geradenpaare 1., i, i5 der ersten Regelschaar treffen die
Geradenpuare vy, 14, % der zweiten Regelschaar ausser in den Fck-
punkten der obigen dret Tetraeder, noch in den imagindren Eckpunkten
von zweimal drei Tetraedern: iy, 1405, G5ty UNd tyty, 15ty b5l we che
ebenso wie die zwes ersten je ein Paar reelle Gegenkanten haben. Die
drey reelle Gegenkanten der drei ersten und der drei ibrigen Tetraeder
sind die Gegenkanten von zwet reellen Polartetraedern B und C des
Polarraumes, die mit dem Polartetraeder A ewn desmasches Tripel
bilden.

Die neun wmagindren Tetraeder, sowte auch die drei reelle Polar-
tetrueder A, B3, C, endlich die drei Polartetraeder des zu diesem kon-
jugierten desmischen Tripels sind solche fiinfzehn Tetraeder, die man
wn zehn konjugierte desmische Tripei eines vollstindigen desmischen
Tetruedersystems vereinigen kann.

ondlich ses moch bemerkt, dass die drei konjugiert-imagindre
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Geradenpaare betder Regelschaaren 1y, ig, 15 und 1y, 14, 14 die Eigen-
schaft haben, dass jedes Paar die beiden iibrigen der ndmlichen Schaar
harmomisch trennt und das auf der imagindren Fliche x® oo® Sechs-
tupel von solchen konjugiert-tmagindren Geradenpaare, wie 143,. . .1,
vorkommen.

19. Betrachten wir die reellen Vertreter der imaginidren Fliache
II. O. 2, deren Berihrungspole die Eckpunkte sind der drei
Polartetraeder 4, B, C eines desmischen Tripels und die wir den
Berihrungspolen 4,, B;, C; entsprechend mit a;, 8;, y; bezeichnen.

Die Fliche a? geht durch die sechs konjugierten Pole E,,, Fi,;
E,Fyy; By, Fy, auf den in ihrem Berithrungspol 4, zusammen-
stossenden Kanten des Tetraeders 4 und wird in diesen konjugierten
Polen von den Ebenen beriihrt, welche sie mit den Gegenkanten des
Tetraeders A verbinden, also von den Ebenen : By, A3 4,=E ,Ey, Fs,,
FyoBigFyys BigliogFyy, FigEoyl oy ErEggFyg, FraEgkpg, d. h. von
sechs Seiten der fritheren drei Tetraeder Ty, T3, T, des zu dem
Tetraedertripel 4, I3, C konjugierten desmischen Tripels.

Von diesen Berithrungsebenen treffen sich diejenigen drei,
welche die Fliche of in den Punkten

Eyplighy,  FruFiply
By FigFy, FiolisEyy
E3FyoFqy FisEyoE,
By Fly FyE By,

berithren in den Kckpunkten B,, B,, By, B, und C,, C,, C;, C,
der zwel Tetraeder B und C, und die Eckpunktpaare B,C,;, B,C,,
B;Cy, B,C, liegen mit dem Beriithrungspol 4, in einer Geraden.

Da diese Eigenschaft, die wir von dem reellen Vertreter «;
gefunden haben, auch fiir die drei anderen reellen Vertreter af und
den acht reellen Vertretern 83, 7 gelten, so hat man:

Sind die Beriihrungspole von vier reellen Vertretern af einer
wmagindren Fliche 11. O. x* die Eckpunkte evnes Polartetraeders A,
so beriihren sich diese paarweise in denjenigen zwolf paarweise kon-
jugierten Polen von x2, welche die Eckpunkte auf den Kanten des
Polartetraeders A harmonisch trennen, und es liegen auf jedem der
vier reellen Vertreter sechs dieser Derithrungspunkte. Die sechs Be-
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riihrungsebenen in den sechs Berikrungspunkten eines beliebigen
reellen Vertreters o} treffen sich zu dreien in den acht Eckpunkten
von zwet solchen Polartetraedern B und C der Fliche «2, die in Bezug
auf den Berithrungspol der Fliche ai perspektiv liegen. Die zwei
Polartetraeder I3, C bleiben dieselben, welcher vmmer der vier reellen
Vertreter af zu threr Bestimmung beniitzt wurde, so dass die Polar-
tetraeder I3, C in Bezug auf alle vier Eckpunkte des Polartetraeders A
als Perspektivititsmittelpunkte perspekiiv liegen und somit A, B, C
ein desmisches Tripel bilden. Jedes der Polartetraeder dieses Tripels
ist gleichberechtigt in Bezug auf x2, d. h. in den zwolf DBeriihrungs-
punkten der vier reellen Vertreter af beriihren sich auch paarweise
diejenigen zweimal vier reelle Vertreter 37 und ri, deren Beriihrungs-
pole die Eckpunkte der Polartetracder I3 und C sind.

Die zwilf Beriihrungspunkie dieser Flichenpaare sind gleich-
falls Eckpunkte von drei Polartetraedern Ty, Ty, Ty der Fliche 2,
die das zu ABC konjugierte desmische Tripel bilden. Jeder Eckpunkt
E;; (oder F;;) dieser drev Polartetraeder, durch welchen also je eine
Kante der drei anderen Polartetraedern A, B, C geht, ist ein Beriih-
rungspunkt von drei solchen reellen Vertreterpaaren der Ifliche 2,
deren Beriihrungspole die Eckpunkte sind auf diesen Kanten und
die zu thren Beriihrungsebenen, die in diesem Eckpunkte E;; (oder Fy)
zusammenstossenden Seiten eines der Polartetraeder T,, T, oder T,
kaben.

Um die Gattung der vier reellen Vertreter of der imaginiiren
Fliche x? zu bestimmen, deren Berithrungspole die Kckpunkte
eines Polartetraeders A=A, 4,454, sind, nehmen wir erstens an,
dass ein Eckpunkt z. B. A4, innerhalb, also die drei anderen ausser-
halb seines Zentralellipsoid «? liegen, in welchem ¥alle «? ein
Ellipsoid, die drei iibrigen reelle Vertreter aber zweischalige Hyper-
boloide sind.

Liegt A, ausserhalb &2, dann konnen von den drei iibrigen
Eckpunkten des Polartetraeders alle drei ausserhalb o2, zwei
ausserhalb, einer innerhalb oder auf 2, einer ausserhalb, zwei
auf »?, aber niemals kénnen zwei Eckpunkte innerhalb w? liegen.

Liegt endlich A4, auf «?, so liegt hochstens noch ein Eckpunkt
ebenfalls auf »? die zwei anderen aber liegen ausserhalh derselben.

Dem entsprechend kann man sagen:



184 L. KLUG.

Sind die Berithrungspole von vier reellen Vertretern einer ima-
gindren Fliche II. O. x* die Eckpunkie eines Polartetraeders, so
sind diese entweder: 1. vier zweischalige Hyperboloide oder 2. drei
zweischalige Hyperboloide und ein elliptisches Paraboloid oder ein
Ellipsoid, schliesslich 8. zwei zweischalige Hyperboloide und zwes
elliptische Paraboloide.

20. Im Folgenden sei die Inzidenzfliche des Polarraumes
eine reelle Flaehe II. O. x2 die aber, um Ausnahmen
zu vermeiden, keine Kegelfldche ist, und wir wollen die Gattung
der zu x? konjuglerten Flichen II. O. bestimmen.

Ist «2 eine elliptische Fliache, also keine Regelfliche, so sind
die zu x? konjugierten Flichen fiir alle innerhalb x2 liegenden
Beriihrungspole: imaginir. Schliessen wir diesen Fall aus und
nehmen wir an, dass der Berithrungspol immer ausserhalb der
elliptischen Fliche x2 liegt.

Ist x2 ein Ellipsoid, so sind fur alle Berithrungspole die zu thr
konjugierten Flichen einschalige Hyperboloide.

Ist »2 ein elliptisches Paraboloid, so sind die zu ihr konjugierte
Flichen einschalige Hyperboloide oder Paraboloide, je nachdem
die Berithrungspole im Endlichen oder unendlich fern liegen.

Ist x® ein zweischaliges Hyperboloid und «? das zu diesem
beziiglich seines Mittelpunktes O als Berithrungspol (also in der
Bedeutung, die man gewdhnlich beniitzt) konjugierte einschalige
Hyperboloid, so sind alle zu »? konjugierte Flichen «® hyperbolische
Paraboloide oder einschalige Hyperboloide, je nachdem die Be-
rithrungspole auf @? oder ausserhalb dieser Fliche liegen. Denn
ist P ein Punkt der Fliche «?, so ist seine Polarebene nach x? die
Beriihrungsebene von «? in dem anderen Endpunkt ¢ des durch P
gehenden Durchmessers (PO=0¢). Auf diesem Durchmesser ist
der zu O konjugierte Pol 0’ nach x®> der unendlich ferne Punkt
desselben, und da dieser den Punkt O von dem Punkt P und der
Ebene 7 harmonisch trennt, so geht die zu x? beztiglich des Be-
rithrungspoles P konjugierte Fliche a2 durch die Punkte O, 0" und
wird im ersten Punkte von der zu = parallelen Ebene, im Punkte 0’
aber von der unendlich fernen Ebene beriihrt. Die Flédche wird also
von den Ebenen des Biischels POO’ in Parabeln geschnitten, und
da diese Parabeln diesseits und jenseits der Berithrungsebene des
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Punktes O liegen kénnen, so ist die Fliche «? ein hyperbolisches
Paraboloid.

Ist x2 ein einschaliges Hyperboloid, so wird die zu ibhr kon-
jugierte Fliche o? ein Ellipsoid, ein zweischaliges Hyperboloid
oder ein elliptisches Paraboloid, je nachdem der Berithrungspol
innerhalb, ausserhalb oder auf demjenigen zweischaligen Hyper-
boloid w? liegt, welches zu x2 in Bezug auf seinen Mittelpunkt O
als Berahrungspol konjugiert ist.

Ist schliesslich x2 ein hyperbolisches Paraboloid, so sind die
zu diesem konjugierte Flichen «® zweischalige Hyperboloide oder
elliptische Paraboloide, je nachdem die Beriihrungspole im End-
lichen oder unendlich fern liegen.

Von diesen Untersuchungen heben wir nur folgendes
hervor:

Von zwet konjugierten Flichen II. O. ist die eine vmmer evne
Regelfliche und die andere eine elliptische Fldche; jene kann auch
imagindr sein, diese ist tmmer reell.

Ist eine der beiden konjugierten Flichen eine Zentralfliche 11. O.
und st die zu dieser in Bezug auf den Mittelpunkt als Beriihrungspol
konjugierte Fliche w?, so ist die zur Zentralfliche konjugierte Fliche
ein Parabolovd, wenn der Beriihrungspol auf der Fliche «w? liegt.

Der zweite Teil des Satzes steht in vollstindigem Kinklang
mit dem ersten Satz im No. 17, wo niimlich eine der beiden kon-
jugierten Fliachen x2 imaginir war.

21. Es sei A=A;A,A; A, ein Polartetraeder der reellen Fliche
I1. 0. »*, die aber keine Regelfliche ist; dann liegen von den
Eckpunkten drei A,, A,, A, ausserhalb, der vierte innerhalb der-
selben. Mit E;;, Fy sollen wie friher diejenigen konjugierten Pole
auf den Kanten bezeichnet werden, welche die Eckpunkte har-
monisch trennen, und mit Ej;, Fy; die Treffpunkte der Kante 4;4;
und der Fliche %, die also ebenfalls die Eckpunkte harmonisch
trennen, wobei die Punkte Fy, F;; auf den endlichen Teilen
der Kanten sind.

Die Eckpunkte A, Aj;, A, des Polartetraeders 4 als Be-
rithrungspole bestimmen drei zu x? konjugierte Regelflichen aj,
al, a2; die vom vierten Eckpunkt .4, als Berithrungspol bestimmte
Regelfliche ist imaginir. Jene berithren x? in den reellen Kegel-
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schnitten af = Fygl0, Fi3F\y, af = IyyFyoFy Fyy, a5 = BB Fy o Fi,
diese in den imaginiiren Kegelschnitt a2.

Die Flichenpaare «’al, a2a?, ajoi berihren einander in den
Punktpaaren: K F,, Epule; I13F 3, EoyFoy; ieFy, Egyl's, und
sie haben die drei Kantenvierecke E|jEpF 2F o5, E3EsyFizFy,,
E,,E,F,F,, der drei desmischen Tetraeder T,, T3, T, gemein.

Auf jeder der drei Regelflichen o2, aj, af liegen zwei dieser
Kantenvierecke, deren Gegenseiten zwei solche (zeradenpaare sind
der einen und der anderen ihrer Regelschaaren, die einander har-
monisch trennen. Es gibt aber in jeder dieser Regelschaaren noch
ein drittes Geradenpaar, welches namlich die zwei ersteren harmo-
nisch trennt. Diese sind in jeder Schaar konjugiert-imagindr und
bilden auf jeder der drei Regelflichen o, a3, a} diejenigen Vierecke,
in welchen die imaginire Regelfliche a? jene trifft.

Bezeichnet man, wie in No. 18, die zw6lf konjugiert-imagi-
nidren Treffpunkte der sechs Kanten 4;4; des Polartetraeders A
und der imagindren Regelfliche o2 mit 4;, Aj, so kann man
die auf den drei zur Flache x3 konjugierten reellen Regelflichen
a2, a2, @} und auf der imaginiren Fliche o? liegenden und zu den
zwei Schaaren derselben gehérenden Geradenpaare in den in No. 22
befindlichen Matrizen aufschreiben, wo von den in den Zeilen und
Reihen befindlichen Geradenpaaren das erste, das mittlere und
das letztere, die zwei anderen Geradenpaare harmonisch trennt.

Auf den vier Flichen af, a3, aj, af treffen die drei Geraden-
paare der einen Schaar die drei Geradenpaare der anderen Schaar
in den Eckpunkten von je neun Tetraedern eines vollstindigen
desmischen Systems und die ubrigen sechs Tetraeder desselben
sind Polartetraeder der bhetreifenden Fliche und bilden zwei
desmische Tripel. Diese findet man ebenfalls in No. 22, wo die mit
a2 (und 4%) in einer Zeile und Reihe befindlichen sechs Tetraeder,
Polartetraeder derselben Fliche sind.

Also:

Ist x5 eine elliptische Fliche 11. O., A=A, A,A5A, ein Polar-
tetraeder derselben und sind a; die vier zu x? konjugierte Fldchen 11.0.,
welche die vier Eckpunkte A} des Polartetraeders A als Beriihrungs-
pole bestimmen, so wird jede dieser Flichen a2 von den drei anderen
wn solchen Geradenpaaren jeder Schaar derselben getroffen, von denen
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jedes Paar die zwet anderen harmonisch trennt. Die vier T'reffpunkte
jedes Geradenpaares der ewnen Schaar mat jedem Geradenpaar der
anderen Schaar auf den vier Flichen, sind die Eckpunkte von Tet-
raedern, von welchen man in dieser Weise vierzehn wverschiedene
erhilt, die mit dem Polartetraeder A ein vollstindiges desmisches
System 1 bilden. Auf jeder der vier Fldchen o} liegen die Kanten-
vierecke von meun verschiedenen dieser Tetraeder, wihrend die sechs
ibrigen Tetraeder des Systems J zwes konjugierten desmaschen
Tripeln angehiren und Polartetraeder der betreffenden Fliche sind.

Endlich bemerke man noch, dass von den vier zur Fldche »*
konjugierten Fldchen a?: drev Regelfldchen reell sind und die vierte
mmagindr st.

Wir erginzen die obigen finf Flichen II. O., nédmlich die
elliptische Flache x? und die zu dieser konjugierten vier Regel-
flaichen — die drei reellen «2, a?, af und die imaginire a? — mit
drei elliptischen Flachen II. O. #2, x2, x3, welche zu der imaginiren
Fliche x? bezuglich der Eckpunkte 4,, 45, 4, des Polartetraeders 4,
als Berithrungspole konjugiert (d. h. ihre reelle Vertreter) sind,
und fur die also das Tetraeder 4 ebenfalls ein Polartetraeder ist.
Es beriihren sich dann die Flichenpaare xixj, gebildet aus den vier
Flachen: x3, x3, x5, x; in den Eckpunktpaaren EjI'; der Tetraeder
T,, T3, T, des zu 4 — und noch zwei Tetraeder B und C — kon-
jugiertem desmischen Tripels. ‘

Diese vier Flichen x? sind aber nicht nur zu der imaginiren
Fliche u? beziiglich der Berithrunspole A4, konjugiert, sondern sie
sind auch konjugiert zu den drei anderen Regelflichen af, a2, a
beziiglich der Eckpunkte 4; des Polartetraeders A als Berithrungs-
pole, aber in ein anderer Reihenfolge derselben.

In der ersten Matriz in No. 22 ist jeder Eckpunkt 1; des Polar-
tetraeders 4 der Berithrungspol fiir zwei solche konjugierte Fli-
chen, die mit dem Berithrungspol -; in einer Zeile und Reihe sind.
Die vier Regelflichen af werden also nicht nur durch die zuerst
angenommene elliptische Fliche x7 und ihr Polartetraeder 4
bestimmt, sondern durch welche immer der drei elliptischen Fli-
chen I1. O. x2, x2, x3.

Kurz:

Eine Fliche 11. Q. und ein Polartetraeder A derselben bestimmt
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vier zu diese konjugierte Flichen II. O. of, deren Beriihrungspole
mit der ersten Fliche die Fckpunkte A; sind des Polartetraeders.
Zu irgendeine dieser vier Flichen a? kann man moch drei beziiglich
der drei freien Eckpunkte des Polartetraeders A, als Beriihrungspole,
konjugierte Fldchen finden, die dann mait der ersten Fliche solche
vier Fldchen x} sind, das jede Fliche des einen Quartupels (a2), zu
jeder Fldche des anderen Quartupels (x7) beziiglich eines Eckpunkies
des fiir alle acht Fldichen gemeinsamen Polartetraeders A, konjugiert
1st. Die Flichen des einen Quartupels sind elliptische Flichen, die
des anderen sind Regelfldchen, u. zw. sind drev von diesen reell, die
vierte aber ist tmagindr.

22. Gehen wir jetzt von zwei beliebigen konjugierten desmi-
schen Tetraedertripeln ABC, T,T;T, aus, deren Kckpunkte mit
den nimlichen Buchstaben und Zeiger bezeichnet sind, die wir
in den vorangehenden Nummern beniitzt haben. Diese bestimmen,
wie wir oben sahen, erstens neun imaginire Tetraeder I... Iy,
die mit jenen sechs ein vollstindiges desmisches System 4 bilden;
zweitens drei Paar solche Flichenquartupel, wie diejenigen sind,
welche wir in den vorangehenden Satz beschrieben und mit a2, x?
bezeichnet haben. ’

Das Tetraeder A des ersten desmischen Tripels bestimmt
nimlich als Polartetraeder vier elliptische Flichen II. O.: &}, «3,
x3, x3, welche bezw. durch diejenigen drei Eckpunktpaare E;Fy
der Tetraeder T,, T,, T, gehen, die auf den in den Eckpunkten
A,, A4,, Az, A, zusammenstossenden Kanten des Polartetraeders 4
liegen und deren Beriihrungsebenen in diesen Eckpunktpaaren
sich in den Gegenkanten des Polartetraeders A4 treffen. Von den
Eckpunkten des Polartetraeders A liegt dann einer innerhalb der
Fliche x? und drei liegen ausserhalb derselben, und die Fliche soll
mit demselben Zeiger versehen werden, wie der innerhalb derselben
liegende FEckpunkt des Polartetraeders, d. h. jeder Eckpunkt 4;
liegt innerhalb der Fliche 2%,

Zu diesen vier elliptischen Flichen x? sind beziiglich der Eck-
punkte des Polartetraeders A als Berithrungspole, bei verschiede-
nen Reihenfolge derselben vier Regelflichen II. O. o}, «f, a2, af
konjugiert (die folgende erste Matrize in dieser Nummer), von
welchen die erste, welehe zu den innerhalb der Fliche x? liegenden
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Eckpunkt A, als Berithrungspol (in allen vier Fillen) konjugiert
ist, imaginir ist, die drei anderen aber reell sind.

Wird nun anstatt dem Tetraeder A des desmischen Tripels
ABC einmal das Tetraeder B, ein zweitesmal C als Polartetraeder
angenommen, so bestimmen diese, wie frither A, die vier elliptische
Flichen II. O. 23, bezw. u¥, welche ebenso wie die vier Flichen x?
durch diejenigen drei Eckpunktpaaren E;Fy, bezw. E;E und
F\;Fy der Tetraeder T,, Ty, T, gehen, die auf den in den vier
Eckpunkten zusammenstossenden Kantentripel der Polartetraeder
B, bezw. C liegen und deren Beriithrungsebenen in diesen Eckpunkt-
paaren sich in den Gegenkanten der beziglichen Polartetraedern
treffen.

Auch von den Eckpunkten dieser Polartetraeder B, C liegt
je einer innerhalb der elliptischen Flichen 2%, 432, die wir wieder
mit demselben Zeiger versehen, welchen der betreffende Eckpunkt
hat; also liegen die vier Eckpunkte I3; und C; innerhall der vier
Flichen A} bezw. pi.

Zu den vier elliptischen Flichen I1I. O. 2? und ebensolchen
vier Flichen p? sind beziglich der Eckpunkte der betreffenden
Polartetraeder B und C als Berithrungspole bei verschiedener
Reihenfolge der Eckpunkte je vier Regelflichen II. O.: 83, g2, 42,
B2, bezw. r%, %, r% r? konjugiert, von welchen 87 und %, deren
Berithrungspole B;, bezw. C; (in allen zweimal vier Fillen) inner-
halb der Flichen 2%, bezw. ;3 liegen, imaginir ist, die anderen
zweimal drei Regelflichen 3%, y2 aber reell sind, deren Zuordnung
hier folgt: .
a® aj a ai 382 8364 T1iTlalasls
xi] Ay 4y454, A7 ByB,B3B, 1 C1C,05C,
x3 A, A, A,A;3 22 B,B\B,D, ns C,C,CC,
x2 A A, A A, X BB BB, 1y C4C,C1C,
x3 AgA;A4,4, Ay BB3B,DB, ra C4C5C,C,

Wir erhalten auf dieser Weise ausgehend aus dem beliebig
angenommenen Xonjugierten desmischen Tetraedertripeln zwol.
elliptische Fliachen: «3, A%, pf (¢=1, 2, 8, 4) und neun Regelflichen:
a?, 83, ri (1=2, 8, 4), sowie eine imaginire Regelfliche 4%, in welcher
sich die Flichen a2, 8%, y? vereinigen, deren reelle Vertreter die
drei elliptische Flichen x%, 27 und 42 sind, mit den zu diesen ge-
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Auf jeder dieser zehn Regelflichen liegen je neun Kantenvier-

ecke von neun Tetraedern des vollstéindigen desmischen Systems 4,
032 041 A24 A31 B43 B12

wie dies aus folgender Tabelle ersichtlich ist, wo in jeder der zehn
wohl in den Zeilen als auch in den Reihen die beiden andern har-

Matrizen das erste, das mittlere und das letzte Geradenpaar so-
monisch trennt.

horigen Berithrungspolen A4, B;, C; und ihren Gegenebenen in den
Tetraedern 4, B, C als Ebenen ihrer Beriihrungskegelschnitte.

190
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Die finfzehn Geradenpaare in dieser Tabelle treffen sich in
den sechzig Eckpunkte der finfzehn Tetraeder des vollstindigen
desmischen Systems .J; von diesen Tetraedern sind diejenigen
sechs, die in den folgenden Tabellen mit den Flichen in einer Zeile
und Reihe stehen, Polartetraeder der betreffenden Fliche und
bilden zwei konjugierte desmische Tripel, wihrend von den neun
anderen Tetraedern je ein Kantenviereck auf die Fliche liegt:

# ABC
T,I510I¢
T,III5
T,IILIL

DI 4 gD IEA oD I 4
EBTIN T, IBT,DL
IrT,C I IT,CI, IIT,CI
TLIEIE T,ILIIF T, INI I

g I, Is B g I I B gy I, It B
r.c T,I rcrlrK 1: cT,I
T, 4 I LT, 41I BT, 41
T, I5. I It T, I I3 I T, IS I8 1Y

RnELC  AnLC  ALILC
It AT, I° IEATI° I AT,I

rT,BIY IT,BI IT,BI
T, eI T,I°II T,IEIDI

Nun haben wir noch nachzuweisen, dass es eine imagindre
Flache II. O. gibt, deren reelle Vertreter die Flichen 3, 23, pf
sind, zu welchen die Eckpunkte 4,, B;, C; und die Gegenseiten
der Tetraeder 4, B, C als Beriihrungspole und als Ebenen der
Berithrungskegelschnitte gehoren!

Wir wissen, dass die Flachen x}, A7 bezw. durch die Punkte
419 100015 L 13 E 14 F 14y Eyol 5B 13F o 1, Fyy gehen; also ist die Ebene
ihres gemeinsamen Kegelschnitts: E,E F,,=CyCsC,, d. h. die
(regenseite des HEckpunktes C, beim Tetraeder C.

Anderseits ist die Beriihrungsebene des Punktes I, auf x?
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und des Punktes Fy, auf 22 dieselbe, nimlich E;,C,C,; denn die
Berithrungsebene des ersten Punktes ist: F,4;4,=F,,Ey, Fg=
=E,,0,0,, und die des zweiten Punktes ist: Fg,ByB,=F3,Fs, F,=
=FE4,0,C,.

Ebenso sind die Berithrungsebenen der Punkte F;, F,, auf
der Fliche »* und der Punkte Fy,, Fy3 auf der Fliche 1} die Ebenen :
Eo,C,Csy, bezw. EyCiC,y, und da diese beide und die erste Ebene
E,,C,C, durch den Punkt C, gehen, so ist C; ein Kontingenzpunkt
der Flichen »2, 2%. Diese Flichen sind somit zentrisch-kollinear
in Bezug auf den Eckpunkt C; und der Gegenseite C,C,C, des
Tetraeders C als Kollineationsmittelpunkt und -ebene.

Nun treffen sich die Berithrungsebenen E,B,B,, E,;B, B,
E,,B;B, der Punkte E,,, E,3, E,, der Fliche x2 im Punkte B,
und die Berithrungsebenen E.,4,4,, Ei34,45, K, 4,4, der nim-
lichen Punkte der Fliche 22 im Punkte A4,, und da diese Punkte
By, 4, in der Kollineation homolog und von dem Kollineations-
mittelpunkt und -ebene C,, C,C3C, harmonisch getrennt sind, so
ist die Kollineation eine involutorische.

Da man aber zwei zentrisch-involutorische Flichen II. O. die
einen reellen und also noch einen imagindren Kegelschnitt gemein
haben, als die reellen Vertreter einer imagintiren Fliche betrachten
kann: somit sind x2, 22 die reellen Vertreter einer imagindren Fliche
42. Dass aber 4, und B, die Berithrungspole fiir diese Fliche nsind,
folgt daraus, dass sich die Geraden 4,E,,, 4,F,5, 4,E,, und BE,,,
B,E,;, B,E,, welche die gemeinsamen Punkte E,,, K3, FE, der
zwei Flichen »2 und 2? mit den Berithrungspunkten F,,, Fig, Fyy,
bezw. Fy,, Fyy, Fyy ihrer sich im Punkte C; treffenden gemeinsamen
Berithrungsebenen verbinden, — in den Punkten A4,, bezw. B,
treffen.

FEbenso kann man schliessen, dass die Flichen «3, p? in Bezug
auf den Eckpunkt B; und seiner Gegenseite im Tetraeder als
Involutionsmittelpunkt und -ebene zentrisch-involutorisch liegen,
somit reelle Vertreter einer imaginiren Fliche sind, deren Beriih-
rungspole in den Punkten 4,, C, liegen, und also dass alle drei
Flichen x3, 2%, 2 die reellen Vertreter der nimlichen imaginiren
Fliche 42 sind.

23. Die zwolf elliptischen Flachen II. O. 7, A?, i und die zehn
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zu diesen konjugierten Regelflichen II. O. o}, 87, y7 haben wir
aus den beiden konjugierten desmischen Tetraedertripeln 4BC,
T,T,T, abgeleitet ; es waren dabei die Tetraeder des ersten Tripels
Polartetraeder der Flichen »?, 17, p?, wihrend von den Tetraedern
des zweiten Tripels ein jedes zwei Eckpunkte auf diesen Flichen
hatte. Wir vertauschen jetzt die Rollen der zwei konjugierten
desmischen Tripel mit einander und untersuchen nach fritherem
Vorgang die ableitbaren neueren Flichen II. O. x?, 12, x? und
ihre beziiglich der Eckpunkte der Tetraeder T,, Ty, T, als Beriih-
rungspole konjugierten Fliachen.

Das Tetraeder Ty=E,,I",E3F,5 als Polartetraeder bestimmt
vier Flachen IL. O.: x?, x?, x%, x2, welche durch diejenigen Eck-
punktpaaren der Tetraeder A4, I3, C gehen, die auf den aus den
Eckpunkten E,,, bezw. Fy,, Fs,, E,, ausstrahlenden Kanten des
Tetraeders T, liegen und deren Beriithrungsebenen in diesen FEck-
punktpaaren sich in den Gegenkanten dieses Tetraeders T, (welche
zugleich Kanten der Tetraeder A, B, C sind) treffen.

Ebenso bestimmen die Tetraeder Ty = E3F3E,,F.,,
Ty=E, FE,F,y; vier elliptische Flichen II. O. A7, bezw. p?,
fur +=1, 2, 8, 4.

Die Flache »,* geht also durch die Eckpunktpaare 4, 4,, I, B,,
C,C, auf den Kanten E,,F,, E,F,, E ks, des Tetraeders T,
und die Berithrungsebenen in jenen Punktpaaren treffen sich in
den Kanten EgFy,=AzA4,, bezw. EyF,=DB3B,, F,F3,=CC,;
oder wir konnen auch sagen: die zwel Berithrungsebenen in den
zwel Eckpunkten eines jeden Tetraeders 4, B, C sind abwechselnd
die Gegenseiten des anderen Eckpunktes im Paare.

In Bezug auf die vier Eckpunkte E,,, Fy,, Iy, Fy, des Polar-
tetraeders T, als Berithrungspole sind der Fliche x> vier Regel-
flichen konjugiert; von diesen ist die erste fiir den Berithrungspol
E,,: imaginiir, u. zw. ist diese Fliche ©*=a?, 87, 7}, da alle sechs
Tetraeder 4, B,...T, ihre Polartetraeder sind.

Beziiglich des Berithrungspoles F,, ist die zu x;? konjugierte
Fliche: a?; denn sie geht durch die Kantenvierecke B,D,I,B,,
C,0,0:Csy EyFoyF 4B, EigF oy Fi3Ey, und T, A sind ihre Polar-
tetraeder. Ebenso sind im Bezug auf die Berithrungspole Fy,, Ej,
der Fliche »* die Flichen g2, ri konjugiert, welche durch die

LI 13
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Kantenvierecke C,C,CyCy, A, Ay A3 A5, bezw. A, Ay Ay Ay, B BB,B,
gehen und deren Polartetraeder T,, B, bezw. T,, C sind.

Vollfilhren wir diese Untersuchungen auf alle zwolf Flichen
X2, 22, p¥ in Bezug auf die Beriibrungspole der Eckpunkte der
entsprechenden Tetraeder T, T3, T, so erhalten wir als konjugierte
Flichen derselben die fritheren zehn Regelflichen «f, 57, 77,
(i=1, 2, 8, 4), wo a2, 87,  die imaginire Fliche 4 ist.

In folgenden Matrizen sind die konjugierten Flichenpaare
und ihre Berithrungspole so zusammengefasst, dass in Bezug auf
jeden Punkt als Beriihrungspol die zwei mit ihm in einer Zeile
und Reihe befindlichen Flichen konjugiert sind:

i atfirs i a3t i iy
1,1% E12F12F34E34 A E13F13F24E24 ,ull-,‘ E14F14F23E23
x;ﬁ'-’: F12E12E34F34 A;i F13E13E24F24 #'22 F14E14E23I’123
xg FyEgu B Fos 23 FouEoylissFyg #::;2 FogligsEraFyy -
xl By Fy FyoEqs A3 By FoFiglyy  p1f EgFyly By

und auf die hier folgenden Flichen:

Liegen

die Punkte
x2 A, 4,BByC4C, der aus dem Eckpunkt E1y | ;usstrahlen-
xp A, 4,B;B,C.C, « « « « Fi5 | den Kanten T
x:: B1B20102 A3 A4 ¢« « « « F34 ihres Polar- 2
x2 C0y0BgB A4, « « « « E,, | tetraeders
A2 A, 4,BBCyCy « ¢ ¢ « Eis
A2 A A;B.B,C,C; « « & « Fi, ) T
X2 BB,C,CsdsA, « « « «  Fo ‘ 3
A} CC,ByB,A,4, « « « « E,,
ul  A,A,BBCCs « « « « E,,
ps A1 4,ByByCiCp ¢ ¢« ¢ Fiy
pe BB (104,45 « « « ¢ Fos ‘ Ta
pi CulsByBydydy « «  « ¢ By

Daraus ergibt sich:

Zwey konjugierte desmische Tetraedertripel ABC, T,T,T, be-
stimmen nmeun vmagindre Tetraeder, die mit ihnen ein vollstindiges
desmisches System A bilden; dann sechs Flichengquadrupel II. O.
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X, 3, pd, 2t A2, pi? (fiir 1=1, 2, 8, 4), deren Flichen alle elliptisch
sind, ferner neun reelle Regelflichen 11. O. a?, B, r? (fiir 1=2, 8, 4)
und evne imagindre Fliche II. O. 12, die also auch Regelfliche ist.

Jede der elliptischen Fléchen geht durch drev solche Eckpunkt-
paare der Tetraeder des einen desmischen Tripels, die auf den au
ewmem Eckpunkt ausstrahlenden Kanten eines Tetraeders des zu
jenen konjugierten Tripels liegen, und dieses letztere Tetraeder is
somat ein Polartetraeder der betreffenden elliptischen Fliche.

Die zehn Regelflichen I1. O. sind 2u den elliptischen Flichen
konjugiert in Bezug auf die Eckpunkte der Tetraeder der konjugierten
desmischen Tripel als Beriihrungspole und thre Gegenseiten als
Ebenen ihrer Beriihrungskegelschnitte so, dass die vierundzwanzig
elliptische Fldchen alle reelle Vertreter sind der vmagindren Fliche 42
beziiglich den Eckpunkten der sechs reellen Tetraeder als Beriihrungs-
pole und den Gegenseiten als Ebenen der Beriihrungskegelschnitte.

Von den zehn Regelflichen geht jede durch neun Kantenvierecke
von den Tetraedern des desmischen Systems d, wdhrend die iibrigen
sechs Tetraeder desselben, die zwei konjugierte desmische Tripel
bilden, hre Polartetraeder sind; die imaginire Fldche 12 hat sechs
reelle Polartetraeder, wihrend von den sechs Polartetraedern der neun
reellen Regelflichen a3, 8;, ri immer zwet reell und die vier andcren
mmagindr sind.

Sagt man, dass die imaginire Fliche 42 und die neun reelle
Regelflichen af, 87, y7 ein desmisches Flachensystem
bilden, so ergibt sich, dass die imaginire Fliche 42 und ein belie-
biges Polartetraeder derselben, etwa A, die iibrigen neun Regel-
flichen des desmischen Systems bestimmt.

Wir wollen dies in folgendem Satz ausdriicken:

Im Polarraum einer vmagindren Fliche I11. 0. 2 sind oo voll
stdndige desmasche Tetraedersysteme . (die aus je fiinfzehn Tetraedern
bestehen) enthalten; jedes der darin vorkommenden sechs reellen
Tetraeder — zweier komjugierter desmischer Tripel — als Polar-
tetraeder bestimmit ein solches Tetraedersystem.

Die oo® reelle Vertreter der imagindren Fldche 12 vereinigen sich
oob-mal zu sechs Fldachenquartupel; die (elliptischen) Flichen I1. O.
desselben sind diejenigen reellen Vertreter der imagindren Fldche 12,
deren Beriihrungspole die sechsmal vier Eckpunkte sind der sechs

. 13*
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reellen Polartetraeder der Fliche 1® im jedem der oo® desmischen
Tetraedersysteme 4. Jedes dieser Tetraeder ist somit auch Polar-
tetraeder der vier (elliptischen) Flichen des betreffenden Quartupels.

Zu jeder dieser (elliptischen) Fldichen sind ausser der imagi-
ndren Fliche 12 nock drei reelle Regelflichen I11. O. konjugiert beziiy-
lich der drei freien Eckpunkte des Polartetraeders als Beriithrungspole
(wikrend zum vierten Eckpunkt als Beriihrungspol die imagindre
Fliche % konjugiert ist), und zu jeder der vier Fldchen in einem
Quartupel sind die ndmlichen drei Regelflichen und die imagindre
Fldche 12 konjugiert bei verschiedener Zuordnung threr Beriihrungspole.

Die sechs Flichenquartupel bestimmen insgesamt in dieser Weise
ausser der imaginéren Fldche 1 nur neun Regelflichen, die mat 12
etn desmasches Fldchensystem bilden, da diejenigen neun reelle Regel-
flichen, welche man aus den reellen Tetraedern des einen desmischen
Tripels erhilt, dieselben sind, als die aus dem zu diesem konjugierten
desmischen Tripel abgeleitet werden konnen.

Der Polarraum der tmagindren Fldche 1% hat o8 solche meun
Begelflichen 1I. O., die mit 1% ein desmasches Flichensystem bilden.

{Vorgelegt der III. Klasse der Ung. Akademie der Wiss. in der Sitzung
am 21. November 1932.)




ADALEKOK A POLARISTER STRUKTURAJANAK
ISMERETEHEZ.

KLUG LIPOT-tol.

Jelen dolgozatban az oly poldrismez$ és poléristér tulajdon-
sagainak vizsgdlataval foglalkozom, amelynek Ggynevezett incidens-
kupszelete, illetdleg incidensfelillete képzetes.

A képzetes kupszelet sikjaban az egyes pontok poldrisainak
meghatédrozdasdhoz rendszerint valés kupszeletet alkalmazunk; est
a képzetes kupszelet valds képvisel§jének
nevezzik ; minden képzetes kipszeletnek kétszeresen végtelen sok
(o0?) valés képviselGje van.

Epp igy lehet az oly poléristérben, amelynek incidensfeliilete
képzetes, minden pontnak poldrissikjat egy valds méasodrenddi
feliilet segélyével megszerkeszteni; e szdmra hdromszorosan vég-
telen sok (oo®) mdsodrendl feliilet, amely a képzetesnek
valés képviseldje, elliptikus, mig maga a képzetes felalet
hiperbolikus, tehdt oly sugdrfelilet, amelyen két, képzetes egye-
nesekbél 4116, sugarsereg van.

A képzetes kupszelet valés képvisel6i kozott két kor is van,
mig az (4ltaldnos) képzetes mdsodrendi feliletnek nem lehet gomb
a valos képviselGje. De ha a képzetes mésodrendd felitletnek
forgastengelye van, akkor ugyan oc® valds képvisel§je forgdsfeliilet,
de csak egy bizonyos esetben van ezek kozdtt két gomb, amely a
képzetes felilletet képviseli.

A képzetes kupszelet minden poldrishdromszogének oldalai
azt egy Pascalhatszdg csucsaiban metszik, amelynek konfigurdeidja
szerkeszthetd ; s ebben példdul a 60 Pascalegyenes koziil 36 valos,
a tobbi 12 pdr konjugdlt-képzetes egyeneshdl 4ll.

A képzetes mdsodrendd feluletnek minden valés polaris-
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tetraedere annak még 6t valds poldristetraederét hatdrozza meg,
amely az elsével egyiitt két konjugilt desmikus tetraederhdrmast
képez, s azonkivil még kilenc képzetes tetraedert, amely a hat
polaristetraedert egy teljes desmikus rendszerré egésziti ki.

A hat valdés poldristetraeder ismét 24 elliptikus mdsodrendd
feliletet hatdroz meg, amely a képzetes feliiletnek valds képviselSje.
Ezeknek segélyével kilenc mdsodrendi sugdrfelilet szdrmaztathat6
le, amely a felvett képzetes sugdrfelulettel egyiitt egy desmikus
feluletrendszert képez.

A képzetes masodrendii felilet oo3 valds képviselGje, poldris-
tetraederének szdma szerint, oo®-szor egyesitheté huszonnégyesével
ily esoportokba, amelyekbdl ugyancsak oo® desmikus feliilet-
rendszerek szdrmaztathaték le, amint azt a német szévegli tar-
gyalasban latjuk,

{A M. T. Akadémia III. osztalydnak 1932. nov. 21-én tartott 1ilésébél.y



KUPSZELETEK ES MASODRENDU FELULETEK
KEPEI KULONOS ESETEKBEN.

KLUG LIPOT-tol

A kovetkezGkben azoknak a pontoknak geometriai helyérdl
-szolunk, amelybdl projicidlva valamely kipszeletnek projekeidja
és valamely masodrend( felilletnek kontirja egy megadott sikon:
a) egyenoldali hiperbola, b) kor lesz és bemutatjuk néhdny dbrd-
ban e feliletkontiroknak szerkesztését.

1. Jeloljuk k2-vel azt a kupszeletet, amelyet a g-sikra akarunk
projicidlni; legyen GH annak a g¢-sikkal parallel, EF pedig a
GH-hoz konjugélt dtmérdje.

Ha egy a a-sikkal parallel sik a k? ktipszeletet az 4, B pontok-
ban metszi, akkor az AB 4tmér 161é e sikban leirt kérnek minden
O pontjdbodl a k? kapszeletnek projekeidja a g-sikra egy-egy egyen-
oldali hiperbola k'2, amelynek aszimptotdi az O4, OB egyenesek-
kel parallelek.

A g-sikkal parallel sik védltoztatésival a véltozé korok egy
M? masodrendd (II. r.) felilletet irnak le; ennek az EF dtmérGjé-
hez konjugdlt dtmér6metszete a o-hoz parallel sikban: a GH 4t-
mérd {6lé leirhato s® kor; egyik szimmetriasikja az EF dtmérdn
dtmend és a o-ra merdleges sik ; e szimmetriasikban levd f6metszésé-
nek konjugdlt atmérdi: EF és az s® kornek egyik dtmérdje; e £6-
metszésnek két tengelye az M2 feliletnek is két tengelye, a har-
madik tengelye pedig az s2 kérnek az EF-re merfleges dtmérdje.

Tehdt : -

Ama pontok geometriar helye, amelybél projicidlva egy k> kip-
szelet projekcidja egy a-stkon egyenoldalii hiperbola: eqy a kipszeleten
ditmend mdsodrendit felillet M?2; e felillet egyik kérmetszdsikjinak
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rendszere parallel a g-sikkal, a k2 kipszelet sikja pedig a o-hoz kon-
jugalt dtmérdstk. Aszerint, amint a k* kiupszelet ellipszis, parabola
vagy hiperbola, az M? I1. r. feliilet: ellipszord, elliptikus paraboloid
vagy hiperboloid, ez utdbbi pedig egy- vagy kétdgu, aszerint, amint a
k2 hiperbolanak a a-sikkal parallel atmérdje a k2-t valds vagy képzetes
pontokban metszt.

Az M? feliilet hengerré korcsosul, ha a o-sik a k* hiperbola egyik
aszimptétdjdoal, t-vel, vagy a k? parabola tengelyével, t-vel parallel;
a henger alkotéi a t-re merdleges és a o-sikkal parallel egyenesek.

2. A mésodik kérdés, amelyet kitliztiink, az, hogy mely pon-
tokbol projicidlhaté a k? kapszelet az adott o-sikra, gy hogy a
projekeid kor legyen?

Az el8bbi jelolést megtartva, legyen ki a k? kapszelethez az
EF 4tmérét illetSleg a konjugalt kiapszelet; tehdt a k2 kip-
szeletnek az EF-hez konjugdlt GH dtmérdével parallel harjain a
végpontok konjugdlt polusai a k2 kiipszeletnek. fgy, ha az 4B a
k? kupszeletnek a GH atmérével parallel harja, akkor az AEBF
négyszog szembenfekvd oldalainak metszépontjai D = (4E, BF),
D* = (AF, BE), mint k* konjugdlt pélusai a k2 kapszeletnek
pontjai és a GH-val parallel DD* har felez§pontja D, az EF 4t-
mérén van.

Ha a DD* egyenesre a rajta dtmen$ és a o-sikkal parallel
sfkban merdlegest allitunk és ezen az 0, O* pontckat a D, ponttol
DD, tivolsigban vesszik fel, akkor az O és O* pontbdl a k? kup-
szelet konjugdlt poluspirjai DD*, D,D.,... egy orthogonilis
sugdrinvolucié tdrssugaraival projicidlhaté a o-sik végtelen tdvol
fekvé egyenesébe, s ezért a k2 kupszeletnek projekeidja k'2 az O és
O* pontbol a o-sikra: kor.

Minthogy DOD*O* négyzet, azért a D, D* pontok valtoz-
tatdsdval az O, O* pontok geometriai helye: a k2 kupszeletnek
parallel projekeciéja az EFOO*= ¢-sikra, azaz egy kupszelet oZ.

Eazért :

Ha a k2 kidpszelet sikja a o-stkot eqy n eqyenesben metszi és a
kiupszeletnek az m-hez konjugdlt dtmérdje az EF, akkor az EF-en
dtmend stkban, amely a o sitkot az n-re merbleges egyenesben metszi,
van eqy a k>-vel kozos EF dtméryt kiipszelet, 02, amelynek pontjaibdl
a k? kipszelet a o sikra, mint kér projicialhatd. Ez az o? kupszelet
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parallel projekcidja a k?-hez konjugdlt és azt az EF atmérd végpontjai-
ban érinté k2 kidpszeletnek; a projicidld sugarak az n egyeneshez 45°
alatt hajlék és a o stkhoz parallelek.

Ha a k? ellipszis vagy hiperbola, akkor a k3 és az o* hiperbola,
illetbleg ellipszis, mig ha a k?® parabola és az n egyemes nem parallel
tengelyével, akkor a k2 és o® szintén az. De ha az n-hez konjugdlt
EF dtmérd nem metszi a k® hiperboldt valds pontokban, valamint
ha a o stk a k? parabola tengelyével parallel, akkor a k2 és o* kiipszelet
képzetes. '

Ezért: egy kiapszelet centrilis projekeidja barmely sikra kor
lehet, kivévén azt a két esetet, amelyben a kipszelet hiperbola,
és a sik annak mindkét dgat valés pontokban metszi, és ha a kip-
szelet parabola és a sik annak tengelyével parallel.

3. Térjiink ezutdn az F? masodrendii feliilletekhez, amelyek
kozil a kupot kizérjuk, és keressiik azoknak a pontoknak geo-
metriai helyét, amelyekbél nézve, azaz projicidlva, az I'2 felilet-
nek k2 konturja az adott ¢ sikon: egy egvenoldalu hiper-
bola. (Ez a litszélagos kontur, k2, vagy roviden kontir, a va-
l6di kontarnak, k?-nek centralis képe az O pontbdl, mint projiciald
kézéppontbél ; a k2 kontar pedig az O pont poldrissikjdnak metszése
az I felulettel.)

Jeloljik az 2 I1. r. feliletnek a o sikhoz konjugdlt 4tmérdjét
EF-fel, és messe egy a a-val parallel sik a felilletet egy s? kipszelet-
ben, végre legyen m} az s? kipszeletnek pE LA Hirg-kore.

Ha az O egy tetszésszerinti pontja az m? kornek, akkor 0-bdl
az s; kupszelethez kisugdrzé érint6péar egymésra merGleges és igy
az érintépdr érintGpontjainak projekeidi az O pontbdl a ¢ sikra:
két merdleges egyenes végtelen tdvol fekvd pontja, amiért is a
feliillet k2 konturjanak képe k'2 az O pontbdl nézve a o sikon:
egyenoldali hiperbola. Ilyen tulajdonsdgi, mint az O pont, az
m; kornek minden pontja.

A g-val parallel sikok az F? felilletet hasonlé és hasonld fek-
vésli s7 kupszeletekben metszik, és mert kozilok barmely két
kipszelet homolog (tehdt parallel), dtmérdinek viszonya olyan,
mint pE LA Hire-korei dtmérSinek viszonya, és mert az s7 kup-
szeleteknek bdrmely az EF 4tmérén 4tmend ¢ sikban levl pontjai
egy fe = (F? 7) kupszeleten vannak, ezért az m} koroknek ebben
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a ¢ sikban levd pontjai is egy az f; kipszelettel az EF 4tmérdre,
mint affinitdsi tengelyre, atfin f3, kipszeleten lesznek. Az mi kérok
tehat az f;, kupszeleten dtmend M2 II. r. felileten vannak, amely-
nek az F2vel kozés dtmérdje EF a o sikhoz mindkét feliletet
illetéleg konjugalt. Ezért:

Ama pontok geometriai helye, amelybSl nézve egy F2 II. r.
feliiletnek kontirja eqy adott o stkon egyenoldald hiperbola: egqy M3
I1. r. feliilet; mindkét felilletnek a o sikhoz ugyanegy konjugdlt 4t-
méréje van, mig a felilleteknek a o sikhoz parallel sikokban levd kip-
szeleter oly vonatkozdsban vannak, hogy az I'®-n levd kipszeleteknek
DE LA HIRE-kérei az M2nek Kipszeletes.

4. Vizsgdljuk meg, hogy milyenek ezek az M? feliletek a
kilénbozd F? I1. r. felileteket tekintve!

Ha az F? ellipszoid, akkor az M2 szintén az lesz.

Ha az F?2 elliptikus paraboloid, amelynek ten-
gelye nem parallel a ¢ sikkal, akkor az M2 is elliptikus paraboloid,
amelynek amazzal egy kozés dtmérlje és ennek végpontjiban
kozos érintdsikja van. De ha a o sik az F? paraboloid tengelyével
parallel, és igy a o-hoz parallel sikok azt paraboldékban metszik,
akkor ezeknek vezérvonalai alkotéi egy M? parabolikus hengernek,
amely a keresett geometriai hely.

Ha az F? felilet egy- vagy kétdgu hiperboloid
és a ¢ sik azt ellipszisben metszi, akkor az M? felilet is egy- vagy
kétdga hiperboloid ; ha pedig a ¢ sik az F feliiletet paraboldban
metszi, akkor az M? hiperbolikus henger. Ha ellenben a o sik
metszése az F? hiperboloiddal hiperbola, akkor, ha F? egyigt
hiperboloid, az M2 kétdga hiperboloid vagy ellipszoid, mig ha az
I? kétaga hiperboloid, ugy az M2 egyagu hiperboloid vagy kép-
zetes I1I. r. feliilet.

Ha végre az 2 hiperbolikus paraboloid, akkor az
M? elliptikus paraboloid, vagy parabolikus henger lesz, a szerint,
amint a ¢ sik nem parallel, vagypedig parallel az F?%nek tenge-
Iyével.

b. Ezutdn az oly pontoknak keressik a geometriai helyét,
amelyekbdl nézve az F? II. r. feluletnek a kontdrja egy adott
o sikon: kor.

A o-val parallel sikok az F? feliletet vagy csak valds, vagy
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részben valds, részben képzetes kupszeletekben, si-ben metszik,
és a képzetes kupszeleteknek épplgy vannak gyujtépontjai, mint
a valésaknak. Ha az O egyik gyujtépontja egy ily s? kiipszeletnek,
akkor az abbdl kisugdrzé konjugalt polarisal a kdpszeletnek ortho-
gondlis involutiét alkotnak és igy az O pont poldrisa és a F2 feliilet
kozos pontjainak projekeidi a o sikra, ennek végtelen tdvol fekvd
képzetes kérpontjai. Kzért:

Az F? I1. r. feliiletnek konturja egy o sikon, azoknak a valds
vagy képzetes kiipszeleteknek gyujtépontjaibol nézve, amelyekben azt
a o-val parallel sikok o feliiletet metszik: kor.

Vizsgdljuk meg ezeknek a gyujtépontoknak geometriai helyét
a kilonboz8 II. r. felilletek szerint!

6. Legyen EF az F? ellipszoidnak a ¢ sikhoz konju-
gdlt dtmérdje. Ha a o, o, sikok az B, F felilletpontokat harmoniku-
san vilasztjdk el és a o sikkal parallelek, akkor a g; sik a feliiletet
egy valos s? ellipszishen, a o; sik pedig egy képzetes kupszeletben
metszi, amelynek valés képviselje az si ellipszisnek projekeidja s?
az E vagy az F pontbdl a o7 sikra. A gy, o; sikokkal véltozo s}, s}
ellipszisek koziil az els§ az F? ellipszoidot, a mdsodik az ehhez az
EF 4tmérdt, illetSleg konjugdlt kétdga hiperboloidot, 92-6t, irja le.

A valtozd s}, s? ellipsziseknek parallel f8- és melléktengelyei
ogy-egy sikban a-, illetSleg g-ban vannak; ezek kozil az els§ az
F?2 ¢s @2 feluletet az f2 és o2, a masodik pedig az f2 és ¢? konjugdlt
ellipszisek- és hiperboldkban metszik.

Az sf, valamint az s} ellipsziseknek gyujtépontjai az a sikban
egy o? ellipszisen, illetSleg egy i hiperboldn vannak, amelyek a
kozos EF 4tmérSt illetSleg szintén konjugdltak és amellett az
2, o ellipszisek, valamint a ¢%, ] hiperboldk az EF affinitdsi
tengelyre vonatkozdlag affinek.

Ha az s? és s; ellipszisek melléktengelyein oly pontpdrokat
vesziink fel, amelyeknek tavolsdga a kozéppontoktdl az illetd
ellipszisek excentricitdsdval egyenld, akkor ezek a pontok a g sik-
ban egy o? ellipszisen és egy ? hiperbolan lesznek, amely kuap-
szeletek a kozos EF 4tmér6t illetdleg szintén konjugdltak.

Az s} és s} ellipszisek dtmérfinek végpontjai szdrmaztatdsuk-
ndl fogva konjugdlt pdlusai az F? ellipszoidnak, illetSleg a @2 két-
4gu hiperboloidnak, és ezért az »? hiperboldnak pontjai az F?
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ellipszoidhoz tartozo és a o; sikokban levd poldrismezdknek gyujto-
pontjai, mig az o2 ellipszisnek pontjai a ¢@?* hiperboloid ; sikokban
fekvd poldrismezdinek gyujtépontjai.

A ¢ sikkal parallel sikok tehat az F? ellipszoidot (¢? kétagh
hiperboloidot) oly valos és képzetes (illetSleg képzetes és valds)
kipszeletekben metszik, amelyeknek gyujtépontjai az o? (02)
ellipszisen és az w? (w?) hiperbolén vannak. Minthogy pedig az of
ellipszis pontjai az F? ellipszoidon belil, az «? hiperbola pontjai
pedig a @? egydgu hiperboloidon belil vannak, azért ezeknek
pontjaibdl nem vezethetGk valds érintdsikok az illet§ feluletekhez
és igy az I'? ellipszoidnak és a @2 hiperboloidnak konturja a ¢ sikon
csak az w? hiperbolanak, illetSleg az o2 ellipszisnek pontjaibdl
nézve lesz kor.

Az eredmény e kettds tételbe foglalhaté Gssze:

Ha az F? ellipszoidnak (a @* kétdgi hiperboloidnak) EF dt-
mérdje a o stkhoz konjugdlt és e sikkal parallel sikok azt az s3 ellipszi
sekben metszik, akkor ezeknek melléktengelyein levd pontpdrok, ame-
Wwek a kdzéppontoktcl éppoly tdwolsdgra vannak, mint o gyujtcpont-
pdrok, eqy az EF dtmérdvel ugyaneqy sikban levd o? ellipszisen (w? hi-
perboldn) vannak. A o? ellipszishez (w? hiperboldhoz) az EF dtmérdt
tlletdleg konjugalt w? hiperbola (0% ellipseis) pontjainak az o tulaj-
donsdga, hogy azokbol nézve az IF? ellipszoidnak (@? hiperbolotdnalk)
a konturjas a o stkon: korék lesznek.

Parallel sikok rendszere a kétagu hiperboloidot parabolékban,
azutdn hiperboldkban is metszheti; azonban e kdpszeletek gyujto-
pontjaib6él nem vezethetfk érintdsikok a felilethez. Ezért: Ha
valamely sik a kétdgi hiperboloidot paraboldban vagy hiperboldban
metszi, akkor a hiperboloidnak sem azom, sem az ahhoz parallel sikon
nincsen korkontirja.

Ha az I'? ellipszoid helyett egy elliptikus parabo-
loidot vesziink vizsgdlatunk tdrgydul, akkor az elSbbi eljaras
szerint kovetkez§ tételhez jutunk:

Ha a o sik nem parallel eqy F? elliptikus paraboloid tengelyével
akkor annak a g-val parallel stkokban levd s? metszések melléktens
gelyein azok a pontpdrok, amelyeknek tdvolsiga az s} ellipszisek
kozéppontjaitdl azoknak excemtricitdsaival egyenld, a paraboloidot egy
E pontban érinté o® parabolin vannak; e paraboldhoz az E ponton
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atmend dimérdt illetéleg konjugdlt w? paraboldnak bdrmely pontjabol
nézve az F? paraboloidnak a kontirja a o stkon — kor.

De ha a o stk a paraboloid tengelyével parallel, akkor annak a
o stkon mem lehet korkonturja.

7. Az egynesvonali mdsodrendfi feliiletekhez a tér minden
pontjabol valos érintbsikok vezethetdk. E felilletek konturja tehdt
barmelyik sikmetszésének gyujtopontjabol nézve a metszdsikkal
parallel sikon — kor. Ezért:

Ha a parallel stkok az egydgi hiperboloidot vagy a hiperbolikus
puraboloidot hiperboldkban metszik, akkor e metszések gyujtdpontjas
a feliiletnek o puarallel stkokhoz konjugdlt dtmérdjén dtmend két kon-
jugalt stkban vannak, éspedig: a hiperboloidndl egy hiperboldn és eqy
ellipszisen, a parabolord esetében pedig két paraboldn.

Ha azonban a parallel sikok a hvperboloidot ellipszisekben vagy
paraboldkban, a paraboloidot pedig paraboldkban metszik, akkor az
elsé esetben a metszések gyujtopontjar csak eqy hiperboldin, a md-
sodik esetben csak egy parabolan vannak.

E gyujtépontok bdrmelyikébdl nézve a felilletek kontirja a parallel
stkok akdrmelyikén —kér. )

8. Szerkessziik meg az F? ellipszoidnak
kontarjdt egy adott sikon ama foéltétel mel-
lett, hogy az kor legyen.

Messe a sik, amelyen keressiik és amelyet (el6zéleg) képsik-
nak tekintiink, az F? ellipszoidot az 44, BB f6- és melléktengelyti
és N kozéppontu s? ellipszisben (1. dbra); ennek melléktengelyén
a HH pontpar éppoly tdvolsigra van a kozépponttél, mint a
GG gyujtopontpér a fGtengelyen. Ha az ellipszoidnak e képsikhoz
konjugdlt dtmérdje az EF és az EF BB = # sikkal val6 metszése
az f? ellipszis, ha tovdbbd ehhez az EF affinitdsi tengelyre affin
és a HH pontpdron 4tmend és az f2-t az E, F pontokban érint§
ellipszis 0%, akkor, amint ldttuk (6), az o® ellipszishez az EF 4t-
mérdt illetSleg konjugdlt w2 hiperboldnak barmely pontjdt, O-t,
valaszthatjuk projicialé kozéppontnak.

Boritsuk le az EFB sikot a BB tengely koriill a képsikba
(amely leboritds, ha ¢ hajldsszoge a képsikhoz adva van, egy
ismeretes miivelet), és legyen (E)N(F) az EF 4dtmérdének lebori-
tott helyzete. A leboritott (f2) ellipszishez affin és a HH pontokon
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4tmend o2 ellipszisnek bérmelyik (E)(F)-hez konjugdlt (P)(P) hur-
jabol megkapjuk az (w?) hiperboldnak szintén (E)(F')-hez konjugalt
huarjat, mert az (E)(P)(F)(P) négyszog szembenfekv$ oldalai egy-
mdst az illet§ harnak (0), (0) végpontjaiban metszik. Véilasszuk
ezek koziil példdul a fels§ (0)-t leboritott projicidlé kozéppontnak !

V7R
o 1
:
/

1. abra.

A (P)(P) harnak (U) felez6pontjat és az (E), (F) pontokat
az (0) ponttal 6sszekots egyenesek a HH egyenest az U, E, F pon-
toknak U’, E’, F' képeiben metszik, mig az (O) ponton dtmend
és az (E)(I')-fel parallel egyenes metszése a HH-val: az EF 4t-
mérbének az irdnypontja I’ és az N pont annak nyoma.
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A képsiknak M polusa az F? ellipszoidot illetSleg harmoniku-
san vélasztja el az N pontot az E, F pontoktol, és igy az N(M)(E)(F)
harmonikus pontnégyes. Az (0)(M) egyenes polusa az (w?) hiper-
bolat illetSleg az U’ pont és igy az (O)(M) és HH egyenes M’
metszépontja az U’-hoz konjugdlt polus. Ugyancsak konjugalt
poluspdr az (w?) hiperboldra vonatkozolag az E'F’ pontpér és a két
H pont is. E konjugélt polusokban metszik killonben a HH mellék-
tengelyt az s? ellipszisnek egymasra merdleges konjugdlt polérisai.

Az O pontnak poldrissikja » az F? ellipszoidot illetéleg a kép-
sikot az M’ pontnak az s? ellipszisre vonatkozoé m poldriséban, a
7 sikot pedig az O pontnak az f? ellipszisre vonatkozé LU poldrisd-
ban metszi, ha az L pont: (n, BB). Az (0) ponton dtmené és az
L(U)-val parallel egyenes a BB melléktengelyt az LU egyenes-
nek I’; irdnypontjdban éri, amiért is e ponton dtmend és az n nyom-
mal parallel egyenes i’ a x kontursiknak az irdnyvonala.

A keresett k' kontur végre az az U’ kozéppontu kér, amely
az s* ellipszist abban a két valés vagy képzetes pontban érinti,
amelyben az n nyom azt metszi és igy az M'L 4tmérdjii korhoz
derékszog alatt hajlik.

Ha az F? feliilet nem ellipszoid, hanem elliptikus para-
boloid, akkor az EF dtmér6nek egyik végpontja, példdul az F,
végtelen tivol van és igy a képe F’ az dtmérbnek I’ iranypontjdba
Jut, mig az el6bbi 72, 02 ellipszisek és az ? hiperbola helyébe para-
bolédk lépnek, de killonben a szerkesztés ugyanaz marad. Ha pedig
az F? felilet kétdga hiperboloid, akkor az EF 4tmérd
K, F végpontjal az s® ellipszis N kozéppontjdtél nincsenek el-
vélasztva, mint az ellipszoid esetében. Az EF dtmérd irdnypontja
I' az E'F’ vonaldarabon belil (az ellipszoidndl azon kivil) van,
végre az f2 és 0% hiperbola, az »? pedig ellipszis lesz és minden szer-
kesztés megegyezik az elSbbivel.

Minthogy az «? kupszelet, amelyen a projicidlé kézéppont
felveendd, a hérom elliptikus pontt mésodrendii feliiletet tekintve,
hiperbola, parabola és ellipszis, 1dthat6, hogy az ellipszoid-
nak konturja egy adott sikon parallel pro-
Jekcioban két kitlonbéz6 irdnytd sugarakkal
projicidlva lehet kor; az elliptikus paraboloidnak kor-
kontirja a tengelye irdnydban projicidlva valamely sikra ennek
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végtelen tavoli egyenese, végre a kétdgt hiperboloidnak ninesen
korkonturja, barmely irdnyu parallel sugarakkal projicidljuk is azt,
egy sikra.

Visszatérve a kiinduldsi pontunkhoz, emlékeziink, hogy a
képsik el8zbleg az F2 feliilet s® ellipszisének sikja volt. Mozditsuk
el e'képsikot 6nmagdval parallel, mig az EF dtmér6nek egy T pont-
jén nem megy 4t és hatdrozzuk meg az F? feliletnek konturjat,
k™2-t, az uj képsikon a régi k'? kontarbol.

A T pont leboritott helyzetéhdl, (T)-bbl, megkapjuk annak
perspektiv képét: T” = ((O)(T), NI'), és abbdl az O pont derék-
sz0gli képének, O,-nek segélyével (a régi és az 0j képsikon): a
T pont derékszogli képét, Ty-et (NT, || OI', T,=(0,T", NT,)).

Az EF 4tmérének a T, pont a nyoma N* az uj képsikon;
képe N*I'* pedig parallel és egyenls NI'-sel, azaz N*I"*#NT’,
mig az 10j koérkontirnak kézéppontja az U™*=(0,U’, N*I*),
végre a k'2, k™2 korok az O, hasonlosdgi pontra vonatkozolag
hasonlé fekvésdek.

Az O,I) egyenesnek metsz6pontja I'* az N*I'*-gal a x és
8 sik metsz6vonaldnak 0j irdnypontja, mig az LL*$ I’ I,* vonat-
kozasb6l megéllapithaté annak nyoma L*. Az L*, I'* pontokon
Atmend és az NI' egyenesre merlleges n*, 1'% egyenes a korkontar
x sikjdnak nyoma és irdnyvonala az (j képsikon, és az 4] szem-
tdvolsdg (distanc) egyenld a régi szemtavolsignak és a két képsik
tavolsdgdnak algebrai Osszegével.

9. Szerkesszilk meg az F? egyédga hiperboloid
perspektivkontirjit, k'2-t, egy adott képsikon, amidén az kor lesz.

Messe a képsik a hiperboloidot az s? ellipszisben (2. abra),
amelynek f&tengelye, kozéppontja és két gyujtépontja: 44, N,
GG ; messe tovabbd az A A f6tengelyen és a képsiknak a felilletre
vonatkozdé M polusin dtmend a sik a feliiletet az f2 hiperboldban,
és legyen ez az A A tengely koriil a képsikba leboritva az (f%) hiper-
bola. Ehhez az MN affinitdsi tengelyt illetéleg egy a GG pontokon
4tmend (w?) hiperbola affin; ahol a GG pontokhoz az 44 pontok
homologok. Az (w?) hiperbolébdl csak egy pontot, (O)-et kell meg-
hatéroznunk, amelyet leboritott projicidlé kozéppontnak tekin-
tink; a visszahelyezett O pontra nézve megallapitjuk a hiper-
boloid konturjat, k'2-t, amely az el6bbiek szerint kor lesz.
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A képsiknak polusa az 4 4 egyenes koriil a képsikba leboritva,
egybeesik az (f2) hiperbola 44 htrjinak polusdval, (M)-mel, és
az AA, (M)(O) egyenesek M’ metszépontjdnak polarisa az s2
ellipszisre nézve: a keresett korkontur érintSharja n az s2 ellip-
szissel.

Ha az (»?) hiperbola (O) pontjan dtmend és az A 4-val parallel
harjanak pélusa a hiperboldt illetSleg (U), akkor az (O)(M)M’
egyenesnek polusa U’ = ((0)(U), A4A4) kozéppontja a k'* kor-

N
(U) / 52

2. abra.

konturnak, mig az (O) pont poldrisa, tehat az L = (n, AA4) és
az (U) pont 6sszekotd egyenese : a valodi kontir » sikjdnak metszése
az a sikkal a leboritdsban. E x siknak az m egyenes a nyoma, és
irdnyvonala, 1/, 4tmegy ezzel parallel az LU egyenesnek az 4 4-n
levé I’ irdnypontjén. -

Ha az F? felillet hiperbolikus paraboloid és a
képsik annak tengelyével parallel és azt az s*> paraboldban metszi,
akkor az utobbi dbra s? ellipszise egy s? paraboldba, az (f2), (v?
hiperbolédk pedig két kongruens paraboldba mennek at, amelyek-
nek egybees§ tengelyiilk az s* parabola tengelyével parallel és

LI 14
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amelyeken az s? parabola A4 csucsa és G gyujtopontja megtelelSleg
rajta van (3. abra).

Az (w?*) parabola egy tetszésszerinti (0) pontjan dtmend és az
(f) parabolénak A pontjéhoz tartozé érintéjével parallel egyenes
és az (w?) parabola érintdje az (O) pontban az s parabola AG ten-
gelyét az M’, illet6leg U’ pontban metszi; az U’ kiozéppontja a
kivant korkontarnak, k'nek, az M’ pedig érintépélusa az s® pa-
raboldnak és e korkonturnak ; végre az érintéhur n és az U’ ponton

3. abra.

at vele parallel halad6 4’ egyenes a nyoma, illetéleg irdnyvonala
a valédi kontar sikjanak, x-nak.

10. Hatdrozzuk meg az F? ellipszoidnak
k2 perspektivkontarjdt egy adott sikon, ami-
d6n az egyenoldalda hiperbola (4. dbra).

Megadjuk az ellipszoidnak d? metszését a distanc-sikkal, és
e sikhoz konjugélt a 4tmérének végpontjait, 4, 4-t. A d* ellipszis-
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nek derékszogii projekeidja a képsikra a d? ellipszis, és az 44 4t-
mérének 4,4, derékszogli projekeidja a di ellipszisnek K, E, ét-
mérdjébe esik, amelyhez az F\F, 4tmér6 konjugdlt. Az ellipszis-
nek a kozéppontja a D,, mig az F? ellipszoid L kozéppontjanak

derékszogli képe az L, pont.

&

S s it lis sl art e s

R A

4. 4bra.

A d; ellipszis pE LA Hire-korén felvesziink egy tetszésszerinti
O, pontot, amelybél tehdt a d*-hez kisugdrz6 érinték egymédsra
merGlegesek és az O, pontbol 0,1’ parallelt vezetiink az 4, A,-hez.
Ha a szemtdvolsdg egy tetszésszerinti 0,(0) vonaldarab és
0,(0)_LO,I', ha tovédbbd az (0)I'0O, szog az AA = a dtmérdének

14*
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a hajlasszoge a képsikhoz, akkor az I’ pont az a dtmérdnek irdny-
pontja és az N pont annak nyoma (ND,#O0,I'). Az 4,4, derék-
szogl képe korill a képsikba leboritott (A)(A4) dtmérd parallel a
leboritott (0)I' irdnysugardval és azon az (A4), (D), (L) pontok
az A, D, L pontoknak leboritdsai. Ha (E)(D)# E,D,, akkor az
(A)(A4) atmérébdl és a hozzé konjugalt (E)(E) harbdl meghatéroz-
hat6 az F? ellipszoid ABADB ellipszisének e hirhoz parallel (B)(B)
dtmérdje és annak derékszoglh képe BB, az A,4; egyenesen.
Az ellipszoidnak a distanc-sikhoz parallel atmérdsikjaban levd
f2=BCBC ellipszise gy maga, mint derékszogti képe f=DB,C,B,C,
hasonlé és hasonl6 fekvéstl a d?, illetGleg d?-vel, amibél a B,B;-hez
konjugalt dtmérdje C,C, megéllapithato.

Az AA atmérdnek centrilis képe az NI’ egyenes; ezen az
A, A, L pontoknak képei: A’, 4°, L'; és az L’ ponton dtmené és
derékszogli képeivel parallel B'B’ =1b', C'C’ = ¢’ egyenesek az
ellipszoid és az f2 ellipszis BB = b, CC = ¢ konjugdlt dtmérbinek
képei, amelyeknek végpontjai a derékszogli képeibdl nyerhetdk.

Az O pont poldrissikja x az I? ellipszoidot a k? kontirban
metszi, és mert minden az O-n dtmend n siknak p metszévonala
a x sikkal, polérisa egy a x sikban levd P pontnak a k? konturra
vonatkozolag, ezért a P pontnak és p egyenesnek P’, p’ képei is
pélusa és polarisa a k’2 kontarnak. Altaldban mondhatjuk, hogy
az O projicidld kézépponton dtmend tetszés-
szerinti n siknak p° metszése a képsikkal
polédrisa annak a PP pontnak, az F? Il r.feltalet
k2 konturjdt illetbleg, amely P’ pont a képe
a 7w sik P p6lusdnak az F? feluiletre nézve.

A distanc-sik pélusa M az F? ellipszoidot illetSleg, harmoni-
kusan valasztja el a d2 ellipszis D kozéppontjat az a dtmérd vég-
pontjaitél, és igy M, derékszog képe is harmonikusan vélasztja el
a D, pontot az 4, A, pontpdrtdl és centrdlis képe, M'=(0,M,, NI')
felezi az 4’4’ vonaldarabot és kézéppontja a k'? kontarnak, mig
aszimptotdi az O; pontbdl a d? ellipszishez kisugdrzd érintGkkel
parallelek.

Ha a B), pont harmonikusan vélasztja el az I’ ponton 4tmend
és a ¢'=C'C’ 4tmérbvel parallel I'H), egyenest a B’B’ pontpértol
és a (' pont harmonikusan vélasztja el az I’ ponton dtmené és a b’
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dtmérGvel parallel I'H, egyenest a C'C’ pontpértol, akkor B, és C
polusa megfelelSleg az I'H,, I'H, egyenesnek és igy az I’ pont
polarisa a B,C, egyenesnek a k'2 kontuart illet6leg. Ezért a k'2 kontur
M'I" atmér6jének S’S’ végpontjai és e végpontok érintdi har-
monikusan vélasztjdk el az I’ pontot a B,C, egyenestdl, amellyel
a keresett k' egyenoldalt hiperbola k' meg van hatdrozva.

Az ellipszoid b, ¢ 4tmérbin levé B,, C5 pontok Gsszekotd egye-
nesének poldrisa az ellipszoidot illetéleg az a dtmér§ irdnysugara
01, s igy a konturnak sikja x a B,C; egyenesen megy keresztiil.
E kontur sikjdban van az M pont és az O pontnak a d? ellipszisre
vonatkoz6 poldrisa, amely adatokbol a kontur sikjidnak nyoma n
és irdnyvonala ¢° megszerkeszthets.!

1 A mésodrend(i felilletek perspektivkonturjainak szerkesztése ol-
vashatd szerzének «Konstruktion der Perspektivumrisse und ebenen
Schnitte der Flichen zweiter Ordnung» cimi dolgozatiban. (Sitzungs-
berichte der kaiserl. Akademie d. Wissenschaften Wien; Mathem.-
naturw. Klasse; Bd. CXIII. Abt. IT. November 1904.)

(A M. Tud. Akadémia ITI. osztdlyanak 1933. okt. 9-én tartott iilésébdl.)



UBER PERSPEKTIVEN BILDER VON KEGEL-
SCHNITTEN UND PERSPEKTIVUMRISSEN
VON FLACHEN ZWEITER ORDNUNG
IN BESONDEREN FALLEN.

Von L. KLUG.

Es werden hier die Orte der Punkte bestimmt, aus welchen
projiziert die Bilder von Kegelschnitten und die Perspektivum-
risse von Flichen II. O. auf einer gegebenen Ebene: @) gleich-
geitige Hyperbeln, b) Kreise werden.

1. Der Ort der Punkte, aus welchen auf eine gegebene Ebene
o projiziert, das Bild eines Kegelschnitts k2 eine gleichseitige Hyper-
bel k2 wird, ist eine Fliche I1. O. M2, von welcher k2 ein Diametral-
schnitt und deren eine Schaar von zyklischen Ebenen zur Ebene
von k? konjugiert ist und zu ¢ parallel liegt.

Ist %2 eine Ellipse, so wird M2 ein Ellipsoid. Ist k% eine Hyper-
bel, so wird M? ein zweischaliges oder einschaliges Hyperboloid,
je nachdem die mit der Ebene ¢ parallelen Ebenen nur einen Ast
oder beide Aste derselben treffen. Ist die Ebene ¢ mit eine Asymp-
tote t der Hyperbel parallel, so wird M2 ein Zilinder, deren Er-
zeugende auf ¢ senkrecht stehen und zu o parallel liegen.

Ist der Kegelschnitt k2 eine Parabel, so wird die Fliche M2
ein elliptisches Paraboloid oder ein Zilinder, je nachdem die Achse
der Parabel die Ebene ¢ im Endlichen oder in dem unendlichfernen
Punkt trifft.

2. Der Ort der Punkte, aus welchen man einen Kegelschnitt 2
auf eine Ebene o als einen Kreis k'2 projizieren kann, ist ein Kegel-
schnitt. Ist GH der zu o parallele, EF der zu diesem konjugierte
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Durchmesser von k'2 und sind -, B solche konjugierte Pole der-
selben, deren Verbindungsstrecke AB von der Geraden EF im
Punkte L halbiert wird und zu GH parallel liegt, so ist der Ort der
Punkte A, B, der zu k2 beziiglich des Durchmessers EF konjugierte
Kegelschnitt k3. Errichtet man im Punkte L auf 4D die senkrechte
Strecke CD, die vom Punkte L halbiert wird und zu ¢ parallel liegt,
so ist der Ort der Punkte C, D ebenfalls ein durch die Punkte E, F
gehende Kegelschnitt 0%, von dessen Punkten der Kegelschnitt k2
auf die Ebene ¢ als Kreis projiziert wird. Je nachdem k2 eine Ellipse,
Hyperbel oder Parabel ist, wird k} und o® bezw. eine Hyperbel,
Ellipse oder Parabel. Trifft & beide Aste der Hyperbel k2 oder
ist sie mit der Achse der Parabel k2 parallel, so ist k} und 0? ima-
ginir. Also ist die Projektion einer Hyperbel auf einer beide Aste
schneidenden Ebene und die Projektion einer Parabel auf einer
zu ihrer Achse parallelen Ebene — niemals ein Kreis.

3. Der Ort der pE La Hire-Kreise derjenigen Kegelschnitte,
in welchen die zur Ebene ¢ parallelen Ebenen die Fliche II. O.
F? treffen, ist eine Fliche II. O. M2 die F? in den Endpunkten
des zu ¢ konjugierten Durchmessers beriithrt. Die Perspektiv-
umrisse der Fliche F? aus jedem Punkte dieser Fliche M? auf jede
zu ¢ parallele Ebene sind gleichseitige Hyperbel.

Treffen die zu o parallelen Ebenen die Fliche F? in Ellipsen,
so ist die Flache M2 von der ndmlichen Gattung wie F2. Liegt die
Ebene ¢ parallel mit der Achse eines Paraboloids F2, oder mit einer
Berithrungsebene des asymptotischen Kegels eines Hyperboloids
F2, so ist M? ein parabolische Zilinder. Trifft aber die Ebene o
das Hyperboloid F2 in einer Hyperbel, so wird M2, wenn F?2 ein-
oder zweischalig ist, ein zwei- oder einschaliges Hyperboloid sein,
und kann auch im letzteren Fall imaginidr werden. Schliesslich
ist M2 ein elliptisches Paraboloid, wenn ¢ die Achse des hyper-
bolischen Paraboloids F? im Endlichen trifft.

4. Der Ort der Brennpunkte derjenigen (reellen oder imag -
niren) Kegelschnitte, in welchen die zur Ebene ¢ parallele Ebenen
eine Fliche II. O. F2 treffen, ist zugleich der Ort derjenigen Punkte,
aus welchen projiziert die Perspektivumrisse der Fliche F? auf
die Ebene ¢ — Kreise sind.

Ist zu dem Ellipsoid F? das zweischalige Hyperboloid @2 in
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Bezug auf den gemeinsamen Durchmesser K derselben konju-
giert, so trifft jede zu EF konjugierte (und also zu einer Ebene o
parallele) Ebene o; eine der zwei Flichen in einer Ellipse s?, die
betrachtet werden kann als reelle Vertreterin des imag. Kegel-
schnitts desjenigen Polarfeldes, welches die andere Fliche in der
betreffenden Ebene ¢; induziert. Die Ebenen « und g, in welchen
die Haupt- und Nebenachsen dieser Ellipsen s} liegen, treffen das
Ellipsoid F? in den Ellipsen f%, f2, und das Hyperboloid ¢? in den
Hyperbeln ¢2, ¢?, und fi, ¢}, sowie auch f2, ¢? sind beziiglich des
Durchmessers EF konjugiert. Die Brennpunkte der Ellipsen s?
liegen auf den mit f2, ¢7 beziiglich der Affinitatsachse EI" affinen
Kegelschnitten o2, »?, die ebenfalls konjugiert sind. Ubertrigt man
die Excentrizititen von den Mittelpunkten der Ellipsen s} auf ihre
Nebenachsen, so liegen die Endpunkte der iibertragenen Strecken
auf einer Ellipse 02 und auf einer Hyperbel 2, die ebenfalls beziig-
lich des Durchmessers EF konjugiert sind. Auf der Ellipse o2
liegen die Brennpunkte der Polarfelder #; des Hyperboloids 2 und
auf der Hyperbel w? liegen die Brennpunkte der Polarfelder o; des
Ellipsoids F2.

Also haben wir den Doppelsatz:

«Ist der Durchmesser EF zur Ebene # beziiglich des Ellipsoids
I? (zweischaligen Hyperboloids ¢?) konjugiert und treffen die zu
o parallele Ebenen ¢; die Fliche F? (¢?) in den Ellipsen s}, so ist
der Ort der Punkte auf den Nebenachsen von s, welche von den
Mittelpunkten derselben die Abstinde der Excentrizitdten der
Ellipsen s? haben eine Ellipse ¢? (Hyperbel ?%. Zur Ellipse o?
(Hyperbel w?) ist beziiglich des Durchmessers EF ein Hyperbel «?
(Ellipse 0%) konjugiert, deren Punkte die Eigenschaft haben, dass
aus ihnen die Perspektivumrisse des Ellipsoids F2 (Hyperboloids ¢?)
auf die Ebene o: Kreise sind.»

Trifft eine Ebene o ein zweischaliges Hyperboloid in einer
Hyperbel oder Parabel, so kénnen die Perspektivumrisse der Flache
auf ¢ aus keinem Punkte — Kreise sein.

Ist die Ebene ¢ nicht parallel mit der Achse eines elliptischen
Paraboloids F?2 und treffen die zu ¢ parallele Ebenen F2 in den
Ellipsen s, so ist der Ort der Punkte auf den Nebenachsen der-
selben, welche von den Mittelpunkten der Excentrizititen gleiche
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Abstinde haben, eine F? im Punkte E berithrende Parabel o?;
die zu o? beziglich der Paraboloidendurchmessers EF konjugierte
Parabel «? hat die Eigenschaft, dass die Perspektivumrisse aus
thren Punkten auf die Ebene o Kreise sind. Ist aber ¢ mit
der Paraboloidachise parallel, so konnen die Perspektivumrisse
derselben auf die Ebene ¢ aus keinem Punkte des Raumes
Kreise sein.

5. Treffen die zu ¢ parallele Ebenen eine Regelfliche 1I. O.
F? in Hyperbeln, so liegen die Brennpunkte derselben auf zwei
konjugierten Durchmesserebenen, die sich in den zu ¢ konjugier-
tem Durchmesser treffen, u. zw. besteht der Ort dieser Brenn-
punkee, wenn F? ein Hyperboloid ist, aus einer Ellipse und einer
Hyperbel, und wenn I? ein hyperbolisches Paraboloid ist, aus zwei
Parabeln.

Treffen aber die zn ¢ parallele Ebenen das Hyperboloid in
Ellipsen oder Parabeln, das hyperbolische Paraboloid in Parabeln,
so ist der Ort der Brennpunkte der Schnitte bei der ersten Fliche
eine Hyperbel, bei der zweiten eine Parabel, und die Perspektiv-
umrisse dieser Regelflichen aus diesen Brennpunkten auf di
Ebene o sind stets Kreise.

6. In Fig. 1 ist k' der Perspektivumriss eines Ellipsoids F?
auf eine Ebene ¢ seiner Ellipse s? aus dem Punkt O; (E)(F) ist die
Umklappung des zu ¢ konjugierten Durchmessers EF auf die
Ebene ¢ um ihre orth. Projektion E,F, auf ¢; (0% ist die Um-
klappung der Hyperbel «?2, aus deren Punkten der Perspektiv-
umriss von F? ein Kreis wird; O, ist die orth. Projektion eines
Punktes O dieser Hyperbel «?; k'™*? ist der Perspektivurmriss auf
der zu ¢ parallelen Durchmesserebene der Fliche; schliesslich
sind n, n* die Spuren, ', +'* die Fluchtlinien der Ebenen der Um-
risse k2, k*2 auf dem Ellipsoid.

Die Fig. 2 und 8 zeigen die ndmliche Konstruktion fiir das
einschalige Hyperboloid bezw. hyperbolisches Paraboloid.

In Fig. 4 ist der Perspektivumriss k'2 eines Ellipsoids F? be-
stimmt auf einer zur Durchmesserebene BBCC desselben paral-
lelen Ebene ¢, wenn k' eine gleichseitige Hyperbel wird.

F? ist durch seine Schnittellipse d2 mit der (zu o parallelen)
Distanzebene, und den zu o konjugierten Durchmesser AL A
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{in der Umklappung (A)(L)}(A4) gegeben. O, ist die orth. Projektion
des Projektionsmittelpunktes O auf den pE na Hire-Kreis der
Ellipse d?. M ist der Pol der Distanzebene nach der Fliche F?;
sein Bild M’ ist der Mittelpunkt vom Perspektivamriss k'2;

schliesslich ist » und 4" die Spur- und Fluchtlinie der Umrissebene
des Umrisses k% auf der Fliche.

{Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 9. Oktober 1933.)



FELSO KORLAT A MASODFOKU SZAMTEST
ABSZOLUT OSZTALYCSOPORTJANAK
4-GYEL OSZTHATO INVARIANSAI SZAMARA.

REDEI LASZLO-t61 (Mezdtir).

Egy régebbi dolgozatomban® meghatéroztam tetszésszerinti
k masodfokt szdmtest abszolut osztalycsoportjaban a 4-gyel
oszthatd invaridnsok e, szdmossagat. Az ott nyert tétel alapjan
most bizonyos felsé korlatot allapitok meg az e,-re.

Alapdiscrimininsnak nevezek egy olyan raciondlis egész
szémot, amely discrimindnsa egy mdsodfoku szamtestnek, és
csupdn egyetlen raciondlis torzsszdmmal oszthato. Nyilvdnvald,
hogy a k szémtest D discriminansa el6allithato a D=d,d,...d,
alakban, melyben a jobboldali tényezdk péronként relativ prim
alapdiseriminénsok és, sorrendtél eltekintve, egyértelmiien meg-
hatérozottak ; legyen ezek kozlil a pozitivok és negativok szé-
mosséga 7,, illetve 2r,—wv, ahol r, r, nem negativ egész szdmok
és v=0 vagy 1. Legyen

r=1r,+r— L (1)
A D kiilonb6z6 torzstényezbinek szémossaga :
t=1r,+ 2r, —v. 2
Tétel. Mindig
e <1+ 1y —1(=17) 3

s az e;re igy megadott felsd korldt valddi abban az értelem-
ben, hogy minden ry, ry, v kombindcidhoz van (végtelen sok) k,
amelynél (3)-ban az «=» jel érvényes.

1 A mésodfokd szdmtest osztalycsoportjdnak 4-gyel oszthaté inva-
ridnsai. Ez az Ertesits, 49 (1932) 338—368. Ezt I.-gyel fogom idézni.
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Miel6tt a bizonyitashoz fognék, néhany megjegyzést flizndk
a tételhez:

Ha a D-ben foglalt alapdiscrimindnsok mind pozitivok,
vagy ha kozottik egyetlen negativ van, akkor és csak akkor a
(3) jobboldala t—1, ami Gauss tétele szerint a paros invariansok
e, szamossdga, minden m&s esetben az a jobboldal kisebb
mint e, Altalaban, adott ¢ mellett az r, novelése az e, kor-
latjanak rovasara megy.® LegkedvezStlenebb az olyan pozitiv
discrimindns, amely csupa negativ alapdiscrimindnsbdl van 6ssze-
téve; ekkor t =2r,, r, =0, v =0 és

e4§%_1:82;1 )

Feltting az e,-re érvényes r, 4 r, — 1 korldtnak a barmely
algebrai szdmtestben a fliggetlen alapegységek szdméra vonatkozo
DieicaneT-féle tétellel valo hasonlé kifejezése. A hasonldsag
annyival is erdsebb, hogy pozitiv és negativ alapdiscriminansok-
nak valos, illetve képzetes masodfokd szamtestek felelnek meg,
tovabba az e, is egy (jollehet véges) csoport fiiggetlen elemeinek
szamossaga. Gyengiti a hasonlésiagot az, hogy az emlitett testek
nem konjugiltak, szdmuk nem r,, 2r,, hanem r,, 2r, — v, végiil
r, -+ r, — 1 nem pontos értéke e,-nek, csupan valédi felsé korlat.

Jelentse (G) a G-csoport rendjét, tovabbs valdos x-re legyen
S(x) egész, x —1 < 8(x) < .

Segédtétel. Ha G AbEL-féle csoport, tipusa (2, 2,..., 2),
fiiggetlen bazisa a,, @,..., @, (tehat (G) =27, H olyan al-
csoportja Gr-nek, amelyre teljesiil a ’

A. «H bérmely két elemében pdros szamu kozds tényezé vanv»

tulajdonsag, akkor o
(H) < 252/ » @)

2 V. 6. I. 14 jegyzettel.

3 Adott ¢ és nagy» », mellett tehit viszonylag kis osztalyszam
varhat6, hacsak ilyenkor a «hifdny» 2"-nel (n>=>3) oszthaté és paratlan
invaridnsokbél nem pétlédik.

4 Az A. tulajdonsig elvészhet, ha mas bazisra tériink at. — A (4)-ben
s 8z6l88 esetre példak: 1. n=8; H ={ala,, Ogllyy Os0lg, a7a8} vagy
H= -{alazasa,, Qg0 050 gy A1050500, aQabaeas}; 2. n=17; az elébbi { } jelekbél
& negyedik elemet torélve, alkalmas példadkat nyeriink.
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Természetesen az A. 1ugy értendd, hogy elébb a H minden
elemét az a,an...dw alakban vessziik fel, ahol ag4, ay,..., a,, ki-
16nboz6k, midltal az ay, ap,..., G «tényezék» — a sorrendtél
eltekintve — egyértelmtien meghatarozottak. Az A. a H-nak
két egyenl elemére is vonatkoztatandd, azaz A.-nal fogva H
minden eleme péaros szamu tényez6 szorzata.

A segédtétel bizonyitdsa.

a. Elébb megjegyzem, hogyha n péros, akkor konnyen lat-
hatéan a H, ={H, 4,a,...an} csoportra is fennall A. Ebbél
kovetkezik, hogyha egy bizonyos paros m-re érvényes a segéd-
tétel, és valamelyik H-ra (4)-ban az «=» jel érvényes, akkor
ez a H tartalmazza az a,a,...a, elemet.

Az 4llitds igaz, ha H=1 (1-gyel jelolém a (r egységelemét),
8 igaz ennélfogva az n=1 esetre. Feltételezem az &llitist az =
«kisebb» értékeire, s egyuttal feltehetd, hogy n=>2, H-i-1.

Alkalmas jelolést valasztva, a H-nak van olyan a eleme,
amelynek tényez6i kozitt szerepel a,. Akkor H :H'.{a}, ahol
H'’ benne van a G'={a,, ..., Gn-1) csoportban és igy nyilvén-
valéan G, H helyett a G', H' par is kielégiti a segédtétel fel-
tételeit (természetesen G’ szamara fiiggetlen bazisul a,, a,,..., @n—1
értendd, v. 6. *). Feltevés szerint tehat:

[ n—1\

; ’ 8'\ 2 -
Hy<2 "2 7, 6)

tovabba _
(H) = 2(H".

Ezekb6l maris kovetkezik (4), ha n paros, mert akkor

-8(—;1)=8(l;—1)+1, vagy ha (5)0-ben a «<<» jel érvényes.

Hatra van tehat csupdn az az eset, amelyben n péaratlan és

& " n‘;-l
(H!) — Q V9 )

Ekkor a feltevés miatt H'-ra alkalmazhato az a. megiegyzés
(most n— 1 péros), tehat H' tartalmazza az a,=a,a,...a,—1 elemet.
Akkor H is tartalmazza az a, elemet, tovabbd a-t is. Ez utébbiak
osszes kozos tényezdi azonban az aa;’ Osszes tényezdi, s ezek
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pératlan szdmban vannak. Kz ellentmondés A.-val, misltal a
segédtétel bizonyitdsa megtortént.

Legyen G az osszes D,, D, D-felbontésok csoportja,® amely-
nek elemei teh&t azdltal dllnak eld, hogy D, befutja a D Gsszes
dydy. . .dy osztdjét (az 1 és D szamokat beleértve), 68 mindenkor
D, D,=D; e szerint D; (i=1,2) discrimindnsszdm vagy 1. D,, D,
a D-felbontas tagjai, D; az ¢-dik tag. (Az I.-ben az olyan
D-felbontasokat, amelyek csupan a tagok sorrendjében térnek
el, «nem kiilonb6zéknek» neveztem; az ilyenek félannyian van-
nak, mint a G elemei) A D,, D, és E,, E, D-felbontésok 5ssze-
tétele az a D-felbontas legyen, amely a D,E|, D,E, szémokbél
az Osszes d; tényezbk torlése utdn elédll; az Osszetevésnek ez
a szabalya kommutativ, azaz G ABEL-csoport. Egységelem az
1, D. A G tipusa (2, 2,..., 2), rendje 2. Minthogy a D,, D,
D-felbontds mar elsd tagja altal meghatdrozott (egy bizonyos D
mellett), azért a D-felbontasokat réviden az a,... alakban fogom
jelolni. Ervényes G ={d,,d,,..., 4}, ahol di=d;... G=1,2...,0
a G fiiggetlen bézisa.

Legyen G, az Osszes olyan masodfaju D-felbontésok cso-
portja, amelyek mindegyikének elsé tagja pozitiv. G, alcsoportja
a (G-nek.

Legyen 4= PP,,...: 4'=P,P,... két olyan elem G,-bé],
amelyekben P,, P, relativ primek, és P;=1 (=123, Akkor
4"=44'= PF,P,,... is G,-ben van. A méasodfaju D-felbontasok
definicidja szerint

(B2 (B2 (B

(ezeknél sokkal tobb is igaz). Relativ prim a, b discriminan-

gokra az
() ()
b/Va
«amegforditasi tényezé» —1 vagy —+1 a szerint, amint a, b
mindketten negativok vagy nem. Minthogy tehat a F; (=123

5 L. az 1. 340, 359. lapjait. Az L-beli megallapoddsokat fent kissé
kibévitem.
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szamok egyforma elbjeliek, azért a (6)-bol szorzas dltal kovet-
kezik, hogy (t6bbek kozott) P, pozitiv. Latjuk tovabb4, hogy ez
a kovetkezmény akkor is fennall, ha a P4 1 =123 megszo-
ritast elejtjik.

A G-nek 4; G=12,...,0 baziselemét «pozitivnak» vagy «ne-
gativnak» fogom nevezni a szerint, amint d; pozitiv vagy negativ.
A G,nek minden eleme pdros szdmu negativ .f; béziselem
tényez6t tartalmaz, s az elébbiek szerint:

B. A G, barmely két elemében pdros szdmu negativ J;
k6z6s tényezd van.

Marmost a jel6léseket ugy valasztom, hogy (d,, d,,..., dy,
azaz) 4, 4,,..., 4r, pozitivok legyenek, és tekintem a G, =
={G,, 4,, 4y..., 4dr,} csoportot. Nyilvanvald, hogy G, helyett
G,ra is érvényes B.

Legyen G'={d,, dy..., 4}y G"=1dy,41,..., d}. Akkor
G = G' < G" (direkt szorzat), tovabbs G, = G' < H", ahol
H" < G". Minthogy nyilvinvaléan H"-ra is érvényes B., azért
a G", H" parra teljesiilnek a segédtétel feltételei. Il szerint

t—ry} 279 —
85, Tt

2 ”) = Qre—v

8(

(H") <2 =2

tehit ’
((ry)) < (Gy) = (G).(H") < 2w, (M
Legyen:
1. D < 0. Ekkor minden D-felbontds egyik tagja pozitiv, s
ezért a «kilonbozé» (t. i. az I. értelmében) masodfaja D-fel-
bontasok éppen a G, elemei. Minthogy pedig most v=1, azért

a kiilonb6zé masodfaju D-felbontdsok szdmossdga (7)-b6l
< 27‘1 +'I"—1.

2. D> 0. Ekkor minden madasodfaja D-felbontds mindkét
tagja pozitiv (v. 6. 1. ° jegyzettel), s igy a kilonbozdk félannyian
vannak, mint a G, elemei. Minthogy most v = 0, azért (7)-b6l
hasonlé eredményt nyertiink, mint 1. alatt.

Ezekkel az I. tétele (360. 1.) alapjan a (3) bizonyitdsa meg-
tortént.

Hogy a (3) jobboldala az e,-re valddi korlat, azt kézvetlen
példaval mutatom ki: Meghatdrozhaté a szamtani haladvany
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tétele szerint ¢ szamu kilonboézé 4m + 1 alaku torzsszam
Py Das- -+, P Ugy, hogy py,. .., Dr, Pozitivok, Py +1,..., P; Degativok
_ legyenek, tovabba
(&) =1 a<i<ji<y
Pi -7
legyen. Akkor D == p,, p,s..., pr a kivant sajatsdggal bir.

Hogy ezt belassuk, legyen®® d, = p,, dy = po,..., dp, = pp, 5
d;-, +1=Pri+1P0r,+ 25 ry +2=Dry+3Dr + 415005 (lr1 +74=1=Pr; + 27, —3Pr, +2ry—25
végil d,, sry = Protore—1Dr 420y illetéleg = p, 2.1 a szerint,
amint ({—r, paros vagy paratlan azaz) D>0 vagy <0. A négy-
zetes reciprocitis tétel szerint d; G,=12,...,r+7) négyzetes ma-

radéka l;— minden torzstényezbjének, azaz D; = d;...=
=d; d,d,...di—1dis1.. .dy 4+, mésodfaji D-felbontds. Minthogy

a Dy,...,D, sorozat kiillonboz6 és fiiggetlen D-felbontasok, azért
az L. idézett tétele szerint most e, = r =171 +r, — 1.%

52 Az itt kovetkez8 o;, D; jeleknek semmi koze ezeknek a jeleknek
elébbi értelméhez.

6 Hasonlé konnyliséggel adhaték meg olyan paros diseriminénsok
is, amelyekre (3)-ban az «=» jel érvényes. A fent megadottakon kivil
vannak még paratlan discriminénsok, amelyekre (3)-ban az «=» jel érvé-
nyes. Ilyen példaul D = p,p,...ps ha minden p; ¢-1.2...8 4m-1 alaka

(( Jt)
D

matrixbdél a 64116 alatt levd szamok (i>>j) eldjelei a kovetkezék :

A+t

| + +

4+t
|
++4++ |

- +
+

Koénnyen lathatélag p, papsDs. -5 P3PaPsPer-- -3 P1P3PsPn--- killonbozé
fiiggetlen mésodfaji D-felbontésok, s igy e,— 3, azaz (3)-ban most az
«=» jel érvényes. (Ezt s a fenti példdkat a % jegyzet segitségével szer-
kesztettem.)

(A M. T. Akadémia III. osztdlydnak 1933. nov. 13-an tartott iilésébdl.)



EINE OBERE SCHRANKE DER ANZAHL
VON DEN DURCH VIER TEILBAREN INVARIANTEN
DER ABSOLUTEN KLASSENGRUPPE
IM QUADRATISCHEN ZAHLKORPER.

Von L. REDEI in Mezétir.

Auf Grund meines Satzes in diesem Anzeiger 49 (1932)
363. ergibt sich hier eine obere Schranke fiir e,, die Anzahl
der durch 4 teilbaren Invarianten der absoluten Klassengruppe
in einem beliebigen quadratischen Zahlkorper k.

Ich nenne eine Fundamentaldiskriminante eine solche ganze
rationale Zahl, die auch die Diskriminante eines quadratischen
Zahlkorpers ist und nur einen einzigen rationalen Primteiler
hat; diese sind also —4, 8, —8 und die (positiven und nega-
tiven) Primzahlen der Gestalt 4m--1. Offenbar ldsst sich die
Discriminante D von k in der Form dd,...d, darstellen, wobeil
d,, dy,..., d, paarweise relativ prime Fundamentaldiskriminanten
sind, die von der Reihenfolge abgesehen, eindeutig durch k& be-
stimmt sind. Davon seien r, und 2r,—v die Anzahl der positiven,
bzw. der negativen, wobei r,, 7, nicht negative Zahlen sind und
v=0 oder 1. Es ist { die Anzahl der verschiedenen rationalen
Primfaktoren von D.

Satz. ks ist
e, <7, +7r,— L

Damil ist fiur e, eine echte obere Schranke gegeben, in dem
Sinne, dass es fur jedes System ry, vy, v (ry+2r, —v=1) un-
endlich viele solche k gibt, fir welches e, =v, + 1, — 1 besteht.
Bemerkungen : Nur fir 2r, — v > 2 ist stets e,<e,=1t—1
(Anzahl der geraden Invarianten), im anderen Falle gibt es /
mit e,=¢,. Tm ungiinstigsten Falle »,=0, ¢ = 2r,(v =0, D >0)
LI 15
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6y—

2
r, eine kleine Anzahl ¢, und somit auch eine kleine Anzahl
der Idealklassen mit sich zu ziehen. Augenscheinlich ist die
Analogie mil dem DiricHtErschen Satze iiber die Grundein-
heiten in einem beliebigen Zahlkérper. (Auch r, und 2r,—
bezeichnen die Anzahl von reellen bzw. imagindren Korpern,
nimlich von denen, die quadratisch sind und d; @=12...,0
zur Diskriminante haben; auch e, ist die Anzahl unabhdngiger
Basiselemente einer -— zwar endlichen — Gruppe. Doch sind
die erwidhnten Korper nicht konjugiert; ihre Anzahl ist nicht
7y, 27, sondern 7, 2r, —v; und 7, 4-r, — 1 ist kein genauer
Wert fiir e,, sondern nur eine echte obere Schranke.)

ist e, < - Bei einem gegebenen ¢ scheint ein «grosses»

{Aus der Sitzung der IIL. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 13. Nov. 1933.)



A MASODFOKU SZAMTEST ALAPEGYSEGEROL ES
AZ ABSZOLUT OSZTALYCOSOPORT 8-CAL OSZTHATO
INVARIANSAIROL.

REDEI LASZLO-t61 (Mezdtir).

Legyen It a racionalis szdmok teste, & méasodfoku szédmtest
az R {6l6tt, D a k diseriminénsa, ¢ a D killonbozé torzstényezdi-
nek szamossaga, N a k-ban képzett norma jele, e alapegysége
k-nak, em (n=1, 2, 3,...) a k («szlikebb» értelemben vett) abszolut
osztalycsoportja 27-nel oszthaté invaridnsainak szdmossdga.

1 A jelenlevséhoz a kovetkezd régebbi dolgozataimat fogom felhasz-

nélni :
I. A mésodfokt szémtest oszthlycsoportjénak &-cal oszthaté in-

variénsai. Ez az Krtesits, 50 (1933) 195—218.

II. A masodfokt szamtest osztélycsoportjanak 4-gyel oszthaté in-
varidnsai. Ez az Ertesits, 49 (1932) 338—361.

III. A mésodfokd szdmtest egyik tételének 1j bizonyitisa. Ez az
Trtesits, 50 (1933) 219—230.

IV. Fels6 korlat a masodfokt szdmtest abszolut osztalycsoportja 4-gyel
oszthaté invariinsai szdméra. Ez a kotet, 219—226.

Ezekre roviden az I—IV. jelekkel fogok hivatkozni. Tovibb4 mint
Ber. II fogom idézni a kovetkezd munkéit: Hassg, Bericht iiber neuere
Untersuchungen und Probleme aus der Theorie der algebraischen Zahl-
korper, Teil II, Jahresb. d. D. Math.-Verein. VI. Ergénzungsband (1930).

Hibajavitdsok az 1. dolgozathoz: a 198. lapon alulrél a 3. sorban a
mésodik ¥~ jel alatt helyesen «Dy» értend6; a 203. lapon alulrél a 12.
gorban «nP» helyett «nfi», a 213. lapon a 10. sorban «, akkor» helyett
«=1, akkor» veends. — Hibajavitdsok a IIL. dolgozathoz: A 219. lap
utolsé soréban «irreducibilis» helyett «irraciondlis», a 220. lapon alulrél
az 5. sorban «osztily» helyett wosztalyszém», a 228. lapon a 8. sorban
«i=» helyett «(?=» veendd.

15*%
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A. Scuorz kevéssel ezel6tt kozolte velem néhany tételét,?
amelyek t=2, 3 mellett a D torzstényez6ibdl alakitott (), negyed-
foku hatvinymaradék-jelekkel bizonyos esetekben N(eg) = 1-re
kovetkeztetnek. El6tte még senki hasonlé megallapitdsokra nem
jutott. Azutdén mindketten egyidejlileg ugyanazt az dltalanos
(minden {-re vonatkozd) tételt talaltuk és kiillonbozé modszerekkel
bebizonyitottuk. Ez a tétel ugyancsak a II. dolgozatbél ismert
D-felbontasok segitségével nyert megfogalmazdst. Az I. dolgozat-
ban emlitettem a IV (e) = — 1-re vonatkoz6 DiricaLET—Tax0 3-féle
tételeknek olyan fogalmazésat, amely szintén a D-felbontésokra
tamaszkodik. Ezeket a tételeket itt, az 1) alakjukban, bizonyos
kiegészitésekkel, réviden meg fogom ismételni. Mindkét tétel
utdn az esetek tilnyomd részében (), jelek altal eldomnthetd
N(e) el6jele. A. ScroLz az 6 dolgozatdban? az utdbbi tételeket
is targyalni fogja. Eljardsa (mindkét kérdésben) az osztalytestek
elméletén alapul, én elemi bizonyitdsmddot hasznalok. Bizonyi-
tdsom az R(i) (2= —1) testben mozog s alkalmazdst taldl a
4-edfoki reciprocitastétel.

Figyelemremélté kapcsolatokban allnak egyméssal N(e) és
az ex szdmossagok (vagy még inkabb az n-edfaju D-felbontdsok).
Elére csak ennyit akarok emliteni: Ha e,=0, akkor N(e)=—1
(lasd a II. dolgozatban); minél nagyobb e,, annal gyakoribb
N(e) =1, s egyittal anndl ritkdbb esetben marad kétes N(e);
ilyen Lkétes eset csak akkor fordul el6, ha az osztdlyszdm
oszthaté 2!+1-gyel, azaz, ha ¢,>2 vagy e,>1. Ugy latszik, hogy
névekvé t mellett is az esetek nagy részében e,<<1, s igy —
jollehet «nagy &» elsé feltétele «nagy e,-nek» — nem lenne
helyes ¢ noévekedésével hozni kapesolatba az imént emlitett
jelenségeket.

H. RercaarDT * 8zerint az em(n > 2) meghatdrozhaté az n-ed-

2 A. ScmoLz tirnak szives kozléseiért, valamint H. REICHARDT urnak,
aki szivesen elészér figyelmeztetett azokra a meghllapitisokra, ezen az
fiton is halés koszonetet mondok. A. Scuorz dolgozata a Math. Zeitschr.-
ben fog megjelenni (v. 6. az alabbiakkal).

3 Tano, Sur quelques théorémes de DIricHLET, Journ. f. d. Math. 105
(1899), 160—169.

4 H. RercEARDT, Zur Struktur der absoluten Idealklassengruppe im
quadratischen Zahlkérper, Journ. f. d. Math., 170 (1933) 75—82.
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faju D-felbontéisok széamossagdbodl, s 6 az utobbiakra kritériumot
allapitott meg, amely azonban csupan egy irracionalis szdmokon
végzend$ rekurziv eljards segitségével donti el azt, hogy melyek
az n-edfaju D-felbontasok.® Eddig csupin a mésod- s harmad-
faju® D-felbontdsok hatdrozhaték meg racionalis tton, utobbiak
kevésbé egyszertien. Bizonyos figyelemremélto esetekben maguk-
bol a D torzstényez6ib6l ugyancsak (), jelekkel lehet kovetkez-
tetni harmadfaji D-felbontasokra, azaz e,-ra; ez lesz dolgozatom
masik targya. Ezeknek a vizsgdlatoknak nagyobb része az e,—=1
4ltal megszoritott esetekre vonatkozik, de az ilyen eseteket sem
tudtam mind fel6lelni (ilyenkor az a kérdés, hogy az egyetlen
valédi méasodfaju D-felbontds egyuttal harmadfaju-e).”

Elébb az e, kérdésével foglalkozom (I. rész), majd N(e)
kérdésével (IL. rész), mert a ketté emlitett 6sszefiiggésében inkabb
az eldbbi szolgdl az utébbi megvildgitdsara. A N(e)-ra vonatkozd
Gsszes tények arithmetikai uton alltak eld, de az e, e, szémokkal
valé Osszefiiggések részben mér fiiggvénytani tények, mert esm
meghatarozasa dltalaban eddig csupén az osztalytestek elméleté-
vel lehetséges. Mégis, tekintettel arra, hogy a III. dolgozatban
az e, arithmetikai meghatarozdst nyert, tovabba B. A. WENkov
egyik dolgozatéban (a III. dolgozatban * jegyzettel idézve) a
DiricaLET-féle osztalyszémképleteknek tekintélyes nagy részét
ugyanesak arithmetikai dton targyalja, végiil valdszintnek tar-
tom, hogy az e,-ra vonatkozé jelenlegi eredményeknek a IN(e)-
val kapesolatha keriilt része (t. i. az ¢,—1 feltevés mellett vég-
zett vizsgalatok) mind az osztalyszéamképletek alapjin is nyer-
hetd (v. 6. a 2 jegyzettel): lehetséges, hogy az emlitett Gesze-
figgések is arithmetikai tényekké vilnak. Mindezek tovabbi
testvérviszonyt sejtetnek N(e) és eun kozott.

5 Fentiekbdl az n—2 esetre vonatkozé tétel télem ered, ezen alapul-
nak H. REIcHARDT tételei, de még az 8 vizsgilatai el8tt én elintéztem az
n=3 eseotet is, az 6vénél egyszerlibb eredménnyel. V. 6. a III. dolgozatban
4 jegyzettel (1. ehhez az 1 jegyzetbeli hibajavitésokat).

6 L. a II., illetdleg I. dolgozatot.

7 Az L. dolgozat végén a 213, 214. lapokon levd eredményeket itt
Gjra fogom nyerni, 8 nem fogok ezekre esetenként kiilon figyelmeztetni.
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I. Rész.

Ay

1. Jelentsen & = E’, K" egy tetszésszerinti D-felbontést
(II. dolgozat -340. lap). Kényelmes lesz a D-nek p raciondlis
torzstényezdire a kovetkezé megallapodas :

& E £
) (5o 5
a szerint, amint p|E" vagy p|E’, ahol a jobboldalon a Kno-
NECKER-féle jelt haszniltam.

Legyenek ismét, mint a III. dolgozatban, a D kiilsnbozé
racionalis torzstényezbi p,, Pg,..., Pr; Pe =2, ha 2|D; p;i=1
(mod 4), ha p; paratlan.

Kényelem kedvéért az 1. dolgozatbdl idézem a kivetkeztt:

A. ¢, egyenld a harmadfaji D-felbontdsok szdmdval.®

Hogy melyek a harmadfaju D-felbontisok, az igy dénthets
el az 1. dolgozat szerint: Csupén olyan D-felbontés lehet harmad-
faju, amely egyben mésodfaju.® Legyen ezutan egy ilyen D', D",
tgy valasztva a jelolést, hogy D" pératlan; legyen a, b, ¢ egy
megoldésa az

a= bD'+ D" (1)
egyenletnek a kévetkezd feltételekkel: a, b, ¢ zérustol kiilonbozé
racionalis egészek: 2|b; a, bD’, cD" paronként relativ primek;

(a + b 1/]7‘:‘. 1 (mod 4) azaz)
a-+b=1@mod4) (ha 24 D); (2)
a=1(mod 4) (ha 2 | D). 2"
Ezekutan :

B. A D', D" harmadfajt akkor és csak akkor, ha uvan
olyan & D-felbontds, amelyre

2a8 ad
) 2
(haD =1 (mod 4) vagy D = 8 (mod 16))

8 Ennek megfoeleldje érvényes 4 szerint minden n-re.
9 L. a II. dolgozatban (340. 1.)
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39

(28) =1, (2) =1, (@42E).,
(ha (D =— 4)(mod 16))

teljesiilnek. Itt p', p” a D', illetéleg D" Gsszes torzstényezdit
jelentik.*®

Fontos szerepet fog vinni itt is az Mp matrix (III. dolgozat
224. lap *%%), tovabbé a kovetkez6 Mp(a), amely a megel6z8bél
még egy (utolsé) oszlop hozzafiizésével all eld :

2z - (2
)
() ) o) 29 (29
) 2]
e :

(%)

@)

10 Fentiek az I. dolgozat megfelels tételétél kissé eltérnek, lényegé-
ben csak a b-re szabott kevesebb megszoritdis miatt. A kétféle szoveg
azonos tartalmat kénnyen ki lehet mutatni, egyébként ki fog deriilni egy
késébbi dolgozatombél a Journ. f. d. Math.-ban.

10a¢ Az ottani d értéke D vagy 3D volt s ezért az ott hasznélt
LecenprE-féle jelekben d helyébe D-t irhatunk. Ezt gondoljuk végrehajtva
" 8 t6bbé semmi koziink nem lesz a II1. dolgozatheli d-hez.
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Itt s ezutdn is a jeloléseket ugy valasztom, hogy a p,, Ps,..., P
gorozatban a D" torzstényezoi elézzék meg a D' térzstényezdit
(elébb kikétottem, hogy D" pératlan legyen, ami az Uj megalla-
poddssal nines ellentétben, mert ha I péros, akkor p, = 2).

E szerint az Mp (a)-nak D"-hoz tartozé sorai!! megelézik a D'-hoz'

tartozé sorokat. Az Mp(a) utolsé oszlopa a (‘?Ta),..., (%‘i);
3 1
(pa ),..., (—5—) szamok, ahol egy pillanatra s-sel jeloltem a
Hs+1 t
D" torzstényezbinek szamat, illetve ama szémok koziil az utolso

«szémlaléja» a—+2b-vel helyettesitends, ha D =— 4(mod 16).
Mégeqyszer leszogezem, hogy Mp az a matrix, ami (4)-bél az
utolsé oszlop elhagydsdval dll eld.

Ha 8=FE', E" egy D-felbontas, és példaul p,| L', akkor az
Mp, valamint Mp(a) &-hez tartozo oszlopai alatt értem az E"-hoz
tartozé oszlopokat. Krvényes :

Az My S-hez tartozo oszlopainak szorzata*®

( é ) G=1,2,3,..., 1) (5)

bi

A IIL dolgozatban (v. 6. a 12 alatt idézett helyek koziil az
elsével) «nem fiiggetlennek» neveztem egy matrix olyan sorai-
nak (oszlopainak) halmazdt, amely sorok (oszlopok) szorzata
1,1,...,1; ilyen halmazt ebben a dolgozatban egysighalmaz-
nak fogok nevezni.

Ezekutan kimutatom, hogy B. helyébe a kévetkezd is 1éphet:

B'. A D', D" harmadfuji akkor és csak akkor, ha az

11 Hagonléan értem, mint a IIL. dolgozatban (224. lap) az Mp-re.
Ha «d-hez tartozé sorokrél» beszélek, ahol d a D néhiny torzstényezsjé-
nek szorzata, akkor a jovében meg fogom engedni azt is, hogy « egyes
torzstényez8ket tobbszordsen is tartalmazzon; ha példdul d a p toérzs-
tényezét a-szor tartalmazza, akkor ama sorok kozé a p-hez tartozé sor
beleszémitandé vagy nem a szerint, amint « phratlan vagy paros. Igy
példaul a D-hez tartozdé sorok koézott nines meg az utolséd (& 2-hoz tartozd),
ha D=- 4 (mod 16). Mindez értendé az oszlopokra is. Kifejezetten is
megmondom, hogy az Mp(a)-nak p,hez tartozé oszlopa az utolsé oszlop.

12 Tagd a III. dolgozatot (224. lap). Fenti &llitast kozvetlenil belat-
hatjuk, s mar talalkoztunk is vele a III. dolgozatban (227. lap), a (10) le-
verzetésénél. '
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My(a) és Mp sorainak -egységhalmazai D-nek ugyanazon
osztdihoz tartozo sorokbil dlinak.

Ugyanis a (3), illetéleg (3") alatti szamok éppen az Mp(a)
&-hez tartozd oszlopainak és az utolsé oszlopnak szorzata. Eme
oszlopok tehat egységhalmazt alkotnak, ha D', D” harmadfaju,
s minthogy ez a halmaz tartalmazza az utolsé oszlopot, azért
nyilvanvald, hogy ilyenkor Mp(a)-ban az oszlopoknak éppen
kétszer annyi egységhalmaza van, mint Mp-ben, vagyis most a
111. dolgozatbeli 7. (226. 1.) szerint erre a két matrixra a sorok
egységhalmazainak szémosséga egyenld. Tiistént latni, hogy ez
a kovetkeztetés megfordithaté. Minthogy masrészt az Mp(a) sorai-
nak egységhalmazaib6l a sorok utolsé elemeinek torlése utan az
My sorainak egységhalmazai &llnak el6, és szilkségképpen az
bsszes ilyen, ha az iménti két szdmossdg egyenld, azért he-
lyes B'.

Ertelmezem egy matrix soraibol alakithaté x, y,... halmazok
csoportjat a kovetkez6 Osszetevési szabdllyal: ay azokat és csak
azokat a sorokat tartalmazza, amelyek az x és y kozil az egyik-
ben és csak az egyikben megvannak. Bz a csoport ABEL-féle,
tipusa (2, 2,..., 2); a csoport egységeleme az iires halmaz.
A sorok egységhalmazai egy alcsoportot alkotnak az elGbbi cso-
portban.

Nyilvanvalé ezutin, hogy B’. helyett a kovetkezs is vehetd:

B”. A D', D" harmadfaji akkor és csak akkor, ha az Mp
sorainak fuggetlen egységhalmazai az Mp(a)-ban is eqgység-
halmazok (természetesen miutén az Mp sorai az Mp(a) soraivi
kiegészittettek).

A TIL. dolgozat (221. lap (1) és 227. lap 8. elsé bekezdése)
alapjan:

Az Mp soraibdl alakitolt eqyséyhalmazok csoportjdban a
fitygetlen elemek szdma e,+1. (6)

Osszefoglalva : e, meghatarozhaté A., B”. éltal, s ezt meg-
konnyiti (6).

2. Ett6l kezdve, mig mdst nem mondok, teljesiiljon a ko-
vetkezé feltétel :
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(@) D vagy negativ, vagy D minden alapdiscrimindns-
tényezdje ' pozitiv.

A négyzetes reciprocitas tétel alapjan hasonlé szamitassal,
mint amilyent a III. dolgozatban (225. 1.) (6)-nal és (7)-nél vé-
geztiink, a kovetkezét nyerjiik :

Ha D,, D, mdsodfaju D-felbontds, és D, D,, D, mind-
egyikére teljesitl (a), akkor az Mp Dj-hez (=12 tartozé sorai
egységhalmazt alkotnak. (7)

(Az itt szerepld D,, D,-nek semmi koze az 1.-beli D', D"-hoz,
s nem 4ll fenn semmiféle «D), péaros, ha D paros» kikiotés.)
Negativ D-re bebizonyitom az (1)-rél a kovetkezdt:

((7)2_) (%)z) (2) (2)=1m<0. (®)

Ugyanis az (1) miatt

(22 (=)

A reciprocitds tétel szerint tehat tekintettel (2')-ra:

a—1 D0+!

ahol egy pillanatra D, jelenti D-nek a 2 tényez6ktd] megfosztott

részét, azaz Dy = —21—£ D paratlan egész. A baloldal masodik ténye-
b
zbje (2) miatt (— 1)2, ha 2+ D (most ugyanis D,=D=1(mod 4),
D,+1
2 9
Mindenkor tehat ama tényezd (W) ; ugyanis 2|D mellett,

mivel D', D" masodfaju D-felbontas, kell hogy (—_D” ) = (DT) =1

azaz paratlan); ugyanaz a tényezd (2) miatt 1, ha 2| D,

13 Ugy értendd, mint a IV. dolgozatban (219. lap). Kiilén is figyel-
meztetek arra, hogyha D = 8 (mod 16), akkor az alapdiscriminéns tényezdsk
kozott nines meg a —4, jéllehet ezzel oszthaté D. Tudvalevileg pozitiv
D-re (a) sziikséges feltétele annak, hogy k-ban az alapegység norméja —1
legyen.
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legyen, mig 2+ D mellett (1) szerint b oszthaté vagy nem oszt-
hato 4-gyel a szerint, amint D”=1 (mod 8) vagy nem. A (8)
tehat helyes.

3. Mig mést nem mondok: 1. D-re teljesiiljon ismét (a);
2. legyen e,—1 és az ennélfogva létezd egyetlen D', D" valédi
masodfaju D-felbontés olyan, hogy : 8. D', D" mindegyikére ugyan-
csak teljesiiljon (a). Megjegyzem, hogyha D) alapdiscriminéns-
tényez6i kozott legfeljebb egy negativ van, akkor 3. méris teljesiil.

A (7) szerint (most 1, D; D', D" az 6sszes kiilonb6z6 mésod-
faju D-felbontés):

C. Az Mp-nek rendre az 1, D', D", D szdmokhoz tartozd
sorai eqységhalmazokat alkotnak. Ezek négy killinbozdé halmaz,

hacsak nem D'=— 4. Ezt az utébbi esetet, amelyben tehat
D=—4(mod 16), D'=—4, D"=-—1D, és az utébbi csupa
pozitiv 4m + 1 alaku torzsszdm szorzata, rendellenesnek — a
tobbit rendesnek — fogom nevezni.

Egyelore csupan a rendes esettel foglalkozom, Ekkor, mint-
hogy (6) szerint az Mp soraibol alkothatd egységhalmazok kozott
a fliggetlenek szama 2, és C. szerint ilyenek a D', D" szdmok-
hoz tartozé sorokbol 4ll6 halmazok, azért B”. miatt egyszeri
ratekintéssel (4)-re:

D. A rendes esetben e, =1 fenndlldsihoz szikséges és

elegendd, hogy
a’ 2

()= 1 () ®
teljesiljon. (Figyelmeztetek arra, hogy pl. ha D= —4 (mod 16),
akkor a D’-hoz tartozé sorok kozott nem szerepel az utolsé sor,
a 2-héz tartozo; ugyanekkor a (9) elsé egyenletében a anevezd-
ben» eredetileg ;D' értends, amely helyébe azutdén mégis D’
irhaté. Hasonl6 més paros D-re is vonatkozik.)

DiricHLET eljardsa alapjin (I példaul a 2 alatti dolgozatban)
bebizonyitom az (1)-r6l a kivetkezd osszefiiggéseket, amelyekben
D bdrmilyen lehet, valamint e, > 1 is megengedve :

Ha D'>0 és D'-re teljesiil (a), akkor

(5 )= (10
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Ha D">0 és D"-re teljesiil (a), akkor

o) = (5] 10

(W _ D" 4 (10)

A (), jelt kétféle értelemben fogom haszndlni s mind az
erre vonatkozokat mér itt leszegezem :

Ha a, B egész szdmok az [() testben (1= —1), akkor a

szokésos ( ﬂ%)‘; negyedfokti hatvénymaradékjel (Ber. II,

49—50. lapokon, mint «4-te Potenzrestsymbol») helyett réviden

az (%) jelt fogom haszndlni. Kényelmi okokbol az értelmezést
4

kiterjesztem a B=1-1 idedlra is, de csupan az «a racionlis,
a—1

— : ; L S
a=1 mod 4» esetre, mégpedig legyen (m)4—z

Legyen N; a norma jele [i(¢)-ben. Ha a racionslis és S

- elséfoku torzsidedlok szorzata, tovabba y = N;(6) minden ¢

racionalis térzstényezdjére (1)21, akkor (i) helyett (_a_) -et
q LB /4 y

irok. K szerint az (1—)4 jel értelmezve van olyan z, y racionalis

egész szdmokra, amelyekre teljesiilnek: x négyzetes maradéka
az Il-ben y pératlan torzstényezdinek; y-nak paratlan pozitiv
torzstényezéi 4dm + 1 alakiak; paros y mellett & =1 (mod 4).

Tudvalevéleg (%)4::}:1, ha ¢4 pératlan torzsszdm, tovabba

(£)4 =1, akkor és ecsak akkor, ha & negyedfokd maradék az

q
R-ben (mod ¢). Az (%) jel értéke paros y-ra nem mindig

4 .
racionalis; egyébként =1 (mod 8) mellett ( —;4)4

az (%)4 jel a szokésos '* haszndlaty, kiilénésen ?)4:1

akkor és csak akkor, ha x=1 (mod 16), azaz, ha x negyedfokd
maradék (mod 16).

=41, gilyenkor

14 Mind az (=),, mind az (—), jelt csak kevés esethen fogom a
«sz0k4stély eltéré értelemben hasznélni, s az ilyen hasznilatra sziikség
szerint figyelmeztetni fogok. Fent (10)-ben a szokésos jelhasznélat van,
mert 2| D mellett D=1 (mod 8).
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Legyen elébb (10) feltétele teljesitve. Az (1) miatt a’=
= ¢2D" (mod (4D’), tehat

(5r) =)= (5] = ) ()
I3 prie s \pt Je At pt e
ha p'|D’, p' torzsszém, feltéve, hogy elébb ¢ eldjelét — ami

megengedett — 1gy valasztjuk, hogy ¢ =1 (mod 4) legyen
(tekintettel a p’'= 2 lehetdségre). Ebbél a reciprocitdstétel szerint

) =) ).
()= (5 G

)
Az (1) szerint (—I(—;—)——— 1, és igy igaz (10).

Legyen ezutan (10") feltétele teljesitve. Ismét (1)-bdl «*=
= b%D' (mod D"), tehit hasonld uton

@) () (2
(j)ll)——(pll pll )4’
ahol p”|D", p" torzsszam. Ha egy pillanatra b = 20, ahol
b, paratlan egész szdm (x=>1), akkor

() ={e) (5 ) (57,
(57) =) (5,) (5.
Ismét (1) miatt (%I—) =1, 8 igy
0
o

2_)_ (_9_)”" (L) :
D"/ T AD” D" /s
Vagy x=1, vagy x>1, amikor (1) miatt D" =1 (mod 8), minden-
képpen tehat a jobboldal els$ tényezdje 1, azaz helyes (10).
A (8), D., (10), (10" alapjan érvényes az
I. Tétel. Ha a jelenlevd 3. elején mondolt 1., 2., 3. fel-

majd szorzassal

és szorzassal
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tételek leljesiilnek, tovdbbd a fenndllé egyetlen D', D" valddi
mdsodfaji D-felbontds nem —4, — 1D («rendes eset»!), akkor
ahhoz, hogy D', D" harmadfaji — azaz e;=1 — legyen, szik-
séges és elegendd, hogy a

DI DII
()=t (prl=1 an
egyenletek kozil pozitiv D-re mind a kettd, negativ D-re az
eqyik — méqy pedig az, amelyikben a «nevezdr» poziliv — tel-

jestljon.*®

A tétel belatasahoz az elmondottak utdn mar csak annyit
kell megjegyeznem, hogy negativ D esetében a (8) alapjan a (9)
alatti feltételek koziil az egyik torélhetd, megtartandé az, ame-
lyikre (10) vagy (10") teljesiil.

A tovabbiakhoz elébb kimutatom a kovetkezdt:

C'. A rendellenes esetben van eqy raciondlis egész szdmok-
bdl dilé d', d" szdmpdr, amely kielégiti a kovetkezd feltételeket :
d'd"=—31D(=n) és

(pi”') =1, (2_:') =1, (1<, d”) 12)
vagy , .,
(i_d) _ (Qpi) =1, ez (12)

ahol p’ és p" a d', illetéleg A" bsszes torzstényezéit jelentik.
llyen szdmpdr — a tayok sorrendjével nem térédve — egyetlen
eqy van ; ezt réviden d’, d" szdmpdrnak fogom nevezni. A d', d"
szdmpdr (12) és (129 kézul csak az egyiket elégiti ki. Meg-
feleléleq az Mp matrix d'-hoz, illetdleg 2d'-hoz tartozd sorai
eqységhalmazok. Mint itt, ezutdn is a rendellenes esetben a
— 3D szdmot n-nel fogom jel6lni, s igy ez csupa kilénbozé
pozitiv 4m—+-1 alaku torzsszam szorzata.

Ugyanis (6) szerint az Mp sorainak pentosan két fiiggetlen
egységhalmaza van. Egységhalmazt alkotnak C. szerint a D-hez

15 Miés sz6éval a (11) egyenletek koziil csupén az tartandé meg,
amelyiknek baloldalén a (), jel értelmezett.
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tartoz6 sorok, kell lennie tehat még egy (nem iires) egységhalmaz-
nak, amely az elébbitél kiilonbozik; alljon ez az f-hez tartozd so-
rokbdl (f | 2n, f>1, f#n, utébbi azért, mert D-hez és n-hez ugyan-
azok a sorok tartoznak). Legyen f=d’, ha [ paratlan, és f=2d', ha
[ phros, legyen tovibba mindig d'd”"=mn Akkor (4) és a recipro-
citdés tétel szerint fenndll (12), illetSleg (12'). Mindket!d nem
lehet érvényes, mert akkor a D (v. 6. C.-vel), d', 2d' szdmok-
hoz tartoz6 sorok Mp-ben hérom fiiggetlen egységhalmazt alkotna-
nak (ha (12), (12" egyidejiileg fenndllnak, akkor (12) miatt d'>1,
d'<n=—1D). Hasonlé okbél nem létezhetik még egy d', d”
szémpér.1®

A C. és a most bebizonyitott C'. szerint az .Mp-nek a
D" és d', illetdleg 2d' szamokhoz tartozo sorai kéf fiiggetlen
egységhalmazt alkotnak, ezért (6) és B”. miatt a (4)-re vald
tekintettel : 17

D'. A rendellenes esetben e,=1 fenndllisdhoz szikséges
és elegendd, hogy

(%) =1, (13)
illetve
58] (252

teljesiilion a szerint, amint a d', d" szdmpdrra (12) vagy (12')
érvéniyes.

Jollehet D’. még nagyon hasonlit D.-hez — ennek is csupdn
egy egvenlete van a DD <0 esetben — meégis a D’. tovabbi at-

16 Itt jegyzem meg, hogy a d’, d” szadmpér, ha éppen (12) érvényes,
misodfaji D-felbontds az n discrimindnshoz; minthogy d’, —4d"” nem
!

wmasodfaja D-felbontis (t. i. D-hez), azért (d—)z —1 (mﬁskﬁlénben ugyanis

2
(12)-vel egyiitt teljesitve lennének a «mésodfajisigr» feltételei, mert
- [,II " [
‘ :: ):(%)) s ugyancsak (—%—):——1 (az eleve Dbizonyos, hogy

dl [ "
(-5—) (%):(-;i)—_—l, mert —4, n feltevés szerint misodfaju D-felbontas).

17 Az alibb kévetkez6khoz fenti kévetkeztetés szerint még a (%) =1
feltétel lépne, ez azonban (8) miatt elhagyhato.
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alakitdsa lényegesen eltér. Ez az eltérés mar a d’, d" szampar
fellépésében mutatkozott, de ezutdén még jobban ki fog dom-
borodni.

4. Az itt kovetkezd megdllapitisok a kivetkezd dltaldno-
sabb feltevések mellelt torténnek: n =pp,...p,(r = 1), ahol
P1s Pgs -+, Pr killdnbo6z6 pozitiv 4m + 1 alakd térzsszamok. (Nem
kotom ki tehét, mint eddig, hogy r—=¢—1 és hogy n=1 (mod 8).

Tudvalevéleg meghatarozhatok az «;, b; racionalis egész
szamok gy, hogy

pi=a+ b}, =Lz (14
b; paros és
a; + b;=1 (mod 4) (15)

legyen ; utobbi a paratlan a; alkalmas eldjelét kivanja.
Az IR (1) testben )
v =a; + bji (16)

primér torzsidedltényezbje prnek; primérnek nevezem az R (i)-
nek egy a egész szamat, ha a=1(mod (1—i)*). Legyen még

N =pP,...0r = A+Bi(= (a,+b0) (@,+bg)...(a,+bA), (17)
ahol tehat (primiir szamok szorzata is primir) I3 is péaros és

A + B=1(mod 4). (18)
Norma képzésével :
n = A*+ B%218 (19

A-1

. B
2 , 16 .. 1 —~—tB 2 ekt
Ervényes*® n= A - Bi miatt (?) =i , és (1:1) =i 2,
4 4
A+B~1 A+B-1

L [ 2 S =
tehat (:) =4 2 =(—1) * , azaz
mw /g
- B\ , N
18 Bzt az A2=— 4(?) + n alakban {irva, észrevessziik, hogy n
régebbi jelentése mellett (r—=t—1, n = D"=—-—]1D) az (1) egyik meg-

oldisa: a=A4, b::T, ¢=1, amelyre (2’) is teljesil (18) miatt, mert n
eme jelentése mellett n =1 (mod 8), s igy B oszthaté 4-gyel (19) szerint.
Ez az észrevétel az alapja a (13)-ra és (13')-ra vald leendd alkalmazdsnak.

19 T, Ber. I1, 96. lap VI. Az itt szerepld elsd képlet két esete eggyé
osszefoglalhat6, mint fent.
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(%)4 _ (ij)‘@ ), (20)

b

ahol az utoébbi () jel az R-ben értendd.
Ha a, 8 egész szamok R (i)-ben, és (a, 3)=1, akkor legyen

o = (542 (22

ahol, mint mér eléfordult, N; a norma jele R (¢)-ben.

Ervényesek: (a, 8), = (8, @7 (48, 7). = (a 7):(B, 1), 5 ezek-
bdl konnyen kovetkezik :

w ) w ' w w
(al, ——) (a,, —) (as, —) :(alae...ax, ) , (22)
a, /s a, /s as/s \ a0y, . 0 /4

ha az itt szereplé (), jelek értelmezve vannak.

Legyen b’ néhdny kiillonb626 p; szorzata, vagy d'= 1, tovabba
2’0" = n. Legyen mégpedig d'=A"'+ B'i, " =A"+ B"i, N;(d)=d’,
N;®"y=d". Akkor d'd"=n és (17) szerint

A+ Bi= A"+ By (A" + B"i). 23

Bebizonyitom, hogy

A \ ! "
() =@, am,2 (24)

Az allitds helyes, ha d'=1, vagy n, mert akkor (24) mind-
két oldala 1. (Az utébbi esethez figyelembe veendd, hogy (19)
’Z J =1, tehst ( %) =1.) A kovetkez&kben tehst fel-
teheté, hogy b, "= 1. Akkor

N ﬂ)"_
0, 0= (=) (5] =
_ (A' -+ B’ ) (A’ — B'i ) (A"+ B”i)—1 (A"—B"i)"_
T VA" BT \NA"+ B, \A" + Bt A"+ B'i
Az els6 és masodik tényezdre a reciprocitds tételt alkalmazva :**

20, Természetesen a baloldalon d’ helyett d” is vehetS. Az itt be-
hozott d’, d” szdmoknak egyelSre semmi. kéze a (12)-hoz és (12')-hoz.
21 Ber. IT, 106. lap, III. Az alkalmazdsnél a kozos «megforditasi
5 B"

szerint (

4 4

tényezé» (—1)% 3 Kkiesik.
LI 16
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o o, = (AT (4B,

A'-- Bt A+ B4

4

A jobboldal masodik tényezéje egyenlé az elsével, tovabbé
(=) =(=), ahol az utébbi masodfokd hatvanymaradékjel az
R(i)-ben, tehat
Voo A"+ B"i
(b N b )4: (.____i_—__._) .

A" — Bt
Tovabbi atalakitassal

o) 4

Itt az utobbi «nevezé» — B"i-szeresét a «szamlaléhoz» adva:

o) (A=)

Ha mt csupa elséfokt torzsideal szorzata R(i)-ben, akkor

raciondlis « mellett (::I) = ((—7;), ahol m = N;(m). E szerint:

' " A, A .
o v= () ()
ahol azt is figyelembe vettem, hogy (23) szerint A'A”" — B'B"=A.

Végiil d'=A"*+ B’® miatt az elsé tényezd értéke 1, amivel (24)-et
bebizonyitottam.

5. Ervényes, mint az L. tétel kiegészitSje, a kovetkezo

I'. Tétel. Ha -4, — 1D az egyetlien valdédi mdsodfaju
D-felbontds («rendellenes eset»!),** akkor miandenekeldtt létezik
egyetlen olyan d,d" szdmpdr, amely (12)-t vagy (12)-t ki-
elégiti. Ahhoz, hogy ugyanaz a —%, — 2D harmadfaji D-fel-

bontds — azaz e,=1 — legyen, szikséges és elegendd, hogy
) . i dl ) (_4d”) . .
a) a (12) fenndlldsa esetében (_—4‘7 A== 13
b) « (12)) « « (%) (&_dl_) =1
[ /R

22 Fenti D is a 3. elején mondott 1., 2., 3. feltevéseknek eleget tesz.
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legyen, amely utébbiban v, " olyan idedlok az R(i) téstben,
umelyeknel normdja d', illetdleg d". Az a) alatt a (), jel az
R raciondlis testben értendd (v. 6. 280. lappal), a b) alatt az
R(0) testben.?®

Ugyanis (19) szerint (v. 6. *® jegyzettel) a = A, b zg-
vehet6. Akkor (13) igy alakul (24) miatt:
9) 4 (d";)“ﬁ
(a5 5 =1
g e helyett vehetd:
2 () (L) (L) g
(F)5) (&) [5)=1 (25)

A (12) teljesiilése esetében a (25)-beli szorzat negyedik ténye-
z8je 1, a masodik s harmadik tényez6ben ugyancsak (12) miatt
a megfelelé (—), jelre lehet attérni, tovabba a harmadik tényezd
«szamlalojadhoz» még a —4 tényezd csatolhato, mert altalaban

( i) —= 1, ha p dam-1 alaku pozitiv t6rzsszam, végiil az elsé
4

P d’ d'\? d’ d o,

tényezd értéke (7) = (?2 )4-— (7{)4 = (_—4)4 Ezekkel (25)
atmegy az I'. tétel a) egyenletébe, s igy D’. miatt a tétel a)
esete igazolva van.

A (13") baloldalanak elsé tényezbje ugyancsak (25) bal-

28 Mint méar emlitettern (v. 6. 16 jegyzettel), az a) alatti d’, —4d"
«esak azért» nem méisgodfaju, mert -9— =—1. A b) alatti 2id’, 2id" szém-

parnak még érdekesebb tulajdonsiga van: ez a szAmpir is nagymérték-
ben hasonlit a D-felbontisokhoz, mert 2id’. 2id"= D, azonban mig egy
x, y D-felbontdsban « és y a D alapdiscriminéns-tényezéinek szorzata,
addig 2id’, 2(d"-ben a —4 alapdiscriminins szétesett 27.2i-re. Egyébként

’ "
az a) alatti feltétel a (-g"_)4 (%—,—)&: — 1 alakban is irhaté s ekkor a (),
jelek a «szokésos» értelemmel birnak (v. 6. 14 jegyzettel), mégis az egy-
ontetliség kedvéért a fenti alakot eldnyben részesitettem. A b) alatti fel-
tételt mas alakban nem tudom irni dgy, hogy amsellett az a D torzs-
ideAltényezbiben nyerjen kifejezést.

24 Ttt az (—), jelt a szokastol eltéré értelemben hasznaltam (v. 6.
14 jegyzettel).

16*
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oldala; a méasodik tényezd a (20) jobboldala. A (13') tehat ebbe
megy at:

2 2id"\ [ 2id” d”

L) Sl 5L ) =

ahol tekintetbe vettem, hogy n = d'd". A negyedik tényezSben
(—) jelre térve at, ezutdn az elsé és negyedik tényez6 szorzata 1,
tekintettel (12')-ra. Fazzel (13') dtment a b) egyenletbe, mialtal
a tétel bizonyitdsa megtortént.*> )

6. A kovetkezd néhiny vizsgdlatra nem vonatkoznak a 3.
elején 1évé 1., 2., 3. feltevések.2®

Ha D’, D" mésodfaju D-felbontas (mindenesetre tehat D', D"
koziil legaldbb az egyik pozitiv), és D', D" kogziil legalabb az

25 Néhény megjegyzést teszek : Ha p, g pozitiv 8m-+5 alaki torzs-

szamok, amelyekre (%—):1, akkor az R (Vpq) é8 R(V —pgq) testek

mindegyikére van egyetlen mésodfaji D-felbontés: p, q, illetéleg —4, pq.

Mindkét testre tehdt e, =1, s az L., I'. tételek szerint ¢y =1 akkor és

esak akkor, ha (—PL) =1, (i) —1, illetéleg (E) (i) ——1. Mindkét testre
qls \p /s qls e -

r
teh&t nem lehet e,— 1. Ha D =— pqr, ahol p, ¢, r pozitiv 4m 4 3 alakd

torzsszdmok, amelyekre (i—)):(%)_—_l teljesiil, akkor —», pq az egyetlen

valédi mésodfaji D-felbontds, tehét e, == 1. A 3, kezdeti feltovései koziil
csupin a 3. nem teljesiil. A e, tehat kétséges marad, s a kérdésre eddig
semmi mdédon nem tudtam feleletet nyerni. Egy tovabbi kutatis szdméra
eldszdr elintézendének tartom ezt az utdbbi esetet. Itt emlitem meg, hogy
egy mostanfban megjelent dolgozatomban «Gauss egyik szémelmélieti
tételének tovAbbvitelérél, Mezétari Reformétus Gimnazium Krtesitéje
(1932/33), 4—12» az itteni I. tételbél néhany példat régi méddszeremmel
(a DrricHLET-féle osztélyszdmképleteken alapulé LERCH—PLANCHEREL-féle
osszefiggések segitségével) tudtam téirgyalni. Liehetségesnek tartom, mint
méir a bevezetésben emlitettem, hogy hasonlé tGton a jelenlévs dolgozat
eddigi eredményei mind nyerheték. (Abban a dolgozatban még arra gon-
doltam, hogy taldn azzal a régi médszerrel egyes pontokon tovabb lehet
menni a kérdésben, mint az osztilytestek elméletével, a jelenlévd eredmé-
nyek utdn ezt mir nem tartom valészinlinek, mégis hatarozott véleményt
nem mondhatok.)

26 Azaz D ismét tetszésszerinti s igy () sines kikdtve. — A kévet-
kez8 II. tételnek egy kis része az I. dolgozat (213. L) b. elsé fele. Lasd
még az 1 jegyzetbeli hibajavitisokat.
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egyik olyan pozitiv szém, amelyre teljesiil (a), akkor akar az
eddigihez hasonlé t1lon, akidr kozvetleniil B. alapjan kénnyen
nyerheté a kovetkezd szilikséges feltétel:

II. Tétel. Ha D', D" harmadfaji D-felbontds, tovdbbd

¢) Hao D'>0 és D'-ra teljesil (a), akkor kell hogy

(%): 1, azaz (—%,—) =1 legyen.
. 4

¢) Ha D" >0 és D"-ra teljesil (@), akkor kell hogqy
(Qa):l, azaz (

o =1 legyen.

)
7,

A B. alapjan a bizonyitds igy nyerheté: A (3) alatti egyen-
letek méasodik esoportjat szorozva, a reciprocitas tétel szerint

konnyd szdmitassal kideriil, hogy ( ) értéke 1, ha D'-ra a

7
i
c) alatti feltételek teljesiilnek.?” Hasonlé eredményhez juttatnak
a (3") megfeleld egyenletei is. Még tekintetbe véve (10)-et, he-
lyesnek bizonyult a c) &llitis. A ¢) hasonléan bizonyithato.

A most nyert tétel és a IV. dolgozat alapjan kovetkeztetést
vonhatunk le arra az esetre, amelyben minden paros invaridns
egyben 8-cal is oszthaté. Minthogy ekkor mindezek 4-gyel is
oszthatok, mindenekel6tt a IV. dolgozat miatt kell hogy a D
alapdiserimindns-tényez6i kozott legfeljebb egy negativ legyen.
Ezutan a II. tétel alkalmazésaval nyerheté a kovetkezd

HI. Tétel. Ahhoz, hogy e, =t — 1, azaz wminden pdros
invaridns 8-cal oszthaté leqyen, kell hogy D-nek legfeljebb
eqy megativ alapdiscrimindns-tényezéje legyen, tovdbbd — ha
D=dd,...d;, ahol d; y=1,2....,0 alapdiscrimindns, és d; > 0

G=2,3,....,0 — kell hogy (]i)— minden p torzstényezdjére
J
d,-) .
L) =1, G=12...,0 (26)
5

tovdbbd minden d;>0, d,>0 pdrra

.27 Ha ellenben ezek a feltételek nem teljesiilnek, akkor biztosan
van olyan & D-felbontés, amelyre ama egyenletek baloldalainak szorzata

1;1, ) - Ezért a fentiek-

—g,—) , de van olyan & is, amelyre ez a szorzat — —(
nél tobbet nyerni ilyen tton nem lehet.
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(), = (), @)

végul a D-felbontdsok barmely D}, Dj ¢=1,2.....1-1; &11D)) fliggetlen
rendszerére (&) =1, azaz példdul

Dj /s
dl o ( dld2 ) _ ( dl...dt_lb -
(d,...d,)“l’ ds...dt)_l""’ =1 es
teljesiljon =8
Ugyanis (26) a II. dolgozat kovetkezménye, tovabbé, ha min-
den d; pozitiv, akkor a d,, md,; d,, md,; d,d,, m (m = %
1%

D-felbontasokra (most minden D-felbontds harmadfaju!) a 1L
tételt alkalmazva:

di d, ) . (d1d2) .
(mdz)f—l’ (md1 A A

Ezek szorzasabdl erre az esetre kovetkezik (27). Hasonlo ttad
lehet kovetni a méasik — d; <0 — esetben a d,, md,d,;

D .
dd,, mdy; d,d,, mdy; didyds, m( m= m) D-felbontasokra

valo alkalmazdssal. A (28) ugyancsak a II. tétel alapjdn mar
koénnyen belathato.

II. Rész.

7. Legyven mindvégig D>0, és D minden paratlan pozitiv
torzstényezdje dm+-1 alakd.2?

Elészér teljesebb s attekinthet6bb Osszedllitdsat adom a
Diricnrer—Tano-féle eredményeknek, amint a bevezetésben mar

28 Ha példaul t =3 és minden d; ¢=1.2.8 pozitiv, akkor két 8-cal

oszthaté invarians létezéséhez kell, hogy mind a hat (_d—J)& (j==1) egyenls
1

értékii legyen (vagy mind 1 vagy mind —1).

29 A kovetkezdk olvasiséhoz ismerni kell esupén a D-felbontasok és
méasodfaji D-felbontésok definiciéjat példdul a II. dolgozatbél, tovabbi a
jelenlévé dolgozatbél a (==), és (—), jelekre vonatkozé megallapodésaimat
(236. lap), végil 4.-et (240—242. lapok).
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emlitettem. Legyenek itt u, v, x, y racionalis egész szdmok,
(u, v) =1, @, y) =1, u, v>0, és legyen (a 4 alapegység kozil)
e> 1.

IV, Tétel. Ha N(e) =1, allc,kor van egy valodi mdsodfaji

D-felbontis D', D", amelyre (%)f 1, Ve{ RYD', YD) és

még a kiovetkezdk teljesilnek :
Ha 2+D, és

1. e=u+vy D, akkor
Ve=ay/ D+yy D7, a*D' —yD" =1, | D,,) = (;1)
2 e= ~.§(u+v1/D, akkor

Ve=3@V/D'+yyD"), a°D'— y*D"= 4, (11%)4 = (Dg) (:—1—)

Ha 2D, tehdt e =u4vy D, és
3. u=1(mod 4), akkor

Ve=al/ Dy D, aD'—yD" =1, 210", (2o) = (=L )1

4. w=— 1(mod 4), akkor

PN S T

s

Ebbél kovetkezik :
IV'. tétel. Ha N(e) =1, akkor van egy valddi mdsodfaju
4 ! H D, " . a o
D-felbontds, D', D", amelyre a (W)U (7)‘ szdmok kdazil

legaldbb az eqyik 1.

A TV, tételb6l csupan pl. a 4. esetet bizonyitom be, a 16bbi,
kevés eltéréssel, hasonldan tdrgyalhatd; a szdmitést csak roviden
vazolom, minthogy ez lényegében ismeretes (v. 6. ¥). Minthogy
ekkor u?— v’D =1, azért (u+1) (u--1) =v*D. Ebbdl kénnyen
kovetkezik, hogy

DI

u—1=2D" és wu—+1=2x" T

ahol D" pozitiv paratlan osztéja D-nek, és D'D”"=D, tovabba
y pératlan. Kivondssal :
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1

1= xz—];— — y*D". (29)

Ezekbél azonnal leolvashaté a 1/ e-rol szolé allités, kell tovabbs,
hogy « is pératlan legyen. Akkor D”= 1(mod 8), s lathatélag
D', D” miésodfaju D-felbontds. Legyen wm'= D', akkor (29)
helyett érvényes

1 = a®*2m’—y 2D".

Ebbél, ha y el6jelét ugy valasztjuk, hogy y = 1 (mod 4) legyen:

(e, = (5 ), (5e) = (5, () = (5 (50

. D" e .
1= ()= ), (), () =
" " o " D"-1 m—1 y-1
- ( ;)m’ )4 (I; )4 ( m'l )4 (%) - (%'_)4 (—1) ) +m4 +y4
1 =2 — 2y — D"+ 2(mod 16).
Az utolsé kettébol :
II(D_") .
D’ /e

8. Ratérek ezutan a N(e)-ra vonatkozo6 lényegesen Uj meg-
allapitdsokra. Legyen most N(e)= —1.

Legyen eldszdr 24 D. Akkor ideiglenesen a D-t n-nel jels-
16m. Legyen most is ¢ > 1, tovabbd

s

e — _“j:}_'_‘é'i, (30)
2
ahol u, v raciondlis egész szémok, (u, v) =1 vagy 2. Fel_tevés
szerint
u— vin =— 4. (31)
Legyen
p; = (2—1—ui, pj); (=1,2,..., 1) (32)

ez nyilvanvaléan elséfoku torzsidedl R(i)-ben. Egyuttal atveszem
a 4.-ben (240—242. 1) levé jeloléseket (természetesen most r=t¢).
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Minthogy
B+ VY u+vyn)=But+v)+Bv+wyn (33)
azért norma képzésével (19) és (31) szerint:
44%= (Bu + vn)®*— (Bv + w)™n. (34)

A jobboldali () jelekben levé szdmokat —w-vel, illetéleg
u-val szorozva, oOsszeaddssal (31) miatt —4-et nyeriink; ama
szamoknak tehdt nem lehet pératlan kozos osztéjuk. Fbbél
kénnyen kovetkezik hasonlé a Bu + wn + 24, Bu + vn — 24
szémokra is. A (34) szerint tehat

Bu + vn + 24 =4 25x%P, (35)
Bu +vn — 24 =4 2592Q, i36)

amelyekben 2z, y, £, Q pozitiv egész szamok, FP() -n,s=0
vagy 1, az «P, y() szamoknak nincs paratlan kozos osztojuk
(kbnnyen kimutathaté lenne, hogy a jobboldali eldjelek mind-
ketteje +, de erre nem lesz sziikség).

Csakhamar kideriil, hogy s = 0. Ugyanis legyenek olébb
u, v paratlanok; akkor, mivel B paros, nyilvinvalé az allitas.
Ha u, v pérosak, akkor (31) miatt 4+ v, tehat [u 4 vn paros
és nem oszthaté 4-gyel; hasonlé igaz 24-rdl, s igy nyilvanvalo,
hogy (85) és (36) baloldalai koziil az egyik 2-nek pontosan a
mésodik hatvanydval oszthato, kell tehat, hogy s = 0 legyen.

Kimutatom még, hogy P=n. Ugyanis (17) szerint A=—DBi
(mod p;), tovabbs (32) szerint 2= —wi (mod p)), amelyek szorzisa-
bol 24= — Bu(mod p)), azaz p;|24 + Bu kivetkezik. A (35) bal-
oldala tehat oszthaté 7i-nel, s minthogy aP, y() paratlan k5z6s
0szt6 nélkiil valok, azért bizonyosan I’ - n(Q = 1).

Ezek szerint (35)-b6l és (36)-bol kivonassal :

4A =+ (x®n — y?), 37
ahol a szereplé harom tagnak nincs péaratlan kozos osztéja; a

4 eseotleg koz6s osztd, de erre, valamint a jobboldali elGjelekre
valo tekintet nélkil, mindig kévetkezik:

(1)‘ ) . U=L1,...,0 (38)
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Ez (24) szerint azt jelenti, hogy (pj, pi) = 1. A nyert
: J

eredmény (22) miatt mindjart dltalanosabban is megfogalmazhato.
Igy (az m helyett ismét D-t véve) a (21) alapjan — egyoldre

csupan paratlan D-re — érvényes a kovetkezd
V. Tétel. Ha N(e) =—1, akkor minden D', D" D-felbon-
tdsra teljesul
P_’) (D_")‘I_
() (%) =1 ®9)

ahol ', 0" azok az egész idedlok R (i)-ben, amelyek normdja
D', illetéleg D", és amelyek pdratlan torzsidedliényezdi a 2-+ui
o0sztdi, s u a 2e raciondlis része (2¢ = u -+ vy D; u, v racio-
ndlisak).°

Masodfaja D-felbontés esetében a (39)-beli (=), jelek helyett
(—), jelekre lehet attérni, s igy érvényes az

V'. Tétel. Ha Nie)=1, akkor minden D', D" mdsodfaju
D-felbontdsra teljesul :

DI D” )
(7). (Br), = 1 40)

Az V. tétel teljes bizonyitdsahoz legyen mdsodszor 2|D.
Legyen most n =3D, tovabbé raciondlis u,, v, értékekkel

e =1u,+ v, ¥V 2n. 1)

30 Nyilvanvalé, hogy a fenti tételben mnem kell egy bizonyos e-ra
szoritkozni, mert a t6bbi hérom alapegység barmelyikére valé Aattérés
mellett D, b” vhltozatlanok maradnak, vagy konjugiltjaikba mennek A4t,
8 ekkor (39) igaz marad.

31 Sajnos, az V. tétel tobbi részébél nem lehet a (40)-hez hasonld
kovetkeztetést vonni. Altalaban az V. arrél ad csupén felvildgositést, hogy
a D-nek melyik péaratlan torzsidedltényezdi azok (t. i. a konjuglltak kozil),
amelyek egyuttal 2-4wi-nek oszitdéi, mindezt természetesen az R (i) testre
értve. Ehhez még megemlitem az V.-nek tobbféle fogalmazasai kozil a
kovetkezdt : Paratlan D mellett, ha N (g) =— 1, akkor ugyanazokkal a
jelolésekkel, és még kikétve, hogy b’ primir :

(7l=(57):

Péiros D-re is érvényes hasonld, kevés valtoztatissal.
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Feltevés szerint
ud —vi.m=—1. (42)
Az u, v, tehat péaratlan egész szdmok, s az et a négy alap-
egység kozil ugy valasztom, hogy
Uy =Yy =1(mod 4), v, >0 43)
teljesiiljenek ; az utébbi a megelézéknek folyoméanya, mert (42)
szerint ( —1 ): 1.
ll'

]

Legyen

= 4 ug, pp, G(=1,2....t-1 (A4)

elsbfoku torzsidedl R(i)-ben. Ismét atveszem a 4. jelsléseit (most
természetesen r =t - 1).
Legyen tovabbé racionalis A, B, értékekkel:

Ao+ Byi = 11 +14) (4 + Bi). (45)

Akkor
A,=A—B, B,=A+ B. (46)
A (45)-b6]l norma képzéssel (18) miatt A2 + B3 = 2n, tovéabba
(Bot+ V 2n) (U + v, V 20)=(Byty +v,-20)+(Byvo+1,) 1/2_77,, 47

8 igy ugyancsak norma képzéssel (most természetesen k-ban):

A% = (Byuy + v,.20)2 — (Byv, + uy)*.2n. 48)

Ebbél hasonloan, mint elébb (34 utdn, kideril, hogy
Boug + v5.2n + Ay=4 2%, 2P, 49
Byuy + vy.2n — A=+ 28y%. () (50)

teljestilnek, ahol x, y, P, Q, s jelentése olyan, mint (36) utdn
mondtam, most is xP’, y() péaratlan k6zds oszté nélkill vannak,
tovabb4d (49) és (50) jobboldalain egyforma el§jelek érvényesek.
Azonnal kideriill, hogy ez a k6z6s el6jel -+. Ehhez ugyanis
nyilvanvaléan elég az, hogy | Byu,| < v,.2n — utébbi helyes-
gégér6l, minthogy (43) szerint v,> 0, négyzetre emelés utin, (42)
és A2 + B} = 2n miatt kénnyen meg lehet gyézddni.

Tovabba (43), (46) miatt, és mert B péros, lathato, hogy
50) baloldala a 4 osztéra a 2 maradékot adja, tehat s=1, és
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y paratlan. Kell ezenkiviil, hogy « is péaratlan legyen, mert (49)
és (50) baloldalainak szorzata — eldjeltdl eltekintve — (48)
harmadik tagja, s ebben By, + u, = 2(mod 4) a (18), (43), (46)
miatt.

Végiil P=n is kideril, hasonléan, mint elébb a (35), (36)
egyenletparndl, most az 4,=— B,i(mod p;), 1 =— u,i(@mod p;)
kongruenciakbél, amelyek (17)-bSl és (45)-bél, illetdleg (44)-b6l
kovetkeznek., Akkor ( = 1, s mindezeket (49)-ben és (50)-ben
figyelembevéve, kivonassal:

A,=a2 2n — y?, B1)
ahol, mégegyszer megjegyzem, &, y paratlanok, relativ primek.
Ebbdl azonnal folynak:

(ﬂ) =1, ¢=L2...,t—=1=0) (52)
bi

4,= 1{(mod 8). (53)
Minthogy (17) szerint B = At (mod p;), azért tekintettel

wom A A—B\ _(A—4i
— —As
(7}’)=(—‘#)=( y )=('T)=

=[5 5= 5
RN AN
2
ahol az utébbi atalakitésnal figyelembe vettem, hogy ( %) :( ) .
v 4
A (24) és (52) szerint tehat

=8

(b %)4 (;5’_)4 =1 (54)

Tovabba (17), (20), (46) miatt

_ AO)_(A—B)_( % ) (=% ) _( —22')
1=(g)=(57) = (Zm =) = (=), oo
Az (54) és (55) mar hasonlitanak a (38)-b6l levont kivet-
kezményhez, mégis ezek az egydntetiiség kedvéért még atalaki-
tandok. Legyen ehhez m tetszésszerinti pératlan egész idedl
R()-ben, és N;(m) = m. Akkor
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(195, m), = (TQT;); (T—t}‘—li)ﬂ‘):lz (%)LimT_l:

ahol tekintetbe vettem, hogy ( ——_i—) = 1. Hasonlé érvényes a
, 4 :

m ~
forditott (...,...), jelre, azaz (m, (1+z)3)=<7 n?i) , 8 igy asz
R 4

elébbiekbdl ((vj, l) (v (1 +i)3)4 =
| Pi /e

n(14-9°
(p” Yy

) =1; (1+0°% n),=1. G=L2....,t-1=n (56)
4

E szerint és (22) miatt (tekintetbe véve még, hogy D = 2%n)
érvényes az V. tétel paros D-re is.??

9. A IV'. és V'. tételek alapjan a kovetkezbk érvényesek.

Jelentsen D', D" valédi mdsodfaju D-felbontdst.

1. Ha mincs D', D" (ekkor és csak ekkor e,=0), vagy van
) L ) D'y (D"y _ _
tlyen és mindegyikre (f"_) = (7)4 =—1 (tehat 0 = ¢, < ¢,),
aklkor N(g) =—1.

2. Ha. van olyan D', D", amelyre (D ) (D ) =—1

4 4

(tehat 0 < g < e,), akkor N(e) =1.
3. Csupdn akkor marad tehdt kétes N(e) eldjele, ha minden

32 T.4tnivalé, hogy (56) utolsé egyenlete a megel6z6kbdl szorzis 4ltal
kovetkezik. E szerint az V., V', tételekhez nem sziikséges a (49), (50)
egyenletek jobboldalain az eléjelek meghatérozésa, valamint az (53) alatti
megallapitas. Mégis, kiillonésen az utébbit nem akartam elmulasztani, s
itt egyuttal azt is megjegyzem, hogy a (35), (36) egyenletek jobboldalain
is a helyes eléjel -, és megfelelden alakul (37). Lathatélag az V., V',
tételek alapja a kovetkezd tény: Phiratlan D mellett, ha &=} (u4v D)
normija —1, akkor az 6sszes D= A+ B*(2| B, A4 B--1 (mod 4)) elé-
allitasok koziil van egy olyan, amelyre 44 az a? — Dy? féalak altal relativ
prim &, y értékekkel el6allithaté (ez mar elédg az V. tételhez); ilyen az az
A, amelyre az A+ Bi idedl egyenld (2 -+ wi, D)-vel. Hasonl6é érvényes
péros D-re.
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D, D"-ra (L) :(D ) és van legaldbb egqy olyan azok
4 4

DH DI
e D' D“ s2 ] e . ! n
koziil, amelyre (F =\ =1 (ha kiilénésen egyetlen D', D
4 4
van és erre teljesiil (2,,—) = (P—,) =1, akkor e;=¢,=1).
D" /s D' /s

A () jelekbe foglalt megjegyzések az I., IL. tételek és a
II. dolgozat kivetkezménye; maga az 1. mar régebbi eredmény
(v. 6. a IL. dolgozattal).

Lathato, hogy ha e, «nagy», azaz, ha sok D', D" van, akkor
kicsiny az egyediil kétes 3. eset valdszintisége.

A kétes eset csak akkor fordulhat els, ha 2¢+! osztdja az
osztdlyszamnak (ha t. i. e,>2 vagy e;=e,=1). Kiillonosképpen,
ha e;=e,=1, akkor a II. tétel szerint mindig a kétes 3. eset
all fenn.

Végiil latni, hogy nagy e, mellett tilnyomé a 2. eset, azaz
N = 1.

(A M. T. Akadémia III. osztalyanak 1933. november 13-4n tartott iilésébél.)



UBER DIE GRUNDEINHEIT
UND DIE DURCH 8 TEILBAREN INVARIANTEN
DER ABSOLUTEN KLASSENGRUPPE
IM QUADRATISCHEN ZAHLKORPER.

Von L. REDEI in Mez6ttr.

Ich bezeichne das 4-te Potenzrestsymbol im Koérper I3 der

rationalen Zahlen und im Koérper R{(i) (i*=— 1) mit (%) bzw.
4

(%)4 ; bekanntlich ist das erstere nur dann definiert, wenn (—)
(Kroneckersches Symbol) fiir jeden Primzahlfaktor ¢ von & gleich

. . . " L[ @ a a1
1 ist. Ich erweitere aber die Definition mit (mL_ (§)4~z s,
wobei a eine ganze rationale Zahl ist und a=1 (mod 4). Im
iibrigen sollen beide Symbole die iiblichen multiplikativen Eigen-
schaften haben.

Im I. Teil erweitere ich meine Resultate in diesem An-
zeiger 50 (1933) 217.3% [k, D, haben die dortige Bedeutung,
wihrend ich das dortige e(2") hier mit e,» bezeichne.

I. Satz. Ist D<O0, oder ist D>0 und sind in diesem Falle
alle positiven ungeraden Primfaktoren von D der Gestalt 4m—+-1,
ist wetter e,=1 und ist die dann vorhandene einzige eigentliche
D-Zerfillung 2. Art D', D" so beschaffen, dass auch D' und D"
dhnlicher Art sind, wie D und ist diese D-Zerfdllung verschie-
den von —4, —iD(=—1D, —4), so ist dazu, dass D', D"

33 Vgl. die H. RercaarpTsche Arbeit,* die allgemein ey« betrachtet.
Die darin enthaltenden Sitze liefern fiir ¢; eine Bestimmung, die weniger
einfach ist, als meine oben erwihnten Resultate.
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von der 3. Art, d. h. e;=1 sei, notwendig und hinreichend,
dass aus den Gleichungen

D' D"
(ol =1 (5=

fir ein positives D beide, fir ein negatives D die eine — und

zwar die, die einen positiven «Nenner» hat — stattfinden.
I'. Satz. Im Ausnahmefall vom vorigen Salze gibt es vor
allem ein positives Zahlenpaar d', d" mit d'd"=—3D, fir das

entweder (i,,) =1, (—(—lT) =1 oder (Q—d,,—) =1, (&):1 be-
b b r r

steht, wobei p\) alle Primfaktoren von d¥ bedeutet (j=1, 2);
dieses Zahlenpaar ist — wvon der Reihenfolge abgesehen —
eindeutig bestimmt. Dann ist dazu, dass —4&, — ;D von 3. Art,
d. h. e, =1 set, notwendig und hinreichend, dass

(), (S = e (5 = (55~

stattfinde, wobei d ganzes Ideal in R(i) ist (j=1, 2), mit der
Norm dV). (Diese Ideale lassen sich also mit einer gewissen
Freiheit wihlen,)

Auch der zweite Teil letzteren Satzes ldsst sich durch
(rationale) Symbole (—), ausdriicken, aber mit wenigerer Eleganz
in der Form.

Im folgenden sind D, e, beliebig.

I0. Satz. Ist D', D" eine D-Zerfillung 3. Art, ist D'>0
und sind alle ungeraden positiven Primfaktoren von D' der

"

Gestalt tim+1, so ist (4| =1. (Dies lisst sich natiulich auch
4

DI
fiir D” anwenden, wenn letzteres den dhnlichen Voraussetzungen
geniigt.)
Fundamentaldiskriminanten nennne ich die Zahlen — 4,

8, —8 und die positiven und negativen Primzahlen der Gestalt
im + 1.

III. Satz. Ist e, = ¢, (d. h. jede gerade Invariante durch
8 teilbar), so gilt mit geigneter Bezeichnung d; > 0, (=2.3....,0
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wobet D=d, d,...d; und d,, d,,..., d; die durch D bestimmien
Fundamentaldiskriminanten sind. Weiter bestehen dann :

(i) =1 fur jede Primzahlfaktor p von 2; G=1,2...,0

P d;
(ﬁ) = (ﬁ) DU =1, 2., t; jal; dj, di>0)
dl 4 dj 4’

1 dd d,...ds-
(@tml:(@lzl=(iﬁ%iL:L

Im II. Teil beschiftige ich mich mit der Frage der Norm
der Grundeinheit ¢ in %. Ich beniitze N als Zeichen fiir die
Norm in k. Ich betrachte nur solche positive D, deren sidmtliche
ungeraden positiven Primzahlfaktoren von der Gestalt 4m+1
sind (sonst ist bekanntlich N(e)=+1).

Alle Sitze ergeben sich auf elementarem Wege. Die IV'.
und V'. Sitze sind direkte Folgerungen aus den IV., bzw.
V. Sitzen. Der IV. Satz (und mit ihm der IV'. Satz) ist nur
eine vollstindigere, und mit Hilfe der D-Zerfillungen einfacher
ausgedriickte Form der DiricELET—TaNoschen?® Sgtze; dazu ver-
wende ich selbst die originalen DirroHLETschen Methode. (Den
IV'. Satz habe ich schon in der oben zitierten Arbeit erwihnt.)
Den V'. Satz in den Spezialfillen, wo D nur 2 oder 3 ver-
schiedene Primzahlteiler hat, hat erst vor kurzem Herr A. ScHorz
gefunden (in etwas anderer Form) und dies mir freundlichst
mitgeteilt. Dann haben wir den allgemeinen Satz gleichzeitig
aufgestellt. A. ScrorLz verwendete Funktionentheoretischen Hilfs-
mittel, ndmlich die Klassenkorpertheorie — wie schon erwihnt,
meine Methode ist elementar, sie benutzt den biquadratischen
Reciprozititssatz in R (4). Der A. Somonzsche Arbeit wird in der Math.
Zeitschr. erscheinen — in seiner Arbeit werden auch die DIricHLET—
Tanoschen Sitze klassenkorpertheoretisch bewiesen werden.

Im folgenden Satz nehme ich, wie gestattet, e>1 an. Ks
bedeuten hier u, v, &, ¥y ganze rationale Zahlen mit (u,v) =1,
(x, y) = 1.

IV. Satz. Ist N() =41, so gibt es eine D-Zerfillung
2. Art D,, D,, fir die (%1—)4 =1, ¥ e<R({D,, ¥D,) und noch
die folgenden stattﬁnden?

LI 17



258 L. REDEIL

Wenn 2+ D und
1. e=u+v¥D, dann ist Ve =2/ D; +y ¥/ D,,
D —1
2 _— 2 — L = —]:
2*D; — y*D, 1’(D2)4 (ac )’

2 e=tu+vyD, dann ist Y e==L1xy¥YD,+y1Dy),
D, 2\ ([ —1

-

My _ 22 — ) (= ().
@D, —y'D, %hﬂ4(ﬂ)(x)
Wenn 2|D, also e =u-+v ¢ D und

3. u =1 (mod 4), dann ist I/Z:mVDl—i—y 1/D2,
D —1
2 — y? = ) = — M
22D, — y*D, =1, 2|D,, (D2)4 (x )( 1)v;

4. u =— 1(mod 4), dann ist ﬁ=xl/%+y1/D,,

D 2 (D ) ( —1 )
21 2D =1, 9 =) = (=2 }.
g Y D,=1,2{D, D, /s x
Daraus folgt der
IV'. Satz. Ist N(e) =+1, so gibt es eine D-Zerfillung

2. Art D,, D,, fir die wenigstens eine der Zahlen (%) , (%1)
o /4 ) 4

gleich 1 ist.
Hier und im folgenden braucht es nicht e > 1 vorausgesetzt
werden.

V. Satz. Ist N(e) =— 1, so besteht fir jede D-Zerfillung

De Dy D,\ (D, \"!
(%LMJ4 1,

wobei b,, b, die ganze Ideale in R(i) sind, die die Norm D,,
bzw. D, haben, und die Primfaktoren von b,, b, die Teiler von
2 +ui sind, wobei w den «rationalen Teilv von 2e bedeutet
d. h. 2e=u+v 1/]5, wobei u, v rational sind).

Daraus folgt der

V'. Satz. Ist N(e) =— 1, so besteht fir jede D-Zerfillung

2. Art D,, D,:
(&) (&) =1
D, /s \D, /s ’
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Es bedeute D,, D, eine eigentliche D-Zerfillung 2. Art.
Dann gelten nach den IV’'. und V'. Siitzen:

1. Gibt es kein D,, D,, oder gibt es wenigstens ein solches
und besteht fir jedes (Pl) (&) =—1, so0 ist N(e) =— 1.
D,/s \D, /s
2. Gibt es ein D,, D,, fir welches (&) (]—)i) =—1 be-
D, /s \D, /s
steht, so ist N(e) = 1.

3. Nur dann ldsst sich alsodas Vorzeichen von N(¢) mit
Hilfe von Symbolen (—), nicht bestimmen, wenn es fir jedes

D,, D, (%) = (%) besteht, und wenigstens fiir eines davon
o /4 174

s (2]~ (24] -
D, /s D, /s )

Es bestehen einige Zusammenhiinge mit der absoluten
Klassengruppe von k, z. B.: Ist ¢,= 0, so ist N(e¢) =— 1 (dies
ist schon aus einer meiner fritheren Arbeiten bekannt); je grosser
18t ¢, (d. h. je grosser ist die Anzahl der D-Zerfdllungen 2. Art),
desto hdufiger kommt der Fall 2. vor.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 13. Nov. 1933.)




ALLATI ES NOVENYI CHITIN OSSZEHASONLITASA.
ZECMEISTER LASZLO 1. tag- és TOTH GEZA-tol.

(A pécsi egyetem kémiai intézetében késziilt dolgozat.)

Hosszabb id§vel ezelStt az édllati és novényi celluléz ossze-
hasonlitdsdval foglalkoztunk és pedig a részleges lebontdsi termé-
kek atjdn. Gondolatmenetiink alapja az volt, hogy annil erdsebbek
lesznek az érvek két magas molekulastalyi, természetes anyag azo-
nossdgat illet6leg, minél magasabb hasadési termékeiken lehet az
osszetétel és a tulajdonsagok teljes egybevetését bizonyitani.

Ugyanezt az eszmemenetet kdvetve, szdmolunk most be dllati
és novényl chitin-készitmények oOsszehasonlitasdrol. A rdkpaneél
chitinjének hydrolyzisénél fellépé anyagok koziil hosszabb idén
4t csak a legalacsonyabb molekulastlya épitékovet ismerték, a
glikozamint, illet6leg ennek nitrogénen acetyldlt szdrmazékét.
Csak 1981-ben kozli BEreMANN, ZERVAS és SILBERKWEIT,! hogy
a chitint épplgy, mint a cellulézt, acetolyzis Gtjan nehezen old-
hato, jol kristalyos disaccharid-peracetattd lehet lebontani. Ugyan-
ezt a készitményt majdnem egyidejiileg mi is el8allitittuk® s ezen-
feliil undecaacetyl-chizotriozt is nyertiink,® a chitin lebontdsénak
jelenleg ismert legmagasabb kristdlyos termékét.

Uj kisérleteinknél e modszereket alkalmaztuk gomba-chitinre,
amelyet szdmos szerz§ allitott eld anélkiil, hogy alebontds kézbenesd
termékeirSl eddig barmi is ismeretes lett volna. BEReMANN mod-

1 Die Naturwissenschaften 19, 20 (1931). Berichte d. deutsch. chem.
Ges. 64, 2436 (1931).

2 Berichte d. deutsch. chem. Ges. 64, 2028 (1931).

3 Berichte d. deutsch. chem. Ges. 65, 161 (1932). Magy. Chemiai
Folyoéirat 38, 33 (1932).
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szere szerint a varganyabol (boletus) elGallitott chitin-készitmé-
nyeket is siméan lebontottuk oktaacetyl-chitobidzzd, viszont so6savas
moédszeriink megfelel§ frakeiondlas utjdn kismennyiségli, de tiszta
chitotridz-szarmazék elkillonitésére vezetett.

Mindezek alapjdn 4llithatjuk, hogy a névényvildgbol szdr-
mazd chitin részleges hydrolyzisénél nem taldlkoztunk egyetlen
olyan termékkel sem, mely a rakpancél chitinjének lebontdsdnal ne
keletkeznék hasonlé mennyiségben. Ha még tekintetbe vessziik
KarrEer és Frangois-nak azt a megallapitasat, hogy a kétféle chitin
enzym-chemiai viselkedése is egészen hasonld, tovabbd GoneLw
Rontgen-adatait,! gy a jelenleg rendelkezésre 4116 vizsgdlati mod-
szerek alapjan az dllati és novényi chitin vegyr azonossdgdt kell ki-
mondanunk ; eltérések legfeljebb a molekulasulyt illetéleg lehetnek.

Ha dttekintjiik a killonboz8 forrdsokbél szdrmazo, polysaccha-
ridokra vonatkozé ujabb eredményeket, ugy felttinik, hogy a névény
jellemzé vazanyaga, a celluléz, megasabb allatokbol teljesen hidny-
zik és csak primitiv tengeri szervezetekben fordul els. Masfeldl az
allatvilaghan elterjedt chitint hidba keressitk magasabbrendl
z6ld noévényekben; az csak gombdkban, baktériumokban taldl-
hat6. Erdekesen vildgitja meg ez a kozismert tény is a szervezetek
vegyl anyagkészletének differencidloddsat, a fajok fejlédésének
kulonbézb lépeséfokéan.

KISERLETI RESZ.
I. Gomba~chitin készitése.2

7 kg. vargdnya-gombit (Boletus) kétszer vizzel, majd 6tszor
10 ¢,-0s NaOH-val mindig 2—38 6rdn 4t kif6ztik, vizzel mostuk
és 1 %,-0s KMnO, oldattal szintelenitettik. A kivalt barnaké oxal-
savban feloldodik. A luggal valé f8zésnek kétszeri megismétlése
utén Gjabb permangandtos szintelenités kovetkezett. Vizzel vald
kimosds utdn alkohollal, majd aetherrel dztattuk. Termelés kb
40 g chitin. Az igy el8allitott nyerstermék még 10 9%, nedvességet

1 KarrER és Frangois: Helvetica chimica Acta 12, 986 (1929);
GoNELL: Zeitschr. physiol. chem. 152, 18 (1926).
2 E. SonorL: Monatshefte f. Chemie 29, 1023 (1908).
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és 6 9, hamut tartalmaz. Nitrogéntartalma pedig még alacsony,
kb. 4 9 a szdmitott 6,9 9, helyett.

Tisztitas. Az el6bb emlitett készitmény 40 9%-0s sésavbdl at-
csapva és azbeszten szlirve, viz hozzdadésdra Gjra kivalik és azigy
nyert fehér por mar majdnem hamumentes (0,8 9%). Az erélyes
tisztitdsi mod ellenére a nitrogéntartalom csak keveset emelkedett.
(Talalt érték 4,4 9%,) Ezért a sOsavas dtcsapdst még egyszer meg-
ismételtiik, vizzel j61 kimostuk a kocsonyas csapadékot és a nitrogén-
mentes polysaccharidok eltdvolitdsa végett, rézoxid-ammonidban
aztattuk az anyagot kb. 1 6rdn 4t. A chitin ilyen korilmények ko-
z0tt nem véltozik és azbeszten szilirhetd. Az ecetsavval valé mosast
ujabb sésavas atesapas kovette, midltal a készitmény a réz utolso
nyomaitol is megszabadult. fgy végre teljesen tiszta chitinhez
jutottunk, mely a helyes nitrogén-tartalmat mutatta. Némi
hamu azonban a leirt erélyes beavatkozds ellenére is visszamaradt
benne.

27,175 mg anyag adott 0,240 mg hamut. Hamu = 0,9 %/,.

Nitrogén meghatdrozéasa :

5,828 mg anyag (hamumentesen és szdrazon): 0,821 em?® N
(20°, 747, korr. 745 mm).

(CgH1305N),-

Szdmitott : 6,90 9 N.

Talalt : 6,29 9% N.

II. Oktaacetyl-chitobiéz el64llitdsa.

0,8 g tiszta gomba-chitint 2 cm?® ecetsavanhydrid és 0,4 g
tomény kénsav elegyében 1 ordig jéghtités mellett magdra hagy-
tunk. A keverék késGbb két napig szobahéfokon, majd 10 6ran 4t
55%-0s vizfurdében allt. A barna oldatot vizbe éntve, szdddval le-
tompitottuk és chloroformmal tobbszor kirdztuk belSle az acetato-
kat. A széritott oldatot teljesen bepdroltuk és 2 em?® methanolban
oldva a maradékot, 25 em? aetherrel 0,9 g amorf csapadékot valasz-
tottunk le, mely f6kép a disaccharid acetatjabol allt. Methyl-
alkoholbol egyszeri dtkristdlyositds utdn 0,6 g a kristidlyos termék;
olv. p. 285°. Az analyzis céljaira még kétszer atkristdlyositottuk
methanolbél, mikor is teljesen tiszta, hosszu tlikbdl allé kristalyo-



ALLATI £S NOVENYI CHITIN OSSZEHASONLITASA. 263

kat nyertiink, a helyes olvaddsponttal: 303° (Berwu-féle blokkban).

Allati chitinb8l nyert chitobiéz-oktaacetattal nines depressio.
Analyzis:

4,513 mg anyag: 8,197 mg CO,, 2,445 mg H,0.

5,008 mg anyag: 0,195 em® N (22,5°, 751, korr. 748,5 mm).

Chitobioz-oktaacetat. Cogll (017N,

Szdmitott: 49,68 9%, C, 5,97 9%, H, 4,14 %, N.

Taldlt: 49,58 9% C, 6,06 % H, 4,459% N.

0,2012 g anyag 10,51 g jégecetben adott 0,095° forrpont-
emelkedést.

Chitobiéz-oktaacetat. CoH, 0,N,.

Szédmitott: M=676.

Taldlt:  M=0634.

A készitmény spec. forgatdsa csak kevéssé tér el az dltalunk
régebben megadott értéktsl (+55°):

[a]p = + (100X 0,50): (4x0,2129) = +58,7° (jégecetben).

A chitobiéz-oktaacetatot a fent emlitett 4 9, nitrogént tartal-
mazé nyers polysaccharid-chitin-keverékbdl is ki tudtuk nyerni
hasonl6 eljdrds Gtjdn, bar itt a hozam természetszerlileg kisebb
volt: 0,8 g teljesen tiszta chitobioz-oktaacetat 7,5 g chitinbdl.

II1. Chitotriéz-undecaacetat.

20 g nyers gomba-chitint (4 %, N) 800 cm® 40 9,-0s sésavban,
20°-nal 15 6rdn 4t hydrolyzaltunk. Jéggel valé higitds utdn eziist-
karbondt-péppel semlegesitettik a folyadékot és a szlirt oldatot
csokkentett nyomds mellett 200 em3-re paroltuk be. 600 cm3
alkohol koénnyd, kocsonyds csapadékot okozott, mely a chitinnek
magasabb lebontdsi termékeit tartalmazza. Az anyalugot szirup-
slirtiségre paroltuk be és 180 em?® alkohollal kifztiik. Néhdny orai
4lldsndl jelentésebb mennyiségti csapadék valt ki (2,2 g), mely a
chitotridz-peracetat elGéllitdsara szolgalt. A szdritott anyagot
80 cm?® pyridin-ecetsavanhydrid elegyében (1:1) 8 napig 4llni
hagytuk. A csapadéknak csak egy része oldédott fel. Hirom nap
mulva 30 cm? aetherrel kicsaptuk a triéznil magasabb acetatokat
és a szilirt oldatot vizzel valo higitds utdn chloroformmal rdztuk ki,
majd beparlds utdn methanolban oldottuk. Néhdny napon belil
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120 mg cukor-acetat kristdlyosodott ki. Methylalkoholbdl Gjra &t-
kristalyositva: 60 mg. Hossza szintelen tiik. Olvadds- és bomlds
pont Beri-féle blokkban 810° (korr.). Rakpancélbol elGallitott
tiszta chitotridz-acetattal keverve, nines depressio.

8,746 mg anyag: 6,850 mg CO,, 2,040 mg H,0.

4,429 mg anyag: 0,174 cm?® N (19°, 752,3, korr. 750 mm).

Chitotrioz-undecaacetat. CyHz;0,,Ng.

Szdmitott: 49,829, C, 5,96 9, H, 4,36 9, N.

Talalt : 49,879, C, 6,09 % H, 4,53 9, N.

0,0475 g anyag 4,0 cm3® jégecetben adott 0,083° forraspont-
emelkedést (A. Rieche késziilékében.).

Chitotridz-undecaacetat. C o H0p,N .

Szamitott: M=963.

Taldlt : M=1016.

A forgatds is helyes értéket mutatott :

[a]p=+(100x0,50) : (4% 0,4002)=+-82° (jégecetben).

(A M. Tud. Akadémia II1. osztdlyanak 1933. dec. 11-én tartott tilésébél.)
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VERGLEICH VON TIERISCHEM UND
PFLANZLICHEM CHITIN.

Von L. ZECHMEISTER, korr. Mitglied, und G. TOTH.

(Aus dem chemischen Institut der Universitit Pécs.)

Es wurde durch Darstellung und Vergleich der partiellen
Abbauprodukte gepriift, ob Chitin aus der Krebsschale und Chitin
aus Pilzen (Boletus) chemisch identisch sind oder nicht.

Nachdem es gelang, auch aus Chitin vegetabilischer Herkunft
Octaacetyl-chitobiose (BEReMANN, ZERvas und SILBERKWEIT) und
ferner Undecaacetyl-chitotriose (von den Verf. entdeckt) zu isolieren,
darf die Identitit der beiden Materialien mit weit grosserer Sicher-
heit als bisher behauptet werden.

Abweichungen wiren indessen in bezug auf das Molekular-
gewicht noch denkbar.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen«
schaften vom 11. Dez. 1933.)



A MANDARIN FESTEKEROL.
ZECHMEISTER LASZLO 1 tag- és TUZSON PAL-t6l.)

(A pécsi egyetem chemiai intézetében készilt dolgozat.)

A mandarin (Citrus madurensis), igy mint a naranes (Citrus
aurantium), ama népszerQ anyagok kozé tartozik, melyeknek min-
denki ismeri a szinét, a nélkiil, hogy a festSanyag kikristdlyositdsa
és analyzise eddig sikeriilt volna. A rendelkezésre dll6 s az emlitett
két gyimolesre vonatkozo szlikos irodalmi adatokbol® mindéssze
az kovetkezik, hogy Ggy carotin-, mint xanthophyll-tipust festékek
jelen lehetnek.

Kiulonds nehézséget okoz hasonléo gytumoéles-féleségek feldol-
gozdsanal a rendkival nagy mennyiségben jelenlevd aetheres olaj,
amely — mas kiséréanygokkal karéltve — teljesen eltorzitja a nor-
mélis oldhatésagi viszonyokat és gitolja a kristalyképzddést. Némely
esetben vizglz-destilldcio segit eldre, az utébbit azonban légritkitott
térben kell végezniink, nehogy az érzékeny pigment tonkremenjen.

A mandarin hisa és héja — vizsgdlataink szerint — egy szén-
hydrogen-részbél és egy bonyolult festék-viaszbol 4116 pigmentet
tartalmaz. Lugos hydrolyzis utdn az utobbi alkatrész a chromato-
grafikus adsorptio® segélyével t6bb komponensre bonthato fel, ame-
lyek kozil kvalitativ kimutattuk a canthophyllt (lutein), tovdbbd a
sérga violdra jellemz§ violazanthint,® végiil a kukoricdban felfede-

1 M. B. MaTrack: Americ. journ. pharm. 100, 243 (1928). — M. B.
Marrvack: Journ. Americ. pharm. assoc. 18, 24 (1929). — L. ZECHMEISTER
und P. Tuvzson: Naturwiss. 19, 307 (1931). — P. G. F. VERMAST: ugyan-
ott 19, 442 (1931). — L. a kov. jegyzetet is.

2 B modszer osszefoglalod ismertetése: A. WINTERSTEIN: Handbuch
d. Pflanzenanalyse IV. 1402 (1933).

3 R. Kuns und A. WINTERSTEIN : Ber. d. d. chem. Ges. 64, 326
(1931.).
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zett zeaxzanthint.! E festékek kristdlyos levalasztdsdra irdnyuld
kisérleteinket még folytatjuk.

A petrolaetherben koénnyebben oldhaté alkatrész elkiilonitése
tgy a mandarin-hasbol, mint a héjbol sikeriilt: a narancssarga
rhomboederekben kristdlyosodé anyag azonos a carotinnal és pedig
az optikailag inaktiv, 4. n. B-carotin van jelen, éppugy, mint az
érett paprika-cs§ pericarpiumaban. Tekintettel a Citrus-gytmol-
eséknek kozismert vitaminhatdsdra, érdekkel bir taldn, hogy tiszta,
kristalyos allapotban kinyertuk belSle a legerdsebb A-provitamint,
a f3-carotint, amely nem magdban a lében fordul el§, hanem azok-
ban.a finom szovettdrmelékekben, melyek a gyiimoles kifacsara-
sdndl a folyadékba jutnak.

KISERLETI RESZ.

A festékel kolorimetridja. A széritott héjat forrd benzollal tel-
jesen kivonva, egy mér csak alkdlidkban oldodé festék maradt
vigsza. A kivonat szdraz maradékat vizben, csokkentett nyomds
mellett addig paroltuk, mig az illéolajok csaknem teljesen eltdvoz-
tak. A maradékot felvettitk aetherben és témény methylalkoholos
kaliliggal hidegen végzett elszappanositds utdn, 90 %-os faszesz-
szel tobbszér kirdztuk a festék benzines oldatat (forrp. 70—80°),
midltal megfelel§ festék-megoszlas jott létre a két oldoszer kozt.
Mindkét réteget kolorimetrids mérésnek vetettitk al4. Hasonldan
folyt le a kisajtolt gytimoleshus feldolgozdsa is, csupdn a vizgdzzel
val6d kezelés maradt el. A rendelkezésre 4ll6 mandarin pigment-
tartalma 1 kg friss nyersanyagban:

Hus Héj
L§75.00) 55 + AP A N 8,2 mg 81,7 mg
Osszes xanthophyll (luteinre szdmitva) . 50 » 57,6 »

Egy drb kb 100 g silyd mandarin husaban pl. 0,6 mg carotin van,
0,4 mg xanthophyll mellett; a héjban 1,0 mg, illetve 1,8 mg. Itt
tehdt az oxygéntartalmi pigment van tulsalyban.

B-carotin elkiilonitése a) a gyiimoleshiisbdl. A hdmozott gytumol-

1 P. KARRER, H. Saromony und H. WenrLI: Helv. chim. Acta 12,
790. (1929.).
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csot hasorlgépen megdardlva, er8s vasznon dtpréseltik, majd
96 9,-0s alkoholban valo egynapi dztatds utdn jbol préseltik és
40°-on szdritottuk az anyagot. Az els§ préslébdl finom, pigment-dus
iszap illepedett le, amelyet alkohollal kezelve, szlirve és szdritva,
a fétermékkel egyesitettiink.

A festék kivondsdra alkalmas a benzol (v. aether), pl. 3 liter,
50 kg friss gyumolesre szdmitva. A bepdrolt kivonat maradékat
aetherben vettiik fel és széles palackban 30 9,-0os methylalkoholos
kalilagot éntottiink hozzd. Kétnapi allds utan sok vizzel elkils-
nitettiik a felsS réteget, majd kell§ mosds és teljes beparlds utdn
meleg petrolaetherben oldottuk annak maradékdt. A jégszekrény-
ben 2—3 napon belil kivalé szennyezidéseket t6bb izben leszfirve,
az oldatot 90 %,-os alkohollal raztuk. A festék nagyobb része az
alkoholba megy 4t, ahonnan friss petrolaetherbe vittik, végiil 80-,
majd 90 9%-os methylalkohollal valé kirdzds dltal tisztitottuk
(némi violaxanthin vdndorolt ily moédon az alsé rétegbe).

A két petrolaetheres carotin-oldatot kalon-kilon bepérolva,
szénkéneghen vettilk fel a maradékot és abs. alkoholt adtunk a
folyadékhoz. Célszerl az oldatokat szénsav alatt, 0°-on hosszabb
iddre félretenni és a kozben lassanként levdlo kiséranyagokat
szliréssel ismételten eltdvolitani (sterinek, paraffinok). Rendszerint
pér napon beliil megjelennek, fényld rhomboederek alakjdban, az
elsd carotin-kristdlyok is, némi szintelen anyaggal még keverve.
Kevés dllds utdn sziirhetSk. A nyerstermék szennyezéseit alkohollal
valé 6vatos melegités dltal lehetett eltavolitani: a carotin nagy-
részt visszamaradt és az oldatba ment festék is sterin-mentesen
valt le kihilléskor az anyaldgbdl. Termelés: 47 mg carotin, 50 kg
gyimoleshus feldolgozasandl.

b) Carotin mandarin-héjbdl. 8 kg megdrolt anyagot 24 6rdn
at aetherben dztattunk, majd leszivatva, sok aetherrel dtmostuk
(6sszesen T L.). A kivonat szdraz maradékdt vizben, csékkentett
nyomss mellett huzamos destillationak vetettik ald (a kils6 hé-
mérséklet 60—65° volt). Egy teljes munkanap telt el, mig az 1ll6-
olajok dtpdrldsa megsziint. Most az anyagot aetheres oldatban —
mint fent — elszappanositottuk. Ilyen elézetes kezelés utdn a ki-
mosott és szdritott oldat kb. 50 cem sotétvorss, nyalés anyagob
hagyott vissza egy kis, becsiszolt sisakkal elldtott lombikban. Ujabb,
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csokkentett nyomas alatti leparlas vizzel, majd alkohollal még
egy kevés illoolajat tavolitott el.

A maradékot aetherben vettitk fel és a megszdritott festék-
oldatot teljesen bepdroltuk. Jéghideg aetherrel elkeverve a pigment
oldatba ment, mikézben szintelen tiikbdl 4116 esapadék maradt
vissza. A sziirlet bepdrldsa utdn az anyag petrolaetherben oldédott,
0°-ra lehiitve azonban voros olaj valt ki beléle. Az errdl lesziirt
oldatot «) szerint szétvilasztva, carotinra dolgoztuk fel. Terme-
lés: 97 mg.

Mindkét készitmény nagyon szépen kristalyos, ecsillogé tab-
ldcskakat alkot és tiszta carotinként viselkedik, ugy, hogy eddigi
tapasztalataink alapjan tisztdnak tartottuk. Az elemzés azonban
mindig alacsony szén-értékeket eredményezett, akkor is, ha az
anyagot el§zbleg szénkéneg-+alkohol- és benzol+methanolbol at-
kristdlyositottak. Példa ez arra, hogy a legmagasabb tisztasdgi fok
elérésénél néha melldzhetetlen a chromatografids tisztitds. A carotin
benzines (forrp. 80°) oldatéat kétszer dtszivattuk calciumcarbonat-
oszlopon, mely az oxygén-tartalmi festékeket visszatartja. Az at-
ment carotin-oldatot teljesen bepdroltuk és a festéket benzol-
methanolbdl kristalyositottuk at.

Az igy nyert készitmény 182°-on olvadt (korr., Berl-féle tomb)
és égetésnél a kovetkezd értékeket adta:

3,696 mg anyag: 12,096 mg CO, és 3,542 mg H,0.
Talalt: 89,26 9%, C; 10,72 9%, H.
CyoHze Szamitott: 89,48 9%, C; 10,52 9%, H.

-

14,6 g festék, 10 ccm benzolban oldva, C-fénynél mérhet§
forgatast nem mutatott, tehiat a készitmény legfeljebb 1—2 9
a-carotint tartalmazhatna.

A mandarin-carotin szinképének absorptio-maximumai 520,5
és 486 pu-nél vannak, megfeleléen az irodalmi adatoknak.

Végil halds koszonetet mondunk az Amsterdami Tudomédnyos
Akadémia van’t Hoff-alapjdnak a szives anyagi tdmogatasért.

(A M. Tud. Akadémia III. osztdlydnak 1933. okt. 9-én tartott iilésébdl.)



UBER DEN FARBSTOFF DER MANDARINE.

Von L. ZECHMEISTER, korr. Mitglied und P. TUZSON.

Die reife Mandarine (Citrus madurensis) enthilt sowohl im
Fleisch, als auch in der Schale ein Pigment, das aus einem Kohlen-
wasserstoff-Anteil und einem verwickelt zusammengesetzten Farb-
wachs besteht.

Nach erfolgter Hydrolyse wurden in dem letztgenannten quali-
tativ Violaxanthin, Zeaxanthin und Lutein (Xanthophyll) nach-
gewiesen. Die in Petrolidther leichter losliche Komponente des Pig-
ments liess sich in Form von schonen Krystallen abscheiden und
wurde mit 8-Carotin (optisch inaktive Carotinart) identifiziert. Die
Isolierung des stirksten Provitaming A mag im Hinblick auf die
bekannte, starke Vitamin-Wirkung der Citrus-Friichte von Interesse
sein. Uber wohlkrystallisierte, farblose Begleitsubstanzen wird
spiter berichtet. ‘

Die Verfasser sprechen dem van’t Hoff-Fonds der Amsterdamer
Akademie der Wissenschaften ihren besten Dank aus, fiir die
gewdhrte materielle Unterstiitzung.

(Aus der Sitzung der ITI. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 9. Okt. 1933.)



AZ ELESZTO SEJTHARTYAJANAK
POLYSACCHARIDJA.

ZECHMEISTER LASZLO 1. tag- és TOTH GEZA-tol.

(A pécsi egyetem vegytani intézetében késziilt dolgozat.)

ELMELETI RESZ.

Mig a magasabb névényeknek iparilag is fontos vdzanyagit
szdmos szerz$ dolgozta fel, addig a moszatok, algdk, gombék,
baktériumok membrdnjairdl a kémiai Osszetételt illetéleg nagyon
keveset tudunk. Kétségtelen, hogy ezen a téren még vonzé problé-
mdk kindlkoznak a kutaté szamadra.

Kulonosen kivdnatosnak ldtszott az élesztdgombdval foglal-
kozni, tekintettel amaz érdekes, de eddig meg nem magyars-
zott tapasztalatokra, amelyek az enzym-tartalom kiiiritésére vonat-
koznak. WILLSTATTER és RACKE,! tovdbbd WILLSTATTER és GGRASS-
MANN,? végill GrassMann és PETERs ® vizsgdlataival kétségtelenné
valt, hogy az élesztlsejtben rogzitett invertazt ugy bizonyos pro-
teindzok, mint pedig amildzok felszabaditjak, és pedig kalon-kilon.
E szerint lehetséges, hogy a vdzanyagot szénhydrat-fehérje-asso-
ciatum alkotja, amelynek badrmelyik alkatrésze dtereszti a nddcukor-
bont6 enzimet, ha a mdsik komponenst el6bb lebontottuk.

Kézenfekvd lett volna azért a membrdn-anyag elGallitésa
rendkiviil szelid, lehetSleg enzimatikus moédszer alapjan, az édru-
beli élesztdbl. Mi azonban a forditott utat valasztottuk és erélyes
eszkozokkel eltavolitottunk minden egyéb vegyiilet-féleséget, hogy
alkalom nyiljék a visszamaradé polyoz jellegének felderitésére.

1 Liebigs Ann. d. Chem. 427, 111 (1921).
2 Biochem. Zeitschr. 203, 308 (1928).
3 Zeitschr, f. physiol. Chem. 204, 135 (1932).
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Hasonl6 irdnyu dolgozat tudomdsunk szerint eddig csak egy
van, t. 1. SaLkowskinak? 40 évvel ezeldtt megjelent, ma mar
elavult értekezése. Ujabb irodalmi forrdsokrél a ZrtscuE * tolld-
b6l szdrmazé modern Gsszefoglalds sem tud.

Sarxowsxki forrd, hig liggal kezeli a gombat és az oldhatatlan
részt «Hefecelluloser-ként fogja fel. Készitménye sdrgds por, mely a
mikroszkoép alatt erdsen zsugorodott sejthartyakbol 411. A nitrogén-
tartalom 0-4—0-45 9/, a hamumennyiség kereken 2-5 9. A nevezett
szerzb nem tekinti anyagdt egységesnek, mert az 20 6rds hevitésnél,
2—2'5 atm.-nyomds alatt felerészben feloldodott, és akkor valto-
zott tulajdonsdgokat drult el. Azonban ez a megfigyelés, mint t6bb
mds is, a kolloidkémia terére tartozik, részben pedig lebontdsi
folyamatokon alapul. Maga SaLkowskl megjegyzi, hogy az emli-
tett kisérlet folyamédn mar cukor is fellép.

Misfell agy latszik, hogy Sankowskr moédszere nem nyujt
biztositékot arra, hogy konnyen hidrolizdlhatoé polysaccharidok
tokéletesen eltdvolittattak.

Mi a préselt élesztt el6szor hig luggal f8zzik, de azutdn 8 %,-o0s
-sosavval is, végiil pedig alkohol, majd éter alkalmazdsa utjin tesz-
pzitk teljessé a tisztitdst. Ily médon 1 kg kiinduldsi anyaghbol 15 g
polyéz marad vissza, kereken félannyi, mint SALKowsKI termelése.
A fehér, finom por hamutartalma legfeljebb 05 9, nitrogén-
tartalma 04 9%. Az utébbi adat szerint chitin nem lehet jelen;
azonban keményit6 vagy hemicelluléz is ki van zarva, tekintettel
a negativ jodreakeiéra és készitményiinknek oldhatatlansdgéra
forr6 vizben. Minthogy a furfurol-préba is eredménytelen, az anyag
csakis magasabb molekulasulyd hexosanbél éllhat.

Fontos volt, hogy az éleszté-polysz és a celluldz viszonya sza-
batos feldolgozdst nyerjen. A két termék kozott mutatkoznak rokon-
vondsok is, de egyuttal oly nagy eltérések, hogy a cellulozzal vald
azonossag lehet8sége elesik.

Nagyon hasonlé a viselkedés sésavval szemben.® A vizsgalt

1 Ber. d. d. chem. Ges. 27, 3325 (1894).

2 Handbuch der Pflanzenanalyse, herausgegeben von G. KLEIN,
Wien, Springer, 111, 264 (1932). .

3 WILLSTATTER és ZECHMEISTER: Ber. d. d. chem. Ges. 46, 2401
(1913).
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polydzt az arubeli (37 9%-o0s) sav alig tamadja meg, ellenben gyors
és bdséges oldéds mutatkozik, ha a klérhidrogén-koncentrieiot
40—42 %,-ra noveljuk. A friss oldat forgatoképessége ebben az
esetben is mérhetetleniil kicsi, azonban szobahdmérsékleten vald
4lldsndl fokozatosan megnd, erdsen pozitiv végértékig. Az dllati
és novényi chitinnél eleinte mutatkozé balraforgatdst itt sohasem
észleltitk.’ A teljes lebontds elérése végett legcélszertibb a toémény
sosavas hidrolyzist néhény 6ra mulva félbeszakitani és azt a fel-
higitott oldat rovid f6zése utjan befejezni. A végtermék d-glukoz,
amelynek mennyisége polarimetrids, oxydimetrids és jodometrids
modszerek egybevdgd eredménye szerint 92 és 95 9, kozott van,
az elméletileg lehetséges értékhez viszonyitva. Minthogy WiLrL-
STATTER és SCHUDEL ® mddszerével csakis aldehid-cukrok titrdl-
hatok, a vég-hidrolizdtum jod- és réz-szdmainak Osszevagasabol
keton-cukrok hidnydra kell kovetkeztetniink.

Az éleszti-polyéz épitékover tehdt kiedrdlag széldcukor-gyokok,
amelyek azonban, mint most bizonyitani fogjuk, teljesen maskép-
pen figgenek egymdssal Gssze, mint a celluloz-laincon beliil.

A celluloztol valé mélyrehatd kiilonbségek a kovetkezd négy
pontba foglalhaték :

1. Klércink-jéddal nem 1ép fel szinezGdés.

2. A gomba-polyéz oldhatatlan rézoxidammonidban, éspedig
az esetben is, ha el6zéleg fiistolgs sosavbol dtesaptuk. Ugy l4tszik,
hogy itt oly hydroxil-csoport hasitott le vizet az épitGkovek Ossze-
tartdsa végett, mely a cellulozban szabad és a rézvegyiilet kiala-
kuldsinal kozrejatszik.?

8. A vizsgdlt anyag frissen készitett, tomény sosavas oldata
sem vizzel vagy borszesszel, st még bikarbondttal sem ad régton
csapadékot, hanem esetleg csak hosszii 4llds utdn és akkor is
tokéletleniil. Molekulastlya érezhetden alacsonyabb, mint a cel-
lul6zé.

1 IrvixE: Journ. chem. soc. 95, 464 (1909). ZECHMEISTER és TOTH:
Ber. d. d. chem. Ges. 65, 161 (1932).

2 Ber. d. d. chem. Ges. 51, 780 (1918). !

3 Methyldlt celluléz sem oldhatéo ScHWEITZER kémszerében. Ha-
worTH: Die Konstitution der Kohlenhydrate, Dresden—ILeipzig,
Steinkopff, 81. old. (1932).
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4. Az acetolyzis nyomokban sem ad octaacetyl-cellobidzt.
Hogy ez a negativ eredmény nem tisztdtalansagoknak old6 hatd-
sdra vezetend§ vissza (melyekben az oldat gazdagabb, mintha
gvapotbdl indulunk ki), kalon kisérletek bizonyitjak. Amidén t. 1.
élesztS-polyoz és vatta keverékét vagy polydzt és kész cellobidzt
vetettiink ald e lebontdsnak, minden esetben sikeriilt az octaacetat
szép kristdlyait megfigyelni.

Mindezek alapjdn a Sarxowskr altal hasznalt megjel6lés (Hefe-
cellulose) elvetendd, éppigy, mint «Erythrocellulosey és «Achrocellu-
lose», a nyomads alatt o0ld6dd, illetve visszamaradt rész jellemzésére.
Az utébbi készitmény egyébként az idézett szerz8 szerint szdlg-
cukron kivil mannozt is ad a lebontasnal, ami megfigyeléseinkkel
ellenkezik. .

Kristalyos disaccharid-peracetat elkiilonitésére irdnyuld, még
befejezetlen kisérleteink eddig sikertelenek maradtak. Taldn itt is
szilkséges, mint a chitin esetében," a részleges hidrolizatumnak
gondos frakeiondldsa, az esterképzés megkezdése elStt.

Ha a tulkoncentralt sdsav hatdsara megindult hidrolyzist félbe-
szakitjuk akkor, midén a végéllapot redukil6 erejének 2/, el van
érve, ugy Osszetett cukrok is vannak az oldatban. Tényleg sikerilt
egy kitlnben kristdlyosodd disaccharid-osazont elkiléniteniink,
amely forrd vizben jol oldédik, lehtiléskor csillagokka csoportosult
rovid, sarga nyarsak alakjiban jelenik meg és 198°-on olvad
(korr.), teh4t 20°-kal magasabban, mint a ZempLEN,2 tovébbi
HevrericH, BAuBrLEIN és WikeanD ® 4ltal vizsgalt gentiobidz-
szarmazék.

A membran-poly6z utolsoel6tti épitékove e szerint nem gentio-
biéz, biztosan nem cellobiéz vagy maltoz.

A szerkezet megolddsdnak elGkészitése érdekében az uj poly-
saccharidot acetyldltuk, majd pedig Haworrs, Hirst és THoMAs *
modszere szerint methyldlasnak vetettik ald, dimethylsulfdt és lag
segélyével. Methylalkoholos klérhidrogén simdn lebontotta a ter-
méket trimetil-metil-d-glukoziddd, amely olajos, de magas vakuum-

1 Ber. d. d. chem. Ges. 64, 2028 (1931), 65, 161 (1932).
2 Ber. d. d. chem. Ges. 48, 223 (1915).

3 Liebigs Ann. 447, 27 (1926).

4 Journ. chem. soc. 1931, 821.
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ban jol desztilldlhaté. Amiddn 9 9%,-o0s vizes sésav hatott red, a meg-
felel§ trimetil-d-glukozzd véltozott, amelyet tobb milliméter hosszi,
hofehér tik alakjdban nyertunk. A vegyiilet 128°-on élesen meg-
olvad. Optikai forgatoképessége faszeszben -+ 110°. Egy ecsepp
kone. sosav hozzdaddsa azonnal kivaltja a mutaroticiot, amely
csokkend irdnyzata és + 74°-on all meg.

Kérdés, mi a trimeti-glukoz szerkezete és mily kovetkezteté-
seket vonhatunk le belGle a polydzéra nézve?

A vegyiilet osazont nem képez, tehat az egyik metil-gyok a
2. szénatomon 4ll. Ha a nem nagyon valdszin{ hetero-cukor jelen-
16tét6l eltekintiink, gy tehdt a hdrom OCHj,-csoport 2, 3, 4- vagy
2, 8, 6- vagy 2, 4, 6-dllast foglalhatna el, feltéve, hogy a polvoz
kotései egységesek.

Termékiink azonban 2, 8, 6-trimetil-d-glukéz nem lehet,
mert az utébbinak rézszéma ZemrLEN és Braun? kutatdsal sze-
rint 27 %,-4t teszi a sz8lGcukorénak, mig a gombabdl nyert vegvii-
letre nézve csak 12 9, ez az érték. Azonfelil pedig, ha a 2., 8. és
6. szénatom a polysaccharidban szabad, ugy csak 1, 4-kotések
volndnak lehetségesek az egyes épit6kovek kozott. Kz a lehetGség
azonban az elfadottak alapjan kizdrtnak tekinthetS. Nem kiiszo-
bolhetjiik ki tokéletes biztonsdggal a 2, 8, 4-kombindciét, azon-
ban meg kell jegyezniink, hogy a 2, 8, 4-trimetil-d-glukéz Haworrr
és SEpGwick 2 szerint cseppfolyds, metilglukozidja pedig szildrd,
mig a jelen dolgozatban leirt terméket illetSleg éppen forditva all
a dolog. Nagyon valészinli, hogy a kérdéses metil-szdrmazék
azonos az utobbi szerz6knek egy készitményével, amelyet ideigle-
nesen 2, 4, 6-trimetil-glukéznak tekintettek.

Az éleszt8-poly6z disaccharid-épit6kovének szerkezete jelen-
leg még nem dllapithaté meg teljes biztonsdggal, azonban sikeriilt
a lehet8ségeket az eddigi kisérletek folyamdn nagy mértékben kor-
ldtozni. A nélkill, hogy ma véglegesen 4lldst foglalndnk, hang-
silyoznunk kell, hogy jelenleg sok érv szol a polvsaccharidnak
1, 3-elven alapuld felépiilése mellett.

1 Ber. d. d. chem. Ges. 58, 2566 (1925).
2 Journ. chem. soc. 1928, 2573.
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Vizsgdlatainkat folytatjuk, kiterjesztve Gket a polydz és a
részleges lebontdsi termékek enzimkémiai viselkedésének tanul-
manyozasara.

KISERLETI RESZ.
I. Az éleszt6b6l nyert membran-polyéz elkiilénitése és lefrdsa.

1 kg drubeli, sajtolt élesztét kétszer 2 ora hosszat 61 8 9-os
natronltggal f6ztink ki, mialatt legnagyobbrészt oldatba ment.
Dekantdlas utan 5 1 hideg vizzel raztuk fel a maradékot, majd
5 %,-0s sosavval potoltuk a vizet és megismételtik a f6zést. Két
6ra mulva, a savanyt folyadék elontése utdn, leszivas kovetkezett.
A vizzel, borszesszel, majd éterrel kimosott anyag elég finom porra
esik szét a levegén és alkoholos, majd éteres kivonds utjan tovabb
tisztul. Hozam: 15 g szintelen anyag. Rendszerint 6t parhuzamos
kisérletet végeztiink egyszerre, és mintegy 70—80 g polydzt nyer-
tink.

Finom, amorf por, mely legtébbszor 0-8—0-4 9%, nitrogént
tartalmaz. Az utébbi tisztatalansdgoktol ered és teljesen is eltavolit-
haté, igaz, hogy hosszadalmas aton és csak nagy veszteségek dran.
A légszaraz termék viztartalma kereken 59, a hamutartalom
pl. 0°4 9.

Az elemzés adatal kozel allanak a cellulozéhoz :

4140 mg anyag (a hamu levondsa utdn; 120°-on, vakuum-
ban szdritva):

6-658 mg CO,, 2391 mg H,0.
(CeH1905), Széamitott: 44429, C, 6229, H.
Taldlt: 4386 « «, 6469 H.

Az éleszt6-polydz meleg vizhen oldhatatlan, éppigy hig savak-
ban és alkdlidkban is. Ha talkoncentralt sésavval felvessziik,
rendszerint csekély sotétebb maradékot hagy (2—8 9%,). Ha az
ember azonnal felhigitja a folyadékot, alkoholt ad hozzd, majd
annyi étert, hogy éppen ne keletkezzék még két fazis, ugy az anyag-
nak mintegy fele kicsaphatd. Jodkdlinumos jod vagy klérzink-jod
szinez8dést nem ad.
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II. Teljes hidrolizis.

A sz8l6eukor-hozamot a kovetkez§ modokon allapitottuk meg.

1. A forgatdképesség alapjdn.

a) 02724 g anyagot feloldottunk 9 cem 0°-on telitett sosav-
ban, 15 6rdval késébb 40 cem-re higitottuk jeges vizzel a folyadé-
kot, amelyet félorai melegités utén a vizfiirdén, csekély tisztdtalan-
sdgoktol megszlirtink és pontosan 50 cem-re hoztunk.

A 4 dm-es ecsében ap,=-120° Minthogy a d-glukoz spec.
forgatoképessége a 7 %,-08 sésavban 4 55°, a taldlt szSlécukor-
mennyiség: 0'2727 g. A szémitott: 0:3025 g.

b) Parhuzamos kisérlet 01836 g polyozzal. A forgatoszog
hasonlé korilmények kozott ap,= + 0°83°, ami 0°1886 g d-glukdz-
nak felel meg, az elméletileg vért 0-2040 g helyett.

2. Szblécukor-termelés a réz- és jodszdmok alapjdn.

A fenti 1u szirlet 10 cem-e 1619 cem 0'1 n-permanganatot
fogvasztott, ami az egész oldatra vonatkozélag 0-2717 g szél6eukrot
jelez. Tovdbbi 10 cem-t pontosan semlegesitve, WILLSTATTER és
ScuuDEL szerint titraltuk azt meg. Fogyott: 81-25 cem 0°02 n-jod-
oldat. Talalt (az egész oldatban): (0:2813 g glukdz.

Az 1b sziirlet 10 ecm-e 11-27 cem -1 n-permanganatot, ille-
téleg 21°05 ccm 002 n-jédot haszndlt el, tehdt az Osszoldatban
01840 g, illetve 0-1895 g a talalt érték.

Eredmények:
a forgatoképességbdl: 90-1, 92-4 9 szblGeukor.
jodometridsan : 93-0, 929« «
BErTRAND Szerint: 89°8, 902 « «

A fent emlitett oldhatatlan maradékot Gooch-tégelyben ala-
posan kimostuk. Stlya a polydzénak 28 9,-dra rugott. Ha e tisz-
tatalansdgot is szamitdsba vessziik, levonva azt az anyagmennyi-
ségekbdl, Ggy a hozam a kévetkezSképpen alakul :
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a forgatoképességbdl: 92-6, 949 %,.
jodometridsan : 955, 954 «
BERTRAND szerint: 928, 927 «.

8. A cukortermelést a glukosazon-mennyiség mérése alapjan
is megbecsulhetjik :

0146 g polyoz vég-hidrolizdtuma adott 0-190 g tiszta osazont
(olvp. 208°). Az elméletileg itt vdrhaté szélécukor-mennyiséget
(0-162 g) hasonlé modon dolgozva fel, 0-180 g osazont nyertiink.
A két adat nagysdgrendileg megegyezik, az els§ mintegy 106 %-a
8 masodiknak.

ITI. Disaccharid-osazon elkiilonitése és leirdsa.

40 g polyézt 820 cem 0°-on telitett sosavval ledntve, a zdrt
iveget 20°-os fiird6ben tartottuk. Az anyag 10 perc alatt majdnem
tokéletesen feloldddott. Tovabbi 95 perc elmultdval jeges vizbe
ontottik a folyadékot és — eziistcarbonattal vald semlegesités
utdn — vakuumban 50 cem-re sfiritettiik be a szidrletet, a mosod-
vizzel egyutt.

Az oldat tulnyomé része acetilalasi kisérletekre szolgalt. Mint-
hogy ezek csak pentaacetyl-glikozra vezettek, leirasuk itt mellGz-
hetd.

5 g polyoznak megfeleld oldatot 7 g phenylhidrazin-klér-
hidrattal és 11 g natriumacettal hoztunk reakeiéba. A melegben
sok glukosazon jelent meg, amelyet gyorsan leszirtiink. A folyadék
leh@ilése utdn kis keverék-frakeciot tdvolitottunk el (0°05 g). Az
anyalignak phenylhidrazinnal valé 4jboli hevitésénél a melegben
alig vélt ki valami, ellenben szobahémérsékleten fokozatosan meg
lehetett figyelni az 4j osazon megjelenését. Az anyag egységességé-
nek ellenfrzése érdekében, levilisuk alatt hdromszor szlrtik a
szép sarga kristalyokat, amelyeknek 4llando6i tovdbbi tisztitdsndl
sem véltoztak lényegesen. A nyert 8 frakeit:

I. frakei6: 0114 g, olvp. 192° (korr., hGemelkedés percen-

ként 20°. Az anyag 182°-on megpuhul.)

1I. « 003 g, olvp. 198° (korr., 10°-kal magasabban
teljes bomlas).

I11. « 010 g, olvp. 198° (korr., 10°-kal magasabban
teljes bomlas).
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Az elemzés a kovetkezd eredményt adta:
3:532 mg anyag (I. frakeid): 0-822 ccm N (20°,757 korr. 755,
mm).
3-647 mg anyag (III. frakcié): 0838 com N (22°,757, korr.
755 mm).
CoHg,0gNy.  Szémitott : 10777 %, N.
Talalt : 10-55, 1065 9 .

A sdrga kristdlyokat legjobb meleg vizb8l atkristdlyositani.
Borszesz is jol old, ecetéter esak sziiken.

Vizmentes alkoholban észlelt forgatas :
[€]2=—(100 X 0"T4%) : (4X 0-2458) =— 758°.

4 rész pyridin és 6 rész alkohol elegyében a kezdGérték:
[a]®=—(100x 0-70°): (4 02692) =— 65°.

A lefelé irdnyulo mutarotdcio végértéke az utobbi olddszerben :
[6]®=— (100% 0:55°): (4 0-2692) =— 51°,

IV. A poly6z lebontdsa trimetil-gluk6zzd.
Acetildlas és metildlds.

20 g polydézt 75 ccm jégecet és ugyanannyi acetanhydrid,
végil 2 com tomény kénsav elegyével 6 ordn 4t 80°-on kezeltiink.
Az anyagnak mintegy %/-a oldatba ment, a visszamarado, durvibb
részt is sikerl 0 keverékkel tovabb acetililni, ami a most leirt
kisérlet esetében nem tortént meg. A dekantdlt folyadékot jeges
vizbe csepegtetvén, a megjelent csapadékot nucson sav-mentességig
mostuk.

A 850 cem acetonban oldott polyéz-ester metildlasdnal
Haworrn, Hirst és THoMas idézett Gtmutatdsa szolgdlt vezér-
fonalul. Két kis valasztotolesérbll adagonkint vittik be a dime-
tilsulfatot, illetve néatronlugot és pedig 55°-nal, erls turbindzds
kozben. Az dtalakulds lezajldsa utdn leszivott esapadékot célszerd
alaposan kimosni és légritkitott térben, phosphorpentoxid folott
szdritani.

Nyerstermelés: 7-5 g; metoxil-tartalom: 425 %,.
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Hidrolizis.

2 g metil-polysaccharidot 80 ccm 15 %-0s vizmentes metanolos
g6savval 24 ordn 4t f6ztiink visszafolyé hiité alatt, majd az eziist-
karbondttal semlegesitett folyadék szfirletét (valamint a mosé-
vizeket) vakuumban szdrazra paroltuk. Sotét szirup maradt vissza,
amelyet éterrel kiforraltunk és némi 4llati szénnel deritettiink.
A szilirt kivonat széraz maradéka sird, viztiszta olaj, mely 15 mm
nyomdson 4tdesztilldlhaté. Magas-vakuumban vald rektifikdlds
utdn a termelés 16 g volt.

A trimetil-d-glukéz metrlglukozidja.

A készitmény tiszta dllapotban nehezen folyd, szag- és szin-
telen olaj, mely 0'8 mm nyomdson az els§ csepptdl az utolséig
115° és 116-5° kozott parol 4t. Mély hémérsékleten megfagy, de
szobahénél felenged és eddig nem kristdlyosodott. A Fruring-
féle oldatot nem redukdlja, er6sen pozitiv lesz azonban a reakeid
meleg sésavval vald hidrolizis utén. : ‘

7ZE1sEL moédszere szerinti analizis az alabbi eredményt adta:

0-0762 g anyagbol képzddott 0-2950 g eziistjodid.

C1oH 006 Szamitott: 525 9%, OCH,.

Talalt : 51-1¢/, OCH,.
Forgatoképesség 96 %,-0os metilalkoholban
[a] = +(100x 2:90°): (4 0:6238) = —+ 116'3°.

Egy misik, az els§t6l figgetleniil nyert készitmény fajlagos
forgatdképessége + 109° volt.

Trvmetil-glukéz.

05 g metil-glukozidot 25 cem 9 %-o0s soésavban oldottunk és
addig féztik visszafolyd hiitd alatt a folyadékot, amig a forgato-
képesség mér nem csokkent tovabb. A szitkséges id§ rendszerint
2—38 6ra. Eziistkarbonattal valé letompitds utdn, vakuumban tel-
jesen bepsroltuk-a sziirletet. A maradék talnyomo része forrd éter-
ben feloldédott és az utébbi szintelen szirupot hagyott hétra, mely
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szobahGmérsékleten néhany oran belil kristdlyokkd valtozott at.
Eterbsl valo mégegyszeri atkristalyositds utdn a trimetil-glukéz
sulydt 008 g-nak taldltuk.

A vegyulet t6bb mm hosszi, hofehér ttket képez, amelyek
élesen olvadnak 123°on (korr., olajfiird6ben mérve). Rézszdm:
0-22, vagyis a szllcukor megfelel§ értékének 12 %,-a

Az analitikai adatok a kévetkezlk:

4-538 mg anyag : 8:180 mg CO,, 3400 mg H,0.

CeHy 0, (OCH,),. Szamitott: 48609, C, 8169, H

Taldlt : 4916 « « 888« «.

Metoxil-meghatdrozds ZErIseL szerint:

4:432 mg anyag: 183'910 mg AgJ.

CeH 0, (OCH,),. Szdmitott:- 419 9 OCH,.

Taldlt : 415 « «
A forgatdst metilalkoholban hatédroztuk meg:
[a]®= + (100 x 0'89°): (4X 0208) = + 110°.

A forgatészog négy ordn belil semmit sem véltozott, amiddn
azonban egy csepp fistolgs soésavat adtunk az oldathoz, nyomban
megindult a lefelé irdnyuld, lassi muta,rotatlo, mely két hét alatt
az alabbi végértéknél all meg:

[2]2 = + (100X 0-60°): (4 0-208) = 4 74°.

Negativ teriilletre valo 4tesapist, amelyet IrviNe és Himst?
a 2, 3, 6-trimetil-d-glukéznal észleltek, oldatunk nem mutatott.

1 Journ. chem. soc. 121, 1213 (1922).

(A M. T. Akadémia III. osztdlydnak 1934. mérc. 19-én tartott ilésébdl.)




DIE POLYOSE DER HEFEMEMBRAN.

Von L. ZECHMEISTER, korr. Mitglied und G. TOTH.

(Aus dem Chemischen Institut der Universitat Pécs.)

Behandelt man Presshefe mit heissem verd. Alkali, Salzsdure,
dann mit Alkohol und schliesslich mit Aether, so bleibt eine Polyose
guriick, die von Savnkowskr mit Unrecht als Hefecellulose auf-
gefasst wurde.

Das Priparat unterscheidet sich in wesentlichen Punkten
von der Cellulose hoherer Pflanzen: 1. Chlorzinkjod-Reaktion
negativ. 2. Unloslichkeit in Kupferoxyd-ammoniak. 8. Die frische
salzsaure Losung wird von Wasser, Alkohol oder Bicarbonat nicht
sofort gefillt. 4. Bei der Acetolyse tritt keine Octaacetyl-cello-
biose auf.

Unterbricht man den hydrolytischen Abbau in konz. Salz-
giure, so lidsst sich ein wohlkrystallinisches Disaccharid-Osazon
vom Schmpt. 198° isolieren. Wird die Polyose acetyliert und dann
nach HawortH methyliert und abgebaut, so gelangt man zu einer
Trimethyl-d-glucose, Schmpt. 123°; farblose Nadeln. Hier liegt die
2, 4, 6-Verbindung vor, was auf eine 1., 3-Verkettung in dem
hochmolekularen Naturstoff hinweist.

Durch Studium der Totalhydrolyse kommt man zu einer
Traubenzucker-Ausbeute, die zwischen 92—95 9 liegt. Qualitative
Reaktionen schliessen die Anwesenheit von Hemicellulose und
Pentosanen aus. Chitin kann nicht vorliegen (gef. N 0'4 9). Aus
der Identitdt der Kupfer- und Jodzahlen im Endhydrolysat ist
auf das Fehlen von Ketonzuckern zu folgern.

Die Untersuchung wird fortgesetzt. Die vorliegende Arbeit
erscheint spiter in der Biochemischen Zeitschrift,

(Aus der Sitzung der ITI. Klasse der Ungarischen Akademie
der Wissenschaften vom 19. Marz 1934.)



A VICINALIS RESACETOPHENON SZINTEZISE.

MAUTHNER NANDOR-t6L

A resorcintél az elmélet szerint hdrom monomethylketon
szarmaztathato le, amelyek kozil eddig csak két vegyiilet isme-
retes. A legrégebben ismeretes a NEUCKI és SiEBER 2 4ltal resor-
cinb6l jégecettel és zinkkloriddal eléallitott aszimmetrids (I) ve-

L i III.  COCH,

Ho \oH HO(A\OH Ho \NOH
COCH, N

COCH,

gyiilet. Egynehdny év eldtt ismertettem a szimmetrids (II) vegyti-
let? szintézisét. Szintugy t6bb évvel ezeldtt kimutattam,* hogy a
Craus és Hure® 4ltal resorcindimethylaetherbdl és acetylehlorid~
b6l a Frieper és Crarrs-féle szintézis utjan el8allitott isores-
acetophenont, szerkezetileg tévesen ismertették, mint monoaceto-
resorcint, mert a vegyiilet diacetoresorcin, tekintve, hogy dioxi-
met képez. Ennélfogva eddig ismeretlen még a vicinalis vegyii-
let. E vegyiilet eldallitisa nagy érdekkel bir a rotenoncsoportba
tartozé természetes anyagok szerkezetbeli Osszefiiggése miatt és
ezért megkiséreltem a szintézisét. Kiillonbozd sikertelen kisérletek

1 A Pézminy Péter tud. egyetemn II. sz. kémiai intézetében késziilt
dolgozat.

2 Journ. fiir prakt. Chemie [2] 23, 147, 537 (1881).

8 Journ. fiir prakt. Chemie [2] 115, 274 (1927); Math. és Terméezet-
tud. Ertesité.

4 Journ. fiir prakt. Chemie [2] 119, 311 (1928); Math. és Természet-
tud. Ertesits.

5 Journ. fiir prakt. Chemie [2] 53, 39 (1896).
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utan sikeriilt e vegyiilet szintézisét létesitenem 2. 6-dimethoxy-
benzonitrilbél* magnesiummethyljodid segélyével a Braise-féle®
reakeio szerint. JO termeléssel e reakeiét csak magasabb hé-
mérsékleten sikeriil végezni és e reakeiéndl a 2. 6-dimethoxy-
benzonitrilbgl (IV) a 2. 6-dimethoxyacetophenon (V) képzddott.

IV. CN Vv COCH,

CHsooocm CH, 0|/ OCH,
AN

A methylgydkok lehasitdsat kényelmesen végezhetjiik az éltalam
tébb évvel ezelétt® megadott eljards szerint, ha az aether chlor-
benzolos oldatdra aluminiumchloridet hagyunk hatni, amidén jo
termeléssel a vicinalis resacetophenon (III) képzédott. E vegyii-
lethdl a két ortho-dllasban levé gyok térbeli akadalyozésa foly-
tdn nem sikeriilt hydrazont elgallitani.

KISERLETI RESZ.
2. 6-dimethoxyacetophenon.

36 gr jodmethylbdl 6—7 gr, magnesiumbo6l és 200 em?
aetherb6l ismert médon methylmagnesiumjodidoldatot allitunk
ol6. Ezen oldathoz erds razés kozben 8 perc alatt 124 gr 2.
6-dimethoxybenzonitril meleg toluolos (150 cm? oldatét egy
csepegtetd tolesér segélyével hozzacsepegtetjiik. Ezutén a reakeio-
elegyet egy negyed Ordt a vizfirdén hevitjik és az aethert
leparoljuk, amig a folyadék hémérséklete 70 C°-ig nem emelke-
dik. Most a vizfirdst olajfiird6vel ecseréljik fel és addig desz-
till4lunk, amig tiszta toluol 4 nem megy. Ezutén 100 em®
toluolt adunk a reakcidelegyhez és 3 Ora hosszat a visszafolyd-
hiitéesével az olajfiird6ben hevitjiikk. A reakcidelegyet lehtitjik
és jégre omtjik. Az oldatot sdsavval megsavanyitjuk és elébb

1 MauTeNer N.: Math. és Természettud. Ertesité. Journ. fiir prak.t.
Chemie [2] 121, 261 (1929).

2 Compte rendu 133, 299 (1901).

3 Math. és Természettud. Ertesits. Journ. fiir praks. Chemie [2] 115,
139 (1927).
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benzollal, majd aetherrel jol atrazzuk. A {616s benzol és aether
eltdvolitasa céljabol az oldatot '/ éra hosszat a gbzfiirdén he-
vitjiik. Ezutdn az oldatot 2%/ 6ra hosszat a visszafolyd hiit6ess-
vel hevitjiik. Az oldat lehiilése utdn aetherrel kivonjuk és a
kivéllott olajat szintén aetherben oldjuk. Az egyesifett aetheres
oldatokat elébb hig natriumecarbonatoldattal, majd vizzel atrdz-
zuk, az oldatot natriumsulfattal szaritjuk és az aethert leparol-
juk. A visszamaradé termék mihamar megdermed. Termelés 103 gr.
A ketont tovabbi tisztitds céljabdl ligroinbol kristélyositjuk at,
mikdzben csontszénnel szintelenitiink.

4148 mgr anyag adott: 10°120 mgr CO, és 2511 mgr
H,0-t.

A C,,H,,0, képlet alapjin a szdmitott értékek: C'==66'66%,
H=666%.

Kisérletileg talélt értékek: C=66'51% H=672%.

A vegyiilet szintelen tiikben kristdlyosodik, amelyek 73—
74 C°-on olvadnak. A termék konnyen oldédik alkoholban és
aetherben. A keton nehezen oldédik hideg ligroinban, kdénnyen
ellenben melegben.

2. 6-dioxyacetophenon.

A methylgy6kok lehasitisat el6z6 adataim? szerint vé-
gezziik:

3 gr 2, 6-dimethoxyacetophenont 30 em® széraz chlorbenzol-
ban oldunk, 10 gr poritott aluminiumechloridet adunk hozzéd és
egy Ora hosszat visszafolyd hiitées6vel hevitjiik. Fzutdn a lehi-
tott reakecidelegyet jégre ontjiik és sosavval megsavanyitjuk.
A chlorbenzolt a reakecidelegybdl 1'/e 6rai vizg6zdesztillacidval
tavolitjuk el és a lombik tartalmat még melegen sziirjiilk. A ki-
hiilt oldatbdl a keton legnagyobbrészt kivilott és tovébbi tisz-
titds céljabol meleg vizb6l kristdlyositjuk 4t, mikézben csont-
szénnel szintelenitiink. Termelés 1°5 gr.

4068 mgr anyag adott: 9'511 mgr CO,-t és 1°867 mgr
H,0-t.

1 Loc. eit.
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A CGgH 0, képlet alapjan a szémitott értékek: (=63'15%,
H=520%.

Kisérletileg talalt értékek: C=63:03%, H=509%.

A 2. 6-dioxyacetophenon hosszuttikben kristilyosodik, ame-~
Iyek 157 —158 C°-on olvadnak. Az oxyketon alkoholos oldata
vagehloriddal kék szinreakeciét ad. A keton p. nitrophenylhydra-
zinnel nem létesit hydrazont.

E vizsgilatot folytatom és az 1j oxyketont flavonok szinté-
zisére fogom hasznalni.

(A M. T. Akadémia III. osztilyénak 1934. janudr 15-én tartott wlésébél.)




DIE SYNTHESE
DES VICINALEN RESACETOPHENONS.

Von F. MAUTHNER.

Von dem Resorcin leiten sich theoretisch drei isomere
Monomethylketone ab, von denen bis jetzt nur zwei bekannt
sind. Das lingst bekannte von Nruck: und SieBer? entdeckte aus
Resorcin durch Erhitzen mit Eisessig und Chlorzink entstehende
ist die asymmetrische (I) Verbindung. Vor einigen Jahren be-

I IL. . COCH,
Ho o Ho Nor  no/ NoH
/COCH, N AV
cocH,

schrieb ich in diesem Journale 2 die Synthese der symmetrischen
{IT) Verbindung. Desgleichen zeigte ich vor mehreren?® Jahren,
dass in der Literatur von Craus und Hurg * aus Resorcindimethyl-
aether und Acetylchlorid nach der FriepeL und Crarr’schen Syn-
these dargestellte Isoresacetophenon irrtiimlicherweise als Mono-
acetoresorcin beschrieben ist, und der Verbindung tatsiichlich die
Konstitution eines Diacetoresorcins zukommt, da es ein Dioxim
bildet. Unbekannt ist hiernach noch die vicinale (III) Verbin-
dung. Des grossen Intresses halber das diese Verbindung wegen
seinen Beziehungen zu verschiedenen Naturstoffen der Rotenon-

1 Journ. fiir prakt. Chemie [1] 23, 147, 537 (1881).
2 Journ. fiir prakt. Chemie [2] 115, 274 (1927).

8 Journ. fir prakt. Chemie [2] 119, 311 (192).

4 Journ. filr prakt. Chemie [2] 53, 39 (1896).
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gruppe besitzt habe ich seine Synthese versucht. Nach ver-
schiedenen vergeblichen Versuchen gelang mir die Synthese
dieser Verbindung aus dem 2. 6 Dimethoxybenzonitril* durch
Einwirkung von Methylmagnesiumjodid nach der Reaktion von
Blaise.? Fine ergiebige Ausbeute lieferte die Einwirkung von
Methylmagnesiumjodid auf 2. 6 Dimethoxybenzonitril (IV) nur

Iv. CN V. COCH,
CHsOI/ \|OCH3 CH3O|/ \|00H3
N NS

bei héherer Temperatur und lieferte das (V) 2. 6 Dimethoxy-
acetophenon. Die Abspaltung der Methylgruppen gelingt sehr
glatt nach der vor mir von einigen Jahren angegebenen Vor-
schrift®* durch Einwirkung von Aluminiumchlorid des in Chlor-
benzol gelosten Aethers und lieferte in sehr guter Ausbeute das
vicinale Resacetophenon (III). Aus dieser Verbindung konnte in
Folge der sterischen Behinderung durch die zwei orthostéindigen
Hydroxylgruppen kein Hydrazon dargestellt werden.

1 Journ. fiir prakt. Chemie [2] 121, 261 (1929).
2 Compte rendu 133, 299 (1901).
3 Loe. cit.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 15. Jinner 1934.)



- AZ ACYLGYOK ATHELYEZODESE
A POLYOXYPHENOLOKNAIL. II.?

MAUTHNER NANDOR-t6l.

Rovid ideje,® hogy kozzétettem ezen folydiratban egy rend-
szeres vizsgalatat az acylgysk athelyezidésének a polyoxypheno-
lokndl és ezen vizsgilataim folytatdsaképpen ujabban a triacetyl-
phloroglucinnél fellépé atoméathelyezddést is tanulményoztam,
amely igen érdekes eredményhez vezetett. Ha triacetylphloro-
glucint (I) nitrobenzolban oldunk és kozonséges hdmérsékleten

L I H\ COCH?®
/
R 0O
Cl,007 N0CoclH, N
\/ (4'113(]()71\/\,1[
OCOCH, 7 NCoci,
0

aluminiumchloridet hagyunk hatni rd, akkor triaceto-triketo-
hexamethylen (II) képzddik. E vegyiiletet elsé izben HELLER G.?
allitotta elé egynehdany év el6tt zinkkloridnek friacetylphloro-
glucinre valé hatésa utjdén 130 C° hdémérsékleten. Ugyanezen
kutaté is tobb kisérletet végzett mar oly célbol, hogy més kisér-
leti korilmények kozott is e reakeiot létesitee. A véletlen igy

1 A Pizmény Péter tud. egyetem II. sz. kémiai intézetében készilt

dolgozat.
2 Math. és Természettud. Ertesité 1933. évf. Journ. fiir prakt. Chemie

[2] 136, 205 (1933).
3 Ber. 42, 2736 (1909).
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azon kisérleti kériilmények felleléséhez vezefett, amelyeknél ezen
atomathelyezkedést kozonséges hOmérsékletnél is létesithetjiik.

Roviddel ezel6tt ismertettem a triacetyloxychidrochinon-
nél? fellépé atomdthelyezkedést. A képzédé termék szerkezetét
oly moédon sikeriilt megallapitanom, hogy a reakeidsterméket
dimethylsulfattal valé teljes metilezés utjan trimethyloxychidro-
chinonnd véltoztattam 4t, amely vegyiilet szerkezetét elGzdleg
méar TamBor és Relcropski® megallapitottdk, mint 2, 4, 5 tri-
methoxyacetophenont és igy az 0j keton szerkezete is 2, 4,
5-trioxyacetophenonnak felel meg. .

KISERLETI RESZ.
Triacetyl-triketo-hexamethylen.

A fentebbi vegyiilet elédllitdsdhoz sziikséges triacetylphlo-
glucint phloroglucinbél és acetylchloridbdl a vizfiirdén 4llitjuk
el és tovabbi tisztitds céljabdl alkoholbdl kristalyositjuk at.

19°5 gr triacetylphloroglucint 100 gr széritott nitrobenzol-
ban oldunk és jéggel valé hiités kozben, fél 6ra alatt 12 gr
poritott aluminiumehloridet lassacskén hozzédadagolunk. A reakei6-
elegyet 24 ora hosszat kozdnséges hémérsékleten allni hagyjuk.
Ezutén a lombik tartalmat jégre Ontjiik, sésavval megsavanyit-
juk és /e Ora hosszat vizfiirdén hevitjilk. A reakeidelegyet 3'/2
6ra hosszat vizgdzzel desztillaljuk, mikézben 01 gr vizglzzel ill6
anyag megy #4t. A reakcidelegy lehiilésekor egy fehér kristdly-
témeg vallott ki, amelyet agyagtinyéron szaritunk ki. Termelés
55 gr.

A vegyiilet tovabbi tisztitasa céljabdl alkoholbdl kristalyositjuk
at. Olvaddspont 156 C°. Az dtsziirt folyadékot hdromszor aetherrel
atrazzuk és az oldatot natriumsulfattal szdritjuk. Az aether le-
pérlasa utdn visszamaradd terméket agyagtinyéron szaritjuk ki.
Termelés 37 gr.

1 Math. és Természettud. Krtesits 1933. évf. Journ. fitr prakt. Chemie
[2] 136, 213 (1933).
2 Ber. 43, 1965 (1910).



AZ ACYLGYOK ATHELYEZODESE A POLYOXYPHENOLOKNAL. 11, 291

4719 mgr anyag adott: 9°901 mgr CO,t és 2007 mgr
H,0-t.

A C,H,,0, képlet alapjan a szdmitott értékek: C=57"14%,
H=476%.

Kisérletileg talalt értékek: C=57"21%, H=4172%.

A vegyiiletet és az ebb6l eldallitott oximet (olvadésp. 187 C°)
Osszes tulajdonsdgaiban azonosnak taldltam a Hrrier G. 4ltal?
ismertetett triacetyl-triketo-hexamethylennel.

A vegyiilet jellemzésére igen alkalmas a p. nitrophenyl-
hydrazon. E vegyiilet el64llitdsdra a két komponens alkoholos
oldatat osszebntjilk és rovid ideig hevitjiik, mialtal a konden-
zacios termék révid id6 mulva kivallik. Benzolbdl vorss tiikben
valik ki, amelyek 258—259 C°-on bomlas kézben olvadnak.

4850 mgr anyag adott: 04802 cm?® nitrogént (16 C°,
705 mm).

A CgH,,N,0, képlet alapjén a szémitott érték: N—10'85%.

Kiserletileg talalt érték: N=1063%. '

1 Loe. cit.

(A M. Tud. Akadémisa ITI. osztalyanak 1934. janudr 15-én tartott iilésébél.)
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UBER DIE WANDERUNG DER ACYLGRUPPE
BEI DEN POLYOXYPHENOLEN IL

Von F. MAUTHNER.

Vor kurzem ! teilte ich eine systematische Untersuchung
iiber die Wanderung der Acylgruppe bei den Polyoxyphenolen
mit und als Fortsetzung dieser Arbeit untersuchte ich auch das
Verhalten des Triacetylphloroglucins, welches zu Interessanten
Resultate filhrte. Lést man Triacetylphloroglucin (I) in Nitro-

L I. H COCH,
N\ s

CH,CO07 NOCOCH, o l/ \g CH
ro I J-coc,
N Y
OCOCH, chgom e

o)

benzol und lisst Aluminiumchlorid bei gewdhnlicher Tempera-
tur darauf Einwirken, so erfolgt die Bildung des Triacetyltriketo-
hexamethylens (II). Diese Verbindung wurde zuerst von G. Her-
ER % durch Einwirkung von Zinkchlorid auf Triacetylphoroglucin
bei 130° erhalten. Derselbe Forscher machte schon Versuche um
die Umlagerungen anderen Versuchsbedingungen zu bewerkstel-
ligen. Der Zufall fiihrte mich zur Auffindung obiger Versuchs-
bedingungen, wobei die Umlagerung auch bei gewéhnlicher
Temperatur durchfiihrbar ist.

Vor kurzem beschrieb ich die Umlagerung?® des Triacetyl-

1 Journ. fiir prakt. Chemie [2] 136, 205 (1033); 136, 213 (1933).
2 Ber. 42, 2736 (1909).
1 Loc. cit.
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oxychidrochinons in nitrobenzolischer Losung durch Aluminium-
chlorid. Die Konstitution des Umlagerungsproduktes konnte ich
dadurch feststellen, dass ich das Produkt durch Alkylierung mit-
telst Dimethylsulfat in das Trimetholoxyhydrochinon von TanRoR
und REereropsgi? iibergefiihrt habe. Da die Konstitution dieser
Verbindung als 2, 4, 5 Trimethoxyacetophenon festgestellt ist,
so muss das Umlagerungsprodukt die Konstitution des 2, 4,
5-Trioxyacetophenons baben.

1 Ber.

(Aus der Sitzung der III. Klasse der Ungarischen Akademie der Wissen-
schaften vom 15. Jinner 1934.)



ESZREVETELEK ES ADATOK A NITRATION
GRAVIMETRIAS MEGHATAROZASAHOZ.

KONEK FRIGYES 1. tagtol.

A salétromsav kimutatdsdra haszndlt legtobb reakeié ennek
oxiddloé hatdsdn alapszik, mivel az Osszes fémekkel képezett soi
kivétel nélkil vizben konnyen oldhatok. Kivételt ez aldl csak egy-
némely sulyos és nagy kation — példaul a kobaltnak bizonyos.
anorganikus komplexumai —, f6leg azonban egyes komplikdlt
organikus bazisok, tobbnyire substitudlt ammoniakszdrmazékok
tesznek. Ez utdbbiak kozott, amelyek eszerint salétromsavval old-
hatatlan, vagy legalabb nehezen oldhaté sékat képeznek: dltald-
nosan ismert a nagyobb tankonyvekben leirt, s4t a laboratoriumi
gyakorlatba is atment igynevezett «nitrony, egy diphenyl-endanilo-
dihydrotriazol, melyet Busch, erlangeni professzor allitott el 28.
évvel ezel6tt a triphenyl-aminoguanidinnek hangyasavval valo
kondenzdcidja révén.' Az idevdgd irodalombél® kitfinik, hogy a
galétromsavnak nitréonnal valé gravimétrids quantitativ meghatd-
rozasanal szdmolni kell azzal a ténnyel, hogy a nitronnitrdt vizben
nem teljesen oldhatatlan, ugyannyira, hogy a csapadékok teljes.
kimosasa addig, hogy a szlirlet saldtromsavval mar ne zavarodjék,
tetemes veszteséggel jar. BuscH ezért eredeti értekezésében (1. ¢.)
javasolja, hogy a nitronnitrat levildsat jeges hiitéssel kell teljessé
tenni és a csapadékok kimosdsdra legfeljebb 10—12 cem vizet
szabad esak haszndlni. WinkLER pedig (l. ¢.) az oldhatésdgi vesz-
teségeket ngy akarja elkeriilni, hogy a csapadékok kimosdsdra
kozonséges hdnél nitronnitrattal telitett vizet ajanl.

1 BuscH: Ber. d. deutsch. Chem. Ges. 38. (1905) 862 és 4055..
2 Lu~gE-BERL: Chem. techn. Unters. Method. I. 788.

L. W. WINKLER: Zeitschr. f. angew. Chem. 34, 46.
TreapwELL: Lehrb. d. analyt. Chemie. Bd. II. 382. (1930.),
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Midén a nitron-eljardst a killonbdzd nitrogén mitrigyaféle-
ségeknél, azok nitrogéntartalmdnak quantitativ meghatdrozdsdra
probéltam abbol a eélbdl alkalmazni, hogy a technikai elemzés

7’

menetét egyszeriisitsem, illetve gyorsitsam : csakhamar meg kellett
arr6l gy6z8dném, hogy dacdra az eldirdsok pontos betartdsdnak,
az eredmények a megengedettnél nagyobb eltéréseket mutattak.
fgy, hogy a kisérleti anyagbol csak egy példat emlitsek : egy német
eredeti ammonnitrat tragyasoban, amelynek nitrogéntartalmdt a
kisérs elemzéssel egyezbleg az Orsz. Chem. Intézet agrikultur osz-
talyaban a régi Dewarda eljardssal, 84:8 9-ban 4llapitotték meg,
a nitronmdédszerrel a régi BuscH-LuneE el6iras szerint csak 3312 9,
dssznitrogént, illetve 1656 9 nitratnitrogént — WiNkLer modo-
sitott eljarasdval pedig 82-86 9, 0ssz-, illetve 1648 9, nitrdt-
nitrogént taldltam, Megjegyzem, hogy mindkét esetben a nitron-
nitrat csapadékok mosoviz szlirletei salétromsavval zavaroddst
mutattak, amibé} arra kell kovetkeztetni, hogy a esapadékok még
mindig tartalmaztak kioldhaté és a feles reagensbodl szdrmazd
nitronacetatot ; masrészt — mint az az eredménybél is kovetkezik —
a moséviz mdr nitronnitratot is oldott ki bel6lik, amely koralmény
megmagyardzza az elemzés hidnyat. Ilyen, nem éppen biztaté
tapasztalatok utdn bukkantam r4 TREADWELL ismeretes analitikai
munkéjdnak legajabb — 1930-as — kiaddsdban egy megjegyzésre,
mely szerint a salétromsav gravimétrids quantitativ meghatdroza-
sdra a Buscu-féle nitron mellett még az Gjabbkeletli, Rurg, bazeli
professzor dltal feltalilt «a-dinaphtodimethylaminy is hasznéalhato,
amennyiben ez a sekundér bazis is oldhatatlan sot képez salétrom-
savval. Azonnal érintkezésbe léptem a felfedezdvel, aki kisérleteim
céljdra a bazeli egyetem organikus kémiai laboratérinmaban eld-
allitott 12 gramm tiszta bdzis sésavas 6]t a legnagyobb készség-
gel bocsdtotta rendelkezésemre, amiért is neki e helyen koszonetet
mondok. Ez a ndlunk, s6t az analitikai kémiai irodalomban is, tel-
Jjesen ismeretlen salétromsav-kémszer, az a-dinaphtodimethylamin,
a megfelel§ a-naphtonitril katalytikus redukeiéjdval 4llithato els.*
A naphtalin mindkét nitrilje a redukeiéondl a benzonitrilhez hason-

1 1. RurE und F. BEcugrer: Helvet. Chim. Acta, Vol. V1. 675,
880. (1923.)



296 KONEK FRIGYES.

léan*viselkedik, azaz 1tt 1s eldszér tgynevezett aldimek keletkez-
nek, amelyek tovibb redukélva, részben a megfelel§ primérbdazist
szolgdltatjak, részint pedig naphtaldehyddé és ammonidkkd hydro-
lizdlnak ; a primérbdzis legnagyobb része az aldehyddel konden-
zal és az igy keletkezett Scmirr-féle bazis két atom hydrogénnel
telitddik a megfelel sekundér bdzissd :

I. B—C=N+H,=R—CH=NH;
II. R—~CH=NH +H,0=R—CHO+NH,;
1. R—CH=NH+H,=R—CH,—NH,;
IV. R—CH,—NH,+0HC—R=R—CH,—N=HC—R;
V. R—CHy—~N=HC—R-+H,=R—CH,—NH—CH,—R.

RupEe a naphtonitrileket nem a naphtylaminekbdl késziti az
ismeretes SANDMEYER-féle reakciéval — mert ebben az esetben a
termelési hanyad alig éri el a 12 %-ot — hanem jobbnak taldlta
az a- és fB-naphtalinsulfosavnak sdrga vérligsoval, illetve cyan-
kéliummal val6 destilldcidjat, mely utobbi modszer alkalmazdsd-
val sikeriilt is neki a termelési eredményt 60 9/ -ra fokozni. A nitrilek
redukei6jdt vizes alkohol-ecetéteres oldatban nikelkatalysator
jelenlétében ugy hajtotta végre, hogy az oldatokat hydrogéngiz-
zal addig rdzogatta, amig azok a thedria megkivanta két molekula
hydrogént felvették, ami rendesen 20—24 oOrai razas utdn be is
kévetkezett. A nélkil, hogy a redukeiondl kapott termékek az
aldehyd, a primér-sekundér — és a Scrrrr-féle — bduzis szétvilasz-
tdsinak és tiszta dllapotban vald el@éllitdsdnak részleteibe boesat-
koznék : itt esak annyit kivanok megjegyezni, hogy mig az a-naphto-
nitril redukei¢janak a féterméke — a kiinduldsi anyag mennyi-
ségének korilbelil a fele — a sekundérbézis, addig a 8-sorozatban
a f6termék a Scuirr-féle bazis, amely oldhatatlansidgdndl fogva
csak nehezen volt tovdabb hydrilbaté. Hogy sekundér aromés
bdzisok salétromsavval nehezen oldhaté sékat képeznek, erre
nézve mdr a régebbi irodalomban is talalkozunk adatokkal; igy
példdul a dibonzylaminrél, amely a dinaphtodimethylamin benzol-
analogonjdnak tekinthetd, Spica?, aki ezt a sekundér bézist benzo-

1 Sprca-PatTErRNO: Ber. 9., 82, — Spica-CARRARA: Gaz. Chim.
Ttal. 19, 428. V. 6. tov. LiMPRICHT: Annal. 144, 313 és SALEROWSKI:
Ber. 24, 2727.
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nitrilbél nyerte alkoholos sésav és zinkporos redukeioval, meg-
emliti, hogy salétromsavval egy vizben igen nehezen oldhaté st
képez. Kés6bb is taldlkozunk még a dibenzylaminnal az irodalom-
ban: Franzen! a benzaldoxim zinkporjégecetes reduktidjaval
nyerte a primérbazis mellett, Paan-Gerum?® pedig ugyancsak
benzaldoximbél kolloid palladium és hydrogéngdz segitségével;
a nehezen oldhato nitrdtrol azonban ezen szerzlk egyike sem tesz
tobbé emlitést.

Mikor Rure®az 8 sekundér naphtalinb4zisainak a birtokiba
Jutott, természetesen rogton észrevette, hogy az a-vegyiilet a leg-
t6bb anorganikus savval nehezen oldhaté sokat képez; de vala-
mennyi kozott legoldhatatlanabb a nitrat, amelybdl korilbelil
0-04 milligramm oldédik 100 cem 24°-0s vizben; aminek alapjén
teljes joggal ajdnlhatta bdzisdt a salétromsav quantitativ meghatd-
rozdsdra, anndl is inkdbb, mivel a nitront ebben a tekintetben
messze tulszdrnyalja és az elsG, a bazeli egyetem laboratoriumad-
ban végzett quantitativ meghatdrozasok — kéli és ezustsalétrom-
mal — kifogdstalan eredményt adtak. A nitrdtion quantitativ le-
véilasztdsa a Rups-féle bazissal csak hig kénsavas, ecet- és phosphor-
savas oldatban végezhetd, mert csak ezek a savak képeznek a
naphtalinbédzissal valamelyest oldhat6é sokat és igy nem hatnak
zavardlag. A nitrogén mfitrdgydk, nevezetesen chilei- és mész-
salétrom, tovdbbd az tgynevezett Péti-s6 (magyarkésaitésti
ammonnitrdt és mész keveréke) és a német eredetli ammonnitrat
tragyaso (csaknem vegytiszta NH,.NO;) nem tartalmaznak a
nitritionon kivill méas savi alkatrészt, amely a Rupe-féle kém-
szerrel oldhatatlan s6kat képezne és igy a modszernek ezekben az
esetekben vald alkalmazhatosdgdt illuzorikussd tenné. MielGtt azon-
ban ezeknek elemzéséhez hozzifogtam, meg akartam gydzddni a
modszer lényegérdl és gyakorlati kivitelérdl; e célbol lemért mennyi-
8égli, vegytiszta salétrommal végeztem quantitativ meghataroza-
sokat ; és esak — miutdn igy a mddszer minden csinyét-binyét ki-
tapasztaltam — tértem 4t a nitrattrdgyasok elemzésére. A Rupe-

1 FraxzeN: Ber. 38, 14186.
2 PaAL-GERUM: Ber. 42, 1559.
3 Ruee: Helv. 6, 674. (1923.)
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féle kémszer, amely ma még nines forgalomban, a feltaldlé szives-
ségébdl vegytiszta sOsavas 80 alakjaban dllott rendelkezésemre ;
ebbdl a chlorhydritbol aether alatt kevés luggal eldllitottam a sza-
bad naphtalinbdzist, amely az aether elizése utin gyémantfényd,
nagy négyszogalaku hoéfehér kristdlyok alakjaban marad vissza.
Ezeket feloldjuk 50 9,-0s ecetsavban olyan ardnyban, hogy az
oldat 10 %,-os legyen; ilyen téménység mellett a bazisacetit 1—2
nap mulva hosszi tlialaka kristdlyokban ki szokott valni; hasz-
ndlat elftt tehat vizfiird6n gyengén felmelegitjilk, mikor a kris-
talyok gyorsan ujbdl oldatba mennek. Rendes kérillmények kozott
nehdny cem az igy elkészitett kémszerbdl elegend8 a nitrition
quantitativ kicsapdsara. A csapadék az «a-dinaphtodimethylamin-
nitrdts a gyakorlati értelemben vett teljes oldhatatlansdgén kiviil

AN AN
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még azzal az analitikai szempontbol eléggé fel nem becsilhetd
elénnyel is bir, hogy 860 sulyrészben ecsak 14 stulyrész a nitrogén
mennyisége, minek folytdn a csapadékok nem elegend§ vagy tul-
hajtott kimosdsabol esetleg tdmaddé mérési hibdk az eredményben
minimumra zsugorodnak Ossze. A nitratesapadék magas molekula-
sulya és oldhatatlansdga kozelfekvGvé teszi tovdbbd, hogy a makro-
elemzéstSl attérjink a félmikro-, illetve mikro elemzésre; kisér-
leteim 4tlageredménye igazolja ezt a lehet&séget. Feloldottam pél-
ddul 00118 gr vegytiszta salétromot (pro anal.) 100 eem vizben,
adtam hozzd 1 cem hig kénsavat és felforralva 1 cecmt a 10 9-o0s
Rure reagensbdl; a forré oldat tiszta marad; kihiilve azonban,
szép tlialakd kristilyok alakjdban kivdlik a bazisnitrat. Ejjeli allas
utdn a csapadékot szlir6re gyujtjik és szivattyuzva addig mossuk
hideg vizzel, mig a stirlet sem HNO;-al sem BaCl,-al mar nem zava-
rodik, a feles: acetdtnak a csapadékbdl valod teljes kimosédsdra
2—300 ccm viz szitkségeltetik. Az {gy megtisztitott hofehér kris-
tdlyos csapadékot 120—180°-on 1 6rdig szdritjuk és exsikatorban
" kihalve mérjuk. A szlirésre legalkalmasabbnak a ScmoTr-féle sza-

”_H

badalmazott 3-as szdmu tvegsziir6t taldltam ; kezelése gyorsabb,
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egyszerlibb és biztosabb, mint a GoocH-tégelyekkel valé munka.
gy eljarva a 00118 gr salétromb6l kiindulva, 0-0408 gr bézis-
nitrdtot mértem, amely mennyiségb8l a 860:101 arany szerint
0-0114 gr salétrom adédik; szoval a hidany 00004 gr. Egy madsik
esetben a lemért salétrom mennyisége 00071 gr volt; éppen ugy
eljarva 00250 gr bazisnitrdtot mértem, ami megfelel 0-0070 gr
salétromnak ; vagy nitrogénre atszdmitva: N (talalt) =13-69 9,
mig a I{NOgban a theoretikus N=1886 9%,. Természetes dolog,
hogy ilyen eredményeket csak ugy lehet elérni, ha a fent leirt elja-
rast szérél-szora kovetjik, tgyelink f6leg arra, hogy a esapadékok
teljesen ki legyenek mosva és a leesapo kémszer is vegytiszta sekun-
dérbézis legyen és idegen szennyezéseket ne tartalmazzon. Ilyen
tapasztalatok utdn mar most célul tlztem az eljardsnak a mtrogén
miitrdgyva elemzés terén vald értékesitését. B célbol érintkezésbe
léptem az Orsz. Chem. Intézet agrikultr osztdlydval és hiteles, ott
elemzett mintdkat kértem. B. TaneL S1eNE k. vegyész a legnagyobb
készséggel bocsdtotta rendelkezésemre a legfrissebb elemzési min-
tdkat, miért e helyen 1s szivességeért koszénetet mondok neki.
A nitrogén-mitragydk nitrogén tartalmdt — ha az salétrom alak-
jadban van jelen — egyszerfien ugy hatdrozzdk meg, hogy DEVARDA
réz-aluminium 6tvozetével redukdljak, mikor is a nitrat ammonidkkd
alakul és lagositas utan dtdesztillaljak lemért mennyiségli feles nor-
mdl vagy tizednormdl savba; az