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PROCESSES DURING THE CALCINATION
OF CERAMIC PRODUCTS

PART Il. THE EFFECT OF SMALL QUANTITIES OF A1F3
ON THE FORMATION OF PHASES DURING THE
CALCINATION OF GROSSALMERODE CLAY™*

B. LOCSEI
SILICATE RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST

[Manuscript received August 23, 1963]

The transformation mechanism of the Grossalmerode clay was demonstrated partly
by dynamic and partly by static methods in the course of the experiments. Si02 changes from
the quartz phase through the cristobalite phase into the tridymite phase. The above mechanism
of phase transformation is supported by Debye—Scherrer and diffraction patterns, and is
further confirmed by microscopic pictures. The addition of ALF3 promotes the initiation of
mullite formation at lower temperatures, which is equivalent to the acceleration of the trans-
formation process. Acceleration of the transformation process can be explained by the

mineralizing effect of the fluorohydrogen which is formed by the reaction of A1F3 with
kaolinite.

I. Introduction

In the production of ceramic products the energy requirement of the
heat treatment — a highly important operation in the production process — is
one of the most significant cost factors. Heat treatment is necessary in order
to ensure the desirable properties of the end product. The temperature gradient
which can be applied during heat treatment determines the length of the heat
treatment operation, i.e. the velocity with which the material can pass through
the heat transfer equipment. The temperature gradient on the other hand is
determined by the given heat transfer equipment and by the rate of th phy-
sical-chemical processes which take place in the basic material. By the acceler-
ation of these processes a way is opened to raise the thermo-gradient applied.

One important ceramic product used in the glass industry is the melting
pot, produced from acidic refractory material, the basic material of which
everywhere in the world is Grossalmerode clay.

The Si02 content of the earthenware goods made from Grossalmerode
clay changes into tridymite during use. In addition the excellent refractory
properties of this material justify the study ofits behaviour during calcination,
to which neither its chemical nor its mineralogical composition give a satis-
factory explanation [1, 2, 3].

Recent experiments have clarified the synthesis of silicates, e.g. mullite,
under a far more favourable temperature and rate conditions in fluoride con-

* Part I. Reports of the University of Chemical Industry Veszprém, 7, (1963), 93.
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2 B. LOCSEI

taining systems, as compared to their synthesis in oxide systems from clay and
aluminium oxide [4—8]. It was the task by further studies to investigate the
effect of small quantities of fluoride on the formation of silicates, on the one
hand, and on the other hand, on the rate of the processes which take place
during the calcination of the basic materials of ceramic products.

Il. Experimental

In the present experiments the processes taking place in Grossalmerode
clay were investigated partly by dynamic and partly by static methods
[13—16].The form of Si02in the clay was checked before calcination and during
the various stages of the calcination process and the temperature of transfor-
mation of the clay minerals was determined [17]. Phase formation was followed
by the Debye —Scherrer and X-ray diffraction patterns and by microscopic
examinations. In order to influence some of the transformation processes cer-
tain additives were used. The mullite content was determined by the diffrac-
tion pattern with ammonium chloride as internal standard and also by its
dissolution in hydrogen fluoride. In this latter case a 10% solution of hydrogen
fluoride was added to one gram of the powdered material and 2 hours were

allowed for dissolution.
Properties of Grossalmerode clay

The average composition of Grossalmerode clay is given in Table I. The
producers ensure uniform composition by constant laboratory checks and by
the mixing and purifying of the raw material. The clay is further refined by
selection. Table Il shows the mineralogical composition, Table 111 the particle
size distribution of the average product [1].

Table 1

Chemical composition of the clays used for the experiments

1 2. 3. 4,
Si02 72,1% 72,1% 74,2% 46,9%
A1203-f-Ti02 19,4% 19,2% 22,3% 39,1%
Fe20 3 b2% 1,4% 1,7% 0,5%
CaO + MgO 0,4% 0,3% 0,5% 0,6%
Na,0 + K20 1,0% 0,4% 1,0% 0,4%
Loss on calcination 0,2% 7,1% — 13,1%

Average composition of Grossalmerode clay.

Composition of the Grossalmerode clay used for the experiments.
Average composition of anhydrous Grossalmerode clay.
Composition of Zettlitz kaolin.

ENFAN NN
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PROCESSES DURINC THE CALCINATION OF CERAMIC PRODUCTS 3

Veress has demonstrated that in pots made from Grossalmerode clay
and from the fire-clay gained after the calcination of the latter, a tridymite net
is formed [3]. This obviously plays an important role in the development of the
softening point of the Grossalmerode pot under high loads (under a load of 2
kp/sg. cm softening begins at 1450 °C). However, there is no satisfactory expla-
nation for the change of silicon dioxide into the crystalline phase of quartz,
first into cristobalite and later into tridym ite. Such changes were not observed

Fig. 1. Results of the differential thermal and gravimetric analyses of crude Grossalmerode clay

in materials of similar compositions. Quartz is present in a very high degree
of dispersity, the particles are practically all under 25 micron. A high degree
of dispersity in itself is, however, not sufficient to explain the formation of
tridym ite.

Fig. 1 shows the differential thermogravimetric curve of crude Grossal-
merode clay [2]. The composition of the material tested is shown in Table 1

Table 11

Mineralogical composition of Grossalmerode clay

Kaolinite 50%
Quartz 45%
Ilite 3%
Titanium dioxide 20p

r Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



4 B. LOCSEI

Table 11

Particle size distribution of Grossalmerode clay

Particle size Quantity
0,04 to 0,09 mm =S%)
0,025 to 0,04 mm 3%
0,0 to 0,025 mm 95%

side by side with the average composition compiled from literary data. Accord-
ing to the differential thermogravimetric test the illite content of the sample
reached up to 10%; more recently we have found even 13% illite, as indicated
by the rate maximum ofthe weight loss at 100° and 107 °C, respectively. Other-
wise the test shows the characteristic pattern of clay minerals. The beta-alpha
quartz transformation cannot appear on the curve, as this is masked by the
endotherm effect of the disintegration of kaolinite.

The properties of calcined Grossalmerode clay

The properties of the calcined clay are shown in column 3 of Table I.
As an effect of calcination mullite, quartz, glass and cristobalite are primarily
formed in the fireclay.

The formation of these crystal structures is confirmed by Fig. 2, which
shows the texture formed after 6 hours of heat treatment at 1400 °C of crude
Grossalmerode clay. On the microscopic picture, taken at 800 X magnification
between crossed Nicol prisms, the quartz phase (white on the picture) embed-
ded into the basic texture and interlaced by fine mullite needles, is clearly
visible.

Fig. 3 shows the texture of Grossalmerode potter’s clay after calcination
for 7 days, Fig. 4 the same after 70 days of calcination. (The microscopic pic-
tures were taken by Z. veress.) In Fig. 3 the white and dark (nearly black)
spots beside each other represent the twin structure of tridymite. On the
microscopic picture the mullite crystals are already larger than in the previous
figure which shows the state after 6 hours of calcination. Fig. 4 shows the tex-
ture of the pot as obtained by an exposition between crossed Nicol prisms on
a 1st class violet auxiliary plate. If the gamma direction of the 1st class violet
auxiliary plate is placed into the longitudinal direction of the crystal, then in
the case of mullite an addition can be observed corresponding to the positive
elongation of the crystal.

Both the microscopic pictures and the X-ray patterns of Tahié IV show
that the quartz content of the clay is not directly converted into tridymite

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



PROCESSES DURING THE CALCINATION OF CERAMIC PRODUCTS 5

during the calcination process, but that this transformation takes place through
an intermediate cristobalite phase.

Fig. 2. The texture of Grossalrnerode clay after heat treatment at 1400 °C for 6 hours. 800 X
magnification in polarized light

Fig. 5 shows the texture at 800 X magnification of Grossalrnerode clay
after 1700 hours operation. Well developed tridymite crystals with their char-
acteristic twin structures appear beside each other with larger single mullite

crystals.
Fig. 6 is a 500 X enlarged picture of single mullite crystals embedded in

the amorphous phase.

Acta Technica Acadcmiae Scientiarum Hungaricae 57y 1967



6 B. LOCSEI

Fig. 3. Polished slide of a glass melting pot Fig. 4. Polished slide of a glass melting pot
made of Grossalmerode clay after 170 hours made of Grossalmerode clay after 1700 hours
use in the plant use in the plant

Table IV

Results of the diffraction pattern of a Grossalmerode clay
calcined for 6 hours at 1400 °C

d kX | Material
5,412 4 mullite
4,265 15 quartz

4,069 55 cristobalite
3,391 13 mullite
3,345 50 quartz

2,852 3 cristobalite
2,496 10 cristobalite
2,281 5 quartz

2,208 6 mullite
2,125 6 quartz, mullite
1,980 2 quartz

1,887 2 mullite
1,838 1 mullite
1,817 5 quartz

irta Technica Academiae Scientiarurn Hungaricae 57, 1967



PROCESSES DURING THE CALCINATION OF CERAMIC PRODUCTS

Fig. 5. Polished slide of a glass melting pot made of Grossalmerode clay after 1700 hours
use in the plant. The tridymite twin crystals are clearly visible. 800 x magnification

I11. The possibility of accelerating the processes which take place
in Grossalmerode clay

On the basis of the favourable conditions for mullite formation found in
fluoride containing systems, the processes during the calcination of Grossal-
merode clay were investigated in the presence of small quantities of aluminium
fluoride [9—11]. Two, three, four, ten and twenty per cent of aluminium fluo-
ride were added to crude Grossalmerode clay. The effect of aluminium fluoride
was followed by differential thermal analysis as well as by thermogravimetric
and static tests.

Fig. 7 shows the differential thermogravimetric curve of Grossalmerode
clay containing 2% of aluminium fluoride.

Ada Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



8 B LOCSH

Fig. 6. Polished slide of Grossalmerode potter’s clay with large mullite crystals embedded

in the glass
0od 23456789 I0C 100x1 2 3 4 5 6 7 8 9 10°C
o fomeeme Fmeen Frmee Frmeen e tome Feme foemm e 1

L T =

Fig. 7. Results of the differential thermal Fig. 8. Results of the differential thermal

and gravimetric analyses of a Grossalmerode and gravimetric analyses of a Grossalmerode

clay sample with 2% A1F3 content. Heating clay sample with 4% AlF3content. Heating
rate 10 °C per minute rate 10 °C per minute

Acta Tcchnica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



PROCESSES DURING THE CALCINATION OF CERAMIC PRODUCTS 9

Fig. 8 is the curve taken of a clay containing 4% under similar conditions,
Fig. 9 of a clay containing 10% and Fig. 10 of a clay containing 20% of alu-
minium fluoride additive. The thermogravimetric and analytical curves o(
Figs 7—10 were prepared with a heating rate of 10 °C per minute. The initial
endotherm section might here too be traced back — as in the experiment
without additive (Fig. 1) — to the illite content of the material. This appears
at similar temperatures and with similar velocity in each experiment. The

0xr 2 3 4 5 6 7 8
Fe T8 & e et et

70x 7 j 34567 8 9I1QC
Ech

Fig. 9. Results of the differential thermal  Fig. 10. Results of the differential thermal

and gravimetric analyses of a Grossalmerode and gravimetric analyses of a Grossalmerode

clay sample with 10% AlF3content. Heating clay sample with 20% A1F3 content. Heating
rate 10 °C per minute rate 10 °C per minute

second endotherm effect and the velocity maximum of the weight loss are
shifted with increasing aluminium fluoride content — up to 10% aluminium
fluoride content — in the direction of higher temperatures. The effect again
appears at 20% of aluminium fluoride content at a lower temperature, similar
to the experiment without additive, but with an entirely different character.
This can be explained by a fundamental change in the part processes. The
higher the aluminium fluoride content of the sample the earlier a weight loss
appears, indicating that aluminium fluoride is capable of reacting with the
hydroxyl group of kaolinite at temperatures just above 300 °C [12]. This is
further confirmed by the descending branch in the above range of the differen-
tial thermal analytical curve.

Figs 11 and 13 show the results of the thermal analysis of samples with
identical aluminium fluoride content at a heating rate of 40 °C per minute.
Curve 1 in Fig. 11 represents a Grossalmerode clay without additive, Curve

Ada Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



10 B. LOCSEI

2 asample of the same clay with 2%, Curve 3 a sample with 4% of aluminium
fluoride content. Fig. 12 shows the effect of 10 and 20% of aluminium fluoride.
The differential thermal analysis represented by Figs 11 and 12, and the
thermogravimetrie and thermal analyses as shown by Figs 7—TO indicate

0 K12003004005006007008009 T Tt00K00°C
0100 200 300400 500 600 700800 900 703011001200°C

Fig. 11. Results of the differential thermal  Fig. 12. Results of the differential thermal

analysis of Grossalmerode clay samples with analysis of Grossalmerode clay samples with

0,2 and 4% AI1F3content, respectively. Heat- 10 and 20% AlF3 content, respectively.
ing rate 40 °C per minute Heating rate 40 °C per minute

/1o

Fig. 13. The standard curve of mullite with NH4ClLinternal standard. (lad — 3,41 kX mullite
line, luad= 2,74 kX the intensity of the NH,C1 line with graduations between 0 and 100)

as an effect of the addition of A1F3 a shifting towards lower temperatures at
the beginning of inullite formation — which appears on the curves as the tem -
perature at which the exotherm effect reaches a maximum. In addition the
following conclusion might also be drawn from these experiments: namely that
the character of the transformation of clay minerals does not fundamentally
change on the addition of aluminium fluoride, up to a certain limiting quan-
tity. This limiting quantity might be given as 8 to 10 per cent of the clay min-
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eral content, taking into consideration that the clay mineral content of the
Grossalmcrode clay is 45-7-50%. At the same time the curves show that inthe
case of Grossalmcrode clay the processes characteristic of the initial crude
Grossalmerode clay change up to 4% of the additive only so far as mullite
formation begins at a lower temperature. This can be explained partly by a
decrease in the activation energy requirement and partly by the mineralization
effect of hydrogen fluoride on mullite formation. The conservation of the fun-
damental character of the differential thermal curves at the same time confirm
that aluminium fluoride reacts primarily with the clay minerals. Only at higher
aluminium fluoride contents does an endotherm effect appearing between
700° and 800 °C indicate a modification of the basic mechanism.

IV. Transformation of Grossalmerode clay when calcined in the presence of
aluminium fluoride

The effect of additives was studied under static conditions by a 4-hour
heat treatment at 1400 °C. The additives were 2, 4, 10 and 20% of aluminium
fluoride. Debye—Scherrer and X-ray diffraction patterns of the samples were
prepared.

Mullite was quantitatively determined from the standard curve in Fig.
13 and on the basis ofthe 1/10values of Table VII. The result of the first is given
in Table V, of the latter in Table VI. On the basis of the X-ray patterns it can
be stated that tridymite formation begins much earlier in the presence of alu-
minium fluoride than in the sample which contains no additive. Without addi-
tive signs of tridymite formation can be demonstrated not earlier than after
70-7100 hours, while in the presence of 2% aluminium fluoride additive it is
only 10-7-15 hours and in the presence of 4% aluminium fluoride only 3-7-6
hours. The profile of mullite formation in heat treated samples with and without
aluminium fluoride additive was studied by dissolution in hydrogen fluoride.
The results of this test are given in Table VII.

Thus, logically there is an increase in mullite content proportional to the
quantity of the aluminium fluoride additive. The formation of the phases was
also examined by microscopic sections.

An early formation of tridymite could he demonstrated on the slides too,
as shown in Figs 14 and 15. These figures, compared with samples without addi-
tives, also show a progress of mullite formation, because for identical calcina-
tion periods the mullite crystals are larger. The pictures were taken with crossed
Nicol prisms at 800 X magnification. The tridymite twins are clearly visible on
the polished slides as dark coloured crystals appearing immediately next to
the white areas.The line dividing the white and dark crystals is the cross section
of the twin planes. In Fig. 15 an amorphous phase appears in addition to

Ada Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



12 B. LOCSEI

Table V

Debye—Scherrer patterns ofGrossalmerode clay samples heat treated with fluoride additive

1 2. 3. 4,
dh Iﬁ . s?gr?c_e dhlﬁ . s?:r?ée dhlﬁ l. s?gr?ée dhlﬁ I s?gr?ée
4,090 5 cr 4,360 3 tr 5,385 1 m 5,518 3 in
3,372 4 m, qu 4,101 4 tr 4,390 4 tr 4,390 4 tr
3,167 2 cr 3,822 3 tr 4,109 4 tr 4,128 4 tr
2,863 3 cr 3,435 4 m 3,829 4 tr 3,872 4 tr
2,695 2 m 2,984 2 tr 3,410 4 m 3,422 4 m
2,505 3x cr, m 2,707 1 m 2,990 3 tr 3,020 2 tr
2,293 2 m 2,525 3X m, tr 2,687 2 m 2,707 3 m
2,222 3 m 2,304 1 m 2,529 3x m, tr 2,579 2 m
2,127 3 cr, m 2,206 2 m 2,315 2 in 2,509 2 tr
2,040 1 cr 2,129 1 m 2,209 3 in 2,318 2 m
1,950 1 cr 1,704 2 in 2,124 1 m 2,224 3 m
1,889 2 in 1,613 1 m 1,853 1 in 2,138 2 in
1,821 3 qu 1,529 3 m 1,703 3 m 1,856 1 m
1,707 1 m 1,446 1 m 1,610 2 m 1,709 2
1,620 2 X cr, m 1,340 1 m 1,528 3 m 1,612 3 m
1,539 3x m, qu 1,283 1 m 1,452 2 m 1,532 4 in
1,446 3 m 1,339 2 m 1,454 2 m
1,379 3 qu 1,282 1 m 1,409 1 m
1,283 2 m 1,342 2 m
1,261 1 in 1,283 1 m
1,201 2 qu 1,264 1 m
1,185 2 qu

1. 2% of aluminium fluoride additive
2. 4% of aluminium fluoride additive
3. 10% of aluminium fluoride additive
4. 20% of aluminium fluoride additive

m =mullite

tr = tridymite
qu = quartz

cr = cristobalite

tridymite, beside many mullite crystals. No quartz or cristobalite can be
demonstrated by microscopic investigations. This is in agreement with the
results of the X-ray tests (Table Y, column 2 and Table Y I, column 2). In Fig.
15 the presence of tridymite twin crystals is particularly clearly visible.
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Table VI

Data of the diffraction patterns of Grossalmerode clay samples with aluminium fluoride additive
using ammonium chloride as internal standard

1 2. 3. 4.
d kX - Stsé,%e d kX 1. s%grbm d kx l. stsz'a"r%e d kx Stsfajr%e
5,405 7 m 5,405 7 m 5,405 8 m 5,392 13 m
4320 35 tr 4,262 10 qu 4,334 39 tr 4,308 33 tr
4,081 45 tr 4,077 66 tr 4,098 44 tr 4,085 43 tr
3,880 6 N 3,865 12 N 3,822 24 tr 3,810 18 tr
3,431 8 m 3,824 19 tr 3,431 12 m 3,428 17 m
3,396 14 m 3,431 10 m 3,396 18 m 3,395 25 m
3,349 43 qu 3,394 14 m 3,251 4 tr 3,254 4 tr
3,145 4 cr 3,248 5 tr 2,978 7 tr 2,970 5 tr
2,882 4 cr 2,978 6 tr 2,887 3 m 2,790 33 N
2,741 26 N 2,744 26 N 2,734 28 N 2,692 12 m
2,544 6 m 2,699 7 m 2,701 7 m 2,543 8 in
2,493 9 cr 2,548 7 in 2,551 8 m 2,485 8 tr
2,283 3 qu 2,496 9 tr 2,498 9 tr 2,293 4 m
2,237 3 N 2,298 4 in 2,296 4 in 2,209 10 m
2,210 6 m 2,233 2 N 2,233 2 N 2,119 6 m
2,125 5 qu,m 2,211 8 m 2,212 8 m 1,930 4 N
1,940 4 N 2,122 4 m 2,124 3 in 1,694 5 in
1,886 3 11l 1,939 3 N 1,941 3 N 1,579 6 N
1,819 5 qu 1,887 2 m 1,889 2 m 1,526 7 m
1,668 1 qu 1,844 3 m 1,848 3 m 1,526 7
1,691 4 m 1,734 4 N
1,604 3 m
1,582 5 N
1,527 5 m
1. 2% of aluminium fluoride additive
2. 4% of aluminium fluoride additive
3. 10% of aluminium fluoride additive
4. 20% of aluminium fluoride additive
m = mullite
tr = tridymite
qu = quartz
cr = cristobalite
N = NH.,C1 (ammonium chloride)
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Fig. 14. The texture of a Grossalmerode clay sample with 4% ALF3 content after 6 hours
heat treatment at 1400 °C. The tridymite twins are clearly visible. 800 X enlargement, made
with crossed Nicol prisms

Table VII

Examination of the mullite content of Grossalmerode clay treated for 6 hours at 1400 °C with and
without AIF3 additive

Quantit Insoluble residue after Test with NH4CL Mullite content,
of the additive 2 hours in 10% HF, g. lnternali/?tlandard, %
0,0 24,37 0,5 14,2
2 25,76 0,54 15,6
4 29,05 0,54 15,6
10 35,31 0,64 22,2
20 4451 0,96 36,0

1/10 is the ratio of the intensity of the d = 3,41 kKX mullite line and of the intensity of the
d = 2,74 KX NH4Clline. The mullite content can be determined from 1/10with the aid of Fig. 13
where the 1/10 — “mullite content” correlation is shown.
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Fig. 15. Tridymite twin crystals in the texture of the Grossalmerode clay containing 4% of
aluminium fluoride. 1500 X magnification

V. Study of the character of the mineralization effect

Thus under the influence of aluminium fluoride additive mullite forma-
tion begins at a lower temperature. However, it is not entirely clear whether it
is the aluminium fluoride itself, or the fluoride ion, that is to say, the process of
hydrolysis, or the hydrogen fluoride which is formed through the reaction
of kaolinite with aluminium fluoride which shows this effect. The mechanism
was analysed by differential thermal tests. Kaolin from Zettlitz was calcined
first in air at 560 °C, then as a second test kaolin from Zettlitz and aluminium
fluoride were separately placed into the furnace without preliminary mixing.
Steam was passed through the furnace in such a way that it came first in con-
tact with the aluminium fluoride and subsequently with the Zettlitz kaolin.
Steam hydrolyses the aluminium fluoride at 560 °C and hydrogen fluoride is
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carried off by the steam. This hydrogen fluoride comes into contact with the
Zettlitz kaolin.

The samples heat treated in air and (as described above) in a medium
containing hydrogen fluoride were subjected to differential thermal analysis.

700 200 300400 500 600700 800 9001000%

DIQ

100 200 300400 500 600 700 800 9001000%

Fig. 16. Result of the differential thermal analysis of Zettlitz kaolin heat treated in air at
500 °C for 4 hours

mon7 2 3 45 6 7 8 9 101 12°C
- —

- - f— - - - = — - - 1

Fig. 17. Result of the differential thermal analysis of a kaolin sample from Zettlitz heat
treated for 4 hours at 560 °C in an atmosphere containing hydrogen fluoride

The results were checked several times and are shown in Figs 16 and 17.
In the kaolin which had been treated in a medium containing hydrogen fluoride
mullite formation began at temperatures which are 50-y60 °C lower than the
temperature at which mullite formation begins in the air treated samples. This
temperature difference depends on the length of the treatment, on the temper-
ature and on the hydrogen fluoride concentration.

This experiment confirms the finding that hydrogen fluoride — formed
by the reaction between kaolin and aluminium fluoride — is the primary factor
in the mineralization effect resulting in mullite formation, as the presence of
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aluminium fluoride is not absolutely necessary. As witnessed by the experi-
ments a contact between hydrogen fluoride in the gaseous phase and kaolin is
sufficient to bring about mineralization. This experimental proof beyond all
doubt indicates that hydrogen fluoride has a mineralizing effect on mullite
formation, as a consequence of which the activation energy of mullite formation
is reduced. As a result of heat treatment the fluorine leaves the system. Thus,
this experiment contributes valuable data to explain the part process which
takes place during the reaction of aluminium fluoride with silicon dioxide or
with kaolin.

VI. Evaluation of the results

According to our differential thermogravimetric tests the illite content
of Grossalmerode clay increased, though there was practically no change in the
oxide composition.

The tridymite structure which is formed during the calcination of Grossal-
merode clay is not a primary product of the silicon dioxide content of the clay
but is reached through an intermediate cristobalite phase. Thermal analyses
have shown that kaolinite —mullite transformation begins at 950 °C in the
clay. As proved by thermal analysis small quantities of aluminium fluoride
additive — about 8-710% of the clay mineral content of the material — have
no influence on the character of the process. The difference consists in the
appearance of the exotherm effect (due to the presence of aluminium fluoride)
in the dynamic thermal test indicating that mullite formation begins at a lower
temperature. The decrease in the temperature at which the exotherm effect
appears is the greater the greater the aluminium fluoride content is. The begin-
ning of mullite formation at lower temperatures is due to the mineralizing effect
of hydrogen fluoride.
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DIE IM LAUFE DES BRENNENS VOR SICH GEHENDEN VORGANGE
IN KERAMISCHEN PRODUKTEN. Il

B. LOCSEI

ZUSAMMENFASSUNG

Der Mechanismus des Phaseniiberganges im Tone von Grossalmerode wurde im Laufe
der Versuche teilweise durch dynamische, teilweise durch statische Methoden nachgewiesen.
Das Si02geht aus der Quarzphase Uber den Cristobalit in die Tridymitphase Uber. Diese Art
der Phasenumwandlung wird durch die Debye—Scherrer-Diagramme, Diffraktionsauf-
nahmen, ferner durch mikroskopische Aufnahmen bewiesen. Durch den Zusatz von AI1F3
wird das Einsetzen der Mullitbildung bei einer niedrigeren Temperatur ermodglicht. Dies
bedeutet eine Beschleunigung der Umwandlung. Nach den Versuchen kann diese Beschleu-
nigung durch die mineralisierende Wirkung des aus der Reaktion des A1F3 und Kaolinits
entstehenden Fluorwasserstoffs erklart werden.

PROCESSUS SE DEROULANT DANS LES PRODUITS CERAMIQUES
PENDANT LEUR CUISSON. IL

I . " CSEI

RESUME

Au cours des essais, le mécanisme de transformation de Il’argile de Grossalmérode
est démontré par des méthodes dynamiques et statiques. Le SiO2tourne de la phase de silice
a la phase de tridimite a travers le crystobalite. Cette transformation de phase est vérifiée
par Debye —Scherrer, par des figures de diffraction et par prises micros. L’additif A1F3 per-
met le commencement du dégagement de mullite a une température plus basse, ce qui
signifie I’accélération de la transformation. D’aprés les expériences, l’accélération peut étre
expliquée par I’effet de minéralisation de I’acide fluorhydrique produite par la réaction
de I’AIFg et de la caolinite.

MPOLECCDI, NMPONCXOAAWME B KEPAMUWYECKWX WU3OAETNAX TPU
OBXWIE, 1l

b. NEYEH

PE3IOME

Mo Xofie 3KCMEPMMEHTOB, OTYACTM AVHAMUUYECKME, & 0TYACTU CTaTMYeCKMe MeTOfbl Mpu-
BOASIT K BbISIBNIEHMIO MexaHuW3ma nepexoaa (a3 B rnuHax pocanmepoge. [BYOKUCb KpemMHUs
nepexoAnT M3 KBapLEBO (hasbl B TPMAUMUT Yepe3 CTaanio KpucTobanuta. Takol NyTb (a3oBbix
npeBpalleHnit jokasaH cHUMKamu [ebas—LLepepa, AM(QEHPAKLMOHHBIMKA, & TakKe MUKPOCKO-
nuyeckumn. fo6aBka (TOPUCTOrO altloMUHUS 06ycnaBMBaeT o6pasoBaHue MynauTa npu
60nee HM3KOM TemnepaType. 3TO CBWAETENbCTBYET 06 YCKOPEHWM MpeobpasoBaHusl. YCKo-
peHve, Mo pesynbTaTam 3KCMEePUMEHTOB, OGbSCHSETCS MUHEPa/IU3MPYIOWUM BAUSIHUEM (To-
pUCTOro BOAOPOAA, 06GpasytolLerocsl B pe3yfbTaTe peakuuu (TOPUCTOr0 a/llOMUHUS C Kaosu-
HUTOM.
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NICHTLINEARE BIEGUNGSTHEORIE
VON SANDWICH-PLATTEN*

TEIL 11l. DIE SANDWICH-PLATTE MIT LEICHTEM KERNE

V. DUNDROVA—V. KOV AEIK-P. éLAPAK
PRAG

[Eingegangen am 1. Juli 1964]

Der Ill. Teil dieser Arbeit ist den Platten mit leichtem Kern und sehr diinnen &ufReren
Schichten gewidmet. Ahnlich wie in Kap. | setzen wir hier isotrope Schichten voraus, und die
Theorie groBer Durchbiegungen wenden wir nur fiir die &uBeren Schichten an. Eine wesentliche
Vereinfachung wurde durch die Einfihrung der Voraussetzung einer gewissen Verteilung
der Belastung auf die Ober- und Unterflache der Platte erreicht. Die Formulierung wird in
zwei Stufen durchgefiuhrt. Zuerst wird eine gewisse lineare Aufgabe definiert, welche auch
eine selbstdndige Bedeutung haben kann. Darauf folgt die Formulierung des nichtlinearen
Problems. Die Auflésung eines Speziellfalles ist mit der Galerkinmethode durehgefihrt.

1. Zusammenstellung der Ausgangsgleichungen

W ir leiten zuerst die Theorie der Durchbiegung einer dreischichtigen
Platte mit der physikalischen und geometrischen Symmetrie der Anordnung
zur Mittelflache. Die &uReren Schichten und den Kern betrachten wir als trans-
versale isotrope Kodrper.

In den &ufReren Schichten von sehr kleiner Dicke t setzen wir die Gultig-
keit der Kirchhoffschen Hypothese von der Einhaltung der Normalen voraus.
Die geometrischen Gleichungen nehmen wir in nichtlinearer Form an.

Der leichte Kern ist durch die Zusammenhénge

EI—E2—Gn —0
charakterisiert,.woraus
ai —°2.— T2 —Nd3 — RB—0
folgt und insbesondere
Gi3 — G23

In obigen Gleichungen entsprechen die Indizes 1, 2, 3 den Richtungen der
zugehdrigen Achsen x,y, z. Zur Vereinfachung der Rechnung nehmen wir noch
die praktisch unwichtige Voraussetzung an, daf sich Spannung a3im Kern nach

* Der erste und zweite Teil dieser Arbeit wurde im Band 53, Heft 3 4, bzw. Band 55,
Heft 1—2 der Acta Technica mitgeteilt.
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der Beziehung (5) verteilt (siehe weiter). Aus dieser Beziehung ergibt sich die
Verteilung der Belastung auf die Ober- und Unterflache.

Durch die Integration der Differentialgleichungen in dem Kerne bekom-
men wir

f, = i (x.y), D
f, = ei(xy) . )
f = f3(x,y) —I(fix + fiy) > 3
\%
Bild Ill. 1. Bezeichnung von a3 auf der Grenzebene

wo g (i = 1, 2, 3) die gesuchten Funktionen bedeutet. Die Indizes x, y, z
bedeuten immer die partielle Ableitung nach den zugehdrigen Variablen. Wir
setzen nun

= 0» 4)

so daB die gedachte Spannung 03 durch den Ausdruck

°a = z ((pix -f- <Piy) , )
beschrieben wird. Im weiteren bezeichnen wir (Bild 111. 1)
af(x,y,s) = q,
(6)
a»i (X,y, —* )= — e

Fur die Verschiebungskomponenten folgen aus dem Vorhergehenden die
Zusammenhénge:

»CZn(xy) — 2f. (fix + fly) (7)

C_ @k i)+ L LER (FIxx "brixy) ®
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= i + z 2 iy + Wixy + 4)2 9
vV = <Paix->y) G <Piy 6E., Xy )2yy) .
wo (pt (i = 4, 5, 6) weitere unbekannte Integrationsfunktionen sind. Die Kom-

patibilitdtsbedingungen sind fur den Kern erfillt.

In den duferen Schichten ergeben sich bei Beachtung der Kirchhoff-
schen Hypothese von der Einhaltung der Normalen die Verschiebungskompo-
nenten un, V, w in der Form

n = X—2ZWX, v=R—zwy.

Bild Ill. 2. Schichtendicke

Hier sind X, B die Funktionen der Variablen x, y, welche wir aus den Bedingun-
gen der Gleichheit der Verschiebungen am Ubergang von einer Schicht zur
anderen ableiten. Mit Rucksicht auf (7) bis (9) erhalten wir fiir die Ober- bzw.
Unterschicht

4x

u - T IWy,
E3

V= et s — " 2w,
G2 * 3 E3

Hieraus folgt fir die Mittclebenen dieser Schichten

<Pi S
U =<ps ts- -+ — — Ox=Fs’wx, (10)
G3 3E3
R s2 . - »
voeon £ s T ¥4 Ty T's w- (r)
wo (Bild Ill. 2) s' = s -f- t/2. Da die &uReren Schichten dinn sind, kdnnen wir

w gleich Konst, setzen, so dal wir mit Bezug auf (7)

W= w= i+ —— g
2E3
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oder
<Pi=w—— — ¢ (12)
L3
erhalten.
Die Komponenten der Membranspannungen in den &uBeren Schichten
haben auf Grund der nichtlinearen geometrischen Beziehungen die Form

ux + 22y + — (wx + (Ly) (13)

z
V'y + pux+ (wg + [rn>x) (14)

z
E’(uy+ vx+ wxWy), (15)

wo
'z — — (16)
1- /j?

ist. Durch Einsetzen von (10) und (11) erhalten wir fir die Spannungskompo-
nenten in der Mittelebene der oberen bzw. unteren Schicht die Ausdriicke

o= E' vax+ Weyi (Nix + W ) zh
g POCH )+ S (@ + HWyy) + — (W + fwy) . (17)

ff = E” Vay + Nex i pr ("2y 'F'Wix) &

S2 1 , 0
* ~3"E-{qyy+ Wxx) = ' + Nex) + — (4 + [*E) , (18
T -A zal e’ agy+ omxs — (My + 72x)
2s:
r. iXy "F 2s' wxy+ m (19)
3E y y

Die Gleichgewichtsbedingung in der Richtung x in der oberen (unteren)
Schicht ist (Bild I11. 3)

°1X + Ty “F - T3 — 8
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Hieraus folgt durch Einsetzen
V2 - l'rt "1 {<Pyy - <Pexy) £ 1’; X el V2fi T
“F ooz o XE )5 P20* N S VAK P" + (20)

+ 1 K Ny — MxMyy) T —r7-C>i= 0
z ’

et T2t (sf+ef)t
xe
o
@
T¢
6!u
R
Bild Ill. 3. Zur Gleichgewichtsbedingung in der Richtung X

Durch Addition resp. Subtraktion von (20) fur die Ober- und Unterschicht
erhalten wir

2V2Yb — (1+<”) (Ybyy — OVV) + 2wx V2w + (I+ H) (wy ™y~ ™x™yy) = 0, (21)

(! —V)-(J}gVZ(Pi ----- Er’]‘/rVi + Biif&p 2qx — (! +H)-d'_54x — 2s'p2tex=0. (22)

Die erste Gleichung ist nichtlinear, die zweite jedoch linear. Die Gleichge-
wichtsbedingung fir die obere und untere Schicht in der Richtung y

Ti2x + °2¥Y ~F~ T23= 0

ergeben d&hnliche Zusammenh&nge und durch Addition bzw. Subtraktion
erhalten wir

2V2Ve — (1 + p) (Mxx —Vbxy) + 2wmyp2u)+ (I1+/i) (wxwxy —wywxx) = 0, (23)
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| —t*\_Nr\/O2(OD o~ N _ o~ ~ ~ ~ ' = 0o _
(! =) ArV2P2—— - <P245-2V2b ~ (14 1) 5 b~ 25'vawy (24)
Die Gleichgewichtsbcdingung in der Richtung der Achse z hat fiir den Kern

mit Ricksicht auf den gedachten Verlauf von 03 und unter Beriicksichtigung
von (1), (2), (5) und (6) die Form

<Pix + 22y + =0 (25)

Fur die auBere Belastung p wére es im Hinblick auf die Voraussetzung
nicht nitzlich, den Unterschied zwischen der Ober- und Unterflache zu berech:
nen. Man kann fir beide &uferen Schichten eine Gleichung anschreiben-

7 « wyy + 2ti2wxy) + — (p — 29): 0,

wo mit dem Symbol £ die schichtenweise Addition angedeutet wird (obere,
untere). Durch Einfuhrung von (17) bis (19) und nach Umformung erhalten
wir die Gleichung
| F Wy -f- fi,w\
1v, Tsx — Wey) + e >y + wyy Wey + No x + +
(26)

+ Wxy(l—p) {0y + gBx+ wxWy) + 7“? {p-2q) =0

W ir haben also ein System von sechs Gleichungen (21) bis (26), fur sechs
unbekannte Funktionen ox, 42 o qe, 2, w. Das System zerfdllt in drei lineare
und drei nichtlineare Beziehungen.

2. Lineare Aufgabe

Belassen wir die lineare Gleichung (25) ohne Verédnderung und fihren wir
(22) und (24) in folgender Form ein:

N145+ L2wx-fL3gx— 0, (27)
£1®2+ L2Wy-\-L3qy= 0. (28)
Hier bedeuten Lt (i — 1, 2, 3) lineare Differentialoperatoren nach den Zusam-
menhé&ngen
Li=
iE'
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L2= s' G3p*, (29)

L3= 1+ % .
2 3

Nach Umformung von (27) und (28) erhalten wir
Li<H+ L34 = —L2 » (30)
Li(<Py— o2 = 0 (31)

und mit der Gleichung (25)

<Px+ <P+ qg=10

s
haben wir also ein System von drei linearen Grundgleichungen. Wir definieren
weiter die Funktion oo durch

co= ¢, p2Lj®= ¢ (32)

und durch die Differentialgleichung (30), welche nach Einsetzen von (32) auf
die Form

K c0o — —L2wx (33)
gebracht wird, wobei wir
K= -- L/\E__/\XX Vh3XVZL -_—8 G» 1~ tl V*
E,
(34)
sG2 | IG'3_JLV>~? 2 8
S13tE'E, 2 I X+ tg' 2 tE'

eingesetzt haben. Die Gleichungen (25) und (31) sind nach Einsetzen von (32)
identisch erfillt.

Die lineare Aufgabe wird nun folgendermaBen formuliert: Wirsuchen
eine solche (von w abh&ngige) Funktion co, welche innerhalb des gegebenen
Gebietes die Differentialgleichung (33) befriedigt und an den Grenzen des
Gebietes gewissen Randbedingungen genigt.

Betrachten wir zum Beispiel eine Platte, welche in der Ebene x, y ein
rechteckiges Gebiet 0 X ix 0 <[y <(l2umfaflt (Bild Ill. 4) und auf dem
Rande frei aufgelagert ist. Die gegebene &uBere Belastung p(x, y) entwickeln
wir in eine Fouriersche Reihe
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. TO7IX nny
P = J?Pmn sin (35)
m,n
Die Auflagerbedingungen charakterisieren wir durch die Forderung, daf
an den Ré&ndern der Platte

ui = o, (36)

an= 0

sei, wo a0 die Normalkomponente der Spannung in der Richtung der &ufleren
Normale bedeutet. Zuféllige Schubspannungen werden am Umfang durch eine

gewisse aussteifende Membrane bernommen.

Wegen der Ausdricke fur die Normalspannungen (17), (18) werden wir

wie folgt Vorgehen.
W ir teilen die Ausdriicke fiir axund e2in symmetrische und antimetrische

Teile in bezug auf die Mittelebene der Platte. Wir bezeichnen

< = E\f £ vt), (37)
of = E' (vit V). (38)

Fur den Rand x — konst, werden wir verlangen

&hnlich muB fury = konst.
V—WV—0

sein. W ahrend wir die Randbedingungen vf = vf = 0 erst bei der Lésung der

nichtlinearen Aufgabe erfullen, kénnen wir die Beziehungen W\ = = 0Oan den

Grenzen durch die Wahl gewisser Bedingungen fur die Funktionen co und w
erfiillen. Wegen (32) und (18) sind gentugende Randbedingungen
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= p2Ljtu= p4 co—0,
M=y 2w = 0.

Die Funktionen co, w nehmen wir in der Form

—  Amnp Sinm £sin IT],
mn

= Y, Win Sin m fsin nrj,

mn
AX 7y
V =
=T ’ h

Die Randbedingungen (39) und (40) sind bei dieser Wahl erfillt.

Die linke Seite der Gleichung (33) wird die Form

mn a® (1 —/r)s3G3 n s2G
Km = 'S —co, i3 ( ) 4“ Cmn ;

M 6E3 ¥ 3tE' E~

(3-~fi)G3 1.

2 tE' S 1tE'
pipt -
=Jg — Wpp_ iJmncos m Asin LI
m.n
haben, wenn
£mn — “b

»2

I Gs cosm f sin

27

(39)

(40)

(41)

(42)

(43)

(44)

ist und Qmm die verkirzte Bezeichnung fur den Ausdruck in der eckigen

Klammer darstellt.
Fir die rechte Seite der Gleichung (33) gilt

— L+twx = JV wmn m Gnn--—--- s' G3ecos m f esin nrj.
m,n 4

Durch Vergleich der linken und rechten Seite ist

m s T
Un K

com,, — — W,

(45)
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W eiter folgt auf Grund von (32)

g= Y ATnsian m (46)
m,n
mn §mn "% ¢ €3 4 c jg-a 1~<lI (47)
h te' + mn N\ 2
Es ist
Fl= "~ smncosm fesinuw |, (48)
1 G3 2
m e (49)
2 s tE'
und schlief8lich
y, Bmn sin m f <COSMN, (50)
m,n
wo
7n 1 G3 : n2
Rmn | E— (51)
h s tE'

Fir das Zahlenbeispiel wahlen wir zur Vereinfachung die Belastung p(X,y) in der
Form des ersten Gliedes der Fourierschen Reihe

ny

X .
P—Pn m» J>l_ e sm —Z .

Die Berechnung fithren wir mit folgenden Angaben durch:
s= 5cm , t= 0,04 cm, ij = 200 cm, H= 0,3
E = 7+105kp/cm?2 G3= 40 kp/cm?2 E3= 104 kp/cm2.

Im Einklang mit dem weiteren nehmen wir in unserem Fall nur das erste Glied in
der Entwicklung (42), so daR

fty = ftju sin £+ sin);,

s' 71IG3
fl, h
W eiter erhalten wir
g = 0,2033 wn sin £ «sin 1,
(pIx = —0,00813 wn sin £ ssin I,
q®y = —0,03254 wn sin £ «sin Ij.

Bezeichnen wir die unsymmetrischen Teile des Ausdruckes (18) fur die Normalspannung
Goals (72~ erhalten wir zum Beispiel in der Mitte der Platte folgenden Maximalwert der Normal-
spannung:
max ar = 713,5 wn . (52)

Der weitere Gang der Berechnung ist durch die Losung der nichtlinearen Gleichungen bedingt.
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3. Nichtlineare Aufgabe

Die nichtlinearen Gleichungen (21), (23) und (26) enthalten drei unbe-
kannte Funktionen ¢5 &6, w. Im Hinblick auf den Aufbau der Ausdriicke fur
die Spannungskomponenten (17) bis (19) ist es nitzlich, neue Unbekannten

(i= 1, 2, 3) nach diesen Definitionen einzufihren:
Vi= $Px+ UMy + —-y LMY > (53)
vo= My + Wax+ ; m (54)
Y3= Pey+ Mx + wxwys (55)

Diese nichtlinearen Gleichungen haben nun die Form
Vi T2 o (56)
?.Z)/H'--—-%—ZT-E-%X: J- (57)
™xX AL+ wyy V2 + (I — p) wxy W8 = P~24 (58)

2 tE'

Zu diesen Grundgleichungen ist es notwendig, die Beziehungen zwischen
yiund w, welche aus (53) bis (55) folgen, hinzuzufiigen. Im Hinblick auf den Auf-
bau dieser Gleichungen muf} die Forderung

Wiyy  PWixx ~b Vixx  PYryy (1  P)¥&xy= (1 LU)g(wxy wxxwyy)

erfullt sein.
Wenn wir in diesem Zusammenhang fir ipdnach Gleichungen (56) und (57)
einsetzen, erhalten wir »die Kompatibilitdtsbedingung« in der Form

p2(Vi+ y@) + (1 —[P) (wxxwyy — wly) = 0. (59)

Wir suchen also die Funktionen y)v tp2, y)3, w der unabhédngigen Variablen
X, y, welche innerhalb des gegebenen Bereiches die Beziehungen (56) bis (59)
und an den Grenzen des Gebietes die zugehdrigen Randbedingungen erfillen.

Wir beschranken uns auf den friher berechneten Fall eines rechteckigen Gebietes.
Die Randbedingungen sind zum Beispiel folgender Art:
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fur X = Konst =0, 3= 0 w—0, (60)
fir y = Konst y2=0, y83= 0, ro= 0. (61)

Die Gleichungen (60) und (61) sind im Einklang mit der Bedingung vf= v3= 0 — siehe
(37), (38).

Die unbekannten Funktionen ersetzen wir durch die zugehdrigen Fourierreihen. Im
Hinblick auf (60), (61) beniitzen wir die Ausdricke

amsin m? 'si nrls
brmsin mf esin W , (62)

= 2 cms* m£ esin nt] ,
¥3 2N ]

wenn fir die Funktion W die Beziehung (42) gilt und £, N durch (43) gegeben sind.
Die Ldsung fuhren wir fiir das obengenannte Beispiel nach der Galerkinschen Methode
aus. W ir schreiben die Grundgleichungen (56) bis (59) in verkirzter Form als

an. Dann sind die Zusammenhange zur Bestimmung der gesuchten Koeffizienten amn, bmn,
cm* wmn durch die Orthogonalitdtsbedingungen

fl sin esin ] «di«d] —o

ausgedrickt, wo i1 =1,...,4.

In dem angefiuhrten Beispiel zeigte sich als gentigend, zur Bestimmung der Funktionen
i (i = 1,2,3) immer drei Glieder der zugehdrigen Entwicklung (62) zuzunehmen; bei der
Funktion W kann man sich mit den ersten Anndherungen begnigen.

Die Orthogonalitdtsbedingungen der Gleichung (56) ergeben

| 12 mam cos m£ «sin af ¢sin nt] «sin Bf] +
Jo Jo LMn

H-— A n —— cmsin Missinaiscosnf] esin BfJ1 di«df] = o,
A m,n t2 J

wobei die von Null verschiedenen Koeffizienten die folgenden Werte haben:
fur a, B~ 2,1:

, 2 2 /2 18 12

Q2+ _T C24_ (1-/1) 5(1-/1)/' @Bl
fur a, R ~ 2, 3

21/,
5 @2 rj c42 ~ (1_/])/
fur a, /374, 3:
47
42 ~ 9 (1 —1/i)l, 13

Die Orthogonalitatsbedingungen der Gleichung (57) sind

J f [2 n i3 brmsin m£ «sin cef « cos nt] msin Rt] -j-
Jo Lm,n
[~ A lZmn tncrm cos mi esin af esin nt] msim Bfjidi| -df] — o

2
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und die von Null verschiedenen Koeffizienten geben diese Kombinationen:
fur a, B~ 1,2:

2,1 h 18/-
v 5 w-  (I-1D)1z — §1 2 s «
fur a, ~ 3,2
9 6 21,
5 o» 7 '42- (1
fur a, 7~ 3, 4:
4i,
u 9@ —fi)r
usw.
Die Orthogonalitdtshedingungen der Gleichung (59) ergeben
jB‘iO LPn AMNn («mn + 6mn) sin "+ ' sin *£ *sin »? sin .BV +
+ Awf, (1 — sin2£ — sin2/y) sin a£ msin Br/] <ijedf] = 0,
wo

4— fd - *m>(-£)

ist. Die Beziehungen fir die gesuchten Funktionen bekommen wir folgenderweise:
fur a, B~ 1, 1:

16 X
dl+ bU= "Il & gpc

fur a, B ~ 1, 3:

v ,
I3+ 6.3- . 45 37

fur a, B~ 3, 1:

a4 4 X
«3i + 631 45 13 a2 m

Durch die Lésung der angeschriebenen Gleichungen kommen wir zu diesen Erg

«1 = 1,840 mio-5 «|| .
«13 =—4,610 «10-5 | .
B3l = —1,587 io-5 |-
6,1= 0,787 eio-1 (].
M3 = 0,364 «10-1 .
3 — —0,115 < 10-1 m2, ,
@ = 0,613 10-* a.2,
4 = 0,146 Oor wn&
o = 0,146 m10-4 to2, .

Die Gleichung (58) wird bei Begrenzung auf die erwogenen Glieder nach
e Form
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— W,, sin £+sin fjLan + &ujsin f esint) +

+ (13 "7r"6I3) sin f 'sin 30+ (a3t -f b3ijsin 3 £ «siin M +

+ (L — /i) -A—w>n cos £+ cos T(c2sin 2 £-sin 2 »?+c2Lsin 2 £-sin 4 rj-{-C}2sin 4£-sin 2 1f) —

u 1

n i esj =
a2 tE' n2 2tEJ_pn5m£ sin > 0

haben, oder

F(f,49)=0.

Die Orthogonalitatshedingung

£ 1> « Jj)sinal esinBfjedCedr) =

fir a, B~ 1,1 gibt uns

0,4066 u)u -f- 0,00374 inj! = pn .

Hieraus folgt fur pu = 1 kp/crn-

jou = 2,342 cm ,

was gleichzeitig der Wert der Maximaldurchbiegung der Mittelebene der oberen (unteren)
Schicht im betrachteten Beispiel ist.

Wenn wir die symmetrischen Teile der Ausdriicke (18) fiir die Spannung als 2

bezeichnen, gilt

di=E'%

und wir bekommen zum Beispiel in der Mitte (in der Oberschicht)

max dl = 41,3 w

Mit Rucksicht auf (52) ist

max c2 = max 02-- max 52= 713,5 u),, + 41,3 u)jt

und nach Einsetzen fir wn

max 0Z= 1670,8 + 226,9 = 1897,7 kp/cm2
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THEIJNON-LINEAR BENDING THEORY OF SANDWICH PLATES. IIl

V. DUNDROVA, V. KOVAUIK, P. SLAPAK

SUMMARY

Finally Part 11l includes a theory which holds true for a plate with very thin faces
and a light core. Finite deflection relations are introduced only in the faces. The formulation
of the problem separates in two parts, one of them being linear and the other non-
linear. The solution is again received by the method of Galerkin. The numerical example
solved according to the three theories shows good agreement in the results. Especially it should
be noted that the finite deflection theories have to be applied to the analysis of the state of
stress in thin faces.

THEORIE DE LA FLEXION NON-LINEAIRE DES PLAQUES SANDWICH. IIl

V. DUNDROVA, V. KOVAUIK, p. StapAk

RESUME

La troisiéme partie de I'étude traite des plaques du type «sandwich» a couche médiane
légere et a couches extérieures fines possédant de grandes déformations. L’exposé du probleme
se divise en deux parties: une linéaire et une autre non-linéaire. La solution est donnée encore
par la méthode deGalerkine. Un exemple résolu selon les trois théories montre qu’il est nécessai-
re d’appliquer la théorie des grandes déformations pour le calcul des tensions dans les couches
fines.

TEOPUA HENWHEMHOTO U3rMEA BUMETANNNYECKWUX MNAACTUH, I1lI

B. AYHAPOBA, B. KOBAPUK, M. WNAMAK

PE3IOME

Cratbsi 1l nocBslleHa TPEXCNOMHbIM MAaCTUHKAM C W30TPOMHLIMW CAOSIMU — OYeHb
TOHKMMM BHELLIHUMU CI0SIMW W NIErKVM 3anofiHuTesileM. DopMynnpoBKy npo6/ieMbl MOXHO pas-
6UTb Ha 33dady SIMHElHY0 W HenuHeliHylo. PelueHMe NPOM3BOAUTCA MPU MOMOLM MeToAa
FanepknHa. YMCMOBO NpuUMep, pPeLUeHHbI Mo BCeM TPeM TeopusiM, MOKasblBaeT Xopollee
CoBMajieHMe MoMyYeHHbIX pe3ynbTaToB. OCO6EHHO BAXHO 3aMeTUTb, UTO TEOPUW, YUUTbI-
BAlOLLIME KOHEUHbIA MPOrnG, HYXXHO MPUMEHSTb MMEHHO [/11 aHaN3a HanpsXKeHHOro CocTosi-
HUSI B TOHKMX BHELLIHUX COSIX.
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A NEW ITERATIVE METHOD FOR THE FINITE
DEFLECTION ANALYSIS OF FRAMEWORKS

M. ROZSA
CANDIDATE OF TECHNICAL SCIENCES
BUILDING RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST

[Manuscript received May 21, 1965]

This paper reduces the finite deflection analysis of arbitrary frameworks to the solution
of an integral equation. For structures common in engineering practice, this integral equation
is mostly closely approached by a Fredholm inhomogeneous integral equation of the second
kind. The integral equation is solved by iteration. In case of the Fredholm integral equation,
this iteration corresponds to the calculation of subsequent members of the Neumann-series.

1. Introduction

The moments and internal forces of frameworks are usually determined
by linear analysis. The question arises, how much these approximate values
differ from the more accurate values determined by finite deflection analysis.
Especially for frameworks consisting of slender bars acted upon by essential
axial forces, the assumption of linearity may involve a neglect of inadmissible
magnitude. Therefore, the moments and internal forces of such frameworks
ought to be determined by finite deflection analysis. However, in the engineer-
ing practice this method is rather seldom applied, because of the tediousness
of the computations involved.

The application of finite deflection analysis is significantly facilitated
by the use of the Chwalla function charts (known in the Soviet literature as
function charts of Shukovsky and Kornouhov) [1]—[4], these are valid,
however, only for frameworks consisting of straight bars of constant cross-
section, submitted to constant axial forces of a value not significantly differing
from those according to linear analysis. In the cases where these tables cannot
be applied, complicated transcendental equations are to be established and
solved.

To avoid the application oftranscendental equations, Burgermeister, G.,
and Steup, H. have developed a method of iteration [5], [6], valid for any
framework. According to this method, the deflection of the framework due to
the given load is first determined by linear analysis, then applying this load to
the deflected structure, the deflection is again determined by linear analysis,
and so on. Each step of this iteration requires for an n-times hyperstatical
structure 2n integrations to determine the moment diagram, then the deflec-
tion is obtained by twice integrating the reduced moment diagram.
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This paper presents an integral equation for the finite deflection analysis
of arbitrary frameworks, to be solved by iteration. In this method, similarly to
that of Burgermeister and Steup, each step of iteration consists of compu-
tations based on linear analysis, however, differing from the Blrgermeister—
Steup method each step requires only a single integration. Thereby the compu-
tations are significantly simplified and are made more comprehensible.

2. Differential equation of the deflected shape of the framework

At the derivation of the differential equation of the deflected shape of
the framework the following assumptions were made:

a) The bars of the framework are perfectly elastic;

b) Deflections can occur only in the plane of the framework;

X

c¢) Axial deformations are negligible;

d) Shear deformations equal zero;

e) Deflections are so little as to make sin x a, cos « ™ 1 at any point
of the bar axes, where x is angular rotation of the tangent to the bar axis;

f) The direction and value of the loads remain unchanged during deflec-
tion.

Fig. 1 shows an element of length dx of a deflected bar. In this figure,
axis x is coincident with the original position of the bar axis. We obtain from
the equilibrium conditions of the element the following equations:

v
dx (1)
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dP )
ix P 0
dM

V + P tana, 3
dx (3)

where

q distributed load normal to the original bar axis;

p axial distributed load.

Differentiating Eq. (3) with respect to x and taking into consideration
relations M = —IE dy2dx2 tan a — dy/dx, and (1), differential equation of
the deflected bar can be written as:

(HEYy™)" = g—{Py'y (4)
where

" = d/dx denotes differentiation with respect to X,
| E flexural rigidity of the bar.

According to the right-hand side of Eq. (4), the load of the deflected bar
can be considered as consisting of two parts. One is the given load q, and the
other is afictitious distributed load —(Py')’. Both loads are normal to the orig-
inal direction of the bar axis.

Based on the simple consideration in [7], load —(Py')' can he replaced
by a fictitious distributed moment load Py".

3. Integral equation of the deflected framework

According to the foregoing chapter, deflection of an arbitrary cross-sec-
tion of the bar is:

Y=yi+yn, ()
where

y total deflection;
y | deflection due to load G;
yu deflection due to fictitious moments Py'.

Deflection y, equals that determined by linear analysis.
To derive the integral equation of the deflected shape, deflectionsy/ and
yu are expressed by means of the respective influence functions:

Y/bl = |LA2, *i) o5 (*i) saxi . 6)
YIIK) = J]:] (2.1} Po) « 1 (9 +dx,, @
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where

R(x2 Xj) deflection of the point of abscissa X2 due to unit normal force acting at the
point of abscissa Xt (according to linear analysis);
L sum of bar lengths.

Substituting expressions (6) and (7) into (5) and differentiating with
respect to x2, we obtain:

o dR (x2, X|) Ay *dxL + LR G2® v O%7) “dx B
y'(xi) = dx. Jo dx2 dx1 (1) 1) *dxPh

Introducing notations:

tj(x) = 1Ey'(X) reduced angular rotation according to finite deflection analysis
reduced angular rotation according to linear analysis;

a2R(x2, xn)

angular rotation of the tangent to the bar axis at the point of
Bdxt g g b

abscissa X2due to unit moment load acting at point xl9determined
by linear analysis;

the above equation can be written as:
V(x2) = tJo(x2) + JAK(x2 xJ-PixJ «f](XI) mixx. (8)

Integral equation (8) is not a linear one, since not only function rj(x),
but usually also function P(x) is unknown. This latter, however, can be deter-
mined from the given load and from function rj(x) by elementary relations of
statics.

For most frameworks encountered in engineering practice, according to
[8], [9] and [10], the value of P(x) exactly determined by finite deflection
analysis differs so slightly from PO(x) determined by linear analysis that their
difference can be neglected. Substituting into Eq. (8) the known function
PO(x) for P(x), we obtain:

D 2= Vo(X2 + [a *1) "Po(*1) » «dXi* (9)

This is a Fredholm inhomogeneous integral equation of the second kind,
having as kernel K(x2, %,) * P 0(x"), a function which can be determined by linear
analysis of the framework.
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4. Solution of the integral equation

Integral equation (8) will be solved by iteration, using the following
recursive formula:

4n(*a) = NO(x2) + » K{x2xD-Pn_2xD-rin_1(x)-dx1, (10)

(n nm 1, 2,3...)

At the first step ofiteration (re= 1),the known function K(x2 xL) *PO0(aq) ¢
"Vo(xi) is under the sign of integration. At the reth iteration step, after
the determination of i]n(x), axial force Pn{x) for the re-f- 1st step of iteration
is to be determined from the given external load and from function rjn(x),
according to the elements of statics.

When solving integral equation (9) by iteration, recursive formula (10)
takes the form:

VAX2) = Volxi) + JAK (x2, *i) *(*i) sVn-i(*i) «dxi » ")

re= 1, 2, 3, ...

Formula (11) is identical with the Neumann-series [11] for solving in-
homogeneous equation (9).

Function rjn(x) determined from (10) or (11) — in case of convergence of
the iteration — for re— °° approaches function rj(x), solution of the integral
equation. In case of divergence, the calculated deflections increase beyond all
limits. In this case original assumptions are wrong and finite deflection analysis
cannot be applied.

After having determined function rj(x), the moments and internal forces
can be computed by elementary methods.

For more complicated frameworks (e.g. bars of variable cross-section)

influence function K(x2, %) and integrals (10) or (11) are to be computed by
numerical methods.

5. Numerical examples

Example 1 Let us determine moments in framework shown in Fig. 2 by finite deflection
analysis.
To determine influence function K(X2 %), first find reaction V produced by moment
1 Mpm acting in a clockwise direction at point of abscissa Xl of the bar A — B. The elementary
computation gives:
12

V=1

Integrating the 1/LE-fold of the moment produced by reaction V from point A to
the point of abscissa X2 of bar A — B, we obtain the following expressions for the influence
function:
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a) For Xr<,x2<,h:

X4

Ki2x)= ol x41 &

b) For x2 Xxt<, h:

KOZxD =g X, f1 X

At bar B—C no axial force arises, hence according to (10) no determination of the influence
unction for this bar is needed.)

R=30 Mp
H=5Mp
h=3,00m
b=0,50m
[Eg IFsg=525 Mp.i7
Fig. 2

The reduced angular rotation in point of abscissa X2 of bar A—B due to load shown
in Fig. 2, found by linear analysis, is:

w2 =H "2 x v

where

2
2 bh+ — 62
reaction at C. Substituting given numerical values:

V0= 14,2105 Mp ,
HO(x2 = 7,89474 x2— 2,5 x\ .

Axial force acting along bar A—B is:
PO(X) = 80 — 14,2105 = 65,7895 Mp.

Substituting into recursive formula (10) the expressions obtained by linear analysis,
the first step of iteration (n = 1) gives:
(2 = 7,89474%x2—25x\ m
65,7895 1p. f
6 x|
R oss 130 x4l 1o XD
, 6 T
+ Jx M 19" =)
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After integrating we obtain the first iterated expression for the reduced angular rotation
along bar A —B:

A(xj) = 8,71873 *2- 25X\ - 0,16489 X7, + 0,02611 X\ .
The first iterated value of reaction V is, according to elementary relations:

3 <3
1 bt
By substituting:
VI = 15,8274 Mp.
The first iterated value of axial force along bar A— B amounts to
Pt=R - = 80 — 15,8274 = 64,1726 Mp.

Substituting expression "~ (xj and value Pl onright-hand side of Eg. (10) (n = 2)
and integrating, we obtain the second iterated expression of the reduced angular rotation:

%(*2 = 8,79914 x2- 25X%\ — 0,17762 X\ + 0,02546 X\ +
+ 0,00101 x2 — 0,000106 x| .

The second iterated value of reaction V is:

V2= 34 (3) = 159814 Mp,

and the axial force:
P2= 80 - 15,9814 = 64,0186 Mp.

Third iterated expression of the reduced angular rotation is, by analogy:

%(xj) = 8,80709 x2— 2,5 X\ — 0,17883 x| + 0,02540 x\ +

+ 0,00108 x| — 0,000103 x« — 0,0000029 X\ + 0,0000002 x |,

and
V3= 16,0016 Mp,

P3 = 63,9984 Mp.

After each step of iteration, for moments acting at A and B, resp., values compiled
in Table | were obtained from formulae:

Table 1

Bending moments

Iteration number n 0 1 2 3
Mg, Mpm -7,89474 -8,71873 —8,79914 -8,80709
MR, Mpm +7,10526 + 7,91368 +7,99069 +8,00078

This table shows a difference of about 0,1 per cent between moments obtained by the

third and second iteration, respectively.
To check iteration results, the value of axial force P has been computed from trans-

cendental equation presented in [5], deduced by finite deflection analysis:
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W,inil~h-(R-P)b}[-* (R—P)b2
+ p 3IE

This equation has a root, found by trial and error method, of

P = 63,9968 Mp.
This value differs by 0,0016 Mp from P3= 63,9984 Mp, obtained by the third iteration.
Exact value of MB exceeds by 0,0016 « 0,5 = 0,0008 Mpm that of MB3, corresponding
to a difference of 0,01 per cent.
Example 2. Let us determine the moments in framework shown in Fig. 3, by finite
deflection analysis.

The calculation is analogous to Example 1, thus obtained results will only be presented.
Influence function K(X2 X,) is given by the following expression, using notations of

I. Influence function along column AC :
a) Load on column AC, for xIb  x2u
IEK (x4 xlb) =xlb+ (—0,6417 xib+ 0,0965 xlbt)xtb + (0,0965 xIb — 0,0205 xIbz) x22
b) Load on column AC, for xlb  x2u:
11 K*(x, xlb) = 1EK(x2 xIb) -[- xb  xlb.
C) Load on beam CD :
IEK(xh *lg) = (—0,0567 — 0,0627 xlg + 0,0144 xlg)xb+ (0,1053 — 0,0263 xIg)xAR
d) Load on column BD :

IEK(xZ xtj) = (0,4109 Xjj — 0,0965 X,f)x2bf- (—0,0965 X,j  0,0205 X IXH.

1. Influence function along column BD :
a) Load on column BD, for xij~ *2f
IEK(x2j, X)) = Xij + (—0,6417 Xij + 0,0965 *,/) X2 + (0,0965 Xtj — 0,0205 * /) x&.
b) Load on column BD, for *[/> Xx3:

IEK*(x2), Xij) = 1EK(x,j, Xu) + xZ — Xij .
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€) Load on column AC :

IEK(x3, xIb) = (0,4109 x,b— 0,0965 xI2) X2 + (—0,0965 xtb + 0,0205 xIb2)

d) Load on beam CD :

IEK(x3, X,0) = (0,3644 - 0,1680 xlg+ 0,0144 xlg2 x2j + (-0,1053 + 0,0263 xlg) *,/

I11. Influence function along beam CD :
a) Load on beam CD, for xlg x2g:
IEK(xlg, xlg) = 0,7773 + 0,5749 xlg + 0,0433 *Ig2 +
+ (-0,4251 — 0,2206 xlg + 0,0144 *Ig2) Xy + (0,0433 + 0,0144 xlg — 0,0018 xlgt)xYy

b) Load on beam CD, for xlg]> X2
IEK (y2g, xg) : IEK(xhy x™) 4 X.g ¢
c) Load on column AC :

IEK(x2g xlb) = —0,0567 xlo+ 0,1053 xl2+ (—0,0627 xlo — 0,0263 xI?) xy+ 0,0144 xlbx

d) Load on column BD :
IEK(x2g Xyj) = 0,3644 Xtj — 0,1053 X{j2 -
+ (—0,1680 xfj + 0,0263 X2 x2y+ 0,0144 x{j *2@2.

The reduced angular rotation is, according to linear analysis :

On column AC :
lo(xb) = 9,80769 xb— 2,5 xf.
On column BD :
N(xj) = 9,80769 xj — 2,5 xf.
On beam CD :
Vo(xg) = 6,92308 — 5,19241 Xg + 0,64905 X*.

The first iterated value of the reduced angular rotation is, from recursive formula (10):
on column AC :
rifx = 10,80185 xb- 2,51016 X,r - 0,12050 xB + 0,01536 xhi

On column BD :
rifxj) = 10,78647 Xj — 2,48984 xf- — 0,12858 Xj3+ 0,01639 */.
On beam CD:

rjfxg) = 7,80450 — 5,85404 Xg+ 0,73178 X 2

The second iterated value of the reduced angular rotation is:
Oon column AC :

MAxs) = 10,92529 xb- 2,51290 xf - 0,13215 xkB +
+ 0,01535 xb*+ 0,000442 xb5— 0,000038 xke.
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Oon column BD :

rj"xj) = 10,90540 Xj — 2,48709 xf — 0,14198 xf +
+ 0,01639 xf + 0,000508 xf — 0,000043 xf.
On beam CD:

VAXg) = 7,91544 — 593762 Xg+ 0,74238 xf — 0,000038 x f + 0,000002 xf.

Bending moments computed after each step of iteration from the reduced angular

rotation at A, B, Cand D, resp., further axial forces in bars AC, BD, and CD are shown in
Table 1.

Table 11

Bending moments and axial forces

Iteration number N 0 1 2
MA, Mpm — 9,80769 — 10,80185 - 10,92529
MR, Mpm + 9,80769 + 10,78647 + 10,90540
Mc, Mpm + 5,19241 + 5,85404 + 5,93762

Mpm — 5,19241 — 5,85451 - 5,93816
PAC, Mp + 38,702 + 38,536 + 38,516
PBD’ Mp + 41,298 + 41,464 + 41,484
PCD9 +0,0 — 0,020 - 0,026

From the convergence speed of the iteration it can be concluded that moments obtained

after the second step ofiteration differ by not more than about 0,1 per cent from the exactvalue.

This table shows that for this framework, axial forces P hardly differ from those

determined by linear analysis. Therefore, here approximative formula (11) may be used
instead of formula (10).

10.

11.
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EIN NEUES ITERATIONSVERFAHREN
FUR DIE BERECHNUNG VON RAHMENTRAGWERKEN
NACH DER THEORIE ZWEITER ORDNUNG

M. ROZSA

ZUSAMMENFASSUNG

Vorliegender Aufsatz fuhrt die Berechnung von beliebigen Rahmentragwerken nach
der Theorie zweiter Ordnung auf die Ldsung einer Integralgleichung zuriick. Bei Rahmen-
tragwerken der Ingenieurpraxis 4Rt sich diese Integralgleichung meist mit einer guten
Anndherung durch eine Fredholmsche inhomogene Integralgleichung zweiter Art ersetzen.
Die Integralgleichung wird durch Iteration geldést. Im Falle der Fredholmschen Integral-

gleichung entspricht diese Iteration der Berechnung der konsekutiven Glieder der Neumann-
schen Reihe.

NOUVELLE METHODE ITERATIVE POUR LE CALCUL DES CADRES,
BASEE SUR LA THEORIE DU DEUXIEME ORDRE

M. ROZSA

RESUME

Le calcul des cadres de forme et a charge arbitraires, basé sur la théorie du deuxieme
ordre, est ramené ala solution d’une équation intégrale. Pour les structures habituelles connues
de la pratique de I'ingénieur, cette équation est, dans la plupart des cas, bien approchée par
une équation inhomogéne de Fredholm de la deuxiéme sorte. L’équation intégrale est résolue
par itération. Dans le cas de I’équation intégrale de Fredholm, cette itération correspond
au calcul des membres consécutifs de la série de Neumann.

HOBbIN MTEPALUMOHHBLIA METOf PACUYETA CTEPXXHEBbIX KOHCTPYKUUN
HA OCHOBE TEOPUWN BTOPOIO MOPAAKA

M. POXA

PE3FOME

PacueT CTEPXXHEBbIX KOHCTPYKLU/ NPOWU3BO/LHOW  (HOPMbl U HArpysku Ha OCHOBE
TEoprM BTOPOr0 Mopsiika CBOAMTCS B paGoTe K PeLleHWI0 MHTErpasibHoro ypaBHeHUsi. 3To
MHTErpasibHoe ypaBHEHME MpW KOHCTPYKLMSIX, BCTPEUAKOLLMXCS B MPAKTUKe NMPOEKTUPOBaHUS,
B 60/IbLUMHCTBE C/lyYaeB MOXHO 3aMEHUTb C YA0B/IETBOPUTE/IbHLIM NMPUBINKEHUEM HEOAHO-
POAHLIM VMHTErpasibHbIM ypaBHeHueM dpearofibMa BTOPOro BUAA. PelleHMe WHTerpanbHoro
YpaBHEHNS MPOU3BOAWNTCS UTEPaLMOHHBLIM METOAOM. B ciyyae MHTErpasiibHOro MTepaLyoHHOro

ypaBHeHust ®Ppefronbma aTa UTepaLmUsi COOTBETCTBYET BbIUMC/IEHWIO MOC/eA0BaTeNIbHbIX ufie-
HOB psiga HermaHa.
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CONTROLLING METHOD OF BAR-FORCES
ARISING IN SPATIAL TRUSSES

I. REDEI
RAILWAY DESIGN OFFICE OF THE HUNGARIAN STATE RAILWAYS, BUDAPEST

[Manuscript received April 5, 1965]

In a previous paper, author presented a method for checking plane trussed beams. The
present paper is a generalization of the same method for spatial trussed beams. The relation-
ship serving as a basis for the checking method has been derived solely by geometrical-struc-
tural means, and it is demonstrated that each algebraic sum of products of bar forces by bar
lengths is a constant, independent of system, form of the structure, of number, direction and
length ofits bars. This sum solely depends on external forces, and even, in some cases, it depends
only on active forces. This method is equally valid for externally and internally indeterminate
and for statically determinate trussed beams. Its application has been illustrated on numeri-
cal examples.

1. Introduction

This is an integral part of the paper published in Publications of Section
VI of the Hungarian Academy of Sciences, Vol. 33, on Computation Method
for Checking Plane Trusses. This paper aims at deriving and presenting a simple
computation method for checking spatial trusses.

2. Supporting conditions of spatial beams

The equilibrium of a three-dimensional force system is expressed by six
independent equations:

EX =0 EY =0, EZ -0, EMX= 0, EMy= 0, EMZ= 0.

Accordingly, six conveniently chosen supporting bars (bars connecting
it with the soil), are necessary and sufficient for a statically determinate sup-
port of three-dimensional beams.

More than six supports make the three-dimensional play of forces of the
structure externally a hyperstatical one.

The directions of the six supports, however, are by far not arbitiary.
Spatial supporting is indeterminate if:

1. all six supports are parallel to a common plane;

2. there exists an axis either intersecting or parallel to all support
directions;
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3. three supporting bars pass through a common point and the other
three through another common point;

4. three supporting bars pass through a common point, and other three
ones are parallel to each other;

5. three supporting bars lie in a common plane and the other three in
another common plane;

6. four supporting bars pass through a common point (be this latter
either in the finite or in the infinite);

7. four supporting bars lie in a common plane.

Combining two spatial supporting bars gives a spatial pendulum, and
combining three ones gives a spherical joint. Hence theoretically either

6 supporting bars; or
supporting bars and 1 pendulum; or
supporting bars and 2 pendulums; or
pendulums; or
supporting bars and 1 spherical joint; or

1 supporting bar, 1 pendulum and 1 spherical joint could be applied,
carefully avoiding of course cases 1 through 7.

In practice, however, — apart from exceptional cases — spatial beams
are supported at 4 nodal points, by means of bearings. Examining this problem
from the angle as to how many of the overall possible spatial displacements
and rotations these beatings, currently applied in the engineering practice,
permit, or, in other words, how many fictitious bars they correspond to,
bearings applied in practice can be divided into the following categories:

1. Cylindrical fixed bearings which permit unidirectional rotation, i.e.,
correspond to 5 bars.

2. Fixed spherical joint bearings which permit rotation in three direc-
tions, i.e., correspond to 3 bars.

3. Hinged free roller block bearings which permit unidirectional dis-
placement and rotation, i.e., correspond to 4 bars.

4. Double-row, free roller-block, roller joint hearings, permitting bidi-
rectional displacement and unidirectional rotation, hence corresponding to
3 bars.

5. Roller-block, spherical joint bearings, permitting unidirectional
displacement and tridirectional rotation, i.e., corresponding to 2 bars.

6. Double-row roller-block, spherical joint bearings, permitting bidirec-
tional displacement and tridirectional rotation, i.e., corresponding to 1 bar.

Taking into consideration supporting over 4 points, theoretically it
could be applied:

1 spherical joint bearing as in 2., and 3 roller-block, spherical joint
bearings as in 6., with the reservation that one of the latter must not lie in
a horizontal plane.

w w N

Ada Technica Academiae Scieniiarum Hungaricae 57, 1967



CONTROLLING METHOD OF BAR-FORCES 49

This latter requirement is in practice almost impossible to be met.
Similarly, it is impossible to realize the other fictitious bearing combinations,
such as 1 bearing to 4., with 3 bearings to 6., as similarly to the first one,
they require bearing seats of not horizontal direction.

Now, in engineering practice, primarily, all bearings are seated on hori-
zontal plates (except for some high-rise arch beams). Practically, for not very
wide spatial beams 2 fixed roller joint bearings and 2 free roller-block, roller
joint bearings; and for wide beams 1 fixed spherical joint bearing, 2 free roller-
block, roller joint bearings and 1 free 2 roller-block spherical joint bearings
have been applied.

In the former case the number of fictitious supporting bars amounts to:
5+ 5-)-4+ 4= 18; in the latter case to: 3+ 4+ 4+ 1= 12; hence in
both cases their number largely exceeds six bars that can be determined from
equilibrium conditions to be absolutely necessary.

From the above considerations it is clear that the external supporting
of spatial beam structures is redundant irrespective of a few exceptions.
Reaction-supporting forces can only be determined or assessed by using more
or less idealization, simplification.

3. Deduction of the fundamental theorem

To avoid needless repetitions, the fundamental theorem deduced for
plane trusses is often referred to in the following deduction.

3.1. Case of a hinged tetrahedron

Same as for plane trusses, where the starting point was an irregular
hinged triangle, the spatial relationship is deduced from an irregular tetra-
hedron (Fig. 1).

Let this tetrahedron be acted upon by a single active force C, the sup-
porting points be A, B and D. Assume that at the supporting points, the sup-
ports themselves are so designed as to interact as a statically determinate and
rigid support, hence, if active force C is given, then these supports can also be
determined.

It is assumed of course that forces C, A, B and D constitute a balanced
spatial force system, i.e.:

(C,A, B, D) = 0.

In the six bars acting as six edges of the tetrahedron, the force system
(A, B, D, C) produces bar forces that can unambiguously be determined if
the force system (A, B, C, D) is known. Thus, denoting bar forces, acting in
each bar, by subscripts of the bar numbei, the produced bar forces are:
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Sj, S2, S3, S4, S5, S6; these can unambiguously be determined, although in
a somehow moie difficult manner than for plane trusses.

Assume that the bar forces developing in all bars have been determined
and are known. The system being balanced, outer and inner forces meeting
at any joint ofthe hinged tetrahedron are, in themselves separately in equilib-
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rium. Hence, using notations of Fig. 1:

(C, S4'S,, S5)
(A, S3 S4, 5S4

8, StsH ) -

(D, Slt S2, S6) =

0
0,
0
0

If then the above equations are valid, it means that the algebraic sum
of projections of outer and inner forces enumerated in each equation, referred
to any straight line of the space, has to be zero.

Thereafter, let us assume some point O arbitrarily in space (Fig. 1).

By connecting the assumed point 0 to two end points of any bar of the
tetrahedron, an in-plane triangle is obtained, in view of the fact that three
spatial points, provided they do not lie on the same straight line, deteimine
a plane. Thus, writing the quote projection theorems for these connecting
straights, in any case forces in a common plane are obtained.

Let us connect now point O to four corners of the tetrahedron. For the
resulting straights CO, AO, BO, DO the positive direction is to be assumed in
the direction of point O for all four straights.

Denote angles between the positive direction of outer forces C, A, B, D
and the positive direction of secondary straights CO, AO, BO and DO by:

yc atpoint C, between outer force Cand straight CO',
g atpoint A, between outer force A and straight AO',
BB atpoint B, between outer force B and straight BO',
6D atpoint D,between outer force D and straight DO-

Furthermore, denote angles between straight sections forming tetra-
hedron edges and positive direction of secondary straights by:

y4, ¥5 and y6 at point
0oq, 3 and x4 at point
R4, B2 and B3 at point
62, 63 and 0e at point

O w>n

Thereafter put to zero the force projections for the four secondary
straights CO, 10, BO and DO:

cos yc-FS4 cos yd+ S5cosy&+ S6cosy6= 0;
cos xa+ S4 cos oq -f-S3 cos x3 -j- S4cos x4= 0;
cos RB+ Sj cos R4-)-S2cos R2-j- S5cos B3 = O;
cos 0R-j-S2 cos & -f-S3cos 63+ S6cos 66= 0.

O m>» 0
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M ultiply the first equation in this system by distance CO, the second one
by AO, the third one by BO and the fourth one by DO, and sum the resulting
equations. Thus we obtain:

CO i€ cosyc + CO m S4cos y4-f CO S5 cosy5-fCO +SGcos y6 +
+ AO <A cos XA -j-AO ¢ S4cos x4+ AO S3 cos x3+ AO +S4cos x4+
+ BO B cosBRB -f~-BO m S4cos R4 -f BO «S2 cosB2+ BO ¢S5cos Rs -)-
+ DO D cos 6D + DO m S2cos 62+ DO +S3 cos03+ DO «S6cos &= 0.(1)

In the above equation each bar force occurs in two summands. Let us
contract these latter to give:

CO «S4cosyd+ AOe+S4cosx4 S4(CO cos y4f- AO cos x4)
CO “S5cosy5+ BOm®S5cos B5 :S5(CO cos y5+ BO cos R5)
CO +S6cos y6 -f- DO " Secos 6e = Se (CO cos ye + DO cos 0Ge)
AO ' Sj cos x4+ BO’SLcos B1 = S4(/40 cosa,+ BO cos 4) (D))
N0 ¢ S3cos a3 + DO+ S3cos 63 = S3 (/10 cos a3+ OO cos 063)
BO mS2cosR2-f DOmS2cos 62 = S2(BO cos R2+ DO cos R2)

Quantities in brackets, however, have very simple meanings. In Figs 1/a
to 1/f, each bar has been traced in a reduced scale together with point 0 and
secondary straights drawn to both bar ends.

From Fig. l/a it is:

AO4 co4 _
20 cos«4»Ea = cosf@ — Vi) = —cosyd;

AO cosx4-f-COcosyd= AO4— CO4= 14.

From Fig. 1/b:
BO5 CO5
_______ = cos ;v = cosyb;
BO co

BO cosR5-j- COcosy5= BO5+ CO5= /5.
From Fig. 1/c:

CO6

DO .
cosye6, € = cos (s — &) = —cos (]
co DO

COcosy6+ DOcos®w= CO6—DO6= 1.
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From Fig. 1/d:
RO1
-e‘-g-%a:cos«,, --------- = cos (n —RB.) — —cos R, ;
AO BO

AO cos «4+ BO cosR3= AO1—BO1= 1Ir.

From Fig. 1/e:
A3 cos «0,---'-3-9-:3): cos (n — dg)’ = —cosb:
AO 3 DO ' 3

AO cosa3-f- DO cos 8= M03— D0O3= AB.
From Fig. 1/f:

BOZ_: corR2 — = cos (. —02) = —cos<L;
BO

BO cos /2-f-DO cosd2= RO2—DO2= 12,

hence equations (1) can successively be written as: S44; S55; Sele; S3I3;
and S22; denoting lengths of bars 1,2,3,4,5 and 6 by Iv 12 Is, Z, % and 3,
respectively.

Let us determine now meanings of 4 summands in first column of Eq. (1),
namely of those involving outer forces.

In Fig. 1/g again tetrahedron (ABCD) has been drawn, together with
outer forces and point 0. Let us draw a straight line from point 0 perpendic-
ular to each force direction, and denote the point of intersection of this normal
to the force direction by 0GO0“ Oband 0d, resp. From Fig. 1/g it is:

cocC AOa BOb . DOd
-------- = COSYr :------—-—--= co0safj : ——-—--= cospR: -——-—-—-= coson,

CO AO BO DO

hence

CO cosyc = gc5 AO cos xa = gAi BO cosRB = gB and DO cos bD = @B,

denoting distances C0c,AO0a BOband DOd of the normal drawn from O to
the force directions (dotted lines in Fig. 1/g) by gB, gA, ge and gDi respectively.
In what follows, these distances q will be termed the force arms and considered
distances with appropriate signs. The arm will be positive if the force is directed
towards intersection points 0G0Oa, Oband 0d, resp. (This assumption logically
follows from the fact that angles between the positive force direction and the
positive secondary straight line have been denoted by yB, «a, 8B and 0B, resp.;
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namely, if these angles are greater than n/2, then so are cos yc, cos aj etc.,
hence also CO cos yc, AO cos aj etc. are negative.)
Substituting all these results into Eq. (I), we obtain the relationship:

Cqc + AqgA -f- BgB -|- DgD -f- Sj/, -f- S22 +
+ ¥, + Silif~SJ- + S66= 0.

W ritten in terms of symbols:

E Pigi+ %S/ Ili = 0,
or
M Ptqt= -Z Sih, (111)

where P,-is an external force in general, and qi its arm in the above meaning.
Si is a bar force, and /sis length of the same bar. Summation has to cover all
forces in the left-hand side (i = 1, 2, 3,4), and all bars in the right-hand side
(i=1,2, 3,4,75,6).

3.2. General case of a spatial truss

Fig. 2 is a general picture of a spatial trussed beam. It has also super-
fluous bars, hence it is inherently hyperstatical. The truss is loaded at its
nodal points X,y, ... by external (active and reaction) forces X, Y, ...
As a starting assumption, force system (X, Y, ...)is self-equilibrated, further-
more, the truss is immobile under the effect of these forces, i.e. its nodal points
are not displaced by forces (X, Y, ...). This is only possible if external forces
acting at each nodal point and forces ofthree or more bars meeting at the same
nodal point form together an equilibiium force system.

Accordingly, for each straight Ox, Oy, ... starting from a point 0 assumed
at random in space and connecting it with the nodal points of the truss,
zeroing force projections we obtain:

X cos (Ox) + Sacos (sa— Ox) -f- St cos (sb— 06)-f-...+<Sn cos (sn — On) = 0,
Y cos (Oy) + Sacos (sa— Oy) -f- Sccos (sc — Oc)

+ eee+ Smcos (sm— OT) = O, (1v)

where terms in brackets stand for angles in the figure. Exactly as many such
equations can be written as there are nodal points (either external or internal)
in the structure.

Evidently, in the equation system (IV) all external forces are present,
but each in a single equation i.e., in that of projection for the straight line
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connecting the application point of the given force to point 0, for instance,
force X in an equation of projection for straight Ox only.

Each bar force occurs, however, in exactly two equations, namely in those
of projection for two straights connecting two end points of the given bar
to 0. Such as, for instance, bar force Saof the (otherwise redundant) bar Sa
in Fig. 2 occurs only in the equations of projection for two straights connecting
nodal points x andy to 0, actually in first and second equations of (IV).

Fig. 2. General spatial trussed beam

Nevertheless, in these circumstances, the deduction applied in 3.1 to
the simple tetrahedron can be done along the lines above, and its final result
will also be exactly identical with the final result of (Il11), obtained in section
3.1, hence:

27P, qt= —E Si li V)

with the only difference that actually the left-hand summation is to be extended
to all external (active and reaction) forces, and the right-hand one to all bars
of the spatial trussed beam, including redundant bars.

On the basis of all these considerations, the fundamental theorem for
checking bar forces of the spatial trussed beam can be formulated as:

The algebraic sum of the products of external forces by their arms equals
the algebraic sum of the products of bar forces by bar lengths; but of the opposite
sign.

This equation is seen to be identical in all particulars with the basic
relation deduced for plane trussed beams. It differs only in that, in this case,
Pi denotes a spatial force system, arms gepertaining to each force of the force
system denote spatial straights instead of plane ones, and the right-hand side
of equality (V) denotes the algebraic sum of the products of bar forces by bar
lengths for all bars of the spatial trussed beam.
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It should be noted here that, although point of origin O can be chosen
at random in space, the position of the examined spatial truss is advisably
selected so as to facilitate checking, which is even more imperative here than
for plane beams. In the case of an inconvenient assumption, the right-hand
side of formula (Y) requires a tedious computation work.

Finally, another, somehow theoretical remark should be made. Point 0
being assumed at random, the deduced final result is valid for any assumption
of point O. It follows, however, that the assumption of external forces perfectly
determines the algebraic sum of the products of bar forces by bar lengths,
hence this sum of products depends solely on the magnitude, direction and
sense of external forces, but is independent of number, direction and length
of bars. It is interesting to note that the sum of products

E Sjlj

is constant, invariable for the given trussed beam. It can he formulated as
follows: if geometrical loci of force-loaded nodal points of the spatial truss
are given, just as are the external forces (in equilibrium) themselves, then the
sum of the products of bar forces by bar lengths is a given and invariable one.
This quantity is perfectly independent of the number, direction and length of
bars serving to connect force-loaded nodal points.

This statement is, of course, only of theoretical interest, and of no prac-
tical value. In engineering practice namely, geometrical conditions of the truss
are determined first, and loads only thereafter.

4. Practical application of the method
4.1. Numerical example

The spatial trussed beam shown in Fig. 3 by plain lines is a shed roof structure in frequent
use actually. The truss contains 9 nodal points and 21 bars, thus condition 9-3 — 6= 21
is met.

Load is applied by a single external active force: W = 8 Mp (wind force) at nodal point 5.
The truss is supported at nodal points 0= A, 1= B, 7= Cand 6= D.

A spherical joint is assumed at point A, vertical supporting bars at points B and C
and also a simple supporting bar at point D, which latter, however, lies skewly in the plane
of the beam end plate (plane of triangle between nodal points 6—7—8).

Thus there are 3+ 3 = 6 supporting bars, and the idealized supporting system of the
truss is statically determinate. Unknowns primarily to be determined are the reaction compo-
nents, i.e. AX,Ay,Az;By;Cy'Dx, Dy. Accordingly, there are 7 unknowns. If, however, a perfect
symmetry had been started from (not an absolute necessity ) then By = Cy, that is only 6
unknowns remain to be determined. The 6 equations expressing the spatial equilibrium of
forces are:

Sum of force projections to the Xaxis: AX+ Dx+ W = 0,

Sum of force projections to the yaxis: Ay+ By + O + Dy= o,

Sum of force projections to the zaxis: Az= 0,
Moment for the X axis: Cy «16 m+ Dymis m= 0,
Moment for the y axis: W «8m+ Dxmi6m= 0,
Moment for the z axis: B"-4m + Cy-4ro+JF-3m

DA WN -

1
o
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These equations can be solved unambiguously, taking into consideration that By = Cy,
as assumed above, to give:

Ax = Dx= —4 Mp (acting against to IF),

Ay = Dv= +3 Mp (upwards directed),

Az= 0,

By = Cy= —3 Mp (anchoring force, downwards directed).

The above reaction directions appear in Fig. 3a. Skew bar lengths are: bar 2—3: 8,55 m;
bar 2—4: 9,42 m; bar 0—4: 8,95 m.

Thereafter all bar forces have been calculated. Their values, together with checking
computation according to formula (V), are shown in Table I.

8

Fig. 3. Analysis of a shed roof structure for horizontal forces

Because of complete symmetry, it is sufficient to determine bar forces for half a truss.
In view of the fact that bars (5—3), (5—4) and (3—4) at midtruss occur but once throughout
the truss, while all other bars have their symmetricals, the nomogram itself is to be developed
for the half truss only, while values for bars in symmetrical positions are to be doubled in the
summation. Accordingly, the first sum in the table is to be taken twice, the second one once.
Hence, the right-hand side of the checking formula can be written as:

BStlj= —2+16 + 32 = 0.

For the computation of the left-hand side of the checking formula, it is convenient to
assume the point of origin O at point A, zeroing arms of all reaction forces and of active
force IF. Hence, at the left-hand side it is:

*pPpm =0

Accordingly, condition of formula (V) has been fulfilled.
In the above example we started from the assumption that, because of complete sym-
metry, By = Cy
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Table |
5(}?[:29 Bar Ilength Barsforoe (|\/S£m)
(m (Mp)

1-0 4,00 - 4,00 -16,00
1-2 5,00 + 5,00 +25,00
0-2 3,00 - 3,00 - 9,00
1-4 8,00 0 0
0-3 8,00 0 0
0-4 8,95 0 0
2-4 9,434 - 9,434 -89,00
2-5 8,00 0 0
2-3 8,544 + 8,544 +73,00

2i = -16,00
5-3 3,00 — 6,00 -18,00
5-4 5,00 + 10,00 +50,00
3-4 4,00 0 0

£2 = +32,00
2 zx+ S = —2+160+ 320=0

This definition, however, can be given another formulation. In particular, the above
assumption has led to the result that Dx= —4 Mp, Dy = +3 Mp. This statement means,
in other words, that in fact the direction of supporting bar D has been fixed. Namely, this
bar cannot have but the same direction as the reaction force transmitted by it to the truss,
hence the angle between this fictitious bar and horizontal is: tan d = 3/4 (Fig. 3a).

There is, however, no theoretical restriction as to the direction of bar D, except that it
cannot be vertical. For instance, we may proceed from the assumption of Dx = Dy, hence
tan d = 1/1 = 45°. For this assumption 6 equilibrium equations of three-dimensional statics
can be written and reactions and bar forces can be computed just as above. Omitting compu-
tation particulars, we obtain (Fig. 3b):

Ar = Dv= —4 Mp (direction opposite to W),
Ay = +2 Mp, Az= 0,

By = —2 Mp, Oy — m-4 Mp (anchoring forces),
Dy = +4 Mp.

However strange it seems, by changing the direction of fictitious supporting bar D,
all reaction values change; the truss is not symmetrical any longer from the viewpoint of
reactions, on one side of the vertical plane intersecting force W the reactions give different
values from those on the other side of the same plane. In spite of this, the truss is in equilib-
rium, that can be checked by zeroing moment sums referred to any assumed axis.

Evidently, however, for this assumption, all bar forces will change as compared to the
assumption above.

Value

Z P

on the right-hand side of the checking formula remains however 0, that can most simply be
verified by taking the point of origin O identical with point A, just as before.This means, how-
ever, that the left-hand sum of the checking formula (V),

ZSili,
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invariably equals the value determined above (in this case O). Thus, as a final result, the alge-
braic sum of bar forces and bar lengths of the examined truss is independent of the idealized
assumption of the reaction supporting forces.

This statement presents a lot of advantages for designing.

A last remark should be made in connection with the above example. The direction
of supporting force acting at point D has been assumed to be in the plane of the truss end
plate. Of course, this assumption represents the determinate and rigid supporting of the truss
only when the external active force is of the direction given in the example, or in general,
when it is in the plane parallel to the end plate. In other cases, e.g., for a skew force W, the
bar assumed at point D is necessarily supposed to be of a different direction, to run along
a straight line deviating from the end plate plane.

4.2. Numerical example

Fig. 4 shows a scheme of a steel truss structure for aroof-light spanning of 16 m. This
truss has 9 joints and 21 bars, hence condition 3 m9 — 6 = 21 is met.

Side elevation

Fig. 4. Analysis of a roof-light structure for horizontal forces

The truss is acted upon by a single, horizontal active force W = 8 Mp. As to the reac-
tion supporting forces, similarly to the example above, the supporting by a spherical joint
has been assumed at point A, and that by supporting bars, at points B, C, D. Evidently,
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according to the statements in Chapter 2, at point D no vertical supporting bar can be applied.
In the given case, for a horizontal force W, normal to the longitudinal truss axis, the supporting
bar at point D can be assumed to be in the plane of the truss end plate.

Assume By = (y.

W ith the above assumptions, based on 6 equilibrium equations of the three-dimensional
statics, all supporting force components can unambiguously be determined. Zeroed force pro-
jections and moments for the three co-ordinate axes can be written as:

Ax = Dx= —4 Mp (direction opposite to W),
Ay = Dy — +2,67 Mp, Az= 0,
By = Cy ——2,67 Mp (anchoring force).

Reaction force directions are shown in Fig. 4a.

Hence, by virtue of this assumption, DJDy — 2,67/4 = 0,66, i.e., the axis of the ficti-
tious bar at point D passes through point Q (Fig. 4a).

This point Qis the point of intersection of the vertical of supporting bar C and of a
horizontal supposed to pass through the roof structure tip. In other words, this assumption
produces equilibrium by taking the direction of the fictitious bar at D to be on the end plate
plane, similarly to that for the plane truss, an assumption holding only if three forces in a com-
mon plane, namely C, D as well as component W/2 of force W, supposed to act at the truss
tip, intersect at a common point. For plane trusses this is a necessary condition of equilibrium.
For spatial trusses this is not an absolute necessity.

After these considerations, bar forces of truss bars can unambiguously be determined.
Omitting computation particulars, final result can be found in Table II.

Table 11
Soyfmbbaorl Bar Ilength Barsforce (Msp:n)
(m) (Mp)
1-0 6,00 -2,00 -12,00
1-2 5,00 +3,33 + 16,67
0-2 5,00 —3,33 -16,67
1-4 8,00 0 0
0-3 8,00 0 0
0-4 10,00 0 0
2-4 9,434 -6,29 -59,34
2-5 8,00 0 0
2-3 9,434 +6,29 +59,34
st = -12,00
5-3 5,00 -6,66 -33,33
5-4 5,00 +6,66 +33,33
3-4 6,00 0 0
r2= 0
2 + S2= - 24,00

In view of the symmetry, here, as in the example before, bar forces have been com-
puted for half a truss only. Thereby the right-hand sum of checking formula (V) has been
obtained by taking into account the summation of the upper part of the table twice, and that
of its lower part once.

Accordingly, the right-hand side of the checking formula becomes:

S Sjli= —2+12 Mpm + 0= —24 Mpm.
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The left-hand side of the checking formula is obtained most simply by supposing
point Oin place of point A. In this case namely, arms ( of all reaction forces are zeroed, and
nothing but active force W remains in the summation. According to the figure, the arm of
this latter is 3 m, hence:

£ Pigi=3m8= +24 Mpm,

demonstrating the correctness of computed bar forces.

In connection with this example, just as for the example before, even a bar of a direction
different from that assumed above can be taken as supporting bar D. Thus, for instance bar D
can be assumed to be in the end plate plane, along a 45° skew straight line. In terms of force
components, this will mean DX= Dy (Fig. 4b).

Solving then 6 equations of spatial equilibrium, the reaction forces will be:

Ax= Dx= +4 Mp (against to W),

Ay = +1,33 Mp (upwards directed force), Az= 0,
By = —1,33 Mp (downwards directed anchoring force),
Cy= —4 Mp (downwards directed anchoring force),
Dy = +4 Mp (upwards directed force).

Again, it appears that the reaction component values are quite different from those
assumed, there is no symmetry with respect to the truss midplane. Accordingly, all bar force
values will of course change, such as:

S,_ 0= —10 Mp; S1.2= +1,67 Mp; S0_2= —2,0 Mp; etc.

but even in this case, just as for the assumption above, the left-hand sum of the checking
formula is the same, in view of the fact that all reaction forces of this sum vanish, just as before
and nothing but force W persists, invariably with an arm of 3,0 m. Thus, the left-hand sum
invariably amounts to +24,0 Mpm. Consequently, neither right-hand sum value can change.
Thus, it appears again that the algebraic sum of the products of bar forces by bar lengths is
independent of the idealized assumption of the positive supporting forces, and of their numeri-
cal values.

4.3. Numerical example

Fig. 5 shows the scheme of an upper deck bridge. Its structure is to be considered
a relatively wide beam, in view of the fact that it spans 8,0 m for a width of 6,0 m. The spatial
trussed beam has 8 joints and 18 bars, hence condition 3-8 — 6 = 18 is fulfilled. The com-
position was based on basic triangle (7, 4, 5), to which nodal points 2,6, 1 and 3 were con-
nected, in this order, according to the tetrahedron composition law. At nodal point 0, we
somewhat departed from this law. It should be noted that, in order to obtain the desired sta-
tically determinate structure, this latter isasymmetrical, i.e., there is no bar symmetrical
to bar (5—6).

This structure is supported at nodal points 0, 3, 6 and 7; i.e., at point A = 3 a spherical
joint, at points B = 0 and C — 6 vertical supporting bars, and at point D = 7 a skew sup-
porting bar constitute the supporting system of the structure.

This structure is loaded by a single horizontal force W— 8 Mp (wind force) acting at
nodal point 1.

Let us examine this truss on the basis of two types of supporting systems.

a) Assume as supporting condition that at supporting points B and C, the structure
is acted upon by equal vertical supporting forces, i.e., By = .

Based on this condition, positive supporting forces can unambiguously be computed,
and this yields:

Ax= Dx= +4 Mp (in direction of {X).
Ay = Dy = —2 Mp (anchoring force), AT — 0,
By= Cy = +2 Mp.

This condition, i.e. By = Cy, also determines the direction of the fictitious supporting
bar at point D. Hence, with respect to the horizontal, the direction of the bar, for this assump-
tion, is

tan &= 2/4 = 0,5 (~ 26°30",
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in other words, it passes through point Qin the figure, i.e., through the intersection point of
the horizontal straight line drawn through nodal point 1 and lying over the end plate of the
structure, on the one hand and of the vertical C on the other (Fig. 5a).

Plan view Side elevation vy

Fig. 5. Analysis of a deck bridge structure for horizontal forces

If these data are available, each bar force can unambiguously be determined. The
succession of the steps in determination is just the opposite of those necessary for composition,
i.e., starting from nodal point 0, nodal points 3, 1, 6, 2, 5, 4 and 7 are to be solved. In this case
max. 3 unknown bar forces are to be determined at each nodal point. Omitting computation
particulars, the final result is reproduced in Table Ill. In addition, this table includes the right-
hand sum of the checking formula (V).

The left-hand sum of checking formula (V) is most easily obtained by assuming the
point of origin O to be at point A. In this case, normals to all reaction force directions inter-
sect reaction force influence lines at the point of application of the given reaction force, zeroing
positive force arms (.
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Table 111

Bar forces S l\?lm Co&nputed a}s horhzor]tal

Sg]‘nggorl Bar length (Mp) (Mpm) and vertical overdesign

(m) Case Case Case Case Bnr force s

ly = cy D,=o : b (Mp) (Mpm)
0—1 5,00 +3,33 + 6,67 +16,67 + 33,33 +3,33 + 16,67
0-2 4,00 -2,67 — 5,35 -10,66 - 21,33 -2,67 -10,66

0-3 6,00 0 0 0 0 0 0
3-2 7,21 -4.,80 — 4,80 -34,61 — 34,61 -4,80 -34,61
3-4 4,00 +5,33 + 8,00 +21,33 + 32,00 +5,33 +21,33
3-5 5,00 -3,33 - 6,67 -16,67 - 33,33 -3,33 —16,67
1-6 5,00 +3,33 + 6,67 +16,67 + 33,33 +3,33 +16,67

1-5 6,00 -8,00 — 8,00 -48,00 — 48,00 0 0

1-2 3,00 —4,00 - 8,00 -12,00 - 24,00 0 0
2-6 4,00 -2,67 0 -10,66 0 -2,67 -10,66
2—7 7,21 —4,80 -14,37 -34,61 -103,61 —4.,80 -34,61

2-4 6,00 0 0 0 0 0 0

2-5 6,71 +8,90 +17,90 +59,72 +120,01 0 0

6-5 7,81 0 -10,50 0 - 82,01 0 0

6-7 6,00 0 + 8,00 0 + 48,00 0 0

4-5 3,00 0 0 0 0 0 0
4-7 4,00 +5,33 + 8,00 +21,33 + 32,00 +5,33 +21,33
5-7 5,00 —3,33 0 -16,67 0 -3,33 -16,67
S Sl = -48,16 , — 48,22 —47,88

There remains only force W in the sum, of an arm length of 6 m, to give:
£ -Plp-= 8 <6 = +48,0 Mpm,

showing a fair agreement with the final result in the table (—48,16 Mpm), within slide rule
accuracy. Accordingly, somewhat complex calculation of bar forces has been correct.

b) Resolve the same structure, acted upon by the same active force, assuming the reac-
tion transmitted at supporting point D to be horizontal, i.e., Dy = 0.

Just as before, all reaction forces can unambiguously be determined (Fig. 5b):

Ax= +4 Mpm, DXx— +4 Mpm,
By = +4 Mp, Cy= 0
Ay = —4 Mp (anchoring force), Az = 0.

After reactions, each bar force can in turn be determined. The values of these are given
in Table 111 together with the right-hand sum of the checking formula (V) for this assumption.

The left-hand side of the cheeking formula (V) shows no deviation from the previous
case, nor does this sum include other than external force W, of an arm length q —6 m. Hence,
the left-hand side of checking formula (V) is invariably +48,0 Mpm. This can be compared
with the tabulated value of —48,22 Mpm, the deviation being again due to the slide rule
calculation error.

It is interesting to note how bar force values vary depending on the assumed direction
of fictitious supporting bar D.
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Table 111 has been completed by bar forces supplied by the theory of horizontal and
vertical overloading. It appears that this widely extended theory of calculation may yield
bar force values identical with those for case a (Figs 5c, d, e). It appears, however, that for
some bars, particularly for those developing the highest stresses, this method gives no bar
force values at all, as against assumptions a) and b). This fact clearly demonstrates that the
overload design of broad bridges, wide structures, may lead to highly unrealistic values.
The summation of checking formula (V), however, is not altered even for this latter method
(+48,0 Mpm), as shown by the last column in Table IIl (—47,88 Mpm).

5. Conclusions

According to the numerical examples presented, the values of bar forces
arising in each bar of spatial trussed beams largely depend on how the truss,
as a spatial structure, is supported, clamped to the soil, or better, how reaction
supporting forces are conceived. In general we have no exact idea of these
supporting forces. The most frequently used system, i.e., two fixed and two
free bearings (with a block of rollers moving along the longitudinal axis of the
beam), is 12-fold redundant, as shown in Chapter 2.

While there are exact methods available to resolve internal redundancy,
there are no generally valid methods to resolve external redundancy. The usual
arrangements yield a faultless solution only for vertical loads (reaction-forces
can accurately be determined), but for force effects of general direction the
relation forces cannot be determined. Each bar force value varies as a function
of the types and systems of these somewhat arbitrary assumptions.

For relatively narrow, long structures, assuming a heavy vertical load,
this uncertainty is not a significant one; as compared to vertical load effects,
the described variation of skew forces, as a matter of fact, is of no importance.

For short, broad structures, however, acted upon by slight vertical loads,
these facts cannot be neglected.

For structures of this type, design could advisably be based on the
“hazardous position” of fictitious supporting bars.

Spatial trusses cannot be supported against skew forces by vertical
fictitious bars alone. By means of skew or partially skew bars this would,
of course, be possible, but such bars do not exist in reality. As a matter of
fact, skew forces are absorbed by sliding frictional forces developing at the
bearings. The maxima of these can, however, be computed, hence, the extreme
directions of fictitious supports, and thereby the supporting forces of maximum
skewness can be determined.

All these aspects make our computations somewhat intricate, another
justification for the necessity of a simple checking procedure as described
above.
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NACHPRUFUNG DER STARKRAFTE YON RAUMLICHEN FACHWERKTRAGERN
I. REDEI

ZUSAMMENFASSUNG

In einem vorigen Aufsatz beschrieb der Verfasser ein Verfahren fir die Nachprifung
ebener Fachwerktrager. Vorliegender Aufsatz ist eine Verallgemeinerung des erwdhnten Ver-
fahrens fur raumliche Fachwerktrager. Die grundlegende Beziehung des Nachprifverfahrens
wurde auf rein geometrisch-statischem Wege abgeleitet, und es wird nachgewiesen, dafl die
algebraische Summe der Produkte der zusammengehdrigen Stabkrdfte und Stabldngen eine
vom System, von der Form des Fachwerkes, von der Anzahl, Richtung und L&nge der Stébe
unabhéngige Konstante darstellt. Diese Summe héngt ausschlieBlich von den AuRenkréften
und in Spezialfallen sogar ausschlieflich von den aktiven Kraften ab. Das Verfahren eignet sich
fur innerlich und &uBerlich bestimmte als auch fir statisch unbestimmte Fachwerktréger.
Seine Anwendung ist an Hand von Zahlenbeispielen veranschaulicht.

CONTROLE DES EFFORTS DE BARRE DES POUTRES EN TREILLIS SPATIALES
I. REDEI

RESUME

Dans un article précédent, I'auteur a présenté une méthode pour le contrdle des poutres
en treillis planes. L’article est la généralisation de cette méthode aux poutres en treillis spatia-
les. La relation servant de base & la méthode de contrdle est déduite par des moyens purement
géométriques-statiques. 1l est ensuite démontré que la somme algébrique des produits des
efforts de barre etdes longueurs de barre respectives est une constante indépendante du systéme
et de la forme de la structure, ainsi que du nombre, de la direction et de la longueur des barres.
Cette somme est fonction exclusivement des forces extérieures et méme, dans certains cas,
elle ne dépend que des forces actives. Le procédé est également valable pour les poutres en
treillis extérieurement ou intérieurement déterminées et hyperstatiques. Son application est
illustrée a I’aide d’exemples numériques.

KOHTPOJ/Ib CTEP)XXHEBbIX YCUIUA MPOCTPAHCTBEHHbIX APOK
N. PEAEN

PE3IOME

ABTOp B CBOEit Npeablaylleii paboTe NPOAEMOHCTPUPOBAN METO, NPUFOAHbIA ANSi KOHT-
pons MAOCKUX apok. [laHHasi pa6oTa npeacTaBiseT coboii 0606LLeHNe 3TOr0 MeToga Ha Mpo-
CTPaHCTBEHHbIE apKW. YPaBHEHUS, CAyXalline OCHOBOM NpeAnaragMoro MeTofa KOHTPO/S,
aBTOP BbIBOAWT UMCTO FEOMETPUUECKM — CTATUCTUUECKMM MyTeM U MoKasbiBaeT, uTo anre6pam-
yecKasi CyMMa COOTBETCTBYIOLLMX CTEPXKHEBBLIX YCUNUI U ANNHBI CTEPXKHEN He3aBUCMMA OT CU-
CTeMbl U (0OPMbI KOHCTPYKLMW, YKUCNA CTEPXKHEN, UX HanpasBfeHWss U AWHbI MOCTOSIHHOM. 3Ta
CyMMa SIBMISIETCS AMHCTBEHHO TOMbKO (PYHKLMEA BHEWHWX YCUNuii, 60nee TOro, B ONpefeneH-
HbIX C/ly4asiX, 3aBUCUT TONIbKO OT aKTVBHbIX CUM. MeTod [eiicTBUTENeH KaK ANl HapyXHbIX,
Tak W 15 BHYTPEHHUX OMNpefeNieHHbIX U HeonpeaeneHHbIX apok. MpuMeHeHre MeToaa AeMOH-
CTPUPYETCS Ha YWUCNOBbLIX MpUMeEpax.
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HYDRAULICS
FOR LOWERING THE GROUND WATER TABLE
USING VACUUM WELLS
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The paper deals with the basic questions of the hydraulics of vacuum wells. After showing
the relations and the differences between gravitational and vacuum hydraulics, the potential
distribution in the seepage field developing around the line of vacuum wells, in the case of
more important suction, is discussed in detail. The results of investigations on the particular-
ities of the movement of the air in granular soil provide the theoretical bases for the numerical
calculation of the air seeping into the wells. The determination of the flow of air and water in
case of a row of wells along one or both sides of the working ditch provides the designer with
numerous points of view (e.g. optimum distance between wells, possibility of excavating the
work ditch). The results referring to drainage phenomena in inhomogeneous soils are illustrated
by the infavourable cases of drainage.

1. Introduction

Ever since dewatering of construction pits with the help of vacuum wells
was introduced in Hungary following a suggestion of G. Vastagh [30, 31],
increasing attention has been devoted to the detailed exploration of both
theoretical and practical aspects involved in the dewatering process. During
this development, relying on theoretical considerations and experiences gained
in the evaluation of practical dewatering problems, K. Szechy pointed to
the significant differences between the hydraulics of gravity and vacuum
wells [25, 26, 27]. At the same time the important role played by the capillary
zone and the spacing of wells was recognized.

The development of a correct engineering approach was largely promoted
by observations of H. Lamp1 made in connection with the lowering of ground
water table. Conclusions relating to operational features of wellpoint systems
used in ground water lowering, as well as for the evaluation of physical charac-
teristics of soils with special regard to dewatering, are of particular interest [11].

Valuable contribution to the better understanding of this problem was
made by G. Karadi, whose principal attention was devoted to the theoretical
aspects of non-steady seepage occurring during the process of dewatering [7].

Noteworthy investigations of L. Molnar centered on the movement of
air in granular media [15] and on the appropriate selection of dewatering
methods for a particular application.
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In civil engineering practice the development of lowering the ground
water table by vacuum wells was promoted in Hungary especially by the work
of G. Vastagh,S. Kneffel, G. Kovacs and |I. Oranh.

The objective of model studies, started in 1962 at the Chair for W ater
Management, Technical University for Building and Transport Eng. Budapest,
was the comprehensive, scientifically founded exploration of vacuum-well
hydraulics [19,20]. Characteristic differences between conditions around
gravity and vacuum wells were already given a positive and detailed demonstra-
tion by these early investigations (Fig. 1): as long as drawdown in the well is
of a minor extent (diagram a), when the perimeters of wells constituting the

Gravity well | Vacuum well

Fig. 1L Comparison of hydraulic conditions around gravity- and vacuum wells

row are intersected by the drawdown curve above their perforated section,
seepage conditions about rows of gravity and vacuum wells are identical.

The first discrepancy occurs when the drawdown curve is lowered to the
perforated section of the wells (diagram b).
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The difference between the two types of well hydraulics becomes espe-
cially conspicuous, when the drawdown in the well becomes larger than the
water column corresponding to the vertical difference between the well bottom
and the original ground water table (diagram c). If this condition is attained
in the case of well rows sunk into uniform soils, then the drawdown curve
departs on the perforated section ofthe wells. Consequently the seepage stream -
lines, originating in the two-phase region under the drawdown curve, intersect
the latter, and thus the discharge of a vacuum well is primarily controlled
by the extent of vacuum in the well, rather than by the hydraulic gradient
pertaining to the drawdown curve. A three-phase seepage region is developed
in the vicinity of the well where, depending on the perviousness to air of the
capillary zone, smaller or larger amounts of air may enter the well interior.

A common feature of investigations both at home and abroad is the
failure of presenting, either from the theoretical or the practical aspects of
the problem, a comprehensive picture of phenomena involved in dewatering
operations. Thus, further extensive fundamental research is needed before a
generally accepted hydraulic approach can be developed.

From among the evidence of similar efforts made abroad, the works
of N. R. Arutjunjan [1], J. Chapman [2],V. M. Degtjarev [3], G. Gartner
[4], M. B. Grigorjev [5], J. Jesenak [6], H. Matschak [13], and G. M.
Mariupolskij [14, 32] are worth mentioning.

Recognizing the need for additional information on the subject, the
Building Research Institute, Budapest, invited early in 1963 the Chair for
W ater Management, Technical University for Building and Transport Eng.,
Budapest, to continue the model studies started in 1962 [19].

A brief summary of results attained by these recent studies is presented
in this paper. Hydraulic phenomena occurring during dewatering of construc-
tion pits excavated in uniform and non-uniform soils, are dealt with in the
first and second parts, respectively.

1.1. Description of the model

Before embarging on a discussion of hydraulic conditions the hydraulic
seepage model will be introduced (Fig. 2).

The total length of the seepage space (tank) was 380 cm, at a width
of 60 cm and a height of 65 cm.

Naturally, if the construction pit is flanked on both sides by well rows,
then investigations extending to half of the total tank length are also satis-
factory.

The width of the construction pit is 20 cm and its bottom elevation
above the impervious layer (m) is variable.
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The centerline of the row of vacuum wells is displaced relative to the
centerline ofthe construction pit by 21,7 cm, so that there is a constant distance
of 11,7 cm between the well row and the top of the pit-slope. Wells in a row
can be spaced at different intervals. In the experiments to be described below,
spacings of 20, 30 and 60 cm were used. As an extreme condition 0 spacing,
i.e. the case of a vertical slit, was also studied. The diameter of the well pipe
was 15 mm, that of the suction pipe 5 mm, while the overall diameter of the
gravel filter built around the well was 30 mm. The well pipe was perforated

Fig. 2. Main dimensions and design of the model

to a height of 12 cm above the impervious layer, while the height of the gravel
filter was 22 cm. The lower, open end of the suction pipes was 8 mm above well
bottom. In this paper the vacuum created within the wells — expressed as
height of water column s — will always be related to the original ground
water table.

From the suction pipes water (or the mixture of water and air) is for-
warded into the header pipe, and thence into a cylindrical tank permitting
the separation of water and air.
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The thickness of the soil layer in the seepage tank is 65 cm, while the
undisturbed ground water depth is 50 cm.

Comparing the geometric dimensions of the model described above with
conventional prototype dimensions, a geometrical scale factor of about [fea 6
is obtained.

Physical constants of the soil used in the seepage tank were:

1. Sand of type 1: Effective particle size: Dm= 0,12 mm; Uniformity
coefficient: U = 3,2; permeability coefficient: k = 7,8X10~3

2. Sand of type 2: Dm==10,085 mm; U = 1,7; k — 6,5X 10~3 cm/sec.

3. Silt soil of type 3: Dm= 0,008 m; U — 2,94; k — 2,8 X10~4 cm/scc.

Terrain

Fig. 3. Interpretation of piezometric heads in a seepage system involving vacuum wells

As was explained in detail in a previous paper [21], the model law of
seepage is not fully understood yet, in the strict hydromechanical sense of the
word. Data obtained from the model are therefore given a primarily qualitative
interpretation, with the main emphasis laid on evaluating characteristic
features ofthe phenomena involved. For getting a clearer insight into problems
associated with the model law of seepage, investigations are being conducted
with the objective of comparing corresponding phenomena in the model and
prototype.

Before proceeding further, the interpretation of piezometer heads in the
present paper should be explained (Fig. 3).

The potential (=pl/y -f-z) at point A is regarded as positive in this
interpretation, since the corresponding piezometric head is higher than the
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upper plane of the impervious layer (z = 0). From the value p/y the presence
of a two-phase seepage range may he inferred, since the corresponding head
reaches to above the tapped corresponding point.

Point C is in the vacuum space created by the well, which is reflected
also by the circumstance that the head ply is below the tapped point.

Point B assumes an intermediate position between the two conditions,
inasmuch asp/y is at the elevation ofthe tapped point (free water surface, which
is acted upon by atmospheric pressure p 0).

The levelpjy at point D is similarly below the point tapped. Consequently
point D also lies in the vacuum space.

2. Dewatering of construction pits excavated in uniform soil

2.1. Optimum well spacing

The optimum spacing () of wells in a row running along a construction
pit is controlled by a combination of numerous factors:

I = f(k, p, Z 12 711 ®4 ®2, &3, ©4),
where

=
)

the permeability coefficient of the soil, p is the vacuum created in the soil,

is the height of the perforated section of the well pipe,

the height of the gravel filter around the well, incorporating its design

is the depth to which the construction pit is excavated,

is a factor depending on the situation of the perforated well section relative to the con-

struction pit representing, in general, effects associated with the external boundary con-

ditions of the seepage system,

®2 is a factor depending on the uniformity of the soil representing, in general, effects associated
with internal hydraulic boundary conditions of the seepage system,

3 is a factor depending on the amount of air drawn into the wells, and

®4 is a factor indicating whether the well is fully, or partially penetrating the aquifer.

7

€3

Dewatering processes will be considered in the following for different
well spacings I' in the model. Sand of type No. 1 was used in these experi-
ments.

1. At a well spacing I' = 30 cm the distribution of @ in the case of a
vacuum s/H = 1,05 is illustrated in Fig. 4 (s is the vacuum created in the well,
expressed as height of water column, H is the depth ofthe undisturbed ground
water layer). At the row of wells the drawdown surface is lowered practically
to the well bottom, i.e. to the level of a water column corresponding to the
vacuum in the well. This is at the same time indicative of the fact that as the
vacuum in the well is increased, the row of wells tends to approach hydraulic
conditions arising normally in a vertical slit.
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30 cm, S/H = 1,05 m/H = 1,0. K= 7,8 X 10~3cm/sec

Fig. 4. Hydraulic conditions for V
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2. At a well spacing I' = 20 cm the phenomena described above become
even more pronounced (Fig. 5, s/H = 1,0).
3. Hydraulic conditions pertaining to a well spacing I' = 0, i.e. to the

case where a vertical slit is operated in a manner similar to that of vacuum
wells, are indicated in Fig. 6 (e.g. for a vacuum in the slit corresponding to
the values s/H = 0,95). Taking into consideration conditions arising in the

Fig. 5. Hydraulic conditions for T = 20 c¢cm, s/H = 1,0, m/H = 1,0.k = 7,8 X 10~3cm/sec

case of identical vacuum values, such as is displayed in Figs 4, 5 and 6, further
discharge data illustrated in Fig. 7, it will become apparent that in the range

0 <;I' [em] < 20,

the process of dewatering follows an almost identical trend as regards both the
position of the drawdown curve and the discharge pumped from the wells.

Optimum well spacing is influenced by numerous factors, of which the
coefficient k and the uniformity of the soil play the most important parts.

If the vacuum in the well (or slit) can be increased beyond the level
pertaining to conditions shown in Figs 4, 5 and 6, then the drawdown curve
retreats from the perforated section. At the same time air is drawn into the
soil and hence into the wells through the terrain surface, the side wall, or
bottom of the construction pit (Fig. 8). Certain quantities of air are, however,
conveyed in the suction pipe already before this condition is attained, since
the air entrapped in water separates as pressure is reduced.
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Fig. 6. Hydraulic conditions forV= 0cm, sjH = 0,95, m/H= 1,0.Kk= 7,8 X 10-8
cm/sec

G

Q (cm3min)

Fig. 7. Discharge data for different well spacings
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Fig. 8. Hydraulic conditions in the case of a drawdown surface removed from the row of
wells. V — 20 cm, s/H = 1,96

2.2. Effect of air-permeability at the side walls and bottom *
of the construction pit on hydraulic conditions

In coarse-grained soils the capillary zone in the region above the per-
forated well section may not provide effective air sealing and then, depending
on the magnitude of vacuum in the well, certain amount of air may leak
into the well. This condition is illustrated in Fig. 8. This situation becomes
more severe as the construction pit is excavated, inasmuch as the lower parts
of the pit are usually separated from the perforated well section only by a rela-
tively thin soil layer. As a result of lagging, or sheet piling, only a certain
portion of the pit walls is directly exposed to air of pressure p0. Hydraulic
conditions in the immediate vicinity of the well row are obviously affected
by the amount of air entering the soil through this surface, and also by the
conditions of entrance. In order to gain information about the order of magni-
tude of this influence, the following conditions were observed at a well spacing
of I' = 20 cm in soil type 1. (The construction pit is flanked at both sides by
a row of wells.)

1. If the air-impervious side wall of the construction pit excavated to
the impervious sublayer is perforated over the top portion only (Fig. 9), then
the ¢) = -j-0 line follows a horizontal trend in the vicinity of the well and is
perpendicular to the lower air-impervious surface of the construction pit.
It was concluded therefrom that from the horizontal direction water, from the
vertical direction — as in the case illustrated in Fig. 8 — air leaks into the well.
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Figs 9—10. tp distribution for different air permeability at the pit side wall. [s/H = 1,83, T = 20 cm, m/H = 0
(Fig. 9); s/H = 1,62, 7 = 20 cm, m/H = 0 (Fig. 10)]
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2. If the entire side wall of the construction pit is air-pervious (with
openings occupying e.g. 2,5% of the total surface as in Fig. 10), then the
resulting shape ofthe = "0 line will considerably depart from that observed
in the previous case. From the curvature conditions of the line the following
conclusions were derived:

a) The initially curved then straight section between the well row and
the side wall of the pit reflects flow conditions of air leaking through the
side wall.

b) The moderately sloping section of the line = ~0 above the per-
forated well section is indicative of air intake from the terrain surface.

c) The section of the @= "0 line which displays a downward curvature
suggests the range of water seepage.

The rate of air intake depends primarily on the amount of moisture
contained in the soil. Thus, there are contradictory requirements to be satis-
fied: as far as dewatering is concerned, the primary objective is to minimize
the water content of the soil in the vicinity of the construction pit. However,
this involves a loss in the airtightness of the soil layer. The optimal solution
of the problem eventually depends on the coefficient k of soil, beyond a certain
value of which the operation of the dewatering system is hardly affected by
the amount of air leaking in.

2.3. Possibility of dewatering a construction pit
with a single row of vacuum wells

At the dewatering operations economic considerations would frequently
call for a single well instead of one on each side of the pit.

Investigations carried out in this problem were concerned with wells
fully penetrating the waterbearing layer down to the impervious stratum.
The wells were spaced at I' = 20 cm in the model built by using soils of types
No. 1 and No. 2. The solution of the problem is given by the functional rela-
tionship

S

m j
i

where, with reference to the notations explained in Fig. 12, h denotes the ver-
tical distance of the drawdown surface above the impervious layer in the plane
of the pit wall situated farther from the well row. Besides the parameters
mentioned previously, m denotes the vertical distance of the pit bottom above
the impervious layer. In view of the relatively coarse soil, considerable air
intake should usually be anticipated, especially in the range of higher vacuums.
For this reason a similar case should be considered (Figs 11la—c).
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In the case outlined in Fig. 11a, the lateral extension of the vacuum
space is considerable, and thus from the hydraulic point of view favourable
conditions ensue for dewatering the construction pit. The ratio h/H is no higher
than 0,07. On the other hand, from the relatively flat slope of the @= "0 line
it would follow that air intake from the gradually deeper construction pit
would become intensive.

As the construction pit is excavated the following observations can be
made (Fig. lib):

a) Vacuum in the wells is reduced (e.g. from 1,70 to 1,62) as the pit is
deepened. This becomes understandable if it is considered that deepening of
the pit creates increased opportunity for the entrance of air into the soil and
thus into the wells.

b) The extent of the vacuum space (shaded area) around the wells
decreases as the construction pit is excavated. This can also be related to the
increasing intensity of air flow.

c) Atthe same time as the vacuum space around the well was observed
to contract, the drawdown surface on the left-hand side rose slightly, although
the magnitude of vacuum within the well remained practically unaltered.
Accordingly the previous value h/H = 0,07 increased to h/H — 0,12. A probable
explanation for this can be given as follows: When pumping under conditions
illustrated in Fig. 11a, there is still a soil layer of considerable thickness
(m/ff =3 0,9) under the construction pit. As a result, the vacuum around the
well is extended to a greater distance and thus the drawdown surface isremoved
from the well row, respectively, from the bottom ofthe pit, since the drawdown
surface is lowered in such cases to a greater depth. If, on the other hand, the
construction pit is gradually deepened, the situation as regards the drawdown
surface is reversed. This was the reason for the increase of h/H.

Atm/H = 0,i.e. once the construction pit was deepened to the impervious
layer, the so far continuous seepage system developed into two separate systems
(Fig. 11c). The seepage field containing the row of wells continues to be influ-
enced by vacuum, while the other bounding on the opposite side of the con-
struction pit is no longer a vacuum system, but one in which gravity and fric-
tion (in coarse-grained soils these are the principal forces) assume predominance.
As far as hydraulics are concerned, this system represents the well-known
seepage phenomenon towards a vertical slit.

The question to be answered by the designer now is to determine the
depth to which the construction pit can be excavated for a given vacuum in
the well. This problem has been extensively investigated using a single row
of wells in different soils and results can be summarized as follows (Fig. 12):
The ratio h/H is hardly affected by using a soil having a fc-value of 10-3 instead
of one of 10-4 cm/sec.

As a general conclusion it could be established that a single row of wells
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Figs 1la—c. Hydraulic conditions with a row of wells at one side of the pit. s/H = 1,70, /” =

(Fig. 11a);

s/H =

1,62, T =

20 cm, m/H =

0,47

(Fig. lib); s/H =

1,60, V =

20 cm, m/H =

20 cm, m/H =
0 (Fig. 1lc)

0,90
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at one side of the construction pit can be used where the ground water table is
to be lowered to a relatively small depth only. Naturally, conditions of dewa-
tering can be improved by reducing the spacing of wells.

Fig. 12. Chart of the function h/H =f(s/H, k) mV = 20 cm

2.4. Vacuum wells with the perforated section
penetrating into the impervious layer

The objective of these experiments was to furnish information on the
advisability of extending the perforated well section into the impervious
layer.

a) Hydraulic problems arising in connection with the operation of a well
row at each side of the pit will be dealt with first. Conclusions derived can be
summarized, with reference to Figs 13 and 14, as follows:

R ows of vacuum wells operated in this manner also create a two-dimen-
sional seepage field (disregarding conditions developing in the immediate
vicinity of the well).

The shape of the drawdown surface is entirely similar to that observed
with the wells penetrating the water-bearing pervious layer only. In this case,
however, the drawdown surface is situated a bit higher.

The difference between the two well designs becomes more significant
when discharges are considered. The discharge Q' yielded by the well penetrat-
ing into the impervious layer at a vacuum sjH 1,0 is in fact only about
60% of the discharge Q" withdrawn from the other well type:

100 **60% .
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Fig. 13. Hydraulic conditions with vacuum wells extended on both sides into the impervious
layer. s/H = 1,10, V --20 c¢cm, m/H = 1,0

Q(cnt/min)

Fig. 14. Comparison of the discharge yielded by wells extended on both sides of the con-
struction pit into the impervious layer, with the discharge of partially penetrating wells
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The development of the dewatering process is obviously influenced by this
difference. The following can be offered as an explanation for the reduction
of discharge: the highest vacuum in the seepage system is created under the
top of the impervious layer, rather than under it. Thus suction becomes effec-
tive in an upward direction, through the relatively thin annular space filled
with gravel which forms the filter. In the seepage field in the immediate vicin-
ity of the well mantle, flow conditions resembling those around a point-sink
are created, and offer a resistance to seepage flow sufficient to account for the
reduction of discharge mentioned above. This case may be regarded as a con-
vincing illustration of the principle that in any seepage system the
hydraulic role played by the smallest seepage cross section is of fundamental
significance.

On the other hand, as far as the quantity of air entering the wells is
concerned, the wells penetrating into the impervious layer are superior to
those remaining above it. This circumstance can be traced back to the improved
air-sealing properties of the capillary zone under these hydraulic boundary
conditions.

From the information described above it was inferred that the use of
well rows at each side of the pit, penetrating into the impervious layer, may
be justified in coarse-grained soils where the entrance of excessive quantities
of air is undesirable.

b) Hydraulic conditions arising during the operation of a single well row
at one side of the pit will now be surveyed.

The drawdown surface pertaining to a vacuum s/H = 0,91 in the well
is established at a relatively high level, as illustrated in Fig. 15a. The reason
for this is that the surface of the gravel filter around the well draining the
seepage system is small (12 cm high). No air was drawn into the wells, which
consequently operated as well-points. It will be perceived that at the left-hand
sidewall of the pit, at point A, the density of seepage flow lines originating
from the three-phase field (the capillary zone) is increased (Picture 1).

Hydraulic conditions pertaining to a vacuum s/H = 1,92 in the well
clearly show the hydraulic features associated with the operation of vacuum
wells penetrating into the impervious layer (Fig. 15b). In the vicinity of the
well the extension of the vacuum field situated under the = "0 line is
relatively smaller than that observed at the same drawdown in the case of
wells partly penetrating the pervious layer. Since, however, the depression
in the well becomes effective in the impervious layer, i.e., at a deeper level,
and drainage is effected there, the drawdown surface can be lowered in this
case also, as indicated by Picture 2. The fundamental difference between the
drawdown surfaces produced by well rows sunk to the two different mentioned
depths is, that drawdown surfaces pertaining to wells penetrating into the
impervious layer are situated higher at all vacuum values in the wells. At a
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Figs 15a—b. Hydraulic conditions around a row of wells extended on one side of the pit
into the impervious layer
A-distribution applies to the vertical plane at mid-distance between two adjacent wells.
s/H= 091, = 20 cm, m/H = 0,50 (Fig. 15a); s/H = 1,92, V= 20 cm, m/H = 0,29
(Fig. 15b)
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Picture 1. Seepage flow lines pertaining to Fig. 15a

Picture 2. Seepage flow lines pertaining to Fig. 15b
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ratio in the range s/H = 1,0 the difference has an order of magnitude of
about 10 to 15% [21].

The analysis of discharge data leads to the following conclusion:

An important fact demonstrated by the rating curve is that discharges
practically cease to increase in the range

s

> 1,4,

H
This is probably due to the considerable drop in the air-sealing properties of
the capillary zone, which occurs in this range (in soils having a permeability
coefficient k ~ 10~3cm/sec). This is indicated by the relatively narrow vacuum
field around the well in Fig. 15b. Consequently, vacuum becomes effective
primarily in the vertical direction.

Comparing discharge data from the two types of well, it can be observed
that in the range s/H = 1,0~1,5 the discharges yielded by the wells penetrating
into the impervious layei are only about 60 to 70% of that withdrawn from
the other well type. The progress of dewatering in time is slightly modified
by this circumstance.

As a conclusion it can be established that vacuum wells penetrating
with their perforated section into the impervious layer become — from the
point of view of hydraulics — especially advisable, when the intention is to
exploit the air-sealing properties of the capillary zone. Operation of the dewa-
tering equipment may be more trouble-free in such cases.

2.5. Process and conditions of air flow to vacuum wells

Certain quantities of air are inevitably entrained in vacuum wells. In the
strict sense of the word, pumping of an air-water mixture from the wells can
only be considered. Conditions of air intake investigated as characteristic are
illustrated in Fig. 16. A single row of wells is located at the side of the con-
struction pit. The impermeability coefficient of the soil is k = 7,8 X 10~3
cm/sec (soil type No. 1). Three characteristic condititions will be considered:

Case 1. m/H = 0,90, s/H = 1,70. Air drawn into the well originates
from three different sources, which can be distinguished with the aid of
curve 1.

a) Relatively laige quantities of air are drawn into the soil through
the terrain surface lying to the right of the construction pit. This was indicated
by experiments in which smoke was used as tracer material [21]. In a direction
perpendicular to that of the constiuction pit the rate of intake (i> cm/min)
is variable, as indicated by curve 1, with the highest rates occuiring at the
terrain surface slightly to the right of the well row. This should be expected,
since excavation of the construction pit has been started and its bottom is
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closer to the perforated well section than the terrain surface. Highest intake
rates might occur at the centerline of the well if no excavation had taken place
from the construction pit. The distance over which appreciable air intake
occurs is laigely comparable to the depth of the well bottom under the terrain.

b) Highest intake rates occur at the bottom of the construction pit. This
was to be anticipated, since this is the closest to the perforated well section.

¢) As a consequence considerations outlined under a) and b), the devel-
opment of flow conditions over the surface between points A and F, as in-
dicated by the dashed line of curve 1, may well be assumed.

d) Only a negligibly small quantity of air is drawn in from the terrain
surface at the farther side of the construction pit.

Case 2. m/H = 0,25, s/H = 1,60. Vacuum in the well is slightly reduced
in comparison to the former value, since owing to the deeper excavation of
the pit more air is given the opportunity to enter the well. Relying on curve 2,
which is characteristic of the rate of air intake, the following conclusions can
be arrived at:

a) Over the terrain surface lying to the right of the construction pit
intake occurs very similarly to the case illustrated by curve 1, however, at
a reduced rate. This follows from the fact that owing to the greater depth
of the construction pit the principal direction of air intake became perpen-
dicular to the vertical side wall of the pit, i.e. horizontal.

b) No significant air intake occurs from the bottom of the pit, indicating
that the bottom is excavated to the greatest possible depth from the point
of view of dewatering, since the region under the bottom is practically a two-
phase one.

¢) From point b) it follows that — as demonstrated also by experi-
ments — no intake of air occurs between points C and D.

d) Through the surface of the construction pit between A and F' the
intake of air follows probably according to the indicated curve 2.

Case 3. m/H = 0, s/lH = 1,60. Information on this case is contained in
curve 3. In comparison with the former cases the situation became simpler:

a) The character of seepage through the soil surface between points A
and B is the same as in the two previous cases, but its rate is reduced because
of reasons already explained.

b) Between points A and F' on the side wall of the construction pit air
intake follows probably according to that illustrated by curve 3.

Conclusions arrived at in connection with Fig. 16 must not be extended
to soils having an arbitrary k value, since conditions of air intake may be sig-
nificantly affected by the air-sealing properties and functions of the capillary
zone [21, 24]. These conclusions were fully verified by experiments canied out
using a soil with a permeability coefficient Kk — 2,8 X 10-4 cm/sec (soil type 4),
which revealed fundamental differences with respect to seepage conditions
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in soils having a permeability coefficient of 10“3 cm/sec order of magni-
tude [211.

Under conditions prevailing in Fig. 16 the seepage system may be divided
into the following characteristic parts (Fig. 17):

o) The space denoted as | under the drawdown suiface (acted upon by
the atmospheric pressure p 0) is a two-phase region.

R) After passing through the drawdown surface, water particles through

Vacuum well
Water+o. Terrain

Fig. 17. Typical hydraulic conditions around the row of vacuum wells in the case of air motion

the three-phase region denoted as Il attain the part of height DE of the per-
forated well section.

y) The capillary zone (denoted IIl), which is essentially a three-phase
region, is situated above this space.

0®) The space through which air is drawn to the part of height GJ of
the perforated well section, is situated at the top. Inasmuch as there are no
significant water quantities between the soil particles, this region may be
considered — from the point of view of hydraulics — approximately as a
two-phase one.

2.6. Pressure distribution in a seepage field involving vacuum wells

2.6.1. As demonstrated by earlier researches [23], the movement of air
in a granular medium can be described within certain ranges of movement
with the aid of Laplace’s equation for irrotational motion, i.e., the flow-net
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approach to seepage can be applied. From the theoretical works of Lejbenzon,
Muskat and Botset it is well known that for the movement of air in a granular
medium Laplace’s equation assumes the form

2, v, M =0
8a2 dy2 dz2

The equation applied to the motion of fluid has the form

82p QP , 8Y =0Q
dx2 dy2 8z2

The difference between the two is that in the case of air flow the pressure
value p2 must be substituted instead of p. Thus it follows that the flow of
different fluids, including air, yields to a relationship of general validity.

It should be obvious from the foregoing that the motion of air in the
soil pores is also accompanied by a head loss (Figs 18a—b): the vertical slit
exemplified is perforated over its lower part. As a result of the vacuum created
therein, air is drawn through the soil surface under the atmospheric pres-
sure pO.

A comparison of lines connecting points of equal pressure in Figs 18a
and b Avili reveal the similarity of these lines, (i.e., the shape of the flow-net
remains practically unchanged) but the pressure values pertaining to individual
pressure lines show changes corresponding to the vacuum created in the slit.
This conclusion would he entirely correct also in the case where instead of air,
water would be drawn into the slit. The soil e.g. should be filled up to terrain
level with water and the waterlevel on the soil surface should be permanent.
The shape of pressure lines pertaining to seepage remains the same as in Figs
18a—b after a depression is created in the slit. Thus it follows that both the
flow of air in the granular medium and the seepage of water yield to the laws
of potential motion. It should be added that this conclusion was verified at
the Building Research Institute by L. Molnar in a model relying on electric
analogy for its operation. There is a full agreement between observed pressure
and the corresponding air-flow data.

The validity of the flow-net approach is demonstrated convincingly by
Fig. 19. With the notations given in the auxiliary diagram, the depth m
below the terrain surface of points along the wall is plotted on the horizontal
axis, while percentage values of pressures (—p) prevailing in the corresponding
points are indicated on the vertical axis. Pressure in this case is identical with
potential, since the specific gravity related to air is y »# 0. In this coordinate
system measured values, peitaining to arbitrary vacuum values in the slit,
fit well to the same curve, regardless of the k coefficient of the soil used in
the experiment. Consequently the shape of potential lines remains unchanged,
although the lines assume different values.
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2.6.2. In the knowledge of potential distribution for air flow the resultant
potential distribution in the seepage system created by vacuum in the wells,
can be traced (Fig. 20). The main features of this system can be summarized
as follows:

Figs 18a—bh. Potential distribution in the case of air suction from the vertical slit (vacuum
levels in the two figures are different)

a) In the region between points A, B and C the value of p/y is positive,
since this region is situated below the surface of pressure pO0.

b) In the region included between the lines CD, DE, EF and FB and
situated above the curved line connecting points B and C (along which line
the atmospheric pressure p 0is prevalent) ply values are negative (the ply level
is below the elevation of the point considered).
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Fig. 19. Evidence for the validity of the flow pattern

¢) In the region bounded by the lines A, D, E, G and H negative ply
values prevail.

d) The pressure acting on the terrain surface is p 0.

Information on pressure distribution offers the possibility of studying
the model law relating to dewatering with the aid of vacuum wells. The general
features of air- and water seepage being known, a reasonable, hydromechani-
cally correct comparison of phenomena observed at different scales should
encounter no obstacles.

3. Dewatering of a construction pit excavated in non-uniform
soil with the help of vacuum wells

Experiences gained in the course of dewatering operations in many cases
showed the difficulties encountered because of the non-uniformity of the soil.
In such soils hydraulic conditions of dewatering are more involved than those
occuning in uniform soils. For this reason it was felt necessary to extend
investigations to this aspect of the problem as well. The subsequent part of
the paper will be concerned with particularities of dewatering processes in non-
uniform soil profiles, as illustrated in Fig. 21.
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Vacuum well

Fig. 21. Particulars of soil profiles. V= 20 cm
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3.1. Description of studied non-uniform soils

The considered soil profiles can be grouped as follows:

A) Uniform soil of type 1. Furnishes basic information for comparison
with seepage phenomena in non-uniform soils.

B) Uniform soil of type 2. Furnishes also basic information for compar-
ison with seepage phenomena in non-uniform soils.

C) At mid-depth of a uniform, permeable layer a thin, horizontal
impervious layer of plastic foil is placed.

D) The upper part of the permeable layer consists of soil type 1, while
the lower of soil type 2. The ratio of the respective permeability coefficients is
kf/lka — 23,2.

E) The upper part of the permeable layer consists of soil type 1, while
the lower of soil type 3. The ratio of the respective permeability coefficients is
kf/ka = 11,8.

F) The upper part of the permeable layer consists of soil type 1, while
the lower of soil type 2. The ratio of the respective permeability coefficients is
kf/ka = 5,0.

3.2. Effect of a thin impervious layer in a uniform aquifer

In the series of experiments C shown in Fig. 21, a thin, horizontal imper-
vious layer is located at mid-depth ofthe ground water layer having a constant
thickness of 50 cm. The ground water layer of depth H is transformed by this
impeivious stratum into two discreet systems revealing independent behav-
iours. Communication between the two systems is possible only through the
annular, gravel-filled ring filter around the wells. Owing to the presence of an
intermediate impervious barrier, dewatering must be realized with the help
of a well row at each side of the construction pit.

As long as vacuum in the wells remains moderate (the value expressed
as height of water column does not exceed H/2), hydraulic properties of
the seepage system resemble those observed in the absence of an intermediate
impermeable barrier, i.e. in uniform soil. This is readily understandable by
taking into consideration that for water particles moving above the inter-
mediate impervious barrier the vertical component of the corresponding veloc-
ity vector is significantly smaller than their horizontal component (Fig. 22a).

At vacuum values increased beyond H/2 it was noted with interest
that free drawdown surfaces developed in both the upper and the lower strata.
On both drawdown surfaces the atmospheric pressure p0 was prevalent
(Fig. 22b).

In the upper stratum the depth of the two-phase water layer becomes
practically zero in the closer vicinity of the well row. Thus it follows that water
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Figs 22a—b. Potential distributions in the presence of an intermediate impervious barrier for smaller depressions in the
well. S/H = 0,404 and 1,68, m/H = 1,0 and 0, V= 20 cm
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from the upper stratum is conveyed by a three-phase seepage system to the
ring filters surrounding the wells. Since the wells were spaced at ' = 20 cm,
and other conditions permitted excavation of the construction pit down to
the impervious sublayer, this meant that all the water from the upper stratum
could be conducted through the ring filter to the perforated well section
(Picture 3).

Flow lines originating from the two-phase seepage field intersect the
free drawdown surface in both the upper and the lower stratum. W ater enter-
ing through the gravel ling filter into the lowei stratum was observed to spread

Picture 3. Seepage flow lines pertaining to the"]liydraulicrconditions in Fig. 22 b

first in a fan-like manner in the vacuum space forming the closer environment
of the wells. Subsequently these water particles joined the path of seepage
towards the well from the lower stratum and thus were conveyed to the per-
forated well section. The development of this particular seepage pattern is
obviously also affected by air moving towards the wells. From these observa-
tions it became apparent that under the conditions prevailing, the suction
effect from the lower stratum was adequate for the complete drainage of the
upper stratum. In this process the contribution of air drawn in through the
lower part of the pit side wall and flowing through the pores, may be assumed
to be significant, as the conveyance of water to the drainage points is promoted
thereby.

In fine soils having a permeability coefficient lower than k = 10-3
cm/sec used in these experiments, complete drainage of the upper stratum
through the gravel ring filters surrounding the wells is less likely to occur.
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In such cases the vacuum space developed in the soil around the gravel ring
filter at the level of the intermediate barrier, is no longer sufficient to induce
complete drainage. Development of this situation is supported by taking the
fact into consideration that owing to the air-sealing effect of the capillary
zone, decreasing quantities of air are admitted through the soil layer above
the impervious barrier to the gravel filters. Through the capillary zone above
the gravel filter water may proceed to the side wall of the construction pit,
and may even appear on the face at the height of the impervious barrier.

Terrain

Fig. 23. Alternative designs and arrangements of gravel cylinders for drainage

Dewatering may be solved by two alternative solutions:

a) By reducing the well spacing, with the objective of intercepting all
seepage water before the construction pit and conveying it to the perforated
well section.

b) The same objective can be achieved by the gravel cylinders illustrated
in Fig. 23. These are widely used in engineering practice both at home and
abroad for a variety of purposes. Their application in dewatering operations
using vacuum wells is also advisable, for besides the possibility of a technically
sound solution, they prove to be economical as well.

For deciding on the location of gravel cylinders, optimum drainage con-
ditions must be determined. As will be perceived from the figure, gravel cylin-
ders can be located in the immediate vicinity of the well row (eventually
between the wells of a low, e.g. at point 1), or at a greater distance from the
well row (point 2, unless there are interfering buildings or other structures).

Discharge data are contained in Fig. 24. Discharges obtained in the
presence of an intermediate impervious barrier can be compared fairly well
with corresponding values obtained for uniform soils. (The comparison is of
an approximating character, since seepage factors involved in the development
of individual curves were not identical.)

As revealed positively by the central rating curve, the effect of non-
unifoim soil conditions resulting from the presence of the intermediate barrier,
assumes significant proportions when the drawdown s exceeds Hj2 (at s ~
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~ 0,7 H), inasmuch as it is this part of the curve which departs from the rating
curve representing uniform soil conditions.

From the comparison of the two curves representing the presence of an
intermediate barrier, it will become apparent that any increase of well spacing
in the row is accompanied by a reduction of the water volume which can be
withdrawn from a hand of the same width.

Q (cm3min)

Fig. 24. Discharge data

3.3. Conditions of dewatering in a horizontally stratified aquifer

Conditions of dewatering occurring in soil profiles denoted D, E and F
in Fig. 21 will be considered in greatei detail below.

Dewatering with the aid of a single row of wells at one side of the con-
struction pit is illustrated in Figs 25a—b. At first glance these diagrams will
already reveal fundamental differences witli respect to hydraulic conditions
discussed so far. Conclusions derived from these figures can be summarized
as follows:

a) In the lange of smaller depressions in the well the drawdown surface
can only be lowered very little. As demonstrated by Fig. 25a the drawdown
surface occupies high position even at a ratio s/H — 1,06. (In a uniform
layer the drawdown surface was already removed from the perforated well
section at this depression ! [21, 23]) The reason for this is that the lower
layer, which is less permeable than the upper one, offers a higher hydraulic
resistance to seepage. Therefore, water is conveyed in the upper layer to the
well row, and it is only in the vicinity of the latter that water particles begin
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Figs 25a—Db. Potential distribution and development of the drawdown surface in soil profile D. s/H = 1,06 and 1,68
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to move downward, towards the perforated well section. Hydraulic conditions
could not be improved appreciably by extending the gravel filter surrounding
the well, up in the upper layer, since water would continue to seep from la-
terally both directions in the upper layer to the single row of wells.

b) In the range of higher depressions the extension of the vacuum space
around the well is conspicuously smaller than in the case of a uniform soil [33].
This is clearly supported by Fig. 25b.

The reason for this isthat the vacuum space formed is practically drowned
by water from the upper layer. Along the layer interface no wide band is

Vacuum well

Fig. 26. Interpretation of the function h/H = [/ (s/11, kj/ka) for the soil profiles A, D, E and F

formed through which air could find access to the wells, and thus air in the
granular medium has no opportunity of spreading and thus to displace the
drawdown surface downward and lateially. In the case shown in Fig. 25b,
some air was already being drawn into the wells, which was a result of deepen-
ing the bottom of the construction pit. Evidently a slight discontinuity already
developed in the capillary zone.

c) As revealed by Fig. 25b, the air sealing properties of the capillary
zone are effective.

d) With a row of wells contemplated at one side of the construction pit
only, the deepest elevation to which the bottom can be excavated will be ob-
tained by examining the functional relationship (Fig. 26)

M

a 7 klJ

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



HYDRAULICS FOR LOWERING THE GROUND WATER TABLE 103

Comparing curve A relating to a uniform layer of soil type 1 (k =
= 6,5 X 10~3 cm/sec) with that relating to the top soil profile denoted D,
it will become apparent that deepening of the construction pit is adversely
influenced by the presence of the lower layer of low permeability. The effect
of the latter is that the drawdown curve in the vertical of the value h (for an
explanation of notation reference is made to Fig. 26) is not lowered below
the interface between the two layers, but remains permanently in the upper
layer. The situation would hardly be better if the gravel filter would be extend-
ed into the upper layer, since seepage flow in the upper layer would still
remain essentially horizontal in the vicinity of the wells and the construc-
tion pit.

Thus high h/H values are indications of the circumstance that in the
case of a ratio kf/ka= 23,2 the height of the layer interface above the imper-
vious sublayer is of decisive importance for dewatering the construction pit.

Further evidence gained during continued investigations also corrobo-
rated to the conclusion according to which, in the study of the role played
by the ratio h/H, the fundamental problem consists in solving the functional
relationship

(for an explanation of notations reference is made to Fig. 26). Investiga-
tions were based on the assumption of Hf = Ha (Fig. 25a). Quite obviously*
conditions for dewatering deteriorate if

Hf < Ha.

In the case of a well row at each side of the construction pit, dewatering
occurs under conditions which are slightly better than in the case of a single
row at one side of the pit only.

From the information gained during the model tests described above,
the general conclusion can be anived at that in every case, where pieliminary
soil explorations indicate a ratio between permeability coefficients of the upper
and lower layers

kf/ka ** 20,

i.e. one of a relatively high order of magnitude, adverse conditions for dewater-
ing are to be anticipated, since seepage conditions are greatly influenced by
the non-uniformity of the soil.
For
kf/ka -m 1
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the permeable soil becomes of an increasingly uniform structure. The funda-
mental problem for the designer is to determine the ratio beyond which the
soil may be regarded as uniform.

In the case of the soil profile denoted E, the difference over profiles con-
sidered so far is that the lower layer is of a coarser gradation. Thus the ratio
of permeability coefficients is also lower:

*£ = 65x10~3 =n 8
ka 5,5x10-4

As far as the drawdown surface is concerned, the situation has improved
over that in series D, inasmuch it could be lowered to a slightly lower level.
At low vacuum values, however, conditions are still appreciably poorer than
in the case of uniform soils, because the drawdown surface is still situated
above the layer interface. (The depth of the construction pit can, of course,
be increased over that shown in the figure.)

At a ratio sjH = 1,50 the situation becomes more favourable. The region
affected by vacuum around the well is considerably larger than at comparable
drawdown values in the wells of series D (Fig. 27).

The role of the capillary zone, however, must still be regarded as unfav-
ourable. This conclusion is verified by Fig. 27, from which it is to be seen
that flow lines in the capillary zone tend to prevent deepening of the con-
struction pit.

Even the ratio kf/ka= 11,8 is to be qualified as adverse for dewatering
with the help of a single row of wells (Fig. 28). In fact, h/H values are, in the
entire range of s/H values, appreciably higher than those observed in the case
of a uniform soil, thus clearly demonstrating that the depth to which the con-
struction pit can be excavated is limited. The effect of the non-uniform char-
acter of the soil is still considerable in seepage conditions, inasmuch as the
drawdown surface is still in the upper layer on the left-hand side of the con-
struction pit, which is away from the row of wells.

Seepage conditions occuriing at the ratio

kf = 6,5X10~3 =5
ka 1,3xio0-3

should be eventually consideied (Fig. 28). This soil profile, denoted F, offers
much better conditions for dewatering than the two previously discussed.

a) The vertical position and shape of the drawdown curve are exactly
similar to the familiar ones observed in uniform soils. The drawdown surface
has no steeply inclined section in the vicinity of the well indicating that water
arriving from the upper layer is conveyed into the well by the lower one,

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



HYDRAULICS FOR LOWERING THE GROUND WATER TABLE

1,52

s/IH =

Potential distribution and development of the drawdown surface in soil profile E.

27.

Fig.
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without offering any significant resistance to its passage. True, the permeability
coefficient of the lower layer is again smaller than that of the upper layer,
but the important circumstance should be noted that vacuum is created also
within the granular soil surrounding the wells. The hydraulic effect thereof
may be regarded as equivalent to an increase of the permeability of the lower
layer. Consequently, the vacuum around the well contributes, in the case of
the soil profile under consideration, to the development of hydraulic conditions
which would otherwise occur in a uniform soil. At a ratio x//xa ® 20 this effect

Fig. 29. Chart of the function h/H = / (k/jka)

was not apparent. The situation was the same at a ratio fc//ka”™ 10, although
h/H became smaller here.

b) The depth to which the construction pit can be excavated, can be
decided on the basis of cuive F in Fig. 26. As revealed by a comparison of this
curve with curve A, the two curves are practically identical, so that a soil
profile corresponding to the ratio kj/ka® 5 may be regarded as uniform as
far as dewatering with vacuum wells is concerned. This conclusion is also
demonstrated by Fig. 29, which illustrates the relationship

(It will be noted that the figure applies to the case, where the thicknesses of
both the upper and the lower layers are constant: H/2.) The figure gives a
clear demonstration of the necessity of determining, on the basis of preliminary
soil explorations, the permeability coefficient of individual layers. The ratio
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of these will give information on the magnitude of difficulties likely to he
encountered as a result of soil stratification during dewatering operations.

In specifying the equation of the set of cuives shown in Fig. 26, the
values s/H, k//ka and h/H should he introduced as dimensionless parameters.
W ith the aid of the correlation, the relationship between these parameters

was found to be
h 1,264 isjo.75

h Wk ~h )

(valid for the range kj/ka > 10). In developing this equation it was tacitly
assumed that the process of dewatering is a two-dimensional one. In practice
this assumption is usually permissible, since pievious investigations [33]
revealed the similarity between hydraulic conditions occurring in the case
of dewatering with the help of vacuum wells and those ensuing around vertical
slits.

In determining the depth to which the bottom of the construction pit
can be excavated, the value h calculated from the above equation should be
increased by about 20 to 30 cm, depending on the grain-size distribution of
the soil, to take care of effects due to the capillary zone.

From the above equation it should become apparent that beyond a ratio
of about kf/lka » 5 the construction pit can hardly be excavated or dewatered
to the desired depth, especially if the thickness of the lower layer Ha is larger
than that of the upper one, Hf. The solution in similar cases may first of all
consist in the application of two well rows. However, even in this case it is
impossible to excavate the construction pit down to the impervious layer if
the well spacing of V.= 20 cm (corresponding in the prototype to about 1,20 in)
is adhered to. The greatest depth (in the model) to which the soil could be
excavated was 0,2 H above the impervious layer. The reason for this is the
considerable wetting effect of the capillary zone, further that the very fine
grained soil under the excavated construction pit tends to hold absorbed
water. As a result of the atmospheric pressure p 0 acting on the bottom of the
pit, no significant vacuum can be created there.

One of the prerequisites of excavating the construction pit down to the
impervious layer is very likely a reduction of the well spacing.

It should be noted that in a uniform soil layer having a permeability
coefficient k = 2,8 X10~4cm/sec, the pit could be excavated without difficulty
to the impervious layer even at a well spacing of I' — 20 cm. This evidence
also points to the conclusion that appreciable water volumes are supplied by
the coarse upper layer to the lower one, thus increasing the difficulties of
dewatering the lower, fine grained layer.
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4. Conclusions

More important results of model experiments carried out at the Chair
for W ater Management, Technical Univeisity for Building and Transport Eng.,
Budapest, in connection with dewateiing with the aid of vacuum wells, are
summarized in the present paper. Conclusions of a general character can be
grouped as follows:

1. More concrete information has been gained on common features of,
and differences between, hydraulics of gravity and vacuum wells (Fig. 1).

2. In the knowledge of pressure distribution in the entire seepage system
involving vacuum wells (Fig. 20), a theoretically exact analysis of seepage
phenomena becomes increasingly possible, together with the rational perform-
ance of investigations into the model law. For designing and construction
practice a scientifically founded approach to similar problems is provided by
these studies.

3. Research into the properties of air flow in granular media contributed
on the one hand to a better engineering understanding of problems involved,
on the other hand to the development of quantitative estimates on the quantity
of air drawn into the wells. The positive verification of the applicability of the
flow-net approach to the motion of air in granular media is considered of
fundamental significance, as far as both theoretical, and practical reseaich,
as well as laboratory pioblems of measurement are concerned.

4. Studies into the concrete evaluation of hydraulic relationships between
air intake developing in the dewatering system, and the boundary conditions
(terrain surface, side walls and bottom of the construction pit, gravel filter
around the well, uniformity of the soil, spatial distribution of soil moisture)
gave practical results (Figs 9, 10, 16, 17, 18a—b, 22a—b, 25b) primarily for
designers and construction engineers.

5. Results obtained by the study of conditions occurring in the course
of dewatering with a row of wells at one or both sides of the construction pit,
provide information on problems of both engineering and economical character.
Ample evidence is available on the considerable influence of permeability on
optimum well spacing within a row (Figs 4—7), on the extension of vacuum
around the wells (e.g. Figs 25a—b) and on the depth to which the construction
pit can be excavated.

6. Conditions of dewatering encountered in non-uniform soils provide
examples of adverse circumstances for designers’ practice (Figs 25a—b, 26
and 27).
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DIE HYDRAULISCHEN VORGANGE BElI DER GRUNDWASSERSENKUNG
DURCH VAKUUMBRUNNEN

G. OLLOS

ZUSAMMENFASSUNG

Die Arbeit befalt sich mit den grundlegenden Fragen der Vakuumbrunnen-Hydraulik.
Nach Darstellung des Zusammenhangs zwischen der Gravitations- und der Vakuumhydraulik,
bzw. der Unterschiede zwischen ihnen, wird die Potentialverteilung behandelt, welche sich
in dem Sickerfeld um die Vakuumbrunnenreihe aushildet. Die Forschungsergebnisse beziiglich
der Eigenheiten der Luftbewegung im granulésen Boden ergeben die theoretische Grundlage
fur die zahlenméRige Bestimmung der in die Brunnen gelangenden Luftmenge. Bei einer Brun-
nenreihe entlang einer oder beider Seiten des Baugrabens liefert die Bestimmung der Luft-
und der Wasserstromung zahlreiche Anhaltspunkte fiir den Konstrukteur (z. B. optimale
Entfernung zwischen den Brunnen, Abteufharkeit des Baugrabens). Die Ergebnisse fir Ent-
wasserungsvorgénge in inhomogenen Bdden illustrieren die Falle unginstiger Entwésserung.

PROCESSUS HYDRAULIQUES DU RABATTEMENT DU NIVEAU
PAR PUITS A VIDE

G. OLLOS
RESUME

L’étude traite des problémes fondamentaux de I’hydraulique des puits a vide. Aprés
analyse des rapports et différences existant entre I’hydraulique des puits filtrants et des puits
a vide, l'auteur étudie en détail le mode de la distribution potentielle produite en cas d’un
abaissement plus fort dans la zone de filtration de la rangée de puits a vide. Les résultats des
recherches relatives au mouvement de I’air dans les sols granuleux fournissent une base thé-
orique au calcul de la quantité d'air pénétrant dans les puits. En cas de rangées de puits dis-
posées sur un ou sur deux cotés de la fouille, la détermination du mode d’écoulement de
I’eau et de I’air offre de nombreuses données utiles au constructeur (distance optimale entre
les puits, possibilit¢é d’enfoncement de la fouille, etc ... ). Les résultats relatifs au processus
d’assechement dans les sols inhomogenes illustrent les cas de drainage défavorables.

rMMAPAB/IMHECKHME TMPOLECCHLI MOIrPY>XEHUA YPOBHA MPYHTOBbIX
BO4 P MNnomMown BAKYYMHbIX KOJ/IOALIEB

r. anaew
PE3IOME

Pa6oTa 3aHWMaeTCsl OCHOBHbLIMM BOMpPOCamMu TUAPaBAMKM BaKyyMHbIX Konoaues. W3na-
raloTcsl CBA3M U OTK/IOHEHUS] MEXAy paBUTALMOHHOM TMAPABANKON W TMApPaBMMKOM Baky-
YMHbIX Konogues. ocne aToro faetca AeTasbHOe onucaHue o6pasa pacrnpefenieHnst noTeH-
UmanoB, (HOPMMPYIOLLEroCA MPW 3HAUYUTENILHOM OTCOCE B (PULTPALMOHHON 061acTU BOKPYT
pAga BaKyyMHbIX KOMOALEB. Pe3ynbTaTbl UCCNEAOBaHWIA CBOWCTB [BUMXXEHMSI BO3fyXa B 3ep-
HUCTOM FPYHTE JAlOT TEOPETUYECKYIO OCHOBY f/151 YMC/IOBOO OMpe/esieHns KONMYecTBa Bo3ayxa,
nonajatoLLero B Konofel. B cnydyae psiga KonoAues, PacrosiokeHHbIX C OAHOM MM ¢ 060Mx
CTOPOH TpaHLLien, onpeaeneHve obpasa [BMXKEHUS NMOTOKOB BOAbl M BO3AyXa AAET MPOEKTaHTY
pAn NCXOAHBIX AaHHbIX (HanpUMep, ONTUMaNIbHOE PAcCTOSHWE MEX Y KOMOAL MU, BO3MOXHOCTb
ycTpolicTBa TpaHLlen). Pe3ynbTaTbl, KacatoliMecss npouecca 0Tcoca BOAbl B MHIOMOreHHOM
rpyHTe, WMIOCTPUPYIOT OTpULATe/bHbIE C/lyyan 0TBoAA BOAbl.
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ELEKTRISCHER EINFLUSS
AUF DIE RHEOLOGISCHEN EIGENSCHAFTEN
WASSRIGER BENTONITDISPERSIONEN

J. BARNA und B. MARSCHALKO
FORSCHUNGSINSTITUT FUR BERGBAU, BUDAPEST

[Eingegangen am 17. Mai 1965]

An — durch Scheren beanspruchten — Bentonitdispersionen wurden die so entstehen-
den elektrischen Erscheinungen geprift und gemessen. Zwischen Scher- und elektrischer
Spannung besteht eine entschiedene Beziehung, deren Gegenseitigkeit besonders zwischen der
elektrischen Spannung und der FlieRfestigkeit auffallend ist. Diese Beobachtung bietet die
Mdoglichkeit, durch elektrische Einfliisse auch den Wert der FlieBfestigkeit und deren thixo-
tropen Wiederaufbaugeschwindigkeit ganz bedeutend zu beeinflussen. Die in Tabellen und
Kurven zusammengefaRten und beigelegten MeBwerte dienen zur Erlauterung der Erscheinung.

1. Einleitung

Wie allgemein bekannt, verh&lt sich jede Bentonitdispersion als ein
plastischer Stoff mit Strukturviskositdt und FlieRfestigkeit, kann also an einem
Teil der FlieBkurve als »Bingham«-Kd&rper betrachtet werden.

Nun konnten wir aber feststellen, daB bei elektrolytarmen Dispersionen
nicht nur ihre »Strukturviskositidt«, sondern auch die FlieRfestigkeit Funktion
der Schergeschwindigkeit ist, und zwar nicht nur bei niedrigen Schergeschwin-
digkeiten, sondern im ganzen Bereiche der FlieRkurve. Elektrolytarme Disper-
sionen kénnen also nicht als »Bingham«-Kd&rper betrachtet werden [6].

Schon bei unseren friheren Untersuchungen sind uns die bedeutenden
Unterschiede zwischen den thixotropen Aufbaugeschwindigkeiten der elektro-
lytreichen und elektrolytarmen Dispersionen aufgefallen.

Wir konnten dies an Dispersionen von Bentoniten verschiedener Her-
kunft eindeutig feststellen. Dariber haben wir unlangst bereits berichtet [6].

Es wurde darauf hingewiesen, dall bei gleicher Konzentration stark
angereicherter — also nahezu aus reinem Montmorillonit bestehenden —
elektrolytarmen Dispersionen die Theologischen Eigenschaften (Viskositét,
FlieRfestigkeit usw.) einen anndhernd gleichen, vom Fundort unabhéngigen
W ert annehmen. Dessen Vorbedingung ist aber — und das ist das wesentliche,
zugleich der Grund der meisten Fehlfolgerungen —, dafl bei jeder Bestimmung
immer der Endwert der thixotropen Regenerierung abgewartet und nur dieser
in Betracht gezogen werden darf.
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Solche Messungen sind aber oft praktisch undurchfiuhrbar, da die thixo-
trope Aufbaugeschwindigkeit meistens so gering ist, dall das Erreichen eines
Grenzwertes oft auch Wochen in Anspruch nehmen kann. Dies hat uns ver-
anlafRt, das Wesen der thixotropen Aufbaugeschwindigkeit und die Mdglich-
keiten ihrer Beeinflussung zu kl&ren, um die Thixotropie den jeweiligen prak-
tischen Bedirfnissen entsprechend einstellen zu kénnen. In einer vorherigen
M itteilung [6] haben wir es schon festgestellt, dal einer diesel Einflisse die
sog. »Vorgeschichte« des Grundmaterials ist, d. h., wie oft und bis zu welchem
Grade das Gerust durch Scherung schon abgebaut wurde, wie grof? die Kristall-
bindel sind, die als Bauelemente des Gerlistes dienen, inwieweit sie polar und
glnstig orientiert waren usw.

Es ist daher naheliegend [13], ihre weitere Orientierung durch elektrische
Einwirkungen zu beeinflussen.

Anwendung des Rheo-Kondensatorviskosimeters und die MeRBmethode

Unsere diesbeziglichen Messungen wurden ebenfalls mit Rlieoviskosi-
meter nach MarschalkO durchgefihrt [2, 3, 4]. Einer der beiden koaxialen
Zylinder, der sog. »MelR«-Zylindcr wurde vom anderen elektrisch vollkommen
isoliert und dadurch auch den elektrostatischen Messungen angepalit.

Der Apparat in dieser Anordnung ermdglichte:

1. die Messung des Kontaktpotentials zwischen MeRzylinder und Dis-
persion;

2. Kontaktpotentialermittlung zwischen dem rotierenden Zylinder und
der Dispersion;

3. Messen des elektrischen Widerstandes zwischen beiden Zylindern;

4. Ermittlung der zwischen den Schichten der Dispersion im ruhenden
Zustande auftretenden Potentialdifferenz;

5. wie ad 4., jedoch wdahrend der Scherung; schlieflich

6. konnten die beiden konzentrischen Zylinder auch als Elektroden
dienen und mit aus &ulRerer Energiequelle stammenden — beliebig regel- und
meRbaren — Ladungen versehen werden, oder aber zur

7. Anderung der elektromotorischen Kraft durch schnellen und leicht
durchfuhrbaren Austausch des Materials der Zylinder bzw. deren Kontakt-
Potentiale.

All diese Messungen konnten im weiteren als Funktion

a) dei Schergeschwindigkeit,

b) der Scherkraft,

c) der Zeit
durchgefihrt und zur selben Zeit immer auch der Wert der FlieRfestigkeit
weglos ermittelt werden.
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Die Vorbedingung all dieser Messungen war, die Mdglichkeit zu schaffen,
Schergeschwindigkeiten tber 6 4+ 8 GréRenordnungen hindurch fortlaufend zu
andern, zugleich die Scherkraftswerte tiber 4 - 6 GréoBenordnungen hindurch
messen zu koénnen, ohne aber die konzentrischen Zylinder und das zwischen
ihnen liegende Material nur im geringsten zu berihren oder zu erschittern.

In Hinsicht auf die verhéltnismdaBig sehr geringen elektrischen Energien
konnten nur Kompensationsmessungen in Frage kommen. Es wurde also ein
elektrischer Kompensator dem Viskosimeter angeschlossen.

Hier beschrdnken wir uns bloR auf die qualitative Darstellung der Er-
scheinung, des Zusammenhanges der sie bewirkenden Ursachen im Rahmen
einiger besonders auffallenden und charakteristischen Mefreihen.

Die Verhdltnisse quantitativer Art werden nur oberflachlich berihrt,
obzwar auch in dieser Hinsicht ein gewisser Fortschritt erzielt wurde.

Zu den Untersuchungen wurden — falls es nicht eigens betont ist — im
allgemeinen 5%-ige wadsserige Dispersionen verwendet, denn diese Konzentra-
tion erwies sich als genigend hoch, um die mechanischen und Theologischen
Konstanten zuverldssig — mit kleiner Streuung — zu messen, und auch genug
niedrig, daB die MeRBwerte und Konzentration als einander proportional
betiachtet weiden kdénnen.

Die Herstellungsweise dieser Dispersionen wollen wir hier nicht weiter
behandeln, da das Verfahren in fritheren Abhandlungen [1, 5] schon eingehend
beschrieben wurde.

2. MeRergebnisse

Die Untersuchungen wurden an zahlreichen von verschiedenen Fundor-
ten stammenden Bentonitdispersionen mit verschiedener »Vorgeschichte«
durchgefihrt. Sie waren in hohem MafRe dialysiert, also elektrolytarm, mit
sehr geringer elektrischer Leitfdhigkeit und soweit als mdéglich an Montmoril-
lonit angereichert.

Unsere SchlulRfolgerungen wollen wir nun — an einigen der vollendeten
zahlreichen MeRreihen — nédher erdrtern.

In s&mtlichen nachfolgenden Abbildungen und Tabellen wird der Wert
der FlieRfestigkeit als Funktion des Schergeschwindigkeitsgefdlles und die zur
selben Zeit zwischen den beiden konzentrischen Zylindern des Rheoviskosi-
meters auftretende und bestimmte elektrische Potentialdifferenz dargestellt.

Als Abszisse dient in jeder Abbildung das Schergeschwindigkeitsgefélle
(sec-1), wéhlend als Ordinate links der W ert der elektrischen Potentialdifferenz
in Millivolt, rechts hingegen die Scherspannung (FlieRfestigkeit) in dyn/cm?2
dargestellt wurde.

Im Bild 1 und Tafel | werden die MeBwerte einer an Montmorillonit
angereicherten und stark dialysierten, 5,22%-igen Bentonitdispersion aus
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Tafel |
Zr U nKal nKal U Zm Zm U Zr ™
No. —mV £ +mv - +mV- se/c'v—ll ByYcm$ Dyn/cm2
Kurve IV Kurve V Kurve | - Kurve 11 Kurve 111
1. 102,3 30 715 0,014 257,94 257,9
2. 56,5 45,4 9,3 0,077 266,84 271,3
3. 35 30 36,1 0,138 300,19 302,4
4. 219 26,6 - 4.2+ 0,307 322,43 329,1
5. 29,6 45,4 -20,7+ 0,768 337,99 360,2
6. 22,1 41,1 -18,0+ 1,429 333,54 373,6
7. 28,2 40,9 -12,2 + 3,07 328,65 378,0
8. 51,0 43 - 8,0+ 6,14 295,74 373,6
9. 80,5 52 30 9,22 240,6 340,2
10. 100,0 61,7 43,8 13,83 211,24 315,08
r = Scherspannung
T = FlieRfestigkeit
m = Schergeschwindigkeitsgefalle
n = Elekt. Potentialdifferenz
Kal. n. = Normal Kalomelelektrode
Zm = MeRzylinder
Zr = Rotierender Zylinder
mV = Millivolt

Koldu (Ungarn) zusammengefaRBt. Die Kurve | zeigt die elektrische Potential-
differenz, Kurve Il die FlieRfestigkeit, w&dhrend Kurve Il1l die gesamte Scher-
spannung. S&mtliche werden als Funktion von verhéltnismaRig geringen
Scliergeschwindigkeitsgefdallen dargestellt. Kurven IV und Y geben die Poten-
tialdifferenz zwischen dem rotierenden bzw. dem MefRzylinder und einer mit
der in der MelRspalte befindlichen Dispersion in Berihrung stehenden Normal-
elektrode. Die algebraische Summe der einzelnen Werte der Kurven IV
und Y ergibt also die Werte der Kurve I.

Bei einfachem Betrachten der Kurven I und Il im Bild 1wird der Zusam-
menhang sofort auffallend (Kurve | ist nahezu ein Spiegelbild der Kurve I1).
Im Bild 2 und Tafel Il werden gleichfalls obige, jedoch an einer an Mont-

morillonit angereicherten 5%-igen Wyomingdispersion gemessenen W erte dar-
gestellt. Der Zusammenhang zwischen beiden Kurven ist auch hier offensicht-
lich, doch zeigt die Polaritdt der Kiistallkomplexe (Mizelle) eine entgegenge-
setzte Ladung (Kurve | lauft ganz dhnlich wie Kurve II).

Bild 3 und Tafel Ill entsprechen dem Bild 2, die Dispersion wurde aber
mit einem hdheren Schergeschwindigkeitsgefélle abgebaut, wobei die Polaritét
der Mizellen entgegengesetzte Ladung annimt.

Acta Technica Academiae Scieniiarum Hungaricae, 57 1967



ELEKTRISCHER EINFLUSS AUF DIE RHEOLOGISCHEN EIGENSCHAFTEN -« 117

Tafel 11
_ Zm UZr T

No. f (1) sec-1 - mV+ Dyn/cm* Dyn/cm*

Kurve | Kurve 11 Kurve I11
l. 0,0017 342,0 73,38 73,4
2. 0,0034 356,2 122,3 122,3
3. 0,0101 362,3 131,19 135,6
4. 0,0171 366,1 120,08 146,8
5. 0,0522 370,0 122,30 153,4
6. 0,1383 376,2 128,97 171,2
7. 0,1705 377,6 124,52 173,4
8. 0,3380 381,0 115,63 184,6
9. 0,4778 382,7 122,30 186,8

Bild 4 und Tafel IV zeigen ebenfalls die Scherwerte derselben angereicher-
ten, elektrolytarmen 5%-igen Wyomingdispersion sowie — im steigenden und
sinkenden Zweige — den allmé&hlichen Ab- und thixotropen Aufbau des
Gerustes, jedoch im ganz breiten Bereich des Schergeschwindigkeitsgefélles,
ganz bis zum vollkommenen Abbau des Geristes und der Struktur.

Alle bisher erwdhnten Bilder und Tafeln geben MefRergebnisse einiger
Dispersionen an, deren Werte mit dem — schon erw&hnten — Rheoviskosi-
ineter gemessen, dessen konzentrische Zylinder jedoch aus genau demselben
M aterial hergestellt wurden. Es kann daher von einer Potentialdifferenz
— infolge verschieden groBer Potentialspringe an den Elektroden — keine
Rede sein. Tiotzdem konnten wir — wie gezeigt — an den Dispersionen der
von verschiedensten Fundorten stammenden Montmorillonite bei Scherbe-

Tafel 111
« Zm UZr

No. f (t) sec*1 vt Dyn/cm*

Kurve 1 Kurve 11
l. 0,678 +35,3- 197,94
2. 10,99 86,2 131,96
3. 28,50 103,4 120,96
4. 69,22 99,1 120,96
5. 108,57 103,4 107,77
6. 217,15 109,5 96,77
7. 339,3 117,2 83,57
8. 685,38 120,7 83,57
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Bild 3

anspruchung zwischen den einzelnen Schichten elektrische Potentialdifferenz
nachweisen, deren GroRBenordnung der »Vorgeschichte« des M aterials, ihre
Richtung der urspringlichen oder der durch Scherung entstandenen Orienta-
tion proportional hzw. mit ihr in gewissem Zusammenhédnge ist.

Auf Grund dieser Tatsachen ist es wohl naheliegend, daB auch umge-
kehrt: eine zugefiihrte elektrische Potentialdifferenz auch die mechanischen
Eigenschaften der Dispersion beeinflussen muB und dadurch wahrscheinlich
auch die Thixotropie und deren Geschwindigkeit [11]. Wir haben nun unsere
Untersuchungen weiterhin in dieser Richtung fortgesetzt. An Hand einiger
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Tafel IV

No. s/éc* J 1 —mL\ll + Der,%mS Dyn1/—cm2
Kurve | Kurve 11 Kurve 111

. 0,04 120 27,49 27,49

2. 0,41 126 47,29 47,29

3. 1,09 120 48,39 58,28

4. 4,07 127 50,59 84,68

5. 10,86 132 50,59 93,47

6. 33,93 136 52,79 141,86

7. 115,36 138 52,79 205,64

8. 325,73 142 50,59 295,82

9. 827,89 143 43,99 401,39

10. 1221,48 145 43,99 457,47
11 2062,94 145 43,99 607,03
12. 5985,25 151 35,19 1013,92
13. 10192,57 155 26,39 1249,25
14. 14250,60 163 39,59 1451,59
15. 28365,48 169 50,59 2001,44
16. 38408,76 190 241,93 2419,33
17. 25379,64 186 294,72 2199,39
18. 14318,46 173 248,53 1609,95
19. 10640,45 165 351,90 1407,61
20. 5930,96 163 281,52 1090,90
21. 2347,96 159 158,36 897,35
22. 1235,05 154 114,37 659,82
23. 868,61 150 114,37 563,04
24. 298,58 148 109,97 415,68
25. 115,36 147 101,17 318,91
26. 54,29 147 94,57 260,63
27. 10,88 147 83,58 171,55
28, 4,07 147 82,48 118,77
29. 1,09 146,6 82,48 82,48
30. 0,41 140,6 75,88 75,88
31 0,04 146,6 75,88 75,88

besonders ausgewé&hlter Beispiele mdchten wir nachstehend einen Beitrag
hierzu liefern.

Da es sich aber offensichtlich um eine Wechselwirkung handelt, wollen
wir nun im weiteren die Wirkung einer elektrischen Potentialdifferenz auf die
Gestaltung der mechanischen Werte der Dispersionen behandeln.
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Als erstes wurde die Zufuhr &uBerer — nicht von den Dispersionen selbst
stammenden — elektrischer Energie derart geldst, dalR wir beim Rheoviskosi-
meter die beiden konzentrischen Zylinder aus voneinander verschiedenen
Metallen anfertigten. Da die Zylinder die Rolle einander gegeniibergestellter
Elektroden spielen, kann die Potentialdifferenz zwischen ihnen durch ent-
sprechende Auswahl der Metalle bzgl. des an den Beriihrungsflachen sich bil-
denden elektrochemischen Potentialsprunges in bedeutendem Male gedndert
bzw. verschieden eingestellt werden.

Im Rild 5 und Tafel ¥ ist dieser EinfluR gut ersichtlich. Die hier ver-
wendete Dispersion ist in jeder Hinsicht identisch mit der im Bild 4, der ein-
zige Unterschied ist, dal dei eine konzentrische Zylinder (der Mefzylinder)
aus rostfreiem Stahl (Potentialsprung —0,205 V, bezogen auf n. Kalomel-
Elektrode), der andere (der Rotationszylinder) hingegen aus vergoldetem
Kupfei (Potentialsprung —0,105 Y, bezogen auf n. Kalomel-Elektrode)
bestand.

Wenn wir nun die Werte der beiden MefRreihen miteinander vergleichen,
fallt der groRe Unterschied sofort auf. Die Potentialdifferenz im Bild 4 stammt
ausschlieflich von den mechanischen Kraften der Dispersion. Zwischen der
FlieRfestigkeit und der elektrischen Spannung kann bis zu einem Scher-
geschwindigkeitsgefélle von etwa 10 000 sec-1 ein deutlicher Zusammenhang
festgestellt werden. (Die bei hdheren Schergeschwindigkeiten pldtzlich mit
hohen Werten erscheinende Scherkraft ist nicht mehr die Folge elektrischer
Einwirkungen, sondern eines aus fritheren Mitteilungen [6] schon bekannten
mechanischen Abbaus und Orientationswechsels der Mizellen.)

Nun mufl aber darauf hingewiesen werden, daB die elektrische Ein-
wirkung in erster Reihe mit der FlieRfestigkeit und nur indirekt mit der
gesamten Scherkraft im Verhdltnis steht, wie das auch durch Kurve 111

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



122 J. BARNA und B. MARSCHALKO

Tafel V
No. 8§01 Gt v ) Dot
Kune 1 Kurve 11
B 0,018 46,5 91,91 91,9
2. 0,182 57,4 253,32 253,3
3. 0,753 67,4 293,67 293,7
4. 2,723 69,9 280,22 311,6
5. 7,987 74,6 269,01 369,9
6. 27,228 75,3 224,18 4147
7. 79,870 74,2 179,34 479,7
8. 235,976 73,8 156,92 612,0
9. 526,408 71,8 112,09 730,8
10. 816,84 66,0 89,67 865,3
11 14249 66,6 89,67 1067,1
12. 4175,0 61,2 112,09 1714,9
13. 6897,8 55,5 100,88 2201,4
14. 12343,4 22-65 112,09 2999,5
15. 19967,2 22-65 33,63 2999,5
16. 28317,1 22-65 44,84 3721,3
17. 36667,1 22-65 168,13 4158,5
18. 27863,3 22-65 235,38 3378,8
19. 20511,8 17-38 123,30 2634,1
20. 13886,3 47,0 145,71 2089,3
21. 7260,8 55,8 145,71 14142
22 4265,7 58,0 156,92 11142
23. 1751,7 60,4 89,67 654,6
24, 798,69 65,0 78,46 470,8
25. 553,64 66,8 78,46 410,2
26. 168,81 68,8 73,98 322,8
27. 81,68 70,6 71,74 246,6
28. 31,766 73,2 134,51 240,6
29. 7,261 75,4 190,55 235,4
30. 2,723 75,7 224,18 230,9
31. 0,726 77,0 262,29 262,3
32. 0,272 78,2 281,22 280,2
33. 0,027 79,3 286,95 286,9

(im Bild 4) bestdtigt wird, die einen Teil des ansteigenden und des sinkenden
Zweiges der gesamten Scherkraft darstellt, die aber — wie ersichtlich —von dem
Verlauf der Kurven | und Il wesentlich abweicht.
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Ganz anders stellen sich die Werte im Bild 5. Der Potentialsprung an
der Berlhrungsstelle Goldkupferzylinder-Dispersion, orientiert die Mizellen
des mit geringer Schergeschwindigkeit abgebauten Gerilistes so schnell, daR
die Geschwindigkeit des thixotropen W iederaufbaues gréRer ist als die Abbau-
geschwindigkeit. Daher steigen die Werte der FlieRfestigkeit bei geringen
Schergeschwindigkeiten anfangs an. Bei etwas hoherem Geschwindigkeits-
gefédlle stellt sich Gleichgewicht ein, und erst nachher erfolgt ein Abbau, jedoch
bei bedeutend hdheren Schergeschwindigkeiten als im Bild 4.

Bei Schergeschwindigkeitswerten von ber 10000 sec-1 erscheint auch hier,
wenn auch in geringerem MalRe, das Ansteigen der FlieRfestigkeit, das aber
auch hier eine schon bekannte Folge der mechanischen Einflisse und nicht
der elektrischen Orientation ist. Ahnlich ist das Verhalten — jedoch im ent-
gegengesetzten Sinne — im sinkenden Zweige.

Auf diese Weise erfolgten auch weiteie Messungen an verschiedenen
elektrolytarmen Bentonitdispersionen, wobei zwecks Herstellung verschieden
groBer elektrischer Potentialdifferenzen Zylinder aus Zink, Kupfer, Nickel
usw. verwendet wurden. Die Ergebnisse waren dem Wesen nach den schon
mitgeteilten ganz dhnlich.

Im weiteren wurde an beiden konzentrischen Zylindern, die als Elektro-
den verwendet wurden, eine von einer &uBeren Energiequelle — Galvan-
Element — stammende Potentialdifferenz angelegt, natirlich weit unter der
Zersetzungsspannung des Wassers.

Die Ergebnisse dieser Messungen haben unsere Erwartungen, dem vorher
Gesagten entsprechend, in jedem Falle bestdtigt. Wir haben auch hier einen
gewissen Zusammenhang zwischen dem Werte der Potentialdifferenz und der
FlieRfestigkeit beobachtet [11].

Um den Vergleich mit den vorherigen Bildern zu erleichtern, wollen
wir hier ebenfalls die an einer angereicherten und dialysierten 5% igen Wyoming-
Bentonitdispersion gemessenen Werte vorfihren. Es ist ersichtlich, daB bei
Erhohung der elektrischen Potentialdifferenz mit &uBerer Energiequelle
(Bild 7, Kurve | bei 125 sec-1), der Abbau des Geristes infolge Scherung erhdht,
oder was damit gleichbedeutend ist, die Geschwindigkeit des thixotropen
Wiederaufbaues veimindert wird. Dadurch wird auch der Anstieg des Wer-
tes der FlieRfestigkeit wesentlich vermindert. Das geringfigige Ansteigen bei
hoheren Schergeschwindigkeiten wird nun wiederum durch den schon bekann-
ten mechanisch bewirkten Umbau des Geriistes erzielt, der aber imVerhalt-
nis zu den starken elektrischen Einwirkungen nur mit geringeren Werten zur
Geltung kommen kann.

Dagegen wird der mechanisch bewirkte Abbau des Gerlistes durch Ver-
ringerung, oder aber durch Erh6hen mit entgegengesetztem Vorzeichen der
Potcntialdifferenz (Bild 6, Kurve I, 250 sec" *), verlangsamt bzw. die Geschwin-
digkeit des Wiederaufbaues erhdht.
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Tafel VI
No. G SmV dyrnicm2 dyrion2
Kurve | Kurve 11
I, 0,018 -25,3+ 85,18 85,18
2. 0,181 334 107,60 107,60
3 0,798 38,3 155,44 154,70
4. 2,72 41,7 112,09 152,44
5. 7,98 42,5 89,67 172,6
6. 27,23 44,0 89,67 228,7
7. 79,97 44,4 78,46 2847
8. 254,13 45,9 78,46 374,4
9. 453,8 1550,0 728,57 1963,8
10. 689,77 1550,0 773,41 1869,6
11. 816,84 1548,0 1345,05 1869,6
12. 1143,57 1545,0 1457,14 1988,4
13. 3494,26 1544,0 1885,32 2712,5
14. 6807,0 1542,0 3125,01 4136,0
15. 10528,16 1540,0 2750,64 4801,8
16. 18152,0 1428,8 3481,45 6164,8
17. 27228,0 1426,8 3586,81 7173,6

Diese Einwiikung kann dann durch weitere Erh6hung der entgegengesetzt
gerichteten elektrischen Ladung soweit gesteigert werden, dall der kontinuier-
liche Abbau des Gerlstes, sogar hei bedeutender Erhéhung des Schergeschwin-
digkeitsgefédlles, zum Stehen gebracht wird, die FlieRfestigkeit wird also nicht

Um/ r dyn/cm*
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10~12 3 4 6810° 2 34 681012 34 681022 34 68032 34 681042 34 68105
f(T)sec-1

Bild 7
geringer, im Gegenteil, sie steigt bedeutend an. Mit anderen W orten: die

Geschwindigkeit des thixotropen W iederaufbaues ist hoher als die Abbau-
geschwindigkeit infolge mechanischer Scherung.

Tafel VII

No. e Z—mml\J/Z-;- liynlem*

Kurve | Kurve 11
1. 0,027 85,8 79,18
2. 0,27 87,0 116,57
3. 2,71 76,1 125,37
4, 7,06 81,3 116,57
5. 12,49 86,7 109,97
6. 31,22 89,3 98,97
7. 69,22 91,2 87,98
8. 123,51 90,0 87,98
9. 2443 + 1509,0- 98,97
10. 343,37 1507,6 109,97
11. 665,03 1506,8 114,37
12. 1248,62 1505,8 131,96
13. 2171,52 1504,7 153,96
14. 5835,96 1504,0 153,96
15. 10450,4 1502,6 153,96
16. 21715,2 1501,4 153,96
17. 31894,2 1500,8 182,55
18. 404446 1499,6 171,55
19. 544237 1498,6 158,36
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Durch entsprechende Einstellung und richtige Auswahl der Richtung
der elektrischen Ladung kann jeder Zwischenzustand eingestellt werden. Bilder
6, 7 und Tafeln VI, VIl zeigen dies eindeutig.

Bild 8 und auch Tafel V111 zeigen die FlieRfestigkeit einer 5%-igen Wyo-
ming-Dispersion als Funktion der Zeit — im wesentlichen also die thixo-
trope Wiederaufbaugeschwindigkeit — im Ruhezustidnde des Stoffes, jedoch
unter stdndiger Belastung, zwischen dem aus gleichem Metall bestehenden
Zylinderpaar desViskosimeters, und ohne jegliche elektrische Einwirkung (sie-
he Kurve II).

Kurve la zeigt das Verhalten desselben Stoffes unter identischen Bedin-
gungen, jedoch ist der eine Zylinder aus vergoldetem Kupfer. Hier wirkt also
in einem gewissen MaBRe auch schon ein elektrischer EinfluR [11, 12].

SchlieBlich sind die Bedingungen von Kurve Ib wieder ganz identisch
mit denen der Kurve la, die Wertbestimmung erfolgte aber bei einer um
10 °C niedrigeren Temperatur.

Kurven | und Il im Bild 9als auch Tafel I X zeigen MeBwerte unter ganz
denselben Bedingungen wie die Kurven | und Il im Bild 8, jedoch an einer
Dispersion von Bentonit aus Koldu (Ungarn). Bild 10 und Tafel X geben die
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FlieRfestigkeit—Zeit-Kurve einer 5%-igen Bentonitdispersion aus Wyoming
(USA) wdéhrend des Abbaus mit kleiner Schergescbwindigkeit von 10 sec-1,
nach 28 Minuten wurde dann der Zwischenraum der Zylinder unter 1550 Milli-
volt Spannung gesetzt.

Wie grofl der EinfluB einer solchen Einwirkung auf die thixotrope Auf-
baugeschwindigkeit ist, geht hervor, wenn wir beachten, dall eine anndhernd
ahnliche Anderung der FlieRfestigkeit ohne elektrische Einwirkung (siehe
Bilder 8 und 9) Stunden, im Bild 10 aber nur Sekunden bendtigt. Der Anstieg
der Geschwindigkeit erreicht also nahezu vier GréRBenordnungen.

Tafel VIII
No. AulFe FelFe
Dyn/cm* Tg Dyn/cm*
h Kurve l.a Kurve Lb h Kurve 11

1 0 85,77 80,0 0 86,64
2. 9 36,27 60,0 6 63,23
3. 23 93,12 60,0 23 147,53
4. 46 196,04 92,0 46 133,48
5. 70 245,05 130,0 70 145,19
6. 96 502,35 135,0 96 161,58
7. 121 438,64 140,0 121 161,58
8. 140 546,46 170,0 140 168,60
9. 164 656,73 150,0 164 168,60
10. 188 732,70 150,0 188 168,60
11 212 666,54 140,0 212 142,85
12. 236 700,84 173,0 236 168,60
13. 260 708,19 180,0 260 175,63
14. 310 791,51 170,0 310 166,26
15. 331 686,14 170,0 331 166,26
16. 356 686,14
17. 381 833,17

h — Zeitin Stunden

Au/Fe = Rotierender Zylinder aus vergoldetem Kupfer, MeRzylinder aus rostfreiem

Stahl, U= o4 V.
Fe/Fe = Beide Zylinder aus rostfreiem Stahl, U= 0
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Tgdyn/cm
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No.
h

| 0
2. 11
3. 29
4. 48
5. 98
6. 120
7. 144
8.
9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Zeit in Stunden

Tafel IX

Au/Fe
Dyn/cm*

Kurve 1

465,60
210,70
245,05
396,98
632,23
605,27
531,76

FelFe

22

48

70

93
117
141
165
190
217
238
284
309
334
357

Rotierender Zylinder aus vergoldetem
MeBzylinder aus rostfreiem Stahl
Beide Zylinder aus rostfreiem Stahl,

No.

© © N o 0k w N =

R < e =
> w b P o

Min.

10
15
20
27
30
35
40
45
50
55
60
65

Tafel
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X

Zm UZr
mvV

uf Kurve | —

21,00
13,80
8,80
3,50
3,50
1455,60
1455,00
1453,20
1453,40
1452,40
1451,00
1449,60
1448,00
1448,80

T
Dyﬁ?'cm*
Kurve 11

30,20

39,81

62,06

88,99
110,06
133,48
161,58
194,36
194,36
220,12
201,39
206,07
227,15
227,00
250,57
238,86

Kupfer 1 Potentialdifferenz
U—o,10 V.

J
u=>0

Dyn/cm*

Kurve 11

410
415
385
345
260
250
1200
1275
1290
1270
1260
1270
1270
1270
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SchluRfolgerungen

Als Zusammenfassung des bisher Gesagten kann festgestellt werden, dal

1. wenn Bentonitdispersionen mit hohem elektrischem innerem W ider-
stand mechanischer Scherung ausgesetzt sind, zwischen den gescherten Flachen
elektrische Spannungsdifferenz nachgewiesen werden kann;

2. zwischen der Scherspannung und der elektrischen Spannungsdifferenz
der einzelnen Schichten eine bestimmte Beziehung besteht, die aber auch von
duleren Umstédnden und Einwirkungen abhdngig ist.

3. Es mull besonders hervorgehoben werden, dafl diese Beziehung primaér
nur zwischen den beiden Spannungen (mechanische und elektrische) und nicht
zwischen der Schergeschwindigkeit und der elektrischen Spannung besteht.
Die Schergeschwindigkeit spielt hier nur eine indirekte Rolle, indem sie nur
die Scherspannung beeinfluft.

Hier ist aber zu bemerken, daB wenn von einer Beziehung zwischen
Scherspannung und Potenzialdifferenz die Rede ist, nicht die unmittelbar
gemessene gesamte Scherspannung, sondern in erster Linie nur die Fliel3-
festigkeit gemeint werden darf. In dieser Hinsicht muf nd&mlich immer zwischen
dem von der FlieRfestigkeit stammenden und dem zur Uberwindung des Rei-
bungswiderstandes bendtigten Anteil der Scherspannung unterschieden wer-
den; wo ersterer eine primd&re, der zweite aber in Beziehung zur elektrischen
Spannungsdifferenz bloB untergeordnete Rolle spielt.

4. Dementsprechend verlduft in den vorgefihrten Abbildungen die
Kurve der FlieRfestigkeit mit der der elektrischen Potentialdifferenz ganz
&hnlich oder bildet das Spiegelbild der anderen, je nachdem ob die einzelnen
Kristallkomplexe positiv oder negativ geladen sind.

Dies bestdtigt unter anderen auch die Beobachtung, dal im Ruhe-
zustdnde — d. h. bei Schergeschwindigkeit = 0 — zwischen den einzelnen
Schichten einer unter Belastung stehenden Dispersion auch noch eine elektri-
sche Potentialdifferenz besteht, die einen mit der mechanischen Spannung in
Zusammenhang stehenden konstanten Wert annimmt.

5. Wir konnten uns nicht Gberzeugen, ob nach Verschwinden der mecha-
nischen Spannung auch die elektrische Spannungsdifferenz gleich Null wird,
da ja sowohl die mechanische als wahrscheinlich auch die elektrische Spannung
sich von Schicht zu Schicht &ndert. Wir kénnen folglich nur die Durchschnitts-
werte verldRlich messen, die Messung von Schicht zu Schicht kann auf die
mitgeteilte Weise nicht erfolgen. Bei entsprechender Regelung der Scher-
geschwindigkeit konnte jedoch immer ein solcher Wert eingestellt werden,
bei dem die elektrische Spannungsdifferenz gleich Null wurde. Der Mittelwert
der Scherspannung war sodann in jedem Falle ebenfalls nahezu Null.

6. Der Zusammenhang zwischen Potentialdifferenz und FlieRfestigkeit
der Ubrigens auch Funktion mehrerer &uBerer Nebeneinwirkungen (mechani-
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sehe Wé&rme Zeit usw.) ist, konnte jedoch bisher zahlenméfig noch nicht
geklért werden.

S&mtliche Beobachtungen sind uUbrigens natlrliche Folgen der Polaritat
der die Dispersion bildenden Molekilkomplexe [11, 12, 13].

7. Da es sich aber zwischen der mechanischen Scherspannung und den
elektrischen Erscheinungen um eine gegenseitige Einwirkung handelt, mussen
die von auBen wirkenden elektrischen Energien auch im Werte der FlieRfestig-
keit eine Anderung verursachen. Diese Gegenseitigkeit konnte experimentell
bestatigt werden.

Eine derartige Einwirkung kann in ihrem Endergebnis auch als Anderung
der thixotropen Aufbaugeschwindigkeit aufgefalt werden, und dadurch st

8. auch auf diese Weise eine Moglichkeit der Beeinflussung der thixo-
tropen Aufbaugeschwindigkeit vorhanden.
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ELECTRIC INFLUENCE ON AQUEOUS BENTONITE DISPERSIONS
J. BARNA-B. MARSCHALKO

SUMMARY

Electrical phenomena in bentonite dispersions subjected to shear have been examined
and measured. Certain relations have been established between the limit stress of the disper-
sion and the electromotoric force caused by the shear. Mutual relation could be detected
between the limit stress of the dispersion and the voltage, according to which under electrical
action due to an external energy source the value of the limit stress is also changed. External
electrical action also changes the velocity of the tixotropic regenerating power. Some results
of the measurement series which are the basis of these constatations are summarized in the
tables and graphs joined to the paper.
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INFLUENCE ELECTRIQUE SUR LES PROPRIETES RHEOLOGIQUES
DES DISPERSIONS DE BENTONITE ACQUEUSES

J. BARNA-B. MARSCHALKO

RESUME

Les auteurs ont examiné et mesuré les phénomenes électriques dans les dispersions de
bentonite soumises au cisaillement. A I'issue des examens, certaines relations ont pu étre éta-
blies entre la contrainte aux limites de la dispersion et la force électromotrice due au cisaille-
ment. Entre la contrainte aux limites de la dispersion et la valeur de la tension électrique
existe une relation mutuelle en vertu de laquelle la valeur de la contrainte aux limites varie
sous I’action électrique provoquée par ses sources d’énergie extérieures. Des actions électriques
de I’extérieur changent aussi la vitesse du pouvoir de régénération tixotropique de la contrainte
aux limites. Des résultats de quelques-unes des séries de mesures ayant servi de base a ces
constatations sont résumés sur les figures et tableaux accompagnant I’étude.

3NEKTPUYECKOE BO3LEWCTBUE HA PEOJ/IOFMYECKWE CBOWCTBA
BOAHbIX BEHTOHWTOBbIX CYCMEH3UN

. BAPHA n 6. MAPLWANKO

PE3IOME

ViccnenoBaHbl U M3MepeHbl 3NIEKTPUYECKME SIBIEHUS, BO3HMKAOLLME Ha 6EHTOHUTOBLIX
aucnepcusix, pa6oTalolMX Ha Cpes. YCTaHOB/eHa OMpeAefieHHas 3aBUCUMMOCTb MeXAy rpa-
HUYHBIM HanpsHKeHWeM [AUCNepCcuii 1 3NeKTPOABVXKYLLEN CWMOR, BO3HMKAlOLEel OT cpesa.
Mexay rpaHWUYHbIM HanpsHKeHWEM AMCrnepcun U 3HaYeHUeM 3M1eKTPUYECKOTo Hamnps- XeHus
MOXHO MoKa3aTb B3aMMOCBSI3b, COM/IACHO KOTOPOI Ha 3NeKTPUYecKMe BO3ALHCTBUA OT HapyX-
HbIX WCTOYHMKOB TOKa M3MEHSIeTCS U BeNMUMHA FPAHUYHOTO HanpshKeHus. HapyXHble aNeKT-
pyyecKne BO3OEACTBUA MW3MEHSAIOT TakKXe TUKCOTPOMHYI0 PEreHepupyroLLyo  Crnoco6HOCTb
rPaHMYHOrO HanpsKeHusi. Pe3ynbTaT HEKOTOPbIX CEPUIA WM3MEpPEHW, CRyXalliUx OCHOBOW
NPUBE/IEHHbIX BbllLIe ONPeaeneHNiA, MPUBOAUTCS Ha NpUAaraeMbIx WAMOCTPALMUAX U Tabnuuax.
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TORSION OF PRISMATIC BARS

M. G. K. MURTHY
DEPARTMENT OF MATHEMATICS, REGIONAL ENGINEERING COLLEGE WARANGAL (INDIA)

[Manuscript received May 26, 1965]

A formal solution has been obtained for the torsion of prismatic bars, when the mapping
function, which maps conformal the section of the bar on to the unit circle, is known in power
series. As an example of the method followed, the torsion of a bar whose cross section is one
half of a multi-symmetrical curved boundary is solved. Some results are derived as particular
cases.

1. Introduction

Saint-Venant’s torsion problem was discussed by quite a few authors
using various techniques. Confoimal mapping techniques have been exten-
sively used by Muskhelishvili [1], Sokolnikoff [2], Morrisand Hawley [3],
Higgins [4] and others. Recently Deutch [5] has solved the problem of tor-
sion of prismatic bars whose cross section can be conformally mapped on to
the unit semicircle. The method is further simplified in the case of mapping
functions which can be analytically continued. In the present paper, the prob-
lem is solved when the mapping function is in the form of power series. The
solutions of various problems are derived as particular cases.

2. Basic equations

The mapping function
r= wG) (2.1

maps the region S on to the unit semicircle [£|< 1,1 > Ointhe £= £ -)-ig
plane. Let F(z) be the complex torsion function of the region S and let/(£) =
= F[iv(G)] be the same complex torsion function expressed in terms of the
variable £ If the mapping function can be continued analytically into the
semicircle |£|”~ 1, rj <€ 0, the expressions for /(£), I, the polar moment of
inertia and D, the torsional rigidity are given by [5]

HE) = mENDE) + T [<ufr) w(a) —w(o)ei(o)] da,  (2.2)
2n Jr “Uf
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| = - J  {co(cr) w(0)2 — w(0) w2(cx)} dw (a), (2.3)
and
D=p(l+ L+ L) (2.4)
where
L= - j f(a)d [0){a)~w(a) — co(a)w(«T)}. (2.5)
4 Jr
I is the semicircumference |£]|= 1,1 > 0, and a= e is a point on I". juis

the rigidity modulus.

3. Application

Let the mapping function (2.1) be written in the form
*=0 = 2'anzn 3

where an (n = 0, 1,2, ...) are, in general, complex quantities. After some
algebraic manipulations, we find

m(a) bl (B) — V cnan f- "ycna-n»
w(a) co(0) = A~ bnbn (3.2)
0
where
cn antruri
r=0

N an—rare

Substituting (3.2) into (2.2) and making use of the results given in the Appen-
dix, we have the torsion function, besides a nonessential constant, given by

1
f(0=1> « £+ 2t 2k°bg | i{ +
inKhe - 2M'(C" + £-") + (3.3)
+ KZ(C"+ £-") log ~ 1 ©
1-¢
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where
ko—00 o, Kn bn &
Kn—cn'f*c bn, Mh= Mn+ Nn,
a 7
f— g]i$n+2"+l ' 7V,= V-
r:d 2|"+ 1 r-o 2r—1
iCnh — cn

To calculate the polar moment of inertia, we take

[e]e]

a>(o) dco(a) Bn = A~ (n —r + 1)ar<*n-re i -
o r=20
@®\d)2 = JZ «n A,
0
[e]e)
w2(a) - e an = o~ oaran—roe

<o(cr)2w(a) dm(a)= vo vnon + V vnen,

w20)a>(a)dco(0)= dnan,

where

oo oo

Bn+raro

r=20 r

i
=Y

oo

wa-r Br- (3.4)
r=0

Substituting (3.4) into (2.3) we have

v 2o - P2t gt (3.5)

i
1= —
4 924..n -(-1 246,..M—1

n n

If the coefficients a,, are taken to be real, then

- - - 3.6
1—4vl (3.6)

Towards the calculation of L, we take

d {0(0)co(a) —8(0) ()} = 2 nKna"-1— nch a~<a+1\
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with
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/(ct) d {co(a) co(a) — O) (cT) & (c)} =

(e ) @

oo

2 An°n- ZlB non~ * - 2l B 'n°(n+1) 1

ZKO\ n K na"-i-J

2n [

+ J 'Dnect" ~ % En°n~

1—ncné(»+5)]|oqi_ig t

E n°n+

2) Fn°n- 2 F>n- 2 F'n*+
1 % Gn0"'].+ 2 Gn°(n+l) - 1 G« Y(n+25] |Oe g
- 2J Lno"+ 2o L'n°n+ ? I ~°n-
- 2 Pno"-1- v P 1?2 P" o)

>1(I‘I- r+ 1)ybrKn_r+1,

r=
Jfn n
0o

‘e, +r-i cr

0o

rcrx n+r+1

r=:
0o
(n r + i) K X _or+ 1
r=1
+ r— 1)K"I‘Cn+r,1
r=1
2 (n+ r)yK"Kn+r,
r=1
0o
_2'(n — [ i) x cn r+ 1
r=1
)M K n-r+1 >

2 (n—T-

1967

o

2 I(» -r+ 1)K[Kn_r+l
r=

0o

2 ( N+ r)br~én+r,
1-1

0o

2 (N+ T— 1)K ren+r-1,
r-=1

0o

rer K n+r+l ¢

rKrK'n+r,
r=1

oo

sv ICrMn +r« 1 -

r=1

3.
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t'n= 2 (n+ r— LM'ren+r_1,
r=1

@
P,= 2?2(n + r)MLKn+rt K = 2 rKrM 'nr,
r=1 r=1

pn= 2 (" —r+ 1) cn-r+l.

Substituting (3.7) into (2.5), we obtain, after evaluating the integrals,

Lo+ L (c0-F i -4B13 +
°© (3.8)
1 :
. \ D EL (E0- A9 2
2n 1 (2n+ 1 2re—1 4T
where
Ali = -"2n+ | E 2n+1 “H "2M+2
EYn Pin E 2n, ' 3
B R T
and
V= Y T 410k en- -
T ] J%\Ml
+ cri+i + -, log 1+0 da.
1 1—a

Substituting (3.8) and (3.6) into (2.4) we have the torsional rigidity given by

F'i—4Br-(-2v[) +

=¥ L
(c ® (3.9)
1
| c % EL 4 (m0— €0
2n 2re+ 1 2re— 1 4tr
The shearing stresses xZ and yZ are given by
XZ —iyZ = ur [-F'(z) — L (3.10)

where r is the constant angle of twist per unit length of the cylinder. In cylin-
drical coordinates R, 0, Z, the shear stresses are given by

RZ \ez = "G z - inz) = (3.11)
a1 01
T (0 -t0(1)c6 (0] (3.12)
4w ol

from (3.10).
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Substituting (3.1) and (3.3) into (3.12) and separating the real and
imaginary parts, after putting C= Re‘& we have the peripheral stress

jut 1
(@ Z)«=i= - : nv nb, K: cosnO —

it 1

— 2n M'nsin n& — nK'nsin n® «l°g tan 0/2 -)-
KO -t- \]\]’) K'n cos 710 sin 0

1
* 1 —cos20
— 7iJ'Ynancosn—10 ancos ns

'j' J? nanSin n—= ]. 0J? anSin 7'0

which becomes infinite at 0 = 0, n.
Here (3.13)

ft= " n2an-|- r(n -f- r) aran+r cos n&
=1 M=1/m=1

and (RZ)r=l vanishes, as it should.

4. Example

As an example, let us consider a bar whose cross section is one half of a multisymmetrical
curved boundary. In this case the mapping function is given by

Z= WC)= alge + tE4+ + nC+ pc1w, (4.1)

with a > 0,q— 1, t— 0,0887, m = 0,0566,
n= 0,0244 and p — 0,022,
or g= 0,9202, t= 0,0647, m= 0,0129,
n— —0,0029 and p = 0. (4.2)
Here a7= ag, ai = at, a7= am, alo= an, al3= ap.
From (3.3) we have

in?
I(E) = ~Y~

+

2qte5+ (-+ 2gm) £8+ 2(mt + nqg) {*+
+ (ar2+ 2nt+ 2pQ)£4+ 2(mn f~pi) £13 + (4.3)

+

(n2+ 2mp) £°+ 2np £23 + p2£26)

37 Cnte? f )+ ¥ rc + 1)bg 17 &

+
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where
S, = 0,8p2--0,10526 n2+ 0,15384 m2 f 0,28572 t2+ 2g2—

— 0,58948 pm — 0,05596 pq — 0,49232 nt — 0,22806 mg,

52= —(3,80952 pn + 3,73332 mn -f 0,30476 pt +
+ 3,55556 ml -f 0,127 nq -- 2,66667 qji),

53= 0,08696 p2 f 0,11764 n2+ 0,18182 m2-f 0,4 t2-
— 0,96968 Nt — 0,53332 mq — 0,0808 pq — 0,27451 pq,

St = 0,21052 pn -f- 4 gt + 0,30768 ran -f- 0,57144 mt — 0,49232 pt — 0,22856 Nng,
55= 0,09524 p2+ 0,13334 n2+ 0,22222 m2+ 0,66667 t2—
— 2,66667 Mg — 4 nl — 3,73332 mp + 0,44444 nt — 0,127 pq,

56= —0,53332 ng-— 0,06968pt -f- 0,8 mt -f- 0,36364 mn + 0,23528 pn,

57= 2t-+ 028572 M- + 0,15384 n2+ 0,10526 p2—
— 0,22856 pq -f- 4 qm - 0,57144 nt -- 0,30768 mp,

Sa= —2,66667 Nnq— 3,55556 pt + 1,3333 mt + 0,44444 mn + 0,26668 pn,

S9= 0,11764p2+ 0,18182 n2+ 0,4 m2— 0,53333 pq 0,8 nt + 0,36364 mp,

SI0= 4mt+ 4ng+ 057144 mn -f- 0,57144 pt + 0,30768 pn,

S, = 0,13334p2+ 0,22222 n2+ 0,66667 m2— 2,66667 pg + 1,33333 nt + 0,44444 mp
5122= 0,8 mn -f- 0,8 pt + 0,36364 pn,

5B3= 2m2+ 0,28572 n2+ 0,15384p2+ 0,57144 mp + 4pg + 4 nt,

514 = 1,33333(mn + pt) + 0,44444 pn,

55= 04n2+ 0,18182p2 0,8 mp, Sle = 4(mn + pt) + 0,57144pn,
S17= 0,22222(p2+ 3 n2+ 6 mp), S18= 0,8 pn,
S,=2n2+ 4mp + 0,28572p2 Sao = 1,33333pn,1

S, = 04p2 S2= 4pn, Suj= 0,66667 p2 SA= 0, SB= ,py

and
ro = P2 492 (-t2+ m2+ n2 r, ——o

= 2(gt + mt -f mn -~ np), = —2¢f, re = 2(mg + nt + mp),
fg = —(t2+ 2gm), r9 = 2(ng + pt), m= —2(mt+ naq),
r2 = 2 P4, ru= —(m2f2pg+ 2nt), 7= —2(mn =pi).
f20= —(n2+ 2mp), r2i= —2pn, pp= -P\

The remaining r’s are zero.
From (3.5) we have

1= fod+ 10gH + 42+ 2™™M2+ 22(n9 + m«2+ 449

-f 7(m2+ 2nt + 2pg)2-f 34(mn + pt)2+ 10(n2+ 2 mp)2+ 46 nD2 13 p*].

and from (3.9)
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= 4 [/1-——[16q44- 5089821 t4 +

+ 82,73185 m4 + 144,31991p4 + 130,82967 rad +

+ 03(12,95747 m + 0,06535 p) + 26,82212 rat3 +

+ m3(74,58285 p + 18,32208 q) + p 3(138,36149 m —
— 7,52881 q) f 24,68935 tra3+ 2X528,20985 p2 +

+ 280,84407 m2+ 384,24760 n2+ 73,83214 t2 +

+ 5,94828 mp — 49,87748 rat) + i2(389,08866 ra2 +

4- 103,99184 mq— 67,26449 pq + 322,64791 mp) 4- (4.5)
4- m2(270,01096 i2 4- 356,42747 ra2 4- 295,54874 rat +
4- 495,20537 pq) 4- p2A469,05428 ra2 f 535,97151 22 +
4- 859,28277 m2— 23,09594 mq — 59,28628 rat) +

4- ra2(556,37226 mp — 16,58840 mq 4- 60,45157 pq) +
4- 1111,84196 pgrat 4~ mraf(550,87542 q 4- 770,50464 p)]

<l

where %stands for the quantity within the brackets of (4.4).
The peripheral stress, from (3.13) is obtained in the form

Inra
©Z)p_L— My 1TJq2C0S20 4 50Qtcos50 + 4(t2 4 2gm) cos 80 +

+ H(mi - rag)cos 110 + 14(m2+ 2pq 1-2 rat) cos 140 +

+ 17(mn + pt) cos 170 + 10(ra2+ 2 mp) cos 20 0 4- 23 rap cos 230 +

1 12 _ % )
f 13p2cos 260j 4- ras,, sin ra0 nrnsin N O «log tan 0/2 +

4+ OV MCosN@ SO ) jg2+ 412+ Tm2+ 10 @2+ 13p3 +

+ (bgqt+ 11 mt+ 17 mn 4 23pra)cos3© + (8gm + 14 nt +

+ 20 mp) cos 6 © + (11 rag + 17pi) cos 90 + 14p(qcos 12 ©1],
here

&= [n+ 16t2+ 49 m2 1002+ 169p2 +

4- (8 gt 4- 56 mt 4~ 140 mra 4~ 260 pra) cos 30 4-
4- (14 mq 4- 80rat f 182pm) cos 60 +
4- (20 req 4- 104 pt) cos 90 + 26 pg cos 120].

5. Particular cases

a) Cross section: a semicircle.
In this case
z= w(f) = acC. (5.1)

Substituting g= 1, i= 0= m= n= pin (4.3), (4.4), (4.5) and (4.6) we get
the torsion function, polar moment of inertia, torsional rigidity and the non-
vanishing peripheral stress given by
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N = in@+ 2(C+ 1/0 - (C- IC)log 4+ (5.1)
25 1-¢
A 4
1= "% b e (5.2)
4 2 A
. fira . . .
(0Z )R=i= - [2sin0 (nsin0 —2) —2sin20 logtan 0/2]. (5.3)
n

The above results agree with those given by Deutch in [5].

b) Cross section: One half of a right angled triangle with 30° and 60°
angles.

The mapping function is
s= coC) = a(C + tC4) -~
Putting ¢ = 1, m= 0= ra=pin (4.3), (4.4), (4.5) and (4.6)

we obtain

No EmC2(1 + fC3)2+ 21 + Cc+ Q-

2n

5 t(f2+ c)+ 4*2(f3+ £3) + 4(’\4+ cf + 4 2(f5+ c9) +

+ 29CT+CTN—{C—£")+* (C4—C4)}2log3|/+ c (5.4)
1+ 10t2+ 4t4), (5.5)
UXCX4 . "
D = (1+ 10D+ 41)- X" (16 + 73,8321412+ 50,89821 t4), (5.6)
2 419
and
Z 1 Ixra A{(1 -f 4t —cos 20 + 5t(cos 30—cor50) —
a 1(#
—4i2c0s80} — 2 1+ ' sin0 4 — tsin20 —sin30 —
3 5
. 10, . . . .
— 16tsin40 - Psin50 — 14t2sin70 —2(sin20 — 3tsin 30
3
+5tsin50 + 4t2sin 80} log tan 0/2 0!1—|—i2—00520 -f
+ 2tcos30 —21cos50 —t2cos 80} (5.7)
where

&= 1+ 1612+ 81cos 30.

The results for various sections have similarly been obtained directly from the re-
sultsin section 3, with suitable choice of the coefficients in the mapping function.
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Appendix
Use has been made of the following integrals:
L fox-wdam O ' noo
in , n= 0
cen  da= — 2714 1" n= +1,+2, ...
0, re= 0,24, ...
"L Ti+A + , re= 1,3,5,
nm+1 L 3
1+o0 , —1
)" log — da = T
210 o4 s,
rI 1
------ 'r'er+T|f|1+ -g-+ eme + _ o= 2)  N- "3.55,-7,
B )e"(Y=r 4+ a-Hr)dir=inf 2gT M e
= -AT < C+1,>- re-43'«*+I>-
n 25 @b+ (o) - eeerirt"+ (Cn+ T)log M= 2,4,6, ...
n_p, @+ 4, EA+ -
- + CB)- eme+ |+ (E"+ t)logd — 1, r= 1,357, ...

> bl T+ e« '--« +«+1> TET e +1

- in? + (£ fD log4 4r , re= 2,46, ...

--TTET«* b?>-dh-«“+ £>-

— ... —inln+ ¢En+ foylog 34 ¢’ r= 3,57, ..
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TORSION YON PRISMATISCHEN STABEN
M. C. K. MURTHY

ZUSAMMENFASSUNG

Die Arbeit bringt eine prinzipielle Loésung der Torsion von prismatischen Stdben fiur
den Fall, daB die Funktion, welche den Stabquerschnitt auf den Einheitskreis konform abbil-
det, in Form einer Potenzreihe bekannt ist. Als Anwendungsbeispiel wird die L&dsung des
Drillungsproblems fir einen Stab vorgefiuhrt, dessen Querschnitt die Halfte eines mehr-
fach symmetrischen Profils bildet. Einige Spezialfdlle werden ebenfalls behandelt.

TORSION DES BARRES PRISMATIQUES
M. G K. MURTHY

RESUME
C
L’étude présente une solution pour la torsion des barres prismatiques, pour le cas ou la
fonction représentant la section de barre d’une facon conforme au cercle unitaire est donnée
sous la forme d’une série exponentielle. Comme exemple d’application, I’auteur décrit la solu-
tion du probléme de torsion d’une barre dont la section est la moitié d’une section multiplement
symétrique. Certains cas spéciaux sont aussi examinés a la fin de I’étude.

KPYUYEHWE MPU3MATUYECKWNX CTEPXHEWN
M. T. K. MYPTU

PE3IOME

B pa6oTe NPUBOAUTCA MPUHLMMNMANBLHOE PELLEHVE KPYUEHUSI NPU3MaTUUYECKIX CTEPXKHEN
ANs TOro cnydasi, Korga oTobpaxaiouias (yHKLUWs, 0TobpakaeT CTepXXHEeBOe CeyeHue npu-
BefeHHbIM K eAMHUYHOMY KPYTY, ¥ M3BECTHA B BWAE MOTEHLMANbHOrO psiga. B KauecTse Mmpu-
Mepa MPUMEHEHUs JEMOHCTPUPYETCS pelleHne Npo6ieMbl KPYUeHUsI CTEPXKHS, CeueHue KOTo-
poro paBHO MOMOBMHE MHOIOKPAaTHO CUMMETPUYHOrO paspesa. PaccMaTpuBaloTcsl TakXe OT-
JeNbHble crneunanbHble crydau.
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EXAMINATION
OF THE EFFECT OF TEMPERATURE GRADIENTS
BY MEANS OF INFLUENCE LINES

J. SZIDAROVSZKY

CAND. OF TECHN. SC.
MINISTRY OF COMMUNICATION, BUDAPEST

[Manuscript received June 7, 1965]

Analysis of statically indeterminate structures has often to take the effect of tem-
perature gradients into consideration. Now, a fictitious load, equivalent to the temperature
gradient, will be determined, and displacements and internal forces, resp., due to temperature
oradients, can be determined by loading this fictitious load onto the influence lines. Application
gf this procedure is illustrated in the examples.

1. Introduction

In certain cases, bridge specifications require examination of the effect
of temperature gradients. In this examination a linear temperature variation
is assumed throughout the beam section.

In statistically determinate structures this effect produces only a defor-
mation and no internal forces, while for redundant structures unrestrained
deformations cannot develop and thereby internal forces arise.

This problem can be solved by the well-known method of reducing the
beam into primary structures, to determine the relative displacements due to
temperature gradient at the joints assumed to be dissolved at the reduction
into primary structures, and to establish an equation system for determining
redundant forces at these joints.

However, this procedure cannot be applied directly for suspension bridges,
pre- and post-tensioned beams, compressed and tensile bars, neither for
shallow arches to be analyzed by deflection theory, since for these beam types
the displacement of the primary structures produced by the temperature varia-
tion gives rise to internal forces, this being difficult to take into consideration
and their effect on relative displacements to be examined.

This paper describes a procedure, valid, beside simple structures, also for
these special structures, involving almost no excess work if their influence lines
are available, and labour saving.
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146 J. SZIDAROVSZKY

2. Equivalent load of the effect of temperature gradient on a statically
determinate structure

Over an infinitesimal length of a beam submitted to a temperature gra-
dient, lower fibre is of length dx, top fibre of Ax = dx(l -f- ot), where cois the
linear thermal expansion coefficient, t is the temperature difference between
lower and top fibre. Relative change in length, assumed to be unrestrained, i.e.
the beam to be statically determinate, is expressed by:

dxflc-cot)

Fig. 1

Attwo boundaries of the infinitesimal beam length dx, originally parallel
plane sections are subject to a relative rotation x such as (Fig. 1):

e< dx = - — dx
h h
where h is section depth. The curvature is:

| X cot
ot dx h

(2.1

For a beam loaded by external forces producing bending moment M,
the curvature is:

Lo (2-2)
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If the external load is such as to develop a bending moment producing
a curvature equal to that produced by temperature gradient, i.e. (2.1) and (2.2)
are equal, then a substitutive internal moment

E | cot
Mt= - X (2.3)

will develop in the beam. The same moment will be produced by an external
load, the so-called substitutive load:
if the beam at its origin (x — 0) is subjected to an external moment

u Eh < (2.4)

at its end point (x = 1) to
E ltuwt
M q) . (2.5)

and at an intermediate section to the external distributed moment
mt = —= —cat - ) (2.6)

In these expressions 10, hO; 1), hi; and I, h are moments of inertia and depths
of the beam resp., at the origin, at the end section and at an arbitrary section,
respectively. Derivation was made with respect to abscissa x of the beam sec-
tion, as indicated by the subscript.

Where there is an inflection or jump in the value of

El
h

9

there the beam is subjected to a concentrated moment

E (X -j- dx) I (x -f- dx) E (x —dx) I (x —dx)
h (x -\- dx) h(x — dx)

M,bdx_0= cot (2.7)

Deflection of beam due to temperature gradient may also be produced
by the substitutive load according to Eqgs. (2.4) to (2.7).

However, internal forces produced by this substitutive load are not
equal to those produced by the temperature gradient. Namely, in the stati-
cally determinate primary beam, the deformation due to temperature gradient
arises without restraint and, therefore, no internal forces develop.
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It should be noted that external substitutive moments are in equilibrium,
so that in the statically determinate (primary) beam no reactions develop.

|f some beam elements are not horizontal, at derivation the abscissa x
in all sections is to be assumed normally to that section i.e. parallelly to the
beam axis. Thus, the expression containing cross-sectional characteristics is to
be derivated in the axial direction. If there is a hinge in the beam (e.g. hinged
continuous beams), E1 = 0is assumed for a short length dx —m0. Thus, accord-
ing to (2.7), concentrated moments

El
M, = cot (2.8)

left

and

El
Mt ot (2.9)

h right

act in front of and behind the hinge, respectively."”

3. Effect of temperature gradient on a redundant structure

Analysis of a redundant structure involves its reduction into a primary
structure. For this primary structure, relative displacements will be determined
at joints assumed as being dissolved, and then redundant forces are applied
that cause these relative displacements to vanish. The actual internal forces
and deformation will be produced on the primary structure by a combination
of external and redundant forces.

Deformation of the primary structure due to temperature gradient equals
that produced by the substitutive load, hence redundant force due to temper-
ature gradient equals that due to the substitutive load. However, temperature
gradient does not give rise to internal forces in the primary structure, while the
substitutive load does.

Accordingly, for aredundant structure, deformation due to a substitutive
load equals that due to a temperature gradient. Internal forces in redundant
structures due to the substitutive load are to be lessened by internal forces in
the primary structure produced by the substitutive load, to give internal
forces in the redundant structure produced by temperature gradient. Thus,
our procedure is the same as that for statically determinate structures.

If the structure is such that deformation of the primary structure produ-
ces internal forces (such as bars in compression), primary structures exempt
from the effect of the cause producing the internal force (in this case the com-
pression), the “first” primary structure (without compression) should be ex-
posed to the substitutive load. Accordingly, when analysing internal forces,
those developing in the “first” primary structure are to be subtracted.
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4. Influence line for external moments

To analyse the effects on structures due to vertical external loads, in-
fluence lines are constructed, which, when loaded by vertical external forces,
yield the deformation or internal forces wanted. For structures loaded by exter-
nal moments instead of vertical external forces, theoretically, influence lines
can be constructed to analyse the effects due to external moments and these

influence lines loaded by external moments give beam deformations and inter-
nal forces. However, there is an internal relationship between influence lines
for external vertical force effects and external moment effects, respectively,
and if influence lines for vertical force effects are available, then those for
moment effects are easy to construct.

Denote effect developing in beam section x due to unit vertical load acting
at beam section z by:

@, %) (4.1)

Then rj(x, z) is the influence line of vertical forces.

Let locus z be acted upon by an upward force P and (z -)- dz) by a down-
ward force P. Their combined effect will be the same as that of an external
moment M = P.dz. This effect is expressed by (Fig. 2):

Ex= —Pf] (x,2) + Pr](x,z + dz) = P [r](x,z + dz)
=p VvV(x,z+ dz) —rj(x,z) d_ (4.2)
dz
For dz —=0
E — Pr)'z(x,z) dz . (4.3)
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External load moment is, however,

Pdz= M. (4.4)
This gives:
E = Mrj'z(x,2) (4.5)

where M is the external load, and rJz(x, z) is the influence line of moments, a
derivative of influence line of vertical forces with respect to z (external load
locus), as indicated by the subscript.

If individual units of the structure are vertical or nearby vertical, then
influence lines are to be constructed for horizontal forces. Abscissa z will be
assumed normally to influence line of the force the effect of which the influence
line refers to.

In case of frameworks, for horizontal members, influence lines for vertical
forces, and for vertical members, influence lines for horizontal forces are to be
constructed. Influence lines will be derivated normally to the forces, i.e. hori-
zontally or vertically, as the case may be.

5. Determination of effects due to temperature gradients by means of
influence lines

The above considerations lend themselves to an easy determination of
deformation and of internal forces due to temperature gradients, if influence
lines for vertical forces are available.

The first derivative of vertical influence lines with respect to z (ordinate
of loading) is loaded by the external substitutive moments determined from
Eqgs. (2.4) to (2.7), and in the case where the internal forces are to be determined,
the effects on the “first” primary structure are to be subtracted. Internal mo-
ment value developing in the “first” primary structure will be obtained from
(2.3), its shearing force is its first derivative with respect to x (ordinate of sec-
tion). Accordingly, if temperature gradients throughout load the length of
the structure a displacement of

E.I, , rHer ', . j EOIO , . .

y(x) = @ == wz{x’l) — — WX 2) O —A rjy2(x, 0)  (5.1)
h Jo h X ho

and a bending moment and a shearing force, resp., of:

EJ
M = cot N mz _ -
(x) Eﬁ[l_v {x,h J\ (

V{5 j)Xsz(x,s)dz—

(5.2)

h{x)
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and

QW) = cot _Er’Ti'riQ'zﬁx, - J fQzix tx)-dz —
' (5.3)
E() 1(x) y
h(x)

result.

In the symbols for functions rj(x, 2) (influence lines) subscripts refer to the
examined effects.

For a constant cross-section

Yy = h w x, - ny(x 0], (5.4)

M = Elc* [rj, » 2)__ 0) + 1], (5.9)
h

Q= h Waq,(x, i) - n'oAx, 0)] (5.6)

where rj(x, 2) is an influence line (influence function) of external vertical forces
for the examined effect.6

6. Examples

6.1 Simple beam

Bending moment at quarter span, X — Z/4, arising in a simple beam of constant cross-
section, of span | (Fig. 3) is to be determined.

Moment influence lines are given by relationships:

(6.12)
A Z) = —y— (L— 2) T z2
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Derivatives of both end tangents (6.12) with respect to z 1,

respectively:
VMep [ ol 1TJ=H4 431
1
>MZ(:-h = I_ -f] y = 14 4

to give a moment according to (5.5) as:

Elcotr 1 3
M = = 0.
h 1 4 g =0

6.2 Two-span continuous beam

Let us determine the moment at the middle support and at midspan, respectively,
due to temperature gradient arising in a two-span continuous beam of constant cross-section
and of equal spans 6. Beam length is: 1= 2 b (Fig. 4).

According to the Anger table (G. Anger: Zehnteilige Einflusslinien fiir durchlaufende
Trager, Bd. Ill. Berlin, 1949) ordinates of the moment influence line at the middle support
j.e. of the section X —1/2 at Z = 6/10 = 1/20 and at z = 19 6/10 = 19 1/20, respectively, are:

Vm 02481
to give:
0,0248 1 _ 0.248
vm 011 ~ e
Moment at the middle support is, according to (5.5):
M EIWt (0,248 + 0,248 + 1) = 1,496 EI &
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Moment influence lines at X = 14, i.e. at midspan are, according to the quoted table:

_IKT) 0,0376 ! d WV ! 5 00376l 3,376
M(ein e 2 ' foooan mz ( ) g ’
9 n ) 0,0124/
“o 1= 0,0124 |.
UM 4 20 3 ' Mz[ "IN X T
The moment is, according to (4.5):
E | cot
M (I) Elwt (0,124 — 0,376 + 1)= 0,748 —

it is the half of M(I/2).
The same result can be obtained by the usual computation method.

6.3 Simply supported suspension bridge

The bending moment due to a temperature gradient, i.e. a warming up by 15 °C of
the top flange of the stiffening truss at X = 0,15 | of the middle span of a simply supported

TVJ0.15U)

suspension bridge built in 1941 in Sweden is to be determined. Relevant data are taken from
the book by S. O. Asplund: “On the Deflection Theory of Suspension Bridges” (Stockholm,
1945). Tables of the same book serve to calculate influence line ordinates (Fig. 5).

Bridge data :

Middle span 1 = 140 m,

Flexural rigidity of the stiffening

truss El = 19,6 « 103tm2(m2Mp).

Cable sagging f = 16,8 m,

Cable force due to dead load Hw = 199t [Mp],

Depth of stiffening truss (estimated) h = 0,6 m,

Linear thermal expansion coeff. @ = 1,2 «+10-5
Ordinate X of the moment influence line at 0,5 | = 1/20 (Fig. 5) from the quoted book: (4
= dead load),

471 +10“3-wI2

AM(0,15 /, 0,05 /) = I

= 4,71-10'3+140 = 0,660 m
to give approximately:
0,660 m

4Mz(0a5 1, 0) 0.05+140m 0,094 .
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Similarly, ordinate X of the influence line at 0,8 | is
»M(0,15 1, 0,8 [) = -3,79 +10-3+140 = 0,530 m

to give approximately:
0,530 m

v'rz(045 Ul) 02+140m - 0,019 .

The moment at the examined locus is, according to (5.4):

19,6- 103-1,2- 105 m15
M (0,151) = (0,019 — 0,094 -f 1) = 54 tm ,

some 15 per cent of the max. moment (=37,2 tm) developing in the stiffening truss. It is
interesting to note that the moment is almost the same as would be for a perfectly restrained
beam, since the cable allows but a slight deformation.

UNTERSUCHUNG DER WIRKUNG YON UNGLEICHMASSIGEN
TEMPERATURVERANDERUNGEN DURCH EINFLUSSLINIEN

J. SZIDAROVSZKY

ZUSAMMENFASSUNG

Bei der Untersuchung statisch unbestimmter Konstruktionen muB o&fters auch der
EinfluR der ungleichmd&Rigen Temperaturverdnderung bericksichtigt werden. In diesem
Aufsatz wird eine, mit der Wirkung der ungleichméBigen Temperaturverdnderung gleich-
wertige Fiktivlast festgestellt, wodurch belastete EinfluBlinien die durch die ungleichméaRige
Temperaturverdnderung verursachten Bewegungen und Beanspruchungen ergeben. Die
Anwendung des Verfahrens wird an Hand von Reispielen dargelegt.

EXAMEN DE L’EFFET DES VARIATIONS INEGALES DE TEMPERATURE
A TAIDE DES LIGNES D’'INFLUENCE

J. SZIDAROVSZKY

RESUME

L’analyse des structures hyperstatiques doit souvent prendre en considération I’effet
des variations inégales de température. L’étude détermine une charge fictive équivalant
a I’effet des variations de température. En reportant cette charge fictive sur la ligne d’influence,
on obtient les déplacements et les sollicitations dus aux variations de température. L’application
du procédé est illustrée par des exemples.

NCCNEAOBAHUNE HEPABHOMEPHbLIX W3MEHEHWW TEMMEPATYPbI MPU
nomMown KPMBbIX BJIMAHNA

A. CWOAPOBCKWN

PE3FOME

Mpu WcCnefoBaHUM CTATUUYECKU HEOMpefesieHHbIX CUCTEM, KaK MpaBuio, Heo6X0AMMO
NPYHUMATb BO BHMaHWE U HepaBHOMEPHble U3MeHeHUs TemnepaTypbl. B paboTe onpeaensiercs
aKTUBHasi Harpyska, paBHO3HA4Has BAWSHWAIO HepPaBHOMEPHbLIX W3MEHeHWi Temnepatypbl, U
NPOSIBNSIIOLMECS CMELLEHUSI U HaMpshKeHWsl, SIBASIOWMECS Pe3y/ibTaTOM HepaBHOMEPHbIX
M3MeHeHW TemnepaTypbl, ONpPeenstoTCs C MOMOLLLIO OTPAXeHWUs 3TOM (MKTUBHOWA Cubl Ha
KPUBbIX BAWSHWA. TpYMeHeHVe MeToda MOKasaHo Ha npumepax.
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TORSION EINZELLIGER KASTENTRAGER

B. GOSCHY

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
INSTITUT FUR QUALITATSKONTROLLE IM BAUWESEN BUDAPEST

[Eingegangen am 29. November 1965]

Die Stahl- und Spannbeton-Kastentrager werden oft aus technischen und wirtschaft-
lichen Grinden ohne Zwischenschotte ausgebildet, wodurch sich die Querschnitte des ver-
drillten Tragers ihre Anfangsform nicht beibehalten, sie verformen sich durch Verzerrung.
In der vorliegenden Arbeit wird die Torsionsberechnung des Kastentragers mit verformbaren
Querschnitt ohne Verwdlbung gezeigt, da der EinfluR der Verwdélbung bei geschlossenen
Querschnitten nur einen ortlichen Charakter annimmt. Es wird bewiesen, daR die Torsions-
steifigkeit der kurzen und breiten Kastentrdger infolge der Querschnittsverformung wesentlich
verringert wird, ferner, daR der EinfluB der Querschnittsverformung bei Tragern, wo die
Léange zehnmal gréBer als die Breite ist, vernachldssigt werden kann.

1. Voraussetzungen

Es werden die in der Torsionstheorie der dinnwandigen, geschlossenen
Querschnitte ublichen Voraussetzungen getroffen. Wenn die Bedingungen

< 01 und— < 02
b |

(dmax = maximale Wanddicke) erfullt sind (Bild 1.), kann man eine gleich-
maRige Schubspannungsverteilung in den Kastenwdnden annehmen. Die W 6lb-
krafttorsion wird vernachldssigt.

Die Verformungen der Kastenwdnde werden nach den Prinzipien der
elementaren Biegetlicorie bestimmt.

Um die Berechnung zu vereinfachen, wird ein symmetrischer | oder Il
formiger Querschnitt betrachtet (Bild 2a).

2. Verformungsgleichungen

Die auf den untersuchten Kastentrdger wirkende exzentrische, verteilte
Belastung 2p(z) nach Bild 2 kann in einen symmetrischen und einen antimetri-
schen Anteil zerlegt werden. Der symmetrische Belastungsfall kann nach der
Biegetheorie der Stabwerke untersucht werden und wird im Rahmen dieser
Arbeit nicht besprochen.
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Bild 1. Exzentrisch belasteter, einzelliger Kastentrager mit zwei Endquerversteifungen

Pfr) r pfr)
1 Oi
2b
(b) (c)

Bild 2. Zerlegung der exzentrischen Belastung in einen symmetrischen (a) und in einen anti-
metrischen Lastanteil (6)

No L r J X0
Ne vy BJrt r Yop
Lt Ut r 7% gin
r 57n*1 a
fe
(a) (b)

Bild 3. Das statisch-bestimmte Grundsystem, duBere- und Zwangskrafte

Die antimetrische Belastung fuhrt zur Drillmomentenbelastung
mT = p(z)b . (1)

Der tordierte Tragerquerschnitt bildet ein innerlich statisch-unbestimmtes
System.
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Die Uberzdhligen Krafte werden aus den Verformungsgleichungen be-
stimmt. Zu diesem Zwecke werden die waagerechten Scheiben in der Zellen-
mitte zerschnitten womit ein statisch-bestimmtes Grundsystem entsteht. An
den zerschnittenen Trégerkanten wirken nun als Zwangskrafte die Querkréafte
XO0und Xu, je Einheit der Stabldnge, ferner der SchuhfluB dT/dz=T" (Bild 3).

2.1 Lotrechte Verschiebungen

Aus der &uBeren Belastung p(z) kann die relative Verschiebung der zwei
Trégerkanten des Grundsystems mit der Beziehung (Bild 3a)

2£()

(2)
Eh

berechnet werden, wo E It die Biegesteifigkeit des I-formigen Haupttragers
bedeutet.

Die relativen lotrechten Verschiebungen an den Schnittstellen (im ent-
gegengesetzten Sinne positiv genommen) aus den Uberzdhligen Kraften X 0 -|-
X ubestehen aus drei Teilen (Bild 3b):

a) aus der Verschiebung infolge der Biegung, die der Differentialglei-
chung
2(XU+X,)
YIX — ©)
Eh
genugt;

b) aus der Verschiebung infolge der Verdrillung

Yix = Pxb’ (4)
wo der Verdrehungswinkcl aus
(X0+ Xu)b
K - (5:
2GlIrl

zu berechnen ist. Hier bedeuten:

Gl-/-, = Ga,df,b -f dudy) + ai,df,h) = Torsionsteifigkeit des offenen | Haupttragers,
a0, au, @, = Beiwerte.

Nach vierfacher Differentiation der GIl. (4) bekommt man

VE = <ow b (s X-L)bk (6)
’ 2 Clrl
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c) Die relative Verschiebung infolge der Plattenbiegung der Flanschen
wenn keine Mittelquersteifen angeordnet sind — werden aus

= BOb+ x °b*
y 12E1, ()

berechnet, mit

_ h = (2-fe) I"NA _= (2-k)A - bh
Bo 3 6 EI 6EI. 12El,

Bild 4. Querverbiegung des | férmigen Teiltragers. Rahmenwirkung

Indem wir die Durchbiegung der oberen und unteren Flanschen als gleich vor-
aussetzen, ist

h 1,
T 1+ 3/ T
X U= — oo oo X 0= kXO0. (8)
lo 1+ 3> I-
b Ih

Dabei sind mit der Querkontraktionsziffer v

T de . .
12(1 —\/3 das Tragheitsmoment der oberen Platte,
.. = —dj das Trdagheitsmoment der unteren Platte
” 121-r2 '
h = dh das Tragheitsmoment der Seitenplatten
= 12(1 —\ g p .

Mit diesen Werten kann die Verschiebung in der Form

va .  X°B +(2-k) XA h - XA
X EE 12 E h 12EB
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angeschrieben werden, wo
B _ K
| + f(2 -4
}b Iﬁt

ist. Durch Differenzieren wird schlieBlich

Y3x
12EB

Aus dem SchubfluR T kommen folgende Verschiebungen zustande (Bild 3b)
a) die Verschiebung infolge der Biegung

dQ 27T h
wv Bl dz - (")

b) die Verschiebung infolge der Verdrillung

r E-h
§iT = Prkb= — (12)
2 Glypq

und

T" b4i

2T —— (12a)
2 Glyy

Das Verschwinden der resultierenden lotrechten Relativverschiebungen
wird nun mit Gleichung

Yy'x + 2 ylr=yip (13)
1=1 1=1

durch die Relation, oder nach der Einfihrung der einzelnen Werte und mit (8)

rt T
(I + k)X0+ (I + k) — K b2+ X 'v 63+
- 24 B
(14)
T h— EL T"'b2h = p(z)
4 Gln

ausgedruckt.

2.2 Waagerechte Verformungen

Die zweite Bedingungsgleichung kann aus den Dehnungen in der Rich-
tung z an der Schnittstelle bestimmt werden.
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Die &uBRere Kraft ruft an der Schnittstelle des linken Teiltrdgers oben
die Dehnung (Bild 6a)
M(z)

sop — + Eop EN Ym (15)

und unten die Dehnung

" (ft-Y) (16)

E EE

hervor, wobeiyM (vgl. Bild 5) den Abstand der Null-Linie von der oberen Flan-
schenmitte des | féormigen Querschnittes bedeutet (Das negative Vorzeichen

Bild 5. Waagerechte Verzerrungen des statisch-bestimmten Grundsystems

bedeutet eine Verkirzung). Nach zweimaliger Differentiation der GI. (15) und
(16) bekommt man:

I r P (2)

£op — Im; Eup — cpp (h=yw) (15a ; 16a)

Aus der Biegung der Zwangskrafte X 0, X uentstehen (Bild 6b)

b 0% " (a7

Elr
oben, und

*
”

h—Ywm (18)
Eh ( )
unten.

Aus der durch die Zwangskréafte X n, X uverursachten Verwdlbung werden
die Dehnungen oben

™T 4 = (X0+ Xu)V

£@= UX= U xy
GITT 2 Jr 4G In

(19)
bzw.
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(x"0+ x:)v

(19a)
acit, T
und unten
(X'0+ X"u)b*
Buf. — (h —y7) (20a)
4 Gl

wo yT die Lage des Schubmittelpunktes des | Querschnittes bestimmt (Bild 5).

Bild 6. Querschnittsfestwerte des Teiltrdgers: 0; = Schwerpunkt, 02= Schubmittelpunkt

Auch der SchubfluR erzeugt Biegung und Torsion. So entstehen durch
Biegung des im Steg wirkenden Schubflules die Dehnungen

M"(T") a T'h o1
£03 — EITI Ym — £_1TX YM --- E‘I’;( Ywm:
_ (22)
13 g1y (B

und aus der Verwdlbung

r h mThb T'
o We= mxy — | T S AN LI )

Da das Torsionsmoment mit

ausgedrickt werden kann, sind die Verzerrungen:

T'"b*h LR
£o41 4GIri YT~~0~ dh  2dn

(23a)
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und

b2h 4 T
=+ (h=-YT)+ — (24a)

Die Verformungsbedingungen lauten:

(+"eS)links — (m~O)rechts — 0 , (25)

(~eu)links — (~u ) rechts = 0«

Durch Addieren der zwei Bedingungsgleichungen (25) bekommt man die Ver-
formungsgleichung

A0+ Xu {XI + X") b2 Th T b2h 8ITlj = Piz) (26)
El 4Gl, El, 4GITy EE

‘wlo

oder mit Xu= kXnschlieflich

(1 +k)X0- (1+k) X1 b2+ T h+

n
El (26a)
n 1+ 8ITYIro) T"' b2h = p{z),
161 ( ) p{z)
41,2
Uo G L & G die Torsionssteifigkeit des geschlossenen Querschnittes

und
r ds 2h b b
9(5) di d', dO dU

bezeichnen.

3. Differentialgleichungen der Torsion

Um die Berechnung der simultanen Differentialgleichungen (14) und
(26a) zu vereinfachen, werden die beiden Gleichungen addiert und subtrahiert.
Damit bekommt man

1+ k}X° — X XY »+ T'h — T" b2h = 27
(s X+ o X LR LESE P @)

und

{I+ KX+ -~AAXAp-T"'hIl+~1IL
12EB \ lru
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wo Ix = 2 Ixdas Tragheitsmoment des geschlossenen Querschnittes bezogen
auf X—X bedeutet.

Aus der GI. (28) kann durch Integration

Gl
(1 + K)X0+ -~+-X'0b- T'h 1+ «sl|_ o (28a)
12°EB -

1TN |
abgeleitet werden.
Die GI. (27), (28) und (28a) werden in

(L + 8In/lro) b*X'v +

96 Bb
6 EBD
Gl L+ fg b2x; + (29)
12 Bb « * Gl
+ 201+ K@+ 21701710 — (I + 41rillro) P(z)

zusammengefalt und da in der Torsionstheorie der inhomogene Anteil der
Differentialgleichung ublicherweise mit dem Torsionsmoment ausgedrickt
wird, schlieBlich auf die Form

Ix 1+ 81TJITO f5x iy ,
96Bb 1+ 4 ITYUITo

x  Gly 6 b*

+ ol + * K + (30)
286 £1v' Gl CT D 1w aurino

+ 1+ 4ljjly-Q p{.)b=mM
gebracht.

Durch (30) ist die Gleichung des verdrillten Kastentrdgers mit Ricksicht
auf die Querschnittsverformung formuliert. Da (30) eine inhomogene lineare
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten darstellt, hat die allgemeine
Lésung die Form:

X0= X0+ X02 (31)
worin X 0L die allgemeine Ldsung der homogenen Gleichung
aiX ™ + a2X"+ a3xXx0=0 (32)
und X @ die partikuldre Losung der vollstdindigen Gleichung bedeutet.
Aus den Abmessungen und Steifigkeitswerten kann man die Beziehun-
gen a2< 0 und ai—Aa”3 0 feststellen. Die charakteristische Gleichung mit

der partikuldren Loésung Xt = egr ist:
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adM —a2rf- B= O (33)
mit den vier Wurzeln,
K ar + Ma\ j aia3= + ya+ ib. - Jfa + ib;
2a4 2a, (34)
K -)-Ifa—ib; M= —]Jfa—ib,

die alle komplexe Zahlen sind.
Mit der Einfihrung der durch

A= --ib= A -j-iB
definierten HilfsgréfRen
A = + Y;2+ b- B = + 2ya2+ b2 (35)

bekommt man schlieBlich als allgemeine Ldsung der Differentialgleichung z. B.
nach der Methode der Variation der Konstanten

X 0= eAz (Clcos Bz -f C2sin Bz)
-f- e~Az (C3cos Bz  C4sin Bz) -f-

+\]*X (2 x)p(a)da.

Es wird hier auf die Einzelheiten dieser Methode nicht eingegangen.
Die Integrationskonstanten werden aus den Randbedingungen bestimmt.
Die lotrechte Verschiebung der Kastenrippe wird aus

yNz b gxet XY - TR = b (O yIv] 37)

Ljir

(36)

berechnet, wo

12EB

die Querschnittsverformung darstellt. Daraus hat man nach der Integration

b . b X ab*
y = — {<P+ r) = <P— + 24 EB
und insbesondere
24EB
X0 (37a)
b3
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Zur Formulierung des der Differentialgleichung (30) zugehdérigen Randwert-
problems mussen sdmtliche Randwertaussagen durch die GrofRe X 0ausgedrickt
werden. So sind z. B. fur einen beiderseits eingespannten Kastentrdger bei
2= 0 und z= | die geometrischen Randbedingungen

was den Randwertaussagen

entspricht.
Fir einen beiderseits frei aufliegenden Kastentrédger gilt fir 2= 0 und

y = @= 0und y" -o"= 0.

Zahlenbeispiel

Die Anwendung der abgeleiteten Formeln und die Bedeutung der Q uerschnittsver-
form ung sollen an dem K astenquerschnitt (Bild 7) gezeigt werden
Die Tragheitsm omente der K astenwande werden m it V= 0
| U 1-dl 1103 1-dh 1-83
0= 12 = 83,3 cm 4 I, 42,7 cm 4,
12 12 12
th-e >< >
0 =
—
b- 100
w0 J b- 100

Bild 7. zantenbeispiel

das Tragheitsm om ent des ganzen Q uerschnittes
Ix = 2|y—7z‘57 105 cm 4,
und die Biegesteifigkeit der Rahmen (Querbiegesteifigkeit) wird m it K—1
_ 1.0 1.83.3
B= = 32,5 ¢cm 4,

1Y--§-T(2- ©
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Das Torsionstrdgheitsmoment des offenen, symmetrischen 1 Profils bekommt man aus
ITIl= -h (2+d»6 + dl b)= (2 «10» + 0,358 «105) = 0,786 *10» cm4

und das Trdgheitsmoment des geschlossenen Kastenquerschnittes aus

4 b2h2 4-1002*%802
bry . 64,105cm4.

2ip +2~4r "8 Ao

Die Beiwerte der Gleichungen (30) und (35) betragen mit G = 0,46 E

« h 1+ 81In/iro 72,57.10» 1+ 0,008
96 Bb |+ 41TI/ITo 96-32,5-102 1+ 0,049 T
a2 »« Glr, I <>EBb 1 1
12 Bb Elx A GJTo K A > I+ 41Tllro
72,57-10» 1 0,46 +0,786  10» 6+32,5 102 11
124325 +102 [ 72,57 +10»  + 0,46 «64+10» ' 2] 1,049 ~ 3’ 2°
. 2(1 + fo)(1 + 21TIH/1ro) 00 1,025 . An
3 I + 4lrillro 1,049 1 .

Im Falle einer statisch-bestimmten Lagerung der Flanschen (die Stitzenmomente der Flan-
schen sind gleich null) und eines sinusférmig verteilten Drehmomentes

mj- = mj-0sin

wobei rnj-0 = pb ist, kann eine einfache Ldsung der GI. (30) angegeben werden.
Dann wird
z

X0= X(I_')u'|-|-|7-1 *

ferner
7tl . Tiz . ne A2
X, 200 Sn~T- XI=-, , ~0sm—
]
Aus GI. (30) folgt damit

(. +b4a n2b2 t
rai ™M a2 + «*I X00 " —P O®>»

X -
” n4ba n2b2 4P
°Y = Peee PYp N R

Nach der Umformung der GI. (28)

In Aru

und mit der Einfihrung der Bezeichnungen

. Jiz a2 . a1z
T =TO0sin— und X0= - ji-X ,0sin —
bekommen wir
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2(1 + fe)lro i nrb2 1
2T0bh 5w 4in O U ERy <R~ i T

21+ folro GIn n2e2 1 |

Iro + 4174 12EBb T (1+K\m

Wenn der Kastenquerschnitt nicht deformierbar ist, entsteht die bekannte Gleichung:
2 T'bh = pb.

Der EinfluR der Querschnittsverformung ist in der Tafel mit der Verhaltniszahl TO/T” fiir
verschiedene b/l Werte dargestellt.

. b/l
Verhltniszah
bo 0,5 01
TJT 8,9 «10~4 23,4 m10-3 0,99

Es ist zu bemerken, daB der EinfluB der Querverformungen auf die Torsionssteifigkeit bei
kleinen Spannweiten am groRten ist, und hier der SchubfluR (T') entsprechend klein wird.
Auf diese Verhéltnisse soll bei der Auswahl der Abmessungen Ricksicht genommen werden.

TORSION OF BOX GIRDERS

B. GOSCHY

SUMMARY

Reinforced concrete and prestressed concrete beams of box cross- section without
stiffening members between supports are frequently designed for technical and economic
reasons. By omitting stiffening members the cross-section will not keep its original shape
during twisting and distortion of the section will occur. The purpose of this paper is to give
a method for the calculation of twisted box girders with deformable cross- section neglecting
the effect of warping which is, as known, of local character by hollow sections. From the
results of the presented calculations it can be stated that short and large box girders without
diaphragms have a low torsional rigidity, on the other hand, with girders ten times longer than
the width, the effect of the distorsion can be neglected.

TORSION DES POUTRES-CAISSONS

B. GOSCHY

RESUME

Pour des raisons techniques et économiques, les poutres-caissons en béton armé et
béton précontraint sont souvent réalisés sans raidisseurs intermédiaires (diaphragmes). Par
suite de I’absence de raidisseurs entre les deux appuis, il y a déformation de la section originale
de la poutre en torsion, c’est-a-dire la section souffre une distorsion. L’étude présente une
méthode de calcul de la torsion des poutres sans raidisseurs ayant une section en caisson,
en négligeant I’effet du voilement, car cet effet est de caractere local chez les poutres creuses.
Les résultats de I'étude permettent de constater que la rigidité de torsion des poutres-caissons
courts et larges est fortement diminuée a cause de la distorsion de la section et qu’on peut
négliger I’effet de la distorsion si la longueur de la poutre dépasse de plus de dix fois sa largeur.
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KPYYEHWE OJHOKJ/IETOYHbLIX KOPOBYATbLIX BA/TOK

B. rowwn

PE3IOME

Mo MNpuYMHaM TEXHWYECKOro M 3KOHOMMYECKOro XapakTepa >Xene3o6eTOHHble U npef-
BapUTE/IbHO HamnpsKeHHble GeTOHHbIE Ga/KX YacTo BbINOMHATCS 63 NPOMEXYTOUHOro peépa
ECTKOCTN (anadparmbl). CreAcTBUEM 0TKasa OT pebpa >KeCTKOCTU SIBSETCS U3MeHeHue nep-
BOHAYa/IbHOM (HOPMbl  KOPO6YATOr0 CeyeHUsi, MOABEPXKEHHOTO KPy4YeHWto, TO eCTb CeyeHune
McKaXkaeTcsl. HacToslllee MccneaoBaHMe MOCBSLLEHO pacyeTy KpydeHusi Kopo6uaToii 6anku c
MCKaXaloLWMMCA CeUYeHMeM, NPU YCIOBUM NPEHeGPeXeHUs BAWUSHWEM pacLUMPeHUs, TakK Kak
TaKoBOe, KaK W3BECTHO, A/l 3aKPbITOTO CEUEHWsI MMeeT MeCTHOE 3HaueHre. Ha ocHoBe pesy/b-
TAaTOB WCC/IE0BAaHUSI MOXHO YCTAHOBWUTb, YTO XXECTKOCTb KPy4eHWs KOPOTKUX W LUMp-
OKMX KOpo6uaTbIX 6anoK 3HAUMTENIbHO CHUXKAETCA BCMEACTBUE WCKAKEHWs, W jJanee, u4To
B/IMSIHUEM WCKaXKEHUS1 MOHO TMpeHebpedb, ecnn AnuMHa 6anKy NpeBbillaeT AecATUKPaTHYIO
LNPUHY ee.
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EFFECT OF THE ALTERATION IN THE FLEXURAL
RIGIDITY OF HYPERSTATIC BEAMS UNDER BENDING

J. SZIDAROVSZKY

CAND. OF TECHN. CS.
MINISTRY OF COMMUNICATION, BUDAPEST

[Manuscript received December 21, 1965]

Internal forces of hyperstatic structures depend, among others, on cross-sectional
dimensions of the structure. In bridge design, internal forces are determined after assuming
the dimensions, and those alter the cross-sectional dimensions assumed, which in turn modify
the former. Therefore, the design of hyperstatic bridges may involve as many as three or four
structural recalculations. Here it will be examined, in what direction and order will the
modification of internal forces be due to the alteration of the cross-sectional dimensions.
In their knowledge the cross-sectional dimensions can be made to cope with the internal
forces to be modified, hence recalculation of the structure can be avoided.

Introduction

Alteration of the flexural rigidity of hyperstatic beams under bending
affects internal forces, in addition to deformation. Structural engineers are
familiar with the law that by increasing the flexural rigidity along a length of
a hyperstatic beam under bending causes this length to attract the bending
moment.

This law, however, fails to inform either on the order of magnitude of
the internal force alteration or on the direction of the rearrangement of inter-
nal forces due to a combined effect of multiple section alterations.

This paper seeks an answer to both problems.

Ofcourse, when examining the effect of alteration in the flexural rigidity
— giving the modification of the internal forces or of the deflection — it is
needless to calculate with the same accuracy as for structural analyses. Namely,
if in structural analysis an accuracy of 4 per cent is required, and the actual
value varies by 20 per cent, then for the modification it is quite sufficient to
calculate to 100/20 <4 = 20 per cent. Thus for the calculation of the alteration
effect, a less accurate method can be applied, which means an important saving
in time and labour.

EIO = El,,(x) flexural rigidity of the original beam;

El, = flexural rigidity of the modified beam;
€ = ) absolute rotation of the beam section;
Ap = 12(%), relative rotation in the beam at XO;

Y =YX beam displacement;

Ay = Ay?XO) relative deflection at #0;

M = M(x) bending moment due to an external load;
m = m(x0) moment due to unit relative rotation;
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AM = AM(X) moment arising due to a modification in flexural rigidity;
=r(x) shearing force due to unit relative displacement;

asterisk as superscript refers to the modified beam.

Subscripts : m refers to moment influence line;
r refers to resultant influence line.

r
*

1. Examples on the examination of the effect of altering the flexural rigidity

Let us determine the bending moments under the load point and at
restraints in a bilaterally restrained beam under load P at midspan, on symmet-

rically altering the flexural rigidity at both ends of the beam of an originally
uniform section (Fig. 1).

1/2

Fig. 1

Choosing a simple beam as primary beam, bending moment under point
of force P is: (Fig. 2)

Pl
M

Symmetry zeros rotation at midspan, while at beam ends

Vo= «0l= * M s - o dx M
0 EI Jo EI m
P xdx 1 xdx
2E 11 s (T 2E (23, (1.11)
m ? Pl (12— 4s2)r + 4%
21n 16 EL. h

where 10is the initial moment of inertia; Ixis the same altered along length
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s—s; E is the modulus of elasticity; Zis the span; and finally,

r= E (1.12

Rotation produced by unit moments acting at both ends of the primary
beam will be:

y "W M
| = «kN = —
Jo E1 Jo E1( E \ I\ 1o |
1 11— 2s 2s | - 25)r+ 2s
@ ) . (1.13)
2E 17~ 1, 2EL, Ix

Moment of restraint is:

M= - Pl (12— 4s2r-(- 45s2 (1.14)
8 {l2—21Is)r + 25

and moment under force P:

Moo lLem = — p2-as(z-91ex as(z-9) (1.15)
4 6 8 [2-2Zs]r + 2Zs

Fort= 1,i.e. JO= Jj orifs= 05 Z the well-known relationship for
contsant sections is obtained:

Mp 5

On the one hand, this example justifies the mentioned law familiar to struc-
tural engineers, and on the other hand, relationship (1.15) points out the non-
linearity of the internal force modification produced by the alteration of the
flexural rigidity.

Let us determine the bending moment in the same beam produced by
external bending moments -fM at both ends.

Now, the diagram of the moment developing in the primary beam will
be as shown in Fig. 3. In this case

Ml (Il—2s)r+ 2s

H H o
Vo —aol — Vi n 2EI, 7r

and at midspan:
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au

hence, the moment value is unaffected by the modification of the flexural ri-
gidity.

From this example it appears that the mentioned practical law is not
valid in each case and that the load features affect the modification ofthe bend-
ing moment.

2. Effect of flexural rigidity modification over an elementary length

In a beam of flexural rigidity EI — EI(x), an external load produces a
bending moment M = M(x) and a vertical displacementy = y(x).

Insert a hinge into the cross-section of the beam described by abscissa
xa and apply on both adjacent ends of the beam bi-parted by the hinge the
moments M(x0) and —M (x0), respectively. Then both the bending moment and
the deformation will equal those of the original beam. Thus, no relative rota-
tion will occur at the hinge (Fig. 4).

Let the moment of inertia of this hinged beam be bilaterally of the hinge
increase from | = Into I, along elementary lengths dx/2 (totalling dx). Then
a relative rotation A(p will develop at the hinge, between both beam part axes
(Fig. 5), to give:

M , M I, - 10
EI, EIU EIO l,

dx . (2.1)

Since actually the beam contains no hinge, on altering the flexural rigid-
ity, a moment M*(x0) producing zero relative angular rotation must arise in
the hingeless (primary) beam. The same internal forces will develop on loading
the hinged beam with an additional couple of moments M=* at the hinge-
side ends.
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Moment influence line of the section x0 will correctly be given by the
diagram of vertical displacement of the beam if a hinge is inserted in the beam
at x0, and the hinge is loaded bilaterally by a moment couple Azmm{xo) pro-
ducing the relative rotation at the hinge

Ap= x = —1

(Fig. 6). Now, bending moment mm(x) will arise in the beam at x.

Fig. 4

Then the bending moment causing relative angular rotation —Acp, is
AM* = AM*(x0) = mm(x0) dp
producing in other beam sections bending moment
AM*(x) = mm(x) dep .
The overall moment in the beam will be:
M*(x) = M(x) + A M*(X). (2.2)
Combining (2.1) and (2.2):

M*(x) = M(x) —M{xO)mm(x)Jl _7°e¢~ . (2.3)
11 ™0
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In the analysis, moment mm(x) producing unit angular rotation should
be determined on the modified beam, i.e. it should be in fact <(*)m If.
however, the alteration of the flexural rigidity concerns an elementary length,
there is but a slight difference between mg(x) and T1,*(nc), hence difference effect
is negligible.

Moment producing a unit relative rotation at the hinge in the primary
beam can easily be determined.

Namely, the moment influence line is identical with the deflection dia-
gram pertaining to a unit relative rotation at the hinge. The moment itself,
however, is proportional to the second derivative of the deflection, i.e.:

— EI (2.4)

where flm(x) is the ordinate of the moment influence line.
From (2.3), the formula of the moment at x0

d
M0 = MO 1 Mo — 10 )KX (2.5)

clearly proves the mentioned empirical observation that for hyperstatical struc-
tures, the increase of the flexural rigidity over a length attracts the bending
moment, i.e. it locally increases the bending moment — or better said its
absolute value — produced by an external load.

Namely, in this case 1r 70, the moment mm(x0) producing a unit relative
rotation is negative (Fig. 6), hence the term in square parentheses is greater
than unit.

Now, from formula (2.3) it appears that if the moment M(x) produced
by an external load at x, and the product from moment mm(x) arising at x is
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due to a moment causing a unit relative rotation at x0, and from the moment
M (x0) at the hinge due to the external load, are of the same sign, then increasing
the flexural rigidity will reduce the bending moment at x.

3. Effect of altering the flexural rigidity along a finite length of a span

Let us assume the primary beam to be cut through in an arbitrary section
x0and loaded at the cutting by a couple £R (x0) totalling zero, equal but oppo-

site to the internal forces of the cut beam, and by the moment couple -4-M(x,,),
as external loads (Fig. 7). Thereby the internal forces of the cut beam will not
change, and even the deformation will he the same as for the primary beam.
Internal moment in the beam (either primary or cut) is M(x).

If the flexural rigidity of the beam changes over a length from xa <[ m0
to Xb x0in the span, then at the cutting a relative angular rotation and a ver-
tical displacement develop. According to Figs 8 and 9 the deformation of the
primary beam is expressed by relationships:
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* M
Pli*) = a— dx ; Xe<x0,
X. E 1,
fx M
AKX) = b dx>x > xo
J Xb -£-%0

yS*) = Ya+ ePaix - xa)~ f( ~~T~dxdx; x <[x0,
JJXa 0
mx V[

YN*) =Yb — <Fhixb—*) — dx dx4 x > x0.
Jixb -~O

O O

(3.1a)

(3.1b)

(3.1c)

(3.1d)

The same are valid for the beam of modified flexural rigidity, but taking

/, instead of 10, to give:

<P*{x) = bpa — M dx; x <. x0,
x* EIl,
'Xx M
<Px) =N ~ dx4 x > x0,
X EI!
rex M
Tl(*) = Ja+ g/\o*_*a)_ dXdX; x <Cx0,
xa EI,
rex  an
Y*(x) — Yo — n (X —eX) — - dxdx4 x ;>x0.
JIx, EI,

Relative rotation at xn is:
Acp = <p£(x0) — < (*,) .
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Applying (2.1) we obtain:

M
EIO

(3.33)

and for the relative vertical displacement at xO0:

o Y= YY) —yf(*) .
From (3.3a) it is:

— — dx dx .

Relative vertical displacement can also be written as:

dx dx — M dxdx. (3.3b)

Eh h

Ifthe beam is acted upon at xOby an external force produced at x0in the
cut beam of original flexural rigidity a unit negative relative rotation and zero
relative vertical displacement, internal moment mm(x) will develop. Then, the
vertical displacement diagram will give the moment influence line of the pri-
mary beam. The same bending moment will alter the relative rotation in the
beam of modified flexural rigidity by:

nPr= —J s mmb) - A= {x-dx. (3.4)
Eln h

Relative rotation at x0is, from (3.3a):

— 1+ Apn r ix) hh gy (3.4a)
Eh h

At the same point, the relative vertical displacement is, from (3.3b):

mm(x) h _Indxdx x>mm{x) h —h
-_—

Xb EIO h a EI, h

-dxdx (3.4b)

and the bending moment arising in the beam:
mm{x) - — E10r]m(x) (3.4c)

where rjm(x) is the ordinate at x ofthe moment influence line, as a displacement
diagram.
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In general, the influence line is given by its individual ordinates, calcu-
lated at discrete loci, rather than by functions. Finite differences can be sub-
stituted by its difference quotient (Fig. 10).

In the beam of modified flexural rigidity moment mv(x) produces a
relative rotation and a vertical displacement, according to (3.3a) and (3.3b),
respectively, of

(3.4d)

and

M) i _ h.ixdx_ T JifeL h -i. dxdx” Ac)

Elo e e, 1,

and a moment of
mr(x) = —E10fj"(x)

where rjr(x) is the influence line of the cross-sectional resultant.

In the beam of modified flexural rigidity neither relative rotation nor
vertical relative displacement can be produced by external load at x0; hence in
addition to the moment M(x) developing in the primary beam, another bend-
ing moment cmrnm(x) crmr(x) has to develop to counteract relative deforma-
tion at x0, to give:

A<p + cmxm+ crAcpr= 0 (3.5a)
and

Ay + cmAym+ cryr= 0. (3.5h)
W hile the bending moment will be

M*(x) = M(x) + cmmm(x) + crmr(x). (3.5¢)
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From (3.5a) and 3.5b) it is
n<Pft—Ay AfH
*TYr — NYT Jitbr

179

and
&= ny*T — NpAyT
*TYr — JIPT YT
Neglecting products of Zl-type relative displacements — as secondary
magnitudes — and substituting, we obtain
\f W o dx
Acp XD"X*Eln 11 . (3.5d)
1+ rnm{x) —10 4,
Eln h
and
. M(x) 11 Iodxdx H
y X !EIO h E h h (3.5¢)
ﬂ X’mv(x) h —h dx dx HX) h —h dx dx
x EIO h h
Locating xQto give
J S M) - gy dx W) W 0o gy mdx (3.6a)
EIO s x EIO
leads to ¢, = O.
In the double integral, to interchange limits, equalities
-b
[@/(*) dx dx= —JIJ* f(x) -dx-dx + (a —b)J“/(*) " dx (3.7a)
and
JVaNe 'dxdx = JJa&f(x)-dxdx + — f(x) -dx + jj> ) dx-dx (3.7b)

are proved, where b lies within the range a—c.
Namely, on the one hand

JJ>>-dx-dx brrXf(x) mx ldx =
= Lf>) «dx- odX\ dx=
=-ib [-\VIf{x)'dx+ ~f(*)-dx\dx=

= (a—b) \]o.f(x) mix —JJ“/(*) dx-dx
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the same as (3.7a), and on the other hand:

U /(a) sdxmdx = J L' f(x) mdxjdx =

= J« mdx\dx+ [ mdx\ dx=

jj> *) 'daeda + JEEIjX(a) mdx + 1Y (x) maxjdx =

J>*
edx mdx + ]]';/(*) eda:edx + (c—6)|p (a) «dx,

the same as (3.7b).
Applying (3.7a) and (3.7b), from (3.6a) we obtain:

o=fp A .b~nhdx.dx_fpAEiL . W 4dx.dx=

JJ, Elo h, ) Emn g
re MOO h~h gmys b xqpf M@ disdo
Ik EIO h =, EE h
tp MO gy gy (xboag) O MO) Ti-d o
JJ, EIO h AX0
i) R A Wit» dx =
m*M(x) 1,-1» dx-dx-
-9 . EL,
. e M(a) dj—do dx *dx ) (*b_*o) e M X W o dx +
) Elo li JXa Eh h
+ (- *0) M) di-_jjiqu + (xb-x0 p @A H—in gy
J¥% Elg *1 Eh h
ap W 0 dada-(smng - 2A W O daeda
xa Eh h 9, ddo  dx
(3.7¢)
whence:
n'aa W oo ga.da
JJo en n .

a g W o 4y
,in Eln
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I fx satisfies this equality, then from (3.5¢) and (3.5d)the bending moment

e W h -
M*{x) = M{x) - x, EI0 h dx (3.8)
1+ mmix) h ~ lodx
x, EI0 h

4. Effect of altering the flexural rigidity in several spans

If the flexural rigidity of the beam changes in several spans, then the
effect of the change in one span will be determined first, on the basis of Item 3,
and then the alteration ofthe influence lines, based on Item 5. Thereby, moment
diagram or influence line can gradually be determined, after having taken into
consideration the alteration in flexural rigidity in one span.

Calculation on the basis of the initial influence lines gives a close approxi-
mation, hence order of magnitude of the deviation can adequately be deter-
mined from the alteration computed on the basis of the influence lines of the
primary beam.

For the calculation of the support moment it is practically sufficient to
take the alteration in flexural rigidity in both adjacent spans into consideration.

5. Change of influence lines due to the alteration in flexural rigidity

Moment influence line of the cross-section x0 can be obtained by inserting
a hinge at x0into the beam, and applying a moment couple tnm(x0) and —mm(x0)
to the two beam parts to produce a relative rotation x = —1. Cutting the beam
at x0and applying moment couple mtn(x0)and —rnm(x,,) as well as vertical load
couple
N dmm(x)
ni*-1) — dx
and —m(*0)to the two parts, both cut and primary beams will assume the same
form, and the same moment will develop in them.
Altering the flexural rigidity of the beam in one span, a deformation to
be determined from (3.4), (3.4a) and (3.4b) will develop.
Applying a moment couple mr(x0) and —m ,(r0) and a vertical force couple

dmr(x)
dx X=X,
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and —rr(#0) to the beam in the cut section, vertical displacement will give the
influence line for shearing force.
For the modified beam, displacements will be given by formulae (3.4d)

and (3.4e).
For a moment influence line, relative displacement is zero, and relative

angular rotation is —1 at x0. Hence, in addition to the original moment mm(x),
moments (cm—1) mm(x) and crmr(x) producing the above deformation at x0
develop. Thus:

Gn + 0Aqr= —1

(5.1)
cn m'beryYr= 0,
hence:
cm_jJZTA LA (5.2)
yr ANTYT
and
an — - (5.3)

*TYr —*1 Jlyn
Influence line yields deflection, such as:
Vm(x) = cmyUx) + cry*{x)
where y%, (9) and y*{x) are deflections of the cut beam with modified flexural
rigidity.

Substituting expressions (5.2) and (5.3) gives the moment influence line
for the modified beam:

1
vmx) = —  Im(*)—r~yj (x (5.4)
Influence line for the shearing force is, by analogy:
. 1
) = — YT{X) — ~"~¥Y*(x) (5.5)

Y

A comparison between (5.4) and (5.5) shows that alteration in the shear-
ing force is of secondary order as compared with that of the bending moment.
It can be written from (3.1):
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rnm{x) W o dx mix: e

YT(x) = Vm(x) —JJ X WX :
EI0 h

y*{X) = Vm(x) —\]\] mm(X) W o dx edx ) X > )IO,
EI0 h 56
mr(x

0= o) — ™ W oo gy mx; x<cxo,
EIO h

V) - mrx) w o fx-dx; X> *0*

Eln h

Locating x0 in the influence line as by replacing M(x) by m(x), Eq.
(3.6) is satisfied, then cris made zero and

0,
) = — ) (5.72)
and
_y*(x)
yr

(5.7b)

vfix) =

6. Influence line for the moment produced by the alteration in flexural rigidity

For a given beam load, alteration in the bending moment produced by
a change in flexural rigidity can be determined from formulae (3.5¢c to 3.5e).
Accordingly, the alteration in bending momentis not proportional to the change
in the flexural rigidity, but the more as a rule the bending flexural rigidity
changes, the less the bending moment alteration increases. This relationship
can be represented by a curve originating from point

2 dx 0

=)

and similar in form to that in Fig. 11. For a change in the flexural rigidity over
an infinitesimal length, bending moment alteration will be given by Eq. (2.3).
In case of a greater length, the value given by integrating this equation
is only an approximate value, since in this case mm(x) will be calculated with,
instead of m%(x).
Accordingly, value of bending moment will be altered at xI by:
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In general, this relationship in itself answers the problem: it furnishes

both the sign of the combined effect of the alteration in bending moment at
several loci, and — provided there is no great alteration in the flexural rigidity
— the order of magnitude of the modification in the bending moment.

7. Application of the presented method

Let us determine the moment at midspan of the beam in Fig. 1 by the method described

in Item 3.
Both load and beam are symmetrical, thereby locus X0 where formula (3.6) is met
where there is no relative vertical displacement) is at midspan.

(i.e.
Moment M(x) developing in the original beam is shown in Fig. 11.
Let us determine this moment from formula (3.8):
j» M(X) I,-.In p M h — dx
, EI10 li =Jo"z7 h
IS M li-1 M 1 h S M li —
7oodx g dx =21 dx :
+Jis  Elo ‘0 I, s El, h 0EI0
_— h~h | Pl Ps21
h El, 18 * 4
T T D, MN.__ r—1
P 1 S((-23) = 25)
T EL h 4 El,,
Influence line can be established from Fig. 12.
The relative rotation at z = /2 is:
x—_9mm 1 ™nl
EI0O 2 Eh
to give
El,
mm(*o) = mm(x) = const.
Thus
fx* mm h dx = s 2s T- 1
Jxa EI10 h 7 / T
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From formula (3.8) the moment at midspan (X = xX0= 1/2) is:

Ps(l- 2s)(t- 1) EIO

M» (X0) — M* (1/2) = —g— |

4£J0[t--~-(t-1)

Pl [/-—4s( —s)]r+ 4s( —s)
"g - 2if] ¢+ 2if

the same as (1.15).
Be s = 14, T= 1,25; then

Ri r+ 3 Pl 425 _ Pl _ Q955 PI
(21 a 2r+2 8 4,50 18 8

hence the bending moment will alter by:

Pl

AM = — 0,045 8

-mm@0)-+Hmm (x0)
©)

i

-S~1 KS 4

Fig, 12

Let us determine alteration in bending moment also by approximative formula (6.1):
On the basis of the above it is:

mm(x) = Eln

% 1, - JO M (x) dx= 2 T—1 Pl 1 | 1
Ja h El,, T 8 2 4 ’ EIO

0,25 1 Pl 0.25 Pi

1,25 Elo 8 5,0 mlN7-17--» -05x 8

And the effect will be:
AM m | g1 L~h MO 4= _o0s5 P
Ww - Wb, g Eh

in fair agreement with the value above. Of course, there is a poorer agreement for a more
pronounced alteration in the flexural rigidity. For 7 = 2, exact value of AM(I/2) will be:

W T Tes A PLo1-r Pl ores ™!

AM
1273 8 L 2t+2 j 8 2t + 2 8
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as against the approximate bending moment value of:

r—1 Pl 1 Pl Pl
AM it . g . g —0125

presenting a significant difference between approximate and exact values, 25 per cent for
the bending moment.

EINFLUSS DER VERANDERUNG DER BIEGESTEIFIGKEIT
VON STATISCH UNBESTIMMTEN BIEGEBALKEN

J. SZIDAROVSZKY

ZUSAMMENFASSUNG

Das Kraftespiel der statisch unbestimmten Konstruktionen hédngt u.a. auch von den
Querschnittsabmessungen der Konstruktionen ab. Bei der Bemessung von Bricken werden
die Innenkréafte nach Aufnahme der Abmessungen bestimmt, wéahrend die auf ihrem Grund
aufgenommenen Querschnittsabmessungen das Kréftespiel beeinflussen. Deshalb mag die
Bemessung der statisch unbestimmten Driicken sogar drei oder vier statische Umrechnungen
erfordern. In diesem Aufsatz werden die Richtung und die GroRenordnung der Verdnderung
der Innenkrafte, verursacht durch eine Abanderung der Querschnittsabmessungen, untersucht.
In deren Kenntnis kénnen die Querschnittsabmessungen in Hinsicht auf das schon verdnderte
Kréaftespiel aufgenommen werden, so daB eine neue Umrechnung der Konstruktion sich
erubrigt.

L’EFFET DE LA MODIFICATION DE LA RIGIDITE DE FLEXION
DES POUTRES HYPERSTATIQUES FLECHIES

J. SZIDAROVSZKY

RESUME

Les forces internes des structures hyperstatiques dépendent entre autres des dimensions
de la section transversale de la structure. Dans le calcul des ponts, les efforts internes seront
déterminés aprés le choix des dimensions transversales qui, de leur coté, modifient ceux-ci.
C’est pourquoi dans I’étude des ponts hyperstatiques, trois ou méme quatre répétitions du
calcul peuvent s’imposer.

Cette étude examine la direction et I’ordre de grandeur de la modification des efforts
internes produite par la variation des dimensions transversales. En leur connaissance,
les dimensions transversales peuvent étre choisies en tenant compte des réactions modifiées,
ce qui rend inutile un nouveau calcul de la structure.

BANAHNE W3SMEHEHUWA >XXECTKOCTU HA WU3rMb HA WM3OTHYTYIO BAJNIKY

A. CUOAPOBCKUN

PE3IOME

3nopa CUN cTaTUYecky HeonpeaeNieHHbIX KOHCTPYKLMIA 3aBUCUT OT PasMepoB CeyeHust
3TUX KOHCTPYKUWIA. Mpy NPOeKTUPOBAHUM MOCTOB BHYTPEHHME CWMbl BblM OMpeaenieHbl nocne
NPUHATUS PasMepoB, W pasMepbl MOMNEPeUHOro CeUeHusl, NonyYeHHble Ha 3Toli OCHOBE, M3MEHSIIOT
antopy cun. Mpy NPOEKTUPOBAHUM CTATUUECKM HEOMpefeneHHbIX CUCTEM, MOITOMY MOXET OKa-
3aTbCA HEO6XOAMMbIM MPOBECTU TPU—YETbIPE CTAaTUUECKMX pacyeTa.

VccnefyeTcsi, B KaKOM Harpas/ieHWW W B KaKOi Mepe W3MEHSIHOTCA BHYTPEHHME Cubl
npy M3MEeHEHWAX PasMepoB MOMePeUYHOro CeuveHusl. 3Has 9T 3aKOHOMEPHOCTM, MOXHO orpe-
[eNnsATb pasMepbl CEUEHUs! YXKe C YUETOM M3MEHEHHON 3Miopbl CWA, TO eCTb 0TNaAaeT Hafo06HOCTbL
B MHOrOKpaTHOM MepepacyeTe KOHCTPYKLMU.
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DEVERSEMENT LATERAL DES POUTRES
A PAROI MINCE
SUSPENDUES PAR LEURS EXTREMITES

L. KOLLAR

DOCTEUR DES SCIENCES TECHNIQUES
BUREAU D’ETUDES DE CONSTRUCTIONS INDUSTRIELLES ET AGRICOLES, BUDAPEST

Z. GARDONYI
BUREAU D’ETUDES DE CONSTRUCTIONS POUR LES COMMUNICATIONS ET LES TRANSPORTS, BUDAPEST

[Manuscrit recu le 18 avril 1966]

La charge de déversement des poutres a paroi mince suspendues par leurs extrémités
est déterminée par la méthode de I’énergie de déformation, en utilisant la théorie de I’élasticité.
Le procédé peut s’appliquer & des poutres de n’importe quelle section supportant des charges
quelconques, mais I’étude n’examine que des poutres soumises a des charges uniformément
réparties, dont la section transversale a un bord libre comprimé. Les auteurs déduisent des
formules pour la charge de déversement de poutres aux extrémités libres ou raidies par des
diaphragmes et examinent, quel nombre de termes de la fonction de déformation faut-il
considérer pour arriver & une exactitude suffisante. Outre la déformation symétrique, les
possibilités de déformation antimétrique sont également envisagées par les auteurs, qui ter-
minent I’étude par un exemple numérique comparatif.

1. Introduction

1.1. — Description du probléme

Le déversement latéral des poutres droites a paroi mince et a section
transversale ouverte simplement symétrique (figure 1) sera étudié par la mé-
thode de I’énergie de déformation. La méthode a présenter est également valable
pour des poutres a section variable soumises a des charges quelconques, mais
notre étude se limitera au cas de poutres de section et d’épaisseur constantes
supportant une charge uniformément répartie.

La poutre que nous examinerons est suspendue par ses deux extrémités
et peut tourner librement autour de la droite passant par les points de suspen-
sion. Ce cas correspond a celui de la mise en place des poutres préfabriquées.

1.2. — Antécédents littéraires

Les équations du déversement des poutres a paroi mince soumises a des
charges quelconques ont été établies par chwat1a [3], mais seulement pour
le cas de I’appui simple, défini dans notre étude par une liberté de rotation
complete en flexion latérale et verticale, ainsi que par I’absence de toute rota-
tion en torsion. A la suite de Chwalla, Meissner [9] a résolu plusieurs cas
concrets.
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Le déversement des poutres suspendues a été étudié d’abord par Csonka
[4], [2], mais seulement pour des sections rectangulaires. Or il est connu que
le comportement des poutres a parois minces differe notablement de celui des
poutres a section pleine, d’abord parce que leur centre de cisaillement ne
coincide pas avec le centre de gravité, et ensuite parce que le jeu des forces
est modifié par suite de la faible épaisseur des parois.

Fig. 1

Lebelle [7] arésolu le probleme du déversement des poutres suspendues

en double T asymétrique, mais sa déduction étant basée sur les propriétés
particuliéres des poutres en double T, ne saurait étre généralisée aux sections

représentées sur la figure 1.

1.3. Résultats nouveaux

La présente étude apporte certains résultats nouveaux, notamment:

a) le moment fléchissant critique de la poutre suspendue par ses extrémi-
tés est déterminé aussi pour des sections quelconques a paroi mince;

6" le probléme est résolu aussi pour le cas de poutres raidies a leurs

extrémités par des diaphragmes;
c) il est démontré au cours du calcul qu’il ne suffit pas de considérer un

seul terme de la série de Fourier de la fonction de déformation.
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1.4. Hypotheses

a) Le matériau de la poutre est parfaitement élastique;
b) la section de la poutre est a paroi mince, ouverte, symétrique, et sa
forme reste inchangée pendant le déversement;

Forme de la section Moment fléchissant Contrainte de
transversal dans le cisaillement
plan de symétrie maximum au

niveau du centre

de gravité
Arc de cercle plat dl -0,1875pb2  Qeepijfr
Iparabole/
Onde plate O'ﬁﬂ)'T
Aile plate
V raide T n /[ d] ~050pbs ci75plE

Tableau |

c) la rigidité de flexion verticale de la poutre est tellement grande, qu’on
peut négliger la courbure de I’axe provoquée par la charge de déversement;

d) la charge est verticale et agit dans le plan de symétrie de la poutre; sa
position en hauteur peut étre quelconque. La répartition transversale est arbit-
raire, mais on suppose que la flexion transversale qui en résulte ne modifie
pas sensiblement la forme de la section, de sorte qu’on peut compter avec la
forme de section initiale;

e) la charge maintient sa direction originale pendant le déversement.
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La poutre étant en général chargée par son poids propre uniformément
réparti sur la section transversale, on peut aisément calculer le moment
de flexion transversale engendré dans le plan de symétrie. Afin de faciliter le cal-
cul pratique, nous avons déterminé ces moments pour quelques sections; on
les trouve résumés dans le Tableau I. La charge par unité de surface a été dési-
gnée par p (kp/m2. Pour le calcul du moment fléchissant des sections parabo-
liqgues, ondulées et en forme d’aile, on a admis I’hypothése que la section est
plate, c’est-a-dire que sa longueur d’arc peut étre remplacée par sa projection
horizontale. Le moment fléchissant transversal est considéré comme positif

Vue latérale

Vue en plan

Fig. 2

s’il développe une contrainte en traction dans la fibre inférieure. La section infé-
rieure ([/) de la figure 1 n’a pas été représentée sur notre tableau, parce que les
contraintes qui s’y produisent peuvent étre aisément calculées, de la fagon
connue de la résistance des matériaux.

Si I’on invertit les sections du Tableau I suivant la figure Ib, le moment
transversal conserve son signe négatif, c’est-a-dire il provoque encore une com-
pression dans la fibre inférieure.

On ne s’occupera pas du mode de calcul des tensions de cisaillement et du
moment de flexion transversale, car les ouvrages consacrés aux voiles cylindri-
ques [8] examinent ce probleme d’une facon détaillée.

2. Relations générales

Les notations nécessaires pour la déduction sont visibles sur la figure 2.
La méthode de I’énergie de déformation nécessite tout d’abord I’établis-
sement des expressions du travail intérieur et extérieur de la poutre déversée. On
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les obtient le plus opportunément en substituant 0 & 1/R dans les expressions
écrites en [6] pour des barres courbes a paroi mince.

2.1. — L'expression du travail intérieur

La formule du travail intérieur sera la suivante:

oy, A o rzg e v "
"~ dz dz2] 2 J. dz2

ou (voire figure 2)

C = GIt rigidité de torsion de la poutre;

Ct = Ela rigidité de gauchissement de la poutre par rapport au centre de cisail-
lement T;

Bx=E

IX rigidité de flexion latérale de la poutre par rapport a I’axe X passant par
le centre de gravité S.
Les valeurs de ces trois quantités sont représentées pour quelques sections
sur la Figure 3.
rotation des sections autour de leur centre de cisaillement T;

Vf déplacement latéral des centres de cisaillement T.

2.2. — L'expression du travail extérieur

L’expression du travail extérieur a été établie en [6] pour un momentflé-

chissant M Oconstantle long de la barre. Apres substitution de 0 a 1/R, elle prend

la forme:
Il

. . dp dvT
be d-in toiy [*‘02_ P dz.
2 \b J Ayl \dz’ dz dz 2

(Nous considérons comme moment fléchissant positif le moment développant
une contrainte en traction dans la fibre inférieure).

jx et jy sont des constantes dépendant des données géomeétriques de la section
transversale, définies par les formules:

(3a)

b2 o J xy2dF

(3b)
d Jy~ ly

Leur valeur numérique est donnée sur la figure 3.

Au cOté droit de I’équation (2), I’expression a intégrer signifie la quantité
OM)/9z correspondant a I’allongement spécifique des fibres, ou plus exactement
au produit de cette quantité par la contrainte en flexion, intégré sur la section
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transversale. Donc, si le moment fléchissant M varie le long de la poutre, il
faut le faire entrer sous le signe d’intégral, pour multiplier dw/dz dans
chaque section transversale par les contraintes en flexion correspondantes.
Vu qu’on ne considere que des charges uniformément réparties, le moment
fléchissant sera:

M = — (Iz—22. 4)

En substituant (4) dans (2) et introduisant, pour des raisons de simplicité,
la notation

KO= 2e- go- *2- (5)

a)Parabole plate du second degré 3=06667.h b3

larc de cerie/ W=01778. hd2b
370,00508. hd2b3
3=0,6667. bh3
j °—0,1905
jerl
X

b) Onde plate /cosinus/
3Kk-0,6667. h.b3

cJAile plate,/composée de 2paraboles du
second degré/ 20,6667.h.b3
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ejArc de cercle raide o SINE-£.COSE
m 20 E-s/ne cose
JehcdfS-sin£. cosE)
Jfha3g+sinE.an£-2LLILLL

J=8hbe
fj Demi-arc
.eo-0,637. a Jx=1571. ha3
j°cd—0153.a Jy- 0,298.ha3
j°£--1,118.a Ju~0,0374.has
N - 1,047. ifa
Fig. 3
on recoit:
dej dip dvT
Le= 1 (lz—r2) Ko @ ¢ dz. 6)
4 Jo dz dz dz

Il'y aun travail extérieur supplémentaire quand le point d’application P
de la charge (figure 2) ne coincide pas avec le centre de cisaillement. Dans ces
cas, le point P se déplace verticalement pendant la rotation de la section trans-

versale, de la valeur

t (1 —cos ®) t_qzoz

Ainsi, la charge répartie fait un travail extérieur

l*= -y \ @2dz- )

Il faut enfin tenir compte aussi du travail effectué par suite de la rotation
de la poutre autour du point de suspension F.
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A la suite des déformations ¢ et v« se produisant pendant le déversement,
la droite reliant les points d’application P de la charge se courbe dans le plan
horizontal. Le déplacement horizontal des points P sera donc:

vp = v — t = (8)

La résultante gl = Q de la charge extérieure s’appliquera donc au centre de
gravité de cette courbe, ce qui signifie qu’elle se déplacera horizontalement de
sa position initiale de la valeur

0 Vpdz vTdz —t cpdz

, ©

La poutre étant suspendue dans le point F des sections extrémes, elle peut
tourner librement autour de ces points. Elle tournera d’un angle y>tel que la
résultante Q de la charge soit juste ramenée au plan vertical passant par les
points de suspension. On peut écrire ainsi, suivant la figure 2d:

W= ~ (10
Le travail de la charge extérieure sera, par suite de cette rotation:

f
L7= | - f H
a cosy 2 2/ ()
Sile point de suspension est infiniment haut (f= °°), toute rotation en torsion
des extrémités de la poutre est impossible (L'e" = 0), ce qui correspond au cas
de I’appui simple.
L ’expression du travail extérieur total sera donc:

depj2  dtp dvT
L, (Iz- z2 @) poav dz + (p2dz - (12)
dz dz dz

ou vq est déterminé par la formule (9).

On détermine la charge de déversement en égalisant d’abord les expres-
sions (1) et (12) relatiyes au travail intérieur et extérieur. On prend ensuite
aussi bien pour @que pour vt une série de fonctions satisfaisant aux conditions
aux limites et I’on détermine le minimum de I’expression de la charge de déver-
sement, selon les coefficients de chaque terme de la série. Le déterminant du
systéeme d’équations linéaires homogénes ainsi recu étant rendu égal a zéro,
on obtient pour la charge de déversement une équation, dont le degré corres-
pond au nombre des termes considérés [10].
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3. Remarques sur le calcul

3.1. Approximation négligeant la courbure latérale

D ’apres nos recherches, on ne peut pas se borner au premier terme de
I’une et de I’autre série. De ce fait, les calculs deviennent tres compliqués. Mais
le probleme peut étre grandement simplifié en vertu de la considération sui-
vante:

Il ressort de nos études précédentes [5] et [6] qu’en cas de moment flé-
chissant constant et de poutres reposant sur des appuis simples (/=°°), on
obtient de trés bons résultats pourles sections de la figure 1, si la rigidité de
flexion latérale Bx de la poutre est supposée infiniment grande (par rapport
a la rigidité de torsion C). Cela signifie qu’on néglige la courbure horizontale
de I’axe des centres de cisaillement (vt = 0), ne tenant compte que de la défor-
mation de torsion. Nous verrons cependant qu’une telle approximation a pour
condition que la flexion provoque une compression dans les bords libres. Dans
notre cas, la contrainte en compression ne se développant que dans la fibre
supérieure, I’'approximation vt = 0 (BXx/C = °°) n’est permise que pour les sec-
tions visibles figure la.

Notons que dans notre cas, on se trouve le plus rapproché du cas du
moment constant et de I’appui simple examinés dans [5], quand la charge
répartie est appliquée au centre de cisaillement (t = 0)et le point de suspension
se trouve infiniment haut (/= °°), car alors L" et L'¢" sont nuis [voir formules
(7) et (11)], et seul L'e(6) dG au moment fléchissant subsiste. Or—en prenant
momentanément f = °o0— si t est négatif, la charge correspondante, c’est-
a-dire appliquée au-dessous du centre de cisaillement effectuera, suivant (7),
un travail négatifet entravera la torsion. Sit a une valeur négative assez grande,

elle I’'empéchera méme complétement: si L'e = —L'e aucun travail extérieur
ne pourra résulter, en effet, de la torsion pure. La charge de déversement serait
ainsi infiniment grande. Il est donc évident qu’en augmentant la valeur néga-

tive de t, la déformation vt jouera un rdle de plus en plus grand, et I’erreur
due a I’omission de vt augmentera en conséquence. Toujours d’aprés le méme
raisonnement, si t est positif, vt jouera un rdéle moins important qu’en cas de
charge appliquée au centre de cisaillement. Il s’ensuit que les sections de la
figure la nous intéresseront seules au cours de notre examen, car elles corres-
pondent, en cas de charge propre, a un tpositif, c’est-a-dire a un cas de charge
appliquée au-dessus du centre de cisaillement. Les sections de la figure Ib seront
donc exclues de notre examen.

En diminuant la hauteur F du point de suspension, on accroft, selon (11),
le travail extérieur. Donc, toujours d’aprés notre raisonnement ci-dessus, I’erreur
due a I'omission de Vp diminuera probablement, ou du moins n'augmentera pas
par rapport au cas d’appui simple (/= °°) [6].
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En conclusion: on ne considérera, par la suite, que des poutres a sections
correspondant a lafigure la etle cas de charges appliquées au-dessus du centre
de cisaillement. On négligera la courbure horizontale de I’axe des centres de
cisaillement (vj = 0) et I’on ne tiendra compte que de la rotation qpautour de
cet axe.

3.2. — Les conditions aux limites et la fonction de rotation tp (2)

Ainsi qu’il ressortait déja de notre déduction sous 2.2., la suspension fait
que la poutre tourne autour du point de suspension .F a la maniére d’un corps
rigide et cet angle de rotation y) et la rotation en torsion 9 (z) des sections peu-

3

Fig. 4

vent étre traités séparément. Ainsi la fonction g (z) peut étre écrite comme si les
extrémités de la poutre reposaient sur des appuis simples, c’est-a-dire en satis-
faisant la condition 9= 0 aux pointsz= Oetz = 1.

On envisagera par la suite deux sortes d’extrémité de poutre. Dans le
premier cas, les sections extrémes de la poutre sont libres, ce qui signifie qu’on
n’empéche nullement leur déformation axiale (figure 4a). (lci, I’entretoisement
ne sert qu’a annuler le moment transversal dd a la suspension). Il s’ensuit que
dans la section extréme, il ne se produira pas de contrainte longitudinale de
gauchissement az, ce qui équivaut, d’aprés [10], a la condition
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129 (13)

Si, par contre, on munit les deux extrémités de la poutre de diaphragmes
infiniment rigides méme a la flexion (figure 4b), on empéchera ainsi la défor-
mation axiale des sections extrémes (le gauchissement), ce qui peut s’expri-
mer, d’apres [10], par la condition

dz

En conséquence, la fonction de rotation pourra s’écrire, en cas d’extré-
mités libres, sous forme d’une série de fonctions sin (nal)r, tandis qu’en cas
d’extrémités a diaphragmes, elle prendra la forme d’une série de fonctions
cos (naL)r.

4. Solution pour le cas de déformation symétrique

4.1. Détermination de la charge de déversement en cas d'extrémités libres

Eu égard aux conditions aux limites (13), la fonction de rotation s’écrira
sous forme de la série

nn

V = <hesin — z: ti — 1,3,5, «« (15)
n |

(figure 5a). (Les termes de nombre pair représentant la déformation antim étri-
que ont été omis, étant donné qu’au cours de la déduction ils se présentent
séparément des termes symétriques et fournissent une charge critique plus
grande, voir paragraphe 5.).

L’expression (1) du travail intérieur donne comme résultat:

Cm r. Ja
L, = = Y n2cp\:l-———-1— >"nd4qP; n=1,3,5,... (16)
Le déplacement .. nécessaire pour le travail extérieur sera, selon (9):

vQ= ~ — S n= 135, ... 17)

Par conséquent, le travail extérieur pourra s’écrire, selon (12), sous la forme
(cf. [10], p. 109):
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gKol 2 J x . mii(tnl  re2)
2 < — - — -4 >2 M n
_n AZ 4/ m n (m2— red)?2
. p 18
,qti 212 <h (18)
+ ~ 97— T- Vv
4 a2/ e
y sin f- z
2 (1-cos-"-z
Al%
W -cos*£z)
Fig. 5
Dans les sommations: n — 1, 3,5, ... etm = 1,3,5, mais dans les somma-

tions selon m, il faut omettre les termes m = n, tandis que dans la double somme,
chaque combinaison (m, n) ne doit figurer qu’une seule fois. D’apreés les regles

de la méthode de I’énergie de déformation [10], nous devons former les ex-
pressions

3L, Ade A
QPn 39

Celles-ci donnent pour chaque re(e= 1,3, 5, ...) les équations linéaires suivan-
tes:
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< c+¢C P 2M KO -1+ 4 1+
32 2 +
+ dem Koa gnm2+ N2
n2 f (m2—n22
v it =0. (19)
T2-Tr f m m

Pour simplifier, nous avons introduit ici la notation

= M. (20)

Dans les sommations, m = 1, 3, 5, ..., mais le terme m = n doit étre omis.
En écrivant I’'équation (19) pour chaque gn et en rendant égal a zéro le
déterminant du systéme d’équations ainsi recu, on obtient pour le moment
fléchissant critique
Moar = icr-1.
8
une équation de degré égal au nombre des termes considérés dans la série de op.

Si on ne prend qu’un seul terme, alors n = 1 et la sommation selon n
devient superflue, de sorte qu’on aura la relation simple ci-dessous:

[Mcr= 2,155 (21)
Kn+ 1,7471+ 1,416
/

En cas de deux termes, déja, on recoit pour Mcrl’équation du second degré

aMZX+ bMcea+ c= 0 (22)
ol les coefficients seront:

a= 5145K2+ 12,36 K01+ 10,17 KOy - + 1,612-f 1,441y (23a)

b= 24,29 mK0C + 1042,7 KO +

2
+ 19,74 «tC + 1597,51 + 1458— C+ 1280,8— A . (23b)
12 / f 1l 2

c= 21,92 C2+ 2163 C "~ + 19214 4 (23c)

12 4
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Pour quelques cas, nous avons calculé le moment fléchissant critique par
les formules (21) et (22), pour voir dans quelle mesure le moment de déverse-
ment calculé avec deux termes de la série de 4o differe du résultat calculé avec
un seul terme. Nous avons trouvé que la différence était maximum si

a) Cx= t—0.

Dans ce cas/ peut étre quelconque, comme il ne figure que dans I’expres-
sion t2//, mais naturellementf~> 0. Pour ce cas, nous avons calculé le moment
critigue en prenantplusieurs termes de (pet avons recu les résultats suivants:

1 terme : Mcr= 2,155 C/KO (100%)
2 termes : 1,215 (56,5%)
3 termes : 1,096 (50,9%)
4 termes : 1,055 (49%)

5 termes : 1,037 (48,1%)

Au fur et a mesure de I’augmentation du nombre des termes considérés,
la valeur du moment fléchissant critique se rapproche donc (en cas de Cx= t=0)
du moment fléchissant critique

Mc = 1,0 C/KO

de la poutre fléchie par deux couples appliquées a ses extrém ités, mais ne prend
jamais une valeur inférieure.

b) Si Cx= 0,t= K0O2,/= ~°°:

1 terme Ma = 1,150 C/KO (100%)

2 termes : 0,954 (83%)
c) Si CJi2= C/100, t = 0, f = arbitraire:

1 terme : Mcr = 2,368 C/KO (100%)

2 termes : 1,779 (75%)
d) Enfin si Cx= 0,t= K02, f — KO02:

1 terme : Mcr= 10,8348 C/KO (100%)

2 termes : 0,7824 (93,8%)

Dans n’importe quel cas, les données ci-dessus peuvent nous renseigner
sur I’erreur de Mcr (22) calculé en prenant deux termes de la série de

On voit que dans les trois derniers cas, les résultats correspondant aux
fonctions @ a un seul et a deux termes sont sensiblement plus rapprochés les
uns des autres que dans le cas le plus défavorable Cx= t = 0. On peut donc

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



DEVERSEMENT LATERAL DES POUTRES A PAROI MINCE 201

s’attendre a ce qu’ils différeront aussi beaucoup moins des résultats plus
exacts que I’on obtient avec plusieurs termes de (p. Etant donné que dans tous
les cas pratiques Cl]> 0 et t > 0, la formule (22) peut étre considérée chaque
fois comme suffisamment exacte, car son erreur est nettement inférieure a la
différence de

1,215 - 1,037

1,037

100 % = 17,2 %

démontrable au cas de Cx= t= 0. (La différence diminue surtout si t> 0).
Rien ne s’oppose naturellement a ce qu’on considére plusieurs termes, en dé-
terminant la valeur Mcra partir d’une équation de degré supérieur.

La formule (21) obtenue en prenant un seul terme de (p est sans doute
inexacte, mais elle a I’avantage de faire ressortir I’importance relative et I’ordre
de grandeur des divers facteurs (C, CJI2, KO, t,f).

4.2. — Valeur de la charge de déversement en cas d'extrémités a diaphragmes

Nous écrirons a présent la fonction de rotation sous la forme
MK
£= 2 1—cos--i--z : n= 2,4,6,... (24)

satisfaisant aux conditions aux limites (14), (figure 5b), fonction qui ne contient
encore que les termes correspondant a la déformation symétrique. Le travail
intérieur s’écrira donc, selon (1), sous la forme:

Li = J?2 n2¢d + An*(pl, n= 246, ... (25)
41 n 4i3 T
En vertu de la relation (9)

vQ= —t- ~<Pn, n—2,4.6,..., (26)

donc d’aprés (12) le travail extérieur sera:

gKol nan2 1
—82 J2 Vn
4 n 12 + 4) (m2- n22 @7
qtl .
3 Y;ta+ 4£ ~“<pm(@m + 3/ 2<Pn+2 Y 2 <Pm<m

En déterminant le minimum de la charge, on obtient pour chaque n (n = 2, 4,
6, ...) les équations
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< C+ Cl’\_zt\-M Ko + 11+ 12t f-8— +
i
2,2
+16 mkO02 Mmh—8sMt 1+ 2 b - », . L8>
m {m2— n2)2 fr m TN

En se limitant a un seul terme, on recoit I’expression

. 4n2
C+ Cj

Mo = - . )

jz2 1 3 , 1 t2
KO0
12 + 16 + 41! + 2 7
c+ CcIn
1,234 (29)
0,884 K0+ 0,75i+ 0,5

/

Si on prend deux termes, on aura comme résultat 1’équation du second degré
(22) avec les coefficients:

a= 1772 Kl + 2,318 Knt+ 1,640 KO-L- + 0,20022+ 0,160 ,  (30a)
b = 5442 KOC + 5459 KO-V + 2,9611C + 397,40
2 Z2
(30b)
2 #2 f
+ 1,974— C+ 265,0— V
/ ool
c = 3,896C2+ 769,1C  + 24201 . (30c¢)
2 z

Pour vérifier I’exactitude nous avons calculé a nouveau la valeur de Mcrpour
le cas Cx= f= 0 (y arbitraire), pour plusieurs termes. Voici les résultats:

1 ternie : Mer = 1,394 CjKj (i00%)
2 termes : 1,137 (81,5%)
3 termes : 1,071 (77%)
4 termes : 1,044 (75%)
5 termes : 1,029 (73,8%)

On voit que cette fois encore, en augmentant le nombre des termes considérés,
on s’approche de plus en plus du moment critique
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Mcr= 1,0 —
KO

de la poutre fléchie par deux couples a ses extrémités, comme cela s’est vu
aussi au cas des poutres a extrémités libres. En effet, en vertu de la suppo-
sition Cr = 0, les diaphragmes ne raidissent pas la poutre. Le fait qu’a égalité
du nombre des termes les poutres a diaphragmes donnent un moment critique
inférieur a celui des poutres a extrémités libres, ne montre que la meilleure con-
vergence, mais il ne s’ensuit pas que les premiéres soient moins stables que les
secondes.

Il ressort de nos calculs ci-dessus qu’en cas de Cx= t — 0, le moment
critique des poutres a diaphragmes peut étre calculé, a nombre de termes égal,
avec une exactitude nettement plus grande que le moment critique des poutres
a extrémités libres.

En cas de Cx> 0, les diaphragmes d’extrémité augmentent naturelle-
ment le moment critique par rapport aux poutres a extrémités libres, mais
généralement dans une assez faible mesure, comme le montrera d’ailleurs notre
exemple numérique présenté a la fin de I’étude.

Les diaphragmes utilisés dans la pratique ne sont pas infiniment rigides
a la flexion, aussi raidissent-ils moins la poutre que les diaphragmes supposés
infiniment rigides que nous avons considérés au cours de nos déductions. Mais
vu I’effet de raidissement négligeable des diaphragmes, il serait sans intérét
de tenir compte de cette différence.

4.3. — Remarques

Pour le cas du moment fléchissant variable nous avons, dans I’expression
(2) déduite pour le moment constant, introduit le moment sous le signe d’intég-
ral pour établir I’expression (6) du travail extérieur. Mais nous n’avons tenu
compte ainsi que du travail des contraintes axiales az, ne considérant ni le tra-
vail des contraintes en cisaillementrse développant toujours en cas de moments
variables, ni celui des contraintes transversales ay dépendant de la position de
la charge (plus précisément le travail des contraintes transversales a agissant
dans le sens de la tangente de la section). Or, en examinant la stabilité des
plaques et voiles [10] il faut aussi tenir compte, en dehors de az de r et de
Oy dans I’expression de I’énergie extérieure. Pour notre part, nous avons pré-
féré écrire le travail L'e (7) de I’abaissement de la charge. Il reste donc a démon-
trer que celui-ci est identique au travail de r et de ay.

La comparaison a été faite sur une poutre a section en Y, reposant sur des
appuis simples (f = °°), a extrémités libres et a charge uniformément répartie.
Nous avons déterminé les travaux extérieurs d’une part par les formules (6)
et (7) déja présentées et d’autre part par les équations de la théorie des plaques
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[10]. les deux demi-poutres ayant été considérées comme des plaques planes.
Nous avons supposé que I’axe passant par les centres de cisaillement (la droite
reliant les pointes des sections en Y) reste droit, c’est-a-dire Bx= °°, etpour
rendre la comparaison plus facile, nous n’avons pris que le premier terme de la
série (15). Nous avons examiné deux cas de charges: d’abord le cas d’une charge
appliquée aux centres de cisaillement (t = 0) et ensuite I’'effet du poids propre
équivalant, selon la théorie des plaques, aune charge uniformémentrépartie ala
surface de la plaque, sa résultante agissant a mi-hauteur de la section (t = d/2).

Sans entrer dans le détail de ces calculs, disons seulement que leurs résul-
tats concordaient parfaitement, dans I’un et I’autre cas, avec ceux de la méthode
de calcul que nous avons présentée. Les contraintes en cisaillement fournis-
saient, dans les deux cas, un travail extérieur positif de méme valeur, mais en
cas de charge appliquée au niveau du centre de cisaillement, celui-ci est annulé
par le travail négatif des contraintes atransversales. En cas de poids propre,
d’autres contraintes a se développent, qui fournissent évidemment un travail
extérieur différent. Entre celui-ci et le travail des contraintes en cisaillement
existe une différence juste égale a I’expression (7).

Nous avons vérifié ainsi la justesse de la méthode présentée, qui fournit
par une voie simple les mémes résultats que les équations de travail utilisées
par la théorie des plaques.

La justesse de notre méthode se trouve aussi confirmée par le fait que
si/ = o0, c’est-a-dire en cas d’appuis simples, nos expressions déduites au para-
graphe 2 montrent, aprés quelques transformations, un accord parfait avec
les résultats de chwarira [3].

5. Solution pour le cas de déformations antimétriques

Nous examinerons encore brievement la déformation antimétrique pour
les cas d’extrémités libres et a diaphragmes, et comparerons la charge critique
qui en résulte a celle déduite précédemment a partir de la déformation sym ét-
rigue. Par raison de simplicité, nous prendrons un seul terme de la fonction de
rotation et supposerons qu’avec plusieurs termes, le rapport entre les charges
critiques des déformations antimétriques et symétriques restera identique ou
similaire.

5.1. — Pour les poutres a extrémités libres, le cas de rotation antimétrique
le plus simple est présenté sur la figure 6a. D’ou I’on regoit, de la maniére dé-
crite au paragraphe 4,1., I’expression suivante pour le moment fléchissant cri-
tique:

M antimétr. = 3 Cc . (31)

KO+ 2 1— 6f

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



DEVERSEMENT LATERAL DES POUTRES A PAROI MINCE 205

Le composant de travail Le produit par la rotation autour du point de suspen-

sion F est a présent négatif, étant donné que les deux extrémités sont forcées
de s’élever d’une valeur

/(1 — cos §0)

a cause de leur rotation en sens inverse.

De la comparaison avec I’expression (21) résultant de la fonction de
rotation symétrique a un terme, il ressort que le moment critique de la défor-
mation antimétrique ne saurait étre inférieur a I’expression (21) qu’en cas de

Fig. 6

f négatifs, ce qui correspond a une suspension au-dessous du point d’application
de la charge, pratiquement impossible. Ainsi, la charge critique des poutres a
extrémités libres doit étre calculée toujours par les formules déduites a partir de
la déformation symétrique.

5.2. — Pour les poutres a diaphragmes, en prenant la déformation selon la
figure 6b, on recoit le moment critique

C+Cr
JYjantimerr. J2 (32)
K. ' 2 1 + *-2/
1,l7 I + I

avec un Le négatif et une élévation des points d’application de la charge
| ¢<pi/2, comme dans le cas précédent. Pour faciliter la comparaison, I’expres-

sion (29) correspondant a la déformation symétrique a un terme et I’expression
(382) s’écriront sous la forme:
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(33a)

1+ ar C
Cl2

M antimétr. = J234 (33b)
1,071 -
KO ND .
La comparaison a été effectuée pour les valeurs 0 et 0,01, deux cas extré-
mes de CJCI2pouvant se présenter dans la pratique. Les résultats sont mis en
évidence sur les figures 7a—b.
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Le long de I’ellipse représenté dans le systéeme de coordonnées f/K 0,
t/KO0, M@métr-= M antimét\ A [I’intérieur de [I’ellipse, c’est la déformation
antimétrique, tandis qu’a I’extérieur de I’ellipse — quand on se limite au
domaine desf positifs — c’est la déformation symétrique qui donne un moment
critique plus petit.

Ces résultats ont été présentés sur la figure 8 sous une forme pratique:
nous y avons donné, en fonction de (CVC12), les valeurs de fjK 0 au-dessus des-

Fig. 9

quelles la déformation symétrique doit étre observée. Pour plus de simplicité,
les valeurs correspondant aux cas CJCI2= 0 et 0,01 ont été reliées entre elles
par une ligne droite. Si (//JCO) se situe au-dessous de la ligne (ce qui n’arrive
gu’exceptionnellement), I’examen doit étre complété au moyen des ellipses de
la figure 7; éventuellement, on peut aussi calculer le moment critique corres-
pondant a la déformation antimétrique.6

6. Exemple numérique

Vérifions la stabilité latérale de la poutre a paroi mince visible sur la figure 9, pendant
et aprés la mise en place, pour des extrémités libres et pour des extrémités a diaphragmes.
Les données caractéristiques de la section sont calculées suivant les figures 2 et 3b.
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e 5=1t= -J-395cm

jx = o
jy = -0,812
= 130 cm
. b2 1432
K,=2e-j*d- j°— = 79+ 0+ 0,812 « = 335cm

*286

532
Cc= Gl, = 150 ¢ — m-= 1,79 «106Mp cm?2

Ci = E1LWL= 360 +0,001596 *5 + 652+ 1433 = 3,54 + 1010 Mp cm4
Cjr-= 3,54 + 1010/18002= 1,09 m104 Mp cm?2

6.1. — Extrémités libres

6.11. — Poutre suspendue

Fonction de rotation a deux termes. Les coefficients de I’équation du second degré sont
les suivants:

(23a): a = 785,5 ¢ 104 cm2
(23b): b = —2094 + 108 Mp cm3
(23c) ¢ = 11459 « 1012 Mp2 cm4
(22 ):  3f‘rdeux termes = 77?0 Mp m

Fonction a un terme, La formule (21) donne:
Maun terme = Mp m
Nous avons calculé encore le moment critique en prenant trois termes de (O
M atroistermes = 764 Mp m
Le résultat a un terme étant pris égal & 100%, ceux a deux, resp. a trois termes seront
de 79,5%, resp. de 78,5%. En comparant ces résultats aux valeurs en pourcentage données
au paragraphe 4.1., on constate que la convergence est nettement meilleure que celle obtenue
au cas C, = t= 0. En prenant deux, resp. trois termes, on constate un écart minime de

1,26% entre les deux résultats.
A titre de comparaison, nous calculerons encore le moment critique d’une poutre
fléchie par des couples a ses deux extrémités, et ensuite le moment critique de la poutre suspendue,
a section rectangulaire étroite, pour voir quelle erreur on commet en utilisant Ices formules.
Dans le cas de la poutre fléchie par deux couples appliquées a ses extrémités [10], [5]:

al
©* eV (1,79 + 0,109 +9,87) 106

MIT = m Ko 335 =

56,6 Mp m

(Naturellement, cette formule ne tient compte ni du fait de la suspension, ni de ce que la

charge est appliquée au-dessus du centre de cisaillement). .
L’équation du troisiéme degré valable pour la section rectangulaire [4] donne:

~rectangulaire = 1420,0 Mp m

(De son cOté, cette formule ne tient pas compte de la paroi mince de la section et du fait que
le centre de cisaillement ne coincide pas avec le centre de gravité.)

6.12. — Poutre a appuis simples

A titre comparatif, calculons aussi le moment de déversement aprés la mise en place
de la poutre, en supposant un appui simple défini au paragraphe 1.2. Par conséquent,/devra
étre remplacé par oo dans les formules.
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En prenant deux termes:

(23a): @' =  743,9 + 101 cm2
(236) 6' = —2046,3 « 108 Mp cm3
(23c): c¢' = 11459 « 102 Mp2 cm1l

(22 ): Ma= 78,0 Mp m, soit seulement 1,3% de plus qu’a I’état suspendu.

6.2. — Poutre suspendue a diaphragmes

Les coefficients de I’équation du second degré sont:

(30a): a = 94,5 « 106 cm2
(306): 6 = —2285 « 109 Mp cm3
(30c) c = 12145 « 1012 Mp2 cm1l

(22 ): Mdlaphr-= 79,1 Mp m,

valeur dépassant & peine le moment critique de la poutre a extrémités libres. On voit donc
que le diaphragme n’augmente la stabilité de la poutre que dans une trés faible mesure. Et
si I'on tient compte de ce que le diaphragme n’est pas infiniment rigide, alors en prenant

la moyenne arithmétrique des résultats obtenus pour les extrémités libres et a diaphragmes,
on recoit

Aie- B = 78,55 Mp m

valeur qui ne dépasse que de 2% celle obtenue pour la poutre a extrémités libres.

WN -
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LATERAL BUCKLING OF THIN-WALLED, SUSPENDED BEAMS

L. KOLLAR and Z. GARDONYI]

SUMMARY

In the paper the load causing lateral buckling of thin-walled beams, suspended on
both ends, is determined on the basis of the energy-method of the elasticity theory. The
method can be applied to beams having cross sections on any form and being loaded in any
arbitrary way; however, authors show the application of the procedure on uniformly loaded
beams, the cross sections of which have free edge on the compressed upper side. They
derive formulas for loads causing lateral buckling of beams with free and diaphragm-type
ends, and examine the problem: how many members the deformation function, which has to
be assumed, should have for attaining a result of an accuracy as required. Besides the sym-
metrical, the possibility of the antimetrical deflection is also investigated. Finally a compa-
rative numerical example is presented.

DAS KIPPEN YON DUNNWANDIGEN, AUFGEHANGTEN BALKEN

L. KOLLAR und Z. GARDONYI

ZUSAMMENFASSUNG

In der Abhandlung wird die Last, die das Kippen der an beiden Enden aufgeh&ngten
dinnwandigen Balken verursacht, auf Grund der Energiemethode der Elastizitdtstheorie
bestimmt. Das Verfahren kann fur Balken mit beliebigem Querschnitt und mit beliebiger
Belastung angewendet werden; die Verfasser legen jedoch die Anwendung des Verfahrens
fir solche gleichmé&Rig belastete Balken dar, deren Querschnitt auf der oberen gedrickten
Seite freie Rdnder hat. Es werden Formeln ermittelt fur die Belastung, die das Kippen der
Balken mit freien oder mit Diaphragmenenden verursacht. Nachdem wird die Zahl der
Glieder der Forméanderungsfunktion ermittelt, welche fir das Erreichen der notwendigen
Genauigkeit erforderlich ist. AuBer der symmetrischen Formdanderung wird auch die Mdg-

lichkeit der antimetrischen Formanderung untersucht. SchlieBlich wird ein numerischer
Vergleichsbeispiel vorgefihrt.

MOTEPS OBLUEN YCTOMYMBOCTU TOHKOCTEHHbIX
MOABECHbIX BA/OK

Nn. KONNAP un 3. TAPOOHWN
PE3FOME

B paboTe onpefensitoTcs Harpysku, NpUUMHSOLLME MNPOTepro 06Leli YCToRuMBOCTU
TOHKOCTEHHbIX 6anoK, MoABelLeHHbIX 3a 06a KOHLA, Ha OCHOBE 3HepreTM4Yeckoro MeToga
Teopun ynpyroctu. Metogq MOXeT ObITb NPUMeEHeH Ans 6anoK At06oro ceyeHuss npu 6o
Harpyske, OfHaKo, aBTOpbl MPWBOAST NULLb OAUH MPUMep NPUMEHEHWUS METOfa, a WMEHHO
ANSA cnydasi, Korga ceyeHve 6asikM UMeeT CBOOOAHbLIA Kp'adi CO CTOPOHbI BEPXHENr, Harpy-
>KXEHHOM rpaHu. BbI33geHbl opMybl Ansi 6a10K €O CBOGOAHBLIMU W AvadparMMpoBaHHbIMU
KOHLaMMW, W MNPOBEefeH aHanv3 C LeNbi ONpeAesieHns HYXXHOF0 4ucria UieHoB  (yHKLUK
fehopmaumm, Ana - MOAyYeHUsT [JOCTATOMHO TOYHOrO pesynbTata. Kpome CUMMETPUYHON
fedopmaLmm mccnefoBaHa U BO3MOXHOCTb acMMMeTpPUYHOW fedopmaumn. HakoHel, npuBo-
OUTCS YUCNOBO NpUMep.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



Acta Technica Academiae Scienliarum Hungaricae Tomus 57 (1- 2), pp 211—222 (1967)

BOUNDARY CONDITIONS OF THE STRESS FUNCTION
AUONG PERFECTUY FREE EDGES
OF DISCS AND SHELLS

P. CSONKA

DOCTOR OF TECHN. SC.
WORKING COMMUNITY FOR BUILDING SCIENCES OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST

[Manuscript received September 26, 1966]

The paper describes the boundary conditions of Airy’s, resp. Pucher’sstress function of
discs and membrane shells along their perfectly free edges. Results obtained are equally valid
for discs loaded by optionally distributed boundary and mass forces and for shells loaded
by optionally distributed forces, not only by those perpendicular to the basic plane.

1. Introduction

In one of his former jjapers, author [1] dealt with the boundary conditions
of Pucher’s stress function F = F(x,y). He demonstrated that this function
has to satisfy conditions

dy
F = Ax -~ By C

on the perfectly free parts of the shell’s edge, where A, B and C are constant
values for the treated edge part. If the shell has only one single perfectly free
edge part, boundary conditions (1) may be restricted, i.e. it can be prescribed
that along the mentioned edge part the boundary conditions should he:

= 0,
8y (2)

All the considerations, which have led to formulae (1) and (2) in the
case of membrane shells, can he repeated unaltered for Airy’s stress function
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F = F(x,y) of discs in membrane-like stress state, provided that the discs in
question are only loaded on their edges. This is why boundary conditions (1)
and (2) are valid —with some reasonable modifications — also for the perfectly
free edge parts of these discs.

Aim of the present paper is the generalization of formulae (1) and (2) for
discs loaded by optionally distributed forces (edge forces and mass forces),
as well as for membrane shells loaded by optionally distributed forces (not only
forces perpendicular to the basic plane). The relations to be deduced are closely
connected with theorems of Trerfrez, E. [2] and sobrero, L. [3] concerning
the physical interpretation of Airy’s stress function. These theorems, modified
for discs and shells loaded by optionally distributed forces, have been formulat-
ed by Finzi, L. [4]. The following will offer a possibility for the further general-
ization of these theorems.

2. Boundary conditions concerning Airy’s stress function

Present section deals with discs loaded by optional forces (edge forces
and mass forces). The investigations will be carried out in the co-ordinate sys-
tem 0(x,y) placed in the middle plane of the disc. The components of the mass
forces acting on the disc in direction x, y are characterized by load functions

gx = gx (=), gy = gy (x,Y)-

As is known, the inner forces of the disc can be expressed by formulae

02F
- Gx,
2F .
dx +3 ©)
02F
Gy
ax2

where F — F(x, y) is Airy’s stress function and Gx, Gy mean
Gx—Jlx-igxdx, q/:”r” gydy m (4)

The upper limit of the definite integrals figuring in above formulae is the co-
ordinate x, resp.y of the investigated point, their lower limit can be freely
chosen. If the lower end-point is lying on the curve marked by l or 11 on Fig.l,
then the integration has to be extended to the straight line parts P/P and P ItP.
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BOUNDARY CONDITIONS OF THE STRESS FUNCTION 213

respectively, when calculating values Gxand Gy. Curves | and Il may be chosen
freely, however, with the restriction that straight lines of direction x and vy
resp. may only cut curves | and Il resp. at one single point each.

X

Let us denote by R the resultant of forces acting from the left side of the
disc on its right side, right and left being determined by proceeding along the
curve from to P2 The x and y components of resultant R should be
marked by symbols Rx and Ry, the moment of resultant R taken for point
P2 by M and their values should be determined.

Fig. 2. The investigated part of the disc

When calculating values Rx, Ry and M, it is expedient to work, not with
the forces acting on curve PP2 but with the forces equipoising these, that is
with all the other forces acting on disc-part PIP2Q (Fig. 2). In this case values
Rx, Ry and M can be expressed as follows:
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Rx = J¢!IK - Hx)dy + Inyxdx,

Ry = jj'(ny- Hy)dx + JJ’nxydy,
(5)
M =Jg _J)(E*—Hx)dy +
+ ,51(x - 2z (ny—Hy)dx . (y2- yJ nyxdx.
The meaning of Hx and Hy figuring in above formulae is:
Hx = J*gxlix, #v= (6

Substituting values (3) into formulae (5), the latter may be written as
follows:

82F r 82F
R x - hx r dx ,
7 8y2 dy-\ g dxmy
. =x 1 82F By 1 P2 d2F dy
= y - ,
! q.{ dx2 Yor o q dx-dy -
rp* | 82F
M =\ GX~ H Xdy +
P 82F . 1 @p
+ * __x Gy —i/vldx )Jf ax
Jq ( 2 dx2 d ) (Y2 yl q dxmdy

Taking into consideration the fact that along line QP2 that is at the place x =x2
Gx = JJgx ' dx,

and along line QPV that is on placey = yx

K R dx .

Ty~ ) Ynéy

then, making use of formulae (6), the quantities Gx -f- Hx, and Gy - Hy resp.
can be expressed in the following way:

Gx+ Hx = J\))<J(‘gx-dx+ Jlgggx-dx = Jf)jgx-dx,

G>+ H>=r gymy+j:gydy= r gydy.
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BOUNDARY CONDITIONS OF THE STRESS FUNCTION 215

Putting these values into formulae (7), we obtain:

"Pr ARE cfPl  32F rP.rx
Rx = | -A-4-dy dx gx-dxdy,
Jg 92 Jg 3x-§ Jo Ixi
i a2F d fPra2f q v
; X e y -dx
“Y oot a2 3 Ix-dy QJwgy y
M a2"F a2F dx &)

Fig. 3 R esultants R ; and R 11

In above formulae expression
gx'dx dy = R, 9
represents the resultant Rj of mass forces acting on disc-part PIP2P PP 1— hori-
zontally lined in Fig. 3 — whereas expression
rPt rx S
* gx'dx, «dyd M, (10
Jq (y y)ij
is the moment Mj of resultant Rj written for point P2 Similarly, expression
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I T gy-dydx = Ru (11)
JQI M

means resultant Rn of mass forces in y direction acting on the disc-part
P1P 2P PIP[ , marked by vertical lining in Fig. 3. Expression

(x —x2)( gy-dymdx = Mn (12)

Q Yu
again means the moment of resultant Rn on point P2 As already mentioned,
curves | and Il in Fig. 3 are freely chosen, only cut by straights of x and y

direction respectively at one single point each.

The value ofthe other integrals figuring in formulae (8) can be determined
by simple or partial integration, respectively:

p* 82F Pl 02F OF 'OF
s dx =
|Q 9~ Jq OX-0y oy P . e
Pl d2F rPa f OF
r iy 02F dy = 53
lg 9x2 Jg 0X-0y 0X Pl X pr
P doF P 82F m  a2F 7
- dy = ¥y2 . Y -yAr-d
Jle ta- ) dy2 y Q av2 iy ~-\q )6)/{ y
3E OF
T 0 + [F]Pr— [Flo, (13)
V o+n y
rPl P* 2F Pl o2F
0 dx = X- dx -1 X dx =
I (* - %) a# 0X2 Ja 3x2
OF OF
. - [F]PI+[F]Q,
W oF ' OF ' - OF *
dx
Ja dxedy .8 .Pi -9

Substituting expressions (9)—(13) into formulae (8), it was found, after simplifi-
cation, that

‘OF oF *
* = R,
A .9y R . Q1 .Pi
“0F 1 ‘OF "
R, X A X P_- Rip -
P2 i (14)
' OF
M [F]Pa - [F]PI- 2" OF - Y +
0X Pl i\
OF 9F
+ *j + Ji - M; - M, .
0X Jpi 3y pi
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Up to now, both end-points of line-part PrP2 were considered as fixed.
In the following only point P1will be assumed as such one, while point P2
will be treated as a point running in positive direction on a given curve. Accord-
ing to this, its symbol will he P instead of P* and its co-ordinates marked by x
and y instead of xx and yv At the same time, symbols

oF
= const= A,

dx  pj

8F = const= B,

9) Jpi

8F aF Pl ¢ c
+ Y1 — p, = const= —

dx P 8y P

will be introduced. In consequence of these modifications, formulae (14) can
be transformed into

8F
Bv = -B-R,,
dy
3F
Ry = A —Rn, (15)
dx
M = [PIP - Ax - By —C- M, — Mn .
According to above formulae, we get the relations
—Ry—RnN A,
Rx R/ B, (16)
[Flp M 4-Mj+ Mn + Ax + By + C,

or, if omitting the linear terms insignificant from the point of view of stress
calculation, we obtain:

8F R R11
dx y ’
8F
RX + Ri’ (17)
dy

[FIP=M + M, + M,,.
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If for curves | and Il figuring in the previous deductions the straight
lines X = x2and y = yxresp. are chosen (Fig. 4), then the quantities R,, Ru
and Mi -f- My have the following meaning: Rtresp. Ru are the x andy com-
ponents of the mass forces acting on disc-part P*Q ; M/ + Mu means the
moment of mass forces acting on the same disc-part, as written for running
point P.

It goes without saying that curve PrP2 may also be taken freely. If the
corner line PtQP is chosen for this purpose (Fig. 5), the area PtQP shrinks to a

single line. In such a case Rj = 0, Ru = 0, M = 0, and so formulae (17)
change into the following formulae of Finzi, L. [4]:

9F
= — Rv,
dx
0F A (18)
= X,
Oy
[FIP= M.
These formulae — as Finzi L. has stated — lead to a possible, simple physical

interpretation of the stress function: the x- and y-direeted partial derivatives
of the stress function in point P represent — regardless of their sign — the x
and y components of the resultant of inner forces acting on one side of the
corner line PXQP, whereas the value of the stress function in point P is identical
with the moment of inner forces acting on one side of corner line PXQP.

Formulae (17) have an interesting meaning in that case if curve PLP is
chosen for the purpose of curves | and Il. Also in this case
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R,=0, RIt=0, M —0,
consequently

3F B

dx -A v

8F

3y = ﬂX, (19)
[FIP = Af.

i

Fig. 5. Corner line PtQP

These latter formulae, although formally identical with those of Finzi, L., have
a broader meaning: according to formulae (19), the x- and y-directed partial
derivatives of the stress function are — regardless of their signs — equal to
the x and y components of the resultant of inner forces acting on one side of
curve PjP; the value of the stress function in point P is identical with the mo-
ment acting on one side of the same curve. Consequently, the Finzi theo-
rems are valid, not only for the corner line Pj@P, but also for the freely chosen
curve PtP, provided that the x- and y-directed straight lines do not cut this
curve in more than one point each.

Obviously, formulae (19) can also be applied when curve PjP is the per-
fectly free edge line of the disc. In such a case no kind of force is acting on the
disc along the curve PjP, so

Rx= 0, Ry=.0, M= 0,

which simplifies formulae (19) as follows:

I 3F
= 0,
dx
gyF— =0, (20)
[Flp= o0
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Above formulae are identical as to tbeir shape with those concerning the free
edge line of discs merely loaded by edge forces [1]. However, their validity is
somewhat limited in the presence of mass forces. Namely, the mentioned for-
mulae are only valid for that part of the perfectly free edge line which is not

0 —X

fy
Fig. s. The x- and y-directed straights cut the free edge-line part PtP at one point each

0

Fig. 7. Some ofthe X- and y-directed straights cut the free edge-line part PrP at two points

cut by x- and y-directed straights in more than one point by each of them

(Fig. 6).
In a more general case, that is, when x- and y- directed straights (or one

of them) cut the PXP part of the perfectly free edge line at more than one point
(Fig. 7), the following equations express the boundary conditions concerning

the free edge line:
3F

dx

oF
i (21)
8y Ri,

[Flp= M,+ Mn
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3. Boundary conditions concerning Pucher’s stress function

This section investigates the boundary conditions of Pucher’s stress
function on the perfectly free edge part of a membrane shell in case optionally
distributed forces (not only such as are perpendicular to its base-plane) are
acting on it.

The investigations will be carried out in an orthogonal co-ordinate system
0 (x,y,z), the x and y axes of which are parallel to the basic plane of the shell.
The x, y, z components of the loads acting on the shell are characterized by
the specific load values gx, gy, gzrelated to the unity of the ground-plan area.

Fig. 8. Line P* P* drawn on the middle surface of the shell and its ground-plan projection

The inner forces of the shell are expressed by the reduced values nx, nxy, nyx,
ny. The latter are in the same relation with Pucher’s stress function F = F(x,y),
as the inner forces of discs loaded by optionally distributed forces are with
Airy’s stress function F = F(x,y). It follows from this identity that the theo-
rems deduced in the previous section may be also applied —with a reasonable
modification — to membrane shells. In this case, obviously, curve PXP means
the ground-plan projection of curve P* P* drawn on the middle surface of the
shell (Fig. 8.). The forces and moments figuring in the formulae must also be
interpreted as projected forces and their moments.
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RANDBEDINGUNGEN DER SPANNUNGSFUNKTION VON SCHEIBEN
UND SCHALEN LANGS IHRER GANZ FREIEN RANDER

P. CSONKA

ZUSAMMENFASSUNG

Der Aufsatz beschreibt die Randbedingungen der Airyschen, bzw. Pucherschen Span-
nungsfunktion von Scheiben, bzw. Membranschalen langs ihrer ganz freien Randlinie. Die
erzielten Ergebnisse sind gleicherweise gultig fur mit beliebig verteilten Rand- und Massen-
kréaften belastete Scheiben und fir Schalen, die mit beliebig verteilten, in beliebiger Rich-
tung wirkenden Kréaften belastet sind.

CONDITIONS AU CONTOUR DE LA FONCTION DE TENSION SUR LES SECTIONS
DE BORDS LIBRES DES TYMPANS ET DES VOILES MINCES

P. CSONKA

RESUME

L’étude établit les conditions au contour de la fonction de tension d’Airy, resp. de
Pucher, des tympans et voiles minces en état de contrainte sans flexion, le long des sections
de bords completement libres de ces constructions. Les résultats obtenus sont également
valables pour des tympans et des voiles soumis a des charges quelconques réparties arbit-
rairement.

OKPYXXHbIE YC/IOBUA dYHKUUWN HAMPAXEHNA HA CBOBOAHbIX
KPAEBbIX YYACTKAX TANT N OBOJIOYEK

M. YHOHKA

PE3FOME

B pgaHHON paboTe onpeAensitoTCs OKPYXXHble YC0BUA (YHKUMIA HanpsbkeHns Alpn n
Myxepa NAMT M 060M04EK, HAXOASALWMXCA B MEMOPAHOO6PA3HOM HampPsXKEHHOM COCTOSIHUM, Ha
COBEPLUEHHO CBOGOAHbIX KpaeBbIX Yy4yacTKax 3TUX KOHCTPYKUWiA. BbiBefeHHble pe3ynbTaTbl
[eliCTBUTENbHbI KaK ANs MAWT, Harpy>XeHHbIX MPOM3BOIbHO pacrnpefensiownuMmcs cruiamm
(KpaeBbIMW U MaccoBbIMM CuaMu), TaK M Ansi 000/104EK, HArPY>XXEHHbIX MPOM3BO/ILHO pac-
npegensioWUMnca (He TONbKO MNePNeHAUKYNSPHBIMUA K OCHOBAHMWIO) CUIaMK.
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L. Mohéacsi

CONTEMPORARY FORMINGS

Publishing House ofthe Hungarian Academy of Sciences, 1966.321 pp.,393illustrations 28 tables.

The author in this book deals with the contemporary formworks and scaffolding
equipments developed for construction in site monolithic concrete, reinforced and prestressed
concrete structures.

In chapters 1 and 2 the shuttering shell as an auxiliary structure is treated in its different
kinds made of metal, wood or other materials defining the final form of concrete.

In chapter 3 the scaffolding structures supporting the shuttering shell and sliding-
climbing formworks, self-carrying steel works and suspended supports are discussed.

Chapter 4 is devoted to the problems of interaction of concrete and formwork as well
as to the concrete and reinforced concrete technics in connection with these latter.

In chapter 5 author presents the structural analysis of the shutterings with special
regard to the loadings to be taken into consideration for this purpose.

In chapter 6 author refers to the possibilities concerning future development.

The author submits to the reader the above detailed subject ranging over an extra-
ordinarily wide field in a logical layout and clear manner. Besides he describes numerous
Hungarian methods, several well proved procedures, designs and licences. Parallel to the
procedures applied in the western countries he also refers to methods which are in general
use in the Soviet Union.

Author treats the question in such a manner as to give the outlines of the progress
that was achieved since World War Il hardly imaginable at that time, in the field
of concrete, reinforced concrete and prestressed concrete construction which had been promoted
particularly by the keen competition which was developed between reinforced concrete and
light steel structures. The progress had been still more expediated by the other competition
which took place between préfabrication and in site monolithic construction. This latter
owes its competitiveness with préfabrication in a few countries precisely to the development
of the up-to-date shuttering and scaffolding methods.

The elaboration of the subject is of present interest and is suitable for advancing the
problem of individual construction which is backward in comparison to préfabrication.

The book supplies a need; no work had been published up to this day treating this
subject with similar elaborateness.

The illustrations are expressive. The neat make-up of the volume deserves particular
attention.

Dr. Gy. Haviar

T. Cholnoky
MECHANIKA II, SZILARDSAGTAN (MECHANIK IlI, FESTIGKEITSLEHRE)

Tankonyvkiaddé, Budapest, 1966 (732 Seiten, 444 Abbildungen)

Der vorliegende zweite Band des in ungarischer Sprache erschienenen Lehrbuches
»Mechanik« des Professors Cholnoky umfaft die fiir die Ingenieurpraxis wichtigsten Kapitel
der Festigkeitslehre und besteht aus zwei Teilen.
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Der erste Teil (492 Seiten) des Bandes enthalt sechzehn Kapitel Gber die elementaren
Probleme der Festigkeitslehre: Zug, Druck, Schub, gerade und schiefe Biegung, exzentrischer
Zug und Druck, Torsion, und Knickung. Die zur Behandlung der verschiedenen Probleme
notigen Hilfsbegriffe (Momente zweiter Ordnung, Kern des Querschnittes usw.) werden vor
den entsprechenden Kapiteln eingefuhrt. Ausfihrlich behandelt der Verfasser die Herstellung
der Schnittkraftdiagramme, die Theorie der kleinen Verschiebungen, die Bestimmung der
Forménderungen, aber die Theorie der statisch unbestimmten Tragwerke wird nur anhand
des durchlaufenden Tréagers besprochen.

Der zweite Teil (210 Seiten) des Bandes enthdlt acht Kapitel tber die allgemeinen
Probleme der Festigkeitslehre: homogene Spannungs- und Formé&nderungszustidnde, ihre
graphische Darstellung nach Mohr, Gleichungen des Gleichgewichtes, Formeln des Form-
dnderungsgesetzes, Arbeitssdtze der Festigkeitslehre, Bruchtheorieu.

Wie aus dieser Aufzahlung ersichtlich, enthdlt der Band einen Lehrstoff, der in den
bekannten Lehrbichern der Festigkeitslehre schon oft beschrieben wurde. Der Lehrstoff
istin diesem Band —der Zielsetzung desVorwortes entsprechend — an den Anspruch der Studen-
ten der Abendkurse der Technischen Universitdt weitgehend angepaft. Hiedurch erklart
sich die minuzidse Behandlungsweise des Lehrstoffes, die auf den ersten Blick vielleicht als
zu weitschweifig erscheint.

Durch die allzu eingehende Behandlungsweise wurde das Buch duBerst umfangreich.
Infolgedessen war der Verfasser gezwungen nur den ndtigsten — in der Thematik der Univer-
sitdtsvorlesungen vorgeschriebenen — Lehrstoff zu behandeln und die Behandlung vieler
interessanter neuerer Probleme der Festigkeitslehre zu unterlassen. Das Buch ware interes-
santer, wenn sein zweiter Teil mit den Grundgleichungen der Scheiben- und Plattentheorie
und mit einer eingehenderen Behandlung des Torsionsproblems ergdnzt worden wére.

Der behandelte Lehrstoff ist Gbersichtlich gruppiert und in klarem Gedankengang
dem Leser vorgefuhrt. Lobenswert sind die duBerst fachgemé&Be Erklarung der Begriffe,
sowie die leichtverstdndliche Herleitung der Formeln. Der Text wird durch sorgfaltig gezeich-
neten Abbildungen begleitet und auch die Typographie des Buches ist in jeder Beziehung
musterhaft.

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB dieses Lehrbuch den im Vorwort
gestellten Anforderungen vollkommen entspricht und geeignet ist, das Interesse der Leser
fur die Festigkeitslehre zu erwecken und sie fahig zu machen die Ergebnisse dieser Wissen-

schaft in die Praxis zu Ubertragen.
Dr. P. Csonka

H. Ziegler
MECHANICS

Addison-Wesley Publishing Company, Inc. Reading, Massachusetts, 1965

This work consists of two volumes. It is the English translation of the text-book
“Mechanik” whose first, second and third editions were published in 1946, 1948 and 1960
by Birkhauser Verlag Basel und Stuttgart. The translation was done by D. B. McVean.

The heading of the first volume is “Statics of rigid bodies, fluids and deformable solids”.
This volume (247 pages) is divided into three parts. In the first part, the basic notions of the
rigid body statics are explained, namely, the geometry of forces in plane and in space, the
composition of forces, the analytic and graphical methods of statics, the center of gravity,
the friction and the problem of flexible string. The second part is devoted to fluid statics.
In this part the inner and outer forces of a fluid, the determination of the fluid pressure and
the problem of a solid body submerged in a liquid are discussed. The third part deals with
the basic concepts and fundamental problems of the strength of materials: the state of stress
and that of strain, the conditions of yield and fracture, the simple and composed sectional
forces, the buckling problem and the energy theorems of elastostatics.

The heading of the second volume may obviously be “Dynamics of rigid bodies and
rigid systems”. That copy of the second part which the reviewer has at disposal, has — by
mistake — likewise the heading “Statics of rigid bodies, fluids and deformable solids”. This
volume (206 pages) is divided into four about equal parts. The first part contains the basic
concepts of kinematics, namely, the characterisation of motions of particle and rigid body,
the velocity, the acceleration, the general and a few particular cases of motion. The second
part expounds the following chapters: Newton’s laws of motion, the fundamental theorems
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of kinetics, the principles of constrained motion, several cases of vibrations and the motion
produced by gravity. The third part contains the following chapters: general theorems of
rigid body kinetics, D’Alembert’s principle, the rectilinear and curvilinear translations, the
rotation, the plane motion and the gyroscopic motion. The fourth part is devoted to the
kinetic of systems and contains the following chapters: the general theorems of system kinetics,
the principles of virtual displacements, the Lagrange’s equations and the phenomenon of
impact.

As can be seen, a wealth of subject matter is collected in these two volumes. Since
the extent of the volumes is rather restricted, the author was compelled to treat the subject
matter in a very concise style. From this point of view, the present work differs from the
standard text books of mechanics. The author succeeded in reaching clear expositions and
rigorous argumentations. In spite of the concise style, all explanations are very comprehensible.
Precise definitions of notions and accurate formulation of the theorems augment the text-
book character of this work. Many theoretical examples are elaborated which have in the
last part analysis of practical importance. The results of the examples — differing from the
German edition — are told at the ends of the volumes; in this way, the reader can control
whether his answers are right or not.

In this work, mostly the analytic methods, and in a few cases also the more perspicuous
graphical methods are applied for solving the problems. Contrary to many other text-books,
this work is not limited to the case of plane stresses, but it also comprises the case of stresses
in space. Several simple structures are treated by means of limit design theory which is based
on the principles of plasticity.

By summarizing all these, it seems doubtless that this work of professor Ziegler,
which was accepted with pleasure at the Universities of German language, will be similarly
accepted at the Universities of English language.

Dr. P. Csonka

A. Gheorghiu
STATICA CONSTRUCTHLOR (LA STATIQUE DES CONSTRUCTIONS) IL

Editura Tehnica, Bucuresti, 1965 (726 p., 287 fig., 21 tabl.)

L’ouvrage en roumain du prof. Gheorghiu traite des problemes des structures hyper-
statiques dans le cadre des hyptohéses de la théorie de I’élasticité.

L’ouvrage se divise en trois parties.

La premiere partie résume les connaissances générales relatives aux structures. Elle
contient les théorémes de I’énergie de déformation, les calculs des barres droites et courbes,
de section constante ou variable et le calcul des déformations des différentes poutres en treillis.
L’auteur faisant connaftre les méthodes générales de calcul des systemes hyperstatiques,
expose d’une facon détaillée les principes des méthodes des forces et des déplacements. L’exa-
men de ces méthodes est suivi de I’exposé de I'algorithme de Gauss et des méthodes d’itération
de Gauss et de Seidl, permettant la solution des systémes d’équations linéaires.

La deuxieme partie s’occupe de la méthode des forces et de ses applications au calcul
des poutres continues, des poutres en treillis hyperstatiques, des arcs et des structures com-
posées. L’auteur présente ensuite une méthode de calcul des systétmes hyperstatiques a I’aide
d’une colonne conjugée (analogie de colonne).

La troisieme partie est consacrée aux applications de la méthode des déplacements
aux différents types de cadres (& un et a plusieurs étages, a noeuds fixes ou déplacables) et
aux arcs et structures reposant sur des montants obliques. Les modifications de la méthode
des déplacements, la méthode de Cross, la méthode de Kani et quelques-unes de ses variantes
sont également expliquées par l'auteur. Une breve indication relative au calcul des grillages
chargés normalement & leur plan et des barres courbes planes compléte la troisieme partie.

Ainsi qu’il apparait de cette énumération, le volume ne contient ni les problémes de
stabilité et de vibration, ni I’application des principes de la plasticité aux constructions.
L’auteur prévoit certainement la publication, & une date ultérieure, de ces questions trés
importantes dans la pratique de I’ingénieur.

La valeur principale de I’ouvrage réside dans I’exposé simple et expressif, assuré avant
tout par le groupement logique et la division claire des sujets, ainsi que par les notations simples
exemptes de tout indice superflu. L’abondance et la préparation soigneuse des figures divisant
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les problémes en plusieurs parties, avec un sens pédagogique excellent, et illustrant le raison-
nement conduisant a la solution offrent de leur c6té une aide des plus précieuses au lecteur.

Pour mieux faire comprendre les explications théoriques, I’ouvrage contient aussi 121
exemples numériques présentées en détail. Ils permettent au lecteur de vérifier s’il a bien
compris I’exposé. Les nombreux exemples fournissent enfin des indications utiles concernant
les applications pratiques des théories présentées par l'auteur.

L’ouvrage du professor Gheorghiu, tout en étant un excellent instrument de I’enseigne-
ment universitaire, est aussi un aide-mémoire fort utile pour I’'ingénieur, et aura donc sa
place méritée sur I’étagere des étudiants aussi bien que sur le bureau des ingénieurs.

Dr. P. Csonka

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



INDEX

L&csei, B.: Processes during the Calcination of Ceramic Products. Il. — Die im Laufe
des Brennens vor sich gehenden Vorgédnge in keramischen Produkten. II. —
Processus se déroulant dans les produits céamiques pendant leur cuisson.Il. —
— Jleyen, B. : Mpoueccbl Nponcxogsiuime B KepaMUYeCKUX M3AeNNsaxX npu obxure.

ST U PP TR PRPRPRPTN
Dundrova, V.—Kovafik, V.- élapak, P.: Nichtlineare Biegungstheorie von Sandwich-
Platten. I11.— The Non-Linear Bending Theory of Sandwich Plates. 1L — Théorie
de la flexion non-linéaire des plaques sandwich. Il1l1. — JlyHapoBa, B.—KoBapuK,

B.—lllnanak, IM.: Teopusi HeNUHEAHOro m3rnba GumeTanIMuyeckmx naactuH. |1,

Rézsa, M.: A New Iterative Method for the Finite Deflection Analysis of Frameworks.
— Ein neues Iterationsverfahren fir die Berechnung von Rahmentragwerken nach
der Theorie zweiter Ordnung. — Nouvelle méthode itérative pour le calcul des
cadres, basée sur la théorie du deuxiéme ordre — Po>ka, M. : HoOBbI nTepauunoH-
HbIA METOA pacyeTa CTepXKHEBbIX KOHCTPYKLMIA Ha OCHOBE TEOPWUM BTOPOro nopsigka.

Rédei, I.. Controlling Method of Bar-Forces Arising in Spatial Trusses — Nachprifung
der Stabkréafte von rdumlichen Fachwerktrdgern — Contrdle des efforts de harre
des poutres en treillis spatiales — Pegeil, . : KOHTPO/Nb CTEPXHEBbLIX YCUNWIA
MPOCTPAHCTBEHHDBIX AP O K . oiiiiiiiiiiiiiiiii i

Ollés, G.: Hydraulics for Lowering the Ground W ater Table Using Vacuum Wells —
Die hydraulischen Vorgédnge bei der Grundwassersenkung durch Vacuumbrun-
nen — Processus hydrauliqgues du rabattement du niveau par puits a vide —
Ennéw, I.: MvppaBnuyeckue Npouecchbl MOrpy>XXeHWs YPOBHSA FPYHTOBbLIX BOA MpuU
MOMOLLN BAKYYMHBIX KOJTOLLLEB ...ucviuietiieeiietisteteasesteseeteseeseesesaesessassesessesassessessssesseseasessessnsenes

Barna, J. — Marschalké, B.: Elektrischer EinfluR auf die Theologischen Eigenschaften
waRriger Bentonitdispersionen — Electric Influence on Aqueous Bentonite Dis-
persions — Influence électrique sur les propriétés rhéologiques des dispersions de
bentonite acqueuses — BapHa, V1. — Mapwanko, b.: 3nekTpuyeckoe BO3aeiicT-
BME Ha peosiornyvyeckune CBOMCTBa BOAHbIX OGEHTOHMTOBbIX cycneH3|/||7| ......................

Murthy, M. G. K.: Torsion of Prismatic Bars — Torsion von prismatischen Staben —
Torsion des barres prismatiques— Mypmu, M. /'. R. : KpydyeHue npmsMaTuyeckmnx
(o =T 0 D4 =T OSSPSR

Szidarovszky,J. :Examination ofthe Effect of Temperature Gradients by Means of Influence
Lines — Untersuchung der Wirkung von ungleichmé&Bigen Temperaturverdnderun-
gen durch EinfluRlinien — Examen de I’effet des variations inégales de tem pérature
a l’aide des lignes d’influence — CudapoeckU, A .: lMccnegoBaHne HepaBHOMep-
HbIX W3MEHEHWUI TemnepaTtypbl Npu MNOMOLWN KPUBBLIX BTUAHUA

Goschy, B.: Torsion einzelliger Kastentrdager — Torsion of Box Girders — Torsion des
poutres-caissons — [lown, B.: KpyyeHne OAHOKNETOYHbIX KOpobYaTbiX 6anok

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57y 1967

19

35

47

67

113

133

155



Szidarovszky, J.: Effect of the Alteration in the Flexural Rigidity of Hyperstatic Beams
under Bending — EinfluR der Veranderung der Biegesteifigkeit von statisch unbe-
stimmten Biegebalken — L’effet de la modification de la rigidité de flexion des
poutres hyperstatiques fléchies — CugapoBcku, A.: BnuaHue mameHeHUsT XXecT-
KOCTWM Ha M3rmb Ha M30rHyTyH 6anky

Kollar, L.—Gardonyi, Z.: Déversement latéral des poutres a paroi mince suspendues
par leurs extrémités — Lateral Buckling of Thin-Walled, Suspended Beams —
Das Kippen von dilnnwandigen, aufgehidngten Balken — Konnap, 1.—IapgoHn, 3. :
MoTepsa 06LWel yCTOMYMBOCTM TOHKOCTEHHbIX MOABECHbIX 6anokK

Csonka, P.: Boundary Conditions of the Stress Function along Perfectly Free Edges of
Discs and Shells — Randbedingungen der Spannungsfunktion von Scheiben und
Schalen langs ihrer ganz freien R&nder - Conditions au contour de la fonction de ten-
sion sur les sections de bords libres destympans et des voiles minces — YoHkKa, [1. :

OKpYXHble YCNOBUA (YHKLUUN HaNpPshKeHWs Ha CBOGOAHbLIX KpaeBbIX yyacTKax
naMtT 1 obonovek

BOOK REVIEW — BUCHBESPRECHUNG — COMPTE RENDU DE LIVRE —
OB30OP KHUI

L. Mohéacsi: Contemporary Formings (Gy. Haviar)
T. Cholnoky: Mechanik 11., Festigkeitslehre (P. Csonka)
H. Ziegler: Mechanics (P. Csonka) ..
A. Gheorghiu: Statica construcliilor 11 (

Printed in Hungary

169

187

A kiadasért felel az Akadémiai Kiadd igazgatéja Miszaki szerkesztd: Farkas Sandor

A kézirat nyomdaba érkezett: 1966. XI. 17. mTerjedelem: 19,75 (A/5) iv, 114 &bra, 4 melléklet
67.63122 Akadémiai Nyomda, Budapest — Felel6s vezet6: Bernat Gyorgy



Acta Techn. Hune,. 57 (1967) 1—18

B. LOCSEI: Processes during the Calcination of Ceramic Products

The transformation mechanism of the Grossalmerode clay was demon-
strated partly by dynamic and partly by static methods in the course of the
experiments. Si02 changes from the quartz phase through the cristobalite
phase into the tridymite phase. The above mechanist® of phase trans-
formation is supported by Debye—Scherrer and diffraction patterns, and
is further confirmed by miqroscopic pictures. The addition of AlIF3promotes
the initiation of mullite formation at lower temperatures, which is equi-
valent to the acceleration of the transformation process. Acceleration
of the transformation process can be explained by the mineralizing effect
of the fluorobydrogén which is formed by the reaction of A1lF3 with
kaolinite.

Acta Téchn. Hung. 57 (1967) 19—33

V. Dundrova—V. Kovarik —P. & apak: The Non-Linear Bending Theory
of Sandwich Plates. I11.

Finally Part Il includes a theory which holds true for a plate with
very thin faces and a light core. Finite deflection relations are introduced
only in the faces. The formulation of the problem separates in two parts,
one of them being linear and the other nonlinear. The solution is again
received by the method of Galerkin. The numerical example solved
according to the three theories shows good agreement in the results.
Especially, it should he noted that the finite deflection theories have
to be applied to the analysis of the state of stress in thin faces.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 35—45

M. Roézsa: A New lterative Method for the Finite Deflection Analysis of
Frameworks.

This paper reduces the finite deflection analysis of arbitrary frameworks
to the solution of an integral equation For structures common in engi-
neering practice, this integral equation is mostly closely approached by
a Fredholm inhomogeneous integral equation of the second kind. The
integral equation is solved by iteration. In case of the Fredholm integral
equation, this iteration corresponds to the calculation of subsequent
members of the Neumann-series.
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I. Reédei: Controlling Method of Bar-Forces Arising in Spatial Trusses

In a previous paper, author presented a method for checking plane truss-
ed beams. The present paper is a generalization of the same method for
spatial trussed beams. The relationship serving as a basis for the checking
method has been derived solely by geometrical-structural means, and it
is demonstrated that each algebraic sum of products of bar forces by bar
lengths is a constant, independent of system, form of the structure, of
number, direction and length of its bars. This sum solely depends on
external forces, and even, in some cases, it depends only on active forces.
This method is equally valid for externally and internally indeterminate
and for statically determinate trussed beams. Its application has been
illustrated on numerical examples.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 133—143
M. G. K. Mubthy: Torsion of Prismatic Bars

A formal solution has been obtained for the torsion of prismatic bars, when
the mapping function, which maps conformal the section of the bar onto
the unit circle, is known in power series. As an example of the method
followed, the torsion of a bar whose cross section is one half of a multi-
symmetrical curved boundary is solved. Some results are derived as par-
ticular cases.
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G. hkr,ﬁs: Hydraulics for Lowering the Ground Hater Table Using Vacuum
Wells

The paper deals with the basic questions of the hydraulics of vacuum wells.
After showing the relations and the differences between gravitational and
vacuum hydraulics, the potential distribution in the seepage field develop-
ing around the line of vacuum wells, in the case of more importantsuction,
is discussed in detail. The results of investigations on the particularities
of the movement of the air in granular soil provide the theoretical bases
for the numerical calculation of the air seeping into the wells. The deter-
mination of the flow of air and water in case of a row of wells along one
or both sides of the working ditch provides the designer with numerous
points of view. The results referring to drainage phenomena in inhomo-
geneous soils are illustrated by the infavourable cases of drainage.
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J. Barna—B. Marschatke: Electric Influence on Aqueous Bentonite
Dispersions

Electrical phenomena in bentonite dispersions subjected to shear have
been examined and measured. Certain relations have been established
between the limit stress of the dispersion and the electromotoric force
caused by the shear. Mutual relation could be detected between the limit
stress of the dispersion and the voltage, according to which under electrical
action due to ap external energy source the value of the limit stress is
also changed. External electrical action also changes the velocity of the
tixotropic regenerating power. Some results of the measurement series
which are the basis of these constatations-are summarized in the tables
and graphs joined to the paper.
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J. Szidarovszkv: Examination of the Effect of Temperature Gradients by
means of Influence Lines

Analysis of statically indeterminate structures has often to take the
effect of temperature gradients into consideration. Now, a fictitious load,
equivalent to the temperature gradient, will be determined, and dis-
placements and internal forces, resp., due to temperature gradients,
can be determined by loading this fictitious load onto the influence
lines. Application of this procedure is illustrated in the examples.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 155—168
B. GOSCHY: Torsion of Box Girders

Reinforced concrete and prestressed concrete beams of box cross-section
without stiffening members between supports are frequently designed
for technical and economic reasons. By omitting stiffening members
the cross-section will not keep its original shape during twisting and
distortion of the section will occur. The purpose of this paper is to give
a method for the calculation of twisted box girders with deformable
cross-section neglecting the effect of warping which is, as known, of local
character by hollow sections. From tlie results of the presented calculation
it can he stated that short and large box girders without diaphragms
have a low torsional rigidity, on the other hand, with girders ten times
longer than the width, the effect of the distortion can be neglected. The
method of calculation and the interpretation of the formulas deduced
in the paper are shown in a numerical example.
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J. sziDARovszky: Effect of the Alteration in the Flexural Rigidity of
Hyperstatic Reams Under Bending

Internal forces of hyperstatic structures depend, among others, on cross-
sectional dimensions of the structure. In bridge design, internal forces
are determined after assuming the dimensions, and those alter the cross-
sectional dimensions assumed, which, in turn, modify the former. There-
fore, the design of hyperstatic bridges may involve as many as three or
four structural recalculations. Here it will be examined, in what direction
and order will the modification of internal forces be due to the alteration
of the cross-sectional dimensions. In their knowledge the cross-sectional
dimensions can be made to cope with the internal forces to be modified,
hence recalculation of the structure can be avoided.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 187-210

L. Kottar—Z. Gardonyi: Lateral Buckling of Thin-ualled, Suspended
Beams

In the paper the load causing lateral buckling of beams, suspended on
both ends, is determined on the basis of the energy-method of the elas-
ticity theory. The method can be applied to beams having cross sections
of any form and being loaded in any arbitrary way; however, authors
show the application of the procedure on uniformly loaded beams, the
cross sections of which have free edge on the compressed upper side.
They derive formulas for loads causing lateral buckling of beams with
free and diaphragm-type ends, and examine the problem: how many
members the deformation function, which has to be assumed, should
have for attaining a result: of an accuracy as required. Besides the
symmetrical, the possibility of the antiinetrical deflection is also investi-
gated. Finally a comparative numerical example is presented.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 211-222

P. Csonka: Boundary Conditions of the Stress Function along Perfectly
Free Edges of Discs and Shells

The paper describes the boundary conditions of Airy’s, resp. Pucher’s
stress function of discs and membrane shells along their perfectly free
edges. Results obtained are equally valid for discs loaded by optio-
nally distributed boundary and mass forces and for shells loaded by
optionally distributed forces, not only by those perpendicular to the
basic plane.
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RECHNERISCHE GRUNDLAGEN
FUR DIE BEMESSUNG DER PILGERWALZWERKE

TEIL |

A. GELEJI, M. VOITH, J. MECSEKI und L. TOTH

[Eingegangen am 14. Oktober, 1966]

In der zeitgemdBen Erzeugung von Stahlrohren mit 4-H16 Zoll Durchmesser kam das
Mannesmannsche Pilgerverfahren wieder in den Vordergrund. Aus diesem Grund kommt der
Losung der technisch-wissenschaftlichen Aufgaben, die mit der Erhéhung der Kapazitat
der bereits bestehenden und der neukonstruierten PilgerwalzenstraBen verknupft sind, eine
immer steigende Bedeutung zu. Hierfir spricht auch die groBe Anzahl der Mitteilungen,
die sich mit diesem Themenkreis befassen und in unseren Tagen in der internationalen Fach-
literatur erscheinen. Es werden auch zahlreiche Patente Uber dieses Thema erteilt. Die Lei-
stungsfahigkeit der PilgerwalzenstraBen ist der Umdrehungszahl der Walzen und dem Vor-
schub je Umdrehung proportional. Das Maximum der Leistungsfdhigkeit der Walzenstrale
wird durch die miteinander im Einklang stehenden Maxima der Umdrehungszahl und des Vor-
schubes bestimmt. Durch die ausfuhrliche Analyse der Wechselwirkung zwischen dem Vor-
schub und der Umdrehungszahl werden in dem Aufsatz die miteinander zusammenh&ngenden

Maxima bestimmt, die die vorgeschriebenen Qualitdtsbedingungen und den ungestdrten Gang
des Walzens noch sichern kénnen.

Symbole

A [mm] Breitenmall der Druckflachenprojektion;
aBrems [m/sec2] Bremsverzogerung;
abe [m/sec2] Beschleunigung in der Beschleunigungszone;
“ve [m/sec?] Verzégerung;

[mm] MaR der Druckflachenprojektion;
(BW) [mm] Bremsweg;
b [mm] Breite des Walzgutes;
c — Faktor, abhédngig von den geometrischen Verhéaltnissen;
DO [mm] Nenndurchmesser der Pilgerwalze;
i>, [mm] AuBendurchmesser des gelochten Walzgutes;
D,, [mm] AuBendurchmesser des gepilgerten Kohres;
dx [mm] Innendurchmesser des gelochten Walzgutes;
d. [mm] Innendurchmesser des gepilgerten Rohres;

URohr [kp/cm2] Elastizitaitsmodul des Rohrwerkstoffes;
L Durn [kp/cm2] Elastizitdtsmodul des Dornwerkstoffes;
F Rohr [mm2] Querschnitt des gepilgerten Rohres;
~'Nenn [mm2] Nennquerschnitt des Walzgutes;

U<al [mm2] Kaliberquerschnitt;
/ [mm?7] Projektion der Druckflache;
G [kp] Gewicht des Walzgutes;
Gr [kp] das gesamte Gewicht der bewegten Teile;
(Gu) — Giitegrad der Wasserbremse;
(G2) — G lattzahl,
[m/sec?] Erdbeschleunigung;
%| [mm] MaR der Druckflachenprojektion;
h [mm] Stiickhdhe;
1 — i-ter Teil,
j — j-tes Glatten;
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aus den Rohrabmessungen bestimmbarer Koeffizient
zu der Berechnung des Vorschubes;

Kolbendurchmesser;

Kolbenflache des Luftzylinders;

[kp/mm2 Formdanderungsfestigkeit;
[kp/mm2 mittlerer Umformungswiderstand;

[m]

[mm]
[mm]
[mm]
[mm]

[mm]
[mkp]
[mm]
[kw]
[1/min]
[kp]
[atd]
[kp]
[kp]
[kp]
[kp]
[kp/m]
[kp]
[%]
[kp/cm 2
[mm]

[m/sec]
[mm]
[sec]
[Grad]
[G_rad]
[mm2]
[mm]
[mm]
[°C]
[mm]
[mm]
[mm]

Hublange;

Bogenldnge am Abrollkreis bei der Walzendrehung;

Lénge des Pilgerkopfes;

gedriickte Lange;

Berihrungsbogenldange von Gléttkaliber und Rohr in einer zur Rohrachse
senkrechten Ebene;

Lange des Walzgutes;

Walz-Drehmomentenbedarf;

W alzgutvorschub je Walzenumdrehung;

Leistungsbhedarf;

Drehzahl der Pilgerwalze;

W alzdruck;

im Luftzylinder der Zufiuhrvorrichtung vorhandener Luftiberdruck;

Beschleunigungskraft;

Verzdgerungskraft;

Kolbenkraft;

auf das Rohr wirkende Bremskraft langs des Bremsweges;

Metergewicht des gepilgerten Rohres;

Reibkraft;

Ovalitat des Rohres;

Druckspannung zwischen Walzgut und Dorn;

Radius des Rohres;

Schlagzahl (Walzenumdrehung);

Proportionalitdtsfaktor zur Bestimmung der zuriickgebliebenen elastischen
Forménderung im Pilgerkopf;

Scherkraft;

W alztemperatur;

theoretische Leistungsfahigkeit des Walzwerks;

Volumen des Luftzylinders;

Walzgeschwindigkeit;

Geschwindigkeit des Loslassens;

maximale Geschwindigkeit der bewegten Teile in der Zone der Zufuhrung;

Umfangsgeschwindigkeit des Kalibers;

mittlere relative Gleitgeschwindigkeit;

Geschwindigkeit am Ende des Wasserbremsweges;

Proportionalitatsfaktor;

vom Abrollradius aus gemessene Stiickhdhe;

Zeit;

Winkel der Walzendrehung;

Sicherheitsfaktor;

Anzug des Walzenkalibers;

Querschnitt des Werkstoffiiberschusses;

Breitung;

Hohenverminderung;

Abkihlung des Walzgutes zwischen zwei Schlagen;

W anddickenabweichung des gepilgerten Walzgutes;

W andstarke des Walzgutes;

W andstdrke des gepilgerten Rohres;

Hauptdehnung;

reduzierte spezifische Dehnung;

charakteristischer Exponent des Streckkalibers;

Korrektionsfaktor;

mechanischer Wirkungsgrad;

Faktor, der vom Anstieg der Abkihlungskurve abhéngig ist;

spezifischer Winkelausschlag;

Exponent der polytropischen Zustandsdnderung;

Streckkoeffizient;
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GRUNDLAGEN FUR DIE BEMESSUNG DER PILGERWALZWERKE 229

» — Reibungszahl zwischen Rohr und Walze bzw. Rohr und Dorn;
agiéit — Gleitreibungszahl;

Pi — Reibungszahl der Walzenzapfen;

v — Stoffkonstante, die der Reziprokwert der Poissonschen Zahl ist;
I — Proportionalitatsfaktor;

Q [mm] W alzenradius;

or [mm] Abrollradius;

e* [mm] Hillkreisradius des Walzstreckprofils;

ai [kp/cm?2] Tangentialspannung;

[kp/cm?2] Radialspannung;

[kp/cm?2] Schubspannung;

[Grad] W inkelausschlag der Rohrprofilkurve;
%J Kontraktion;

1/°C] W éarmeausdehnungskoeffizient;

[1/sec] Winkelgeschwindigkeit der Pilgerwalzen.

80<48 -

1. Einleitung

Die zum Rohrstrecken verwendete W alzenstraBe nach dem System
Mannesmann besteht aus einem Duowalzwerk und aus einen Speiseapparat
(Bild 1.1). Fiur dieses Duowalzwerk bedeuten die besonders ausgebildeten

iValzgerUst '
WasserBremse

Pilgerwalzen [ Hohlblock | Luftraum Drallspin de!

Auslaufrollgang P M

oobc

mkACWwawWAYYYyYyYyyyayyayyya
| Schlitte
I Riuckholzglinder Porholzylinder j

Bild 1.1. Pilger-Walzwerk fir Rohrstreckung

Walzen die kennzeichnendsten Merkmale (Bild 1.2). Die Walzen drehen sich
entgegen der Bewegungsrichtung des Walzgutes. In die Walzen ist ein Kaliber
von einem besonderen Profil eingearbeitet, das nur entlang eines Bogens,
der einem bestimmten Winkelwert entspricht, die Umformung ausfihrt
(otumf)- Der andere Teil der Aussparung lauft leer (xzu/). Der Vorgang des
Streckwalzens kann aus dem Bild 1.3 entnommen werden.

Die Umformzone des Walzenprofils kann auf drei charakteristische
Abschnitte unterteilt werden (Bild 1.2). Der erste Teil vollfihrt die Einspan-
nung {pcAngr)9 der zweite Teil bedeutet die eigentliche Streckzone (a¢) und
der dritte Teil die Glattzone (xgi). Die Glattzone wird bendtigt, damit die
Ungleichmé&RBigkeiten der Wandstérke, die von der Technologie des Streckens,
vom Vorschub und vom Verdrehen herrithren, ferner die Ovalitdit des Rohres
im stédrksten MaR vermindert werden.

Zu diesem Zweck muB ein gegebener Punkt des gestreckten Rohrteiles
maoglichst oft vom Gl&ttkaliber berihrt werden. Die Zahl der Berihrungen
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Austrittszone, dA

Bild 1.2. Pilgerwalze

Bild 1.3. Walzvorgang des Rohrstreckens

wird mit Glattzahl bezeichnet. Die Glattzahl ist also der Quotient von der
Ladnge des Glatt-Walzenkalibers zu der gestreckten Rohrldnge wéhrend einer
W alzenumdrehung:

(GZ) = ifo-1V . (1.1)
A TO

Die wéahrend einer Walzenumdrehung gestreckte Rohrldnge ist gleich
dem Produkt aus Vorschub (1o) und Streckkoeffizient (A). Mit Streckkoeffizient
wird der Quotient vom Querschnitt des vorgelochten Walzgutes zum Quer-
schnitt des gestreckten Rohres bezeichnet:

FI=DI-dI (1.2)

DIl-dlI
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GRUNDLAGEN FUR DIE BEMESSUNG DER PILGERWALZWERKE 231

Die technologischen Kennzahlen m, n, (GZ), 1 usw. kénnen nicht will-
kurlich angenommen werden.

Zweck der vorliegenden Arbeit besteht in der Ausarbeitung eines Rechen-
verfahrens, mit dessen Hilfe die Fachleute, die sich mit der Projektierung und
Entwicklung von Pilgerwalzwerken beschéftigen, im Rahmen der gegebenen
Redingungen optimale Verhdltnisse schaffen kénnen.

2. Bestimmung des Abrollradius

Beim Pilgerwalzen, dhnlich wie beim elementaren Walzen, gibt es einen
Punkt, der sich zusammen mit der Walze bewegt. In diesem Punkt stimmt
die Umfangsgeschwindigkeit der Walze mit der Rohrgeschwindigkeit Uberein,
und da das Abrollen frei vom Gleiten ist, mull der zu diesem Punkt gehdrende
Radius als der Abrollradius angesehen werden.

Die genaue Bestimmung des Abrollradius kann an Hand des Gleich-
gewichts der entlang der gedrickten Flache entstandenen Spannungen erfol-
gen. Da durch die exakten theoretischen Berechnungen, die mit Hilfe dieser
Methode durchgefihrt werden, kein fur die praktische Anwendung geeignetes
Ergebnis erzielt werden kann, schldgt man in der Literatur zur Bestimmung
der funktionellen Beziehung @ — /(L*) eine empirische Formel vor (2.1).

Auf Grund der Versuchsmessungen kann der Abrollradius durch den
Radius der Pilgerwalze aus der Gl&ttzone ausgedrickt werden (2.2), (2.3):

Qr= tégh (2-1)

wobei £ den aus Versuchen festgestellten Proportionalitdtsfaktor bedeutet
(Tafel 2.1).

Tafel 2.1
Werte des Proportionalilétsfaktors £

In der Streckzone 1,1 H-1,2
In der Glattzone 1,044-1,08
M ittelwert in der ganzen Umformungszone 1,064-1,1
Gleichung (2.1) betragt
Lel
o =)
B*1l~ 2
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3. Bestimmung der technologischen Kennwerte,
die die Leistungsféhigkeit des Pilgerwalzwerks beeinflussen

Bei der Projektierung eines Pilgerwalzwerks muRB man die technologi-
schen Kennzahlen so annehmen bzw. wé&hlen, daB bei ihrer Anwendung der
W alzvorgang stérungsfrei durchfiihrbar, die Gute des gepilgerten Rohres den
Vorschriften entsprechend und die spezifische, theoretische Leistungsfahigkeit
des Walzwerks eine maximale sei.

Die grundlegenden technologischen Kennzahlen, die die Stérungsfreiheit
des Pilgerwalzens beeinflussen, sind die Drehzahl der Pilgerwalzen (n) und
der Streckkoeffizient (A). Die Gite des gepilgerten Rohres (MaRtoleranzen,
Risse) wird von den grundlegenden technologischen Kennzahlen, wie der
Rohrvorschub je Walzenumdrehung (m) und der Winkel des Kaliberanzugs
der Walze beim Glatten (ygi) beeinfluBt. Die grundlegenden technologischen
Kennzahlen kénnen bei gegebenen Verhé&ltnissen (d. h. bei den festgelegten
W erten aller anderen technologischen Kennzahlen) einen gewissen maximalen
W ert nicht Gberschreiten.

Bei einem gegebenen WalzprozcR gibt es fir die Wald der Werte von
zusammengeho6renden technologischen Kennzahlen zahlreiche Mdglichkeiten,
bei denen die obigen Bedingungen erfullt werden, d. h.:

Yol A yglwax 9
m < mrnax , (311)

n S5la nmax »

N Bs "max e

Wenn man auch die wirtschaftlichen Beziehungen des Pilgerwalzens in
Betracht zieht, dann muRR man beim Pilgern eines gegebenen Rohres derartige
zusammengehdrende technologische Kennzahlen wéhlen, daB bei ihrer Anwen-
dung die spezifische theoretische Leistungsfdhigkeit zu einem Maximum wird.

3.1. Die Bestimmung des maximalen Walzkaliberanzugs
beim Glatten

Der Hochstwert des Kaliberanzugs ergibt sich daraus, dall bei Winkeln,
die kleiner sind als der maximale Kaliberanzug, die Toleranzen des gepilgerten
Rohres kleiner, bei groBeren Winkeln dagegen grofer sind als zuldssig. Mit
anderen Worten: bei Verwendung eines das Maximum Ubersteigenden Kaliber-
anzugs wird das hergestellte Rohr zum AusschuB, dagegen werden bei der
Anwendung eines kleineren Kaliberanzugs die Toleranzen des hergestellten
Rohres zwar besser sein als die zuldssigen Werte, die Leistungsfédhigkeit der
W alzstraBe wird sich jedoch vermindern.
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Der maximale Kaliberanzug fiur das Glatten wurde im Querschnitt
AF”az=j) (Abschnitt 3.1.2) des Werkstoffiberschusses, der nach dem letzten
(GZ = /-ten) Glé&tten entsteht, verwendet. Dieser Querschnitt wurde dem
Querschnitt des Werkstoffiberschusses (AFzui; Abschnitt 3.1.3), der den
zuldssigen Toleranzen des gepilgerten Rohres entspricht, gleicligesetzt:

AFpz-j) = AF zul* (3-2)

Setzt man die Werte von AF~Qz=j) und AFZzW in die Gleichung (3.2)
ein, so erh&lt man eine Gleichung, in der lediglich eine Unbekannte vorkommt,
ndmlich ygimax. yglmax kann jedoch in implizierter Form nicht ausgedrickt
werden, daher kann die Bestimmung von ygimax auf graphischem Wege erfol-
gen (Bild 3.1).

Bild 3.1. Bestimmung des maximalen Kaliberanzugs in der Glattzone

Die im Bild 3.1 gezeigten Kurven AF(gZ=1), AF(qz=2> AF(qz=3
usw. bedeuten die Querschnitte des Werkstoffiberschusses, die den einzelnen
Glattvorgdngen entsprechen, die Geraden dagegen den zuldssigen Toleranzen

- . A62\ _iA()2 Nt
(RO)i; (B0)2 (R0)3 bzw. ﬂ i | (& 29

entsprechende AFzul Querschnitte der Werkstoffuberschiisse. Die maximale
Kaliberoffnung, die den gegebenen Abmessungen des fertigen Rohres ent-
spricht, ergibt sich aus dem Schnittpunkt einer der Gl&ttzahl entsprechenden
Kurve und einer Geraden die den zuldssigen Toleranzen entspricht.
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3.1.1 Maltoleranzen des gepilgerten Rohres

Aus der Technologie des Pilgerns folgt, daB auBer zufalligen MaRBabwei-
chungen (Streuung) auch stdndige MaBRabweichungen am hergestellten Rohr
Vorkommen: das gepilgerte Rohr besitzt eine Ovalitdt (RO) und eine 6rtliche
Abweichung der Wandstédrke [Stauchung (ii<52)].

Die MaRabweichung des gepilgerten Rohres h&ngt von der Glattzahl,
vom Kaliberanzug des Glattens und von der QuerschnittsgréRe des W erkstoff-
Uberschusses am Ende der Arbeitszone ab. Der Querschnitt des sich ausbhilden-
den Werkstoffuberschusses ist dagegen dem Vorschub proportional.

Bild 3.2. Entstehung des Werkstoffilberschusses am Ende der Streckzone

In der Streckzone kann ein so groBer maximaler Vorschub zugelassen
werden, daR der am Ende der Streckzone entstehende W erkstoffiiberschul
zwar den fir die Rreitung zur Verfigung stehenden Raum vollkommen aus-
fallt, jedoch noch keinen Grat bildet. Auf Grund des Rudes 3.2 betrdgt der
Querschnitt des Werkstoffiberschusses, der sich am Ende der Streckzone,
d. h. vor dem ersten Glatten bildet:

AF(gz=0)= 2TACAB= 4(TOAB TAOC)= 2 + <& (tan yb—yh). (3.3)

Der Werkstoffuberschulf, der durch die obige Gleichung definiert ist,
mufB in der Glattzone weggewalzt werden, und zwar mit Hilfe der GIlatt-
vorgdnge, deren Zahl durch die Gl4ttzahl gegeben ist.
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3.1.2. Untersuchung der Formé&nderungen in der Gléattzone

Der am Ende der Arbeitszone entstandene Werkstoffuberschufl wird
nach einer Drehung von 90 Grad, die zur ndchsten Walzenumdrehung gehort,
im ersten Abschnitt des Glattens weggewalzt, wobei entsprechend dem Kaliber-
anzug, infolge der Breitung des Walzgutes ein weiterer, im Vergleich zum vor-
herigen jedoch kleinerer Werkstoffiberschul entsteht. Dieser Vorgang wieder-
holt sich so oft, wie oft es die Glattzahl vorsieht.

bj » 2MBZ-0j  L-1

o H r &
<W«4+4)f

Blld 3.3.Rohrabnahme in der G lattzone nach einer Verdrehung von 90 Grad
Der Querschnitt des Werkstofflilberschusses, der vor dem ersten Glatten
vorhanden und durch die Gleichung (3.3) definiert ist, d. h. AF(GZ=0) ver-
mindert sich wdhrend des ersten Gléattens (GZ = 1) auf AFIGZ=1ly
Der volle Rohrquerschnitt ist vor dem ersten Glatten:

ARohr(GZ=0) -*Nenn "I’ "(GZ"O)’ (3.4)
m~Nenn — ("2 + 7"2) 71”72 (3-5)

Der Rohrquerschnitt nach dem ersten Glatten kann mit Hilfe der resul-
tierenden spezifischen Dehnung (em) bestimmt werden.
Auf Grund der Raumkonstanz ist

£ AROhNGZ=
¢ Rohr(GZ=l) = I~ r(6z=0) (3.6)

1+ em(GzZ=1)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



236 A. GELEJI u. Mitarb.

Der Querschnitt des Werkstoffiiberschusses, der nach dem ersten Glatten
entsteht:

A F (GZ=1]) — F Rohr(GZ=I) — ~Nenn « (3-7)

Die resultierende Dehnung wird unter Anwendung der Theorie der
Formé&nderungsarbeit von A. Geleji [3.1] festgestellt. Nach der Gelejischen
Theorie von der Gleichheit der Formédnderungsarbeiten ist die Arbeit, die die
resultierende spezifische Dehnung des ungleichmaRig gedriickten W erkstoffs
verursacht, gleich der Summe der Arbeiten, die die freie Dehnung der einzelnen
Teile hervorruft.

Zur Bestimmung der resultierenden mittleren spezifischen Dehnung in
der Glattzone wird entsprechend dem Bild 3.3 der Rohrquerschnitt in zwei

Teile geteilt: in die Rohrteile i = 1 und i = 2.
Im Rohrteil i = 2 erfolgt keine unmittelbare Héhenverminderung.
Im Rohrteil i = 1 betrdgt die durchschnittliche Héhenverminderung in
einem Abschnitt, der der Breite entspricht (Bild 3.3b):
A¥(<=i) (9z=i) = - .(GZ 0) " (3-8)
1 6i(i=I)

wobei auf Grund der Bezeichnung im Bild 3.3b
*1(/=l) = (d2+ 9% (3-9)
ist.
Die mittlere spezifische Dehnung betrdgt wéhrend des ersten Gléttens:

em(GZ=1) (©z=1) MU= i) _ 10,35 [(GZ=Y) ], (3.10)
d2 + ~~(=1)Gz=1) K | - bi(i=1)

wobei nach dem Bild 3.3:

b a2+ Al .n (3.11)
2
ist.
Im Verlauf des ersten Gldttens betrdgt die gedrickte Ladnge in der G Ilatt-
zone:

*<GZ=l) — Vi2gink(i=I)(Gz=l) . (3.12)

Beim né&chsten (GZ = 2) Glatten wird der Teil des Rohres, der beim
ersten Glatten von der Walze bildsam geformt wurde, einer weiteren bildsamen
Umformung unterworfen. W ahrend des zweiten Glattens vermindert sich der
Rohrquerschnitt FRohr(GZ=1) auf den Querschnitt FROhr(GZ=2* Dieser Vorgang
&hnelt dem Vorgang, der sich beim ersten Glatten abspielt, daher kdnnen die
fir das erste Gldtten abgeleiteten Gleichungen sinngemdl verwendet werden.
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3.1.3. Querschnitt des WerkstoffUberschusses,
entsprechend den MaRtoleranzen des gepilgerten Rohres

Den Querschnitt des Werkstoffiberschusses [Gleichung (3.3)], der sich
im Verlauf der Glattvorgédnge, am Ende der Arbeitszone ausbildet, mufl man
auf einen Wert vermindern, der den MafRtoleranzen des gepilgerten Rohres
entspricht.

Der Querschnitt des zuldssigen maximalen Werkstoffiberschusses ergibt
sich nach dem letzten Glétten, im Falle der zuldssigen Ovalitat (ROZJ), als
Funktion des Kaliberanzugs. Bei einer zuldssigen relativen Abweichung in
der Wanddicke (ZI&2<®)7J, an Hand von Versuchsdaten ist:

. A 60 R
AFzutw 2 (RO U (dz+ a2) 062 n + 40 ol. (3.13)
_1 /zul
COS Y,,

3.2. Die Bestimmung des maximalen Vorschubs
vom Walzgut je Umdrehung der Pilgerwalze

Die Grofe des maximalen Vorschubs je Umdrehung, der beim Pilgern
verwendet werden kann, wird von zwei Erscheinungen beeinfluBt. Einerseits,
sofern der grofRte Vorschub verwendet wird, kann unter Einwirkung der
Breitung nur ein so grofRer Werkstoffuberschull entstehen, dall sein Quer-
schnitt nicht die Querschnittsflaiche Uberschreitet, die durch den Kaliberanzug
gesichert wird. Andererseits, im Falle des gréofRten Vorschubs, kénnen die Span-
nungen, die infolge der ungleichmé&Rigen Formé&nderungen auftreten, keinen
RiB in der Rohrwand verursachen.

Von den »maximalen« Vorschiben, die aus zwei voneinander unabhéngig
untersuchten Erscheinungen — Breitung und RiBRgefahr — bestimmt wurden,
kann in der Praxis der kleinere Vorschub verwendet werden.

3.2.1. Der Vorschub je Umdrehung,
bestimmt an Hand der Toleranzen des gepilgerten Rohres

Am Ende der Streckzone besteht zwischen dem eintretenden (Fx) und
austretenden (F2 Rohrquerschnitt — zufolge der Volumenkonstanz — fol-
gende Beziehung:

F, Ft (3.14)
1+ em

wobei em die mittlere spezifische Dehnung bedeutet.
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Die maximale GroBe des in den Walzspalt eintretenden Querschnitts F1
am Ende der Streckzone (Bild 3.4; Position b des Walzens):

ihMmax = (M2 + B+ AhmaxO'=I3) 7t(2lfemax(i=l) + ~2) o (3.15)

Der austretende Rohrquerschnitt F2 bedeutet die Summe des Rohr-
querschnittes (INenn)> der den Nennwerten der Rohrdurchmesser bei einer

Bild 3.4. Querschnitt des gepilgerten Rohres am Ende der Streckzone

gegebenen Walzenposition entspricht und des Querschnittes vom W erkstoff-
Uberschul’; in dieser Weise betrdgt der austretende maximale Rohrquerschnitt
am Ende der Streckzone (Bild 3.4):

F2max = -“Nenn ~Z~"(GZ=0)max. (3.16)
P3

Dabei ist B3 der Sicherheitsfaktor der Kaliberfullung (R3" 1,25).

Der grofte zul&ssige Querschnitt des Werkstoffuberschusses, der am
Ende der Streckzone, d. h. vor dem ersten Gldtten (GZ = 0) entsteht, betrégt
auf Grund der Gleichung (3.3):

9N(GZ=0max — 2 3 L (tan ygimax  ygimax) 1 (3.17)

Die in der Gleichung (3.14) vorkommende mittlere Dehnung kann nach
dem Abschnitt 3.2.2 berechnet werden.

Wenn man die Werte von Flmax, E2max und em in die Gleichung (3.14)
einsetzt, erhdlt man zur Bestimmung des Maximums (mmax) des Vorschubs
vom Walzgut zwar eine Gleichung mit einer Unbekannten, sie ist jedoch von
drittem Grad.
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Nach Ordnung wird die Gleichung (3.14):

.~1 Mnax “b mmax 4~ K 3Rtmax 4" K4+ = o , (3.18)
wobei
C3Y Rohr7* (319)
2 fd 2 . *
(d3 4 r2)~n2 4 zt- 4 F A2 (tRR Ygiwax  Yglmax)
P3 Vv 2 I
K 2= A("2 + 3d2) N
(d24-72)~2 + N+ 62 (tan ygimax  ygl max)

0,35 (1 + ACy Rohr

(3.20)
2n(d2+ &)
K 3 — f ¥YRohr X 3d2
fi2(2d2 + )
% nlj( d X 180 9églmax (3.21)
(d2 -f- d2) a<52 -f- ~% b”2 (tan ygirnax Ygimax)
) 4 )
K. = 62n(d2 d2 Y (3.22)
(d24~a2)n"2 4- ~z~ 4“ ~2| (tanyg/max  yglmax)
ra

Die GrolRe des maximalen Vorschubs je Umdrehung (mmax) kann man aus
der Gleichung (3.18) bestimmen; an Hand der bekannten Lésungsformel der
Gleichung dritten Grades kann ein richtiges Ergebnis jedoch nur mit Hilfe
einer Rechenmaschine erzielt werden (in der Lésungsformel sind Differenzen
von grofRen Zahlen enthalten) [3.2]. Die unter (3.18) angegebene Gleichung
dritten Grades wird daher mit Hilfe einer Ann&dherungsmethode geldst. Von
den in der Gleichung (3.18) enthaltenen Koeffizienten ist Kt [Gleichung (3.19)]
neben den lblichen Rohrabmessungen eine sehr kleine Zahl, daher kann in
erster Anndherung {Kxem3max) neben den Ubrigen Gliedern der Gleichung
vernachlédssigt werden. Nach der Vernachldssigung erh&lt man eine Gleichung
zweiten Grades:

K, m rnax0 4" K3N»m axo 4 . (3.23)

Die Auflésung der Gleichung (3.23) nach mmaxo ergibt in grober Anné
herung die Wurzel der Gleichung (3.18):

-K 3+ KK§-4K2K4
2K 2

(3.24)

m maxO —
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Den Wert der Quadratwurzel mufl man mit positivem Vorzeichen an-
setzen, denn nur in dieser Weise erh&lt man eine positive Wurzel.

Von den mdglichen Verfeinerungsmethoden der groben Annéherung
kann die Newtonsche (Tangenten) Methode angewendet werden:

ATy f f{m maxp) (3.24a)
f (mmaxo)
Zone i=1

Bild 3.5. Aufteilung des Rohrquerschnittes fiir Bestimmung der resultierenden Forménderung

In der Praxis gibt die N&herung mmax O bereits einen entsprechenden
Wert, d. h. sie gibt die GroRe des verwendbaren maximalen Vorschubs je
Umdrehung an.

Im Verlauf der Berechnung des Vorschubs wird auch der Streckkoeffi-
zient bendtigt. Imax und mmax sind voneinander abhdngige Gr6Ben, daher
nehmen wir bei der Bestimmung von mmax einen N&herungswert des Streck-
koeffizienten an. Nach praktischen Erfahrungen ist der ubliche Streckkoeffi-
zient

1=8-M2. (3.25)

Mit dem angenommenen 1 Wert bestimmen wir m ,und mit mlnax auf
Grund des Kapitels 3.4 den Wert von I max. Wenn der angenommene Wert
von J1 vom Wert I max abweicht, dann mufl man die Berechnung von mmax
mit den neuen I max wiederholen.

3.2.2. Untersuchung der Formé&nderungen in der Streckzone

Die Forménderung des gepilgerten Rohres kann man auch in der Streck-
zone an Hand der im Kapitel 3.1.2 mitgeteilten Grundsédtze untersuchen.

Zur Bestimmung der resultierenden Dehnung teilen wir den Rohr-
querschnitt in zwei Teile (Bild 3.5):

em— em(i=l) enfl=2) -« (3.26)
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In der Streckzone ist die mittlere resultierende Dehnung durch die freie
Dehnung des i = 1-ten Abschnittes gegeben. Der i = 2-te Abschnitt erhélt
nur einen indirekten Druck, daher verédndert die freie Dehnung dieses Abschnit-
tes die resultierende Dehnung des Rohres nur in geringem Male.

Bild 3.6. Die geometrischen Verhaltnisse des Rohres in der Streckzone

Bild 3.7. Héhenverminderung in der Streckzone

Em(i=2) kann neben em(i=i) vernachl&ssigt werden:

en(i'=2 N em(i=1): (3.27)
180 — 2y MA(LX  Ab,_

das heilt

em= em(i=l) (3.28)

180 1 110=1) i)

wo y die Offnung des Walzkalibers im untersuchten Schnitt bedeutet, wogegen
nach dem Kapitel 3.2.3

Ah(t=l) = myC (3.29)
ist.
An Hand der Bilder 3.6 und 3.7 ist:
Aj(/-D — A Xi=i) + Ah(iri) = y — (VRIT—22) + A\t D). (3.30)
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Bild 3.8. Forméanderung des unter unmittelbarem Druck stehenden Rohrteiles am Ende der
Streckzone

Bild 3.9. Gedriickte Lange zu Beginn der Glattzone

Die Breitung der unter direktem Druck stehenden Zone i = 1 ist, unter
Berlcksichtigung der Faktoren, die die freie Breitung verhindern, und mit den
Bezeichnungen des Bildes 3.8:

A (/-r) = 4 w0,351d0=1) m (3.31)
und die Breite der Zone i = 1
180 — 2y
Ai(i=i) — "2+ A=) 260 (3.32)
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Die gedrickte Lange (/*) am Ende der Streckzone ist bestimmt durch
die aus dem umgeformten Abschnitt verdrdngte Werkstoffmenge. Nach Bild
3.9 ist die gedriuckte Lad&nge am Ende der Streckzone etwa die Hé&lfte derin der
Streckzone entstandenen Verldngerung. Das ist aus dem Umstand zu erkldren,
dal der Kurventeil mit der Bezeichung 1—2 identisch ist mit dem mit 3—4
bezeichneten Teil der Kurve, denn infolge der Streckung verschiebt sich der

L&nge der Streckzone

Bild 3.10. Verschiedene Walzenprofile

----- Konstruiertes Walzgutprofi/

Lange des Walzgutes in der Streckzone
Bild 3.11. Das entworfene und wirkliche Walzgutprofil

mit 3—4 bezeichnete Kurventeil zuerst auf die Stelle des Teiles 1—2 und
unterliegt dort der Verformung. Andererseits sind die Kurventeile mit der
Bezeichnung 5—2 und 2—I symmetrisch, denn am Ende der Streckzone &ndert
sich kaum der Radius des Walzenprofils und er kann dem Gléttradius anné-
hernd gleichgesetzt werden.

Auf Grund des obigen Gedankenganges und des Bildes 3.9 ergibt sich
die gedriickte Lange zu

lab""m (1+ A), (3.33)
wo X die volle Dehnung des Rohres ist [Gleichung (1.2)].

3.2.3. Analyse der Streckzone des Walzenprofils

Zur Konstruierung der Streckzone des Kaliberprofils empfehlen die ver-
schiedenen Verfasser voneinander abweichende Kurven (Bild 3.10). P. G raner
[3.3] empfiehlt auf Grund von theoretischen und versuchsmdafigen Erwdagun-
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gen die Form einer Exponentialkurve, da bei Verwendung dieser Kurve die
spezifische Formé&nderung wéhrend des ganzen Verlaufs der Streckzone kon-
stant ist. Die allgemeine Gleichung der Exponential-Profilkurve lautet auf
Grund des Bildes 3.6:

Y = Vwalzge :'La = Jwalzge_te",S- (3-34)

P. cruner wandte die Bedingung der gleichbleibenden Forménderung
auf die Anderung der Wanddicke des Rohres an, die in dieser Weise kalibrierte

Bild 3.12. Bestimmung der elementaren Héhenverminderung

Pilgerwalze ergab jedoch keine exponentielle Verminderung der Wanddicke
(Bild 3.11). Der Grund hierflr ist darin zu suchen, dal die Konstruktion des
Profils nicht auf den Abrollkreis bezogen wurde.

Da das Rohr und die Walze entlang des Abrollkreises miteinander gleit-
frei in Berthrung stehen, muB man das Abrollprofil vom Streckabschnitt des
Kalibers — im Gegensatz zu P. cruner — auf den Abrollkreis beziehen
(Bild 3.6). In dieser Weise wird zwar die spezifische Forméanderung nicht voll-
kommen konstant bleiben, die Rohrform kann dagegen in Kenntnis des W alz-
profils auch theoretisch bestimmt werden.

Der anndhernde Wert der Hohenabnahme, die im Falle der Anwendung
eines korrigierten Exponential-Rohrprofils (Bild 3.12) beim das Pilgerwalzen
ersetzenden elementaren Rohrwalzen auftritt, betragt:

Ah "~ TY' — TC,Y . (3.35)

Die Konstante £ kann dadurch bestimmt werden, daR man in die Glei-
chung (3.34) die bekannten geometrischen Abmessungen einsetzt.
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Die Léange des Pilgerkopfes betrdgt auf Grund des Bildes 3.6:

La* — Qrst- (3.36)

Die zu berlcksichtigenden Ordinaten am Anfang und am Ende des Pilger-

kopfes betragen:

Dn
Twalzg 2 Qrst (3.37)

DO Dn
yRohr : Qrst (3.38)

Die bekannten Werte in die Gleichung (3.34) eingesetzt, wird der fur
das Profil charakteristische Exponent:

Irl ((Twalzg/yRohr) (3.39)

In Kenntnis des Wertes vony fir die verschiedenen Walzenumdrehungen
wird der jeweilige Radius des Streck-W alzenkalibers:

Q- Qrst— Y m (3.40)

3.2.4. Der maximale Vorschub des Walzgutes je Umdrehung,
bestimmt auf Grund der RilRgefahr

Beim Pilgerwalzen bildet sich trotz der ungleichmdRigen H6henabnahme
die mittlere Dehnung des gewalzten Stoffes aus. Als eine Folge hiervon, treten
zwischen den einzelnen Stoffteilen Spannungsunterschiede auf. Die zusétz-
lichen Spannungen kdénnen auch so groRe Werte erreichen, dal im W erkstoff
Risse entstehen.

Risse konnen in erster Linie an den Teilen des Werkstoffes entstehen,
wo die aus den Formé&nderungen bestimmte reduzierte, spezifische Dehnung
den kritischen Wert (bersteigt, der mit der Kontraktion des Werkstoffes
zusammenhdngt. Die reduzierte spezifische Dehnung kann aus den Haupt-
formé&nderungen bestimmt werden [3.4]:

€= g [(*i- s2)2+ (e2- «s)2+ («3- <h)Z ~ US55 . (3.41)

Die auftretende reduzierte spezifische Dehnung kann den Wert der
zul&ssigen Dehnung nicht Ubersteigen:

e € (3.42)
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Die zuldssige reduzierte Dehnung ist der Kontraktion des untersuchten
W erkstoffes () proportional:

@i = v>r1p. (3.43)

Auf Grund der Erfahrung ist w 0,5 s 0,6.

3.3. Bestimmung der maximalen Walzendrehzahl

Das Rohr-Streckwalzen nach dem Pilgerverfahren besteht, wie bekannt,
aus zwei Hauptzonen: aus der Walzzone (Rickwértsbhewegung) und aus der
Vorholzone (Vorwdrtsbewegung und Drehung).

In der Walzzone erfolgt die Umformung des Rohres. Unter der Ein-
wirkung des fiir die Formé&nderung erforderlichen Walzdruckes tritt zwischen
den Walzen und dem Rohr eine Reibkraft auf, die das Rohr zu einer dem
Drehsinn der Walzen entsprechenden Bewegung zwingt. Infolge der konstruk-
tiven Ausfuhrung der Zufuhrvorrichtung mufl dabei zusammen mit dem Rohr
auch der Dorn, ferner der im Luftzylinder der Zufiihrvorrichtung bewegliche
Kolben eine Bewegung ausfihren.

Die GrofRe der zwischen Walzen und Rohr auftretenden kleinsten Reib-
kraft bestimmt die zul&ssige GroRe des im Luftzylinder der Zufuhrvorrichtung
vorhandenen Luftdruckes. Der geringste Walzdruck tritt am Ende der G latt-
zone auf (Pgi), hier ist n&mlich die Formé&nderung des Rohres am kleinsten.
Den dem Ende der Glattzone entsprechenden Zustand zeigt Bild 3.13. Beim
W alzen, in der Verformungs- und in der Gléattzone bewegt die Walze den
Kolben um den Weg Lx weiter; wegen dieser Kolbenbewegung wird die im
Luftzylinder vorhandene Luft komprimiert. Daher entsteht am Ende der
Glattzone der groBte Luftdruck. Es ist leicht einzusehen, dall die bei der
Ruckwdartsbewegung des gewalzten Rohres und der bewegten Massen auf-
tretende Kraft — die aus der Summe des Produkts aus Luftdruck und Kolben-
flache und der Reibungskréafte besteht — die auf die bewegten Teile der Zuflhr-
vorrichtung wirkt — am Ende der Gleitzone nicht gréBer sein kann als die
zwischen dem Rohr und den Walzen vorhandene Reibkraft Rgi= fi « Pgi.
Im entgegengesetzten Fall tritt an irgendeinem Punkt der Gleitzone zwischen
Rohr und Walzen ein Verrutschen auf.

Das Rutschen kann die Aufhebung des kinetischen und kinematischen
Gleichgewichts, das zwischen der Bewegung von Rohr und Walzen besteht,
verursachen, und damit kann es das ungestirte Walzen unmdglich machen.

Am Ende der Gldttzone geben die Walzen das Rohr frei. Danach wirkt
auf die in Bewegung befindlichen Massen auBer der Reibkraft lediglich die
vom Luftdruck erzeugte &uBere Kraft. Die Resultierende der &uReren Kréfte
bremst zuerst die infolge ihrer Trdgheit sich noch weiter bewegenden Massen,
dann fuhrt sie mit wachsender Geschwindigkeit das Rohr zwischen die Walzen
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zu. Zwecks Verminderung der beim Angriff auftretenden dynamischen Krafte
ist es winschenswert, dall die dem Drehsinn der Walzen entgegengesetzt sich
bewegenden Massen mit mdglichst geringer Geschwindigkeit auf die Walzen
stoBen. Das Bremsen wird im allgemeinen hydraulisch (mit einer Wasser-
bremse) vorgenommen. Die in der Wasserbremse erreichte Verzdégerung kann

Bild 3.13. In der Arbeitszone sich abspielende Vorgéinge

nicht beliebig grof werden, damit kein Wegrutschen des Rohres am Dorn
auftrete. Zur Bestimmung der Verzdgerung, die in der Wasserbremse erreicht
werden kann, ist zu untersuchen, wie grof3 die auftretende Spannkraft zwischen
Rohr und Dorn wird, wenn das Rohr am Dorn nicht besonders befestigt wird.

Im Interesse der Sicherheit muR die Reibkraft Rgr, die zwischen Rohr
und Dorn auftritt, immer groBer sein als das Maximum der auf das Rohr wir-
kenden Brems(Tréghcits)-kraft (Bild 3.14).

Zusammenfassend kann festgestellt werden, daB man bei der Projek-
tierung die Bewegungskennzahlen zulassen kann, bei denen weder in der
Glattzone (zwischen den Walzen und dem Rohr), noch in der Bremszone
(zwischen dem gewalzten Rohr und dem Pilgerdorn) ein Gleiten auftritt.
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3.3.1. Vorgéange, die sich in der Arbeitszone abspielen

Beim Walzen bewegen die Pilgerwalzen den Kolben um die Strecke
rickwarts. Es ist einzusehen, daR ein Gleiten zwischen der Walze und dem
Rohr dann nicht auftritt, wenn zwischen dem Luftdruck” (Bild 3.13 und 3.15)
— der zur Hubldnge Lx geh6rt — und dem Walzdruck P = Pgi(Gz=j) (Ab-
schnitt 4.2) am Ende der Gleitzone die folgende Gleichheit besteht:

2p- = PI(KF) + R. (3.44)
Ri

Bild 3.14. Die sich in der Angriffszone abspielenden Vorgange

Dabei ist
p= 0,92 —0,0006t- 0,056 v> 0,25, (3.45)

die Reibungszahl zwischen Rohr und Walze [3.5], Bx der Sicherheitsfaktor
gegen Rutschen zwischen Rohr und Walze (B: 1,25).
R 2 4giéit Gy, (3.46)

wobei R die bei der Bewegung der Massen (Walzgut -|- Dorn + Kolben -f-
+ Abstreifring -j- Dornschlof Verbindungskopf) auftretende Reibkraft; und
izgiéit 0,1.

Aus der Gleichung (3.44) ergibt sich die GroBe des zur Hubldnge L1
gehdrenden Luftdruckes zu

_ _i— .(2Niw =2 3.47
PX= tkFy \ % g1 (3.47)
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3.3.2. Berechnung der Hublénge
Die ganze Hubldnge setzt sich aus drei Teilen zusammen:
L=1Ly+ L2+ L3. (3.48)

Ly bedeutet den Teil der Hubl&dnge, bei dem die beweglichen Teile der
Zufuhrvorrichtung von den Walzen zuriickgeschoben werden, mit anderen
W orten, wéhrend des Zurilicklegens der Hubldnge Ly bewegt sich das Walzgut
entlang der dem Abrollradius entsprechenden Bogenldnge ohne zu gleiten.

Bild 3.15. Zustandsanderung im Luftzylinder

Die Walzen bewegen sich zusammen mit dem Walzgut wéhrend der Streck-
und Glattzone, ferner in der Angriffszone. Die Walzen greifen das gelochte
W alzgut vor einer Ebene, die durch die Walzmittelpunkte gelegt wird (Bild
1.3). Der zum Berthrungspunkt gehdrende Zentriwinkel ist der Angriffswinkel
CLAgr-

Auf Grund von Angaben aus der Literatur [3.6] und aus der Praxis
kann man mit guter Ann&herung schreiben:

3
sAngrerf----- m [im BogenmaR]. (3.49)
Qrst

Zentriwinkel des Walzen-Glattprofils, Gleichung (1.1):

(GZ) mA [im BogenmaR]. (3.50)

-rgl
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Dementsprechend ist die zum Gleichlauf gehérende Bogenldnge, wenn
der Zentriwinkel des Walzen-Streckprofils aii ist:

L = Grinst + Ugl+ «Angr) e (3.51)

Im zweiten Teil der Hubldnge (L2) geben die Walzen das umgeformte
Rohr frei. Mit Hilfe der foronomischen Kurve kann der Teil L2der Hubl&nge
berechnet werden, sofern angenommen wird, dall in der Zone des Loslassens
die Geschwindigkeit der beweglichen Teile als Funktion der Zeit einen parabo-
lischen Charakter hat (Bild 3.16):

Bild 3.16. ceschwindigkeitsanderung in der Zone des Loslassens
12= 1% (2t + vAw). (3.52)

In der Gleichung (3.52) bedeutet zlos die fir die Zurticklegung der Hub-
lange L2 erforderliche Zeit, die aus der Drehzahl der Walzen (n[l/min]) und
aus dem zur Zone des Loslassens gehdrenden Zentriwinkel (xal [Grad])
bestimmt werden kann:

60 «Aus a Aui
z 3.53
S h 360 67 (353)

Der Freigabewinkel (a4us) ist eine Funktion der elastischen Forménde-
rung der Walze, des W alzengeriists usw. und der Anderung des Walzprofils
nach dem Glattkaliber.

Die in der Gleichung (3.52) enthaltene GroRBe v bedeutet die Geschwindig-
keit der bewegten Teile zu Beginn des Hubabschnittes L2 (Walzgeschwindig-
keit) :

V__2Qgien n

50 [m/sec] (3.54)
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und vaus die Geschwindigkeit der bewegten Teile nach Zurucklegung der Teil-
strecke des Hubes L2 (Geschwindigkeit des Loslassens). Die GroRRe der Gesch-
windigkeit ios kann mit Hilfe des Impulssatzes bestimmt werden:

A*PgkGz=j) “zlos
«AUS = « — (355)

Im dritten Teil der Hubldnge (L3) bewegen sich die von den Walzen
freigegebenen beweglichen Teile infolge ihrer Trégheit entgegen die Kolben-
kraft des Luftzylinders und entgegen die Reibung weiter. Die Hubldnge L3
die zum Abbremsen der mit der Geschwindigkeit vald sich bewegenden Teile
gehort, kann aus dem Arbeitssatz bestimmt werden:

(3.56)
"3* 24PI(KF)+ 2R ’

wobei der auf den Kolben wirkende mittlere Luftdruck wé&hrend des Hub-
abschnittes L3 anndhernd (1,2 +pf) betrdgt.

Zur Bestimmung der Hubldnge wird die Walzendrehzahl bendtigt. Die
Drehzahl kann jedoch erst in Kenntnis der GroBe der Hubl&nge bestimmt
werden. Bei Berechnung der Gleichungen (3.53) und (3.54) kann die Drehzahl
nach folgender Erfahrungsformel angenommen werden:

naut - 258 (3607 Xsl - «mgl- «angr)y (56 _ a(y tliminy s (3.57)
Gz

wobei xst, Qg und XAngr. in Grad, Gs in kp und @ in mm eingesetzt werden
missen.

3.3.3. Vorgénge, die sich in der Zone der Zufihrung abspielen

Wie es bereits am Anfang des Abschnitts 3.3 erwdhnt wurde, muf3 wegen
der Sicherheit die Reibkraft (Rgr), die zwischen Rohr und Dorn auftritt,
immer grofer sein als das Maximum der auf das Rohr wirkenden Brems-
(Tragheits)-kraft (Bild 3.14):

Rgr.  @Bie (3.58)

Durch Einfiihrung des Sicherheitsfaktors (B2 gegen das Rutschen am
Dorn (B2 1,25):
Rgr —Bi@Brenumax’ (359
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In Wirklichkeit ist die Bremskraft in der Wasserbremse entlang des
Bremsweges verdnderlich (Bild 3.17). Das Verhdltnis vom Maximum der auf-
tretenden Bremskraft zur mittleren Bremskraft Qs..ns » kann als Gitegrad
(GU) der Wasserbremse bezeichnet werden:

(Gu) = "Bremgmax _ (3.60)
QBrems m

Man muR sich bemihen, die Wasserbremse so auszugestalten, dall bei
ihr die Bremskraft annahernd konstant sei. Eine Wasserbremse ist daher um

Bild 3.17. Anderung der in der Wasserbremse auftretenden Bremskraft

so besser, je mehr das (Gi) sich dem Wert von 1 ndhert. In ausgefiihrten W as-
serbremsen ist nach Versuchswerten

(Gu) " 2. (3.61)

Nach dem Bild 3.17 &ndert sich die Bremskraft, und damit die Verzdge-
rung der sich bewegenden Teile entlang des Wasserbremsweges. Bei der
Berechnung der Bewegungskennzahlen kann man nach Bild 3.18 mit einer
konstanten Verzégerung (aBremsm) rechnen. Beim Bremsen besteht folgendes
Gleichgewicht der auf das gepilgerte Walzgut wirkenden mittleren Kréfte:

G
crsiemen 1 asiensn ) (3.62)
0

wo Qsrems n die wdhrend des Bremsens standig auf das Walzgut wirkende
fiktive Bremskraft (Bild 3.17) und :swensn die durch Kraft Qbremsm aus-
gelibte mittlere Verzégerung bedeutet.

Setzt man die Gleichungen (3.60) und (3.62) in die Gleichung (3.59) ein,
so ist die bei der Wasserbremse erreichbare mittlere Verzdgerung, bei der ein
Rutschen des Walzgutes am Dorn nicht eintritt:

“Brems 3.63
Pi(Gu)G ( )
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Zur numerischen Auflésung der Gleichung 3.63 ist der Wert von Rgr
erforderlich. Die Bestimmungsmethode der GrdoBe der Greifkraft wird im
Kapitel 6 erldutert.

Die Beschleunigung, die im Beschleunigungsabschnitt der Zufiuhrung
verwirklicht werden kann, ist aus der Bedingung bestimmbar, wonach die
Walze am Walzgut nicht rutschen darf. Dieser Umstand bedeutet, daf in
der Arbeitszone, beim Zuricklegen des Teilhubes Lx der im Luftzylinder herr-
schende Luftdruck hdéchstens p, betragen darf.

Zufuhrzone Walzzone

Bild 3.18. Geschwindigkeit der bewegten Teile in der Zufiihrzone

Nach unseren Berechnungen betrdgt der mittlere beschleunigende L uft-
druck (Pbtm) im beschleunigten Abschnitt der Zuflhrung:

Pbtm = (1.1 -1- 1>3)T, ** 1,2P I. (3.64)

Die mittlere Beschleunigung (o em) kann aus dem Gleichgewicht der
auf die bewegten Teile wirkenden Kré&fte bestimmt werden. Die durch den
mittleren Luftdruck entstandene Kolbenkraft mu die Tragheit und Reibung
der sich bewegenden Teile Uberwinden:

(3.65)

Aus den Gleichungen (3.64) und (3.65) wird
«em= — [I.2j»i(KF) - A]. (3.66)
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Die zwischen den Bewegungskennzahlen in der Arbeitszone bestehenden
Beziehungen kann man aus den drei unabhdngigen Gleichungen, die an Hand
des Bildes 3.19 angeschrieben worden sind, bestimmen:

® m ax

2be — »
cbe M
cerems T TR (3.67)
“Biems M
1 1
L:Lbe+ (BW):- vmax zbe H -~ (vmax + % e)zBrems

Bild 3.19. Vereinfachte Bewegungsverhaltnisse der bewegten Teile

In dem aus drei Gleichungen bestehenden Gleichungssystem gibt es
drei Unbekannte, wobei as.ns» aus der Gleichung (3.63) atem aus der Glei-
chung (3.66) und L aus der Gleichung (3.48) bestimmt werden kénnen.

Die Bremsverhdltnisse liegen an Hand von praktischen Angaben gewdhn-
lich so, dall die Geschwindigkeit der sich bewegenden Teile im Augenblick
des Angriffs, am Ende des Wasserbremsweges (Bild 3.18)

»we N1 [m/sec] (3.68)
ist.

Aus dem Gleichgewichtssystem (3.67) kénnen die Werte von zbe, zBrems
und nmax ermittelt werden:

[2 aaremsm.l—"'l

[m/sec] , (3.69)
*Brems M
abe M
2ea L+ 1
oe Brems M [sec] : (3’70)
*be M *Brems M
+ 1
abem
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1 f2*Brem8m'L H1 j
[sec] . (3.71)
zBrems ¥ Bremsm / ABiemsm | A
v ®be M J

Aus den errechneten Werten der Bewegungskennzahlen kann die Dreh-
zahl der Pilgerwalzen bestimmt werden. Die Drehzahl der Pilgerwalzen muf
namlich so grofl sein, daf wé&hrend der Zeit der Zufuhrung (Bild 3.18: zbe +
+ zBrems) die Walzen eine Drehbewegung um einen Winkel azuf ausfiihren:

Auf zbe ~b zBr
60/n
Iber o [Vmin] , (3.72)
6 '(zbe “b zBrems)
wo
®zuf = 360 (a Angr "b ®@$t “D *gl “Ia Aus “} aausl) [Grad] . (3.73)
ist.

Die Winkelverdrehung der Walze in der Arbeitszone wdhrend der Zeit
des freien Auslaufs (zausi> [sec]) ist:

360 rf
raust T ) vaust T ®nzaus\ [Gra“l. (3.74)

Laut dem Bild 3.16 ist

12n [Grad]. (3.75)
'‘Aus

‘ausl =

Bei der Drehzahlbestimmung an Hand der Gleichung (3.72) wurde fir
dieselbe Drehzahl auf Grund der Gleichung (3.57) ein N&herungswert ange-
nommen. Wenn die durch die Gleichung (3.72) errechnete Drehzahl mit der
angenommenen nicht Gbereinstimmt, so mufl die Berechnung mit einer korri-
gierten Drehzahl wiederholt werden:

‘auf + o per (3 76)

Bei genauer Kenntnis der Walzendrehzahl ergibt sich die Lé&nge der
W asserbremse an Hand des Bildes 3.19 zu

(BW) — vmax — W E (377)

2 °Bremsm
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Wenn man die Gleichungen (3.68) und (3.69) in die Gleichung (3.77)
einsetzt, ergibt sich die Ladnge der zu verwendenden W asserbremse:

1 ANRAY . ~
(BW) - Brems m H~ 1 (3.78)
2aBremsm gBremsm | j
“bem

3.4. Bestimmung des maximalen Streckkoeffizienten

Der anwendbare maximale Streckkoeffizient kann aus der Festigkeits-
analyse des Walzwerks bestimmt werden.

Der Streckkoeffizient ist dem auftretenden Walzdruck proportional.
Die obere Grenze des W alzdruckes (Pmax) wird durch die Festigkeit der Walz-
werksbauteile bestimmt. Der gréfRte Walzdruck tritt in der Position »b« des
W alzens (Pf) auf, daher betriagt bei einem gegebenen Walzwerk der anwend-
bare grofRte Walzdruck (dessen Ausnitzung im Interesse des wirtschaftlichen
W alzens liegt):

P™*x=py. (3.79)
Nach Abschnitt 4.1.2 ist

D> I,
Pb— KkTbe/(, — kj | + CfU-~ @ 0,85 ' (3.80)
(€)] cos yg'l

Wenn man in die Gleichung (3.80) die Gleichungen (3.79) und (3.33)
einsetzt, und die Gleichung dann ordnet:

, 4 Pmax h cos Yg]max

-1+ -
1 0,85 Q, D 2kf
Anax (3.81)
Cfl ~_"max
62

Sollte der mit Hilfe Gleichung (3.81) bestimmte Streckkoeffizient
wesentlich von dem @A-Wert abweichen, der zur Berechnung des maxi-
malen Vorschubs, und damit zur maximalen Drehzahl angenommen wurde,
dann muf die Berechnung von mmax und remax mit dem Mittelwert der an-
genommenen und mit Hilfe der Gleichung (3.81) errechneten Streckkoeffi-
zienten wiederholt werden, und hinterher ist der Streckkoeffizient mit den
korrigierten mmax- und nmax-W erten erneut zu errechnen. Diese Berechnung
muB so lange wiederholt werden, bis die angenommenen und berechneten
W erte von ftax einander entsprechend nahe liegen.
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3.5. Maximale Leistungsfahigkeit des Walzwerks

Die theoretische Leistungsfédhigkeit (bezogen auf die reine Walzzeit)
betragt:

U= 6+10-2 Amnq [kp/st] , (3.82)

wo q [kp/m] das Metergewicht des gepilgerten Rohres, m, n und Abeim Walzen
des gegebenen Rohres die zusammengehdrenden Werte des Vorschubs [mm/Um-
drehung], der Walzendrehzahl [1/min] und des Streckkoeffizienten bedeuten.

Bild 3.20. Vorschub4nderung des Walzgutes als Funktion der Glattzahl und der Streck
zonenlange

Die beim Walzen verwendeten technologischen Kennzahlen sollen von
der Art sein, dall mit ihnen die in der Zeiteinheit hergestellte Rohrmenge U
ein Maximum ergebe. Im Falle eines gegebenen Rohres (g ist konstant) missen
wir daher das Maximum des (mnX) Produkts in Abh&ngigkeit von den techno-
logischen Kennzahlen aufsuchen.

Zu Bestimmung der anzuwendenden technologischen Kennzahlen, mit
denen die maximale theoretische Leistungsfdhigkeit des Walzwerks erreicht
werden soll, muR man nachfolgende Berechnungen durchfiithren:

Beim Walzen mit den gegebenen Toleranzen des Rohres muf der
maximale Rohrvorschub je Umdrehung in bezug auf verschiedene Gl&ttzahlen
bestimmt werden (Bild 3.20).

Die maximale Walzendrehzahl, die zur vorher berechneten Gléattzahl
und zum Rohrvorschub (eigentlich zur Bogenldnge des Streckens) gehdrt,
muR ebenfalls bestimmt werden (Bild 3.21).

Auf Grund der Bilder 3.20 und 3.21 kann man das zur gleichen Glé&ttzahl
und zur gleichen Streek-Bogenldnge gehdrende Produkt aus dem maximalen
Rohrvorschub und der maximalen Walzendrehzahl, d. h. die maximale Vor-
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wértsgeschwindigkeit vom Schlitten der Zufiuhrvorrichtung (Bild 3.22) bestim-
men. Das Produkt (m ¢n) kann durch eine Fldche dargestellt werden; diese
Flache hat bei einer bestimmten Gldttzahl und Streek-Bogenlédnge ein Maximum
(Bild 3.23). Diese Fldche gehdrt zu einem konstanten Streckkoeffizienten. Mit

Bild 3.21. Anderung der Walzendrehzahl in Funktion der Glattzahl und der Streckzonenlange

Bild 3.22. Vorwartsgeschwindigkeit des Zufihrschlittens in Abhangigkeit von der Glattzahl
und der Streckzonenldnge

der VergroBerung des Streckkoeffizienten wéchst auch die theoretische Lei-
stungsfahigkeit. Der Streckkoeffizient wird durch die Festigkeit der Bauteile
des Walzwerks bestimmt (Kapitel 3.4), in dieser Weise hdngt der Streckkoeffi-
zient von den Walzenabmessungen ab. Die VergréRerung des Walzendurch-
messers erhoht zwar durch die VergroRerung des Streckkoeffizienten die
Leistungsfahigkeit des Walzwerks, tber einen gewissen Walzendurchmesser
hinaus wird jedoch diese Erhéhung von kleinerem AusmaR. Die lbertriebene
VergroBerung des Walzendurchmessers erhdht in starkem MaRe den Kraft-
und Momentenbedarf des Walzwerks, daher ist aus wirtschaftlichen Griinden
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die Wahl eines Ubertrieben grofen Walzendurchmessers nicht gerechtfertigt.
Der wirtschaftliche Bestwert des Walzendurchmessers ist dort zu suchen,
wo die Richtungstangente der Funktion mn =f{D 0) sich vermindert. Nach
eigenen Berechnungen und nach Angaben des Schrifttums [3.3, 3.6] kann zur

Bild 3.23. Bestimmung der optimalen Glattzahl und der optimalen Streckzonenldnge

Errechnung des Nenndurchmessers der Pilgerwalze folgende empirische Bezie-
hung verwendet werden:

DO= 1,25 Do -)- 550 [mm], (3.83)

wo Dj, [mm] den AuRendurchmesser des gepilgerten Rohres bedeutet.

Aus Bild 3.23 geht es hervor, welche Glattzahl und welche Streek-
Bogenldnge beim Pilgern eines gegebenen Rohres mit gegebenen Toleranzen
angewendet werden sollen, damit die theoretische Leistungsfahigkeit des Walz-
werks ein Maximum sei. Die Ubrigen technologischen Kennziffern kann man
als Funktion dieser beiden grundlegenden GrdRen bestimmen.

(Fortsetzung folgt)

CALCULATING PRINCIPLES FOR THE DESIGN
OF PILGRIM’S SEAMLESS TUBE ROLLING MILLS, PART |

A. GELEJI, M. VOITH, J. MECSEKI and L. TOTH
SUMMARY
In making seamless tubes having diameters within the range of 4 to 16 inches, the
process of rolling carried out according to the Mannesmann principle becomes in our times

the most preferred method. Thus, everywhere in the world the solution of technical-economical
problems when asking how to increase productivity of such rolling trains becomes day by
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day more important, for existing plants as well as for those just being planned. This is well
proved by the ever increasing number of papers dealing with this question within the frame
of international technical periodicals and also of patent applications. Productivity of pilgrim’s
rolling trains is proportional to the speed (N) of rolls and the advance (m) per rotation. The
maximum of production is determined by the special maxima of both speed and advance
when they are in harmonic correlation. By a thorough analysing of the interdependence
between speed and advance, in this paper the corresponding values of maxima are determined
by which the quality requirements of the tubes can be reached through an undisturbed rolling
process.

FONDEMENTS DU CALCUL POUR LE DIMENSIONNEMENT
DES LAMINOIRS A PAS DE PELERIN, PARTIE |

A. GELEJI, M. VOITH, J. MECSEKI et L. TOTH

RESUME

Dans la fabrication moderne des tubes d’acier de 4 a 16 pouces de diameétre, on fait
a nouveau appel au procédé de laminage Mannesmann (a pas de pelerin). Aussi la solution
des problemes techniques et scientifiques relatifs a I’accroissement de la capacité des la-
minoirs a pas de pelerin existants ou en projet revét-elle une importance grandissante a
I’échelle mondiale. Les nombreuses publications consacrées a ce sujet qui paraissent actuel-
lement dans la littérature spéciale, ainsi que plusieurs brevets viennent a I'appui de cette
constatation. La capacité de production des laminoirs a pas de pélerin est proportionnelle
au nombre de tours (n) des cylindres et a l’'avance par tour (m) . Le rendement maximum
du train se trouve déterminé par les maxima coordonnés du nombre de tours et de I’avance.
L’étude analysant en détail le rapport réciproque entre I’avance et le nombre de tours, dé-
termine leurs maxima assurant les conditions qualitatives et la marche normale du laminage.

MATEMATUYECKME OCHOBbI PACHETA MWJIbN'EPHbIX CTAHOB, YACTb |

A. reneit, m. BowwnTt,n. MEYEKWN “ n.tor

PE3IOME

B o0651acT COBPEMEHHOr0 MPOM3BOACTBA CTaslbHbIX TPy6 AvaMm. 4—16 [t0iiMOB BHOBb
Ha nepBbliAi NMaH BbICTYNUA NWUIbFEPHbIA MeTOf NPou3BOACTBA (MaHHECMAHOBCKUIA METOA).
BcneactBue 3TOro pelleHne TEXHMKO-3KOHOMUYECKMX 3ajady Mo MOBbILIEHUIO MPOM3BOAUTESb-
HOCTM MUbrepHbIX MPOKATHbIX CTAHOB BO BCEM MUpe MpuoGpeTaeT Bce 6O/bllee 3HaYeHUe.
3T0 AoKasbIBaeTcsi 60/1bLUMM YUCAOM Ny6AMKauWiA, 3aHMMAalOLLNXCS AaHHOM 06nacTbio 1 ny6-
NINKYEMbIX B HalUM JHU B MeXAYHapOAHOWN TeEXHUYECKO NMTepaType, a TaKKe PsifiloM NaTeHToB.
Mpon3BoANTENbHOCTL MWU/bIEPHbIX MPOKATHLIX CTaHOB MPOMOPLUOHa/bHA YKMc/ly 060pOoTOB
NpoKaTHbIX Ba/IKOB (M) 1 nogade 3a 060poT (M). MaKkcrMym NPoV3BOAMTENILHOCTY ONpeaensieTcs
MaKcMMyMamy uncsia 060p0oTOB M Mojayun, HaXoAsaLMMKUCS MeX Ay co6oli B cornacum. [eTanbHbIM
aHanM30M B3aUMOLECTBUA MeXAy Mofayeit n uncnom 060poToB paboTa onpefensieT Te B3au-
MO3aBMCKMble MaKCUMyMbl, KOTOpble 06ecrneymMBaloT 3aflaHHble KavecTBEHHble Tpe6oBaHMS
Ha Tpy6bl 1 6ecrnepe6oNHOCTL NpoLecca NPOKaTKM.
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ANALYSIS OF GROUND WORM SURFACES

L. HUSZTHY
TECHNICAL UNIVERSITY OF HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC (HUNGARY)

[Manuscript received March 1, 1965]

The equation that describes the worm surface is set up by analytical methods. The case
dealt with is characterized by a worm that is ground by means of a grinding wheel having
a trapezoid as meridional section. The grinding wheel is supposed to perform a helicoidal move-
ment around the worm axis that is assumed to stand at a fixed position, whereby, during this
movement, the angle enclosed by the worm axis and the tool axis is constant and so is the
normal transversal line of these axes. The moving tool generates a bundle of surfaces; the
finished surface of the worm is but the enveloping surface of these generated surfaces. The
equation of the worm surface can be used as a suitable means for analysing the face-section,
the axial section and the sections parallel to the axial plane. The method expounded is based
on the elements of the vector and tensor calculus.

I. Introduction

Here a calculus will be demonstrated of how to determine the face-
section, the axial section and the sections in planes parallel to the axial plane
of a ground worm surface. The sectional curves are plotted after the coordi-
nates of the contour-points of the sections had been computed from the equa-
tions that are established by means of the elements of the vector and tensor
calculus.

I1. General scheme; course of the calculus

The relative position of the worm to be ground and the tool is shown
in Fig. 1. The tool is a grinding wheel the meridional section of which is of
trapezoidal shape. Let the data be given:

pitch diameter of the worm;

lead angle of the worm helice;

diameter of the pitch cylinder of the tool;

pressure angle in the meridional section of the tool;

lead of the worm helice; although it is determined by d and Y, this symbol is used
for simplification.

o< a

The calculus is explained in a three dimensional system of rectangular
coordinates (Fig. 2). The r-axis of the system is represented by the worm axis.

The surface to be analysed is considered as the result of a generating
helical movement of the tool that rotates around the worm assumed to be
in a fixed position.
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The trapezoidal tool-section being symmetrical, it is sufficient to analyse
the surface that is generated only by one side of the tool profile.
In the course of our calculation the following equations are set up:

Equation of the tool surface when the tool is in a position in which its
axis is parallel to the »axis (the worm axis);

equation of the tool surface when the tool is in a position in which its
axis is inclined at an angle y to the z-axis;

equation of the tool surface when the tool rotates around the worm axis;

equation of the ground surface;

equations that describe the profile curves of the single sections of the
ground surface.
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I1l. Equation of the worm surface

1. Equation of the tool surface when the tool is in a position
in which its axis is parallel to the z-axis

According to Fig. 2 the worm axis and the tool axis are parallel to each
other and their distance is:

as denoted in Fig. 1.

In what follows the “lower” half-cone surface of the grinding wheel
profile will he considered, and only that portion of the worm surface which
is generated by this “lower half-cone” will be analysed.

Let the tip of the cone be positioned on the sr-axis. The angle x is to be
understood as shown in Fig. 1.

Coordinated to some optional point P on the cone surface, let the local
vector be denoted by rQ whereby the subscript “0” refers to a cone-surface
in fixed position.

Further on, let the local vector that is coordinated to the tip of the cone
surface he denoted by a, and the directional vector of the generatrix that
contains point P be denoted by b, so we have:

r= a+ 4b
where the theoretic range of the scalar parameter 4 is
— O 4d< f .

While the parameter assumes the whole range, the end point of the
vector ro takes its place at all the points of the chosen generatrix.
Vector a is positioned on the sar-axis, wherefore its coordinates are:

a= {a;0;0;}.

As for the vector b, it is advisable to let its xy plane projection have the unit-
length. Let the angle of this projection with the sa-axis be denoted by cp,
S0 it is:

b = {cos @; sin g; tan x }.

Let us substitute the coordinates of the vectors a and b into the explicit
equation of r0, thus we obtain as the equation of the tool surface the axis of
which is parallel to the z-axis in fixed position:

ro= {a-j- Aco089?; ABTar; tanaj. mn
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2. Equation of the tool surface when the tool is in a position
in which its axis is inclined at an angle y to the z-axis

The tool should be revolved at an angle y to the z-axis, around a straight
line as the axis of rotation that is parallel to the x-axis and passes through the
point Q, as shown in Fig. 3. Our calculus is simplified when the whole tool

surface is shifted in a parallel displacement to the z-axis, at a distance e
(according to Fig. 3); so the point Q becomes positioned on the s-axis, and the
revolving angle y refers to the x-axis. According to Fig. 3 we have:

d
e = —tan ad - (2)
2 4

where t0is the tool-pitch.
In the shifted position we obtain for the tool surface:

r0= [a -f- Acos @; Asin p; Atana —e}. 3)

The revolving operation is produced by a tensor G that causes all the
vectors of the space to rotate at the angle y around the x-axis; the sense of
counter-clockwise rotation is called positive when looked at from the -j-x-axis.
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By the tensor G, the vectors gt, g2 gs (according to Fig. 4) arc formed

from the unit vectors i, j, k:

G j=g2= {0; cosy; siny},

Gk = g3= {0; —siny; cosy}.
The scalar components of the vectors gv g2 g are members in the columns
of the matrix of the rotating tensor G, wherefore this matrix can be set up

as follows:

1 0 0
G = o cosy —siny

0 siny cosy

Equation of the tool surface when the tool is in a position in which its axis
is inclined at an angle y to the z-axis:

1 0 0 a -f- Acos s
ry o COSYy —siny e 4sin

o Siny cosy 1Fltan K—e,

a -f- Acos ss

Acosy .sin @—siny (Atan x—e

Asin y .sin @-)-cosy (Atan x—e)

and returning to the vectorial form as usual:

r. = {a -f- Acosss;
A(cos y *sin s —siny mtan a) -)-esin y; (5)

A(siny *sin.s -f- cosy stan ) —ecosy}.

3. Equation of the tool surface when the tool describes
a helical movement around the tvorm in fixed position

Let the tool surface that is determined by equation (5) make a helical
movement around the worm axis. This movement can be conceived as being
composed of a rotation around the .-axis, and a longitudinal displacement
parallel to the .-axis. During this movement both the angle y formed by the
worm axis and the tool axis, and the normal transversal distance a between

the two axes are constant.
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Assuming a unit-angular speed co= 1, the speed of the displacement
parallel to the z-axis is:

The two movements (rotation, and longitudinal displacement) should

be chosen in such a way, that when making a right-hand helical movement
the displacement would be carried out upwards along the z-axis.

The rotation around the z-axis, is generated by the tensor F. Con-
sequently, the vectors in three dimensions are rotating at an angle t, around

the z-axis, during a time t; i.e. the unit vectors i,j, Kk are transformed into
ft, f2, f3 as can be seen in Fig. 5

Fi= fj= (cost;sint; 0j,
Fj= f2= {—sint; cost; 0},
Fk= f3=

= (0;01}= k.
Accordingly, the matrix of tensor F is:

cost —sint0
sin t costO 6)
0 01

Thus, the equation of the tool surface when rotating around the z-axis is:

cost —sint 0 a -)- Xcos @

*7= Foery= sint cost O A(cosy sin @— siny tan e -J-e siny
0 01 A(siny sin q@-f- cosy tan a) —ecosy
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(a -f- Acostp) cos t — [A(cosy simp —siny tan a) -)- esiny] sin 1
(a -2 Acos (p)sin t 4- [A(cosy sirup —sin y tan x) -f-esiny] cos t

A(sin y sin p-f- cos y tan x) —ecosy

Now, taking into account the additional longitudinal movement, i.e. the
axial displacement equalling (s/2 n) t during time t in the direction s, so we
have for the tool surface that makes a helical movement around the z-axis:

r= |(a -)- Acos ) cost — [A(cosy sin p—sinytan x) -f-esiny] sint;
(a -j- Acos ) sint -f- [A(cosy sin 9— siny tan x) -f-esin y] cost; 7)

A(siny sin ¢ -f- COS y tan X) —ecosy -(- s/2nt}.

4. Equation of the ground worm surface

The equation of the ground surface is to be found as the enveloping
surface of the surface-bundle determined by Equ. (7).

Taking into account an elementary variation of the independent variables
denoted d¢> dt and dA, then the elementary variation of the vector r that
generates the surface of the moving tool, is

dep
dr = D dt
dA

where D represents the derivated tensor of the vector r. Denoting the com-
ponents of vector r by x,y, z, we obtain

dx dx dx
dtp 91 2A

3y dy dy
dtp dt A

dz dz dz
dtp dt A

At the points of the enveloping surface the vector dr is perpendicular to the
normal vector n of the surface bundle, whereby

3r 3r
— X —
alp 3A
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further on, the local vectors of the surface-bundle and the enveloping surface
are coincident wherefore

dren= 0. (8)

Since n is a vectorial product of two vectors, expression (8) is a mixed
product; and because

~ dx dx dx

dtp
dtp dt dX
d
ar= YW dt
dtp dt dx
d
dz dz z AX
dtp dt dX
X d x .d x d
'D'—AW4- ----- di A dA ; —ydg>+ %}-/di 2ZU ; +
9tp 91 dx 9tp 91 dx  9tp ot dx

thus we can write in a form as a determinant for the mixed product (by applying
the thesis ofthe decomposition of a determinant into a sum, and by exfactoring

the common factor):

or or\
dr — X —
9tp  dX)
z ; dz dz dz .
dx Atp + dx At dx Ax EZdy+ ~dIl+ SIdA  —dg? "f-— di *+ - mA
dtp ot dXx dtp 91 dX dtp 91 dX
dx dy dz
dtp dtp dtp
dx dy dz
dx dx A
dx dy dz dx dy dz dx dy dz
dtp  dtp  d(f dt dt dt dX dX dX
d d dx d dz
dx dy dz Atp + X dy z di - y
dtp  dtp  dp dtp dp dp dtp  dip  dep
dx dy dz dx dy dz dx dy dz
dx dX dX dx dx dX dX dX dX
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Now, both the 1st and the 3rd determinant equals zero, since two lines in
each are identic. Accordingly, the enveloping surface is determined by the

condition:
dx 3y 32

dt dt dt
dx 3y dz
dp  dop  dop
dx 9y dz
A 3A A

at every optional value of dt except zero.
The single derivatives of the vector-components (7) are:

dx

— (a -)- Acos )sint—[A(cos y. sin p—siny. tan a) -f-esin y] cost,
3t
dx . .

— Asin (p.cost — Acos.y cosusint,
dip
dx . . .

cos cp. cost — (cosy. sin p—siny. tan a) sint;

9A
3y . i . .

(a -(-Acos d)cos t — [A(cos y. sin p—siny. tan a) + esiny]sint,
dt
8y ; ;

— Asin o sint |—Acosy. cos (p. cos t,
3<p
% : : : .

cos (p.sint  (cosy.sin 9—siny. tan a) cost;

3A
3z S
dt 2n
3—2 = Asiny. cosw,
dep
— = siny.sin ¥+ cosytan a.
3A

Making use of these derivatives by substitution into the determinant (9)
and after expounding we obtain:

coty —a — acoty.tana -|------tan a sin 9-)- etan a. cos

2n 2N
A= (10
cos P
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Denoting

cos2a@ -—--coty —a = A ;
\2n

—cos2alacoty tan @] tanac = B;
2n

cos2ametan o« ==
or in a modified form:

coty —a cos2a = A

12n
acoty §-I-r-]--?-€-i-= 71 (n)
2n
eesin 2a
we can write
A -\- B sin<-f- Ccos @ (12)
cos (

Further on, by substituting this expressions into Equ. (7),the decomposed
form of the equation of the ground worm surface is:

A 4-Bsiny -f-Ccosy
cos @

cosy cost—

X — a |
A '\‘ B S- :p I C C0s p C sin tan o es S t

A B siny -)- Ccosy
y= a- cos
y

Cosy sint + (13)

A J-Bsiny+ Ccosy (cosy.siny —siny.tan o) -f-esiny cost,

+
cosy

A + Bsiny+ Ccoso , , .
. - .t — D 1.
cos y (sin y.siny -f-cos y.tan a) e cosy -) 5

IV. Various sections of the worm surface

The equation of one face-section of the worm surface is obtained, when
we set up, with 2= 0, the explicit equation of the parameter t from the third
equation of (13), and after substitution of this value t into the first two equa-

tions.
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In an analogous way, putting y = 0 in the 2nd equation in (13), we
express the corresponding value of t (or tan <), now let it be substituted into
the 1st and 3rd equation, in order to find the axial cross section.

The sections parallel to the worm axis are found, wheny is put as being
a constant value.

V. Example

We determine the coordinates of some points of the axial section on the basis of the
following main data:

for the worm — module m = 10, diameter quotient = 8, number of starts Z = 4;
for the tool —a = 80 mm, a = 20°.

Let us consider the working length of the tapered profile of the tool: according to
Fig. 3 the projection of this length in direction X is U *m -j- V e m; consequently, the variation
of the factor /1in equation (3) of the conical surface is limited within the range:

(r- umy~ g™ (I+H -

For the sake of simplicity, let us assume it to be:

n= vs= 1,
from where
0 , 0
—_— +
in concreto:
30N AN 50.

Now, all the coordinates of the section curve will be calculated as functions of 95
accordingly, we have to determine the values (say f@and ib) belonging to the values of A, = 30
and A\, = 50, respectively by using Equ. (12). Then, the coordinates are calculated for various

< values within the range of the above mentioned values 8 and ®; from Equ. (12) we can
re-arrange:

(A—C)A+B f(A-Cf- A2+ B2

cos <t A- Cf + B- (14)

Here follows the calculation of the constants wanted:

d—mmg= 10 8= 80 mm ,

z 4 1
tany= —= ¢g-=y =05,
siny = X— = °’5 = L.=0.4472
f1l+ tan2y /1 + 0,25 5
2/5
cosy = 1 —1 = 0,8944,
1o+ tan:y ~ [+25 _ 5
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1
coty = PP = 2
any 0,5

Ss—dntany = 80N ¢0,5= 4041 ;
tan a = tan 20° = 0,36397,

cos2a = €0s220° = 0,939692= 0,88302,
sin 2a = sin 40° = 0,64279;

A = (JL coty - aj cos2a = «2 - 80j 0,88302 = - 35,3208,
1 , s 3sin2a 7 .. 401" 0,64279 N
B= - J[aecoty +— j —2 -= - [80°2+ — )= 2— = - 578511,

e= tan a + tana + 1d = «0,36397 + 34— = 22,413 ;
z 4 z 4 z 4

C _ emin2a_ 22,413 m0,64279 _ ? 2Q34

From Equ. (14) we obtain: (with Aa = 30)
cos <Pa= —0,97395,

(Of course, the calculus results in a second value, a positive one, too, for cos (Fa:this alternative
has to be disposed of, since, as is shown in Fig. 2, this would mean that the other side of the
tool is also a machining side, which, of course, is a non-sense.)

sin = i\ - 0,97395-= + 0,22675.
Employing Equ. (12) and taking sin 9> 0,

h — 35,3208 - 57,8511 «0,22675 — 7,2034 +0,97395 — 55,45429 » uti .
— 97,395 A 097395 > (no solution) ;

taking sin P< 0,

- 35,3208 + 57,8511 m0,22675 - 7,2034 m0,97395 - 29,21881_

— 0,97395 0,97395

an

Hence it follows:
qa= 180° + arc cos 0,97935 = 193,09°.

The same consideration leads to obtain the value of qbbelonging to (= 50):
b= 180° — arc cos 0,99234 = 172,92°.

Replacing into the 2nd Equ. of (13)
y=20
and according to (12):
A + Bsinp+ Ccos 9P
cos P
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we obtain:
— [A (cos Y sin (p—siny tan a) + esin Y] (15)

tan t=
a+ Acos(p

First, by employing Equ. (12), the values of the parameter A and then by employing
Equ. (15) the values of tan t(t, sin t, cos t) are calculated for some concrete values of Pwithin
the already fixed interval between the limit values qa and (jj Finally, making use of the 1st
and 3rd equations in (13) we obtain the values of the coordinates X and Y.

All these results are gathered together in Tables I and Il; making use of these values,
in the diagram of Fig. 6 the profil of the axial section is plotted.

Table |
P 193,09° 190° 185° 180° 175° 172,92°
A 30,00 32,87 37,59 42,52 47,72 50,00
tan t 0,01861 0,00915 —0,02284 —0,08272 -0,18410 —0,24380
t 0,01861 0,00915 —0,02284 —0,08253 -0,18206 -0,23913
sin t 0,01861 0,00915 —0,02284 —0,08243 -0,18105 -0,23685
cos t 0,99982 0,99995 0,99973 0,99658 0,98346 0,97151
Table Il
\V; 193,09° oo° 185° 180° 175° 172,92°
x 50,79 47,63 42,56 37,61 33,01 31,27
N -12,93 -11,69 —9,71 -7,83 -6,27 -5,77
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ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG DER GESCHLIFFENEN SCHNECKENFLACHE

L. HUSZTHY

ZUSAMMENFASSUNG

Die Untersuchung der geschliffenen Schneckenflache erfolgt fir den Fall, wenn die
Schleifscheibe im Meridianschnitt als Trapez profiliert ist- Einfachheitshalber wird eine fest-
stehende Schnecke, und eine um die Schneckenachse sich entlang einer Schraubenlinie bewe-
gende Scheibe vorausgesetzt. Hierbei sind der Winkel den die Schneckenachse und die Schei-
benachse einschlieBen und auch der transversal-normale Abstand ebenfalls unveréndert.
W dhrend dieser Bewegung beschreibt die Werkzeugfladche eine Schar von Flachen, und die
Schneckenflache bildet sich als die umhillende Flache dieser Flachenschar. Die Gleichung
der Schneckenfldche ist geeignet die wichtigsten Profilschnitte d. h. den Stirnschnitt, den
Axialschnitt und die mit dem Axialen parallelen Schnitte zu analysieren. Das gesamte Beweis-
verfahren wird mit Hilfe der elementaren Vektoren-Tensoren Rechnungsweise durchgefiihrt

EXAMEN ANALYTIQUE DE LA SURFACE D’UNE VIS RECTIFIEE

L. HUSZTHY

RESUME

L’étude établit I’équation de la surface de la vis par voie analytique. L’examen se
rapporte au cas ou la section méridienne de la meule est trapézoidale. Autour de la vis supposée
fixe, I'outil (la meule) décrit un trajectoire hélicoidal, I’angle compris entre I’axe de la vis et
celui de la meule, et la distance des axes restant constants. Au cours du mouvement, la surface
de I'outil décrit une famille de surfaces et la surface de la vis usinée peut étre produite comme
I’enveloppe de cette famille de surfaces. L’équation de la surface de la vis sert & I’examen
analytiqgue des sections les plus importantes, telle que la section normale, la section axiale
et les sections paralleles. La méthode présentée utilise les éléments du calcul vectoriel et
tensoriel.

AHANUTWYECKOE WUCCNELOBAHWE WAVWDPOBAHHOW CNUPANBLHOWN
MOBEPXHOCTMN

. XYCTW

PE3IOME

YpaBHeHVe CrvpasnibHOi MOBEPXHOCTM B paboTe COCTAB/IEHO aHA/IMTUYECKUM MyTem
WccnefoBaHue paccMaTpuBaeT cryyaid, Korga NpofosibHoe CeveHue LUNGoBasbHOTO Kpyra
KOTOPbIM LLNM(OBaHa CrvpaibHas MOBEPXHOCTb, UMEET (PopMy Tpaneumu. MIHCTPYMeHT onuckl-
BaeT BWHTOBYIO /IMHUIO BOKPYT OCW, MPUHATOM B KauyecTBe 3aKPenseHHOM crnvpany, Takum
06pasom, uTo Yros Mexay ocsMW CrMpPann U MHCTPYMEHTA, & TaKXe J/IMHUA COMpPUKOCHOBEHUS
MeX Ay MOBEPXHOCTBbIO U LL/IM(OBaIbHLIM KPYroM OCTalTCA MOCTOSHHBLIMUA. VIHCTPYMEHT npu
BpaLLEHUN ONUCbIBAET MHOXECTBO MOBEPXHOCTEN, U MOBEPXHOCTb 06paGoTaHHON Ccrmpanm
MOXHO paccMaTpuBaTb KakK 060/104KY 3TOF0 MHOXECTBAa MOBEPXHOCTEN. YpaBHeHMe cnu-
pasibHO MOBEPXHOCTY MO3BOMISIET aHAMTUYECKUM MCCMeoBaTh BaKHEMLIMe ceyeHus, Kak To
N060BOr0, 0CEBOTO W NapasnfesibHbIX CeUEHWIA. W3N0XKEHHbI MeTOof MOo/b3yeTcsi aneMeHTamm
BEKTOPHOTO W TEH30PHOr0 WCYMCNEHUIA.
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WAHL DER BETRIEBSCHARAKTERISTIKEN
DES LUFTVERDICHTERS
UND DES HAUTPLUFTBEHALTERS
AN EISENBAHNTRIEBFAHRZEUGEN
AUF GRUND DER BETRIEBSANFORDERUNGEN

TEIL 1I*

G. HELLER und L. ROSTA
UNGARISCHE STAATSBAHNEN, BUDAPEST

[Eingegangen am 1. Oktober, 1965]

V. Wahl der Parameter des Verdichters und des Hauptluftbehélters

Auf Grund der oben geschilderten Leitprinzipien kénnen wir nun daran
gehen, die konkreten Zusammenhdnge, die als Grundlage der Dimensionierung
dienen sollen, auszuarbeiten.

W ir zitieren die erste Bedingung laut GI. (1), wonach der Verdichter
zumindest eine stindliche Liefermenge von Msh [1/h] zu leisten hat.

Ein Luftverdichter von der Nennleistung Q [1/min] ist gewdhnlich nicht
geeignet, ununterbrochen wdahrend der ganzen Betriebszeit der Lokomotive
stiindlich die Menge

60 Q [¥h]

zu liefern. Vor allem spielen hier die Begleitumstdnde der Antriebs- und Steue-
rungsart des Verdichters stark mit. Wir missen also allgemein an Stelle der

Nennleistung Q mit einer effektiven Leistung Q' rechnen, woraus sich ein
Leistungsfaktor

X (6)

ergibt, wobei selbstredend x <[ 1 ist. Doch kann der glinstige Grenzfall x = 1
nur erreicht werden, falls der Verdichter (z. B. bei elektrischen Lokomotiven)
durch einen unabhdngigen Elektromotor (oder in dhnlich unabh&ngiger Weise)
angetrieben wird. Diesen Fall finden wir wesentlich auch bei Dampflokomoti-
ven vor.

Hingegen l&uft der Verdichter mit verdnderlicher Drehzahl, wenn der
Antrieb vom Hauptmotor eines Diesel-Fahrzeuges erfolgt, wobei die Drehzahl

*Teil | siehe Acta Techn. Hung. 56 (1966), 65—74.
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des Verdichters jener des Haupt-Dieselmotors proportional ist. Flir das Ldsen
der Bremsvorrichtung ist der Fall maBgebend, wenn der Zug nach dem Halt
sofort anzufahren hat. Dieses plotzliche Anfahren ist an ein rasches Ldsen
der Bremsen gebunden, wobei hier — infolge des Motor-Leerlaufes — meistens

H< 1
ist. (Index 1 bezieht sich auf den Leistungsfaktor der Leerlaufleistung.)
Die Aufgabe kann mehroderweniger durch die voribergehende Steigerung
der Leerlaufleistung zur Uberwindung des Luftmangels geldost werden. W &h-
rend der Fahrt wird aber die momentane Leistung des Verdichters von der
momentanen Tourenzahl des Dieselmotors eindeutig bestimmt, also bleibt

die Ungleichung
a2< 1

aufrecht, wo der Index 2 den Leistungsfaktor des Verdichters fur den Betrieb
wdhrend der Fahrt bezeichnet. Wenn wir nun nach dem Leistungsfaktor fir
die Gesamtbetriebszeit der Lokomotive fragen, dann finden wir als Mittelwert
den Leistungsfaktor

x2m 1l

Da sich ein Verdichter meistens nicht fiir einen ununterbrochenen Betrieb
eignet, missen wir diesen Umstand durch Einfihrung eines zweiten Leistungs-
faktors berlicksichtigen. Also, im Verhéltnis zur vollen Betriebszcit der Loko-
motive, kann und soll eine Verdichtung nur wahrend eines durch

BR<1
gekennzeichneten Bruchteils der Betriebszeit erfolgen.
Wie bekannt, ist die effektive Betriebslieferleistung Q/ eines Verdichters
allgemein kleiner als die an der Probestation abgenommene (nominelle)
Leistung Qn; hier erscheint ein zusdtzlicher Leistungsfaktor

? = QilQn (7)

(Index i bezieht sich auf die Istleistung, Index n auf die Nennleistung.)

Der Faktor y ist fur die gegebenen Betriebsverhéltnisse charakteristisch.
Nach einer Generalreparatur kann ein Aufbohren des Zylinders stattfinden,
und in diesem Fall ist mdglicherweise

y> 1.

Unter Berlcksichtigung aller drei Leistungsfaktoren a, 8,y und bei
Anwendung der Bezeichnungen der Tafeln I und Il und dem Bilde 4 soll
die folgende Bedingung fur die minutliche Durchschnittsleistung Qm erfillt
werden:

—nayC+ [3-60-en [/min] , g
60 60 60 2yQ (8)
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um né&mlich zu erreichen, dal die stindliche Druchschnittsleistung des Ver-
dichters
M gh= 60 Qm 9)

ausreichen soll. Fur die bendtigte minimale Nennleistung des Verdichters gilt
laut GI. (1), (8) und (9):

nM b+ (thsfhs + Ihhthh + 60 fhr) + 60 mv _
= —nayC-)- B60-——w) (my"ﬁ [1/min]
60 1 60 |
bzw.
nMh+ (thsf hs+ thhfhh+ 60fhr) + 60 mV

Q = [1/min] . (10)
A-n(x1—x2) + 60BRx2

Nun kommen wir auf die in der Einleitung an zweiter Stelle unter b) auf-
gestellte Bedingung zuriick: die vereinigte Lieferleistung des Verdichters und
des Behélters soll genugen, die zum Lo6sen samtlicher Bremseinrichtungen des
Zuges unter den gegebenen Umstdnden bendtigte Druckluftmenge binnen
der durch die Parameter der Steuerventile und des Fihrerbremsventils der
Lokomotive zugelassenen minimalen Zeitspanne allen Fahrzeugen zuzufihren.
Im Laufe eines gegebenen Ldsevorganges ldRt sich der gesamte Luftbedarf
selbstredend wie folgt anschreiben:

Mlh= M, + Mh= Mb+ +tmv + -7i-M hh [1], (11)

[Ne) ao o0

wobei Mi die fur das eigentliche Ldsen der einzelnen Bremseinrichtungen, M h
die fur die Hilfseinrichtungen bendtigte Luftmenge bedeutet.

Dieser Luftbedarf soll durch die vom Verdichter wahrend der Ldseperiode
erzeugte Luftmenge und die im Hauptbehélter zu Beginn des Ldsens auf-
gespeicherte, effektiv verbrauchbare Luftmenge zusammen gedeckt werden.
Also ist die zum Ldsen verfigbare Druckluftmenge

Llh= +-xiyQ + VAP  [1], (12)
60

wo V [1] den Fassungsraum des Hauptbehdlters, und Ap [kp/cm2] den wé&hrend
des gesamten Losevorganges zugelassenen Druckabfall im Behdlter bezeichnet.
Da unserer Bedingung gemaR:

M Ih<,LIh, (13)
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so ist die Druckluftversorgung des Ldsens ausreichend, wenn zumindest die
Bedingung:

Mb+ 6"6 s t MYV = ppaivQ + VIiP ] (14)

erfillt ist.
Die einzelnen in Gleichung (14) bezeichneten GrdRen sind allgemein von
einander unabhéngige Betriebskenngrdfen; die ZeitgrofRe i; ist — wie bereits

angedeutet — eine GrolRe, die von den Parametern der Zugbremsen des Zuges
und dem Fihrerbremsventil der Lokomotive bestimmt wird. Deshalb ist es
notwendig, die Bestimmbarkeit dieser ZeitgréfRe t, in Abh&ngigkeit von den
gegebenen BetriebskenngréRen analytisch zu untersuchen.

Zur Dimensionierung des Verdichters und des Hauptluftbehélters ist
allgemein ein langer Zug malgebend, bei dem die Ldsezeitperiode immer ldnger
ist als die fur nur ein Triebfahrzeug bendtigte. Daher ist nun der »maBRgebende
enge Querschnitt« immer die KenngréBe a2 des Fiihrerbremsventils (s. Bild 1).
So ist also in der Analyse der GrolRe t; in gegebenem Fall die Bestimmung
der Funktion

g — Funktion (t) [1/min] ,

und noch mehr dessen Integral

t
JT dt
0

wichtig, wobei q die DurchlalRfédhigkeit des Fihrerbremsventils bedeutet.

Diese Bestimmung auf theoretischem Wege auszuarbeiten* ist allenfalls
schwerfdllig, da die GroRe q effektiv von vielen Parametern xx s xn abhéngt,
unter welchen als die wichtigsten die Werte des Luftdruckes vor und hinter
dem Ventil zu nennen sind.

Es 4Rt sich aber der Weg finden, durch gewisse Uberlegungen die Auf-
gabe entsprechend zu vereinfachen. Der DurchlaB des FihrerbremsVentils
ist ndmlich um so gréRer, je groBer der zu Beginn der Ldseoperation im Haupt-
behalter herrschende Uberdruck phbb [atii] und je kleiner der den gesamten
Leitungswiderstand bestimmende »enge Querschnitt« a3 ist. Wenn wir also
eine MefRversuchsreihe am einzelnen Triebfahrzeug (also ohne Wagen)
— vom Anfangswert des Behélterluftdruckes ausgehend — bei offenem
Absperrhahn zur Bestimmung der DurchlaBfunktion

g0 = Funktion ft),

* Siehe z. B. [5].
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bzw. des Integrals (das die wahrend der Zeitspanne Ot durcligelassene Gesamt-
luftmenge angibt)

Lo= (j; 9odt [1] (15)
durchfiithren, so erhalten wir ~,-und t O0-Werte, die allenfalls groRer sind als
fir den Fall eines Zuges. Zur Dimensionierung des Verdichters und des Druck-
luftbehdlters sind aber gerade diese hohen g0- und LOWerte maRgebend.
Bei so einem Rechnungsgang bzw. bei einer solchen Annahme der KenngrdéRen
des Bremsventils haben wir den vorausgesetzten Wert der Periode tt allenfalls
unterschdtzt, mit anderen Worten erfolgt die Dimensionierung des Verdichters
und des Luftbehdlters bereits mit einer gewissen Sicherheit.

Selbstredend sollen fur die Félle von Bremsventilen verschiedener Bauart
in Gleichung (15) jeweils die fir die eben aktuellen Typen bezeichnenden Para-
meterwerte eingesetzt werden. Ferner ist aber der zeitliche Verlauf der Funk-
tion LO vom Zeitabschnitt [s] abhdngig, waéahrend dessen der Hebel des
Fihrerbremsventils in der Fullstellung gehalten wird, bevor man es wieder
in Fahrtstellung stellt.

Mit Riicksicht auf das bei der MAV (den. Ung. Staatsbahnen) an moder-
nen Lokomotiven angewendete Ventil Typ Knorr D2, haben wir an diesem
die zur Analyse notwendigen Messungen durchgefiuhrt.

Der Gegenstand des Versuches war eine Lokomotive mit einem Behdlter-
gesamtfassungsraum von 1410 1und einem Anfangsiberdruck von 9 atii. Also
war das Bremsventil voraussetzungsgemdal geeignet, eine ziemlich hohe Lei-
stung von L 0abzugeben, unabhédngig von der nicht vorhandenen Zuggarnitur.
Die Versuchsergebnisse haben — nach Durchfiihrung einiger, hier nicht aus-
fuhrlich dargelegter Korrektionsrechnungen — bewiesen, dall die bei Berick-
sichtigung der Uberhaupt mdoglichen Ldsezeiten wichtigen Strecken der
aus der Gleichung (15) den verschiedenen FillstoRdauern entsprechend sich
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ergebenden Kurven ohne nennenswerte Vernachldssigung durch je eine — der
Gleichung

rLo=et+ C [1] (16)
entsprechende — Gerade ersetzbar sind. Die hier als rL 0 bezeichnete Integral-

kurve entsteht unter der Bedingung, dal sich der Hebel des Fihrerbremsventils
zu Beginn des Ldsevorganges wéhrend 1 [s] in der Fullstellung befindet.
Fur die auf der rechten Seite der Gleichung (16) stehenden Funktionen

e= s(x) [Xs]
und

kénnen die konkreten Zahlenwerte — in Kenntnis der GrofRe t — den Dia-
grammen in Bild 6a und 6b entnommen werden.

Normale Betriebsverhdltnisse vorausgesetzt kann erfahrungsgemaRB die
optimale Zeitdauer x des FillstoRes mit folgenden empirischen Zahlen aus-
gedrickt werden:
fir einen Zug aus 2-achsigen Waggons

2 M I7)
fir einen Zug aus 4-achsigen Waggons

T4= -y -bl; (18)

fir Zige mit Schnellzugbremse
Ta'= — [s] (19)

Mit hdéheren T-Werten als die hier aus den Gleichungen (17), (18), (19) erhal-
tenen besteht die Gefahr, da die Bremseinrichtungen an der Lokomotive
benachbarten Zugende uberladen werden. Durch diese stérende Erscheinung
kann bei Fuhrerbremsventilen mit einer Niederdruckfullperiode (z. B. die
Bremse Knorr D2) voriibergehend eine Verschlechterung der Selbsttatigkeit
hervorgerufen werden; bei Fiuhrerbremsventilen &lterer Bauart kénnen die
im Zuge vorne stehenden Waggons hierdurch ungewollt eingebremst werden.
Folglich soll eine starke Verldngerung der Fullperiode nur erfolgen, wenn wir
mit einem Uberaus groBen Undichtigkeitsverlust zu rechnen haben.

Mit Hilfe der konkret aufgestellten Gleichung (16) fur r kénnen wir die
Ableitung fortsetzen. Auf Grund der Formel (11) ist die Luftmenge, die wéhrend
einer Loseoperation durch das Fihrerbremsventil durchstromen soll, die
folgende:

M,= Mb — mv [1].
60
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Nun aber ist der DurchlalR des Fiuhrerbremsventils wéhrend der Ldseperiode:

A —eid-£ [i]

und daher kann die wahrscheinliche Zeitdauer der Ldseoperation aus den
Gleichungen

M, = A LLI (20)
bzw.

Mb+ — mv = et, + £

errechnet werden.
Die unseren Zwecken entsprechende neue Gestalt dieser Gleichung:

(21

60
ist auffallend einfach.

Es soll nochmals betont werden, dalR sich die Gultigkeit der Gleichung
(21) lediglich auf das oben bezeichnete Knorr D 2 Bremsventil beschrénkt.
Es ist aber ohne weiteres maoglich, einen &hnlichen Zusammenhang auf irgend
eine andere Bauart aufzustellen, allenfalls mit abweichenden e- und f-Werten.

Im Falle eines FillstoRes, die in den vorderen Waggons voriibergehend
bei einigen Fahrzeugen eine Uberladung hervorruft, ist die durch GI. (21)
gelieferte Lodsezeit bedeutend kurzer als die effektiv wirkliche Zeitspanne.
Der Grund liegt darin, daR die zum Uberfiilllen verwendete Luftmenge als
Mehrverbrauch erscheint, also ist der Wert MbgréRer als die theoretisch vor-
gestellte Menge. Dies zeigt wiederum, wie arg der Druckluftverbrauch und die
Wi irtschaftlichkeit durch forcierte Verldngerung des FullstoRes beeinflufRt
werden. Also ist so ein Ldsevorgang nur in einer Zwangslage anwendbar.

Die den Zeitwert i/ (fir den Ventiltyp Knorr D2) bestimmende Glei-
chung (21) oder jede, fur andere Ventiltypen aufgestellte &hnliche Formel ist
nur in F&llen verwendbar, in welchen fir den Ldsevorgang der im Bild 1
bezeichnete Parameter a2als symbolischer »enger Querschnitt«, also die Durch-
lakfahigkeit des Fihrerbremsventils, entscheidend ist. Nun aber liegt die
Sache bei kurzen Zuggarnituren anders. Fur diese ist nicht a2 sondern der
Parameter 03 als symbolischer »enger Querschnitt«,- also die Kennzahl des
Gesamtwiderstandes des Systems im Zuge maBRgebend. Wenn also die aus
Gl. (21) errechnete Zeitspanne kirzer sein sollte als die Ldsezeitperiode fur
die Bremse eines einzelnen Fahrzeuges, so setzt man an Stelle des Rechen-
resultats als gute Anndherung jenen Zeitwert t, welcher fur ein einziges
Fahrzeug in den internationalen Vorschriften enthalten ist. Da aber unsere
Deutung der Ldseperiode nicht vollauf mit der UIC-Definition Gbereinstimmt
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(gemaB der letzteren ist die Loseoperation beim Erreichen eines Uberdruck-

wertes von 0,4 atii beendet) — so haben wir in Tabelle Il — mit Ausnahme
Tafel 11
Bremsbauart min [8]
Bremse am Personenzug 20
Bremse am Schnellzug 20
Bremse am Glterzug 60
der Guterziige Guterzughremsen — die obere Grenze der in den UIC-Vor

Schriften gegebenen Werte angefihrt. Mit den gegebenen Werten i; 4Bt sich
die numerische Berechnung aus GI. (14) mit Hilfe der Tafel durchfiihren.

Im Sinne unserer zweiten Hauptbedingung darf der Lésevorgang — nebst
den Steuerventilen der gebremsten Fahrzeuge — nur von der DurchlalRfahig-
keit des Flhrerbremsventils beschrdnkt werden. Dieser Anforderung kann
nurdann restlos entsprochenwerden, falls die in der Gleichung aufgestellte Bedin-
gung in jedem Augenblick erfullt wird. Also ist es offenkundig, daB die auf
den gesamten Ldsevorgang als Einheit bezigliche Gleichung (14) eine not-
wendige Forderung darstellt, die aber nicht zugleich auch hinreichend ist.

Eine weitere, ergdnzende Bedingung kann auf Grund von Bild 4 aufges-
tellt werden.

Normalerweise ist in der Fullstellung der DurchlaB des Fihrerbrems-
ventils entlang der Kurvenstrecke tQX (eventuell txy) der Funktion q(t) derart
ausgiebig, daB sogar im ginstigsten Fall

gx8>«ivQ [Ymin]

ist. Also erfolgt ein Druckabfall im Hauptluftbehélter.

Unter unglnstigen Umstdnden mag eventuell der Ldsevorgang wéhrend
einer aus GI. (20) gewonnenen Zeitperiode ti trotz Erflillung der Gleichungen
(18), (14), (21) undurchfihrbar sein. Es kann ndmlich gegebenenfalls wé&hrend
des letzten Abschnittes der Fullperiode T der Druck im Hauptbehdlter stark
fallen (sogar auf den momentanen Wert des Druckes in der Hauptleitung
herabsinken), und damit ist auch der DurchlaB des Bremsventils nur &ufRerst
gering geworden. (Dies entspricht dem Falle gemaR Bild 5c.) So missen wir
im weiteren auch diese Umstdnde beriicksichtigen, um dem Vorkommen einer
solchen Erscheinung vorzubeugen.

Aus GI. (14) erhalten wir die fiur den gesamten Ld&sevorgang giltige
Formel:

TTaiYQ+ VAPti= v + ~ 1 Mhh [1]. 22
i Q oollo (1] (22)
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Auf &hnlicher Grundlage 14Rt sich die fiir die Fullperiode r gitige Gleichung

aiY(?+ VApT= “Lag+ M hh 1 23
0 ( p *t 00 [1] (23)

aufstellen.
Wir haben in GI. (22) und (23) folgende zusatzliche Bezeichnungen einge-

fihrt:

Apu Druckdnderung im Hauptluftbehdlter wahrend der Léseperiode tfi
Luftbedarf des Zuges wahrend der Ldsezeit tt im Falle eines FullstoBes von

der Dauer r;
Apz Druckinderung im Hauptbehélter zu Ende des FullstoRes von der Dauer r;
TLOT Luftbedarf der gesamten Zuggarnitur in der Periode T des FillstoBes.

Im Sinne der oben angefiihrten Zusammenhé&nge kann angeschrieben werden:
A0t=er+ £ [q (24)

und
Lot = s6+ £ L. (25)

Durch Einsetzung dieser Ausdricke und Umstellung lassen sich die
Gleichungen (22) und (23) wie folgt anschreiben:

. Mhh
VApti= — 60¢e -f- + (26)
pii= — o hvQ +f LWL
bzw.
M th
VAp —— 60¢e -f- * i ; 27)
50 60 izQ + f i

Die Produkte (VA p,) und (VA pr) bezeichnen jene Luftmenge, um
welche die Luftreserve des Hauptbehdlters vom Anfang des Ldsens bis zum
Zeitpunkte t; bzw. r vermindert wird.

Setzen wir
VApn= X (28)
und
VAPzZ = yg (29)
so haben wir die Proportion:
Xy Ap, :Apt, (30)
woher
Ap,,=jApz [kplcT2] (31)
und
Ap-c= *cnpn  [xp/eT2]. (32)
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Es hdngt von der Lieferleistung Q des Verdichters ab, welche von den
zwei Grofen Apa und ApT die grofRere ist.
Wenn namlich

«iYQ> 4f+ — m [IYmin] ist,
ol

so ist auch die Luftreserve des Hauptluftbehdlters zwischen den Zeitpunkten r
und t; im Ansteigen. Ist aber

ol

so ist diese Reserve sinkend; hier bedeutet qj [1/min] die LuftdurchlaBfahigkeit
des Fuhrerbremsventils in Fahrtstellung.
Im ersten Falle ist

APr>APti-,
im zweiten Falle ist

ApT< Aptl.

Um den DurchlaB des Fihrerstandbremsventils konstant zu halten,
muB man die Werte Apy und A pr mdéglichst klein halten. In Abhédngigkeit
von den Begleitumstdnden sollte keine der beiden GrdBen gréBer sein
als 1—15 kp/cm2, und auch im &rgsten Fall darf der fir den Druckabfall
zugelassene Hochstwert 2 kp/cm2nicht Gibersteigen.

Im Sinne der Relationen (28)—(30) werden durch die Wahl der einen
(der groleren) GroRBe der zwei Druckverluste (Ap) die anderen zwei GrdRen
(Ap und V) bereits bestimmt.

Somit sind wir in der Lage, den Fassungsraum V des Hauptbehdlters
innerhalb gewisser Grenzen zu halten. Sind die entscheidenden Druckdifferen-
zen groBer, so kann der Fassungsraum Kkleiner bleiben. Umgekehrt, bei klei-
neren Druckdifferenzen muB man flr einen gréfBeren Fassungsraum sorgen.

V1. Anwendung der Methode

Eine kurze Zusammenfassung der oben beschriebenen Methode:

Vor allem sollen auf Grund der Retriebsverhéltnisse die Parameter eines
fir die Dimensionierung des Verdichters und des Hauptbehd&lters maBgebenden
Zuges bestimmt werden. Allgemein ist es praktisch, zumindest je einen Typ
des Giterzuges und des Personenzuges ins Auge zu fassen. Wenn die Zusam-
mensetzung des Zuges bekannt ist, so kann man die Zeitdauer des dem gege-
benen Ld&sevorgang angepaliten FullstoRes aus einem der Zusammenhénge
(17), (18), (19) bestimmen. Mit Hilfe dieses Wertes kann man aus GI. (21)
nach Einsetzen der Werte Mb, m und v jene LdOsezeit bestimmen, die
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fir die Dimensionierung als mafRgebend erachtet wird. In Kenntnis der
GroBRe X kdnnen die Werte e und f aus Bild 6a und 6b entnommen werden.
Unter Berlicksichtigung der fiir die Antriebsart, fiir die Erw&drmungserschei-
nungen, die Betriebseigenheiten und den Betriebszustand des Verdichters
charakteristischen Kennziffern sv a2 B und y, und in Kenntnis der Verbrauchs-
ziffern der Hilfseinrichtungen I4Rt sich aus GI. (10) die minimale Nennleistung
Q [1/min] des Verdichters errechnen; anschliefBend kann man aus den folgenden
Gleichungen:

Mf,h

60 e + — i + f5 (33)
50 60 «ivQ
M m .
60 e + — «l + £; (34)
60 y Q
) [q, (35)
APti
vV =-2— M (36)
AP,

u. zw. mit Hilfe von Kombinationen aus einer der Dreier-Gruppen: [(31), (33),
(34)] und [(32), (33), (34)] mit einer Vierten, nd&mlich (35) oder (36) den not-
wendigen Fassungsraum des Hauptbehdlters errechnen.

Die Bestimmung der bendtigten minimalen Verdichterleistung Q [1/min]
und des bendtigten minimalen Hauptbehé&lter-Fassungsraumes V [1] kann
also aus sehr einfachen und leicht anwendbaren Zusammenhédngen erfolgen.
Es wird aber nitzlich sein, auf einige Gesichtspunkte hinzuweisen, deren
Berucksichtigung im Laufe des numerischen Rechenganges zweckmaRig sein
kann.

1. Der Lokomotiv-Kons.trukteur kann nicht selbstdndig Uber die opti-
male Bauart und GroRe des Verdichters in voller Freiheit entscheiden. Ihm
wird eine beschrédnkte Zahl von Verdichtern dieses oder jenes Typs zur Wahl
vorgelegt und er ist gendtigt, aus diesen jene Bauart und jene BaugrdRe zu
wdhlen, deren Nennleistung am né&chsten zum [aus GI. (10)] errechneten
(LWert steht; keinesfalls darf sie kleiner als Q sein. In diesem Falle wird der
den Ausnitzungsgrad des Verdichters kennzeichnende Leistungsfaktor 8 Kklei-
ner, und hierdurch wird der Betrieb des Verdichters jedenfalls gunstig beein-
fluBt. Zugleich ist die im Hauptbehdlter auftretende Druckschwankung etwas
kleiner als die zugelassene.

2. Wir wollen annehmen, dafl fur zwei als malRgebend erachtete Félle
aus den alternativen Ausgangsparametern sich folgende Resultate ergaben:

fir den ersten Q', V;

fir den zweiten Q", V".
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Es fragt sich, welche von diesen Werten als maRBgebend akzeptiert werden
sollen.

a) Ist Q"> Q"
und V > V",

so wird allenfalls Q" und V maRgebend sein.

b) Ist Q' > Q"
und V < V",
so ist — mit Rucksicht darauf, daR der aus GI. (10) errechnete C-Wert vom
Fassungsraum V des Hauptbehdlters unabhdngig ist — allenfalls die groRere
Liefermenge Q' mafRgebend.

Anders steht es aber um die Beurteilung des groReren Hauptbehélter-
Fassungsraumes V". Gleichgiltig, ob das Resultat aus GIl. (26) oder (27)
errechnet wurde, ist die GroBe V allenfalls vom Werte Q abhéngig. Wird Q
gréler, so kann V entsprechend kleiner gewé&hlt werden.

Bei Anwendung der Gleichungen (22)—(25) kénnen fir einen zum Wert
Q' des Verdichters durch Korrektion angepalften Fassungsraum V'Ko,, fol-
gende Gleichungen angestellt werden:

Vkorr.t — eh+ 5+

' Mhh- - A XlyQ"
NnPa 3600 60 [1]

und

1
YkoTr — et+ f+ —— M hh—--- «y Q1.
APr 3600 60
als malgebend ist der groRere von diesen zweien anzunehmen.

c¢) Die weiteren Variationen

Q'< Q" und V'< V"
bzw.
Q'< Q" und V'> V"

sind prinzipiell mit den unter 1. und 2. angefihrten Fdllen identisch.

Wenn wir unter besonderen Umstanden mehr als zwei Alternativen ins
Auge fassen, so 4Rt sich die Endkombination immer auf eine der ober erdrter-
ten zwei Félle o) und b) zurlckfihren.

VIl. Die Folgerungen unserer Prufungen

AuRer dem bisher gewonnenen Uberblick der Betriebsumstinde und
Beziehungen liefert uns die beschriebene Methode noch einige interessante
Beziehungen und 4Rt einige weitere Folgerungen zu.
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1.

Die Lieferleistung Q des Verdichters ergibt sich aus GI. (10), in welcher
keiner der Parameter des Hauptluftbehdlters vorkommt. Dies folgt selbst-
redend aus dem Umstande, dal in der Befriedigung des Luftbedarfes je
Stunde die Luftreserve des Hauptbehdlters nicht von Belang ist. Die minimal
erforderliche Liefermenge des Verdichters kann also aus den Betriebsumstén-
den, dem Regelvorgang des Verdichters und den Erwé&rmungserscheinungen
eindeutig bestimmt werden.

Hingegen kann man beziiglich des zumindest erforderlichen Wertes
des Haupt-Luftbehélter-Fassungsraumes nicht dasselbe aussagen. Der minimal
erforderliche Fassungsraum V — entweder durch GI. (35) oder durch GI. (36)
berechenbar — wird n&mlich durch die Wahl eines der DruckabfallgréRen
A pu bzw. A pr (die wir — innerhalb gewisser Grenzen — frei wéhlen kénnen)
und durch die bereits voraus bestimmte Liefergréfle

*iy Q
beeinfluRt.

a) Zur richtigen Beurteilung des zugelassenen Wertes von A py bzw.
Apzist vor allem der wé&hrend des Ldsens zuldssig niedrigste Druck p m\n im
Hauptbehélter malRgebend. Daraus folgt zur Bestimmung der wé&hrend des
Losens verfugbaren Reserveluftmenge bei einer Erh6hung des Héchstdruckes
von einem urspringlichen Wert p'max auf einen hdheren Wert jDax (im Haupt-
behé&lter) die Formel:

a= Pr*z P ¥ . Pm,n)o (37)

Aus dieser Formel ist auch ohne genaue algebraische Ableitung sofort
ersichtlich, daR eine Steigerung des zugelassenen Hdchstwertes pmax wirksam
zur Herabsetzung des notwendigen Hauptbehélter-Fassungsraumes beitragt
(z. B. bei einem pmin= 8 ati kann man durch Hd&hersetzen des Original-
wertes pmax. — 9 ati auf die Stufe pmax = 10 atl, den notwendigen Fassungs-
raum V um 50% niedriger wéhlen).

b) Die Beeinflussung von V durch Q fihrt dazu, daR der gewunschte
(minimal bendtigte) Fassungsraum V fir jede spezielle Betriebsart (Dampf-
lokomotive, elektrische Lokomotive, Diesel-Lokomotive) einen anderen Wert
annimmt. Weiter unten werden wir zeigen, daB fur den Dampfbetrieb allge-
mein der relativ kleinste Fassungsraum genigt. Der ndchst hohere Fassungs-
raum ist fur eine elektrische Lokomotive oder ein Diesel-Triebfahrzeug
geboten, wenn der Verdichter periodisch betrieben wird. Der notwendige
Fassungsraum ist am hdchsten, wenn ein Diesel-Triebfahrzeug mit einem
leerlauf-gesteuerten Verdichter ausgeristet ist.
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Zugart

VI.

VI

Traktionsart

Dampf

Elektrisch

Diesel

Dampf

Elektrisch

Diesel

Dampf

Elektrisch

Diesel

Dampf

Elektrisch

Diesel

Dampf

Elektrisch

Diesel

Dampf

Elektrisch

Diesel

Dampf

Elektrisch

Diesel

T
M

6,67

13,33

6,0

15,0

2,0

2,0

G. HELLER und L. ROSTA

Tafel TV

MafRgebende Betriebsfélle

54,0

121,0

20,0

1,0
1,0
1.0
0,5
0,5

1,0
1,0
1,0
0,5
0,5

1,0
1,0
1,0
0,5
0,5

1,0
1,0
1,0
0,5
0,5

1,0
1,0
1,0
0,5
0,5

1,0
1,0

1,0
0,5

0,5

1,0
1,0
1,0
0,5
0,5

“2

0,4
1,6
1,0
0,8
0,8

0,4
1,0

1,0
0,8

0,8

0,4
1,0

1,0
0,8

0,8

0,4
1,0

1,0
0,8

0,8

0,4
1,0

1,0
0,8

0,8

0,4
1,0

1,0
0,8

0,8

0,4
1,0

1,0
0,8

0,8
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Leistungsfaktoren

B

10
0,67
0,80
0,67
0,8

1,0

0,67
0,80
0,67
0,80

0,1

0,67
0,80
0,67
0,80

1,0
0,67
0,80
0,67
0,80

1,0

0,67
0,80
0,67
0,80

1,0

0,67
0,80
0,67
0,80

1,0

0,67
0,80
0,67
0,80

0,9

0,9

0,9

0,9

0,9

0,9

0,9

[1/min]

1350
1280

1065
1755

1440

1248
1060

970
1560

1280

1270
1286

1070
1568

1286

1500

792
1190

1240

2990
2690

2240
3885

3340

748
793

662
1048

865

922
905

754
1185

980

MaBgeben-
der Druck-
abfall,
Ap
[atm]

15
15
15
15
15

15
15
15
15
15

2,0
2,0

2,0
2,0

2,0

15
15
15
15
15

15
15

15
2,0

2,0

0,1
1,0
1,0
1,0
1,0

1,0
1,0
1,0
1,0
1,0

Fassungs-
raum,

Vv m

785
900

1010
1042

1250

817

980
1020

1070

1102
1213

1255
1345

1400

745
1055

1120
1190

1240

965
1038

1345
1285

1530

648
620

730
782

545
610

656
705

735
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Leistungsfaktoren VH%?’
Zugart  Traktioneart J hul I/n<%n] de:';bfall, ] Far%SLLerTr?-
Qa2 3 y b v
Dampf 1,0 0,4 1,0 2215 15 748
1,0 1,0 0,67 1840 2,0 783
VIII. Elektrisch 10,0 65,8 1,0 1,0 0,80 0,9 1530 2,0 938
0,5 0,8 0,67 2480 2,0 1083
Diesel 0,5 0,8 0,80 2030 2,0 1185
Dampf 1,0 0,4 1,0 1455 2,0 730
1,0 1,0 0,67 1275 2,0 880
IX. Elektrisch 6,0 60,0 1,0 1,0 0,80 0,9 1065 2,0 974
0,5 0,8 0,67 1700 2,0 1072
Diesel 0,5 0,8 0,80 1405 2,0 1138
1,0 1,0 0,67 576 15 546
X. Elektrisch 2,67 20,0 1,0 1,0 0,80 0,9 485 15 562
0,5 0,8 0,67 737 15 588
Diesel 0,5 0,8 0,80 612 15 600
2.

Zur leichteren Anwendung unserer Methode wurde, auf Grund der friu-
heren Tafeln I, Il und Il1l die Tafel IV ausgearbeitet.

Aus diesen Ziffern, die fur einen Guterzug mit einem angenommenen
Verlust vq = 12 [1/min/Wagen] und flr einen Personenzug mit einem ange-
nommenen Verlust von Vp = 8 [1/min/Wagen] errechnet sind, lassen sich
interessante Folgerungen ziehen.

a) Die Luftlieferleistungszahlen Q des Verdichters stimmen — fir
Dampfbetrieb — auffallend mit jenen Bauarten des Verdichters lberein, die
sich im Laufe einer langjdhrigen Praxis bereits bewdhrt haben. Diese, in
Europa gebrduchlichen Typen sind in Tafel V zusammengestellt.

Tafel V
Dampfmaschine Verdichter Nennleistung, I/min
Einstufig Einstufig ~ 8-900
Einstufig Zweistufig ~1500-2000
Zweistufig Zweistufig ~2810—3000

Die flir Verdichter von elektrisch- bzw. dieselbetriebenen Triebfahrzeugen
ermittelten ()-Werte sind gleichfalls reelle Werte. Man sieht, daR die Verwen-
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dung von Verdichtern, die sich fir einen fortlaufenden Betrieb eignen, eine
merkliche Senkung (um ca. 20%) des Wertes Q zuldRt.

b) Demgegeniuber gibt einem der Umstand zu denken, daB man in
gewissen Fdllen (insbesondere bei einer Leerlaufsteuerung des Verdichters) zur
sicheren, ungestdrten Ausfuhrung des Lésens gezwungen wadre, einen Uberaus
umfangreichen Hauptluftbehédlter anzuordnen. Ist ndmlich der Fassungs-
raum des Hauptluftbehélters kleiner als die errechnete GréBRe, so erfolgt
daraus ein unzuldBiger Druckabfall im Verdichter, und demzufolge eine uner-
winschte Beeinflussung des Durchlasses im Fuhrerbremsventil.

c) Der Fall eines langen Giuterzuges, gemé&BR Fall V in Tafel IV, ist
besonders beachtenswert wegen der langen Ldseperiode ti = 121 s, deren
Dauer die fur dhnliche Falle international zugelassene Ldsezeit Ubertrifft. Diese
Abweichung laRt sich teils darauf zurlickfuhren, dal — wie bereits angedeu-
tet — unsere Definition fir ti von der international vereinbarten etwas ab-
weicht, teils darauf, da der Dichtigkeitsgrad eines Zuges betriebsmé&Rig nicht
dem gleichkommen kann, den man an den zum internationalen Bremsversuch
vorbereiteten Zuggarnituren erreicht; auch ist die gezwungene Verldngerung
des FiullstoRes aus bereits mitgeteilten Grinden mit Gefahren verbunden.

d) Den in der Tafel IV fur einen leerlaufgesteuerten Verdichter, dessen
Umdrehungszahl der des Dieselmotors proportional ist, berechneten Angaben
liegt die Annahme eines Leistungsfaktors ax= 0,5 zu Grunde. Nun gibt es
manche, zeitgem&R gebaute Bauarten des Dieselmotors, deren Leerlaufdreh-
zahl (gegentber den Tafelangaben) bedeutend niedriger ist. Wenn aber das
Ldsen bei einer solch niedrigen Drehzahl erfolgt, so wird — der Natur der
Gl. (10) entsprechend — der W ert der Leistung Q kaum beeinfluBt, es werden
aber die Anspriche x undy an Luftreserve plétzlich gesteigert. Wenn wir aber
mit einem Verdichter rechnen missen, dessen Drehzahl an Stelle des angenom -
menen Leistungsfaktors = 0,5 (Tafel IV, Fall VII, Zeile 5) einem niedrigeren
Leistungsfaktor® = 0,3 entsprechend sinkt, so steigt Q (die erwiunschte Liefer-
menge des Verdichters) von 980 1/min nur auf 995 1/min, hingegen steigt die
bendtigte Luftreserve von 735 lauf 792 1

Fir den Fall einer Leerlaufsteuerung des Verdichters ist allgemein ein
groRer Hauptluftbehdlter oder aber ein hoher Behdlterbetriebsdruck erforder-
lich. Durch fallweise Erh6hung der Umdrehungszahl im Leerlauf kann man
in einem Kkritischen Betriebszustand den Bedarf an Luftreserve verringern.
Es gibt auch andere zweckmdélige LoOsungen dieser kritischen Lage. Z. B.
durch Anwendung eines hydraulischen Ubertragungs-Triebwerkes wird sich
die Umdrehungszahl des Verdichters in Abhdngigkeit von der Motordrehzahl
auch bei Leerlaufsteigerung nur wenig dndern. Bei den ung. Staatsbahnen sind
derzeit Versuche im Lauf, ein Steuersystem auszuarbeiten und einzufihren,
bei welchem in der Periode des leerlaufenden Motors der Verdichter durch
den im Hauptluftbeh&lter herrschenden Druck gesteuert wird.
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3.

Die technischen Kennziffern des Verdichters und des Hauptluftbehé&lters
sind in dem die Typisierung der Diesel-Lokomotiven betreffenden Merkblatt
B 13/RP-1 Nr. 6 der ORE (Ausgabe 1.Jan. 1964) geregelt. Mit Ricksicht
hieraufist ein Vergleichen dieser Angaben nicht Uberflissig. In Tafel VI haben
wir in entsprechender Anordnung die von ORE (als Minimum) angegebenen
und die von uns berechneten Werte einander gegenibergestellt. Da in der
Entscheidung ORE die Erwédrmungseigenschaften des Verdichters nicht
erwdhnt sind, so wurden alle Angaben mit der Annahme R = 0,67 errechnet.

Wir kénnen daraus folgende Folgerungen ziehen:

a) Als maRgebender Fall soll prinzipiell ein Guterzug gelten, da fir
einen solchen Zug die Anforderungen beziglich Druckluftversorgung immer
groRer bzw. strenger sind als fur einen Personenzug. Die Sétze I, II, I1I, 1V,
V und VII (in Tafel I und IV) beziehen sich als speziale Féalle auf Lokomotiven,
die lediglich fur Personenziige bestimmt sind; der letzte Satz X gilt fur
Motorzige.

b) In dem zitierten ORE-Merkblatt wird fir den Fall eines der Motor-
drehzahl proportional gesteuerten Verdichters Uber den Wert des Leistungs-
faktors axnichts ausgesagt; vorgeschrieben ist lediglich die bei der minimalen
Umdrehung erwiinschte minimale Leistung. In Tafel VI haben wir die Angaben
fur die Félle a2= 0,5 und ax= 0,3 angegeben. Da sich nun die Verdichter-
Lieferleistung Q nach unserer Rechenmethode fur verschiedene ot W erte nicht
bedeutend &ndert, wogegen die zwei ORE-W erte (fir die Félle x1— 0,5 und

Tafel VI

Vergleich der durch die Berechnung erhaltenen Resultate mit den ORE-Vorschriften

Verdichter-Umdrehung proportional Verdichter
B Ur]sgre der Motordrehzahl dUm'slrethugg r:/or;“
Typen- ezeichnun i er Motordrehzal
bezgﬁ:hung der o Verglrlgr?gne Fall a, = 0,3 Fall 4= 05 unabhéngig
nach ORE mafgeben-
den Zugart Laut Laut Laut Laut Laut Laut
ORE Berechnung ORE Berechnung ORE Berechnung
I Q [lU/min] 3000 1780 1800 1700 1200 1275
1, C2 .
“ Vo 600 1214 600 1072 600 880
vin Q [I/min] 4670 2590 2800 2480 1600 1840
Iz v 800 1320 800 1083 800 783
V.
Q [I/min] 5330 4290 3200 3885 2000 2690
/67 e V [ 1000 1000 1000 1285 1000 1030
£3's 4

<« = 0,3) voneinander stark abweichen, Ubersteigt nun der gegebene ORE-
Wert fir den Fall ax= 0,3 allgemein den berechneten. Hingegen ist fur den
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Fall ocl = 0,5 und auch flr eine von der Motordrehzahl unabhé&ngige Verdich-
tersteuerung der Unterschied zwischen dem ORE-Wert und dem von uns
errechneten nicht bedeutend.

Es ist unzweifelhaft, da in der Gl. (10), durch welche die minimale Ver-
dichterleistung bestimmt wird, dem Zahlenwert des Gliedes (60 mv) im
Zahler besondere Bedeutung beizumessen ist, wobei dieser Wert stark vom
technischen Niveau des Fahrzeugparks abhdngt. Jedoch ist die Abweichung
der ORE-Wertangaben bei verschiedenen W erten des Faktors sk voneinander
bedeutend groéBer als der reine EinfluR des Gliedes (60 mv). Unserer Meinung
nach ist die ORE-Entscheidung durch Fehlen einer Vorschrift bezuglich ox
mangelhaft.

c) Die durch ORE vorgeschriebenen Werte des Behdlter-Fassungs-
raumes V sind meistens bedeutend geringer als die von uns berechneten. Dies
will bedeuten, dafl bei einem im ORE-Merkblatt empfohlenen Hauptbehélter-
Fassungsraum der Behdlterdruck am Ende des Ldsevorganges ganz bedeutend
sinkt, wodurch aber der DurchlaB des Fuhrerbremsventils unginstig beein-
fluRt wird.

Es ist unzweifelhaft, daf durch den im Merkblatt vorgesehenen, relativ
hohen Behélter-Betriebsdruck pmax = 10 atli gegebenenfalls eine bedeutende
Druckschwankung entstehen kann. Wenn wir aber den Umstand beriicksich-
tigen, daB der Regelvorgang des Verdichters sich innerhalb der Grenzen einer
Druckschwankung von 1 at abspielt, so ist es offenkundig, dal infolge einer
wdhrend des Ldsevorganges entstehenden Druckminderung von 2 at der
Betriebsdruck im Hauptluftbehélter bis auf 7 ati herabsinken kann. Ein
weiterer Druckabfall ist allenfalls unginstig und sollte deshalb nicht zuge-
lassen werden.

Es soll jedenfalls bemerkt werden, dalR in kritischen Fé&llen der Druck-
luftbedarf wéhrend des Ldsevorganges soweit ansteigen kann, dall die Menge
der notigen Luftreserve vom Verdichter nur wenig beeinfluBt werden kann.
Also kann man einen relativ kleinen Fassungsraum des Hauptluftbehdlters
mit einer noch so erhéhten Forderleistung des Verdichters nicht ausgleichen.

Fir Eisenbahnen, bei welchen die Instandhaltung der Bremsen auf
hohem Niveau steht, ist es mdglich, Eisenbahnfahrzeuge mit einem etwas
kleineren Hauptluftbehéalter, als in Tafel VI vorgeschrieben, in Betrieb zu
halten. Fur so einen Fall werden selbstredend die tatsdchlichen Werte des
spezifischen Druckluftverlustes v [1/min/Wagen], d. h. kleinere als die nach
unseren Angaben Ublichen Zahlen, in die Rechnung eingesetzt. Dies bewirkt
eine bedeutende Kirzung der Loseperiode eines langen Zuges, da im Nenner
auf der rechten Seite der Gleichung (21) der Zahlenwert des zweiten (negativen)
Gliedes geringer wird.

d) Unserer Meinung nach sollte man im zitierten ORE-Merkblatt als
einen bedeutenden Mangel bezeichnen, daR die Vorschriften fir den Haupt-
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luftbehdlter vom System der Regelung unabhéngig aufgestellt sind. Dieser
Standpunkt ist durch die Zahlenangaben der Tabelle V stark motiviert.

e) Das ORE-Merkblatt betrifft nur Diesellokomotiven. In Féllen
vom Diesel-Motor unabh&ngigen Verdichter-Drehzahlregelung sollten alle
Angaben auch fir elektrische Triebfahrzeuge giltig sein.

W ir glauben, daf auf Grund der Bemerkungen a)—e) die folgende
Stellungnahme berechtigt sei: die ORE-Merkblatt Vorschriften gehen all-
zuweit in der Vereinfachung der wirklichen Betriebsverh&ltnisse, folglich ist
eine gewisse tiefergehende Verfeinerung der Merkblatt-Empfehlungen er-
winscht.

4,

Unsere Rechenmethode gewéhrt uns eine tiefergehende Einsicht in die
Betriebsverhdltnisse und dies ermdglicht uns, Folgerungen beziglich der
zukunftigen Entwicklung der Bremstechnik zu ziehen. Jedoch kdénnen wir
hier nicht auf eine weitgehende Behandlung des Problems eingehen: wir
begnugen uns, darauf hinzuweisen, dafl der zu erwartende Fortschritt aufdem
Gebiete der elektropneumatischen Bremsung und der Mandvrierfahigkeit der
Bremsen denkbar bedeutend ist.

5.

AbschlieBend soll hier ein ganz besonderer Fall einer Verringerung des
Druckluftbedarfes von Bremsvorrichtungen beleuchtet werden. Der W ert der
bei Klotzbremsung wirkenden Bremskraft:

F = (JtP [kp] (38)

ist wohlbekannt (P ist die Bremsklotzkraft, 4 ist der Reibwert zwischen
den Reibungsfldéchen). Je groRer der Koeffizient g, um so kleiner ist die
bendtigte Druckkraft P und um so kleiner auch der notwendige Brems-
zylinder zur Erreichung derselben Bremskraft F. So kann man also durch
Schaffung groRerer Reibungskoeffizienten (als die bisher ublichen) den Druck-
luftbedarf bedeutend verringern und dadurch auch eine ginstigere Dimensio-
nierung des Verdichters und des Hauptluftbehé&lters erzielen.

So gebuhrt auch eine anerkennende Einschdtzung der derzeitigen Bestre-
bungen, durch laufende Versuche Bremskldtze aus Kunststoff herzustellen,
die mit einem gegeniuber dem Guleisen gilinstigeren, also héheren Reibungs-
koeffizienten arbeiten. Solche Versuche werden bereits in vielen Eisenbahn-
betrieben durchgefihrt.

Die angefihrten Gesichtspunkte lassen zugleich erkennen, welch enger
Zusammenhang zwischen gewissen, ansonst voneinander ferne stehenden
Beziehungen der Bremstechnik besteht. Die Bremseinrichtung eines Zuges ist
strenge Einheit: die kleinste, wo immer angebrachte Anderung wirkt sofort
auf das ganze System zuriick.
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DIMENSIONING PRINCIPLES
OF THE AIR-COMPRESSOR AND THE MAIN AIR-RECEIVER
FOR THE BRAKE-EQUIPMENT IN RAILWAY-TRAINS, PART II

GY. HELLER and L. ROSTA
SUMMARY

The principles developed in this paper should ensure a more consistent method for
the determination of the main dimensions of the air compressor and the main air-receiver
than was possible by relying on the traditional method of routine-like choice of parameters.
Conditions of running and the necessary air-supply are investigated in order to find the oper-
ation-conditioned relations between the parameters of the main braking valve and those of
the compressor and the receiver. The results of this thorough investigations form a useful basis
for establishing a more consistent system of dimensioning equations. Relying on the obtained
mathematical relations the authors give a critical survey of the ORE-Recommendations
and suggest a rational modification of this specification. Finally, some features of the whole
problem of braking technique are explained that may influence the presently general solution
of the problems and their future development as far as compressed-air producing implements
and air-storage equipments for railway-train braking purposes are concerned.

CHOIX, DU POINT DE VUE DE L’EXPLOITATION, DES CARACTERISTIQUES
DES COMPRESSEURS ET RESERVOIRS D’AIR COMPRIME DES ENGINS
DE TRACTION FERROVIAIRES, PARTIE Il

GY. HELLER et L. ROSTA
RESUME

Le but principal de I’'étude est d’élaborer une méthode de dimensionnement logique
permettant le choix correct, du point de vue de I’'exploitation, du compresseur et du réservoir
d’air principal, méthode reposant sur des bases théoriques remplagant les considérations
empiriques actuelles. Apres avoir exposé les exigences, I’étude s’occupe de I’analyse du besoin
en air comprimé et examine les relations entre le robinet du frein et les caractéristiques du
compresseur et du réservoir d’air principal. Les connaissances acquises au cours de I’analyse
des installations pneumatiques de I’engin de traction, considérées comme un systéme cohérent,
permettent d’établir les équations pour le dimensionnement concret. En possession des don-
nées obtenues sur la base du procédé de dimensionnement, les auteurs critiquent en détail la
décision de I’ORE concernant le compresseur et le réservoir d’air comprimé et font des recom-
mandations quant au développement futur de cette décision. La partie finale de I’étude met
en évidence certains probléemes actuels et futurs de la technique du freinage, qui ont aussi
une répercussion sur les dispositifs de production et les réservoirs d’air comprimé des véhiculer
de traction.
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BblIBOP XAPAKTEPNCTUK OBOPYAOBAHUNA MO BbIPABOTKE
N AKKYMY AU CKATOINo BO3AYXA HA OCHOBE MNMPOM3BOACTBEHHbIX
COOBPAXEHWW, ANA CAYUAA XXENE3HOAOPOXXHOWM TAMW, UYACTb I

AO. XENNEP v 1. POWTA

PE3FOME

MepBooUepefHOl LieMbI0 HACTOSLLEr0 MCC/e0BaHNA SIBASETCS TO, UToGbl paspa6oTaThb
METO/, pacyeTa KOMMPECCOPOB W rNaBHbIX 6a//IOHOB CXXATOro BO3fyXa, OCHOBaHHbIA Ha npa-
BWIbHbIX MPOW3BOACTBEHHbLIX CO06PAXKEHUSIX, BMECTO MPUMEHSIBLUMXCA paHee aMMUPUYECKUX
coo6pakeHuii. Mocne BbiSICHEHUA TPe6OBaHWIA, faeTca aHanM3 NoTPeGHOCTY B CXKATOM BO3AYXe,
a 3aTeM MPOBOAMTCA WCCNEf0BaHMe B3aVMOOTHOLLEHUI MeX Ay TOPMO3HbIM BEHTUEM U Xapak-
TepucTMKaMu KoMMpeccopa U GasifioHa okKaToro Bosgyxa. Mo xody aHanusa MHeBMaTMUecKoro
000pY0BaHNSA, ABNAIOLLEr0oCS CBA3aHHOW CUCTEMOW, MOMy4YaroTCs pe3ynbTaTbl, KOTOpble Mo-
3BOMSIIOT BbIBECTM YpaBHEHWs, NPUMEHVMblE A/ KOHKPETHOro pacyeta. [loflyydeHHble Ha
OCHOBE METOAMKM pacyeTa [aHHble MOo3BOMWAM aBTopam MoABEPrHYTb MOAPOBGHON KPUTKKE W
o6LMe npaBusa, Kacalolmecsi KOMMPECCOPOB W INaBHbIX 6a//IOHOB CKATOro BO3AyXa CPeAcTB
TAMW, U BHECTW MPEANOXKeHMe OTHOCUTE/IbHO [asfibHeliLLIero YCoBepLLEHCTBOBAHUA 3TUX NpaBui.
3aKUnTeNbHAsA YacTb MCC/eN0BaHMS YKasblBaeT Ha TaKue CyLLECTBYIOLME U NepCrneKTUBHbIE
Npo6/iemMbl TEXHUKM TOPMOXEHWS, KOTOPble UMEIOT BAIMSIHME TakXXe M Ha 060pyAoBaHue, Bblpa-
GaTbIiBalOLLEe M aKKYMYNUPYIOLLLee CKaTblii BO3AYX Ha CPeACTBaxX >Kene3HOA0POXHON TAru.
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STUDY ON THE RECRYSTALLIZATION
OF PURE COPPER TECHNICAL GRADE

J. SOLYOM
TECHNICAL UNIVERSITY OF HEAVY INDUSTRY, MISKOLC (HUNGARY)

[Manuscript received January 24, 1966]

By means of an optical microscope, the recrystallization of technical grade pure copper
after cold working, especially the structural change, was investigated. The investigation
included a cold working deformation degree of 30, 60 and 90%, and the crystallization process
was observed at 260, 300, 350 and 400° C. From these it could he stated that the activation
energy of the process decreases with the increasing degree of working. At an assumed ductility
of 100%, the activation energy calculated by extrapolation amounts to 33,7 kcal/gmol. Con-
sidering that part of the energy which is needed for grain growth, this is independent of the
working degree; quantitatively, this part equals the activation energy of self-diffusion. At an
assumed working deformation of 100%, the activation energy of recrystallization can be taken
as equal to the activation energy of self-diffusion.

I. Introduction

The last phase of the metal annealing process after cold working consists
of the building up of crystal nuclei, and of their increase. The first period of
this process, the so-called primary recrystallization or the proper recrystalli-
zation, in a narrow sense endures up to the moment when the worked crystal-
lites have disappeared from the structure. This has clearly to be distinguished
from the next period, the so-called secondary recrystallization during which
the whole structure becomes rougher by the more intense increase of some
crystallites at the expense of others. In this paper, it is the first period which
will be dealt with.

W hen investigating the various phases of the annealing process, research
work will first aim at the clearing up of kinetic and energetic relations. Since
the recrystallization is at the same time represented by a change of structure,
the whole process can be observed by metallographic methods.

When comparing the experimental results, one can state that none of
the usual methods applied to determine the course of recrystallization is able
to secure a greater accuracy than the classical method of metallographic obser-
vation, that consists of a planimetric determination of the ratio of the port
already recrystallized and that one being still in the state of worked defor-
mation [1].

In this paper, the recrystallization conditions are described that were
observed by the metallographic method on the process of technical grade pure
copper.
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Il. Description of the experimental methods

The starting material was a 5 mm rolled sheet of copper Cu—C, having
a minimum Cu-content of 99,4%. Among the tolerated impurities the highest
is Ni 0,3%. Strips of 16x110 mm were cut out. In order to have specimens
of the wanted homogeneity and roughness, the strips were heated, for 1 hour,
at a temperature of 850° C; after heating the structure showed grains of
5500 p2size (Fig. 1).

Fig. 1. Structure of the starting material (340 x)

The strips were formed in cooled state by rolling to a 30, 60 and 90%
degree of deformation. The rolled strips were cut into smaller pieces for the
purpose, to carry out the heat treatment on each piece at the same temperature,
but at various periods of time. The heating temperature was chosen by aiming
at a rather long period of time for the wanted recrystallization. Doing this, the
period of heating up the cold pieces was negligible. For this purpose, we choose
the temperature levels of 260, 300, 350 and 400° C. Recrystallization at 300
and 350° Cwas studied at a deformation corresponding to all the three degrees.
W ith the temperature of 260° C, we observed the recrystallization process only
at a deformation of 60 and 90%, because at a lower degree the investigation
ofthe structure needed a considerable period oftime. Whereas after a recrystal-
lization at 400°C the process on a 90% deformed piece had been so quick it
had escaped the possibility of observation; in this case, we confined our cold
working operation only to 30 and 60%.

For carrying out the heat treatment we applied an electric muffle fur-
nace. In order to secure a dependable constancy of the temperature, a heat
resisting steel block was placed into the furnace, and the specimens were
placed on the block. Doing this, the heating up period of the pieces could be
neglected without causing a perceptible deviation [3]. The temperature fluc-
tuation of the block did not surpasse ~3° C.
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In order to facilitate the determination of the period of recrystallization,
and for the sake of a nearer information, we examined some pieces reserved
for this purpose. This first experiment served to set up recrystallization periods
the series of which formed a sequence of geometric progression. Always pre-
venting carefully any warming up, the pieces treated were cut into two halves
in the rolling direction by a slitting saw, and the cut surfaces were subjected

a) b)

<)

Fig. 2. Structure of copper (340 X) after a 30% deformation (a); after heating at 300° C
for 20 hours (6); and after heating at 300° C for 30 hours (c)

to metallographic examination. For polishing, we applied a chemical process,
by using a polishing agent having the following composition: CH3COOH =
= 67%, H3P04= 28%, HNO3= 5%. The polishing operation was carried
out at 65-4-75° C [4]. After having the surface etched with a solution of
5 g FeCl3-f- 10 cm3 of HC1 + 100 cm3 water, the structure was ready to be
observed.
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I11. Measuring results

The recrystallization in the worked structure starts with nucléation,
and continues by grain growth. It was well observable that the nucléation
took place at the grain boundaries of worked crystallites mostly at spots
where more than two crystallites meet. Various stages of recrystallization are
to he seen in Figs 2 and 3.

Fig. 3. Structure of copper (340 x) after a 60% deformation (a); after heating at 400°C for
2 minutes (6); and after heating at 400° C for 3 minutes (c)

In order to determine the quantity ofthe rescrystallized fraction, measure-
ments were carried out on many places of one specimen. When the measuring
results were plotted as functions of the logarithm of time, we obtained charac-
teristic S-shaped curves which represent nucléation and grain growth (Fig. 4).

Also measurements were carried out in order to determine the grain size
at the very moment of perfect recrystallization. To this end many places of
one polished specimen were compared with a series of Standardphotos. The
results are shown in Table I.
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Table |
Average grain diameter at the end of primary recrystallization, </[/<]

Heating temperature

Degree

of deformation

by cold rolling 250° C 300° ¢ 350° C 400° C
30% — — 50 50
60% - 35,2 28,2 249
90% 12,4 12,4 13,6 13,6

Fig. 4. Quantity of the recrystallized structure as function of time, at constant temperature,
after various degrees of deformation

IV. Interpretation of the results

1. Analysis of the recrystallization process as a function of time

The curves in Fig. 4 represent the course of the process. There were
various tentatives to find the mathematical expression of the curves. The most
frequently accepted formula is that of Austin and Rickett [3]:

(\x . |
— = K(I-x)t»-i.
dt

Here is x the fraction recrystallized, expressed as the aliquot part of the structure (this latter
being considered as a unit); t the time; K and p are constants.
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Obviously, by plotting the measuring points of this system in coordi-
nates log log 1/(1 — X) and log t, the curve that fulfils the condition of Equ. (1)
is a straight line the direction of which is determined by a tangent value equal-

08 -0/153 .90%

07 —6) 281

05 -0,400

05 -0/521 7
04-0,678 7
03-0,810 / /

02-1,012

~—=
\‘
-

~—~

u" "% 0° 201 102 703 70« 1
Heating time[s]
Fig. 5. The values of Fig. 4. represented in a system of coordinates log log 1/(1 — X); log t

ing p. Transformed into the system of coordinates as mentioned above, the
curves shown in Fig. 5 correspond to the original curves of Fig. 4. The
tangent value p of these straight lines varies between 1,74-2,1. This
corresponds to the data calculated and published in the most recent pub-
lications [5, 6], and deviates from informations given by former authors,
according to whom p equals abt. 3u-4. In the case of a higher percent-
age of rolling deformation, the value of p is less (near 1,7), and inversely
with a lower percentage ofrolling deformation, the value ofp is higher (near2,I).
This can be explained by the relation in a structure after a higher degree of
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deformation the increase of crystallites in every possible direction meets more
intense obstacles, since the nuclei formed in a large number at one and the
same time are as many impediments to each other [5]. This relation seems
to be motivated by the figures shown in Table I.

Fig. s. Influence of the temperature on the time required for recrystallization

2. Effect exerted by the temperature on the course of recrystallizing

The processes of nucléation and grain growth as function of temperature
are described by the equation of Becker [2, 4, 7]:

Int= K+ -"-+ — | 2

RT RT )

Here is t the time, T the temperature, R the gas-constant, Q the activation
energy of diffusion (in this case energy of self-diffusion), and A the correction
member representing the activation energy of nucléation or some other con-

comitant process.
By differentiating the above equation according 1/T, we obtain:

3Int Q A1 9A
R “r 'RT O

©)

The diagram in Fig. 6 shows the periods of time representing a recrystal-
lization degree of 50% in logarithmic scale as function of 1/T. By the metallo-
graphic method, obviously the determination of a half-time value is obtained
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at the highest possible accuracy. Consequently, these series of values are the
most appropriate for characterizing the activation energy of the process.
As seen in Fig. 6, the plotted points of the single grades of deformation can
be connected by a straight line. This corresponds to the statement that the
activation energy of nucléation energy observed within the temperature range
of the test, isindependent of the temperature, or in other words, the 3™ member
at the right side of Equ. (3) disappears, viz.

3Int Q--A (3a)

Degree of deformation 5]

Fig. 7. Recrystallization activation energy in function of the degree of deformation

The tangent of direction of the single straight lines is proportional to the
sum Q -f- A. Its real value can be calculated from the diagram. When plotting
these values as function of the degree of deformation Fig. 7 it is obvious that
the activation energy decreases with the increasing degree of deformation.
Obviously, this decrease is a consequence of the decrease of the energy of
nucléation as an aliquot part ofthe activation energy [2]. As already mentioned,
the value corresponding to a 100% deformation obtained by extrapolation,
amounts to 33,7 kcal/gmol. This value can he considered as the activation
energy of the growth of grains, and can be identifie at the same time asthe ac-
tivation energy of self-diffusion along the crystal boundaries of the metal tested.

The activation energy of grain growth can be determined by making
use of the values gathered together in Table I. As a matter of principle, the
method applied herebelow is not so exact as could be expected but as witnessed
by literary sources it has in general been adopted. The quotient will be set
up by taking the actual diameter of the grains at the moment of the recrystal-
lization’s end, and in dividing it by the real time elapsed, i.e. by the difference

Acta Technica Academiae Scientiarnm Hungaricae 57, 1967



RECRYSTALLIZATION OF PURE COPPER TECHNICAL GRADE 305

between the point of time at which 100% recrystallization is finished and the
point oftime when it started (tv— t/c). This quotient is the rate of grain growth,
G [ju/s]; when taken as constant, it is expressed:
d
G= O
(v

Fig. s . Grain growth as function of temperature

When the logarithm of speed is represented as the function of 1/T
(Fig. 8), it is to be seen that the single points plotted as coordinated to the
degrees of deformation, the curves are straight lines as well. In other words,
change of grain growth can be described by an equation of the Arrhenius type:

G= GOee \rt). )

Fig. 8 contains points belonging to the deformation degrees of 60 and
90%, because it was attainable only for these to find at least three points
which could be plotted as the grain values at some fixed temperature. After
having determined the tangent of direction of these straight lines, the obtained
values of activation energy are the following:

for a deformation degree of 60%: 34,05 kcal/gmol;

for a deformation degree of 90%: 34,0 kcal/gmol.

The coincidence of these values with each other and with the value as calculated
by means of our former method (33,7 kcal/gmol) is striking. By this statement
our former thesis seems to be motivated, namely, that the activation energy
of the grain growth is independent ofthe degree of deformation, and the change
of activation energy during recrystallization is due to the decrease of that part
of activation energy which is needed for nucléation.
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The self-diffusion activation energy at the crystal boundaries of copper
is not known as yet but for metals with a face-centered lattice the statement
holds true that the self-diffusion activation energy at the crystal boundaries
equals abt. 0,6 4-0,7 part of the same energy what is needed by self-diffusion
through the lattice [8]. Now, when comparing the obtained value (33,7
keal/gmol) with the self-diffusion activation energy of 48,6 keal/gmol as found
in literary sources [9] the ratio is 0,69; in other words, it corresponds to what
has been stated above. Results given by other authors [6, 10] are found to
be somewhat less (24-4-26 keal/gmol) for the recrystallization activation energy
of copper. This deviation may be motivated by the higher rate of impurities
in the copper examined in our investigating process. As is known, the recrystal-
lization activation energy is increased by higher impurity contents in cop-
per [10]. When the impurities infiltrated into the lattice reach a certain amount,
the recrystallization process is influenced by these foreign atoms to such a
degree that it is rather the diffusion of this impurity into the base metal which
is decisive to the process. In order to know the nature of this kind of diffusion,
further investigations have to be carried out.
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UNTERSUCHUNG DER REKRISTALLISATION VON TECHNISCH REINEM KUPFER

J. séLYOoM

ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde der Verlauf der Rekristallisation von technisch reinem Kupfer nach Kalt-
verformung untersucht, indem die strukturellen Veranderungen an metallografischen Licht-
bildern beobachtet wurden. Im Laufe der Prifung des Verlaufes der Rekristallisation nach
Verformungsgraden zu 30, 60 und 90% bei standig gehaltenen Temperaturen von 260, 300, 350
und 400° C, konnte man eine Abnahme der Aktivierungsenergie des Prozesses bei Erh6hung
des Verformungsgrades feststellen. Durch Extrapolation zu eines vorausgesetzten Verformungs-
grades von 100%, wurde der Wert von 33,7 kcal/gmol gefunden; man sieht, da binnen der
gesamten Aktivierungsenergie der Rekristallisation die zum Keimwachstum bendtigte Teil-
energie vom dem Verformungsgrad unabhéngig ist, und sie ist eigentlich gleich der Aktivie-
rungsenergie der Selbstdiffusion. Bei Annahme eines 100%-igen Verformungsgrades kann man
die Aktivierungsenergie der Rekristallisation mit der Aktivierungsenergie der Selbstdiffusion
gleichstellen.
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EXAMEN DE LA RECRISTALLISATION DU CUIVRE TECHNIQUE PUR

J. sOLYOM

RESUME

L’auteur a examiné la recristallisation aprés écrouissage du cuivre technique pur, en
suivant le changement de la structure au microscope optique. En examinant le cours de la
recristallisation & 260, 300, 350 et 400°C apres un écrouissage de 30, 60 et 90%, on constate
que I’énergie d’activation du processus diminue avec I’accroissement du taux de déformation.
En extrapolant jusqu’a 100% de taux de déformation, I’énergie d’activation est de 33,7
kcal/gmol. Dans le cadre de I'énergie d’activation de la recristallisation, la part revenant a
I’accroissement des grains est indépendante de la déformation et est égale a I’énergie d’acti-
vation de l’auto-diffusion. En supposant une déformation de 100%, I’énergie d’activation

de la recristallisation peut étre aussi considérée comme égale & I’énergie d’activation de I’auto-
diffusion.

WCCNELOBAHWE PEKPUCTANAN3AUUUM TEXHWUUYECKW YUCTON MEAWN

E, WOMNOM

PE3SIOME

ABTOp npoBen WCCNef0BaHWE PEKPUCTAINZALUN TEXHUYECKM YUCTOW Meawn nocne
X0N0OAHOM fechopmMaumm, NyTeM HabNIOLEHUA U3MEHEHUI CTPYKTYPbl ONTUYECKMM MUKPOCKOMOM.
Mocne o6xatua B 30, 60 n 90% unccnegoBanack pekpucTanamMsaums Bo BpemeHn npu 260, 300,
350 n 400° C. SHeprum akTMBaLMu MNpoLecca CHMXKAeTCss MO0 Mepe pocTa CTeneHn o06katus.
JKcTpanonupys Ao Boobpaxaemoro obxatmsa B 100%, nonydaetcsa 33,7 Kkan/r monb. Jdons
3Heprumn akTMBauMu npolecca pekpuctTaniMsauny, NpPUXoaallancs Ha pocT 3epHa, He 3aBUCUT
OT CTeMneHW 06XaTWsi U paBHa 3HEPrun akTusauuu camogudgysmm. Mpegnonarasa 100%-Hoe

o6XaTue, MNOMyYalOT 3HEPTMI0 aKTUBALMU PEKPUCTa/INN3ALMM, PaBHYI 3HEPrMM aKTMBauuu
camoaudysmm.
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ANWENDUNG DER WELLENGLEICHUNGEN
AUF KURZE ROHRE

TEIL II*

P. BENYO
GANZ MAVAG LOKOMOTIV-, WAGGON- UND MASCHINENFABRIK, BUDAPEST

[Eingegangen am 21. Februar, 1966]

Die im I. Teil erhaltenen Zusammenh&nge wurden angewandt fir den Fall, wenn im
Druckvolumen der als kurzes Rohr betrachteten Einspritzpumpe der Kolben durch eine Feder
bewegt wird. Statt der im Kontinuitatsfall erhaltenen homogenen Differentialgleichung
I1l1. Ordnung ergab sich in diesem Fall eine inhomogene Gleichung Il. Ordnung, deren rechte
Seite u. U. mit konstantem Wert in Betracht gezogen werden konnte. So ergab sich fir die
Berechnung des auftretenden Druckverlaufs eine Rekursionsformel. Die durchgefuhrten
Untersuchungen bewiesen, daB fur die im I. oder Il. Teil ermittelten Zusammenhédnge die
erhaltenen Gleichungen mit den tatsdchlichen Druckverhdltnissen gut Ubereinstimmen.

IV. Untersuchung des Druckverlaufes
bei einem durch Federkraft bewegten Kolben

Diesem Prinzip entsprechend arbeiten z. B. die auf den verschiedensten
Gebieten verwendeten Ganz—Jendrassik Einspritzpumpen. Um den durch
den Kolben erzeugten Druckverlauf berechnen zu kdnnen, muR der Weg-

und Geschwindigkeitsverlauf des Kolbens — in Abhédngigkeit von der Zeit —
bekannt sein. Die bezlgliche Untersuchung wird — &hnlicherweise wie in den
Abschnitten Il bzw. Il — unter Verwendung der Wellengleichungen vor-

genommen. Offensichtlich ist, dal in diesem Falle die Kolbenbewegung einer
geddmpften Schwingung entspricht, da der Kolben durch die Druckwirkung
abgebremst wird. Es besteht aber die Frage, welchen Charakter diese D&mpfung
aufweist und wie sie sich zur Kolbengeschwindigkeit verhdlt. Um dies fest-
stellen zu kénnen, wollen wir zundchst die Verhdltnisse fir folgenden Fall
prifen.

1. Der Druckleitungsdurchmesser stimmt
mit dem Kolbendurchmesser uberein (D = d)

Bild 8 stellt den Aufbau des Systems dar. Auf Grund der entstehenden
Kraftewirkungen — unter Berucksichtigung der bezeichneten positiven Rich-
tung — kann die Bewegungsgleichung des Kolbens folgendermaBen auf-

*Teil | siehe Acta Techn. Hang. 56 (1966), 1—2
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geschrieben werden (die Reibungskraft zwischen Kolben und Zylinder wird
vernachldssigt und ferner vorausgesetzt, dafl die Druckleitung des Durch-
messers dlang genug ist, um zu verhindern, dal wéahrend der Kolbenbewegung
eine Storung — reflektierte Druckwelle — zum Kolben gelangt):

Bild s. Federbetatigte Kolbenpumpe, wenn D = d, bzw. D> d

W ird diese Gleichung geordnet und die Bezeichnung x2  1/Mfc eingefuhrt,
dann ist
dz2* 0_ dx

+ o2x = 0, (39)
dt2 M dt

* M Kolbenweg;

M [kp <secZm] die bewegte Masse;

$ [kp *sec/m] der der Geschwindigkeit proportionale Dampfungsfaktor;
K [m/kp] Federkonstante;

t  [sec] laufende Zeit sind.

Bei der Gleichung (39) haben wir vorausgesetzt, dal die Dampfung der
Geschwindigkeit proportional ist. Um dies beweisen zu kénnen, soll davon
ausgegangen werden, da die ddémpfende Kraft — falls die Kolbengeschwin-
digkeit

¢ — dx/dt,
und P = 06c betragt, d. h.

6= P/c (40)
ist.

Die Kraft (P) entspricht dem Produkt aus dem auf den Kolben wir-
kenden Drucke und der Kolbenfldche, welcher Wert mit der aus der Dampfung
stammenden Kraft Ubereinstimmen muf}, d. h.

P —pF = 6c. (41)
Aus der Gleichung (12) im Abschnitt I1l. 1. a. konnten wir jedoch sehen, daf
p —gac
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ist, demzufolge sich die Gleichung (41) wie folgt gestaltet:

$— QaF , (42)

wo g die Flissigkeitsdichte, a die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Druck-
welle und F die Kolbenfldche bedeuten. Es kann daher festgestellt werden,
daB die Kolbenddmpfung und die Geschwindigkeit tatsdchlich in einem
linearen Verhéaltnis zueinander stehen. Ersichtlich ist auch, daR bei einer
gegebenen Flussigkeit der Wert 6 nur von der Kolbenflache abhdngt (voraus-
gesetzt, daB die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Welle und die Dichte
vom Druck unabhdngige Werte darstellen — was ubrigens bei Fliussigkeiten
als gute Anndherung gilt).

Wie bekannt, ist die Losung der Gleichung (39) die folgende: t — 0;

X = —x0 und dx/dt = c¢c= 0, unter Voraussetzung folgender Anfangsbedin-
gungen:
*0e St inet -f- cos et (43)
Fir den Fall, daR
5
2M

ist und /12< a2bzw. e = jla2— /nr-

Wenn aber /r= <&2M und u2> «2 R = J/fi2— a2 ist,
dann st

X — — xne™Nt sinh Bt “f- cosh Bt \. (43a)

Wird die Kolbengeschwindigkeit auf Grund der Gleichung (43) bestimmt,
S0 ist
dx
c= —2= xne %2+ £
dt

sin et

oder unter Berlicksichtigung, dal

m2+ e2
M k

ist, erhalt man

¢ lo.enr1sinh et (44)
Me
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oder auf Grund der Gleichung (43a)

c= e~"sinh Bt, (44a)
M B

wo P () die Anfangsfederkraft bedeutet.

In Kenntnis der Kolbengeschwindigkeit kann nunmehr der auf die
Kolbenflache wirkende Druck (der gleichzeitig in der Leitung mit dem Durch-
messer D die Funktion der vorlaufenden Druckwelle darstellt) aus p = qae
bestimmt werden, wobei wir uns nur auf die Gleichung (44) beschrénken:

p
p —oaﬁs—ed‘ sinet. (45)

Aus Gleichung (45) geht klar hervor, dal, wenn ¢ = 0 ist, sich der Druck
ebenfalls auf Null verringert. (Dies ist der Fall, wenn der Kolben infolge einer
Anschlagwirkung zum Stillstand gebracht wird, was selbstverstdndlich nur
fir den Fall gultig ist, wenn D = d ist.)

2. Der Durchmesser der Druckleitung ist kleiner
als der Kolbendurchmesser, d < D

a) Bestimmung des Kolbenweges bzw. der Geschwindigkeit

Unsere Aufgabe besteht auch hier — &hnlicherweise wie in den Abschnit-

ten Il bzw. Il —ain der Bestimmung des Druckverlaufes im Druckraum der
Lange Z wie dies im Bild 8 dargestellt ist. (Druckverlauf an der Kolbenfldche
bzw. im Querschnitt 1 —1 im Anfangsabschnitt der Druckleitung mit dem

Durchmesser d.) Der grundlegende Unterschied im Verhdltnis zum System,
das mittels einer Nockenwelle betdtigt wird, besteht darin, daB hier die Kolben-
geschwindigkeit infolge der Druckwirkung sich verdndert. Die am Anfangs-
abschnitt der Druckleitung reflektierte Druckwelle gelangt zum Kolben nach
Ablauf der Zeit von 21/a zuriuck, welche Zeitdauer von der Inbewegungssetzung
des Kolbens zu rechnen ist. Dies bedeutet, daB bis zu diesem Zeitpunkt die
Kolbenbewegung durch die Gleichungen (43) bzw. (44) dargestellt ist (dies-
bezuglich verweisen wir auf Abschnitt 1V.1).

W ir wollen nunmehr die Verhaltnisse, wie friher, in Zeitabstdnden von
2 lla betrachten.

Im Zeitabschnitt (I) 0 ~ 2 l/a:

— x0e-"( sin et -f- cos et (43)
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P
° sinei. (44)
Me

In den Zeitabschnitten (2) 2 I/a a« 4 lja wird sich infolge der reflektierten
Druckwelle die Bewegungsgleichung des Kolbens im Verhé&ltnis zu (39) &ndern,
und zwar ist

d a d F

X ) xax = 24 77" (46)

d o~ o+ M a7

wo pi auf Grund der Gleichung (45) berechnet werden kann und der im Zeit-
abschnitt (1) entstandene Druckverlaufim Zeitbereich 0 — 2 I/a zu deuten ist.
Der Index »l« weist darauf hin, dal der Druck in der ersten Periode entstan-
den ist.

Der Wert 4 betrdgt, dhnlich wie friuher,

Fo-f
F+f

Aus der Losung der inhomogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung (46)
erhédlt man die in der zweiten Periode entstehenden Funktionen *2 = f(t)
bzw. ¢2 =/(i). Vom Kolben aus bewegt sich in Richtung des Querschnittes
I —1 nunmehr eine aus zwei Gliedern bestehende Druckwelle, namentlich
A eplund der aus der Gleichung (46) bestimmbare Wert p2; die beiden Glieder
sind natdrlich nicht unabhdngig voneinander. Vorldufig wollen wir von der
Ldésung der Gleichung (46) Abstand nehmen und folgende Verhéltnisse prifen:

In der Periode (3) 4 l/a A« 6 l/a ist die Bewegungsgleichung des Kolbens,

unter Berlicksichtigung des Zusammenhanges p — gac:
O da; F . F
dzr 0 &\ ox= —29po- 2h2ga— ¢ (47)
dt2+ M di M M

in welchem Ausdruck (c2 die auf Grund der Gleichung (46) bestimmbare
Kolbengeschwindigkeit bedeutet.
In der Periode (4) 6 1/a™ 8 lja auf Grund der Gleichung (47):

AX  0AX CF . . . .
A . ba.——BEaTT?2 Ae3 o+ MFc2+ A
a2 M ar @ M (e ¢

Nach entsprechender Umformung und unter Beriicksichtigung, dak 0= gaF
ist, erhalt man:

d

F
+ X2Xx = —pa + 2 (Ac3-|- Rc2-f- A3cj) (49)
dt2 M
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wo dx/dt — ci die auf Grund der Gleichung (49) berechenbare Kolbengeschwin-
digkeit bedeutet.

Unter Zugrundelegung der gleichen Erwégungen in der Periode
(n) (2 n — 2) l/a s» 2 reZla:

Auf der rechten Seite der Gleichung (50) figuriert in der runden Klammer in
bezug auf Xeine geometrische Reihe, wo die Potenzen von Xmit der Geschwin-
digkeitsfunktion ¢ = /(() multipliziert sind. Die Frage besteht darin, welche
Form die einzelnen Funktionen cjcy, c2(t), ..., cn_1(i) haben und inwiefern diese
voneinander abweichen.

Diesbeziiglich wollen wir bemerken, daB auf Grund der Gleichungen
(39), (46), (47), (48), (50) der Definitionsbereich der Geschwindigkeitsfunktion

cv €2, ...,cn berechnet werden kann; hinsichtlich der im Zeitabschnitt
0 — 2 Z/a und im Zeitpunkt t— O bestimmten Werte ist nur cx— 0; der
Anfangswert der Ubrigen Geschwindigkeitsstufen kann — aus der Gleichung

(39) ausgehend — rekursiv bestimmt werden. (Hierauf wollen wir noch zuriick-
kommen.) Wird in Verbindung mit dem Zusammenhang (50) der der Wirklich-
keit nicht entsprechende Fall angenommen, dal cx= c2= ... = cn_r =
— cn = da;/di ist, so gestaltet sich die Differentialgleichung (50) wie folgt:

(51)

Bei der Ableitung (18) konnte aber festgestellt werden, daR

ist. Wird dies in die Gleichung (51) eingesetzt, so ist

d 1 dx
—_— - o2X = —Qa-
dt2 f M dt

oder geordnet und nach Einsetzen der Bezeichnung k = (F24f)ga ergibt sich.
daR

(52)
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ist, welch letztere Gleichung lediglich mit dem Unterschied mit der Differen-
tialgleichung (39) Ubereinstimmt,* daB in diesem Fall x = (F/f)d ist.

Offensichtlich ist, daR die Losung der Gleichung (52) mit der auf Grund
der Gleichung (39) ermittelten Ubereinstimmt, wobei aber die Zusammenhénge
in bezug auf (43) und (44) gemachten Erwé&gungen zu beriicksichtigen sind,
ndmlich: welchen Wert hat der Ausdruck x/2M bzw. welches Vorzeichen
besitzt die Differenz {x/2 M)2— a2 Hiervon hé&ngt es ab, ob sich die Ldsung
(52) der Gleichung (43) oder der Gleichung (43a) ahnlich gestaltet.

Aus den vorangehenden Erwégungen geht hervor, welche Art von Ver-
nachldssigungen im Falle von D > d gemacht werden kdnnen (dies ist aus
der Gleichung »51« ersichtlich), wenn angenommen wird, daB die Flissigkeit
unzusammendrickbar ist. Auf Grund der unsererseits abgeleiteten Erwédgun-
gen kann darauf gefolgert werden, da die Kolbengeschwindigkeit konstant
sein muflte, um die GesetzméRigkeit der Kolbenbewegung im Sinne der Dif-
ferentialgleichung (52) bestimmen zu kénnen. Die vorstehenden Ausfihrungen
haben aber erwiesen, dafl dies nicht zutrifft. Das Ausmaf der Vernachldssigung
kann derzeit noch nicht festgestellt werden, denn der Wert der Funktionen
g,c2¢c3 ..., cnist unbekannt und die Summe der Glieder in den Zusammen-
hdngen (50) und (51) konvergiert — in Abhdngigkeit vom Werte 4 — gegen
den Quotienten (F/f).**

Zur genauen Untersuchung des Vorganges und zur Bestimmung der
Kolbenbewegung ist die nichthomogene Differentialgleichung (50) in Zeit-
abschnitten von je 2 l/a zu lésen, wie dies Ubrigens in den Gleichungen (46)
bzw. (47) vorgeschrieben wurde, hierbei sind aber folgende Uberlegungen zu
berlicksichtigen:

Wird Gleichung (46) geldst und die ermittelte Funktion 2= F(t) in die
rechte Seite der Gleichung (47) eingesetzt, so ergibt bereits die zweite bzw.
dritte Stufe ziemlich verwickelte Zusammenhé&nge. Wird dies in n Féllen
vorgenommen, so erscheint bei der Lésung der n-ten Gleichung das Ergebnis
vollkommen unibersichtlich. Die Annahme ist aber plausibel, dal die Kolben-
geschwindigkeit innerhalb einer Periode (d. h. innerhalb der Zeitdauervon 2 // a
als konstant angenommen wird, da die Zeitdauer von 2 Z/a im Verhéltnis zur
vollen Zeitdauer der Kolbenbewegung sehr gering ist. In diesem Falle wird
die Loésung der Gleichungen wesentlich leichter, und die Aufzeichnung der
von der Periodenzahl abhdngigen Funktionen ¢ = f(n) bzw. C= f(t) bereitet
ebenfalls keine Schwierigkeit.

* Zu diesem Resultat gelangte auch S. GOSI, als er in bezug auf den Druckraum der
Lange | die Kontinuitdt bestimmt und die Flussigkeit als unzusammendriickbar bzw. das
Volumen des Druckraumes als V=0 angenommen hat [7].

** Selbstverstdndlich kann die Kontinuitdtsgleichung unter Anwendung des Hooke-
schen Gesetzes auch fir den Fall der federbetdtigten Kolbenpumpe aufgeschrieben werden,
wenn die Mdglichkeit der statischen Untersuchung der Verhdltnisse gegeben ist. In diesem
Falle erhalten wir eine Differentialgleichung dritter Ordnung; siehe diesbeziiglich die Bemer-
kung (*).
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Dementsprechend ist daher in der Periode 0~ 2 Z/a die Gleichung des
Kolbenweges

*i= — xoe~M e—sin et 4- coset (43)
und die Geschwindigkeit

C= We g'net. (44)

Periode (2) 2 Zla™ 4 Z/a: Die Bewegungsgleichung des Kolbens weicht
insofern von der Gleichung (46) ab, dall die rechte Seite nunmehr konstant
ist und mit der Gleichung (44) ubereinstimmt. (Z. B. die zum Wert von
t = 2 l/a gehdrende Funktion.) Wir bezeichnen dies mit c[, wodurch

dx & dr

+ xX2X = —_29 — ' 53
di2 M Itt M Qac'n (53)

deren Ldsung

X2— — 21 - c[ -j- e Bt{cl cos et -\- c2sin et) (54)
M

ist. Im Falle von (54) spielt sich der Vorgang im Zeitbereich (2) 2 I/a — 4 Z/a ab,
und dementsprechend ergibt sich die Bestimmung der Anfangsbedingungen
durch Einsetzen von t = 2 Zl/a.

W ir wollen nunmehr die Anfangsbedingungen mit t = 0, x2 — x2n bzw.
c2= ¢20 bezeichnen. (Hier bezieht sich t = 0 lediglich auf die Gleichung (54),
in Wirklichkeit ist fur den Gesamtvorgang t= 2 Z/a gultig.) Unter dieser
Voraussetzung und Annahme der Bezeichnung K = 2 AGM x2) c[ ist

x2— —K e &[(K —a20)coset c2sinei] .

Nach Ableitung kann hieraus der Wert von c2 wie folgt ausgedrickt
werden:

_C20 + t*K — [ *20

Wird nunmehr dieser Wert in die Gleichung (54) eingesetzt und die erforder-
lichen Umformungen durchgefihrt, so ergibt sich:

2= _ K + oM (K —x0)coset A~ SO+ [k —F %20 ooy
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Danach ist der Wert von K abermals einzusetzen und die Gleichung
entsprechend zu ordnen, ferner zu berucksichtigen, dal a2= IjMk ist. So
erhalt man, daR

r2= —2kSAc[ e ft coset -)----sinet (2K <BAcj — xX) -j-— e~"sinet (55)

ist. Die Kolbengeschwindigkeit ergibt sich aus der Ableitung von (55):

Xm—ZAdkC[ fit [t i
h— sinet -(-coe ~ cose t-——=—sinet (56)

M k e

Wie vorstehend bereits hervorgehoben wurde, bedeutet ¢x den zum
Zeitabschnitt t = 2 1/a gehdrenden Geschwindigkeitswert. Dies wiirde eigent-
lich in dem Fall zutreffen, wenn t = I/a die fir den betreffenden Augenblick
glltige Geschwindigkeit bedeutete. Wird jedoch aus der Erwdgung ausgegan-
gen, daB dies nur einen unbedeutenden Fehler bedeutet, so kann angenommen
werden, dal c[ = c20 ist.

Hieraus folgt, daB auf der rechten Seite der zu den einzelnen Perioden
gehdrenden Differentialgleichungen [z. B. (53)] die als konstant angenommenen
Geschwindigkeitswerte mit den als Ausgangsbedingung angenommenen
Geschwindigkeitswerten oder in Frage stehenden Perioden Ubereinstimmen.

Betrachten wir nunmehr die Verhdltnisse wéhrend folgender (3) Periode
4 /I« bl 6 I/a ist die Bewegungsgleichung des Kolbens:

d2* 4 d*

f@X=  2—(Ac -+~ Acl0) (57)
2 M di M

Nehmen wir an, daR 2 (O/M) (Ac2 -f- A2¢10) = Z ist, wodurch sich fiir Glei-
chung (57) folgende Ld&ésung ergibt:

z
X3= - l-e~MClcos et -j- C2sinet). (58)
a2

Ahnlich dem in der zweiten Periode angewendeten Verfahren gestaltet
sich der Kolbenweg bzw. die Kolbengeschwindigkeit wie folgt:

X3 — — 2kdAcD A2c20) -
-ferfMcoset+ ~ sine [2kd(Ac-f-A2c20) —*3] -f- — e-*“sinet, (59)

xm  20k(Ac30 -|- A2c20) . . v
) e sinet-f-cXe 11 cosei ——sinéi . (60)
Mke e
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Periode (4) 6 1/a — 8 l/a: Die Zusammenhédnge kdnnen in der vierten
Periode &hnlich abgeleitet werden, womit der Kolbenweg bzw. die Kolben-
geschwindigkeit folgendermafen ausgedrickt werden kdénnen:

Xi— — 2k0(2ci0 2?c0  J2c20) 4~

(60a)
€l coset+ — sin el1[2k 0(2.c40 + 2?2¢c0 + A3c20) — m40] J—-—-—e Msinst,
JGo — 2 Wk (cw x + + ¢c203) tit iy £
Mke
i ft []
¢oP M cos£t  — sinet (61)

Offensichtlich ist, dal dieselben Erwdgungen auch fir die weiteren Zeit-
perioden angewendet werden kdnnen, weshalb auch in der Periode (n)
2(n — 2)la a« 2 nl/a:

XN — — 2k<5(Acno + A2c(n_1)o -f- A3c(,,_2)o+ e+ 2."-1c20) +
e |cos £t-\- — sinei [2kpa(2cla-)- Z2¢c(n_2o -f-
+ "3c(n—Po+ e+ " Ic20)—*no] -—7Te SnEX (62)
~ . -+ — AN
o~ 2fedfao-F RGN Jo+ A, 20f .. A I rn
Mke
'flt fl -
+ Cnoe ™ cos st < sin st (63)

ist.

Auf Grund der Zusammenhénge (62) bzw. (63) erhalten wir eigentlich
eine Rekursionsformel, denn aus den Gleichungen (43) bzw. (44) und auf Grund
der zwischen der Kolbenoberflache und der Druckleitung stattfindenden Flis-
sigkeitsschwingungen kénnen die Funktionen x = f(t) und c¢ = f(t) bzw.
X — f(n) bestimmt werden.

Besteht bei der Berechnung der Funktionen nicht der Wunsch, die
Anderung der Geschwindigkeit bzw. des Kolbenweges innerhalb einer gewissen
Periode zu bestimmen (und in Anbetracht dessen, daB diese Anderung unbe-
deutend und die Vereinfachung nur mit geringen Fehlern verbunden ist),
kdnnen folgende Bezeichnungen eingefiihrt werden:

cetginet= A; e-et ?tosst ------- smet = B: efit coset -----é-sm et = D,
| e
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wo auf Grund der vorstehenden Ausfihrungen A, B und D konstante Werte
sind und t= 2//a ist. Es sollen ferner folgende Bezeichungen eingesetzt
werden:

ACn0= Rno” ~C(n—l)o= R(n—I)o’ »+«m1ac20= R'10

Hierzu sei bemerkt, dal R eigentlich jener Kraft entspricht, die die als
konstant betrachtete vorlaufende Druckwelle nach Reflexion an der Druck-
leitung als Bremseffekt auf den Kolben ausiibt. In der zweiten Periode 2 A K20,
ferner in den weiteren Perioden gemé&B den Bestimmungen der Zusammen-
hédnge (62) bzw. (63). Unter Bericksichtigung dieser Erwdgungen dndert sich
die Gleichung (62) wie folgt:

* = - D- 2k(IRm+ A*R(, 10+ ... + A"'R20) (1 - A) + A . (64)
e

Unter Berucksichtigung, dal

ist, d. h. die Federkraft zu Beginn der Periode (n), kann (63) wie folgt auf-
geschrieben werden:

c,= (LUn°+ A2f<~-1)o+ s oo+ A:10»0)A+ ¢ B . (65)
Ms

Nach Prifung der Gleichungen (64) und (65) und Vergleich derselben mit
den Zusammenhdngen (43) und (44) ist es ersichtlich, daB die letzteren, wenn
die Druckschwingungen im Druckraum vernachldssigt werden, den Sonder-
fallen von (64) bzw. (65) entsprechen. Wird z. B. aus Gleichung (65) die geo-
metrische Reihe und das Glied cno B fortgelassen, so erhdlt man die Beziehung:

p .
c = —5 sin et,
Ms

was eigentlich mit (44) identisch ist. Diese Feststellung ist auch in bezug auf
die Gleichungen (64) und (43) gultig.

b) Untersuchung des Druckverlaufes im Druckraum der Pumpe

Bisher wurden die Bewegungsgesetze der durch Federkraft bewegten
Kolben geprift. Bei der Ableitung der hierbei ermittelten Zusammenhénge
wurde selbstverstdndlich auch der im Druckraum herrschende Druck beriick-
sichtigt, was aber erst hier ausgesprochen zur Geltung kommt. Ahnlich wie
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in den Abschnitten Il und Ill, wird auch in diesem Falle der Druckverlauf
an der Koibenflache bzw. im Anfangsabschnitt der Druckleitung untersucht
und in Abhdngigkeit der Periodenanzahl dargestellt.

Druckverlauf auf der Kolbenflache in der Periode (1) 0~ 2 I/a. Offen-
sichtlich betrdgt der Wert des auf die Kolbenflache wirkenden Druckes

p
pd— Qacr = pga—k e~**sin et,
Me

wo, im Sinne der fritheren Erwdgungen c, die Kolbengeschwindigkeit in der
ersten Periode bedeutet und einen konstanten Wert aufweist.
In Periode (2) 2 Z/a 4 fa:

pd= gac2+ 2 Hgacl= pa (e2-f- 2 Acf) ;
in Periode (3) 4 Z/la a® 6 Zl/a:
Pd = B« O3+ 2 (Ac2+ A2Ci)];
in Periode (4) 6 l/a™ 8 Zla:

pd= oa [c4+ 2 (Ac3+ $2c2-F A3Cj)];

in Periode (n) 2 n — 2) Z/aa® 2 nl/a:

Pd— Qa[cn+ 2(Acn j-)-sRcn 2+ ... + A"-1Cj]= Ra (cn-j-2 1’:1 cn-i) » (66)

Es ist klar ersichtlich, daB der auf die Kolbenflaiche wirkende Druck
nach der Form mit der Beziehung (15) (siehe Abschnitt Il1.1a) Ubereinstimmt.
Eine Abweichung besteht nur darin, daB in der Gleichung (15) cn = cni =
= ... = cOund gleichzeitig die in der Gleichung (66) enthaltenen Geschwin-
digkeitswerte (cj, c2, ¢3, ..., cn)je Periode auf Grund der rekursiven Formel (65)
zu bestimmen sind.

Nach erfolgtem Stillstand des Kolbens in det Periode (n -(- 1), da
cn+tl = 0 ist und die Anzahl der Glieder in der runden Klammer von (66)
sich um $cn erhdht — ferner der periodische Druckverlauf weiter vor sich
geht —e erhdlt man, daR:

Pd— Qa[2 (Acn  Ren_1 -(-+c+ AnCj)] (67)

ist. Wird das Glied ga 2 fAcn in zwei Teile zerlegt und der Wert von A aus-
geklammert, erhélt man:

pd=pga(cn+ 2 21V (-1) + gog,] A (68)
1=1
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Das erste Glied dieser Summe ist aber mit (66) gleichwertig, was nun-
mehr mit (pan) bezeichnet werden soll (der in der Periode n herrschende
Druck), des weiteren kann Ain jeder weiteren Periode ausgeklammert werden,
demzufolge

Pa= [Pdn + Qacn)*-m (69)

ist, wo m= 1,2,3, ..., 00 und wenn m — o0 ist, dann wird pd —»0.
Druckverlauf im Anfangsabschnitt der Druckleitung
beim Querschnitt 1 — 1 (vorlaufende Druckwelle)

Auf Grund der vorangehenden Erwégungen, erhdlt man in der Periode (1)

I/a 3 l/a:
p = pac, -f- Qac2A= "acl(l -)- A ;

in der Periode (2) 31l/a™ 51/a:
p = Qac2+ Qac, A-f Qacl Al + paCjA2= qa [c2-f- (c24- cj A+ Db2A];
in der Periode (3) 51l/a™ 7l/a:

P—Qafca+ (c3+ ca)A+ (c2+ ci) + ci !

und dementsprechend in der Periode (n) (2n — 1) l/a (2n-)- 1) la:
p — galfen -f- (en f-cn2) A+ {en—d+ cn—2) + eee+ CiN"]e (70)

Hierdurch erhdlt man eine &hnliche Beziehung wie Gleichung (24),
jedoch mit dem Unterschied, daB in der Gleichung (70) der Multiplikator der
einzelnen AWerte (mit Ausnahme von An) aus der Summe von zwei benach-
barten Kolbengeschwindigkeiten besteht und die einzelnen Geschwindigkei-
ten cv c2,. .., cnaus der rekursiven Formel (65) bestimmt werden kénnen.

Es ist offensichtlich, daR sich die vorlaufende Druckwelle ab Periode
(n -(- 1) dementsprechend gestaltet. In der Periode (n + 1) ist

P —(?a[cnA+ (cn+ c¢cn-1) + eee+ ciAn+l].

Wenn hier A ausgeklammert wird, entspricht der Multiplikator von A genau
dem Zusammenhang (70); wird dies nunmehr mit pn bezeichnet, so ist

P = Pn*m, (71)
wo m—1,2,3, ..., 00, ferner wie friher, wenn m —%00 ist, dann wird
P—o0-
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Im Laufe unserer bisherigen Untersuchungen war die Druckleitung
unmittelbar an den Druckraum der L&nge | angeschlossen. Bei den in der
Praxis verwirklichten Einspritzpumpen ist hier jeweils ein Druckventil ein-
gebaut, dessen Einwirkung die Gestaltung der vorlaufenden Druckwelle
in Abhdngigkeit von der Ventilkonstruktion &ndert. Obzwar bei Vernach-
ldssigung der Wirkung des Druckventils die Erscheinungen den tatsédchlichen
Vorgang nur mit einer gewissen Anndherung darstellen, erscheinen diese
Prifungen aus folgenden zwei Griunden wichtig: einerseits kann die Wirkung
des Druckventils nur dann ausgewertet werden, wenn der Verlauf der Erschei-
nungen ohne Vorhandensein des Ventils bekannt ist, andererseits — wie sich
dies bei den Untersuchungen herausgestellt hat — wirkt sich in den meisten
Fé&llen der Druckventileffekt nicht in jeder Beziehung entscheidend aus und
macht sich in erster Linie im ersten Abschnitt der Férderung geltend.

V. Versuchsprifungen

Da wir im Laufe der theoretischen Untersuchungen (infolge mathem ati-
scher Schwierigkeiten oder anderer Griinde) gewisse Vereinfachungen ange-
wendet haben, erscheint es unerldBlich, die Richtigkeit oder Unrichtigket der
aufgestellten Beziehungen zu entscheiden, wozu wir die zu diesem Zwecke
entwickelten Prifgerdte verwendet haben. Dies hat sich nicht nur bei den
experimentellen Kontrollprifungen der vorstehend erdrterten theoretischen
Erwédgungen bewdhrt, sondern es konnte mit dessen Hilfe auch die Mehrzahl
der mit den Einspritzpumpen verbundenen Erscheinungen gemessen werden.*
Im Rahmen dieses Aufsatzes wollen wir von der Beschreibung des MelRgerétes
Abstand nehmen, da dies in keinem engen Zusammenhang mit den bisherigen
Ausfuhrungen steht.

Z Prifung des Druckverlaufes bei durch Nockenwellen betédtigten Pumpen

Zu diesen Versuchen wurden Einspritzpumpen der ungarischen Fabrik
Gamma Optische Werke herangezogen. Diese gehdren zu jenen Pumpen, deren
Arbeitsweise auf dem Prinzip der sogenannten schlitzgesteuerten Drehkolben-
pumpen beruht. (In der Fachliteratur bzw. in der Praxis werden diese Pumpen
»Bosch-Pumpen«genannt, da dieser Pumpentyp durch Bosch entwickelt wurde.)

Bild 9 zeigt die zu Versuchszwecken umgebaute Pumpe samt dem zur
Druckbestimmung verwendeten piezoelektrischen Quarzgeber. Der Rohr-
abschnitt hinter dem Quarzgeber warL — 2,2 m lang, wodurch die GewiBheit
geschafft werden konnte, daR wdéahrend der Kolbenbewegung vom anderen

* Der Beitrag [8] enthé&lt eine kurzgefaBte Beschreibung und Lichtbilder der MeB-
vorrichtung.
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Rohrende keine Druckwelle einlangt, sowie daR die Fdrderung ungestdrt vor
sich geht. Die Lidnge des Druckraumes betrug Z= 10 mm und | = 63 mm.
Das Geschwindigkeitskennbild bzw. Wegkennbild der die Kolbenbewegung
bewerkstelligenden Nockenwelle ist aus Bild 10 ersichtlich. Die hier bezeich-

Bild 9. Druekraum der bei den Versuchen verwendeten, durch Nockenwelle betatigten
Kolbenpumpe

nete Geschwindigkeit c()= 0,2325 mm/a® entspricht der sogenannten Anfangs-

geschwindigkeit, mit welcher die obere Steuerkante des Kolbens die Eintritts-

6ffnungen eben verschlieBt (Bild 9 zeigt diese Position). Der im Bild 10 bezeich-

nete Winkelbereich Ax entspricht dem Arbeitsbereich des Kolbens; am Ende

des Abschnittes Ax verbindet namlich die untere Steuerkante des Kolbens
den Druckraum V mit dem Saugraum BS5r.

Wie aus den Bildern ersichtlich, stimmt das Geschwindigkeitskennbild

des Kolbens genau mit dem Bild 2c uberein, d. h. der Druckverlauf im Druck-
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raum V wird durch die Gleichung (37) dargestellt. Die Gleichung (37) weicht
von den Bedingungen der Abb. 10 insoweit ab, daf im Druckraum V schon
vor der eigentlichen Forderleistung ein gewisser Druckanstieg stattfindet,
da n&mlich der Kolben die Flissigkeit nicht nur in den Saugraum, sondern
auch in Richtung des Raumes V fdrdert, was zu einem Druckanstieg fihrt.

270 590 310b|" 330 350

Bild 10. Weg- und Geschwindigkeitskennbild der Nockenwelle der Versuchspumpe

Dies kann Ubrigens am urspringlichen Indikatordiagramm auf dem Bilde
11 gut beobachtet werden. Der Forderbeginn wurde der Bezeichnung am Ende
des 4° Abschnittes zugeordnet, und wie es aus der Abbildung ersichtlich ist,
entstand bereits schon friher ein gewisser Druckanstieg.

Im Bild 12 sind (als Beispiel) zwei Druckverldufe abgebildet, die bei
einer Druckraumldnge von | = 10 mm und 1=63 mm gemessen und auf
Grund der Gleichung (37) berechnet wurden. Es kann gut beobachtet werden,
dall der Charakter der Kurven zufriedenstellend Ubereinstimmt; vom Stand-
punkt der Druckwerte ist diese Ubereinstimmung bei der Linge | = 63 mm
weitgehend befriedigend, was aber bei der Ld&nge | = 10 mm nicht mehr der
Fall ist. Es kann genau beobachtet werden, dal unter Einwirkung der kir-
zeren Flissigkeitssdule bzw. infolge der gréRBeren Anzahl von Reflexionen
der Druck wesentlich steiler ansteigt. Dies ergibt sich auflerdem aus der
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Bild 11. Mit der im Bild 9 dargestellten Pumpe aufgenommenes, originelles Indikatorschau-
bild

240
160

80

Bild 12. Vergleich der theoretischen und experimentellen Untersuchungen

Bezeichnungen:
a) n—600 Umd/min, | —10 mm, d —2,4 mm, D
b) n —596 Umd/min, /= 63 mm, d= 24 mm, D =
—————————— gemessen, —s—s—e—e— herechnet

F=
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Gleichung (37), da hier der Wert des in Klammern angefuhrten Gliedes wesent-
lich schneller abnimmt, wenn | einen kleineren Wert erhalt.

Der Zweig des Druckverlaufes mit abnehmendem Wert wurde hier nicht
berechnet, und zwar mit Ricksicht auf den Umstand, dal am Ende der
Flussigkeitsforderung der Druck nicht im Sinne der Gleichung (38) abnimmt,
denn hei Verbindung des Druck- und Saugraumes stroémt die Flussigkeit dem
letzteren zu.

Bild 13. Druckraum der federbetatigten Versuchspumpe

Bild 14. Mit der im Bild 13 dargestellten Pumpe aufgenommene originelle Indikatorschau-
bilder
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Dieses Problem muR durch Anwendung anderer Methoden behandelt
werden, und die vorstehend erdrterten Wellengleichungen kénnten hier kaum
angewendet werden.

2. Untersuchung des Druckverlaufes bei einem durch Federkraft betéatigten Kolben

Bild 13 stellt den Druckraum der federbetdtigten Versuchspumpe dar.
Der Quarzgeber war an die Leitung (mit dem Durchmesser d) &hnlicherweise
angeschlossen wie bei der Anordnung gem&R Bild 10. Die Druckraumldnge
betrug 3, 45 bzw. 80 mm. Bei diesem Versuch haben wir uns ebenfalls das
Ziel gesetzt, die von der Pumpe in Richtung des Zerstdubers laufende Druck-
welle zu erfassen, bzw. die Richtigkeit der Beziehungen (70) bzw. (71) zu
bestdtigen. Zur Loésung der Gleichung (70) mufiten wir vorerst die zu den
einzelnen Perioden gehdrenden Durchschnittsgeschwindigkeiten cv c,, ..., ¢cn
auf Grund der Formel (65) bestimmen.

Zu diesem Zwecke haben wir eine elektrische Rechenmaschine ver-
wendet. Bild 14 zeigt zwei originale Indikatordiagramme, die unter Beriuck-
sichtigung der in dieser Abbildung bezeichneten Kennwerte aufgenommen
wurden.*

Bild 15 bzw. Bild 16 stellt den gemessenen und berechneten Druckverlauf
dar, und zwar im Bild 15 unter Berlcksichtigung einer Druckraumlédnge von
1= 3 mm und im Bild 16 bei einer Druckraumlédnge von | = 45 mm bzw.
I = 80 mm. Auller den gemessenen Kurven wurde in den Diagrammen auch
der berechnete Druckverlauf aufgezeichnet, wozu wir drei verschiedene Berech-
nungsmethoden angewendet haben.

Die hier erarbeiteten und unter Verwendung der Druckgleichungen
ermittelten Gleichungen (64), (65), (70) und (71), ferner den auf Grund der
Loésung der Differentialgleichung (52) ermittelten Druckverlauf bzw. Kolben-
weg und Geschwindigkeitsverlauf — die unter Verwendung der Gleichungen
(43a), (44a) bzw. (45) berechnet werden kénnen (die im Druckraum befindliche
Flussigkeit wird als nicht zusammendrickbar betrachtet) — und schlieBlich den
Druckverlauf bzw. die GesetzméaRigkeit der Kolbenbewegung, die mit Hilfe
jener Differentialgleichungen aufgeschrieben werden kénnen, zu deren Erarbei-

*In diesen Diagrammen ist auch der Druckverlauf an den Disen abgebildet; wir
haben den Druckverlauf an der Pumpe und an der Dise gleichzeitig photographiert.

Im vorliegenden Fall ist am Zerstauber eine offene Dise eingebaut. Die sich hier
abspielenden Erscheinungen sind in jeder Beziehung instationdr (d. h. die in der Dise befind-
liche Flissigkeitsmenge ist ebenfalls berucksichtigt). Hinsichtlich der hiermit verbundenen
Untersuchungen verweisen wir auf den Aufsatz von Benyd, P.: Einige Gesichtspunkte bezlig-
lich der Druckvorgdnge an den Zerstaubern des Einspritzsystems; Ung. Wissenschaftliche
Akademie, Dieselmotor-Konferenz, Budapest 1965.
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tung die auf den Druckraum anwendbare elastische Kontinuitdt herangezogen
wird. (Annahme des sog. statischen Druckverlaufes.)
Bezuglich der letzteren sind folgende Gleichungen glltig*

o+ I-P + @x= 0 (72)
di2 M

und
dx f vV dp
di gaF EF dt

(73)

0] 20 30 r 40n70~4
— t [sec]

Bild 15. Vvergleich der durch Versuche und drei Berechnungsverfahren erhaltenen Druck-
kurven: ist N —600 Umd/min, D — 12mm,d= 1,8 mm, K — 0,327-10_4m/kp, Xo = —6,7mm,
M = 4,86 « 10-2 kp/secZm, V — 0,38 cm3 1—3 mm
Bezeichnungen: s—e—e—e gemessen; ----------------- dynamisches Verfahren nach Glelchun%en (64), gis) (70) und 4%al);
-------------- Statisches Verfahren nach Differenzialgleichungen d(7(2[%411)nd (73); —oo—o— nach  Gleichungen (43a)

un a)

* Siehe Bemerkung auf Seite 365.
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Diese Differentialgleichungen ergeben sich aus der Lésung folgender homogener
Differentialgleichung dritter Ordnung mit konstanten Koeffizienten:*

Bild 16. Vergleich der durch Versuche und drei Berechnungsverfahren erhaltenen Druck-

kurven, bei gréBeren Druckrauminhalten: es ist D= 8 mm, d = 1,8 mm, NI -46 «10“2

kp.secZm, X0—6,7 mm und (a) N = 596 Umd/min, | = 80 mm, V = 4,079 cm3 bzw. (6)
n —615 Umd/min, | = 45 mm, V -2,29 cm3

Bezeichnungen: s—s—e—e gemessen; ----------------- dynumisches Verfuhren nach Gleichungen (64), (65), (70) und (71);
————————————— statisches Verfahren nach Differenzialgleichungend ((72 )und (73); —es—e— V = 0 nach Gleichungen (43a)
uni a

Bei Vergleich der Kurven (Diagramme) kann festgestellt werden, daf
am meisten die dynamische Methode dem gemessenen Druckverlauf &hnlich
ist. (Dies ist in erster Linie aus Bild 15 ersichtlich, indem hier der berechnete
Druckverlauf den gemessenen Druckschwingungen weiterfolgt.) Die bei V — 0
bzw. bei der Voraussetzung eines nicht zusammendrickbaren Mediums erziel-

* Der Verlauf des Kolbenweges wird durch eine ahnliche Gleichung dargestellt.
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ten Resultate weichen besonders im Falle eines groReren Druckraumvolumens
von der Wirklichkeit ab und fihren zu falschen Resultaten. Im Bilde 15
und 16 haben wir auch die Gesetzmé&Rigkeiten der berechneten Kolbenbewe-
gung aufgetragen.

AufBer den hierbehandelten Félle haben wir auch fir zahlreiche andere
Kennwerte (wie Kolbendurchmesser, Rohrdurchmesser, Federvorspannung
usw.) Versuche durchgefihrt bzw. bezugliche Berechnungen vorgenommen,
kénnen aber auf deren Erdrterung hier nicht weiter eingehen.

V1. Zusammenfassung

In den vorstehenden Ausfuhrungen haben wir auf Grund von theoreti-
schen Voraussetzungen und teilweise auf Grund von experimentellen Unter-
suchungen jene Druckwellen behandelt, die in zwei Systemen von Kolben-
einspritzpumpen (durch Nockenwelle bzw. Federkraft betdtigte Kolben)
erzeugt wurden. Die hierbei ermittelten Zusammenhédnge sind selbstverstdnd-
lich nicht nur fir Einspritzpumpen, sondern auch fir sonstige, unter instationéa-
ren Verhéltnissen stattfindende Flussigkeitsschwingungen gilltig.

Das Wesentliche der hier erdrterten theoretischen Untersuchungen
besteht darin, dalR der im Druckraum stattfindende Druckverlauf der Wirklich-
keit entsprechend, unter Beriucksichtigung der sich hier abspielenden Hoch-
frequenz-Druckschwingungen, aufgeschrieben wurde. Hierdurch gelang es,
dieses Problem — bei den mittels Nockenwelle betdtigten Pumpen — anstatt
einer nichthomogenen Differentialgleichung erster Ordnung, durch Erarbei-
tung einer unendlichen geometrischen Reihe zu lésen. Die statischen Ver-
hdltnisse der durch Federkraft betdtigten Pumpen werden im allgemeinen
mittels einer Differentialgleichung dritter Ordnung dargestellt; es gelang uns,
diese auf eine nichthomogene Differentialgleichung zweiter Ordnung zu verein-
fachen. Durch Anwendung gewisser vereinfachender Voraussetzungen gelang
es, die rechte Seite dieser Gleichung als konstant anzunehmen und hierdurch
die Funktionen x(t) bzw. p(t) in einer rekursiven Form auszudriicken. Durch
Vergleich der Ergebnisse der theoretischen und experimentellen Untersuchun-
gen konnte bestdtigt werden, daB die gemessenen und berechneten Resultate
zufriedenstellend Ubereinstimmen.

Die numerischen Berechnungen (hierauf wurde bereits hingewiesen)
haben wir in der Rechentechnischen Zentrale der Ungarischen Akademie der
W issenschaften, mit Hilfe einer elektronischen Rechenmaschine durchgefiihrt.

Die experimentellen Untersuchungen wurden mit Hilfe von piezo-
elektrischen Quarzen und eines Katodenstrahl-Oszillographen vorgenommen.
Obzwar sich die Messung und Registrierung der sich besonders rasch abspie-
lenden Vorgdnge (besonders wenn diese Prifungen wiederholt und authentisch
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vorzunehmen sind) auch mit Hilfe einer solchen Apparatur schwerféllig gestal-
tet und besondere Sorgfalt erfordert, kann festgestellt werden, daR die zum
MeRverfahren verwendete Einrichtung in jeder Beziehung zufriedenstellend
arbeitete.
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APPLICATION OF WAVE EQUATIONS TO SHORT PIPES, PART 1l
P. BENYO

SUMMARY

The relations obtained in Part | were applied to the case where the piston situated in
the pressure space of the injection pump, considered to be a short tube, is displaced by a spring.
Instead of the homogeneous differential equation of the third order obtained by the con-
tinuity method, an inhomogeneous differential equation of the second order was obtained,
the right side of which can be taken as constant under certain conditions. Thus a recursion
formula was obtained for the calculation of the pressure phenomena. The experiments made
by the author prove that — for the relations deduced in Part | as well as for those deduced
in Part Il — the equations obtained agree well with real pressure conditions.

APPLICATION DES EQUATIONS D’ONDES AUX TUBES COURTS, PARTIE Il

P. BENYO

RESUME

Les relations obtenues dans la premiere partie ont été appliquées au cas ou le piston
est mQ par un ressort dans I’espace de compression d’une pompe a injection considérée comme
un tube court. Au lieu de I’équation différentielle homogéne du troisiéme ordre obtenue en
cas de continuité, on a eu dans ce cas une équation inhomogéne du deuxiéme ordre, dont le
coté droit pouvait étre considéré comme constant dans certaines conditions. Pour le calcul
de la pression, on trouvait ainsi une formule de récursion. En ce qui concerne les relations
déduites tant dans la premiére que dans la deuxieme partie de 1’étude, les essais prouvent que
les équations obtenues suivent bien les conditions de pression réelles.

MPUMEHEHME BOJIHOBbIX YPABHEHWIN K KOPOTK/M TPYBAM, UACTb I

M. BEHbO

PE3FOME

MonyuyeHHble B | 4acTU 3aBMCMMOCTU 6blIM NPUMEHEHbI A1A Caydasl, Korga B Kamepe
oKaTua TOMIMBHOIO Hacoca ABMXKEHWE MOPLLHA MPOUCXOAUT OT MPYXWHbI. B cnydae Henpe-
PbLIBHOCTYM, BMECTO OAHOPOAHOIO AU((EPEHLIMANBHOIO YPAaBHEHUS TPETLEro MopsaKa, B 3TOM
cnyyae 6bI0 MOMyYeHO HeoAHOPOAHOe YpaBHEHKe BTOPOro Nnopsiaka, Nnpaeylo YacTb KOTOPOro,
NPV M3BECTHBIX YCMIOBUSIX, MOXHO 6bIfI0 MPUHATL 3@ MOCTOSIHHYHO. [1151 pacyeTa BO3HUKAKOLLMX
[aBMieHuniA, TakuM 06pa3om, 6blia nosydeHa pekypcuoHHasi (hopmyna. FpoBefeHHble 3Kcnepu-
MEHTbI MOKasanu, YTo BbiBefeHHbIe B | 1 11 4acTAX 3aBMCMMOCTM XOPOLLIO COBMajaloT C AencT-
BUTE/bHLIM  PEXMMOM  AaBJ/IEHUS.
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INVESTIGATION OF THE DISTRIBUTION BY WEIGHT
PERCENT OF THE COMPONENTS IN SIZE FRACTIONS
OF GROUND PRODUCT MIXTURES*

K. REMENYI
HUNGARIAN ELECTRIC POWER PLANTS, BUDAPEST

[Manuscript received March 29, 1966]

The composition of mixed ground products of homogeneous substances are examined.
The assumption which serves as a starting point for the investigation is that the size-distri-
bution curves of the components follow the regularities of distribution, characterizing homo-
geneous substances. General graphic and computation methods are given for determining the
function representing the composition by weight per cent of the size fractions. It has been
demonstrated that in the mixture of ground products characterized by intersecting lognormal
or RRB distribution curves, on the curve representing the composition of the size fractions
depending on the grain size, one end value can be found. The grain size representing the end
value is determined unambiguously by the parameters characterizing the distribution of the
components constituting the mixture. For the case of lognormal distribution examples are
given both for designing and computing rrb distributions.

I. Introduction

In the following size fractions of ground products of mixture will be
investigated in order to establish the per cent by weight of each component
of the chosen fraction. For the size distribution of ground products of homo-
geneous substances Koimogorov proved, on theoretical considerations, that
they follow a lognormal distribution. Experiments on simultaneous grinding
of mixtures, outlined in the papers [1—4] and carried out by the author,
described in other studies, have proved that between the components recip-
rocal effects were supervening. However, the experiments also showed that
in the ground product of the mixture, the size distribution of the components
is approximately lognormal which, at the same time, means that the size
distribution of the resulting ground product already does not follow a log-
normal distribution. Thus the reciprocal effect verified by the experiments,
implies that the size-distribution curves of mixtures ground simultaneously,
cannot be plotted by the addition according to which the mixing ratio of the
size-distribution curves that were obtained by separate grinding of the com-
ponents. This, however, does not preclude the possibility of trying to compute
the curves of size distribution by weight per cent obtained by simultaneous
grinding of each component on the basis of the size-distribution curves de-
scribed in lognormal or rrb system.

* Author prepared this paper as an aspirant to the candidate’s degree within the scope
of his research work carried out at the Electric Energy Research Institute.
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Il. The basis of the investigation

We have set ourselves the aim that by mixing the ground products A
and B in proportions Cg and cb, the composition by weight per cent of the
components A and B of the fraction falling within the interval xx x <[ x2,
by weighing the density values sa (xv x2) and sB {xx x2) in proportion of the
ratio, should be determined. The basis of the computation is that the resulting
distribution curve contains the components A and B according to the density
function of the components.

Flg. 1. W eight distribution and density functions of the com ponents at simultaneous grinding

of the components A and B

To give a clearview of the problem letus take the mixture of two ground
products characterized by the weight distribution curves Da (*) and DR (r)
shown in Fig. 1. By plotting the curves in Fig. 1 those size-distribution curves
had been taken into account which were already developed by the simultaneous
grinding ofthe homogeneous components of the substances A and B depending
on the grindability factors of the ground products of the components.

Thus, if the resulting ground product contains the components A and B
in proportion cAand cB, respectively, inthe fractions xx <C x <C x2the per cents
by weight of the components A and B are:

E—rA% CA mSA (%* *2) 100,
CA *sA (*1972) H* (B *SB (**1" N2)
cB -SB (*,, X2)

(_:A csa (Xv X0) @B SB(xv *2)

(1)

GB% . 100; )

ca 'sa (x1"x1)
B SB(% " x2
(*A% (+*'1"X2) m (%7 x2) (3)
I, CA'SA (xn *2) "

@B SB (XV Xi)
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cb -8b (xi*x2)

GBY% (*1.*2) CA *SA (*1>x i)
A CB'"sb (xii xr)
CA mSA (*1» *2)

where cg and eg are the proportions of the components, respectively, in the resulting ground
product mixture;
«f (jtt, x2) and sB (k,, x2) are the proportions of the area beneath the density functions

of the ground products A and B, respectively, falling within the interval
*

Ga %(*i>*2) anfl Gg %(*i, x2) are the compositions by weight per cent of the components

A and B, respectively, of the resulting ground product fraction falling

into the interval x, — x2prepared in Cg and Cg proportions, respectively.

In the case of a system of binary mixture, the knowledge of the per cent

by weight of one of the components unambiguously determines the per cent
by weight of the other component, i.e.:

ga%(XV *2) = 100 — Ggoo(*!, x2). ©)

Thus, it is sufficient to investigate the function of the grain size by weight
per cent only of one of the components, for instance, that of component A.
By reducing the dimensions of the intervals and by increasing their number,
a continuous curve will he obtained:

CA« (%)

Ga%(*) = - Cb*Sb{x) =100, (6)
1 («)

CB ' SB (X)
Cb *SB (*)

Gb%(x)= Ca'Sa(X\ -100. )
J | CB'SB\x)

CA *SA (X)

In treating problems in connection with grain-sets, in general, graphic
solution methods are given preference. This is motivated partly by the fact
that the granulometric curves D of the ground products, owingto the stochastic
character of the procedure of size reduction can be described, according to our
present knowledge, only approximately even by the best theoretical mathem at-
ical formulas. On the other hand, on the making of ground products of sub-
stances to be met with in practice, in many cases, the restrictions ensuring
the absolute validity of the mathematical formulas characterizing the size
reduction products do not prevail in an approximate manner either. Starting
from these considerations the distribution by weight per cent of size-fraction
compositions of mixtures obtained by mixing together of ground products
characterized by given size-distribution curves, should be first determined by
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graphic method. For the examples of investigation the lognormal or ...
distribution functions have been utilized, but the plotting can be carried out
with the aid of any kind of distribution curves.

Il1l. Investigation of the tracing function describing the distribution of
composition by weight per cent in the size fraction of the ground product
mixture

For instance, in a mixture constituted of the components A and B,
in proportions ca and cb, the existence of the extreme value of the function
describing the weight per cent distribution of the component should be verified
by applying the theory of G. + .+ 4

In the case, if the granulometric curves pg (x) and Db (x) of any kind
of tracings of two ground products A and B intersect each other, the density
curves sa (x) and sb (x) will intersect at least at two points. If the density
functions are known, the curves ca *sa (x) and cb * Sb (*) can also be plotted
by a convenient variation of the ordinates of the density functions.

The weight per cent distribution function of the component A can be
obtained on the basis of curves resulting from the density functions with the
aid of the formula:

Gawix)= — A A
eA SA (*) + CBmSB (*)

(8)

The function co'sb (x) can be written at every value of x as the sum of
the function ca *sa (x) and of the difference between the ordinates of the two
functions, i.e.:

CB uSB (*) = ca -sa (PF0+ [CBasB(*) - cAesaA(*(] = ca sa (¥)+ Ncassas (%) (9)

By substituting the value obtained, into the basic equation, we obtain:

n*)

0 (*) —
Ga%(*) —, CA-SA(X) + A cab-sAB(x) 2  AcAiBsAiB(X)

(10)
CA «SA (x)
At the point of intersection of the functions ca *sa (a) and cB ¢ sb (x)
the A cab sa,b (*) = 0, thus Ggo, (a) = 0,5, i.e. 50 per cent.

The extreme value of the function GA% (x) describing the weight per cent
according to the component A of the size fractions will be there, where the
function

~ CAB'SAB (x)
CASA (%)
also has an end value.
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Let us examine the function, as a numerical example, showing the per
cent by weight of the component A in the mixture cA = cB of the ground
product A and B having a lognormal size distribution, representable in the

Fig. 2. Weight distribution curves representing the grain-sets A and B (Plotted in the Mathe-
matical Research Institute of the Hungarian Academy of Sciences)

Fig. 3. Composition of the size fractions in the mixture proportioned 1:1 of the ground
products A and B of lognormal distribution

Kfz net by straight lines to be seen in Fig. 2 where the tracing followed by
this function and the locus of its extreme value should be determined. The
values to be read in Fig. 2 and computable by the given formulas, are shown

in the following table.
The density functions, the functions sa,b (X)/cA *sA(x) and (x) are

plotted in Fig. 3 on the basis of Table I.
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The two limit

sizes of the Medium
investigated grain-size
fraction [microns]
[microns]
2— 45 3,25
45— 6,0 5,25
6— 10 8,0
10— 20 15,0
20— 30 25,0
30— 40 35,0
40— 50 45,0
50 —100 75,0
100 —200 150,0
200—300 250,0
300—500 450,0

4

7,5
3,9
8,2
13,8
9,0
6,0

4,9
13,6
11,0

47

4,2

K. REMENYI

Table |
DB ASAB GAX
4 u(>) >s\W sa b {*) A wA (% [96 Y
3,2 3,00 1,28 —1,72 -0,426 63,3
3,0 2,60 2,00 -0,60 -0,230 56,3
9,7 2,04 2,42 +0,38 +0,186 45,7
23,5 1,38 2,35 +0,97 +0,701 36,9
17,0 0,90 1,70 +0,80 +0,889 34,6
10,6 0,60 1,06 +0,46 +0,766 36,4
7,2 0,49 0,72 +0,23 +0,469 40,4
16,0 0,27 0,32 +0,05 +0,185 45,6
6,2 0,11 0,06 -0,05 -0,455 64,5
1,2 0,05 0,01 —0,04 -0,800 83,0
0,5 0,02 0,003 —0,017 -0,848 86,5

The extreme value of the function is at a grain size of about 25 microns.
After the graphic solution of the posed problem, in the following the
mathematical investigation will be carried out. In working out the general
solution and in elucidating the theoretical principles, G. Horniak (Industrial
Electric Energy Research Institute, Department of Combustion Theory) was
a great help to us.
If in the resulting distribution the proportion of the component A has
an end value, it will present itself on the zero point of the derivative of the

function

Ga,, (X).

(x) - @ _ CB 'SB (X)

CAT*A ()

()
| + CA'SA (*)12

CB'SB iX).

Excluding the zero value of the denominator, the zero points of the
in the numerator have to be determined.

The function representing the per cent by weight of the component A
has extremum points at each of the points x = x0j, where the conditions
which follow are fulfilled:

function

CA mSA (x) (i=12,..r) (12
cB «SB (K)

CA o (*)‘ 13
cBesB (X)_ ¢ -1 .
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G'sa(*) "

0. (14)
CB'SB(*)  X=X(

The relation GA% (x)is of a monotone character in each zone where the
left-hand side of the equation does not change its sign. It appears from the
equation that the number n of the extremum points depends on the character
of the density functions sa (*) and sb (x).

IV. Character of variation of the composition by weight per cent of fractions
when mixing two grain-sets of lognorm distribution

It is to be investigated that in case of mixing together the grain-sets A
and B of lognormal distribution the different fractions to what proportion
does it contain, for inst. the component A. Thus, on the basis of the general
formula, the zero loci of the derived fonction of the quotient of the density
functions should be determined. Let the distribution be of the two components
defined by the parameters aA, A and aB, bB, then the weight-distribution
function will be as follows:

Inm —1InaA — 3bA\

On{x) =@ (15)
bA r
Ign . — In aB — 3 bB\

M) = * 16

Da (*)=< >(( bB J (16)

where @ is the Gaussian error integral.

The density functions relating to the two components, will be obtained
as the derivatives of the distribution functions.

(Inx — In aA)2

*) = 17
)= /2n-an3-bA -eane’ €XP 26/
(Inx — In aB)2
SB(x) = exp (18)
A2n *«aB3+bB«e9/26" ~bR "

For the quotient of the density functions, in case of a mixture of a weight
ratio cAand cB ofthe components A and B, respectively, the following equation
will be obtained:

CAmaB3 bB meYlbB

CA SA(X) = . X
CB+aA3-bAmel,2bH
/In x — InaB 12 /In x — In aA?
X exp (19)
{ bB vV  bA !
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In the loci of the extreme values the derivative of the equation is equal
to zero, i.e.:

CAmSA (*)  _ (. CA +e91247>* 30 - Og -bB X 2I7Inx—InQ:“// inx —nag  y¢
cB msB (x) cB'aA'bA e VoW
1
X (e — 1) (T2 + wA) —2Ins—In(dR"1aAIy®*TAX
1
X  mAMWY* - (20

The two trivial solutions of the equation is offered at the values Xj = oo
and Xw — 0. The actual extreme values, however, will be obtained at the
grain size defined as follows:

J

(aBBl«m («S'e< n)

Although in reality no grains of a size of zero exists, neither that of oo,
the distribution of the grain size, as a variable of probability, can he contin-
uous which continuity is needed to be maintained from zero (actually from
the size of the elementary crystal) to infinity [5].

The per cent by weight of the component A at the extreme values can
be determined by substitution into equation (8).

On mixing together by weight proportions ca and cBthe ground product
of the components A and B, having two grain-number distribution curves
parallel to each other, the function representing the composition by weight
per cent of the size fractions of the ground product mixture, has a monotone
character, intermediate extreme values cannot be found.

By mingling the ground-product components A and B where the size-
distribution curves intersect in the median of the grain number, the inter-
mediate extreme value of the function giving the composition according to
the size fraction of the resulting ground product, also presents itself at the
grain size: ag — aB.

V. Character of the variation of the composition by weight
per cent of the fraction

The weight per cent of the components A and B should be determined
in the two grain sets given by the parameters XgA, na\ Xob, in different ranges
XX <[ X x2. The weight distribution functions of the two components can be
written with the aid of the known formula:

X nA~
Ra = 100 eexp (22)
xOA
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RB = 100 -exp (23)

From the foregoing it is clear that the question whether the character-
istic curve describing the composition of the resulting distribution has extre-
mums or not, the zero loci of the derivative of the quotient of the density
functions will give an answer. The density functions for the two components
are as follows:

X DnA
R'a = *XnA leexp (24)
e X OA
X "B
R'b = -exIB~1eexp (25)
10B x 0B

Mixing up the ground products of the components A and B in propor-
tions Ca and cb, respectively, the extreme value of the portion of the com-
ponent B can be established by applying equation (12) to component B.

Details of the deduction are disregarded, the results of which are that
the two radices present themselves at the values x = 0 and x = o00. The inter-
mediate extreme value may be determined by the following equation:

(nB —nA)x~MNn----— x €B~nA -f- —A. —o. (26)
XSB X0A

As an example of the computation method for the case of lognormal
distribution, the mixture by a proportion of 1 : 1 of the two ground products
represented by the straight lines A and B in Fig. 2 should be examined.
For the computation relating to the mixture of ground products which may
be characterized by the rro distribution curves, a mixture of the ground
products A and B characterized by the parameters, given in Table 11, should
be prepared.

Table 11
Ground Ground
Parameters product A product B
P.c. by weight of grains larger than 88 microns 28,5 10
P.c. by weight of grains larger than 20 microns 60 60
*oRRB (retained p.c. on the RRB net, 38%) 60 38
n (size distribution exponent according to RRB) 0,6 1
a (retained on the net KFZ 50 p.c.) 32 26
m (size distribution exponent on the net KFZ) 0,55 1,03
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By substituting the values shown in the table into formula (21) or (26),
respectively, the intermediate extreme value is obtained at a grain size of
24,3 microns in the case of lognormal distribution, and at a grain size of 30
microns in the case of rrop distribution.
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DIE UNTERSUCHUNG DER GEWICHTSPROZENT-VERTEILUNG
VON KOMPONENTEN IN DEN FRAKTIONEN NACH KORNGRORE
DER MAHLGUTER VON STOFFGEMISCHEN

K. REMENYI

ZUSAMMENFASSUNG

Es wird die Zusammensetzung des Mahlgutgemisches von homogenen Stoffen unter-
sucht. Als Ausgangspunkt bietet sieh die Voraussetzung, dafl die Kornverteilungskurven der
Komponenten im Mahlgutgemisch den die homogenen Stoffe charakterisierenden Verteilungs-
gesetzmaRigkeiten folgen. Es wurden allgemeine graphische und rechnerische Verfahren zur
Bestimmung einer die gewichtsprozentige Zusammensetzung der Kdrnungsfraktionen dar-
stellenden Funktion ausgearbeitet. Es wurde nachgewiesen, daf im Gemisch von Mahlproduk-
ten, gekennzeichnet durch lognormale oder rrb Verteilungskurven, auf der die Zusammen-
setzung der Kornfraktionen in Abhédngigkeit von der KorngréfRe darstellenden Kurve ein
Extremwert gefunden werden kann. Die den Extremwert bestimmende Korngréfe wird durch
die Parameter, welche die Verteilung der das Gemisch bildenden Komponenten charakteri-
sieren, eindeutig bestimmt. Fir den Fall der lognormalen Verteilung werden sowohl graphische
als auch rechnerische, und fir die rro Kornverteilungen Rechenbeispiele mitgeteilt.

ETUDE DE LA DISTRIBUTION EN POURCENT DE POIDS DES COMPOSANTES,
DANS LES FRACTIONS GRANULOMETRIQUES
DES MELANGES DE PRODUITS BROYES

K. REMENYI

RESUME

L’auteur a examiné la composition des mélanges de produits broyés de matiéres homo-
génes. On peut admettre comme point de départ que dans le mélange de produits broyés,
les courbes granulométriques des composantes suivent la distribution caractérisant les matiéeres
homogénes. Des procédés graphiques et de calcul ont été élaborés pour déterminer la fonction
représentant la distribution en pourcentage de poids des fractions granulométriques. Il a été
démontré que dans le mélange des produits broyés caractérisés par des courbes sécantes de
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distribution logonormale ou rrb, on peut trouver une valeur extréme sur la courbe représen-
tant la composition granulométrique en fonction de la taille des grains. La grosseur des grains
fixant la valeur extréme est exactement déterminée par les parameétres caractérisant la distri-
bution des composantes du mélange. Pour le cas de distributions logarithmiques normales,
des exemples graphiques et de calcul, et pour les distributions rrb. des exemples de calcul
sont présentés par l'auteur.

AHAIN3 PACMPEAENEHNA MO BECOBOMY TMPOLEHTY
FPAHYTOMETPUYECKUNX ®PAKLMIA NMOMONIOB CMECEV MATEPUAJIOB

K, PEMEHMN

PE3IOME

ABTOp B pa6oTe wuccnefyeT COCTaB CMeLUaHHbIX MOMOJIOB FOMOFEHHbIX MaTepuasioB.
VIcXofHOM OCHOBOW CNYXXWM0 TO, YTO B CMELUAHHbIX MOMOS1ax KpuBble rpaHy/IoMeTPUYECKOro
pacrnpefeneHnsi KOMIMOHEHTOB C/Ieflyl0T 3aKOHOMEPHOCTSIM pacnpefiefieHnsl, XapaKTepHbIM A/isl
rOMOreHHbIX MaTepuanoB. B pa6oTe fgaetca o6Live rpadMuyeckue M MaTeMaTU4YecKue MEeTOAbl
ons onpefeneHns (yHKLMK, OMNMCLIBAIOLLE COCTaB MO BECOBOMY MPOLEHTY FpaHy/oMeTpuye-
CKUX hpaKuuii. [loKas3biBaeTCs, YTO B CMeCV MOMOJIOB, XapaKTepU3yeMbixX NepeceKaroLmmMm apyr
apyra norapuMUYecK HOPMa/IbHbIMU WM rrb  KPUBbIMWM  pacnpefesieHusi, s cocTaBa
rpaHy/IoOMeTPUYeCKNX (hpakumii Ha KpUBOK, OToOpakarowein B (YHKLUMW TFpaHyoMeTpuye-
KOro COCTaBa, MOXHO HaiiTM MecTo KpaiiHero 3HayeHus. KpynHocTb 3epHa, gatouias KpaliHee
3HauyeHue, OfHO3HAYHO OMpejensieTcs napameTpamy, XapaKTepusylLUMK pacnpegeneHve
KOMMOHEHTOB cMecu. [nsi cnyyas norapuMUYeCKU HOPMasibHOTO pacrnpefenieHust NprBefeHbl
npuMepbl Kak rpagmyeckoro, Tak ¥ MaTemMaTMyecKOro MeTOJ0B BbIYUC/IEHUS, a 18 rrb pac-
npefeneHns MNpuBefeH MpYMMep MaTeMaTUYeCKOro METOfAa BbIUMC/IEHUS.
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CONTRIBUTION TO THE PROBLEM OF EXTRUSION
OF LEAD AND LEAD ALLOYS*

W. W. KRYSKO and R. G. FENTON
SCHOOL OF METALLURGY SCHOOL OF MECHANICAL ENGINEERING
UNIVERSITY OF NEW SOUTH WALES, SYDNEY (AUSTRALIA)

[Manuscript received May 11, 1966]

During the extrusion of lead and lead alloys, the authors differentiate between two
types of friction. Heterogeneous friction is the interfacial friction between the container and
the material, whereas homogeneous friction is a shear in the material itself. The normal pres-
sures of the material on the container wall, as recorded in practice, show that heterogeneous
friction (slip) can take place only if the coefficient of friction is 0,001 or less. In all other
cases the movement of the material, lead or lead alloys, takes place by homogeneous friction,
i.e. by shear. The authors further found that the normal pressure is velocity dependent, and
due to the increased velocity of the material leaving the press the normal pressure decreases
rapidly and a zone is formed where both frictions coincide. The position of this zone has an
influence on the formation of circumferential cracks. Calculations were also undertaken to find
the dimensions by which a minimum extrusion work is required and a minimum ram pressure
is needed to extrude a given volume of material. These dimensions are different in both cases.

List of symbols

d diameter of die hole [in];

f area of die hole cross section [inZ];
distance from container centre [in];
distance from dead metal zone [in];

c coefficient to calculate axial stress;

D container diameter [in];

E Young’s modulus [Ib/inZ];

F area of container cross section [in2];

K - K, coefficients;

L container length measured from dead metal zone to ram face [in];
P ram force [lb];

Pf friction force per unit area [Ib/inZ];

F/f reduction ratio;

V container volume measured from dead metal zone to ram face [in3];
w work required for extrusion [in—Ib];

Ei) circumferential strain;

\V] coefficient of friction;

critical friction coefficient for which slip of material on container surface
ceases;

Poisson’s ratio;

shear stress [Ib/inZ];

maximum shear [Ib/in2];

radial stress [Ib/in2];

circumferential stress [Ib/in2];

axial stress [Ib/in2];

axial stress at end of the dead metal zone [lb/inZ];

tensile strength in simple tension test [Ib/in2].

* Presented at a Special Extrusion Committee Meeting of the Lead Development Asso-
ciation, London 1965 and at the “Metallfachabend der Deutschen Gesellschaftfiir Metallkunde”
at the Institut flir Werkstoffkunde (Prof. W. Hofmann), Technische Hochschule Braun-
schweig 1965).
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I. Introduction

One of the most important factors influencing ram force, power con-
sumption and the mode of deformation of materials during the process of
extrusion is the behaviour of the boundary surface layer which separates the
extruded material from the container and the die surface. The main factors
affecting the behaviour of the material in the boundary surface layer are first
the coefficient of friction between extruded material and container-die surface,
second the properties of the extruded material, and third the geometry of the
container-die system.

Little is known of the coefficient of friction during the process of extru-
sion. It is dependent on a large number of factors and is influenced by the
material and the surface finish of the container, as well as by the nature and
the intensity of the lubricant used, the temperature, and the normal surface
pressure between the extruded material and the container-die system. During
extrusion the velocity of the material undergoes a considerable change which
influences the normal pressure distribution on the container surface and,
affects the interfacial behaviour of the material and the container surface.
The static and kinetic coefficients of friction are different in magnitude,
however, fortunately the kinetic friction coefficient is not affected by the rela-
tive sliding velocity of the two materials at the interface for conventional
extrusion speeds [1].

Behaviour of the material-container interface is also influenced by the
properties of the extruded material, mainly its tensile or shear strength, and
also to some extent, Young’s modulus and Poisson’s ratio of the material.
The tensile strength and the shear strength are both dependent on the com-
position of the material and its grain structure, the distribution of impurities,
segregations, inhomogeneities and unisotropies, and also on the tempera-
ture. The strain rate also has some effect on the tensile strength of the
material.

The behaviour of the material-container interface is also influenced by
the geometry of the container-die system. The normal pressures on the con-
tainer and the change in temperature usually result in some changes in the
geometry of the container during the operation of the extrusion press, even
though this change is small, it still may produce such defects as bambu-
rings [2].

There is little hope to take the influence of all the variable factors into
consideration, to find the exact solution for the ram force and the power
consumption for the extrusion process, but using a number of simplifying
assumptions a solution can be obtained which is acceptable for practical
purposes.
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Il. Movement of material on container-material interface

The material either slips over the container surface (heterogeneous fric-
tion), or sticks to the container, in which case all motion takes place by internal
sliding within the material itself (homogeneous friction). It is possible for the
material to slip over certain areas of the container and stick to the container
at other areas. The slip-stick condition usually changes with the plasticity of
the material, the normal pressure, and the velocity of flow.

The friction force per unit surface area Pj between material and container
is related to the normal surface force per unit area by Coulomb’s Law. Knowing
that the normal force per unit area on the container surface is equal to the

o Pl o ~JB f1 >

Fig. 1. Stresses in the material during the process of extrusion

radial stress o> in the material and denoting the coefficient of friction by p
the friction force can be expressed as

Pf— ]

The friction force acting on the surface of the extruded material results
in an equal amount of shear force on the surface of the material. The material
is subjected to a combination of radial o> axial az and circumferential a@
direct stresses, shear stress xrz acting in the axial direction on planes parallel
to the container surface, and shear stress acting in the radial direction on the
transverse cross sectional surfaces (Fig. 1). Due to equilibrium conditions the
two shear stresses are equal in magnitude. The material slips along the con-
tainer surface (heterogeneous friction) if the shear stress induced by the fric-
tion force superimposed on the direct stresses at the material-container inter-
face, do not result in plastic yielding. By increasing the friction force, the shear
stress on the surface of the material also increases to balance the friction force.
The shear stress, however, can only increase until a maximum value is reached.
By increasing the friction force the resistance to internal slide (homogeneous
friction) or shear becomes smaller than the interfacial frictional resistance
(heterogeneous friction), therefore the material sticks to the container surface
and moves by internal slide rather than by slip.
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Condition of slip or stick is governed by the magnitude of the friction
coefficient, the radial stress, and the maximum value of the shear stress at
a point, so that if

F uar  Tmax 1)

then the material slips, but otherwise it sticks to the container.

The term “friction” may be used in the broadest sense to include the
conditions of heterogeneous and homogeneous friction, and the laws of friction
may be applied with certain restrictions. If during an experiment to determine
the frictional force, the normal pressure is constantly increased then the
frictional force also increases proportionally till it approaches the value of
the shear strength of the material, and with the further increase of the normal
pressure, the shear strength remains a constant value, and the term “coeffi-
cient of friction” becomes meaningless.

To determine the plasticity conditions for the material, either the
maximum shear stress theory (Tresca, Saint-Venant) or the maximum octa-
hedral shear stress theory (Huber, Mises, Hencky) for yielding may be used.

It can be concluded, by using any of the two theories and the results of
experimental investigations by Geleji [3] which shows that the three direct
stresses have nearly equal values, that plastic yielding commences if the shear
stress reaches the value of the shear strength of the material obtained from

a simple shear test.

I11. Effect of temperature and strain rate

The tensile and shear strength of materials are influenced by the tem -
perature and the strain rate. The curves onthe right hand side of Fig. 2 show
the variation of the shear strength of 99,9999% high purity lead in terms of
the relative interfacial shear movement rate at various temperatures. Results
were obtained from double shear tests by Krysko and Fenton [4]. The left
hand side of the diagram shows the minimum value of the radial stress (normal
surface pressure) for a given coefficient of friction and shear strength at which
slip ceases and sticking of the material to the container surface commences
during extrusion.

The variation of the shear strength of 99,995% purity lead in terms
of temperature is shown in Fig. 3. Results were taken from data published
by Schnakenberg [5] obtained with a shearing velocity of 0,005 in/min,
which corresponds to 0,126 mm/min relative interfacial shear movement rate
of Fig. 2. The shear strength values in Figs 2 and 3 are not comparable because
of the different composition of the lead. The shearing velocity in Fig. 3 is
rather small. At small shearing velocities the shear strength shows considerable
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decrease as can be seen in Fig. 2. The left hand side of Fig. 3 shows the minimum
value of radial stress (normal surface pressure) for a given coefficient of fric-
tion and shear strength at which slip ceases and sticking of the material to
the container surface commences during extrusion.

Fig. 2. Coefficient of friction between material and container for which slip ceases for a given
surface pressure and shear strength for 99,9999% purity lead

Fig. 3. Coefficient of friction for which slip of material over container surface ceases for a
given surface pressure and shear strength for 99,95% purity lead (shearing velocity 0,005
in/min)

IV. Friction coefficient

It is rather difficult to determine the coefficient of friction between the
extruded material and container surface under operating conditions. Chadw ick
[6] states that the coefficient of friction is larger than 0,1 for non-lubricated
areas, 0,06 for solid lubricated areas, and goes down to zero for molten glass
lubricated areas.

In some practical cases the application of lubricant during extrusion is
limited. In cases where a good surface finish ofthe extruded material isrequired,
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lubrication is not advisable as it is known that lubricated extrusion produces
a rather rough surface. In case of worm driven continuous extrusion presses
such as used for lead cable sheathing, lubrication of the moving interface along
the worm drive will entrap the lubricant in the material. In case of double-
barrel screw presses lubrication of the barrel is not possible since the lubricant
would interfere with the welding of the two extruded cylinders [2].

Fig. 4. Polished cross-section of surface cracks on extruded lead rod (magnification 300 X
composition 1E, British Standard)

The actual value of the coefficient of friction for a non-lubricated surface
between lead and steel, according t0 Krysko, Bowers and Wadhwani [1],
is between 0,25 and 0,45. Figs 2 and 3 show that extruded lead sticks to the
container surface if the coefficient of friction is between 0,25 and 0,45, as was
suggested even if the radial stresses, are relatively small. It is known, that
the Hansson—Robertson extrusion press has bursting discs adjusted to break
at 20 000 p.s.i. pressure. During normal operation these discs often fracture
and are occasionally replaced by 30 000 p.s.i. bursting discs to avoid unnec-
essary stoppages [7]. At this normal pressure sliding of 99,95% lead at 270° C
on the container wall could only take place if the coefficient of friction is less
than 0,001. Such a low friction coefficient cannot be obtained in extrusion,
therefore the material moves by internal shear only.*

* Following the presentation of this paper in Braunschweig, the late Professor W. H of-
mann confirmed, by his observations during the determination of friction of lead with other
material, that in all cases the movement took place inside the lead by creep or shear and no
interfacial movement was ever observed.
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V. Slip-stick at the die

It is difficult to determine the slip-stick condition especially in the vicin-
ity of the die, where severe plastic deformation and a considerable change in
the velocity of material flow takes place. It is likely that circumferential cracks
will appear on the surface of the extruded product, if the material sticks to
the die just before flowing out.

According to some theories surface cracks appear because segregations
take place in the material. Fig. 4 shows a section across the circumferential
surface cracks and no segregations along the faces of the cracks are visible.
It is true that cracks may develop due to segregation, but that is not always

Fig. 5. Circumferential surface cracks on extruded plasticine

the reason. In most cases cracks are caused by the sticking of the material to
the die just before leaving it. By altering the location of slip-stick, cracks
disappear. Changing the location of slip-stick can he achieved in a number of
different ways; for example, by introducing lubricant or changing the tem-
perature of the extrusion, but the simplest way is to alter the speed of extru-
sion. If the speed of extrusion is reduced until the friction force decreases to
a value smaller than the shear strength of the material at the die under pre-
vailing conditions, then the extruded material slips out of the die and surface
cracks disappear.

The above theory is simply proved by extruding plasticine. No segrega-
tion takes place in the case of plasticine extrusion, but under certain condi-
tions, the extruded surface cracks are apparent, as is shown in Fig. 5. However,
by reducing the extrusion speed the cracks suddenly disappear, and by in-
creasing the speed of the extrusion the cracks reappear on the extruded rod.
The surface of the material might also crack inside the container if the stick-
slip conditions were retracted, but this is not harmful since surface cracks
will pressure-weld by slip before leaving the die. Only if the stick-slip position
is close to the die face, will cracked material leave the die, because the surface
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cracks will have no opportunity of being pressure welded. Fig. 6 shows cir-
cumferential surface cracks on extruded 2~" dia. lead cable sheathing.
In comparison Fig. 7 shows a shear face of 99,9999 high purity lead and the
similarity of the cracks in both cases is striking. Fig. 8 shows shear face of

a lead-tin alloy rod loaded, where interfacial shear movement showing similar
cracks, as in Figs 5, 6 and 7.

Fig. ¢ . Circumferential surface cracks onextruded lead rod (composition IE, British Standard)

Fig. 7. Surface of a 0,5" diameter high purity (99,9999) lead rod: the interfacial cracks pro'
duced by shear test are similar to the surface cracks in Fig. 6 produced by extrusion
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VI. Extrusion experiments

A number of experiments were made by extruding 2 in diameter and
4 inlong commercially pure lead billets. Figs 9 and 10 show the vertically operat-
ing press used in the experiments. The extrusion press was mounted on a

Fig. 8. shear face of a 1" 0 tead-tin (2 % sn) alloy rod loaded with 16" /1"/ m in in-

terfaeial shear movement showing similar cracks as in Figs 5, 6 and 7

Flg. 9. Experimental extrusion press
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universal Amsler testing machine. All tests were done with a ram speed of
0,4 in/min but using different dies. Figs 11, 12, 13 and 14 show the ram force
displacement diagrams for extrusion through dies having 10 mm diameter
holes and 180°, 120° 90° and 60° die angles. Fig. 15 shows the ram force-
displacement diagram for extrusions through, a die having 3/4 in hole and
a 180° die angle.

In all five cases a thin, uniform scull remained in the container after
completing the extrusion. The press was dismantled and the scull removed.

%
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18.., ewielll
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Fig. 10. Experimental extrusion press—parts

Fig. it. Ram force—displacement diagram Fig. 12. Ram force —displacement diagram
for lead extrusiona — 180°,d = 10mm for lead extrusion a = 120°, d= 10 mm
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The length of this thin scull, Fig. 16, is about the same as the length of the
original billet. Formation of the scull proves that the material stuck to the

container in each of the above five cases of extrusion over the whole container
surface.

Fig. 13. Ram force —displacement diagram for lead extrusion a = 90°, d = 10 mm

Fig. 14. Ram force —displacement diagram for lead extrusion a = 60°, d = 10 mm
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Results of the experiments and study of Figs 2 and 3 point to the fact
that the material does not slip over the container surface, hut in fact, sticks
to it, and all motion takes place by internal slide within the material itself.

VII. Equations of equilibrium
In an axially symmetrical container-die system the differential equations

of equilibrium of the stresses in the axial and in the radial directions using
polar-coordinates are given by

Fig. 15. Ram force —displacement diagram for lead extrusion a = 180°, d = 3/4 in

9tVz | 9orz | Trz Q

2
dr 3z r (<)
and
9<2r I 9Trr | °V "® _ Q
3 (3)
r az r

Assuming that the shear stress distribution in the radial direction is linear,
so that

_ 2Tmax _
D
Equation (2) now becomes
4 Tmay. _|_ 90z S
D 3z
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and after integration yields

4 Im ax n
2= — e Q> (4)

where z is the distance measured from the dead metal zone as shown in Fig. 1,
and o is the axial stress at the cross section where z is zero.

If the material sticks to the container surface then the shear stress on
the surface is constant and its value is Tmax. Therefore

dr,
-ho= 0.

Assuming that the radial stress is independent of the radius so that

dr

equation (3) yields
ar= adg. (5)

This equation is certainly true if the coefficient of friction is zero, (i.e.,
a hydrostatic stress condition exists) but it is also an acceptable approximation
in cases of non-zero friction coefficients.

VI, Stress distribution

The material inside the container is now examined, taking a volume
surrounded by two concentric cylinders, the ram face and a cross section
parallel to the ram face. The volume of the material inside this hollow cylinder
remains constant. If the plane section limiting the hollow cylinder is at least
a half container-diameter away from the die, then, as a result of the conclusions
obtained in studying the flow lines it can he assumed that this initially straight
surface will remain straight. The diameters of the hollow cylinders also remain
unchanged since the outer-most concentric cylinder having a diameter equal
to the container, does not change its size and the volume ofeach hollow cylinder
remains unchanged. Therefore, the circumference of the concentric cylinders
are constant. It follows that the circumferential strain must be zero. This is
true in the case of hydrostatic stress condition but it is also a fairly good
approximation in other cases as well.
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The circumferential strain ed can be expressed in terms of the three
direct stresses, Young’s modulus and Poisson’s ratio:

e® = gL K — *<p + On)]-

Substituting equation (5) and making ed zero, yields

and substituting equation (4)

4tmaxz
1 — v D

Using the octahedral shear stress theory to determine plasticity con-
ditions, the maximum value of the shear stress which can be superimposed
on a near hydrostatic stress condition to cause yielding can be fotmd

(6)
K3’
where crsis the tensile yield strength of the material under the given conditions
of temperature and strain rate. Therefore,

4 as

7
1 —v 13D ™

IX. Ram force

The total ram force consists of two parts. The force required to deform
the material and the force needed to overcome friction. Total ram force is
obtained if the ram cross sectional area is multiplied by the axial stress at the
ram face. Using equations (6) and (4) the total ram force P becomes:

p= PN ogast

13D z

where L is the length of the billet measured from the dead metal zone to the
ram face (see Fig. 1). The value of albcan be obtained by considering the work
requirements of the extrusion process, and its value is

erInF
s b
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where F and f are the areas of cross sections of container and die hole (see
Fig. 1). The above equation corresponds to the ideal frictionless case and gives
rather small value. In practical cases the stress is larger than what is obtained
from the above equation. Zalesskii [8] suggested using a coefficient C so that

= Cer.ln-fF—, (8)

where the coefficient C is function of the die angle. The values of coefficient C
were determined by Zatesskii experimentally, and were found to be between
3,5 and 7,0. The values suggested by Zatesskii seem to be rather conservative.
In the following calculation the modified values of the Zaleskii coefficient
are used and they seem to be in good agreement with experimental
results.

Table |

Values of Coefficient C
Die angle 60° Qo° 120° 150° 180°
Coeff. C 2,7 2,0 1,75 1,8 2,0

Total ram force now becomes:

L
P = Casln
- ©)

The ram force for cases shown in Figs 11 to 15 can now be calculated.
The tensile strength of commercially pure lead at 40° C with an assumed
strain rate of 0,05 in/in/min, is 125 kg/cm2 In calculating the ram force
using equation (9) the distance L is taken from the ram force—displacement
diagrams. (Distance along container axis between the point where the ram
force has its maximum value at the beginning of the extrusion process, to
the point where the ram force has its minimum value just before finishing
the extrusion.)

W hen the die angle is 180° and die hole is 10 mm (Fig. 11) the calculated
ram force P becomes

4x 125 X8
p = 02X + 2X125X 32 = 24 800 kgf.

4 P X5

Results of calculations for all five cases are shown in Table II.
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Table 11

Calculated ram force for extrusion experiments

Figure Die angle Il:e?grtrti R%m[goﬁrfe» F:tl';)/
Fig. 10 180° 8,0 24 800 3,2
Fig. 11 go° 9,5 24 500 3,2
Fig. 12 90° 9,5 26 600 3,2
Fig. 13 60° 8,0 26 500 3,2
Fig. 14 180° 9,0 19 800 1,96

Fig. 16. Sculls remaining in container after extrusion

The results obtained by calculations are rather close to the actual values
obtained by experiments, which indicate that the assumptions used in the
derivation of the formulae were correct.

As the ram moves towards the die, the ram force usually decreases due
to the reduction of the area where friction takes place. This is not observed
in the results of experiments shown in Figs 11 to 15. A long, uniform-diameter
ram was used in these experiments and as the ram moves forward, a scull
remained behind in the container (Fig. 16) and friction took place between
the scull and the ram. As the friction area between material and container
decreased, the friction area between the ram and the scull increased. As a
result of this, contrary to the usual experience, the ram force did not decrease
as the ram advanced. This indicated that a well designed ram should be made
slightly conical or the ram diameter should be reduced after a short straight
portion. This observation also confirms that material moves by internal slide
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(shear). The sudden, drop of ram force when the material flow commences at
the beginning of the extrusion is caused by the change of friction coefficient
from the static to the smaller kinetic value, thus decreasing the frictional
resistance.

X. Critical friction coefficient

The material sticks to the container surface during the process of extru-
sion if the coefficient of friction

Tmax

Fig. 17. Critical friction coefficient at which material sticks to container surface, for lead
extrusion in terms of the reduction ratio FIf and the die angle

Substituting equations (6), (7) and (8) yields
1—v

Il +rscini
D f

f*>

The friction coefficient obtained from the above equation is the largest if z is
zero. The largest value of the friction coefficient is referred to as the critical
friction coefficient. The material sticks to the container surface over the whole
area of contact from the dead metal zone to the ram force if the actual coeffi-
cient of friction between the material and the container is larger than the crit-
ical coefficient of friction. The critical coefficient of friction is

Hoz — oY er. (10)

1/3 vC In —
/

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



362 W. W. KRYSKO and R. G. FENTON

Fig. 17 shows the critical friction coefficient of lead in terms of the reduc-
tion ratio F/f and die angle a. (Poisson’s ratio for lead was taken as 0,43.)

If lead is extruded having a contraction ratio of 7,4 and using a die
angle of 60°, then from Fig. 17 the critical friction coefficient is 0,142. This is
a rather small value and the actual friction coefficient is larger than this in
practice unless lubrication is used. If the actual friction coefficient in the above
case is larger than 0,142 then the material sticks to the container all the way
from the dead metal zone to the ram.

XI1. Optimum container shape to minimize ram force

The volume of extruded metal V is

vV = L

AN
4
The material in the dead metal zone is not included in the extruded volume,
The extrusion is usually stopped as soon as the dead metal zone is reached,
because any further extrusion requires sudden, steeply increasing ram force
and power.

Substituting equation (11) into equation (9) the ram force can be expres-
sed in terms of the container diameter D.

D2
+ nCln (12)
4

If the diameter of the container is changed, but the extruded volume is
kept constant, the ram force changes. Equation (12) is differentiated with
respect to the container diameter D, and the derivative is equated to zero,
in order to obtain the optimum diameter of the container to extrude a certain
volume of material with minimum ram force:

4V
+~Cln”™ +"C = 0.
Y3D?2 2 f

Substituting equation (11), the following solution for the optimum shape of
the container is obtained:

L jBcC
J 14 1In (13)
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Fig. 18. Optimum container shape to minimize ram force D = KYsvl/s, L = K2 VIB

Fig. 19. Minimum ram force corresponding to optimum shaped container P = K3+ «D2
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Fig. 18 shows the optimum container, length to diameter L/D ratio
which results in minimum ram force, in terms of the reduction ratio Fjf and
the die angle a, for lead extrusion. The curve of Fig. 18 can only be used if
the actual coefficient of friction is larger than the critical, so that the material
sticks to the container surface. If the material slips then the optimum L/D
ratio to give minimum ram force is larger than the one obtained from Fig. 18.

Fig. 20. Optimum container shape to minimize work required for extrusion D = Ki mVII3
L = K5mKuw

Fig. 21. Minimum work required for extrusion corresponding to optimum shaped container
W = K, mcs mD*
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The values of the coefficients Kx and K2 shown on Fig. 18 can be used
to determine the size of the container, the length and diameter, for a given
extruded volume:

D—K, V
and
L —K2vV ,
where
4D
Ki
! nL
and
K’ = I 4 A 2
n D
Fig. 22

The largest required ram force corresponding to the optimum container
shape is obtained if equation (13) is substituted into equation (12).
Then

1,3 . F
P=aD-nC —-'—m In — (14)
2 4 /
P = K3asD2, (15)
where
K.k= nC 3|n _F (16)
4 /.
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Fig. 23
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Values of K3 are shown on Fig. 19 for lead extrusion in terms of the
reduction ratio F/f and the die angle a.

Example: Lead is extruded through a die having a die angle of 60°. The reduction ratio
is 7,4. The optimum container shape to minimize the ram force is obtained from Fig. 18.

The largest required ram force is found by using Fig. 19.

Y 3 3__
—=70 D=o57fv, L=141/F; P= 169asD!.

XIlI. Optimum container shape to minimize required work
The work required to extrude the material is obtained from the equation

L
azda.
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Substituting equations (4), (6), (8) and (11) and integrating between the limits,
gives

8V2 F
W = + VCIn— . 17
13nB3 /

The work required to extrude a given volume of material is dependent
on the diameter of the container. If the diameter of the container is altered
the required work is changed. Equation (17) is differentiated and the derivative
equated to zero, in order to obtain the optimum shape of the container which

will require the minimum amount of work for extruding a certain volume of
material. Then

dw 24V 2 2VC
aq) —~°S~fintk W
and
L C (18)
Y3

Fig. 20 shows the optimum container shape and the length-to-diameter
ratio in terms of the die angle, for lead extrusion to require minimum work.
The curve shownon Fig. 20 can only be used if the actual friction coefficient
is larger than the critical, so that the material sticks to the container surface.
If the material slips along the container surface then the optimum L/D ratio
is larger than the one obtained from Fig. 20.
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Values of the coefficients Ki and Kbvobtained from Fig. 20 give the actual
values ofthe container shape, the length, and the diameter for a given extruded
volume, so that

D = K4V 13
and
L= K&mvWw.

The optimum shape of the container to minimize the ram force is different
from the optimum shape of the container to minimize the work required for
extrusion. In practice the container shape is chosen to minimize the work
required, thus making the process more economical. However, if the available
ram force of the machine is limited, then the object might be to choose a con-
tainer shape which requires minimum ram force.

Having optimum container shape, the total work required to extrude
the material is obtained if equation (18) is substituted into equation (17).
Then

W = a, D3 3 - In — (19)

or
W = K,asD3, 20y
where

c2 1 1 F
KR= 7% Setin— (21

2i3 3 2 f\

Values of Ks are shown on Fig. 21 for lead extrusion in terms of reduction
ratio and die angle.

Example: Lead is extruded through a die having a die angle 60°. The reduction ratio
is 7,4. The optimum container shape to minimize the required work is obtained from Fig. 20.

jIT-= 1,69; D= 0,91%\7, L= 1553V

and the corresponding work required is found by using Fig. 21

W = 8,85asD3.

XI1Il. Conclusions

The process of extrusion is too complex to obtain an exact theoretical
solution which would give good results in practice. However, results were
obtained, by using a number of simplifying assumptions which may be accept-
able in practice and are useful for the designer in determining the shape of
the container, the reduction ratio, the ram pressure and the work required in
the extrusion process.
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It was shown that in most cases of conventional extrusion the material
sticks to the container surface and all motion takes place by internal slide of
the material (homogeneous friction). If the material sticks to the container
in the vicinity of the die hole, then the possibility of circumferential cracks
appearing on the extruded product is likely. To avoid having surface cracks
on the extruded product the location of the slip-stick area at the die must be
altered.

The ram force needed to extrude a certain volume of material depends
amongst other factors on the shape of the container. The shape of the container
can be chosen to require minimum ram force. The work required to extrude
a given volume of material is the sum of the work needed to deform the mate-
rial and to overcome friction. The total work is also dependent on the shape
of the container. In order to make the extrusion process economical the con-
tainer shape can be designed to require minimum extrusion work. The opti-
mum shape for minimum ram force and the optimum shape for minimum
required extrusion work are different. A suitable compromise after considering
all requirements, has to be found by the designer when selecting the shape
of the container.
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BEITRAG ZUM STRANGPRESSEN VON BLEI UND BLEILEGIERUNGEN

W. W. KRYSKO und R. G. FENTON

ZUSAMMENFASSUNG

Beim Strangpressen von Blei und Bleilegierungen unterscheiden die Verfasser zwei
Arten von Reibung. Die heterogene Reibung ist die Reibung zwischen dem Gehduse und dem
W erkstoff, wahrend die homogene Reibung ein Scheervorgang des Werkstoffes ist. Bei den
im Betrieb auftretenden Normaldricken des Werkstoffes auf die Geh&dusewand kann hetero-
gene Reibung (Gleitung) nur stattfinden, wenn der Reibungskoeffizient 0,001 oder kleiner ist.
In allen anderen Féllen erfolgt die Materialbewegung des Bleies oder seiner Legierungen
durch Materialabscheerung, d. h. homogene Reibung. Ferner fanden die Verfasser, daB der
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Normaldruck geschwindigkeitsabh&ngig ist, und daB durch erhdéhte Geschwindigkeit des
Materials beim Austritt ein Druckabfall stattfindet und eine Zone entsteht bei der beide
Arten der Reibung zusammenstossen. Die Lage dieser Zone hat einen EinfluB auf die Aus-
bildung von Umfangrissen. Ferner wurden Berechnungen angestellt, um die Dimensionen
zu bestimmen, bei welchen ein Minimum der Arbeit bendtigt, wird, und bei welchen ein
Minimum des Kolbendruckes erforderlich ist, um ein gegebenes Volumen zu verpressen.
Die Dimensionen sind in beiden Féllen verschieden.

CONTRIBUTION AU PROBLEME DU FILAGE A LA PRESSE
DU PLOMB ET DES ALLIAGES DE PLOMB

W. W. KRYSKO et R. G. FENTON

RESUME

Au filage ala presse du plomb et de ses alliages, les auteurs distinguent deux sortes de
frottement. Le frottement hétérogéne intervient entre la bofte de la presse et la matiére a
ouvrer, tandis que le frottement homogéne est un processus de cisaillement de la matiére. Aux
pressions normales exercées a la boite de la presse par la matiere au cours de l’'usinage, il ne se
produit qu’un frottement hétérogene (glissement) dans le cas ou le facteur de frottement a
une valeur de 0,001 ou encore plus réduite. Dans tous les autres cas, le mouvement de la matiere
du plomb ou de ses alliages s’effectue par cisaillement de la matiére, c’est-a-dire par frottement
homogéne. En outre, les auteurs trouvaient que la pression normale dépend de la vitesse et
qu’a une vitesse élevée de la matiére a la sortie, il existe une chute de pression et il se produit
une zone, ol se rencontrent les deux sortes de frottement. L’emplacement de cette zone exerce
une influence sur le développement de la fissuration périmétrique. Par la suite, une méthode
de calcul est présentée pour la détermination des dimensions auxquelles un minimum de travail
est exigé pour le filage a la presse d’un volume donné. Les dimensions sont différentes dans
les deux cas.

K MPOBJNEME TPECCOBAHUA MPYTKOBOIO MATEPUAJIA N3 CBUHLUA
M CBMHLOBbIX Cr1J/IABOB

B. B, KPUCKO n P. ', PEHTOH

PE3IOME

ABTOpbI NPV NPeccoBaHUM MPYTKOBOIO MaTtepuana W3 CBMHLA W CBMHLOBbLIX CM/IaBoB
pasnnuatoT ABa PasfIMUHbLIX BUAa TpeHus. [eTeporeHHoe TpeHWe NpPeacTaBAseT co6ol0 TpeHue
MeX[y KOpnycoM W MaTepuasioM, B TO XX€ BpemMsl FOMOreHHoe TpeHue SIBNSIETCS MPOLEeccom
cpesa maTepuana. lMpu HOpMa/bHbIX [aBMeHUSIX, BO3HMKAMOLWMX BO Bpemsl MNPOM3BOACTBA
matepuana, Ha CTeHKe KOpryca MOXeT UMeTb MECTO TO/IbKO FeTeporeHHoe TpeHue (CKO/bXKEHMe),
Koraa KoaghuupeHT TpeHuss paseH 0,001 WM MeHblle 3TOW BennuMHbl. BO BCeX OCTaslbHbIX
Cyyasix MpoMCXoauT ABWXKEHMe mMaTepuana CBUHLA WM ero CrjaBoB BCeACTBUE AB/EHUS
cpesa, T. €. MMeeT MeCTO FOMOreHHoe TpeHWe, B YacTHOCTM aBTOPbI YCTAHOBWU/M, YTO HOPMasibHOe
[aB/ieHne 3aBUCUT OT CKOPOCTM U UTO BCMEACTBME MOBbILLIEHHOM CKOPOCTM MaTepuasia Ha Bbl-
X04e HabsnofaeTcs MafieHne [aBfieHUs] U BO3HWMKAET 30HA, B KOTOPOi CTa/skuBaoTcs 06a BUga
TpeHus. MonoXeHWe 3Toi 30HbI BO3AECTBYET Ha 06pa3oBaHMe TPELLWH Mo nepumMeTpy. B uvacT-
HOCTW, MPOU3BEAEHbI BbIUWCIEHMS C LENbIo ONpefeneHns pasMepHoCTeld, Npyu KoTopbIX Tpe-
6yeTca MUHMMa/bHAas pa6oTa M MNpu KOTOPbIX TPe6YeTcsl MMUHUMAsIbHOE AaBfieHWe MOPLLHS,
YTOGbI NPOU3BECTM NPECCOBaHME 3a4aHHOro 06beMa. B 060MX Crydasix nosyvaloTcs pasnnyHble
pa3MepHOCTH.
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CONTRIBUTION TO THE INVESTIGATION
OF THE INTENSITY OF CAVITATION EROSION

J. VARGA
DOCTOR OF TECHN. SC.

and

GY. SEBESTYEN
CAND. OF TECHN. SC.
DEPARTMENT OF HYDRAULIC MACHINERY,
TECHNICAL UNIVERSITY BUDAPEST

[Manuscript received June 13, 1966]

The authors have carried out flow and cavitation erosion investigations in a closed
circuit hydrodynamic tunnel, and claim that in tests made with different flow velocities but
identical cavitation conditions for attaining identical eroded condition (weight loss) identical
energy must be employed. The energy exerted on the surface of the test specimen by collapsing
bubbles will be characterized by a so-called equivalent impact number introduced by the
authors. It will be proved that under the above conditions for a given constant eroded weight
loss the equivalent impact numbers are identical. Using this equivalent impact number the
cavitation condition is also determined in which erosion intensity is at its maximum.

I. Introduction

In world-wide investigation of cavitation erosion one of the most impor-
tant — for practical purposes also — achievement was the conclusion that flow
velocity has a very significant influence on the intensity of cavitation erosion.
This scale effect of the velocity has been the subject matter of investigations
by Shalnev [1], Schréter [2], Knapp [3], Kerr and R osenberg [4],
Rata [B], Govinda Rao [6], Hammitt [7] and also by the authors [8, 9].
Their own results also supported by other data from the literature lead to the
conclusion that for a certain constant weight loss due to cavitation erosion,
with a given material, in the same test facilities, with constant cavitation
conditions, between the flow velocity and the time necessary for damaging the
given amount of material show the following correlation

TV'= T,V2= Te = const. (8]

and the velocity exponent is n = 5. The correlation is valid for identical cavi-
tation condition, i.e. for identical cavitation zone length. The correlation
hints, at a given state of cavitation, to the intensity of the cavitation erosion
also; however, it does not give any information as to the change of erosion
intensity under other cavitation conditions.
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In the following, an account is given of some experimental results that
yielded some information on the correlation between cavitation and the inten-
sity of erosion.

Il. Frequency of shedding wakes

In the course of earlier tests with circular cylinder models placed in
a closed circuit hydrodynamic tunnel [10, 11], the correlations between the
frequency of wakes shedding from a circular cylinder, i.e. the Strouhal number,
cavitation number and cavitation zone length were determined with the empir-
ical correlations:

(2)
and
S =02 fo. (3)

In these equations S is the Strouhal number calculated with the stream
velocity Vin the cross section narrowed by the cylinder:

S =/ dlv,

wheref is the frequency of wakes shedding from the cylinder during unit time,
d is the characteristic length of the model (diameter of the cylinder), A is the
dimensionless cavity length i.e. 4= 1zd, lzis the length of the cavity. Between
the relative cavity length and the cavitation number the correlation

A= 1,6 er-25 (4)

was found, where a is the cavitation number calculated with the flow velocity
in the narrowed cross section

0= 4pl/(0,5 q\2),

in which Ap = j»* —pvV, P», is the static pressure of undisturbed flow, p,, is
the vapor pressure belonging to the given fluid temperature, g is the fluid
density.

The periodically shedding cavities and the collapse of the bubbles in
the cavities are the source of vibration noise and cavitation damage following
cavitation phenomena.

The mechanism of damage can be explained in a simplified form by the
periodically occurring stresses, impacts from bubble collapse on the surface
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or near to the surface exposed to erosion; the rate of impact occurrence is
determined by the frequency of shedding wakes, while its energy by pressure
conditions. Using the earlier correlation, the frequency can be written in the
form

f=Cv]io, (5)

where C = const. For determining the pressure values, the cavitation number,
or the flow velocity can be taken as a basis.

Fig. 1. Frequency (/) of wakes shedding from a circular cylinder, as a function of cavitation
number (CTj) calculated with undisturbed flow velocity

IIl. The equivalent impact number

Fig. 1. gives the frequency values of wakes shedding from a circular
cylinder, as a function of cavitation number (cq) calculated with undisturbed
flow velocity, for different flow velocities. A heavy line marks the ranges
taken into consideration for our erosion tests. The erosion tests had been made
in a test section sized 48 X200 mm — described in earlier works [8, 9] —
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with a d — 48 mm sized circular cylinder model placed in the test section per-
pendicularly to the direction of flow with lead test specimens. The tests were
carried out partly with constant cavitation number, partly with constant flow
velocity.

1. Tests made with ax — const, values

Considering the correlation Acr) it seems to be obvious that a constant
cavitation number means constant cavity length as well. Consequently, it can
be assumed that when an identical value of erosion weight loss is reached,
the place and shape of the damage on the test specimens must be identical,
as was well proved by our investigations in this field. On the A G(t) chart in
Fig. 2 plotted from tests where A= 3 (where A G is the erosion weight loss
of the test specimen during testing time t). A definite, for example A G = 5000
mgf weight loss is marked; this means not only the uniformity of the eroded
surfaces, but also the assumption that even those energy values are identical
which were necessary for removing the given quantity of material. At present
there is no infallible method to give absolute values for the work necessary
for damaging on the basis of considerations of fluid mechanics and material
structure. In this paper we only wish to call the attention to the so-called
equivalent impact number, which can usually be determined in the course
of cavitation erosion investigations.

The equivalent impact number (ip) is defined as the product ofthe number
of actual impacts on the surface and of the square of the dimensionless pressure
conditions marking the strength of the impacts. The number of actual impacts
on the surface during r time can be calculated from the product of frequency
and time, i.e. N = f r. This number is essentially proportional with the corre-
lation N = Vxj{d A) given for the number of cavities used earlier by Govinda
Rao and Thiruvengadam [12, 13] for calculating the *‘“cavitation damage
number”. This, following our earlier correlations, is quite obvious. If, in this
correlation, we substitute the value of velocity v = f «d/S expressed from
the Strouhal number, and since when d = const., and a = const., then A=
= const.,, and S = const.,

where Clis const. Following this, the equivalent impact number is

(6)

where Ap = p, —pvand Api= 1kp/cm2
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It is assumed that with identical cavitation conditions the equivalent
impact numbers necessary for reaching identical erosion conditions must also
be identical. To prove this, some data are given in Tables I, Il, and IIl. In Table
I comparative calculations were made for the points belonging to oq — 1,34,
shown in Fig. 1. The damage curves are shown in Fig. 2. In this chart the values

t[h]

Flg. 2. Erosion weight loss (AG)oflhe test specim ens as a function of test tim e (t), « is the

thickness of test specim ens

of y>were calculated for A G = 5000 mgf erosion weight loss. Table Il contains
the results of the erosion tests of 3 mm thick lead test specimens. The cavitation
erosion tests were also made in the cavitation flow condition belonging to
a, = 1,34 cavitation number.

The data in Table Il were gained from the tests shown in Fig. 1, belong-
ing to og = 1,78 cavitation number. The y>values in all three Tables justify
our presumption.

The determination of the value proportional to the equivalent impact
number can also be accomplished through correlation (1). Since, in the case
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relation r vb =

and substituting

J. VARGA and GY. SEBESTYEN

Table |
a=8 mm, AG —5000 mgf,
[me] N X10-6
12,0 2,71
12,7 2,47
13,6 1,78
14,35 1,42

Table 11

a=3 mm, AG-= 4000 mgf,

[f’;/‘/S] iVx10-o
9,05 8,87
10,4 4,43
13,05 1,99
13,6 1,78
13,95 1,52
14,43 1,32

Table 111

a—8 mm, AG= 5000 mgf,

[ms]

12,46
12,0
9,54

iVxIO-6

0,89
1,00
2,67

A= 3
rpx 108
3,22
3,65

3,45
3,43

y — 344

A= 3

ipx 10—*

3,33
2,93
3,18
3,45
3,27
3,47

3,27

A= 15

rpx 106
2,09

2,05
2,16

= 210

V, and from the cavitation number Ap = ¢ mav2 the cor-

rf =

N,

const, can be written as

7 Ap2= C2

we get N Ap2=

C2, which,

A pi, is identical with the equivalent impact number ip.
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Fig. 3. Erosion weight loss (A G) of test specimens as a function of test time (t), @ is the
thickness of test specimens

Fig. 4. Erosion weight loss (A G) of test specimens, as a function of impact number (N) on
the test specimen
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2. Tests made at value v = const.

The tests were made with v = 12 m/s flow velocity; and with A= 1;
1,5; 3 and 4 dimensionless cavity lengths. Fig. 3 shows the erosion weight
loss curves as a function of time. In view of the fact that the cavitation con-
ditions are different here, it is more expressive if the erosion weight loss is
plotted as a function of the amount of the impacts on the test piece (Fig. 4).

Fig. 5. The equivalent impact number (LB as a function of dimensionless (relative) cavity
length (A)

W hen plotting the function rp(X) from these test results, for e.g. A G —
= 8000 mgf erosion weight loss (Fig.5), it can be seen that at the value
A= 1,5 the curve has its minimum, and the most intense damage is caused
by this state of cavitation. Namely in this case, the greatest weight loss belong-
ed to the least equivalent impact number, which means that the intensity
of erosion is, in this case, the strongest. The intensity peak belongingto 4= 1,5
relative cavitation means that the bubbles grow along the flow length obtain-
able from the data to their most favourable size involving the greatest collapse
energy.

In our earlier works we have concluded — for instance, by investigating
cavitation noise — that even according to the amount of the eradiated sound
energy which can be taken as an energy proportional to the damage energy,
A= 1,5 must produce the maximum erosion.
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BEITRAGE ZUR UNTERSUCHUNG DER INTENSITAT DER KAVITATIONSEROSION

J. VARGA und GY. SEBESTYEN

ZUSAMMENFASSUNG

Auf Grund der Ergebnisse, die von den Autoren bei der Untersuchung der Kavitations-
erosion in einem hydrodynamischen Kanal mit geschlossenem Kreislauf durchgefiihrt worden
sind, wird es in dem Aufsatz demonstriert, da bei den mit verschiedenen Strémungsgeschwin-
digkeiten, aber in dem gleichen Kavitationszustand durchgefiihrten Versuchen zur Erreichung
des gleichen erodierten Zustandes (Gewichtsverlustes) die gleichen Inanspruchnahmen gehdren
missen. Die Beanspruchung durch die an der Oberflache des Probestiickes zusammenbrechen-
den Blasen wird durch die von den Autoren entwickelte »&quivalente Schlagzahl« gekenn-
zeichnet. Es wird bewiesen, dal unter den obigen Bedingungen bei einem konstanten Erosions-
Gewichtsverlust die &quivalenten Schlagzahlen die gleichen sind. Mit Hilfe der dquivalenten
Schlagzahl wurde auch der Kavitationszustand bestimmt, in dem die Erosion die grofte
Intensitat aufweist.

CONTRIBUTION A L’ETUDE DE L’INTENSITE
DE L’EROSION PAR CAVITATION

J. VARCA et GY. SEBESTYEN

RESUME

D’apres les résultats de leurs essais hydrauliques et d’érosion par cavitation, faits dans
un canal hydrodynamique & circuit fermé, les auteurs montrent qu’aux essais effectués a
vitesses d’écoulement différentes mais & état de cavitation égal, des sollicitations identiques
doivent correspondre aux érosions (pertes de poids) égales. Les contraintes dues aux bulles
s’affaissant a la surface du spécimen sont caractérisées par le «<nombre équivalent de coups»
défini par les auteurs. Ceux-ci prouvent que dans les conditions mentionnées, les nombres
équivalents de coups sont égaux pour des pertes de poids érodé constantes. En connaissance
du nombre équivalent de coups, ils ont déterminé aussi I’é6tat de cavitation pour lequel I'inten-
sité de I’érosion est maximum.
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AONONHEHWE K NCCNEAOBAHWK WHTEHCWMBHOCTWU
KABUTALMNOHHOW 3PO3NN

M. BAPTA u [b, WWEBEW ThEH

PE3IOME

Ha ocHOBe pe3y/NbTaToB MCCMe0BaHUS ABUXKEHWUS MOTOKOB U KaBUTALWMOHHOM 3p03nMn,
NPOBeAeHHbIX B IMAPOANHAMUUECKMX KaHa/lax 3aMKHYTOro MoTOKa, aBTOpbl MOKa3bIBaOT, YTO
Npy SKCNepUMEeHTaXx, NPoBeJeHHbIX MPU PasHbIX CKOPOCTAX MOTOKA, HO MPU PaBHOM COCTOSIHUM
KaBuTauuu, AN OOCTUXEHWS PaBHOM 3po3uy (MoTepy Beca) HEob6XOAMMO WMETb pPaBHble Ha-
rpy3ku. Harpyska Ha NoBepxHOCTb 06pasua, npomcxogsilas oT paspbiBa Nysblpeli, oxapak-
Tepu3oBaHa Npy NMOMOLLM BBEEHHO aBTOPaMU BEIMUMHBI T. H. PAaBHO3HAYHOrO YKcNa yaapos.
[oKasbIBaeTCcA, 4UTO Npu YNOMAHYTbIX YCMOBUSIX AN AAaHHOW MOCTOSIHHO-3POANPOBAHHO
noTepu Beca, PaBHO3HAYHOE YMC/O YAAPOB MOCTOSIHHO. MCMonb3ysi paBHO3HAYHOE YMC/IO yaa-
poB, OMpeaensitoT TO COCTOSIHME KaBWUTALMM, NPU KOTOPOM WHTEHCMBHOCTb 3p03uM Hambosee
Be/IMKa.
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AND CAVITATION DAMAGE
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The authors report on their investigations of sound pressure level and vibration acceler-
ation level measured at cavitation generated by various models (circular cylinder, wedge)
in a closed circuit hydrodynamic tunnel; further, account is given of the correlations between
the state of cavitation and the intensity of cavitation and the above-mentioned results. An un-
equivocal correlation has been found between the sound pressure level and acceleration level
of the vibrations as measured at the frequency determined by the investigations, and the state
of cavitation. It has been stated that these curves have a maximum value and the place of
maximum coincides with the maximums of the curve resulting from the damage investigations
in different states of cavitation. The authors claim that cavitation noise level investigations
are excellent for judging cavitating flow conditions and can thus give information about the
extent of the probable erosion damages.

I. Introduction

The appearance of cavitation is — apart from special cases — usually
not desirable; it is, however, often unavoidable. Its effect can be felt, besides
changing flow conditions, in erosion damages. Though the mechanism of cavi-
tation erosion has not been clarified yet, it seems to unquestionably arise in
the first place from the mechanical stresses of pressure waves generated by the
collapse of bubbles.

It is also plausible to assume that the vibration generated by periodically
shedding and collapsing bubbles and eradiated partly in the form of sound is
very likely able to give information on the state of cavitation. Though this
probability has been recognized by many [1—4], an investigation into the
problem to the extent of clarifying the correlations between the noise level
and the state of cavitation has not yet been realized.

In the following account we report on our sound pressure and vibration
investigations proving that there is a unequivocal correlation between cavita-
tion, sound pressure level and the acceleration level of the vibrations. The
correlation between cavitation and the intensity of erosion had been shown
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in our earlier investigations. From this it follows that with the possibility of
clearing up the correlation between the sound pressure level, i.e. the accelera-
tion level of the vibrations, and the cavitation, the intensity of cavitation
erosion can also be concluded from the data gained.

Il. Description of experiments

1. Test equipment

The test were carried out in the 48 X200 mm test section of a closed
circuit hydrodynamic tunnel (Fig. 1). In this, perpendicularly to the direction
of flow, first a circular cylinder of 48 mm dia., then an equilateral, isosceles
wedge with 30° vertex angle — which can be drawn into the above diameter —
were placed (Fig. 2). Measuring conditions gave simultaneous investigation
of acoustic, vibration, erosion and cavitation characteristics.

For the sound pressure and acceleration measurements a condenser
microphone, i.e. acceleration-measuring (vibration measuring) head frequency
analyzer and connected level recorder (Briiel & Kjaer) were used. The micro-
phone was placed beside the perpendicular plexiglass window of the test sec-
tion, in a horizontal plane to the longitudinal axis of the model, about 10 cm
from the test section. The acceleration measuring heads were placed at the
plexiglass side plate as well as the opposing steel wall of the test section.

2. Frequency spectrum

In the course of our earlier investigations it was found that the periodical
shedding of the wakes from a body placed in flow is, from the viewpoint of
cavitation erosion, of basic importance. The shedding frequency is a definite,
well determinable value and its periodic character has considerable influence
on the vibration appearing in the system. However, the shock-waves generated
on the collapse of the bubbles delivered by the shedding wakes can be observed
in a considerably higher frequency range. The pressure has considerable
influence on the velocity of the collapse. From the point of view of the investi-
gation, the determination of the frequences of the shedding cavities, the sound
pressure level appearing at the collapse of bubbles, and the determination of
acceleration values of the vibrations are significant.

The sound pressure level can be expressed with the correlation

np= 10log["J [dB], (1)
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where p is the measured sound pressure value, p,, is the basic level of sound
pressure: p0= 2,04 «10~4pbar. The acceleration level of the vibrations can
also be expressed as

ng= 1010 g ) 2 [dB], )

where g( is the local value of the gravitational acceleration.

Fig. 1. Sketch of test section sized 48 X200 mm (a is the circular cylinder model, bis the lead
test piece)

Fig. 2. Test models with cavitation zone length Iz
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From the values of sound pressure level, i.e. acceleration level of two
identical frequencies the increase in the sound pressure level and acceleration
level can be calculated with the following correlation

6 = 10log 1+ fig —ne (3)

10 ©

From this correlation one can see that when the sound pressure level
is npl — np2, which means that it is the same as np2 taken as the basic one,
the originating value with On*p= 3 dB greater than npl, i.e. np2; and if the

Fig. 3. Vibration acceleration level (rig) as a function of frequency (/), in case of circular
cylinder model

difference between the basic level and the resulting curve is 6 dB, this practi-
cally means that the resulting curve is a reflection of the investigated phe-
nomenon, since the influence of the basic level can be neglected [5].
Frequency of sound pressure level and frequency of acceleration level
investigations were made in the 20-720 000 Hz range. A scheme of the latter
is shown in Fig. 3. In the figure, the cavitation number appears as a parameter.
The cavitation number is defined as usually: a — (p,, —pW/(0,5 « .2, in
which p, is the static pressure at the place of the model placed in the test
section, when it is absent; pvis the vapor pressure belonging to the given fluid
temperature, g is the fluid density and v is the speed of undisturbed flow.
W hen evaluating the investigations, in some cases, it appeared to be
practicable to illustrate the results as functions of the cavitation zone length
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(12 or of the relative length of the cavitation zone (A), (A = lz/d, where Iz is
the visually observable length of the cavitation zone and d is the characteristic
dimension of the model). As there is a unequivocal correlation between the
cavitation number and the cavitation zone length [6, 7], accordingly, the rep-
resentation of the results as functions of a or A can be taken as equivalent.

Fig. 4. Sound pressure level (np) as a function of relative cavity length (A), in case of circular
cylinder model

In Fig. 3,they < 70 Hz range is dominated by the noise ofthe machinery
(electric motor and pump). In the 70 < / < 6 «103Hz range the state of cavi-
tation exerts a considerable, but not unequivocal influence on the acceleration
level values of each frequency value. In the range above/> 6 « 10:ithe curves
are nearly parallel. This leads to the conclusion that in this range any frequency
value can serve the purpose of determining the acceleration and sound pressure
level value belonging to a given state of cavitation, while there are characteriz-
ing the cavitation conditions.

I1l. The results of the model tests

The following parts deal with the measurement results of sound pressure
level (np, or A np) and acceleration level (ng, or A ng) of a circular cylinder
model placed in the test section. Here A n,, = npl — np2in dB, where npl is
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the sound pressure level determined by measurement and np2is a sound pres-
sure level taken as an arbitrary basis, similarly to the accelerations: A ng=
ng\ ng2
On the basis of the foregoing, the frequency values/ = 1,2 « 104 1,5 « 104
and 2 « 104have been chosen, and with them the sound pressure and accelera-
tion levels belonging to the different states of cavitation have been measured.

Fig. 5. Vibration acceleration level (rig) as a function of cavitation number () with circular
cylinder model

Fig. 4 presents the test results from condenser microphone as functions of the
cavitation relative cavity length; Fig. 5 gives the values of acceleration meas-
urements and as a function of the cavitation number. Both cases are for a cir-
cular cylinder model. The ordinate carries the levels in dB. From the curves
in Fig. 5, the ones marked a were yielded by the acceleration measuring
heads placed on the persplex wall, the ones marked b were given by those
placed on the steel plate sidewall of the test section. The figure refers to the
fact that these two results are not essentially affected whether measured on
the persplex window, or on the steel plate. Namely, if we calculate the difference
in the peak values belonging to cavitation number a = 1,8 and the acceleration
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Fig. s. Acceleration level (n,r) as function of cavitation number (a) with circular cylinder
model

Fig. 7. Acceleration level (n,,) as function of relative cavity length (A) with circular cylinder
model
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level values of the basic a = 3,6 cavitation free flow, these show the following
values: with v = 11,85 m/s flow velocity A ngperspi. = 18 dB; A ngsteei = 16,5
dB and with v = 10,76 m/s flow velocity Ang perspi. = 17 dB, A ng steei
= 14 dB, respectively. With f — 12 000 Hz, the two resulting curves plotted
at the persplex window (a), and at the steel plate sidewall (Fig. 6) cover each
other. Owing to this essential coincidence, there will be no further reference
to the place of vibration measuring — with respect to the given test sections.

Fig. 8. Acceleration (JIn,,) and sound pressure level (/In;) differences as functions of relative
cavity length (/)

Fig. 7 contains the acceleration level values, again for a circular cylinder
model, as a function of the relative cavity length, at the chosen 3 frequency
values. It can be seen that the curves for the different frequency values are
similar in character and have a maximum. The place of the maximum is,
in accordance with the curves in Fig. 4 at 9= 1,5 relative cavity length.

In Fig. 8 the resulting curves of sound frequency test (curve marked p),
and acceleration measuring (curve marked g) are compared. The character
of the curves show a high degree of similarity, and it can also be seen that the
abscissa values of the peaks marking maximum values coincide well. The values
gained from acceleration measuring, owing to their greater differences, are
somewhat more characteristic and can be better evaluated.
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Fig. 9. Sound pressure level (Ip) as a function of the cavitation number (@), with a wedge
model

Fig. 10. Cavitation zone length (lz) as a function of the cavitation number (r/), with a wedge
model
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Our investigations extended to wedges with 30° and 60° vertex angles.
The results of tests made with a 30° vertex angle wedge are shown in
Fig. 9. Fig. 10 gives for this wedge the correlation lz(a). Fig. 11 shows the
curve np(d) for the 60°-wedge. The results correspond perfectly to the results
outlined earlier for the tests made with circular cylinder model.

Fig. 11. Sound pressure level (np) and erosion volume loss per unit time (A V) as a function
of relative cavity length (/.), with a wedge

IV. The results of cavitation erosion tests

The sound pressure level and the vibration acceleration level measure-
ments of the model tests yielded results which clearly show that for a definite
cavitation number value there is a definite value of sound pressure level and
acceleration level. Assuming that the sound energy is a proportional part of
the work causing material fatigue and damage, it can be expected that the
change of the intensity of the cavitation erosion as a function of the state of
cavitation, will also approach this character. To ascertain this fact, a lead
plate test piece was placed on the perpendicular sidewall of the test section
mentioned. In the tests made with circular cylinder, the flow velocity was kept
at constant value, the investigations were made with different cavity lengths,
i.e. the cavitation number was changed. The measurements yielded A G weight
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loss curves plotted against test time r (where A G is the weight loss in mgf-s
of the test piece subjected to erosion tests); from these curves of eroded vol-
umes perunittime A V = A G/(yr) for a definite (8000 mg) erosion weight loss
was calculated (where y is the specific weight of the test piece); this is shown
in Fig. 12. The curve plotted from the measurements and its similarity to the

Fig. 12. Erosion volume loss per unit time (AV) as a function of relative cavity length (A)
with circular cylinder

Fig. 13. Erosion weight loss (AG) as a function of test time (t), with a wedge model
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curves from the acceleration tests, further, the good coincidence of the peaks
showing maximum values corroborates our presumption of the correlation
between damage energy and eradiated vibration energy.

Since the correlation between the test results of sound pressure level
and acceleration caused by cavitation from a circular cylinder, and the inten-
sity of cavitation erosion yielded unequivocal and satisfactory results, the

Fig. 14. Volume loss per unit time (A V) as a function of relative cavity length (A), with cir-
cular cylinder model

aforementioned 60° vertex angle wedge was built into the test section to pro-
duce cavitation damage on lead plates. The cavitation conditions were selected
according to the earlier determined sound values. The results of the two meas-
urements (Fig. 13) were drawn on the np(jl) curve of Fig. 11. The result of
these two measurements — with respect to changes in the values of the sound
pressure level of the circular cylinder, as well as the change of the erosion
intensity as a function of the state of cavitation — is in good agreement with
the earlier results.

Shalnev [8] made tests on similar test sections also with lead test pieces
to determine the change of the erosion intensity as a function of the state
of cavitation. He made his experiments in the range of the critical Re number
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105< Re < 2,5 ¢ 10s. Asan example, one ofhis test results is shown in Fig. 14.
The character of the curves corresponds to our measurement results made in
the range above the critical Re number (Re > 2,5 ¢ 105; however, the place
of maximum appears somewhat displaced on the abscissa, at A= 3.

The test results refer to the fact that the place of the erosion intensity
maximum can be found at different states of cavitation depending on whether
the tests were made in the critical Re number range, or above it.

The above considerations corroborate our presumption that there is an
unequivocal correlation between the cavitation noise level arising in an
equipment and the intensity of the cavitation erosion.
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SCHALLSPEKTRUM DER KAVITATION UND DIE KAVITATIONSEROSION

J. VARGA und GY. SEBESTYEN

ZUSAMMENFASSUNG

In dem Aufsatz wird Uber die MeRergebnisse des Schalldruckniveaus und der Beschleuni-
gung der Kavitation berichtet, die in einem hydrodynamischen Kanal mit geschlossenem Kreis-
lauf mittels verschiedener Modelle (Kreiszylinder, Keil) hervorgerufen worden ist. Es werden
ferner die Zusammenhéange angegeben, die zwischen diesen Ergebnissen und dem Kavitations-
zustand und der Intensitdt der Kavitationserosion bestehen. Es wurde zwischen dem bei der
auf Grund der Untersuchungen bestimmten Frequenz gemessenen Schalldruck- und Beschleuni-
gungsniveau und dem Kavitationszustand ein eindeutiger Zusammenhang festgestellt. Es
wurde festgestellt, dal diese Kurven ein Maximum aufweisen, wobei die Stelle des Maximums
mit der Stelle des Maximums auf der Ergebniskurve zusammenféllt, die im Laufe der in den
verschiedenen Kavitationszustanden durchgefiihrten Zerstdrungsuntersuchungen erhalten
worden ist. Es wurde festgestellt, daR die Kavitationsschallniveauuntersuchungen zur Beur-
teilung der Kavitationsstromungsverhaltnisse ausgezeichnet geeignet sind und so geben sie
auch uber das AusmaR des zu erwartenden Erosionsschadens AufschluR.
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PROFIL DE BRUIT DE LA CAVITATION ET DESTRUCTION PAR CAVITATION

J. VARGA et GY. SEBESTYEN

RESUME

Les niveaux de pression acoustique et d’accélération dus a la cavitation engendrée par
différents modeéles (cylindre circulaire, coin) dans un canal hydrodynamique ont été mesurés
par les auteurs qui rendent compte de leurs résultats, ainsi que des relations que I’état
de cavitation et I'intensité de I’érosion par cavitation présentent avec ces derniers. Us ont
constaté unerelationunivoque entre lesniveaux de pression acoustique et d’accélération mesurés
a une fréquence déterminée et I’état de cavitation. Ces courbes ont des maxima dont le lieu
coincide au maximum des courbes obtenues aux examens destructifs faits a différents états
de cavitation. Ils ont constaté également que les examens du niveau de bruit de cavitation
permettent fort bien de juger des conditions (de service) de I’écoulement par cavitation et
escompter ainsi I'importance des dommages causés par |’érosion.

CMNEKTP KABUTAUMNOHHOIO WWYMA N KABUTAUMOHHOE PA3PYLLUEHWE

M, BAPTA u [b. WWEBEW THEH

PE3IOME

ABTOpbI 0ONVCLIBAKOT Pe3y/ibTaTbl MU3MEPEHUA YPOBHS 3BYKOBOMO [aB/ieHUS1 1 YCKOPEHUSI
KaBuTauun, BO36YXAEHHOW B IMAPOAMHAMUYECKMX KaHanax 3aMKHYTOro rnoTtoka pasiMyHbIX
Mogeneid (KpyroBoi UMAMHAP, KWH), a TakXke 3aBUCUMOCTU 3TUX Pe3y/ibTaToB OT KaBUTALMOH-
HOr0 COCTOSIHUA M MHTEHCMBHOCTU KaBWUTALMOHHOM 3po3uun. Bblna ycTaHOB/eHa sicHas 3aBu-
CUMOCTb MeXJy 3BYKOBbIM [JaB/IeHWEM, 3aMepeHHbIM MpPU 4acToTe OMnpefesieHHOW Ha OCHOBe
nccnefoBaHuiA, U YPOBHEM YCKOPEHUSI U KaBUTALUMOHHbLIM COCTOSIHMEM. Bblio yCTaHOBMEHO,
UYTO KPUBbIE MMEIOT MaKCUMYM, M YTO MECTO 3TOF0 MakKCc/MMyMa COBMajaeT ¢ MecTaMmy MakcuMyMa
Ha KPUWBbIX Pe3y/bTaToOB Pas/fIMYHbIX UCC/eA0BaHWUI pa3pyLUeHUs MPOBeAeHHbIX B pas/MyHbIX
COCTOSIHMAX KaBWTaUMW. Bblno Takxe ycTaHOB/IEHO, YTO WCCMe0BaHUSA YPOBHS KaBUTALMOH-
HOro LlymMa MOryT 6bITb YAOBNETBOPUTE/IbHO UCMO/b30BaHbl A5 OLEHKM YCN0BUI KaBUTaLMOH-
HOro noToka (MpPOM3BOACTBEHHOr0) W, TaKMM 06pas3oM, AaroT MHGopMaumio u 06 oxugaemorn
Mepe 3PO3UOHHBLIX MOTEPb.
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DER VORGANG DER WARMVERFORMUNG
DES KUPFERS BEI VERSCHIEDENEN
VERFORMUNGSGESCHWINDIGKEITEN

42. MITTEILUNG DER METALLURGISCHEN
ARBEITSGEMEINSCHAFT DER UNGARISCHEN AKADEMIE
DER WISSENSCHAFTEN, AN DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT
FUR SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC (UNGARN)

E. BELLA

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

J. GULYAS und S. JUHASZ
TECHNISCHE UNIVERSITAT FUR SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC (UNGARN)

[Eingegangen am 20. Juni, 1966]

Zur Erkenntnis der wahrend der Warmverformung des Kupfers entstehenden Erschei-
nungen wurden bei drei Verformungstemperaturen (500° C, 700° C, 900° C) und mit elf ver-
schiedenen Forméanderungsgeschwindigkeiten Stauchversuche durchgefiithrt. Aus den Ver-
suchsergebnissen wurden die Zusammenhéange fir die beim Stauchen entstehenden wahren
Spannungen und Gefligednderungen ermittelt. Auf Grund dieser Zusammenhé&nge lassen sich
die wesentlichen Unterschiede zwischen Warmverformung der Metalle und einer bei Werk-
stattemperatur durchgefiihrten plastischen Forméanderung mit darauffolgendem Gluhen gut
erkléaren.

I. Einflhrung

Der Vorgang der Warmverformung der Metalle ist heute noch nicht
vollig bekannt. Die stirmische Entwicklung der Technologie bei der Erzeugung
von Metallhalbfabrikaten und die Projektierung moderner Einrichtungen fir
die plastische Verformung bedingt eine stdndig wachsende Kenntnis der
Forméanderungsvorgdnge. Der Vorgang der Warmverformung ist besonders
kompliziert. Zur Erforschung dieses Vorganges haben mehrere Forscher in
den vergangenen zehn Jahren Versuche mit verschiedenen Verformungsarten
durchgefiuhrt [1—4]. Diese Versuche richteten sich im wesentlichen auf die
Prifung der Festigkeitsanderungen bei Warmverformung, aber sie erstreckten
sich nicht auf die Beobachtung der mit den Festigkeitsdnderungen eng zusam-
menhédngenden anderen Erscheinungen, z. B. Gefligednderungen. Die Ver-
fasser untersuchten in ihrer mehrjdhrigen Arbeit die Zusammenhénge der
wéhrend der Warmverformung des Kupfers auftretenden Erscheinungen
innerhalb grofer Bereiche der Formanderungsgeschwindigkeit.
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Il. Der Zweck der durchgefihrten Versuche

Die im folgenden kurz beschriebenen Versuche wurden zu dem Zwecke
durchgefiihrt, die Ausgestaltung eines einheitlichen Bildes uUber die Verhélt-
nisse bei der Warmverformung des Kupfers bei den verschiedenen Formé&nde-
rungsgeschwindigkeiten (1% sec-1 4- 15 000% sec-1) mittels Stauchung zu
ermdglichen. Es wurde angestrebt, dieses Bild so zu gestalten, daB es die
wdhrend der Verformung unmittelbar entstehenden Spannungen und die mit
diesen eng zusammenhdngenden Gefligednderungen, als Funktion verschiede-
ner Faktoren (Formé&nderung, Verformungstemperatur, und Formé&nderungs-
geschwindigkeit) darstellt.

I1l1. Versuchsdurchfihrung

Als Versuchswerkstoff wurde Elektrolytkupfer mit 99,94% Reinheits-
grad und einem Phosphorgehalt von 0,018% sowie den Ublichen Verunreini-
gungen verwendet. Das Gefiilge des Ausgangswerkstoffes wies eine KorngréfRe
von 0,045 4-0,05 mm auf. Die Proben wurden gestaucht, was den Verhdlt-
nissen der praktischen Verformungsverfahren am besten entspricht. Um von
der Verformungsart unabhdngige Ergebnisse zu erhalten, wurde ein einachsiger
Spannungszustand angestrebt, d. h., es muflte die Reibung an den Stirnflachen

ausgeschaltet werden. Dies wurde durch die Verwendung verschiedener — in
der Literatur bereits beschriebener — Glaspulver [1] als Schmiermittel
erreicht.

Die Versuche wurden bei den folgenden verdnderlichen Faktoren durch-
gefuhrt:

a) Stauchtemperatur,

b) Verformungsgrad,

¢) Forménderungsgeschwindigkeit,

d) Abkihlungsgescliwindigkeit nach der Stauchung.

Die Temperaturen der fur die Stauchung verwendeten Proben waren
500° C, 700° Cund 900° C. Die Erwdrmungszeiten wurden dabei je Temperatur
konstant gehalten. Der Verformungsgrad wurde von 10, bis 60% mit einer
Stufe von 5% gewdhlt, und zwar fiir alle elf Formanderungsgeschwindigkeiten
(Tafel I1). Die Formanderungsgeschwindigkeiten: 1 bis 9 wurden auf einer ent-
sprechend umgebauten Exzenterpresse erreicht, die Geschwindigkeiten 10
und 11 auf einem 840 mkp-Fallhammer (s. Bilder 1 und 2). Um den Einfluf
der Geschwindigkeit wéhrend der Warmverformung besser erkennen zu lassen,
mulite man eine stdndige Verformungsgeschwindigkeit anstreben (v = dH/di =
= const., stdindige Verformung in der Zeitenheit). Die Exzenterpresse mufte
hierzu in dem von Orowan vorgeschlagenen Plastometer [3] umgestaltet
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Tafel |

Die Werte der bei den Versuchen geeigneten Geschwindigkeiten

Geschwindigkeitsstufe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1

Geplante Form-

dnderungsgeschwin-

digkeit, O [%sec-1] 89 125 178 465 650 750 930 1040 1480 8000 15000
Tatsdchliche Form -

d&nderungsgeschwin-

digkeit, & [%sec~ *] 87 123 175 455 620 746 897 1000 1430 9300 16200
Durchschnittliche

Verformungs-

geschwindigkeiten,

V [mmsec-1] bei

Probekodrper

HO= 35 mm und

e = 60% Verfor-

mung 20 29 41 107 150 173 216 240 340 2200 3800

werden (Bild 3). Dem Verhéltnis v/H = const, entschprechend kann das Profil
der Plastometernockenscheibe nach der Gleichung der logarithmischen Spirale
gestaltet werden. Der wechselnde Profilradius, als Funktion der momentanen
Probekdrperhdhe ergibt sich aus dem folgenden Zusammenhang:

R = Ro+ [1 —exp (d <p/bi)],
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Bild 2. Stauchpresse fir die Versuche

wo RO den Grundradius, HO die urspriingliche Hohe des Probekdrpers, 6 die stdindige Form -
&nderungsgeschwindigkeit, 92 den momentanen Verdrehungswinkel des Radius und co die W in-
kelgeschwindigkeit bedeutet.

Es wurde bei der auf dem Fallhammer durchgefiihrten Verformung eine
stdndige Forménderungsgeschwindigkeit in dem MaRe angenahert, dall der
nachstehende Zusammenhang am Anfang und am Ende des Stauchvorganges
gleicherweise gliltig sein soll:

vL =
Hx “tf’

Dies wurde dadurch erreicht, dafl eine gréfere Energie als zur Verformung
des Probestiickes erforderlich ist, in dem Bar des Fallhammers gespeichert
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wurde. Dadurch wurde die Bargeschwindigkeit am Ende des Stauchvorganges
nicht auf Null, sondern auf die gewlinschte Geschwindigkeit (v2 vermindert,
und die UberfliBige Energie des Bares durch elastische Puffer verzehrt.

Die mdglich schnellste Abschreckung bezweckte eine Fixierung des
Gefliges der Probekoérper wéhrend der Verformung. Dies wurde durch Ver-
wendung einer zu diesem Zweck projektierten Federvorrichtung durchgefihrt,

Bild 3. Der Versuchsfallhammer

die unmittelbar nach der Stauchung die Probe in eine 10-prozentige Kochsalz-
I6sung automatisch hineingeschossen hat. In diesem Fall vergingen von der
Beendigung der Verformung bis zum Eintreffen in die Flissigkeit etwa 0,012
sec (Messung mit elektrischen Signalen). Um die Vorgénge nach der Verfor-
mung beobachten zu kénnen, wurde die andere Halfte der Proben an der Luft
abgekihlt.

Die bei der Stauchung entstehenden Krafte wurden mit Hilfe einer unter
die Stauchwerkzeuge zentrisch angebrachten MelRdose und eines darauf gekleb-
ten DehnungsmeRstreifens gemessen. Zur Schonung der MelRdose gegen lber-
méaRkige Erwdrmung diente eine gut isolierte Wasserkihlvorrichtung. Ferner
wurde der der Bewegung des Druckkopfes proportionale Weg mit einem Schiebe-
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widerstand als Spannungsteiler gemessen. Fiir eine Uberwachung der Geschwin-
digkeitsverhéltnisse wurden Zeitmarken wahrend des Stauchvorganges im
Registriergerat aufgetragen. Flr die Registrierung wurde ein Lichtsrahl-
oszillograf mit drei Schleifen bei Formanderungsgeschwindigkeiten 1+9, dage-
gen bei Geschwindigkeiten 10 + 11 ein Gleichstromoszillograf mit zwei Katoden-
strahlen (Duoscop) verwendet. Ein mit dem Katodenstrahloszillograf auf-
genommenes Oszillogram wurde im Bild 4 dargestellt.

Bild 4. Oszillogramm des auf dem Fallhammer durchgefiihrten Stauchens

IV. Auswertung der Versuchsdaten

1. Spannungsdnderungen

Die Auswertung der Krafteoszillogramme wurde so durchgefiihrt, dal
die den Formanderungen N1 H = 2,4,6,8 mm usw. entsprechenden Punkte
der Wegkurve auf die Kraftekurve projiziert wurden, und die zu ihnen geho-
renden Werte der Verformungskraft mittels der Eichkurve der MelRdose abge-
lesen wurden, Da die Probeform auch nach der Stauchung zylindrisch geblieben
ist, kann man den gedrickten Querschnitt aus der Konstanz des Volumens
berechnen:

FOHO

#1

wo Hj die momentane H6he, F, die gedrickte Flache in dem i-ten Zeitpunkt bedeutet.

Die momentane wahre Spannung (er,), die bei einachsigem Spannungs-
zustand die Verformungsfestigkeit (xiy bedeutet, wurde mit Hilfe der zu der
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Forménderung (A H) gehoérenden Kraft (P,) und des Querschnittes (Ft)
berechnet:

Aus den als Funktion der Zeit aufgenommenen Wegkurven wurden die Werte
der Forménderungsgeschwindigkeiten mit grafischem Differenzieren bestimmt
und kontrolliert. Die unter Berlicksichtigung aller angefiihrten EinfluBgréRen
konstruierten o' —e Kurven wurden fir Verformungstemperaturen und
Formanderungsgeschwindigkeiten in den Bildern 5, 6 und 7 veranschaulicht.
Zum Vergleich wurden auch die Spannungskurven der friiheren, mit geringeren
Formanderungsgeschwindigkeiten (d — 1% sec-1) durchgefihrten Versuche
mit 0 bezeichnet eingetragen. Die Versuchsergebnisse lassen sich kurz folgen-
dermaBen zusammenfassen:

a) Wirkung der Formanderung. Auf Grund der dargestellten Diagramme
4Rt es sich feststellen, dall die durch Stauchung bei einer gegebenen Tempe-
ratur und gleicher Formanderungsgeschwindigkeit entstehende wahre Span-
nung zuerst immer zunimmet, bis sie ein Spannungsmaximum erreicht. Nach der
Erreichung dieses Hochstwertes nimmt die Spannung wieder ab, oder sie
bleibt mit dem Forménderungswert unverandert. Die Stellen und Werte der
Spannungsmaxima hangen von der Verformungstemperatur und der Form-
anderungsgeschwindigkeit ab.

Bei der Verformungstemperatur 500° C ist kein Maximum innerhalb
des Bereiches der bei den Versuchen verwendeten Verformungsgrade zu
finden.

Bei der Verformungstemperatur 700° C liegen die Stellen des Maximums
bei den Geschwindigkeiten Nr. 1—11, zwischen den Forménderungswerten
e = 28 i- 50%.

Bei. der Verformungstemperatur 900° C sind die Maximalwerte zwischen
den Forménderungen e = 18 -4 38% zu finden.

b) Die Wirkung der Verformungstemperatur zeigt sich darin, daf mit
ihrer Zunahme die Absolutwerte der Spannungen bei allen Geschwindigkeiten
abnehmen. Die prozentuelle Abnahme nimmt mit erhdhter Verformung bei
konstanter Geschwindigkeit zu (Tafel 11). Die Verfestigungsféhigkeit (der'/de)
steigt mit der Abnahme der Verformungstemperatur, die anfdnglichen Strecken
der Spannungskurven sind steiler. Mit der Zunahme der Temperatur ver-
schieben sich die Stellen der Verfestigungsmaxima nach der Seite der gerin-
geren Formanderungen hin.

c) Die Forménderungsgeschwindigkeit hat eine der Verformungstempe-
ratur entgegengesetzte Wirkung, demnach steigen mit der Zunahme der
Geschwindigkeit die Spannungswerte bei allen drei Verformungstemperaturen
(Tafel 111). Die relative Zunahme der Spannungen ist der Erhéhung der Tem-
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Spezifische Formanderung/E"e/

Bild 5. Anderung der wahren Spannungen bei Verformungstemperatur von 500° ('

Verformungsiemperaiur 700°C

Bild 6. Anderung der wahren Spannungen bei Verformungstemperatur von 700" C
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10
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50 60

Spezifische Forménderung, £[%]

7. Anderung der wahren Spannungen bei Verformungstemperatur von 900° C

Die Wirkung der

500° C

a [kg/mm1]

9,2
12,2
13,6
14,7
16,1

9,7
13,5
16,0
17,6
19,4
11,6
15,2
17,2
19,1

21,8

Tafel 11

700° C
S
@ borma et
500° C
55 40
7,3 40
8,0 41
7,4 50
6,7 58
7,0 28
9,2 33
10,2 36
10,4 40
9,4 52
9,3 19,8
11,3 25,7
12,5 27,4
13,3 30,3
13,3 39,0

900° ¢

°r' [kg/mmZ

3,6
4,2
4,0
3,9
3,8
5,4
6,5
6,55
6,35
6,25
6,0
7,7
9,0
9,5
9,3

Spannungs-
abnahme [%)],
gegeniber
Wert bei
500° C

6i
66
71
73
76
44
52
59
64
68
48
49,4
47,7
50
55

Verformungstemperatur auf die Spannungsédnderungen

Forménderung
[%]

10
20
30
40
60
10
20
30
40
60
10
20
30
40
60
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peratur proportional, das heilst, die Wirkung der Geschwindigkeit auf die
Zunahme der Spannungen ist geringer. Unterhalb einer bestimmten Tempera-
tur bewirkt die Verformungsgeschwindigkeit keine betrachtliche Zunahme der
Spannungen (Bild 8). Diese Grenztemperatur ergibt sich durch Extrapolieren
zu einem Wert von 0,4 Tn (Tnist die Homologtemperatur), die ungefahr dem
unteren Grenzwert der Rekristallisationstemperatur des Kupfers entspricht.

Tafel 111

Die Wirkung der Forménderungsgeschwindigkeit auf die Spannungsénderungen

cesemuindigketien, inanme (], zananme (4]
for\éeu'n'gs_ Geschvt\:?r:digkeil Geschm?ﬁ:digken Formanderung

temperatur 9 im \iﬁrgleich 11 im ;/uergleich [%]
1 9 n Geschw:ilndigkeit Geschw;ndigkeit

9,2 9,5 11,6 5,5 22,2 10

12,2 13,5 15,2 10,7 12,6 20

500° C 13,6 16,0 17,2 17,6 7,5 30

14,7 17,6 19,1 20,0 8,5 40

16,1 19,4 21,8 20,5 12,3 60

55 7,0 9,3 27 33,0 10

7,3 9,2 11,3 26 22,8 20

700° C 8,0 10,2 12,5 28 22,6 30

7,4 10,4 13,3 40 28,0 40

6,7 9,4 13,3 40 41,5 60

3,6 5,4 6.0 50 11,2 10

4,2 6,5 7,7 55 18,5 20

900° C 4,0 6,55 9,0 64 37,4 30

3,9 6,35 9,5 63 41,8 40

3,8 6,25 9,3 65 44,0 60

2. Gefligednderungen

Die Gefiligeuntersuchung der gestauchten Probekorper wurde an Langs-
schnitten der Symmetrieachse entlang durchgefiihrt. Aus jedem Probekdrper
wurde ein Mikroschliff angefertigt, welcher mit 10%-iger Ammoniumpersulfat-
I6sung gedtzt wurde. Die KorngréRe wurde je Schliff durch Vergleich mit
den ASTM-Tafeln ermittelt. Die Feststellung der Gefligednderung konnte
durch sprunghafte Anderung (Abnahme) der KorngroRe erfolgen. Zwecks
besserer Erkenntnis des Vorganges der Warmverformung wurden auch die
Streckungswerte der Kristallite, wo es moglich war, geprift. Auf Grund der
Gefligeuntersuchungen lassen sich folgende SchluBRfolgerungen ziehen:

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 5, 1967



VORGANG DER WARMVERFORMUNG DES KUPFERS 407

Bei der Stauchung bei 500° C und den Geschwindigkeiten 1—9 war
keine Gefligednderung feststellbar, dagegen zeigte sich von einer Verformung
von etwa 40% an eine starke Streckung (Bild 9). Bei den Geschwindigkeiten
10 und 11 l4aRt sich von einer Verformung 40% an eine teilweise Rekristalli-
sierung auf den Korngrenzen beobachten (Bild 10). Das Geflige der an der
Luft abgekihlten Proben zeigt von der Verformungsgeschwindigkeit abhéngig
und ab etwa 154-20% Verformung eine steigende teilweise Rekristallisation,

Bild 8. Die Wirkung der Formé&nderungsgeschwindigkeit auf die Spannungszunahme als
Funktion der Homologtemperatur

die bei 60% und jeder Geschwindigkeit schon vollstandig wird (Bild 11).
Aus dem Vergleich der Spannungskurven bei der Verformungstemperatur von
500° C mit der Richtung der Gefiligednderungen ergibt sich, dafl das Gefiige
der Proben auch im warmen Zustand unverandert bleibt, obwohl bei groReren
Geschwindigkeiten eine teilweise Rekristallisierung in der Phase der Ver-
festigung bemarkbar ist. Diese Tatsache 1&4Bt sich dadurch erklaren, daB die
Verformungsdauer um GréBenordnungen kleiner ist als die Abkihlungsdauer,
die 0,7—0,8 sec betrug. In diesem Fall zeigt das Probegefiige einen wesentlich
spateren Zustand als die Gefiige der mit kleineren Geschwindigkeiten ver-
formten Probestiicke. Dieselbe Feststellung ist auch bei hoheren Verformungs-
temperaturen gultig.

Die Geflge der bei 700° Cverformten Proben waren von der Geschwindig-
keit und Verformung in ganz verschiedenerweise abhédngig. Von kleineren
Geschwindigkeiten (5—9) und 15% Verformung an erscheint eine teilweise
Rekristallisierung (Bild 12), die bei etwa 40% Verformung schon vollstandig
wird (Bild 13). Dieses Rekristallisationsbereich fallt anndhernd mit dem Ver-
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festigungsmaximum der Spannungskurven zusammen (Bild 14). Bei den
groBRten Geschwindigkeiten (10 —11) verschiebt sich dieses Bereich in Richtung
der kleineren Forménderungen hin, wobei das Geflugebild, infolge seiner ver-
héltnismalig langsamen Festsetzung, einen spéteren Zustand wiedergibt als
hei kleineren Geschwindigkeiten. Die Tatsache, daR bei einer Verformungs-
geschwindigkeit 11 ein 80%-iger rekristallisierter Anteil (Bild 15) schon bei
20% Forméanderung vorhanden ist, 4Bt sich mit der vorher geschilderten
Ursache erklaren.

Bild 9. Gefluge der Stauchung bei 500° C (Verformung: 48%, Formanderungsgeschwindigkeit:
620% sec” x, Abschreckung in Kochsalzlésung, VergroBerung: 50%)

Bild 10. Geflige der Stauchung bei 500° C (Verformung: 60%, Forménderungsgeschwindig-
keit: 16 200% sec-1, Abschreckung in Kochsalzlésung, VergroRerung 100 X)
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Bild 11. Geflige der Stauchung bei 500° C (Verformung: 60%, Formanderungsgeschwindig-
keit: 746% sec-1, Abklihlung in Luft, VergréBerung: 50 X)

Bild 12. Geflige der Stauchung bei 700° C (Verformung: 15%, Forméanderungsgeschwindig-
keit: 620% sec-1, Abschreckung in Kochsalzlésung, VergréBerung: 50 X)

Bild 13. Gefiige der Stauchung bei 700° C (Verformung: 48%, Formé&nderungsgeschwindig-
keit; 620% sec-1, Abschreckung in Kochsalzlésung, VergroRerung: 50 x)
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Wahrend des bei 900° C durchgefuhrten Stauchens ergab sich eine so
grole Rekristallisierungsgeschwindigkeit, daB schon vor dem Spannungs-
maximum eine vollstandige Rekristallisierung vor sich geht. Die von der Ver-
formung bis zur vollstandigen Abkihlung vergangene Zeit war langer als die
Zeit der bei 500° Cund 700° C gestauchten Proben. Dagegen blieb das Geflige
der zu 10% verformten Probe bei kleineren Geschwindigkeiten noch unver-
adndert (Bild 16), sogar bei den groRten Verformungsgeschwindigkeiten ergab
sich nur eine teilweise Rekristallisation.
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Bild 14. Anderung der wahren Spannung und des rekristallisierten Anteiles bei 700° C
(Forméanderungsgeschwindigkeit: 620% sec* 1 und 1430% sec-1)

Die Ergebnisse der Gefligednderungen wurden in Abh&ngigkeit von den
Verformungsgeschwindigkeiten und Stauchtemperaturen im Bild 17 zusam-
mengefaft.

V. Theoretische Analyse der Ergebnisse

Die oben geschilderten Erscheinungen, sowohl die Spannungsanderungen
als auch die Gefiligednderungen, sind die Folgen des komplizierten VVorganges
der Warmverformung. Die wichtigste Konsequenz der Wirkung der Warm-
verformung ist die Tatsache, dall die Spannungswerte, auch in dem Verfesti-
gungsbereich, immer geringer sind als hei dem kaltverformten Metall. In diesem
erhitzten Zustand vermehren sich namlich die Gleitflaichen je nach der Hohe
der Temperatur, wodurch die Verformung geférdert und die Folge der Form-
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VORGANG DER WARMVERFORMUNG DES KUPFERS 411

adnderung — die Verfestigung — verringert wird. Mit dem Fortschritt der
Translation jedoch &ndert sich die durch Bewegung, Entstehung und Ver-
dichtung der Dislokationen sowie durch Verzerrung der Atomgitter bedingte
Spannungssteigerung auch durch die diffusionsbedingte Wanderung der dislo-
zierten Atome zu den energiearmeren Stellen und freien Gitterstellen. Demnach
entsteht der wahrend des Vorganges gegebene Zustand des Werkstoffes in
erster Linie als Funktion der Fléhe der Temperatur und der durchgefiihrten
Forméanderung. AuBerdem hat die Formanderungsgeschwindigkeit, d. h. der
Zeitraum, binnen dessen die Formanderung vor sich geht, einen entscheidenden

Bild 15. Geflige der Stauchung bei 700° C (Verformung: 20%, Forméanderungsgeschwindig-
keit: 16 200% sec-1, Abschreckung in Kochsalzlésung, VergroBerung: 100 X)

Bild 16. Geflige der Stauchung bei 900° C (Verformung: 10%, Formé&nderungsgeschwindig-
keit: 620% sec-1, Abschreckung in Kochsalzlésung, Vergroferung: 50 X)
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EinfluB. Wenn die fur die Diffusionsbewegung der dislozierten Atome und
die Entstehung sowie das Wachstum neuer Kristallkeime notwendige Zeit
die Verformungsdauer nicht berschreitet, dann hat die Geschwindigkeit einen
bedeutenden EinfluR. Bei einer Stauchung bei 500° C erscheinen bei den
geringen Formanderungen der Versuchsreihe verzerrte Zwillingsebenen sowie
eine mit der Steigerung der Forméanderung zunehmende Streckung. Bei dieser
niedrigen Temperatur und wéhrend der durch die versuchten Forméanderungs-
geschwindigkeiten bedingten Forménderungsdauer liegen ndmlich noch nicht
solche Bedingungen fur Keimbildung und Wachstum vor, dal§ sich eine wachs-
tumsfahige GroRwinkeinkorngrenze und demnach ein neues Gefiige bilden
kdnnte.

Bild 17. Gefligednderungen als Funktion der Temperatur und Formédnderungsgeschwindigkeit

Beim Stauchen bei 700° C konnte man bei den Maxima der Spannungs-
kurven auch bei geringen Formanderungen eine teilweise Rekristallisierung
feststellen, obwohl auf diesem Abschnitt die gemessene Spannung der Probe-
kdrper zunimmt. Dies 148t sich mit den verschiedenen Lagen der Kristallite
des Probekdrpers im Verhaltnis zur Richtung der Verformungskraft und dem-
nach mit ihrer verschiedenen Beanspruchung erklaren. Es ergibt sich namlich,
daf in den Kristalliten, in denen die entstandene Spannung den fir den Beginn
der Keimbildung und die Ausbildung der entsprechenden Dislokationswolke
notigen Wert erreicht oder lberschreitet, die Bildung neuer Keime bzw. die
Rekristallisierung beginnt. Im Gesamtraum des Probekdérpers steigt jedoch
die Resultierende aller in den einzelnen Kristalliten entstandenen Spannungen
durch die weitere Verformung der weniger verformten Kristalle sowie der
schon rekristallisierten Kérner bei der Erhéhung des MaRes der Verformung
weiter. Demnach ergibt sich eine mehrfache Umformung und Gefligednde-
rung, wodurch tber einer bestimmten Forméanderung eine Kornverfeinerung

bewirkt wird.
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VORGANG DER WARMVERFORMUNG DES KUPFERS 413

Bei der Stauchung bei 900° C kann man &hnliche Erscheinungen fest-
stellen wie hei 700° C.

Zusammenfassend laRt sich feststellen, daf im Hinblick auf die gleich-
zeitige Wirkung der plastischen Verformung und des gegliihten Zustandes
des Werkstoffes sowie auf die durch die Forménderungsgeschwindigkeit
bestimmte Zeitdauer beim Warmstauchen die Spannungsverteilung beziglich
der Spannungswerte bei allen versuchten Verformungstemperaturen, im Cha-
rakter aber nur bei den héheren Temperaturen wesentlich verschieden von der
hei Werkstattemperatur durchgefuhrten Stauchung ist. Das Bild der Geflige-
anderungen ist gleichfalls verschieden von den Folgen einer bei Werkstatt-
temperatur durchgefiihrten Stauchung mit darauffolgender Gliihung.

SCHRIFTTUM

1. Atder, |. F.—Phillips, V. A.: The effect of strain rate and temperature on the resistance
of aluminium, copper and steel to compression. Journal of the Institute of Metals
(1954), XI.

2. Zlotin, L. B.—Berman, Sz. I.: Protnostnie charakteristiki medji pri dinamitscheskich
ispitaniiach w oblasti sarekristallisazionnich temperatur (1961).

3. Orowan, e.: B.I.S. R. A. Restricted Report (M W /.F/22/50), 1950.

4. Hardwich, D.—Tegart, Me. G.—Rossard, C.—Blain, P.: Observations sur la déforma-
tion de rahiminium et du cuivre par torsion aux temperatures élevées. Département
de Métallurgie de FUniversité de Sheffield, Angleterre et Institut des Recherches de la
Sidérurgie Saint-Germain-en-Laye, 1961.

5. Bella, E..: Warmstauchversuche mit Kupfer bei kleinen Formé&nderungsgeschwindigkeiten.
Acta Techn. Hung. 32 (1961), 221 —246.

6. Bella, E.—Gulyas, J.: Warmstauchversuche mit Kupfer bei mittleren Forméanderungs-
geschwindigkeiten. 1964. Acia Techn. Hung. 48 (1964), 3—4.

PROCESS OF HOT FORMING OF RED COPPER AT DIFFERENT FORMING SPEEDS

BELLA, E., GULYAS, J. «nd JUHASZ, S.

SUMMARY

For making clear the processes taking place at hot working of red copper, authors
executed gathering tests at 11 different deformation speeds and at three forming temperatures
(at 500, 700 and 900 centigrades). From the measurement results gained from these tests the
relations between the real stresses induced by the gathering and the changes of the struc-
ture of the material are determined. On the basis of the revealed dependences the essential dif-
ferences between the processes taking place in the metal first cold-worked, thereupon warmed
up, and those taking place at hot forming can be established.
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LES PROCESSUS DE FACONNAGE A CHAUD DU CUIVRE ROUGE
A VITESSES DE FACONNAGE DIFFERENTES

E. BELLA, — J. GULYAS, — S. JUHASZ,

RESUME

Pour éclaircir les processus se déroulant au fagonnage & chaud du cuivre, les auteurs
ont effectué des essais de gonflement a onze vitesses de déformation différentes et a trois
températures de fagonnage (500° C, 700° C et 900° C). A partir des résultats de mesure obtenus
au cours des essais, on a établi les relations entre les contraintes réelles provoquées par le
gonflement et les changements de structure du métal. Partant des relations relevées, on peut
établir les différences essentielles entre les processus ayant lieu dans le métal faconné a froid,
puis chauffé, et ceux qui se déroulent au cours du fagconnage a chaud.

MPOLLECC MPOTEKAHWA TOPAYEW OBPABOTKW MEAW MPU PA3NNYHbIX
CKOPOCTAX OBPABOTKU

3. BENNA, N. TYALW u W. FOXAC

PE3IOME

B unHTepecax ycTaHOBMEHMA SBMEHWIA, BO3HUKAWOWMA Npu ropsdeii 06paboTke meaw,
npu Tpex pasnn4yHbIX TemnepaTypax o06pa6oTku (500° C, 700° C n 900° C) n oguHHaguaTw
pas3NNYHbIX CKOPOCTSX 06paboTKM 6blAvM Npou3BefeHbl UCMbITaHUST OCaXuBaHWeM. Ha ocHoBe
pe3ynbTaTOB WCMbITaHUA YCTAHOB/IEHbI 3aBUCUMOCTM /1 BO3HMKAOLWMX NPU OCAXMBAHUU
[eACTBUTENbHbIX HAMPSHKEHUA 1N N3MEHEHUI CTPYKTYpbl. Ha 0CHOBe 3TUX 3aBUCUMOCTEN MOXHO
YLOBNETBOPUTENIbHO OOBSICHUTL 3HAYMTENbHbIE OTK/IOHEHWS Mexay ropsideli o6paboTKoii

MeTanfoB M MnnacTuyeckoli fedopMaLneil npy LEexoBoli TemnepaType C MOCMEAYIOWMM Harpe-
BOM.
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DER EINFLUSS DER RUNDLAUFGENAUIGKEIT
DES FRASERS AUF DIE PRODUKTIVITAT
UND DIE WERKZEUGKOSTEN BEIM FRASEN

A. HORNUNG
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

[Eingegangen am 9. August, 1966]

Die Rundlaufgenauigkeit des Frédsers hat einen sehr betrdchtlichen EinfluR auf die
Produktivitat und die Werkzeugkosten, besonders beim Walzenfrdsen. Es wird durch ein
praktisches Beispiel zahlenm&Rig vorgefihrt, daR die Maschinenhauptzeitdes Form frdsers beiun-
ter den angenommenen Bedingungen mit0,2 mm Schlag laufendem Frdser mit35% vermindert,
und die Werkzeugkosten aufdas 2,67-fache erhéhtwerden. Nachdem sich viele unrundlaufenden
Fréaser in den Betrieben befinden, es folgt aus dem obigen, daR es der Mihe wert ist, dem
genauen Rundlauf des Frdsers die bendtigte Sorgfalt zu widmen. Dadurch kaun man die
Produktivitat der Frasarbeit ungefdhr um 20% vergréBern und die Werkzeugkosten auf die
Haélfte vermindern.

Der Fraser ist ein Zerspanungswerkzeug mit mehreren Schneiden, dem-
zufolge gute Frésarbeit mit groRer Produktivitat nur dann erzielt werden kann,
wenn alle Fraserzdhne mit gleichméRiger Belastung arbeiten. Das heif3t, die
wichtigste Bedingung des produktiven Frasens ist der méglichst genaue Rund-
lauf des Frasers. In diesem Falle arbeiten die Fréserzdhne mit gleicher Span-
dicke, also mit gleicher Belastung.

Bei einigen Betrieben herrscht die Auffassung, dal} die praktisch erreich-
bare Rundlaufgenauigkeit des Frasers auch einige zehntel mm erreichen kann.
Dagegen wo die Rundlaufgenauigkeit streng genommen wird, dort laufen
die Fréaser hochtens mit 0,014-0,015 mm Schlag.

Mit einem Beispiel ist es leicht zu beweisen, daR es sich sehr belohnt,
die Fréser mit hoher Rundlaufgenauigkeit arbeiten zu lassen. Da mufl man
voraussetzen, dafl die Fiinhaltung der Rundlaufgenauigkeit besonders bei
walzenfrésartigen Arbeiten wichtig ist, weil man da durchschnittlich mit viel
kleineren Spandicken arbeitet, als beim Stirnfrasen.

Beim Walzenfrésen verandert sich oft die Spandicke der einzelnen Fréser-
zéhne sogar mit kleineren Schldagen betrachtlich, und dies beeinflufRt die Pro-
duktivitdt der Arbeit und vermindert auch die Standzeit des Frasers auf einen
Bruchteil derselben.

Beim Stirnfrasen beeinfluBt der Radialschlag auch die Veranderung
der Spandicke der einzelnen Zahne. Aber dabei arbeitet man mit einer 10—20-
fach groéferen mittleren Spandicke als beim Walzenfrésen, so dal hier nur
der grobere Schlagfehler dit; Produktivitat beeinfluBt. Der Axialschlag beein-
fluBt dagegen die Oberflachengite betrachtlich.
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Die Verhdltnisse des unrundlaufenden Fréasers kénnen wir dann genau
beurteilen, wenn wir die Veranderung der Zerspanungskréfte und die Standzeit
durch ein praktisches Beispiel zahlenmé&Big bestimmen. Unser Beispiel wurde
fur Formfrasen ausgearbeitet, weil man da mit niedrigem Vorschub je Zahn
arbeitet, und die durch den Schlag beeinflulte Verédnderung der Spandicke
ziemlich groR wird.

Wir wéhlen zwecks Erleichterung des Berechnens einen konvexen
Rundformfraser. Fraserdurchmesser D — 60 mm, Halbmesser des Kreis-
bogens r — 6 mm, Zahnezahl z = 12. Mit diesem Fraser wollen wir in einem

Bild 1. Ausfrasender Querschnitt

flachen Werkstiick eine gerade Kreishogen-Nute mit a = 4 mm Spantiefe
frasen. Der zerspante Querschnitt wird folglich ein Kreisabschnitt sein mit
einer Breite b, Bild 1, welche durch den Halbwinkel od2 bestimmbar ist.
Dieser Halbwinkel liegt in einer Ebene, welche senkrecht zur bearbeitenden
Oberflache steht. Die Drehachse des Frésers liegt auch in dieser Ebene. Dabei
gehort zu dem Halbwinkel oc/2 der Bogenwinkel ¢ = 0, Bild 2. In diesem Falle
verkleinert sich ndmlich die Frasbreite bx mit zunehmendem Bogenwinkel.
mDer Bogen i gehort zur Frésbreite b, und der momentane Bogen ix
gehdrt zu einer momentanen Frésbreite bx mit einem Bogenwinkel ox.

Die Frasbreite bist in unserem Beispiel: cosoc2 = (r —a)/fr= (6 —4)/6 =
= 1/3 und o2= 70,6°, d.h. @= 1412° b= 2rsina/2 = 120,942 =
= 11,3 mm.

Der zerspante Querschnitt d. h. Kreisabschnitt ist

_ r-1oc 71

—sina 18, 141.2n

= 0,627 = 33,1 mm2
2\ 180 \ 180

Die Bogenldnge des Kreisabschnittes ist

Nehmen wir in unserem Beispiel den Vorschub je Zahn sz= 0,05 mm
und die Schnittgeschwindigkeit fiir den bearbeitenden Stahl von as — 75
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EINFLUSS DEK RUNDLAUFGENAUIGKEIT DES FRASERS 417

kp/mm2 Zerreilfestigkeit v = 16 m/min. Dies entspricht einer Umdrehungszahl
n = 84,4/min. Die einstellbare Umdrehungszahl der Frasmaschine ist 88/min,
welche einer Schnittgeschwindigkeit von v = 16,6 m/min entspricht.

Der Vorschub pro Minute wird daher: S = s2zn = 0,05 « 12 <88 = 52,6
mm/min.

Die mittlere Spandicke in der Mittelebene des Frasers ist

Bild 2. Die Parameter des Spanes

Der Bogenwinkel wéhrend dessen ein Fréserzahn arbeitet, wird mit dem
Bogenhalbwinkel berechnet

a
cp/2 N— = 0,258; 92=15°; 9= 30°
P 5 50 <l P

Die Zerspanungskraft des Fraserzahnes kann mit Hilfe der mittleren
Spandicke bestimmt werden. Aber die vorher berechnete mittlere Spandickc
hm gehdrt zu der Spantiefe a = 4 mm in der Mittelebene des Frasers. So beginnt
die Zerspanung jetzt in einer Bogenlange i = 14,8 mm, welche zu einer Frés-
breite b = 11,3 mm mit einer Spandicke h — 0 gehort. In diesem Moment
ist auch der Bogenwinkel 9= 0. Die momentane mittlere Spandicke hx kann
wie folgt bestimmt werden:

bx
ax= —nxmm.
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Hier bedeutet:

bx die momentane Frasbreite;
ix die momentane Bogenldnge;
hx die momentane mittlere Spandicke in der Mittelebene.

In diesem Falle entspricht die momentane Spanform der Spanform des
Stirnfrasens. Hiebei erhalten wir aber eine Abweichung; nadmlich die mittlere
Spandicke verandert sich in der Mittelebene des Frasers. Im Falle des Stirn-
frasens, wenn der Einstellwinkel k — 90° ist, ist dieser Wert konstant und ent-
spricht dem Vorschub je Zahn: s2

Die momentane spezifische Schnittkraft kx kann mit Hilfe der momen-
tanen mittleren Spandicke hx bestimmt werden. Der momentane Spanquer-
schnitt gx multipliziert mit der momentanen spezifischen Schnittkraft kx gibt
die momentane Zerspanungskraft Px

Aus dem Vorangehenden ist es ersichtlich, daB die momentane Span-
dicke und der momentane Spanquerschnitt einerseits von dem momentanen
Bogenwinkel ¢x und andererseits von dem momentanen Winkel a2 abhéangt.
Dieser letztere Winkel bestimmt die momentane Frésbreite bx. Wir wollen
diese zwei Veranderliche gx und ax2 auf eine einzige Veranderliche, und zwar
auf (px beschrédnken, damit wir die Veranderung der Zerspanungskréfte als
Funktion des Verdrehwinkels des Frasers erhalten kdnnen.

Zu diesem Zweck kdnnen wir die folgenden Zusammenhénge mit Hilfe
der Bezeichnungen des Bildes 2 anschreiben:

(R bedeutet den Halbmesser des Frasers).

Aus diesen zwei Gleichungen ergibt sich cos acj2 als Funktion von
Cos (px:
rcos(x —R cOS(px + R —a

r cos (px

cos ax/2 =

Nachher kann man mit den allgemein gebrduchlichen Formeln die Ver-
adnderung der Umfangskraft (Zerspanungskraft) fiir einen Zahn bestimmen.
Durch diese Formeln berechnen wir die einzelnen Werte der Umfangskraft
fur einen Zahn. Diese sind in Tafel 1 zusammengestellt.

Far die Berechnung der Werte in Tafel | braucht man die folgenden
Formeln:

Momentane Fréasbreite: bx = 2rsin @/2 mm;

Momentane Spandicke in der Mittelebene des Frasers:

hx = szsin (xmm ;
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EINFLUSS DER RUNDLAUFGENAUIGKEIT DES FRASERS 419

Tafel |

Die Werte der Verdnderungen der auf einem Fréaserzahn auftretenden Umfangskraft
mit den fur die Berechnung ndtigen Detaildaten

@ sn@x s omax2 o snax2 (K, om0 [m% (] [kp/iﬁnszJ [E,;(]
0 0 1,0 0,333 70,6 0944 11,3 148 0 0 0 00 0
3 00698 0,9986 0,351 695 0,936 11,3 14,5 10,0034 0,0027 0,031 865 26,7
6 0,1045 0,9945 0,364 68,7 0932 11,3 143 0,0052 0,0041 0,047 765 35,8
9 0,564 0,9877 0,391 678 0,920 112 141 0,0078 0,0062 0,069 705 48,8

12 0,2079 09781 0,437 642 0901 108 134 0,0104 0,0084 0,091 675 61,3
15 0,2588 0,9659 0,482 61,2 0876 105 12,8 10,0129 0,0106 0,110 646 71,2
18 0,309 09510 05562 558 0827 99 116 00154 00132 0131 616 80,8
21 10,3584 09336 0625 514 0780 94 10,7 10,0179 0,0156 0,168 594 100
24 0,407 09135 0,747 418 0667 8,0 8,7 10,0204 0,0186 0,163 570 93
27 0454 0891 0870 295 0,492 59 6,2 0,0227 0,0218 0,134 546 73
30 0500 0866 1,0 0 0 0 0 0,025 0025 0 0 0

momentaner Spankreisbogen:

momentane mittlere Spandicke:

hx — hxﬂ( mm .

Zu der momentanen spezifischen Schnittkraft kx gehort der Wert hx;
bei einem Stahl von ZerreilRfestigkeit a8 = 75 kg/mm2 geméafl der Versuche
des Verfassers ergibt sich:

K 246 kp/mm?2.

|fTM

Momentaner Spannquerschnitt: gx = bxhx = ixhx mm2

momentane Umfangskraft fir einen Zahn: Px = kxgx kp.

Nachdem die momentane Umfangskraft fiir einen Zahn eine Funktion
von der 3 Verédnderlichen ist, kdnnen wir die groBte Umfangskraft mit ein-
fachen Maximum-Minimum-Verfahren nicht bestimmen. Da auBer der groRten
Umfangskraft der Verlauf der Kraftverdnderung auch wichtig ist, so scheint
es am zweckmafigsten, die Werte der Umfangskraft fir jeden 3° Bogenwinkel
zu berechnen. Unsere Untersuchungen werden wir in zwei Schritten ausfiihren.

Im ersten Schritt wird angenommen, daB der Frdser ohne Rundlauf-
fehler arbeitet und alle Zahne gleichmaRig belastet sind. Nachher beschaftigen
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420 A HORNUNG

wir uns im zweiten Schritt mit den Abweichungen der Belastungen der Fraser-
zdhne, d. h. mit dem Falle, in welchem der Fraser mit Rundlauffehler lauft.

Die Veranderung der Umfangskraft gibt ein sehr interessantes Bild,
wie das Bild 3 zeigt. Die Umfangskraft steigt am Anfang und bei {x — 21°
erreicht sie einen maximalen Wert. Von hier sinkt die Umfangskraft steil und
ist bei gx =30° wieder gleich null.

Bild 3. Die Verdnderung der Umfangskraft als Funktion des Verdrehwinkeis des Frédsers fir
alle 12 Frdserzdhne bei genaulaufendem und unrundlaufendem Fréaser

Die mittlere Umfangskraft fiir einen Zahn kann man von der Arbeits-
flache des Diagramms bestimmen, und zwar Pm= 60,1 kp, die rund 60%
der grofRten Umfangskraft Pmex = 100 kp betréagt.

Nachdem der Bindungsfaktor ip = <6 = 1 ist, betragt die als konstant
annehmbare mittlere Umfangskraft des Frasers PPm =ipPm= 60,1 kp. (6 ist
der Zahnteilungswinkel des Frésers.) Dadurch kdénnen wir die mittlere Zer-
spanungsleistung Nm bestimmen, und zwar:

Nm= ljaL PS= 6U '"1W 0,222 PS.
4500 4500

Die momentan auftretende maximale Zerspanungsleistung ist bei der
maximalen Umfangskraft P mexi

Pmax» ps_ HOP'IM

= 0,369 PS,
4500 4500

es ist also um 66% groRer als der mittlere Wert.
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EINFLUSS DER RUNDLAUFGENAUIGKEIT DES FRASERS 421

Nachher untersuchen wir die Veranderung der Umfangskréfte der 12 Fra-
serzahne. Sollte der Fraser mit einer Excentrizitat Q= 0,1 mm laufen, so wird
der Schlag 0,2 mm. Die Folge dieses Unrundlaufens wird sein, dafl die Vor-
schibe wahrend einer Fraserumdrehung sich je Zahn verédndern. Der Vor-
schub je Fraserumdrehung bleibt su= sz = 0,05 «12 = 0,6 mm/Uindr.
unveréndert. Der Vorschub je Zahn wird aber bei manchen Z&hnen vergrofert,
aber bei anderen vermindert; Dies kann derart aufgefaBt werden, dafl der
Vorschub je Zahn bei den einzelnen Zahnen durch einen Kurbeltrieb von
p = 01, mm mit unendlicher Schubstange beeinfluBRt wird.

Bild 4. Die Positionen der Frédserzahne bei unrundlaufendem Fréser

Zur Vereinfachung des Berechnens vernachldssigen wir jenen Umstand,
dall die Spantiefc a wéhrend einer Fraserumdrehung sich auch um 20,1 mm
verandert. Dies beeinflufSt die Spantiefe nur um +2,5%.

Das Unrundlaufen des Frasers ergibt, dal die Achse des Frasers eine
Kreisbewegung mit g = 0,1 mm Halbmesser ausfihrt, Bild 4.

Die Umfangsgeschwindigkeit der Kreisbewegung von Q= 0,1 mm Exzen-
trizitdt ist: vs= 2a1n = 2 «0,1n 8 = 553 mm/min. Aber der Vorschub
je Zahn wird nur durch die waagerechte Komponente dieser Umfangsgeschwin-
digkeit beeinfluBt. Nachdem die einzelnen Fraserzahne auf einem Bogenwinkel
von (p = 30° arbeiten, so fallt auf einen Zahn ein Kreisbogen:

s' = = = 0,0524mm ,
nz 8812

die waagerechte Komponente dieses Wertes verandert den Vorschub je Zahn.
Der Geschwindigkeitsvektor wird sich in diesem Falle der Sinuskurve gemaf
veréndern.

Aus dem Bilde 4 ist es ersichtlich, dall die grofRte Umfangskraft an den-
jenigen Zahn auftritt, welcher dann arbeitet, wenn die Fréserachse sich von
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Position 11 bis 111 bewegt. Dieser Zahn wird dann zu arbeiten beginnen,
wenn dieser in Position 111 ist, und seine Zerspanungsarbeit in Position 1V
beendet. Mit anderen Worten wird dieser Zahn bei Yerdrehwinkel des Frésers
cp' = 60° arbeiten zu beginnen und seine Arbeit bei ¢ = 90° beenden.

Die Verdnderung der Umfangskraft P x des mit Maximalbelastung arbei-
tenden Zahnes wird auch fir je 3° berechnet, beginnend von ¢ = 60° bis
Ende von ¢ — 90°. Tafel | zeigt, daB die groRte Umfangskraft bei gx = 21°
auftritt, infolgedessen ist die groRte Umfangskraft dieses Zahnes bei ¢p = 81°
(siehe Tafel I1).

Tafel 11

Die Werte der Veranderungen der auf dem Fraserzahn von Position 11 auftretenden
Umfangskraft als Funktion des Fraserverdrehwinkels bei mit 0,2 mm Schlag arbeitendem
Fréaser, sz= 0,1018 mm

- <F hx [ fx [ qx[ﬁ,{"éhx kx [kp/mmd] ox [kl
60 0 0 0 0 - 0
63 3 0,00712 0,00554 0,0628 740 46,4
66 6 0,01065 0,00840 0,0953 675 64,5
69 9 0,0159 0,0126 0,141 621 88,0
72 12 0,0213 0,0172 0,185 580 107
75 15 0,0264 0,0216 0,224 555 124
78 18 0,0315 0,0269 0,267 530 141
81 21 0,0365 0,0317 0,345 511 176
84 24 0,0415 0,0380 0,333 492 165
87 27 0,0463 0,0445 0,274 467 128
90 30 0 0 0 0 0

Bei der Berechnung fiihren wir eine Vereinfachung ein. Namlich der
Geschwindigkeitsvektor verdndert sich stdndig, aber diese Verdnderung ist
zwischen ¢ = 63° und c¢p = 87° gering, so daR wir mit konstanter Vorschub-
veranderung kalkulieren kénnen. Der Vorschub je Zahn wird bei c¢p = 81°
s'= sz+ sx— 0,05 -j- sin 81°s’ = 0,05 -j- 0,988 - 0,0524 = 0,1018 mm sein.

Die Umfangskraftist bei g = 63° noch gering, bei g = 69° ist sz -j- sx =
= 0,05 f-sin69°s' = 0,05 + 0,934 *0,0524 = 0,099 mm. Die ganze Diffe-
renz ist 0,1018 — 0,099 = 0,0028 mm, also nur 2%, und damit ist die Richtig-
keit der eingefihrten Vereinfachung bewiesen. Dieses 2% kompensiert die
VergroRerung der Spantiefe in dieser Position, welche VergréRerung bei der
friheren Berechnung vernachlaBigt wurde.

Die Werte der Umfangskraftverdnderung des Fréaserzahnes mit gréfter
Belastung sind in der Tafel Il angegeben. Diese Werte sind mit gestrichelter
Linie auch in Bild 3 eingetragen.
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Es sei erwahnt, dal der genaue Wert der Umfangskraft bei < = 69°
auch berechnet wurde, welcher Px = 86 kp betrégt, anstatt des in der Tafel 11
angegebenen Wertes von Px = 88 kp. Die Differenz, d. h. Mehrumfangskraft
tritt infolge der VergréRerung der Spantiefe von 4 mm auf 4,1 auf.

Aus diesem und den in Tafel | angegebenen Werten sowie aus den Dia-
grammen ist zu ersehen, dalR die Charakter der Umfangskraftveranderungen
dhnlich sind. In dem Folgenden geniigt es, die groten Belastungen der ein-
zelnen Zéhne auszurechnen. Die ausgerechneten groBten Werte der einzelnen
Zahnbelastungen sind in der Tafel 111 angegeben, und der Ablauf der Umfangs-
kraftveranderungen ist fir alle 12 Zahne in Bild 3 mit gestrichelter Linien

auch angefihrt.
Tafel 111

Die Bestimmungen der groBten Umfangskrafte des mit Schlag 0,2 mm arbeitenden
Frasers in den einzelnen Zahnpositionen, bx = 9,35 mm

hx =

hi =

Zahn- . = t=

position ™ sin - SSXSH © s _[n?tm; ¥ g [?Ti\r:nilo 0?;;; x [mrT?ZFJ,H [kp/kr;m]z ;ﬁlm

| 21 0,358 0,0188 0,0689 0,0247 0,0216 0,230 553 127

7 51 0,777 0,0406 0,0906 0,0325 0,0285 0,304 523 159

hi 8l 0,988 0,0518 0,1018 0,0365 0,0320 0,345 511 176

\Y 111 0,934 0,049 0,099 0,0356 0,0313 0,293 512 150

\Y/ 141 0,629 0,033 0,083 0,0298 0,0262 0,245 531 130

\4 171 0,156 0,0082 0,0582 0,0209 0,0184 0,196 575 112
VII 201 —0,358 -0,0188 0,0312 0,012 0,0105 0,097 644 62,4
VI 231 -0,777 —0,0406 0,0094 0,00034 0,0003 0,0032 1390 44

1X 261 —0,988 —0,0518 -0,0018 O 0 0 oo 0
X 291 -0,934 —0,049 0,001 0,00036 0,0003 0,0034 1350 4,5
XI 321 -0,629  —0,033 0,017 0,0061  0,0054 0,057 746 42,1
X1l 351 -0,156  —0,0087 0,0418 0,0152 10,0132 0,123 616 76,0

Vom Diagramm des Bildes 3 sehen wir, dall die Umfangskréfte bei Zahnen
von Positionen | — V1 groBer sind als die Umfangskraft des genau laufenden
Zahnes, aber die Umfangskrafte bei den Ubrigen Zéhnen sind geringer. Die
Zéhne von Positionen V111 und X mit grofRten 4,4 resp. 4,5 kp Umfangs-
kraften und der Zahn von 1 X greift in das Arbeitsstiick Uberhaupt nicht ein.

Laut obigem ist die grofRite Umfangskraft bei dem genau laufenden Fraser
Pupx = 100 kp und Nmax = 0,369 PS. Die groBRte Umfangskraft steigt bei
dem unrundlaufenden Fraser bis P*ax = 176 kp und die Leistung bis auf
IVmex = 0,65 PS.

Die bisher angefiihrten Umfangskraftwerte beziehen sich auf scharfe
Werkzeuge. Wenn wir annehmen, dal man hei diesem Formfrdsern bis zu
einem Freiflachenverschleif A = 0,3 mm arbeiten kann, so vergrdfern sich
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die Umfangskréafte infolge des Freiflachenverschleiles betrachtlich. Der Faktor
der VergréRerung der Umfangskraft als Funktion des FreiflachenverschleiRes
und der mittleren Spandicke ist mit Schnellstahlwerkzeugen bei Stahlbearbei-
tung:

0,289
KA—1+ 1 o050 (A -0,1).

Mit dieser Formel kann errechnet werden, dal die vergroRerte Umfangs-
kraft bei genaulaufenden Fraser miteinem Freiflachenverschlei von®l = 0,3mm
gemal der schon berechneten Daten:

KAs= 1H-—0289 (03- 0,1)= 1,68
0,2560%

wird, und
PmaxA= KASPmex= 168100 = 168 kp ,

und die momentane groBRte Zerspanungsleistung N maxA = 0,62 PS wird.

Bei dem mit Bezeichnung 11 von 0,2 mm Schlag laufenden Frdserzahn
wird die grofite Umfangskraft bei einem Freiflachenverschlei von A = 0,3 mm
sich auch erhéhen und zwar ist in diesem Falle

KAS= 1}——----89- (03- 0,1)= 1,445,
0,03170.5» V '

und daher
= 1,445-176 = 254 kp,

und die momentane grofite Zerspanungsleistung N maxA = 0,94 PS.

Die grofite Zerspanungsleistung ist sogar bei dem unrundlaufenden Fra-
ser, betrachtend die Antriebsleistungen der mittleren Frasmaschinen, gar nicht
groB, kaum 1 PS. Aber die momentan auftretende grofite Umfangskraft ist
sehr betrachtlich: P'maxA= 254 kp. Dieser Wert kann schon so hoch sein, daR
ihm das System — Frasmaschine, Arbeitsstick und Werkzeug — nicht
gewachsen ist. Namlich alle solche Systeme m— Werkzeugmaschine, Arbeits-
stiick und Werkzeug — haben eine zulédssige Kraftgrenze, bei welcher die Zer-
spanungsarbeit normalerweise noch durchfiihrbar ist. Uber diese Grenze ist
eine anstandslose Frasarbeit unmaglich.

In der Praxis stellt man die Beanspruchung dieses Systems — Fras-
maschine, Arbeitsstick, Werkzeug — ohne Berechnung auf die obige Grenze
ein, folglich muRl das System naturgemé&fR Kraftschwankungen ertragen.

Wenn diese Grenze tberschritten wird, konnen auch schadliche Schwin-
gungen auftreten, wodurch die anstandslose Frasarbeit, wie schon vorgehend
bemerkt worden ist, unmdéglich wird.
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Beim Frasen mit unrundlaufendem Werkzeug wird die zuldssige Kraft-
grenze schon bei geringerem Vorschub je Zahn eintreten, und so wird die Pro-
duktivitat der Frasarbeit demgemaR niedriger.

Wir nehmen an, dafl die zuldssige Kraftgrenze bei unserem Beispiel
168 kp betragt und bei genaulaufendem Fraser mit S = 52,6 mm/min bei
FreiflachenverschleiR A = 0,3 mm nicht Uberschritten wird. Aber der unrund-
laufende Fréser Uberholt diese Grenze bei FreiflachenverschleiR A — 0,3 mm

Bild 5. Die Bestimmung der Oberflaichengite bei unrundlaufendem Fréser

um 51%. Daraus folgt wieder, dall wir in diesem Falle den Vorschub beschrén-
ken missen. GemaR dieser Annahme kann man ohne komplizierte Berechnung,
im Verhdltnis der groRten Kraftschwankungen 168/254 den Vorschub anné-
hernd vermindern. Das bedeutet dann, dafl der Vorschub je Zahn anstatt
0,05 mm nur mit 0,032 mm angenommen werden kann, womit derVorschub/min
sich von 52,6 mm/min auf 34 mm/min, also um 35% vermindert.

Man muR sich bei Verwendung von unrundlaufenden Frdsern auch noch
mit der Verdnderung der erreichbaren Oberflachengiite befassen. In diesem
Falle betrachten wir das Frésen als eine Dreharbeit mit einem DrehmeiRel
von einer Eckenabrundung R = 30 mm und mit einem Vorschub je Werk-
stickumdrehung von 0,6 mm. Der Eckenhalbmesser entspricht dem Fréser-
halbmesser R, der Vorschub desgleichen dem je Fraserumdrehung su. Daher
entspricht die grofite Rauheit Rmexder Hohe eines Kreisabschnittes mit einem
Halbmesser gleich dem Fraserhalbmesser und mit einer Lange entsprechend
dem Vorschub je Fraserumdrehung (Bild 5).

Die Hohe des Kreisabschnittes resp. Rmex wird:

i?7max = R -5 YiR2- = 30 - ?/3600 - 0,36 < 0,0015 mm.

Dieser Wert entspricht einer theoretischen mittleren RauheitRa 0,3 g
Das ist aber ein so geringer Wert, welcher bei einem mit kleiner Schnitt-
geschwindigkeit arbeitenden Werkzeug — wie ein Schnellstahlfrdser — uner-
reichbar ist. Namlich die durch die Werkzeugschneide hervorgerufene Reil3-
wirkung verursacht auf den Metallkristallcn eine viel grébere Rauheit.
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Der EinfluR der senkrechten Komponente des Unrundlaufens wird durch
die Arbeit der Frdserzdhne wahrend einer Frdserumdrehung ausgeglichen.

Zuletzt untersuchen wir noch die Standzeit des genaulaufenden und des
unrundlaufenden Fréasers. So bekommen wir einen Vergleich der Werkzeug-
kosten. Nachdem alle Z&hne des genaulaufenden Fréasers mit gleicher Belastung
arbeiten, so erreichen die Zahne gleichmaRig den zulédssigen Freiflachenver-
schleiB A = 0,3 mm. Nach Beendigung der Standzeit muff man den Fréaser
wieder nachscharfen. Es kann Vorkommen, daB manche Zahne des unrund-
laufenden Frésers bedeutend mehr belastet werden. N&mlich wenn ein am
meisten belasteter Zahn den FreiflachenverschleiR A — 0,3 mm erreicht, dann
mufl man den ganzen Frdser nachscharfen, abgesehen davon, daB einige
Zdhne kaum oder gar keinen FreiflachenverschleiR aufweisen.

In unserem Beispiel mul3 der Fraserzahn des unrundlaufenden Frésers,
in Position 11, eine Mehrlast von 76% ertragen. Dadurch wird die Standzeit
dieses Zahnes sich in Verhdltnis 1/1,76 verklrzen. Dies allein gibt eine auf
57% beschréankte Standzeit. Aber diese Mehrbelastung wird mit rund zwei-
fachem Vorschub je Zahn durchgefiihrt. Dieser Umstand wird noch weitere
Standzeitbeschrankung hervorrufen.

Die Zusammenhénge der Standzeit des konvexen Formfrasers kénnen
wir laut der Kaschirinschen Formel folgenderweise bestimmen. Bei einer
bestimmten Standzeit wird die anwendbare Schnittgeschwindigkeit:

C
I'D,3350,2

m/min

und die Standzeit:
T= 3 min.
vit §06
Nachdem die Schnittgeschwindigkeit unveréndert bleibt, so wird die
abzuarbeitende Metallmenge je Zahn und der Vorschub je Zahn zunehmen.
Die Standzeit fir den unrundlaufenden Fréser wird daher:

1 1
1,76-2% 2,67

ergeben.

Laut der obigen Formel sollte man nur die Differenz des Vorschubes je
Zahn in Kauf nehmen. Da aber keine ausfiihrliche Versuchsdaten uns zur
Verflgung stehen, so scheint es richtiger, auch die Differenz in die abzuarbei-
tende Metallmenge einzurechnen.

So sieht man, daf die Standzeit des mit 0,2 mm Schlag unrundlaufenden
Frasers nur 37,5% des genaulaufenden Frasers betragt. Wenn der groft-
belastete Zahn den Freiflachenverschlei® A = 0,3 mm erreicht, so mufl man
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den Fraser, wie schon erwéhnt, géanzlich nachscharfen. Das zeigt, daR die
Werkzeugkosten sich hei Frasarbeiten mit solchem unrundlaufenden Fréser
fast auf das Dreifache erhdhen.

Zusammenfassend die Ergebnisse der Arbeit des Frasers unter den ange-
nommenen Verhdltnissen unseres Beispiels bzw. von den ausgerechneten
Daten, ziehen wir folgende Folgerungen: Wenn die groBte zuldssige Belastung
des Systems — Werkzeugmaschine, Werkstiick und Werkzeug — z. B. 168 kp
ist, kann der mit 0,2 mm Schlag arbeitende Fraser nur mit 0,032 mm Vorschub
je Zahn arbeiten, gegeniiber dem genaulaufenden Fraser mit 0,05 mm Vor-
schub je Zahn. Die Folge ist, dal die Maschinenhauptzeit sich auf 65% ver-
mindert und auBerdem werden die Werkzeugkosten auf das 2,67-fache erhéht.

Aus der Ableitung des angeflihrten Beispieles ist es klar, dal die Pro-
duktivitat, mit dem Verhéltnis des Schlages zum Vorschub je Zahn, abnimmt.
Die Werkzeugkosten erhdhen sich bei unrundlaufendem Fraser auf das Mehr-
fache gegenlber dem genaulaufenden Fraser.

Die vorgefiihrten zahlenméBigen Daten beweisen ganz klar, wie wichtig
es ist den Rundlauf des Frasers ganz genau zu halten. Die hierzu bendtigte
Sorgfalt zahlt sich reichlich aus. Endlich soll da noch nachdriicklich darauf
hingewiesen werden, dal viele Betriebe existieren, in welchen wegen ungenu-
gender Werkzeugkontrolle die Fraser unrundlaufen. In solchen Betrieben
kdnnte die Produktivitdt der Frasarbeit durch genaulaufende Fraser bedeutend
erhoht werden. Laut des angefiihrten Beispieles kann diese Erhéhung etwa
20% erreichen und die Werkzeugkosten tber die Hélfte vermindert werden.

SCHRIFTTUM

1. Hornung, A.: A gazdasdgos mards (Das wirtschaftliche Fréasen). M{(iszaki Kényvkiado,
Budapest 1965.
2. Kaschirin: Metallzerspanung mit Schnellstahlwerkzeugen. VEB Verlag Technik, Berlin.

INFLUENCE OF THE CIRCULAR RUNNING ACCURACY
OF MILLING CUTTERS ON PRODUCTIVITY AND TOOL COSTS

A. HORNUNG

SUMMARY

Especially in the case of peripheral milling, the true circular running of the milling
cutter exerts a marked influence on productivity and tool costs as well. By showing an example
of milling practice, the investigation carried out by the author results in stating that in the
case of a radial run-out of 0,2 mm, when carrying out profile milling, the main machining
time decreases by 35%, whereas tool costs rise to a 2,67-times higher level. In view of the large
number of inaccurate milling cutters in the workshops it is worth-while to provide true running
tools, since by such measures productivity can be raised by abt. 20% and tool costs can he
cut down to nearly 50%.
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L’INFLUENCE DE LA PRECISION DE COURSE DE LA FRAISE
SUR LA PRODUCTIVITE ET LES FRAIS D’'OUTILLAGE

A. HORNUNG

RESUME

La précision de course des fraises a une trés grande influence, particulierement chez les
fraises a surfacer en bout, sur la productivité et les frais d’outillage. Par un exemple pratique,
I'auteur démontre numériquement qu’en cas de profilage a la fraise et dans les conditions
données, le temps machine diminue de 35% chez les fraises travaillant avec un jeu de 0,2 mm,
en méme temps que les frais d’outillage augmentent de 2,67 fois. Etant donné I'imprécision
de course d’un trés grand nombre de fraises utilisées dans les usines, on a tout intérét a
veiller a leur précision de course, car on arrive ainsi a augmenter d’env. 20% la productivité du
fraisage, tout en diminuant d’une moitié env. les frais d’outillage.

BO3LAEMCTBUE TOYHOCTU XOAA @®PE3 HA MPOU3BOAUTE/ILHOCTb U
PACXOAbl HA WHCTPYMEHT MNPV ®PE3EPHOW OBPABOTKE

A. XOPHYHI

PE3FOME

To4yHOCTb X04a (hpe3 OYeHb CU/IbHO BO3AEMCTBYET Ha MPOW3BOAMTENLHOCTb M Pacxojbl
Ha MHCTPYMEHT Npu 06paboTKe LUMAMHAPOB. ABTOP B paMKax NMpakKTUYecKoro npumepa YmcieH-
HO [OKasblBaeT, UTO B Cry4vae (DacoOHHOro hpe3epoBaHWs HapsAy C 3afaHHbIMW YCNOBUAMM,
OCHOBHOE MalLMHHOe BpeMs B c/ydae ¢pesbl, paboTatolleii ¢ 6ueHrem 0,2 MM, yMeHbLLIAeTCa Ha
35%-0B, B TO XXe BpPeMs pacxofbl Ha MHCTPYMEHT Bo3pacTalT B 2,67 pasa. Bcnegcteue Toro,
4YTO B MPOM3BOACTBEHHbIX LieXxaxX WMMeeTCs 04YeHb MHOro (hpe3 C HETOYHbIM XOAOM, U3 3TOro
MOXHO cfAenatb BbIBOA, YTO BOMPOCY TOYHOCTWU Xoda (pe3 CTOUT YAeNuTb COOTBETCTBYHOLLEE
BHUMaHMe, TaK Kak 3TMM MNPOM3BOAUTENbLHOCTL (PPe3epHbIX PaboT MOXHO MOBbICUTL MPWGI.
Ha 20%-0B W CHU3UCTb Pacxofbl Ha WMHCTPYMEHT MPUMEPHO A0 MOMOBUHBbL.
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L. G. Johnson:

THEORY AND TECHNIQUE OF VARIATION RESEARCH

Elsevier Publishing Company, Amsterdam-London-New York; p. 105, fig. 34, tabl. 24.

The literature has produced only very few books dealing with the oanning and up-to-
date evaluation of experiments. These topics were treated in the excellent fundamental work
“Design and analysis of industrial experiments” of Owen L. Davies. The work of Davies
was published in 1954, its extent is 636 pages. The present book of L. G. Johnson contains
100 pages only. In spite of this, the latter yields a clear and comprehensible survey on all
questions which are important for practising engineers. For instance, in the case when a single
phenomenon is influenced by three independent variables, the author shows how the experi-
ments should be planned. He expounds in detail also the question, when must the difference
of two phenomena be considered as significant by taking into account the scattering of measure-
ments. These cases are examples from the well chosen matter of the book which is compiled
with regard to the claims of the engineering practice. In order to solve the problems, the author
applies the Weibull’s function. Consequently, all the problems can be treated in the same way.
In order to avoid complicated mathematical tools, the author often applies the graphical
method, thus a method which is easy to understand for practising engineers. The primary aim
of this book of L. G. Johnson is to fulfil the expectations of industrial practice. In addition,
it will also be useful in certain domains of laboratory researches.

L. Gillemot

L. G. Johnson:

THE STATISTICAL TREATMENT OF FATIGUE EXPERIMENTS

Elsevier Publishing Company, Amsterdam-London-New-York 1964; p. 114, fig. 32, tabl. 23.

The application of the mathematical statistics to engineering problems was considerably
promoted by the scientific activity of L. G. Johnson. In this present book he deals with the
statistical treatment of fatigue experiments. Of all distribution functions, which may serve
for this purpose, the Weibull’s function is chosen here. This choise is justified by the fact that
tentative standard ofthe American Society for Testing M aterials (ASTM) has in 1962 prescribed
the use of this function. In order to elucidate the use of Weilbull’s function, the author elabo-
rates several examples in a very comprehensible simple style, not only for the evaluation of
fatigue experiments, but also for the planning of these experiments. Although the book is
written for practising engineers and contains the explanation of the mathematical basic con-
cepts, yet, it is assumed that the reader is already familiar with the Weibull’s function. There-
fore it seems to be expedient that the beginners should get to know the mathematical basic
concepts from other sources, e.g. from the above-mentioned standards. Summarizing all these,
one can ascertain that this work is an important and useful handbook for engineers.

L. Gillemn
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Acta Techn. Hung. 57 (1967), 227-260

A. Geleji—M. Voith—J. Mecseki—L. Totn: Calculating Principles for
the Design of Pilgrim's Seamless Tube Rolling Mills, Part |

In making seamless tubes having diameters within the range of 4 to 16
inches, the process of rolling carried out according to the Manncsmann
principle becomes in our times the most preferred method. Thus, every-
where in the world the solution of technical-economical problems, when
asking how to increase productivity of such rolling trains, becomes day
by day more important. This is well proved by the ever increasing number
of papers dealing with this question within the frame of international
technical periodicals and also of patent applications. Productivity of
pilgrim’srolling trains is proportional to the speed of rolls and the advance
per rotation. The maximum of production is determined by the special
maxima of both speed and advance when they are in harmonic correlation.
By a thorough analysing of the interdependence between speed and
advance, in this paper the corresponding values of maxima are deter-
mined by which the quality requirements of the tubes can be reached
through an undisturbed rolling process.

\

Acta Techn. Hung. 57 (1967), 261—274
L. Husztny: Analysis of Ground Worm Surfaces

The equation that describes the worm surface is set up by analytical
methods. The case dealt with is characterized by a worm that is ground
by means of a grinding wheel having a trapezoid as meridional section.
Tlie grinding wheel is supposed to perform a hélicoidal movement around
the worm axis that is assumed to stand at a fixed position, whereby,
during this movement, the angle enclosed by the worm axis and the tool
axis is constant and so is the normal transversal line of these axes. The
moving tool generates a bundle of surfaces; the finished surface of the
worm is but the enveloping surface of these generated surfaces. The
equation of the worm surface can be used as a suitable means for analysing
the face-section, the axial section and the sections parallel to the axial
plane. The method expounded is based on the elements of the vector and
tensor calculus.

Acta Techn. Hung. 56 (1966), 65—74; 57 (1967), 275-296

Gy. Helteh—L. Rosta: Dimensioning Principles of the Air-Compressor
and the Main Air-Receiver for the Brake-Equipment in Railway-Trains

The principles developed in this paper should ensure a more consistent
method for the determination of the main dimensions of the air compressor
and the main air-receiver than was possible by relying on the traditional
method of routine-like choice of parameters. Conditions of running and
the necessary air-supply are investigated in order to find the operation-
conditioned relations between the parameters of the main braking valve
and those of the compressor and the receiver. The results of this thorough
investigations form a useful basis for establishing a more consistent system
of dimensioning equations. Relying on the obtained mathematical relations
the authors give a critical survey of the ORE-Recommendations and
suggest a rational modification of this specification. Finally, some features
of the whole problem of braking technique are explained that may influ-
ence the presently general solution of the problems and their future devel-
opment as far as compressed-air producing implements and air-storage
equipments for railway-train braking purposes are concerned.






Acta Techn. Hung. 57 (1967), 297—308
J. soLyom: Study on the Recrystallization of Pure Copper Technical Grade

By means of an optical microscope, the recrystallization of technical
grade pure copper after cold working, especially the structural change,
was investigated. The investigation included a cold working deformation
degree of 30, 60 and 90%, and the crystallization process was observed
at 260, 300, 350 and 400° C. From these it could be stated that the acti-
vation energy of the process decreases with the increasing degree of work-
ing. At an assumed ductility of 100%, the activation energy calculated
by extrapolation amounts to 33,7 kcal/gmol. Considering that part ol
the energy which is needed for grain growth, this is independent of the
working degree; quantitatively, this part equals the activation energy
of self-diffusion. At an assumed working deformation of 100%, the acti-
vation energy of recryslallizatiou can be taken as equal to the activation
energy of self-diffusion.

Acta Techn. Hung. 56 (1966), 57 (1967), 309-332
P. Benyos: Application of Wave Equations to Short Pipes, 11

The relations obtained in Part | were applied to the case where the piston
situated in the pressure space of the injection pump, considered to be
a short tube, is displaced by a spring. Instead of the homogeneous differ-
ential equation of the third order obtained by the continuity method,
an inhomogeneous differential equation of the second order was obtained,
the right side of which can be taken as constant under certain conditions.
Thus a recursion formula was obtained for the calculation of the pressure
phenomena. The experiments made by the author prove that — for the
relation deduced in Part | as well as for those deduced in Part Il — the
equations obtained agree well with real pressure conditions.

Acta Techn. Hung. 57 (1967), 333—344

K. Remenyi: Investigation of the Distribution by Weight Percent of the Com-
ponents in Size Fractions of Ground Product Mixtures

The composition of mixed ground products of homogeneous substances
are examined. The assumption which serves as a starting point for the
investigation is that the size-distribution curves of the components
follow the regularities of distribution, characterizing homogeneous sub-
stances. General graphic and computation methods are given for deter-
mining the function representing the composition by weight per cent of
the size fractions. It has been demonstrated that in the mixture of ground
products characterized by intersecting lognormal or RRB distribution
curves, on the curve representing the composition of the size fractions
depending on the grain size, one end value can be found. The grain size
representing the end value is determined unambiguously by the parame-
ters characterizing the distribution of the components constituting
the mixture. For the case of lognormal distribution examples are given
both for designing and computing RRB distributions.






Acta Techn. Hung. 57 (1967), 345—372

W. W. Krysko—R. G. Fenton: Contribution to the Problem of Extrusion
of Lead and Lead Alloys

During the extrusion of lead and lead alloys, the authors differentiate
between two types of friction. Heterogeneous friction is the interfacial
friction betwen the container and the material, whereas homogeneous
friction is a shear in the material itself. The normal pressures of the mate-
rial on the container wall, as recorded in practice, show that heterogeneous
friction (slip) can take place only if the coefficient of friction is 0,001 or
less. In all other cases the movement of the material lead or lead alloys,
takes place by homogeneous friction, i.e. by shear. The normal pressure
is velocity dependent, and due to the increased velocity of the material
leaving the press the normal pressure decreases rapidly and a zone is
formed where both frictions coincide. The position of this zone has an
influence on the formation of circumferential cracks. Calculations were
also undertaken to find the dimensions by which a minimum extrusion
work isrequired and a minimum ram pressure is needed to extrude a given
volume of material. These dimensions are different in both cases.

Acta Techn- Hung. 5(1967), 373—382

J. Varga—Gy. Sebestyen: Contribution to the Investigation of thelnten-
sity of Cavitation Erosion

The authors have carried out flow and cavitation erosion investigations
in a closed circuit hydrodynamic tunnel, and claim that in tests made
with different flow velocities but identical cavitation conditions for attain-
ing identical eroded condition (weight loss) identical energy must be
employed. The energy exerted on the surface of the test specimen by col-
lapsing bubbles will be characterized by a so-called equivalent impact
number introduced by the authors. It will be proved that under the above
conditions for a given constant eroded weight loss the equivalent impact
numbers are identical. Using this equivalent impact number the cavitation
condition is also determined in which erosion intensity is at its maximum.

Acta Techn. Hung. 5(1967), 383—396

J. Varga—Gy. Sebestyen: Cavitation Noise Spectrum and Cavitation
Damage

The authors report on their investigations of sound pressure level and
vibration acceleration level measured at cavitation generated by various
models (circular cylinder, wedge) in a closed circuit hydrodynamic tunnel;
further, account is given of the correlations between the state of cavi-
tation and the intensity of cavitation and the above-mentioned results.
An unequivocal correlation has been found between the sound pressure
level and acceleration level of the vibrations as measured at the frequency
determined by the investigations, and the state of cavitation. It has been
stated, that these curves have a maximum value and the place of maxi-
mum coincides with the maximums of the curve resulting from the
damage investigations in different states of cavitation. The authors claim
that cavitation noise level investigations are excellent for judging cavi-
tating flow conditions and can thus give information about the extent of
the probable erosion damages.






Acta Teclin. Hung. 57 (1967), 397—414

E. Bella—J. Gulyas—S. Juhasz: Process of Hot Forming of Red Copper
at Different Forming Speeds

For making clear the processes taking place at hot working of red copper,
authors executed gathering tests at 11 different deformation speeds and
at three forming temperatures (at 500, 700 and 900 centigrades). From
the measurement results gained from these tests the relations between
the real stresses induced by the gathering and the changes of the
structure of the material are determined. On the basis of the revealed
dependences the essential differences between the processes taking place
in the metal first coldworked, thereupon warmed up, and those taking
place at hot forming can be established.

Acta Techn. Hung. 57 (1967), 415—428

A. Hornung: Influence of the Circular Running Accuracy of Milling
Cutters on Productivity and Tool Costs

Especially in the case of cylindrical milling, the true circular running
of the milling cutter exerte a marked influence on productivity and tool
costs as well. By showing an example of milling practice, the investigation
carried out by the author results in stating that in the case of a radial
run-out of 0,2 mm, when carrying out profile milling, the main machining
time increases by 35%, whereas tool costs rise to a 2,67 times higher
level. In view of the large number of inaccurate milling cutters in the
workshops it is worth while to provide true running tools, since by such
measures productivity can be raised by abt. 20% and tool costs can be
cut down to nearly 50%.

Acta Techn. Hung. 58 (1967), —
Gy. Csabatik: Thermal Investigation of the Head of Small Steel Ingots

Temperature measurements have been carried out during the cooling
(respectively crystallization) period of a small-size steel ingot-body having
a circular cross section; the tests were carried out on alloyed and unalloyed
steel and the measuring points were located in the head, in the body and
in the hot top over the head. From the measured values and the plotted
cooling curves the conclusion could be deduced, that, with the actually
chosen parameters, the heat-loss in sideward direction of the head amounts
to 85-r-90% of the total. On a steel with a higher alloying metal content
the absolute magnitude of heat-loss of the head decreases, whereas the
absolute magnitude of the sideward loss does not greatly change, but its
percentage value increases just because the loss components in the other
direction decrease.
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