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PROCESSES DURING THE CALCINATION 
OF CERAMIC PRODUCTS

PA R T I I .  T H E  E F F E C T  O F  SM ALL Q U A N T IT IE S  O F  A1F3 
O N  T H E  FO R M A T IO N  O F  P H A S E S  D U R IN G  T H E  

C A L C IN A T IO N  O F  G R O SSA L M E R O D E  CLAY*

B . L Ő C SE I

SILICATE RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST 

[M anuscrip t rece iv ed  A u g u s t 23, 1963]

T he tra n s fo rm a tio n  m echanism  o f th e  G rossa lm erode  clay  was d e m o n s tra te d  p a r tly  
b y  d y n am ic  and p a r tly  b y  s ta tic  m e th o d s  in  th e  course o f th e  ex p erim en ts. S i0 2 c h an g es  from  
th e  q u a r tz  phase th ro u g h  th e  c ris to b a lite  p h ase  in to  th e  tr id y m ite  phase. T he a b o v e  m ech an ism  
o f  p h ase  tran s fo rm a tio n  is su p p o rted  b y  D eb y e—S ch e rre r an d  d iffrac tio n  p a tte rn s ,  an d  is 
fu r th e r  confirm ed b y  m icroscopic p ic tu re s . T he a d d itio n  o f A1F3 p ro m o tes th e  in it ia t io n  of 
m u lli te  fo rm ation  a t  low er tem p e ra tu re s , w hich  is e q u iv a le n t to  th e  acce le ra tio n  o f th e  tra n s 
fo rm a tio n  process. A ccelera tion  of th e  tra n s fo rm a tio n  process can be e x p la in e d  b y  the  
m in era liz in g  effect o f  th e  flu o ro h y d ro g en  w hich  is fo rm ed  by  th e  reac tio n  o f A1F3 w ith  
k ao lin ite .

I . In tro d u c tio n

In  the  p ro d u c tio n  of ceram ic  p ro d u c ts  th e  energy  re q u ire m e n t o f  the  
h e a t  t re a tm e n t — a h igh ly  im p o r ta n t  o p e ra tio n  in  th e  p ro d u c tio n  p ro cess  — is 
one o f  th e  m ost s ig n if ican t cost fa c to rs . H e a t t r e a tm e n t  is n ecessa ry  in  o rd er 
to  en su re  the d esirab le  properties o f  th e  end  p ro d u c t. The te m p e ra tu re  g ra d ie n t 
w h ich  can  be ap p lied  during  h ea t t r e a tm e n t  d e te rm in es  th e  len g th  o f t h e  h e a t 
t r e a tm e n t  o p e ra tio n , i.e. th e  v e lo c ity  w ith  w hich  th e  m a te ria l can  pass  th ro u g h  
th e  h e a t  tran sfe r e q u ip m e n t. T he te m p e ra tu re  g ra d ie n t on th e  o th e r  h a n d  is 
d e te rm in e d  by  th e  g iven  hea t t r a n s fe r  e q u ip m e n t an d  b y  th e  ra te  o f  t  h p h y 
sica l-chem ical p rocesses w hich ta k e  p lace  in  th e  basic  m ateria l. B y  th e  ac c e le r
a tio n  o f  these p rocesses a w ay is o p en ed  to  ra ise  th e  th e rm o -g ra d ie n t ap p lied .

O ne im p o r ta n t ceram ic p ro d u c t used  in  th e  glass in d u s try  is th e  m e ltin g  
p o t, p roduced  from  acidic re f ra c to ry  m a te ria l, th e  basic m a te ria l o f  w hich  
ev e ry w h ere  in th e  w o rld  is G rossalm erode clay .

T he S i0 2 c o n te n t  o f the  e a r th e n w a re  goods m ade from  G ro ssa lm ero d e  
c lay  changes in to  tr id y m ite  d u rin g  use . In  a d d itio n  th e  excellen t re f ra c to ry  
p ro p e rtie s  of th is  m a te r ia l ju s tify  th e  s tu d y  o f  its  b e h a v io u r d u rin g  c a lc in a tio n , 
to  w h ich  n e ither i ts  chem ical nor its  m inera log ica l com position  g ive a  s a t is 
fa c to ry  e x p lan a tio n  [1 , 2, 3].

R ecen t ex p e rim en ts  have c la rified  th e  sy n th es is  o f silicates, e .g . m u llite , 
u n d e r  a fa r m ore fav o u rab le  te m p e ra tu re  an d  ra te  cond itions in  f lu o rid e  con-

* P a r t  I. Reports o f  the U niversity o f  Chemical In d u s try  Veszprém , 7, (1963), 93.
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2 В. LŐCSEI

ta in in g  sy s te m s , as co m p ared  to  th e ir  syn thesis in  o x id e  system s from  c lay  an d  
a lu m in iu m  oxide [4 — 8 ]. I t  w as th e  ta s k  b y  f u r th e r  s tu d ie s  to  in v e s tig a te  th e  
effect o f  sm all q u a n titie s  o f  f lu o rid e  on th e  fo rm a tio n  o f silicates, on th e  one 
h a n d , a n d  on  th e  o th e r h a n d , o n  th e  ra te  o f th e  p rocesses w hich ta k e  p lace 
d u rin g  th e  ca lc in a tio n  o f  th e  b a s ic  m ateria ls o f  ce ram ic  p roduc ts.

I I .  E xperim ental

I n  th e  p resen t e x p e rim e n ts  the  processes ta k in g  place in  G rossalm erode 
clay  w ere  in v e s tig a te d  p a r t ly  b y  dynam ic a n d  p a r t ly  b y  s ta tic  m eth o d s 
[13 — 1 6 ] .T h e  form  of S i0 2in  th e  clay was checked  b efo re  calc ination  a n d  d u rin g  
th e  v a r io u s  stages of th e  c a lc in a tio n  process a n d  th e  te m p e ra tu re  o f t ra n s fo r 
m a tio n  o f  th e  clay m inera ls  w as de term ined  [17]. P h ase  fo rm atio n  was follow ed 
b y  th e  D eb y e  — S cherrer a n d  X -ra y  d iffrac tio n  p a t te rn s  and  b y  m icroscopic 
e x a m in a tio n s . In  o rd er to  in flu en ce  some of th e  tra n s fo rm a tio n  processes cer
ta in  a d d itiv e s  were u sed . T h e  m ullite  co n ten t w as d e te rm in ed  b y  th e  d iffrac 
t io n  p a t t e r n  w ith  a m m o n iu m  chloride as in te rn a l  s ta n d a rd  an d  also  b y  its  
d is so lu tio n  in  hyd ro g en  f lu o rid e . In  th is  la t te r  case a 10%  so lu tion  o f h y d ro g en  
f lu o rid e  w as added  to  one g ra m  of th e  p o w d ered  m a te ria l an d  2 h o u rs  w ere 
a llow ed  fo r d isso lu tion .

P roperties o f  Grossalmerode clay

T h e  average co m p o s itio n  of G rossalm erode c lay  is given in  T ab le  I. The 
p ro d u c e rs  ensure u n ifo rm  com position  by  c o n s ta n t  la b o ra to ry  checks an d  b y  
th e  m ix in g  and  p u rify in g  o f  th e  raw  m a te ria l. T h e  clay  is fu r th e r  re fin e d  b y  
se le c tio n . T able  I I  show s th e  m ineralogical co m p o sitio n , T able I I I  th e  p a rtic le  
size d is tr ib u tio n  of th e  av e ra g e  p ro d u c t [1].

Table I

Chemical composition of the clays used for the experiments

1. 2. 3. 4.

S i0 2 72,1% 72,1% 74,2% 46,9%

A120 3 -f- T i0 2 19,4% 19,2% 22,3% 39,1%

F e 20 3 b 2 % 1,4% 1,7% 0,5%

CaO +  MgO 0,4% 0,3% 0,5% 0,6%

N a„0  +  K 20 1,0 % 0,4% 1 ,0 % 0,4%
Loss on ca lc in a tio n 0,2% 7,1% — 13,1%

1. A verage co m p o sitio n  o f G rossalm erode c lay .
2. C om position o f th e  G rossalm erode c lay  u sed  fo r th e  experim en ts.
3. A verage co m p o s itio n  o f anhydrous G ro ssa lm ero d e  clay.
4. Com position o f Z e t t l i tz  kaolin .
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PROCESSES DURINC THE CALCINATION OF CERAMIC PRODUCTS 3

V e r e s s  has d e m o n s tra te d  th a t  in  p o ts  m ade from  G rossa lm ero d e  clay  
and  from  th e  fire -c lay  gained a fte r  th e  c a lc in a tio n  of th e  la t te r ,  a t r id y m ite  net 
is fo rm ed  [3]. T his obv iously  p lays an  im p o r ta n t  role in th e  d e v e lo p m en t o f  th e  
so ften in g  p o in t o f th e  G rossalm erode p o t  u n d e r  high loads (u n d e r a lo ad  o f 2 
k p /sq . cm  so ften in g  begins a t 1450 °C). H o w ev er, th e re  is no s a tis fa c to ry  e x p la 
n a tio n  fo r th e  change o f silicon d iox ide  in to  th e  crystalline p h ase  o f  q u a r tz ,  
f irs t in to  c ris to b a lite  and  la te r  in to  tr id y m ite . Such changes w ere n o t o b se rv ed

Fig. 1. R e su lts  o f th e  d iffe ren tia l th e rm a l an d  g ra v im e tr ic  analyses o f crude G ro ssa lm ero d e  c lay

in  m a te ria ls  o f s im ila r com positions. Q u a rtz  is p resen t in a v e ry  h ig h  degree 
o f d isp e rs ity , th e  p a rtic le s  are p ra c tic a lly  a ll u n d e r 25 m icron. A h ig h  degree 
o f d isp e rs ity  in  itse lf  is, how ever, n o t su ffic ien t to  exp la in  th e  fo rm a tio n  of 
tr id y m ite .

F ig . 1 show s th e  d ifferen tia l th e rm o g ra v im e tr ic  curve o f c ru d e  G ro ssa l
m erode c lay  [2]. T he com position  o f th e  m a te ria l te s ted  is show n in  T ab le  1

T ab le  I I

Mineralogical composition of Grossalmerode clay

K a o lin ite 5 0%

Q u a r tz 4 5 %

Illite 3 %
T ita n iu m  d io x id e 2 %
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4 В. LŐCSEI

Table I I I

Particle size distribution of Grossalmerode clay

Particle size Quantity

0,04 to  0,09 m m to \0
 

C 
'

0 ,025 to  0,04 m m 3 %
0,0 to  0,025 m m 9 5 %

side b y  side w ith  th e  av e rag e  com position  co m p iled  from  lite ra ry  d a ta . A cco rd 
in g  to  th e  d iffe ren tia l th e rm o g ra v im e tric  te s t  th e  illite  co n ten t of th e  sam p le  
re a c h e d  u p  to  10 % ; m ore re c e n tly  we have  fo u n d  ev en  13%  illite , as in d ic a te d  
b y  th e  r a te  m ax im u m  o f th e  w eight loss a t  100° a n d  107 °C, respective ly . O th e r 
w ise th e  te s t  show s th e  c h a ra c te ris tic  p a t te rn  o f c lay  m inerals. The b e ta -a lp h a  
q u a r tz  tra n s fo rm a tio n  c a n n o t ap p ea r on th e  c u rv e , as th is  is m asked  b y  th e  
e n d o th e rm  effect o f th e  d is in teg ra tio n  of k a o lin ite .

The properties o f  calcined Grossalmerode clay

T h e  p ro p e rtie s  o f th e  calcined clay  a re  sh o w n  in colum n 3 of T ab le  I .  
As a n  e ffec t o f ca lc in a tio n  m u llite , q u a rtz , glass a n d  cris to b a lite  are p r im a rily  
fo rm e d  in  the  firec lay .

T h e  fo rm a tio n  o f th ese  c ry sta l s tru c tu re s  is con firm ed  b y  F ig . 2, w h ich  
show s th e  te x tu re  fo rm ed  a f te r  6 hours o f h e a t  t r e a tm e n t  a t  1400 °C o f c ru d e  
G ro ssa lm ero d e  clay . O n th e  m icroscopic p ic tu re , ta k e n  a t  800 X m ag n ifica tio n  
b e tw e e n  crossed  N icol p rism s, th e  q u a rtz  p h ase  (w h ite  on th e  p ic tu re ) e m b e d 
d ed  in to  th e  basic  te x tu re  an d  in te rlaced  b y  fin e  m u llite  needles, is c lea rly  
v is ib le .

F ig . 3  show s th e  te x tu re  of G rossa lm erode p o t te r ’s clay a fte r c a lc in a tio n  
fo r  7 d a y s , F ig . 4 th e  sam e a f te r  70 days o f  c a lc in a tio n . (The m icroscopic p ic 
tu re s  w ere ta k e n  b y  Z. V e r e s s . )  In  F ig . 3  th e  w h ite  and  d a rk  (nearly  b lack ) 
sp o ts  beside  each  o th e r  re p re se n t th e  tw in  s t ru c tu re  of tr id y m ite . O n th e  
m ic ro sco p ic  p ic tu re  th e  m u llite  c rysta ls  are  a lre a d y  la rg e r th a n  in th e  p rev io u s  
f ig u re  w h ich  show s th e  s ta te  a f te r  6 hours o f  c a lc in a tio n . Fig. 4 shows th e  t e x 
tu r e  o f  th e  p o t as o b ta in e d  b y  an  ex p o sitio n  b e tw e e n  crossed Nicol p rism s on  
a 1st c lass v io le t a u x ilia ry  p la te . I f  th e  g am m a d ire c tio n  of th e  1st class v io le t 
a u x il ia ry  p la te  is p laced  in to  th e  lo n g itu d in a l d ire c tio n  of th e  c ry sta l, th e n  in  
th e  case  o f  m u llite  a n  a d d itio n  can be o b se rv ed  co rresp o n d in g  to  th e  p o s itiv e  
e lo n g a tio n  o f th e  c ry s ta l.

B o th  th e  m icroscopic  p ic tu re s  an d  th e  X - ra y  p a tte rn s  of T ahié IV  show  
t h a t  th e  q u a rtz  c o n te n t o f th e  clay  is n o t  d ire c tly  co n v erted  in to  t r id y m ite
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PROCESSES DURING THE CALCINATION OF CERAMIC PRODUCTS 5

d u rin g  th e  ca lc ina tion  process, b u t  t h a t  th is  tra n sfo rm a tio n  ta k e s  p lace  th ro u g h  
an  in te rm ed ia te  c ris to b a lite  phase .

Fig. 2. T h e  te x tu re  o f  G rossalrnerode c lay  a f te r  h e a t  t r e a tm e n t  a t  1400 °C fo r 6 h o u rs . 800 X
m ag n ifica tio n  in  p o larized  lig h t

F ig . 5 shows th e  te x tu re  a t  800 X  m ag n ifica tio n  of G rossa lrnerode clay  
a f te r  1700 hours o p e ra tio n . Well d ev e lo p ed  tr id y m ite  crysta ls  w ith  th e ir  c h a r 
a c te r is tic  tw in  s tru c tu re s  ap p ear b esid e  each  o th e r  w ith  la rg e r sing le  m u llite  
c ry s ta ls .

F ig . 6 is a 500 X  enlarged p ic tu re  o f  single m ullite  c rysta ls  em b e d d e d  in  
th e  am orphous p h ase .
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Table IV

Results of the diffraction pattern of a Grossalmerode clay 
calcined for 6 hours at 1400 °C

d kX I Material

5 ,412 4 m u lli te

4 ,265 15 q u a r tz

4 ,069 55 c r is to b a l i te

3 ,391 13 m u lli te

3 ,345 50 q u a r tz

2 ,852 3 c r is to b a l i te

2 ,496 10 c r is to b a l i te

2 ,281 5 q u a r tz

2 ,208 6 m u lli te

2 ,125 6 q u a r tz ,  m u ll i te

1,980 2 q u a r tz

1 ,887 2 m u lli te

1 ,838 1 m u lli te

1,817 5 q u a r tz

irta Technica Academiae Scientiarurn Hungaricae 57, 1967

Fig. 4. P o lish e d  slide o f a  glass m eltin g  p o t  
m ade  o f G rossa lm erode  clay  a f te r  1700 h o u rs  

use  in  th e  p lan t

Fig. 3. P o lish ed  slide  o f  a  g lass m eltin g  po t 
m ad e  o f G ro ssa lm ero d e  c lay  a f te r  170 hours 

use in  th e  p la n t
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Fig. 5. P o lish ed  slide o f a glass m elting  p o t  m ad e  o f  G rossalm erode clay a f te r  1700 h o u rs  
use in  th e  p la n t. T he t r id y m ite  tw in  c ry s ta ls  a re  c lea rly  visible. 800 x  m a g n if ic a tio n

III. The possibility o f accelerating the processes which take place  
in Grossalmerode clay

On th e  basis o f th e  favourab le  c o n d itio n s  for m ullite  fo rm a tio n  fo u n d  in  
fluoride c o n ta in in g  sy stem s, the processes d u rin g  th e  calc ination  o f  G ro ssa l
m erode clay  w ere in v e s tig a te d  in th e  p resen ce  o f  sm all q u an titie s  of a lu m in iu m  
fluoride  [9— 11]. Tw o, th re e , four, te n  a n d  tw e n ty  p er cen t of a lu m in iu m  f lu o 
ride  w ere ad d ed  to  crude  G rossalm erode c lay . T he effect of a lu m in iu m  flu o rid e  
w as follow ed b y  d iffe ren tia l th e rm al an a ly s is  as well as by th e rm o g ra v im e tr ic  
and  s ta tic  te s ts .

F ig . 7 show s th e  d ifferen tia l th e rm o g ra v im e tr ic  curve of G ro ssa lm ero d e  
clay  co n ta in in g  2 %  of a lum in ium  flu o rid e .

A da  Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



8 В. LŐCSEI

100x1 2 3 4 5 6 7 8 9  10°С
I---------1-------- 1-------- 1--------1--------1-------- 1-------- 1-------- 1-------- !-------- 1

Fig. 7. R e su lts  of th e  d iffe re n tia l th e rm al 
a n d  g ra v im e tr ic  analyses o f a  G rossalm erode 
c la y  sa m p le  w ith  2%  A1F3 c o n te n t. H eating  

r a te  10 °C p e r  m in u te

100x1 2  3  4  5 6  7  8  9  10°C
i— I— I— I— I— I— I— I— I— I— I

Fig. 8. R e su lts  of the  d iffe re n tia l th e rm a l 
an d  g ra v im e tr ic  analyses o f a  G ro ssa lm ero d e  
c lay  sa m p le  w ith  4%  A1F3 c o n te n t. H e a tin g  

r a te  10 °C per m in u te

Acta Tcchnica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967

Fig. 6. P o lish ed  slide o f  G ro ssa lm ero d e  p o tte r ’s c lay  w ith  large  m ullite  c ry s ta ls  e m b e d d ed
in  th e  glass
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Fig. 8 is th e  curve ta k e n  o f  a clay  c o n ta in in g  4 %  u n d e r s im ila r c o n d itio n s , 
F ig . 9 o f a c lay  conta in ing  10%  a n d  F ig . 10 o f  a clay co n ta in in g  2 0 %  o f a lu 
m in ium  f lu o rid e  add itive . T he th e rm o g ra v im e tr ic  an d  a n a ly tic a l cu rv es  o( 
Figs 7 — 10 w ere p rep ared  w ith  a h e a tin g  ra te  of 10 °C per m in u te . T h e  in itia l 
en d o th e rm  sec tio n  m ight here to o  be tra c e d  b ack  — as in  th e  e x p e rim e n t 
w ith o u t a d d itiv e  (F ig. 1) — to  th e  illite  c o n te n t of th e  m a te ria l. T h is  ap p ears  
a t  s im ilar te m p e ra tu re s  and  w ith  s im ila r v e lo c ity  in  each  e x p e rim e n t. T he

700x7 2 3 4 5 6 7 8 9 10
I— I— I--- 1-----1— I— I— I-----1— I-----1

Fig. 9. R esu lts  o f th e  d ifferen tia l th e rm a l 
an d  g rav im etric  an a ly ses of a G rossa lm erode  
c lay  sam ple  w ith  10%  A1F3 co n ten t. H e a tin g  

r a te  10 °C per m inute

700x 7' j  3 4  5 6 7 8 9 IQ°C 
' DTG '

Fig. 10. R esu lts  o f th e  d iffe re n tia l th e rm a l 
a n d  g ra v im e tric  analyses o f a G ro ssa lm ero d e  
c la y  sam p le  w ith  20%  A1F3 c o n te n t. H e a tin g  

ra te  10 °C per m in u te

second  e n d o th e rm  effect and  th e  v e lo c ity  m ax im u m  o f th e  w eigh t loss are 
sh ifted  w ith  in c reasin g  a lu m in iu m  flu o rid e  c o n te n t — up  to  10%  a lu m in iu m  
flu o rid e  c o n te n t — in  the  d ire c tio n  o f h ig h e r  te m p e ra tu re s . The e ffec t again  
ap p ears  a t  20%  o f a lum inium  flu o rid e  c o n te n t a t  a low er te m p e ra tu re , s im ila r 
to  th e  e x p e rim e n t w ith o u t a d d itiv e , b u t  w ith  an  en tire ly  d iffe ren t c h a ra c te r . 
T his can  be ex p la in ed  by  a fu n d a m e n ta l change in  th e  p a r t  p rocesses. The 
h igher th e  a lu m in iu m  fluoride c o n te n t o f th e  sam ple  th e  earlie r a w e ig h t loss 
ap p ears , in d ic a tin g  th a t  a lu m in iu m  flu o rid e  is capable  o f reac tin g  w ith  th e  
h y d ro x y l g roup  o f  kao lin ite  a t  te m p e ra tu re s  ju s t  above 300 °C [12]. T h is is 
fu r th e r  con firm ed  b y  th e  descend ing  b ra n c h  in  th e  above range  o f th e  d iffe re n 
tia l  th e rm a l a n a ly tic a l curve.

Figs 11 a n d  13 show th e  re su lts  of th e  th e rm a l analysis of sam p les  w ith  
id en tica l a lu m in iu m  fluoride c o n te n t a t  a h e a tin g  ra te  o f 40 °C p e r m in u te . 
C urve 1 in  F ig . 11 rep resen ts a G rossa lm ero d e  clay  w ith o u t a d d itiv e , C urve
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2 a sam p le  o f th e  sam e c lay  w ith  2 % , C urve 3 a sam p le  w ith  4 %  of a lu m in iu m  
flu o rid e  c o n te n t. F ig . 12 show s th e  effect o f 10 a n d  20 %  of a lum in ium  flu o rid e . 
T he d iffe re n tia l th e rm a l an a ly sis  re p re se n te d  b y  F igs 11 an d  12, an d  th e  
th e rm o g ra v im e tr ie  an d  th e rm a l analyses as show n  b y  Figs 7 —TO in d ic a te

0 Ю0 2003004005006007008009ттю0к00°с

Fig. 11. R e su lts  o f th e  d iffe re n tia l th e rm a l 
a n a ly s is  o f  G rossalm erode c lay  sam ples w ith  
0,2 a n d  4 %  A1F3 co n te n t, re sp ec tiv e ly . H e a t

in g  ra te  40 °C p e r  m in u te

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 703011001200 °C

Fig. 12. R e su lts  o f th e  d iffe ren tia l th e rm a l  
a n a ly s is  o f  G rossalm erode c lay  sam p les w ith  
10 a n d  2 0 %  A1F3 c o n te n t, re sp e c tiv e ly . 

H e a tin g  ra te  40 °C per m in u te

I/Io

Fig. 13. T h e  s ta n d a rd  cu rv e  o f m u llite  w ith  N H 4C1 in te rn a l  s ta n d a rd . ( l a d  — 3,41 k X  m u lli te  
lin e , I u a d =  2,74 k X  th e  in te n s i ty  o f th e  N H ,C1 lin e  w ith  g ra d u a tio n s  be tw een  0 a n d  100)

as a n  effect o f th e  a d d itio n  o f A1F3 a sh iftin g  to w ard s  low er te m p e ra tu re s  a t  
th e  b eg in n in g  of in u llite  fo rm a tio n  — w hich  a p p e a rs  on th e  curves as th e  te m 
p e ra tu re  a t  w hich th e  ex o th e rm  effect reach es a  m ax im um . In  a d d itio n  th e  
fo llow ing  conclusion m ig h t also be d raw n  fro m  th e se  ex p erim en ts: n am ely  th a t  
th e  c h a ra c te r  o f th e  tra n s fo rm a tio n  o f c lay  m in era ls  does n o t fu n d a m e n ta lly  
c h an g e  on th e  a d d itio n  o f a lu m in iu m  flu o rid e , u p  to  a ce rta in  lim itin g  q u a n 
t i t y .  T h is  lim iting  q u a n t i ty  m ig h t be g iven  as 8 to  10 per cen t of th e  c lay  m in 
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PROCESSES DURING THE CALCINATION OF CERAMIC PRODUCTS 11

era l co n ten t, ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  th a t  th e  clay  m in era l co n te n t o f th e  
G rossalm crode clay  is 45 -7-50%. A t th e  sam e tim e  th e  cu rves show  th a t  in  th e  
case of G rossalm crode clay  th e  processes c h a ra c te r is tic  o f  th e  in itia l crude 
G rossalm erode c lay  change up  to  4 %  o f th e  a d d itiv e  on ly  so fa r  as m ullite  
fo rm a tio n  begins a t  a low er te m p e ra tu re . T his can  be e x p la in e d  p a r tly  b y  a 
decrease in  th e  a c tiv a tio n  energy  re q u ire m e n t an d  p a r t ly  b y  th e  m inera liza tion  
effect of h y d ro g en  flu o rid e  on m ullite  fo rm a tio n . T he co n se rv a tio n  o f th e  fu n 
d a m en ta l c h a ra c te r  o f th e  d iffe ren tia l th e rm a l curves a t  th e  sam e tim e  confirm  
th a t  a lum in ium  flu o rid e  reac ts  p rim a rily  w ith  th e  clay  m in era ls . O nly a t  h ig h er 
a lu m in iu m  flu o rid e  c o n ten ts  does an  e n d o th e rm  effec t a p p ea rin g  betw een  
700° an d  800 °C in d ic a te  a m od ifica tio n  of th e  basic  m echan ism .

IV. T ransfo rm ation  o f G rossalm erode clay w hen calcined  in  the  presence of
a lu m in iu m  fluo ride

The effect o f  ad d itiv e s  was s tu d ie d  u n d e r s ta tic  co n d itio n s b y  a 4 -h o u r 
h e a t  tre a tm e n t a t  1400 °C. The ad d itiv e s  w ere 2, 4, 10 an d  2 0 %  o f a lum in ium  
flu o rid e . D ebye — S ch erre r an d  X -ra y  d iffrac tio n  p a tte rn s  o f th e  sam ples were 
p rep ared .

M ullite was q u a n ti ta t iv e ly  d e te rm in ed  from  th e  s ta n d a rd  curve in  F ig . 
13 an d  on th e  basis o f  th e  I / I 0 values o f T ab le  V II . T he re su lt o f  th e  f irs t is given 
in  T ab le  V, o f th e  la t te r  in  T ab le  V I. On th e  basis o f th e  X -ra y  p a tte rn s  i t  can  
be s ta te d  th a t  tr id y m ite  fo rm atio n  begins m uch  earlie r in  th e  presence o f a lu 
m in ium  fluoride  th a n  in  th e  sam ple w hich co n ta in s  no a d d itiv e . W ith o u t a d d i
tiv e  signs o f tr id y m ite  fo rm atio n  can  be d e m o n s tra te d  n o t ea rlie r th a n  a fte r  
70-^100 h o urs, w hile in  th e  presence of 2 %  alu m in iu m  flu o rid e  ad d itiv e  i t  is 
on ly  10-7-15 hours a n d  in  th e  presence o f  4 %  a lu m in iu m  flu o rid e  only  3-7-6 
ho u rs . The profile  o f m u llite  fo rm atio n  in h e a t t re a te d  sam ples w ith  and  w ith o u t 
a lum in ium  fluoride  a d d itiv e  was s tu d ied  b y  d isso lu tion  in  h y d ro g en  fluoride . 
T he resu lts  of th is  te s t  are  given in  T able V II .

T hus, log ically  th e re  is an  increase in  m u llite  c o n te n t p ro p o rtio n a l to  the 
q u a n tity  o f th e  a lu m in iu m  fluoride  ad d itiv e . T he fo rm a tio n  o f th e  phases was 
also exam ined  b y  m icroscopic sections.

An early  fo rm a tio n  o f  tr id y m ite  could he d e m o n s tra te d  on  th e  slides too , 
as show n in  Figs 14 an d  15. These figu res, co m p ared  w ith  sam ples w ith o u t ad d i
tiv e s , also show  a p rogress o f m ullite  fo rm a tio n , because fo r id e n tic a l ca lc in a
tio n  periods th e  m u llite  c ry s ta ls  are la rger. T he p ic tu res  w ere ta k e n  w ith  crossed 
N icol prism s a t  800 X  m ag n ifica tio n . The tr id y m ite  tw ins are c learly  visible on 
th e  po lished  slides as d a rk  coloured c ry s ta ls  ap p earin g  im m ed ia te ly  n e x t to  
th e  w hite  a rea s .T h e  line d iv id ing  th e  w hite  a n d  d a rk  c ry s ta ls  is th e  cross sec tion  
o f th e  tw in  p lanes. In  F ig . 15 an  am o rp h o u s phase  ap p ea rs  in  a d d itio n  to
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12 В. LŐCSEI

Table V

Debye—Scherrer patterns of Grossalmerode clay samples heat treated with fluoride additive

1. 2. 3. 4.

d A I. sub- d Ä
I.

sub- d A
I. sub- d A I. sub-hkl stance hkl stance hkl stance hkl stance

4,090 5 cr 4,360 3 t r 5,385 1 m 5,518 3 in
3,372 4 m , qu 4,101 4 t r 4,390 4 t r 4,390 4 t r
3,167 2 cr 3,822 3 t r 4,109 4 t r 4,128 4 t r
2,863 3 cr 3,435 4 m 3,829 4 t r 3,872 4 t r
2,695 2 m 2,984 2 t r 3,410 4 m 3,422 4 m
2,505 3 x cr, m 2,707 1 m 2,990 3 t r 3,020 2 t r
2,293 2 m 2,525 3X m , t r 2,687 2 m 2,707 3 m
2,222 3 m 2,304 1 m 2,529 3x m , t r 2,579 2 m
2,127 3 cr, m 2,206 2 m 2,315 2 in 2,509 2 t r
2,040 1 cr 2,129 1 m 2,209 3 in 2,318 2 m

1,950 1 cr 1,704 2 in 2,124 1 m 2,224 3 m
1,889 2 in 1,613 1 m 1,853 1 in 2,138 2 in

1,821 3 qu 1,529 3 m 1,703 3 m 1,856 1 m
1,707 1 m 1,446 1 m 1,610 2 m 1,709 2 m
1,620 2 X cr, m 1,340 1 m 1,528 3 m 1,612 3 m

1,539 3 x m, qu 1,283 1 m 1,452 2 m 1,532 4 in
1,446 3 m 1,339 2 m 1,454 2 m
1,379 3 qu 1,282 1 m 1,409 1 m
1,283 2 m 1,342 2 m
1,261 1 in 1,283 1 m
1,201 2 qu 1,264 1 m
1,185 2 qu

1. 2 %  of alum inium  flu o rid e  ad d itiv e
2. 4 %  of alum inium  flu o rid e  ad d itiv e
3. 10%  of a lum inium  flu o rid e  ad d itiv e
4. 2 0 %  of alum inium  flu o rid e  ad d itiv e

m  = m u ll i te  
t r  =  trid y m ite  

q u  =  q u a rtz  
c r  =  cristobalite

t r id y m i te ,  beside m any  m u llite  c ry s ta ls . No q u a rtz  o r c r is to b a lite  can  be 
d e m o n s tra te d  by  m icroscopic  in v e s tig a tio n s . This is in  ag reem en t w ith  th e  
r e s u lts  o f  th e  X -ray  te s ts  (T ab le  Y , co lum n  2 an d  T ab le  Y I, co lum n  2). I n  Fig. 
15 th e  presence of tr id y m ite  tw in  c ry s ta ls  is p a r tic u la r ly  c learly  v isib le .
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Table VI

Data of the diffraction patterns of Grossalmerode clay samples with aluminium fluoride additive 
using ammonium chloride as internal standard

1. 2. 3. 4.

d kX
«■

sub
stance d kX I. sub

stance d k x I. sub
stance d kX I  sub-

stance

5,405 7 m 5,405 7 m 5,405 8 m 5,392 13 m

4,320 35 t r 4,262 10 q u 4,334 39 tr 4,308 33 t r

4,081 45 t r 4,077 66 t r 4,098 44 t r 4,085 43 t r

3,880 6 N 3,865 12 N 3,822 24 t r 3,810 18 t r

3,431 8 111 3,824 19 t r 3,431 12 m 3,428 17 m

3,396 14 m 3,431 10 m 3,396 18 m 3,395 25 m

3,349 43 qu 3,394 14 m 3,251 4 tr 3,254 4 t r

3,145 4 cr 3,248 5 t r 2,978 7 t r 2,970 5 t r

2,882 4 cr 2,978 6 t r 2,887 3 m 2,790 33 N
2,741 26 N 2,744 26 N 2,734 28 N 2,692 12 m

2,544 6 m 2,699 7 m 2,701 7 m 2,543 8 in

2,493 9 cr 2,548 7 in 2,551 8 m 2,485 8 t r

2,283 3 qu 2,496 9 t r 2,498 9 tr 2,293 4 m

2,237 3 N 2,298 4 in 2,296 4 in 2,209 10 m

2,210 6 m 2,233 2 N 2,233 2 N 2,119 6 m

2,125 5 qu , m 2,211 8 m 2,212 8 m 1,930 4 N
1,940 4 N 2,122 4 m 2,124 3 in 1,694 5 in

1,886 3 III 1,939 3 N 1,941 3 N 1,579 6 N
1,819 5 qu 1,887 2 m 1,889 2 m 1,526 7 m

1,668 1 qu 1,844 3 m 1,848 3 m 1,526 7 m

1,691 4 m 1,734 4 N
1,604 3 m

1,582 5 N
1,527 5 m

1. 2 %  of a lum in ium  fluoride a d d itiv e
2. 4%  of a lum in ium  fluoride ad d itiv e
3. 10%  of a lu m in iu m  fluoride ad d itiv e
4. 20%  of a lum in ium  fluoride a d d itiv e

m  =  m ullite  
t r  =  tr id y m ite  

qu  =  q u a rtz  
cr =  c ris to b a lite
N =  NH.,C1 (am m onium  ch loride)
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14 В. LŐCSEI

Fig. 14. T h e  te x tu re  o f a  G rossa lm erode  c lay  sam p le  w ith  4 %  A1F3 c o n te n t a f te r  6 h o u rs  
h e a t  t r e a tm e n t  a t  1400 °C. T h e  tr id y m ite  tw ins a re  c le a r ly  v isib le . 800 X en la rg em e n t, m ade

w ith  crossed N icol p rism s

Table VII
Examination of the mullite content of Grossalmerode clay treated for 6 hours at 1400 °C with and

without AIF3 additive

Quantity 
of the additive

Insoluble residue after 
2 hours in 10% HF, g.

Test with NH4C1 
internal standard,

i/ i .

Mullite content,
%

0,0 24,37 0,5 14,2

2 25,76 0,54 15,6

4 29,05 0,54 15,6

10 35,31 0,64 22,2

20 44,51 0,96 36,0

I / I 0 is th e  ra tio  of th e  in te n s i ty  o f th e  d =  3,41 kX  m u lli te  line and  of th e  in te n s i ty  o f th e  
d =  2,74 kX  N H 4C lline . T h e  m u llite  co n ten t can  b e  d e te rm in e d  from  I / I 0 w ith  th e  a id  o f F ig . 13 
w h e re  th e  I / I 0 — “ m u llite  c o n te n t”  co rre la tio n  is show n .
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Fig. 15. T rid y m ite  tw in  c ry s ta ls  in th e  te x tu re  o f th e  G rossalm erode clay  c o n ta in in g  4 %  of 
a lu m in iu m  fluo ride . 1500 X m agn ifica tio n

V. Study o f  the  ch a ra c te r  o f  th e  m inera liza tio n  effect

T hus u n d e r th e  in fluence o f a lu m in iu m  flu o rid e  ad d itiv e  m u llite  fo rm a 
tio n  begins a t  a low er te m p e ra tu re . H o w ev er, i t  is n o t en tire ly  c lear w h e th e r  it  
is th e  a lu m in iu m  flu o rid e  itself, or th e  flu o rid e  ion , th a t  is to  say , th e  p ro cess  o f 
h y d ro ly sis , or th e  h y d ro g en  fluoride  w hich  is form ed th ro u g h  th e  re a c tio n  
o f k ao lin ite  w ith  a lu m in iu m  fluo ride  w h ich  show s th is  effect. The m e c h a n ism  
w as ana ly sed  b y  d iffe ren tia l th e rm a l te s ts . K ao lin  from  Z e ttlitz  w as ca lc in ed  
f i r s t  in  a ir  a t 560 °C, th e n  as a second te s t  k ao lin  from  Z e ttlitz  an d  a lu m in iu m  
flu o rid e  were s e p a ra te ly  p laced in to  th e  fu rn a c e  w ith o u t p re lim in a ry  m ix in g . 
S team  was passed  th ro u g h  th e  fu rn ace  in  su ch  a w ay th a t  it  cam e f i r s t  in  co n 
t a c t  w ith  th e  a lu m in iu m  fluoride a n d  su b se q u e n tly  w ith  the  Z e ttl i tz  k a o lin . 
S te a m  hydro lyses th e  a lum in ium  flu o rid e  a t  560 °C and  hydrogen  f lu o r id e  is
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16 В. LŐCSEI

c a rr ie d  o ff b y  th e  s te a m . T h is hyd rogen  f lu o rid e  com es in to  c o n ta c t w ith  th e  
Z e tt l i tz  kao lin .

T h e  sam ples h e a t  t r e a te d  in  air an d  (as d esc rib ed  above) in  a m ed iu m  
c o n ta in in g  h y d ro g en  f lu o rid e  w ere su b jec ted  to  d iffe ren tia l th e rm a l an a ly s is .

700 200 300400 500 600700 800 9001000%

DTQ

100 200 300400 500 600 700 800 9001000%

Fig. 16. R e su lt  o f th e  d if fe re n tia l  th e rm a l analysis o f Z e t t l i tz  kao lin  h e a t t re a te d  in  a ir  a t
500 °C for 4 h o u rs

700л 7 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12°C
I— I— f— I— I— I— I— I— I— I— I— I— I

Fig. 17. R e su lt  o f th e  d if fe re n tia l  th e rm al a n a ly s is  o f  a  k a o lin  sam ple fro m  Z e tt l i tz  h e a t  
t r e a te d  fo r 4 h o u rs  a t  560 °C in  an  a tm o sp h e re  c o n ta in in g  hydrogen  flu o rid e

T he resu lts  w ere ch eck ed  several t im e s  a n d  a re  show n in  Figs 16 a n d  17. 
I n  th e  k ao lin  w hich  h a d  b een  tre a te d  in  a m e d iu m  co n ta in in g  h y d ro g en  f lu o rid e  
m u llite  fo rm a tio n  b e g a n  a t  te m p e ra tu re s  w h ich  a re  50-y60 °C low er th a n  th e  
te m p e ra tu re  a t  w h ich  m u llite  fo rm atio n  b eg in s  in  th e  a ir tre a te d  sam p les . T his 
te m p e ra tu re  d ifference dep en d s on th e  le n g th  o f  th e  tre a tm e n t, on th e  te m p e r 
a tu re  a n d  on th e  h y d ro g e n  fluo ride  c o n c e n tra tio n .

T h is e x p e rim e n t co n firm s th e  f in d in g  t h a t  h y d rogen  fluoride  — fo rm ed  
b y  th e  re a c tio n  b e tw e e n  k ao lin  and  a lu m in iu m  f lu o rid e  — is th e  p r im a ry  fa c to r  
in  th e  m in e ra liza tio n  e ffec t re su ltin g  in  m u llite  fo rm a tio n , as th e  p resen ce  o f
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a lu m in iu m  flu o rid e  is n o t ab so lu te ly  necessa ry . As w itnessed  b y  th e  e x p e ri
m e n ts  a c o n ta c t b e tw een  h y drogen  flu o rid e  in  th e  gaseous phase  a n d  k ao lin  is 
su ff ic ie n t to  b rin g  a b o u t m in era liza tio n . T h is ex p e rim en ta l p ro o f  b e y o n d  all 
d o u b t in d ica tes  t h a t  h y d ro g en  fluoride  h as  a m inera liz ing  e ffec t on  m u llite  
fo rm a tio n , as a consequence  o f w hich  the  a c t iv a tio n  energy  o f m u llite  fo rm a tio n  
is  red u ced . As a re su lt  o f h e a t t re a tm e n t th e  flu o rin e  leaves th e  sy s tem . T h u s, 
th is  e x p e rim en t c o n tr ib u te s  v a lu ab le  d a ta  to  ex p la in  th e  p a r t  p rocess w hich  
ta k e s  p lace d u rin g  th e  re a c tio n  o f a lu m in iu m  flu o rid e  w ith  silicon d iox ide  or 
w ith  kao lin .

VI. Evaluation o f the results

A ccord ing  to  o u r d iffe ren tia l th e rm o g ra v im e tr ic  te s ts  th e  illite  c o n te n t 
o f  G rossalm erode c lay  increased , th o u g h  th e re  w as p rac tica lly  no change in  th e  
ox ide  com position .

T he tr id y m ite  s tru c tu re  w hich  is fo rm ed  d u rin g  th e  ca lc in a tio n  o f G rossa l
m ero d e  clay  is n o t a p r im a ry  p ro d u c t o f th e  silicon  dioxide c o n te n t o f  th e  clay  
b u t  is reach ed  th ro u g h  an  in te rm ed ia te  c ris to b a lite  phase . T h erm al analyses 
h av e  show n th a t  k ao lin ite  — m ullite  tra n s fo rm a tio n  begins a t  950 °C in  the  
c lay . As p ro v ed  b y  th e rm a l analysis sm all q u a n titie s  o f a lu m in iu m  fluo ride  
a d d itiv e  — a b o u t 8 - ^ 10%  of th e  clay  m in e ra l c o n te n t o f th e  m a te r ia l — h av e  
no in flu en ce  on th e  c h a ra c te r  o f th e  p rocess. T he d ifference consists  in  th e  
ap p e a ra n ce  o f th e  ex o th e rm  effect (due to  th e  p resence o f a lu m in iu m  flu o rid e ) 
in  th e  d y n am ic  th e rm a l te s t  in d ica tin g  th a t  m u llite  fo rm atio n  begins a t  a low er 
te m p e ra tu re . T he decrease in  th e  te m p e ra tu re  a t  w hich th e  e x o th e rm  effect 
a p p e a rs  is th e  g re a te r  th e  g rea te r  th e  a lu m in iu m  fluoride  co n te n t is. T he b eg in 
n in g  o f  m u llite  fo rm a tio n  a t  low er te m p e ra tu re s  is due to  th e  m inera liz ing  effect 
o f h y d ro g en  f lu o rid e .

R E F E R E N C E S

1. O rig in a l G ro ssa lm ero d er G lashäfen . V ere in ig te  G ro ssa lm eroder T o n w erk e . G ro ssa l
m erode , 1958.

2. H a u s n e r , H .: S p rech saa l f. K eram ., G las, E m . 85, (1952), 301.
3. Lőcsei, В .—Ver ess , Z .—V issy , L.: Silicates In d u s tr ie ls  9, (1960), 410.
4. L ő c s e i , В.: N ature ,  190, (1961), 907.
5. L ő c s e i , В .: S ilika ttech n ik ,  12, (1961), 356.
6. L ő c s e i , В .: É pítőanyag  13, (1961), 405.
7. Lőcsei, В .: É pítőanyag  14, (1962), 48.
8. L ő c s e i , B .: A  V eszprém i Vegyipari Egyetem  K özi.  6, (1962), 29.
9. L ő c s e i , B .: A  V eszprém i Vegyipari Egyetem  K özi.  6, (1962), 129.

10. Lőc sei, B .: É p ítőanyag  14, (1962), 353.
11. L ő c s e i , B .: Acta C him . H ung .  33, (1962), 197.
12. L ő c s e i  B.: Bér. D tsch. K eram . Ges., 40, (1963) 24
13. T akáts, T .—Mrs. B oros, J . :  É pítőanyag  14, (1962), 16.
14. M rs. B o r o s , J . :  T e s t R e p o rt,  É a K K I , B u d a p es t, 1963.
15. E r d e y , L .— P a u l ik , F .— P a u l ik , J . :  M. T u d . A k ad . K ém . T ud . O szt. K özi. 7, (1955), 55.
16. P a u l ik , F .— P a u l ik , J . — E r d e y , L.: Z . Ind. C hem .,  160, (1958), 141.
17. V e r e s s , Z.: M icroscopic T es ts , É a K K I , B u d a p es t. 1963.

2 Acla Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



18 В. LŐCSEI

D I E  IM  L A U F E  D E S  B R E N N E N S  V O R  S IC H  G E H E N D E N  V O R G Ä N G E  
IN  K E R A M IS C H E N  P R O D U K T E N . I I

B. LŐCSEI

Z U SA M M E N FA SSU N G

D e r  M echanism us des P h a se n ü b e rg a n g e s  im  T one  v o n  G rossalm erode w u rd e  im  L au fe  
d e r  V e rsu c h e  teilweise d u rc h  d y n a m isc h e , teilw eise d u rc h  s ta tisc h e  M ethoden  n ach gew iesen . 
D as  S i0 2 g e h t aus der Q u a rzp h ase  ü b e r  den  C ris to b alit in  d ie T rid y m itp h a se  ü b e r. D iese A rt 
d e r  P h a se n u m w a n d lu n g  w ird  d u rc h  d ie D ebye — S ch erre r-D iag ram m e, D iffrak tio n sa u f-  
n a h m e n , fe rn e r durch  m ik ro sk o p isch e  A ufn ah m en  bew iesen. D u rch  den Z u sa tz  v o n  A1F3 
w ird  d a s  E in se tzen  der M u llitb ild u n g  bei einer n ied rig e ren  T em p era tu r  e rm ö g lich t. D ies 
b e d e u te t  e ine  B esch leunigung  d e r  U m w and lung . N a ch  d en  V ersuchen  k a n n  diese B esch leu 
n ig u n g  d u rc h  die m inera lis ie ren d e  W irk u n g  des au s d e r R e ak tio n  des A1F3 u n d  K a o lin its  
e n ts te h e n d e n  F luorw assersto ffs e r k lä r t  w erden.

PR O C E S S U S  SE  D É R O U L A N T  D A N S L E S  P R O D U IT S  C É R A M IQ U E S 
P E N D A N T  L E U R  C U IS SO N . IL

I . ' CSEI

R É SU M É

A u  cours des essais, le m écan ism e  de tra n s fo rm a tio n  de l’arg ile  de G rossa lm éro d e  
e s t  d é m o n tré  p a r  des m éthodes d y n a m iq u e s  e t s ta tiq u e s . Le S i0 2 to u rn e  de la p h a se  de silice 
à  la  p h a se  de tr id im ite  à  t r a v e r s  le  c ry s to b a lite . C e tte  tra n s fo rm a tio n  de p h ase  e s t  v é rifiée  
p a r  D e b y e  — Scherrer, p a r  des f ig u re s  de d iffrac tio n  e t  p a r  p rises m icros. L ’a d d it if  A1F3 p e r 
m e t  le  co m m encem en t d u  d é g a g e m e n t de m u llite  à  u n e  te m p é ra tu re  p lus b a sse , ce q u i 
s ig n if ie  l ’accélé ra tio n  de la  t ra n s fo rm a tio n . D ’ap rès les expériences, l ’accé lé ra tio n  p e u t  ê tre  
e x p liq u é e  p a r  l ’effet de m in é ra lisa tio n  de l’acide f lu o rh y d riq u e  p ro d u ite  p a r  la  ré a c tio n  
d e  l ’A lFg e t  de la  cao lin ite .

ПРОЦЕССЫ, ПРОИСХОДЯЩИЕ В КЕРАМИЧЕСКИХ ИЗДЕЛИЯХ ПРИ
ОБЖИГЕ, II

Б . Л ЕЧ Е Н

РЕЗЮМЕ

По ходе экспериментов, отчасти динамические, а отчасти статические методы при
водят к выявлению механизма перехода фаз в глинах Гросалмероде. Двуокись кремния 
переходит из кварцевой фазы в тридимит через стадию кристобалита. Такой путь фазовых 
превращений доказан снимками Дебая—Шерера, диффракционными, а также микроско
пическими. Добавка фтористого алюминия обуславливает образование муллита при 
более низкой температуре. Это свидетельствует об ускорении преобразования. Уско
рение, по результатам экспериментов, объясняется минерализирующим влиянием фто
ристого водорода, образующегося в результате реакции фтористого алюминия с каоли
нитом.
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NICHTLINEARE BIEGUNGSTHEORIE  
VON SANDWICH-PLATTEN*

T E IL  I I I .  D IE  S A N D W IC H -P L A T T E  M IT  L E IC H T E M  K E R N E  

V. D U N D R O V Á —V. K O V A É Í K - P .  éL A P Á K

PRAG

[E ingegangen  am  1. J u l i  1964]

D er I I I .  T eil d ieser A rb e it  i s t  den P la tte n  m it  le ic h te m  K e rn  u n d  seh r d ü n n e n  äu ß eren  
S ch ich ten  gew idm et. Ä h n lich  w ie in  K ap . I  se tzen  w ir  h ie r  iso tro p e  S ch ich ten  v o ra u s , u n d  die 
T heorie  g ro ß er D u rch b ieg u n g en  w enden  w ir n u r  fü r  d ie  ä u ß e re n  Sch ich ten  an. E in e  w esen tlich e  
V ere in fachung  w urde  d u rc h  die E in fü h ru n g  de r V o ra u sse tzu n g  einer gew issen V e rte ilu n g  
d e r  B e lastu n g  a u f  d ie O ber- u n d  U n te rfläch e  d e r P la t te  e rre ich t. D ie F o rm u lie ru n g  w ird  in  
zw ei S tu fen  d u rc h g e fü h rt. Z u e rs t w ird  eine gew isse lin e a re  A ufgabe d e fin ie rt, w elche a u ch  
eine se lbständ ige  B e d eu tu n g  h a b en  kan n . D a ra u f  fo lg t d ie  F o rm u lie ru n g  des n ich tlin e a re n  
P rob lem s. D ie A uflösung  eines Speziellfalles is t  m it  d e r  G a lerk in m eth o d e  d u re h g e fü h rt.

1. Zusam m enstellung der Ausgangsgleichungen

W ir le iten  z u e rs t die Theorie der D u rch b ieg u n g  einer d re isch ich tig en  
P la t te  m it d er p h y sik a lisch en  u n d  geo m etrisch en  S ym m etrie  der A n o rd n u n g  
zu r M itte lfläche . Die ä u ß e re n  S ch ich ten  u n d  d en  K e rn  b e tra c h te n  w ir als t r a n s 
versa le  iso trope  K ö rp e r.

In  den  ä u ß e ren  S ch ich ten  von  seh r k le in e r  D icke t se tzen  w ir die G ü ltig 
k e it  der K irch h o ffsch en  H y p o th ese  von  d er E in h a ltu n g  der N o rm alen  v o ra u s . 
D ie geom etrischen  G le ichungen  nehm en w ir in  n ic h tlin e a re r  F o rm  an .

D er le ich te  K e rn  is t  d u rch  die Z u sam m en h än g e

c h a ra k te r is ie r t , . w oraus

E l — E 2 — Gn  — 0

a i  — °2.— T12 — № 13 — A*23 — 0

fo lg t u n d  insbesondere

Gi3 — G-23

In  obigen G le ichungen  en tsp rech en  die In d izes  1, 2, 3 den R ic h tu n g e n  d er 
zugehörigen  A chsen x, y ,  z. Z ur V ere in fachung  d e r R ech n u n g  n eh m en  w ir noch  
die p ra k tisc h  u n w ich tig e  V orausse tzung  an , d a ß  s ich  S p an n u n g  cr3 im  K e rn  n ach

* D er e rs te  u n d  zw eite  T eil d ieser A rbeit w u rd e  im  B a n d  53, H eft 3 4, bzw . B an d  55,
H e ft 1 — 2 d e r A c ta  T ech n ica  m itg e te ilt.
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d e r B ez ie h u n g  (5) v e r te il t  (siehe w eite r). Aus d ieser B eziehung e rg ib t s ich  die 
V e r te i lu n g  der B e lastung  a u f  die O ber- u n d  U n te rf läch e .

D u rc h  die In te g ra tio n  d e r D iffe ren tia lg le ich u n g en  in  dem  K ern e  b e k o m 
m en  w ir

f, =  f i  ( x , y ) , (1)
f, =  (P i  ( X , y )  , (2)
f  =  f 3 ( x , y )  — г ( f i x  +  f i y )  > (3)

______V

Bild I I I .  1. B eze ich n u n g  v o n  a3 a u f  de r G renzebene

w o qp,- (i  =  1, 2, 3) die g e su c h te n  F u n k tio n e n  b e d e u te t. Die In d izes  x ,  y ,  z 
b e d e u te n  im m er die p a r tie lle  A b le itu n g  n ach  den  zugehörigen  V ariab len . W ir 
s e tz e n  n u n

<Pa =  0 » (4 )

so d a ß  d ie  gedachte S p a n n u n g  03 d u rch  den  A u sd ru ck

°a =  z ((pix -f- <Piy) ,

b e s c h r ie b e n  wird. Im  w e ite re n  bezeichnen  w ir (B ild  I I I .  1)

a f ( x , y ,  s) =  q ,

a»i (x , y ,  — * ) = — ? •

(5)

(6)

F ü r  die V ersch ieb u n g sk o m p o n en ten  fo lgen aus dem  V o rh erg eh en d en  die 
Z u sam m en h än g e :

„c -=  П  ( x , y )  —
2 £ ,

( f i x  +  f l y )

,C _ <Рь K j ) +
<p 1

f l , +
6 E.,

( 7 )

( f l XX "b f l X y )  ’ (®)
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v  =  <Pa i x ->y) +  z 4>2
G,

<Piy +
6 E.,

W lx y  +  4)2 yy) . (9)

wo (pt (i =  4, 5, 6) w eitere  u n b e k a n n te  In te g ra tio n s fu n k tio n e n  s in d . D ie K o m 
p a tib ilitä tsb e d in g u n g e n  sind  fü r  d e n  K ern  e rfü llt.

In  den  ä u ß e ren  S ch ich ten  e rg eb en  sich  bei B each tu n g  d e r  K irchhoff- 
schen  H ypo these  von  der E in h a ltu n g  der N orm alen  die V ersch ieb u n g sk o m p o 
n e n te n  и, V, w  in  d e r Form

и  =  x  — zwx , v =  ß  — zwy .

Bild I I I .  2. S ch ich ten d ick e

H ie r sin d  X, ß die F u n k tio n e n  d e r V a riab len  x , у , w elche w ir aus d e n  B ed in g u n 
gen  d er G leichheit d er V ersch iebungen  am  Ü bergang  von  e in e r S ch ich t zur 
a n d e re n  ab le iten . M it R ücksich t a u f  (7) bis (9) e rh a lte n  w ir fü r  d ie  O ber- bzw. 
U n te rsc h ic h t

u 4x_

E 3
— zw X »

V =  9>e ±  s ____ <h
G 2 *  3 E 3

— ZWy .

H ierau s  fo lg t fü r  die M ittc leb en en  d ieser S ch ich ten

U =<ps ± s - <Pi - ±
S*

— —  qx =F s ’ wx , (10)
G 3 3 E 3

v  =  n  ±  s -
<P2

G ,
- ±

s2 -I- »
3 £  î y T s wv- (П)

wo (B ild  I I I .  2) s' =  s -f- t/2. D a d ie  ä u ß e ren  S ch ich ten  d ü n n  s in d , k ö n n e n  wir 
w  g leich K o n st, se tzen , so daß  w ir m it B ezug a u f  (7)

w ’ =  w  =  <pi +  — —  q 
2 E 3
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o d e r

< P i = w — — —  q (12)
L £/3

e rh a l te n .
D ie  K om ponen ten  d e r  M em b ran sp an n u n g en  in  d en  äußeren  S ch ich ten  

h a b e n  a u f  G rund der n ic h tl in e a re n  geom etrischen  B ez iehungen  die F o rm

wo

u'x +  Z* v'y +  —  (wx +  (Шу) 
Z

v'y +  p u x +  (w 2y +  /ги>х ) 
z

E ’ (u'y +  v'x +  w x Wy) ,
Z

E ’ =  — —-----
1 -  /j?

(13)

(14)

(15)

(16)

is t .  D u rc h  E insetzen v o n  (10) u n d  (11) e rh a lte n  w ir fü r  die S p an n u n g sk o m p o 
n e n te n  in  der M ittelebene d e r  oberen  bzw. u n te re n  S ch ich t die A usdrücke

or' =  E ' Vax +  Wey i  (^ ix +  W 2y) zh

3 E.,
■ (?xx +  И-Чуу) +  s' (*®xx +  H-Wyy) +  —  (Wl  +  f*Wy)

ff' =  E ’ Vay +  № x  i  p r  (^2y "F" W ix) ±

S2 1 , 0
± ~ ^ - { q yy +  W xx) =F s' +  № x ) +  —  ( 4  +  /*«£)

3 E.,

. (17)

,  ( 18)

T' - A z ü L e ' ^Sy +  9>вх ±  —  ( ^ l y  +  ^ 2 x )

2 s:
r .  ïx y  "F  2  s '  и>ху +  ■

3 E
(19)

D ie  G le ichgew ich tsbed ingung  in  der R ic h tu n g  x  in  der oberen (u n te ren ) 
S c h ic h t  is t (Bild I I I .  3)

°1X +  T12y “F ------T13 — 8
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H ierau s folgt d u rc h  E insetzen

V2 -  1 ' t '1 {<Рьуу -  <Рвху) ±  1 ^ fX ~~г V2 f i  T  г  z  t r 3

“F gx ±  t V “ P 2 q* ^  s> V*Wx P "  +  (20)Z Сг3 о ii/3

+  1 K ^ y  —  M’xM'yy) T  —^ 7 - Ç > i  =  0  •
z  th,

l

©i°t T,2 t (sf+e£)t

XеL13
"со

6!ut
T  cL к

Co

r ,utМ2 ^

Bild I I I .  3. Z ur G le ich gew ich tsbed ingung  in  d e r R ich tu n g  x

D u rc h  A dd ition  re sp . S u b tra k tio n  v o n  (20) fü r die O ber- u n d  U n te rsc h ic h t 
e rh a lte n  wir

2 V2 Уь — (!+< “ ) (Уьуу — 9Vv) +  2 w x V 2 w + ( ! +  H) (wy ™xy ~  ™x™yy) =  0 , (21)

( !  — V ) - j r V 2(P i------ ^ r V i  +  ~ - p 2 qx — (! + H ) - j r 4 x  — 2 s ' p 2tcx= 0 .  (22)
( / 3 th/ о i iß  (/-J

D ie e rs te  G leichung  is t n ic h tlin e a r , die zw eite je d o c h  linear. D ie G leichge
w ich tsb ed in g u n g  fü r  die obere u n d  u n te re  S ch ich t in  der R ic h tu n g  у

T12x +  °2У  ~F ~  T 23 =  0

e rg eb en  ähnliche Z usam m enhänge u n d  d u rch  A d d itio n  bzw . S u b tra k tio n  
e rh a lte n  wir

2 V 2 Ve — (1 +  р) (Пхх  — Vbxy) +  2 м»у p 2 u) +  ( l + / i )  (wx wxy — w y w xx) =  0 , (23)
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(! — t*)-^rV2(P2----- ^ - < P 2 + - ~ - V 2b ~  (1+ и ) ~ Ь ~  2 s' v 2wy = ° -  (24)
(jTg thj О £<2 t r 3

D ie G le ichgew ich tsb cd in g u n g  in  der R ic h tu n g  d er Achse z h a t fü r  d en  K ern  
m it R ü c k s ic h t a u f  d en  g e d a c h te n  V erlau f v o n  03 u n d  u n te r  B erü ck sich tig u n g  
v o n  (1), (2), (5) u n d  (6) die F o rm

<Pix +  ? 2 y  + =  0 (25)

F ü r  die äu ß ere  B e la s tu n g  p  w äre es im  H in b lick  a u f  die V orau sse tzu n g  
n ic h t n ü tz lic h , den  U n te rsc h ie d  zw ischen der O ber- u n d  U n te rfläch e  zu berech : 
n en . M an k a n n  fü r  b e ide  äu ß eren  S ch ich ten  eine G leichung ansch re iben -

Z  «  w yy  +  2tÍ2 w xy)  +  —  ( p  —  2 g) =  0 ,

wo m it dem  Sym bol £  die sch ich tenw eise A d d itio n  an g e d e u te t w ird  (obere, 
u n te re ) . D u rch  E in fü h ru n g  v o n  (17) bis (19) u n d  n ach  U m fo rm u n g  e rh a lte n  
w ir die G leichung

Wy -f- fi,w\
1V, »l +  F«>y

+  w y y  W e y  +  № x  +T’sx — W e y )  +

+  Wxy( l —p )  {<p5y +  <pex +  w xWy) +  —- — { p  - 2 q )  =  0.
z  thj

+

(26)

W ir h a b e n  also ein  S y stem  von  sechs G le ichungen  (21) bis (26), fü r  sechs 
u n b e k a n n te  F u n k tio n e n  q>x, <jp2, q>b, qpe, 2, w. D as S y stem  zerfä llt in  d re i lineare  
u n d  d re i n ich tlin ea re  B eziehungen .

2. Lineare Aufgabe

B elassen  w ir die lin ea re  G leichung (25) ohne V erän d eru n g  u n d  fü h ren  w ir 
(22) u n d  (24) in  fo lgender F o rm  ein:

^ 14>i +  L 2 wx - f  L 3 qx — 0 , (27)

£ 1Ф-2. +  L 2 Wy -\- L 3 qy =  0 . (28)

H ie r  b e d e u te n  L t (i — 
m en h än g en

1, 2, 3) lineare  D iffe ren tia lo p era to ren  nach  den  Z usam -

L i  =
iE '
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L 2 = s ' G3 p*,

L3 =  l ± * -  
2

s2

3

N ach  U m fo rm u n g  von  (27) u n d  (28) e rh a lte n  w ir

(29)

L i <Pi +  L 3 4x =  — L 2 » (30)

L i (<Piy — 9>2x )  =  0 (31)

und  m it d er G leichung (25)

<Pix +  <P2y +  —  q =  0 
s

h ab en  w ir also ein  S ystem  v o n  d re i lin e a re n  G rundg leichungen . W ir d e fin ie ren  
w eiter die F u n k tio n  со du rch

со =  cp2 , p/2 Lj CO =  q (32)

u n d  d u rch  die D iffe ren tia lg le ich u n g  (30), w elche n ach  E inse tzen  v o n  (32) a u f  
die F orm

К  со — —L 2 w x (33)
g eb rach t w ird , w obei wir

К  = - - L L  V L  u 2L  -  —  G» 1 ~ tl ^1 ^XX \ ^Зх V — о
3 E , V*

sG2_________I I G , 3 -
S 1 3 tE '  E ,  2 Г Х +  tE '  2

JL Г7 2 Vx
tE '

2 8
Эл:

(34)

e ingese tz t h ab en . D ie G leichungen (25) u n d  (31) sind  nach  E in se tzen  v o n  (32) 
id en tisch  e rfü llt.

D ie lin ea re  A ufgabe w ird  n u n  fo lg en d erm aß en  fo rm u lie rt: W ir su ch en  
eine solche (von  w  abhängige) F u n k tio n  со, w elche innerhalb  des gegebenen  
G ebietes die D iffe ren tia lg le ichung  (33) b e frie d ig t u n d  an  den  G ren zen  des 
G ebietes gew issen R an d b ed in g u n g en  g en ü g t.

B e tra c h te n  w ir zum  B eisp iel eine P la t te ,  w elche in  der E b en e  x ,  у  ein  
rech teck iges G eb ie t 0 x  ix, 0 <[ у  <( l2 u m fa ß t (B ild I I I .  4) u n d  a u f  dem  
R an d e  frei au fg e lag e rt is t. D ie gegebene ä u ß e re  B elastung  p (x ,  y )  en tw ick e ln  
w ir in  eine F o u rie rsch e  Reihe
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P =  J?Pmn
m,n

sin
ТП71Х

h

п л у (35)

D ie A u flag e rb ed in g u n g en  c h a ra k te ris ie re n  w ir d u rch  die F o rd e ru n g , d a ß  
an  d e n  R ä n d e rn  d e r P la t te

ui =  0 ,

an =  0

(36)

sei, w o a '0 die N o rm a lk o m p o n en te  der S p an n u n g  in  d er R ich tu n g  der ä u ß e re n  
N o rm ale  b e d e u te t.  Z ufällige S c h u b sp an n u n g en  w erd en  am  U m fang d u rc h  e in e  
gew isse au ss te ifen d e  M em brane ü b ernom m en .

W eg en  d er A usd rü ck e  fü r  die N o rm a lsp a n n u n g e n  (17), (18) w erd en  w ir 
wie fo lg t V orgehen.

W ir te ile n  die A u sd rücke  fü r ax u n d  er2 in  sy m m etrisch e  und  a n tim e tr isc h e  
Teile in  b ezu g  a u f  die M itte lebene  der P la t te .  W ir bezeichnen

<  =  E \ v f  ±  v t ) , (37)

oí =  E '  (v i  ±  V f ) . (38)

F ü r  d en  R a n d  x  — k o n s t, w erden  w ir v e rla n g e n

r f  =  =  0  ;

äh n lic h  m u ß  fü r  y  =  k o n st.

V2 — V2 — 0

sein . W ä h re n d  w ir die R an d b ed in g u n g en  v f  =  v f  =  0 e rs t bei der L ö su n g  d e r 
n ic h tlin e a re n  A ufgabe erfü llen , k ö n n en  w ir die B ez ieh u n g en  V\ =  =  0 a n  d en
G ren zen  d u rc h  die W ah l gew isser B ed in g u n g en  fü r  die F u n k tio n en  со u n d  w  
e rfü llen . W egen (32) u n d  (18) sind  genügende R an d b ed in g u n g en
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со =  p 2 L j tu =  p 4 со — 0 , 

M) =  y  2w  =  0 .

Die F u n k tio n e n  со, w nehm en  w ir in  der F o rm

(39)

(40)

— ^mn sin  m  £ sin  ПГ] , (41)
m,n

=  У, Wmn sin  m  f sin  n r j , (42)
m,n

ЯХ

= Т ’
V =

7iy

h
(43)

D ie R an d b ed in g u n g en  (39) u n d  (40) sin d  bei d ieser W ah l erfü llt. 
D ie linke Seite  d er G leichung (33) w ird  die F o rm

Km  =  ' S  — co„
m n

Í 3
я® (1 — /г ) s 3G3

4 “ Cmn
П 6 E 3

(3 ~ f i ) G 3 1
Í Gs

2 tE '  s 1 tE '

71* 

¥

s2 G§

3 tE '  E~
+

cos m  f  sin  щ

=  J g  — W 
m.n

ТП71 , .
mn  —  i J mn c o s  m  Я s i n  Щ

h ab en , w enn

£mn —  ~ b

»2
(44)

is t u n d  Q mm die v e rk ü rz te  B ezeichnung fü r  d en  A u sd ru ck  in  d er eck ig en  
K lam m er d a rs te llt .

F ü r  die re c h te  Seite  der G leichung (33) g ilt

— L± wx =  JV  wmn m Cmn----- s' G3 • cos m  f  • sin  nrj .
m,n 4

D urch  V ergleich d er lin k en  u n d  re c h te n  Seite  is t

 ̂mn S  TT Gn
com„ — — w„

Ün к
(45)
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W eite r fo lg t a u f  G ru n d  von  (32)

q =  У  Ятп s i n  m
m,n

r  n% (  G 3
mn  s mn

n t E '
+  C j g - a  1 ~<l  
+  mn l\  2

E s is t

q>1 =  ^  <xmn cos m  f  • sin  щ  ,

u n d  sch ließ lich

wo

ßm n n

n  1
m ---------

G 3 7t2

Zt s tE '

У, ßm n  s in  m
m,n

f  • COS ПГ) ,

71 1 G3 . Л2
n ---------

h  S tE '

(46)

(47)

(48)

(49)

(50)

(51)

F ü r  das Z ah lenbeisp ie l w äh len  w ir zu r V e re in fach u n g  die B e la s tu n g  p(x, y) in  de r 
F o rm  des e rs ten  G liedes d e r  F o u rie rsch en  R eihe

ЛХ . n y
P—Pn  m»  j—  • sm  —,—  • »1 <2

D ie B e rech n u n g  fü h ren  w ir m it fo lgenden  A n g ab en  d u rch :

s =  5 cm  ,

E =  7 • 105 k p /c m 2

t =  0,04 cm  , 

G3 =  40 k p /c m 2

ij =  200 cm  ,

E3 =  104 k p /c m 2 .

H =  0,3

I m  E in k lan g  m it  d em  w eite ren  n eh m en  w ir  in  u n se rem  F a ll n u r  das e rs te  G lied in  
d e r  E n tw ic k lu n g  (42), so d aß

wo

W e ite r  e rh a lte n  wir

ft) =  ft)u  sin  £• sin  ) ; ,

fl,
s' 7lG3

h

q =  0,2033 wn  sin  £ • sin  rj ,

(plx =  —0,00813 wn  sin  £ • sin  rj , 

cp2y =  —0,03254 wn  sin  £ • sin  rj .

B eze ich n en  w ir die u n sy m m etrisc h en  T eile  des A u sd ru ck es (18) fü r  d ie N o rm a lsp an n u n g  
Go a ls  (72* e rh a lte n  w ir zu m  B eispie l in  de r M itte  d e r  P la t te  fo lgenden  M ax im alw ert d e r  N o rm a l
sp a n n u n g :

m ax  а'г =  713,5 wn  . (52)

D e r w e ite re  G ang der B e rec h n u n g  is t  d u rc h  die L ö su n g  d e r n ich tlin earen  G le ichungen  b ed in g t.
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3. Nichtlineare Aufgabe

Die n ich tlin ea ren  G leichungen  (21), (23) u n d  (26) e n th a lte n  d re i u n b e 
k a n n te  F u n k tio n e n  ç>5, qt>6, w. Im  H inb lick  a u f  d en  A u fb au  der A u sd rücke  fü r 
die S p an n u n g sk o m p o n en ten  (17) b is (19) is t  es n ü tz lic h , neue U n b e k a n n te n  

(i =  1, 2, 3) n a c h  diesen D efin itio n en  e in zu fü h ren :

Vi =  <Psx +  ИПу  +  — -у -/ЦМ>У > (53)

У>2 =  П у  +  W ax  +
IC]) - f -  [AW *

2

Уз =  (Рьу +  П х  +  wx w y •

Diese n ich tlin ea ren  G leichungen  h ab e n  nun  die F o rm

. 1 — p
Vix “H 2  —  0  ’

P ~ 2 4 
2 tE '

, 1 — p  n
? 2yH------ -----Ÿ3X =  0 -• z

™ xx 4>L +  w yy V>2 +  ( !  —  p )  w xy  V>3 =  —

(54)

(55)

(56)

(57)

(58)

Zu diesen G rundg le ichungen  is t  es no tw en d ig , die B eziehungen  zw ischen 
y>i u n d  w, welche aus (53) bis (55) fo lgen , h in zu zu fü g en . Im  H in b lick  a u f  d en  A uf
b au  d ieser G le ichungen  m uß  die F o rd eru n g

Wiyy PWixx ~b Vixx РУгуу (1 P~) Y*3xy =  (1 Iu~)q (wxy wxx w yy)

e rfü llt sein.
W enn  wir in  d iesem  Z u sam m en h an g  fü r ip3 n a c h  G leichungen  (56) u n d  (57) 

e in se tzen , e rh a lte n  w ir »die K o m p a tib ilitä tsb e d in g u n g «  in  der F o rm

p 2 (Vi +  y>2) +  (1 — [P) (wxx wyy — wly) =  0 . (59)

W ir suchen  also die F u n k tio n e n  y)v  tp2, y)3, w  d e r u n ab h än g ig en  V ariab len  
X, y ,  w elche in n e rh a lb  des gegebenen  B ereiches d ie  B eziehungen  (56) b is (59) 
u n d  an  den  G renzen  des G ebietes die zugehörigen  R a n d b ed in g u n g en  e rfü llen .

W ir b esch rän k en  u n s  a u f  den  f rü h e r  b e rech n e ten  F a ll eines rech teck ig en  G ebietes.
D ie R a n d b ed in g u n g en  sind  zum  B eispiel fo lg en d er A rt:
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fü r  X =  K o n s t  tf>l =  0, yt3 =  0, w — 0 , (60)

fü r  y  =  K o n s t  y 2 =  0, y>3 =  0, го =  0 . (61)

D ie  G le ich u n g en  (60) u n d  (61) s in d  im  E in k lan g  m it d e r  B ed in g u n g  vf =  v3 =  0 — siehe 
(37), (38).

D ie  u n b e k an n ten  F u n k tio n e n  e rse tzen  w ir d u rc h  d ie zugehörigen  F o u rie rre ih en . Im  
H in b lic k  a u f  (60), (61) b e n ü tz e n  w ir  d ie  A usdrücke

Vh =  2  amn sin  m ? ' si“  nrl 5 m,n

4 > 2 =  2  bmn sin  m f • sin  щ  , (62)
m,n

y>3 =  2  cmn s*n m£ • sin  nt] , 
m,n

w e n n  f ü r  d ie F u n k tio n  w d ie B e z ieh u n g  (42) g ilt  u n d  £, r\ d u rc h  (43) gegeben  sind .
D ie  Lösung fü h ren  w ir fü r  d a s  o b en g en an n te  B eispiel n ach  der G a lerk in sch en  M ethode 

a u s . W ir  schreiben die G ru n d g le ic h u n g en  (56) bis (59) in  v e rk ü rz te r  F o rm  als

f i  =  0 (i =  1........... 4)

an . D a n n  sind  die Z u sam m en h än g e  zu r B estim m u n g  d e r  g esu ch ten  K o e ffiz ien ten  amn , bmn, 
cmn * wmn d u rch  die O r th o g o n a litä tsb e d in g u n g e n

f l  sin • sin  nt] • di • dt] — 0

a u s g e d rü c k t ,  wo i =  1, . . . , 4 .
I n  d em  an g efü h rten  B e isp ie l zeig te  sich als gen ü g en d , zu r B estim m u n g  d e r F u n k tio n e n  

xpi (i =  1, 2, 3) im m er d re i G lied e r d e r zugehörigen  E n tw ic k lu n g  (62) zu zu n e h m e n ; bei der 
F u n k t io n  w k an n  m an  sich m it  d e n  e rs ten  A n n ä h eru n g en  begnügen.

D ie  O rth o g o n a litä tsb e d in g u n g e n  d e r G leichung (56) ergeben

I I 2  mamn cos m£ • s in  a£  • sin  nt] • sin  ßt] +
J 0  Jo Lm,n

H---- ^ n — —  cmn sin mi • sin  a i • cos nt] • sin  ßt] 1 di • dt] =  0  ,
A m,n t2 J

w o b e i d ie  v o n  N ull v e rsch ied en en  K o effiz ien ten  die fo lgenden  W erte  h ab en : 
f ü r  a ,  ß ^  2 , 1 :

fü r  a ,  ß ~  2, 3:

, 2 2  / 2 18 l2
C2 2 + _ T C 2 4 _  ( 1 - / 1 ) / !  5 ( 1 - / 1 ) / !  ®31'

5 C22 rj C42 ~
2 /,

(1 - / 1)/,

f ü r  a ,  / 3 ^ 4 ,  3:
4 Z,

42 ~  9 (1 — /i) / ,  13

D ie  O rth o g o n a litä tsb e d in g u n g e n  der G leichung (57) sind

J f  [ 2  n bmn s in  m £ • sin  oe£ • cos nt] ■ sin ßt] -j-
0  J o  L m , n  l3

-|—  ^  ■ 2  tncmn cos m i • sin  a£  • s in  nt] ■ sin  ßt] Id | - dt] — 0
2 m.n

sin  ßt] jd

Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



NICHTLINEARE BIEGUNGSTHEORIE VON SANDWICH-PLATTEN 31

u n d  die v o n  N u ll versch iedenen  K o e ffiz ien ten  geb en  diese K o m b in a tio n en : 
fü r  a , ß ~  1 , 2 :

+  5 t 42 -  ( l - / i ) l z
2,1 h 18/- h— Ç /1 _ „\ I °I3 •5(1 — /*)!,

fü r  a , ~  3, 2:

9 6 2 /,
5 «»» 7 '4 2 -  (1

fü r  a ,  /? ~  3, 4:

--
4i,

24 9 (1 — fi) / 2
usw .

Die O rth o g o n a litä tsb ed in g u n g en  d e r G le ichung  (59) ergeben

Ш  2  ^mn («mn +  6mn) sin  " +  ' sin  *£  * sin  »»? sin  ßV +  jojo Lm,n

+  Awf, (1 — sin2 £ — sin 2 /у) sin  a£  ■ sin  ßr/ j <i| • dt] =  0 , 

wo

4 — f d - *■>(-£-)'

is t. D ie B eziehungen  fü r die g esu ch ten  F u n k tio n e n  bekom m en  wir fo lgenderw eise: 
fü r  a , ß ~  1 , 1 :

«II +  bU =  "'ll
16 X
15 л г '

fü r  a , ß ~  1, 3:

, t ,  44 4 X
«13 +  6 .3 -  •«.. 45 37 .

fü r  a , ß ~  3, 1 :

«3i +  631
44
45

4 X 
13 я 2 ■

D urch  die L ösung  de r an g esch rieb en en  G le ichungen  kom m en  w ir zu d iesen  E rg e b n isse n

«11 = 1,840 ■ i o - 5 “ ’ll .

«13 = —4,610 • 1 0 - 5 « 'll .

«31 = — 1,587 •• i o - 5 «’l l -
6 ,1 = 0,787 •• i o - 1 «’l l .

^13 = 0,364 • 1 0 - 1 «’ll .

3̂1 — — 0,115 • 10  - 1 m>2, ,

C22 = 0,613 1 0 -* a.2, ,

C24 = 0,146

NHS1О

C42 = 0,146 ■ 1 0 - 4 to2, .

Die G leichung  (58) w ird bei B eg ren zu n g  a u f  d ie  erw ogenen  G lieder n a c h  E in se tzen  
e F orm
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— W,, sin

+

£ • sin rj Ц а и  +  &u j s in  f  • sin  t) +

( “ l3 "7Г" 6l3)  s in  f  ' s in  3 r) +  ( a 31 - f  b3í j s in  3 £ • sisin  П +

+  (1 — /í) -A—u>n  cos £• cos Tj (c22 sin  2 £-sin  2 »?+с21 s in  2 £ -s in  4 rj-{-c}2 sin 4 £ -sin  2 rf) —

Ц___ 1_
я 2 tE'

n
л2 2 tEJ

F(f, tj) =  0 .

— p n  sin  £ • sin  >; =  0

h a b e n , o der 

D ie  O rth o g o n a litä tsb e d in g u n g

£ l > «  ,rj) sin а  I  • sin ß/j • dÇ • dr) =

f ü r  а , ß ~  1,1  g ib t un s
0 ,4066  u)u  -f- 0,00374 inj! =  p n .

H ie ra u s  fo lg t fü r p u  =  1 kp /crn-
iou  =  2,342 cm  ,

w as g leichzeitig  der W e r t  d e r  M ax im ald u rch b ieg u n g  d e r M itte leb en e  de r oberen  (u n te re n )  
S c h ic h t  im  b e tra c h te te n  B e isp ie l is t .

W en n  w ir die sy m m e tr isc h e n  Teile der A u sd rü ck e  (18) fü r  die S p an n u n g  a ls rj2 
b e ze ic h n e n , g ilt

di =  E' %
u n d  w ir  bekom m en zum  B e isp ie l in  de r M itte (in  d e r O b e rsch ich t)

m ax  d l =  41,3 w .
M it R ü c k s ich t au f (52) is t

m ax  ст2 =  m a x  ö2 -f- m ax  5-2 =  713,5 u),, +  41,3 u)jt 

u n d  n a c h  E insetzen  fü r  wn

m a x  o'z =  1670,8 +  226,9 =  1897,7 k p /cm 2.
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T H E JN O N -L IN E A R  B E N D IN G  T H E O R Y  O F SA N D W IC H  P L A T E S . I l l

V. DUNDROVÄ, V. KO VA ÜI K, P. SLAPÄK

SU M M A R Y

F in a lly  P a r t  I I I  includes a  th e o ry  w h ich  ho lds tru e  for a p la te  w ith  v e ry  th in  faces 
a n d  a 1 ig h t  core. F in i te  deflection  re la tio n s a re  in tro d u c e d  on ly  in  th e  faces. T h e  fo rm u la tio n  
o f  th e  p rob lem  se p a ra te s  in  two p a r ts ,  one o f th e m  being lin e a r a n d  th e  o th e r  n o n 
lin e a r. T he so lu tion  is  a g a in  received b y  th e  m e th o d  of G alerkin. T h e  n u m e ric a l exam ple  
so lv ed  according to  th e  th re e  theories show s good  ag reem en t in  th e  resu lts . E sp e c ia lly  i t  shou ld  
be  n o te d  th a t  the  f in ite  deflection  th eo ries  h a v e  to  be ap p lied  to th e  a n a ly s is  o f th e  s ta te  of 
s tre ss  in  th in  faces.

T H É O R IE  D E  L A  F L E X IO N  N O N -L IN É A IR E  D E S  P L A Q U E S S A N D W IC H . I I I

V. DUNDROVÂ, V. KOVAÜIK, p. Sl a p Ak

R É S U M É

L a  tro isièm e p a r t ie  de l ’é tude t r a i te  d es p laq u e s  du  ty p e  «sandwich» à couche  m éd iane  
lég è re  e t  à  couches e x té r ie u re s  fines p o ssé d a n t de  g ran d es  défo rm ations. L ’ex posé  d u  prob lèm e 
se  d iv ise  en  deux p a r tie s :  u n e  linéaire e t  u n e  a u tr e  non-linéaire . L a so lu tio n  e s t  d o n n ée  encore 
p a r  la  m éth o d e  d e G a le rk in e . U n exem ple ré so lu  se lon  les tro is  théories m o n tre  q u ’il e s t nécessai
r e  d ’ap p liq u e r la th éo rie  des grandes d é fo rm a tio n s  p o u r le calcul des ten s io n s d a n s  les couches 
fin es .

Т Е О Р И Я  Н Е Л И Н Е Й Н О Г О  И З Г И Б А  Б И М Е Т А Л Л И Ч Е С К И Х  П Л А С Т И Н , II I  

В. Д У Н Д Р О В А , В . К О В А Р И К , П . Ш Л А П А К

Р Е З Ю М Е

Статья III посвящена трехслойным пластинкам с изотропными слоями — очень 
тонкими внешними слоями и легким заполнителем. Формулировку проблемы можно раз
бить на задачу линейную и нелинейную. Решение производится при помощи метода 
Галеркина. Числовой пример, решенный по всем трем теориям, показывает хорошее 
совпадение полученных результатов. Особенно важно заметить, что теории, учиты
вающие конечный прогиб, нужно применять именно для анализа напряженного состоя
ния в тонких внешних слоях.
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A NEW ITERATIVE METHOD FOR THE FINITE  
DEFLECTION ANALYSIS OF FRAMEWORKS

M. R Ó Z SA

CANDIDATE OF TECHNICAL SCIENCES 
BUILDING RESEARCH INSTITUTE, BUDAPEST

[M anuscrip t rece iv ed  M ay  21, 1965]

T h is p a p e r  reduces th e  f in ite  deflection  a n a ly s is  o f  a rb it ra ry  fram ew orks to  th e  so lu tio n  
of a n  in te g ra l eq u atio n . F o r  s tru c tu re s  com m on in  e n g in eerin g  p ractice , th is  in te g ra l  e q u a tio n  
is  m o stly  closely a p p ro ach ed  b y  a F red h o lm  in h o m o g en eo u s in te g ra l e q u a tio n  o f  th e  second  
k in d . T h e  in te g ra l e q u a tio n  is solved b y  ite ra tio n . I n  case  o f th e  F redho lm  in te g ra l  e q u a tio n , 
th is  i te ra t io n  co rresponds to  th e  ca lcu la tio n  o f su b se q u e n t m em bers o f th e  N eu m an n -se ries .

1. Introduction

T he m om en ts an d  in te rn a l forces o f fram ew o rk s are usually  d e te rm in e d  
b y  lin e a r  ana ly sis . T he q u estio n  arises, how  m u ch  these  a p p ro x im a te  v a lu es  
d iffer from  th e  m ore accu ra te  values d e te rm in e d  b y  fin ite  d eflec tion  an a ly sis . 
E sp ec ia lly  for fram ew orks consisting  o f  s len d e r b a rs  ac ted  upon  b y  e ssen tia l 
ax ia l fo rces, th e  a ssu m p tio n  o f  lin e a r ity  m a y  in v o lv e  a neglect o f in ad m iss ib le  
m a g n itu d e . T herefo re , th e  m om ents a n d  in te rn a l  forces of such  fram ew o rk s  
o u g h t to  be d e te rm in ed  b y  fin ite  deflec tion  an a ly s is . H ow ever, in  th e  en g in ee r
ing  p ra c tic e  th is  m e th o d  is ra th e r  seldom  ap p lie d , because o f th e  ted io u sn ess  
o f th e  co m p u ta tio n s  invo lved .

T he ap p lica tio n  o f fin ite  deflec tion  an a ly s is  is s ign ifican tly  f a c il i ta te d  
b y  th e  use o f th e  C hw alla fu n c tio n  ch a rts  (know n  in  th e  Soviet l i te ra tu re  as 
fu n c tio n  ch a rts  o f S h u k o v sk y  and  K o r n o u h o v ) [1 ]— [4], these  a re  v a lid , 
how ever, on ly  for fram ew orks consisting  o f  s tr a ig h t  bars o f c o n s ta n t cross- 
sec tio n , su b m itte d  to  c o n s ta n t ax ia l forces o f  a v a lu e  n o t s ig n ifican tly  d iffe ring  
from  th o se  accord ing  to  lin ea r analysis. In  th e  cases w here these  ta b le s  c a n n o t 
be ap p lied , co m p lica ted  tra n sc e n d e n ta l e q u a tio n s  are  to  be e s ta b lish e d  an d  
solved.

To avo id  th e  ap p lica tio n  o f tra n sc e n d e n ta l eq u a tio n s , B ü r g e r m e is t e r , G ., 
an d  St e u p , H . h av e  developed  a m eth o d  o f  i te ra t io n  [5], [6], v a lid  fo r a n y  
fram ew o rk . A ccord ing  to  th is  m e th o d , th e  d e f le c tio n  of th e  fram ew o rk  d u e  to  
th e  g iven  lo ad  is f irs t d e te rm in ed  by  lin ea r an a ly s is , th e n  app ly ing  th is  lo a d  to  
th e  d e flec ted  s tru c tu re , th e  deflec tion  is ag a in  d e te rm in ed  b y  lin ea r  a n a ly s is , 
an d  so on. E a c h  s tep  o f  th is  i te ra tio n  re q u ire s  fo r an  n-tim es h y p e rs ta t ic a l  
s tru c tu re  2n  in te g ra tio n s  to  de te rm ine  th e  m o m e n t d iag ram , th e n  th e  d e flec 
tio n  is o b ta in e d  b y  tw ice in te g ra tin g  th e  re d u c e d  m o m en t d iagram .
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T h is  p a p e r p re se n ts  a n  in te g ra l e q u a tio n  fo r  th e  fin ite  deflec tion  an a ly sis  
o f  a r b i t r a r y  fram ew orks, to  be solved b y  i te ra t io n . In  th is  m ethod , s im ila rly  to  
t h a t  o f  B ü r g e r m e is t e r  a n d  St e u p , each  s te p  o f  ite ra tio n  consists o f  c o m p u 
ta t io n s  b a sed  on lin e a r  an a ly sis , how ever, d iffe rin g  from  th e  B ü rg e rm e is te r— 
S te u p  m e th o d  each  s te p  req u ires  on ly  a single  in te g ra tio n . T hereby  th e  c o m p u 
ta t io n s  a re  s ig n ifican tly  sim p lified  an d  a re  m ad e  m ore com prehensib le .

2. D ifferential equation o f the deflected shape of the fram ework

A t th e  d e riv a tio n  o f th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  o f th e  deflec ted  sh ap e  of 
th e  fra m e w o rk  th e  fo llow ing  assu m p tio n s w ere m ade:

a )  T he bars o f  th e  fram ew o rk  are p e rfe c tly  e lastic ;
b)  D eflections c a n  occur only  in  th e  p lan e  o f  th e  fram ew ork ;

X

c)  A xial d e fo rm a tio n s  are  neg lig ib le;
d )  S hear d e fo rm a tio n s  equal zero;
e)  D eflec tions a re  so l i ttle  as to  m ak e  s in  x  a , cos « ^  1 a t  a n y  p o in t 

o f  th e  b a r  axes, w here  x  is an g u la r ro ta t io n  o f  th e  ta n g e n t to  th e  b a r  ax is;
f )  T he d irec tio n  a n d  va lu e  o f th e  lo ad s re m a in  unchanged  d u rin g  d e flec 

t io n .
F ig . 1 shows an  e lem en t o f le n g th  d x  o f a deflec ted  b a r. I n  th is  fig u re , 

a x is  x  is co inciden t w ith  th e  o rig inal p o s itio n  o f  th e  b a r  axis. W e o b ta in  from  
th e  eq u ilib riu m  co n d itio n s  of th e  e lem en t th e  follow ing eq u a tio n s:

d V

dx (1)

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



FINITE DEFLECTION ANALYSIS OF FRAMEWORKS 37

d P

d x

d M
d x

w here

p . (2)

V  +  P  t a n a , (3)

q d is tr ib u te d  lo ad  norm al to  th e  o rig in a l b a r  ax is ; 
p  ax ia l d is tr ib u te d  load.

D iffe re n tia tin g  E q . (3) w ith  re sp e c t to  x  an d  ta k in g  in to  c o n s id e ra tio n  
re la tio n s  M  =  — I E  dy2/dx2, ta n  a  — dy/dx ,  a n d  (1), d ifferen tia l e q u a t io n  o f 
th e  deflec ted  b a r  can  be w ritte n  as:

( I  E y " ) "  =  q — { P y ' y  (4)
w here

'  =  d/dx d e n o te s  d iffe ren tia tio n  w ith  re sp ec t to  x,
I  E  f lex u ra l r ig id i ty  of th e  bar.

A ccord ing  to  th e  r ig h t-h an d  side  o f  E q . (4), th e  lo ad  o f th e  d e f le c te d  b a r  
can  be considered  as consisting o f  tw o p a r ts .  O ne is th e  g iven load  q, a n d  th e  
o th e r  is a f ic titio u s  d is tr ib u te d  lo ad  — ( P y ' ) ’. B o th  loads are  norm al to  th e  o rig 
in a l d irec tio n  o f  th e  b a r  axis.

B ased  on th e  sim ple c o n sid e ra tio n  in  [7], lo ad  — (P y ') '  can  he re p la c e d  
b y  a f ic titio u s  d is tr ib u te d  m om ent lo ad  P y ' .

3. Integral equation o f the deflected framework

A ccord ing  to  th e  foregoing c h a p te r , d e flec tio n  o f an  a rb itra ry  c ro ss-sec 
tio n  o f  th e  b a r  is:

У =  y i  +  у  и  , (5)
w here

у  to ta l  d e flec tio n ;
у  I deflection  d u e  to  lo ad  q;
y u  deflection  d u e  to  fic titio u s m o m e n ts  Py'.

D eflec tion  у , equals th a t  d e te rm in e d  b y  lin e a r  analysis.
To derive th e  in te g ra l eq u a tio n  o f  th e  d e flec ted  shape , deflections у / a n d  

y u  a re  expressed  b y  m eans of th e  re sp e c tiv e  in flu en ce  fu nc tions:

У/Ы  =  |0L Я(*2, *i) • 5 (*i) • d x i . (6)

У / / К )  =  f  ЭД(*2 ,* 1} P f o )  • /  (*x) • d x , , (7)
Jn Зя^
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w h ere

R(x2, Xj) deflection  o f  th e  p o in t of abscissa x2 d u e  to  u n i t  n o rm al force  a c tin g  a t  th e  
p o in t  o f  abscissa  xt (a cc o rd in g  to  lin ea r analysis);

L  su m  of b a r  le n g th s .

S u b s titu tin g  ex p ressio n s (6) and  (7) in to  (5) and  d iffe re n tia tin g  w ith  
r e s p e c t  to  x2, we o b ta in :

y ' ( x i)  =
dR (x2, X|) 

dx .
Я(хi) ' dx1 +  I

Jo

L Э2 R ( x 2, acx) 
d x 2 dx1

^(*i) ‘ У 0*i) ‘ dx1%

In tro d u c in g  n o ta t io n s :

tj(x) =  I cEy'(x) re d u c e d  angu lar ro ta t io n  acco rd in g  to  f in ite  d e flectio n  a n a ly s is

reduced  a n g u la r  r o ta t io n  according to  lin e a r  a n a ly s is ;

a2 R(x2, хл) 
Ъх2 dxt a n g u la r  ro ta tio n  of th e  t a n g e n t  to  th e  b a r  ax is a t  th e  p o in t  o f 

a b sc issa  x2 due to u n it  m o m e n t lo ad  acting  a t  p o in t xl9 d e te rm in e d  
b y  lin e a r  analysis;

th e  ab o v e  eq u a tio n  can  be w ritten  as:

V(x2) =  t]0(x2) +  J oL K ( x 2, x J - P i x J  • f](Xl) ■ dxx. ( 8 )

In te g ra l e q u a tio n  (8) is not a linear one , since no t on ly  fu n c tio n  rj(x), 
b u t  u su a lly  also fu n c tio n  P(x)  is u n k now n . T h is  la t te r ,  how ever, can  be  d e te r 
m in e d  from  th e  g iv en  lo a d  an d  from  fu n c tio n  rj(x) by  e lem en ta ry  re la tio n s  o f 
s ta t ic s .

F o r  m ost fram ew o rk s  encoun tered  in  en g ineering  p rac tice , acco rd in g  to  
[8 ], [9] and  [10], th e  v a lu e  of P(x) e x a c tly  d e te rm in ed  b y  fin ite  d e flec tio n  
a n a ly s is  differs so s lig h tly  from  P 0(x) d e te rm in e d  b y  linear analysis t h a t  th e ir  
d iffe ren ce  can be n eg lec ted . S u b s titu tin g  in to  E q . (8) th e  know n  fu n c tio n  
P 0(x)  fo r P(x),  we o b ta in :

Ф 2) =  Vo(X2) +  [ 0L * l )  ' P o ( * l )  • • dXi * ( 9 )

T his is a F re d h o lm  inhom ogeneous in te g ra l  eq u a tio n  o f th e  second  k in d , 
h a v in g  as kernel K ( x 2, %,) • P 0(x^), a fu n c tio n  w h ich  can be d e te rm in ed  b y  lin ea r  
a n a ly s is  o f th e  fra m e w o rk .
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4. Solution o f the integral equation

In te g ra l e q u a tio n  (8) will be so lved  b y  ite ra t io n , using  th e  fo llow ing  
recu rsiv e  fo rm ula :

4n(*a) =  Г) 0(x2) +  ^  K { x 2, x 1)-P n_ 1{x1)-r in_ 1(x1) - d x 1 , (10)

(n mm 1, 2, 3 . . . )

A t th e  f irs t s te p  o f  ite ra tio n  (re =  1), th e  k n o w n  fu n c tio n  K (x 2, x L) • P 0 (aq) •
' Vo(x i) is u n d e r th e  sign of in te g ra tio n . A t th e  reth ite ra tio n  s te p , a f te r  

th e  d e te rm in a tio n  o f  ï]n(x), axial fo rce  P n{x) fo r th e  re -f- 1st s tep  o f  i te ra t io n  
is to  be d e te rm in ed  from  the  g iven  e x te rn a l lo a d  an d  from  fu n c tio n  rjn(x), 
acco rd in g  to  th e  e lem en ts  of s ta tic s .

W hen  solving in te g ra l e q u a tio n  (9) b y  i te ra t io n , recursive  fo rm u la  (10) 
ta k e s  th e  form :

VÁX2) =  Vo(x i) +  J0L K (x 2, *i) • ̂ (*i) • Vn-i(*i) • dxi » (И)

(re =  1, 2, 3, . . .).

F o rm u la  (11) is id en tica l w ith  th e  N eum ann-series  [11] fo r so lv in g  in 
hom ogeneous e q u a tio n  (9).

F u n c tio n  rjn(x) d e te rm in ed  fro m  (10) or (11) — in  case o f convergence  of 
th e  ite ra tio n  — fo r re —>- °°  ap p roaches fu n c tio n  rj(x), so lu tion  o f th e  in te g ra l 
e q u a tio n . In  case o f  d ivergence, th e  ca lc u la ted  deflec tio n s increase b ey o n d  all 
lim its . In  th is  case o rig in a l assu m p tio n s are w rong  a n d  fin ite  d eflec tio n  an a ly sis  
c a n n o t be applied .

A fte r hav in g  d e te rm in ed  fu n c tio n  rj(x), th e  m om en ts an d  in te rn a l forces 
c a n  be co m p u ted  b y  e lem en ta ry  m eth o d s.

F o r m ore co m p lica ted  fram ew orks (e.g. b a rs  o f variab le  c ross-sec tion ) 
in flu en ce  fu n c tio n  K ( x 2, %) and  in te g ra ls  (10) o r (11) are to  be c o m p u te d  b y  
n u m erica l m eth o d s.

5. Num erical exam ples

Example 1. L e t u s  d e te rm in e  m o m en ts in  fram ew o rk  show n  in  F ig . 2 b y  f in ite  d e flec tio n  
analy sis .

T o d e te rm in e  in flu en ce  fu n c tio n  K(x2, % ), f i r s t  f in d  re ac tio n  V p ro d u ced  b y  m o m e n t 
1 M pm  a c tin g  in  a  c lockw ise d irec tio n  a t  p o in t  o f  absc issa  xl o f  th e  b a r  A — B. T h e  e le m e n ta ry  
c o m p u ta tio n  gives:

V = 12
19

In te g ra tin g  th e  1/LE -fold  o f th e  m o m e n t p ro d u c ed  b y  re ac tio n  V from  p o in t A to  
th e  p o in t o f abscissa x2 o f  b a r  A — B, we o b ta in  th e  fo llow ing  expressions fo r th e  in flu en ce  
fu n c tio n :
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a) F o r  хг <, x2 <,h:
K{x2, X,) = 1 x 4 1 6

525 ‘i t 1 19 * 2
b) F o r  x2 x t <, h:

K(x2, xL) = 1 X f 1 6 X
525 4 19 \

A t  b a r  В — C no  ax ia l fo rce  a rises , hen ce  acco rd ing  to  (10) no  d e te rm in a tio n  of th e  in flu en ce  
u n c tio n  fo r  th is  b a r  is n eed ed .)

R=30 Mp

H=5Mp

h=3,00m 
b= 0,50 m 
/Eg /Fsg=525 Mp.m7

Fig. 2

T h e  red u ced  a n g u la r  ro ta t io n  in  p o in t o f ab sc issa  x2 o f b a r  A — В due  to  lo a d  show n 
in  F ig . 2 , fo u n d  b y  linear analysis, is:

/ \ . .  2 A X,  __ .
Чо(Х2/ =  H  2 X2 V ÇpX2 ’

w h e re

" 2
2 bh +  —  62

re a c t io n  a t  C. S u b s titu tin g  g iv en  n u m erica l v a lu es:

V0 =  14,2105 M p , 

rj0(x2) =  7,89474 x2 — 2,5 x\ .

A x ia l fo rce  ac tin g  along b a r  A  — В is:

P0(x) =  80 — 14,2105 =  65,7895 Mp.

S u b s ti tu tin g  in to  re cu rs iv e  fo rm u la  (10) th e  ex p ress io n s o b ta in e d  b y  l in e a r  analysis, 
th e  f i r s t  s tep  o f i te ra t io n  (n  =  1) gives:

j7х(ж2) =  7,89474 x2 — 2,5 x\ ■

+  ■
65,7895 1 p .  f

1 6 x l
525 1 Jo  * 4 1 19 * 2J

, 6 Ï
+  J  x M Ï9" * ')

+
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A fte r in te g ra tin g  we o b ta in  th e  first iterated ex p ress io n  fo r th e  red u ced  a n g u la r  r o ta t io n  
a lo n g  b a r  A  — B:

^ ( x j )  =  8,71873 *2 -  2,5 x\ -  0 ,16489 x?, +  0,02611 x\ .

T he f ir s t  i te r a te d  v a lu e  of re ac tio n  V  is, a cco rd in g  to  e le m en ta ry  re la tio n s :

3 <|,(3)
1 Ьг '

B y  su b s titu tin g :
Vl =  15,8274 Mp.

T he f irs t  i te r a te d  v a lu e  of ax ia l fo rce  a long  b a r  A  —  В  a m o u n ts  to 

P t =  R -  =  80 — 15,8274 =  64,1726 Mp.

S u b s titu tin g  ex p ress io n  ^ ( x j  an d  v a lu e  Pl on r ig h t-h a n d  side o f E q . (10) (n =  2) 
a n d  in te g ra tin g , we o b ta in  th e  second iterated expression  o f th e  red u ced  a n g u la r ro ta t io n :

%(*2) =  8,79914 x2 -  2,5 x\ — 0,17762 x\ +  0 ,02546 x\ +

+  0,00101 x2 — 0,000106 x | .

T h e  second i te r a te d  v a lu e  of re ac tio n  V  is:

V2 =  -3 -̂ (3) =  15,9814 M p,

a n d  th e  ax ia l force:
P 2 =  80 -  15,9814 =  64,0186 M p.

Third iterated ex p ress io n  of th e  re d u ce d  a n g u la r  r o ta t io n  is, b y  analogy:

%(xj) =  8,80709 x2 — 2,5 x\ — 0,17883 x |  +  0,02540 x\ +

+  0,00108 x |  — 0,000103 x« — 0,0000029 x\ +  0 ,0000002 x | ,
a n d

V3 =  16,0016 Mp ,

P3 =  63,9984 Mp.

A fte r each  s tep  o f i te ra tio n , for m o m e n ts  a c tin g  a t  A  a n d  B ,  resp ., v a lues co m p iled  
in  T ab le  I  w ere o b ta in e d  fro m  form ulae:

“ d

Table I

Bending moments

Iteration number n о 1 2 3

М д ,  Mpm -7 ,8 9 4 7 4 -8 ,7 1 8 7 3 — 8,79914 -8 ,8 0 7 0 9

M ß , Mpm + 7,10526 +  7,91368 + 7 ,9 9 0 6 9 + 8 ,00078

T his tab le  show s a  d ifference  of a b o u t 0,1 p e r cen t b e tw ee n  m o m en ts  o b ta in ed  b y  th e  
th ird  a n d  second ite ra t io n , respec tive ly .

T o check i te ra t io n  re su lts , th e  v a lu e  o f ax ia l force P  h a s  b een  co m p u ted  fro m  t r a n s 
c e n d e n ta l eq u ation  p re se n te d  in  [5], d ed u ced  b y  f in ite  d e fle c tio n  analysis:
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H
+

И , in Il ~ h - ( R - P ) b } [ - ^
p

(R—P)b2 
3 IE

T h is  eq u atio n  h as  a  ro o t, fo u n d  b y  t r ia l  a n d  e rro r m e th o d , of

P  =  63,9968 M p.

T h is  v a lu e  differs b y  0,0016 M p fro m  P3 =  63,9984 M p, o b ta in ed  b y  th e  th ir d  i te ra tio n .
E x a c t  value  o f Mß  exceeds b y  0,0016 • 0,5 =  0,0008 M pm  th a t  o f M B3, co rresp o n d in g  

to  a  d ifference  of 0,01 p e r  cen t.
Example 2. L e t u s  d e te rm in e  th e  m o m e n ts  in  fram ew o rk  show n in  F ig . 3, b y  f in ite  

d e f le c tio n  analysis.
T h e  calcu la tion  is analo g o u s to  E x am p le  1, th u s  o b ta in e d  re su lts  w ill o n ly  b e  p re sen ted . 
In flu en ce  fu n c tio n  K(x2, x, ) is given b y  th e  follow ing expression , u s in g  n o ta tio n s  o f

I. Influence function along column AC :

a) L oad  on co lu m n  AC, fo r  xlb x2b:

IE K  (x2b, xlb) = x lb +  ( —0,6417 xib +  0,0965 xlbt)xtb +  (0,0965 xlb — 0,0205 xlbz) x2b2.

b)  L o ad  on co lu m n  AC, fo r xlb x2b:

/ / '.  K *(x2b, xlb) =  IEK(x2b, xlb) -[- x2b xlb .

c) L oad  on b e a m  CD :

IEK(x2b, * lg) =  ( —0,0567 — 0,0627 xlg +  0 ,0144  xlg2)x2b +  (0,1053 — 0,0263 xlg)x2b2.

d) L oad  on  co lu m n  BD :

IEK(x2b, xtj) =  (0 ,4109 Xjj — 0,0965 x ,f)x2b f-  ( —0,0965 x,j 0,0205 х^2)х2Ьг.

II. Influence function along column BD : 

a) L oad  on c o lu m n  BD, fo r xij ^  *2 f

IEK(x2j, XlJ) =  Xij +  ( —0,6417 Xij +  0,0965 * , / )  x2j +  (0,0965 xtj — 0,0205 * , / )  x2f .  

b) L oad  on co lu m n  BD, fo r *[/ >  x2j:

IEK*(x2j, Xij) =  1 EK(x,j, Xu) +  x2j — Xij .
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c) Load o n  co lu m n  AC :

IEK(x2j, xlb) =  (0,4109 x,b — 0,0965 xlb2) x2j +  ( — 0,0965 xtb +  0,0205 xlb2)

d) L oad on b e am  CD :

IEK(x2j, x,g) =  (0,3644 -  0,1680 x lg +  0,0144 xlg2) x2j +  ( - 0 ,1 0 5 3  +  0,0263 xlg) * , /

III. Influence function along beam CD :

a) Load on b e a m  CD, fo r x lg x2g:

IEK(xlg, xlg) =  0,7773 +  0,5749 xlg +  0,0433 * lg2 +

+  ( - 0 ,4 2 5 1  — 0,2206 xlg +  0 ,0144  * lg2) x2g +  (0 ,0433 +  0,0144 xlg — 0,0018 xlgt)x2g

b) Load o n  b e am  CD, fo r xlg ]>  x2g:

IE K  (y2g, x^g) : IEK(xbg, x^^) -{~ x2 g g-

c) L oad on c o lu m n  AC :

IEK(x2g, xlb) =  —0,0567 xlb +  0,1053 x lb2 +  ( —0,0627 xlb — 0,0263 xlb2) x2g +  0,0144 xlb x

d) L oad  on  co lu m n  BD :

IEK(x2g, Xyj) =  0,3644 xtj  — 0,1053 x tj2 -f- 

+  ( — 0,1680 xtj  +  0 ,0263 xtj2) x2g +  0,0144 xtj  *2g2.

T he reduced angular rotation is, a cco rd in g  to  linear analysis :

O n colum n AC :
1o(xb) =  9 ,80769 xb — 2,5 x f .

On colum n BD :
r)0(xj) =  9,80769 xj — 2,5 x f.

On beam  CD :
Vo(xg) =  6,92308 — 5,19241 xg +  0,64905 x*.

T h e  first iterated value o f  th e  reduced  a n g u la r  ro ta t io n  is , fro m  recu rsiv e  fo rm u la  (10): 

On colum n AC :

rifxb) =  10,80185 xb -  2 ,51016 х„г -  0,12050 xb3 +  0,01536 xb1 

O n colum n BD  :

rjfxj) =  10,78647 xj — 2,48984 xf- — 0,12858 xj3 +  0,01639 * / .

On beam  CD :

rjfxg) =  7,80450 — 5,85404 xg +  0 ,73178 x 2.

T h e  second iterated value o f th e  red u ced  a n g u la r  ro ta t io n  is:
O n colum n AC  :

Г)2(хь) =  10,92529 xb -  2 ,51290 x f  -  0,13215 xb3 +
+  0,01535 xb* +  0 ,000442 xb5 — 0,000038 xbe.
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O n co lum n BD :

rj^xj) =  10,90540 Xj — 2,48709 x f  — 0,14198 x f  +  

+  0,01639 x f  +  0,000508 x f  — 0,000043 x f .  
O n  b eam  CD :

VÁXg) =  7,91544 — 5,93762 xg +  0,74238 x f  — 0,000038 x f  +  0,000002 x f .

B e n d in g  m om ents c o m p u te d  a f te r  each  s tep  o f i te ra t io n  from  th e  re d u ce d  a n g u la r 
r o t a t i o n  a t  А, В, C and  D, re sp .,  f u r th e r  ax ia l forces in  b a rs  AC, BD, a n d  CD a re  show n  in  
T a b le  I I .

Table I I

Bending moments and axial forces

Iteration number n 0 1 2

M A, Mpm — 9,80769 — 10,80185 -  10,92529
M ß , Mpm +  9,80769 +  10,78647 +  10,90540

M c, Mpm +  5,19241 +  5,85404 +  5,93762

Mpm — 5,19241 — 5,85451 -  5,93816

P AC, Mp +  38,702 +  38,536 +  38,516

PBD’ Mp +  41,298 +  41,464 +  41,484

PCD9 ± 0 ,0 — 0,020 -  0,026

F ro m  th e  convergence speed  o f th e  i te ra t io n  i t  c an  b e  concluded  th a t  m o m e n ts  o b ta in e d  
a f te r  th e  second  step of i te r a t io n  d iffe r b y  n o t  m ore  th a n  a b o u t  0,1 pe r cen t fro m  th e  e x a c t va lue .

T h is  tab le  shows t h a t  fo r th is  fram ew o rk , ax ia l fo rces P h a rd ly  d iffe r fro m  those  
d e te rm in e d  b y  lin ea r an a ly sis . T h ere fo re , here  a p p ro x im a tiv e  fo rm ula  (11) m a y  be used  
in s te a d  o f fo rm ula  (10).
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E I N  N E U E S  IT E R A T IO N S V E R F A H R E N  
F Ü R  D IE  B E R E C H N U N G  VO N  R A H M E N T R A G W E R K E N  

N A C H  D E R  T H E O R IE  Z W E IT E R  O R D N U N G

M. RÓZSA

Z U SA M M E N FA SSU N G

V orliegender A u fsa tz  f ü h r t  d ie  B erechnung  v o n  belieb igen  R a h m e n trag w e rk e n  nach  
de r T h eo rie  zw eiter O rd n u n g  a u f  d ie L ösung e iner In teg ra lg le ich u n g  zu rü ck . B ei R a h m e n 
trag w erk e n  de r In g e n ie u rp rax is  lä ß t  sich diese In teg ra lg le ic h u n g  m eis t m it  e in e r g u ten  
A n n ä h e ru n g  du rch  eine F re d h o lm sch e  inhom ogene In teg ra lg le ic h u n g  zw eite r A r t  e rse tzen . 
D ie In teg ra lg le ich u n g  w ird  d u rc h  I te ra tio n  gelöst. Im  F a lle  de r F red h o lm sch en  In te g ra l
g le ich u n g  e n tsp ric h t diese I te r a t io n  de r B erechnung  d e r  k o n se k u tiv e n  G lieder d e r N eu m an n - 
schen R eihe.

N O U V E L L E  M É T H O D E  IT É R A T IV E  P O U R  L E  CALCUL D E S  C A D R E S , 
B A S É E  S U R  L A  T H É O R IE  D U  D E U X IÈ M E  O R D R E

M. RÓZSA

R É SU M É

Le calcul des cadres de  fo rm e  e t à charge a rb itra ire s , b asé  su r la  th éo rie  d u  deuxièm e 
o rd re , e s t ram en é  à la  so lu tio n  d ’u n e  é q u a tio n  in tég ra le . P o u r  les s tru c tu re s  h a b itu e lle s  connues 
de la  p ra tiq u e  de l’in g én ieu r, c e t te  é q u a tio n  e st, d an s la  p lu p a r t  des cas, b ien  ap p ro ch ée  p a r 
une  é q u a tio n  inhom ogène de F re d h o lm  de la  deuxièm e so rte . L ’éq u a tio n  in té g ra le  e s t  résolue 
p a r i té ra tio n . D ans le cas de  l ’é q u a tio n  in tég ra le  de  F re d h o lm , c e tte  i té ra t io n  co rresp o n d  
au  ca lcu l des m em bres c o n sécu tifs  de la  série de N eu m an n .

НОВЫЙ ИТЕРАЦИОННЫЙ МЕТОД РАСЧЕТА СТЕРЖНЕВЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
НА ОСНОВЕ ТЕОРИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА

м . РОЖА

РЕЗЮМЕ

Расчет стержневых конструкций произвольной формы и нагрузки на основе 
теории второго порядка сводится в работе к решению интегрального уравнения. Это 
интегральное уравнение при конструкциях, встречающихся в практике проектирования, 
в большинстве случаев можно заменить с удовлетворительным приближением неодно
родным интегральным уравнением Фредгольма второго вида. Решение интегрального 
уравнения производится итерационным методом. В случае интегрального итерационного 
уравнения Фредгольма эта итерация соответствует вычислению последовательных чле
нов ряда Неймана.
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CONTROLLING METHOD OF BAR-FORCES 
ARISING IN SPATIAL TRUSSES

I. R É D E I
RAILWAY DESIGN OFFICE OF THE HUNGARIAN STATE RAILWAYS, BUDAPEST 

[M anuscrip t rece ived  A pril 5, 1965]

In  a p rev io u s p a p e r , a u th o r  p re sen te d  a  m e th o d  fo r checking p lane  tru sse d  b eam s. The 
p re se n t p a p e r  is a g en era liza tio n  of th e  sam e m e th o d  fo r sp a tia l tru ssed  b eam s. T h e  re la tio n 
sh ip  se rv in g  as a basis fo r th e  check ing  m eth o d  h a s  been  de riv ed  solely b y  g e o m e tric a l-s tru c 
tu ra l  m ean s, an d  i t  is d e m o n s tra te d  t h a t  each  a lg eb ra ic  su m  of p ro d u c ts  o f b a r  fo rces b y  b a r 
le n g th s  is a  c o n stan t, in d e p e n d e n t o f system , fo rm  o f  th e  s tru c tu re , o f n u m b er, d ire c tio n  and 
le n g th  o f i ts  b a rs . T h is su m  solely dep en d s on e x te rn a l fo rces, a n d  even, in  som e cases, i t  depends 
o n ly  on  ac tiv e  forces. T h is  m eth o d  is eq u ally  v a lid  fo r e x te rn a lly  and  in te rn a lly  in d e te rm in a te  
a n d  fo r s ta tic a lly  d e te rm in a te  tru sse d  beam s. I t s  a p p lic a tio n  h as been illu s tra te d  o n  n u m e ri
ca l ex am p les.

1. Introduction

T his is an  in te g ra l p a r t  o f th e  p a p e r  p u b lish e d  in  P u b lica tio n s  o f  Section  
V I o f  th e  H u n g a ria n  A cadem y  o f Sciences, Vol. 33, on C o m p u ta tio n  M ethod  
fo r C hecking P lan e  T russes. T h is p a p e r a im s a t  d eriv in g  and  p re se n tin g  a sim ple 
c o m p u ta tio n  m eth o d  fo r check ing  sp a tia l tru sse s .

2. Supporting conditions o f  spatial beams

T h e equ ilib rium  o f a th ree -d im en sio n a l force system  is ex p re ssed  b y  six 
in d e p e n d e n t eq u a tio n s:

E X  =  0, E Y  =  0, E Z  - 0, E M X =  0, E M y =  0, E M Z =  0 .

A ccord ing ly , s ix  co n v en ien tly  chosen  su p p o rtin g  bars (b ars  c o n n ec tin g  
i t  w ith  th e  soil), are  necessary  a n d  su ffic ien t fo r a s ta tic a lly  d e te rm in a te  su p 
p o r t  o f  th ree -d im en sio n a l beam s.

M ore th a n  six su p p o rts  m ak e  th e  th ree -d im en sio n a l p lay  o f fo rces o f  th e  
s tru c tu re  e x te rn a lly  a h y p e rs ta tic a l one.

T h e  d irec tions o f th e  six  su p p o rts , h o w ev er, are by  fa r  n o t  a rb i t ia ry .  
S p a tia l su p p o rtin g  is in d e te rm in a te  if:

1. all six su p p o rts  are  p a ra lle l to  a com m on p lane;
2 . th e re  ex is ts  an  ax is e ith e r  in te rse c tin g  or para lle l to  a ll su p p o rt 

d irec tio n s ;
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3. th re e  su p p o rtin g  b a rs  pass th ro u g h  a com m on  p o in t a n d  th e  o th e r  
th re e  th ro u g h  a n o th e r  com m on  p o in t;

4 . th re e  su p p o rtin g  b a rs  pass th ro u g h  a co m m o n  p o in t, an d  o th e r  th re e  
ones a re  p a ra lle l to  each  o th e r ;

5. th re e  su p p o rtin g  b a rs  lie in  a com m on p la n e  a n d  th e  o th e r  th re e  in  
a n o th e r  com m on p lan e ;

6 . fo u r su p p o rtin g  b a rs  pass th ro u g h  a com m on  p o in t (be th is  l a t t e r  
e i th e r  in  th e  f in ite  o r in  th e  in fin ite );

7. fo u r su p p o rtin g  b a rs  lie in  a com m on p lan e .
C om bin ing  tw o  s p a tia l  su p p o rtin g  b a rs  g ives a sp a tia l p en d u lu m , a n d  

co m b in in g  th re e  ones gives a spherica l jo in t .  H en ce  th eo re tica lly  e ith e r
6 su p p o rtin g  b a rs ;  or
4  su p p o rtin g  b a rs  a n d  1 p en d u lu m ; or
2 su p p o rtin g  b a rs  a n d  2 p en d u lu m s; or
3 p en d u lu m s; or
3 su p p o rtin g  b a rs  a n d  1 spherical jo in t ;  o r
1 su p p o rtin g  b a r , 1 p e n d u lu m  and  1 sp h e ric a l jo in t could b e  ap p lied , 

c a re fu lly  avo id ing  o f course cases 1 th ro u g h  7.
I n  p rac tice , how ever, — a p a r t  from  e x c e p tio n a l cases — sp a tia l b eam s 

a re  su p p o r te d  a t  4 n o d a l p o in ts , b y  m eans o f  b e a rin g s . E xam in in g  th is  p ro b lem  
fro m  th e  angle as to  how  m a n y  o f th e  o v era ll possib le  sp a tia l d isp lacem en ts  
a n d  ro ta t io n s  th e se  b e a tin g s , cu rren tly  a p p lie d  in  th e  engineering  p ra c tic e , 
p e rm it ,  o r, in  o th e r  w ords, how  m any  f ic ti t io u s  b a rs  th e y  co rresp o n d  to , 
b e a r in g s  ap p lied  in  p ra c tic e  can  be d iv ided  in to  th e  follow ing ca tegories:

1. C ylindrica l fix e d  b ea rin g s  w hich p e rm it  u n id irec tio n a l ro ta t io n , i.e ., 
c o rre sp o n d  to  5 b a rs .

2 . F ix ed  sp h erica l jo in t  bearings w h ich  p e rm it  ro ta tio n  in  th re e  d irec 
tio n s , i.e ., co rrespond  to  3 b a rs .

3. H inged  free ro lle r b lo ck  bearings w h ich  p e rm it u n id irec tio n a l d is
p la c e m e n t an d  ro ta t io n , i.e ., co rrespond  to  4 b a rs .

4 . D ouble-row , free ro ller-b lock , ro lle r jo in t  hearings, p e rm ittin g  b id i
re c t io n a l  d isp lacem en t a n d  u n id irec tio n a l r o ta t io n , hence co rresp o n d in g  to  
3 b a rs .

5. R o ller-b lock , sp h e rica l jo in t b e a r in g s , p e rm ittin g  u n id ire c tio n a l 
d isp la c e m e n t an d  tr id ire c tio n a l ro ta tio n , i.e ., co rresp o n d in g  to  2 b a rs .

6 . D ouble-row  ro lle r-b lo ck , spherical jo in t  b ea rin g s, p e rm ittin g  b id ire c 
t io n a l  d isp lacem en t a n d  tr id ire c tio n a l ro ta t io n , i.e ., correspond ing  to  1 b a r .

T a k in g  in to  c o n s id e ra tio n  su p p o rtin g  o v e r  4 p o in ts , th e o re tic a lly  i t  
co u ld  be  app lied :

1 spherica l jo in t  b e a r in g  as in  2 ., a n d  3 ro ller-b lock , sp h erica l jo in t  
b e a r in g s  as in  6 ., w ith  th e  re se rv a tio n  t h a t  one  o f  th e  la t te r  m ust not lie in  
a horizontal plane.
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T his la t te r  re q u ire m e n t is in  p rac tice  a lm o s t im possib le  to  be  m et. 
S im ila rly , i t  is im p ossib le  to  rea lize  th e  o th e r f ic titio u s  b ea rin g  co m b in a tio n s , 
such  as 1 b ea rin g  to  4 ., w ith  3 bearings to  6 ., as s im ila rly  to  th e  f i r s t  one, 
th e y  req u ire  b ea rin g  sea ts  o f n o t  h o rizo n ta l d irec tio n .

N ow , in  en g in eerin g  p ra c tic e , p rim arily , a ll b ea rin g s  a re  s e a te d  on h o ri
zo n ta l p la te s  (ex cep t fo r  som e h igh-rise  a rch  beam s). P ra c tic a lly , fo r  n o t  v e ry  
w ide sp a tia l beam s 2 f ix e d  ro lle r jo in t  bearin g s a n d  2 free ro lle r-b lo ck , ro ller 
jo in t  b ea rin g s; a n d  fo r  w ide b eam s 1 fixed  sp h erica l jo in t  b ea rin g , 2 free  ro ller- 
b lock , ro ller jo in t  b ea rin g s  a n d  1 free 2 ro lle r-b lo ck  sp h erica l jo in t  bearin g s 
h av e  been  app lied .

In  th e  fo rm er case th e  n u m b e r of f ic titio u s  su p p o rtin g  b a rs  a m o u n ts  to : 
5 +  5 - ) - 4 +  4 =  18; in  th e  la t te r  case to :  3 +  4 +  4 +  1 =  12; hence  in  
b o th  cases th e ir  n u m b e r  la rg e ly  exceeds six b a rs  t h a t  can  be  d e te rm in e d  from  
eq u ilib riu m  co n d itions to  be  ab so lu te ly  necessary .

F ro m  th e  ab o v e  c o n sid e ra tio n s  i t  is c lear t h a t  th e  e x te rn a l su p p o rtin g  
o f  sp a tia l beam  s tru c tu re s  is re d u n d a n t irre sp ec tiv e  of a few  ex cep tions. 
R e ac tio n -su p p o rtin g  forces can  on ly  be d e te rm in ed  o r assessed b y  u s in g  m ore 
or less id ea liza tio n , s im p lifica tio n .

3. D eduction  o f  th e  fu n d am en ta l th eo rem

To avoid  need less re p e titio n s , th e  fu n d a m e n ta l th eo rem  d ed u ced  for 
p lan e  tru sses  is o ften  re fe rred  to  in  th e  follow ing d ed u c tio n .

3.1. Case o f  a hinged tetrahedron

Sam e as fo r p lan e  tru sse s , w here th e  s ta r t in g  p o in t w as an  irreg u la r 
h inged  trian g le , th e  sp a tia l  re la tio n sh ip  is ded u ced  from  an  ir re g u la r  t e t r a 
h ed ro n  (F ig . 1).

L e t th is  te tra h e d ro n  be a c te d  upon b y  a single ac tiv e  force C, th e  su p 
p o rtin g  p o in ts  be A ,  В  a n d  D.  A ssum e th a t  a t  th e  su p p o rtin g  p o in ts , th e  su p 
p o rts  them selves a re  so designed  as to  in te ra c t as a s ta tic a lly  d e te rm in a te  an d  
rig id  su p p o rt, hence , i f  a c tiv e  force C is g iven, th e n  th e se  su p p o rts  can  also be 
d e te rm in ed .

I t  is assum ed  o f course t h a t  forces С, A ,  В  a n d  D  c o n s ti tu te  a b a lan ced  
sp a tia l force sy stem , i.e .:

(С, A ,  B ,  D) =  0.

In  th e  six b a rs  a c tin g  as six  edges of th e  te tra h e d ro n , th e  fo rce  sy stem  
(A ,  B ,  D , C ) p roduces b a r  forces th a t  can u n am b ig u o u sly  be  d e te rm in e d  if  
th e  force system  (A ,  B ,  C, D)  is know n. T hus, d en o tin g  b a r  forces, a c tin g  in 
each  b a r , b y  su b sc r ip ts  o f  th e  b a r  n u m b e i, th e  p ro d u ced  b a r  fo rces are:
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С

S j, S 2, S 3, S 4, S5, S 6; th e se  c a n  u n am b ig u o u sly  be  d e te rm in ed , a lth o u g h  in  
a so m eh o w  m oie d ifficu lt m a n n e r  th a n  for p lan e  tru sse s .

A ssum e th a t  th e  b a r  fo rces  developing  in  a ll b a rs  h av e  been  d e te rm in ed  
a n d  a re  know n. The s y s te m  b e in g  b a lan ced , o u te r  a n d  in n e r forces m eeting  
a t  a n y  jo in t  of th e  h in g ed  te t r a h e d ro n  are , in  th em se lv es  se p a ra te ly  in  eq u ilib 
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r iu m . H ence, u sing  n o ta tio n s  of F ig . 1 :

(C, S 4, S „  S 5) =  0 ,

(A ,  S3, S 4, S 4) =  0 ,

(B ,  slt s5, S2) =  0 ,

(D, S lt S 2, S6) =  0 .

I f  th e n  th e  ab o v e  eq u a tio n s a re  v a lid , i t  m ean s th a t  th e  a lg eb ra ic  sum  
o f p ro jec tio n s o f o u te r  a n d  in n e r forces e n u m e ra te d  in  each eq u a tio n , re fe rred  
to  a n y  s tra ig h t line o f  th e  space, has to  be zero.

T h e rea fte r , le t  u s  assum e som e p o in t О a rb itra r ily  in  space  (F ig . 1). 
B y  co n n ec tin g  th e  assum ed  p o in t 0  to  tw o  en d  po in ts  o f a n y  b a r  o f  th e  

te tra h e d ro n , an  in -p la n e  tr ia n g le  is o b ta in e d , in  v iew  of th e  fa c t t h a t  th re e  
sp a tia l p o in ts , p ro v id e d  th e y  do n o t lie on th e  sam e  s tra ig h t line , d e te im in e  
a p lan e . T h u s, w r itin g  th e  q u o te  p ro jec tio n  th eo rem s fo r these  c o n n e c tin g  
s tra ig h ts , in  a n y  case fo rces in  a com m on p la n e  a re  o b ta ined .

L e t us co n n ec t n o w  p o in t 0  to  fou r co rn e rs  o f  th e  te tra h e d ro n . F o r  th e  
re su ltin g  s tra ig h ts  CO, A O ,  B O , DO  th e  p o s itiv e  d irec tio n  is to  be a s su m e d  in  
th e  d irec tio n  o f p o in t О fo r all four s tra ig h ts .

D en o te  angles b e tw e e n  th e  positive  d ire c tio n  o f o u te r forces C, A ,  B ,  D  
a n d  th e  p o sitiv e  d ire c tio n  o f secondary  s tra ig h ts  CO, AO , BO  a n d  DO  b y :

yc  a t  p o in t C, b e tw een  o u te r  force C a n d  s tra ig h t CO',
<хд a t  p o in t A ,  b e tw een  o u te r force A  a n d  s tra ig h t AO',
ßß  a t  p o in t B ,  b e tw een  o u te r force В  a n d  s tra ig h t BO',
ôD a t  p o in t D ,  b e tw een  o u te r force D  a n d  s tra ig h t DO-

F u rth e rm o re , d e n o te  angles be tw een  s t r a ig h t  sections fo rm in g  t e t r a 
h ed ro n  edges a n d  posit ive  direction o f seco n d ary  s tra ig h ts  by :

y 4, У5 an d  y6 a t  p o in t C; 
oq, oc3 an d  x 4 a t  p o in t A ;  
ß 4, ß2 a n d  ß3 a t  p o in t В ; 
ô2, ô3 an d  ôe a t  p o in t D.

Thereafter p u t to  zero the force projections for the four secondary  
straights СО, Л О , B Ô  and DO:

C cos y c  -F S 4 cos y 4 +  S 5 cos y& +  S 6 cos y 6 =  0;
A  cos x a  +  S 4 cos oq -f- S 3 cos x3 -j- S 4 cos x 4 =  0;
В  cos ß B +  S j cos ß 4 -)- S 2 cos ß2 -j- S 5 cos ß3 =  0;
D  cos öß  -j- S 2 cos &, -f- S3 cos ő3 +  S 6 cos ô6 =  0.
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M u ltip ly  th e  f i r s t  e q u a tio n  in  th is  sy s te m  b y  d istance  CO, th e  seco n d  one 
b y  A O ,  th e  th ird  one b y  B O  a n d  th e  fo u r th  one  b y  DO, and  sum  th e  re su ltin g  
e q u a t io n s .  T hus we o b ta in :

CO ■ C cos y c +  CO ■ S 4 cos y 4 - f  CÖ • S 5 cos y 5 - f  CO • S G cos y 6 +

+  A O  • A  cos x A -j- A O  • S4 cos x 4 +  A O  • S 3 cos x 3 +  A O  • S 4 cos x 4 +

+  B O  • В  cos ß B -f- B O  ■ S 4 cos ß4 - f  BO  • S 2 cos ß2 +  BO • S 5 cos ßs -)-

+  D O  • D  cos 6D +  DO ■ S 2 cos ô2 +  DO  • S 3 cos 03 +  DO • S6 cos <56 =  0.(1)

In  th e  above e q u a tio n  each  b a r  force occu rs in tw o su m m an d s. L e t us 
c o n t r a c t  these  la t te r  to  g ive:

CO • S 4 cos y4 +  A Ö  • S 4 cos x 4 S 4 (CO cos y 4 -f- AO  cos x 4)
CO ‘ S 5 cos y 5 +  B O  ■ S 5 cos ß5 : S 5 (CO cos y5 +  BO  cos ß5)

CO • S6 cos y6 -f- DO  ’ S e cos óe =  S e (CO  cos ye +  DO cos óe)
A O  ' Sj cos x 4 +  B O  ’ S L cos ß 1 =  S 4 (/4 0  cos a , +  BÓ  cos Д )  (II)

^40 • S3 cos a 3 +  DO  • S3 cos ô3 =  S3 (Л 0  cos a3 +  OO cos ô3)

B Ö  ■ S2 cos ß2 - f  DO ■ S 2 cos 62 =  S 2 (B O  cos ß2 +  DO cos ß2)

Q u an titie s  in  b ra c k e ts , how ever, h a v e  v e ry  sim ple m eanings. I n  F ig s  1/a 
to  1/f , each  b a r h as  b een  tra c e d  in  a re d u ced  scale  to g e th e r w ith  p o in t  0  and  
se c o n d a ry  s tra ig h ts  d ra w n  to  b o th  b a r  ends.

F ro m  Fig. l /а  i t  is:

A O 4 CO4
— —  = cos «4» ——  = cos (a  —  V i )  =  — cos у  4 ;

A O  CO

A O  cos x 4 -f- CO cos y4 =  A O 4 — CO4 =  l4 .

F ro m  Fig. 1/b:

B O 5-------  =  cos
BO /V

CO5
CO

=  cos y5 ;

B O  cos ß 5 -j- CO cos y5 =  B O 5 +  CO5 =  /5 .

F ro m  F ig . 1/c:

CO6
CO

cos y6 ,
DO«

DO
=  cos (я  — <56) = — cos (5g j

CO cos y6 +  DO  cos <S6 =  CO6 — D O 6 =  16 .
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F ro m  Fig . 1 /d : 

A O 1 ß O 1
------- a= c o s « , , --------- =  cos (л  — ß .)  — — cos ß , ;
А О  ВО

А О  cos «4 +  В О  cos ß 3 =  А О 1 — В О 1 =  1г .

F ro m  Fig. 1/е:

А О 3 DO3 . А , .-------- == cos «о ,----------=  cos ( л  — do ) =  — cos Oo :
А О  3 DO  ' 3

A O  cos a3 -f- DO  cos <53 =  ^403 — DO3 =  Z3. 

F ro m  Fig. 1/f:

В О 2 
ВО

- =  co r ß2, —  =  cos (я: — ô2) =  — cos <32 ;

В О  cos /?2 -f- DO  cos á2 =  ß O 2 — DO2 =  l2 ,

h en ce  equ a tio n s ( I I )  can  successively  be  w ritte n  as: S 4Z4; S 5Z5; S ele; S 3l3; 
a n d  S 2l2; d en o tin g  le n g th s  of b a rs  1, 2, 3, 4 , 5 an d  6 b y  lv  l2, ls, Z4, Z6 a n d  Z6, 
re sp ec tiv e ly .

L e t us d e te rm in e  now  m ean ings o f 4 su m m an d s in  f irs t  co lum n  o f  E q . (I), 
n a m e ly  o f those  in v o lv in g  o u te r  forces.

I n  F ig . 1/g a g a in  te tra h e d ro n  (A  B C D )  h as  been d raw n , to g e th e r  w ith  
o u te r  forces and  p o in t  0 .  L e t us d ra w  a s tr a ig h t  line from  p o in t 0  p e rp e n d ic 
u la r  to  each  force d ire c tio n , an d  d en o te  th e  p o in t o f in te rsec tio n  o f  th is  n o rm a l 
to  th e  force d irec tio n  b y  0 C, 0 “, 0 b a n d  0 d, re sp . F ro m  Fig. 1/g i t  is :

C 0 C A 0 a B 0 b . D 0 d
-------- =  cos y r  : ----------=  cos а д  : --------- =  cos p R : --------- =  cos o n ,

CO A O  B O  DO

hence

CO cos yc  =  qc-, A O  cos x a  =  qAi B O  cos ß B =  qB an d  DO  cos bD =  qB,

d e n o tin g  d istances C 0 c, A 0 a, B 0 b a n d  D 0 d o f  th e  n o rm al d raw n  fro m  О to  
th e  fo rce  d irec tions (d o tte d  lines in  F ig . 1/g) b y  qB, qA, qe a n d qDi re sp e c tiv e ly . 
In  w h a t follows, th e se  d is tan ces  q w ill be te rm e d  th e  force a rm s a n d  co n sid e red  
d is tan ces  w ith  a p p ro p r ia te  signs. T h e  a rm  w ill be  p ositive  if  th e  fo rce  is directed 
towards  in te rsec tio n  p o in ts  0 C, 0 a, 0 b a n d  0 d, resp . (This a ssu m p tio n  log ica lly  
follow s from  th e  fa c t  t h a t  angles b e tw een  th e  po sitiv e  force d ire c tio n  a n d  th e  
p o s itiv e  secondary  s tr a ig h t  line h a v e  been  d e n o te d  b y  yB, « a , ß B a n d  ôB, re sp .;
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n a m e ly , i f  these  ang les a re  g re a te r  th a n  n/2 ,  th e n  so are  cos yc , cos а д  e tc ., 
hen ce  also CO cos ус, A O  cos а д  etc. are n e g a tiv e .)

S u b s titu tin g  all th e se  re su lts  in to  E q . (I) , we o b ta in  th e  re la tio n sh ip :

Cqc +  A q A -f- BqB -|- DqD -f- Sj/, -f- S 2l2 +

+  ‘У ,  +  S ili  -f- S J -  +  S 6Z6 =  0.

W ritte n  in  te rm s  o f  sym bo ls:

E  Pi qi +  % S/ li =  0,
or

Г  P t qt =  - Z  S i h ,  ( I I I )

w h ere  Р,- is an  e x te rn a l fo rce  in  general, a n d  qi i t s  a rm  in th e  above m ean in g . 
S i  is a b a r  force, a n d  /,• is len g th  of th e  sam e b a r . S u m m atio n  has to  cover all 
fo rces in  th e  le f t-h a n d  side (i  =  1, 2, 3, 4), a n d  a ll b a rs  in  th e  r ig h t-h a n d  side 
(i  == 1, 2, 3, 4, 5, 6).

3.2. General case o f  a spa tia l  truss

F ig . 2 is a g en era l p ic tu re  of a sp a tia l t ru s s e d  beam . I t  has also su p e r
f lu o u s  b a rs , hence i t  is in h e re n tly  h y p e rs ta tic a l. T h e  tru ss  is lo ad ed  a t  its  
n o d a l p o in ts  X, y ,  . . .  b y  e x te rn a l (ac tive  a n d  reac tio n ) forces X, Y ,  . .  . 
A s a  s ta r t in g  a ssu m p tio n , fo rce  system  (X , Y,  . . . ) is se lf-eq u ilib ra ted , f u r th e r 
m o re , th e  tru ss  is im m o b ile  u n d e r  th e  effect o f  th e se  fo rces, i.e. its  n o d a l p o in ts  
a re  n o t  d isp laced  b y  fo rces (X, Y ,  . . . ) .  T h is is o n ly  possib le i f  e x te rn a l forces 
a c tin g  a t  each  n o d a l p o in t a n d  forces of th re e  o r m o re  b a rs  m eeting  a t  th e  sam e 
n o d a l p o in t form  to g e th e r  a n  equ ilib iium  fo rce  sy s te m .

A ccord ing ly , fo r each  s tra ig h t  Ox, Oy, . . . s ta r t in g  from  a p o in t 0  a ssum ed  
a t  ra n d o m  in space a n d  co n n ec tin g  i t  w ith  th e  n o d a l po in ts  of th e  tru s s , 
ze ro ing  force p ro jec tio n s  we o b ta in :

X  cos (Ox) +  S a cos (sa — Ox) -f- St  cos (sb — 0 6 ) - f - . . . +<Sn cos (sn — On) =  0 , 

Y  cos (Oy) +  S a cos (sa — Oy)  -f- S c cos (sc — Oc)

+  • • • +  S m cos (sm — От) =  0, (IV )

w h ere  te rm s  in  b ra c k e ts  s ta n d  for angles in  th e  fig u re . E x a c tly  as m a n y  such  
e q u a tio n s  can be w r it te n  as th e re  are nod a l p o in ts  (e ith e r  ex te rn a l or in te rn a l)  
in  th e  s tru c tu re .

E v id e n tly , in  th e  e q u a tio n  system  (IV ) a ll e x te rn a l forces a re  p re se n t, 
b u t  each  in  a single e q u a tio n  i.e ., in  th a t  o f  p ro je c tio n  for th e  s tra ig h t  line
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co n n ec tin g  the  a p p lic a tio n  p o in t of the  given force to  p o in t 0 ,  fo r in s tan ce , 
force X  in  an  e q u a tio n  o f  p ro jec tio n  for s tra ig h t  Ox on ly .

E ach  b a r  force o ccu rs , how ever, in e x a c tly  tw o  e q u a tio n s , n a m e ly  in  those  
o f  p ro jec tio n  for tw o  s tra ig h ts  connecting  tw o  en d  p o in ts  o f th e  g iven  b a r  
to  0 .  Such as, for in s ta n c e , b a r  force S a o f th e  (o therw ise  re d u n d a n t)  b a r  S a 
in  F ig . 2 occurs on ly  in  th e  e q u a tio n s  of p ro jec tio n  fo r tw o  s tra ig h ts  connec ting  
n o d a l p o in ts  X  an d  y  to  0 ,  a c tu a lly  in  f irs t  a n d  second  e q u a tio n s  o f  (IV ).

N everthe less, in  th e se  c ircum stances, th e  d ed u c tio n  ap p lied  in  3.1 to  
th e  sim ple te tra h e d ro n  can  be  done along th e  lines ab o v e , a n d  i ts  f in a l re su lt 
w ill also be ex ac tly  id e n tic a l w ith  th e  fin a l re su lt o f ( I I I ) ,  o b ta in e d  in  section
3.1 , hence:

27 P , qt =  — E  S i li (V)

w ith  th e  only  d ifference t h a t  a c tu a lly  th e  le f t-h a n d  su m m atio n  is to  be  ex ten d ed  
to  all e x te rn a l (ac tiv e  a n d  reac tio n ) forces, an d  th e  r ig h t-h a n d  one to  all b a rs  
o f  th e  sp a tia l tru sse d  b e a m , inc lud ing  re d u n d a n t b a rs .

On th e  basis o f  a ll th e se  considera tions, th e  fu n d a m e n ta l th e o re m  for 
check ing  b a r  forces o f  th e  sp a tia l tru ssed  b eam  can  be  fo rm u la te d  as:

The algebraic su m  o f  the products o f  external forces by their arm s equals 
the algebraic sum  o f  the p roducts o f  bar forces by bar lengths; but o f  the opposite 
sign.

T his eq u a tio n  is seen  to  be id en tica l in  all p a r tic u la rs  w ith  th e  basic  
re la tio n  deduced  fo r p la n e  tru sse d  beam s. I t  d iffers on ly  in  th a t ,  in  th is  case, 
P i  d eno tes a sp a tia l fo rce  sy s tem , arm s q,• p e r ta in in g  to  each  force o f  th e  force 
sy s tem  deno te  sp a tia l s tra ig h ts  in s tead  of p lan e  ones, an d  th e  r ig h t-h a n d  side 
o f  e q u a lity  (V) d en o tes  th e  a lgebra ic  sum  o f th e  p ro d u c ts  o f b a r  forces b y  b a r  
len g th s  fo r all b a rs  o f  th e  sp a tia l  tru ssed  beam .
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I t  shou ld  be n o te d  h e re  t h a t ,  a lth o u g h  p o in t o f  o rig in  О can  be  chosen 
a t  r a n d o m  in space, th e  p o s itio n  o f th e  ex am in ed  sp a tia l tru s s  is a d v isab ly  
se le c te d  so as to  fa c ilita te  ch eck in g , w hich is even m ore  im p e ra tiv e  here  th a n  
fo r  p la n e  beam s. In  th e  case  o f  an  in co n v en ien t a ssu m p tio n , th e  r ig h t-h a n d  
side o f  fo rm u la  (Y) re q u ire s  a  te d io u s  co m p u ta tio n  w ork .

F in a lly , an o th e r, so m eh o w  th e o re tic a l re m a rk  shou ld  be m ad e . P o in t 0  
b e in g  assu m ed  a t  ran d o m , th e  d ed u ced  fin a l re su lt is v a lid  fo r a n y  assu m p tio n  
o f  p o in t  O. I t  follows, h o w ev e r, t h a t  th e  assu m p tio n  o f  ex te rn a l forces p e rfec tly  
d e te rm in e s  th e  a lgebraic  su m  o f th e  p ro d u c ts  o f b a r  forces b y  b a r  len g th s , 
h e n c e  th is  sum  of p ro d u c ts  d ep en d s  solely on th e  m a g n itu d e , d irec tio n  an d  
sense  o f  e x te rn a l forces, b u t  is in d e p e n d e n t o f n u m b e r, d irec tio n  a n d  leng th  
o f  b a r s .  I t  is in te re s tin g  to  n o te  t h a t  th e  sum  o f p ro d u c ts

E  Sjl j

is  constan t ,  invariable fo r  th e  g iven tru ssed  b eam . I t  can  he fo rm u la te d  as 
fo llo w s: i f  geom etrical loci o f  fo rce-loaded  n o d a l p o in ts  o f th e  sp a tia l tru ss  
a re  g iv e n , ju s t  as are th e  e x te rn a l  forces (in eq u ilib riu m ) th em se lv es , th e n  th e  
su m  o f  th e  p ro d u c ts  o f b a r  fo rce s  b y  b a r  len g th s  is a  given a n d  in v a ria b le  one. 
T h is  q u a n t i ty  is p e rfec tly  in d e p e n d e n t of th e  n u m b e r, d irec tio n  a n d  le n g th  of 
b a r s  se rv in g  to  connect fo rce -lo ad ed  nodal p o in ts .

T h is  s ta te m e n t is, o f  co u rse , o n ly  of th e o re tic a l in te re s t , a n d  o f no p ra c 
t ic a l  v a lu e . In  engineering  p ra c tic e  n am ely , g eo m etrica l co n d itio n s o f  th e  tru ss  
a re  d e te rm in e d  f irs t, a n d  lo a d s  on ly  th e re a f te r .

4. Practical application o f the m ethod

4 .1 . Numerical example

T h e  sp a tia l tru ssed  b e am  sh o w n  in  F ig . 3 by  p la in  lines is a  shed  ro o f  s tru c tu re  in  f req u e n t 
u s e  a c tu a l ly .  T he tru ss  co n ta in s  9 n o d a l p o in ts  a n d  21 b a rs , th u s  co n d itio n  9 - 3  — 6 =  21 
is m e t.

L o a d  is applied b y  a single e x te rn a l  a c tiv e  force: W =  8 M p (w ind  force) a t  n o d a l p o in t 5. 
T h e  t r u s s  is su p p o rted  a t  n o d a l p o in ts  0 =  A , 1 =  B, 7 =  C a n d  6 =  D.

A  spherica l jo in t is a ssu m e d  a t  p o in t A , v e r tic a l su p p o rtin g  b a rs  a t  p o in ts  В  a n d  C 
a n d  a lso  a  sim ple su p p o rtin g  b a r  a t  p o in t D, w hich  la t te r ,  ho w ev er, lies skewly in  th e  p lane 
o f  th e  b e a m  end  p la te  (p lan e  o f t r ia n g le  be tw een  no d a l p o in ts  6— 7— 8).

T h u s  th ere  are 3 +  3 =  6 su p p o r tin g  bars , a n d  th e  id ea lized  su p p o rtin g  sy s te m  o f th e  
tru s s  is  s ta tic a l ly  d e te rm in a te . U n k n o w n s  p rim a rily  to  be  d e te rm in e d  are  th e  re a c tio n  com po
n e n ts ,  i .e .  A x, Ay,Az; By;Cy ', Dx, Dy. A ccord ing ly , th e re  a re  7 u n k n o w n s. I f , h o w ev er, a  p e rfec t 
s y m m e try  h a d  been s ta r te d  fro m  ( n o t  an  ab so lu te  n ecessity  !) th e n  By =  Cy, t h a t  is o n ly  6 
u n k n o w n s  rem ain  to  be d e te rm in e d . T he 6 e q u a tio n s  expressing  th e  sp a tia l  e q u ilib riu m  of 
fo rces a re :

1. S um  of force p ro je c tio n s  to  th e  x axis: A x +  Dx +  W  =  0,
2 . S um  of force p ro je c tio n s  to  th e  у  axis: Ay +  By +  Cy +  Dy =  0,
3 . S um  of force p ro je c tio n s  to  th e  z axis: Az =  0,
4 . M om ent for th e  x a x is : Cy • 16 m +  Dy ■ 16 m =  0,
5. M om ent for th e  у  ax is : W  • 8 m +  Dx ■ 16 m =  0,
6 . M om ent for th e  z ax is : B ^ - 4 m  +  C y - 4 r o + J F - 3 m = 0 .
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T h ese  eq u a tio n s  can  be  so lved u n a m b ig u o u sly , tak in g  in to  consideration  t h a t  By =  Cy, 
as a ssu m ed  ab o v e , to  give:

A x =  Dx =  — 4 Mp (ac tin g  a g a in s t to  IF),
Ay =  Dv =  + 3  Mp (u p w ard s d irec ted ),
A z =  0,
By =  Cy =  — 3 Mp (an ch o rin g  force, d o w n w ard s d irec ted ).
T h e  ab o v e  reac tio n  d irec tio n s a p p ea r  in  F ig . 3a. Skew  b a r  leng ths are : b a r  2— 3: 8,55 m ; 

b a r  2— 4: 9,42 m ; b a r  0— 4: 8,95 m .
T h e re a f te r  all b a r  forces h av e  been  ca lcu la te d . T h e ir  va lues, to g e th e r w i th  check ing  

c o m p u ta tio n  acco rd ing  to  fo rm u la  (V), are  show n in  T ab le  I.

8

Fig. 3. A nalysis o f a  shed  ro o f s tru c tu re  fo r ho rizo n ta l forces

B ecau se  o f com plete  sy m m etry , i t  is su ffic ien t to  d e te rm in e  b a r forces fo r h a lf  a tru ss . 
In  v iew  o f  th e  fa c t  t h a t  b a rs (5— 3), (5— 4) a n d  (3— 4) a t  m id tru ss  occur b u t  once th ro u g h o u t 
th e  tru ss , w h ile  all o th e r b a rs  have  th e ir  sy m m etrica ls , th e  nom ogram  itse lf is to  b e  d ev elo p ed  
for th e  h a lf  t ru s s  o n ly , while va lues fo r b a rs  in  sy m m etrica l positions are to  be d o u b le d  in  th e  
su m m atio n . A ccord ing ly , th e  f ir s t  su m  in  th e  tab le  is to  be  ta k e n  tw ice, th e  second  one  once. 
H ence, th e  r ig h t-h a n d  side o f th e  check ing  fo rm u la  c an  be  w ritte n  as:

В St lj =  — 2 • 16 +  32 =  0.

F o r th e  c o m p u ta tio n  of th e  le ft-h an d  side o f  th e  check ing  form ula, i t  is c o n v e n ie n t to  
assum e th e  p o in t o f origin О a t  p o in t A, zero ing a rm s  o f all reac tio n  forces a n d  o f  a c tiv e  
force IF. H en ce , a t  th e  le ft-h an d  side i t  is:

* P m  = o.
A cco rd in g ly , cond ition  of fo rm u la  (V) has b een  fu lfilled .
In  th e  above exam ple  we s ta r te d  from  th e  a ssu m p tio n  th a t ,  because of co m p le te  sy m 

m e try , By =  Cy
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Table I

Symbol 
of bar

Bar length 
l

(m)
Bar force 

S
(Mp)

SI
(Mpm)

1 - 0 4,00 -  4,00 -1 6 ,0 0
1 - 2 5,00 +  5,00 +25,00
0 - 2 3,00 -  3,00 -  9,00
1 - 4 8,00 0 0
0 - 3 8,00 0 0
0 - 4 8,95 0 0
2 - 4 9,434 -  9,434 -8 9 ,0 0
2 - 5 8,00 0 0
2 - 3 8,544 +  8,544 +73,00

2 i  = -1 6 ,0 0
5 - 3 3,00 — 6,00 -1 8 ,0 0
5 - 4 5,00 +  10,00 +50,00
3 - 4 4,00 0 0

£ 2  = +32,00

2 Z x +  S', =  — 2 • 16.0 +  32.0 =  0

T h is  d e fin ition , h o w ev er, c an  be  given a n o th e r  fo rm u la tio n . In  p a r tic u la r , th e  ab o v e  
a s su m p tio n  has led to  th e  re su lt  t h a t  Dx =  — 4 M p, Dy =  + 3  Mp. T his s ta te m e n t m e a n s , 
in  o th e r  w o rds, th a t  in  fa c t  th e  direction o f su p p o rtin g  b a r  D  has been fix ed . N am ely , th is  
b a r  c a n n o t  have  b u t  th e  sam e d irec tio n  as th e  re a c tio n  fo rce  tra n sm itte d  b y  i t  to  th e  tru s s ,  
h e n ce  th e  angle be tw een  th is  f ic ti tio u s  b a r  and  h o riz o n ta l is : ta n  d =  3/4 (F ig . 3a).

T h e re  is, how ever, no  th e o re tic a l re stric tio n  as to  th e  d irec tio n  of b a r  D, e x ce p t t h a t  i t  
c a n n o t  b e  v e rtica l. F o r  in s ta n c e , we m ay  proceed fro m  th e  assum ption  of Dx =  Dy, hence  
t a n  d =  1/1 =  45°. F o r  th is  a ssu m p tio n  6 eq u ilib riu m  e q u a tio n s  o f th ree -d im en sio n al s ta tic s  
c an  b e  w r i t te n  and  re ac tio n s  a n d  b a r  forces can  be c o m p u te d  ju s t  as above. O m ittin g  c o m p u 
t a t i o n  p a r tic u la rs , we o b ta in  (F ig . 3b):

A r =  D v =  — 4 M p (d irec tio n  opposite  to  W),
Ay =  + 2  M p, Az =  0,
By =  — 2 M p, Cy — ■—4 M p (anchoring  forces),
Dy =  + 4  Mp.

H o w ev e r s tran g e  i t  seem s, b y  changing th e  d ire c tio n  of fic titio u s su p p o rtin g  b a r  D, 
a ll r e a c tio n  va lues ch an g e ; th e  tru s s  is no t sy m m etrica l a n y  longer from  th e  v iew p o in t of 
re a c t io n s ,  on  one side o f th e  v e r tic a l p lane in te rse c tin g  fo rce  W th e  reac tio n s give d iffe re n t 
v a lu e s  f ro m  those  on th e  o th e r  side o f th e  sam e p lan e . I n  sp ite  of th is , th e  tru ss  is in  eq u ilib 
r iu m , t h a t  can be check ed  b y  zero ing  m om ent sum s re fe r re d  to  an y  assum ed axis.

E v id e n tly , how ever, fo r th is  assum ption , all bar forces will change as co m p ared  to  th e  
a s su m p tio n  above.

V a lue
Z  P, <}i

o n  th e  r ig h t-h a n d  side o f  th e  ch eck in g  form ula  re m a in s  h o w ev er 0, th a t  can  m o st s im p ly  be 
v e r if ie d  b y  tak in g  th e  p o in t o f o rig in  0  id en tica l w ith  p o in t  A, ju s t  as b e fo re .T h is m ea n s , ho w 
e v e r , t h a t  th e  le ft-h an d  su m  o f th e  check ing  fo rm u la  (V ),

ZSili,
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in v a riab ly  eq u als  th e  v a lu e  d e te rm in ed  above (in  th is  case O). T hus, as a f in a l r e s u lt ,  th e  a lg e 
b ra ic  su m  o f b a r  fo rces a n d  b a r  len g th s o f th e  e x am in ed  tru ss  is independent o f the idealized 
assumption of the reaction supporting forces.

T his s ta te m e n t p re sen ts  a lo t o f a d v a n ta g e s  fo r  designing.
A  la s t  re m a rk  shou ld  be m ade in  co n n ec tio n  w ith  th e  above exam ple . T h e  d irec tio n  

of su p p o rtin g  force  a c tin g  a t  p o in t D has b een  a ssu m e d  to  be  in  th e  p lane  o f  th e  tru s s  end 
p la te . O f course, th is  a ssu m p tio n  rep re sen ts  th e  d e te rm in a te  and  rigid su p p o rtin g  o f  th e  tru ss  
on ly  w hen  th e  e x te rn a l ac tiv e  force is o f th e  d ire c tio n  g iven  in tb e  ex am p le , o r  in  g enera l, 
w hen  i t  is in  th e  p lan e  p a ralle l to  th e  end  p la te . I n  o th e r  cases, e.g., for a  skew  force  W, th e  
b a r  assu m ed  a t  p o in t D is necessarily  sup p o sed  to  be o f a d ifferen t d irec tio n , to  ru n  along 
a  s tra ig h t  line d e v ia tin g  fro m  th e  end  p la te  p lan e .

4.2. Numerical example

Fig . 4 show s a schem e of a steel tru ss  s t ru c tu re  fo r a  roof-light sp an n in g  o f 16 m . T his 
tru ss  h a s  9 jo in ts  a n d  21 b a rs , hence co n d itio n  3 ■ 9 — 6 =  21 is m et.

Side elevation

Fig. 4. A nalysis o f a  roof-ligh t s tru c tu re  fo r ho rizon tal forces

T h e  tru s s  is a c ted  u p o n  b y  a single, h o rizo n ta l a c tiv e  force W =  8 Mp. A s to  th e  re a c 
tio n  su p p o rtin g  forces, s im ilarly  to  th e  exam ple  a b o v e , th e  su p p o rtin g  b y  a sp h e rica l jo in t  
h as b een  assu m ed  a t  p o in t A, an d  t h a t  b y  su p p o r tin g  b a rs , a t  p o in ts B, C, D. E v id e n tly ,
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a cc o rd in g  to  th e  s ta te m e n ts  in  C h a p te r  2, a t  p o in t D no  v e r tic a l  su p p o rtin g  b a r can  be a p p lie d . 
I n  th e  g iv e n  case, fo r a  h o rizo n ta l fo rce  W, no rm al to  th e  lo n g itu d in a l tru ss  axis, th e  su p p o r tin g  
b a r  a t  p o in t  D can  be assum ed  to  be  in  th e  p lane o f th e  tru s s  en d  p la te .

A ssu m e  By =  (y.
W ith  th e  above a ssu m p tio n s , b a se d  on 6 e q u ilib riu m  e q u a tio n s  o f  th e  th ree -d im en sio n a l 

s ta tic s , a ll  su p p o rtin g  force co m p o n en ts  can  u n a m b ig u o u sly  b e  d e te rm ined . Zeroed force  p ro 
je c tio n s  a n d  m o m en ts  fo r th e  th re e  co -o rd in a te  axes can  be  w r it te n  as:

A x =  Dx =  — 4 M p (d irec tio n  o p posite  to  W),
Ay  =  Dy — + 2 ,6 7  M p, Az =  0,
By =  Cy — — 2,67 M p (an ch o rin g  force).
R e a c tio n  force d irec tio n s a re  show n in  F ig . 4a.
H e n c e , b y  v ir tu e  o f  th is  a ssu m p tio n , DJDy — 2 ,67/4 =  0,66, i.e ., th e  axis o f th e  f ic t i 

tio u s  b a r  a t  p o in t D passes th ro u g h  p o in t Q (F ig. 4a).
T h is  p o in t Q is th e  p o in t o f  in te rse c tio n  of th e  v e r tic a l  o f su p p o rtin g  b a r  C a n d  o f  a  

h o r iz o n ta l  su p p o sed  to  p a ss  th ro u g h  th e  ro o f s tru c tu re  t ip .  I n  o th e r  w ords, th is  a ssu m p tio n  
p ro d u c e s  eq u ilib riu m  b y  ta k in g  th e  d irec tio n  of th e  f ic t i t io u s  b a r  a t  D to  be on th e  e n d  p la te  
p lan e , s im ila r ly  to  th a t  fo r th e  p lan e  tru ss , an  a ssu m p tio n  h o ld in g  on ly  if  th ree  forces in  a  co m 
m on  p la n e ,  n a m e ly  C, D as w ell a s  co m p o n en t W/2 o f fo rce  W, supposed  to  a c t a t  th e  tru s s  
t ip ,  in te r s e c t  a t  a  com m on p o in t. F o r  p lan e  tru sses th is  is a  n ece ssa ry  condition  of eq u ilib riu m . 
F o r  s p a t ia l  tru sse s  th is  is n o t  a n  ab so lu te  necessity .

A f te r  th ese  co n sid era tio n s, b a r  fo rces o f tru ss  b a rs  c an  unam b ig u o u sly  be d e te rm in e d . 
O m itt in g  c o m p u ta tio n  p a r tic u la rs , f in a l re su lt can  b e  fo u n d  in  T ab le  I I .

T ab le  I I

S ym bol 
o f  b a r

B a r  le n g th  
l

(m )

B a r  fo rce
S

(M p)

S l
(M pm )

1 - 0 6,00 - 2 ,0 0 - 1 2 ,0 0

1 - 2 5,00 + 3 ,3 3 +  16,67

0 - 2 5,00 — 3,33 - 1 6 ,6 7

1 - 4 8,00 0 0

0 - 3 8,00 0 0

0 - 4 10,00 0 0

2 - 4 9,434 - 6 ,2 9 - 5 9 ,3 4

2 - 5 8,00 0 0

2 - 3 9,434 + 6 ,2 9 + 5 9 ,3 4

z t  = - 1 2 ,0 0

5 - 3 5,00 - 6 ,6 6 - 3 3 ,3 3

5 - 4 5,00 + 6 ,6 6 + 3 3 ,3 3

3 - 4 6,00 0 0

r 2 = 0

2 +  S 2 =  -  24,00

I n  v iew  of th e  sy m m etry , h e re , as in  th e  e x am p le  b e fo re , b a r  forces hav e  b een  co m 
p u te d  fo r  h a lf  a  tru ss  on ly . T h e re b y  th e  r ig h t-h a n d  su m  o f  checking form ula  (V) h a s  b een  
o b ta in e d  b y  ta k in g  in to  a cc o u n t th e  su m m atio n  of th e  u p p e r  p a r t  o f th e  tab le  tw ice , a n d  t h a t  
o f i t s  lo w e r p a r t  once.

A ccord ing ly , th e  r ig h t-h a n d  side o f th e  check ing  fo rm u la  becom es:

S  Sjli =  — 2 • 12 M pm  +  0 =  — 24 M pm .
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T he le ft-h an d  side o f th e  check ing  fo rm u la  is o b ta in e d  m ost s im p ly  b y  su p p o sin g  
p o in t О in  p lace  of p o in t A. I n  th is  case n a m e ly , a rm s  q o f all re ac tio n  forces a re  ze ro e d , and 
n o th in g  b u t  ac tiv e  force W rem a in s in  th e  su m m a tio n . A ccording to  th e  f ig u re , th e  a rm  of 
th is  la t t e r  is 3 m , hence:

£  Pi qi =  3 ■ 8 =  + 2 4  M pm ,

d e m o n s tra tin g  th e  co rrec tness o f co m p u ted  b a r  fo rces.
In  connection  w ith  th is  ex am p le , ju s t  as fo r  th e  ex am ple  before, even  a  b a r  o f  a d irec tio n  

d iffe re n t fro m  th a t  a ssum ed  above  can  be ta k e n  a s  su p p o rtin g  b a r D. T h u s, fo r in s ta n c e  b a r  D 
can  b e  assum ed  to  b e  in  th e  en d  p la te  p lan e , a lo n g  a  45° skew  s tra ig h t line. I n  te rm s  o f  force 
co m p o n e n ts , th is  w ill m ean  Dx= Dy (F ig . 4b).

Solving th e n  6 eq u atio n s o f sp a tia l  eq u ilib riu m , th e  reac tio n  forces w ill b e :

A x =  Dx =  + 4  Mp (a g a in s t to  W),
Ay =  + 1 ,3 3  M p (u p w ard s d irec ted  fo rce), A z =  0,
By =  -—1,33 M p (dow nw ards d irec ted  a n ch o rin g  force),
Cy =  — 4 Mp (dow nw ards d irec ted  an ch o rin g  force),
Dy =  + 4  M p (u p w ard s d irec ted  force).

A gain , i t  ap p ea rs  th a t  th e  re ac tio n  co m p o n e n t va lues are q u ite  d iffe re n t f ro m  those  
assu m ed , th e re  is no sy m m etry  w ith  re sp ec t to  th e  tru s s  m idplane. A ccord ing ly , a ll b a r  force 
v a lu es will o f course change, such  as:

S ,_ 0 =  — 1,0 M p; S 1_ 2 =  + 1 ,6 7  M p; S 0_ 2 =  — 2,0 M p; e tc .

b u t  ev en  in  th is  case, ju s t  as fo r th e  a ssu m p tio n  a b o v e , th e  le ft-h an d  su m  o f  th e  checking 
fo rm u la  is th e  sam e, in  view  of th e  fa c t  t h a t  a ll re a c tio n  forces of th is  sum  v a n ish , j u s t  as before 
a n d  n o th in g  b u t  force W p e rsists , in v a r ia b ly  w ith  a n  a rm  o f 3,0 m. T h u s, th e  le f t -h a n d  sum  
in v a r ia b ly  am o u n ts  to  + 2 4 ,0  M pm . C on seq u en tly , n e ith e r  rig h t-h an d  sum  v a lu e  c an  change. 
T h u s , i t  ap p ea rs  ag a in  th a t  th e  a lg eb raic  sum  o f  th e  p ro d u c ts  o f b a r forces b y  b a r  le n g th s  is 
in d e p e n d e n t o f th e  idealized  a ssu m p tio n  o f th e  p o s itiv e  su p p o rtin g  forces, a n d  o f  th e i r  n u m e r i
cal va lues.

4.3. Numerical example

Fig . 5 show s th e  schem e of an  u p p e r  d eck  b rid g e . I ts  s tru c tu re  is to  be  considered  
a  re la tiv e ly  w ide b eam , in  view  o f th e  fa c t th a t  i t  sp a n s  8,0 m  for a w id th  of 6,0 m . T h e  sp a tia l 
tru s se d  b eam  h as 8 jo in ts  an d  18 b a rs , hence c o n d itio n  3 - 8  — 6 =  18 is fu lfilled . T h e  com 
p o sitio n  w as based  on  basic tr ian g le  (7, 4, 5), to  w h ich  no d a l po in ts 2, 6, 1 a n d  3 w ere  con
n e c ted , in  th is  o rd e r, according to  th e  te tra h e d ro n  com position  law . A t n o d a l p o in t  0 , we 
so m ew h at d e p a rte d  fro m  th is  law . I t  shou ld  be n o te d  th a t ,  in  o rder to  o b ta in  th e  d e s ired  s ta 
t ic a lly  d e te rm in a te  s tru c tu re , th is  la t te r  is a sy m m e tr ic a l, i.e ., th ere  is no b a r  sy m m etrica l 
to  b a r  (5— 6).

T h is s tru c tu re  is su p p o rted  a t  no d a l p o in ts  0, 3, 6 a n d  7; i.e ., a t  p o in t A =  3 a  sp h erica l 
jo in t ,  a t  p o in ts  В =  0 a n d  C — 6 v e rtic a l su p p o rtin g  b a rs , an d  a t  p o in t D =  7 a  sk ew  su p 
p o rtin g  b a r  c o n s titu te  th e  su p p o rtin g  sy s tem  o f th e  s tru c tu re .

T his s tru c tu re  is loaded  b y  a  single h o rizo n ta l fo rce  W — 8 Mp (w ind  fo rce ) a c tin g  a t  
n o d a l p o in t 1.

L e t us exam ine  th is  tru ss  on  th e  basis o f  tw o  ty p e s  o f  su p p o rtin g  sy s te m s.
a) A ssum e as su p p o rtin g  co n d itio n  th a t  a t  su p p o rtin g  po in ts В a n d  C, th e  s tru c tu re  

is a c te d  u p o n  b y  e q u a l v e rtica l su p p o rtin g  forces, i.e ., By =  Cy.
B ased  on th is  cond ition , p o sitive  su p p o rtin g  forces can  u n am b ig u o u sly  b e  c o m p u ted , 

a n d  th is  y ields:

A x =  Dx =  + 4  Mp (in d irec tio n  o f { x).
Ay =  Dy =  — 2 Mp (an ch o rin g  force), А г — 0,
B y=  Cy =  + 2  Mp.

T h is co n d itio n , i.e. By =  Cy, also d e te rm in e s  th e  d irec tion  of th e  f ic t i tio u s  su p p o rtin g  
b a r  a t  p o in t D. H ence, w ith  re sp ec t to  th e  h o rizo n ta l, th e  d irec tion  of th e  b a r , fo r  th is  a ssu m p 
tio n , is

ta n  & =  2/4 =  0,5 ( ~  26°30 '),
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in  o th e r  w o rds, i t  passes th ro u g h  p o in t Q in  th e  f ig u re , i .e .,  th ro u g h  th e  in te rsec tio n  p o in t o f  
th e  h o r iz o n ta l  s tra ig h t line  d ra w n  th ro u g h  nodal p o in t 1 a n d  ly in g  over th e  end p la te  o f  th e  
s t ru c tu re ,  on  th e  one h a n d  a n d  o f th e  v e rtica l C on  th e  o th e r  (F ig . 5a).

Plan view Side elevation у

Fig. 5. A na ly sis  o f a  deck bridge s tru c tu re  fo r  h o rizo n ta l forces

I f  th ese  d a ta  a re  a v a ilab le , each  b a r  force c an  u n am b ig u o u s ly  be d e te rm in ed . T h e  
su ccess io n  o f th e  step s in  d e te rm in a tio n  is ju s t  th e  o p p o site  o f  th o se  necessary  fo r com p o sitio n , 
i .e .,  s ta r t in g  fro m  no d a l p o in t 0, n o d a l p o in ts 3, 1, 6, 2, 5, 4 a n d  7 are to  be solved. I n  th is  case 
m ax . 3 u n k n o w n  b a r  fo rces a re  to  b e  d e term ined  a t  e ac h  n o d a l p o in t. O m itting  c o m p u ta tio n  
p a r tic u la rs ,  th e  fin a l re su lt is  re p ro d u c e d  in  T able I I I .  I n  a d d it io n , th is  tab le  includes th e  r ig h t-  
h a n d  su m  o f th e  checking fo rm u la  (V).

T h e  le ft-h an d  su m  o f ch eck in g  fo rm ula  (V) is  m o s t  eas ily  ob ta in ed  b y  assu m in g  th e  
p o in t  o f  o rig in  0  to  be a t  p o in t A. I n  th is  case, n o rm als  to  a ll re ac tio n  force d irec tio n s in te r 
sec t re a c tio n  force in flu en ce  lines a t  th e  p o in t o f a p p lic a tio n  o f  th e  given reac tio n  fo rce , zero ing  
p o sitiv e  fo rce  a rm s q.
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Table I I I

Symbol Bar length
Bar forces S 

( M p )
SI

(Mpm)
Computed as horizontal 
and vertical overdesign

of bar (m) Case Case Case Case Вnr force S I

I l y  =  C y D„= 0
a b (Mp) (Mpm)

0—1 5,00 + 3 ,3 3 +  6,67 + 1 6 ,6 7 +  33,33 + 3 ,3 3 +  16,67
0 - 2 4,00 - 2 ,6 7 — 5,35 - 1 0 ,6 6 -  21,33 - 2 ,6 7 - 1 0 ,6 6
0 - 3 6,00 0 0 0 0 0 0
3 - 2 7,21 - 4 ,8 0 — 4,80 - 3 4 ,6 1 — 34,61 - 4 ,8 0 - 3 4 ,6 1
3 - 4 4,00 + 5 ,3 3 +  8,00 + 2 1 ,3 3 +  32,00 + 5 ,3 3 + 2 1 ,3 3
3 - 5 5,00 - 3 ,3 3 -  6,67 - 1 6 ,6 7 -  33,33 - 3 ,3 3 — 16,67
1 -6 5,00 + 3 ,3 3 +  6,67 + 1 6 ,6 7 +  33,33 + 3 ,3 3 + 1 6 ,6 7
1 - 5 6,00 - 8 ,0 0 — 8,00 - 4 8 ,0 0 — 48,00 0 0
1 - 2 3,00 —4,00 -  8,00 - 1 2 ,0 0 -  24,00 0 0
2 - 6 4,00 - 2 ,6 7 0 - 1 0 ,6 6 0 - 2 ,6 7 - 1 0 ,6 6
2 — 7 7,21 —4,80 - 1 4 ,3 7 - 3 4 ,6 1 -1 0 3 ,6 1 —4,80 - 3 4 ,6 1
2 - 4 6,00 0 0 0 0 0 0
2 - 5 6,71 + 8 ,9 0 + 1 7 ,9 0 + 5 9 ,7 2 + 1 20 ,01 0 0
6 - 5 7,81 0 - 1 0 ,5 0 0 -  82,01 0 0
6 - 7 6,00 0 +  8 , 0 0 0 +  48,00 0 0
4 - 5 3,00 0 0 0 0 0 0
4 - 7 4,00 + 5 ,3 3 +  8 , 0 0 + 2 1 ,3 3 +  32,00 + 5 ,3 3 + 2 1 ,3 3
5 - 7 5,00 — 3,33 0 - 1 6 ,6 7 0 - 3 ,3 3 - 1 6 ,6 7

S  S I  = - 4 8 ,1 6 , — 48,22 — 47,88

T h ere  rem ain s on ly  force W in  th e  sum , o f  a n  a rm  le n g th  of 6 m , to  g ive:

£  -P/д,- =  8 • 6 =  + 4 8 ,0  M pm ,

show ing  a  fa ir  ag reem en t w ith  th e  f in a l re su lt  in  th e  ta b le  (— 48,16 M pm ), w ith in  slide  ru le  
a cc u rac y . A ccord ing ly , som ew hat co m plex  c a lcu la tio n  of b a r  forces h as b een  co rre c t.

b )  R eso lve  th e  sam e s tru c tu re , a c te d  u p o n  b y  th e  sam e ac tiv e  force, assu m in g  th e  re a c 
tio n  t r a n s m itte d  a t  su p p o rtin g  p o in t D to  be  h o rizo n ta l, i.e ., Dy =  0.

J u s t  as before, all re ac tio n  forces can  u n am b ig u o u sly  be d e te rm in ed  (F ig . 5b):

A x =  + 4  M pm , Dx — + 4  M pm ,
By =  + 4  Mp, Cy =  0,
Ay =  — 4 Mp (anchoring  force), A z =  0.

A fte r  reac tio n s , each  b a r  force can  in  tu r n  be  d e te rm in ed . T he va lues o f th e se  a re  g iven  
in  T ab le  I I I  to g e th e r w ith  th e  r ig h t-h a n d  su m  of th e  check ing  fo rm ula  (V) for th is  a ssu m p tio n .

T h e  le ft-h an d  side o f th e  cheek ing  fo rm u la  (V) show s no d ev ia tio n  fro m  th e  p rev io u s 
case, n o r does th is  sum  include o th e r  th a n  e x te rn a l force W, o f a n  a rm  len g th  q — 6 m . H ence , 
th e  le f t-h a n d  side o f check ing  fo rm u la  (V) is in v a riab ly  + 4 8 ,0  M pm . T h is c an  be  co m p ared  
w ith  th e  ta b u la te d  va lue  of — 48,22 M pm , th e  d ev ia tio n  being  again  due to  th e  slide ru le  
c a lcu la tio n  erro r.

I t  is in te re s tin g  to  n o te  how  b a r  force  v a lu es v a ry  d epend ing  on th e  assu m ed  d irec tio n  
o f f ic ti tio u s  su p p o rtin g  b a r  D.
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T ab le  I I I  h as b een  c o m p le te d  b y  b a r  fo rces su p p lied  b y  th e  th eo ry  of h o rizo n ta l a n d  
v e r tic a l  overload ing . I t  a p p e a rs  t h a t  th is  w ide ly  e x te n d e d  th e o ry  of ca lcu la tio n  m ay  y ield  
b a r  fo rce  v a lu es id en tica l w i th  th o se  for case a (F ig s 5c, d , e). I t  ap p ears , how ever, t h a t  fo r  
som e b a rs , p a r tic u la r ly  fo r  th o se  developing th e  h ig h e s t s tre sses , th is  m eth o d  gives no b a r  
fo rce  v a lu e s  a t  all, as a g a in s t  a ssu m p tio n s a) a n d  b ). T h is  f a c t  c learly  d em o n s tra te s  t h a t  th e  
o v e r lo a d  design  o f b ro a d  b rid g es , w ide s tru c tu re s , m a y  le a d  to  h igh ly  u n re a lis tic  v a lues. 
T h e  su m m atio n  of ch eck in g  fo rm u la  (V), how ever, is  n o t  a lte re d  even  fo r th is  la t te r  m e th o d  
( + 4 8 ,0  M pm ), as show n b y  th e  la s t  co lum n in  T ab le  I I I  (— 47,88 M pm ).

5. Conclusions

A ccord ing  to  th e  n u m erica l exam ples p re se n te d , th e  values o f b a r  forces 
a r is in g  in  each b a r  o f  s p a tia l  tru ssed  b eam s la rg e ly  depend  on how  th e  tru s s , 
as a sp a tia l  s tru c tu re , is su p p o rte d , c lam ped  to  th e  soil, o r b e tte r ,  how  reac tio n  
s u p p o r tin g  forces a re  conceived. In  g enera l w e h a v e  no  e x a c t id ea  o f th e se  
s u p p o r tin g  forces. T h e  m o s t freq u en tly  u sed  sy s te m , i.e ., tw o  f ix e d  a n d  tw o 
free  b ea rin g s  (w ith  a b lo c k  o f  rollers m ov ing  a lo n g  th e  lo n g itu d in a l ax is  o f th e  
b e a m ), is 12-fold r e d u n d a n t ,  as show n in  C h a p te r  2.

W hile  th e re  a re  e x a c t  m ethods a v a ilab le  to  reso lve  in ternal re d u n d a n c y , 
th e re  a re  no  g en era lly  v a lid  m eth o d s to  reso lv e  external red u n d a n c y . T h e  u su a l 
a r ra n g e m e n ts  y ie ld  a fa u ltle s s  so lu tion  o n ly  fo r  v e r tic a l loads (reaction-fo rces 
ca n  a c c u ra te ly  be d e te rm in e d ) , b u t  fo r fo rce  effec ts  o f general d irec tio n  th e  
re la t io n  forces c a n n o t b e  d e te rm in ed . E a c h  b a r  fo rce  v a lu e  varies  as a fu n c tio n  
o f  th e  ty p e s  an d  sy s te m s  o f  these  so m ew h at a r b i t r a r y  assum ptions.

F o r  re la tiv e ly  n a rro w , long s tru c tu re s , a ssu m in g  a h eav y  v e r tic a l load , 
th is  u n c e r ta in ty  is n o t  a sig n ifican t one; as co m p a re d  to  v e rtic a l lo ad  effects, 
th e  describ ed  v a r ia tio n  o f  skew  forces, as a m a t te r  o f fa c t, is of no im p o rta n c e .

F o r  sh o rt, b ro a d  s tru c tu re s , how ever, a c te d  u p o n  b y  sligh t v e r tic a l loads, 
th e se  fa c ts  can n o t be  n eg lec ted .

F o r  s tru c tu re s  o f  th is  ty p e , design co u ld  a d v isab ly  be b ased  on th e  
“ h a z a rd o u s  p o sitio n ”  o f  f ic titio u s  su p p o rtin g  b a rs .

S p a tia l tru sse s  c a n n o t be su p p o rte d  a g a in s t skew  forces b y  v e r tic a l 
f ic ti t io u s  b a rs  alone. B y  m ean s of skew  o r p a r t ia l ly  skew  b ars  th is  w ould , 
o f  cou rse , be possib le , b u t  such  b a rs  do n o t  e x is t in  re a lity . As a m a tte r  of 
f a c t ,  skew  forces a re  ab so rb e d  b y  slid ing  fr ic tio n a l forces develop ing  a t  th e  
b e a rin g s . T he m ax im a  o f th e se  can, how ever, b e  co m p u ted , hence, th e  ex trem e  
d ire c tio n s  o f f ic titio u s  su p p o r ts , and  th e re b y  th e  su p p o rtin g  forces o f m ax im u m  
skew ness can be d e te rm in e d .

A ll these  a sp ec ts  m a k e  our c o m p u ta tio n s  so m ew h at in tr ic a te , a n o th e r  
ju s tif ic a tio n  for th e  n e c e ss ity  of a sim ple ch eck in g  p rocedure  as described  
ab o v e .
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N A C H P R Ü F U N G  D E R  S T A R K R Ä F T E  YO N  R Ä U M L IC H E N  F A C H W E R K T R Ä G E R N

I. RÉDEI

Z U SA M M E N FA SSU N G

In  e inem  vorigen  A u fsa tz  beschrieb  der V erfasse r e in  V erfahren  fü r d ie  N ach p rü fu n g  
ebener F a c h w erk trä g e r. V orlieg en d er A u fsatz  is t  e in e  V erallgem einerung  des e rw ä h n te n  V er
fah ren s fü r  räu m lich e  F a c h w erk trä g e r . Die g ru n d leg en d e  B eziehung des N a ch p rü fv e rfah re n s  
w urde a u f  re in  g e o m e trisch -s ta tisch em  W ege ab g e le ite t, u n d  es w ird nachgew iesen , d a ß  die 
a lgeb raische  Sum m e der P ro d u k te  der zu sam m en g eh ö rig en  S ta b k rä fte  u n d  S ta b lä n g e n  eine 
vom  S y s tem , von  de r F o rm  des Fachw erkes, von d e r A n zah l, R ich tu n g  u n d  L än g e  d e r S täbe  
u n ab h än g ig e  K o n s ta n te  d a rs te l l t .  D iese Sum m e h ä n g t  ausschließlich  v o n  d en  A u ß e n k rä f te n  
u n d  in  S pezia lfä llen  sogar au ssch ließ lich  von den a k tiv e n  K rä f te n  ab. D as V e rfah re n  e ig n e t sich 
fü r  in n erlich  u n d  äu ß erlich  b e s tim m te  als au ch  fü r  s ta tis c h  u n b estim m te  F a c h w e rk trä g e r . 
Seine A n w en d u n g  is t a n  H a n d  v o n  Z ahlenbeisp ielen  v e ran sch au lich t.

C O N T R Ô L E  D E S  E F F O R T S  D E  B A R R E  D E S P O U T R E S  E N  T R E IL L IS  S P A T IA L E S

I. RÉDEI

R É S U M É

D a n s u n  artic le  p ré c é d e n t, l’a u te u r  a  p ré sen té  u n e  m éth o d e  p o u r le co n trô le  des p o u tres  
en  tre illis  p lan es. L ’a rtic le  e s t la  g én éra lisa tio n  de c e t te  m é th o d e  aux  p o u tre s  e n  tre illis  sp a tia 
les. L a  re la tio n  s e rv a n t de  b ase  à la m éthode  de c o n trô le  e s t déd u ite  p a r  des m o y en s p u re m e n t 
g é o m é triq u es-s ta tiq u es . I l  e s t  en su ite  d ém ontré  q u e  la  som m e algébrique  des p ro d u its  des 
e ffo rts  de b a rre  e t des lo n g u eu rs  de  b a rre  resp ec tives e s t  u n e  c o n stan te  in d é p e n d a n te  d u  systèm e 
e t de la  fo rm e  de la s tru c tu re ,  a insi que  d u  nom bre, de  la  d irec tio n  e t de la  lo n g u eu r des barres. 
C ette  som m e e st fo n c tio n  ex c lu siv em en t des fo rces ex té rie u re s  e t m êm e, d a n s  c e rta in s  cas, 
elle ne  d ép en d  que  des fo rces ac tiv es. Le procédé e s t ég a lem en t va lab le  p o u r  les p o u tre s  en 
tre illis  e x té r ie u re m e n t ou  in té r ie u re m e n t d é te rm in ées e t  h y p e rs ta tiq u es . Son a p p lic a tio n  est 
illu strée  à  l ’a ide  d ’exem ples n u m ériq u es .

КОНТРОЛЬ СТЕРЖНЕВЫХ УСИЛИЙ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ АРОК
И. Р Е Д Е Й

РЕЗЮМЕ

Автор в своей предыдущей работе продемонстрировал метод, пригодный для конт
роля плоских арок. Данная работа представляет собой обобщение этого метода на про
странственные арки. Уравнения, служащие основой предлагаемого метода контроля, 
автор выводит чисто геометрически — статистическим путем и показывает, что алгебраи
ческая сумма соответствующих стержневых усилий и длины стержней независима от си
стемы и формы конструкции, числа стержней, их направления и длины постоянной. Эта 
сумма является единственно только функцией внешних усилий, более того, в определен
ных случаях, зависит только от активных сил. Метод действителен как для наружных, 
так и для внутренних определенных и неопределенных арок. Применение метода демон
стрируется на числовых примерах.
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HYDRAULICS
FOR LOWERING THE GROUND WATER TABLE 

USING VACUUM WELLS

G. ÖLLŐ S
CAND. OF TECHN. SC.

TECHNICAL UNIVERSITY OF BUILDING AND TRANSPORT ENG., BUDAPEST 

[M anuscrip t rece iv ed  A pril 15, 1965]

T he p a p e r deals w ith  th e  basic  q u estio n s o f th e  h y d rau lics  o f vacu u m  wells. A f te r  show ing  
th e  re la tio n s  a n d  th e  differences be tw een  g ra v ita tio n a l a n d  v acu u m  h y d rau lic s , th e  p o te n tia l  
d is tr ib u tio n  in  th e  seepage fie ld  develop ing  a ro u n d  th e  line  o f vacu u m  w ells, in  th e  case  of 
m ore  im p o r ta n t  suction , is d iscussed  in  d e ta il. T h e  re su lts  o f in v estig a tio n s on  th e  p a r t ic u la r 
itie s  o f th e  m o v em en t o f th e  a ir  in  g ra n u la r  soil p rov ide  th e  th eo re tica l bases fo r  th e  n u m erica l 
ca lcu la tio n  of th e  a ir seeping in to  th e  w ells. T h e  d e te rm in a tio n  of th e  flow  o f a ir  a n d  w a te r  in 
case o f  a  row  o f wells along one o r b o th  sides o f  th e  w ork ing  d itch  prov ides th e  d e s ig n e r w ith  
n u m ero u s  p o in ts  o f view  (e.g. o p tim u m  d is tan c e  be tw een  w ells, possib ility  o f e x c a v a tin g  th e  
w o rk  d itch ). T h e  re su lts  re fe rrin g  to  d ra in ag e  p h en o m en a  in  inhom ogeneous soils a re  i llu s tra te d  
b y  th e  in fav o u rab le  cases o f d ra in ag e.

1. In tro d u c tio n

E v e r  since d ew atering  o f c o n s tru c tio n  p its  w ith  th e  help  o f v a c u u m  wells 
w as in tro d u c e d  in  H u n g a ry  fo llow ing  a suggestion  of G. V a s t a g h  [30, 31], 
in c reasin g  a tte n tio n  has been  d e v o te d  to  th e  d e ta iled  e x p lo ra tio n  o f  b o th  
th e o re tic a l an d  p rac tica l aspec ts  in v o lv ed  in  th e  d ew atering  p ro cess . D u rin g  
th is  d ev e lo p m en t, re ly ing  on th e o re tic a l consid era tio n s an d  ex p erien ces gain ed  
in  th e  e v a lu a tio n  of p ra c tic a l d ew a te rin g  p rob lem s, K . Sz e c h y  p o in te d  to  
th e  s ig n ifican t d ifferences b e tw een  th e  h y d rau lic s  of g ra v ity  a n d  v acu u m  
w ells [25, 26, 27]. A t th e  sam e tim e  th e  im p o r ta n t  role p lay ed  b y  th e  c ap illa ry  
zone a n d  th e  spacing  o f wells w as recognized .

T he d ev e lo p m en t o f a co rrec t en g ineering  ap p ro ach  was la rg e ly  p ro m o te d  
b y  o b se rv a tio n s  of H . L a m pl  m ad e  in  connection  w ith  th e  low ering  o f  g ro u n d  
w a te r  ta b le . Conclusions re la tin g  to  o p e ra tio n a l fea tu re s  o f w e llp o in t sy stem s 
u sed  in  g ro u n d  w a te r  low ering , as w ell as fo r th e  ev a lu a tio n  o f p h y s ic a l c h a ra c 
te r is tic s  o f soils w ith  special reg a rd  to  d ew ate rin g , a re  of p a r tic u la r  in te r e s t  [11].

V aluab le  co n tr ib u tio n  to  th e  b e t te r  u n d e rs ta n d in g  of th is  p ro b le m  w as 
m ad e  b y  G. K a r a d i , w hose p rin c ip a l a t te n tio n  w as devo ted  to  th e  th e o re tic a l 
a sp ec ts  o f n o n -s tead y  seepage o ccu rrin g  d u rin g  th e  process o f d e w a te r in g  [7].

N o te w o rth y  in v es tig a tio n s  o f L. M o ln ár  cen te red  on th e  m o v e m e n t of 
a ir  in  g ra n u la r  m edia  [15] an d  on th e  a p p ro p ria te  selection o f  d e w a te r in g  
m e th o d s  fo r a p a r tic u la r  ap p lica tio n .
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In  civil en g in ee rin g  p ra c tic e  th e  d e v e lo p m e n t o f low ering th e  g ro u n d  
w a te r  ta b le  b y  v a c u u m  w ells  was p ro m o ted  in  H u n g a ry  especially  b y  th e  w ork  
o f  G . V astag h , S. K n e f f e l , G. K ovács a n d  I .  O l á h .

T he objective o f  m o d e l stud ies, s ta r te d  in  1962 a t  th e  C hair fo r W a te r  
M an ag em en t, T ech n ica l U n iv e rs ity  for B u ild in g  a n d  T ra n sp o rt E n g . B u d a p e s t, 
w a s  th e  com prehensive , sc ien tifica lly  fo u n d e d  ex p lo ra tio n  o f vacuum -w ell 
h y d ra u lic s  [1 9 ,2 0 ]. C h a ra c te r is tic  d ifferences b e tw e e n  cond itions a ro u n d  
g r a v i ty  and  vacuum  w ells w e re  a lready  g iven  a p o s itiv e  an d  d e ta iled  d e m o n s tra 
t io n  b y  these  early  in v e s tig a tio n s  (Fig. 1): as lo n g  as d raw dow n in  th e  w ell is 
o f  a  m in o r e x te n t (d ia g ra m  a), w hen th e  p e r im e te rs  o f wells c o n s titu tin g  th e

Gravity well | Vacuum well

Fig. 1. C om parison o f  h y d ra u lic  conditions a ro u n d  g ra v ity -  an d  v a cu u m  wells

ro w  a re  in te rsec ted  b y  th e  draw dow n cu rv e  a b o v e  th e ir  p e rfo ra te d  sec tion , 
se ep ag e  conditions a b o u t  row s of g rav ity  a n d  v a c u u m  wells a re  id en tica l.

T he f irs t d isc re p a n c y  occurs when th e  d ra w d o w n  curve is low ered  to  th e  
p e r fo ra te d  section o f th e  w ells  (diagram  b).
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T he difference betw een  th e  tw o  ty p es  o f well h y d ra u lic s  becom es e sp e 
c ia lly  conspicuous, w hen  th e  d raw d o w n  in th e  well becom es la rg e r th a n  th e  
w a te r  colum n co rrespond ing  to  th e  v e r tic a l d ifference b e tw een  th e  w ell b o tto m  
a n d  th e  orig inal g ro u n d  w a te r ta b le  (d iag ram  c). I f  th is  co n d itio n  is  a t ta in e d  
in  th e  case of w ell row s sunk  in to  u n ifo rm  soils, th e n  th e  d raw d o w n  cu rv e  
d e p a r ts  on th e  p e rfo ra te d  section  o f  th e  wells. C o n seq u en tly  th e  seepage s t r e a m 
lin es , o rig in a tin g  in  th e  tw o-phase  reg io n  u n d e r th e  d raw d o w n  cu rv e , in te r s e c t  
th e  la t te r ,  and  th u s  th e  d ischarge  o f  a v acu u m  w ell is p r im a rily  c o n tro lle d  
b y  th e  e x te n t of v a c u u m  in th e  w ell, r a th e r  th a n  b y  th e  h y d ra u lic  g ra d ie n t  
p e r ta in in g  to  th e  d raw dow n  cu rv e . A  th ree -p h ase  seepage reg ion  is d ev e lo p ed  
in  th e  v ic in ity  o f th e  w ell w here, d e p en d in g  on th e  p erv io u sn ess  to  a ir  o f th e  
c a p illa ry  zone, sm alle r o r la rg e r a m o u n ts  o f a ir  m a y  e n te r  th e  w ell in te r io r .

A com m on fe a tu re  of in v e s tig a tio n s  b o th  a t  hom e a n d  a b ro a d  is th e  
fa ilu re  o f p resen tin g , e ith e r  from  th e  th e o re tic a l or th e  p ra c tic a l a sp ec ts  o f  
th e  p ro b lem , a com prehensive  p ic tu re  o f p h enom ena  in v o lv ed  in  d e w a te rin g  
o p e ra tio n s . T hus, fu r th e r  ex ten siv e  fu n d a m e n ta l re sea rch  is needed  b efo re  a 
g e n e ra lly  accep ted  h y d ra u lic  a p p ro a c h  can be developed .

F ro m  am ong  th e  ev idence o f  s im ila r e ffo rts  m ad e  a b ro a d , th e  w o rk s 
o f  N . R . A r u t j u n j a n  [1], J .  Ch a p m a n  [2], V. M. D e g t j a r e v  [3], G. G ä r t n e r  
[4], M. B. G r ig o r je v  [5], J .  J e s e n a k  [6], H . Ma t s c h a k  [13], a n d  G. M. 
M a r i u p o l s k i j  [14, 32] are  w o rth  m e n tio n in g .

R ecognizing  th e  need  fo r a d d it io n a l  in fo rm a tio n  on th e  su b je c t, th e  
B u ild in g  R esearch  I n s t i tu te ,  B u d a p e s t, in v ite d  ea rly  in  1963 th e  C hair fo r  
W a te r  M anagem en t, T echn ica l U n iv e rs ity  fo r B u ild in g  a n d  T ra n sp o r t  E n g ., 
B u d a p e s t, to  co n tin u e  th e  m odel s tu d ie s  s ta r te d  in  1962 [19].

A  b r ie f  su m m ary  o f resu lts  a t ta in e d  b y  th e se  re c e n t s tu d ie s  is p re se n te d  
in  th is  p ap e r. H y d ra u lic  p h enom ena  o ccu rrin g  d u rin g  d ew a te rin g  o f c o n s tru c 
tio n  p its  ex cav a ted  in  un ifo rm  a n d  n o n -u n ifo rm  soils, a re  d e a lt w ith  in  th e  
f i r s t  a n d  second p a r ts , re spec tive ly .

1.1. D escrip tion  o f  the model

B efore em b arg in g  on a d iscussion  o f h y d rau lic  co n d itio n s  th e  h y d ra u lic  
seep ag e  m odel w ill b e  in tro d u c e d  (F ig . 2).

T h e  to ta l  le n g th  o f th e  seepage space (tan k ) w as 380 cm , a t  a w id th  
o f  60 cm  an d  a h e ig h t o f 65 cm.

N a tu ra lly , i f  th e  co n stru c tio n  p i t  is f lan k ed  on b o th  sides b y  well ro w s, 
th e n  in v es tig a tio n s  ex te n d in g  to  h a lf  o f  th e  to ta l  ta n k  le n g th  a re  also s a t is 
fa c to ry .

T h e  w id th  o f th e  co n stru c tio n  p i t  is 20 cm  an d  its  b o tto m  e lev a tio n  
a b o v e  th e  im perv ious la y e r  (m ) is v a r ia b le .
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T h e cen terline  o f  th e  row  o f v a c u u m  w ells is d isp laced  re la tiv e  to  th e  
cen te rlin e  o f th e  c o n s tru c tio n  p it b y  21,7 cm , so t h a t  th e re  is a c o n s ta n t d istance  
o f  11,7 cm betw een  th e  w ell row  a n d  th e  to p  o f th e  p it-s lo p e . W ells in  a row  
can  b e  spaced a t  d iffe re n t in te rv a ls . In  th e  ex p erim en ts  to  be  described  below , 
sp ac in g s o f 20, 30 a n d  60 cm  w ere u sed . A s an  ex trem e  co n d itio n  0 spacing ,
i.e . th e  case of a v e r t ic a l  s lit, w as also  s tu d ie d . T he d ia m e te r  o f  th e  w ell pipe 
w as 15 m m , th a t  o f  th e  suc tion  p ip e  5 m m , w hile th e  o vera ll d ia m e te r  o f th e  
g rav e l f ilte r  b u ilt  a ro u n d  th e  well w as 30 m m . T he w ell p ip e  w as p e rfo ra ted

to  a h e ig h t o f 12 cm  ab o v e  th e  im p erv io u s  la y e r, w hile th e  h e ig h t o f th e  g ravel 
f i l te r  w as 22 cm . T h e  low er, open end  o f  th e  su c tio n  p ipes w as 8 m m  above w ell 
b o tto m . In  th is  p a p e r  th e  v acu u m  c re a te d  w ith in  th e  w ells — expressed  as 
h e ig h t o f w a te r  co lu m n  s — w ill a lw ay s  be  re la te d  to  th e  o rig inal g round  
w a te r  tab le .

F rom  th e  su c tio n  p ipes w a te r  (o r th e  m ix tu re  o f w a te r  an d  air) is fo r
w ard ed  in to  th e  h e a d e r  p ipe, an d  th e n c e  in to  a cy lin d rica l ta n k  p e rm ittin g  
th e  sep ara tio n  o f  w a te r  and  air.
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T he th ic k n e ss  of th e  soil la y e r  in  th e  seepage ta n k  is 65 cm , w hile  th e  
u n d is tu rb e d  g ro u n d  w a te r d e p th  is 50 cm .

C om paring  th e  geom etric d im en sio n s  o f  th e  m odel describ ed  a b o v e  w ith  
c o n v en tio n a l p ro to ty p e  d im ensions, a g eo m e trica l scale fa c to r  o f  a b o u t  Д feá 6 
is o b ta in ed .

P h y sica l c o n s ta n ts  o f th e  so il u sed  in  th e  seepage ta n k  w ere :
1. S and  o f  ty p e  1: E ffec tiv e  p a r tic le  size: D m =  0,12 m m ; U n ifo rm ity  

co e ffic ien t: U  =  3 ,2 ; p e rm e a b ility  co e ffic ien t: к  =  7 ,8 X 10~ 3.
2. S and  o f  ty p e  2: D m == 0 ,085 m m ; U  =  1,7; к — 6 ,5 X 10~ 3 cm /sec.
3. S ilt soil o f  ty p e  3: D m =  0 ,008 m ; U  — 2 ,94; к — 2 ,8  X 1 0~4 cm /scc.

Terrain

Fig. 3. In te rp re ta t io n  of p iezom etric  h e a d s  in  a seepage  system  in v o lv in g  v a c u u m  wells

As was e x p la in e d  in d e ta il in  a p rev io u s  p a p e r [21], th e  m o d e l law  o f 
seepage is n o t fu lly  u n d ersto o d  y e t ,  in  th e  s t r ic t  h y d ro m ech an ica l sense  o f  th e  
w o rd . D a ta  o b ta in e d  from  th e  m odel a re  th e re fo re  given a p rim a rily  q u a li ta t iv e  
in te rp re ta t io n , w ith  th e  m ain em p h a s is  la id  on ev a lu a tin g  c h a ra c te r is tic  
fe a tu re s  of th e  p h en o m en a  in v o lv ed . F o r  g e ttin g  a c learer in s ig h t in to  p ro b lem s 
asso c ia ted  w ith  th e  m odel law  o f seep ag e , in v e s tig a tio n s  are  b e in g  c o n d u c te d  
w ith  th e  o b jec tiv e  o f  com paring  co rre sp o n d in g  p h enom ena  in  th e  m o d e l and  
p ro to ty p e .

Before p ro ceed in g  fu rth e r , th e  in te rp re ta t io n  of p iezo m eter h e a d s  in  th e  
p re se n t p ap e r sh o u ld  be exp la ined  (F ig . 3).

T he p o te n tia l  (<p == p /у  -f- z) a t  p o in t  A  is reg a rd ed  as p o s itiv e  in  th is  
in te rp re ta t io n , since  th e  co rresp o n d in g  p iezo m etric  h ead  is h ig h e r th a n  th e
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u p p e r  p lan e  of th e  im p e rv io u s  lay e r (z =  0). F ro m  th e  va lu e  p /у  th e  p resence  
o f a tw o -p h ase  seepage ra n g e  m ay  he in fe rre d , since  th e  co rrespond ing  h e a d  
reach es to  above th e  ta p p e d  correspond ing  p o in t .

P o in t  C is in  th e  v a c u u m  space c re a te d  b y  th e  w ell, w hich  is re fle c ted  
also  b y  th e  c ircu m stan ce  t h a t  th e  h ead  p ly  is b e lo w  th e  ta p p e d  p o in t.

P o in t  В  assum es a n  in te rm e d ia te  p o sitio n  b e tw e e n  th e  tw o co n d itio n s, 
in a sm u ch  as p /у  is a t  th e  e lev a tio n  of th e  ta p p e d  p o in t  (free w a te r surface, w hich  
is a c te d  up o n  b y  a tm o sp h e ric  p ressu re  p 0).

T h e level p jy  a t  p o in t  D  is s im ilarly  below  th e  p o in t ta p p e d . C onsequen tly  
p o in t D  also lies in  th e  v a c u u m  space.

2. D ew atering o f  construction pits excavated  in uniform soil

2.1. O ptim um  well spacing

T h e o p tim u m  sp a c in g  (l) o f wells in  a ro w  ru n n in g  along a co n s tru c tio n  
p i t  is co n tro lled  b y  a c o m b in a tio n  of n u m ero u s  fa c to rs :

l =  f(k , p ,  Zj, l2, 711, Ф4, Ф2, Ф3, Ф4),
w here

к is th e  p e rm e ab ility  co effic ien t o f th e  soil, p  is th e  v a c u u m  c rea te d  in  th e  soil, 
is  th e  h e ig h t o f th e  p e rfo ra te d  section  of th e  w ell p ip e , 

l, is  th e  h e ig h t o f th e  g ra v e l f i lte r  a round  th e  w ell, in c o rp o ra tin g  i ts  design 
m i s  th e  d e p th  to  w h ich  th e  co n stru c tio n  p i t  is e x c a v a te d ,
Ф, is a  fa c to r  dep en d in g  o n  th e  s itu a tio n  of th e  p e rfo ra te d  w ell sec tion  re la tiv e  to  th e  co n 

s tru c tio n  p i t  re p re se n tin g , in general, effects a sso c ia ted  w ith  th e  e x te rn a l b o u n d a ry  co n 
d itio n s  o f  th e  seepage sy s te m ,

Ф2 is a  fa c to r  d epend ing  on  th e  u n ifo rm ity  o f th e  soil r e p re se n tin g , in  general, effects a sso c ia ted  
w ith  in te rn a l h y d ra u lic  b o u n d a ry  conditions o f th e  seep ag e  system , 

ф3 is a  fa c to r  d ep en d in g  o n  th e  a m o u n t o f a ir  d ra w n  in to  th e  wells, and  
Ф4 is  a  fa c to r  in d ic a tin g  w h e th e r  th e  well is fu lly , o r  p a r t ia l ly  p e n e tra tin g  th e  aq u ife r.

D ew ate rin g  p ro cesses  w ill be consid ered  in  th e  follow ing fo r d iffe re n t 
w ell spacings l ' in  th e  m odel. Sand o f ty p e  N o . 1 w as used  in  th ese  e x p e ri
m e n ts .

1. A t a well sp a c in g  l '  =  30 cm  th e  d is tr ib u tio n  of cp in  th e  case o f a 
v a c u u m  s /H  =  1,05 is i l lu s tra te d  in F ig . 4 (s is  th e  v a c u u m  c rea ted  in  th e  w ell, 
ex p ressed  as h e ig h t o f  w a te r  colum n, H  is th e  d e p th  o f  th e  u n d is tu rb e d  g ro u n d  
w a te r  lay e r). A t th e  ro w  o f wells th e  d raw d o w n  su rface  is low ered p ra c tic a lly  
to  th e  w ell b o tto m , i.e . to  th e  level o f a w a te r  co lum n  correspond ing  to  th e  
v a c u u m  in  th e  w ell. T h is  is a t  th e  sam e tim e  in d ic a tiv e  of th e  fac t t h a t  as th e  
v a c u u m  in  th e  w ell is in c rea sed , th e  row  of w ells te n d s  to  ap p ro ach  h y d ra u lic  
co n d itio n s  a rising  n o rm a lly  in  a v e rtic a l s lit.
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Fig. 4. H y d rau lic  cond itions for V =  30 cm , s/H =  1,05, m /H  =  1,0. к =  7,8 X 10~3 cm /sec
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2. A t a well sp ac in g  l '  =  20 cm th e  p h en o m en a  described  ab o v e  b ecom e 
e v e n  m ore  p ro n o u n ced  (F ig . 5, s /H  =  1,0).

3. H y d rau lic  co n d itio n s  p e rta in in g  to  a w ell spacing l '  =  0, i.e . to  th e  
ca se  w here  a v e r tic a l s lit is o p e ra ted  in  a m a n n e r  sim ilar to  t h a t  o f v a c u u m  
w ells , a re  in d ica ted  in  F ig . 6 (e.g. for a v a c u u m  in th e  slit co rresp o n d in g  to  
th e  v a lu es  s /H  =  0 ,95). T a k in g  in to  c o n s id e ra tio n  cond itions a ris in g  in  th e

Fig. 5. H y d rau lic  c o n d itio n s fo r  Г =  20 cm , s/H  =  1,0, m/H  =  1,0. к =  7,8 X 1 0 ~ 3 cm /sec

case  o f  id en tica l v acu u m  v a lu es , such as is d isp lay ed  in  Figs 4, 5 an d  6 , fu r th e r  
d isc h a rg e  d a ta  i l lu s tra te d  in  F ig . 7, i t  w ill becom e a p p a re n t t h a t  in  th e  ran g e

0 <; l ' [cm ] <  20 ,

t h e  p rocess of d ew a te rin g  follow s an  a lm o s t id e n tic a l t re n d  as reg a rd s  b o th  th e  
p o s it io n  o f th e  d raw d o w n  cu rve  an d  th e  d isch arg e  p u m p ed  from  th e  w ells.

O p tim u m  w ell sp ac in g  is influenced b y  n u m ero u s  fac to rs , of w h ich  th e  
c o e ffic ien t к  an d  th e  u n ifo rm ity  of th e  soil p la y  th e  m ost im p o r ta n t  p a r ts .

I f  th e  v acu u m  in  th e  well (or slit) can  be  increased  b ey o n d  th e  lev e l 
p e r ta in in g  to  co n d itio n s show n in Figs 4 , 5 a n d  6 , th e n  th e  d raw d o w n  cu rv e  
r e t r e a t s  from  th e  p e rfo ra te d  section . A t th e  sam e  tim e  a ir is d raw n  in to  th e  
so il a n d  hence in to  th e  w ells th ro u g h  th e  te r ra in  surface, th e  side w all, o r 
b o t to m  o f th e  c o n s tru c tio n  p it  (F ig. 8). C e rta in  q u a n titie s  of a ir  a re , h o w ev e r, 
c o n v e y e d  in  th e  su c tio n  p ip e  a lread y  b efo re  th is  cond ition  is a t ta in e d , since 
th e  a ir  e n tra p p e d  in  w a te r  sep a ra tes  as p re ssu re  is reduced .
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Fig. 6. H y d ra u lic  c o n d itio n s fo r V =  0 cm , sjH  =  0 ,95, m/H  =  1,0. к =  7 ,8  X 1 0 -8
cm /sec

G

Q (cm3/min)

Fig. 7. D ischarge d a ta  fo r d if fe re n t well spacings
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F i g .  8 .  H y d r a u l i c  c o n d itio n s  in  t h e  c a se  o f  a d r a w d o w n  s u r f a c e  re m o v e d  f ro m  th e  ro w  o f
w e lls . V — 20 cm , s / H  =  1 ,9 6

2 .2 . Effect o f  a ir-perm eability  at the side w alls and bottom  * 
o f  the construction p i t  on h yd ra u lic  conditions

I n  co a rse -g ra in ed  soils th e  cap illa ry  zone in  th e  region above th e  p e r 
fo ra te d  w ell sec tion  m ay  n o t  p ro v id e  effec tive  a ir  sea lin g  and  th e n , d e p e n d in g  
on th e  m a g n itu d e  of v a c u u m  in  th e  w ell, c e r ta in  a m o u n t of a ir  m a y  le a k  
in to  th e  w ell. T his co n d itio n  is i l lu s tra te d  in  F ig . 8 . This s itu a tio n  b eco m es 
m ore  s e v e re  as th e  c o n s tru c tio n  p i t  is e x c a v a te d , in a sm u ch  as th e  lo w er p a r ts  
o f th e  p i t  a re  u su a lly  s e p a ra te d  fro m  th e  p e r fo ra te d  w ell section on ly  b y  a  r e la 
tiv e ly  th in  soil layer. A s a re s u lt  o f lagg ing , o r sh e e t piling, on ly  a c e r ta in  
p o r tio n  o f  th e  p i t  w alls is d ire c tly  exposed  to  a ir  o f pressure p 0. H y d ra u lic  
c o n d itio n s  in  th e  im m ed ia te  v ic in ity  o f th e  w ell ro w  are obviously  a ffe c te d  
b y  th e  a m o u n t  of a ir e n te r in g  th e  soil th ro u g h  th is  surface, an d  also b y  th e  
c o n d itio n s  o f  en tran ce . In  o rd e r to  gain in fo rm a tio n  a b o u t th e  o rd er o f m a g n i
tu d e  o f  th is  in flu en ce , th e  fo llow ing  co n d itions w ere  observed  a t  a w ell sp a c in g  
of l '  =  20  cm  in soil ty p e  1. (T he c o n s tru c tio n  p i t  is  f lan k ed  a t b o th  sid es  b y  
a ro w  o f  w ells.)

1. I f  th e  a ir-im p erv io u s side  w all o f th e  c o n s tru c tio n  p it  e x c a v a te d  to  
th e  im p e rv io u s  su b lay er is p e rfo ra te d  over th e  to p  p o rtio n  only (F ig . 9), th e n  
th e  ç) =  -j-0  line  follows a h o riz o n ta l t r e n d  in  th e  v ic in ity  of th e  w ell a n d  is 
p e rp e n d ic u la r  to  th e  low er a ir-im p erv io u s  su rfa c e  o f  th e  c o n s tru c tio n  p it .  
I t  w as c o n c lu d e d  th e re fro m  t h a t  from  th e  h o r iz o n ta l d irec tion  w a te r , f ro m  th e  
v e r tic a l d ire c tio n  — as in  th e  case il lu s tra te d  in  F ig . 8 —• a ir  leaks in to  th e  w e ll.
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F i g s  9  — 10.  tp d is t r ib u t io n  fo r  d if fe re n t  a i r  p e rm e a b i l i ty  a t  th e  p i t  s id e  w a ll. [ s / H  =  1 ,83 , Г =  20 cm , m / H  =  0
(F ig . 9 ); s / H  =  1 ,62 , Г  =  20 c m , m / H  =  0 (F ig . 10)]

■<14̂

H
Y

D
R

A
U

LIC
S FO

R LO
W

ER
IN

G
 T

IIE
 G

R
O

U
N

D
 W

A
TER

 TA
BLE



7 8 G. ÖLLÖS

2. I f  th e  en tire  side w all of th e  c o n s tru c tio n  p it is a ir-p e rv io u s  (w ith  
o p e n in g s  occupy ing  e.g . 2 ,5 %  of th e  to ta l  su rface  as in  F ig . 10), th e n  th e  
re s u lt in g  sh ap e  of th e  <p =  ^ 0  line w ill co n s id e ra b ly  d ep a rt from  t h a t  observed  
in  th e  p re v io u s  case. F ro m  th e  c u rv a tu re  co n d itio n s  of th e  line th e  follow ing 
co n c lu s io n s  w ere deriv ed :

a) T h e  in itia lly  cu rv ed  th e n  s tra ig h t  sec tio n  betw een th e  w ell ro w  and  
th e  s id e  w all of th e  p i t  re f lec ts  flow  c o n d itio n s  of a ir leak in g  th ro u g h  th e  
side w a ll.

b )  T h e  m o d e ra te ly  slop ing  sec tio n  o f  th e  line q? =  ^ 0  a b o v e  th e  p e r
fo ra te d  w ell section is in d ic a tiv e  o f a ir  in ta k e  from  th e  te r ra in  su rface .

c) T h e  section o f th e  cp =  ^ 0  line  w h ich  d isp lays a d o w n w ard  c u rv a tu re  
su g g e s ts  th e  range o f w a te r  seepage.

T h e  ra te  of a ir  in ta k e  depends p r im a r ily  on th e  a m o u n t o f  m o istu re  
c o n ta in e d  in  th e  soil. T h u s , th e re  are  c o n tra d ic to ry  req u irem en ts  to  be  sa tis 
f ie d : as  f a r  as d ew aterin g  is concerned , th e  p r im a ry  ob jective is to  m inim ize 
th e  w a te r  c o n te n t o f th e  soil in  th e  v ic in ity  o f  th e  co n stru c tio n  p it .  H ow ever, 
th is  in v o lv e s  a loss in  th e  a ir tig h tn e ss  of th e  soil layer. T he o p tim a l so lu tion  
o f th e  p ro b le m  e v e n tu a lly  depends on th e  co e ffic ien t к  o f soil, b e y o n d  a ce rta in  
v a lu e  o f  w hich  th e  o p e ra tio n  o f th e  d e w a te r in g  system  is h a rd ly  a ffec ted  b y  
th e  a m o u n t  of a ir le ak in g  in .

2.3. P ossib ility  o f  dewatering a construction p it  
w ith  a single row o f  vacuum  wells

A t th e  d ew atering  o p era tio n s  econom ic considera tions w ould  fre q u e n tly  
ca ll fo r  a single well in s te a d  o f  one on each  side of th e  p it.

In v e s tig a tio n s  ca rr ied  o u t in  th is  p ro b le m  were concerned  w ith  wells 
fu lly  p e n e tra t in g  th e  w a te rb e a rin g  la y e r  d o w n  to  th e  im p erv io u s s tra tu m . 
T h e  w ells w ere spaced a t  l '  == 20 cm in  th e  m o d e l b u ilt b y  using  soils o f  ty p es 
N o. 1 a n d  N o. 2. The so lu tio n  of th e  p ro b lem  is given b y  th e  fu n c tio n a l re la 
t io n s h ip

s m  j

I I  ’ Tfj ’

w h ere , w ith  reference to  th e  n o ta tio n s  e x p la in e d  in  Fig. 12, h d en o te s  th e  v e r
t ic a l  d is ta n c e  of th e  d raw d o w n  surface ab o v e  th e  im perv ious la y e r  in  th e  p lane 
o f  th e  p i t  w all s itu a te d  fa r th e r  from  th e  w ell row . Besides th e  p a ra m e te rs  
m e n tio n e d  p rev iously , m  den o tes  th e  v e r tic a l d is tan ce  of th e  p i t  b o tto m  above 
th e  im p e rv io u s  layer. I n  v iew  of th e  re la tiv e ly  coarse soil, co n sid e rab le  a ir 
in ta k e  sh o u ld  u sually  be  a n tic ip a te d , e sp ec ia lly  in  th e  range o f h ig h e r v acu u m s. 
F o r  th is  reaso n  a s im ila r case shou ld  be  co n sid e red  (Figs 11a—c).
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In  th e  case o u tlin e d  in Fig. 11a, th e  la te ra l  ex ten sio n  o f th e  v a c u u m  
space is considerab le , a n d  th u s from  th e  h y d ra u lic  p o in t of v iew  fa v o u ra b le  
co n d itio n s ensue fo r  d ew a te rin g  th e  c o n s tru c tio n  p it .  T he  ra tio  h /H  is no  h ig h er 
th a n  0,07. On th e  o th e r  h an d , from  th e  re la tiv e ly  f la t  slope of th e  cp =  ^ 0  line 
i t  w ould  follow t h a t  a ir  in tak e  from  th e  g ra d u a lly  deeper co n s tru c tio n  p it  
w ould  becom e in te n s iv e .

As th e  c o n s tru c tio n  p it  is e x c a v a te d  th e  fo llow ing  observa tions can  be 
m ade (F ig . l i b ) :

a) V acuum  in  th e  wells is re d u ced  (e.g. fro m  1,70 to  1,62) as th e  p i t  is 
deepened . This b ecom es u n d e rs ta n d a b le  if  i t  is co nsidered  th a t  deep en in g  o f 
th e  p i t  creates in c rea sed  o p p o rtu n ity  fo r th e  e n tra n c e  o f a ir in to  th e  soil an d  
th u s  in to  th e  wells.

b) The e x te n t o f  th e  v acu u m  space (sh a d e d  a rea) a ro u n d  th e  wells 
decreases as th e  c o n s tru c tio n  p it is e x c a v a ted . T h is  can  also be re la te d  to  th e  
in creasin g  in te n s ity  o f  a ir  flow.

c) A t th e  sam e tim e  as th e  v a c u u m  space a ro u n d  th e  well w as o b se rv ed  
to  c o n tra c t, th e  d raw d o w n  surface on th e  le f t-h a n d  side rose sligh tly , a lth o u g h  
th e  m ag n itu d e  o f  v a c u u m  w ith in  th e  w ell re m a in e d  p rac tica lly  u n a lte re d . 
A ccord ing ly  th e  p rev io u s  value h /H  =  0,07 in c rea sed  to  h /H  — 0,12. A p ro b a b le  
e x p lan a tio n  for th is  can  be given as follow s: W h en  p u m p in g  u n d e r co n d itio n s  
i l lu s tra te d  in  F ig . 11a, th e re  is s till a soil la y e r  o f considerab le th ic k n e ss  
(m /ff  =з 0,9) u n d e r  th e  co n stru c tio n  p it .  As a re su lt , th e  v acu u m  a ro u n d  th e  
w ell is ex tended  to  a g re a te r  d istance a n d  th u s  th e  d raw d o w n  surface is re m o v ed  
from  th e  well row , re sp ec tiv e ly , from  th e  b o tto m  o f th e  p i t ,  since th e  d raw d o w n  
su rface  is low ered in  su ch  cases to  a  g re a te r  d e p th . I f , on th e  o th e r h a n d , th e  
co n stru c tio n  p it  is g ra d u a lly  deepened , th e  s itu a tio n  as regards th e  d raw d o w n  
su rface  is reversed . T h is  was th e  reaso n  for th e  in c rease  of h/H .

A t m /H  =  0, i.e . once th e  co n stru c tio n  p it  w as d eepened  to  th e  im p erv io u s 
la y e r, th e  so fa r  c o n tin u o u s  seepage sy s tem  dev e lo p ed  in to  tw o sep a ra te  sy s tem s 
(F ig . 11c). The seepage fie ld  co n ta in in g  th e  row  o f w ells con tinues to  be  in f lu 
enced  b y  v acuum , w hile  th e  o th e r b o u n d in g  on th e  opposite  side o f th e  co n 
s tru c tio n  p it  is no lo n g e r a vacuum  sy stem , b u t  one in  w hich  g ra v ity  a n d  f r ic 
tio n  (in coarse-g rained  soils these are  th e  p rin c ip a l forces) assum e p red o m in an ce . 
As fa r  as h y d rau lic s  are  concerned, th is  sy s tem  rep resen ts  th e  w ell-know n 
seepage phenom enon  to w ard s  a v e r tic a l slit.

T he question  to  be  answ ered b y  th e  d esig n er no w  is to  d e te rm in e  th e  
d e p th  to  w hich th e  co n stru c tio n  p it  can  be e x c a v a te d  fo r a given v a c u u m  in  
th e  w ell. This p ro b lem  has been ex ten s iv e ly  in v e s tig a te d  using a single row  
o f wells in  d iffe ren t soils an d  resu lts  can  be su m m arized  as follows (F ig . 12): 
T he ra tio  h /H  is h a rd ly  affec ted  b y  u s in g  a soil h a v in g  a fc-value of 10-3  in s te a d  
o f  one o f  10-4  cm /sec.

As a general conclusion  i t  could  be  e s tab lish ed  th a t  a single row  o f wells
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F i g s  11a— c. H y d ra u l ic  c o n d itio n s  w ith  a  ro w  o f  w ells a t  o n e  s id e  o f  th e  p i t .  s / H  =  1 ,70 , / ’ =  20 cm , m / H  =  0 ,90  
(F ig . 11a); s / H  =  1,62, Г  =  20 cm , m / H  =  0 ,47  (F ig . l i b ) ;  s / H  =  1 ,60 , V =  20 cm , m / H  =  0 (F ig . 11c)
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8 2 G. ÖLLÖS

a t  o n e  s id e  of th e  c o n s tru c tio n  p i t  c an  be used  w here th e  g ro u n d  w a te r  ta b le  is 
to  b e  lo w ered  to  a re la tiv e ly  sm a ll d e p th  only . N a tu ra lly , co n d itio n s  of dew a
te r in g  c a n  be im proved  b y  re d u c in g  th e  spacing  o f  wells.

F i g .  12 .  C h a r t  o f  t h e  f u n c t io n  h / H  = f ( s / H ,  k )  ■ V =  20  cm

2.4. V acuum  wells w ith  the perforated section  
penetra ting  into the im pervious layer

T h e  ob jec tive  o f th e se  e x p e rim e n ts  w as to  fu rn ish  in fo rm a tio n  on th e  
a d v is a b i l i ty  of ex ten d in g  th e  p e rfo ra te d  well sec tion  in to  th e  im perv ious 
la y e r .

a) H y d rau lic  p rob lem s a r is in g  in  connection  w ith  th e  o p e ra tio n  o f a well 
ro w  a t  e ach  side of th e  p i t  w ill b e  d e a lt  w ith  f irs t. C onclusions d e riv ed  can be 
su m m a riz e d , w ith  reference  to  F ig s  13 and  14, as follow s:

R  ow s of vacuum  w ells o p e ra te d  in  th is  m an n e r also c re a te  a tw o -d im en 
s io n a l seepage field  (d is re g a rd in g  co n d itions develop ing  in  th e  im m ed ia te  
v ic in i ty  o f  th e  well).

T h e  shape of th e  d raw d o w n  su rface  is e n tire ly  s im ila r to  th a t  observed  
w ith  th e  wells p e n e tra tin g  th e  w a te r-b e a r in g  perv ious la y e r  on ly . In  th is  case, 
h o w e v e r , th e  draw dow n su rfa c e  is s i tu a te d  a b it  h igher.

T h e  difference b e tw een  th e  tw o  well designs becom es m ore s ig n ifican t 
w h en  d isch arg es are con sid ered . T h e  d ischarge  Q' y ie ld ed  b y  th e  w ell p e n e tra t
in g  in to  th e  im perv ious la y e r  a t  a v acu u m  s jH  1,0 is in  fa c t  on ly  a b o u t 
6 0 %  o f  th e  d ischarge Q" w ith d ra w n  from  th e  o th e r w ell ty p e :

100 * * 6 0 % .
Q"
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F i g .  13.  H y d r a u l ic  c o n d i t io n s  w ith  v a c u u m  w e lls  e x te n d e d  o n  b o th  sides in to  t h e  im p e r v io u s  
la y e r .  s / H  =  1 ,10 , V - - 20 c m , m / H  =  1,0

Q (  cn t’/m in )

F i g .  1 4 .  C o m p a r iso n  o f  th e  d isc h a rg e  y ie ld e d  b y  w e lls  e x te n d e d  o n  b o th  s id e s  o f  t h e  c o n 
s t r u c t io n  p i t  in to  th e  im p e rv io u s  la y e r , w i th  t h e  d is c h a rg e  o f  p a r t ia l ly  p e n e t r a t i n g  w e lls
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T h e  d e v e lo p m e n t o f th e  d ew a te rin g  p rocess is obv io u sly  in flu en ced  b y  th is  
d iffe re n c e . T he follow ing c a n  be offered as an  e x p la n a tio n  fo r th e  re d u c tio n  
o f  d isc h a rg e : th e  h ig h es t v a c u u m  in th e  seepage  sy s tem  is c rea ted  u n d e r  th e  
to p  o f  th e  im perv io u s la y e r , r a th e r  th a n  u n d e r  i t .  T h u s  suction  becom es effec
t iv e  in  a n  u p w ard  d ire c tio n , th ro u g h  th e  re la t iv e ly  th in  a n n u la r  space  filled  
w ith  g ra v e l w hich form s th e  f ilte r . In  th e  seep ag e  fie ld  in  th e  im m e d ia te  v ic in 
i ty  o f  th e  w ell m a n tle , f lo w  cond itions re se m b lin g  th o se  a ro u n d  a p o in t-s in k  
a re  c r e a te d , and  offer a re s is ta n c e  to  seepage f lo w  su ffic ien t to  acco u n t fo r  th e  
r e d u c t io n  o f d ischarge m e n tio n e d  above. T h is  case  m a y  be reg a rd ed  as a co n 
v in c in g  illu s tra tio n  o f th e  p rincip le  t h a t  in  a n y  seepage sy s tem  th e  
h y d ra u l ic  role p lay ed  b y  th e  sm allest seepage c ross section  is o f fu n d a m e n ta l 
s ig n ifican ce .

O n  th e  o th e r h a n d , a s  fa r  as th e  q u a n t i ty  o f a ir  en te rin g  th e  w ells is 
c o n c e rn e d , th e  wells p e n e tra t in g  in to  th e  im p e rv io u s  lay e r are  su p e rio r  to  
th o s e  re m a in in g  above i t .  T h is  c ircum stance  can  b e  tra c e d  b ack  to  th e  im p ro v e d  
a ir-se a lin g  p ro p ertie s  o f th e  cap illa ry  zone u n d e r  th e se  h y d rau lic  b o u n d a ry  
c o n d itio n s .

F ro m  th e  in fo rm a tio n  described  ab o v e  i t  w as in fe rred  th a t  th e  u se  of 
w ell ro w s a t  each side o f th e  p it ,  p e n e tra tin g  in to  th e  im perv ious la y e r , m a y  
be  ju s t i f ie d  in  co a rse -g ra in ed  soils w here th e  e n tra n c e  of excessive q u a n ti t ie s  
o f  a i r  is undesirab le .

b )  H y d rau lic  c o n d itio n s  arising  d u rin g  th e  o p e ra tio n  of a single w ell row  
a t  o n e  side  o f th e  p i t  w ill n o w  be su rveyed .

T h e  draw dow n su rface  p e rta in in g  to  a v a c u u m  s /H  =  0,91 in  th e  w ell 
is e s ta b lish e d  a t  a re la t iv e ly  h igh  level, as i l lu s tr a te d  in  Fig. 15a. T h e  rea so n  
fo r  th is  is th a t  th e  su rface  o f  th e  gravel f i l te r  a ro u n d  th e  well d ra in in g  th e  
seep ag e  sy stem  is sm all (12 cm  high). No a ir  w as d raw n  in to  th e  w ells, w h ich  
c o n se q u e n tly  o p e ra ted  as w ell-p o in ts . I t  w ill b e  p e rce iv ed  th a t  a t  th e  le f t-h a n d  
s id ew all o f th e  p it, a t  p o in t  A ,  th e  d en sity  o f  seepage flow  lines o r ig in a tin g  
f ro m  th e  th ree -p h ase  fie ld  ( th e  cap illary  zone) is increased  (P ic tu re  1).

H y d ra u lic  co n d itio n s p e rta in in g  to  a v a c u u m  s /H  =  1,92 in  th e  w ell 
c le a r ly  show  th e  h y d ra u lic  fea tu re s  a sso c ia ted  w ith  th e  o p era tio n  o f v a c u u m  
w ells  p e n e tra t in g  in to  th e  im perv io u s la y e r  (F ig . 15b). In  th e  v ic in ity  o f  th e  
w ell th e  ex tension  o f  th e  v a c u u m  field s i tu a te d  u n d e r th e  cp =  ^ 0  lin e  is 
r e la t iv e ly  sm aller th a n  t h a t  observed  a t  th e  sam e  d raw dow n in  th e  case  o f  
w ells  p a r t ly  p e n e tra tin g  th e  pervious la y e r . S ince , how ever, th e  d ep ressio n  
in  th e  w ell becom es e ffec tiv e  in  th e  im p erv io u s  la y e r, i.e ., a t  a d eep er level, 
a n d  d ra in a g e  is effec ted  th e re ,  th e  d raw dow n su rface  can be low ered  in  th is  
case  a lso , as in d ic a te d  b y  P ic tu re  2. The fu n d a m e n ta l  difference b e tw e e n  th e  
d ra w d o w n  surfaces p ro d u c e d  b y  well rows s u n k  to  th e  tw o d iffe ren t m e n tio n e d  
d e p th s  is, th a t  d raw dow n  surfaces p e r ta in in g  to  wells p e n e tra tin g  in to  th e  
im p e rv io u s  lay e r are  s i tu a te d  h igher a t  a ll v a c u u m  values in  th e  w ells. A t a
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Figs 15a—b. H y d ra u lic  co n d itio n s a ro u n d  a  row  o f  w ells ex ten d ed  on one side o f  th e  p i t
in to  th e  im p erv ious la y e r

^ -d is tr ib u tio n  app lies to  th e  v e rtica l p lane  a t  m id -d is ta n ce  betw een  tw o a d ja c e n t  wells. 
s/H =  0,91, Г =  20 cm , m/H =  0,50 (F ig . 15a); s/H =  1,92, V =  20 cm , m/H =  0,29

(Fig. 15b)
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Picture 1. Seepage flow lines p e r ta in in g  to  Fig. 15a

Picture 2. S eepage flow lines p e r ta in in g  to  Fig. 15b
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ra tio  in th e  ra n g e  s /H  =  1,0 th e  d ifference h as  an  o rder of m a g n itu d e  of 
a b o u t 10 to  15%  [21].

The an a ly sis  o f d ischarge d a ta  leads to  th e  follow ing co n c lusion :
An im p o r ta n t  fa c t d e m o n s tra te d  b y  th e  ra t in g  curve is t h a t  d isch arg es 

p ra c tic a lly  cease to  increase in  th e  range

s

H
>  1 ,4 .

T h is is p ro b a b ly  d u e  to  th e  considerab le  d ro p  in  th e  a ir-sea ling  p ro p e r tie s  of 
th e  cap illa ry  zone, w hich  occurs in  th is  ra n g e  (in soils h av in g  a p e rm e a b ili ty  
coefficien t к  ~  1 0 ~ 3 cm /sec). T h is is in d ic a te d  b y  th e  re la tiv e ly  n a rro w  v a c u u m  
fie ld  a ro u n d  th e  w ell in  F ig . 15b. C o n seq u en tly , v acu u m  becom es e ffec tive  
p r im a rily  in  th e  v e r tic a l d irec tion .

C om paring  d isch arg e  d a ta  from  th e  tw o  ty p e s  o f well, i t  can  be  o b se rv ed  
th a t  in  th e  range  s /H  =  1 ,0 ~ 1 ,5  th e  d ischarges y ie ld ed  by  th e  wells p e n e tra t in g  
in to  th e  im p erv io u s lay e i are  on ly  a b o u t 60 to  70%  of th a t  w ith d ra w n  from  
th e  o th e r well ty p e . T he progress o f d e w a te rin g  in  tim e  is s lig h tly  m o d ified  
b y  th is  c ircu m stan ce .

As a conclusion  i t  can be e s ta b lish e d  t h a t  vacuum  wells p e n e tra t in g  
w ith  th e ir  p e rfo ra te d  section  in to  th e  im p e rv io u s  lay e r becom e — fro m  th e  
p o in t o f view  o f h y d rau lic s  — especially  ad v isa b le , w hen th e  in te n t io n  is to  
ex p lo it th e  a ir-sea lin g  p ro p ertie s  o f th e  c a p illa ry  zone. O pera tion  o f  th e  d ew a
te r in g  e q u ip m e n t m a y  be m ore tro u b le -free  in  su ch  cases.

2.5. Process and conditions o f  a ir f lo w  to vacuum  wells

C ertain  q u a n tit ie s  o f a ir  a re  in e v ita b ly  e n tra in e d  in v acu u m  w ells. I n  th e  
s tr ic t  sense o f th e  w ord , p u m p in g  o f an  a ir -w a te r  m ix tu re  from  th e  w ells can  
o n ly  be considered . C onditions o f  a ir  in ta k e  in v e s tig a te d  as c h a ra c te r is tic  are 
il lu s tra te d  in  F ig . 16. A  single row  o f wells is lo c a te d  a t  th e  side o f  th e  co n 
s tru c tio n  p it. T h e  im p e rm eab ility  coeffic ien t o f  th e  soil is к =  7,8  X  1 0~3 
cm /sec (soil ty p e  N o. 1). T hree  c h a ra c te r is tic  co n d ititio n s  will be co n sid e red :

Case 1. m /H  =  0 ,90, s /H  =  1,70. A ir d ra w n  in to  th e  well o rig in a te s  
from  th ree  d iffe ren t sources, w hich  can be  d is tin g u ish ed  w ith  th e  a id  of 
cu rv e  1.

a) R e la tiv e ly  la ig e  q u a n titie s  o f a ir  a re  d raw n  in to  th e  soil th ro u g h  
th e  te rra in  su rface  ly in g  to  th e  r ig h t o f  th e  c o n s tru c tio n  p it. This w as in d ic a te d  
b y  ex p erim en ts  in  w hich  sm oke w as used  as t r a c e r  m a te ria l [21]. In  a d ire c tio n  
p e rp en d icu la r to  t h a t  o f th e  c o n s tiu c tio n  p i t  th e  ra te  of in tak e  (i>, cm /m in ) 
is v a riab le , as in d ic a te d  b y  cu rve  1, w ith  th e  h ig h es t ra tes  o ccu irin g  a t  th e  
te r ra in  surface s lig h tly  to  th e  r ig h t o f th e  w ell row . T his should  be e x p e c te d , 
since ex cav a tio n  o f  th e  co n stru c tio n  p it  has b een  s ta r te d  an d  its  b o t to m  is
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HYDRAULICS FOR LOWERING THE GROUND WATER TABLE 8 9

closer to  th e  p e rfo ra te d  well sec tio n  th a n  th e  te r ra in  su rface . H ig h es t in ta k e  
ra te s  m ig h t occur a t  th e  cen te rlin e  o f  th e  w ell i f  no  e x c av a tio n  h a d  ta k e n  p lace 
from  th e  c o n s tru c tio n  p it. T he  d is tan ce  o v e r w h ich  ap p rec iab le  a ir  in ta k e  
occurs is la ig e ly  co m p arab le  to  th e  d e p th  o f th e  w ell b o tto m  u n d e r  th e  te r ra in .

b) H ig h est in ta k e  ra te s  o ccu r a t  th e  b o tto m  o f th e  co n stru c tio n  p it .  T h is 
w as to  be a n tic ip a te d , since th is  is th e  closest to  th e  p e rfo ra te d  well section .

c) As a consequence  co n sid e ra tio n s  o u tlin e d  u n d e r  a) an d  b ), th e  d ev e l
o p m e n t of flow  co n d itio n s  over th e  surface b e tw een  p o in ts  A  an d  F , as in 
d ic a te d  b y  th e  d a sh e d  line of cu rv e  1, m ay  w ell be  assum ed .

d) O nly a n eg lig ib ly  sm all q u a n t i ty  o f a ir  is d raw n  in from  th e  te r ra in  
su rface  a t  th e  f a r th e r  side of th e  co n s tru c tio n  p it .

Case 2. m /H  =  0,25, s /H  =  1,60. V acu u m  in  th e  w ell is s lig h tly  red u ced  
in  com parison  to  th e  fo rm er v a lu e , since ow ing to  th e  deeper ex cav a tio n  of 
th e  p i t  m ore a ir  is g iven  th e  o p p o r tu n ity  to  e n te r  th e  w ell. R e ly ing  on cu rve  2, 
w h ich  is c h a ra c te r is tic  of th e  r a te  o f  a ir  in ta k e , th e  fo llow ing conclusions can 
be a rriv ed  a t:

a) O ver th e  te r ra in  surface ly in g  to  th e  r ig h t  o f th e  co n s tru c tio n  p it  
in ta k e  occurs v e ry  s im ila rly  to  th e  case i l lu s tra te d  b y  curve  1, how ever, a t  
a red u ced  ra te . T h is  follows from  th e  fa c t t h a t  ow ing  to  th e  g re a te r  d e p th  
o f  th e  co n stru c tio n  p i t  th e  p rin c ip a l d irec tio n  o f a ir  in ta k e  becam e p e rp e n 
d ic u la r  to  th e  v e r t ic a l  side w all o f  th e  p it ,  i.e . h o riz o n ta l.

b) No s ig n if ic a n t a ir  in ta k e  occurs from  th e  b o tto m  o f th e  p it , in d ica tin g  
t h a t  th e  b o tto m  is ex cav a ted  to  th e  g re a te s t possib le  d e p th  from  th e  p o in t 
o f v iew  of d ew a te rin g , since th e  reg io n  u n d e r th e  b o tto m  is p ra c tic a lly  a tw o- 
p h ase  one.

c) F rom  p o in t  b ) i t  follow s th a t  — as d e m o n s tra te d  also b y  e x p e ri
m e n ts  — no in ta k e  o f  a ir  occurs b e tw een  p o in ts  C an d  D .

d) T hrough  th e  surface o f th e  co n s tru c tio n  p it  be tw een  A  an d  F '  th e  
in ta k e  of a ir  follow s p ro b ab ly  acco rd in g  to  th e  in d ic a te d  curve 2 .

Case 3. m /H  =  0, s /H  =  1 ,60. In fo rm a tio n  on th is  case is co n ta in ed  in  
cu rv e  3. In  co m p ariso n  w ith  th e  fo rm er cases th e  s itu a tio n  becam e sim pler:

a) The c h a ra c te r  o f seepage th ro u g h  th e  soil su rface  b e tw een  p o in ts  A  
a n d  В  is th e  sam e as in  th e  tw o p rev io u s cases, b u t  its  r a te  is red u ced  because  
o f reasons a lread y  exp la ined .

b) B etw een p o in ts  A  an d  F '  on th e  side w all of th e  co n s tru c tio n  p it  a ir  
in ta k e  follows p ro b a b ly  accord ing  to  th a t  i l lu s tra te d  b y  curve  3.

Conclusions a rr iv e d  a t in con n ec tio n  w ith  F ig . 16 m u s t n o t  be ex te n d e d  
to  soils hav ing  an  a rb i t r a ry  к v a lu e , since co n d itio n s  o f a ir  in ta k e  m ay  be  sig
n if ic a n tly  a ffec ted  b y  th e  a ir-sea ling  p ro p ertie s  a n d  fu n c tio n s  o f th e  cap illa ry  
zone [21, 24]. T hese  conclusions w ere  fu lly  v e rified  b y  ex p e rim en ts  c a n ie d  o u t 
u sin g  a soil w ith  a p e rm eab ility  coeffic ien t к  — 2 ,8  X 10-4  cm /sec (soil ty p e  4), 
w h ich  revealed  fu n d a m e n ta l d ifferences w ith  re sp e c t to  seepage co n d itions
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in  soils h av in g  a p e rm e a b ility  coeffic ien t o f 10“ 3 cm /sec o rd e r o f  m ag n i
tu d e  [211.

U n d e r conditions p re v a ilin g  in  F ig . 16 th e  seepage sy stem  m ay  be d iv ided  
in to  th e  follow ing c h a ra c te r is tic  p a r ts  (F ig . 17):

oc) T he space d en o ted  as I  u n d e r th e  d raw dow n su iface  (a c te d  upon  by  
th e  a tm o sp h e ric  p ressu re  p 0) is a tw o -p h ase  region.

ß) A fte r passing  th ro u g h  th e  d raw dow n su rface , w a te r  p a r tic le s  th ro u g h

Water+o.
Vacuum well

Terrain

Fig. 17. T y p ica l h y d rau lic  co n d itio n s  a ro u n d  th e  row  of v a cu u m  wells in  th e  case o f  a ir  m o tion

th e  th re e -p h a se  region d e n o te d  as I I  a t ta in  th e  p a r t  o f h e ig h t D E  o f th e  p e r
fo ra te d  well section .

y)  T he cap illa ry  zone (d en o ted  I I I ) ,  w hich  is e ssen tia lly  a th re e -p h a se  
re g io n , is s itu a te d  above th is  space.

Ô) T he space th ro u g h  w h ich  a ir  is d raw n  to  th e  p a r t  o f h e ig h t G J  o f 
th e  p e rfo ra te d  well sec tio n , is s i tu a te d  a t  th e  to p . In a sm u c h  as th e re  are  no 
s ig n if ic a n t w a te r q u a n tit ie s  b e tw een  th e  soil p a rtic le s , th is  reg ion  m ay  be 
c o n s id e red  — from  th e  p o in t  o f  v iew  of h y d rau lic s  — a p p ro x im a te ly  as a 
tw o -p h a se  one.

2 .6 . Pressure d istrib u tio n  in  a seepage fie ld  invo lving  vacuum  wells

2 .6 .1 . As d e m o n s tra te d  b y  earlie r researches [23], th e  m o v e m e n t of a ir 
in  a g ra n u la r  m ed ium  can  be  described  w ith in  ce rta in  ran g es o f  m o v em en t 
w ith  th e  aid  of L ap lace ’s e q u a tio n  fo r ir ro ta tio n a l m o tio n , i.e ., th e  flow -ne t
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ap p ro ach  to  seepage can  be app lied . F ro m  th e  th e o re tic a l w orks o f L e j b e n z o n , 
M u s k a t  an d  B otset  i t  is well know n th a t  fo r th e  m o v em en t o f a ir  in  a g ran u la r  
m ed ium  L ap lace’s e q u a tio n  assum es th e  form

82 P2 , _?v , _9V!_ = 0
8a2 dy2 dz2

T he e q u a tio n  ap p lied  to  th e  m o tio n  o f flu id  has th e  form

8 2p

dx2
Q2P  , 82 У =  Q
dy2 8z2

T h e difference be tw een  th e  tw o is t h a t  in  th e  case o f a ir  flow  th e  pressure  
v a lu e  p 2 m u st be s u b s titu te d  in s te a d  of p .  T h u s i t  follow s th a t  th e  flow  of 
d iffe ren t flu ids, in c lu d in g  air, y ie ld s to  a re la tio n sh ip  o f g enera l v a lid ity .

I t  should  be o bv ious from  th e  foregoing  th a t  th e  m o tio n  o f a ir  in  th e  
soil pores is also acco m p an ied  b y  a h e a d  loss (F igs 1 8 a—b ): th e  v e r tic a l slit 
exem plified  is p e rfo ra te d  over its  low er p a r t .  As a re su lt  o f th e  v a c u u m  c rea ted  
th e re in , a ir  is d raw n  th ro u g h  th e  soil su rface  u n d e r th e  a tm o sp h e ric  p res
su re  p 0.

A com parison  o f lines co n n ec tin g  p o in ts  of eq u a l p ressu re  in  F igs 18a 
a n d  b Avili reveal th e  s im ila rity  o f  th e se  lines, (i.e., th e  sh ap e  of th e  flow -net 
rem ain s p rac tica lly  u n ch an g ed ) b u t  th e  p ressu re  va lu es  p e r ta in in g  to  in d iv id u a l 
p ressu re  lines show  changes co rrespond ing  to  th e  v a c u u m  c rea ted  in  th e  slit. 
T h is conclusion w ould  h e  en tire ly  c o rre c t also in  th e  case w here in s te a d  of a ir, 
w a te r  w ould  be d raw n  in to  th e  s lit. T h e  soil e.g. shou ld  be filled  up  to  te rra in  
leve l w ith  w a te r an d  th e  w ate rleve l on th e  soil su rface  shou ld  be p e rm a n e n t. 
T h e  shape o f p ressu re  lines p e rta in in g  to  seepage rem ain s th e  sam e as in  Figs 
1 8 a—b a fte r  a depression  is c rea ted  in  th e  s lit. T hus i t  follow s th a t  b o th  th e  
flow  o f a ir  in  th e  g ra n u la r  m ed ium  a n d  th e  seepage o f  w a te r  y ie ld  to  th e  law s 
o f  p o te n tia l  m otion . I t  shou ld  be a d d e d  th a t  th is  conclusion  w as verified  a t 
th e  B u ild ing  R esearch  In s t i tu te  b y  L. M o ln á r  in  a m odel re ly in g  on electric  
an a lo g y  fo r its  o p e ra tio n . T here is a fu ll ag reem en t b e tw een  o bserved  p ressu re  
a n d  th e  co rrespond ing  air-flow  d a ta .

T he v a lid ity  o f th e  flow -ne t ap p ro a c h  is d e m o n s tra te d  conv incing ly  by  
F ig . 19. W ith  th e  n o ta tio n s  given in  th e  a u x ilia ry  d iag ram , th e  d e p th  m  
below  th e  te rra in  su rface  o f  po in ts  a long  th e  w all is p lo tte d  on th e  h o rizo n ta l 
ax is , w hile p e rcen tag e  v a lu es  of p ressu res  (—p )  p rev a ilin g  in  th e  co rrespond ing  
p o in ts  a re  in d ica ted  on th e  v e rtic a l ax is . P ressu re  in  th is  case is id e n tic a l w ith  
p o te n tia l , since th e  specific  g ra v ity  re la te d  to  a ir  is y  ^  0. In  th is  co o rd in a te  
sy s tem  m easured  v a lu es , p e ita in in g  to  a rb i t r a ry  v a cu u m  va lu es  in  th e  slit, 
f i t  w ell to  th e  sam e c u rv e , regard less o f  th e  к coeffic ien t o f th e  soil used  in 
th e  ex p erim en t. C onseq u en tly  th e  sh ap e  of p o te n tia l  lines rem ain s u n ch an g ed , 
a lth o u g h  th e  lines assu m e d iffe ren t v a lu es .
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2.6 .2 . In  th e  know ledge o f  p o te n tia l  d is tr ib u tio n  fo r a ir  flow  th e  re s u lta n t  
p o te n t ia l  d is tr ib u tio n  in  th e  seepage system  c re a te d  b y  v a c u u m  in  th e  wells, 
c an  b e  tra c e d  (Fig. 20). T h e  m ain  fea tu re s  o f th is  sy stem  can  be  su m m arized  
as fo llow s:

Figs 18a—b. P o te n tia l d is tr ib u tio n  in  th e  case of a ir  su c tio n  fro m  th e  v e r tic a l slit (v acu u m  
leve ls in  th e  tw o  figures a re  d iffe ren t)

a) In  the  region b e tw e e n  p o in ts  A , В  a n d  C th e  v a lu e  o f p /у  is po sitiv e , 
s in ce  th is  region is s i tu a te d  below  th e  surface o f  p ressu re  p 0.

b) In  th e  reg ion  in c lu d e d  betw een  th e  lines CD, D E , E F  an d  F B  and  
s i tu a te d  above th e  c u rv e d  line connec ting  p o in ts  В  an d  C (a long  w hich  line 
th e  a tm o sp h eric  p ressu re  p 0 is p rev a len t)  p ly  v a lu es  are  n e g a tiv e  (th e  p ly  level 
is b e lo w  th e  e lev a tio n  o f th e  p o in t considered).
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Fig. 19. E v id e n ce  fo r th e  v a lid ity  o f th e  flo w  p a tte rn

c) In  th e  region b o u n d e d  b y  th e  lines A ,  D , E ,  G an d  H  n e g a tiv e  p ly  
va lues p rev a il.

d) T he p ressu re  a c tin g  on th e  te rra in  su rface  is p 0.
In fo rm a tio n  on p re ssu re  d is tr ib u tio n  offers th e  p o ss ib ility  o f  s tu d y in g  

th e  m odel law  re la tin g  to  d ew a te rin g  w ith  th e  a id  o f v a c u u m  wells. T h e  genera l 
fea tu re s  o f a ir- an d  w a te r  seepage being k now n , a reaso n ab le , h y d ro m e c h a n i-  
ca lly  co rrec t com parison  o f  p henom ena o bserved  a t  d iffe ren t scales sh o u ld  
en c o u n te r  no obstacles.

3. Dewatering o f a construction pit excavated in  non-uniform  
soil w ith  the help of vacuum  wells

E xp erien ces gained  in  th e  course of d ew a te rin g  o p era tio n s  in  m a n y  cases 
show ed th e  d ifficu lties en c o u n te re d  because o f th e  n o n -u n ifo rm ity  o f  th e  soil. 
In  such  soils h y d rau lic  c o n d itio n s  of d ew aterin g  a re  m ore  in v o lved  th a n  tho se  
o c c u n in g  in  un ifo rm  soils. F o r  th is  reason  i t  w as fe lt n ecessary  to  e x te n d  
in v e s tig a tio n s  to  th is  a sp e c t o f  th e  p roblem  as w ell. T h e  su b se q u e n t p a r t  of 
th e  p a p e r  w ill be concerned  w ith  p a r tic u la ritie s  o f d ew a te rin g  processes in  non- 
u n ifo rm  soil profiles, as i l lu s tr a te d  in Fig. 21.
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V a c u u m  w e l l

Fig. 21. P a r tic u la rs  o f soil p rofiles. V =  20 cm
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3.1. Descrip tion  o f  studied non -un ifo rm  soils

T h e  considered  soil p ro file s  can  be g ro u p e d  as follows:
A ) U nifo rm  soil o f ty p e  1. F u rn ish es  b a s ic  in fo rm a tio n  fo r co m p ariso n  

w ith  seepage  p h en o m en a  in  n o n -u n ifo rm  soils.
B ) U niform  soil o f ty p e  2. F u rn ish es  a lso  basic  in fo rm atio n  fo r c o m p a r

iso n  w ith  seepage p h en o m e n a  in  n o n -u n ifo rm  soils.
C) A t m id -d ep th  o f a un ifo rm , p e rm e a b le  lay e r a th in , h o riz o n ta l 

im p e rv io u s  lay e r o f p la s tic  fo il is p laced .
D ) T he u p p e r p a r t  o f  th e  p erm eab le  la y e r  consists o f soil ty p e  1, w hile 

th e  lo w er o f soil ty p e  2. T h e  ra tio  o f th e  re sp e c tiv e  p e rm eab ility  co e ffic ien ts  is 
kf/ka  —  23,2.

E ) T he u p p e r p a r t  o f  th e  p erm eab le  la y e r  consists o f soil ty p e  1, w hile 
th e  lo w e r of soil ty p e  3. T h e  ra tio  o f th e  re sp e c tiv e  p e rm eab ility  coeffic ien ts  is 
k f / k a  =  1 1 ,8 .

F ) T he u p p e r p a r t  o f th e  p erm eab le  la y e r  consists o f soil ty p e  1, w hile 
th e  lo w er o f soil ty p e  2. T h e  ra tio  o f th e  re sp e c tiv e  p e rm eab ility  co effic ien ts  is
kf/ka  =  5,0.

3.2. Effect o f  a th in  impervious layer in  a uniform  aquifer

I n  th e  series o f e x p e rim e n ts  C show n in  F ig . 21, a th in , h o riz o n ta l im p e r
v io u s  la y e r  is lo ca ted  a t  m id -d e p th  of th e  g ro u n d  w a te r  lay e r h av in g  a c o n s ta n t 
th ic k n e s s  o f 50 cm . T he g ro u n d  w a te r la y e r  o f  d e p th  H  is tra n s fo rm e d  b y  th is  
im p e iv io u s  s tra tu m  in to  tw o  d iscree t sy s te m s  revea ling  in d e p e n d e n t b e h a v 
io u rs . C o m m unica tion  b e tw e e n  th e  tw o sy s te m s  is possib le on ly  th ro u g h  th e  
a n n u la r ,  g ravel-filled  rin g  f i l te r  a ro u n d  th e  w ells. Ow ing to  th e  p resen ce  o f an  
in te rm e d ia te  im perv io u s b a r r ie r , d ew a te rin g  m u s t be rea lized  w ith  th e  help  
o f  a  w ell row  a t  each  side o f  th e  c o n s tru c tio n  p it.

A s long as v a c u u m  in  th e  wells re m a in s  m o d era te  ( th e  va lu e  exp ressed  
as h e ig h t  o f w a te r  co lum n  does n o t ex ceed  Н /2), h y d rau lic  p ro p e rtie s  of 
th e  seep ag e  system  resem b le  th o se  observed  in  th e  absence of an  in te rm e d ia te  
im p e rm e a b le  b a rr ie r , i.e. in  un ifo rm  soil. T h is  is read ily  u n d e rs ta n d a b le  b y  
ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  t h a t  fo r w a te r  p a r tic le s  m oving  above th e  in te r 
m e d ia te  im perv ious b a r r ie r  th e  v e rtic a l c o m p o n e n t o f th e  co rresp o n d in g  veloc
i t y  v e c to r  is s ig n ifican tly  sm alle r th a n  th e i r  h o riz o n ta l co m p o n en t (F ig . 22a).

A t v acu u m  va lu es  in c reased  b ey o n d  Н / 2 i t  was n o ted  w ith  in te re s t  
t h a t  free  d raw dow n su rfaces  developed  in  b o th  th e  u p p er a n d  th e  lo w er s t r a ta .  
O n  b o th  draw dow n su rfaces  th e  a tm o sp h e ric  p ressu re  p 0 w as p re v a le n t
(F ig . 22b).

I n  th e  u p p e r s t r a tu m  th e  d e p th  o f th e  tw o -p h ase  w a te r  la y e r  becom es 
p ra c t ic a l ly  zero in th e  closer v ic in ity  of th e  w ell row . T hus i t  follows t h a t  w a te r
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Vacuum well

Figs 22a — b. P o te n tia l  d is tr ib u tio n s  in  th e  presence of an  in te rm e d ia te  im p erv io u s b a rrie r  fo r sm aller depressions in  th e
well. s/H  =  0,404 an d  1,68, m/H =  1,0 an d  0, V =  20 cm
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9 8 G. ÖLLŐS

f ro m  th e  upper s t r a tu m  is conveyed b y  a th re e -p h a se  seepage sy s tem  to  th e  
r in g  f ilte rs  su rro u n d in g  th e  wells. Since th e  w ells w ere spaced a t  Г  =  20 cm , 
a n d  o th e r  co n d itio n s  p e rm itte d  ex cav a tio n  o f  th e  co n stru c tio n  p it  dow n to  
th e  im perv ious su b la y e r , th is  m ean t th a t  a ll th e  w a te r  from  th e  u p p e r  s tra tu m  
c o u ld  be co n d u c ted  th ro u g h  th e  ring  f i l te r  to  th e  p e rfo ra ted  well section  
(P ic tu re  3).

F low  lines o r ig in a tin g  from  th e  tw o -p h a se  seepage fie ld  in te rs e c t  th e  
fre e  d raw dow n su rface  in  b o th  th e  u p p er an d  th e  low er s tra tu m . W a te r  e n te r 
in g  th ro u g h  th e  g rav e l l in g  f i l te r  in to  th e  low ei s t r a tu m  was o b serv ed  to  sp read

Picture 3. Seepage flow  lin es perta in in g  to  the"]liyd rau lic^cond itions in Fig. 2,2 b

f i r s t  in  a fan-like m a n n e r  in  th e  vacuum  sp ace  fo rm in g  th e  closer e n v iro n m e n t 
o f  th e  wells. S u b se q u e n tly  these  w a te r p a r tic le s  jo ined  th e  p a th  o f seepage 
to w a rd s  th e  well fro m  th e  low er s tra tu m  a n d  th u s  w ere conveyed  to  th e  p e r
fo ra te d  well section . T h e  developm ent o f th is  p a r tic u la r  seepage p a t te rn  is 
o b v io u s ly  also a ffec ted  b y  a ir  m oving to w a rd s  th e  wells. F ro m  th e se  o b se rv a 
t io n s  i t  becam e a p p a re n t  t h a t  under th e  co n d itio n s  p rev a ilin g , th e  suction  
e f fe c t from  th e  low er s t r a tu m  was a d e q u a te  fo r  th e  com plete  d ra in ag e  o f th e  
u p p e r  s tra tu m . In  th is  p ro cess  th e  c o n tr ib u tio n  o f a ir d raw n  in  th ro u g h  th e  
lo w e r p a r t  of th e  p i t  side w all and  flow ing th ro u g h  th e  pores, m a y  be  assum ed  
to  b e  sign ifican t, as th e  co n v ey an ce  of w a te r  to  th e  d ra in ag e  p o in ts  is p ro m o ted  
th e re b y .

In  fine soils h a v in g  a p e rm eab ility  coeffic ien t low er th a n  к  =  10-3  
cm /sec  used in th e se  ex p e rim e n ts , com plete  d ra in ag e  o f th e  u p p e r  s tra tu m  
th ro u g h  th e  g ravel r in g  f i l te rs  su rro u n d in g  th e  wells is less lik e ly  to  occur.
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In  such  cases th e  v acu u m  space developed  in  th e  soil a ro u n d  th e  g rav e l ring  
f i l te r  a t  th e  level of th e  in te rm e d ia te  b a rrie r , is no longer su ffic ien t to  ind u ce  
co m p le te  d ra in ag e . D ev e lo p m en t o f th is  s itu a tio n  is su p p o rte d  b y  ta k in g  th e  
fa c t  in to  considera tion  th a t  ow ing to  th e  a ir-sea ling  effect o f th e  c a p illa ry  
zone, decreasing  q u a n titie s  o f a ir  a re  a d m itte d  th ro u g h  th e  soil la y e r  above 
th e  im p erv io u s b a rrie r  to  th e  g ravel f ilte rs . T h ro u g h  th e  cap illa ry  zone above 
th e  g rav e l f i l te r  w a te r m ay  p roceed  to  th e  side wall o f th e  c o n s tru c tio n  p it, 
an d  m a y  even ap p ea r on th e  face a t  th e  h e ig h t of th e  im p erv io u s  b a rr ie r .

Fig. 23. A lte rn a tiv e  designs a n d  a rra n g e m e n ts  o f g ravel cy linders fo r d ra in a g e

D ew ate rin g  m ay  be so lved  b y  tw o  a lte rn a tiv e  so lu tions:
a) B y  reduc ing  th e  w ell spac in g , w ith  th e  ob jec tiv e  o f in te rc e p tin g  all 

seepage w a te r  before th e  c o n s tru c tio n  p it  an d  convey ing  i t  to  th e  p e rfo ra te d  
well sec tion .

b) T he sam e ob jec tive  can be  ach ieved  b y  th e  g rave l cy lin d ers  i l lu s tra te d  
in  F ig . 23. T hese are w idely  used  in  eng ineering  p rac tice  b o th  a t  h o m e  an d  
a b ro a d  fo r a v a r ie ty  of p u rp o ses . T h e ir ap p lica tio n  in  d ew ate rin g  o p e ra tio n s  
u sin g  v a c u u m  wells is also ad v isab le , fo r besides th e  possib ility  o f  a te c h n ic a lly  
so u n d  so lu tio n , th e y  p ro v e  to  be econom ical as well.

F o r  decid ing  on th e  lo ca tio n  of g ravel cy linders, o p tim u m  d ra in a g e  con
d itio n s  m u s t be de te rm in ed . As w ill be  p erce ived  from  th e  fig u re , g rav e l cy lin 
ders can  be lo ca ted  in  th e  im m e d ia te  v ic in ity  o f th e  well row  (e v e n tu a lly  
b e tw een  th e  wells of a lo w , e.g . a t  p o in t 1), o r a t  a g re a te r  d is ta n c e  fro m  th e  
w ell row  (p o in t 2 , unless th e re  are  in te rfe rin g  bu ild ings or o th e r  s tru c tu re s ) .

D ischarge  d a ta  are  c o n ta in e d  in F ig . 24. D ischarges o b ta in e d  in  th e  
p resen ce  o f  an  in te rm e d ia te  im p erv io u s b a rr ie r  can  be  co m p ared  fa ir ly  well 
w ith  co rresp o n d in g  values o b ta in e d  fo r un ifo rm  soils. (The co m p ariso n  is of 
an  a p p ro x im a tin g  ch a ra c te r , since seepage fac to rs  invo lved  in  th e  d e v e lo p m en t 
o f in d iv id u a l curves w ere n o t  id en tica l.)

A s rev ea led  p o sitiv e ly  b y  th e  ce n tra l ra tin g  cu rve , th e  e ffec t o f  non- 
u n ifo im  soil cond itions re su ltin g  fro m  th e  p resence of th e  in te rm e d ia te  b a rr ie r , 
assum es sig n ifican t p ro p o rtio n s  w hen  th e  d raw dow n s exceeds H j2 (a t  s ~

Terrain
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~  0,7 H) ,  inasm uch  as i t  is th is  p a r t  of th e  cu rv e  w h ich  d e p a rts  from  th e  ra tin g  
c u rv e  rep resen tin g  u n ifo rm  soil conditions.

F rom  th e  co m p ariso n  o f th e  tw o cu rves re p re se n tin g  th e  p resence  o f an  
in te rm e d ia te  b a rr ie r , i t  w ill becom e a p p a re n t t h a t  a n y  increase of w ell spacing  
in  th e  row  is acco m p an ied  b y  a red u c tio n  o f th e  w a te r  vo lum e w hich  can be 
w ith d ra w n  from  a h a n d  o f th e  sam e w id th .

О. (cm3/min)

3.3. Conditions o f  dewatering in  a horizonta lly  stra tified  aquifer

C onditions o f d e w a te r in g  occurring  in  soil p ro files d en o ted  D , E  an d  F  
in  F ig . 21 will be co n sid e red  in  g rea te i d e ta il below .

D ew atering  w ith  th e  a id  of a single ro w  o f wells a t  one side o f th e  con
s tru c tio n  p it  is i l lu s tr a te d  in  Figs 2 5 a—b. A t f i r s t  glance these  d iag ram s w ill 
a lre a d y  reveal fu n d a m e n ta l differences w itli re sp e c t to  h y d rau lic  co n d itio n s 
d iscu ssed  so far. C onclusions derived  from  th e se  figures can  be su m m arized  
as follow s:

a) In  th e  la n g e  o f  sm alle r depressions in  th e  w ell th e  d raw dow n surface 
can  on ly  be low ered v e ry  l i t t le . As d e m o n s tra te d  b y  F ig . 25a th e  d raw dow n 
su rfa c e  occupies h ig h  p o s itio n  even a t  a ra tio  s /H  —  1,06. (In  a un ifo rm  
la y e r  th e  draw dow n su rfa c e  w as a lread y  re m o v e d  from  th e  p e rfo ra te d  well 
sec tio n  a t  th is  d ep ressio n  ! [21, 23]) T he rea so n  fo r th is  is th a t  th e  low er 
la y e r , w hich is less p e rm e a b le  th a n  th e  u p p e r  one, offers a h ig h er h y d ra u lic  
re s is ta n c e  to  seepage. T h e re fo re , w a te r is co n v ey ed  in  th e  u p p e r  la y e r  to  th e  
w ell row , and  i t  is o n ly  in  th e  v ic in ity  of th e  l a t t e r  t h a t  w a te r  p a rtic le s  begin

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967
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Figs 25a—b. P o te n tia l  d is tr ib u tio n  an d  d ev elo p m en t o f th e  d raw dow n su rface  in  soil p ro file  D. s/H  =  1,06 an d  1,68
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102 G. ÖLLŐS

to  m o v e  do w n w ard , to w a rd s  th e  p e rfo ra te d  w ell sec tion . H y d rau lic  c o n d itio n s  
co u ld  n o t  be  im p ro v ed  a p p rec iab ly  b y  e x te n d in g  th e  gravel f i l te r  su rro u n d in g  
th e  w ell, u p  in  th e  u p p e r  la y e r , since w a te r  w o u ld  con tinue  to  seep fro m  la 
te r a l ly  b o th  d irec tio n s in  th e  u p p e r lay e r to  th e  single row  of w ells.

b )  In  th e  ran g e  o f h ig h e r depressions th e  ex ten sio n  of th e  v a c u u m  space  
a ro u n d  th e  well is co n sp icuously  sm aller th a n  in  th e  case of a u n ifo rm  soil [33]. 
T h is  is  c lea rly  su p p o rte d  b y  F ig . 25b.

T h e  reason  fo r th is  is t h a t  th e  v acu u m  sp ace  fo rm ed  is p ra c tic a lly  d ro w n ed  
b y  w a te r  from  th e  u p p e r  lay e r. A long th e  la y e r  in te rface  no w ide  b a n d  is

Vacuum well

F i g .  2 6 .  I n t e r p r e t a t i o n  o f  t h e  fu n c t io n  h / H  = / ( s /I I ,  k j / k a) f o r  th e  so il p ro file s  A ,  D ,  E  a n d  F

fo rm e d  th ro u g h  w hich  a ir  could  fin d  access to  th e  wells, and  th u s  a ir  in  th e  
g ra n u la r  m ed iu m  h as no  o p p o r tu n ity  of s p re a d in g  an d  th u s  to  d isp lace  th e  
d ra w d o w n  surface  d o w n w ard  an d  la te ia lly . I n  th e  case show n in  F ig . 25b , 
som e a ir  w as a lread y  b e in g  d raw n  in to  th e  w ells, w h ich  was a re su lt o f  d e ep en 
ing  th e  b o tto m  o f th e  c o n s tru c tio n  p it. E v id e n tly  a s ligh t d isc o n tin u ity  a lre a d y  
d ev e lo p e d  in  th e  c a p illa ry  zone.

c) A s rev ea led  b y  F ig . 25b, th e  a ir  sea lin g  p ro p ertie s  o f th e  c a p illa ry  
zone a re  e ffec tive.

d) W ith  a row  o f w ells co n tem p la ted  a t  o n e  side of th e  c o n s tru c tio n  p it  
o n ly , th e  d eep est e lev a tio n  to  w hich  th e  b o tto m  c a n  be ex cav a ted  w ill b e  o b 
ta in e d  b y  ex am in in g  th e  fu n c tio n a l re la tio n sh ip  (F ig . 26)

M
я  ’ к  J
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C om paring  cu rve  A  re la tin g  to  a u n ifo rm  lay er of soil ty p e  1 (k =  
=  6,5 X 10~ 3 cm /sec) w ith  th a t  re la tin g  to  th e  to p  soil p ro file  d e n o te d  D,  
i t  w ill becom e a p p a re n t th a t  deepen ing  o f  th e  co n stru c tio n  p i t  is a d v e rse ly  
in flu en ced  b y  th e  p resence  of th e  low er la y e r  o f low  p e rm eab ility . T h e  effect 
o f th e  la t t e r  is th a t  th e  draw dow n cu rv e  in  th e  v e rtic a l of th e  v a lu e  h (fo r an  
e x p la n a tio n  o f n o ta tio n  reference is m ad e  to  F ig . 26) is n o t  lo w ered  below  
th e  in te rface  b e tw een  th e  tw o lay ers , b u t  rem a in s  p e rm an en tly  in  th e  u p p e r  
lay e r. T h e  s itu a tio n  w ould  h a rd ly  be b e t te r  i f  th e  g ravel f ilte r  w o u ld  b e  e x te n d 
ed in to  th e  u p p e r  lay e r, since seepage f lo w  in th e  u p p er la y e r  w o u ld  s till 
rem ain  e ssen tia lly  h o rizo n ta l in th e  v ic in ity  o f th e  wells an d  th e  c o n s tru c 
tio n  p it.

T h u s  h igh  h /H  va lues are  in d ica tio n s  o f  th e  c ircum stance  t h a t  in  th e  
case o f a ra tio  k f /ka =  23,2 th e  h e ig h t o f  th e  la y e r  in te rface  ab o v e  th e  im p e r
v ious su b la y e r is o f decisive im p o rta n c e  fo r  d ew atering  th e  c o n s tru c tio n  p it .

F u r th e r  ev idence gained  d u rin g  c o n tin u e d  in v estig a tio n s a lso  c o rro b o 
ra te d  to  th e  conclusion  accord ing  to  w h ich , in  th e  s tu d y  of th e  ro le  p lay ed  
b y  th e  ra t io  h /H ,  th e  fu n d a m e n ta l p ro b lem  consists  in  so lv ing th e  fu n c tio n a l 
re la tio n sh ip

(fo r an  ex p la n a tio n  o f n o ta tio n s  re fe ren ce  is m ade to  Fig. 26). In v e s t ig a 
tio n s w ere b ased  on th e  assu m p tio n  o f H f  =  H a (Fig. 25a). Q u ite  obviously* 
co n d itio n s fo r d ew ate rin g  d e te rio ra te  if

Hf  <  H a.

In  th e  case of a w ell row  a t  each  side o f  th e  construc tion  p i t ,  d e w a te rin g  
occurs u n d e r  co n d itio n s w hich are  s lig h tly  b e tte r  th a n  in th e  case o f  a single 
row  a t  one side o f th e  p it only.

F ro m  th e  in fo rm a tio n  gained  d u rin g  th e  m odel te s ts  d e sc rib ed  above , 
th e  gen era l conclusion can be a n iv e d  a t  t h a t  in  every  case, w here  p ie lim in a ry  
soil ex p lo ra tio n s  in d ica te  a ra tio  b e tw een  p e rm e a b ility  coefficien ts o f  th e  u p p e r 
an d  low er layers

k f/ka *** 20 ,

i.e. one o f  a re la tiv e ly  h igh  o rder of m a g n itu d e , adverse co n d itions fo r  d e w a te r
in g  are  to  be a n tic ip a te d , since seepage co n d itio n s  are  g rea tly  in flu e n c e d  by  
th e  n o n -u n ifo rm ity  of th e  soil.

F o r
kf/ka -*■ 1

Я

s

H
E l  h
h ,, ’ kn
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th e  p e rm eab le  soil becom es o f an  increasing ly  u n ifo rm  stru c tu re . T he fu n d a 
m e n ta l  p rob lem  fo r th e  d esig n er is to  d e te rm in e  th e  ra tio  beyond  w h ich  th e  
so il m a y  be reg a rd ed  as u n ifo rm .

In  th e  case of th e  soil p ro file  deno ted  E ,  th e  difference over p ro files con
s id e re d  so fa r is t h a t  th e  lo w er lay e r is o f a c o a rse r  g rad a tio n . T hus th e  ra t io  
o f  p e rm e a b ili ty  coeffic ien ts  is also lower:

_*£_ =  6 ’5 x l 0 ~ 3 = n  8 
k a 5 ,5 x 1 0 -4

A s fa r  as th e  d raw d o w n  surface is co n cern ed , th e  s itu a tio n  has im p ro v ed  
o v e r  t h a t  in  series D,  in a sm u ch  i t  could be lo w ered  to  a sligh tly  low er level. 
A t low  v acu u m  v a lu es , h o w ever, cond itions a re  s ti l l  app rec iab ly  p o o re r th a n  
in  th e  case of u n ifo rm  soils, because th e  d ra w d o w n  surface is s till s i tu a te d  
a b o v e  th e  lay er in te rfa c e . (T he d ep th  of th e  c o n s tru c tio n  p it can , o f course , 
be  in c re a se d  over t h a t  show n in  th e  figure.)

A t a ra tio  s jH  =  1,50 th e  situ a tio n  becom es m ore  favourab le . T he reg ion  
a ffe c te d  b y  v acu u m  a ro u n d  th e  well is co n s id e ra b ly  la rg e r th a n  a t  co m p arab le  
d ra w d o w n  values in  th e  w ells of series D  (F ig . 27).

T h e  role of th e  c a p illa ry  zone, how ever, m u s t  s till be regarded  as u n fa v 
o u ra b le . T h is conclusion  is verified  b y  F ig . 27, fro m  w hich i t  is to  be  seen 
t h a t  flo w  lines in  th e  c a p illa ry  zone ten d  to  p re v e n t  deepening o f th e  co n 
s tru c t io n  p it.

E v e n  th e  ra tio  k f /k a =  11,8 is to  be q u a lif ie d  as adverse for d ew a te rin g  
w ith  th e  help  of a single row  o f wells (Fig. 28). I n  fa c t,  h /H  values a re , in  th e  
e n tire  ra n g e  of s /H  v a lu es , ap p rec iab ly  h igher th a n  th o se  observed in  th e  case 
o f  a u n ifo rm  soil, th u s  c lea rly  d em o n stra tin g  t h a t  th e  d e p th  to  w hich th e  c o n 
s tru c t io n  p it  can  be e x c a v a te d  is lim ited . T h e  e ffec t o f th e  non-un ifo rm  c h a r 
a c te r  o f  th e  soil is s till  considerab le  in seepage co n d itio n s, inasm uch  as th e  
d ra w d o w n  surface is s till in  th e  u p p er lay er on th e  le ft-h an d  side of th e  co n 
s t ru c t io n  p it ,  w hich is aw ay  from  th e  row  o f w ells.

Seepage co n d itions o ccu riin g  a t  the  ra tio

kf  =  6,5 X 10~3 =  5 
k a 1,3 x i o - 3

sh o u ld  b e  ev en tu a lly  co n sid e ied  (F ig . 28). T h is so il p ro file , deno ted  F ,  offers 
m u c h  b e t te r  cond itions fo r d ew atering  th a n  th e  tw o  prev iously  d iscussed .

a) T he v e rtic a l p o s itio n  an d  shape o f th e  d raw d o w n  curve a re  e x a c tly  
s im ila r  to  th e  fam ilia r ones o b serv ed  in u n ifo rm  soils. T he draw dow n su rface  
h as  n o  s te e p ly  inc lined  sec tion  in  th e  v ic in ity  o f th e  w ell ind ica ting  th a t  w a te r  
a r r iv in g  from  th e  u p p e r  la y e r  is conveyed in to  th e  w ell b y  th e  low er one,
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F i g .  2 7 .  P o te n t i a l  d is t r ib u t io n  a n d  d e v e lo p m e n t o f  t h e  d ra w d o w n  su r fa c e  in  so il p ro f i le  E .  s / H  =  1,52
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w ith o u t offering  an y  s ig n ifican t resistance  to  i ts  p assag e . T ru e , th e  p e rm e a b ility  
coeffic ien t o f th e  low er la y e r  is again  sm aller th a n  th a t  o f th e  u p p e r la y e r , 
b u t  th e  im p o r ta n t c ircu m stan ce  should  be n o te d  t h a t  v acu u m  is c re a te d  also  
w ith in  th e  g ra n u la r  soil su rro u n d in g  th e  wells. T h e  h y d rau lic  effect th e re o f  
m a y  be  reg a rd ed  as e q u iv a le n t to  an  increase o f  th e  p e rm eab ility  of th e  low er 
lay e r. C o nsequen tly , th e  v acu u m  a round  th e  w ell c o n tr ib u te s , in  th e  case  of 
th e  soil p rofile  u n d e r  co n sid e ra tio n , to  th e  d e v e lo p m e n t of hyd rau lic  c o n d itio n s  
w hich  w ould  o therw ise  occur in  a un iform  soil. A t a ra tio  к / / к а ^  20 th is  e ffec t

F i g .  2 9 .  C h a r t  o f  th e  fu n c tio n  h / H  =  /  ( k / jk a)

w as n o t  a p p a re n t. T h e  s itu a tio n  was th e  sam e a t  a ra tio  fc//ka ^  10, a lth o u g h  
h /H  becam e sm aller here .

b) T he d e p th  to  w hich th e  co n stru c tio n  p i t  can  be ex cav a ted , c a n  be 
decided  on th e  basis  o f c u iv e  F  in  F ig . 26. As re v e a le d  b y  a com parison  o f  th is  
cu rve  w ith  cu rve  A ,  th e  tw o  curves are  p ra c tic a lly  id en tica l, so t h a t  a soil 
p ro file  co rrespond ing  to  th e  ra tio  k j/ka ^  5 m a y  be  regarded  as u n ifo rm  as 
fa r  as d ew aterin g  w ith  v acu u m  wells is co n cern ed . T h is conclusion is also  
d e m o n s tra te d  b y  F ig . 29, w hich illu s tra te s  th e  re la tio n sh ip

( I t  w ill be n o ted  th a t  th e  figu re  applies to  th e  case , w here th e  th ic k n e sse s  of 
b o th  th e  u p p e r an d  th e  low er layers are c o n s ta n t :  Н /2.) The fig u re  g ives a 
c lear d e m o n s tra tio n  o f  th e  necessity  of d e te rm in in g , on th e  basis o f p re lim in a ry  
soil ex p lo ra tio n s, th e  p e rm e a b ility  coefficien t o f  in d iv id u a l layers. T h e  ra t io
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o f  th e s e  w ill give in fo rm a tio n  on th e  m a g n itu d e  of d ifficu lties lik e ly  to  he 
e n c o u n te re d  as a re su lt o f  soil s tr a tif ic a tio n  during  d ew aterin g  o p e ra tio n s .

In  specify ing th e  e q u a tio n  o f th e  s e t  o f  cu ives show n in  F ig . 26, th e  
v a lu e s  s /H , k //ka an d  h /H  shou ld  he  in tro d u c e d  as d im ensionless p a ra m e te rs . 
W ith  th e  a id  of th e  co rre la tio n , th e  re la tio n sh ip  betw een  th e se  p a ra m e te rs  
w as  fo u n d  to  be

h _  1,264 i s jo .7 5

h  Щ к  ~h )

(v a lid  fo r  th e  range k j/ka >  10). In  d ev e lo p in g  th is  eq u a tio n  i t  w as ta c i t ly  
a s su m e d  th a t  th e  process o f  d ew ate rin g  is a  tw o-d im ensional one. In  p rac tice  
th is  a ssu m p tio n  is u su a lly  perm issib le , since  p iev ious in v e s tig a tio n s  [33] 
re v e a le d  th e  s im ila rity  b e tw een  h y d ra u lic  cond itions occurring  in  th e  case 
o f  d e w a te r in g  w ith  th e  help  o f  v acu u m  w ells a n d  those  ensu ing  a ro u n d  v e rtic a l 
s lits .

I n  d e te rm in in g  th e  d e p th  to  w hich  th e  b o tto m  of th e  c o n s tru c tio n  p it 
c a n  b e  e x c a v a ted , th e  v a lu e  h c a lcu la ted  fro m  th e  above e q u a tio n  sh o u ld  be 
in c re a s e d  b y  a b o u t 20 to  30 cm , d ep en d in g  on th e  grain-size d is tr ib u tio n  of 
th e  so il, to  ta k e  care o f effects due to  th e  c a p illa ry  zone.

F ro m  th e  above e q u a tio n  it  should  b eco m e ap p a re n t th a t  b e y o n d  a ra tio  
o f  a b o u t  kf/ka ^  5 th e  c o n s tru c tio n  p it  can  h a rd ly  be ex cav a ted  o r d ew a te red  
to  th e  d esired  d e p th , especia lly  if  th e  th ic k n e ss  o f th e  low er lay e r H a is la rg e r 
t h a n  t h a t  of th e  u p p e r  one, H f.  T he so lu tio n  in  sim ilar cases m a y  f i r s t  o f all 
c o n s is t  in  th e  ap p lica tio n  o f  tw o well row s. H ow ever, even in th is  case it  is 
im p o ss ib le  to  ex cav a te  th e  co n stru c tio n  p i t  dow n to  the  im p erv io u s  la y e r  if 
th e  w ell sp ac ing  of V =  20 cm  (co rresp o n d in g  in  th e  p ro to ty p e  to  a b o u t 1,20 in) 
is a d h e re d  to . T he g re a te s t d e p th  (in th e  m odel) to  w hich th e  soil cou ld  be 
e x c a v a te d  w as 0,2 H  above th e  im p erv io u s  la y e r. The reason  fo r th is  is th e  
c o n s id e ra b le  w e ttin g  effect o f  th e  c a p illa ry  zone, fu rth e r  th a t  th e  v e ry  fine  
g ra in e d  soil u n d e r th e  e x c a v a ted  c o n s tru c tio n  p it  ten d s to  h o ld  ab so rb ed  
w a te r .  A s a re su lt o f th e  a tm o sp h e ric  p re ssu re  p 0 ac tin g  on th e  b o t to m  o f th e  
p i t ,  n o  s ig n ifican t v acu u m  can  be c rea ted  th e re .

O ne  o f th e  p re req u is ite s  o f e x c a v a tin g  th e  construc tion  p it  d ow n  to  th e  
im p e rv io u s  lay e r is v e ry  lik e ly  a re d u c tio n  o f  th e  well spacing.

I t  shou ld  be n o te d  t h a t  in a u n ifo rm  soil lay er hav ing  a p e rm e a b ility  
c o e ffic ien t к  =  2,8 X 10~4 cm /sec, th e  p i t  co u ld  b e  ex cav a ted  w ith o u t d ifficu lty  
to  th e  im p erv io u s lay e r even  a t  a w ell sp a c in g  of l '  — 20 cm. T h is ev idence  
a lso  p o in ts  to  th e  conclusion th a t  a p p rec iab le  w a te r  volum es are  su p p lie d  b y  
th e  co a rse  upper lay e r to  th e  lower one, th u s  increasing  th e  d iff icu ltie s  o f 
d e w a te r in g  th e  low er, fine  g ra in ed  layer.
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4. C onclusions

M ore im p o r ta n t re su lts  o f m odel e x p e rim e n ts  carried  o u t a t  th e  C hair 
for W a te r  M an ag em en t, T echn ical U n iv e is ity  fo r  B uild ing  an d  T ra n s p o r t  E ng ., 
B u d a p e s t, in  conn ec tio n  w ith  d e w a te iin g  w ith  th e  aid  of v a c u u m  w ells, are 
su m m arized  in th e  p re se n t p ap er. C onclusions o f a general c h a ra c te r  can  be 
g ro u p ed  as follows:

1. M ore concre te  in fo rm a tio n  h as  b een  gain ed  on com m on fe a tu re s  of, 
a n d  differences b e tw een , h y d rau lic s  o f  g ra v ity  an d  v acu u m  w ells (F ig . 1).

2. In  th e  know ledge of p ressu re  d is tr ib u tio n  in  th e  en tire  seep ag e  system  
in v o lv in g  v acu u m  wells (F ig. 20), a th e o re tic a lly  ex ac t an a ly sis  o f  seepage 
p h en o m en a  becom es in c reasing ly  possib le , to g e th e r  w ith  th e  r a t io n a l  p e rfo rm 
ance o f in v es tig a tio n s  in to  th e  m odel law . F o r  designing a n d  c o n s tru c tio n  
p ra c tic e  a sc ien tifica lly  founded  a p p ro a c h  to  s im ila r problem s is p ro v id e d  b y  
th e se  s tu d ies.

3. R esearch  in to  th e  p ro p ertie s  o f  a ir  flow  in  g ran u la r m ed ia  c o n tr ib u te d  
on  th e  one h an d  to  a b e t te r  eng ineering  u n d e rs ta n d in g  of p ro b lem s inv o lv ed , 
on th e  o th e r  h an d  to th e  d ev e lo p m en t o f  q u a n t i ta t iv e  estim ates  on th e  q u a n ti ty  
o f a ir  d raw n  in to  th e  wells. The p o sitiv e  v e rif ic a tio n  of th e  a p p lic a b ili ty  o f th e  
flo w -n e t ap p ro ach  to  th e  m o tion  o f  a ir  in  g ra n u la r  m edia is co n sid e red  of 
fu n d a m e n ta l s ign ificance, as fa r  as b o th  th e o re tic a l, an d  p ra c tic a l re sea ich , 
as w ell as la b o ra to ry  p io b lem s o f m e a su re m e n t a re  concerned.

4. S tud ies in to  th e  concre te  e v a lu a tio n  o f  h y d ra u lic  re la tio n sh ip s  betw een  
a ir  in ta k e  developing  in  th e  d ew a te rin g  sy s te m , a n d  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s 
( te rra in  surface, side w alls an d  b o tto m  of th e  co n stru c tio n  p it ,  g ra v e l filte r  
a ro u n d  th e  well, u n ifo rm ity  of th e  soil, s p a tia l  d is tr ib u tio n  o f  so il m o istu re ) 
gave p ra c tic a l re su lts  (F igs 9, 10, 16, 17, 1 8 a—b , 2 2 a—b, 25b) p r im a r i ly  for 
designers an d  co n s tru c tio n  engineers.

5. R esu lts  o b ta in e d  b y  th e  s tu d y  o f co n d itio n s  occurring  in  th e  course 
of d ew ate rin g  w ith  a row  o f wells a t  one or b o th  sides of th e  c o n s tru c tio n  p it, 
p ro v id e  in fo rm atio n  on p rob lem s o f b o th  en g ineering  an d  econom ical c h a ra c te r . 
A m ple ev idence is av a ilab le  on th e  co n sid e rab le  in fluence o f p e rm e a b ili ty  on 
o p tim u m  well spacing  w ith in  a row  (F igs 4 — 7), on th e  ex ten sio n  o f  v acu u m  
a ro u n d  th e  wells (e.g. F igs 2 5 a—b) a n d  on th e  d e p th  to  w hich th e  c o n s tru c tio n  
p it  can  be  ex cav a ted .

6 . C onditions o f d ew ate rin g  e n c o u n te re d  in  non -un ifo rm  so ils p rov ide  
exam p les  o f adverse  c ircu m stan ces fo r d esig n ers’ p rac tice  (F igs 2 5 a —b , 26 
and  27).
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D IE  H Y D R A U L IS C H E N  V O R G Ä N G E  B E I D E R  G R U N D W A S S E R S E N K U N G  
D U R C H  V A K U U M B R U N N E N

G. ÖLLŐS

Z U SA M M E N FA SSU N G

Die A rb e it b e faß t sich m it den  g rund leg en d en  F ra g e n  d e r V a k u u m b ru n n e n -H y d ra u lik . 
N ach  D arste llu n g  des Z u sam m en h an g s zw ischen de r G ra v ita tio n s -  u n d  d e r V a k u u m h y d ra u lik , 
bzw . de r U n tersch iede  zw ischen ih n en , w ird  die P o te n tia lv e r te ilu n g  b e h a n d e lt , w elche sich 
in  dem  Sickerfeld  u m  die V a k u u m b ru n n en re ih e  ausb ild e t. D ie F o rsch u n g serg eb n isse  bezüglich  
d e r  E ig en h eiten  der L u ftb ew eg u n g  im  g ran u lö sen  B oden e rgeben  die th eo re tisch e  G rund lage  
fü r  die zah lenm äßige B estim m u n g  der in  d ie B ru n n en  ge lan g en d en  L u ftm en g e . B ei e in e r B ru n 
nen re ih e  e n tlan g  einer oder b e id e r S e iten  des B au g rab en s lie fe rt die B estim m u n g  d e r L u f t
u n d  de r W assers trö m u n g  zah lre iche  A n h a ltsp u n k te  fü r  d en  K o n s tru k te u r  (z. B . o p tim a le  
E n tfe rn u n g  zw ischen den B ru n n e n , A b te u fh a rk e it  des B au g rab en s). D ie E rgebn isse  fü r  E n t 
w ässerungsvorgänge  in  inhom ogenen  B ö d en  illustrieren  die F ä lle  u n g ü n s tig e r E n tw ässe ru n g .

PR O C ESSU S H Y D R A U L IQ U E S  D U  R A B A T T E M E N T  D U  N IV E A U  
P A R  P U IT S  À V ID E

G. ÖLLÖS

R É S U M É

L ’é tu d e  tra ite  des p rob lèm es fo n d a m e n ta u x  de l’h y d ra u liq u e  des p u its  à v ide. A près 
an a ly se  des ra p p o rts  e t  d ifférences e x is ta n t  en tre  l’h y d ra u liq u e  des p u its  f i l t r a n ts  e t  des p u its  
à  v id e , l ’a u te u r  é tu d ie  en d é ta il le m ode de la d is tr ib u tio n  p o ten tie lle  p ro d u ite  en  cas d ’un  
a b a issem en t p lus fo rt d an s  la  zone de f i l t r a tio n  de la  ran g ée  de  p u its  à vide. Les r é su lta ts  des 
rech erch es re la tiv es au  m o u v em e n t de l’a ir  dans les sols g ra n u le u x  fo u rn issen t u n e  b ase  th é 
o riq u e  au  calcul de la q u a n ti té  d 'a i r  p é n é tr a n t  dans les p u its .  E n  cas de ran g ées de  p u its  d is
posées su r u n  ou  su r deu x  cô tés de la  fouille, la  d é te rm in a tio n  d u  m ode d ’éco u lem en t de 
l’eau  e t  de l’a ir  offre de no m b reu ses don n ées u tiles au  c o n s tru c te u r  (d is tan ce  o p tim a le  e n tre  
les p u its , possib ilité  d ’en fo n cem en t de la  fouille, e tc  . . . ). Les ré su lta ts  re la tifs  a u  p rocessus 
d ’assèch em en t dans les sols inhom ogènes illu s tre n t les cas de  d ra in ag e  d é favorab les.

ГИДРАВЛИЧЕСКИЕ ПРОЦЕССЫ ПОГРУЖЕНИЯ УРОВНЯ ГРУНТОВЫХ 
ВОД ПРИ ПОМОЩИ ВАКУУМНЫХ КОЛОДЦЕВ

Г. ЭПЛЕШ

РЕЗЮМЕ
Работа занимается основными вопросами гидравлики вакуумных колодцев. Изла

гаются связи и отклонения между гравитационной гидравликой и гидравликой ваку
умных колодцев. После этого дается детальное описание образа распределения потен
циалов, формирующегося при значительном отсосе в фильтрационной области вокруг 
ряда вакуумных колодцев. Результаты исследований свойств движения воздуха в зер
нистом грунте дают теоретическую основу для числового определения количества воздуха, 
попадающего в колодец. В случае ряда колодцев, расположенных с одной или с обоих 
сторон траншеи, определение образа движения потоков воды и воздуха дает проектанту 
ряд исходных данных (например, оптимальное расстояние между колодцами, возможность 
устройства траншеи). Результаты, касающиеся процесса отсоса воды в ингомогенном 
грунте, иллюстрируют отрицательные случаи отвода воды.
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ELEKTRISCHER EINFLUSS 
AUF DIE RHEOLOGISCHEN EIGENSCHAFTEN 

WÄSSRIGER BENTONITDISPERSIONEN

J .  B A R N A  u n d  В . M A R SC H A LK Ó
FORSCHUNGSINSTITUT FÜR BERGBAU, BUDAPEST 

[E ingegangen  a m  17. M ai 1965]

An — d u rch  Scheren  b e a n sp ru c h te n  — B en to n itd isp e rs io n e n  w urden  d ie so e n ts te h e n 
d en  e lek trischen  E rsch e in u n g en  g e p rü ft  u n d  gem essen. Zw ischen Scher- u n d  e le k trisch e r 
S p an n u n g  b e s teh t e in e  entsch iedene B ezieh u n g , deren  G egenseitigke it besonders zw ischen  de r 
e lek trisch en  S p a n n u n g  u n d  der F ließ fe s tig k e it au ffa llen d  is t. D iese B eo b ach tu n g  b ie te t  die 
M öglichkeit, d u rch  e lek trisch e  E in flüsse  a u c h  den  W e rt de r F ließ festigkeit u n d  d e ren  th ix o 
tro p e n  W iederau fbaugeschw ind igkeit g a n z  b e d eu ten d  zu  beeinflussen . Die in  T ab e llen  u n d  
K u rv e n  zusam m en g efaß ten  u n d  b e ige leg ten  M eßw erte d ienen  zu r E rlä u te ru n g  de r E rsc h e in u n g .

1. E in le itu n g

W ie allgem ein  b e k a n n t, v e rh ä l t  sich je d e  B en to n itd isp e rs io n  als ein 
p lastisch e r S to ff m it  S tru k tu rv is k o s itä t  u n d  F ließ fe s tig k e it, k an n  also  an  einem  
Teil der F ließ k u rv e  als »B ingham «-K örper b e tr a c h te t  w erden.

N un k o n n te n  w ir ab er fe s ts te lle n , d aß  bei e lek tro ly ta rm en  D isp ersio n en  
n ic h t  n u r ih re  » S tru k tu rv isk o sitä t« , so n d ern  au c h  die F ließ festig k e it F u n k tio n  
d e r S chergeschw ind igkeit is t, u n d  zw ar n ic h t n u r  bei n ied rigen  S ch erg esch w in 
d ig k e iten , so n d ern  im  ganzen B ere ich e  d er F ließ k u rv e . E le k tro ly ta rm e  D isp e r
sionen  können  also  n ic h t als »B ingham «-K örper b e tra c h te t  w erden  [6 ].

Schon bei u n se ren  frü h eren  U n te rsu c h u n g e n  sind  uns die b e d e u te n d e n  
U n tersch iede  zw ischen  den th ix o tro p e n  A u fb au g eschw ind igke iten  d e r  e le k tro 
ly tre ich en  u n d  e le k tro ly ta rm e n  D isp ersio n en  aufgefallen .

W ir k o n n te n  dies an  D isp e rsio n en  von  B e n to n ite n  v e rsch ied en er H e r 
k u n f t  e indeu tig  fe s ts te llen . D a rü b e r  h ab en  w ir u n lä n g s t bere its  b e r ic h te t  [6 ].

E s w urde  d a ra u f  h ingew iesen , d aß  bei g leicher K o n z e n tra tio n  s ta rk  
an g ere ich erte r — also nahezu  a u s  re inem  M o n tm o rillo n it b e s te h e n d e n  — 
e le k tro ly ta rm e n  D ispersionen  d ie  Theologischen E ig en sch aften  (V isk o s itä t, 
F ließ festig k e it u sw .) einen a n n ä h e rn d  gleichen , vom  F u n d o r t u n a b h ä n g ig e n  
W e rt annehm en . D essen V o rb ed in g u n g  is t  ab e r — u n d  das is t  das w ese n tlic h e , 
zugleich  der G ru n d  der m eisten  F eh lfo lg e ru n g en  — , d aß  bei jed e r B e s tim m u n g  
im m er der E n d w e rt d er th ix o tro p e n  R eg en erie ru n g  ab g e w a rte t u n d  n u r  d ie se r 
in  B e tra c h t gezogen w erden darf.
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Solche M essungen s in d  ab er oft p ra k tis c h  u n d u rc h fü h rb a r , da  die th ix o 
tro p e  A u fb au g esch w in d ig k e it m eistens so gerin g  is t ,  daß  das E rre ic h e n  eines 
G ren zw ertes  oft au ch  W o ch en  in A n sp ruch  n eh m en  k an n . D ies h a t  u n s  v e r
a n la ß t ,  das W esen d e r  th ix o tro p e n  A u fb au g esch w in d ig k e it u n d  die M öglich
k e ite n  ih re r  B ee in flu ssu n g  zu  k lä ren , um  d ie  T h ix o tro p ie  den jew eiligen  p ra k 
t is c h e n  B edürfn issen  e n tsp re c h e n d  e in ste llen  zu  k ö n n en . In  e iner v o rh e rig en  
M itte ilu n g  [6] h ab en  w ir  es schon fe s tg e s te llt, d a ß  einer diesel E in flü sse  die 
sog . »Vorgeschichte« des G ru n d m a te ria ls  is t ,  d. h ., w ie oft u n d  b is zu  w elchem  
G ra d e  das G erüst d u rc h  S ch eru n g  schon a b g e b a u t w u rd e , wie groß die K r is ta ll
b ü n d e l  sind , die als B a u e le m e n te  des G erüstes d ien en , inw iew eit sie p o la r  u n d  
g ü n s tig  o rien tie rt w a re n  usw .

E s  is t daher n a h e lie g e n d  [13], ihre w e ite re  O rien tie ru n g  d u rc h  e lek trisch e  
E in w irk u n g en  zu b ee in flu ssen .

Anwendung des R heo-K ondensatorviskosim eters und die Meßmethode

U nsere d iesbezü g lich en  M essungen w u rd e n  ebenfalls m it R lieoviskosi- 
m e te r  n ach  Ma r s c h a l k Ó d u rch g e fü h rt [2 , 3, 4 ]. E in e r  der be iden  k o ax ia len  
Z y lin d e r , der sog. »M eß«-Zylindcr w urde vom  a n d e re n  e lek trisch  vo llkom m en  
iso lie r t  u n d  d ad u rch  a u c h  d en  e le k tro s ta tisc h e n  M essungen an g e p a ß t.

D er A p p a ra t in  d ie se r  A nordnung  e rm ö g lich te :
1. die M essung des K o n ta k tp o te n tia ls  zw ischen M eßzylinder u n d  D is

p e rs io n ;
2. K o n ta k tp o te n tia le rm itt lu n g  zw ischen d em  ro tie ren d en  Z y lin d e r u n d  

d e r  D ispersion ;
3. M essen des e le k tr isc h e n  W id e rs tan d es  zw ischen beiden  Z y lin d ern ;
4 . E rm ittlu n g  d e r  zw ischen  den S ch ich ten  d er D ispersion  im  ru h en d en  

Z u s ta n d e  a u f tre te n d e n  P o te n tia ld iffe re n z ;
5. wie ad  4., je d o c h  w äh ren d  der S ch e ru n g ; schließlich
6 . k o n n ten  die b e id en  k o n zen trisch en  Z y lin d e r auch  als E lek tro d en  

d ie n e n  u n d  m it aus ä u ß e re r  E nerg iequelle  s ta m m e n d e n  — belieb ig  regel- u n d  
m e ß b a re n  — L ad u n g en  v e rseh en  w erden , o d er a b e r  zur

7. Ä nderung  d e r  e lek tro m o to risch en  K ra f t  d u rch  schnellen  u n d  le ich t 
d u rc h fü h rb a re n  A u s ta u sc h  des M ateria ls d e r  Z y lin d e r bzw . d e ren  K o n ta k t-  
P o te n tia le .

A ll diese M essungen  k o n n te n  im  w eite ren  als F u n k tio n
a) dei S ch ergeschw ind igke it,
b) der S c h e rk ra ft,
c) d er Zeit

d u rc h g e fü h r t  u n d  z u r  se lb en  Z eit im m er a u c h  d e r  W ert der F ließ fe s tig k e it 
w eglos e rm itte lt  w erd en .
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D ie V orbed ingung  all d ieser M essungen  w ar, die M öglichkeit zu  sch affen , 
S chergeschw ind igkeiten  ü b e r 6 -t- 8 G rö ß en o rd n u n g en  h in d u rch  fo r t la u fe n d  zu 
ä n d e rn , zugleich  die S ch erk ra ftsw erte  ü b e r  4 -j- 6 G rö ß enordnungen  h in d u rc h  
m essen zu  k ö n n en , ohne ab e r die k o n z e n tr isc h e n  Z y linder u n d  d as  zw ischen 
ih n en  liegende M ateria l n u r  im  g erin g sten  zu  b e rü h ren  oder zu  e rs c h ü tte rn .

In  H in s ic h t a u f  die v e rh ä ltn ism ä ß ig  seh r geringen e lek trisch en  E n e rg ien  
k o n n te n  n u r  K om pensatio n sm essu n g en  in  F ra g e  kom m en. E s w u rd e  also  ein 
e lek tr isch e r K o m p en sa to r  dem  V isk o sim ete r angeschlossen.

H ie r  b e sch rän k en  w ir u ns b loß  a u f  d ie q u a lita tiv e  D a rs te llu n g  d e r  E r 
sch e in u n g , des Z usam m enhanges d er sie b ew irk en d en  U rsachen  im  R ah m en  
ein iger beso n d ers  au ffa llenden  u n d  c h a ra k te ris tisc h e n  M eßreihen.

D ie V erh ä ltn isse  q u a n ti ta t iv e r  A rt w erd en  n u r  o b erfläch lich  b e rü h r t ,  
ob zw ar au ch  in  d ieser H in s ich t ein gew isser F o r ts c h r i t t  e rzielt w u rd e .

Zu den U n te rsu ch u n g en  w urden  — fa lls  es n ic h t eigens b e to n t  is t  — im 
a llgem einen  5% -ige  w ässerige D ispersionen  v e rw en d e t, denn diese K o n z e n tra 
tio n  erw ies sich  als genügend hoch , u m  d ie m echan ischen  u n d  Theologischen 
K o n s ta n te n  zuverlässig  — m it k le in er S tre u u n g  — zu  m essen, u n d  a u c h  genug 
n ied rig , d aß  die M eßw erte u n d  K o n z e n tra tio n  als e in an d er p ro p o r tio n a l 
b e t ia c h te t  w e id en  können .

D ie H erste llungsw eise  d ieser D isp ersio n en  wollen w ir h ie r n ic h t  w e ite r 
b eh a n d e ln , da  das V erfah ren  in  frü h eren  A b h an d lu n g en  [1, 5] schon  e in g eh en d  
b esch rieb en  w urde .

2. M eßergebnisse

D ie U n te rsu ch u n g en  w u rd en  an  zah lre ich en  von  v ersch ied en en  F u n d o r
te n  s ta m m e n d e n  B en to n itd isp e rs io n en  m it  versch iedener »V orgeschichte« 
d u rc h g e fü h rt. Sie w aren  in  hohem  M aße d ia ly s ie rt, also e le k tro ly ta rm , m it 
seh r g eringer e lek trisch e r L e itfäh ig k e it u n d  sow eit als m öglich an  M o n tm o ril- 
lo n it an g e re ich e rt.

U n sere  Sch lußfo lgerungen  w ollen w ir n u n  — an  einigen d er v o lle n d e te n  
zah lre ichen  M eßreihen  — n ä h e r  e rö rte rn .

In  säm tlich en  nachfo lgenden  A b b ild u n g en  u n d  T abellen  w ird  d e r  W e rt 
d er F lie ß fe s tig k e it als F u n k tio n  des S chergeschw ind igkeitsgefälles u n d  d ie  zu r 
selben Z e it zw ischen den beiden  k o n z e n tr isc h e n  Z y lindern  des R h eo v isk o si- 
m eters  a u f tre te n d e  u n d  b es tim m te  e lek trisch e  P o ten tia ld iffe ren z  d a rg e s te llt .

A ls A bszisse d ien t in je d e r  A b b ild u n g  d as  S chergeschw ind igkeitsgefä lle  
(sec-1 ), w ä h le n d  als O rd in a te  links d er W e rt d e r  e lek trischen  P o te n tia ld iffe re n z  
in  M illivo lt, re c h ts  hingegen die S ch e rsp an n u n g  (F ließ festigkeit) in  d y n /c m 2 
d a rg e s te llt  w u rd e .

Im  B ild  1 u n d  T afel I  w erden  die M eßw erte  einer an  M o n tm o rillo n it 
an g ere ich erten  u n d  s ta rk  d ia ly s ie rten , 5 ,22% -igen  B en to n itd isp e rs io n  aus
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T afel I

No. Zr U nKal
— mV -f-

nKal U Zm 
+ mV -

Zm U Zr 
+ mV - /Мsec -1 n V  гDyn/cm2

T*
Dyn/cm2

Kurve IV Kurve V Kurve I - Kurve II Kurve III

l . 102,3 30 71,5 0,014 257,94 257,9

2. 56,5 45,4 9,3 0,077 266,84 271,3

3. 35 30 36,1 0,138 300,19 302,4

4. 21,9 26,6 -  4 ,2+ 0,307 322,43 329,1

5. 29,6 45,4 - 2 0 ,7 + 0,768 337,99 360,2

6. 22,1 41,1 - 1 8 ,0 + 1,429 333,54 373,6

7. 28,2 40,9 -1 2 ,2  + 3,07 328,65 378,0

8. 51,0 43 -  8,0 + 6,14 295,74 373,6

9. 80,5 52 30 9,22 240,6 340,2

10. 100,0 61,7 43,8 13,83 211,24 315,08

r =  S c h e rsp an n u n g
Тй =  F lie ß fe s tig k e it
m =  Schergeschw indigkeitsgefälle
и =  E le k t. P o te n tia ld iffe re n z
K al. n. =  N o rm a l K a lom elelek trode
Zm =  M eß zy lin d er
Zr =  R o tie re n d e r  Z ylinder
mV =  M illivo lt

K o ld u  (U ngarn) zu sam m en g e faß t. Die K u rv e  I  ze ig t die elek trische P o te n t ia l 
d iffe ren z , K urve  I I  d ie F ließ festig k e it, w ä h re n d  K u rv e  I I I  die gesam te  S c h e r
sp a n n u n g . S äm tliche  w erd en  als F u n k tio n  v o n  v e rh ä ltn ism äß ig  g e ringen  
S cliergesch w in d ig k e itsg efä llen  dargeste llt. K u rv e n  IV  u n d  У geben die P o te n 
tia ld iffe re n z  zw ischen d em  ro tie renden  bzw . d e m  M eßzylinder u n d  e in e r m it 
d e r  in  d er M eßspalte  b e fin d lich en  D ispersion in  B e rü h ru n g  stehenden  N o rm a l
e le k tro d e . Die a lg eb ra isch e  Sum m e der e in ze ln en  W erte  der K u rv e n  IV  
u n d  Y  erg ib t also die W e rte  der K urve  I.

B ei e infachem  B e tra c h te n  der K u rv en  I  u n d  I I  im  B ild 1 w ird  d e r Z u sa m 
m e n h a n g  sofort a u ffa lle n d  (K u rv e  I  is t n a h e z u  e in  Spiegelbild d er K u rv e  I I ) .

Im  B ild 2 u n d  T a fe l I I  w erden gleichfalls ob ige , jed o ch  an e iner an  M ont- 
m o rillo n it an g ere ich erten  5% -igen W y o m in gd ispersion  gem essenen W e rte  d a r 
g e s te llt . D er Z u sa m m e n h a n g  zwischen b e id en  K u rv e n  is t auch h ie r o ffen s ich t
lic h , doch zeigt die P o la r i tä t  der K iis ta llk o m p le x e  (Mizelle) eine en tg eg en g e
s e tz te  L adung  (K u rv e  I  lä u f t  ganz äh n lich  w ie K u rv e  I I ) .

B ild  3 und  T afe l I I I  en tsp rechen  dem  B ild  2 , die D ispersion w u rd e  ab e r 
m i t  e inem  höheren  S chergeschw ind igke itsgefä lle  a b g e b a u t, wobei die P o la r i tä t  
d e r  M izellen e n tg eg en g ese tz te  L adung  a n n im t.
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T a fe l I I

No. f  (t) sec-1 Zm UZr 
-  mV + Dyn/cm*

T
Dyn/cm*

Kurve I Kurve II Kurve III

l . 0,0017 342,0 73,38 73,4
2. 0,0034 356,2 122,3 122,3
3. 0,0101 362,3 131,19 135,6
4. 0,0171 366,1 120,08 146,8

5. 0,0522 370,0 122,30 153,4
6. 0,1383 376,2 128,97 171,2

7. 0,1705 377,6 124,52 173,4
8. 0,3380 381,0 115,63 184,6

9. 0,4778 382,7 122,30 186,8

B ild  4 u n d  T afe l IV  zeigen ebenfa lls die S cherw erte  derselben an g e re ich e r
te n , e le k tro ly ta rm e n  5% -igen  W yom in g d isp ersio n  sowie — im  s te ig en d en  u n d  
s in kenden  Zweige — den  a llm äh lich en  A b- u n d  th ix o tro p e n  A u fb a u  des 
G erüstes, jed o ch  im  ganz b re iten  B ere ich  des S chergeschw ind igkeitsgefä lles, 
ganz b is zum  vo llkom m enen  A b b au  des G erü s tes  u n d  der S tru k tu r .

Alle b ish er e rw ä h n te n  B ilder u n d  T afe ln  geben M eßergebnisse e in iger 
D ispersionen  an , d e ren  W erte  m it dem  — schon  e rw äh n ten  — R h eo v isk o si- 
in e te r  gem essen, dessen ko n zen trisch e  Z y lin d e r jed o ch  aus genau  dem selben  
M ate ria l h e rg es te llt w urden . E s k an n  d a h e r  von  e iner P o te n tia ld iffe re n z  
— infolge versch ied en  großer P o te n tia lsp rü n g e  an  den E lek tro d en  — keine 
R ede  sein. T io tz d e m  k o n n te n  w ir — wie gezeig t — an  den D ispersionen  der 
von v e rsc h ie d e n s te n  F u n d o rte n  s ta m m e n d e n  M ontm orillon ite  be i Scherbe-

T a fe l I I I

No. f (t) sec“ 1 Zm UZr 
-  mV + Dyn/cm*

Kurve I Kurve II

l . 0,678 + 3 5 ,3 - 197,94
2. 10,99 86,2 131,96
3. 28,50 103,4 120,96
4. 69,22 99,1 120,96
5. 108,57 103,4 107,77
6. 217,15 109,5 96,77
7. 339,3 117,2 83,57
8. 685,38 120,7 83,57
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UmZ V dyn/cm2
220

200

180

160

140

120

100

80

60

1 2 3 4  5 6 7 8  101 2 3 4  5 6 7 8  102 2 3 4  5 6 7 8  103
f(T)sec~1

Bild 3

a n sp ru ch u n g  zw ischen den  einzelnen S ch ich ten  elek trische P o te n tia ld iffe re n z  
n achw eisen , deren  G rö ß en o rd n u n g  d er »V orgeschichte« des M a te ria ls , ih re  
R ic h tu n g  d er u rsp rü n g lich en  oder d er d u rc h  S ch eru n g  e n ts ta n d e n e n  O r ie n ta 
tio n  p ro p o rtio n a l hzw . m it ih r  in gew issem  Z u sam m enhänge  ist.

A u f G rund  d ieser T a tsach en  is t es w o h l naheliegend , d aß  a u c h  u m g e
k e h r t :  eine zu g efü h rte  e lek trische  P o te n tia ld iffe re n z  auch die m ech an isch en  
E ig en sch aften  d er D ispersion  beeinflussen  m u ß  u n d  dadurch  w a h rsc h e in lic h  
au ch  die T h ix o tro p ie  u n d  deren G esch w in d ig k e it [11]. W ir h aben  n u n  u n se re  
U n te rsu ch u n g en  w e ite rh in  in  d ieser R ic h tu n g  fo rtg ese tz t. An H a n d  e in iger
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Tafel IV

No. /(*) u T<5 T
sec “ 1 — mV + Dyn, cm3 Dyn/cm2

Kurve I Kurve II Kurve III

l . 0,04 120 27,49 27,49
2. 0,41 126 47,29 47,29

3. 1,09 120 48,39 58,28

4. 4,07 127 50,59 84,68
5. 10,86 132 50,59 93,47
6. 33,93 136 52,79 141,86

7. 115,36 138 52,79 205,64

8. 325,73 142 50,59 295,82

9. 827,89 143 43,99 401,39
10. 1221,48 145 43,99 457,47

11. 2062,94 145 43,99 607,03
12. 5985,25 151 35,19 1013,92

13. 10192,57 155 26,39 1249,25

14. 14250,60 163 39,59 1451,59
15. 28365,48 169 50,59 2001,44

16. 38408,76 190 241,93 2419,33

17. 25379,64 186 294,72 2199,39
18. 14318,46 173 248,53 1609,95

19. 10640,45 165 351,90 1407,61

20. 5930,96 163 281,52 1090,90
21. 2347,96 159 158,36 897,35
22. 1235,05 154 114,37 659,82

23. 868,61 150 114,37 563,04

24. 298,58 148 109,97 415,68

25. 115,36 147 101,17 318,91
26. 54,29 147 94,57 260,63

27. 10,88 147 83,58 171,55

28, 4,07 147 82,48 118,77

29. 1,09 146,6 82,48 82,48

30. 0,41 140,6 75,88 75,88

31. 0,04 146,6 75,88 75,88

b e so n d e rs  ausgew äh lte r B eisp iele m öch ten  w ir  n ach steh en d  einen  B e itra g  
h ie rz u  liefern .

D a  es sich ab er o ffensich tlich  um  eine W echselw irkung  h a n d e lt, w ollen 
w ir  n u n  im  w eiteren  die W irk u n g  einer e le k tr isc h e n  P o ten tia ld iffe ren z  a u f  die 
G e s ta l tu n g  der m ech an isch en  W erte  der D isp e rs io n en  behandeln .
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Als erstes w urde  die Z u fu h r ä u ß e re r  — n ic h t  von  den  D isp ersio n en  selbst 
s ta m m e n d e n  — e lek trisch e r E nerg ie  d e ra r t  ge lö st, d aß  w ir beim  R h eov iskosi- 
m e te r  die beiden  k o n zen trisch en  Z y lin d er au s  v o n e in an d er v e rsch ied en en  
M eta llen  an fe rtig ten . D a die Z y lin d er die R o lle  e in an d er g eg en ü b erg este llte r 
E le k tro d e n  spielen, k a n n  die P o te n tia ld iffe re n z  zw ischen ihnen  d u rc h  e n t
sp rechende  A usw ahl d er M etalle  bzgl. des an  d en  B erü h ru n g sfläch en  sich  b il
d en d en  elek trochem ischen  P o te n tia lsp ru n g e s  in  b ed eu ten d em  M aße g eän d e rt 
bzw . versch ied en  e in g este llt w erden .

Im  R ild  5 u n d  T afe l У  is t d ieser E in f lu ß  g u t ersich tlich . D ie h ie r  v e r
w en d e te  D ispersion is t  in  je d e r  H in s ic h t id e n tisc h  m it der im  B ild  4 , d e r  e in
zige U n te rsch ied  is t, d aß  de i eine k o n zen tr isch e  Z y linder (der M eßzy linder) 
aus ro stfre iem  S tah l (P o te n tia lsp ru n g  —0,205 V , bezogen a u f  n . K alom el- 
E lek tro d e ), d er an d ere  (d er R o ta tio n sz y lin d e r)  hingegen aus v e rg o ld e tem  
K u p fe i (P o te n tia lsp ru n g  — 0,105 Y , bezogen  a u f  n . K a lo m el-E lek tro d e) 
b e s ta n d .

W enn  w ir n u n  die W erte  d er be iden  M eßreihen  m ite in an d e r v erg le ich en , 
fä ll t  d er große U n te rsch ied  so fo rt auf. D ie P o te n tia ld iffe re n z  im  B ild  4 s ta m m t 
aussch ließ lich  von  den m echan ischen  K rä f te n  d e r D ispersion. Z w ischen  der 
F ließ fes tig k e it u n d  d er e lek trisch en  S p an n u n g  k a n n  bis zu e in em  S cher
geschw indigkeitsgefälle  v o n  e tw a 10 000 sec-1  ein  deu tlich er Z u sam m en h an g  
fes tg e s te llt w erden . (D ie be i höheren  S chergeschw ind igkeiten  p lö tz lic h  m it 
h o h en  W erten  erscheinende S ch e rk ra ft is t n ic h t  m eh r die Folge e lek tr isch e r 
E in w irk u n g en , sondern  eines aus frü h eren  M itte ilu n g en  [6] schon  b e k a n n te n  
m echan ischen  A bbaus u n d  O rien ta tio n sw ech se ls  d er M izellen.)

N un  m uß  ab er d a ra u f  hingew iesen w erd en , d aß  die e le k tr isc h e  E in 
w irk u n g  in  e rs te r R eihe m it  der F ließ fe s tig k e it u n d  n u r  in d ire k t m it  der 
gesam ten  S ch erk ra ft im  V erh ä ltn is  s te h t , w ie das auch  d u rch  K u rv e  I I I
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Tafel V

No. f ( r ) Zm UZr T Ô T
sec 1 — mV + Dyn/cm2 Dyn/cm*

Kurve I Kurve II

l . 0,018 46,5 91,91 91,9

2. 0,182 57,4 253,32 253,3

3. 0,753 67,4 293,67 293,7

4. 2,723 69,9 280,22 311,6

5. 7,987 74,6 269,01 369,9

6. 27,228 75,3 224,18 414,7

7. 79,870 74,2 179,34 479,7

8. 235,976 73,8 156,92 612,0

9. 526,408 71,8 112,09 730,8

10. 816,84 66,0 89,67 865,3

11. 1424,9 66,6 89,67 1067,1

12. 4175,0 61,2 112,09 1714,9

13. 6897,8 55,5 100,88 2201,4

14. 12343,4 2 2 -6 5 112,09 2999,5

15. 19967,2 2 2 -6 5 33,63 2999,5

16. 28317,1 2 2 -6 5 44,84 3721,3

17. 36667,1 2 2 -6 5 168,13 4158,5

18. 27863,3 2 2 -6 5 235,38 3378,8

19. 20511,8 1 7 -3 8 123,30 2634,1

20. 13886,3 47,0 145,71 2089,3

21. 7260,8 55,8 145,71 1414,2

22. 4265,7 58,0 156,92 1114,2

23. 1751,7 60,4 89,67 654,6

24. 798,69 65,0 78,46 470,8

25. 553,64 66,8 78,46 410,2

26. 168,81 68,8 73,98 322,8

27. 81,68 70,6 71,74 246,6

28. 31,766 73,2 134,51 240,6

29. 7,261 75,4 190,55 235,4

30. 2,723 75,7 224,18 230,9

31. 0,726 77,0 262,29 262,3
32. 0,272 78,2 281,22 280,2

33. 0,027 79,3 286,95 286,9

( im  B ild  4) b e s tä tig t w ird , d ie  e inen  Teil des an s te ig en d en  u n d  des s in k en d en  
Z w eiges d e r  gesam ten S c h e rk ra f t  d a rs te llt, die a b e r  — wie e rsich tlich  — v o n  dem  
V e r la u f  d e r K urven  I  u n d  I I  w esen tlich  ab w e ic h t.
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G anz anders s te llen  sich  die W erte  im  B ild  5. D er P o te n tia ls p ru n g  an 
d e r  B e rü h ru n g ss te lle  G o ld k u p fe rzy lin d e r-D isp ers io n , o r ie n tie rt d ie  M izellen 
des m it g eringer S ch e rg esch w in d ig k e it a b g e b a u te n  G erüstes so sch n e ll, daß  
die G eschw ind igkeit des th ix o tro p e n  W ie d e ra u fb a u e s  größer is t  a ls d ie  A b b a u 
gesch w in d ig k e it. D ah e r ste igen  die W e rte  d e r F ließ festig k e it b e i geringen  
S ch e rg esch w in d ig k e iten  an fan g s an . B ei e tw a s  höherem  G esch w in d ig k e its 
gefä lle  s te l l t  sich G leichgew icht ein , u n d  e rs t  n a c h h e r  erfolgt ein A b b a u , jed o ch  
b e i b e d e u te n d  höheren  S ch erg esch w in d ig k e iten  als im  B ild 4.

B ei Schergeschw ind igkeitsw erten  von  ü b e r  10 000 sec-1  e rsc h e in t au c h  h ier, 
w enn  au c h  in  geringerem  M aße, das A n ste ig en  d er F lie ß fe s tig k e it, d as  ab e r 
au c h  h ie r  eine schon b e k a n n te  F o lge d er m echan ischen  E in flü sse  u n d  n ic h t  
d e r  e lek trisch en  O rie n ta tio n  is t . Ä h n lich  is t  das V erhalten  — je d o c h  im  e n t
g eg en g ese tz ten  S inne — im  s in k e n d e n  Zweige.

A u f diese W eise e rfo lg ten  au ch  w e ite ie  M essungen an  v e rsch ied en en  
e le k tro ly ta rm e n  B e n to n itd isp e rs io n e n , w obei zw ecks H erste llu n g  v e rsch ied en  
g ro ß er e lek trisch e r P o te n tia ld iffe re n ze n  Z y lin d e r aus Z ink, K u p fe r , N ickel 
u sw . v e rw e n d e t w u rd en . D ie E rg eb n isse  w aren  dem  W esen n a c h  d en  schon 
m itg e te il te n  ganz äh n lich .

Im  w eite ren  w urde  an  beiden  k o n zen trisch en  Z y lindern , die a ls E le k tro 
den  v e rw e n d e t w u rd en , eine von  e iner ä u ß e ren  E nerg iequelle  — G alv an - 
E le m e n t — stam m en d e  P o ten tia ld iffe ren z  an g e leg t, n a tü rlic h  w e it u n te r  d er 
Z e rse tzu n g ssp an n u n g  des W assers.

D ie E rgebn isse  d ieser M essungen h ab en  unsere  E rw a rtu n g e n , d em  v o rh e r  
G esag ten  en tsp rech en d , in  jed em  F a lle  b e s tä t ig t .  W ir haben  au ch  h ie r  e inen  
gew issen Z u sam m en h an g  zw ischen dem  W erte  der P o ten tia ld iffe ren z  u n d  der 
F lie ß fe s tig k e it b e o b a c h te t [11].

U m  den V ergleich  m it den v o rh e rig en  B ildern  zu e rle ic h te rn , w ollen 
w ir h ie r  ebenfalls die an  e in er an g ere ich erten  u n d  d ia ly sie rten  5 % ig en  W y o m in g - 
B en to n itd isp e rs io n  gem essenen W erte  v o rfü h re n . Es is t e rs ich tlich , d a ß  bei 
E rh ö h u n g  der e lek trisch en  P o te n tia ld iffe re n z  m it äu ß erer E n e rg ieq u e lle  
(B ild  7, K u rv e  I bei 125 sec-1 ), der A b b au  des G erüstes infolge S ch e ru n g  e rh ö h t, 
o d e r w as d am it g le ich b ed eu ten d  is t , die G eschw ind igkeit des th ix o tro p e n  
W ied e rau fb au es  v e im in d e r t  w ird . D a d u rc h  w ird  auch  der A nstieg  des W e r
te s  d e r F ließ festig k e it w esen tlich  v e rm in d e rt. D as geringfügige A n ste ig en  bei 
h öheren  Schergeschw ind igkeiten  w ird  n u n  w ied eru m  durch  den  schon  b e k a n n 
te n  m echan isch  b ew irk ten  U m b au  des G erüstes erz ie lt, der ab e r im V e rh ä lt-  
n is zu den  s ta rk en  e lek trisch en  E in w irk u n g en  n u r  m it geringeren W e rte n  zu r 
G e ltu n g  kom m en k an n .

D agegen  w ird  d er m echan isch  b ew irk te  A b b au  des G erüstes d u rc h  V er
r in g e ru n g , oder ab er d u rch  E rh ö h e n  m it en tgegengese tz tem  V o rze ich en  d e r 
P o tcn tia ld iffe ren z  (B ild 6 , K u rv e  I , 250 sec" *), v e rlan g sam t bzw . die G esch w in 
d ig k e it des W iederau fbaues e rh ö h t.
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Tafel VI

No. /( d Zm UZr TÔ T
s e c - 1 (-)mV(+ ) dyn/cm2 dyn/cm2

Kurve I Kurve II

l, 0,018 - 2 5 ,3 + 85,18 85,18
2. 0,181 33,4 107,60 107,60
3. 0,798 38,3 155,44 154,70
4. 2,72 41,7 112,09 152,44
5. 7,98 42,5 89,67 172,6
6. 27,23 44,0 89,67 228,7
7. 79,97 44,4 78,46 284,7
8. 254,13 45,9 78,46 374,4
9. 453,8 1550,0 728,57 1963,8

10. 689,77 1550,0 773,41 1869,6
11. 816,84 1548,0 1345,05 1869,6
12. 1143,57 1545,0 1457,14 1988,4
13. 3494,26 1544,0 1885,32 2712,5
14. 6807,0 1542,0 3125,01 4136,0
15. 10528,16 1540,0 2750,64 4801,8
16. 18152,0 1428,8 3481,45 6164,8
17. 27228,0 1426,8 3586,81 7173,6

Diese E in w iik u n g  k a n n  d an n  durch  w eite re  E rh ö h u n g  der en tg eg en g ese tz t 
g e r ic h te te n  e lek trisch en  L a d u n g  sow eit g e s te ig e rt w erd en , daß der k o n tin u ie r 
lich e  A bb au  des G e rü s te s , so g a r hei b e d e u te n d e r E rh ö h u n g  des S chergeschw in
d igkeitsgefä lles, zum  S te h e n  g eb rach t w ird , d ie  F ließ fe s tig k e it w ird  also n ic h t

U m / г  dyn/cm*
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10~1 2 3 4 6810° 2 3 4 6 8 101 2 34  68102 2 3 4  6 8Ю3 2 3 4 68104 2 3 4 68105
f (T )  s e c - 1

Bild 7

geringer, im  G eg en te il, sie s te ig t b e d e u te n d  an . M it an d eren  W o r te n : die 
G eschw indigkeit des th ix o tro p e n  W ied erau fb au es  is t h ö h er als d ie  A b b a u 
geschw ind igkeit infolge m ech an isch er S cherung .

T afel V II

N o. f  M Zm  U Z r T<5
sec-1 — m V  -f- liyn /cm *

K u rv e  I K u rv e  I I

1. 0,027 85,8 79,18
2. 0,27 87,0 116,57
3. 2,71 76,1 125,37
4. 7,06 81,3 116,57
5. 12,49 86,7 109,97
6 . 31,22 89,3 98,97

7. 69,22 91,2 87,98

8. 123,51 90,0 87,98

9. 244,3 +  1 5 0 9 ,0 - 98,97
10. 343,37 1507,6 109,97

11. 665,03 1506,8 114,37
12. 1248,62 1505,8 131,96

13. 2171,52 1504,7 153,96
14. 5835,96 1504,0 153,96

15. 10450,4 1502,6 153,96
16. 21715,2 1501,4 153,96

17. 31894,2 1500,8 182,55
18. 40444,6 1499,6 171,55

19. 54423,7 1498,6 158,36
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D u rch  en tsp re c h e n d e  E in s te llu n g  u n d  r ic h tig e  A usw ah l der R ic h tu n g  
d e r  e lek trisch en  L a d u n g  k a n n  je d e r  Z w isch en zu stan d  e in g es te llt w erden . B ilder 
6 , 7 u n d  Tafeln V I, V I I  ze igen  dies e in d eu tig .

B ild  8 und  auch  T a fe l V I I I  zeigen die F lie ß fe s tig k e it e iner 5% -igen  W yo
m in g -D isp ersio n  als F u n k t io n  der Zeit — im  w esen tlich en  also die th ix o 
t r o p e  W ied e rau fb au g esch w in d ig k e it — im  R u h e z u s tä n d e  des S toffes, jed o ch  
u n te r  s tän d ig e r B e la s tu n g , zw ischen dem  au s g leichem  M etall b esteh en d en  
Z y lin d e rp a a r  des V isk o s im e te rs , u n d  ohne jeg lich e  e lek tr isch e  E in w irk u n g  (sie
h e  K u rv e  II).

K u rv e  Ia  zeigt d as  V e rh a lte n  desselben S to ffes  u n te r  iden tisch en  B ed in 
g u n g e n , jedoch  is t d e r e in e  Z y lin d er aus v e rg o ld e te m  K upfer. H ier w irk t also 
in  e in e m  gewissen M aße a u c h  schon ein e le k tr isc h e r  E in flu ß  [11, 12].

Schließlich sind  d ie  B ed ingungen  von K u rv e  Ib  w ieder ganz id en tisch  
m it  d en en  der K u rv e  I a ,  d ie  W ertb es tim m u n g  erfo lg te  ab e r bei e iner u m  
10 °C niedrigeren  T e m p e ra tu r .

K u rv e n  I  u n d  I I  im  B ild  9 als auch T afe l I X  zeigen M eßw erte u n te r  ganz 
d e n se lb e n  B edingungen  w ie d ie  K urven  I  u n d  I I  im  B ild  8 , jedoch  an  einer 
D isp e rs io n  von B e n to n it a u s  K o ldu  (U ngarn). B ild  10 u n d  T afe l X  geben  die
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F lie ß fe s tig k e it—Z eit-K u rv e  e in e r  5% -igen  B en to n itd isp e rs io n  aus W yom ing  
(U SA ) w äh ren d  des A bbaus m it  k le in e r S chergescbw ind igkeit v o n  10 sec-1 , 
n a c h  28 M inu ten  w urde d ann  d e r  Z w ischenraum  d e r  Z y lin d er u n te r  1550 M illi
v o lt  S p an n u n g  g esetz t.

W ie groß d er E in flu ß  e in e r  so lchen E in w irk u n g  a u f  die th ix o tro p e  A u f
bau g esch w in d ig k e it is t, geh t h e rv o r , w enn w ir b e a c h te n , d a ß  eine a n n ä h e rn d  
äh n lich e  Ä n d eru n g  der F ließ fe s tig k e it ohne e lek trische  E in w irk u n g  (siehe 
B ild e r 8 u n d  9) S tu n d en , im  B ild  10 ab er n u r  S ekunden  b e n ö tig t. D e r A nstieg  
d e r  G eschw ind igkeit e rre ich t a lso  n ah ezu  v ie r G rößenordnungen .

T a fe l V III

No. Au/Fe
Dyn/cm*

Fe/Fe 
Tg Dyn/cm*

h Kurve I.a Kurve I.b h Kurve II

l . 0 85,77 80,0 0 86,64
2. 9 36,27 60,0 6 63,23
3. 23 93,12 60,0 23 147,53
4. 46 196,04 92,0 46 133,48
5. 70 245,05 130,0 70 145,19
6. 96 502,35 135,0 96 161,58

7. 121 438,64 140,0 121 161,58
8. 140 546,46 170,0 140 168,60

9. 164 656,73 150,0 164 168,60
10. 188 732,70 150,0 188 168,60

11. 212 666,54 140,0 212 142,85
12. 236 700,84 173,0 236 168,60

13. 260 708,19 180,0 260 175,63
14. 310 791,51 170,0 310 166,26
15. 331 686,14 170,0 331 166,26
16. 356 686,14

17. 381 833,17

h — Z e it in  S tu n d en
A u /F e  =  R o tie re n d e r Z y lin d e r au s  verg o ld e tem  K u p fe r, M eßzy linder au s  ro s tfre ie m  

S ta h l, U =  ОД V.
F e /F e  =  B eide Z ylinder a u s  ro s tfre ie m  S tah l, U =  0
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T afel IX 129

h
A u /F e

F e /F e

No. Au/Fe
Dyn/cm*

Fe/Fe Тд
Dyn/cm*

h Kurve I h Kurve II

l . 0 465,60 0 30,20
2. 11 210,70 6 39,81
3. 29 245,05 22 62,06
4. 48 396,98 48 88,99
5. 98 632,23 70 110,06
6. 120 605,27 93 133,48
7. 144 531,76 117 161,58
8. 141 194,36
9. 165 194,36

10. 190 220,12
11. 217 201,39
12. 238 206,07
13. 284 227,15
14. 309 227,00
15. 334 250,57
16. 357 238,86

=  Z eit in  S tu n d e n
=  R o tie ren d er Z y linder au s  v e rg o ld e te m  K u p fe r 1 P o te n tia ld if fe re n z  

M eßzylinder au s  ro s tfre iem  S ta h l J U — 0 ,10 V.
=  B eide Z y lin d er aus ro s tfre ie m  S ta h l, U =  О

Tafel X

No. Min. Zm UZr 
mV Dyn/cm*

■f Kurve I — Kurve II

l . 0 21,00 410
2. 5 13,80 415
3. 10 8,80 385
4. 15 3,50 345
5. 20 3,50 260
6. 27 1455,60 250
7. 30 1455,00 1200
8. 35 1453,20 1275
9. 40 1453,40 1290

10. 45 1452,40 1270
11. 50 1451,00 1260
12. 55 1449,60 1270
13. 60 1448,00 1270
14. 65 1448,80 1270
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S ch luß fo lgerungen

A ls Z u sam m en fassu n g  des b isher G esag ten  k a n n  festg este llt w erden , d aß
1. w enn B en to n itd isp e rs io n en  m it h o h em  elek trisch em  in n erem  W id e r

s ta n d  m echan ischer S ch e ru n g  ausgese tz t s in d , zw ischen  den gescherten  F lächen  
e lek tr isch e  S p an n u n g sd iffe ren z  nachgew iesen  w erd en  k a n n ;

2. zw ischen d e r  S ch ersp an n u n g  u n d  d er e lek trisch en  S pannungsd ifferenz  
d e r  einzelnen  S ch ich ten  eine  b estim m te  B ez ieh u n g  b e s te h t, die a b e r au ch  von  
ä u ß e re n  U m stän d en  u n d  E in w irk u n g en  a b h än g ig  is t.

3. E s m uß  b eso n d e rs  hervo rgehoben  w erd en , d aß  diese B eziehung  p r im ä r  
n u r  zw ischen den beiden Spannungen  (m echan ische  u n d  elek trische) u n d  n ic h t 
zw ischen  der Schergeschwindigkeit u n d  d e r e lek trisch en  S p an n u n g  b e s te h t. 
D ie  S chergeschw ind igke it sp ie lt h ier n u r  eine in d ire k te  Rolle, in d em  sie n u r  
d ie S ch ersp an n u n g  b e e in f lu ß t.

H ie r  is t ab e r zu  b em erk en , daß  w enn  v o n  e in er B eziehung  zw ischen 
S ch e rsp an n u n g  u n d  P o ten z ia ld iffe ren z  die R e d e  is t ,  n ich t die u n m itte lb a r  
gem essene gesam te  S ch ersp an n u n g , so n d ern  in  e rs te r  L inie n u r  die F lie ß 
fe s tig k e it  gem ein t w e rd en  d a rf. In  dieser H in s ic h t m u ß  näm lich  im m er zw ischen 
d em  von  der F lie ß fe s tig k e it s tam m en d en  u n d  dem  zu r Ü berw indung  des R e i
b u n g sw id e rs tan d es  b e n ö tig te n  A nteil d er S ch e rsp an n u n g  u n te rsch ied en  w e r
d e n ; wo e rs te re r e ine p r im ä re , der zw eite a b e r  in  B eziehung  zur e lek trisch en  
S p an n u n g sd iffe ren z  b lo ß  u n te rg e o rd n e te  R o lle  sp ie lt.

4 . D em en tsp rech en d  v e rlä u ft in  den v o rg e fü h rte n  A bb ildungen  d ie 
K u rv e  d er F lie ß fe s tig k e it m it der der e lek tr isch en  P o ten tia ld iffe ren z  ganz  
ä h n lic h  oder b ild e t d as  Spiegelbild  d er a n d e re n , je  n ach d em  ob die e inzelnen  
K ris ta llk o m p le x e  p o s it iv  o d e r n eg a tiv  g eladen  sin d .

D ies b e s tä t ig t  u n te r  anderen  au ch  die B eo b ach tu n g , d aß  im  R u h e 
z u s tä n d e  — d. h . b e i S chergeschw ind igke it =  0 — zw ischen den  einzelnen  
S ch ich ten  einer u n te r  B e la s tu n g  s teh en d en  D isp ersio n  auch  noch  eine e le k tr i
sche  P o te n tia ld iffe re n z  b e s te h t , die einen  m it  d e r  m echan ischen  S p a n n u n g  in  
Z u sa m m e n h a n g  s te h e n d e n  k o n s ta n te n  W e rt a n n im m t.

5. W ir k o n n te n  u n s n ic h t  überzeugen , ob n a c h  V erschw inden  d e r  m e c h a 
n isc h e n  S p an n u n g  a u c h  d ie  e lek trische S p an n u n g sd iffe ren z  gleich N u ll w ird , 
d a  ja  sow ohl die m ech an isch e  als w ahrsch e in lich  au c h  die e lek trische  S p an n u n g  
sich  v o n  S ch ich t zu  S c h ic h t än d e rt. W ir k ö n n e n  fo lg lich  n u r  die D u rc h s c h n itts 
w e rte  v erläß lich  m essen , die M essung von  S ch ich t zu Schich t k a n n  a u f  die 
m itg e te ilte  W eise n ic h t  erfo lgen. Bei e n tsp re c h e n d e r  R egelung  d er S ch er
g esch w ind igke it k o n n te  jed o ch  im m er ein  so lch er W ert e in g este llt w erd en , 
b e i dem  die e lek trisch e  S p an n u n g sd iffe ren z  g le ich  N u ll w urde. D er M itte lw e rt 
d e r  S ch ersp an n u n g  w a r  so d an n  in jed em  F a lle  eben fa lls  n ahezu  N ull.

6 . D er Z u sa m m e n h a n g  zw ischen P o te n tia ld iffe re n z  u n d  F lie ß fe s tig k e it 
d e r  üb rigens auch  F u n k t io n  m ehrerer ä u ß e re r  N ebene inw irkungen  (m echan i-
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sehe W ärm e Z eit usw .) is t, k o n n te  jed o ch  b ish e r zah lenm äßig  n o c h  n ic h t 
g e k lä r t  w erden.

S äm tliche  B eo b ach tu n g en  s ind  ü b rig en s n a tü r lic h e  Folgen d e r  P o la r i tä t  
d e r d ie  D ispersion b ildenden  M olekü lkom plexe  [11, 12, 13].

7. D a es sich ab e r zw ischen d e r  m ech an isch en  S ch ersp an n u n g  u n d  den 
e lek trisch en  E rscheinungen  um  eine gegenseitige  E in w irk u n g  h a n d e lt ,  m üssen  
die v o n  außen  w irk en d en  e lek trisch en  E n e rg ien  au ch  im  W erte  d e r F lie ß fe s tig 
k e it  e in e  Ä nderung  v eru rsach en . D iese G egense itigke it k o n n te  e x p e rim e n te ll 
b e s tä t ig t  w erden.

E in e  d e ra rtig e  E in w irk u n g  k a n n  in  ih rem  E n d erg eb n is  auch  als Ä n d e ru n g  
d e r  th ix o tro p e n  A u fb au g esch w in d ig k e it au fg e fa ß t w erden , u n d  d a d u rc h  is t

8 . auch a u f  diese W eise eine M ög lichkeit d e r B eein flussung  d e r  th ix o 
tro p e n  A ufbaugeschw ind igkeit v o rh a n d e n .
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E L E C T R IC  IN F L U E N C E  ON A Q U E O U S  B E N T O N IT E  D IS P E R S IO N S

J . BARNA- В .  MARSCHALKÓ

SU M M A R Y

E lec trica l p h en o m en a  in  b en to n ite  d isp e rsio n s su b je c ted  to  shear have  b een  ex am in ed  
a n d  m easu red . C erta in  re la tio n s have  been  e s tab lish e d  b e tw een  th e  lim it stress o f th e  d isp e r
sion  a n d  th e  e lec tro m o to ric  force caused  b y  th e  sh ear. M u tu a l re la tio n  cou ld  be d e te c te d  
b e tw ee n  th e  lim it stre ss  o f  th e  d ispersion a n d  th e  v o ltag e , acco rd ing  to  w hich u n d e r  e le c tr ica l 
a c tio n  d u e  to  an  e x te rn a l energy  source th e  v a lu e  o f th e  lim it stress is also ch an g ed . E x te rn a l  
e le c tr ica l ac tio n  also changes th e  v e loc ity  o f  th e  tix o tro p ic  reg en eratin g  pow er. Som e re su lts  
o f th e  m easu rem en t series w hich are th e  b a s is  o f these  c o n s ta ta tio n s  a re  su m m arized  in  th e  
ta b le s  a n d  graphs jo in ed  to  th e  paper.
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IN F L U E N C E  É L E C T R IQ U E  SU R  L E S  P R O P R IÉ T É S  R H É O L O G IQ U E S  
D E S  D IS P E R S IO N S  D E  B E N T O N IT E  A CQ U EU SES

J. BARNA-B. MARSCHALKÓ

R É SU M É

L es au teu rs  o n t  e x am in é  e t  m esuré les p h én o m èn es  é lectriq u es dans les d ispersions de 
b e n to n i te  soum ises au  c isa ille m e n t. A l’issue des e x am en s , c e rta in e s  re la tio n s o n t  p u  ê tre  é ta 
b lie s  e n tre  la  c o n tra in te  a u x  lim ite s  de la  d ispersion  e t  la  fo rce  é lectrom otrice  d u e  au  cisaille
m e n t.  E n tr e  la  c o n tra in te  a u x  lim ites  de la  d isp e rsio n  e t  la  v a leu r de la  ten s io n  é lec triq u e  
e x is te  u n e  re la tio n  m u tu e lle  en  v e r tu  de laquelle  la  v a le u r  de  la  c o n tra in te  a u x  lim ites  v a rie  
so u s l ’a c tio n  é lectriq u e  p ro v o q u é e  p a r  ses sources d ’én erg ie  ex té rieu res . Des ac tio n s é lec triq u es 
d e  l ’e x té r ie u r  ch an g en t au ssi la  v ite sse  d u  p o uvo ir de ré g é n é ra tio n  tix o tro p iq u e  de  la  c o n tra in te  
a u x  lim ite s . Des r é s u lta ts  d e  q u elques-unes des séries de  m esu res a y a n t serv i de b ase  à ces 
c o n s ta ta t io n s  so n t ré su m és su r  les figu res e t ta b le a u x  a cc o m p a g n a n t l’étude.

ЭЛЕКТРИЧЕСКОЕ ВОЗДЕЙСТВИЕ НА РЕОЛОГИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ВОДНЫХ БЕНТОНИТОВЫХ СУСПЕНЗИЙ

Й. В А РН А  и Б . М А Р Ш А Л К О

РЕЗЮМЕ

Исследованы и измерены электрические явления, возникающие на бентонитовых 
дисперсиях, работающих на срез. Установлена определенная зависимость между гра
ничным напряжением дисперсий и электродвижущей силой, возникающей от среза. 
Между граничным напряжением дисперсии и значением электрического напря- жения 
можно показать взаимосвязь, согласно которой на электрические воздействия от наруж
ных источников тока изменяется и величина граничного напряжения. Наружные элект
рические воздействия изменяют также тиксотропную регенерирующую способность 
граничного напряжения. Результат некоторых серий измерений, служащих основой 
приведенных выше определений, приводится на прилагаемых иллюстрациях и таблицах.
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TORSION OF PRISMATIC BARS

M. G. K . M U R T H Y

DEPARTMENT OF MATHEMATICS, REGIONAL ENGINEERING COLLEGE WARANGAL (INDIA) 

[M anuscrip t rece ived  M ay  26, 1965]

A  fo rm al so lu tio n  has been o b ta in ed  fo r th e  to rs io n  o f p rism atic  b a rs , w hen  th e  m ap p in g  
fu n c tio n , w hich  m ap s conform al th e  section  o f th e  b a r  o n  to  th e  u n it  circle, is k n o w n  in  p ow er 
series. A s an  ex am ple  o f th e  m eth o d  follow ed, th e  to rs io n  of a  b a r whose cross sec tio n  is one 
h a lf  o f  a  m u lti-sy m m e tric a l cu rved  b o u n d a ry  is so lved . Som e re su lts  a re  d e riv ed  a s  p a r tic u la r  
cases.

1. Introduction

S a in t-V e n a n t’s to rsion  p rob lem  w as d iscussed  by q u ite  a few  a u th o rs  
u sin g  v a rio u s  tech n iq u es . C onfo im al m a p p in g  techn iques h av e  b een  e x te n 
sively  used  b y  M u s k h e l ish v il i [1], S o k o l n ik o f f  [2], Morris an d  H a w l e y  [3], 
H ig g in s  [4] an d  o th e rs . R ecen tly  D e u t c h  [5] has solved th e  p ro b lem  o f to r 
sion o f  p rism a tic  b a rs  w hose cross sec tion  can  be conform ally  m a p p e d  on to  
th e  u n i t  sem icircle. T he m eth o d  is fu r th e r  sim plified  in th e  case o f  m ap p in g  
fu n c tio n s  w hich can be a n a ly tica lly  co n tin u e d . In  th e  p resen t p a p e r , th e  p ro b 
lem  is so lved w hen th e  m app ing  fu n c tio n  is in  th e  form  of pow er series. T h e  
so lu tio n s o f v a rio u s prob lem s are  d e riv ed  as p a r tic u la r  cases.

2. Basic equations

T h e m ap p in g  fu n c tio n
г =  w(Ç) ( 2 . 1)

m ap s th e  region S  on to  th e  u n it  sem icircle  | £ | <  1, rj >  0 in  th e  £ =  £ -)- i  rj 
p lane . L e t F(z)  be th e  com plex  to rs io n  fu n c tio n  of th e  region S  a n d  le t  /(£ )  =  
=  F[iv(Ç)] be th e  sam e com plex  to rs io n  fu n c tio n  expressed  in  te rm s  o f th e  
v a r ia b le  £. I f  th e  m ap p in g  fu n c tio n  can  b e  c o n tin u ed  a n a ly tic a lly  in to  th e  
sem icircle  | £ | ^  1, rj <£ 0, th e  exp ressions fo r /(£ ) , I ,  th e  p o la r  m o m e n t of 
in e r tia  an d  D,  th e  to rs io n a l r ig id ity  are  g iven  b y  [5]

/ ( £ )  =  t w ( £ ) f t > ( £ )  +  Г  [ < u ( < r )  ш(а) —ш(о)ы(о)]
2 л  J r -1/ f

da ,  (2 .2 )
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I  = ----- J  {co(cr) w(o)2 — w(o) w2(cx)} d w (a ) , (2 .3 )

a n d
D  =  p ( I  +  L  +  L )  (2 .4 )

w here

L = -------j f ( a ) d  [o){a)~w(a) — со(а)ш(«т)}. (2 .5)
4 J г

Г  is th e  sem ic ircum ference  | £ | =  1, îj >  0, a n d  a =  e‘e is a p o in t on Г .  ju is 
th e  r ig id ity  m o du lus.

3. Application

L e t  th e  m ap p in g  fu n c tio n  (2.1) be w r itte n  in  th e  form

* =  0  =  2 ' a n Zn (ЗЛ)
о

w h ere  an (n =  0, 1, 2 , . . . )  a re , in  general, co m p lex  q u an titie s . A fte r  som e 
a lg e b ra ic  m an ip u la tio n s , we fin d

w here

m ( a )  ы ( в )  —  V  c n a n -f- "У c n a ~ n »

ш(а) co(o) =  ^  bn bn 
о

CO

cn a n+ r u r 1
r = 0

(3 .2)

^  a n—r a r •

S u b s ti tu t in g  (3.2) in to  (2.2) an d  m ak ing  use  o f  th e  re su lts  given in  th e  A p p e n 
d ix , w e h av e  th e  to rs io n  fu n c tio n , besides a n o n essen tia l c o n s tan t, g iven  b y

f ( 0  =  i >  к  £» +
1

2jt 2 k° b g  I  Í  {  +

i n K ’n £" -  2 M ' ( C "  +  £ - " )  +

1 + c

(3 .3)

+  KZ(C” +  £ -" )  log
1 - £
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w here
K 0 —  c0 b0 ,
K n — cn -f* c bn ,

00 TCI f — X ' iVn+2''+l
1 ГХ П s' . -  , _  ’

K n  bn •>

M ’n =  M n +  N n ,
OO 7 .

7 V „=  V -
r=o 2r +  1 r— 0  2r — 1

iCn — cn

To ca lcu la te  th e  p o la r m om en t of in e r t ia , we ta k e

a>(o) dco(a)
0

00

ß n  =  ^ ( n  —  r + 1 ) a r <*n-r+ 1  *

r  =  0

œ \ d ) 2 =  J Z  « П  à n ,  

0

w 2( a ) =  i * / ,

0

00

a n  =  ^  a r a n —r 9

r =0

00 00

<o(cr)2 w(a) dm (a )=  V  vn on +  V  v'n ° n ,

w2(o)a>(a)dco(o)= dn an ,
w here

0

00 00

ßn + r a r  9

r  =  0 r = 0

00

* n - r  ßr-
r=0

S u b s titu tin g  (3.4) in to  (2.3) we have

i CO 2 00 2 t '  . ,1
1 =  — V --  V  ----- ------ ITH'j

4 —
0,2 ,4 ,... n -(-1 2,4,6,... П — 1

‘n 'n

I f  th e  coefficien ts a„ a re  ta k e n  to  be re a l, th e n

1 =  ~ vl -
4

T o w ards th e  ca lcu la tio n  of L , we ta k e

d  {<0(0) со (a) — <0 (0 ) cö(ct)} =  2  n K n a " - 1 — ncri a~<-n+1\

(3.4)

(3 .5 )

(3 .6 )
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1
2 л

/ ( с т )  d  {co(a) со ( a )  —  О) (ст) &>(ct)}  =

OO СО oo

2 A n ° n -  2 B n on~ * -  2 B 'n°(n+1) +
1 1

2 K 0 \ 2 n K na " - i -  J - n c n â ( » + i ) ] l o g i ± ^  +
[ 1 1 J 1 — o'

+  J ' D n ст" ~ 2 E n ° n ~  5  E 'n ° n +  (3.
о 1

CO oo oo

2 Fn ° n - 2 F > n -  2 F 'n*, +1 0 1
oo oo oo ) 1 I f~r

+  2  Gn o " - 1 +  2  Gn ° (n+1) -  2  G« ÿ(n+2) l o ë  0 1 1 J
-  2 L n o" +  2 L 'n ° n +  2 l " ° n -J о 1

-  2  Рп о"-1 -  V  P '  +  J ?  P "  ст<"+2)

1— CT

w ith

=  >  (П -  r  +  1) br K n_ r+ 1 , D „ =  2 ( » - r +  1) K [ K n_ r+1,
r =1 r=l

J f n  ^n  ’

B,

K

G„

G'n

o o

^  ' • 6 „ + r - i  c r  ,  

r = 1

b ;

o o

=  2 ( n +  r ) br~ën+r,
1 = 1

o o

^  Г С г Х п  +  г + 1  ,

r = 1

K

o o

=  2  (n +  T —  l ) K 'r~cn + r - l  , 
r = 1

o o

^ ( n - r  +  i ) K ' ; x „ _ r + 1 ,

r = l

n

O O

=  ^  Г С г  K n+r+l  Ç 

r = 1

+ r —  1  ) K " r c n + r _ 1 ,

Г  =  1

2 ( n  +  r ) K " K n + r ,  
r = 1

g ;

o o

=  ^  r K r K"n+r , 
r =  1

o o

_ 2 ' ( n  —  r  +  i ) x ; c n _ r + 1 ,

г  =  1

2  ( n  —  Г + 1  ) M 'rK n - r + l  > 

r = l

g ;

o o

=  > V  rCr M n  + r+ 1  ’  

r = l
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L"n =  2  ( n  +  Г —  1 ) M ' r c n + r _ l ,
r =  1

CO

P„ =  2 ? ( n  +  r ) M lrK n+rt
r=1

К  =  2 r K r M 'n+ r , 
r = l

P 'n  =  2  ( "  —  r  +  1 )  Сл - г +1 •
r = l

S u b s titu tin g  (3.7) in to  (2.5), we o b ta in , a f te r  e v a lu a tin g  th e  in te g ra ls ,

L  +  L  ( G 0 - F Ï - 4 B J  +
О

+
1 сю

\ D'tn E L
(3 .8)

w here

and

2л

Ê 2 n P in  E 2n,

(E 0 -  Ao)
1 ( 2 n +  1 2 re — 1

A/i =  -^2n +  l  Е 2П + 1  “H ^ 2 П + 2

2
4 7Г

7 '   /"»// T?ff
лл ^2п ^2л-1 ^ 2n + l ’

V =  У  Г 4 k0 [nK2n <r2n-1----^
“T J r L  l я2.

” С2л I , 
T2M +  1

+  cr^+i +  - Í Í -гг2П + 1 log 1 + 0  da.
1 — cr

= ¥ ( c “ -
F'i — 4 В г -(- 2 v[) +

1I_____
OO

£

te tw 
N

3 E L +  (A0 — E 0)
1

2 л 2 re +  1 2 re — 1 4тг

S u b s titu tin g  (3.8) an d  (3.6) in to  (2.4) w e h a v e  th e  to rs io n a l r ig id ity  g iven  by

(3.9)

T h e  sh ea rin g  stresses x Z  and  y Z  a re  g iv en  b y

x Z  — i y Z  =  цт [-F '(z) — Щ  (3.10)

w here  г is th e  c o n s ta n t angle o f tw is t p e r  u n i t  len g th  o f th e  cy lin d er. In  c y lin 
d rica l co o rd in a te s  R ,  0 ,  Z , th e  sh ear s tre sses  a re  given b y

R Z \ e z  =  ■ G z -  i ^ z )  =
Я И 01

from  (3.10).

цтК

Д И 01
[ / ' ( O - ú o '( í ) c ö ( Ó ]

(3 .11)

(3.12)
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S u b s titu tin g  (3.1) a n d  (3.3) in to  (3.12) a n d  sep ara tin g  th e  rea l a n d  
im a g in a ry  p a r ts , a f te r  p u t t in g  C =  R e ‘&. we h a v e  th e  p erip h era l s tress

( @ Z ) « = i=  -
jUT

]/ft
71 v  

1
n b„

1
к : cos nO  —

— 2n  M'n sin  n& —  nK'n s in  n ® • l°g  ta n  0 /2  -)-

+

K 0 - f -  JJ? K'n CO S 710
1

s in  0

1 — cos 2 0
Э ____________  o o

—  7 i  J 'У  nan cos n  — 1 0  an cos п в

-j- J ?  n a n  s i n  71 — 1 0  J ?  an s in  7 i0
w hich  becom es in f in ite  a t  0  =  0, n. 
H ere

O O  O O

ft =  ^  n 2 an -|- r (n  -f- r) ar an+r cos n&
П = 1 П = 1 /7 = 1

(3 .13)

a n d  ( R Z ) r =l v an ish es , as i t  should .

4. E xam ple

A s a n  exam ple , le t  u s  co n sider a  b a r  whose cross sec tio n  is  one h a lf  of a  m u ltisy m m e tr ic a l 
c u rv ed  b o u n d a ry . In  th is  case th e  m ap p in g  fu n c tio n  is  g iv en  b y

Z  =  W(C) =  a(q£  +  t£4 +  +  nC10 +  pC13), (4.1 )

w ith  a > 0, q — 1, t — 0 ,0887, m =  0,0566, 

n =  0,0244 a n d  p — 0,022, 

o r q =  0,9202, t =  0 ,0647, m =  0,0129,

n — — 0,0029 a n d  p  =  0. (4.2)

H ere  a7 =  aq, ai =  at, a7 =  am, a 10 =  an, a 13 =  ap.

F ro m  (3.3) we h a v e

in?
/ ( £ )  =  ~Y~ +  2 qt £5 +  (f- +  2 qm) £8 +  2(m t +  nq) { * +

+  (яг2 +  2 nt +  2 pq) £14 +  2(m n -f~ p i)  £13 +  (4.3)

+  ( n 2 +  2 m p ) £*° +  2 n p  £23 +  p 2 £26J

, “ 2 Í Y C  t r n  I 1. V  1 +  4+  “2 1 7 [ 2  s n(C f  c ) +  2  r (c + 1 ) b g  1 _  ç-j
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w here
S, =  0,8 p2 -1- 0,10526 n2 +  0,15384 m2 f  0,28572 t2 +  2 g 2 —

— 0,58948 p m  — 0,05596 pq — 0,49232 nt — 0,228o6 mg,

5 2 =  — (3,80952 pn +  3,73332 mn - f  0,30476 pt +

+  3,55556 ml - f  0,127 nq -|- 2,66667 qi),

53 =  0,08696 p 2 f  0,11764 n2 +  0,18182 m2 - f  0 ,4  t2 -

— 0,96968 nt — 0,53332 mq — 0,0808 pq — 0,27451 pq,

St =  0,21052 pn  -f- 4 qt +  0,30768 ran -f- 0,57144 mt — 0,49232 pt — 0,22856 nq,
5 5 =  0,09524 p 2 +  0,13334 n 2 +  0,22222 m2 +  0,66667 t2 —

— 2,66667 mq — 4 nl — 3,73332 mp +  0 ,44444 nt — 0,127 pq,

5 6 =  — 0,53332 nq-— 0,06968pt -f- 0,8 mt -f- 0 ,36364 m n +  0,23528 p n ,

5 7 =  2 t- +  0,28572 m- +  0,15384 n 2 +  0,10526 p 2 —

— 0,22856 pq -f- 4 qm -f- 0,57144 nt -f- 0 ,30768 mp,

Sa =  — 2,66667 nq— 3,55556 pt +  1,3333 m t +  0,44444 m n +  0,26668 p n ,

S 9 =  0,11764 p 2 +  0,18182 n2 +  0,4 m2 — 0,53333 pq -f- 0,8 nt +  0,36364 m p,

Sl0 =  4 mt +  4 nq +  0,57144 m n -f- 0 ,57144 pt +  0,30768 p n ,

S „  =  0,13334 p 2 +  0,22222 n 2 +  0,66667 m 2 — 2,66667 pg +  1,33333 n t +  0,44444 mp

5 12 =  0,8 m n -f- 0,8 p t  +  0,36364 p n ,

5 13 =  2 m2 +  0,28572 n2 +  0,15384 p 2 +  0,57144 m p +  4 pg  +  4 nt,

5 14 =  l,33333(m n  +  p t)  +  0,44444 p n ,

5 15 =  0,4 n2 +  0,18182 p 2 0,8 m p, S le =  4(m n +  p t)  +  0,57144 p n ,

S 17 =  0,22222(p 2 +  3 n2 +  6 m p), S18 =  0,8 p n ,

S „ = 2 n 2 +  4 m p  +  0,28572 p 2, S ao =  1,33333 p n , 1

S„, =  0,4 p 2, S22 =  4 p n , Suj =  0,66667 p 2, S24 =  0, S25 = 2 P 2’

a n d

r o = p 2 -j- g2 (- t2 +  m2 +  n 2, r., — — q~,
= 2(gt +  mt - f  m n -+- np), Tb = — 2 gf, r e = 2(mg +  n t +- m p),

f  8 = — (t2 +  2 gm), r 9 = 2(ng +  p t), П1 = — 2(mt +  nq),

r 12 = 2 РЧ-, ru  = — (m 2 -f- 2 p g  +  2 nt), r l7 = — 2(m n ■+- pi).

f20 = — (n2 +  2 m p), r2:i = — 2 p n , t*26 = - p \

T h e  rem a in in g  r ’s a re  zero.
F ro m  (3.5) w e h av e

1 =  fo4 +  10 qH' +  4(t2 +  2 '"")2 +  22(n9 +  m«)2 +  (4 4)

- f  7(m 2 +  2 nt +  2 pg)2 - f  34(m n +  p t)2 +  10(n2 +  2 m p)2 +  46 n 2p 2 13 p*].

a n d  fro m  (3.9)
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—  =  [ / ] ------[16 q 4 4- 50,89821 t4 +
jи 2d 4 л

+  82,73185 m 4 +  144 ,31991p4 +  130,82967 га4 +

+  q3(12,95747 m +  0,06535 p) +  26,82212 rat3 +

+  m3(74 ,58285 p  +  18,32208 q) +  p 3(138 ,36149 m —

— 7,52881 q) f  24,68935 tra3 +  q2(5 2 8 ,20985 p 2 +

+  280,84407 m2 +  384,24760 n2 +  73,83214 t2 +

+  5,94828 m p — 49,87748 rat) +  i2(389 ,08866 га2 +

4- 103,99184 m q — 67,26449 pq +  322,64791 m p) 4- (4.5)

4- m2(270 ,01096 i2 4- 356,42747 ra2 4- 295,54874 rat +

4- 495,20537 p q ) 4 - p 2(469,05428 ra2 f  535,97151 12 +

4- 859,28277 m2 — 23,09594 mq — 59,28628 rat) +

4- ra2(556 ,37226 m p — 16,58840 mq 4- 60,45157 pq) +

4- 1111,84196 pqrat 4~ mraf(550,87542 q 4- 770,50464 p)]

w here  % s ta n d s  fo r th e  q u a n t i ty  w ith in  th e  b ra c k e ts  o f (4 .4).
T h e  p e rip h e ra l s tre ss , fro m  (3.13) is o b ta in ed  in  th e  fo rm

(© Z )p_ L —
/nr a 
7l\r» - 1 7Г J q2 COS 2 0  4- 5 qt cos 5 0  +  4(t2 4~ 2 qm) cos 8 0  +

+ l l ( m i  -j- raq) cos 1 1 0  +  14(m2 + 2 p q  1-2 rat) cos 1 4 0  +

+ 17 (mn +  pt) cos 17 0  + 10(ra2 + 2 m p) cos 20 0  4- 23 rap cos 23 0  +
1 Í 25 26

f 13 p 2 cos 26 0 j  4- ras„ sin ra0 nrn sin  n О • log ta n  0 /2  +

+ о v> rn cos n ® S4n © ) 
“o' 1 — cos 2 0  J

- n j(q2 +  4 t2 +  7 m2 + 10 ra2 +  13 p 2) +

+ (5 qt + 11 mt +  17 mn 4 23 pra) cos 3 © +  (8 qm +  14 nt +

+ 20 mp) cos 6 © +  (11 raq +  17 pi) cos 9 0  +  14 pq cos 12 ©1] ,

here

&=  [(<?2 +  16 t2 +  49 m2 100 ra2 +  169 p 2) +

4- (8 qt 4- 56 m t 4~ 140 mra 4~ 260 pra) cos 3 0  4 - 
4- (14 mq 4 - 80 rat f  182 p m ) cos 6 0  +

4- (20 req 4- 104 p t) cos 9 0  +  26 p q  cos 12 0 ] .

5. P a rticu la r cases

a) Cross sec tio n : a sem icircle.
In  th is  case

z =  w(£) =  a  C . (5.1)

S u b s ti tu t in g  g =  1, í =  0 =  m =  n =  p i n  (4 .3), (4.4), (4.5) an d  (4.6) we get 
th e  to rs io n  fu n c tio n , p o la r  m o m en t of in e r t ia , to rs io n a l r ig id ity  an d  th e  n o n 
v a n ish in g  p e rip h era l s tre ss  g iven  b y
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№  =

I  =

2 я  
л  a 4 

4

f ir  a

in C2 +  2 (C +  I /O  -  (C -  l/C )2 log l  +  C
1 - c

, D  =  /их4
Я  4

2 я

(5.1)

(5.2)

( 0 Z  )R=i = -------- [2 sin 0  ( л  s in  0  — 2) — 2 sin 2 0  log t a n  0 /2 ] .  (5.3)
л

T h e above resu lts  agree w ith  th o se  g iven  b y  D e u t c h  in  [5 ] .

b) Cross section : O ne h a lf  o f a r ig h t ang led  triang le  w ith  30° a n d  60° 
angles.

T he m app ing  fu n c tio n  is

s =  co(C) =  a(C +  tC 4) •

P u t t in g  ç =  1, m =  0 =  r a = p i n  (4 .3), (4.4), (4.5) and  (4.6) 

we o b ta in

№  =
2 л

£тгС2 (1 +  fC3)2 +  2 1  + (C +  C1) -

- — t (f2+ c ) + 4 *2 (f3+ £з) + 4 *(^4+ c4) + 4  *2 (f5+ c5) +
3 5 3

+  2 *2(C7 + C 7)—{(C — £ ') + *  (С4—C4)}2 log уl + C

(1 +  1 0 t2 +  4 t 4),

(5.4)

(5.5)

Я/ХСХ4 „ . . , ,  Л Ж *
D  =  (1 +  1 0 12 +  4 14) -  —  (16 +  73 ,8321412 +  50,89821 t4), (5.6)

2 4 я

a n d

Z
/хт a

1 я  ](#

— 4 i2 cos 8 0}  — 2

я{(1 - f  4t2) — cos 2 0  +  5 t(cos 3 0 —cor 5 0 )  —

i
1 + sin  0  -4- —  t sin  2 0 ---- sin  3 0  —

3 5
10

— 16 t sin 4 0 -------12 sin 5 0  — 14 t2 sin  7 0  — 2 (sin 2 0  — 3 t s in  3 0  -f-
3

—|— 5 t sin 5 0  +  4 t2 sin 8 0} log  ta n  0 /2  

+  2 t cos 3 0  — 2 1 cos 5 0  — t2 cos 8 0}

0
! 1 —|— i2 — cos 2 0 - f

w here

(5.7)

& =  1 +  1 6 12 +  8 1 cos 3 0 .

T h e  re su lts  fo r various sec tions hav e  s im ila rly  been  o b ta ined  d ire c tly  fro m  th e  re 
su lts  in  sec tio n  3, w ith  su itab le  choice o f  th e  coeffic ien ts in  th e  m a p p in g  fu n c tio n .
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Appendix

U se h as been m ad e  o f th e  follow ing in teg rals :

L. f 0-2«-:■1 da  ■
0 , 
in  ,

cj2n d a  =  —
2 7 1 +  1

n 0 
n =  0

, n =  + 1 ,  + 2 ,  . . .

) " "  log —
1 + o

da  =

0 , re =  0, 2, 4, . . .

3
^ L T i  +  A
П + 1  L 3

+ , re =  1, 3, 5, . .

T ’

2 1л  
re -г- 1

— 1

, n — — 2, — 4, — 6,

----------Г Т  Í1 +  - y -  +  • ■ • +   — 2 )  ’ n-r e + l f  3 — re — 2J

3 - J  « " ( ^ = т  +  a - 1q r ) d ! r = in  f  2I o g T ^ |  ■ "  =  °

=  - ^ T < C +  î ,> -  ге -4 з ' « * + Г > -

2 a 5 +  С5 )  -  • • • +  ir t"  +  (С п +  Г )  log ’ " =  2, 4, 6, . . .  ;

- 3 , - 5 , - 7 ,  . . .

n — 5

n — 2 (C2 +  c2)- 71 — 4 (£4 +  £4) -

-  +  C6) -  • ■ • +  i +  (£" +  t" ) log 4 — I  , re =  1, 3, S, 7, . . .

*■ J> Ы т + тгпгг) •« '--«  + « + î‘> т±т • “_ + 1

-  i n ?  +  (£" f  D  log 4 4 r  , re =  2, 4, 6, . .  .

- - т т ё т « *  b ? > - d h - « ‘ + £‘>-

— . . .  — i л  L,n +  (£n +  f n) log  J 4  Ç ’ re =  3, 5, 7 ,. . .
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T O R S IO N  Y O N  P R IS M A T IS C H E N  S T Ä B E N

М. С. К. MURTHY

Z U SA M M E N FA SSU N G

Die A rbeit b r in g t eine p rinzip ie lle  L ösung  de r T o rsio n  von p rism a tisc h en  S tä b en  fü r 
d e n  F a ll, d aß  die F u n k tio n , w elche den  S ta b q u e rs c h n itt  a u f  den  E in h e itsk re is  k o n fo rm  a b b il
d e t,  in  F o rm  e iner P o ten zre ih e  b e k a n n t is t .  Als A nw endungsbeisp ie l w ird  d ie L ösung  des 
D rillungsp rob lem s fü r e inen  S ta b  v o rg e fü h rt, dessen  Q u e rsch n itt die H ä lf te  eines m e h r
fa c h  sy m m etrischen  Profils b ild e t. E in ige  Spezialfälle  w erd en  ebenfalls b e h an d e lt.

T O R SIO N  D E S  B A R R E S  PR IS M A T IQ U E S

M. G. K. MURTHY

R É S U M É c
L ’é tu d e  p ré sen te  u n e  so lu tio n  p o u r  la  to rsion  des b a rre s  p rism a tiq u es , p o u r  le cas où  la 

fo n c tio n  re p ré se n ta n t la  section  de  b a rre  d ’un e  façon  conform e au  cercle u n ita ire  e s t donnée 
so u s la  fo rm e d ’u n e  série ex p o n en tie lle . C om m e exem ple  d ’a p p lica tio n , l ’a u te u r  d é c r it  la  so lu
t io n  du  prob lèm e de to rsio n  d ’u n e  b a rre  d o n t la  sec tion  e s t la  m oitié  d ’u n e  sec tio n  m u ltip le m en t 
sy m é tr iq u e . C erta ins cas sp éc iau x  so n t au ssi ex am inés à la  fin  de l ’é tu d e .

К Р У Ч Е Н И Е  П Р И З М А Т И Ч Е С К И Х  С Т Е Р Ж Н Е Й  

M. Г. к. МУРТИ

Р Е З Ю М Е

В работе приводится принципиальное решение кручения призматических стержней 
для того случая, когда отображающая функция, отображает стержневое сечение при
веденным к единичному кругу, и известна в виде потенциального ряда. В качестве при
мера применения демонстрируется решение проблемы кручения стержня, сечение кото
рого равно половине многократно симметричного разреза. Рассматриваются также от
дельные специальные случаи.
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EXAMINATION
OF THE EFFECT OF TEMPERATURE GRADIENTS 

BY MEANS OF INFLUENCE LINES

J .  S Z ID A R O V S Z K Y
CAND. OF TECHN. SC.

MINISTRY OF COMMUNICATION, BUDAPEST 

[M an u scrip t rece iv ed  Ju n e  7, 1965]

A n alysis of s ta tic a lly  in d e te rm in a te  s tru c tu re s  h as o ften  to  tak e  th e  e ffe c t o f te m 
p e ra tu re  g ra d ie n ts  in to  co n sid era tio n . N ow , a f ic ti tio u s  load , eq u iv a len t to  th e  te m p e ra tu re  
g ra d ie n t, w ill be  d e te rm in ed , a n d  d isp lacem en ts  a n d  in te rn a l  forces, resp ., due to  te m p e ra tu re  
o ra d ie n ts , c an  be d e te rm in ed  b y  load ing  th is  f ic ti tio u s  lo ad  o n to  th e  influence lines. A p p lic a tio n  
g f th is  p ro ced u re  is illu s tra te d  in  th e  exam ples.

1. In tro d u c tio n

In  ce rta in  cases, b rid g e  spec ifica tions req u ire  ex am in a tio n  o f  th e  e ffec t 
o f  te m p e ra tu re  g rad ien ts . In  th is  e x a m in a tio n  a lin ea r te m p e ra tu re  v a r ia t io n  
is a ssu m ed  th ro u g h o u t th e  b eam  sec tion .

In  s ta tis tic a lly  d e te rm in a te  s tru c tu re s  th is  effect p roduces o n ly  a  d e fo r
m a tio n  a n d  no in te rn a l forces, w hile fo r re d u n d a n t s tru c tu re s  u n re s tra in e d  
d e fo rm atio n s can n o t develop  an d  th e re b y  in te rn a l forces arise.

T h is p rob lem  can  be so lved  b y  th e  w ell-know n m eth o d  o f re d u c in g  th e  
b eam  in to  p rim a ry  s tru c tu re s , to  d e te rm in e  th e  re la tiv e  d isp lacem en ts  due  to  
te m p e ra tu re  g rad ien t a t  th e  jo in ts  assu m ed  to  be  dissolved a t  th e  re d u c tio n  
in to  p r im a ry  s tru c tu re s , a n d  to  e s ta b lish  an  e q u a tio n  system  fo r d e te rm in in g  
re d u n d a n t  forces a t  th e se  jo in ts .

H ow ever, th is  p rocedure  c an n o t be ap p lied  d irec tly  for susp en sio n  b rid g e s , 
p re - an d  p o st-ten sio n ed  beam s, com pressed  an d  tensile  b a rs , n e i th e r  fo r 
shallow  arches to  be an a ly zed  b y  d e flec tio n  th e o ry , since for th ese  b e a m  ty p e s  
th e  d isp lacem en t o f th e  p r im a ry  s tru c tu re s  p ro d u ced  by  th e  te m p e ra tu re  v a r ia 
t io n  gives rise to  in te rn a l forces, th is  b e ing  d ifficu lt to  tak e  in to  c o n s id e ra tio n  
a n d  th e ir  effect on re la tiv e  d isp lacem en ts  to  be  exam ined .

T his p a p e r describes a p ro ced u re , v a lid , beside sim ple s tru c tu re s , also  for 
th e se  special s tru c tu re s , invo lv in g  a lm o st no excess w ork if  th e ir  in flu en ce  lines 
are  av a ilab le , an d  lab o u r sav ing .
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2. Equivalent load o f the effect o f tem perature gradient on a statically
determinate structure

O ver an  in f in ite s im a l leng th  of a b e a m  su b m itte d  to  a te m p e ra tu re  g ra 
d ie n t , low er fib re  is o f  le n g th  dx, to p  fib re  o f  A x  =  d x (l -f- со t), w here со is th e  
l in e a r  th e rm a l e x p a n s io n  coefficient, t is th e  te m p e ra tu re  difference b e tw een  
lo w er an d  to p  fib re . R e la tiv e  change in  le n g th , assu m ed  to  be u n re s tra in e d , i.e. 
th e  beam  to  be s ta t ic a l ly  d e te rm in a te , is ex p re sse d  by :

A x  — dx
e, = ---------------- =  cot .

dx

dxflc-cot)

Fig. 1

A t tw o b o u n d a rie s  o f  th e  in fin itesim al b e a m  len g th  dx, o rig inally  p ara lle l 
p la n e  sections are s u b je c t  to  a re la tive  r o ta t io n  x  such  as (Fig. 1):

e< dx =  - —  dx
h h

w h ere  h is section  d e p th .  T he cu rv a tu re  is:

l  X cot
ot dx h

(2 . 1)

F or a b eam  lo a d e d  b y  ex te rn a l forces p ro d u c in g  bend ing  m o m en t M ,  
th e  cu rv a tu re  is:

1 = 4 '  =  - - ^ - .  (2-2)
4M E l

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



EXAMINATION OF THE EFFECT OF TEMPERATURE GRADIENTS 147

I f  th e  e x te rn a l load  is su ch  as to  develop a  b e n d in g  m om ent p ro d u c in g  
a c u rv a tu re  eq u a l to  th a t  p ro d u ced  b y  te m p e ra tu re  g ra d ie n t, i.e. (2 .1) a n d  (2 .2) 
a re  equa l, th e n  a su b s ti tu tiv e  in te rn a l m o m en t

M t = -
E l  cot 

h
(2.3)

w ill develop in  th e  beam . T he sam e m om en t w ill be  p ro d u ced  b y  a n  e x te rn a l 
lo ad , th e  so-called su b s titu tiv e  lo ad :

i f  th e  b eam  a t  its  o rig in  (x  —  0) is su b je c te d  to  an  e x te rn a l m o m en t

u  _  E h  <>л
— ---------------------,—

(2.4)

a t  its  end  p o in t (x  =  l) to

M,td )
E I t шt

h
(2.5)

a n d  a t  an  in te rm e d ia te  sec tion  to  th e  e x te rn a l d is tr ib u te d  m om ent

m t =
d

d x
E l  cat Г E l

— =  — cat -------  .
Il h %

( 2.6)

In  these  expressions I 0, h0; I), hi ; a n d  I ,  h are  m o m e n ts  o f in e rtia  a n d  d ep th s  
o f  th e  b eam  resp ., a t  th e  orig in , a t  th e  end  sec tio n  a n d  a t  an  a rb itra ry  sec tion , 
resp ec tiv e ly . D e riv a tio n  was m ade w ith  re sp ec t to  abscissa  x  of th e  beam  sec
tio n , as in d ica ted  b y  th e  su b sc rip t.

W here th e re  is a n  in flec tio n  o r ju m p  in  th e  v a lu e  of

E l
9

h

th e re  th e  beam  is su b je c te d  to  a co n c e n tra ted  m o m e n t

M ,b dx_ 0 =  cot
E  (x  -j- dx) I  (x  -f- dx)  

h (x -\- dx)

E  (x  — dx) I  (x  — dx)  

h ( x  — dx)
(2.7)

D eflection  o f b eam  due to  te m p e ra tu re  g ra d ie n t m ay  also be  p ro d u ced  
b y  th e  su b s titu tiv e  lo ad  acco rd ing  to  E qs. (2.4) to  (2.7).

H ow ever, in te rn a l forces p ro d u ced  b y  th is  su b s ti tu tiv e  lo a d  are  no t 
e q u a l to  those p ro d u ced  b y  th e  te m p e ra tu re  g ra d ie n t. N am ely , in  th e  s ta t i 
ca lly  d e te rm in a te  p r im a ry  beam , th e  d e fo rm atio n  due  to  te m p e ra tu re  g rad ien t 
arises w ith o u t re s t r a in t  an d , th e re fo re , no in te rn a l  forces develop.
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I t  should be n o te d  t h a t  e x te rn a l su b s ti tu tiv e  m om ents a re  in  eq u ilib riu m , 
so t h a t  in  the s ta tic a lly  d e te rm in a te  (p rim ary ) beam  no re a c tio n s  develop.

I f  some beam  e le m e n ts  are  n o t h o rizo n ta l, a t  d e riv a tio n  th e  abscissa  x  
in  a ll sec tions is to  be a s su m e d  no rm ally  to  t h a t  section  i.e. p a ra lle lly  to  the  
b e a m  a x is . Thus, th e  e x p re ss io n  con ta in in g  cross-sectional c h a ra c te r is tic s  is to  
be  d e r iv a te d  in  the  a x ia l d ire c tio n . I f  th e re  is a h inge  in  th e  b e a m  (e.g . h inged 
c o n tin u o u s  beam s), E l  =  0 is assum ed  for a sh o r t le n g th  d x  —*■ 0. T h u s , acco rd 
in g  to  (2.7), c o n cen tra ted  m o m en ts

a n d

M , = cot
E l

l e f t

M t cot
E l
h right

a c t  in  f ro n t  of and  b e h in d  th e  h inge, respectively ."

( 2 .8 )

(2.9)

3. Effect of tem perature gradient on a redundant structure

A nalysis of a r e d u n d a n t  s tru c tu re  invo lves its  red u c tio n  in to  a  p r im a ry  
s t r u c tu r e .  For th is p r im a ry  s tru c tu re ,  re la tiv e  d isp lacem en ts w ill be d e te rm in ed  
a t  jo in t s  assum ed as b e in g  d isso lved , and  th e n  re d u n d a n t forces a re  app lied  
t h a t  cau se  these re la tiv e  d isp lacem en ts  to  v a n ish . The a c tu a l in te rn a l  forces 
a n d  d e fo rm atio n  will be  p ro d u c e d  on th e  p r im a ry  s tru c tu re  b y  a co m b in a tio n  
o f  e x te rn a l  and r e d u n d a n t fo rces.

D efo rm ation  of th e  p r im a ry  s tru c tu re  due to  te m p e ra tu re  g ra d ie n t  equals 
t h a t  p ro d u c e d  b y  th e  s u b s t i tu t iv e  load , hence re d u n d a n t force d u e  to  te m p e r
a tu r e  g ra d ie n t equals t h a t  d u e  to  th e  su b s titu tiv e  load . H ow ever, te m p e ra tu re  
g r a d ie n t  does no t give rise  to  in te rn a l forces in  th e  p rim ary  s t ru c tu re ,  w hile th e  
s u b s t i tu t iv e  load does.

A ccord ingly , for a r e d u n d a n t  s tru c tu re , d e fo rm atio n  due to  a s u b s ti tu tiv e  
lo a d  e q u a ls  th a t  due to  a  te m p e ra tu re  g ra d ie n t. In te rn a l  fo rces in  re d u n d a n t 
s t r u c tu r e s  due to  th e  s u b s t i tu t iv e  load  are to  be lessened b y  in te rn a l  forces in  
th e  p r im a ry  s tru c tu re  p ro d u c e d  b y  th e  s u b s titu tiv e  load , to  g ive  in te rn a l 
fo rce s  in  th e  re d u n d a n t s t ru c tu re  p ro d u ced  b y  te m p e ra tu re  g ra d ie n t. T hus, 
o u r  p ro c e d u re  is th e  sam e  as t h a t  for s ta tic a lly  d e te rm in a te  s tru c tu re s .

I f  th e  s tru c tu re  is su c h  t h a t  d e fo rm atio n  o f th e  p rim ary  s t ru c tu re  p ro d u 
ces in te r n a l  forces (such  as b a rs  in  com pression), p rim ary  s tru c tu re s  ex em p t 
f ro m  th e  effect of th e  cau se  p ro d u c in g  th e  in te rn a l  force (in th is  case th e  com 
p re s s io n ) , the “ f irs t”  p r im a ry  s tru c tu re  (w ith o u t com pression) sh o u ld  be ex 
p o se d  to  th e  su b s titu tiv e  lo a d . A ccord ingly , w h en  analysing  in te rn a l  forces, 
th o s e  developing  in  th e  “ f i r s t ”  p rim a ry  s tru c tu re  are  to  be s u b tra c te d .
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4. In flu en ce  line for e x te rn a l m om ents

To analyse th e  effec ts on s tru c tu re s  due  to  v e rtica l e x te rn a l lo ad s , in 
fluence  lines are c o n s tru c te d , w hich, w hen  lo ad ed  b y  v e rtic a l e x te rn a l  forces, 
y ie ld  th e  d e fo rm atio n  or in te rn a l forces w a n te d . F o r s tru c tu re s  lo a d e d  b y  e x te r 
n a l m om ents in s te a d  o f  v e r tic a l e x te rn a l fo rces, th e o re tic a lly , in flu e n c e  lines 
can  be co n s tru c te d  to  an a ly se  th e  effects due  to  e x te rn a l m o m en ts  a n d  these

in fluence  lines lo ad ed  b y  e x te rn a l m om ents give b eam  d efo rm atio n s a n d  in te r 
n a l forces. H ow ever, th e re  is an  in te rn a l re la tio n sh ip  b e tw een  in f lu e n c e  lines 
fo r e x te rn a l v e r tic a l force effects an d  e x te rn a l m om en t effec ts, re sp ec tiv e ly , 
an d  i f  in fluence lines fo r v e rtic a l force effects are ava ilab le , th e n  th o se  for 
m o m en t effects are easy  to  co n stru c t.

D eno te  effect develop ing  in  beam  sec tio n  x  due to  u n it  v e r tic a l  lo a d  ac ting  
a t  b eam  section  z b y :

Ф ,  *). (4.1)

T h en  rj(x, z ) is th e  in fluence  line of v e rtic a l forces.
L e t locus z be a c te d  u p o n  b y  an  u p w a rd  force P  an d  (z -)- dz) b y  a dow n

w ard  force P. T h e ir  com bined  effect w ill be  th e  sam e as t h a t  o f  a n  e x te rn a l 
m o m en t M  =  P.dz.  T h is effect is exp ressed  b y  (F ig . 2):

E x =  — Pf] (x ,z ) +  Pr] (x ,z  +  dz) =  P  [r] (x ,z  +  dz)

=  p  V (x ,z  +  dz) — rj (x,z) d _ 
dz

F o r dz —>■ 0
Ë  — Pr)'z (x,z) dz .

(4.2)

(4.3)
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E x te r n a l  lo ad  m o m en t is , h ow ever,

P  dz =  M  . (4.4)
T h is  g ives:

E  =  Mrj'z (x,z) (4.5)

w h ere  M  is th e  e x te rn a l lo a d , a n d  r]z(x, z) is th e  in flu en ce  line o f  m o m en ts , a 
d e r iv a tiv e  o f in fluence line  o f  v e rtic a l forces w ith  re sp e c t to  z (e x te rn a l lo ad  
lo c u s) , as in d ica ted  b y  th e  su b sc rip t.

I f  in d iv id u a l u n its  o f  th e  s tru c tu re  are v e r t ic a l  o r n ea rb y  v e rtic a l, th e n  
in f lu e n c e  lines are to  be c o n s tru c te d  for h o riz o n ta l forces. A bscissa z w ill be 
a s su m e d  n o rm ally  to  in flu en ce  line of the  force th e  e ffec t o f  w hich th e  in fluence  
lin e  re fe rs  to .

I n  case of fram ew o rk s, fo r  h o rizon ta l m em b ers , in fluence  lines for v e rtic a l 
fo rces , a n d  for v e rtic a l m em b ers , influence lines fo r  h o riz o n ta l forces are  to  be 
c o n s tru c te d . In fluence  lines w ill be d eriv a ted  n o rm a lly  to  th e  forces, i.e . h o r i
z o n ta l ly  or v e rtica lly , as th e  case m ay be.

5 . D ete rm in a tio n  o f effec ts due to tem p e ra tu re  g rad ien ts  by m eans of
influence lines

T h e  above co n s id e ra tio n s  len d  them selves to  a n  easy  d e te rm in a tio n  o f 
d e fo rm a tio n  and  o f in te rn a l  fo rces due to  te m p e ra tu re  g rad ien ts , i f  in fluence  
lin e s  fo r  v e rtic a l forces a re  av a ilab le .

T h e  f irs t  d e riv a tiv e  o f  v e r tic a l influence lines w ith  re sp ec t to  z (o rd in a te  
o f  lo a d in g ) is loaded  b y  th e  e x te rn a l su b s ti tu tiv e  m o m en ts  d e te rm in ed  from  
E q s . (2 .4) to  (2.7), an d  in  th e  case w here th e  in te rn a l  forces a re  to  be d e te rm in ed , 
th e  e ffe c ts  on th e  “ f i r s t”  p r im a ry  s tru c tu re  are  to  b e  s u b tra c te d . In te rn a l  m o
m e n t v a lu e  developing  in  th e  “ f i r s t”  p rim ary  s t ru c tu re  w ill be o b ta in e d  from  
(2 .3), i t s  shearing  force is i ts  f i r s t  d eriv a tiv e  w ith  re sp e c t to  x  (o rd in a te  o f  sec
tio n ) . A ccord ing ly , if  te m p e ra tu re  g rad ien ts th ro u g h o u t load  th e  le n g th  of 
th e  s t ru c tu re  a d isp lacem en t o f

y ( x )  =  (Ot
E , I ,  , , ГЧ E l  ' , . j  E 0I 0 , . .
— —  Vyz(x ’ l ) — —  Vyz{x, z ) ‘ d z ---------—A  rjy2(x,  0)

h  J o  h  Jx h о
(5.1)

a n d  a  b e n d in g  m o m en t a n d  a sh earin g  force, re sp ., of:

E J ,
M ( x )  =  cot Er ^ L  Vmz{x , l ) — \ ( ~  ) V'mz(x , s) dz  —

h[ Jo \ h jx (5.2)

h{x)
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an d

Q(x) =  cot
E ,  / ,  , 

—T^riQzy  
h,

{x, I) ~  J riQz{x t x)-dz —

E (x)  I ( x )  y 

h(x)

(5.3)

re su lt.
In  th e  sym bols for fu n c tio n s rj(x, 2) (influence lines) su b sc rip ts  re fe r  to  th e  

ex am in ed  effects.
F o r a c o n s ta n t cross-section

У =  Ш х ,  l) -  Пу, (x, 0)] , (5.4)
h

M  =  E I c *  [rj, ^  z) __ 0) +  1] ,  (5 .5)
h

Q =  W q,(x , i) -  n'oÀx, 0)] (5.6)
h

w here  rj(x, 2) is a n  in fluence line (in fluence  fu n c tio n ) o f e x te rn a l v e r t ic a l  forces 
fo r th e  exam ined  effect. 6

6 . E xam ples

6.1 Simple beam
B ending m o m en t a t  q u a r te r  sp an , x — Z/4, a ris in g  in  a sim ple b eam  o f c o n s ta n t  cross- 

sec tio n , of span  l (F ig . 3) is to  be d e te rm in ed .

M om ent in flu en ce  lines a re  g iven  b y  re la tio n sh ip s :

z )  =  1 j *  z fo r Z  <  X

»lAf(*. z) =  — y— (1 —  2) rP N IV

( 6 . 12)
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D eriv a tiv es o f b o th  en d  
re sp e c tiv e ly :

ta n g e n ts  (6.12) w ith  re s p e c t  to  z

V'Mz Ir 1 o ] ~ x  I 3
l 4 ’ 1 1 JX=ll  4  4

>> MZ (:-h - i— -f],
1

=  1 / 4  4

to  g ive  a m om ent acco rd in g  to  (5 .5 ) as:

M  =
E I  cot Г 1 3

+  l ]  =  0 .h 1 4 4

6.2 Two-span continuous beam

1,

L e t us de term ine  th e  m o m e n t a t  th e  m iddle  s u p p o r t  a n d  a t  m id sp an , re sp ec tiv e ly , 
d u e  to  tem p e ra tu re  g ra d ie n t  a r is in g  in  a tw o-span  c o n tin u o u s  b e am  of c o n s ta n t c ross-section  
a n d  o f e q u a l spans 6. B e am  le n g th  is: 1 =  2 b (F ig . 4).

A ccording to th e  A n g e r ta b le  (G. Anger: Z eh n te ilig e  E in flu ss lin ien  fü r  d u rch lau fen d e  
T rä g e r ,  B d . I I I .  B erlin , 1949) o rd in a te s  of th e  m o m e n t in f lu e n ce  line  a t  th e  m idd le  su p p o rt 
j .e .  o f  th e  section  x — 1/2 a t  z =  6/10 =  1/20 and  a t  z =  19 6/10 =  19 1/20, re sp ec tiv e ly , are:

Vm

to  g iv e :

V m ,

02481

0,0248 1
0,1 1 =  -  0,248 .

M om ent a t  th e  m id d le  s u p p o r t  is, according to  (5 .5 ):

M EIW t (0,248 +  0,248 +  1) =  1,496 E I <t*
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M om ent in flu en ce  lines a t  x =  1/4,, i.e . a t  m id sp an  are , acco rd ing  to  th e  q u o ted  tab le :

=  3,376 ,
r,M ( “ Ï " ’

-L)
20 J

- 0,0376 ! , a n d  Vmz (
' l 5 0 ,0 3 7 61

0) ^ ^ Ï T

чм [ 4 “  ’
19 П
2 0  J

1 =  0,0124 l . rlMz[
)  0,0124 /

' J ^ - Ö X T

T h e  m o m e n t is, acco rd in g  to  (4.5):

E l wtM ( i) (0 ,124  — 0,376 +  1) =  0,748 —
E l  cot

i t  is th e  h a lf  of M(l/2).
T h e  sam e re su lt  can  be o b ta in ed  b y  th e  u su a l c o m p u ta tio n  m eth o d .

6.3 Simply supported suspension bridge
T h e  bending m o m e n t due to  a te m p e ra tu re  g rad ien t, i.e. a  w a rm in g  u p  b y  15 °C of 

th e  to p  flange  of th e  s tiffen ing  tru ss  a t  x =  0,15 l o f th e  m iddle sp an  o f a  s im p ly  su p p o rte d

TVJ0.15U)

su sp en s io n  bridge b u ilt  in  1941 in Sw eden  is  to  be  de te rm in ed . R e le v a n t d a ta  a re  ta k e n  from  
th e  b o o k  by  S. O. A s p l u n d : “ On th e  D e flec tio n  T h eo ry  of Suspension  B rid g es”  (S to ck h o lm , 
1945). T ab les o f th e  sam e book serve to  c a lcu la te  in fluence  line  o rd in a te s  (F ig . 5).

Bridge data :
M iddle sp an
F lex u ra l rig id ity  of th e  s tif fe n in g

1 =  140 m ,

tru ss E I =  19,6 • 103 tm 2 (m 2 Mp).
Cable sagging f =  16,8 m ,
Cable fo rce  due to  dead  lo a d Hw =  199t [M p],
D e p th  o f stiffening tru ss  (e s tim a te d )  h =  0,6 m ,
L in ear th e rm a l expansion  coeff. CO =  1,2 • 10 - 5.

O rd in a te  x of th e  m o m e n t influence line  a t  0,5 l =  1/20 (F ig. 5) from  th e  q u o ted  bo o k : (и 
=  d e a d  load),

471 • 10“ 3 • wl2r]M(0,15 /, 0,05 /) =  - ~ — —  =  4,71 - IO '3 • 140 =  0,660 mwl
to  g ive  a p p ro x im ate ly :

4Mz(0Д5 l, 0)
0,660 m 

0,05 • 140 m
=  0,094 .
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S im ila rly , o rd in a te  x o f th e  in flu en ce  line a t  0,8 l is

»yM(0,15 1, 0,8 l) =  - 3 ,7 9  • 1 0 - 3 • 140 =  0,530 m

to  g ive  ap p ro x im ate ly :

v 'mz(0Д5 U l)
0,530 m 

0,2 • 140 m
=  0,019 .

T h e  m o m e n t a t  th e  e x am in ed  locus is, accord ing  to  (5 .4):

M  (0,151) =
19 ,6- 103 - 1,2- IO“ 5 ■ 15

(0,019 — 0,094 - f  1) =  5,4 tm  ,

so m e  15 p e r cen t o f th e  m a x . m o m e n t (= 3 7 ,2  tm ) dev elo p in g  in  th e  stiffen ing  tru ss . I t  is 
in te re s t in g  to  no te  t h a t  th e  m o m e n t is a lm ost th e  sam e as w ou ld  be  fo r a  p e rfec tly  re s tra in ed  
b e am , since th e  cable a llow s b u t  a  sligh t de fo rm atio n .

U N T E R S U C H U N G  D E R  W IR K U N G  Y O N  U N G L E IC H M Ä S S IG E N  
T E M P E R A T U R V E R Ä N D E R U N G E N  D U R C H  E IN F L U S S L IN IE N

J. SZIDAROVSZKY

Z U SA M M E N FA SSU N G

B ei der U n te rsu ch u n g  s ta tis c h  u n b e s tim m te r  K o n s tru k tio n e n  m u ß  ö fters a u ch  de r 
E in f lu ß  d e r u n g le ich m äß ig en  T e m p e ra tu rv e rä n d e ru n g  b e rü c k s ic h tig t w erden. In  diesem  
A u fsa tz  w ird  eine, m it  d e r  W irk u n g  der u n g le ich m äß ig en  T e m p e ra tu rv e rä n d e ru n g  g leich
w e rtig e  F ik tiv la s t  fe s tg e s te ll t , w o d u rc h  b e la s te te  E in flu ß lin ie n  die d u rc h  die ungleichm äßige 
T e m p e ra tu rv e rä n d e ru n g  v e ru rs a c h te n  B ew egungen u n d  B ean sp ru ch u n g e n  ergeben. D ie 
A n w en d u n g  des V e rfah ren s w ird  a n  H an d  von  R eisp ie len  d a rg e leg t.

E X A M E N  D E  L ’E F F E T  D E S  V A R IA T IO N S  IN É G A L E S  D E  T E M P É R A T U R E  
А Г A ID E  D E S L IG N E S  D ’IN F L U E N C E

J. SZIDAROVSZKY

R É SU M É

L ’analyse  des s tru c tu re s  h y p e rs ta tiq u e s  d o it so u v e n t p re n d re  en co n sid éra tio n  l ’effe t 
des v a r ia tio n s  inégales d e  te m p é ra tu re . L ’é tu d e  d é te rm in e  u n e  ch arg e  fic tiv e  é q u iv a lan t 
à  l ’e ffe t des v a ria tio n s  de te m p é ra tu re .  E n  re p o r ta n t  c e tte  ch arg e  f ic tiv e  su r la  ligne d ’in fluence , 
o n  o b t ie n t  les dép lacem en ts  e t  les so llic ita tio n s dus a u x  v a r ia tio n s  de  te m p é ra tu re . L ’a p p lica tio n  
d u  p ro céd é  e st illu strée  p a r  des exem ples.

ИССЛЕДОВАНИЕ НЕРАВНОМЕРНЫХ ИЗМЕНЕНИЙ ТЕМПЕРАТУРЫ ПРИ 
ПОМОЩИ КРИВЫХ ВЛИЯНИЯ

Я . СИДАРОВСКИ

РЕЗЮМЕ

При исследовании статически неопределенных систем, как правило, необходимо 
принимать во внимание и неравномерные изменения температуры. В работе определяется 
активная нагрузка, равнозначная влиянию неравномерных изменений температуры, и 
проявляющиеся смещения и напряжения, являющиеся результатом неравномерных 
изменений температуры, определяются с помощью отражения этой фиктивной силы на 
кривых влияния. Применение метода показано на примерах.
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TORSION EINZELLIGER KASTENTRÄGER

B. G O SC H Y
KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

INSTITUT FÜR QUALITÄTSKONTROLLE IM BAUWESEN BUDAPEST

[E ingegangen  a m  29. N o v e m b er 1965]

Die S tah l- u n d  S p a n n b e to n -K a s te n trä g e r  w e rd en  o f t au s  technischen  u n d  w ir ts c h a f t 
lichen  G rü n d en  ohne Z w ischenscho tte  au sg e b ild e t, w o d u rc h  sich die Q u e rsch n itte  d es v e r 
d rillten  T räg e rs  ihre A n fan g sfo rm  n ich t b e ib e h a lte n , sie v e rfo rm en  sich d u rch  V e rze rru n g . 
In  d e r vo rliegenden  A rb e it w ird  die T o rs io n sb e rech n u n g  des K a ste n trä g e rs  m it v e r fo rm b a re n  
Q u e rsc h n itt ohne V erw ö lb u n g  gezeigt, d a  d e r E in f lu ß  d e r  V erw ölbung bei g esch lo ssen en  
Q u e rsc h n itten  n u r e inen  ö rtlic h en  C h a rak te r  a n n im m t. E s w ird  bewiesen, daß  d ie  T o rs io n s
s te if ig k e it d e r  kurzen  u n d  b re ite n  K a s te n trä g e r  in fo lge  d e r Q u e rsch n ittsv e rfo rm u n g  w e se n tlich  
v e rrin g e rt w ird , fe rn e r, d a ß  de r E in flu ß  d e r Q u e rsc h n ittsv e rfo rm u n g  bei T rä g e rn , w o die 
L änge  zeh n m al g rößer als d ie B reite  is t ,  v e rn a c h lä ss ig t w e rd en  kann .

1. V oraussetzungen

E s w erden die in  d er T orsio n sth eo rie  d e r dünn w an d ig en , g esch lossenen  
Q u e rsc h n itte  ü b lichen  V orausse tzungen  g e tro ffen . W enn die B ed in g u n g en

<  0,1 u n d — < 0,1
b l

(d max =  m axim ale  W andd icke) e rfü llt  s in d  (B ild  1.), k an n  m an e ine  g le ich 
m äßige  S ch u b sp an n u n g sv erte ilu n g  in  d en  K a s te n w ä n d e n  annehm en . D ie W ö lb 
k ra f tto rs io n  w ird  v ern ach lässig t.

D ie V erfo rm ungen  der K as te n w ä n d e  w erd en  nach  den P r in z ip ie n  d er 
e le m e n ta ren  B iegetlico rie  b estim m t.

U m  die B e rech n u n g  zu v e re in fach en , w ird  e in  sym m etrisch er I o d e r II  
fö rm ig er Q u e rsch n itt b e tra c h te t  (B ild  2a).

2. V erform ungsgleichungen

D ie a u f  den  u n te rsu c h te n  K a s te n trä g e r  w irk en d e  exzen trisch e , v e r te il te  
B e la s tu n g  2p(z)  n ach  B ild  2 k an n  in  e inen  sy m m e trisc h e n  und  einen  a n t im e tr i 
schen  A n te il zerleg t w erden . D er sy m m etrisch e  B elastungsfall k a n n  n a c h  d er 
B iegetheo rie  der S tab w erk e  u n te rsu c h t w erd en  u n d  w ird im  R a h m e n  d ieser 
A rb e it n ic h t b esp rochen .
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Bild 1. E x ze n tr isc h  b e la s te te r , e inzelliger K a s te n trä g e r  m it zwei E n d q u e rv e rs te ifu n g e n

(b)

P fr) r p fr )

°1 Oi

'

2 b

(c)

Bild 2. Z erleg u n g  de r e x ze n trisc h e n  B elastu n g  in e in en  sy m m etrisch en  (a) u n d  in  e inen  a n t i 
m etrisch en  L a s ta n te i l  (6)

№
L

Ц t
№  \ y

Ц r

(a)

BJrt
Ц t

r j  Xo
r

Г 1*7 ”21-
5 ^ * 1

Уор

Gin
а

f~
(b)

B ild 3. D as s ta tisc h -b e s tim m te  G ru n d sy s tem , ä u ß e re -  u n d  Z w an g sk räfte

D ie  a n tim e trisc h e  B e la s tu n g  fü h r t  z u r  D rillm o m en ten b e la s tu n g

m T =  p (z)b  . ( 1 )

D er to rd ie r te  T rä g e rq u e rsc h n itt  b ild e t e in  in n e rlic h  s ta tisc h -u n b e s tim m te s  
S y s te m .
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D ie ü b e rzäh lig en  K rä f te  w erden aus d en  V erfo rm ungsg le ichungen  b e 
s tim m t. Zu d iesem  Zw ecke w erden die w a a g e re ch te n  Scheiben in  d e r  Z e llen 
m itte  z e rsc h n itte n  w o m it e in  s ta tisc h -b e s tim m te s  G rundsystem  e n ts te h t .  A n 
den  ze rsc h n itte n en  T rä g e rk a n ten  w irken  n u n  als Z w angskräfte  die Q u e rk rä f te  
X 0 u n d  X u, je  E in h e it  d er S tab länge, fe rn e r d e r  S chuhfluß  d T /d z = T ' (B ild  3).

2.1 Lotrechte Verschiebungen

A us d er ä u ß e re n  B e las tu n g  p(z)  k a n n  d ie  re la tiv e  V erschiebung d e r  zw ei 
T rä g e rk a n te n  des G ru n d sy stem s m it der B ez ieh u n g  (B ild 3a)

2_£_(*_)

E h
( 2 )

b e rech n e t w erden , wo E I t die B iegeste ifig k e it des I-förm igen H a u p ttr ä g e r s  
b e d e u te t.

Die re la tiv e n  lo tre c h te n  V ersch iebungen  an  den  S ch n itts te llen  (im  e n t 
gegengese tz ten  S inne p o s itiv  genom m en) au s  d en  überzäh ligen  K rä f te n  X 0 -|- 
X u b e s teh en  aus d re i T eilen  (B ild 3b):

a )  aus der V ersch iebung  infolge d e r B ieg u n g , die der D iffe re n tia lg le i
chung

2 ( X U+ X „ )
УIX —

E h
(3)

genüg t;
b) aus d er V ersch iebung  infolge d e r V erd rillu n g

У ix =  (Pxb ’ (4)

wo der V erd rehungsw inkc l aus

К  =  <Px
( X 0 +  X u) b  

2 GI  rl
(5:

zu b e rech n en  is t. H ie r  b ed eu ten :

Gl-/-, =  G(a„df,b - f  ciudÿ) +  a i,df,h) =  T o rs io n s te if ig k e it des offenen I H a u p t tr ä g e r s ,  
a0, au, ос/, =  B eiw erte .

N ach  v ie rfach er D iffe ren tia tio n  der Gl. (4) b e k o m m t m an

( x ;  +  x-u) b*
y £  =  <p'xv b

2 C I r l
( 6 )
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с)  D ie re la tiv e  V ersch iebung  infolge d e r  P la tten b ieg u n g  d er F la n sc h e n  
w en n  keine M itte lq u e rs te ife n  an g eo rd n e t s in d  — w erden aus

y 3x =  ß0 b +  x ° b*
12 E I„

b e re c h n e t, m it

ßo =
m 0 m u
3 6 E I

h : =  (2 - f e ) _ l^ A _ = (2 - k ) ^ - bh
6 E I,, 12 E I„

Bild 4. Q u e rv erb ieg u n g  des I  fö rm ig en  T e ilträ g e rs . R ahm enw irkung

( ? )

In d e m  w ir die D u rch b ieg u n g  der oberen u n d  u n te re n  F lanschen  als g le ich  v o r
au sse tz e n , is t

h I„
T 1 +  3 / T

X u =  — ---------------- -----X 0 =  k X 0 .
!o 1 +  3 >  I -

b I h

D a b e i sin d  m it d e r Q u e rk o n trak tio n sz iffe r v 

T d30

I„ =

h  =

12 (1 — v2)

__ dj
12(1 - r 2) 

d'h

~  das T rä g h e itsm o m e n t der oberen  P la tte ,  

das T rä g h e itsm o m e n t der u n te re n  P la tte ,  

das T rä g h e itsm o m e n t der S e iten p la tten .12 (1 — v2)

M it d iesen  W erten  k a n n  die V ersch iebung in  d e r  F orm

Узх : X ° 63 + ( 2 - k )  X ^ h -  X ^
12 E F 12 E h 12 E B

( 8 )
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B _ ________ к _______
l  +  } f ( 2 - 4

b l lt
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is t. D urch  D iffe renz ieren  w ird sch ließ lich

Узх
12 E B

A us dem  S ch u b flu ß  T  kom m en folgende V ersch iebungen  z u s ta n d e  (B ild  3b) 
a)  die V ersch ieb u n g  infolge d e r B ieg u n g

v IVJ l T
dQ

E  Ij dz
2 T '  h 

E l г
( И )

b)  die V ersch ieb u n g  infolge d e r V e rd rillu n g

r  E-h
ÿ 'iT  =  <Рт l> =  —

2 Gl
und

r  1

v I V ______
J 2 T  —  —

T "  b ‘4 i 

2 Gl

( 12)

( 12a)
r  1

D as V erschw inden  der re su ltie re n d e n  lo tre c h te n  R e la tiv v ersch ieb u n g en  
w ird  n u n  m it G le ichung

Уу'.х +  2 у}т = y lop 
i= 1 i= 1

(13)

d u rch  die R e la tio n , o d er nach  der E in fü h ru n g  d e r  einzelnen W erte  u n d  m it (8)

Г Т  T

( l  +  k ) X 0 +  ( l  +  k) —  К  b2 +  x ' v 63 +
4 Gl T l

T  h —
E L

a u sg ed rü ck t.
4 G In

24 В

T " ' b 2 h  =  p ( z )
(14)

2.2 Waagerechte Verformungen

Die zw eite B ed ingungsg le ichung  k a n n  au s den  D ehnungen  in  d e r R ic h 
tu n g  z an  d er S c h n itts te lle  b e s t im m t w e rd e n .
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D ie äußere K ra f t  r u f t  a n  d er S ch n itts te lle  des linken  T e ilträg e rs  o b en  
die D e h n u n g  (Bild 6a)

M ( z )
s op —  +

u n d  u n te n  die D ehnung

op

E

E

E I \

M { z )
Е Е

Ум

( f t — У м )

(15)

( 1 6 )

h e rv o r ,  w obei y M (vgl. B ild  5) den  A b stan d  d e r  N u ll-L in ie  von der o b e ren  F la n 
s c h e n m it te  des I  fö rm ig en  Q u ersch n itte s  b e d e u te t  (D as negative V o rze ich en

Bild 5. W aagerech te  V e rze rru n g en  des s ta tisc h -b e s tim m te n  G ru n d sy stem s

b e d e u te t  eine V erkü rzung). N a c h  zw eim aliger D iffe ren tia tio n  der Gl. (15) u n d  
(16) b e k o m m t m an:

£
//
op — J m ; £

rr
up —

P (z )
Е 1 г

(h ~ У м )  ■ (15a  ; 16a)

A us d e r  B iegung der Z w a n g sk rä fte  X 0, X u e n ts te h e n  (B ild 6b)

o b e n , u n d

£
//
Ol

0 +  * u

E I г

+  * „
E h

(h — Ум)

(17)

(18)

u n te n .
A us der durch  die Z w an g sk rä fte  X n, X u v e ru rsa c h te n  V erw ölbung w erd en  

d ie  D e h n u n g e n  oben

b zw .

£02 =  U)X =  Û' x y ™T ±  =  (X 0 +  X u) V
GIT1 2 J r  4 G I n

(19)
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u n d  u n ten

(x"0 +  x : ) v

4 G IT,
Ут

Buf. —
(X'0 +  X"u)b*

4 Gl
(h — Ут)

TI

(19a)

(20a)

wo ут die Lage des S c h u b m itte lp u n k te s  des I  Q u e rsch n itte s  b e s tim m t (B ild  5).

Bild 6. Q u e rsc h n itts fe s tw e rte  des T eilträg ers : 0 ; =  S c h w e rp u n k t;  0 2 =  S c h u b m itte lp u n k t

A uch der S ch u b flu ß  e rzeug t B iegung u n d  T o rsio n . So e n ts te h e n  d u rc h  
B iegung  des im  S teg  w irk en d en  Schubflußes d ie  D eh n u n g en

M " ( T ' )  q, T ' h
£03 --  T ,T Ум — _ т Ум  --- _,т Ум :

E I l £ 1 х E  I x

1,3 E I 1

u n d  aus der V erw ölbung

Г

( Ь — Ум)

e 04 =  W't =  ■&' x y  — Ут h
2 d„

m T b T '
----- ------ У т --------- .2 G IT1 G \ dh

Ут у  Ь
2 d n

( 21)

( 22)

(23)

D a das T orsio n sm o m en t m it
T '  bh

au sg e d rü c k t w erden  k a n n , sind  die V erzerru n g en :

T ' " b * h  T ' "  

£°4 ^  4 G I r i  Ут~ ~ 0 ~
Ут ! b
d h 2 dn

(23a)
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u n d

=  +
4 G l

b2 h  ч T "
(h ~ У т ) +  —

n
(24a)

D ie  V erfo rm u n g sb ed in g u n g en  la u te n :

(•^ eS)links — (■^Ö)rechts —  0  ,

( ^ ’e u)links —  ( ^ u )  re ch ts  =  0  •

(25)

D u rc h  A ddieren  der zw ei B ed ingung sg le ich u n g en  (25) b ek o m m t m a n  die V er
fo rm u n g sg le ich u n g

АГ0 +  X u { X I  +  X " )  b2 T h  T ”' b2 h
E l , 4 G l, E I ,  4 G l

\  I 8 ITl j =  P i z )
T1 ‘■To Е Е

, (26)

o d e r  m it  X u =  k X n sch ließ lich

(1 + k ) X 0 -  (1 + k )
E I ,

4 Gl
■XI b2 +  T  h +

n
E I

4 G l
■ (1 +  8I T1/ I ro) T " '  b2h =  p{z ) ,

(26a)

T1

Uo G
4 ^/,2

L ds
G die T o rs io n ss te if ig k e it des gesch lossenen  Q u e rsc h n itte s

u n d
Г ds

9 ( s )  di

ds 2 h b b
dr, d0 du

b e z e ic h n e n .

3. D iffe ren tia lg le ich u n g en  der Torsion

U m  die B erechnung  d e r s im u lta n e n  D iffe ren tia lg le ich u n g en  (14) und  
(2 6 a) zu  vereinfachen , w e rd e n  die be iden  G leichungen  ad d ie rt u n d  su b tra h ie r t .  
D a m it  bek o m m t m an

(1 +  k } X °  +  — X  Х У  » + T ' h +  — T "  b2 h =  p{z)  (27)
yO £) 2j (.tA'j'q

u n d

{l  +  k)X'' +  - ^ ^ X ^ b - T " ' h l l + ^ I L  
12 E B  \ I ru
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wo I x =  2 I x das T rä g h e itsm o m en t des gesch lossenen  Q u ersch n itte s  bezogen  
a u f  X—-X b ed eu te t.

Aus der Gl. (28) k a n n  du rch  In te g ra tio n

Gl
( l  +  k ) X 0 +  - ^ ± - X ' 0 b -  T ' h  

12 E B

ab g e le ite t w erden.
Die Gl. (27), (28) u n d  (28a) w erden  in

1+  « sl| _ oI-1 Т П  I

(28a)

96 Bb
(1 +  8 I n / I ro) b * X ' v  +

+ Ix

12 Bb
GlTl 6 E B b

+  _ GlX ° r l T  0
(1 +  fe) b2x ;  + (29)

+  2 (1 +  к) (1 +  2 I 71/ I 7-0) — (I  +  4 Ir i /I ro )  P(z)

zusam m engefaß t u n d  d a  in  der T o rs io n sth eo rie  d e r inhom ogene A n te il d er 
D iffe ren tia lg le ich u n g  üblicherw eise m it dem  T o rsio n sm o m en t au sg e d rü c k t 
w ird , schließlich a u f  die Form

I x

96 Bb
1 ± _ 8 1 TJ I T0 fc5 x iу , 
1 + 4  I T1/ I To

Ix+ -----------
12 Bb

Gl Tl

£ I V
+

6

G l (1 +  *)
то

b*

1 +  4 I r i / I ro
K  +

+  = p { , ) b = m M  1 +  4 Ijj/Iy-Q

(30)

g e b ra c h t.
D urch  (30) is t  die G leichung des v e rd rillte n  K a s te n trä g e rs  m it R ü ck s ich t 

a u f  die Q u ersch n ittsv e rfo rm u n g  fo rm u lie rt. D a  (30) eine inhom ogene lineare  
D iffe ren tia lg le ichung  m it k o n s ta n te n  K o effiz ien ten  d a rs te llt , h a t  die a llgem eine 
L ösung  die F o rm :

X 0 =  X 01 +  X 02, (31)

w o rin  X 01 die a llgem eine  Lösung d e r  hom ogenen  G leichung

ai X ^  +  a 2 X " +  a3 X 0 =  0 (32)

u n d  X 02 die p a r t ik u lä re  Lösung d er v o lls tä n d ig e n  G leichung b e d e u te t.
A us den A bm essungen  u n d  S te if ig k e itsw e rte n  k a n n  m an  die B ez ieh u n 

gen  a2 <  0 u n d  a i —А а ^ 3 0 fe s ts te llen . Die c h a ra k te ris tisch e  G leichung m it 
d e r p a r tik u lä re n  L ö su n g  X t =  едг is t:
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а 4 А4 — а2 Аа -f- О3 =  О

m it  d e n  v ie r W urzeln ,

(33)

К

К

а г +  Ма\ j a i a3 =  +  у а +  ib . -  ]fa +  ib;
2а4 2a,

-)- I'fa — ib ; A4 =  — ]f a — ib ,

d ie  a lle  kom plexe Z ah len  s in d .
M it der E in fü h ru n g  d e r  d u rch

A4 =  -|- ib =  A  -j- iB

d e f in ie r te n  H ilfsgrößen

(34)

A  = +  Y  a2 +  b -
!2 ~

B  =
+  y a2+  b2

2
(35)

b e k o m m t m an  sch ließ lich  als a llgem eine L ösung  d er D iffe ren tia lg le ich u n g  z. B. 
n a c h  d e r  M ethode d er V a r ia tio n  d er K o n s ta n te n

X 0 =  eAz (C1 cos B z  - f  C 2 sin  Bz)

-f- e~Az (C3 cos B z  C4 sin  Bz)  -f-

+ J* X  ( 2  x ) p ( a ) d a .

(36)

E s  w ird  h ie r au f die E in z e lh e ite n  d ieser M ethode n ic h t eingegangen .
D ie In te g ra tio n s k o n s ta n te n  w erden  aus d en  R a n d b ed in g u n g en  b e s tim m t. 
D ie lo trech te  V ersch ieb u n g  der K a s te n rip p e  w ird  aus

y IV =  P ~ { X ° +  X “) - T ' Æ =  b (ç>iv +  y iv j  (3 7 )
Lj 1г Z

b e re c h n e t , wo

12 E B

die Q u e rsch n ittsv e rfo rm u n g  d a rs te ll t . D a rau s  h a t  m an  nach  d e r In te g ra t io n

u n d  in sbesondere

b , . b
y  =  — {<P +  r )  =  <P—  +

X a b* 
24 E B

X 0
24 E B  

b3
(37a)
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Z ur F o rm u lie ru n g  des d e r D iffe ren tia lg leichung  (30) zugehörigen  R a n d w e rt
prob lem s m üssen säm tlich e  R an d w ertau ssag en  d u rc h  die G röße X 0 au sg e d rü c k t 
w erden . So sind  z. B . fü r  e inen  b e iderse its  e in g e sp a n n te n  K a s te n trä g e r  bei 
2 = 0 u n d  z =  l die g eo m etrisch en  R a n d b ed in g u n g en

У  =  о ,  <p =  0, y '  =  0, cp' =  0,

w as den  R an d w ertau ssag en
X 0 =  0, X ’0 =  0

e n tsp ric h t.
F ü r  einen b e id e rse its  fre i a u f  liegenden  K a s te n trä g e r  g ilt fü r  2 =  0 u n d

2 =  /
y  =  cp =  0 u n d  y "  - cp" =  0.

Z a h l e n b e i s p i e l

D i e  A n w e n d u n g  d e r  a b g e l e i t e t e n  F o r m e l n  u n d  d i e  B e d e u t u n g  d e r  Q u e r s c h n i t t s v e r 

f o r m u n g  s o l l e n  a n  d e m  K a s t e n q u e r s c h n i t t  ( B i l d  7 )  g e z e i g t  w e r d e n .

D i e  T r ä g h e i t s m o m e n t e  d e r  K a s t e n w ä n d e  w e r d e n  m i t  v =  0

Io =  IU
1 -dl 

12
1 • 103 

12
=  8 3 , 3  c m 4  ;  I / ,

1 -dh 
12

1 • 83 
12

4 2 , 7  c m 4 ,

dh - e  > <
0

> 0Í

l
i

•----

b - 100

----p

_ ___ 100 J ____b - 100

Bild  7 .  Z a h l e n b e i s p i e l

d a s  T r ä g h e i t s m o m e n t  d e s  g a n z e n  Q u e r s c h n i t t e s

I x =  2 ly — 7 2 , 5 7  • 1 0 5  c m 4 ,

u n d  d i e  B i e g e s t e i f i g k e i t  d e r  R a h m e n  ( Q u e r b i e g e s t e i f i g k e i t )  w i r d  m i t  к — 1

1  • I .  1  • 8 3 , 3В =
1Ч- - £ - Т L (2 - fc) 6 lk

=  3 2 , 5  c m 4  ,
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D a s  T o rs io n s t r ä g h e i t s m o m e n t  d e s  o f fe n e n , s y m m e tr is c h e n  I  P ro f i ls  b e k o m m t m a n  a u s  

I Tl =  - h  (2 • d» 6 +  d l  b ) =  (2 • 10» +  0 ,358 • 105) =  0 ,786 • 10» c m 4

u n d  d a s  T rä g h e i ts m o m e n t  d e s  g e s c h lo s s e n e n  K a s te n q u e r s c h n i t t e s  au s

4  b2 h 2 4 - 1002* 802IT u  :

2 í r  + 2~ í rd o «h
2 — +  2 —  

8 ^  10

6 4 ,105 c m 4 .

D ie  B e iw e r te  d e r  G le ic h u n g e n  (3 0 )  u n d  (3 5 ) b e t r a g e n  m i t  G  =  0 ,46  E

«i

a2

a 3

h  1 +  8 I n / I r o  7 2 ,5 7 .1 0 »  1 +  0 ,098
96 B b  l  +  4 I T l/ I To 9 6 - 3 2 , 5 - IO 2 1 +  0 ,049 ’ !

»« [ G Ir ,  I < > E B b  1 1
12 B b  I E l x ^  GJTo K ^  >\ l + 4 I T l/ I ro

7 2 ,5 7 -1 0 »  I 0 ,4 6  • 0 ,786 • 10» 6 • 32 ,5  • 102 1 1
12 • 32,5 • 102 [  7 2 ,5 7  • 10» +  0 ,46  • 64 • 10» ' 2J 1 ,049 ~  3 ’ 2 ’

2 ( l  +  f c ) ( l  +  2 I T l/ I ro ) 0 0 1 ,025 , An 
l  +  4 I r i / I r o  ’ 1 ,049 1 •

I m  F a l l e  e in e r  s t a t i s c h - b e s t im m te n  L a g e ru n g  d e r  F la n s c h e n  (d ie  S tü tz e n m o m e n te  d e r  F l a n 
s c h e n  s in d  g le ich  n u ll)  u n d  e in e s  s in u s fö rm ig  v e r te i l te n  D re h m o m e n te s

m j-  =  m j -0 s in

w o b e i  rnj-0 =  p b  i s t ,  k a n n  e in e  e in f a c h e  L ö su n g  d e r  G l. (3 0 ) a n g e g e b e n  w e rd e n . 
D a n n  w ird

f e r n e r

X 0 =  X 00
. 71Z

“ П T  *

X,
7 t 1 T ÍZ Л 2 Я2
^4 ^00 Sin ~T; Xi=-"  l 2"

-̂00 sm—-

A u s  G l. (3 0 )  fo lg t  d a m it

( .  + Ь 4 n 2 b2 , t
^a i ^4 a 2 +  « * l XoO "  --- P О ® »

x „
л 4 b 4 л 2 b2

°1 ---- П--------- a 2 ------ Ï5- ------Г  a 3

4 P -
1 l*

N a c h  d e r  U m fo rm u n g  d e r  G l. (2 8 ) 

u n d  m i t  d e r  E in fü h ru n g  d e r  B e z e ic h n u n g e n

ln  Ar u

. JIZ ,  я 2 . J I Z
T  = T 0 s i n —  u n d  X 0 = ------ j i - X  „о s in  —

b e k o m m e n  w ir
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2 T'0 bh 2 (l +  fc)Iro 
Iro +  4 I n

2 (1 +  fc) Iro
Iro  +  4 174

X 00b [ l -
12 EBb

Gl n
12 EBb

л г b2 1
~ F ~  (i +  k) Г

л 2 Ь2 1 I
1г (1 +  к) \  ■

W enn  der K a s te n q u e rsc h n itt  n ich t d e fo rm ie rb a r is t ,  e n ts te h t  die b e k an n te  G le ich u n g :

2 T'bh =  pb .

D er E in flu ß  de r Q u e rsch n ittsv e rfo rm u n g  is t  in  d e r T a fe l m it de r V e rh ä ltn isza h l TÓ/T” fü r  
versch iedene  b/l W erte  darg este llt.

Verhültniszah
b/l

bo 0,5 0,1

T J T 8,9 • 10~4 23,4 ■ 1 0 -3 0,99

E s is t  zu b em erk en , d aß  der E in flu ß  d e r  Q u e rv erfo rm u n g en  a u f  die T o rs io n ss te if ig k e it bei 
k le in en  S p an n w e iten  am  g rö ß ten  is t, u n d  h ier d e r S ch u b flu ß  (T') en tsp rech en d  k le in  w ird . 
A u f diese V e rh ä ltn isse  soll bei de r A u sw ah l de r A b m essu n g en  R ü ck sich t g en o m m en  w e rd en .

T O R S IO N  O F  B O X  G IR D E R S

B. GOSCHY

SU M M A RY

R einforced  co n cre te  an d  p re s tressed  co n cre te  b eam s of box  cross- se c tio n  w ith o u t 
stiffen in g  m em b ers be tw een  su p p o rts  a re  f re q u e n tly  designed  fo r tech n ica l a n d  econom ic 
reaso n s . B y  o m ittin g  stiffen ing  m em b ers  th e  c ro ss-sec tio n  will n o t  keep i ts  o r ig in a l shape  
d u rin g  tw is tin g  a n d  d is to rtio n  of th e  sec tio n  will o ccu r. T h e  p u rpose  of th is  p a p e r  is  to  give 
a  m eth o d  fo r th e  ca lcu la tio n  of tw is te d  b o x  g ird ers  w i th  defo rm ab le  cross- sec tio n  neg lec tin g  
th e  effect o f w a rp in g  w hich  is, as k n o w n , o f loca l c h a ra c te r  b y  hollow  sec tio n s. F ro m  th e  
re su lts  o f th e  p re sen te d  calcu la tio n s i t  c an  be  s ta te d  t h a t  sh o rt a n d  large box  g ird e rs  w ith o u t 
d iap h rag m s h av e  a low  to rsio n al r ig id ity , on  th e  o th e r  h a n d , w ith  g irders te n  tim e s  lo n g er th a n  
th e  w id th , th e  effec t o f th e  d is to rsio n  can  be n eg lec ted .

T O R S IO N  D E S  PO U T R E S -C A IS S O N S

B. GOSCHY

R É S U M É

P o u r des ra iso n s tech n iq u es e t  éco nom iques, les pou tres-ca issons en b é to n  a rm é  e t 
b é to n  p ré c o n tra in t so n t so u v en t réa lisés  sans ra id is s e u rs  in te rm éd ia ire s  (d iap h ra g m e s) . P a r  
su ite  de l’absence  de  ra id isseu rs e n tre  les d eu x  a p p u is , il y  a  d é fo rm atio n  de la  se c tio n  orig ina le  
de la  p o u tre  en  to rs io n , c’est-à -d ire  la  sec tion  so u ffre  u n e  d isto rsion . L ’é tu d e  p ré se n te  une  
m éth o d e  de ca lcu l de la  to rsio n  des p o u tre s  sans ra id isse u rs  a y a n t  une  se c tio n  en  caisson , 
en  n ég lig ean t l ’e ffe t d u  v o ilem en t, c a r  c e t e ffe t e s t  de  c a ra c tè re  local chez les p o u tre s  creuses. 
Les ré su lta ts  de  l ’é tu d e  p e rm e tte n t de  c o n s ta te r  q u e  la  r ig id ité  de to rsio n  des p o u tre s -ca is so n s  
c o u rts  e t  la rges e s t fo r tem en t d im in u ée  à  cause  de  la  d is to rsio n  de la  sec tion  e t  q u ’on  p e u t 
nég liger l’effe t de la  d is to rsio n  si la  lo n g u eu r de la  p o u tre  dépasse  de p lus de d ix  fo is sa  la rg eu r.
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КРУЧЕНИЕ ОДНОКЛЕТОЧНЫХ КОРОБЧАТЫХ БАЛОК

Б .  Г О Ш И

РЕЗЮМЕ

По причинам технического и экономического характера железобетонные и пред
варительно напряженные бетонные балки часто выполняются без промежуточного ребра 
жесткости (диафрагмы). Следствием отказа от ребра жесткости является изменение пер
воначальной формы коробчатого сечения, подверженного кручению, то есть сечение 
искажается. Настоящее исследование посвящено расчету кручения коробчатой балки с 
искажающимся сечением, при условии пренебрежения влиянием расширения, так как 
таковое, как известно, для закрытого сечения имеет местное значение. На основе резуль
татов исследования можно установить, что жесткость кручения коротких и шир
оких коробчатых балок значительно снижается вследствие искажения, и далее, что 
влиянием искажения моно пренебречь, если длина балки превышает десятикратную 
ширину ее.
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EFFECT OF THE ALTERATION IN THE FLEXURAL  
RIGIDITY OF HYPERSTATIC BEAMS UNDER BENDING

J .  S Z ID A R O V S Z K Y
CAND. OF TECHN. CS.

MINISTRY OF COMMUNICATION, BUDAPEST 

[M an u scrip t received  D ecem b er 21, 1965]

In te rn a l  forces o f h y p e rs ta t ic  s tru c tu re s  d e p en d , am o n g  o thers , on  c ro ss-sec tio n a l 
d im ensions o f th e  s tru c tu re . In  b rid g e  design , in te rn a l fo rces a re  de te rm in ed  a f te r  a ssum ing  
th e  d im ensions, a n d  th o se  a lte r  th e  cross-sec tional d im e n sio n s  assum ed, w hich  in  tu r n  m o d ify  
th e  fo rm er. T h ere fo re , th e  design  o f h y p e rs ta tic  b rid g es m a y  invo lve  as m an y  as th re e  o r fo u r 
s tru c tu ra l  re ca lc u la tio n s . H ere  i t  w ill be  ex am ined , in  w h a t  d irec tion  an d  o rd e r w ill th e  
m od ification  o f in te rn a l  forces be  d u e  to  th e  a lte ra t io n  o f  th e  cross-sectional d im ensions. 
In  th e ir  know ledge  th e  c ro ss-sec tional d im ensions c a n  b e  m ad e  to  cope w ith  th e  in te rn a l 
forces to  be m od ified , hence reca lc u la tio n  of th e  s t r u c tu r e  can  be  avoided.

In tro d u c tio n

A lte ra tio n  o f  th e  f le x u ra l r ig id ity  o f h y p e rs ta t ic  beam s u n d e r  b e n d in g  
affects in te rn a l forces, in  a d d itio n  to  d e fo rm a tio n . S tru c tu ra l en g in ee rs  are 
fam iliar w ith  th e  law  th a t  b y  increasin g  th e  f le x u ra l  r ig id ity  a long  a le n g th  of 
a h y p e rs ta tic  b eam  u n d e r b e n d in g  causes th is  le n g th  to  a t t r a c t  th e  b e n d in g  
m om en t.

T his la w , how ever, fa ils to  in fo rm  e ith e r  o n  th e  o rder o f  m a g n itu d e  of 
th e  in te rn a l fo rce  a lte ra tio n  o r  on  th e  d ire c tio n  o f  th e  rea rra n g em e n t o f in te r 
na l forces d u e  to  a com bined  e ffec t o f m u ltip le  sec tio n  a lte ra tio n s .

T his p a p e r  seeks an  an sw er to  b o th  p ro b le m s.
O f co u rse , w h en  e x a m in in g  th e  effect o f  a l te r a t io n  in  th e  f le x u ra l  r ig id ity  

— giving th e  m o d ifica tio n  o f  th e  in te rn a l fo rces o r o f th e  d e flec tio n  — i t  is 
needless to  ca lcu la te  w ith  th e  sam e accu racy  as fo r  s tru c tu ra l an a ly ses . N am ely , 
i f  in  s tru c tu ra l  analy sis  an  acc u ra cy  o f 4 p e r  c e n t is req u ired , a n d  th e  a c tu a l 
value varies b y  20 p e r c en t, th e n  for th e  m o d if ic a tio n  i t  is q u ite  su ff ic ie n t to  
ca lcu la te  to  100/20 • 4 =  20 p e r  cen t. T hus fo r  th e  ca lcu la tio n  o f  th e  a lte ra tio n  
effect, a less a c c u ra te  m e th o d  can  be app lied , w h ich  m eans an  im p o r ta n t sav ing  
in  tim e  a n d  la b o u r.

EI0 =  EI„(x) 
E l ,  =
<P =  <f(x)
A<p =  !? (* )„
У =  У(х)
Ay =  Ay(x0) 
M  = M(x) 
m =  m(x0)

flex u ra l r ig id ity  o f th e  o rig in a l b eam ; 
f lex u ra l r ig id ity  o f th e  m o d ified  b eam ; 
ab so lu te  ro ta t io n  of th e  b e a m  sec tio n ; 
re la tiv e  ro ta t io n  in  th e  b e am  a t  x0; 
b eam  d isp lacem en t; 
re la tiv e  d e flec tio n  a t  #0;
ben d in g  m o m e n t due to  a n  e x te rn a l  load ; 
m o m en t d u e  to  u n it  re la tiv e  ro ta t io n ;
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AM  =  AM(x) m o m e n t a ris in g  due to  a m o d ifica tio n  in  flex u ra l r ig id i ty ;
r  == r(x) sh e a rin g  fo rce  due to  u n i t  re la tiv e  d isp lacem en t;
* =  aste risk  as s u p e rsc r ip t re fers to  th e  m o d ified  beam .

Subscripts : m re fers to  m o m e n t in flu en ce  line ;
r re fe rs  to  r e s u l ta n t  in flu en ce  line.

1. E xam ples on the exam ination  o f the effect o f altering the flexural rigidity

L e t us de term ine  th e  b en d in g  m o m en ts  u n d e r th e  lo ad  p o in t  a n d  a t 
r e s t r a in t s  in  a b ila te ra lly  r e s tra in e d  beam  u n d e r  lo ad  P  a t  m id sp an , o n  sy m m e t
r ic a l ly  a lte r in g  th e  f le x u ra l r ig id ity  a t  b o th  ends o f th e  beam  of a n  o rig in a lly  
u n ifo rm  section  (F ig . 1).

1/2
P

Í

V s ~
1

Fig. 1

C hoosing a sim ple b e a m  as p rim a ry  b eam , b en d in g  m om ent u n d e r  p o in t 
o f  fo rce  P  is: (Fig. 2)

PI

4
M

S y m m e t r y  zeros r o ta t io n  a t  m id sp an , w hile a t  beam  ends

V o  =  « 0 1  =  “
"4* M  

0 E l

P
2 E

d x  =  — г M dx
M

m
dx

x d x  

1 1

m ?
2 I n

Jo  E l

1 x d x

S  7Г Г  2 E  ( 2 J,

PI (l2 — 4 s2) r  +  4 s'

16 EL. h

( 1. 11)

w h ere  I 0 is th e  in itia l m o m e n t o f in e rtia ; I x is th e  sam e a lte red  a lo n g  le n g th
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s —s; E  is th e  m odulus o f  e la s tic ity ; Z is th e  sp a n ; an d  f in a lly ,

I ,г  = ( 1. 12)

R o ta tio n  p ro d u ced  b y  u n it m o m en ts  a c tin g  a t  b o th  ends o f  th e  p rim a ry  
b eam  will be:

Vi =  «и =  —
"Ч2 M

Jo E l1  Jo E I () E  \ I \  I 0 I

l (Z -  2 's) г  +  2 s1 11 — 2 s  2 s

2 E  1 7 ~  J, 2 EL, lx
• (1.13)

M om ent of re s tra in t is:

M „ =  -
PI (l2 — 4 s2) r-(- 4 s2

8 {l2 — 2 Is) r  +  2 Zs

an d  m om ent u n d e r force P :

(1.14)

M  - IL +  M  =  —  [ /2 ~ 4 s ( Z - s) ] t +  4 s ( Z - s) 
4 6 8 [Z2 - 2 Z s ] r  +  2Zs

(1.15)

F o r t  =  1, i.e . J 0 =  Jj or i f  s =  0,5 Z, th e  w ell-know n re la tio n sh ip  for 
c o n tsa n t sections is o b ta in e d :

M p =  —  =  -  .
8

O n th e  one h a n d , th is  exam ple ju s tif ie s  th e  m en tio n ed  law  fa m ilia r  to  s tru c 
tu r a l  engineers, an d  on  th e  o th e r h a n d , re la tio n sh ip  (1.15) p o in ts  o u t  th e  n o n 
lin e a r ity  o f th e  in te rn a l force m o d ifica tio n  p ro d u ced  b y  th e  a lte ra t io n  o f  the  
flex u ra l r ig id ity .

L e t us d e te rm in e  th e  b en d in g  m o m en t in  th e  sam e b eam  p ro d u c e d  by  
e x te rn a l bend ing  m o m en ts  - f M  a t  b o th  ends.

N ow , th e  d iag ram  o f th e  m o m en t d eve lop ing  in  th e  p r im a ry  b e a m  will 
be as show n in F ig . 3. In  th is  case

Vo — aoi — Vi — °n
M l

2 E l ,

(l — 2 s) r  +  2 s 

Z r

an d  a t  m idspan :

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



172 J. SZIDAROVSZKY

au

h e n c e , th e  m om ent v a lu e  is u n a ffe c te d  by  th e  m o d if ic a tio n  o f  th e  f le x u ra l r i 
g id i ty .

F ro m  th is  ex am p le  i t  a p p e a rs  th a t  th e  m e n tio n e d  p ra c tic a l law  is n o t 
v a lid  in  each  case an d  t h a t  th e  lo a d  fea tu res a ffec t th e  m o d ifica tio n  of th e  b e n d 
in g  m o m e n t.

О  M О  M

2. E ffect of flexural rig id ity  m odification over an elem entary length

I n  a beam  of f le x u ra l r ig id i ty  E l  — E I ( x ) ,  a n  e x te rn a l lo ad  p ro d u ces a 
b e n d in g  m o m en t M  =  M ( x )  a n d  a vertica l d isp la c e m e n t у  =  y(x) .

I n s e r t  a hinge in to  th e  cross-section  o f th e  b e a m  described  b y  abscissa  
x a, a n d  a p p ly  on b o th  a d ja c e n t  ends of th e  b eam  b i-p a r te d  by  th e  h inge th e  
m o m e n ts  M ( x 0) an d  — M ( x 0), re sp ec tiv e ly . T h en  b o th  th e  b en d in g  m o m en t an d  
th e  d e fo rm a tio n  w ill e q u a l th o s e  o f  th e  orig inal b e a m . T h u s , no re la tiv e  r o ta 
t io n  w ill occur a t th e  h inge  (F ig . 4).

L e t  th e  m om ent o f  in e r t ia  o f th is  h inged b e a m  be  b ila te ra lly  of th e  h inge  
in c re a se  from  I  =  I n to  I ,  a lo n g  e lem en ta ry  le n g th s  dx/2  ( to ta llin g  dx).  T h en  
a  r e la t iv e  ro ta tio n  A(p w ill d e v e lo p  a t  th e  h inge, b e tw e e n  b o th  beam  p a r t  axes 
(F ig . 5 ), to  give:

M  M  , M  I ,  -  I 0

E l ,  E I U E I 0 I ,

S ince  ac tu a lly  th e  b e a m  c o n ta in s  no h inge, o n  a lte r in g  th e  f le x u ra l r ig id 
i ty ,  a  m o m e n t M * ( x 0) p ro d u c in g  zero re la tiv e  a n g u la r  ro ta t io n  m u st a rise  in  
th e  h in g e less  (p rim ary) b eam . T h e  sam e in te rn a l forces w ill develop on lo ad in g  
th e  h in g e d  beam  w ith  a n  a d d it io n a l  couple o f m o m en ts  M *  a t  th e  h inge- 
side e n d s .

dx  . (2.1)
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M om ent in fluence line o f  th e  sec tion  x 0 w ill co rrec tly  be  g iven  b y  th e  
d iag ram  o f v e rtic a l d isp lacem en t o f  th e  beam  if  a h inge is in se r te d  in  th e  beam  
a t  x 0, an d  th e  hinge is lo ad ed  b ila te ra lly  b y  a m o m en t coup le  Azm m{x o) p ro 
du c in g  th e  re la tiv e  ro ta t io n  a t  th e  hinge

A cp =  x  =  — 1

(F ig . 6). N ow , b end ing  m o m en t m m(x) w ill arise in  th e  b eam  a t  x.

Fig. 4

T h en  th e  b en d in g  m o m e n t causing  re la tiv e  a n g u la r  ro ta t io n  —Acp, is 

A M *  =  A M * ( x 0) =  m m(x0) d<p 

p ro d u c in g  in  o th e r  beam  sectio n s bend in g  m om en t

A M * ( x )  =  m m(x) dcp .

T h e  overa ll m o m en t in  th e  b eam  will be:

M *(x )  =  M (x )  +  A M * ( x ) .

C om bining  (2.1) an d  (2.2):

M *(x)  =  M ( x )  — M { x 0) m m(x) J l  _ 7° • ~  .
11 ^^0

( 2 .2)

(2.3)
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In  th e  ana ly sis , m o m e n t m m(x) p ro d u c in g  u n i t  a n g u la r  ro ta tio n  should  
b e  d e te rm in ed  on th e  m o d ified  beam , i.e . i t  sh o u ld  be in  fa c t < (* )■  If. 
h o w e v e r, th e  a l te ra tio n  o f  th e  f lex u ra l r ig id ity  concerns an  e lem en ta ry  len g th , 
th e r e  is b u t  a s ligh t d iffe ren ce  betw een  mg(x)  a n d  т,*(лс), hence difference effect 
is neg lig ib le .

M om ent p ro d u c in g  a u n i t  re la tiv e  ro ta t io n  a t  th e  h inge  in  th e  p rim a ry  
b e a m  can  easily  be d e te rm in e d .

N am ely , th e  m o m e n t in flu en ce  line is id e n tic a l w ith  th e  deflec tion  d ia 
g ra m  p e rta in in g  to  a u n i t  re la tiv e  ro ta tio n  a t  th e  h inge . T he m om en t itself, 
h o w e v e r , is p ro p o rtio n a l to  th e  second d e riv a tiv e  o f  th e  d e flec tion , i.e .:

— E l

w h e re  f]m(x) is th e  o rd in a te  o f  th e  m om ent in fluence  line. 
F ro m  (2.3), th e  fo rm u la  o f  th e  m om en t a t  x 0

M * ( x 0) =  M { x  0) 1 m m {x0) —  l0
h

dx

Ж

(2.4)

(2.5)

c le a r ly  proves th e  m e n tio n e d  em pirica l o b se rv a tio n  th a t  for h y p e rs ta tic a l s tru c 
tu r e s ,  th e  increase o f th e  f le x u ra l r ig id ity  over a le n g th  a t t r a c ts  th e  bend ing  
m o m e n t, i.e. i t  loca lly  in c rea se s  th e  bend in g  m o m en t — o r b e tte r  said  its  
a b s o lu te  value — p ro d u c e d  b y  an  ex te rn a l lo ad .

N am ely , in  th is  case 1г 70, th e  m om en t m m(x0) p ro d u c in g  a u n it  re la tiv e  
r o ta t io n  is neg a tiv e  (F ig . 6 ), hence  th e  te rm  in  sq u a re  p a ren th ese s  is g rea te r 
t h a n  u n it .

N ow , from  fo rm u la  (2 .3) i t  appears t h a t  i f  th e  m o m en t M (x )  p roduced  
b y  a n  e x te rn a l load  a t  x ,  a n d  th e  p ro d u c t from  m o m en t m m(x)  a rising  a t  x  is
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due to  a m o m en t cau sin g  a u n it re la tiv e  r o ta t io n  a t  x 0, and  from  th e  m o m en t 
M ( x 0) a t  th e  hinge due  to  th e  ex te rn a l lo a d , a re  o f  th e  sam e sign, th e n  in c rea s in g  
th e  f le x u ra l r ig id ity  w ill reduce  th e  b e n d in g  m o m e n t a t  x.

3. E ffect o f altering the flexural rigidity a lon g  a finite length o f a span

L e t us assum e th e  p r im a ry  beam  to  be  c u t  th ro u g h  in  an  a rb i t r a ry  sec tio n  
x 0 an d  lo ad ed  a t  th e  c u tt in g  b y  a couple ± R ( x 0) to ta llin g  zero, eq u a l b u t  o p p o 

site  to  th e  in te rn a l forces o f  th e  cu t b e a m , a n d  b y  th e  m om ent couple  -4- M(x„),  
as e x te rn a l loads (F ig . 7). T hereby  th e  in te rn a l  forces of th e  cu t b eam  w ill n o t 
change, a n d  even  th e  d e fo rm atio n  w ill h e  th e  sam e as for th e  p r im a ry  b eam . 
In te rn a l m o m en t in  th e  b e a m  (either p r im a ry  o r cu t) is M(x).

I f  th e  f le x u ra l r ig id i ty  of the b e a m  ch an g es  over a len g th  fro m  x a <[ лг0 
to  Хь x 0 in  th e  sp an , th e n  a t  th e  c u ttin g  a re la t iv e  an g u la r ro ta tio n  a n d  a v e r 
tic a l d isp lacem en t develop . A ccording to  F ig s  8 an d  9 th e  d e fo rm a tio n  o f  th e  
p rim a ry  b eam  is ex p ressed  by  re la tio n sh ip s :

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



176 J. SZIDAROVSZKY

dx ; X •< x 0 ,•Pli*) =  4>a — J
f x M

<Pï (x) =  <Pb —  d x > x >  xo
J  Xb -£'-*0

* M

X. E l ,

x M

yS*) =  Уа +  •Paix -  x a) ~  f( ~~T~
JJXa ^ 0

ГГХ ]\/[
УЛ*) = У ь  — <Pbix b — *) —

JJxb -^O

O  O

d x d x ;  x  <[ x 0 , 

d x  d x 4, x  >  x0.

(3 .1 a)

(3 .1b)

(3 .1c)

(3 .1d )

T h e  sam e are v a lid  fo r th e  b eam  of m o d ified  flex u ra l r ig id ity , b u t  ta k in g  
/ ,  in s te a d  o f I 0, to  give:

<P*{x )  =  bp a —

<P*(x) =  П ~

M  

x* E l ,  

'x M

X, E l !

T l(* ) =  J a +  9^0* — *a) —

dx  ; x  <. x 0 , 

d x 4, x  >  x 0 ,

r r x M

У*(х ) — Уь — п ( л

xa E I ,
ГГХ  Д/J

x  •—• x) — ------ d x d x 4, x  ;> x0 .
JJ XI, E l ,

d x d x ;  x  <C x 0 ,

R e la tiv e  ro ta tio n  a t  x n is:

A c p  =  <p£(x0)  —  < ( * „ )  .

(3 .2a)

(3 .2b)

(3.2c)

(3 .2d)
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A p p ly ing  (2.1) we o b ta in :

M

E I 0
(3 .3a)

a n d  for th e  re la tiv e  v e r tic a l d isp lacem en t a t  x 0:

F ro m  (3.3a) i t  is:
ЛУ =  У* (*) — yf(*) .

M

E I 0
— — d x  dx  .

h

R ela tiv e  v e rtic a l d isp lacem en t can also be  w r it te n  as:

d x  d x  —
M

E h
— -----—  dx  d x .

h
(3 .3b)

I f  th e  beam  is a c te d  u p o n  a t x 0 b y  an  e x te rn a l  force p ro d u ced  a t  x 0 in  th e  
c u t beam  o f orig inal f le x u ra l r ig id ity  a u n i t  n e g a tiv e  re la tiv e  ro ta tio n  a n d  zero  
re la tiv e  v e r tic a l d isp lacem en t, in te rn a l m o m en t m m(x) w ill develop. T h e n , th e  
v e rtic a l d isp lacem en t d iag ram  will g ive th e  m o m e n t in fluence line o f  th e  p r i 
m ary  beam . T he sam e b en d in g  m o m en t w ill a l te r  th e  re la tiv e  ro ta t io n  in  th e  
b eam  o f m odified  flex u ra l r ig id ity  b y :

Л(Рт =  — J
xs m m{x) f j  — /„

E I n
A !----- l * - d x .

h
(3.4)

R e la tiv e  ro ta t io n  a t  x 0 is , from  (3.3a):

— 1 +  Aq>n Г i{x ) h  h
E h  h

dx . (3 .4a)

A t th e  sam e p o in t, th e  re la tiv e  v e rtic a l d isp lacem en t is, from  (3 .3b):

m m(x) h  — I n

Xb E I 0 h
dx  dx -J)' x” m m{x) h  — h

Xa E I „ h
- d x  d x  (3.4b)

an d  th e  b en d in g  m o m en t arising  in  th e  b eam :

m m{x) - — E I 0 r]m(x) (3.4c)

w here rjm(x) is th e  o rd in a te  a t  x  o f th e  m o m en t in fluence  line, as a d isp la c e m e n t 
d iag ram .
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I n  general, th e  in flu e n c e  line is g iven  b y  its  in d iv id u a l o rd in a te s , ca lcu 
l a te d  a t  d iscre te  loci, r a th e r  th a n  b y  fu n c tio n s . F in ite  d ifferences c a n  be  s u b 
s t i t u t e d  b y  its  d ifference q u o tie n t (F ig . 10).

I n  th e  beam  o f m o d ified  f lex u ra l r ig id i ty  m om en t m v(x) p ro d u ces a 
r e la t iv e  ro ta tio n  an d  a v e r tic a l d isp lacem en t, accord ing  to  (3 .3a) a n d  (3 .3b), 
re s p e c tiv e ly , of

a n d

(3 .4d)

У г =  — 1 +
m r(x)

E l  о
i — h .  i x  d x  _  Г Г  J i f e L  h - i .  d x d x ^ A c )  

h JJ«. E t ,  I ,

a n d  a m o m en t of
m r(x) =  — E I 0 fj"(x)

w h e re  rjr(x) is th e  in flu en ce  line  of th e  c ro ss-sec tio n a l re su lta n t.
I n  th e  beam  o f m o d ified  flex u ra l r ig id i ty  n e ith e r  re la tiv e  ro ta t io n  n o r 

v e r t ic a l  re la tiv e  d isp la c e m e n t can  be p ro d u c e d  b y  e x te rn a l lo ad  a t  x 0; hence  in  
a d d i t io n  to  th e  m o m en t M ( x )  developing  in  th e  p r im a ry  beam , a n o th e r  b e n d 
in g  m o m e n t cmrnm(x) crm r(x)  has to  develop  to  c o u n te rac t re la tiv e  d e fo rm a 
t io n  a t  x0, to  give:

a n d
A<p +  cm x m +  cr Acpr =  0 (3.5a)

A y  +  cm Aym +  cry r =  0 . (3 .5b)

W h ile  th e  bend ing m o m en t w ill be

M * ( x )  =  M (x )  +  cm m m(x)  +  cr m r( x ) . (3.5c)
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F ro m  (3.5a) an d  3 .5b) i t  is

and

<V =

л <РУг — A y A<Pr 
*тУг — ЛУт ЛсРг

ЛУ*т — Л(рДУт 
*тУг — ЛгРгЛУт

N eglecting  p ro d u c ts  o f Zl-type re la tiv e  d isp lacem en ts  — as se c o n d a ry  
m ag n itu d es — a n d  su b s titu tin g , we o b ta in

W o  dx
Acp fJ X D E I n 11

"x* rnm{x) — I 0
1 +

E I n
a n d

h
dx

A y Я M ( x )  I 1 I 0

hXb E I 0
dx  dx я: E h  h

- Я x” m v(x) h — h

Xb E I 0
dx  dx ■JO’x° m „(x ) h  — h

L ocating  x Q to  give

JCx * M ( X )  h - h dx  - dx
S .

E h  h

*  Щ * )  W o
x. E I 0> Xb E I 0 

leads to  с, =  0.
In  th e  doub le  in te g ra l, to  in te rc h a n g e  lim its , equalities

-ь

dx  ■ dx

and

(3 .5d)

(3 .5e)
dx  dx

(3 .6a)

[Qft /( * )  dx  d x =  — JJJ* f ( x )  - d x - d x  +  (a — b) J “/(* )  ' dx  (3 .7a)

J \a №  ' d x d x  =  J J a* f ( x ) -d x d x  +  — f ( x )  - d x  +  j j > )  d x - d x  (3 .7b)

are  p roved , w here b lies w ith in  th e  ran g e  a — c. 
N am ely , on th e  one h an d

JJ>> - d x - d x
b г г x

f ( x )  ■ d x  I dx  =

= Г  L f > )  •dx -  • dx\ dx=

= - i b [ - \ I f { x ) ' d x +  ^ f ( * ) - dx\ dx =  

= (a—b) J°. f(x) ■dx — J J “/(*) dx-dx
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th e  sa m e  as (3.7a), an d  on  th e  o th e r h an d :

U  / ( a )  • dx ■ d x  =  J Ц" f ( x )  ■ d x j dx  =

= J« ■ d x \ d x + Г  ■ d x \ d x =

=  j j  > * )  ' d a  • da  +  J feC I j X/ ( a )  ■ dx  +  IУ  (x) ■ ax  j  dx =

=  JJ>*) • d x  ■ dx  +  ] ] '; / ( * )  • da: • d x  +  (c — 6) | р ( а )  • d x  ,

th e  sam e  as (3.7b).
A p p ly in g  (3.7a) a n d  (3 .7b), from  (3 .6a) we o b ta in :

o =  f p Ä  . b ~ h d x . d x _  f p Æ i L  . W 4 d x . dx =
J J ,  E I n I , JJXa E I n d,

P ‘ M (a) d i - d o

E I 0 h JJxa E h h

Г Р M ( x ) h ~ h dx ■ dx +  (xb x 0)1Г
I k E I 0 h J*.

f p M (x ) h ~ h dx- dx — (xb—a 0)
|̂ Xo

J J , E I 0 h ^X0

E E h
d x  —

*  M(x)  I i - d 0

+  (*i, -  *o)
- а д .  w »

i t

- я :  

- jj;

EI, ,

■ * M ( x )  1 , - 1 »

d x  =

E L ,

*• M (a) d j—d 0

d x - d x -

dx  • dx

+  (*(> -  *o)
J >

E I  о I  i

*  M ( x )  d i - d o

-  (*b —* 0)
J  Xa

• M .  W o
E h  h

d x  +

Xo E l  g

а д  W o
hxa E h

- J ± d x  +  (xb - x 0) p  
* 1

*г>—*o)
J  2

- а д  i i — in

E h  h
dx

whence:

jj:

da: da  -|- (

а д  . W o
E h  h

-  а д  W o
d?d0 dx

d a  • da

d a  • da

j./Xa
** а д  W o

(3.7c)

(3.6b)

E I n
dx
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l f x Qsatisfies th is  eq u a lity , th e n  from  (3.5c) an d  (3 .5 d )th e  b en d in g  m o m e n t

' * Ш  . h - I

M*{ x )  =  M{x)  - x„ E l 0 h
mm(x) h ~ I o dx

h
1 +

dx (3.8)

X„ E l  0

4. Effect o f  altering the flexural rigidity in several spans

I f  th e  f le x u ra l r ig id ity  of th e  b eam  changes in  severa l sp an s, th e n  th e  
e ffec t of th e  change in  one sp an  will be  d e te rm in e d  f ir s t ,  on th e  basis o f  I te m  3, 
a n d  th e n  the  a lte ra tio n  o f  th e  in fluence  lines, b a sed  on  I te m  5. T h e reb y , m o m en t 
d iag ram  or in fluence  line can  g rad u a lly  be d e te rm in e d , a f te r  h av in g  ta k e n  in to  
co n sid e ra tio n  th e  a l te ra t io n  in  f le x u ra l r ig id ity  in  one span .

C alcu lation  on  th e  basis of th e  in it ia l  in flu en ce  lines gives a close a p p ro x i
m a tio n , hence o rd e r o f  m agn itu d e  o f  th e  d e v ia tio n  can  ad e q u a te ly  be  d e te r 
m in ed  from  th e  a l te ra t io n  com p u ted  on th e  b asis  o f  th e  in fluence lines o f th e  
p r im a ry  beam .

F o r th e  c a lc u la tio n  o f th e  s u p p o r t m o m en t i t  is p ra c tic a lly  su ffic ie n t to  
ta k e  th e  a lte ra tio n  in  f le x u ra l r ig id ity  in  b o th  a d ja c e n t spans in to  c o n s id e ra tio n .

5. Change o f in fluence lines due to the alteration in flexural rigidity

M om ent in flu en ce  line of th e  c ross-sec tion  x 0 can  be o b ta in ed  b y  in se r tin g  
a h inge  a t  x 0 in to  th e  b eam , and  a p p ly in g  a m o m en t couple tnm(x0) a n d  — m m(x0) 
to  th e  tw o beam  p a r ts  to  p roduce a re la tiv e  ro ta t io n  x  =  — 1. C u ttin g  th e  b e a m  
a t  x 0 an d  ap p ly ing  m o m en t couple m tn(x0) an d  —rnm(x„) as well as v e r tic a l lo a d  
couple

ni*-!)) —
d m m(x)

dx

a n d  — rm(*0) to  th e  tw o  p a r ts , b o th  c u t a n d  p r im a ry  b eam s will assum e th e  sam e 
fo rm , and  th e  sam e m o m en t will develop  in  th e m .

A ltering  th e  f le x u ra l rig id ity  o f  th e  beam  in  one sp an , a d e fo rm a tio n  to  
be d e te rm in ed  from  (3.4), (3.4a) a n d  (3.4b) w ill develop .

A pply ing  a m o m e n t couple m r(x0) an d  —m ,(r0) a n d  a v e rtica l force cou p le

d m r(x)
dx . x=x„
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a n d  — rr(#0) to  th e  b e a m  in  th e  c u t sec tion , v e r tic a l d isp lacem en t w ill give th e  
in f lu e n c e  line for sh e a r in g  force.

F o r the  m odified  b e a m , d isp lacem en ts  w ill be g iven b y  fo rm u lae  (3.4d) 
a n d  (3.4e).

F o r  a m om ent in flu e n c e  line , re la tiv e  d isp lacem en t is zero , a n d  re la tiv e  
a n g u la r  ro ta tio n  is — 1 a t  x 0. H ence, in  a d d itio n  to  th e  orig inal m o m en t m m(x),  
m o m e n ts  (cm— 1) m m(x)  a n d  crm r(x) p ro d u c in g  th e  above d e fo rm a tio n  a t  x 0 
d e v e lo p . T hus:

Cm +  Cr A<pr =  — 1

cm m "Ь сгУг =  0 ,
(5.1)

h e n c e :

a n d

„ ЛУт . ЛУтcm----- ^ --------
Уг ^ тУг

(5.2)

Cm -- — Уг
*тУг — *г Луп

(5.3)

In fluence line y ie ld s  deflec tion , su ch  as:

Vm(x ) =  cmy U x) +  сгУ*{х)

w h e re  y%, (я) and  y*{x)  a re  deflec tions o f th e  c u t b eam  w ith  m o d ified  f le x u ra l 
r ig id i ty .

S u b s titu tin g  ex p ressio n s (5.2) an d  (5.3) gives th e  m om ent in flu en ce  line 
fo r  th e  m odified b eam :

Vm(.x ) =  —
1

Jm (* )— ^ ~ y j  (x)

In fluence line fo r th e  shearin g  force is, b y  ana logy :

Г]*{х) =  —
1

Уг
Ут{х) — ~ ^~ У * (х )

(5.4)

(5.5)

A  com parison b e tw e e n  (5.4) an d  (5.5) show s th a t  a lte ra tio n  in  th e  sh e a r
in g  fo rce  is of seco n d ary  o rd e r as com pared  w ith  th a t  of th e  b en d in g  m o m en t. 

I t  can  be w r it te n  fro m  (3.1):
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Ут(х) =  Vm(x ) — J J

У*{х) =  V m { x ) — JJ
y*{x) =  T}r(x)  — Г

=  Vr ( x )  -  JJ

rnm{x) W o  ,
E I 0 h

m m(x ) W o
E I 0 h

m r(x) W o
E I 0 h

m r( x ) W o  (

dx  ■ d x ;  * < * 0, 

d x  • dx  ; X >  ж0,

- d x  ■ d x ;  X <C x 0 ,

(5.6)

E I n h
d x - d x ; X >  *0*.

L ocating  x0 in  th e  in fluence line as b y  re p la c in g  M (x )  b y  m(x),  E q . 
(3.6) is sa tisfied , th e n  cr is m ade zero  and

an d

Vm{x ) =  —

v f i x )  =  —

У%(х )

y * ( x )

Уг

(5.7a)

(5.7b)

6. Influence line for the moment produced by the alteration in flexural rigidity

F o r a g iven  b e a m  load , a lte ra t io n  in  th e  b e n d in g  m o m en t p ro d u ced  b y  
a ch an g e  in  flex u ra l r ig id ity  can be  d e te rm in ed  fro m  fo rm u lae  (3.5c to  3.5e). 
A ccord ing ly , th e  a lte ra t io n  in  b en d in g  m om ent is n o t  p ro p o rtio n a l to  th e  change 
in  th e  flexu ra l r ig id i ty , b u t  th e  m ore  as a ru le  th e  b en d in g  flex u ra l r ig id ity  
ch an g es, the less th e  bend ing  m o m en t a lte ra tio n  in creases . T his re la tio n sh ip  
ca n  be rep resen ted  b y  a curve o rig in a tin g  from  p o in t

2 =  ) dx  =  0

a n d  sim ilar in fo rm  to  th a t  in  F ig . 11. F o r a change in  th e  f lex u ra l r ig id ity  over 
a n  in fin itesim al le n g th , bend ing  m o m en t a lte ra tio n  w ill be g iven b y  E q . (2.3).

In  case o f  a g re a te r  len g th , th e  value g iven  b y  in te g ra tin g  th is  eq u a tio n  
is o n ly  an  a p p ro x im a te  value, since in  th is  case m m(x) w ill be ca lcu la ted  w ith , 
in s te a d  of m%(x).

A ccordingly , v a lu e  of b en d in g  m om en t w ill be a lte re d  a t  x l b y :
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In  general, th is  re la tio n sh ip  in  itse lf  answ ers th e  p ro b lem : i t  furnishes 
b o th  th e  sign of th e  co m b in ed  effect of th e  a lte ra tio n  in  b e n d in g  m om en t a t 
s e v e ra l  loci, and — p ro v id e d  th e re  is no g re a t a lte ra tio n  in  th e  f le x u ra l r ig id ity  
— th e  o rder of m ag n itu d e  o f  th e  m od ifica tion  in  th e  b en d in g  m o m en t.

EL
8

7. A pp lica tion  o f  the  p resen ted  m ethod

L e t  u s  determ ine th e  m o m e n t a t  m id sp an  of th e  b eam  in  F ig . 1 b y  th e  m e th o d  described 
in  I t e m  3.

B o th  load  and  b eam  a re  sy m m e tr ic a l, th e re b y  locus x0 w here  fo rm u la  (3.6) is m et 
(i.e . w h e re  th ere  is no re la tiv e  v e r tic a l  d isp lacem en t) is a t  m idspan .

M o m en t M(x) develop ing  in  th e  o rig ina l b eam  is show n in  F ig . 11.
L e t  u s  de term ine  th is  m o m e n t f ro m  fo rm u la  (3.8):

J:*» M  (x) I , -  I n
X„ E I 0 Ii

I S  M I i - I „

p  M

=  J o ^ z 7
h

+J:
=  2

s E l  0

h ~ h
h

P 1
T

dx -■ -
‘o i;

h
M

-s El,

—  dx

E L
T T D„ П

s ( ( - 2 s )  =

Il h dx =  2 J
'•>' M  Ii —

h o E I 0

. 1 [ PI P s 2 1
EI„ 1 8 * 4 J

: — 2 s) r  — 1

dx :

h 4 EI„

In flu en c e  line can  b e  e s tab lish e d  fro m  Fig. 12. 
T h e  re la tiv e  ro ta t io n  a t  z =  I/ 2 is:

to  g iv e

T h u s

x — — 9 mm
EI 0

1
2

™ml
E h

mm (*o) =
E l , mm (x) =  c o n s t .

fx* mm
Jxa E I 0

h
h

dx =
s
7

2 s T -  1
/  T
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F ro m  form ula  (3.8) th e  m o m e n t a t  m id sp an  (x =  x0 =  1/2) is:

M » (x0) — M* (1/2) =  —g—
P s ( l -  2 s) (t -  1)

4 £ J 0 [ t - - ^ - ( t - 1 )

PI [/- — 4 s (/ — s)]  г  +  4 s (/ — s) 
”8 [I* -  2 if] t  +  2 if

EI0
l

th e  sam e as (1.15).
Be s =  1/4, T =  1,25; th e n

M ?
{ 2  I a

Pi r  +  3 PI 4,25 _  PI _ _ Q 955 PI
8 2 г +  2 8 4,50

hence th e  bending  m o m en t w ill a lte r  by :

AM  =  — 0,045
PI
8

18 8

-mm(x0)+mm (x0)
О О------ о--------

-S ~ l

mm fx)
KS ~*i

F ig . 12

L e t us de term ine  a lte ra t io n  in  bending  m o m en t also  b y  a p p ro x im a tiv e  fo rm u la  (6.1): 
O n  th e  basis o f th e  a b o v e  i t  is:

mm (x) = E I n

|’X» 1 , -  J0
J Ха

M (x)
h EI„

0,25
1,25

A nd th e  effect will be:

AM Ш -

dx =  — 2 

1

T — 1 PI
T

PI

8

0.25
E l о 8 5,0

m l 1 ]I fx‘ Í, ~ h
m,n { 2 J’ J Xa Л

1 l 1
2 4 ’ E I0

■ И 7 - т - - » - 05ж

M  (x)
E h

dx =  — 0,05 Pi

Pi
8 '

in  fa ir  ag reem en t w ith  th e  v a lu e  above. O f course, th e re  is a  poorer a g ree m e n t fo r a  m ore 
p ro n o u n ced  a lte ra tio n  in  th e  f le x u ra l rig id ity . F o r  т  =  2, e x ac t v a lu e  o f AM(l/2) w ill be:

AM | _ _ W  IГ т + з  A
l  2 J 8 1[ 2 t + 2  j

PI  1 -  г
8 2 t  +  2

PI
8

-  0,166
PI
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as a g a in s t  th e  a p p ro x im ate  b e n d in g  m o m en t va lue  of:

AM г — 1 
4 T

PI
8

1 PI
8 '  8 — 0,125

PI

p re s e n tin g  a sign ifican t d iffe ren ce  b e tw ee n  a p p ro x im ate  a n d  e x a c t va lues, 25 p e r  c en t for 
th e  b e n d in g  m om ent.

E IN F L U S S  D E R  V E R Ä N D E R U N G  D E R  B IE G E S T E IF IG K E IT  
VO N  S T A T IS C H  U N B E S T IM M T E N  B IE G E B A L K E N

J. SZIDAROVSZKY

Z U SA M M E N FA SSU N G

D a s K räftesp ie l de r s ta t is c h  u n b e s tim m te n  K o n s tru k tio n e n  h ä n g t  u .a . a u ch  v o n  den 
Q u e rsc h n ittsa b m e ssu n g en  d e r K o n s tru k tio n e n  ab. B ei d e r B em essung  von  B rü c k en  w erden  
d ie  In n e n k rä f te  nach  A u fn ah m e  d e r  A bm essungen  b e s tim m t, w äh ren d  die a u f  ih re m  G rund  
au fg en o m m e n e n  Q u e rsc h n ittsa b m e ssu n g en  das K rä fte sp ie l beein flussen . D esh a lb  m ag  die 
B e m e ssu n g  de r s ta tisc h  u n b e s t im m te n  D rücken  sogar d re i o d e r  v ie r  s ta tisch e  U m rech n u n g en  
e r fo rd e rn . I n  diesem  A u fsa tz  w e rd e n  die R ich tu n g  u n d  d ie G rö ß en o rd n u n g  der V e rän d e ru n g  
d e r  In n e n k rä f te ,  v e ru rsac h t d u rc h  e in e  A b än d eru n g  de r Q u ersch n ittsab m essu n g en , u n te rs u c h t . 
I n  d e re n  K e n n tn is  k ö n n en  d ie  Q u e rsc h n ittsa b m e ssu n g en  in  H in s ic h t a u f  das schon  v e rä n d e r te  
K rä f te s p ie l  aufgenom m en w e rd en , so d a ß  eine neue  U m re ch n u n g  der K o n s tru k tio n  sich 
e rü b r ig t .

L ’E F F E T  D E  L A  M O D IF IC A T IO N  D E  LA  R IG ID IT É  D E  F L E X IO N  
D E S P O U T R E S  H Y P E R S T A T IQ U E S  F L É C H IE S

J. SZIDAROVSZKY

R É S U M É

L es forces in te rn es d es s t ru c tu re s  h y p e rs ta tiq u e s  d é p e n d e n t e n tre  a u tre s  des d im ensions 
de  la  se c tio n  tran sv ersa le  de la  s tru c tu re .  D an s le calcu l des p o n ts , les effo rts in te rn e s  se ro n t 
d é te rm in é s  après le cho ix  des d im en sio n s  tran sv ersa les  q u i, de  le u r  co té , m o d ifien t ceux-ci. 
C’e s t  p o u rq u o i dans l ’é tu d e  des p o n ts  h y p e rs ta tiq u e s , tro is  ou  m êm e q u a tre  ré p é tit io n s  du  
c a lc u l p e u v e n t  s’im poser.

C e tte  é tu d e  exam ine  la  d ire c tio n  e t  l ’ordre de g ra n d e u r  de la  m o d ifica tio n  des e ffo rts  
in te rn e s  p ro d u ite  p a r  la  v a r ia t io n  des d im ensions tra n sv e rsa le s . E n  leu r co n n aissan ce, 
les d im e n s io n s  tran sv ersa les  p e u v e n t  ê tre  choisies en  te n a n t  c o m p te  des ré ac tio n s  m odifiées, 
ce q u i  re n d  in u tile  u n  n o u v e au  c a lcu l de  la  s tru c tu re .

ВЛИЯНИЕ ИЗМЕНЕНИЯ ЖЕСТКОСТИ НА ИЗГИБ НА ИЗОГНУТУЮ БАЛКУ

Я. СИДАРОВСКИ

РЕЗЮМЕ

Эпюра сил статически неопределенных конструкций зависит от размеров сечения 
этих конструкций. При проектировании мостов внутренние силы были определены после 
принятия размеров, и размеры поперечного сечения, полученные на этой основе, изменяют 
эпюру сил. При проектировании статически неопределенных систем, поэтому может ока
заться необходимым провести три—четыре статических расчета.

Исследуется, в каком направлении и в какой мере изменяются внутренние силы 
при изменениях размеров поперечного сечения. Зная эти закономерности, можно опре
делять размеры сечения уже с учетом измененной эпюры сил, то есть отпадает надобность 
в многократном перерасчете конструкции.
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L. K O L L Á R
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Z. G Á R D O N Y I
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[M an u scrit re çu  le 18 a v ril 1966]

Acta Technica Academiae Scienliarum Ilungaricae Tomus 57 (1 — 2), pp 187— 210 (1967)

L a charge de  d é v ersem en t des p o u tre s  à  p a ro i m in ce  suspendues p a r  le u rs  e x tré m ité s  
e s t d é te rm in ée  p a r  la  m é th o d e  de l ’énergie de d é fo rm a tio n , en  u tilisa n t la  th éo rie  d e  l ’é la s tic ité . 
L e p ro céd é  p e u t s’a p p liq u e r à  des p o u tre s  de n ’im p o rte  quelle  section  su p p o r ta n t  d es ch arg es 
que lco n q u es , m ais l ’é tu d e  n ’exam ine  que  des p o u tre s  soum ises à  des charges u n ifo rm é m e n t 
ré p a r tie s , d o n t la  sec tio n  tran sv e rsa le  a  u n  b o rd  lib re  com prim é. Les a u te u rs  d é d u is e n t  des 
fo rm u les p o u r la  charg e  de d év ersem en t de p o u tre s  a u x  ex tré m ités  lib res ou  ra id ie s  p a r  des 
d iap h ra g m e s  e t ex am in en t, quel n o m b re  de te rm es  de  la  fo n c tio n  de d é fo rm a tio n  fa u t- il  
c o n sid é re r p o u r a rr iv e r  à u n e  e x a c titu d e  su ffisan te . O u tre  la  dé fo rm atio n  s y m é tr iq u e , les 
p o ss ib ilité s  de d é fo rm a tio n  a n tim é tr iq u e  so n t ég a lem en t envisagées p a r  les a u te u rs ,  q u i t e r 
m in e n t l ’é tu d e  p a r  u n  exem ple  n u m ériq u e  c o m p a ra tif .

1. In tro d u c tio n

1.1. — Description d u  problème

Le d év ersem en t la té ra l  des p o u tre s  d ro ite s  à paro i m ince e t  à  sec tio n  
tra n sv e rsa le  o u v e rte  s im p lem en t sy m é triq u e  (figure 1) sera é tu d ié  p a r  la  m é
th o d e  de l ’énergie de d é fo rm atio n . L a  m é th o d e  à  p ré sen te r es t ég a lem en t v a lab le  
p o u r  des p o u tre s  à  sec tio n  v a riab le  soum ises à des charges q u e lco n q u es , m ais 
n o tre  é tu d e  se l im ite ra  au  cas de p o u tre s  de sec tion  e t d ’ép a isseu r c o n s ta n te s  
s u p p o r ta n t  une charge  u n ifo rm ém en t ré p a r tie .

L a  p o u tre  que nous ex am in ero n s e s t su sp en d u e  p a r  ses d eu x  e x tré m ité s  
e t  p e u t  to u rn e r  lib re m e n t a u to u r  de la  d ro ite  p a ssa n t p a r  les p o in ts  de su sp e n 
sion . Ce cas co rrespond  à celui de la  m ise en  p lace des p o u tres  p ré fa b riq u é es .

1.2. — Antécédents littéraires

Les éq u a tio n s d u  d év ersem en t des p o u tre s  à paroi  mince  soum ises à des 
charges quelconques o n t é té  é tab lie s  p a r  C h w a l l a  [ 3 ] ,  m ais se u le m e n t p o u r 
le cas de l ’ap p u i sim ple , d é fin i dan s n o tre  é tu d e  p a r  une lib e r té  de ro ta t io n  
com plè te  en flex io n  la té ra le  e t v e rtic a le , a in si que p a r  l’absence de to u te  r o ta 
t io n  en  to rsion . A la  su ite  de C hw alla , M e i s s n e r  [9] a réso lu  p lu s ieu rs  cas 
co ncre ts .
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Le déversem ent des poutres suspendues  a été  étudié d’abord par Csonka  
[4 ], [2], mais seu lem ent pour des sections rectangulaires.  Or il est connu que 
le com portem ent des poutres à parois m inces diffère notablem ent de celu i des 
poutres à section p lein e, d ’abord parce que leur centre de cisaillem ent ne 
coïncide pas avec le centre de gravité, et en su ite  parce que le jeu des forces 
est m odifié par su ite  de la  faible épaisseur des parois.

A

\ A

_[_
A- A:

Fig. 1

L e b e l l e  [ 7 ]  a  r é s o l u  le  p r o b l è m e  d u  d é v e r s e m e n t  d e s  p o u t r e s  s u s p e n d u e s  

e n  d o u b l e  T  a s y m é t r i q u e ,  m a i s  s a  d é d u c t i o n  é t a n t  b a s é e  s u r  le s  p r o p r i é t é s  

p a r t i c u l i è r e s  d e s  p o u t r e s  e n  d o u b l e  T,  n e  s a u r a i t  ê t r e  g é n é r a l i s é e  a u x  s e c t i o n s  

r e p r é s e n t é e s  s u r  l a  f i g u r e  1 .

1 .3 .  Résultats nouveaux

La présente étude apporte certains résu lta ts nouveaux, notam m ent:
a)  le m om ent fléch issa n t critique de la poutre suspendue  par ses ex trém i

tés est déterminé aussi pour des sections quelconques à paroi  mince ;
6  ̂ le problème est résolu aussi pour le cas de poutres raidies à leurs 

extrém ités par des dia phra gmes ;
c) il est dém ontré au cours du calcul qu’il ne su f f i t  pas  de considérer un  

seul  terme de la série de Fourier de la fonction  de déform ation.
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1.4. H ypothèses

a ) Le m atériau  de la  p o u tre  e s t p a rfa ite m e n t é la s tiq u e ;
b) la  section  de la  p o u tre  e s t à p a ro i m ince , o u v e rte , sy m é triq u e , e t  sa 

form e re s te  inchangée  p e n d a n t le d év ersem en t;

Forme de la section Moment fléchissant 
transversal dans le 
plan de sym étrie

Arc de cercle p la t 
/p a r a b o le /

d l  -0,1875pb2

Contrainte de 
cisaillement 
maximum au 
niveau du centre 
de gravité

Q œ pijfr

Onde plate О'бзвр'т

Aile plate

V raide
» И

Л и /  d ]_ ~0,50pbs °i75pl£

Tableau I

c)  la  rig id ité  de fle x io n  verticale de la  p o u tre  e s t te llem en t g ran d e , q u ’on 
p e u t négliger la  co u rb u re  de l ’axe p rovoquée  p a r  la  charge de d év e rsem en t;

d )  la  charge e s t v e rtic a le  e t ag it dans le p la n  de sy m étrie  de la  p o u tre ;  sa 
p o sitio n  en h a u te u r  p e u t  ê tre  quelconque. L a  ré p a r t i t io n  tra n sv e rsa le  e s t a rb i t 
ra ire , m ais on suppose  que  la  flex ion  tra n sv e rsa le  qu i en  ré su lte  ne  m odifie  
pas sensib lem en t la  fo rm e de la  section , de so rte  q u ’on p e u t co m p te r  avec  la 
form e de sec tion  in itia le ;

e)  la  charge  m a in tie n t sa d irec tio n  o rig in a le  p e n d a n t le d év ersem en t.
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L a  p o u tre  é ta n t  en  g én é ra l chargée p a r  son  poids p ro p re  u n ifo rm é m e n t 
r é p a r t i  su r  la  sec tio n  tra n sv e rsa le , on p e u t  a isém en t ca lcu ler le  moment 
de f le x io n  transversale e n g en d ré  dans le p la n  de sy m é trie . A fin  de fa c ilite r  le ca l
cu l p ra t iq u e , nous avons d é te rm in é  ces m o m en ts  p o u r  quelques sec tio n s ; on 
les t ro u v e  résum és dan s le Tableau  I .  L a  charge p a r  u n ité  de su rface  a é té  dési
gnée  p a r  p  (kp /m 2). P o u r  le ca lcu l d u  m o m en t f lé ch issan t des sec tio n s p a ra b o 
liq u e s , ondulées e t en  fo rm e d ’aile, on a adm is l ’hy p o th èse  que la  sec tio n  est 
p la te ,  c ’est-à -d ire  que sa  lo n g u e u r  d ’arc  p e u t ê tre  rem placée  p a r  sa  p ro je c tio n  
h o r iz o n ta le . Le m o m en t f lé c h is sa n t tra n sv e rsa l e s t considéré com m e p o s itif

Vue latérale

Vue en plan

Fig. 2

s’il d év e lo p p e  une c o n tra in te  e n  tra c t io n  dans la  f ib re  in férieu re . L a  sec tio n  in fé 
r ie u re  ( [ / )  de la  figure 1 n ’a p a s  é té  rep résen tée  su r  n o tre  ta b le a u , p a rc e  que les 
c o n tra in te s  qui s’y  p ro d u is e n t p e u v e n t ê tre  a isém en t calculées, de la  façon 
c o n n u e  de la  rés is tan ce  des m a té r ia u x .

Si l ’on invertit les sec tio n s  d u  T ab leau  I  su iv a n t la  figu re  l b ,  le  m o m en t 
t r a n s v e r s a l  conserve son  signe n ég a tif , c ’es t-à -d ire  il p rovoque  encore u n e  com 
p re s s io n  dans la fib re  in fé rie u re .

O n  ne s ’occupera p a s  d u  m ode de calcul des ten sio n s de c isa illem en t e t  du 
m o m e n t de flex ion  tra n s v e rs a le , car les ouvrages consacrés au x  voiles c y lin d ri
q u es [8 ] ex am in en t ce p ro b lè m e  d ’une façon  d é ta illée .

2. Relations générales

L es n o ta tio n s  nécessa ires p o u r  la  d éd u c tio n  so n t visib les su r la  fig u re  2.
L a  m éthode de l ’énerg ie  de d é fo rm atio n  nécessite  to u t  d ’ab o rd  l ’é ta b lis 

s e m e n t des expressions d u  tra va il intérieur et extérieur  de la  p o u tre  d év ersée . On
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les o b tie n t le p lu s  o p p o rtu n é m e n t en  s u b s ti tu a n t  0 à 1/R  dans les expressions 
écrites en  [6 ] p o u r  des b a rre s  courbes à p a ro i m ince.

2.1. — L 'expression  du  trava il intérieur  

L a fo rm ule  d u  trava il intérieur  sera  la  su iv a n te :

_  "f~ i:
dtp
dz

2 A  ( ' Ö l 2 ’ B 'dz dz -f- 
dz2] 2 j:

d 2 VT  12
1 dz

dz2 ( 1 )

où (voire figu re  2)

C =  GIt r ig id ité  de to rs io n  de  la  p o u tre ;
Ct =  E l  a r ig id ité  de g au ch issem en t de  la  p o u tre  p a r  ra p p o r t  au  c en tre  de  c isail

lem e n t T ;
Bx = E Ix r ig id ité  de flex io n  la té ra le  de la  p o u tre  p a r  r a p p o r t  à  l’ax e  x p a s sa n t  p a r  

le c en tre  d e  g ra v ité  S.
Les v a leu rs  d e  ces tro is  q u a n ti té s  so n t rep ré sen tée s  p o u r  q u e lq u es sections 
su r la  F ig u re  3.

<p r o ta t io n  des sections a u to u r  de  leu r c en tre  de c isa illem en t T ;
Vf d é p la ce m en t la té ra l  des cen tres  de  c isa illem en t T.

2.2. — L 'expression  du trava il extérieur

L ’ex p ressio n  d u  trava il extérieur a é té  é tab lie  en  [6] p o u r u n  m om ent f l é 
chissant M 0 constant le long  de la  b a rre . A près s u b s ti tu t io n  de 0 à 1/R , elle p ren d  
la  form e:

Í2 e - d - j nx b2j y\ [ d<p j2 _ dtp dvT "
2 Jo d 1 \dz j dz dz

dz. ( 2)

(N ous considérons com m e m o m en t flé ch issan t p o s it if  le m o m en t d é v e lo p p a n t 
une c o n tra in te  en  tr a c t io n  dans la  fib re  in fé rieu re).
j x  e t  jy  so n t des c o n s tan te s  d ép e n d a n t des données g éom étriques de la  section  
tra n sv e rsa le , défin ies p a r  les form ules:

b2 -o J  x y 2d F  
d J y ~  Iy

(3a)

(3b)

L eu r v a le u r n u m ériq u e  e s t  donnée su r la  fig u re  3.
A u cô té  d ro it  de l ’éq u a tio n  (2), l ’ex p ressio n  à in tég re r  sign ifie  la  q u a n tité  

0M)/9z c o rre sp o n d an t à l ’a llongem en t spécifique  des fib res , ou p lus e x a c te m en t 
au  p ro d u it de c e tte  q u a n ti té  p a r  la c o n tra in te  en  flex io n , in tég ré  su r  la  section
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t r a n s v e rs a le . Donc, si le m o m e n t fléch issan t M  v a rie  le long de la  p o u tre , il 
f a u t  le  fa ire  en tre r sous le  signe d ’in té g ra l, p o u r  m u ltip lie r dw /dz  d ans 
c h a q u e  section  tra n sv e rsa le  p a r  les c o n tra in te s  en  flex io n  co rre sp o n d an te s . 
V u  q u ’on  ne considère q u e  des charges u n ifo rm é m e n t ré p a r tie s , le m o m en t 
f lé c h is s a n t  sera:

M  =  —  (Iz — z2) . (4)

E n  s u b s t i tu a n t  (4) dans (2) e t  in tro d u isa n t, p o u r  des ra isons de sim p lic ité , 
la  n o ta t io n

K 0 =  2 e -  dj<> -  * à -  (5)
a

a) Parabole p la t e  du second  d e g r é  
/ a r c  de  ce r i e /

3/=0,6667. h b3 
Jy= 0,1778. hd2 b 
3^0,00508. hd2 b3 
3t= 0,6667. bh3 
j  °—0,1905

j° r 1

X

b) Onde p la t e  / c o s in u s /
3K~0,6667. h .b3

c J Aile p la te ,/co m p o sée  de 2 paraboles du
s e c o n d  d eg ré / Jx-0,6667.h.b3
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on  reço it:

e jA rc  de c e rc le  raide

fj D emi-arc
e - 0,637. a 
j° d — 0,153. a 
j°£ - -1 ,1 1 8 .a

_  o_ sin£-£.cos£ 
m 20 E-s/n è cose
Jx-hcdfS-sin £. cos£)
Jfha3(£+sinE. ая£-2ЩЩ

Jt=§hbe

Jx= 1571. ha3 
Jÿ-  0,298.h a 3 
Ju ~ 0,0374.has  
Л -  1,047. ifa

Fig. 3

L'e =
4

1 (Iz — г2) K 0
dcp

Jo dz
d(p dvT 

dz dz
dz. ( 6)

I l y  a u n  tra v a il  e x té r ie u r  su p p lém en ta ire  q u a n d  le p o in t d ’a p p lic a tio n  P  
de la  charge (figure 2) ne coïncide pas avec le c e n tre  de c isaillem ent. D ans ces 
cas, le p o in t P  se dép lace  v e rtica lem en t p e n d a n t la  ro ta tio n  de la  sec tio n  t r a n s 
versa le , de la  v a leu r

, ,  , t<p2t ( 1 — cos œ) —-— .
2

A insi, la  charge ré p a r tie  fa it  u n  tra v a il e x té r ie u r

l "‘ =  -y \ (p2 d z - ( ? )

Il fa u t en fin  te n ir  co m p te  aussi d u  tr a v a i l  e ffec tu é  p a r su ite  de la  ro ta tio n  
de la  p o u tre  a u to u r  d u  p o in t de suspension  F .
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A  la  suite  des d é fo rm a tio n s  q> e t v t  se p ro d u isa n t p e n d an t le d é v e rse m e n t, 
la  d ro i te  re lia n t les p o in ts  d ’ap p lica tio n  P  de la  charge se courbe d an s  le p lan  
h o r iz o n ta l .  Le dép lacem en t h o rizo n ta l des p o in ts  P  sera donc:

vp =  vT — t ■ <p. ( 8)

L a  ré s u l ta n te  ql =  Q de la  charge  ex té rieu re  s ’ap p liq u e ra  donc a u  c e n tre  de 
g ra v i té  de ce tte  courbe, ce q u i signifie q u ’elle se dép lacera  h o riz o n ta le m e n t de 
sa  p o s it io n  initiale de la  v a le u r

o Vp dz

l

vT dz — t cpdz
(9)

L a  p o u tr e  é ta n t su sp en d u e  d ans le p o in t F  des sections ex trêm es, elle p e u t 
to u r n e r  lib rem en t a u to u r  de ces p o in ts . E lle  to u rn e ra  d ’un  angle y> te l  que  la  
r é s u l ta n te  Q de la charge so it  ju s te  ram en ée  au  p la n  vertica l p a s s a n t  p a r  les 
p o in ts  de suspension. O n p e u t  écrire a insi, s u iv a n t la  figure 2d:

W =  ~
f

( 10)

L e t r a v a i l  de la charge e x té r ie u re  sera, p a r  su ite  de ce tte  ro ta tio n :

L 7 = q l - f
c o s y

f 2 2/ ( H )

Si le  p o in t  de suspension e s t in fin im en t h a u t  ( f  =  ° ° ) , to u te  ro ta tio n  en  to rs io n  
des e x tré m ité s  de la  p o u tre  e s t  im possible (L'e" =  0), ce qui co rresp o n d  a u  cas 
de l ’a p p u i  sim ple.

L ’expression  du  trava il extérieur total sera  donc:

L , (Iz -  z2)
dcp j2 
dz

dtp
dz

dvT

dz
dz + (p2 dz -j- ( 12)

o ù  V q  e s t  dé term iné  p a r  la  fo rm ule  (9).
O n  déterm ine  la  ch a rg e  de d év ersem en t en  ég a lisan t d ’ab o rd  les e x p re s 

sions (1) e t  (12) re la tiy es  a u  tra v a il  in té r ie u r  e t  ex té rieu r. On p re n d  en su ite  
a u ss i b ie n  po u r cp que p o u r  v t  une série de fo n c tio n s  sa tis fa isan t a u x  co n d itio n s 
a u x  lim ite s  e t l ’on d é te rm in e  le m in im um  de l ’exp ression  de la charge de d é v e r
s e m e n t, selon les coeffic ien ts  de chaque te rm e  de la  série. Le d é te rm in a n t du 
s y s tè m e  d ’équations lin éa ires  hom ogènes a in si re ç u  é ta n t rendu  égal à zéro, 
on  o b t ie n t  p o u r la charge de d éversem en t u n e  é q u a tio n , don t le deg ré  co rre s
p o n d  a u  nom bre des te rm e s  considérés [10].
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3. R em arques su r  le  ca lcu l

3.1. A p p ro x im a tio n  négligeant la courbure latérale

D ’après nos rech e rch es , on ne p e u t p a s  se b o rn e r au  p re m ie r  te rm e  de 
l’une e t de l ’a u tre  sé rie . De ce fa it, les calcu ls d ev ien n en t trè s  co m p liq u és. M ais 
le p rob lèm e p e u t ê tre  g ran d em en t sim plifié  en  v e r tu  de la  c o n s id é ra tio n  su i
v a n te :

Il re sso rt de nos é tu d es  p récéden tes [5] e t  [6] qu ’en cas de m o m e n t f lé 
ch issan t constant e t  de p o u tre s  re p o sa n t s u r  des appuis sim ples  ( / = ° ° ) ,  on 
o b tie n t de trè s  bons ré s u lta ts  p o u r les sec tio n s  de la  figure 1, si la  r ig id ité  de 
flex io n  la té ra le  B x de la  p o u tre  es t supposée  in fin im en t grande (p a r  r a p p o r t  
à la  r ig id ité  de to rs io n  C). Cela signifie  q u ’o n  néglige la  co u rb u re  h o riz o n ta le  
de l ’axe des cen tres  de cisa illem ent (vt  =  0 ), ne te n a n t  com pte que  de la  d é fo r
m a tio n  de to rs io n . N ou s v e rro n s  c e p e n d a n t q u ’u n e  te lle  a p p ro x im a tio n  a p o u r 
co n d itio n  que la  f le x io n  p rovoque une com pression dans les bords libres. D ans 
n o tre  cas, la  c o n tra in te  en  com pression ne se d év e lo p p an t que d a n s  la  fib re  
su p érieu re , l ’ap p ro x im a tio n  vt  =  0 (B x/C  =  ° ° )  n ’e s t perm ise que p o u r  les sec
tio n s  visib les fig u re  l a .

N o tons que d an s  n o tre  cas, on se tro u v e  le plus rap p ro ch é  d u  cas du 
m o m en t c o n s ta n t e t  de l ’ap p u i sim ple e x am in és  dans [5], q u a n d  la  charge 
ré p a rtie  e s t ap p liq u ée  a u  cen tre  de c isa illem en t (t =  0) e t le p o in t de su sp en sio n  
se tro u v e  in fin im e n t h a u t  ( /  =  °° ), ca r a lors L "  e t  L'e" son t nu is [vo ir fo rm ules 
(7) e t  (11)], e t  seul L'e (6) d û  au  m om en t f lé c h is sa n t subsiste . O r—en  p re n a n t 
m o m en tan ém en t f  =  ° o — si t e s t n é g a tif , la  charge c o rre sp o n d a n te , c’est- 
à -d ire  ap p liquée  au-dessous  du  cen tre  de c isa illem en t effec tu era , s u iv a n t  (7), 
u n  travail n ég a tif e t  e n tra v e ra  la  to rs io n . Si t a u n e  v a leu r nég a tiv e  assez g ran d e , 
elle l ’em pêchera  m êm e co m p lè tem en t: si L'e' =  — L'e, aucun  t r a v a i l  e x té r ie u r  
ne p o u rra  ré su lte r , en  e ffe t, de la to rs io n  p u re . L a  charge de d é v e rse m e n t se ra it 
a insi in fin im en t g ra n d e . I l  e s t donc é v id e n t q u ’en  au g m en tan t la  v a le u r  néga
tiv e  de t, la  d é fo rm a tio n  vt  jo u e ra  u n  rô le  de p lus en plus g ra n d , e t  l ’e rreu r 
due à l ’om ission de v t  au g m en te ra  en  co nséquence . T oujours d ’ap rè s  le m êm e 
ra iso n n em en t, si t e s t  p o s itif ,  vt jo u e ra  u n  rô le  m oins im p o r ta n t q u ’en  cas de 
charge ap p liquée  a u  cen tre  de c isa illem en t. I l  s ’ensu it que les sec tio n s  de la 
figure l a  nous in té re sse ro n t seules au  cours de n o tre  exam en , c a r  elles co rres
p o n d e n t, en  cas de ch a rg e  p rop re , à u n  t p o s i t i f ,  c’est-à-d ire  à u n  cas de charge 
appliquée au-dessus du  centre de cisaillem ent. Les sections de la  fig u re  l b  se ro n t 
donc exclues de n o tre  exam en .

E n  d im in u a n t la  h a u te u r  F  du  p o in t de suspension, on accroît, se lon  (11), 
le tra v a il  e x té rie u r. D onc , to u jo u rs  d ’après n o tre  ra isonnem en t c i-dessus, l ’e rre u r 
due à l ’om ission de Vp d im inuera  p ro b a b le m e n t, ou du moins n ’a u g m e n te ra  pas 
p a r  ra p p o r t au  cas d ’ap p u i sim ple ( /  =  ° ° )  [6 ].
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E n  conclusion : on ne co n sid é re ra , p a r  la  s u ite , que des pou tres à sec tio n s 
c o r re s p o n d a n t à la  fig u re  l a  e t  le  cas de charges ap p liq u ées  au-dessus d u  c e n tre  
de  c isa illem en t. On n ég lig e ra  la  courbure h o riz o n ta le  de l ’axe des c e n tre s  de 
c is a il le m e n t (v j  =  0) e t  l ’on  ne  tie n d ra  co m p te  que  de la  rotation q> a u to u r  de 
c e t a x e .

3 .2 . — Les conditions a u x  lim ites et la fo n c tio n  de rotation tp (z)

A in s i q u ’il re s so r ta it d é jà  de n o tre  d é d u c tio n  sous 2.2., la su spen sio n  fa it  
q u e  la  p o u tre  tourne a u to u r  d u  p o in t de su sp en sio n  .F à la  m anière d ’u n  co rps 
r ig id e  e t  ce t angle de ro ta t io n  y) e t la  ro ta tio n  en  to rs io n  <p (z) des sec tions peu -

àj

Fig .  4

v e n t  ê t r e  tra i té s  sép a rém en t. A in s i la  fonction  cp (z) p e u t  ê tre  écrite com m e si les 
e x t r é m ité s  de la  po u tre  re p o s a ie n t  su r des a p p u is  sim p les , c’est-à-d ire  en  s a t i s 
f a i s a n t  la  cond ition  <p =  0 a u x  p o in ts  z =  0 e t  z =  l.

O n env isagera p a r  la  s u ite  deux  so rtes d ’e x tré m ité  de p o u tre . D a n s  le 
p r e m ie r  cas, les sections e x trê m e s  de la p o u tre  so n t libres, ce qui sign ifie  q u ’on 
n ’e m p ê c h e  nu llem en t le u r d é fo rm a tio n  ax iale  (fig u re  4 a ). (Ic i, l’e n tre to is e m e n t 
ne  s e r t  q u ’à annu ler le m o m e n t tra n sv e rsa l d û  à  la  suspension ). I l s’e n s u it  que 
d a n s  la  sec tio n  ex trêm e, il n e  se p ro d u ira  p as  de c o n tra in te  lo n g itu d in a le  de 
g a u c h is se m e n t az, ce qu i é q u iv a u t ,  d ’après [10], à  la  co n d itio n
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d 2<p
(13)

Si, p a r  co n tre , on m u n it les d eu x  e x tré m ité s  de la  po u tre  de d iaphragm es  
in fin im e n t rigides m êm e à la  flex io n  (figure 4 b ), on em pêchera a in s i la  d é fo r
m a tio n  ax ia le  des sec tions ex trêm es (le gau ch issem en t), ce qu i p e u t  s ’e x p r i
m er, d ’après [10], p a r  la  co n d itio n

dz

E n  conséquence, la  fonc tion  de ro ta t io n  p o u rra  s ’écrire, en  cas  d ’e x t r é 
m ités  libres, sous form e d ’une série de fo n c tio n s sin  (плЦ )г, ta n d is  q u ’en  cas 
d ’e x tré m ité s  à d iap h rag m es, elle p re n d ra  la  fo rm e d ’une série de fo n c tio n s  
cos (плЦ)г.

4. Solution po u r le cas de d éfo rm atio n  sym étrique

4 .1 . D éterm ination de la charge de déversement en cas d'extrém ités libres

E u  égard  a u x  co n d itions a u x  lim ites  (13), la  fonction  de r o ta t io n  s ’écrira  
sous fo rm e de la  série

. П Л

V =  <Pn • sin  — z ;
n Í

ti  — 1,3,5, «.« (15)

(figure  5a). (Les te rm es de nom bre  p a ir  re p ré s e n ta n t  la  d é fo rm atio n  a n t im é tr i 
que  o n t é té  om is, é ta n t  donné  q u ’au  cours de la  déduction  ils se p ré s e n te n t 
sé p a ré m e n t des te rm es sy m é triq u es  e t  fo u rn isse n t une charge c r i t iq u e  p lus 
g ra n d e , v o ir p a ra g ra p h e  5.).

L ’exp ression  (1) d u  travail in térieur  d o n n e  com m e ré s u lta t :

C.7T2 Г. JT4
L ,  = ------  У  n 2 cp\ -I----- !----  > ’ n 4 <p2 ; n  =  1 ,3 ,5 , . . .  (16)

41  7  4 P  T

Le d ép lacem en t v q  nécessaire  p o u r le trava il extérieur sera, selon (9):

vQ = ~ —  y - ^ - ;  n =  1,3,5, . . .  (17)
Л  n  П

P a r  co n séq u en t, le travail extérieur p o u rra  s ’écrire , selon (12), sous la  form e 
(cf. [10], p . 109):
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q K 0l 2  J l  JL .  ^

2 <  —  -  —  - 4  >  2  M n
_ n AZ 4  / m n

, q t i  2 í 2
+  ~  97 — T-

4 „ я 2/

m ii(tn l re2)

( m 2 —  re2)2
+

V

n
<Pn
re

(18)

• 5Гц sin -j- z

<p2(1-cos-^ -z

4Í%
W - c o s * £ z )

Fig. 5

D a n s  les som m ations: n  —  1, 3, 5, . . .  e t m  =  1 ,3 ,5 ,  mais dans les so m m a 
tio n s  selon  m, il fa u t o m e ttr e  les term es m =  n, ta n d is  que dans la  double som m e, 
c h a q u e  com binaison (m , n) n e  do it figurer q u ’u n e  seule fois. D ’après les règles 
de la  m éthode de l ’én e rg ie  de  déform ation  [10], nous devons fo rm er les e x 
p ress io n s

Э L , Э L e ^

Q(Pn 3 <pn

C elles-ci donnen t p o u r  c h a q u e  re (re =  1, 3, 5, . . .) les  équa tions linéaires su iv an - 
te s :
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<Pn C +  C

+

l2

32 /2

-  2 M K 0 - 1 + 4 1 +

n 2 f
I rnn(m 2 +  n 2)

+  16 M  K 0 ^  —7-+  <pm —
(m2 — n2)2

v i t  =  0 .
т2-тг f  m m

(19)

P o u r sim p lifie r, nous avons in tro d u it  ici la  n o ta t io n

ql2

8
=  M . ( 20)

D ans les so m m atio n s , m =  1, 3, 5, . . ., m ais le  te rm e  m  =  n  d o it ê tre  om is.
E n  é c riv a n t l ’é q u a tio n  (19) p o u r chaque <pn e t en  re n d a n t égal à zéro le 

d é te rm in a n t du  sy s tèm e  d ’éq u a tio n s  a insi reçu , on  o b tie n t p o u r  le m o m en t 
fléch issan t c ritiq u e

M cr = ï c r - l 2

8

u n e  éq u a tio n  de degré  égal au  nom bre  des te rm e s  considérés dans la  série de cp.
Si on ne p re n d  q u ’u n  seul terme, alors n  =  1 e t  la  so m m atio n  selon n  

d ev ien t su p erflu e , de so rte  q u ’on a u ra  la  re la tio n  sim ple ci-dessous:

[M cr =  2,155

jr&
C +  C ,-----

1 Z2

K n +  1 ,7 4 7 1 +  1,416
(21)

/

E n  cas de deux term es , d é jà , on reço it p o u r M cr l ’éq u a tio n  d u  second  degré

а М 2г +  bM cr +  c =  0

où  les coefficien ts se ro n t:

a =  5,145 K 2 +  12,36 • K 0 1 +  10,17 K 0 y -  +  1 ,6 12 - f  1,441 y

24,29 ■ K 0 C +  1042,7 K 0 +
Z2

b =

+  19,74 • tC  +  1 5 9 7 ,5 1 +  14,58 —  C  +  1280,8 —  A .
12 /  f l 2

c =  21,92 C2 +  2163 C ^ ~  +  19214 .
I2 /4

(22)

(23a)

(23b)

(23c)
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P o u r  quelques cas, n o u s  avons calculé le m o m en t f lé ch issan t c r itiq u e  p a r  
les fo rm u le s  (21) e t (22), p o u r  v o ir  dan s quelle m esure le m o m en t de déverse
m e n t  ca lcu lé  avec deux  te rm e s  de la  série de <jp diffère  d u  ré s u lta t  calcu lé  avec 
u n  se u l te rm e . Nous avons t ro u v é  que la  d ifférence é ta i t  m ax im u m  si

a )  Cx =  t — 0.

D a n s  ce ca s / p e u t ê tre  q u e lco n q u e , com m e il ne figure  que d an s  l ’ex p res
s io n  t2/ / ,  m ais n a tu re lle m e n t f ^ >  0. P o u r  ce cas, nous avons calcu lé  le  m om en t 
c r i t iq u e  en  p re n a n t p lu sieu rs  te rm e s  de (p e t  avons reçu  les ré s u lta ts  su iv a n ts :

1 term e : M cr=  2,155 C /K 0 (100% )
2 term es : 1,215 (56 ,5% )
3 term es : 1,096 (50 ,9% )
4 term es : 1,055 (49% )
5 term es : 1,037 (48 ,1% )

A u  fu r  e t à m esure de l ’a u g m e n ta tio n  d u  n o m b re  des te rm e s  considérés, 
la  v a le u r  d u  m om ent f lé c h is sa n t c ritiq u e  se rap p ro ch e  donc (en cas de Cx =  t = 0 )  
d u  m o m e n t fléch issan t c r itiq u e

M cr =  1,0 C /K 0

de la  p o u tre  fléchie p a r  d e u x  coup les app liquées à ses e x tré m ité s , m ais ne p ren d  
ja m a is  u n e  valeur in fé rieu re .

b )  S i Cx =  0, t =  K 0/2, / =  ° ° :

1 term e : M cr =  1,150 C /K 0 (100% )
2 term es : 0,954 (83% )

c )  S i C J i 2 =  C/100, t =  0, f  =  a rb itra ire :
1 term e : Mcr =  2,368 C /K 0 (100% )
2 term es : 1,779 (75% )

d )  E n f in si Cx =  0, t =  K 0/2 , f  — K 0 2:
1 term e : M cr =  0,8348 C /K 0 (100% )
2 term es : 0,7824 (93 ,8% )

D a n s  n ’im porte  quel c a s , les données ci-dessus p e u v e n t nous ren se ig n er 
s u r  l ’e r re u r  de M cr (22) ca lcu lé  en  p re n a n t d eux  te rm es  de la  série  de <p.

O n  v o it que dans les tro is  d ern iers cas, les ré su lta ts  c o rre sp o n d a n t au x  
fo n c tio n s  cp à un  seul e t à d e u x  te rm es  so n t sensib lem en t p lu s  ra p p ro c h é s  les 
u n s  d es  a u tre s  que dan s le cas le p lu s défavo rab le  Cx =  t =  0. O n p e u t  donc
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s’a tte n d re  à ce q u ’ils d iffé re ro n t aussi b eau co u p  m oins des ré s u l ta ts  p lus 
ex ac ts  que l ’on o b tie n t avec  p lusieu rs te rm es  de (p. É ta n t  donné que  d an s to u s 
les cas p ra tiq u e s  Cl ]> 0 e t  t >• 0, la  fo rm ule (22) p e u t  ê tre  considérée ch aq u e  
fois com m e su ffisam m en t ex ac te , car son  e r re u r  e s t n e tte m e n t in fé rieu re  à la 
différence de

1,215 -  1,037 

1,037
100 %  =  17,2 %

d ém o n trab le  au  cas de Cx =  t =  0. (La d ifférence  d im inue s u r to u t  si t >  0). 
R ien  ne s ’oppose n a tu re lle m e n t à ce q u ’on  considère  p lusieurs te rm e s , en  d é 
te rm in a n t la  v a le u r M cr à  p a r t i r  d ’une é q u a tio n  de degré supérieu r.

L a form ule (21) o b ten u e  en  p re n a n t u n  seu l te rm e  de (p e s t  san s d o u te  
in ex ac te , m ais elle a l ’a v a n ta g e  de faire re s so r tir  l ’im p o rtan ce  re la tiv e  e t  l ’o rd re  
de g ran d eu r des d iv ers  fa c te u rs  (C, C Jl2, K 0, t , f ) .

4.2 . — Valeur de la charge de déversement en cas d 'extrém ités à diaphragm es  

N ous écrirons à p ré se n t la  fonction  de ro ta t io n  sous la  form e

<P =  2
,  ПЖ
1 — c o s ----- Z

l
; n  =  2 ,4 ,6 , . . . (24)

sa tis fa isa n t a u x  co n d itio n s a u x  lim ites (14), (figu re  5b), fo nc tion  q u i ne c o n tie n t 
encore que les te rm e s  c o rre sp o n d an t à la  d é fo rm a tio n  sy m é triq u e . Le travail 
in térieur  s’écrira  donc, selon  (1), sous la  fo rm e:

Li =  J ?  n 2 q>l +  ^ n * ( p l ,  n =  2 ,4 ,6 , . .  .
4 1 n 4 i 3 T

E n  v e r tu  de la  re la tio n  (9)

vQ =  — t-  ^< P n , n —  2 , 4 ,6 , . . . ,

(25)

(26)

donc d ’après (12) le trava il extérieur sera:

q K 0 l 
4 

qtl

п 2л 2 1

n 12 +  4 ) — 8 2  J 2  Vn +

4
3 У; tâ  +  4 £  ^ < p m (pn +  —2/

(m2 -  n2)2

2 < P n + 2  У  2  <Pm <Pn

(27)

E n  d é te rm in a n t le m in im u m  de la  charge, on o b tie n t p o u r chaque n (n =  2, 4, 
6, . . .) les éq u a tio n s
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<Pn C +  C1^ t- \ - M

+ 1 6  m k 0 2

i2
2 „ 2

Ko +  1 1 +  12 t -f- 8 —— +

<Pm — 8 M t 1 +
f !m {m2 — n 2)2

E n  se l im ita n t à un  seu l te rm e , on reço it l ’ex p ressio n

4 л 2

2 b - » ,  . <28>
m т ф п

C +  Cj

M cr = ------
8

Г-

K 0
jz2 1

12 +  16

1,234

3 , 1 t2
+  4 ! + 2 7

C +  Cl̂

0,884 K 0 +  0,75 i +  0,5
(29)

/

Si o n  p re n d  deux te rm e s , on  a u ra  com m e ré s u lta t  l ’éq u a tio n  du  second  degré 
(22) av e c  les coeffic ien ts:

a =  1,772 K l  +  2 ,318  K n t +  1,640 K 0 -L -  +  0 ,2 0 0 12 +  0,160 , (30a)

b = 5,442 K 0 C +  545 ,9  K 0 - V  +  2 ,9 6 1 1 C +  397,4 í Ü
Z2 Z2

,2 #2 f
+  1,974 —  C +  2 6 5 , 0 — V

/  f  l2

c =  3,896 C2 +  769,1 C +  24291 .
Z2 Z4

(30b)

(30c)

P o u r  v é r if ie r  l ’e x a c titu d e  n o u s  avons calculé à n o u v e a u  la  v a leu r de M cr p o u r 
le  cas Cx =  f =  0 (y  a rb i t r a i r e ) ,  p o u r p lu sieu rs  te rm es . Voici les r é s u lta ts :

1 tern ie : Mer =  1,394 C jK :j ( io o % )
2 term es : 1,137 (81,5% )
3 term es : 1,071 (77% )
4 term es : 1,044 (75% )
5 term es : 1,029 (73,8% )

O n  v o i t  que ce tte  fois en co re , en  a u g m e n ta n t le n o m b re  des te rm es considérés, 
on  s ’a p p ro ch e  de plus en  p lu s  du  m om en t c ritiq u e
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M cr=  1,0 —
K 0

de la  p o u tre  fléchie p a r  d eu x  couples à ses e x tré m ité s , com m e cela  s ’e s t  vu 
aussi au  cas des p o u tre s  à e x tré m ité s  lib res. E n  e ffe t, en  v e r tu  de la  su p p o 
s itio n  Сг =  0, les d iap h rag m es ne ra id issen t p a s  la  p o u tre . Le fa it q u ’à ég a lité  
du  n o m b re  des te rm es  les p o u tre s  à d iap h rag m es d o n n e n t u n  m o m en t c r itiq u e  
in fé rieu r à  celui des p o u tre s  à e x trém ité s  lib re s , ne m o n tre  que la  m eilleu re  co n 
v ergence , m ais il ne s’en su it pas que les p rem iè res  so ien t m oins s ta b le s  q u e  les 
secondes.

Il re s so r t  de nos calcu ls ci-dessus q u ’en  cas de C± =  t — 0, le  m o m e n t 
c ritiq u e  des p o u tre s  à d iap h rag m es p e u t ê tre  ca lcu lé , à nom bre de te rm e s  égal, 
avec u n e  e x a c titu d e  n e tte m e n t p lus g rande que  le m o m en t c ritiq u e  des p o u tre s  
à e x tré m ité s  lib res.

E n  cas de Cx >  0, les d iaph ragm es d ’e x tré m ité  au g m e n te n t n a tu re l le 
m en t le m o m en t c r itiq u e  p a r  ra p p o r t au x  p o u tre s  à  e x tré m ité s  lib re s , m ais 
g én éra lem en t dans une assez faib le m esure, com m e le m o n tre ra  d ’a illeu rs  n o tre  
exem ple n u m ériq u e  p ré se n té  à la  f in  de l ’é tu d e .

Les d iap h rag m es u tilisés  dan s la  p ra tiq u e  ne so n t pas in fin im e n t rigides 
à la  f le x io n , aussi ra id issen t-ils  m oins la  p o u tre  que les d iaph ragm es supposés 
in f in im e n t rig ides que nous avons considérés a u  cours de nos d é d u c tio n s . M ais 
v u  l’effe t de ra id issem en t négligeable des d iap h ra g m e s , il se ra it san s  in té rê t  
de te n ir  co m p te  de c e tte  d ifférence.

4.3 . — Rem arques

P o u r  le cas d u  m om ent fléch issa n t variable  nous avons, dans l ’ex p ressio n  
(2) d é d u ite  p o u r  le m o m en t c o n s ta n t, in t ro d u i t  le m o m en t sous le signe d ’in té g 
ra l p o u r  é ta b lir  l ’expression  (6) du  trava il extérieur. M ais nous n ’av o n s  te n u  
co m p te  a in si que du  tr a v a il  des c o n tra in te s  ax ia les  a z, ne co n sid é ran t n i le t r a 
va il des c o n tra in te s  en  c isa illem en t r s e  d é v e lo p p a n t to u jo u rs  en  cas de m o m en ts  
v a ria b le s , n i celu i des c o n tra in te s  tra n sv e rsa le s  ay d ép e n d a n t de la  p o s itio n  de 
la  charge  (p lus p réc isém en t le tra v a il  des c o n tra in te s  tran sv e rsa le s  a  ag issan t 
dans le sens de la  ta n g e n te  de la  section). O r, en  e x a m in a n t la  s ta b il i té  des 
p laq u es e t  voiles [10] il fa u t aussi te n ir  co m p te , en  dehors de a z, de r  e t  de 
Oy dan s l ’exp ression  de l ’énergie ex té rieu re . P o u r  n o tre  p a r t ,  nous av o n s  p ré 
féré écrire  le tra v a il  L"e (7) de l ’ab a issem en t de la  charge . I l  reste  d onc  à d ém o n 
tr e r  que  celu i-ci e s t id en tiq u e  au  tra v a il  de r  e t  de ay.

L a  co m p ara iso n  a é té  fa ite  su r une p o u tre  à sec tio n  en Y, re p o sa n t su r  des 
appu is sim ples ( f  =  ° ° ) ,  à e x trém ité s  lib res e t  à charge  u n ifo rm ém en t ré p a r tie . 
N ous av o n s  d é te rm in é  les tr a v a u x  ex té rie u rs  d ’une p a r t  p a r  les fo rm u les  (6) 
e t (7) d é jà  p résen tées e t  d ’a u tre  p a r t  p a r  les é q u a tio n s  de la  th éo rie  des p laq u es
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[10]. les d eu x  dem i-p o u tres  a y a n t  é té  considérées com m e des p laq u es  p lan es. 
N o u s av o n s  supposé que l’ax e  p a ssa n t p a r  les c en tre s  de c isa illem en t (la d ro ite  
re l ia n t  les p o in tes des sec tio n s en  Y) reste  d ro it ,  c ’est-à-d ire  B x =  ° ° ,  e t  p o u r  
re n d re  la  com paraison  p lus facile , nous n ’av o n s p r is  que le p rem ie r te rm e  de la  
sé rie  (15). N ous avons ex am in é  d eux  cas de ch a rg es : d ’ab o rd  le cas d ’u n e  charge 
a p p liq u é e  a u x  cen tres de c isa illem en t (t =  0) e t  en su ite  l’effet du  po ids p ro p re  
é q u iv a la n t ,  selon la  th éo rie  des p laq u es, à u n e  ch a rg e  un ifo rm ém en t ré p a r t ie  à la  
su rfa c e  de la  p laq u e , sa ré s u lta n te  ag issan t à m i-h a u te u r  de la  sec tion  (t =  d /2).

S ans e n tre r  dan s le d é ta i l  de ces ca lcu ls, d isons seu lem ent que leu rs  ré su l
t a t s  co n c o rd a ie n t p a rfa ite m e n t, dans l ’u n  e t  l ’a u tre  cas, avec ceux  de la  m éth o d e  
de c a lc u l que nous avons p ré sen tée . Les c o n tra in te s  en  cisaillem ent fo u rn is 
s a ie n t ,  d an s les d eu x  cas, u n  tr a v a i l  e x té r ie u r  p o s it if  de m êm e v a le u r, m ais  en  
cas de  ch arg e  app liquée  au  n iv e a u  d u  cen tre  de c isa illem en t, celu i-ci e s t ann u lé  
p a r  le  t r a v a i l  n é g a tif  des c o n tra in te s  a tra n sv e rsa le s . E n  cas de po ids p ro p re , 
d ’a u t r e s  c o n tra in te s  a  se d év e lo p p en t, qu i fo u rn isse n t év id em m en t u n  tr a v a il  
e x té r ie u r  d iffé ren t. E n tre  ce lu i-c i e t le t r a v a i l  des co n tra in tes  en  c isa illem en t 
e x is te  u n e  d ifférence ju s te  égale à l ’exp ression  (7).

N o u s avons v é rifié  a in s i la  ju stesse  de la  m é th o d e  p résen tée , qu i fo u rn it 
p a r  u n e  voie  sim ple les m êm es ré su lta ts  que  les éq u a tio n s de tra v a il  u tilisées 
p a r  la  th é o rie  des p laq u es.

L a  ju s te sse  de n o tre  m é th o d e  se tro u v e  a u ss i confirm ée p a r  le f a i t  que 
si /  =  oo, c’est-à -d ire  en  cas d ’appu is sim ples, nos expressions d éd u ites  a u  p a ra 
g ra p h e  2 m o n tre n t, ap rès  que lques tra n s fo rm a tio n s , u n  accord  p a r fa i t  avec 
les r é s u l ta ts  de C h w a l l a  [ 3 ] .

5. Solution  po u r le  cas de d é fo rm atio n s  an tim étriques

N ou s exam inerons enco re  b rièv em en t la  d é fo rm a tio n  a n tim é tr iq u e  p o u r 
les cas  d ’ex trém ité s  lib res e t  à  d iap h rag m es, e t  com parerons la  charge c ritiq u e  
q u i e n  ré su lte  à celle d éd u ite  p récéd em m en t à p a r t i r  de la  d é fo rm atio n  s y m é t
r iq u e . P a r  ra iso n  de s im p lic ité , nous p ren d ro n s  u n  seul te rm e de la  fo n c tio n  de 
r o ta t io n  e t  supposerons q u ’av ec  p lusieurs te rm e s , le ra p p o rt en tre  les charges 
c r i t iq u e s  des défo rm ations a n tim é triq u e s  e t  sy m é triq u es  re s te ra  id e n tiq u e  ou 
s im ila ire .

5 .1 . — P o u r les p o u tre s  à extrémités libres, le cas de ro ta tio n  a n tim é tr iq u e  
le p lu s  sim ple  e s t p ré sen té  su r  la  figure 6a. D ’où  l ’on reço it, de la  m an iè re  dé
c r ite  a u  p a ra g ra p h e  4 ,1 ., l ’ex p ressio n  su iv an te  p o u r  le m om ent f lé c h issa n t cri
t iq u e :

M a n t i m é t r .  =  3 ------------------------Ç_------------------------------  .  ( 3 1 )

K 0 + 2 1 — 6 f
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Le co m p o san t de t r a v a i l  L e' p ro d u it p a r  la  ro ta t io n  au to u r du  p o in t  de su sp en 
sion F  e s t à p ré se n t n ég a tif , é ta n t  donné  q u e  les d eux  ex trém ités  s o n t  forcées 
de s’élever d ’une  v a le u r

/ (1  — cos <p0)
Z

à  cause de leu r ro ta t io n  en  sens inverse .
D e la  co m p ara iso n  avec l ’ex p ressio n  (21) ré su lta n t de la  fo n c tio n  de 

ro ta t io n  sy m é triq u e  à u n  te rm e , il re s so r t q u e  le m om ent c ritiq u e  de la  défo r
m a tio n  a n tim é tr iq u e  ne sa u ra it ê tre  in fé r ie u r  à l ’expression (21) q u ’en  cas de

Fig. 6

f  négatifs, ce qu i co rrespond  à une su sp en sio n  au-dessous du p o in t d ’ap p lic a tio n  
de la  charge , p ra t iq u e m e n t im possib le. A in si, la  charge c ritiq u e  des p o u tre s  à 
e x tré m ité s  lib res d o it ê tre  calculée to u jo u rs  p a r  les form ules d éd u ite s  à p a r t i r  de 
la  d é fo rm a tio n  sy m é triq u e .
5.2. — P o u r les p o u tre s  à diaphragm es, en  p re n a n t  la d é fo rm a tio n  selon  la 
fig u re  6b , on re ç o it le m om ent c ritiq u e

c + cг
j y j  a n t i m é t r .

к .
r 2 11

”' 7 Ï + I

J 2_______

+  * - 2 /
(32)

avec u n  L e n é g a tif  e t  une é lév a tio n  des p o in ts  d ’ap p lica tio n  de la  charge 
/  • <pi/2, com m e d an s le cas p récéd en t. P o u r  fa c ilite r  la  co m p ara iso n , l ’ex p res
sion  (29) c o rre sp o n d a n t à la  d é fo rm atio n  sy m é triq u e  à u n  te rm e  e t  l ’expression  
(32) s’é c riro n t sous la  form e:
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1 +  л г
M an t im é t r . =  J 2 3 4

Cl
C l 2

1,071
K 0

. /  
^ o .

(33a)

(33b)

L a  com paraison  a é té  e ffec tuée  p our les v a le u rs  0 e t 0,01, deux  cas e x t r ê 
m es de  C JC l2 p o u v a n t se p ré se n te r  dans la p ra t iq u e . Les ré su lta ts  so n t m is en  
év id en ce  su r  les figures 7 a —b.
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Le long de l ’ellipse rep ré se n té  dans le  systèm e de coo rdonnées f / K 0, 
t /K 0, M c8rymétr- =  M antimétr\  A l ’in té r ie u r  de l ’ellipse, c’es t la  d é fo rm a tio n  
a n tim é tr iq u e , ta n d is  q u ’à l’ex té r ie u r  de l’ellipse — q u an d  on  se lim ite  au  
dom aine  des f  p o sitifs  — c’es t la  d é fo rm a tio n  sy m é triq u e  qu i donne u n  m o m en t 
c ritiq u e  p lus p e ti t .

Ces ré su lta ts  o n t é té  p résen tés  su r  la  fig u re  8 sous une fo rm e p ra t iq u e :  
nous y  avons d onné , en  fo n c tio n  de (C1/C12), les va leurs de f j K 0 au -d essu s des-

Fig. 9

quelles la  d é fo rm atio n  sy m é triq u e  d o it ê tre  observée. P o u r p lu s de sim p lic ité , 
les v a leu rs  c o rre sp o n d an t au x  cas C JC l2 =  0 e t  0,01 on t é té  reliées e n tre  elles 
p a r  une  ligne d ro ite . Si (//JC0) se s itu e  au-dessous de la  ligne (ce q u i n ’a rriv e  
q u ’ex cep tio n n e llem en t), l ’ex am en  d o it ê tre  com plété  au  m oyen  des e llipses de 
la  fig u re  7; é v en tu e llem en t, on p e u t aussi ca lcu le r le m o m en t c r itiq u e  co rres
p o n d a n t à la  d é fo rm a tio n  a n tim é tr iq u e . 6

6. E xem ple n u m ériq u e

V érifions la  s ta b ili té  la té ra le  de  la  p o u tre  à p a ro i m ince v isible su r la  f ig u re  9, p e n d a n t  
e t  ap rès  la  mise en  p lace , p o u r  des e x tré m ité s  lib res e t  p o u r des e x tré m ité s  à  d iap h rag m es. 

Les données c a ra c té ris tiq u es  de la  section  so n t calculées su iv a n t les f ig u re s  2 e t  3b.
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e 5=  t =  -J- 39,5 cm

j x =  o
jy =  - 0 ,8 1 2
f  =  130 cm

b2 1432
K„ =  2 e - j *  d  -  j °  —  =  79 +  0 +  0,812 • =  335 cm

53 •286
C =  GI, =  150 • ----- ■- =  1,79 • 106 M p c m 2

Ci =  Е1Ш = 360 • 0,001596 • 5 • 652 • 1433 =  3,54 • 1010 Mp cm4 

Cjr-=  3,54 • 10lo/1 8 0 0 2 =  1,09 ■ 104 M p cm 2

6.1. — Extrémités libres
6.11. — Poutre suspendue

Fonction de rotation à deux termes. Les coeffic ien ts d e  l ’é q u a tio n  d u  second degré  so n t 
les su iv a n ts :

(23a): a =  785,5 • 104 cm 2

(23b): b =  —2094 • 108 M p cm 3 

(23c) c =  1145,9 • 1012 M p2 cm 4

(22 ): 3 f “rdeux term es =  77?0 Mp m

Fonction à un terme. L a  fo rm u le  (21) d o nne:
Màun terme =  97>0 Mp m

N o u s av o n s calculé encore  le  m o m e n t critique  en  p r e n a n t  tro is  te rm es de (p:
M à t r o i s t e r m e s  =  7 6 Д  M p  m

L e ré su lta t  à  u n  te rm e  é ta n t  p ris  égal à 100% , ceu x  à  d eu x , resp . à  tro is  te rm e s  se ro n t 
de 7 9 ,5 % , resp . de 7 8 ,5% . E n  c o m p a ra n t ces r é su lta ts  a u x  v a le u rs  en  p o u rcen tag e  d onnées 
a u  p a ra g ra p h e  4.1., on c o n s ta te  q u e  la  convergence e s t  n e t te m e n t  m eilleure  que celle o b ten u e  
a u  cas C, =  t =  0. E n  p r e n a n t  d e u x , resp . tro is  te rm es , on  c o n s ta te  u n  éca rt m in im e  de 
1 ,2 6 %  e n tre  les d eux  ré s u lta ts .

A  t i t r e  de co m p ara iso n , n o u s  calculerons encore  le  m o m e n t c ritiq u e  d ’u n e  p o u tre  
fléchie par des couples à ses deux extrémités, e t ensu ite  le m o m e n t c ritiq u e  de la  p o u tre  suspendue, 
à section rectangulaire étroite, p o u r  vo ir quelle e r re u r  on  co m m e t en  u tilisa n t Ices fo rm ules. 

D a n s  le cas de la  p o u tre  fléchie par deux couples ap p liq u é es  à  ses e x trém ités  [10], [5 ]:

MIT =  ■
c  +  c \

K o

я 1
l 2“ (1,79 +  0,109 • 9,87) 106 

335
=  56,6 Mp m

(N a tu re lle m e n t, c e tte  fo rm u le  n e  t ie n t  com pte  n i d u  f a i t  d e  la  suspension , n i de ce que  la  
c h a rg e  e s t  app liquée au -d essu s  d u  cen tre  de c isa illem en t).

L ’é q u a tio n  du  tro is ièm e  d eg ré  va lab le  p o u r la  section rectangulaire [4] donne:

^rectangulaire = 1420,0 Mp m

(D e so n  cô té , ce tte  fo rm ule  ne  t ie n t  p as com pte de la  p a ro i m ince  de la  section  e t  d u  f a i t  que 
le c e n tre  de c isaillem ent ne  co ïn c id e  pas avec le c en tre  d e  g ra v ité .)

6 .12 . — Poutre à appuis simples
A  t i t r e  co m p ara tif , c a lcu lo n s  aussi le m o m en t de  d é v e rse m e n t après la  m ise en  p lace  

de  la  p o u tre , en su p p o san t u n  appui simple défini a u  p a ra g ra p h e  1.2. P a r  c o n s é q u e n t , /d e v ra  
ê tre  rem p lacé  p a r  oo d an s les fo rm u les.
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E n  p re n a n t d e u x  te rm es :

(23a): a' =  743,9 • 101 cm 2

(236) 6 ' =  —2046,3 • 108 Mp cm 3 

(23c): c ' =  1145,9 • 1012 M p2 cm 1
(22 ): Mcr =  78,0 M p m , so it seu lem en t 1 ,3%  de p lu s  q u ’à l ’é ta t  su sp en d u .

6.2. — Poutre suspendue à diaphragmes 

Les coefficients de  l ’é q u a tio n  d u  second degré so n t:

(30a): a =  94,5 • 106 cm 2

(306): 6 =  —2285 • 109 M p cm 3

(30c) c =  12145 • 1012 M p2 cm 1

(22 ): M dc!aphr- =  79,1 M p m ,

v a le u r d é p assan t à  p e ine  le m o m e n t c ritiq u e  de la  p o u tre  à  e x tré m ité s  lib res. O n v o it donc 
que  le d iap h rag m e  n ’au g m e n te  la  s ta b ilité  de la  p o u tre  q u e  d an s u n e  trè s  fa ib le  m esure. E t  
si l ’on  t ie n t  com pte  de ce q u e  le d iap h rag m e  n ’est p a s  in f in im e n t rig ide , a lo rs en p re n a n t 
la  m oy en n e  a r ith m é tr iq u e  des r é su lta ts  o b ten u s  p o u r  les e x tré m ité s  lib res  e t  à  d iap h rag m es, 
o n  reço it

Aie- - -------- -------=  78,55 M p m

v a le u r qu i ne dépasse  que  de 2 %  celle o b ten u e  p o u r la  p o u tre  à  e x tré m ité s  libres.
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L A T E R A L  B U C K L IN G  O F  T H IN -W A L L E D , S U S P E N D E D  B E A M S

L . K O L L Á R  a n d  Z. G Á R D O N Y I]

SU M M A RY

I n  th e  p ap er th e  lo a d  c a u s in g  la te ra l  b u ck lin g  o f th in -w alled  beam s, su sp en d ed  on 
b o th  e n d s , is d e te rm in ed  o n  th e  b asis  o f th e  e n erg y -m eth o d  of th e  e la s tic ity  th e o ry . T he 
m e th o d  c a n  be  applied  to  b e am s h a v in g  cross sec tions on  a n y  fo rm  a n d  being  lo ad ed  in  any  
a r b i t r a r y  w a y ; how ever, a u th o rs  sh o w  th e  ap p lica tio n  of th e  p ro ced u re  on  u n ifo rm ly  loaded  
b e a m s , th e  cross sections o f  w h ic h  h av e  free  edge on  th e  com pressed  u p p e r  side. T hey  
d e r iv e  fo rm u la s  for loads c au s in g  la te ra l  bu ck lin g  of b eam s w ith  free  a n d  d iap h ra g m -ty p e  
en d s , a n d  exam ine  th e  p ro b lem : h o w  m a n y  m em bers th e  d e fo rm a tio n  fu n c tio n , w h ich  has to  
be  a s su m e d , should  hav e  fo r  a t ta in in g  a  re su lt  of a n  a cc u rac y  as req u ire d . B esides th e  sy m 
m e tr ic a l,  th e  possib ility  o f th e  a n tim e tr ic a l  deflection  is also  in v es tig a te d . F in a lly  a  co m p a
r a t iv e  n u m erica l exam ple  is p re se n te d .

D A S K IP P E N  Y O N  D Ü N N W A N D IG E N , A U F G E H Ä N G T E N  B A L K E N

L . K O L L Á R  u n d  Z. G Á R D O N Y I

Z U SA M M E N FA SSU N G

I n  d e r  A b hand lung  w ird  d ie  L a s t,  d ie das K ip p en  d e r  a n  be id en  E n d e n  au fg eh ä n g te n  
d ü n n w a n d ig e n  B alken  v e ru rs a c h t ,  a u f  G ru n d  de r E n erg iem e th o d e  d e r E la s tiz itä ts th e o r ie  
b e s t im m t. D as V erfah ren  k a n n  f ü r  B a lk en  m it belieb igem  Q u e rsc h n itt u n d  m it  beliebiger 
B e la s tu n g  an g ew en d e t w erd en ; d ie  V e rfasse r legen jed o ch  d ie A n w en d u n g  des V erfahrens 
fü r  so lch e  g leichm äßig  b e la s te te  B a lk e n  d a r , d e ren  Q u e rsc h n itt a u f  d e r o b eren  g e d rü ck ten  
S e ite  f re ie  R ä n d e r  h a t. E s  w e rd en  F o rm e ln  e rm it te lt  fü r  d ie  B e la s tu n g , die d a s  K ip p e n  der 
B a lk e n  m it  freien  oder m it  D ia p h ra g m e n e n d e n  v e ru rsa c h t. N ach d em  w ird  d ie  Z ahl der 
G lied e r d e r  F o rm ä n d e ru n g s fu n k tio n  e rm it te lt ,  w elche fü r  d a s  E rre ich e n  d e r n o tw en d ig en  
G e n a u ig k e it  e rfo rderlich  is t .  A u ß e r  d e r sy m m etrisch en  F o rm ä n d e ru n g  w ird  a u c h  d ie M ög
l ic h k e it  d e r  a n tim etrisch en  F o rm ä n d e ru n g  u n te rsu c h t. S ch ließ lich  w ird  e in  n u m erisc h er 
V e rg le ich sb eisp ie l v o rg e fü h rt.

ПОТЕРЯ ОБЩЕЙ УСТОЙЧИВОСТИ ТОНКОСТЕННЫХ 
ПОДВЕСНЫХ БАЛОК

Л . К О Л Л А Р и 3 . ГАРДОНИ

РЕЗЮМЕ

В работе определяются нагрузки, причиняющие протерю общей устойчивости 
тонкостенных балок, подвешенных за оба конца, на основе энергетического метода 
теории упругости. Метод может быть применен для балок любого сечения при любой 
нагрузке, однако, авторы приводят лишь один пример применения метода, а именно 
для случая, когда сечение балки имеет свободный кр'ай со стороны верхней, нагру
женной грани. Вызздены формулы для балок со свободными и диафрагмированными 
концами, и проведен анализ с целью определения нужного числа членов функции 
деформации, для получения достаточно точного результата. Кроме симметричной 
деформации исследована и возможность асимметричной деформации. Наконец приво
дится числовой пример.
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BOUNDARY CONDITIONS OF THE STRESS FUNCTION 
AUONG PERFECTUY FREE EDGES 

OF DISCS AND SHELLS

P. C SO N K A
DOCTOR OF TECHN. SC.

WORKING COMMUNITY FOR BUILDING SCIENCES OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, BUDAPEST 

[M an u scrip t received S e p te m b e r  26, 1966]

T h e  p ap er desc rib es th e  b o u n d a ry  co n d itio n s o f  A iry ’s, resp . P u ch e r’s s tre ss  fu n c tio n  of 
discs a n d  m em b ran e  shells a long  th e ir  p e rfec tly  free  edges. R esu lts  ob ta in ed  a re  e q u a lly  v a lid  
fo r  discs lo ad ed  b y  o p tio n a lly  d is tr ib u te d  b o u n d a ry  a n d  m ass forces a n d  fo r she lls  lo ad ed  
b y  o p tio n a lly  d is tr ib u te d  forces, n o t only b y  th o se  p e rp en d icu la r  to  th e  b as ic  p lan e .

1. In tro d u c tio n

In  one o f his fo rm er jjapers, a u th o r  [1] d e a lt  w ith  the b o u n d a ry  co n d itio n s 
o f  P u c h e r’s s tre ss  fu n c tio n  F  =  F (x , y ) .  H e  d em o n stra ted  th a t  th is  fu n c tio n  
has to  sa tis fy  co n d itio n s

8F
Эя

=  A ,

dy

F  =  A x  -f- B y  C

( 1 )

on th e  p e rfec tly  free p a r ts  o f th e  shell’s ed g e , w here  A , В  an d  C a re  c o n s ta n t 
v a lues for th e  t r e a te d  edge p a r t .  I f  th e  shell h as  on ly  one single p e rfe c tly  free 
edge p a r t ,  b o u n d a ry  cond itions (1) m ay  be re s tr ic te d , i.e. i t  can  be p resc rib ed  
th a t  a long  th e  m en tio n ed  edge p a r t  th e  b o u n d a ry  conditions sh o u ld  h e :

Э F
8y

=  0 ,

F =  0 .

( 2)

A ll th e  co n sid e ra tio n s , w hich h av e  le d  to  form ulae (1) a n d  (2) in  th e  
case o f  m em b ran e  shells, can  he rep e a te d  u n a lte re d  for A iry ’s s tre ss  fu n c tio n
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F  =  F ( x ,  y )  of discs in membrane-like stress state, provided that the discs in 
question are only loaded on their edges. This is why boundary conditions (1) 
and (2) are valid — with some reasonable modifications — also for the perfectly 
free edge parts of these discs.

Aim of the present paper is the generalization of formulae (1) and (2) for 
discs loaded by optionally distributed forces (edge forces and mass forces), 
as well as for membrane shells loaded by optionally distributed forces (not only 
forces perpendicular to the basic plane). The relations to be deduced are closely 
connected with theorems of T r e f f t z , E. [2] and S o b r e r o , L. [3] concerning 
the physical interpretation of Airy’s stress function. These theorems, modified 
for discs and shells loaded by optionally distributed forces, have been formulat
ed by F in z i, L. [4]. The following will offer a possibility for the further general
ization of these theorems.

2. B oundary  co n d itio n s concern ing  A iry ’s stress function

Present section deals with discs loaded by optional forces (edge forces 
and m ass  forces). The investigations will be carried out in the co-ordinate sys
tem  0(x,y) placed in the middle plane of the disc. The components of the mass 
forces acting on the disc in direction x, y  are characterized by load functions

gx =  gx (*> У), gy =  gy (x , У)-

As is known, the inner forces of the disc can be expressed by formulae

02 F

02F

Эх2

-  Gx ,

Э2 F  

dx  • 3y

Gy

(3)

where F  — F(x ,  y )  is Airy’s stress function and Gx, Gy mean

Gx = Г gx dx , Gy =  Г gydy ■ (4)J  x i  J  y  i l

The upper limit of the definite integrals figuring in above formulae is the co
ordinate x,  resp. у  of the investigated point, their lower limit can be freely 
chosen. I f  the lower end-point is lying on the curve marked by I or I I  on Fig.l, 
then the integration has to be extended to the straight line parts P /P  and P I t P.
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re sp ec tiv e ly , w hen  ca lcu la tin g  values Gx a n d  Gy. C urves I  an d  I I  m a y  b e  chosen  
free ly , how ever, w ith  th e  re s tr ic tio n  th a t  s tr a ig h t  lines o f d ire c tio n  x  a n d  y  
re sp . m ay  only c u t  cu rves I  a n d  I I  re sp . a t  one single p o in t each .

X

L e t us d en o te  b y  R  th e  re s u lta n t  o f forces ac tin g  from  th e  le f t  s ide  o f  th e  
d isc  on  its  r ig h t side , r ig h t a n d  le ft be ing  d e te rm in e d  b y  p ro ceed in g  a lo n g  th e  
cu rv e  from  to  P 2. T he x  an d  y  co m p o n en ts  o f re s u lta n t R  sh o u ld  be 
m a rk e d  by  sym bols R x a n d  R y, th e  m o m en t o f  re su lta n t R  ta k e n  fo r p o in t 
P 2 b y  M  and  th e ir  va lues shou ld  be d e te rm in ed .

Fig. 2. T h e  in v es tig a te d  p a r t  o f th e  disc

W hen ca lcu la tin g  v alues R x, R y an d  M , i t  is ex p ed ien t to  w o rk , n o t  w ith  
th e  forces ac tin g  on  curve  P P 2, b u t  w ith  th e  forces equ ipo ising  th e se , t h a t  is 
w ith  all th e  o th e r  forces ac tin g  on d isc -p a rt P lP 2Q (F ig. 2). I n  th is  case values 
R x, R y  an d  M  c an  be exp ressed  as follow s:
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R x  =  J ç ! K  -  H x) dy  +  1 n yx d x ,

R y =  j j '  (ny -  H y) dx  +  J J ’ n xy d y ,

M  =  J q ' _  J ) (re* — H x) d y  +

+  J J 1 (x  -  * 2)  (ny — H y) d x  +  (y2 -  y  J  nyx d x .

The meaning of H x and H y figuring in above formulae is:

(5)

H x =  J * g x ■ dx  , # v = ( 6)

Substituting values (3) into formulae (5), the latter may be written as 
follows:

R x
î

=j:
82 F r - h x

d y - \
r 82 F

8y2 Q dx ■ dy

1 82 F P - H y * - J
p2 d2 F

{ dx2
Ь'у

Q d x - d y
R y =

Гр* I 82 F
M =  \

dx ,

d y ,
( ? )

+

GX ~ H X d y  +

r P i

(* — * 2) 
J q

82 F
Gy — i / v I d x (У2 Уi) fЛ 02 p

d x
dx2 ) J q dx ■ dy

Taking into consideration the fact that along line Q P 2, tha t is at the place x  = x 2

Gx =  J J g x ' d x ,

and along line QPV th a t is on place у  =  y x

-, f У1
T y ~ ) У п ё у  '

d x  .

then, making use of formulae (6), the quantities Gx -f- H x, and Gy -f- H y resp. 
can be expressed in the following way:

Gx +  H x =  \ X‘ gx - d x +  I X gx • d x  =  f* gx - d x ,J Xj J X» J X/

G> +  H > =  r  g y ■ d y + j :  g y d y =  r  g y d y .
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P u tt in g  these  values in to  fo rm u lae  (7), we o b ta in :

" P *  Э 2 F  ,  r P l  Э 2 Fa* F  c ‘
R x =  I - ^ - 4 - dy

J q  9J 2 J q  Э х - 8у
d x

« у - Г
Ji

pi a2 F

Э х 2
г'

d x  — ------------ dy
Jc,

гРг  a 2 F  
I Q  Э х - Э у

rP.rx
g x - d x d y ,

J Q  J X /

g y ■d y - d x  ,
У//

M
a 2 F

~aÿ>

fp .  a 2 F

QJ y n

a 2 F
dx

J n  j-ji J, rPa rx
a Q •«* -  (У г- j )  gx dx  d y  — 

Q Эх-0у  J q J x,

—  Í  ( *  — * г ) (  g y - d y - d x .
JQ  J y r ,

(8 )

F i g .  3 .  R e s u l t a n t s  R ;  a n d  R / /

I n  above fo rm u lae  exp ression

gx ' dx  dy  =  R , (9)

re p re se n ts  th e  re s u lta n t  R j  o f  m ass forces a c tin g  on  d isc -p a rt P 1P 2P l2P ,1 — h o ri
z o n ta lly  lined  in  F ig . 3 — w hereas expression

rP t rx
( y *  -  y)

J q J xj
gx'dx, • dy  s  M , ( 10)

is th e  m om en t M j  o f  r e s u l ta n t  R j  w ritte n  fo r p o in t  P 2. S im ilarly , ex p ressio n
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I Г  gy - d y d x  =  R u  (11)
J Q J У и

m e a n s  re s u lta n t R n  of m ass forces in  y  d ire c tio n  ac tin g  on th e  d isc -p a rt 
P 1P 2P I?I P[  , m arked  b y  v e r t ic a l  lin in g  in  F ig . 3. E x p ressio n

( x  —  x 2) (  gy - d y  ■ d x  =  M n  (12)
Q у I I

a g a in  m ean s th e  m o m en t o f  r e s u l ta n t  R n  on p o in t P 2. As a lre a d y  m en tio n ed , 
c u rv e s  I  an d  I I  in  F ig . 3 a re  free ly  chosen, on ly  c u t b y  s tra ig h ts  o f  x  an d  y  
d ire c t io n  resp ec tiv e ly  a t  one sing le p o in t each.

T h e  value of th e  o th e r  in te g ra ls  fig u rin g  in  form ulae  (8) can  be d e te rm in ed  
b y  s im p le  or p a r tia l in te g ra t io n , re sp ec tiv e ly :

Í
p* 82F

Q 9/ ~  
r Pl d'2F  

Iq Эх2
r>Pt

I»

d x

,P1 02 F
dx =

0F ' 0 F  '

Jq 0X • 0y 0y Pi . _
rPа 02 F

d y  =
f 0F

ЬнCD

Jq 0X- 0y 0X Pl 0X
г Р г

(Уа -  У)
J о

rPl

d2F

d y 2

02F

d y  =  У2

P l

Рг

-P‘ 8 2 F

■Уг

Q дУ2
ЭЕ

V  + л

i y ~ \

■p, a2 F  7 
У -y ^ r -d y  

Q

I (*  -  %) a #
d x  =  X,-

Q
P‘ 02 F

0F
0y

0y2

+  [F ] Рг — [F ]  Q ,  (13)

rPl

0X2
d x  -1- x

02 F
d x  =

0F

0X
+  *i

Pi

0F
0X

J q  Эх 2

-  [ F ] P l + [ F ] Q ,
P i

■Pi Э2 F

) q dx • dy
d x

' OF ' - 0F  ‘

. 8J  . Pi - 9J  .

S u b s t i tu t in g  expressions (9) — (13) in to  form ulae  (8), i t  was fo und , a f te r  s im p lifi
c a t io n , t h a t

Д* =

R ,

' 0 F  ' 0F  *

. 9y . Pa . 9J  .
‘ 0 F 1 ‘ 0 F  "

0X
A

P2 0X

R i ,
Pi

-  R il  ’
Pi

M [F ]Pa -  [F ] Pl -  x2
Г 0 F  _

У2
' 0F

0X P l . дУ .

( 14)

+

+  *i
0 F
0X +  J i

JPi

9F
Эу

-  M ; -  M ,,  .
Pl
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U p  to  now , b o th  e n d -p o in ts  o f  lin e -p a rt Р гР 2 w ere considered  as fix e d . 
I n  th e  follow ing only  p o in t P 1 w ill be assum ed  as such  one, w hile p o in t  P 2 
w ill be t r e a te d  as a p o in t ru n n in g  in  p ositive  d irec tio n  on a g iven  c u rv e . A cco rd 
in g  to  th is , its  sym bol w ill he  P  in s te a d  of P *  an d  its  co -o rd in a tes  m a rk e d  b y  x  
a n d  у  in s te a d  o f xx an d  y v  A t th e  sam e tim e , sym bols

Э F  

dx  

8 F

=  co n st =  A  ,
Pi

9J  Jpi 
8 F

=  const =  В  ,

dx +  У1
Pi

a F
8y

— [P ] p, =  co n st =  — С
Pi

w ill be  in tro d u ced . In  consequence  o f these  m od ifica tio n s, fo rm ulae  (14) can 
be  tra n sfo rm e d  in to

ßv  =

R y =

8 F
d y

3 F
dx

-  B  - R , ,

A  — R n  , (15)

M  =  [ P ] P -  A x  -  B y  — C -  M ,  — M n  . 

A cco rd ing  to  above fo rm u lae , we get th e  re la tio n s

— R y — R n  A  ,

[ F] p

R x R /  -f- В , (16)

M  4- M j  +  M n  +  A x  +  B y  +  C  ,

o r, i f  o m ittin g  th e  lin e a r  te rm s  in sig n ifican t from  th e  p o in t o f  v iew  o f stress 
ca lcu la tio n , we o b ta in :

8 F  

dx  

8 F
dy

— — R y — R 11,

Rx  +  R i  ’ (17)

[F]P =  M  +  M ,  +  M „ .
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I f  for curves I  a n d  I I  figu ring  in  th e  p rev io u s  deduc tio n s th e  s tra ig h t 
lin e s  X =  x2 and  y  =  у х re s p . are chosen (F ig . 4), th e n  th e  q u a n titie s  R ,,  R u  
a n d  M i  -f- М ц  h av e  th e  fo llow ing  m ean ing : R t re sp . R u  are th e  x  an d  у  com 
p o n e n ts  o f th e  m ass fo rces ac tin g  on d isc -p a r t P ^ Q ;  М / +  М ц  m eans th e  
m o m e n t o f  m ass forces a c t in g  on th e  sam e d isc -p a r t, as w r it te n  for ru n n in g  
p o in t  P .

I t  goes w ith o u t sa y in g  th a t  curve Р гР 2 m a y  also be ta k e n  free ly . I f  th e  
c o rn e r  line  P tQ P  is chosen  fo r  th is  purpose (F ig . 5), th e  a rea  P tQ P  sh rinks to  a

single  line. In  such a case R j  =  0, R u  =  0, M  =  0, and so form ulae (17) 
change in to  the follow ing form ulae o f F in z i, L. [4]:

9 F

dx

0 F
0y

=  — R v ,

=  ^ x ,

[F]P =  M .

(18)

T h ese  fo rm u lae  — as F i n z i  L . h as  s ta te d  — le a d  to  a possib le , sim ple ph y sica l 
in te r p r e ta t io n  of th e  s tre ss  fu n c tio n : th e  x- a n d  y - d ire  e ted  p a r t ia l  d e riv a tiv e s  
o f  th e  s tre s s  function  in  p o in t  P  rep resen t — reg a rd le ss  o f  th e ir  sign  — th e  x  
a n d  у  com ponen ts o f th e  r e s u l ta n t  of in n e r forces ac tin g  on one side o f th e  
c o rn e r  lin e  P XQP, w hereas th e  v a lu e  of th e  s tre ss  fu n c tio n  in  p o in t P  is id en tica l 
w ith  th e  m om ent o f in n e r  fo rces ac tin g  on one side o f  co rner line P XQP.

F o rm u lae  (17) h av e  a n  in te re s tin g  m ean in g  in  t h a t  case if  cu rve  P LP  is 
ch o se n  fo r  th e  purpose o f  cu rv es  I  and  I I .  A lso in  th is  case
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co n seq u en tly
R ,  =  0 ,  R It =  0 ,  M  — 0 ,

3 F

01
..I

dx 

8 F

- Ä v .

3y
=  Я х ,

[ F ] P =  Af .

(19)

Fig. 5. C orner line  PtQP

T hese  la t te r  fo rm u lae , a lth o u g h  fo rm ally  id e n tic a l w ith  those o f F i n z i ,  L ., have 
a  b ro a d e r  m ean ing : accord ing  to  fo rm u lae  (19), th e  x- an d  у -d ire c te d  p a r tia l  
d e riv a tiv e s  o f th e  s tre ss  fu n c tio n  are  — regard less of th e ir  signs — e q u a l to  
th e  x  a n d  у  com ponen ts o f th e  re s u lta n t  o f  in n e r forces ac tin g  o n  one side of 
cu rv e  P jP ;  th e  v a lu e  o f  th e  stress fu n c tio n  in  p o in t P  is id en tica l w ith  th e  m o
m e n t ac tin g  on one side o f th e  sam e cu rv e . C onsequently , th e  F i n z i  th e o 
rem s are  va lid , n o t o n ly  for th e  co rner line P j@ P, b u t also for th e  free ly  chosen 
cu rv e  P tP , p ro v id ed  th a t  th e  x- a n d  у -d ire c te d  s tra ig h t lines do n o t  c u t  th is  
cu rv e  in  m ore th a n  one p o in t each.

O bviously , fo rm ulae  (19) can  also be  ap p lied  w hen curve P j P  is th e  p e r
fe c tly  free edge line o f  th e  disc. In  such  a case no k ind  of force is a c tin g  on  th e  
d isc  a long  th e  cu rve  P jP ,  so

R x =  0 ,  R y = .0  , M =  0,

w h ich  sim plifies fo rm ulae  (19) as follow s:

Г 3 F
dx

QF_
3y

=  0 ,

=  0 ,

[ F] p =  0

(20)
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A b o v e  form ulae are  id e n tic a l  as to  tb e ir  sh a p e  w ith  tho se  concern ing  th e  free 
ed g e  line of discs m e re ly  lo a d e d  b y  edge fo rces [1]. H ow ever, th e ir  v a lid i ty  is 
so m e w h a t lim ited  in  th e  p resen ce  of m ass fo rces . N am ely , th e  m e n tio n e d  fo r
m u la e  are only v a lid  fo r  t h a t  p a r t  o f th e  p e r fe c tly  free edge line w h ich  is n o t

0 —  X

f У
Fig. 6 .  T h e  X -  and у -d ire c te d  s t r a ig h ts  cu t th e  free  ed g e-lin e  p a r t  PtP a t  one p o in t each

0
—  X

Fig. 7. Som e of th e  x- a n d  у -d ir e c te d  s tra ig h ts  c u t th e  fre e  edge-line  p a r t  РгР a t  tw o p o in ts

c u t  b y  X -  and  у -d irec ted  s tra ig h ts  in  m ore th a n  one p o in t b y  each  o f th e m  
(F ig . 6).

I n  a  more general case , t h a t  is, w hen x-  a n d  y -  d irec ted  s tra ig h ts  (or one 
o f  th e m )  c u t the  PXP  p a r t  o f  th e  perfectly  free edge lin e  a t  m ore th a n  one p o in t  
(F ig . 7), th e  following e q u a tio n s  express th e  b o u n d a ry  conditions concern ing  
th e  free  edge line:

Э F

dx

Э F
8y R i ,

[ F] p =  M , +  M n

(21 )
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3. Boundary conditions concerning Pucher’s stress function

T his sec tion  in v es tig a te s  th e  b o u n d a ry  conditions o f P u c h e r ’s stress 
fu n c tio n  on  th e  pe rfec tly  free edge p a r t  o f  a m em b ran e  shell in  case o p tio n a lly  
d is tr ib u te d  forces (no t o n ly  such  as are  p e rp e n d ic u la r  to  its  b a se -p la n e )  are 
a c tin g  on  it .

T h e  in v es tig a tio n s  w ill be ca rried  o u t in  a n  o rthogonal c o -o rd in a te  sy s tem  
0 ( x , y , z ) ,  th e  X  an d  y  axes o f w hich  a re  p a ra lle l to  th e  basic p lan e  o f  th e  shell. 
T h e  X ,  y ,  z com ponen ts o f  th e  loads a c tin g  on  th e  shell are c h a ra c te r iz e d  by  
th e  specific  load  values g x, gy, g z re la te d  to  th e  u n ity  of th e  g ro u n d -p la n  area .

F i g .  8 .  L in e  P *  P *  d raw n  on th e  m iddle  su rface  of th e  shell and its  g ro u n d -p la n  p ro jec tio n

T h e in n e r  forces of th e  shell are exp ressed  b y  th e  reduced  va lu es  n x, n xy, n yx, 
n y. T h e  la t te r  are in  th e  sam e re la tio n  w ith  P u c h e r ’s stress fu n c tio n  F  =  F (x ,y ) ,  
as th e  in n e r  forces of discs load ed  b y  o p tio n a lly  d is trib u ted  fo rces a re  w ith  
A iry ’s s tre ss  fu n c tio n  F  =  F (x ,y ) .  I t  follow s from  th is  id e n tity  t h a t  th e  th e o 
rem s d ed u ced  in  th e  p rev io u s sec tion  m a y  b e  also applied  — w ith  a  reaso n ab le  
m o d if ic a tio n  — to  m em b ran e  shells. I n  th is  case, obviously , cu rv e  P XP  m eans 
th e  g ro u n d -p la n  p ro je c tio n  o f  curve P * P*  d ra w n  on th e  m iddle  su rfa c e  o f  th e  
shell (F ig . 8 .). The forces an d  m o m en ts  f ig u rin g  in  th e  form ulae  m u s t  also be 
in te rp re te d  as p ro jec ted  forces an d  th e ir  m o m en ts .
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2 2 2 P. CSONKA

R A N D B E D IN G U N G E N  D E R  S P A N N U N G S F U N K T IO N  VON S C H E IB E N  
U N D  S C H A L E N  LÄ N G S IH R E R  G A N Z  F R E I E N  R Ä N D E R

P. CSONKA

Z U SA M M E N FA SSU N G

D e r A ufsatz b e sc h re ib t d ie  R an d b ed in g u n g en  d e r  A iry sch en , bzw. P u c h e rsch e n  S p a n 
n u n g s fu n k tio n  von S ch e ib en , b z w . M em branschalen  lä n g s  ih re r  ganz freien  R a n d lin ie . D ie 
e rz ie l te n  E rgebnisse sin d  g le ich erw e ise  gültig  fü r  m it  b e lie b ig  v e rte ilten  R an d - u n d  M assen
k r ä f te n  b e la s te te  S cheiben  u n d  f ü r  Schalen, die m it  b e lie b ig  v e rte ilten , in  b e lieb ig e r R ic h 
tu n g  w irk en d en  K rä f te n  b e la s te t  sind.

C O N D IT IO N S  AU C O N T O U R  D E  LA FO N C T IO N  D E  T E N S IO N  SU R  L E S  S E C T IO N S  
D E  B O R D S L I B R E S  D E S TYM PANS E T  D E S  V O IL E S  M IN C ES

P. CSONKA

R É SU M É

L ’é tu d e  é ta b lit les c o n d itio n s  au  con tour de  la  fo n c tio n  de tension  d’A iry , re sp . de 
P u c h e r ,  des ty m p an s e t v o ile s  m in ces  en é ta t  de c o n tr a in te  sa n s  flexion, le long des sec tio n s 
de  b o rd s  co m plè tem en t l ib re s  de  ces co n stru ctio n s. L es ré s u l ta ts  ob tenus so n t é g a le m e n t 
v a la b le s  p o u r  des ty m p a n s  e t  d e s  voiles soum is à  des c h a rg e s  quelconques ré p a r t ie s  a r b i t 
ra ire m e n t.

ОКРУЖНЫЕ УСЛОВИЯ ФУНКЦИИ НАПРЯЖЕНИЯ НА СВОБОДНЫХ 
КРАЕВЫ Х УЧАСТКАХ ПЛИТ И ОБОЛОЧЕК

П. ЧОНКА

РЕЗЮМЕ

В данной работе определяются окружные условия функций напряжения Айри и 
Пухера плит и оболочек, находящихся в мембранообразном напряженном состоянии, на 
совершенно свободных краевых участках этих конструкций. Выведенные результаты 
действительны как для плит, нагруженных произвольно распределяющимися силами 
(краевыми и массовыми силами), так и для оболочек, нагруженных произвольно рас
пределяющимися (не только перпендикулярными к основанию) силами.
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RECENSIONES

L .  M o h á c s i

C O N T E M P O R A R Y  F O R M IN G S

P u b lish in g  H ouse o f th e  H u n g a ria n  A cad em y  o f Sciences, 1966.321 p p .,3 9 3  i l lu s tra tio n s  28 tab les .

T h e  a u th o r  in  th is  b o o k  deals w ith  th e  c o n te m p o ra ry  fo rm w orks a n d  scaffo ld ing  
e q u ip m e n ts  developed  fo r c o n s tru c tio n  in  s ite  m o n o lith ic  concre te , re in fo rced  a n d  p re s tressed  
c o n c re te  s tru c tu re s .

In  c h ap te rs  1 a n d  2 th e  s h u tte r in g  shell as an  a u x ilia ry  s tru c tu re  is t r e a te d  in  i t s  d iffe re n t 
k in d s  m ad e  of m e ta l, wood o r o th e r  m a te ria ls  de fin in g  th e  fin a l form  o f c o n c re te .

I n  c h ap te r  3 th e  scaffo ld ing  s tru c tu re s  su p p o rtin g  th e  sh u tte r in g  she ll a n d  slid ing- 
c lim b in g  fo rm w o rk s, se lf-ca rry in g  steel w orks a n d  su sp en d ed  su p p o rts  a re  d iscu ssed .

C h ap te r  4 is d ev o ted  to  th e  p ro b lem s o f  in te ra c t io n  of concre te  a n d  fo rm w o rk  as well 
as to  th e  co n cre te  a n d  re in fo rced  co n cre te  tech n ics  in  connection  w ith  th e se  la t te r .

I n  c h a p te r  5 a u th o r  p re sen ts  th e  s t ru c tu ra l  a n a ly s is  o f th e  sh u tte r in g s  w ith  specia l 
re g a rd  to  th e  lo ad ings to  be  ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  fo r  th is  purpose.

I n  c h a p te r  6 a u th o r  re fe rs  to  th e  poss ib ilities  concern ing  fu tu re  d ev e lo p m en t.
T he a u th o r  su b m its  to  th e  re a d e r  th e  above d e ta ile d  su b jec t ra n g in g  o v e r  a n  e x tr a 

o rd in a r ily  wide fie ld  in  a  log ical la y o u t a n d  c lear m an n e r. B esides he d esc rib e s n u m ero u s 
H u n g a r ia n  m eth o d s, severa l w ell p ro v e d  p ro ced u re s, designs a n d  licences. P a ra lle l  to  th e  
p ro c ed u re s  ap p lied  in  th e  w e s te rn  co u n trie s  he  also re fe rs  to  m eth o d s w h ich  a re  in  general 
u se  in  th e  S ov ie t U nion .

A u th o r t re a ts  th e  q u e s tio n  in  such  a  m an n e r a s  to  give th e  o u tlin e s o f  th e  p rogress 
t h a t  w as ach ieved  since W o rld  W ar I I  h a rd ly  im ag in ab le  a t  th a t  tim e , in  th e  field  
o f c o n cre te , re in fo rced  co n cre te  a n d  p re s tressed  co n cre te  co n stru c tio n  w hich  h a d  b e e n  p ro m o te d  
p a r tic u la r ly  b y  th e  keen  c o m p e titio n  w h ich  w as d ev elo p ed  be tw een  re in fo rced  c o n c re te  and  
l ig h t  steel s tru c tu re s . T he p rogress h a d  b een  still m ore  ex p ed ia te d  b y  th e  o th e r  co m p e titio n  
w h ich  to o k  p lace  b e tw een  p ré fa b ric a tio n  a n d  in  s ite  m o n o lith ic  c o n s tru c tio n . T h is  la t te r  
ow es i ts  co m p etitiv en ess w ith  p ré fa b rica tio n  in  a  few  co u n trie s  p recise ly  to  th e  d ev e lo p m en t 
o f th e  u p -to -d a te  sh u tte r in g  a n d  scaffo ld ing  m eth o d s.

T he e la b o ra tio n  o f th e  su b je c t is o f p re se n t in te re s t  an d  is su itab le  fo r  a d v a n c in g  th e  
p ro b lem  of in d iv id u a l c o n s tru c tio n  w hich  is b a ck w a rd  in  com parison  to  p ré fa b r ic a tio n .

T he book supplies a  n eed ; no w ork  h a d  been  p u b lish ed  up  to  th is  d a y  t r e a t in g  th is 
s u b je c t w ith  sim ila r e lab o ra ten ess.

T he illu s tra tio n s  a re  ex p ressive . T h e  n e a t  m ak e -u p  of th e  vo lum e d ese rv es  p a r tic u la r  
a tte n tio n .

D r .  G y .  H a v i á r

T .  C h o ln o k y

M E C H A N IK A  I I ,  SZ IL Á R D S Á G T A N  (M E C H A N IK  II , F E S T IG K E IT S L E H R E ) 

T a n k ö n y v k iad ó , B u d a p es t, 1966 (732 S e iten , 444 A bb ild u n g en )

D er vorliegende zw eite  B a n d  des in  u n g a risch e r S prache e rsch ien en en  L eh rb u ch es 
»M echanik« des P ro fessors C holnoky  u m fa ß t die fü r  d ie  In g en ieu rp rax is  w ic h tig s te n  K a p ite l 
d e r  F estig k e its leh re  u n d  b e s te h t  aus zw ei Teilen .
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D er erste  Teil (492 S e iten ) des B andes e n th ä l t  sech zeh n  K a p ite l  ü b e r die e lem en ta ren  
P ro b le m e  der F e s tig k e its leh re : Z ug , D ruck , Schub , g e rad e  u n d  schiefe B iegung, e x zen trisch e r 
Z u g  u n d  D ruck , T o rsio n , u n d  K n ick u n g . Die zu r B e h a n d lu n g  de r ve rsch ied en en  P ro b lem e  
n ö tig e n  H ilfsbegriffe  (M o m en te  z w eite r O rdnung , K e rn  des Q u e rsch n itte s  usw .) w e rd en  v o r 
d e n  e n tsp rech en d en  K a p i te ln  e in g e fü h rt. A u sfü h rlich  b e h a n d e lt  de r V erfasser die H e rs te llu n g  
d e r  S c h n ittk ra f td ia g ra m m e , d ie  T heorie  der k le in en  V ersch ieb u n g en , d ie B estim m u n g  der 
F o rm ä n d e ru n g e n , a b e r  d ie  T h eo rie  de r s ta tisc h  u n b e s t im m te n  T rag w erk e  w ird  n u r  a n h a n d  
d es d u rch lau fen d en  T rä g e rs  b e sp ro ch en .

D er zw eite T eil (210 S e ite n ) des B andes e n th ä l t  a c h t  K a p ite l ü b e r die a llgem einen  
P ro b le m e  der F e s tig k e its le h re : hom ogene S p an n u n g s- u n d  F o rm ä n d eru n g szu stä n d e , ih re  
g ra p h isc h e  D arste llu n g  n a c h  M ohr, G leichungen des G leichgew ich tes , F o rm eln  des F o rm 
än d eru n g sg ese tzes, A rb e its sä tz e  d e r F estig k e its leh re , B ru c h th e o rie u .

W ie aus d ieser A u fz ä h lu n g  ersich tlich , e n th ä l t  d e r  B a n d  einen L eh rs to ff, d e r  in  den  
b e k a n n te n  L eh rb ü ch ern  d e r  F es tig k e its leh re  schon  o f t  b e sch rieb en  w urde. D e r L eh rs to ff  
i s t  in  d iesem  B and  —d er Z ie lse tzu n g  desV orw ortes e n tsp re c h e n d  — an  den A n sp ru ch  d e r S tu d e n 
t e n  d e r  A bendkurse  d e r  T ec h n isch e n  U n iv e rs itä t w e itg e h en d  a n g ep aß t. H ied u rch  e rk lä r t  
s ich  d ie  m inuziöse B eh an d lu n g sw eise  des L eh rsto ffes, d ie  a u f  d en  e rsten  B lick  v ie lle ich t als 
zu  w eitschw eifig  e rsch e in t.

D u rc h  die a llzu  e in g e h en d e  B ehandlungsw eise  w u rd e  das B uch  ä u ß e rs t um fan g re ich . 
In fo lg ed essen  w ar de r V e rfasse r  gezw ungen  n u r den  n ö tig s te n  — in  der T h em a tik  d e r U n iv e r
s itä tsv o rle su n g e n  v o rg e sch rie b en e n  — L eh rs to ff zu  b e h a n d e ln  u n d  die B eh an d lu n g  v iele r 
in te re s s a n te r  neuerer P ro b le m e  d e r  F estig k eitsleh re  zu  u n te r la s se n . D as B uch  w äre  in te re s 
s a n te r ,  w en n  sein z w eite r T eil m it  den  G run d g le ich u n g en  d e r Scheiben- u n d  P la tte n th e o r ie  
u n d  m it  e in e r e in g eh en d eren  B e h an d lu n g  des T o rs io n sp ro b lem s e rg än z t w orden  w äre .

D er b eh an d e lte  L e h rs to f f  is t  ü b ersich tlich  g ru p p ie r t  u n d  in  k larem  G edan k en g an g  
d e m  L ese r v o rg efü h rt. L o b e n sw e rt sind  die ä u ß e rs t  fa ch g e m ä ß e  E rk lä ru n g  d e r B egriffe , 
sow ie d ie  le ic h tv e rs tän d lich e  H e r le itu n g  der F orm eln . D e r T e x t  w ird  d u rch  so rg fä ltig  gezeich
n e te n  A b b ildungen  b e g le ite t  u n d  a u ch  die T y p o g rap h ie  d e s  B uches is t  in  je d e r  B eziehung  
m u s te rh a f t .

Z u sam m enfassend  k a n n  fe s tg es te llt  w erden , d a ß  d ieses L eh rb u ch  den im  V o rw o rt 
g e s te ll te n  A nfo rd eru n g en  v o llk o m m en  e n tsp ric h t u n d  g ee ig n e t is t ,  das In te re sse  d e r L eser 
fü r  d ie  F estig k e its leh re  zu  e rw eck en  u n d  sie fäh ig  zu  m a c h e n  d ie E rgebnisse  d ieser W issen
sc h a ft  in  die P rax is  zu  ü b e r tra g e n .

Dr. P. Csonka

H. Ziegler 

M EC H A N IC S

A ddison-W esley P u b lish in g  C om pany, In c . R e a d in g , M assachuse tts , 1965

T h is  w ork  consists o f  tw o  vo lum es. I t  is th e  E n g lish  tra n s la tio n  of th e  tex t-b o o k  
“ M e c h an ik ”  whose f ir s t ,  seco n d  a n d  th ird  ed itions w ere  p u b lish e d  in  1946, 1948 a n d  1960 
b y  B irk h ä u se r  V erlag B ase l u n d  S tu t tg a r t .  T he tra n s la t io n  w as done b y  D. B . McV ea n .

T h e  head ing  of th e  f i r s t  v o lu m e  is “ S ta tic s of rig id  b o d ies , f lu id s  and  defo rm ab le  solids” . 
T h is  v o lu m e  (247 pages) is  d iv id e d  in to  th ree  p a rts . I n  th e  f i r s t  p a r t ,  th e  basic n o tio n s  o f  th e  
r ig id  b o d y  s ta tic s  a re  e x p la in ed , n a m e ly , th e  g eo m etry  o f fo rces in  p lane  and  in  space, th e  
co m p o s itio n  of forces, th e  a n a ly t ic  a n d  g raph ical m e th o d s  o f  s ta tic s , th e  cen ter o f g ra v ity , 
th e  f r ic t io n  and  th e  p ro b le m  o f flex ib le  string . T h e  second  p a r t  is d evo ted  to  f lu id  s ta tic s . 
I n  th is  p a r t  th e  in n er a n d  o u te r  fo rces o f a flu id , th e  d e te rm in a tio n  of th e  flu id  p re ssu re  an d  
th e  p ro b le m  of a  solid b o d y  su b m e rg ed  in  a  liq u id  a re  d iscu ssed . T he th ird  p a r t  d eals w ith  
th e  b a s ic  concepts an d  f u n d a m e n ta l  prob lem s of th e  s t r e n g th  o f m a te ria ls : th e  s ta te  o f stress 
a n d  t h a t  o f s tra in , th e  c o n d itio n s  o f  y ield  and  f ra c tu re , th e  sim ple  and  com posed sec tional 
fo rces, th e  buckling  p ro b lem  a n d  th e  energy  th eo rem s o f e la s to s ta tic s .

T h e  h ead ing  of th e  seco n d  vo lu m e m ay  ob v io u sly  b e  “ D y n am ics o f rig id  bod ies and  
r ig id  sy s te m s” . T h a t co p y  o f  th e  second  p a r t  w hich  th e  re v ie w e r h a s  a t  d isposal, h a s  — b y  
m is ta k e  —- likewise th e  h e a d in g  “ S ta tic s  o f rig id  bodies, f lu id s  a n d  deform able  so lids” . T his 
v o lu m e  (206 pages) is d iv id e d  in to  fo u r a b o u t eq u al p a r ts .  T h e  f i r s t  p a r t  co n ta in s th e  basic  
c o n ce p ts  o f  k in em atics , n a m e ly , th e  ch arac te risa tio n  o f m o tio n s  o f p a rtic le  and  rig id  bo d y , 
th e  v e lo c ity , th e  a cce le ra tio n , th e  g en era l and  a few  p a r t ic u la r  cases o f m otion . T h e  second 
p a r t  e x p o u n d s  th e  follow ing c h a p te rs :  N ew ton’s law s o f m o tio n , th e  fu n d a m e n ta l th eo rem s
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o f k in e tics , th e  princip les o f c o n s tra in ed  m o tio n , several cases o f v ib ra tio n s  a n d  th e  m otion  
p ro d u ced  b y  g rav ity . T he th ird  p a r t  co n ta in s  th e  follow ing c h ap te rs : g en era l th eo re m s of 
rig id  b o d y  k in etics , D ’A le m b e rt’s p rincip le , th e  re c tilin ea r a n d  cu rv ilin ea r t ra n s la t io n s , the  
ro ta t io n , th e  p lane m otion  a n d  th e  gy roscopic  m otion . T h e  fo u r th  p a r t  is d e v o te d  to  the  
k in e tic  o f system s an d  co n ta in s  th e  follow ing c h ap te rs : th e  general th eo rem s o f sy s te m  k inetics , 
th e  p rincip les o f v ir tu a l  d isp lacem en ts , th e  L ag ran g e’s e q u a tio n s  a n d  th e  p h en o m e n o n  of 
im p a c t.

As can  be seen, a w e a lth  o f su b je c t m a t te r  is co llected  in  th ese  tw o  v o lu m es. Since 
th e  e x te n t  o f th e  volum es is r a th e r  re s tr ic te d , th e  a u th o r  w as com pelled  to  t r e a t  th e  su b jec t 
m a t te r  in  a  v e ry  concise sty le . F ro m  th is  p o in t o f view , th e  p re sen t w o rk  d iffe rs  fro m  th e  
s ta n d a rd  te x t  books of m echan ics. T h e  a u th o r  succeeded  in  reach in g  c lea r ex p o s itio n s  and  
rig o ro u s a rg u m e n ta tio n s . In  sp ite  o f th e  concise s ty le , all e x p la n a tio n s  are  v e ry  co m p rehensib le . 
P rec ise  d e fin itio n s o f n o tio n s a n d  a c c u ra te  fo rm u la tio n  of th e  th eo rem s a u g m e n t th e  te x t 
boo k  c h a ra c te r  of th is  w ork . M an y  th eo re tic a l exam ples a re  e la b o ra te d  w h ich  h a v e  in  th e  
la s t  p a r t  analysis o f p ra c tic a l im p o rta n ce . T h e  re su lts  o f th e  exam ples — d iffe rin g  from  th e  
G erm an  ed itio n  — are  to ld  a t  th e  ends o f th e  vo lum es; in  th is  w ay , th e  re a d e r  c an  contro l 
w h e th e r  h is answ ers a re  r ig h t  o r no t.

In  th is  w ork , m o stly  th e  a n a ly tic  m e th o d s , an d  in  a few  cases also th e  m o re  persp icuous 
g rap h ica l m eth o d s are  ap p lied  fo r  so lv ing  th e  p rob lem s. C o n tra ry  to  m a n y  o th e r  tex t-b o o k s , 
th is  w ork  is n o t  lim ited  to  th e  case o f  p lan e  stresses, b u t  i t  also com prises th e  case  o f  stresses 
in  space. Several sim ple s tru c tu re s  a re  tre a te d  b y  m eans of lim it design  th e o ry  w h ich  is based  
on  th e  p rincip les of p la s tic ity .

B y  sum m ariz ing  all th ese , i t  seem s d o u b tless  t h a t  th is  w ork  o f p ro fesso r Zieg ler , 
w hich  w as accep ted  w ith  p lea su re  a t  th e  U n iv ersitie s  o f G erm an  lan g u ag e , w ill be  sim ilarly  
accep ted  a t  th e  U n iv ersitie s  o f  E n g lish  language.

Dr. P. Csonka

A. Gheorghiu

STA TICA  C O N S T R U C T H L O R  (L A  ST A T IQ U E  D E S  C O N ST R U C T IO N S ) IL  

E d itu ra  T eh n ica , B u cu res ti, 1965 (726 p ., 287 fig ., 21 ta b l .)

L ’ouv rag e  en  ro u m a in  d u  prof. G heorgh iu  tra i te  des p rob lèm es des s t ru c tu re s  hyper- 
s ta tiq u e s  d an s le cad re  des h y p to h èses  de la  th éo rie  de l ’é lastic ité .

L ’ouvrage  se d iv ise  en  tro is  p a rtie s .
L a  première partie ré su m e  les connaissances générales re la tiv e s  a u x  s tru c tu re s . Elle 

c o n tie n t les th éo rèm es de l’énerg ie  de d é fo rm a tio n , les calcu ls des b a rre s  d ro ite s  e t  courbes, 
de sec tion  co n s tan te  ou v a r ia b le  e t  le calcu l des d é fo rm atio n s des d iffé ren te s  p o u tre s  en treillis. 
L ’a u te u r  fa is a n t c o n n a ître  les m é th o d es  généra les de calcu l des sy s tèm es h y p e rs ta tiq u e s , 
expose d ’une  façon  d é ta illée  les p rin c ip es des m éthodes des fo rces e t des d é p la ce m en ts . L ’exa
m en de ces m éth o d es e st su iv i de l ’exposé de l’a lg o rith m e  de G auss e t des m é th o d e s  d ’ité ra tio n  
de  G auss e t  de Seidl, p e rm e tta n t  la  so lu tio n  des systèm es d ’éq u a tio n s  lin éa ire s .

L a  deuxième partie s’occupe de  la  m é th o d e  des fo rces e t de ses a p p lic a tio n s  au  calcul 
des p o u tre s  co n tin u es, des p o u tre s  en  tre illis  h y p e rs ta tiq u es , des arcs e t  d es s tru c tu re s  com 
posées. L ’a u te u r  p ré sen te  en su ite  u n e  m éth o d e  de calcu l des sy s tèm es h y p e rs ta t iq u e s  à l’aide 
d ’une  colonne conjugée (an alo g ie  de colonne).

L a  troisième partie e s t consacrée  a u x  ap p lica tio n s de la  m é th o d e  des dép lacem en ts 
a u x  d iffé ren ts  ty p es  de cad res (à  u n  e t à p lusieu rs  é tag es , à noeuds f ix es  ou  dép laçab les) et 
a u x  arcs  e t  s tru c tu re s  re p o sa n t su r des m o n ta n ts  ob liques. Les m o d ifica tio n s  de la  m éthode 
des dép lacem en ts , la  m é th o d e  de  Cross, la m éth o d e  de K an i e t  q u e lq u es-u n es de  ses v a rian tes  
so n t ég a lem en t exp liquées p a r  l’a u te u r . U ne b rèv e  in d ic a tio n  re la tiv e  a u  c a lcu l des grillages 
ch arg és n o rm alem en t à  leu r p la n  e t  des b a rre s  courbes p lanes co m p lè te  la  tro is ièm e  partie .

A insi q u ’il a p p a ra ît  de  c e tte  é n u m é ra tio n , le vo lu m e ne c o n tie n t n i les p rob lèm es de 
s ta b ili té  e t  de v ib ra tio n , n i l ’ap p lic a tio n  des p rincipes de  la p la s tic ité  a u x  constructions. 
L ’a u te u r  p rév o it c e r ta in e m e n t la  p u b lic a tio n , à une  d a te  u lté rieu re , de  ces q u estio n s très 
im p o r ta n te s  dans la  p ra tiq u e  de  l’ingén ieu r.

L a  v a le u r p rin c ip a le  de  l ’o u v rag e  réside  dans l ’exposé sim ple e t  ex p ress if, a ssu ré  a v an t 
to u t  p a r  le g ro u p em en t logique e t  la  d iv is ion  c la ire  des su je ts , a insi que p a r  les n o ta tio n s  simples 
ex em p tes de to u t  indice su p e rflu . L ’ab o n d an ce  e t la  p ré p a ra tio n  so igneuse d es f ig u re s  d iv isan t
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le s  p ro b lè m e s  en p lusieurs p a r t ie s ,  a v ec  u n  sens p éd ag o g iq u e  ex ce llen t, e t  i l lu s t ra n t  le ra iso n 
n e m e n t  co n d u isan t à la  so lu tio n  o f f r e n t  de leu r côté u n e  a id e  des p lu s  p récieuses a u  lec teu r.

P o u r  m ieux faire  c o m p re n d re  les exp lications th é o r iq u e s , l ’ou v rag e  c o n tie n t aussi 121 
e x e m p le s  num ériques p ré sen té e s  e n  d é ta il. Ils p e rm e tte n t  a u  le c te u r  de v é rif ie r  s’il a b ien  
c o m p ris  l ’exposé. Les n o m b re u x  e x em p les  fou rn issen t e n f in  des in d ic a tio n s  u tile s  co n ce rn an t 
le s  a p p lic a tio n s  p ra tiq u es  des th é o r ie s  présen tées p a r  l ’a u te u r .

L ’o u v rag e  du professor G h e o rg h iu , to u t  en é ta n t  u n  e x ce lle n t in s tru m e n t de l ’enseigne
m e n t  u n iv e rs ita ire , est aussi u n  a ide-m ém oire  fo r t  u tile  p o u r  l ’in g én ieu r, e t  a u ra  donc sa  
p la c e  m é r ité e  sur l’étagère  des é tu d ia n ts  aussi b ien  q u e  s u r  le  b u re a u  des ingén ieurs .

D r .  P .  C s o n k a

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



I N D E X

L őcse i, В .:  P ro c e sse s  d u r in g  th e  C a lc in a tio n  o f  C e ram ic  P ro d u c ts .  I I .  —  D ie  im  L a u fe  
d e s  B re n n e n s  v o r  s ic h  g e h e n d e n  V o rg ä n g e  in  k e r a m is c h e n  P r o d u k te n .  I I .  — 
P ro c essu s  se  d é r o u la n t  d a n s  le s  p r o d u i t s  c é a m iq u e s  p e n d a n t  le u r  c u is so n . I I .  —
— Лечеи, Б. : Процессы происходящие в керамических изделиях при обжиге.
11...................................................................................................................................................  1

D un d ro vá , V.—K o v a fík , V.— é la p á k , Р.:  N ic h t l in e a re  B ie g u n g s th e o r ie  v o n  S a n d w ic h -  
P la t te n .  I I I . — T h e  N o n -L in e a r  B e n d in g  T h e o ry  o f  S a n d w ic h  P la te s .  I I L — T h é o r ie  
d e  la  f le x io n  n o n - lin é a ire  d e s  p la q u e s  sa n d w ic h . I I I .  — Дундрова, В .  — Коварик, 
В.—Шлапак, П.:  Теория нелинейного изгиба биметаллических пластин. III. 19

R ó zsa , M . : A  N ew  I t e r a t i v e  M e th o d  f o r  t h e  F in i te  D e f le c tio n  A n a ly s is  o f  F ra m e w o rk s .
— E in  n e u e s  I t e r a t io n s v e r f a h r e n  f ü r  d ie  B e re c h n u n g  v o n  R a h m e n tr a g w e r k e n  n a c h  
d e r  T h e o rie  z w e i te r  O rd n u n g . — N o u v e lle  m é th o d e  i t é r a t iv e  p o u r  le  c a lc u l  d e s  
c a d re s , b a sé e  s u r  la  th é o r ie  d u  d e u x iè m e  o rd re  — Рожа, M .  : Новый итерацион
ный метод расчета стержневых конструкций на основе теории второго порядка. 35

R éd e i, I .  :  C o n tro llin g  M e th o d  o f  B a r - F o rc e s  A ris in g  in  S p a t ia l  T ru s se s  —  N a c h p r ü f u n g  
d e r  S ta b k r ä f te  v o n  rä u m lic h e n  F a c h w e r k t r ä g e r n  — C o n trô le  d e s  e f fo r ts  d e  h a r r e  
d e s  p o u tre s  e n  t r e i ll is  sp a tia le s  — Редей, И. : Контроль стержневых усилий 
пространственных а р о к .......................................................................................................  47

Öllős, G.:  H y d ra u l ic s  f o r  L o w erin g  t h e  G ro u n d  W a te r  T a b le  U s in g  V a c u u m  W e lls  —

D ie h y d ra u l is c h e n  V o rg än g e  b e i  d e r  G ru n d w a ss e r s e n k u n g  d u r c h  V a c u u m b r u n -  
n e n  — P ro c e s s u s  h y d ra u l iq u e s  d u  r a b a t t e m e n t  d u  n iv e a u  p a r  p u i t s  à  v id e  —  
Еллёш, Г.: Гидравлические процессы погружения уровня грунтовых вод при 
помощи вакуумных колодцев............................................................................................. 67

B a rn a , J .  — M arschalkó , В.: E le k t r i s c h e r  E in f lu ß  a u f  d ie  T heo lo g isch en  E ig e n s c h a f te n  
w ä ß r ig e r  B e n to n i td is p e rs io n e n  —  E le c t r ic  In f lu e n c e  o n  A q u e o u s  B e n to n i te  D is 
p e rs io n s  — I n f lu e n c e  é le c tr iq u e  s u r  le s  p ro p r ié té s  rh é o lo g iq u e s  d es d isp e rs io n s  d e  
b e n to n i te  a c q u e u s e s  — Варна, Й.  —  Маршалко, Б.: Электрическое воздейст
вие на реологические свойства водных бентонитовых суспензий ......................  113

M u r th y ,  M . G. К .:  T o rs io n  o f  P r i s m a t i c  B a rs  —  T o rs io n  v o n  p r is m a t is c h e n  S tä b e n  —  

T o rs io n  des b a r r e s  p r i s m a t iq u e s —  M y p m u ,  M . / ' .  R .  : Кручение призматических 
стержней......................................................................................................................................  133

S zid a ro vszky ,J . : E x a m in a t io n  o f  th e  E f f e c t  o f  T e m p e ra tu r e  G ra d ie n ts  b y  M ean s o f  I n f lu e n c e  
L in e s — U n te r s u c h u n g  d e r  W ir k u n g  v o n  u n g le ic h m ä ß ig e n  T e m p e r a tu r v e r ä n d e r u n 
gen  d u rc h  E in f lu ß l in ie n  — E x a m e n  d e  l ’e f fe t  d es v a r ia t io n s  in é g a le s  d e  t e m p é r a tu r e  
à l ’a id e  d e s  l ig n e s  d ’in f lu e n c e  —  C u dapoecK U , Я . : Исследование неравномер
ных изменений температуры при помощи кривых влияния ............................. 145

G oschy, В.: T o rs io n  e in z e llig e r  K a s t e n t r ä g e r  — T o rs io n  o f  B o x  G ird e rs  — T o rs io n  d e s
p o u tre s -c a is s o n s  — Гоши, Б. : Кручение одноклеточных коробчатых балок 155

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57y 1967



Printed in Hungary

A kiadásért felel az Akadémiai Kiadó igazgatója
A kézirat nyomdába érkezett: 1966. XI. 17.

Műszaki szerkesztő: Farkas Sándor 
■ Terjedelem: 19,75 (A/5) ív, 114 ábra, 4 melléklet

67.63122 Akadémiai Nyomda, Budapest — Felelős vezető: Bernât György

Szidarovszky, J.:  E ffec t o f th e  A lte ra tio n  in  th e  F le x u ra l  R ig id ity  o f H y p e rs ta tic  B eam s 
u n d e r  B ending — E in f lu ß  d e r  V erän d eru n g  d e r B ieg este ifig k e it v o n  s ta tisc h  u n b e 
stim m ten  B ieg eb a lk en  — L ’effet de la  m o d if ic a tio n  de  la  r ig id ité  de flex io n  des 
p o u tre s  h y p e rs ta t iq u e s  fléch ies — Сидаровски, Я. : Влияние изменения жест
кости на изгиб на изогнутую балку .............................................................................  169

Kollár, L .—Gárdonyi, Z.: D é v e rsem e n t la té ra l des p o u tre s  à p a ro i m ince suspendues 
p a r  leurs e x tré m ité s  — L a te ra l B uckling  o f  T h in -W alled , S usp en d ed  B eam s —
D as K ippen  v o n  d ü n n w a n d ig e n , a u fg eh än g ten  B a lk e n  — Коллар, Л .— Гардони, 3. : 
Потеря обшей устойчивости тонкостенных подвесных балок ............................ 187

Csonka, Р.: B o u n d a ry  C o n d itio n s  o f th e  S tress F u n c t io n  a long  P e rfec tly  F re e  E d g es of 
D iscs and  Shells — R an d b ed in g u n g en  d e r S p a n n u n g s fu n k tio n  v o n  S cheiben  u n d  
Schalen  längs ih re r  g a n z  fre ie n  R än d er - C o n d itio n s a u  c o n to u r de la  fo n c tio n  de  te n 
sion  su r les sec tio n s d e  b o rd s  lib res  des ty m p a n s  e t  d es vo iles m inces — Чонка, П. : 
Окружные условия функции напряжения на свободных краевых участках 
плит и оболочек.................................................................................................................... 211

BOOK REVIEW —  BUCHBESPRECHUNG —  COMPTE RENDU DE LIVRE —
О Б З О Р  К Н И Г

L. Mohácsi: C o n tem p o ra ry  F o rm in g s  (Gy. H aviár) .......................................................................... 223
T. Cholnoky: M echanik  I I . ,  F e s tig k e its leh re  (P. Csonka) .......................................................... 223
H. Ziegler: M echanics (P . Csonka) ........................................................................................................  224
A. Gheorghiu: S ta tic a  c o n s tru c l i i lo r  I I  (P. Csonka) ......................................................................  225



В. LŐCSEI: Processes during the Calcination of Ceramic Products

T h e  tran s fo rm a tio n  m echanism  o f th e  G rossa lm ero d e  clay was d em o n 
s tra te d  p a r tly  b y  dynam ic an d  p a r tly  by  s ta tic  m e th o d s  in  th e  course of th e  
ex p erim en ts. S i0 2 changes fro m  th e  q u a r tz  p h ase  th ro u g h  th e  c ris to b a lite  
p h ase  in to  th e  tr id y m ite  ph ase . T h e  ab o v e  m ec h an is t^  o f phase  t r a n s 
fo rm atio n  is su p p o rted  by D eb y e  — S ch erre r a n d  d iffrac tio n  p a tte rn s , a n d  
is fu r th e r  co n firm ed  by m iqroscopic p ic tu res . T h e  a d d itio n  of A1F3 p ro m o tes 
th e  in itia tio n  o f m ullite  fo rm a tio n  a t  low er te m p e ra tu re s , w hich is e q u i
v a le n t to  th e  acceleration  o f th e  tra n s fo rm a tio n  process. A ccelera tion  
of th e  tran s fo rm a tio n  process can  be e x p la in ed  b y  th e  m ineralizing  effec t 
o f th e  f lu o ro b y drogén which is fo rm ed  b y  th e  reac tio n  of A1F3 w ith  
kao lin ite .
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V. D u n d r o v á —V. K o v a r ík  — P. &l a p a k : The Non-Linear Bending Theory 
of Sandwich Plates. III.

F in a lly  P a r t  I I I  includes a th e o ry  w hich  ho lds tru e  for a p la te  w ith  
v e ry  th in  faces an d  a ligh t core. F in ite  d e flec tio n  re la tio n s  are in tro d u c ed  
on ly  in  th e  faces. T he fo rm u la tio n  of th e  p ro b lem  se p a ra te s  in tw o p a r ts , 
one of th e m  being  linear a n d  th e  o th e r  n o n lin ea r. T he so lu tion  is a g a in  
received b y  th e  m ethod of G a lerk in . T h e  n u m erica l exam ple  so lved  
according to th e  th ree  th eo ries show s good ag reem en t in th e  re su lts . 
E specially , i t  shou ld  he n o te d  th a t  th e  f in ite  d e flectio n  theo ries h a v e  
to  be app lied  to  th e  analysis o f th e  s ta te  o f s tre ss  in th in  faces.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 35 —45

M. R ó z s a : A New Iterative Method for the Finite Deflection Analysis of 
Frameworks.

T h is  p ap er red u ces the f in ite  d e flec tio n  a n a ly s is  o f a rb itra ry  fram ew o rk s 
to  th e  so lu tio n  of an  in teg ra l e q u a t io n  F o r  s tru c tu re s  com m on in  en g i
neering  p rac tice , th is  in teg ra l e q u a tio n  is m o s tly  closely appro ach ed  b y  
a F redho lm  inhom ogeneous in te g ra l e q u a tio n  of th e  second k ind . T h e  
in teg ral e q u a tio n  is solved b y  ite ra tio n . In  case o f th e  F redholm  in te g ra l 
e q u a tio n , th is  ite ra tio n  co rresp o n d s to  th e  ca lcu la tio n  of su b seq u e n t 
m em bers o f th e  N eum ann-series .
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I. Rédei: Controlling Method of Bar-Forces Arising in Spatial Trusses

In  a p rev io u s p ap er, a u th o r p re sen te d  a m e th o d  fo r checking plane tru s s 
ed beam s. T h e  p re sen t p ap er is a g en e ra liz a tio n  of the  sam e m ethod for 
spa tia l tru s se d  beam s. The re la tio n sh ip  se rv in g  as a basis for the checking 
m ethod  h a s  been  derived solely b y  g e o m e tric a l-s tru c tu ra l m eans, and it 
is d e m o n s tra ted  th a t  each a lgeb raic  sum  o f p ro d u c ts  o f ba r forces by  b a r  
leng ths is a c o n stan t, in d ep en d en t o f sy s te m , fo rm  of th e  s tru c tu re , o f  
num b er, d irec tio n  and  leng th  of i ts  b a rs . T h is  su m  solely depends on 
ex te rn a l fo rces, and  even, in som e cases, i t  d e p e n d s  on ly  on active forces. 
T h is m e th o d  is equally  valid  fo r e x te rn a lly  a n d  in te rn a lly  in d e te rm in ate  
and  fo r s ta tic a l ly  d e te rm in a te  tru ssed  b eam s. I t s  app lication  has been 
illu s tra te d  on  num erica l exam ples.
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M. G. K. Mubthy: Torsion of Prismatic Bars

A  fo rm al so lu tio n  has been o b ta in e d  fo r th e  to rs io n  o f p rism atic  bars, when 
th e  m ap p in g  fu n c tio n , w hich m ap s co n fo rm al th e  section  of the  b a r on to  
th e  u n it  c ircle , is know n in  pow er series. A s a n  exam ple  of the m eth o d  
follow ed, th e  to rsio n  of a b a r  w hose cross se c tio n  is one h a lf of a m ulti- 
sy m m etrica l cu rv ed  b o u n d ary  is so lved. Som e re su lts  a re  derived as p a r 
ticu lar cases.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 67 — 111

G. t k r ,  ős: Hydraulics for Lowering the Ground H ater Table Using Vacuum 
Wells

The p a p e r d eals w ith  the basic q u estio n s o f th e  h y d rau lic s  of vacuum  wells. 
A fter show ing  th e  re la tions and  th e  d ifferences b e tw ee n  g rav ita tio n a l an d  
v acu u m  h y d rau lic s , the  po ten tia l d is tr ib u tio n  in th e  seepage field d evelop 
ing a ro u n d  th e  line o f v acuum  w ells, in the  case  o f  m ore im p o rtan t suction , 
is d iscussed  in  de ta il. The re su lts  o f  in v e s tig a tio n s  on th e  p a rticu la ritie s  
of the  m o v em e n t o f the air in g ra n u la r  soil p ro v id e  the  theoretical bases 
for th e  n u m erica l calcula tion  of th e  a ir seep in g  in to  th e  wells. The d e te r
m in a tio n  o f th e  flow  of air an d  w a te r  in case  o f  a  row  of wells along one 
or b o th  sides o f th e  w orking d itc h  p ro v ides th e  designer w ith num erous 
p o in ts o f  view . T he resu lts  re fe rrin g  to d ra in a g e  p henom ena in inhom o
geneous soils are  illu stra ted  by  the  in fav o u ra b le  cases o f drainage.





J .  B a r n a  — В .  M a r s c h a l k ó : Electric Influence on Aqueous Bentonite 
Dispersions

Ada Techn. П ищ .  57 (1967) 1 1 3 - 1 3 2

E lectrical p h e n o m e n a  in b e n to n ite  d ispersions su b je c ted  to  shear hav e  
been exam ined  a n d  m easured . C e rta in  re la tio n s  h a v e  been  estab lish ed  
betw een th e  l im i t  stress of th e  d isp e rsio n  and  th e  e lec tro m o to ric  force 
caused by th e  sh e a r. M utual re la tio n  could  be d e te c te d  be tw een  th e  lim it 
stress of th e  d isp e rs io n  and  th e  v o lta g e , acco rd ing  to  w hich  u n d e r e lectrica l 
action  due to  a p  ex te rn a l energy  source  th e  v a lu e  of th e  lim it stre ss  is 
also changed. E x te rn a l  electrical a c tio n  also changes th e  v e lo c ity  of th e  
tixo trop ic  re g e n e ra tin g  power. Som e resu lts  o f th e  m easu rem en t series 
w hich are th e  b a s is  o f these c o n s ta ta t io n s -are  su m m arized  in  th e  tab le s  
an d  graphs jo in e d  to  the  paper.

Acta Techn. Jlung. 57 (1967) 145— 154

J .  S z i d a r o v s z k v : Examination o f the Effect of Temperature Gradients by 
means of Influence Lines

A nalysis o f s ta tic a l ly  in d e te rm in a te  s tru c tu re s  h a s  o ften  to  tak e  the  
effect of te m p e ra tu re  g rad ien ts in to  c o n sid e ra tio n . N ow , a fic titio u s  load , 
equ iva len t to  th e  tem p era tu re  g ra d ie n t, will be d e te rm in ed , an d  d is
p lacem ents a n d  in te rn a l forces, re sp ., due to  te m p e ra tu re  g rad ien ts , 
can  be d e te rm in e d  b y  loading th is  f ic ti tio u s  lo ad  o n to  th e  in flu en ce  
lines. A p p lica tio n  of th is p ro ced u re  is i l lu s tra te d  in  th e  exam ples.

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 155 — 168 

B. GOSCHY: Torsion of Box Girders

R einforced c o n c re te  and p restressed  co n cre te  b eam s of box  cross-sec tion  
w ith o u t s tif fen in g  m em bers b e tw een  su p p o rts  a re  freq u e n tly  designed  
for techn ica l a n d  econom ic reaso n s . B y  o m ittin g  s tiffen ing  m em b ers 
th e  c ross-sec tion  w ill no t keep i ts  o rig inal sh ap e  d u rin g  tw is tin g  an d  
d isto rtion  o f th e  section  will occu r. T he p u rp o se  o f th is  p a p e r is to  give 
a m ethod  fo r  th e  calcu la tion  o f tw is ted  b o x  g ird ers  w ith  d e fo rm ab le  
cross-section neg lec tin g  the effec t o f w arp in g  w hich  is, as know n , o f local 
ch aracte r b y  ho llow  sections. F ro m  tlie  re su lts  o f th e  p re sen ted  c a lcu la tio n  
i t  can he s ta te d  th a t  sho rt an d  larg e  box  g ird e rs  w ith o u t d iap h ra g m s 
have a low  to rs io n a l rig id ity , on  th e  o th e r  h a n d , w ith  g ird ers te n  tim es 
longer than  th e  w id th , the  effect o f  th e  d is to r tio n  can  be neg lected . T he 
m ethod of c a lc u la tio n  and th e  in te rp re ta tio n  of th e  fo rm u la s  ded u ced  
in  the  p a p e r  a re  show n in a n u m erica l ex am p le .





J .  SziDAROVSZKY: Effect of the Alteration in the Flexural Rigidity of 
Hyperstatic Reams Under Bending

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 1 6 9 - 1 8 6

In te rn a l forces o f h y p e rs ta tic  s tru c tu re s  d epend , am o n g  o th e rs , on cross- 
sec tional d im ensions o f the s tru c tu re .  In  b rid g e  design , in te rn a l forces 
are  d e te rm in ed  a f te r  assum ing th e  d im ensions, an d  th o se  a lte r  th e  cross- 
sec tional d im ensions assum ed, w hich , in  tu rn , m od ify  th e  fo rm er. T h ere 
fore, the  design  of h y p e rs ta tic  b rid g es m ay  invo lve  as m a n y  as th ree  or 
four s tru c tu ra l reca lcu la tions. H e re  i t  will be ex am in ed , in  w h a t d irec tion  
an d  o rder will th e  m o d ificatio n  of in te rn a l forces be due  to  th e  a lte ra tio n  
of th e  cross-sec tional d im ensions. I n  th e ir know ledge  th e  cross-sec tional 
d im ensions can  be  m ade  to cope w ith  th e  in te rn a l forces to  be m odified , 
hence re ca lcu la tio n  of the s tru c tu re  can be avo ided .

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 1 8 7 -2 1 0

L. K o l l á r  — Z. G á r d o n y i : Lateral Buckling of Thin-ualled, Suspended 
Beams

In  th e  p ap er th e  load causing  la te ra l  buck ling  of b eam s, susp en d ed  on 
b o th  ends, is d e te rm in ed  on th e  basis of th e  en erg y -m eth o d  of the  e las
tic ity  th eo ry . T h e  m eth o d  can  be  app lied  to beam s h a v in g  cross sections 
of an y  form  a n d  being  loaded  in  a n y  a rb itra ry  w ay ; how ever, a u th o rs  
show  the  a p p lic a tio n  of th e  p ro c ed u re  on u n ifo rm ly  lo ad ed  beam s, th e  
cross sections o f  w hich have  free  edge on th e  com pressed  u p p e r side. 
T h ey  derive fo rm u las fo r loads causing  la te ra l b u ck lin g  of b eam s w ith  
free and  d ia p h ra g m -ty p e  ends, an d  exam ine th e  p ro b lem : how m any  
m em bers th e  d e fo rm a tio n  fu n c tio n , w hich has to be assu m ed , should 
have  for a tta in in g  a result: o f  an  accu racy  as req u ire d . Besides the  
sym m etrica l, th e  possib ility  o f th e  a n tiin e tr ic a l d e flec tio n  is also in v es ti
g a ted . F in a lly  a co m p ara tiv e  n u m erica l exam ple  is p re sen ted .

Acta Techn. Hung. 57 (1967) 2 1 1 -2 2 2

P .  Cs o n k a : Boundary Conditions of the Stress Function along Perfectly 
Free Edges of Discs and Shells

The paper desc rib es th e  b o u n d a ry  cond itions of A iry ’s, resp . P u c h e r’s 
stre ss  fu n c tio n  of discs and  m em b ran e  shells along th e ir  p e rfe c tly  free 
edges. R esu lts  o b ta in ed  are e q u a lly  va lid  fo r discs lo ad ed  by  o p tio 
nally  d is tr ib u te d  b o u n d a ry  a n d  m ass forces an d  fo r shells load ed  by  
o p tio n a lly  d is tr ib u te d  forces, n o t only by those  p e rp e n d ic u la r  to  the 
basic  plane.
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RECHNERISCHE GRUNDLAGEN 
FÜR DIE BEMESSUNG DER PILGERWALZWERKE

T E IL  I

A. G E L E J I ,  M. V O IT H , J .  M E C S E K I u n d  L. T Ó T H  

[E ingegangen  am  14. O k to b e r, 1966]

In  de r zeitgem äßen  E rzeu g u n g  v o n  S ta h lro h re n  m it 4-H16 Zoll D u rc h m esse r k a m  das 
M an n esm an n sch e  P ilg erv erfah ren  w ieder in  den  V o rd e rg ru n d . A us diesem  G ru n d  k o m m t der 
L ö su n g  d e r technisch-w issenschaftlichen  A u fgaben , die m it de r E rh ö h u n g  d e r  K a p a z i tä t  
d e r  b e re its  b e steh en d en  u n d  d e r n e u k o n s tru ie r te n  P ilgerw alzen straß en  v e r k n ü p f t  s in d , eine 
im m e r s te igende  B ed eu tu n g  zu . H ie rfü r sp r ic h t a u ch  d ie große A nzahl d e r  M itte ilu n g en , 
d ie  sich  m it diesem  T h em enkre is befassen  u n d  in  u n se ren  T ag en  in  de r in te rn a tio n a le n  F a c h 
l i te r a tu r  erscheinen . E s w erden a u ch  zah lre iche  P a te n te  ü b e r  dieses T h em a e r te i l t .  D ie L ei
s tu n g sfä h ig k e it der P ilg erw alzen straß en  is t de r U m d reh u n g szah l der W alzen  u n d  d em  V o r
sch u b  je  U m d reh u n g  p ro p o rtio n a l. D as M ax im u m  d e r L e istu n g sfäh ig k eit d e r  W a lze n s tra ß e  
w ird  d u rc h  d ie m ite in an d er im  E in k la n g  s teh en d en  M ax im a der U m d reh u n g szah l u n d  des V or
sch u b es b e s tim m t. D urch  d ie au sfü h rlich e  A na ly se  d e r W echselw irkung  zw isch en  d em  V or
sch u b  u n d  d e r U m drehungszah l w erden  in  dem  A u fsa tz  die m ite in an d er z u sa m m en h ä n g e n d en  
M ax im a  b e stim m t, d ie die v o rgesch riebenen  Q u a litä tsb ed in g u n g en  u n d  den  u n g e s tö r te n  Gang 
des W alzens noch  sichern  kön n en .

Sym bole

A [m m ] B re iten m aß  der D ru c k flä c h en p ro jek tio n ;
a Brems [m /sec2] B rem sverzögerung ;
a be [m /sec2] B esch leunigung  in  de r B esch leun igungszone;
“ ve [m /sec2] V erzögerung;
В [m m ] M aß der D ru c k flä c h en p ro jek tio n ;
( B W ) [m m ] B rem sw eg;
b [m m ] B reite  des W alzg u tes;
c — F a k to r , ab h än g ig  von  den  g eo m etrischen  V erhältn issen ;
D0 [m m ] N en n d u rch m esse r d e r P ilgerw alze;
i>, [m m ] A ußen d u rch m esse r des g e loch ten  W alzgu tes;
D„ [m m ] A u ß endurchm esser des gep ilg e rten  K ohres;
dx [m m ] In n en d u rch m esse r des ge lo ch ten  W alzgu tes;
d.. [m m ] In n en d u rch m esse r des g ep ilgerten  R o h res;
ÜRohr [kp /cm 2] E la s tiz itä tsm o d u l des R ohrw erk sto ffes ;
L 1 )urn [kp /cm 2] E la s tiz itä tsm o d u l des D o rn w erk sto ffes;
FRohr [m m 2] Q u ersch n itt des g ep ilgerten  R o h re s;
^'Nenn [m m 2] N e n n q u e rsch n itt des W alzgu tes;
U<al [m m 2] K a lib e rq u e rsch n itt;

/ [m m ?] P ro jek tio n  d e r D ru ck fläch e;
G [kp] G ew icht des W alzg u tes;
Gr [kp] das gesam te G ew ich t d e r bew eg ten  T eile;
(Gü) — G ütegrad  de r W asserb rem se;
(GZ) — G lä ttzah l;
g [m /sec2] E rd b esch leu n ig u n g ;
H [m m ] M aß der D ru c k flä c h en p ro jek tio n ;
h [m m ] S tü ckhöhe;
i — i- te r  Teil;
j — j-te s  G lä tten ;
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K t, K 2 
K3, K t 
(KD)
(K F )

km
L
К

Id
h

*WaIzg
M
m
N
n
P
P
Q b e
Qve
(?Luft
C?Brems
q
R
(RO)
(RP)

. . , 2, aus den  R o h ra b m e ssu n g en  b e s tim m b are r  K o effiz ien t
I ' •* zu  d e r  B e rec h n u n g  des V orschubes;
[m m ] K o lb e n d u rch m esse r;
[m m 2] K o lb en fläch e  d es  L uftzy linders;
[k p /m m 2] F o rm än d e ru n g sfe s tig k e it ;
[k p /m m 2] m itt le re r  U m fo rm u n g sw id e rs tan d ;
[m ] H u b län g e ;
[m m ] B o g en länge  a m  A bro llk reis bei d e r W a lze n d re h u n g ;
[m m ] L änge des P ilg erk o p fes;
[m m ] g e d rü ck te  L än g e ;
[m m ] B erü h ru n g sb o g en län g e  von  G lä ttk a lib e r  u n d  R o h r in  einer zu r R o h rach se  

se n k re c h te n  E b en e ;
[m m ] L änge d es W alzg u te s ;
[m k p ] W alz -D reh m o m en ten b ed a rf;
[m m ] W a lz g u tv o rsc h u b  je  W alzen u m d reh u n g ;
[kW ] L e is tu n g sb e d a rf ;
[1 /m in] D reh zah l d e r  P ilgerw alze;
[k p ] W alzd ru ck ;
[a tü ]  im  L u f tz y lin d e r  d e r Z u fü h rv o rric h tu n g  v o rh a n d e n e r  L u ftü b e rd ru ck ;
[k p ] B e sc h le u n ig u n g sk ra ft;
[k p ] V e rzö g e ru n g sk ra f t;
[k p ] K o lb e n k ra f t;
[k p ] au f d as R o h r  w irkende  B re m sk ra ft län g s  des B rem sw eges;
[kp /m ] M e terg ew ich t d es gepilgerten  R o h re s;
[kp] R e ib k ra f t;
[% ]  O v a litä t  d es R o h re s ;
[kp /cm 2] D ru c k sp a n n u n g  zwischen W alzg u t u n d  D o rn ;
[m m ] R ad iu s  des R o h re s ;

(SZ)  —  S ch lag zah l (W alzen u m d reh u n g );
s —  P ro p o r t io n a li tä ts fa k to r  zur B es tim m u n g  d e r  zu rü ck g eb liebenen  e lastischen

F o rm ä n d e ru n g  im  P ilgerkopf;
T  [kp] S c h e rk ra f t;
t [°C] W a lz te m p e ra tu r ;

[k p /S t] th e o re tis c h e  L e istu n g sfäh ig k eit des W alzw erk s ;
[d m 3] V o lu m en  des L u ftzy lin d ers;
[m /sec] W alzg esch w in d ig k eit;
[m /sec] G e sch w in d ig k e it des Loslassens;
[m /sec] m ax im a le  G eschw ind igkeit de r b e w eg te n  T eile  in  der Zone de r Z u fü h ru n g ; 
[m /sec] U m fan g sg esch w in d ig k e it des K a lib e rs ;
[m /sec] m itt le re  re la t iv e  G leitgeschw indigkeit;
[m /sec] G e sch w in d ig k e it am  E n d e  des W asserb rem sw eges;
—  P ro p o r t io n a li tä ts fa k to r ;

[m m ] v om  A b ro llra d iu s  aus gem essene S tü c k h ö h e ;
[sec] Z eit;
[G rad] W in k e l d e r  W alzendrehung ;

—  S ic h e rh e its fa k to r ;
[G rad] A nzug  d es  W alzenkalibers ;
[m m 2] Q u e rsc h n itt  d e s  W erk sto ffüberschusses;
[m m ] B re itu n g ;
[m m ] H ö h e n v e rm in d e ru n g ;
[°C] A b k ü h lu n g  d es W alzgutes zw ischen  zw ei Schlägen;
[m m ] W an d d ick e n a b w eic h u n g  des g e p ilg e rte n  W alzgu tes;
[m m ] W a n d s tä rk e  d es W alzgutes;
[m m ] W a n d s tä rk e  d es  gepilgerten  R o h re s ;
—  H a u p td e h n u n g ;
—  re d u z ie r te  spezifische D ehnung;
—  c h a ra k te r is t is c h e r  E x p o n en t des S tre c k k a lib e rs ;
—  K o rre k tio n s fa k to r ;
•— m e c h a n isc h e r  W irkungsgrad ;
—  F a k to r ,  d e r  v o m  A nstieg  de r A b k ü h lu n g sk u rv e  ab h än g ig  is t ;

[G rad] sp ez ifisch er W inkelausschlag;
—• E x p o n e n t  d e r  po ly trop ischen  Z u s ta n d sä n d e ru n g ;
—  S tre ck k o e ff iz ien t;

U
V
V
v Aus
v max
V U
,;rel
VW E
w
У
z
а
ß
V
Л F  
A b 
A h 
A t
Ab,
ôi ~
<5,
e
s
c
V
t/rnech
&
&
y.
A
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p — R eibungszah l zw ischen R o h r u n d  W alze  bzw . R o h r u n d  D o rn ;
ágiéit — G leitreibungszah l ;
Pi — R eibungszah l de r W alzen zap fen ;
V — S to ffk o n sta n te , d ie d e r  R e z ip ro k w e rt d e r Poissonschen Z ah l is t ;
í — P ro p o rtio n a litä ts fa k to r ;
Q [m m ] W alzenrad ius;
в г [m m ] A bro llrad ius;
e* [m m ] H ü llk re israd iu s des W a lzs treck p ro fils ;
a i [kp /cm 2] T  a n g en tia lsp an n u n g ;

[kp /cm 2] R a d ia lsp an n u n g ;
T [kp /cm 2] S ch u b sp an n u n g ;
<р [G rad] W inkelaussch lag  de r R o h rp ro filk u rv e ;
V [% ] K o n tra k tio n ;
Q [1/°C] W  ä rm eau sd eh n u n g sk o eff izien t ;
со [1/sec] W inkelgeschw indigkeit de r P ilgerw alzen .

1. E in le itu n g

Die zu m  R o h rs treck en  v erw en d e te  W a lz e n s tra ß e  nach  dem  S y stem  
M annesm ann  b e s te h t aus einem  D u o w alzw erk  u n d  aus einen S p e ise a p p a ra t 
(B ild  1.1). F ü r  dieses D uow alzw erk  b e d e u te n  die besonders a u sg eb ild e ten

Auslaufrollgang 

o o b c

iValzgerüst ,, ,
I wasserbremse

Pilgerwalzen ___ [_ Hohlblock I Luftraum

ъ М
Drall spin de!

л\\к^С \\ч \\\\^Ч Ч Ч Ч Ч Ч Ч ^Ч Ч ^Ч Ч Ч ^
I Schlitte

I Rückholzglinder Porholzylinder j

Bild 1.1. Pilger-W alzw erk  fü r  R o h rs tre ck u n g

W alzen  die k en n ze ich n en d s ten  M erkm ale (B ild  1.2). D ie W alzen d re h e n  sich 
en tgegen  d er B ew egun g srich tu n g  des W alzg u tes . I n  die W alzen is t e in  K a lib e r  
von  einem  b eso n d eren  P ro fil e in g e a rb e ite t, d a s  n u r  en tlang  eines B ogens, 
d e r einem  b e s tim m te n  W in k e lw ert e n ts p r ic h t, die U m form ung  a u s fü h r t  
(otumf)- D er an d e re  Teil der A u ssp aru n g  lä u f t  lee r (xzu/) . D er V o rg an g  des 
S treckw alzens k a n n  aus dem  B ild  1.3 e n tn o m m en  w erden .

Die U m form zone  des W alzenpro fils  k a n n  a u f  drei c h a ra k te ris tisch e  
A b sch n itte  u n te r te i l t  w erden  (B ild 1.2). D er e rs te  T eil v o llfü h rt die E in s p a n 
n u n g  {pcAngr)9 d e r zw eite Teil b e d e u te t die e ig en tlich e  S treckzone (as/) u n d  
d e r d r it te  T eil die G lä ttzo n e  (xgi). D ie  G lä ttz o n e  w ird  b en ö tig t, d a m it  die 
U n g le ich m äß ig k e iten  der W a n d s tä rk e , die v o n  d e r Technologie des S tre c k e n s , 
vom  V orschub u n d  vom  V erdrehen  h e rrü h re n , fe rn e r  die O v a litä t des R o h re s  
im  s tä rk s te n  M aß v e rm in d e rt w erden .

Zu diesem  Zw eck m uß  ein gegebener P u n k t  des g estreck ten  R o h rte ile s  
m öglichst o ft vom  G lä ttk a lib e r  b e rü h r t  w erd en . D ie Z ahl der B e rü h ru n g e n
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Austrittszone, ot.A

w ird  m it  G lä ttzah l b e z e ic h n e t. Die G lä ttz a h l is t  also der Q u o tien t v o n  der 
L ä n g e  des G lä tt-W a lzen k a lib e rs  zu  der g e s tre c k te n  R ohrlänge w ä h re n d  einer 
W a lzen u m d reh u n g :

(GZ) =  ifo - l'-V  . (1.1)
À то

D ie w ährend  e in e r  W a lzen u m d reh u n g  g estreck te  R o h rlän g e  is t  gleich 
d e m  P ro d u k t aus V o rsch u b  (то) u n d  S treck k o e ffiz ien t (Я). M it S treck k o effiz ien t 
w ird  d e r  Q uotien t v o m  Q u e rsc h n itt  des v o rg e lo ch ten  W alzgutes zu m  Q uer
s c h n i t t  des g estreck ten  R o h re s  b eze ich n et:

Я = D l - d l  
D l - d l  '

( 1.2 )
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GRUNDLAGEN FÜR DIE BEMESSUNG DER PILGERWALZWERKE 231

Die techno log ischen  K en n zah len  m , n , (GZ), Л u sw . können  n ic h t w ill
k ü rlich  angenom m en  w erden .

Zw eck d er vo rlieg en d en  A rb e it b e s te h t in  d er A u sa rb e itu n g  eines R ech en 
v e rfah ren s , m it dessen  H ilfe  die F ach leu te , die sich  m it d e r P ro jek tie ru n g  u n d  
E n tw ick lu n g  v o n  P ilgerw alzw erken  besch äftig en , im  R ah m en  der gegebenen 
R ed ingungen  o p tim a le  V erh ä ltn isse  schaffen  k ö n n en .

2. B estim m ung  des A bro llrad ius

B eim  P ilgerw alzen , äh n lich  wie beim  e le m e n ta ren  W alzen , g ib t es e inen  
P u n k t ,  der sich zu sam m en  m it d er W alze b ew eg t. I n  d iesem  P u n k t s tim m t 
die U m fangsgeschw ind igkeit d er W alze m it d er R ohrg esch w in d ig k e it ü b e re in , 
u n d  da  das A bro llen  fre i v o m  G leiten  is t, m uß  d e r zu  d iesem  P u n k t gehörende 
R a d iu s  als der A b ro llrad iu s  angesehen  w erden .

D ie genaue B estim m u n g  des A b ro llrad iu s  k a n n  an  H a n d  des G leich
gew ich ts der e n tla n g  d er g ed rü ck ten  F läch e  e n ts ta n d e n e n  S pannungen  e rfo l
gen. D a du rch  die e x a k te n  th eo re tisch en  B erech n u n g en , die m it H ilfe d ieser 
M ethode d u rc h g e fü h rt w erd en , ke in  fü r  die p ra k tisc h e  A nw endung  geeignetes 
E rg eb n is  erzielt w erden  k a n n , sch läg t m an  in  d e r L i te r a tu r  zu r B estim m u n g  
d er fu n k tio n e llen  B ez ieh u n g  Qr — /(L *) eine em p irisch e  F o rm el vo r (2.1).

A u f G ru n d  d er V ersuchsm essungen  k a n n  d e r A b ro llrad iu s  d u rch  den 
R ad iu s  der P ilgerw alze  aus d er G lä ttzo n e  a u sg e d rü c k t w erd en  (2.2), (2.3):

Qr =  tö g h  ( 2 -1 )

w obei £ den aus V ersuchen  festg este llten  P ro p o r tio n a litä ts fa k to r  b e d e u te t 
(T afel 2.1).

Tafel 2.1

Werte des Proportionalilätsfaktors £

I n  d e r  S t r e c k z o n e 1,1 H-1,2

I n  d e r  G l ä t t z o n e 1,044-1,08

M i t t e l w e r t  i n  d e r  g a n z e n  U m f o r m u n g s z o n e 1,064-1,1

G l e i c h u n g  ( 2 . 1 )  b e t r ä g t

Ci
Q

1C

в ‘ 1 ~  2  •
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3. Bestim m ung der technologischen K ennwerte, 
die die L eistungsfähigkeit des Pilgerwalzwerks beeinflussen

B ei d er P ro je k tie ru n g  e ines P ilgerw alzw erks m uß  m an  d ie  tech n o lo g i
sch en  K en n z a h le n  so a n n eh m en  bzw . w äh len , daß  bei ih re r  A n w en d u n g  der 
W a lz v o rg a n g  stö rungsfre i d u rc h fü h rb a r , die G üte  des g ep ilg e rten  R o h res  den 
V o rsc h r if te n  en tsp rech en d  u n d  d ie  spezifische, th eo re tisch e  L e is tu n g sfäh ig k e it 
des W alzw erk s eine m ax im ale  sei.

D ie  g rund legenden  tech n o lo g isch en  K en n zah len , die die S tö ru n g sfre ih e it 
des P ilg e rw a lzen s bee in flu ssen , s in d  die D reh zah l d er P ilg e rw a lzen  (n) und  
d e r S treck k o e ffiz ien t (A). D ie G ü te  des gep ilgerten  R ohres (M aß to le ran zen , 
R isse) w ird  von den g ru n d leg en d en  techno log ischen  K e n n z a h le n , w ie der 
R o h rv o rsc h u b  je  W a lzen u m d reh u n g  (m ) u n d  der W inkel des K a lib e ran zu g s  
d e r  W a lz e  beim  G lä tte n  (y gi) b e e in f lu ß t. D ie g rund legenden  techn o lo g isch en  
K e n n z a h le n  können  bei g eg eb en en  V erh ä ltn issen  (d. h . bei d en  festg e leg ten  
W e r te n  a lle r anderen  tech n o lo g isch en  K en n zah len ) einen  gew issen m ax im alen  
W e r t  n ic h t  ü b ersch re iten .

B ei einem  gegebenen W alzp ro zcß  g ib t es fü r  die W a ld  d e r  W erte  von  
zu sam m en g eh ö ren d en  tech n o lo g isch en  K en n zah len  zah lre ich e  M öglichkeiten , 
b e i d e n e n  die obigen B e d in g u n g en  e rfü llt  w erden , d. h .:

У gl ^  у  gl шах 9

m < m rnax , 

n  5Íá n max »

^ 5s ^max •

W e n n  m an  auch  die w ir tsc h a ftlic h e n  B eziehungen  des P ilgerw alzens in  
B e tr a c h t  z ieh t, d an n  m uß  m a n  b e im  P ilg e rn  eines gegebenen R o h res  d e ra rtig e  
zu sam m en g eh ö ren d e  tech n o lo g isch e  K en n zah len  w ählen , d aß  b e i ih re r  A nw en
d u n g  d ie  spezifische th e o re tisc h e  L e is tu n g sfäh ig k e it zu  einem  M ax im u m  w ird .

(3.1)

3.1. D ie B estim m u n g  des m axim alen  W alzkaliberanzugs  
beim  Glätten

D er H ö ch stw ert des K a lib e ra n z u g s  e rg ib t sich d a ra u s , d a ß  be i W inkeln , 
d ie  k le in e r  sind  als der m ax im ale  K a lib e ran zu g , die T o le ran zen  des gepilgerten  
R o h re s  k le iner, bei g rößeren  W in k e ln  dagegen  größer s ind  als zulässig . M it 
a n d e re n  W o rten : bei V erw en d u n g  eines das M axim um  ü b e rs te ig e n d e n  K a lib e r
an zu g s  w ird  das h e rg este llte  R o h r  zum  A usschuß, dagegen  w erd en  bei der 
A n w e n d u n g  eines k le ineren  K a lib e ra n z u g s  die T o le ranzen  des h e rg es te llten  
R o h re s  zw ar besser sein als d ie  zu lässigen  W erte , die L e is tu n g sfä h ig k e it der 
W a lz s tra ß e  w ird  sich jed o ch  v e rm in d e rn .
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D er m ax im ale  K alib e ran zu g  fü r  d as  G lä tte n  w urde im  Q u e rsc h n itt  
AF^az=j) (A b sc h n itt 3 .1 .2) des W erk sto ffü b e rsch u sses , d er n a c h  d em  le tz te n  
(GZ  =  /- te n )  G lä tte n  e n ts te h t, v e rw e n d e t. D ieser Q u e rsch n itt w u rd e  dem  
Q u ersch n itt des W erk sto ffü b ersch u sses  ( A F z u i ; A b sc h n itt 3 .1 .3), der den  
zu lässigen T o le ran zen  des gep ilgerten  R o h re s  e n tsp r ic h t, g le ic ligese tz t:

A F {p z - j )  =  A F zul* ( 3 - 2 )

S e tz t m an  d ie  W e rte  von A F^ Q Z =j)  u n d  A F ZU\ in  die G leichung  (3.2) 
ein , so e rh ä lt m an  eine G leichung, in  d er led ig lich  eine U n b e k a n n te  v o rk o m m t, 
n äm lich  y gi m a x . y  gl m a x  k a n n  jed o ch  in  im p liz ie r te r  F o rm  n ic h t a u sg ed rü ck t 
w erd en , daher k a n n  d ie  B estim m ung  v o n  y gi max a u f  g raph ischem  W ege e rfo l
gen (B ild  3.1).

Bild 3.1. B e stim m u n g  des m ax im alen  K a lib e ran z u g s  in der G lä ttzo n e

D ie im  B ild  3.1 gezeigten K u rv e n  A F ( qZ=1), A F (q z=2)> A F (q z=3)
usw . b ed eu ten  die Q u e rsch n itte  des W erk sto ffü b ersch u sses , die d en  einzelnen  
G lä ttv o rg än g en  e n tsp re c h e n , die G erad en  d ag eg en  den  zu lässigen T o leran zen

(R O )i; (B 0 )2; (R 0 )3 bzw .
Aö2 \ _ iAÔ2

Л ~ К ; ! «52 9 • • *2
en tsp rech en d e  A F zul Q u ersch n itte  d e r W erk sto ffü b ersch ü sse . D ie m ax im ale  
K aliberö ffnung , d ie d en  gegebenen A b m essu n g en  des fe rtig en  R o h res  e n t 
sp r ic h t, e rg ib t sich  au s  dem  S c h n ittp u n k t e in e r  d e r G lä ttzah l e n tsp re c h e n d en  
K u rv e  u n d  einer G e ra d e n  die den zu lässigen  T o leranzen  e n tsp r ic h t.
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3.1.1 M aßto leranzen  des gepilgerten Rohres

A u s d er Technologie des P ilg e rn s  fo lg t, d aß  a u ß e r zufälligen M aß ab w e i
c h u n g e n  (S treuung) auch  s tä n d ig e  M aßabw eichungen  am  h e rg es te llten  R o h r 
V o rk o m m en : das gep ilgerte  R o h r  b e s itz t eine O v a litä t  (RO) u n d  eine ö rtlic h e  
A b w e ic h u n g  der W a n d s tä rk e  [S ta u c h u n g  (ü<52)].

D ie  M aßabw eichung des g ep ilg e rten  R ohres h ä n g t von der G lä ttz a h l, 
v o m  K a lib e ra n z u g  des G lä tte n s  u n d  von  d er Q u ersch n ittsg rö ß e  des W e rk s to ff
ü b e rsc h u sse s  am  E nde d er A rb e itszo n e  ab . D er Q u e rsc h n itt des sich a u sb ild e n 
d e n  W erk sto ffü b ersch u sses  is t  dagegen  dem  V orschub  p ro p o rtio n a l.

Bild 3.2. E n ts te h u n g  des W erk sto ffü b ersch u sses am  E n d e  de r S treckzone

I n  d e r S treckzone k a n n  ein  so g roßer m ax im a le r V orschub zugelassen  
w e rd e n , d aß  der am  E n d e  d e r S treck zo n e  e n ts te h e n d e  W e rk sto ffü b e rsch u ß  
z w a r  d e n  fü r  die R re itu n g  z u r  V erfü g u n g  s teh en d en  R a u m  v o llk o m m en  a u s 
fü l l t ,  je d o c h  noch keinen  G ra t  b ild e t. A u f G ru n d  des R üdes 3.2 b e t r ä g t  d er 
Q u e rs c h n i t t  des W erk sto ffü b e rsch u sses , d e r sich  am  E n d e  d er S tre c k z o n e , 
d . h . v o r  dem  ersten  G lä tte n  b ild e t:

A F ( gz=o) =  2 T ACA’B =  4 ( T OAB T AOC) =  2 +  <32|  ( ta n  y b — y b). (3 .3)

D e r  W erk sto ffü b ersch u ß , d e r d u rch  die obige G leichung d e f in ie r t is t, 
m u ß  in  d e r G lä ttzone w eg g ew alz t w erden , u n d  zw ar m it H ilfe d e r  G lä t t 
v o rg ä n g e , deren  Zahl d u rch  d ie G lä ttz a h l gegeben is t.
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3.1.2. U ntersuchung der Form änderungen in  der Glättzone

D er am  E n d e  d er A rbeitszone e n ts ta n d e n e  W erk sto ffü b ersch u ß  w ird 
n a c h  einer D reh u n g  v o n  90 G rad , die zu r n ä c h s te n  W alzen u m d reh u n g  gehört, 
im  e rs ten  A b sc h n itt des G lä tten s  w eggew alzt, w obei en tsp rech en d  dem  K a lib e r
anzug , infolge d e r B re itu n g  des W alzgutes ein  w e ite re r, im  V ergleich  zum  v o r
herigen  jedoch  k le in e re r  W erksto ffü b ersch u ß  e n ts te h t .  D ieser V organg  w ieder
h o lt sich so o ft, w ie o ft es die G lä ttzah l v o rs ie h t.

V r  (b+fy-r

b j
t=2 i - 1  

\  \

2 ̂ (BZ-Oj L-1
.Î

-c ”

- / - 2

! ' H r 45* ,

< W « 4 +4)f

B ild  3.3.  R o h r a b n a h m e  i n  d e r  G l ä t t z o n e  n a c h  e i n e r  V e r d r e h u n g  v o n  9 0  G r a d

D er Q u e rsc h n itt  des W erksto ffüberschusses, d er v o r  dem  e rs te n  G lä tten  
v o rh an d en  u n d  d u rc h  die G leichung (3.3) d e f in ie r t is t, d. h . A F (GZ=o) v e r 
m in d e rt sich w ä h re n d  des ers ten  G lä tten s  (G Z =  1) a u f  A F lGZ=1y  

D er volle R o h rq u e rsc h n itt  is t vo r dem  e rs te n  G lä tte n :

^ R o h r ( G Z = 0 ) -^ N e n n  “I” ^^(GZ^O) ’ (3.4)

■^Nenn —  ( ^ 2  +  ^ 2 )  71 ^ 2 (3.5)

D er R o h rq u e rsc h n itt  n ach  dem  e rs ten  G lä tte n  k a n n  m it H ilfe  d er re su l
tie ren d en  spezifischen  D ehn u n g  (em) b e s tim m t w erden .

A u f G ru n d  d e r  R au m k o n stan z  ist

E’ __  ^ R o h r ( G Z = o )
r  R o h r(G Z = l)  —  Г Г ~  -

1 +  e m (G Z = l)
(3.6)
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D e r Q u e rsc h n itt  des W erk sto ffü b ersch u sses , d er n a c h  dem  e rs te n  G lä tte n  
e n ts te h t :

A F  (G Z = 1 ) —  F  R o h r (G Z = l)  —  ^ N e n n  • ( 3 - 7 )

D ie resu ltie rende D eh n u n g  w ird  u n te r  A nw endung  d e r T h eo rie  der 
F o rm ä n d e ru n g sa rb e it v o n  A . G e l e j i  [3.1] fe s tg e s te llt. N ach  d e r G elejischen  
T h e o rie  v o n  der G leichheit d e r  F o rm ä n d e ru n g sa rb e iten  is t die A rb e it, d ie die 
r e s u ltie re n d e  spezifische D e h n u n g  des ung le ich m äß ig  g ed rü ck ten  W erk sto ffs  
v e ru r s a c h t ,  gleich der S um m e d e r  A rb e iten , die die fre ie  D eh n u n g  d e r e inzelnen  
T eile  h e rv o rru f t .

Z u r  B estim m ung  d e r re su ltie re n d e n  m itt le re n  spezifischen  D e h n u n g  in  
d e r G lä ttz o n e  w ird e n tsp re c h e n d  dem  B ild  3.3 d er R o h rq u e rsc h n itt  in  zwei 
T eile  g e te il t :  in  die R o h rte ile  i  =  1 u n d  i  =  2.

Im  R o h rte il i =  2 e rfo lg t ke in e  u n m itte lb a re  H ö h en v e rm in d e ru n g .
I m  R o h rte il i =  1 b e t r ä g t  die d u rc h sc h n ittlic h e  H ö h e n v e rm in d e ru n g  in  

e in em  A b sc h n itt, der d e r B re ite  e n tsp r ic h t (B ild  3.3b):

^ * ( < = i )  ( g z = i )  =  -  , ( G Z  0 )  ’  ( 3 -8 )
1 öi(i=l)

w obei a u f  G rund der B eze ich n u n g  im  B ild 3.3b

*!(/=!) =  (d2 +  9b (3 -9)
is t .

D ie  m ittle re  spezifische D eh n u n g  b e trä g t  w äh ren d  des e rs te n  G lä tte n s :

e m(GZ=1)
(GZ=1)

d 2 +  ^ ^ ( / = 1 )  (GZ=1)

1̂Ü'=1) i J _
К  l

1 0 ,3 5  /d(GZ=1) j, 
-  b l ( i = l )  '

(3.10)

w o b ei n a c h  dem  B ild  3 .3:

b а_2 +  д1 . л  (3.11)
2

is t.
Im  V erlau f des e rs te n  G lä tte n s  b e trä g t die g ed rü ck te  L änge in  d e r  G lä tt

zone:

*<GZ=l) — Ví?gí^/»(í=l)(GZ=l) . (3.12)

B eim  n ächsten  (GZ  =  2) G lä tte n  w ird  d er T eil des R o h res , d e r be im  
e rs te n  G lä tte n  von d er W alze  b ild sam  gefo rm t w u rd e , einer w e ite ren  b ild sam en  
U m fo rm u n g  un te rw orfen . W ä h re n d  des zw eiten  G lä tte n s  v e rm in d e r t  sich  der 
R o h rq u e rs c h n it t  F Rohr(GZ=1) a u f  den  Q u ersch n itt F R 0hr(GZ=2)* D ieser V organg  
ä h n e l t  d em  V organg, d e r sich  b e im  e rs ten  G lä tte n  ab sp ie lt, d a h e r  k ö n n e n  die 
fü r  d a s  e rs te  G lä tten  a b g e le ite te n  G leichungen sinn g em äß  v e rw e n d e t w erden .
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3 .1 .3 . Querschnitt des W erksto ff Überschusses, 
entsprechend den M aßtoleranzen des gepilgerten Rohres

D en Q u e rsch n itt des W erksto ffüberschusses [G leichung (3 .3)], d er sich 
im  V e rla u f der G lä ttv o rg ä n g e , am  E n d e  d er A rb e itszo n e  a u sb ild e t, m u ß  m an 
a u f  e inen  W ert v e rm in d e rn , der d en  M aß to le ran zen  des gep ilg e rten  R ohres 
e n tsp r ic h t.

D er Q u ersch n itt des zulässigen m ax im alen  W erk sto ffü b ersch u sses  e rg ib t 
sich  n a c h  dem le tz te n  G lä tten , im  F a lle  d er zu lässigen O v a li tä t  (R 0 ZUi), als 
F u n k tio n  des K a lib e ran zu g s. B ei e in er zu lässigen  re la tiv e n  A bw eichung  in 
d er W anddicke  (Zlá2/<52)7U „ an H a n d  v o n  V ersu ch sd a ten  is t:

A F zut ш  2 (R O U  (dz +  à2) ô2 П  +  40
— 1

A ô0
ô l. (3.13)

/ zul
cos y„

3.2. D ie B estim m ung  des m axim alen  Vorschubs 
vom  W alzgut je  U m drehung der Pilgerwalze

D ie Größe des m ax im alen  V orschubs je  U m d reh u n g , d er b e im  P ilgern  
v e rw e n d e t w erden k a n n , w ird  v o n  zw ei E rsch e in u n g en  b e e in flu ß t. E inerse its , 
so fern  der größte  V o rschub  v e rw e n d e t w ird , k a n n  u n te r  E in w irk u n g  der 
B re itu n g  n u r ein so g roßer W erk sto ffü b ersch u ß  e n ts te h e n , d aß  sein  Q uer
s c h n itt  n ich t die Q u e rsch n itts fläch e  ü b e rsc h re ite t, die d u rc h  den  K a lib e ran zu g  
g esich ert w ird. A n d ere rse its , im  F a lle  des g rö ß ten  V o rschubs, k ö n n en  die S p an 
n u n g en , die infolge d e r  ung le ichm äßigen  F o rm än d e ru n g en  a u f tre te n , keinen 
R iß  in  d er R o h rw an d  v eru rsach en .

V on den »m axim alen« V orschüben , die aus zwei v o n e in an d e r u n ab h än g ig  
u n te rsu c h te n  E rsch e in u n g en  — B re itu n g  u n d  R iß g efah r — b e s tim m t w urden , 
k a n n  in  der P rax is  d e r  kleinere V o rschub  v e rw en d e t w erden .

3 .2 .1 . Der Vorschub je  U m drehung, 
bestimmt an  H and  der Toleranzen des gepilgerten Rohres

A m  E nde d e r S treckzone  b e s te h t  zw ischen dem  e in tre te n d e n  ( F x) u n d  
a u s tre te n d e n  (F 2) R o h rq u e rsc h n itt  — zufolge d e r V o lu m en k o n stan z  — fol
gen d e  B eziehung:

F  1  2
F t

1 +  em
(3.14)

w obei em die m ittle re  spezifische D e h n u n g  b e d e u te t.
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D ie  m axim ale G röße d es  in  d en  W alzspalt e in tre te n d e n  Q u e rsc h n itts  F 1 
am  E n d e  d er S treckzone (B ild  3 .4 ; P ositio n  b des W alzens):

■ ^ l m a x  =  (* ^ 2  +  <52  +  A h maxO'=l >) 7t(2lfem ax(i=l) +  ^2 ) • ( 3 .1 5 )

D e r  au s tre ten d e  R o h rq u e rs c h n it t  F 2 b e d e u te t die S um m e des R o h r
q u e rs c h n it te s  (ÍNenn)> d er d e n  N en n w erten  d er R o h rd u rch m esse r be i einer

Bild 3.4. Q u e rsch n itt d e s  gep ilg e rten  R ohres am  E n d e  d e r  S treckzone

g e g e b e n e n  W alzenposition  e n ts p r ic h t  und  des Q u e rsc h n itte s  vom  W erk sto ff
ü b e r s c h u ß ;  in  dieser W eise b e t r ä g t  d e r a u s tre te n d e  m ax im ale  R o h rq u e rsc h n itt  
a m  E n d e  der S treckzone (B ild  3 .4):

F 2 max =  -^Nenn ~Z~ ^^(GZ=0)max. (3 .1 6 )
P 3

D a b e i i s t  ß3 der S ic h e rh e its fa k to r  d er K a lib e rfü llu n g  (ß3 ^  1,25).
D e r  größte  zulässige Q u e rsc h n itt  des W erk sto ffü b ersch u sses , der am  

E n d e  d e r  S treckzone, d. h . v o r  dem  ersten  G lä tte n  (GZ =  0) e n ts te h t , b e trä g t  
a u f  G ru n d  der G leichung (3 .3 ):

'd -^ '(G Z = 0 )m a x  —  2 J  +  d"
( ta n  ygimax ÿgimax) 1 (3 .17)

D ie  in  der G leichung (3 .14) v o rkom m ende  m ittle re  D eh n u n g  k a n n  n ach  
d em  A b sc h n itt  3.2.2 b e re c h n e t w erden .

W e n n  m an die W e rte  v o n  F lmax, E 2max u n d  em in  die G leichung (3.14) 
e in s e tz t ,  e rh ä lt m an  zu r B e s tim m u n g  des M axim um s (m max) des V orschubs 
v o m  W a lz g u t zw ar eine G le ich u n g  m it einer U n b e k a n n te n , sie is t jed o ch  von  
d r i t t e m  G rad .
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w obei

N ach  O rdnung  w ird  die G leichung (3.14):

• ^ 1  ^ fn ax  “b  m max 4~ K 3 Rtmax 4" K 4  =  0  ,

___________________________ С3 У  R o h r 7*___________________________

2 fd  'i2 . *
( d 3 4 “ ^ 2 ) ^ ^ 2  4  ZT~ —Г I-  ^2  ( t R R  Уg i шах Уg lm a x )

P  3  V 2  /

K 2 =
я (^2 +  3 d 2)

+

(d2 4- ^2) ^ 2  + ^  +  ő2 ( ta n  y gi m a x  У gl max)

0,35 (1 +  A)C y Rohr
+

K 3 —  f  У  R o h r  X

X

2 n (d 2 +  <52)

nfi2(2d2 +  3 d 2)

(3.18)

(3.19)

(d2 -f- d2) я<52 -f-

K ,  =

d 2
~~Z Ь ^2 ( ta n  yg irn  ах У gl m a x )
Zl

ö22n(d2 +  d2)
(d 2 4~ à2) л ^2 4- ~z~

Г З
4“ ^2| ( t a n yg/max yglmax)

180 yglmax
90

- V

(3.20) 

, (3.21)

(3.22)

D ie Größe des m ax im a le n  V orschubs je  U m d reh u n g  (m max) k a n n  m an  aus 
d e r  G leichung (3.18) b e s tim m e n ; an  H an d  d e r b e k a n n te n  L ösun g sfo rm el der 
G leichung d r itte n  G rad es k a n n  ein rich tiges E rg eb n is  je d o c h  n u r  m it  H ilfe 
e in er R echenm asch ine  e rz ie lt w erden  (in d er L ösungsfo rm el s in d  D ifferenzen  
v o n  großen  Z ahlen  e n th a lte n )  [3.2]. Die u n te r  (3.18) angegebene G leichung 
d r i t te n  G rades w ird  d a h e r  m it H ilfe einer A n n äh e ru n g sm e th o d e  gelöst. Von 
d en  in  der G leichung (3.18) e n th a lte n e n  K oeffiz ien ten  is t K t [G le ichung  (3.19)] 
n eb en  den  üb lichen  R o h rab m essu n g en  eine seh r k leine Z ah l, d a h e r  k a n n  in  
e rs te r  A nn äh eru n g  {K x • m 3max) neben  den  ü b rig en  G liedern  d e r G leichung 
v e rn ach läss ig t w erden . N ach  der V ernach lässigung  e rh ä lt m a n  eine G leichung 
zw eiten  G rades:

K,  m rnaxO 4 "  K3 W»m a x  0 4  . (3.23 )

D ie A uflösung d e r  G leichung (3.23) n a c h  m maxo e rg ib t in  g ro b er A nnä 
h e ru n g  die W urzel d e r  G leichung  (3.18):

m maxO  —
- K 3 +  K K § -4 K 2K 4 

2 K 2
(3.24)
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D en  W ert der Q u a d ra tw u rz e l m uß m an  m it  p o s itiv em  V orzeichen  a n 
s e tz e n , d enn  n u r in  d ieser W eise  e rh ä lt m an  eine p o s itiv e  W urzel.

V on  den m öglichen  V erfe in e ru n g sm eth o d en  d e r groben  A n n äh eru n g  
k a n n  d ie  N ew tonsche (T a n g e n te n )  M ethode an g e w e n d e t w erden :

(3 .24a)^ тяу  ft f { m m ax p ) 

f  (m maxo)

Zone i=1

Bild 3.5. A ufteilung des R o h rq u e rsc h n it te s  fü r B estim m u n g  d e r  re su ltie re n d e n  F o rm ä n d e ru n g

I n  der P rax is g ib t d ie  N ä h e ru n g  mmax 0 b e re its  einen  e n tsp rech en d en  
W e r t ,  d . h . sie g ib t d ie  G rö ß e  des v e rw en d b a ren  m ax im a len  V orschubs je  
U m d re h u n g  an.

Im  V erlauf der B e re c h n u n g  des V orschubs w ird  auch  d er S treck k o effi
z ie n t  b e n ö tig t. l max u n d  m max sind  v o n e in an d e r abh än g ig e  G rößen , d ah er 
n e h m e n  w ir bei der B e s tim m u n g  von mmax e inen  N äh e ru n g sw ert des S tre c k 
k o e ff iz ie n te n  an. N ach  p ra k tis c h e n  E rfah ru n g en  is t  d e r üb liche S treck k o effi
z ie n t

1 =  8 - М 2 .  (3.25)

M it dem  an g en o m m en en  1 W ert bestim m en  w ir rn , u n d  m it m lnax au f 
G ru n d  des K apite ls 3.4 d e n  W e r t  von l max. W en n  d e r angenom m ene  W ert 
v o n  Л v o m  W ert l max ab  w e ic h t, d an n  m uß  m a n  die B erech n u n g  v o n  mmax 
m it  d e n  neuen l max w ied e rh o len .

3.2.2. U ntersuchung der Form änderungen in  der Streckzone

D ie  F o rm än d eru n g  des gep ilg e rten  R ohres k a n n  m a n  auch  in  d e r S tre c k 
zo n e  a n  H an d  der im  K a p ite l  3.1.2 m itg e te ilte n  G ru n d sä tze  u n te rsu c h e n .

Z u r  B estim m ung d e r  re su ltie ren d en  D e h n u n g  te ilen  w ir den  R o h r
q u e r s c h n i t t  in zwei T eile  (B ild  3 .5):

em — em(i=l) em(! = 2) • (3.26)
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In  d er S treckzone  is t die m itt le re  re su ltie re n d e  D ehnung  d u rc h  d ie  freie 
D eh n u n g  des i =  1 -ten  A b sch n itte s  gegeben . D er i  =  2-te A b s c h n it t  e rh ä lt 
n u r  e inen  in d ire k te n  D ru ck , d ah er v e rä n d e r t  d ie  freie D ehnung  dieses A b sc h n it
te s  die re su ltie ren d e  D ehn u n g  des R o h re s  n u r  in  geringem  M aße.

Bild 3.6. D ie geom etrischen  V e rh ä ltn is se  des R o h res in  der S treck zo n e

Bild 3.7. H ö h e n v e rm in d e ru n g  in  de r S treckzone 

Em(i=2) k a n n  neb en  em(i=i) v e rn a c h lä s s ig t w erden :

das h e iß t

em =  em(i=l)

em(i'=2) ^  em(i=1) 1

180 — 2 y M A(Í_ X) 

180 1 ЛЮ=1)

Ab.U - l )

1)

(3.27)

(3.28)

w o у  die Ö ffnung  des W alzkalibers im  u n te rs u c h te n  S ch n itt b e d e u te t ,  w ogegen 
n a c h  dem  K a p ite l 3.2.3

A h(t=l) =  m yC  (3.29)
is t.

A n H an d  d er B ilder 3.6 u n d  3.7 is t:

^i(/-D  — ^2(i=i) +  Ah(i^ i) =  у  — (vRohr — ^2) +  A \ t_ 1) .  (3.30)
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Bild 3.8. F o rm ä n d eru n g  des u n te r  u n m itte lb a re m  D ru c k  s te h en d e n  R ohrteiles am  E n d e  de r
Streckzone

Bild 3.9. G e d rü ck te  Länge zu  B eg in n  d e r  G lättzone

D ie  B re itu n g  d er u n te r  d irek tem  D ru ck  s te h e n d e n  Zone i =  1 is t , u n te r  
B e rü c k s ic h tig u n g  d er F a k to re n , die die freie B re itu n g  v erh in d ern , u n d  m it den 
B eze ich n u n g en  des B ildes 3 .8 :

^ (/ - r )  =  4  ■ 0,35 ld0=1) ■ (3 .31)

u n d  d ie  B re ite  der Zone i =  1

^i(i=i) — ^2 +  ^2(/=:: ( /= l )
180 — 2 y  

360
(3 .32)
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D ie g ed rü ck te  L änge (/* ) am  E n d e  d e r S treck zo n e  is t  b e s tim m t d u rc h  
die aus dem  u m g efo rm ten  A b sc h n itt v e rd rä n g te  W erksto ffm enge. N a c h  B ild  
3.9 is t die g ed rü ck te  L änge am  E n d e  der S treck zo n e  e tw a  die H ä lfte  d e r in  d er 
S treckzone e n ts ta n d e n e n  V erlängerung . D as is t  au s  dem  U m sta n d  zu  e rk lä re n , 
d aß  der K u rv e n te il m it der B ezeichung 1 — 2  id e n tisc h  is t  m it dem  m it  3 — 4 
beze ich n eten  Teil d e r K u rv e , denn  infolge d e r  S tre c k u n g  v e rsch ieb t s ich  d er

Länge der Streckzone

Bild 3.10. V erschiedene W alzen p ro file

-----  Konstruiertes Walzgutprofi/

Länge des Walzgutes in der Streckzone 
Bild 3.11. D as en tw orfene u n d  w irk lich e  W alzgu tp ro fil

m it 3 — 4 b eze ich n ete  K u rv en te il zuerst a u f  d ie  S telle  des Teiles 1 — 2  u n d  
u n te r lie g t d o rt d e r V erfo rm ung . A n d ere rse its  s ind  die K u rv en te ile  m it  d er 
B ezeichnung  5 — 2  u n d  2 —I sy m m etrisch , d en n  am  E n d e  der S treckzone ä n d e r t  
sich k a u m  der R ad iu s  des W alzenprofils u n d  e r k a n n  dem  G lä ttra d iu s  a n n ä 
h e rn d  g le ichgesetz t w erden .

A u f G ru n d  des obigen G edankenganges u n d  des B ildes 3.9 e rg ib t sich 
die g ed rü ck te  L änge  zu

l ä b ^ ^ m (  1 +  A), (3 .33)

wo X die volle D eh n u n g  des R ohres is t [G le ichung  (1.2)].

3.2 .3 . A n a lyse  der Streckzone des W alzenprofils

Z u r K o n s tru ie ru n g  d er S treckzone des K a lib e r  p ro f ils em pfehlen  d ie  v e r 
sch iedenen  V erfasser v o n e in an d er abw eichende K u rv e n  (B ild  3.10). P . G r ü n e r  

[3.3] em p fieh lt a u f  G ru n d  von  th eo re tisch en  u n d  v e rsuchsm äß igen  E rw ä g u n 
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g en  d ie  F o rm  einer E x p o n e n tia lk u rv e , d a  b e i V erw endung  d ieser K u rv e  die 
sp ez ifisch e  F o rm än d e ru n g  w äh re n d  des g an zen  V erlaufs d er S treck zo n e  k o n 
s t a n t  is t . D ie allgem eine G leichung  der E x p o n e n tia l-P ro filk u rv e  l a u te t  au f 
G ru n d  des B ildes 3.6:

У =  Vwalzg e :'La =  Jwalzg e_te",S- (3-34)

P . G r ü n e r  w an d te  die B ed in g u n g  d e r  g leichb leibenden  F o rm ä n d e ru n g  
a u f  d ie  Ä n d eru n g  der W an d d ick e  des R o h res  a n , die in  d ieser W eise k a lib r ie r te

Bild 3.12. B estim m u n g  der e le m e n ta re n  H öh en v erm in d eru n g

P ilg e rw a lz e  ergab  jed o ch  k eine  ex p o n en tie lle  V erm inderung  der W an d d ick e  
(B ild  3.11). D er G ru n d  h ie rfü r  is t d a r in  zu  su ch en , daß  die K o n s tru k tio n  des 
P ro f ils  n ic h t a u f  den  A bro llk re is bezogen  w u rd e .

D a  das R o h r u n d  die W alze e n tla n g  des A bro llkreises m ite in a n d e r  g le it
fre i in  B e rü h ru n g  s teh en , m u ß  m an  das A b ro llp ro fil vom  S tre c k a b sc h n itt des 
K a lib e rs  — im  G egensatz  zu  P . G r ü n e r  — a u f  den A bro llk re is b ez ieh en  
(B ild  3 .6 ). I n  d ieser W eise w ird  zw ar die spezifische  F o rm än d e ru n g  n ic h t v o ll
k o m m e n  k o n s ta n t  b le iben , die R o h rfo rm  k a n n  dagegen  in  K en n tn is  des W alz 
p ro f ils  au c h  th e o re tisc h  b e s tim m t w erden .

D e r  an n ä h e rn d e  W ert d e r H ö h e n a b n a h m e , die im  F alle  der A n w en d u n g  
eines k o rr ig ie r te n  E x p o n e n tia l-R o h rp ro fils  (B ild  3.12) beim  das P ilg e rw a lzen  
e rse tz e n d e n  e lem en ta ren  R ohrw alzen  a u f t r i t t ,  b e trä g t:

A h  ^  т у ' — тс, у . (3 .35)

D ie  K o n s ta n te  £ k an n  d a d u rc h  b e s tim m t w erden , daß  m an  in  die G lei
c h u n g  (3.34) die b e k a n n te n  g eom etrischen  A bm essungen  e in se tz t.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



GRUNDLAGEN FÜR DIE BEMESSUNG DER PILGERWALZWERKE 245

D ie L änge des P ilgerkopfes b e t r ä g t  a u f  G ru n d  des B ildes 3 .6 :

La* — Qrst - • (3.36)

D ie zu  b e rü ck sich tig en d en  O rd in a te n  am  A n fan g  und  am  E n d e  des P ilg e r
kopfes b e tra g e n :

.Twalzg 

yRohr :

2

D 0

D n

D n

Qrst

Qrst

(3.37)

(3.38)

D ie b e k a n n te n  W erte  in  die G le ich u n g  (3.34) e ingesetz t, w ird  d e r fü r 
das P ro fil c h a rak te ris tisch e  E x p o n e n t:

f lrl (.Twalzg/yRohr) (3.39)

In  K en n tn is  des W ertes von  y  fü r  d ie  versch ied en en  W alzen u m d reh u n g en  
w ird  d e r jew eilige R a d iu s  des S treck -W alzen k a lib e rs :

Q =  Qrst —  У  ■ (3.40)

3.2.4. Der m axim ale Vorschub des W alzgutes je  U m drehung, 
bestim m t a u f  G rund  der R ißgefahr

B eim  P ilgerw alzen  b ild e t sich t r o tz  d e r  ung leichm äßigen  H ö h e n a b n a h m e  
die m itt le re  D eh n u n g  des gew alzten  S to ffes  aus. Als eine Folge h ie rv o n , tre te n  
zw ischen  den einzelnen  S toffte ilen  S p an n u n g su n te rsch ied e  a u f . D ie  z u sä tz 
lich en  S p an n u n g en  k ö n n en  auch so g ro ß e  W e rte  erreichen, d aß  im  W erk sto ff  
R isse  e n ts te h e n .

R isse  können  in  e rs te r  L inie a n  d en  T eilen  des W erksto ffes e n ts te h e n , 
wo die aus den F o rm än d eru n g en  b e s t im m te  red u z ie rte , spezifische D eh n u n g  
d en  k ritisc h e n  W e rt ü b ers te ig t, d e r  m it  d e r K o n tra k tio n  des W erksto ffes 
z u sam m en h än g t. D ie red u z ie rte  sp ez ifisch e  D eh n u n g  k an n  aus d en  H a u p t
fo rm än d e ru n g en  b e s tim m t w erden [3 .4 ]:

e = q- [(*i -  s 2)2 +  (e2 -  «s)2 +  («3 -  <h)2] ~  U 5 5  . (3.41)

D ie a u ftre te n d e  reduz ie rte  sp ez ifisch e  D ehn u n g  k an n  d e n  W e rt der 
zu lässigen  D ehnung  n ic h t ü b erste ig en :

e eZUl ' (3.42)
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D ie zulässige re d u z ie r te  D eh n u n g  is t d e r K o n tra k tio n  des u n te rs u c h te n  
W erk sto ffes  (y>) p ro p o rtio n a l:

®zui =  v>rp. (3.43)

A u f G ru n d  d er E r fa h ru n g  is t w  0,5 -s- 0 ,6 .

3.3. B es tim m u n g  der m axim alen  W alzendrehzahl

D as R o h r-S treck w a lzen  n a c h  dem  P ilg e rv e rfa h re n  b es teh t, wie b e k a n n t ,  
aus zw ei H a u p tz o n e n : aus d e r  W alzzone (R ü ck w ärtsb ew eg u n g ) u n d  aus d e r  
V o rh o lzo n e  (V orw ärtsb ew eg u n g  u n d  D rehung).

In  d e r W alzzone e rfo lg t die U m form ung  des R ohres. U n te r d er E in 
w irk u n g  des fü r  die F o rm ä n d e ru n g  erfo rd erlich en  W alzd ruckes t r i t t  zw ischen  
d en  W alzen  und  dem  R o h r eine R e ib k ra ft a u f , d ie  das R ohr zu e in e r dem  
D re h s in n  d er W alzen  e n tsp re c h e n d en  B ew egung zw in g t. Infolge der k o n s tru k 
t iv e n  A u sfü h ru n g  d er Z u fü h rv o rr ic h tu n g  m u ß  d a b e i zusam m en m it dem  R o h r  
au ch  d e r  D orn , fe rn e r d e r im  L u ftzy lin d er d e r Z u fü h rv o rric h tu n g  bew egliche  
K o lb e n  eine B ew egung au sfü h re n .

D ie G röße d er zw ischen  W alzen  und  R o h r  a u f tre te n d e n  k le in sten  R e ib 
k ra f t  b e s tim m t die zulässige G röße des im L u f tz y lin d e r  der Z u fü h rv o rric h tu n g  
v o rh a n d e n e n  L u ftd ru c k e s . D e r  geringste W a lz d ru c k  t r i t t  am  E nde  d e r G lä t t 
zone a u f  (Pgi), h ie r is t  n ä m lic h  die F o rm ä n d e ru n g  des R ohres am  k le in s te n . 
D en  d em  E n d e  der G lä ttz o n e  en tsp rech en d en  Z u s ta n d  zeigt B ild 3 .13. B e im  
W alzen , in  d er V erfo rm ungs- u n d  in  der G lä ttz o n e  bew egt die W alze  d en  
K o lb en  u m  den  W eg L x w e ite r ; wegen d ieser K olbenbew egung  w ird  d ie  im  
L u f tz y lin d e r  v o rh an d en e  L u f t  k o m p rim ie rt. D a h e r  e n ts te h t am  E n d e  d e r 
G lä ttz o n e  d er g rö ß te  L u f td ru c k . E s is t le ic h t e in zu seh en , daß die b e i d e r 
R ü c k w ä rtsb e w e g u n g  des g ew alz ten  R ohres u n d  d e r  bew egten  M assen a u f 
tr e te n d e  K ra f t  — die aus d er S um m e des P ro d u k ts  au s  L u ftd ru ck  u n d  K o lb e n 
fläch e  u n d  d e r R e ib u n g sk rä fte  b e s te h t — die a u f  d ie  bew eg ten  Teile d er Z u fü h r 
v o r r ic h tu n g  w irk t — am  E n d e  der G leitzone n ic h t  g rößer sein k a n n  als die 
zw ischen  dem  R o h r u n d  d e n  W alzen  v o rh a n d e n e  R e ib k ra ft Rgi =  fi • P gi. 
Im  en tg eg en g ese tz ten  F a ll t r i t t  an  irgendeinem  P u n k t  der G leitzone zw ischen  
R o h r u n d  W alzen  ein V e rru tsc h e n  auf.

D as  R u tsc h e n  k a n n  d ie  A ufhebung  des k in e tisc h e n  und  k in e m a tisc h e n  
G le ichgew ich ts, das zw ischen  d er B ew egung v o n  R o h r  u n d  W alzen  b e s te h t ,  
v e ru rsa c h e n , u n d  d a m it k a n n  es das u n g e s tö r te  W alzen  unm öglich  m a c h e n .

A m  E n d e  d er G lä ttz o n e  geben die W alzen  d a s  R o h r  frei. D a n a c h  w irk t  
a u f  d ie  in  B ew egung b e fin d lich en  M assen a u ß e r  d e r  R e ib k ra ft led ig lich  d ie  
v o m  L u f td ru c k  e rzeu g te  ä u ß e re  K ra f t . D ie R e su ltie re n d e  der äu ß eren  K rä f te  
b re m s t z u e rs t die in fo lge ih re r  T räg h e it sich n o c h  w e ite r  bew egenden M assen , 
d a n n  f ü h r t  sie m it w ach sen d e r G eschw ind igkeit d a s  R o h r  zw ischen die W a lzen
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zu . Zw ecks V erm in d eru n g  der beim  A n g riff  a u f tre te n d e n  d y n am isch en  K rä f te  
is t  es w ünsch en sw ert, d aß  die dem  D reh s in n  d er W alzen  en tg eg en g ese tz t sich 
b ew egenden  M assen m it m öglichst g e rin g er G eschw indigkeit a u f  d ie  W alzen  
s to ß e n . D as B rem sen  w ird  im  a llgem einen  h y d rau lisch  (m it e in e r W asse r
b rem se) vo rgenom m en . D ie in  der W asse rb rem se  e rre ich te  V erzö g eru n g  k a n n

Bild 3.13. In  de r A rbeitszone  sich  absp ielende  V orgänge

n ic h t  be lieb ig  groß w erden , d am it k e in  W eg ru tsch en  des R o h re s  am  D orn  
a u f tre te . Z u r B estim m u n g  d er V erzögerung , die in  der W asserb rem se  e rre ich t 
w erd en  k a n n , is t zu u n te rsu c h e n , wie g roß  die au ftre te n d e  S p a n n k ra f t  zw ischen 
R o h r u n d  D o rn  w ird , w enn das R o h r am  D o rn  n ic h t besonders b e fe s tig t w ird .

Im  In te resse  d er S icherheit m u ß  d ie  R e ib k ra f t R gr, die zw ischen  R o h r 
u n d  D o rn  a u f t r i t t ,  im m er g rößer sein als das M axim um  der a u f  d a s  R o h r  w ir
k en d en  B rem s(T räg h c its )-k ra ft (B ild  3 .14).

Z usam m en fassen d  k a n n  fe s tg e s te llt w erd en , daß  m an  be i d e r P ro je k 
tie ru n g  die B ew egungskennzah len  zu lassen  k a n n , bei denen  w ed e r in  der 
G lä ttz o n e  (zw ischen den  W alzen  u n d  dem  R o h r), noch in  d e r  B rem szone 
(zw ischen dem  gew alzten  R o h r und  dem  P ilg e rd o rn ) ein G leiten  a u f t r i t t .
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3.3.1. Vorgänge, die sich in  der A rbeitszone abspielen

B e im  W alzen bew egen  die P ilgerw alzen  d en  K o lben  um  die S treck e  
rü c k w ä r ts .  E s is t e in zu seh en , d aß  ein G le iten  zw ischen  der W alze u n d  dem  
R o h r  d a n n  n ich t a u f t r i t t ,  w en n  zw ischen dem  L u f t d r u c k ^  (B ild 3.13 u n d  3.15) 
— d e r  z u r  H ub länge L x g e h ö r t  — u n d  d em  W a lz d ru c k  P  =  P gi(Gz=j) (A b 
s c h n i t t  4 .2 ) am  E nde d e r G le itzone die fo lgende G le ichheit b e s te h t:

2 p -  = P l( K F )  +  R .  (3 .44)
ß i

Bild 3.14. D ie sich  in  d e r A ngriffszone ab sp ie len d en  V orgänge

D a b e i i s t
p  =  0,92 — 0,0005 t -  0,056 v >  0,25 , (3 .45)

die R e ib u n g sz a h l zw ischen R o h r  u n d  W alze [3 .5 ], ßx d e r S ic h e rh e its fa k to r  
gegen R u tsc h e n  zw ischen R o h r  u n d  W alze (ß 1 1,25).

R  2 ágiéit • Gg, (3 .46)

w obei R  d ie  bei der B ew eg u n g  d er M assen (W a lz g u t -|- D orn  +  K o lb en  -f- 
+  A b s tre if r in g  -j- D ornsch loß  V erb in d u n g sk o p f) a u f tre te n d e  R e ib k ra f t;  u n d
izgiéit 0 ,1 .

A u s d e r G leichung (3.44) e rg ib t sich die G röße  des zu r H u b lä n g e  L 1 
g e h ö re n d e n  L u ftd ru ck es zu

Px = _ i — .(2  /Ui W =Z>
( K F )  \ *  ß 1

(3 .47)
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3.3.2. Berechnung der H ublänge

D ie ganze H u b lä n g e  se tz t sich  aus dre i T e ilen  zusam m en:

L  =  Ly +  L 2 +  L 3 . (3.48)

Ly b ed eu te t d en  Teil der H u b län g e , bei d em  die bew eglichen T eile d er 
Z u fü h rv o rric h tu n g  v o n  den W alzen  zu rü ck g esch o b en  w erden , m it an d eren  
W o rte n , w ährend  des Z urücklegens d e r H u b län g e  Ly bew eg t sich das W alzg u t 
e n tla n g  der dem  A bro llrad iu s  en tsp re c h e n d en  B ogen länge ohne zu  g le iten .

Bild 3.15. Z u stan d sän d e ru n g  im  L u ftzy lin d e r

D ie W alzen bew egen  sich zusam m en  m it dem  W alzg u t w äh ren d  d e r S treck- 
u n d  G lä ttzone, fe rn e r  in  der A ngriffszone. D ie W alzen  greifen das gelochte 
W a lz g u t vor e in er E b en e , die d u rc h  die W a lz m itte lp u n k te  geleg t w ird  (B ild 
1.3). D er zum  B e rü h ru n g sp u n k t gehörende Z en triw in k e l is t der A ngriffsw inkel
CLAngr-

A u f G rund  v o n  A ngaben  aus d er L i te r a tu r  [3.6] u n d  aus d e r P rax is  
k a n n  m an  m it g u te r  A n n äh eru n g  sch re ib en :

3 тп
<xAngrcrf----- [im  B o g en m aß ]. (3.49)

Qrst

Z en triw inke l des W alzen -G lä ttp ro fils , G le ichung  (1.1):

(G Z) mA
V  ■

-rgl
[im  B o g en m aß ]. (3.50)
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D em en tsp rech en d  is t  d ie  zum  G leich lau f gehörende B ogen länge , w enn 
d e r  Z en triw in k e l des W a lzen -S treck p ro fils  осй is t:

L  =  Grinst +  Ügl +  «Angr) • (3.51)

Im  zw eiten Teil d e r  H u b lä n g e  (L2) geben  d ie  W alzen das u m g efo rm te  
R o h r  fre i. M it H ilfe d e r fo ro n o m isch en  K u rv e  k a n n  der Teil L 2 d e r  H u b län g e  
b e re c h n e t  w erden, sofern  an g en o m m en  w ird , d a ß  in  der Zone des Loslassens 
d ie  G eschw ind igkeit d e r bew eg lichen  Teile als F u n k tio n  der Z eit e in en  p a ra b o 
lisc h e n  C h arak te r h a t  (B ild  3 .16):

B ild  3.16. G e s c h w i n d i g k e i t s ä n d e r u n g  i n  d e r  Z o n e  d e s  L o s l a s s e n s

l 2 = “los (2 t; +  v Au3) . (3.52)

I n  d er G leichung (3.52) b e d e u te t zlos d ie fü r  die Z urück legung  d e r H u b 
lä n g e  L 2 erforderliche Z e it, d ie  aus der D reh zah l d er W alzen  (n [ l /m in ] )  u n d  
au s  d e m  zur Zone des L oslassen s gehörenden  Z en triw inke l (x a Us [G rad]) 
b e s t im m t w erden k a n n :

z los
6 0  «A u s

n  360
a Aui
6 71

(3 .53)

D e r F reigabew inkel ( a 4us) is t eine F u n k tio n  d er e lastischen  F o rm ä n d e 
ru n g  d e r  W alze, des W a lz e n g erü s ts  usw . u n d  d e r Ä n d eru n g  des W alzp ro fils  
n a c h  d e m  G lä ttk a lib e r.

D ie  in  der G leichung (3 .52) en th a lten e  G röße v b e d e u te t die G eschw ind ig 
k e i t  d e r  bew egten  Teile zu  B eg in n  des H u b a b sc h n itte s  L 2 (W alzgeschw ind ig 
k e it)  :

v __ 2 Qrgi • л  n 
60

[m/sec] (3 .54)
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u n d  vaus die G eschw ind igke it d er bew egten  T eile n ach  Z u rü c k le g u n g  der T eil
s treck e  des H ubes L 2 (G eschw ind igkeit des L oslassens). D ie  G röße d er G esch
w in d ig k e it üios k a n n  m it H ilfe des Im p u lssa tze s  b e s tim m t w erd en :

«Aus =  « —
A* P g K G Z = j )  ‘ z los (3.55)

Im  d r it te n  T eil d e r H u b län g e  (L3) bew egen sich  die v o n  d en  W alzen 
freigegebenen  bew eglichen  Teile infolge ih re r  T rä g h e it en tg e g e n  die K o lben 
k ra f t  des L u ftzy lin d e rs  u n d  en tgegen  die R e ib u n g  w e ite r. D ie  H u b län g e  L 3, 
d ie zum  A bbrem sen  d e r  m it der G eschw ind igkeit vaUs s ich  b ew egenden  Teile 
g eh ö rt, k a n n  aus dem  A rb e itssa tz  b e s tim m t w erden :

(3.56)

" 3 “  2,4 P l(K F )  +  2 R  ’

w obei d er a u f den  K o lb en  w irkende m ittle re  L u ftd ru c k  w ä h re n d  des H u b 
a b sc h n itte s  L 3 a n n ä h e rn d  (1,2 • p f)  b e trä g t.

Z u r B estim m u n g  d er H u b län g e  w ird  die W alzen d reh zah l b e n ö tig t. Die 
D reh zah l k an n  je d o c h  e rs t in  K en n tn is  d er G röße d e r H u b lä n g e  bestim m t 
w erden . Bei B e rech n u n g  d er G leichungen (3.53) u n d  (3.54) k a n n  die D rehzahl 
n a c h  fo lgender E rfah ru n g sfo rm e l angenom m en w erden :

n aut =  2 5 ’ 8  (36°  -  Xsl -  «■gl -  « A n g r )  .  ( 5 6  _  4 ( y  [ l j m i n ]  5 ( 3 . 5 7 )

Gz

w obei x st, CLgi u n d  XAngr. in  G rad , Gs  in  kp  u n d  (32 in  m m  e in g ese tz t w erden 
m üssen .

3.3.3. Vorgänge, die sich in  der Zone der Z u fü h ru n g  abspielen

W ie es b e re its  am  A nfang  des A b sch n itts  3.3 e rw ä h n t w u rd e , m uß  wegen 
d e r S icherheit die R e ib k ra f t  (R gr), die zw ischen R o h r u n d  D o rn  a u ftr i t t ,  
im m er größer sein  als das M axim um  der a u f  das R o h r  w irk en d en  Brem s- 
(T räg h e its )-k ra ft (B ild  3.14):

R gr ' @Bie (3.58)

D u rch  E in fü h ru n g  des S ich erh e itsfak to rs  (ß2) gegen d as  R u tsch en  am 
D orn  (ß2 1,25):

R g r  — ßi @ B r e n u m a x  • (3.59
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I n  W irk lichkeit is t  d ie  B re m sk ra ft in  d er W asse rb rem se  en tla n g  des 
B rem sw eg es  v eränderlich  (B ild  3.17). Das V erh ä ltn is  v o m  M axim um  d er au f
t r e te n d e n  B rem skraft zu r m it t le r e n  B rem sk ra ft Q  B r e m s  m  k a n n  als G ü teg rad  
(G ü ) d e r  W asserbrem se b e z e ic h n e t w erden:

(G ü) =  ^Bremgmax _ (3.60)
QBrems m

M an  m uß  sich b e m ü h e n , d ie W asserbrem se so a u sz u g e s ta lte n , d aß  bei 
ih r  d ie  B rem sk ra ft a n n ä h e rn d  k o n s ta n t  sei. E ine W asse rb rem se  is t d a h e r  um

Bild 3.17. Ä nderung  d e r  in  d e r  W asserbrem se a u f tre te n d e n  B rem sk ra ft

so b e s se r , je  m ehr das (Gü) s ich  d em  W ert von 1 n ä h e r t .  In  au sg e fü h rten  W as
s e rb re m s e n  is t nach V e rsu c h sw e rte n

(Gü) ^  2 .  (3.61)

N a c h  dem  Bild 3.17 ä n d e r t  sich  die B rem sk ra ft, u n d  d a m it die V erzöge
ru n g  d e r  sich bew egenden T e ile  en tlan g  des W asserb rem sw eges. B ei der 
B e re c h n u n g  der B ew eg u n g sk en n zah len  k an n  m an  n a c h  B ild  3.18 m it e iner 
k o n s ta n te n  V erzögerung ( a Bremsm) rechnen . B eim  B rem sen  b e s te h t folgendes 
G le ich g ew ich t der au f das g e p ilg e r te  W alzgut w irk e n d e n  m ittle re n  K rä f te :

G
C ? B r e m s m  " T a B r e m s m  ) (3.62)

ö

w o  Q B r e m s  m  die w ährend  des B rem sen s s tän d ig  a u f  das W a lzg u t w irk en d e  
f ik t iv e  B rem sk ra ft (B ild 3 .17) u n d  a B r e m s m  die d u rc h  K ra f t  Qbrems m a u s 
g e ü b te  m itt le re  V erzögerung b e d e u te t .

S e tz t  m an  die G le ich u n g en  (3.60) und  (3.62) in  die G leichung  (3.59) ein , 
so i s t  d ie  bei der W asserb rem se  e rre ich b are  m ittle re  V erzögerung , bei d er ein 
R u ts c h e n  des W alzgutes am  D o rn  n ic h t e in tr i t t :

“ B r e m s  (3 .63)
P i (Gu ) G
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Z u r num erischen  A uflösung  d er G le ichung  3.63 is t der W e rt v o n  R gr 
e rfo rd erlich . Die B es tim m u n g sm eth o d e  d er G röße der G re ifk ra f t w ird  im  
K a p ite l 6 e r lä u te rt.

D ie B esch leun igung , die im  B esch leu n ig u n g sab sch n itt d e r Z u fü h ru n g  
v e rw irk lic h t w erden k a n n , is t aus d e r B ed in g u n g  b e s tim m b a r, w o n ach  die 
W alze am  W alzgu t n ic h t  ru tsch en  d a rf. D ieser U m sta n d  b e d e u te t ,  d aß  in  
d er A rbeitszone, beim  Z urück legen  des T e ilh u b es L x der im  L u ftz y lin d e r  h e rr 
schende L u ftd ru ck  h ö c h s te n s  p , b e tra g e n  d a rf .

N ach  unseren  B erech n u n g en  b e trä g t  d e r m ittle re  besch leu n ig en d e  L u f t
d ru ck  (P btm ) im  b esch leu n ig ten  A b sc h n itt d e r  Z ufü h ru n g :

D ie m ittle re  B esch leun igung  (o em) k a n n  aus dem  G leichgew ich t der 
a u f  die bew egten  T eile  w irkenden  K rä f te  b e s tim m t w erden . D ie d u rc h  den 
m ittle re n  L u ftd ru ck  e n ts ta n d e n e  K o lb e n k ra f t m u ß  die T räg h e it u n d  R e ib u n g  
d er sich  bew egenden T e ile  überw inden :

Zufuhrzone Walzzone

Bild 3.18. G eschw ind igkeit der b ew eg ten  T eile  in de r Z uführzone

Pbtm =  (1.1 -1- 1>3)T, ** 1,2P l . (3.64)

(3.65)

A us den G le ichungen  (3.64) u n d  (3.65) w ird

«bem =  —  [l,2j»i(K F) -  Д] . (3.66)
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D ie  zwischen den  B ew eg u n g sk en n zah len  in  d e r  A rbeitszone b es teh en d en  
B e z ie h u n g e n  k ann  m an  au s  d e n  drei u n ab h än g ig en  G leichungen, die an  H a n d  
des B ild e s  3.19 an g esch rieb en  w orden  sind, b e s tim m en :

_  ® m a x

2be —' „ »
° b e  m

_  y m a x  f f W E  

z B r e m s  _  ’
“ B i e m s  m

1 1
L = L be+  ( BW)  =  - v m a x  z b e  H  ~  ( v  m a x  +  % е )  z B r e m s

Bild 3.19. V e re in fa ch te  B ew eg ungsverhä ltn isse  d e r  bew egten  Teile

I n  dem  aus drei G le ich u n g en  b esteh en d en  G le ichungssystem  g ib t es 
d re i  U n b e k a n n te , w obei a B r e m s  m  aus der G le ichung  (3.63) a tem  au s d e r  G lei
c h u n g  (3.66) und L  aus d e r  G le ichung  (3.48) b e s tim m t w erden  k ö n n en .

D ie  B rem sv erh ä ltn isse  lieg en  an  H a n d  von  p ra k tis c h e n  A ngaben  g ew öhn
lic h  so , d aß  die G esch w in d ig k e it der sich b ew egenden  Teile im  A ugenb lick  
des A n g riffs , am E nde  des W asserb rem sw eges (B ild  3.18)

» w e  ^  1 [m /sec] (3.68)
is t .

(3 .67)

A u s dem  G le ichgew ich tssystem  (3.67) k ö n n e n  die W erte  von  zbe, z Brems 
u n d  nmax e rm itte lt w erd en :

[2 а B r e m s  m ■ L + l [m /sec] ,
* B r e m s  m 

a b e  m

2 • а
4 b e

B r e m s  m L + l
[sec] ,

* b e  m * B r e m s  m 

a be m
+ 1

(3 .69)

(3,70)
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1
z B rem s „

“ B rem s m

f  2 * °Brem8 m ' L  ~H 1   j
/ ^Biems m | ^

V ®be m J

[sec] . (3.71)

A us den  e rrech n e ten  W erten  d e r B ew egungskennzah len  k a n n  d ie  D reh 
zah l d e r P ilgerw alzen b e s tim m t w erden . D ie D reh zah l der P ilg e rw a lzen  m uß 
n äm lich  so groß sein , d a ß  w ährend  d e r  Z eit d er Z u fü h ru n g  (B ild  3 .18 : zbe +  
+  z B rem s) die W alzen eine D rehbew egung  u m  einen  W inkel a ZUf au sfü h ren :

^zuf

l ber

z be ~Ь  z B r  

60 /n

‘ zuf [1/m in] ,

wo

is t.

6  '  ( z be “Ь  z B rem s)

®zuf =  360 ( a Angr " Ь  ®$t “b * g l  “I“ a  Aus “ I-  a a u s l)  [ G r a d ]  .

(3.72)

(3.73)

D ie W in k e lv e rd reh u n g  der W alze  in  d er A rbeitszone w ä h re n d  der Zeit 
des fre ien  A uslaufs (zausi> [sec]) is t:

_  360 _  r f  j  л
*ausl * a u s l ®nzaus\ [G rad ] .

ŐU
(3.74)

L a u t dem  B ild  3 .16 ist

‘ ausl =  12 n
'A u s

[ G ra d ] . (3.75)

B ei der D reh zah lb es tim m u n g  a n  H a n d  der G leichung (3.72) w urde  fü r 
d ieselbe D rehzah l a u f  G ru n d  der G le ichung  (3.57) ein N ä h e ru n g sw e rt ange
n o m m en . W enn die d u rc h  die G le ichung  (3.72) e rrech n ete  D re h z a h l m it der 
angenom m enen  n ic h t ü b e re in s tim m t, so m u ß  die B erech n u n g  m it e in e r k o rri
g ie rten  D rehzah l w ied e rh o lt w erden:

‘ a u f +  n \ber (3.76)

B ei genauer K e n n tn is  der W alzen d reh zah l e rg ib t s ich  d ie  L änge der 
W asserb rem se an  H a n d  des Bildes 3 .19 zu

(B W) = v m a x  —  ^ W E  

2  ° B re m s m

(3.77)
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W enn  m an die G le ich u n g en  (3.68) u n d  (3.69) in  die G leichung (3.77) 
e in s e tz t ,  erg ib t sich die L ä n g e  d er zu v erw en d en d en  W asserb rem se:

(B W ) =
1

2 a B rem s m

^  ^ B rem s m  ' H~ 1 

g B rem s m  j j  

' ^ b e  m

(3.78)

3.4. B e s tim m u n g  des m axim alen S treckkoeffizien ten

D er anw endbare m a x im a le  S treckkoeffiz ien t k a n n  aus d er F e s tig k e its 
a n a ly s e  des W alzw erks b e s t im m t w erden.

D er S treck k o effiz ien t is t  dem  a u ftre te n d e n  W alzd ru ck  p ro p o rtio n a l. 
D ie  o b e re  Grenze des W a lz d ru c k e s  (P max) w ird  d u rc h  d ie  F es tig k e it d er W alz
w e rk sb a u te ile  b e s tim m t. D e r  g rö ß te  W alzd ruck  t r i t t  in  der P o sitio n  »b« des 
W a lz e n s  (Pf,) auf, d a h e r  b e t r ä g t  bei einem  gegebenen  W alzw erk  der an w en d 
b a r e  g rö ß te  W alzdruck  (d e sse n  A usnü tzung  im  In te re s se  des w irtsch a ftlich en  
W a lz e n s  liegt):

Р ™ * = Р ь -  (3.79)

N ach  A b schn itt 4 .1 .2  is t

Pb — кть •/(, — k j l  +  CfU- ^ ф
Oo

0,85
D> l,i

cos У gi 1
(3.80)

W en n  m an in  die G le ich u n g  (3.80) die G le ich u n g en  (3.79) u n d  (3.33) 
e in s e tz t ,  und  die G le ichung  d a n n  ordnet:

Яm ax

-  1 +
, 4  Pm ax h  c o s  Yg]max 
1 0,85 Ô., D 2 k f

C fl ^ _ ^ m a x  
ô2

(3.81)

S o llte  der m it H ilfe  G leichung  (3.81) b e s tim m te  S treck k o effiz ien t 
w e se n tlic h  von dem  Я-W e r t  abw eichen, d er z u r B erech n u n g  des m a x i
m a le n  V orschubs, u n d  d a m i t  z u r m axim alen  D re h z a h l angenom m en w urde , 
d a n n  m u ß  die B erechnung  v o n  m max und  remax m it  dem  M itte lw ert der a n 
g e n o m m e n e n  und  m it H ilfe  d e r  G leichung (3.81) e rre c h n e te n  S treck k o effi
z ie n te n  w iederholt w e rd en , u n d  h in te rh e r is t d e r  S treck k o effiz ien t m it den  
k o r r ig ie r te n  mmax- u n d  n max-W e rte n  e rneu t zu  e rre c h n e n . D iese B erechnung  
m u ß  so lange w iederho lt w e rd e n , bis die an g en o m m en en  u n d  b e rech n e ten  
W e r te  v o n  Ятах e in an d e r e n tsp re c h e n d  nahe  liegen .
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3.5. M axim a le  Leistungsfäh igkeit des W alzwerks

Die th eo re tisch e  L e is tu n g sfäh ig k e it (bezogen a u f  die re ine  W alzzeit) 
b e trä g t:

U  =  6 • 10-2  A m nq  [k p /s t]  , (3.82)

w o q [kp/m ] das M etergew ich t des gep ilgerten  R o h res , m , n  u n d  Я b e im  W alzen 
des gegebenen R ohres die zu sam m en g eh ö ren d en  W erte  des V orschubs [m m /U m - 
d reh u n g ], d er W alzen d reh zah l [1 /m in] u n d  des S treck k o effiz ien ten  b e d e u te n .

Bild 3.20. V o rsch u b än d eru n g  des W alzg u tes  als F u n k tio n  d e r G lä ttz ah l u n d  d e r  S treck
zonenlänge

Die beim  W alzen  v e rw e n d e te n  techn o lo g isch en  K en n zah len  so llen  von 
d e r A rt sein, d aß  m it ih n en  die in  der Z e ite in h e it h e rg es te llte  R o h rm en g e  U 
e in  M axim um  ergebe. Im  F a lle  eines gegebenen R o h res  (q is t  k o n s ta n t)  m üssen 
w ir daher das M axim um  des (m nX ) P ro d u k ts  in  A b h än g ig k e it von  d en  te c h n o 
logischen K en n zah len  au fsu ch en .

Zu B estim m u n g  d er an zu w en d en d en  tech n o lo g isch en  K e n n z a h le n , m it 
d enen  die m ax im ale  th e o re tisc h e  L e is tu n g sfäh ig k e it des W alzw erks e rre ich t 
w erden  soll, m u ß  m an  nach fo lg en d e  B erech n u n g en  d u rch fü h ren :

Beim  W alzen  m it den  gegebenen T o le ran zen  des R o h res  m u ß  der 
m ax im ale  R o h rv o rsch u b  je  U m d reh u n g  in  bezug  a u f  versch iedene  G lä ttz a h le n  
b e s tim m t w erden  (B ild 3.20).

Die m ax im ale  W a lzen d reh zah l, die zu r v o rh e r  b e rech n e ten  G lä ttzah l 
u n d  zum  R o h rv o rsch u b  (e igen tlich  zu r B ogen länge des S treck en s) gehört, 
m uß  ebenfalls b e s tim m t w erd en  (B ild  3.21).

A uf G ru n d  der B ilder 3 .20 u n d  3.21 k a n n  m a n  das zu r g leichen  G lä ttzah l 
u n d  zur gleichen S treek -B o g en län g e  gehörende P ro d u k t aus dem  m ax im alen  
R o h rv o rsch u b  u n d  der m ax im a len  W alzen d reh zah l, d . h . die m a x im a le  V or
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w ärtsg esch w in d ig k e it v o m  S c h litte n  der Z u fü h rv o rr ic h tu n g  (B ild  3.22) b e s tim 
m e n . D as P ro d u k t (m  • n ) k a n n  du rch  eine F lä c h e  d a rg es te llt w erd en ; diese 
F lä c h e  h a t  bei einer b e s t im m te n  G lä ttzah l u n d  S treek -B o g en län g e  ein  M axim um  
(B ild  3.23). Diese F läch e  g e h ö r t  zu einem  k o n s ta n te n  S treck k o effiz ien ten . M it

Bild 3.21. Ä nderung d e r W a lze n d re h za h l in F u n k tio n  d e r  G lä ttz a h l u n d  de r S treckzonen länge

Bild 3.22. V o rw ärtsg esch w in d ig k e it des Z u fü h rsch litten s in  A b h än g ig k eit v o n  d e r G lä ttz ah l
u n d  de r S treckzonen länge

d e r  V erg rößerung  des S treck k o effiz ien ten  w ä c h s t au ch  die th e o re tisc h e  L ei
s tu n g s fä h ig k e it. D er S tre c k k o e ffiz ien t w ird d u rc h  die F es tig k e it d e r B au te ile  
des W alzw erks b e s tim m t (K a p ite l  3.4), in  d ieser W eise h ä n g t d er S treck k o effi
z ie n t  v o n  den W alzen ab m essu n g en  ab. Die V erg rö ß e ru n g  des W a lz e n d u rch 
m e sse rs  erhöh t zw ar d u rc h  d ie  V erg rößerung  des S treck k o effiz ien ten  die 
L e is tu n g sfä h ig k e it des W a lzw erk s , über e inen  gew issen W alzen d u rch m esser 
h in a u s  w ird  jedoch diese E rh ö h u n g  von k le in e rem  A u sm aß . D ie ü b e rtr ie b e n e  
V e rg rö ß e ru n g  des W a lzen d u rch m esse rs  e rh ö h t in  s ta rk e m  M aße d en  K ra f t  - 
u n d  M o m en ten b ed arf des W alzw erk s, daher is t  au s  w irtsc h a ftlic h e n  G ründen
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die W ah l eines ü b e rtr ie b e n  großen  W alzendurchm essers n ich t g e re c h tfe r t ig t .  
D er w irtsch a ftlich e  B estw ert des W alzendurchm essers is t d o r t  zu  su ch en , 
wo die R ic h tu n g s ta n g e n te  der F u n k tio n  m n  = f { D 0) sich v e rm in d e r t .  N ach  
eigenen B erechnungen  u n d  nach  A n g ab en  des S ch rifttu m s [3.3, 3 .6 ] k a n n  zur

Bild 3.23. B estim m u n g  der o p tim a len  G lä ttz a h l u n d  de r op tim alen  S tre ck z o n en lä n g e

E rre c h n u n g  des N enndurchm essers d er P ilgerw alze  folgende em p irisch e  B ezie
h u n g  v e rw en d e t w erden :

D 0 =  1,25 Do -)- 550 [m m ] , (3.83)

wo D.j, [m m ] den A u ß en d u rch m esser des gep ilg e rten  R ohres b e d e u te t .
A us B ild  3.23 g eh t es h e rv o r, w elche G lä ttzah l u n d  w elch e  S treek - 

B ogen länge beim  P ilg ern  eines gegebenen  R ohres m it gegebenen  T o leran zen  
an g ew en d et w erden  sollen, d am it die th e o re tisc h e  L e is tu n g sfäh ig k e it des W alz
w erks ein  M axim um  sei. Die ü b rig en  techno log ischen  K en n z iffe rn  k a n n  m an 
als F u n k tio n  d ieser be iden  g ru n d leg en d en  G rößen  bestim m en .

(  F ortse tzung  fo lg t)

C A LC U LA TIN G  P R IN C IP L E S  F O R  T H E  D E SIG N  
O F P IL G R IM ’S SE A M LE SS T U B E  R O L L IN G  M ILLS, P A R T  I

A. GELEJI, M. VOITH, J. MECSEKI and L. TÓTH

SU M M A R Y

In  m ak ing  seam less tu b es  h a v in g  d iam e te rs  w ith in  the  range o f 4 to  16 in ch es, the  
p rocess o f  ro lling  carried  o u t accord ing  to  th e  M an n esm an n  principle b eco m es in  o u r tim es 
th e  m o st p re fe rred  m eth o d . T h u s, everyw here  in  th e  w orld  th e  solution o f tech n ica l-eco n o m ica l 
p ro b lem s w hen ask ing  how  to  increase  p ro d u c tiv i ty  o f  such rolling tra in s  b eco m es d a y  b y
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d a y  m ore  im p o rta n t, fo r e x is tin g  p lan ts  as well as fo r th o se  j u s t  being p lanned . T h is  is w ell 
p ro v e d  b y  th e  ever in c reas in g  n u m b e r  o f papers d ea lin g  w ith  th is  question  w ith in  th e  fram e  
o f  in te rn a tio n a l tech n ica l p e rio d ica ls  and  also of p a te n t  a p p lic a tio n s . P ro d u c tiv ity  o f  p ilg rim ’s 
ro llin g  tra in s  is p ro p o rtio n a l to  th e  speed (n) of ro lls  a n d  th e  adv an ce  (m) per ro ta t io n . T h e  
m a x im u m  of p ro d u c tio n  is d e te rm in e d  b y  th e  spec ia l m a x im a  of b o th  speed a n d  a d v a n c e  
w h e n  th e y  are in h a rm o n ic  c o rre la tio n . By a th o ro u g h  a n a ly s in g  of th e  in te rd ep e n d e n ce  
b e tw e e n  speed and  a d v a n c e , in  th is  p ap er th e  c o rre sp o n d in g  v a lu e s  o f m axim a a re  d e te rm in e d  
b y  w h ich  th e  q u a lity  re q u ire m e n ts  o f th e  tubes can  be  re a c h e d  th ro u g h  an u n d is tu rb e d  ro llin g  
p ro cess .

F O N D E M E N T S  D U  CALCUL P O U R  L E  D IM E N S IO N N E M E N T  
D E S L A M IN O IR S  A PAS D E  P È L E R I N ,  P A R T IE  I

A . G E L E J I ,  M. V O IT H , J .  M E C S E K I e t  L . T Ó T H

RÉSUMÉ

D ans la fa b ric a tio n  m o d e rn e  des tubes d ’ac ie r de 4 à  16 pouces de d iam è tre , on  f a i t  
à  n o u v e a u  appel au  p ro céd é  d e  lam inage  M an n esm an n  (à  p a s  de p è le r in ) . A ussi la  so lu tio n  
des p rob lèm es tech n iq u es e t  sc ien tifiq u es re la tifs  à  l ’acc ro is se m e n t de la cap ac ité  des la 
m in o irs  à  pas de p è le rin  e x is ta n ts  ou en p ro je t re v ê t-e lle  u n e  im portance  g ra n d is sa n te  à 
l ’échelle  m ondiale. Les n o m b re u se s  publications c o n sacrées  à ce su je t  qui p a ra issen t a c tu e l
le m e n t  d an s la l i t té r a tu re  sp é c ia le , ainsi que p lu s ieu rs  b re v e ts  v ien n en t à l ’ap p u i de c e tte  
c o n s ta ta t io n . L a cap ac ité  de  p ro d u c tio n  des lam in o irs  à  p a s  de pèlerin  e s t p ro p o rtio n n e lle  
a u  n o m b re  de to u rs (n) des c y lin d re s  e t à l’av an ce  p a r  to u r  (m ) . Le ren d em en t m ax im u m  
d u  t r a in  se tro u v e  d é te rm in é  p a r  les m axim a co ordonnés d u  n o m b re  de tours e t  de  l ’av an ce . 
L ’é tu d e  a n a ly sa n t en  d é ta i l  le r a p p o r t  réciproque e n tre  l ’av a n c e  e t  le nom bre de to u rs ,  d é 
te rm in e  leu rs m ax im a a s s u ra n t  le s  conditions q u a lita tiv e s  e t  la  m arch e  norm ale d u  lam in ag e .

МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ РАСЧЕТА ПИЛЬГЕРНЫХ СТАНОВ, ЧАСТЬ I 

А . г е л е й , м . в о й т , й . М Е Ч Е К И  и л . т о т

РЕЗЮМЕ

В области современного производства стальных труб диам. 4—16 дюймов вновь 
на первый план выступил пильгерный метод производства (маннесмановский метод). 
Вследствие этого решение технико-экономических задач по повышению производитель
ности пильгерных прокатных станов во всем мире приобретает все большее значение. 
Это доказывается большим числом публикаций, занимающихся данной областью и пуб
ликуемых в наши дни в международной технической литературе, а также рядом патентов. 
Производительность пильгерных прокатных станов пропорциональна числу оборотов 
прокатных валков (п) и подаче за оборот (m). Максимум производительности определяется 
максимумами числа оборотов и подачи, находящимися между собой в согласии. Детальным 
анализом взаимодействия между подачей и числом оборотов работа определяет те взаи
мозависимые максимумы, которые обеспечивают заданные качественные требования 
на трубы и бесперебойность процесса прокатки.
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ANALYSIS OF GROUND WORM SURFACES

L. H U S Z T H Y
TECHNICAL UNIVERSITY OF HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC (HUNGARY) 

[M anuscript re ce iv e d  M arch 1, 1965]

T h e  eq uation  t h a t  describes th e  w o rm  su rface  is se t u p  b y  an a ly tic a l m e th o d s . T h e  case 
d e a l t  w ith  is ch a rac te rized  b y  a worm  t h a t  is g round  b y  m eans of a  g rin d in g  w heel h a v in g  
a tra p e z o id  as m erid io n al section . The g r in d in g  w heel is supposed  to  pe rfo rm  a h e lico id a l m o v e 
m e n t a ro u n d  th e  w o rm  ax is th a t  is a ssu m ed  to  s ta n d  a t  a fix ed  position , w h e reb y , d u rin g  th is  
m o v em e n t, the  ang le  enclosed by  th e  w o rm  ax is  an d  th e  tool axis is c o n s ta n t  a n d  so is th e  
n o rm a l tran sv ersa l line  o f these axes. T h e  m o v in g  too l gen era tes a  b u n d le  o f su rfaces ; th e  
f in ish ed  surface o f th e  w orm  is b u t th e  e n v e lo p in g  surface  of these  g en era te d  su rfaces. T he 
e q u a tio n  o f th e  w orm  su rface  can be u se d  a s  a  su itab le  m eans for ana ly sin g  th e  face -sec tio n , 
th e  ax ia l section an d  th e  sections p a ralle l to  th e  ax ia l p lane . T he m eth o d  e x p o u n d ed  is based  
on th e  e lem ents o f th e  v e c to r and ten so r  ca lcu lus.

I. Introduction

H ere  a ca lcu lu s  will be d e m o n s tra te d  o f how  to  d e te rm in e  th e  face- 
sec tio n , th e  ax ia l sec tio n  and th e  sec tio n s  in  p lanes para lle l to  th e  ax ia l p lane  
o f  a g ro u n d  w orm  surface. The se c tio n a l curves are  p lo tte d  a f te r  th e  co o rd i
n a te s  o f  th e  c o n to u r-p o in ts  of th e  sec tio n s  h ad  been  com p u ted  from  th e  e q u a 
tio n s  t h a t  are e s tab lish ed  by  m ean s o f  th e  e lem ents of th e  v e c to r  a n d  te n so r 
ca lcu lus.

II. General schem e; course o f the calculus

T h e re la tiv e  position  of th e  w o rm  to  be g round  an d  th e  to o l is show n 
in  F ig . 1. The to o l is a grinding w h ee l th e  m erid ional sec tion  o f w h ich  is of 
tra p e z o id a l shape . L e t the  d a ta  b e  g iven:

d p itch  d ia m e te r  o f  the  worm ;
y  lead  angle o f th e  worm  helice;
ô d iam ete r o f th e  p itch  cy linder o f  th e  too l;
a  pressure ang le  in  th e  m erid ional se c tio n  of th e  too l;
s lead  of th e  w o rm  helice; a lth o u g h  i t  is d e te rm in ed  by  d a n d  y, th is  sy m b o l is used  

fo r sim plifica tion .

T he calcu lus is explained in  a  th re e  d im ensional sy stem  o f re c ta n g u la r  
co o rd in a te s  (F ig . 2). T he г-axis o f  th e  sy stem  is rep resen ted  b y  th e  w o rm  axis.

T he surface to  be analysed  is considered  as th e  re su lt o f a g e n e ra tin g  
h e lica l m ovem en t o f  th e  tool t h a t  ro ta te s  a ro u n d  th e  w orm  a ssu m ed  to  be 
in  a fix ed  position .
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T he tra p e z o id a l too l-sec tio n  being sy m m e tr ic a l, i t  is su ffic ien t to  ana lyse  
th e  su rface  th a t  is g e n e ra te d  only by  one side  o f  th e  too l p rofile.

I n  th e  course o f  o u r ca lcu la tio n  th e  fo llow ing  eq u a tio n s  are s e t  u p :

E q u a tio n  o f th e  to o l su rface w hen th e  to o l is in  a position  in  w hich its  
ax is  is p ara lle l to  th e  ж-ax is (the  w orm  ax is);

eq u a tio n  o f  th e  to o l su rface  w hen th e  to o l is in  a position  in  w hich its  
ax is  is inc lined  a t  an  ang le  y  to  th e  z-axis;

eq u a tio n  of th e  to o l su rface  w hen th e  to o l ro ta te s  a ro u n d  th e  w orm  ax is; 
eq u a tio n  o f th e  g ro u n d  surface;
eq u a tio n s  t h a t  d escrib e  th e  profile cu rv es  o f  th e  single sections o f th e  

g ro u n d  surface.
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III. Equation o f the worm  surface

1. Equation o f  the tool surface when the tool is in  a position  
in  which its axis is para lle l to the z-axis

A ccord ing  to  F ig . 2 th e  w orm  axis a n d  th e  to o l ax is are  p ara lle l to  each  
o th e r  an d  th e ir  d is tan ce  is:

0 +  d
---------=  a

2
as d en o ted  in  F ig . 1.

In  w h a t follows th e  “ low er”  h alf-cone su rface  o f th e  g rin d in g  w heel 
p ro file  w ill he considered , and  only th a t  p o r tio n  o f th e  w orm  su rface  w h ich  
is g en e ra ted  b y  th is  “ low er half-cone”  w ill b e  an a ly sed .

L e t th e  t ip  of th e  cone be p o sitioned  on  th e  яг-axis. The angle x  is to  be 
u n d e rs to o d  as show n in  F ig . 1.

C oo rd in a ted  to  som e op tio n a l p o in t P  on  th e  cone surface, le t  th e  lo ca l 
v e c to r  be  d en o ted  b y  rQ, w hereby  th e  su b sc r ip t “ 0”  refers to  a co n e-su rface  
in  fix ed  position .

F u r th e r  on , le t th e  local v ec to r t h a t  is c o o rd in a te d  to  th e  t ip  o f  th e  cone 
su rface  he d en o ted  b y  a, and th e  d irec tio n a l v e c to r  of th e  g e n e ra tr ix  t h a t  
co n ta in s  p o in t P  be d en o ted  b y  b, so we h a v e :

r =  a +  Я b

w here th e  th e o re tic  ran g e  of th e  sca la r p a ra m e te r  Я is

--  OO Я <C -f- OO .

W hile th e  p a ra m e te r  assum es th e  w hole  ran g e , th e  end p o in t o f  th e  
v e c to r  r 0  tak es  its  p lace  a t  all th e  p o in ts  o f  th e  chosen  gen era trix .

V ec to r a is p o sitio n ed  on th e  яг-ax is, w herefo re  its  coord inates a re :

a =  {a ; 0 ;  0 ;} .

As for th e  v ec to r  b, i t  is adv isab le  to  le t its  x y  p lan e  p ro jec tion  h av e  th e  u n it-  
len g th . L e t th e  angle  of th is  p ro jec tio n  w ith  th e  яг-axis be d e n o ted  b y  cp, 
so i t  is:

b =  {cos cp ; sin  cp ; ta n  x }.

L e t us s u b s ti tu te  th e  coord inates o f  th e  v ec to rs  a and  b in to  th e  e x p lic it 
e q u a tio n  of r 0, th u s  we o b ta in  as the equation o f  the tool surface the a x is  o f  
which is parallel to the z-axis in  f ix e d  p osition :

r0 =  {a -j- Я со89?; Я втд г; t a n a j . ( I )
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2. Equation o f  the tool surface when the tool is in  a position  
in  which its axis is inclined  at an  angle y  to the z-axis

T h e  to o l shou ld  be rev o lv ed  a t  an  an g le  y  to  th e  z-axis, a ro u n d  a s tr a ig h t  
lin e  as th e  ax is o f ro ta t io n  th a t  is p a ra lle l to  th e  x-axis an d  passes th ro u g h  th e  
p o in t Q, as show n in  F ig . 3. O ur ca lcu lus is s im plified  w hen th e  w hole to o l

su rface  is sh ifted  in  a p a ra lle l d isp lacem en t to  th e  z-axis, a t  a d is ta n c e  e 
(acco rd in g  to  F ig . 3); so th e  p o in t Q becom es p o sitio n ed  on th e  я -ax is, a n d  th e  
re v o lv in g  ang le  y  refers to  th e  x -ax is. A cco rd in g  to  Fig. 3 we h av e :

d t0
e =  — ta n  a d -----

2 4
w here  t0 is th e  to o l-p itch .

In  th e  sh ifted  positio n  we o b ta in  for th e  to o l surface:

( 2)

r 0 =  [a  -f- Я cos cp ; A sin  <p ; A ta n  a  — e} . (3)

T h e  rev o lv in g  o p e ra tio n  is p ro d u ced  b y  a te n so r  G  t h a t  causes a ll th e  
v ec to rs  o f  th e  space to  ro ta te  a t  th e  angle  y  a ro u n d  th e  x-axis; th e  sense o f 
counter-clockw ise rotation  is called  po sitiv e  w h en  looked  a t  from  th e  -j-x-ax is.
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B y  the tensor G ,  the vectors g t, g2, g3  (according to  F ig . 4) arc formed 
from  the unit vectors i, j, k:

IIII

{ i ; 0 ; 0 ;} —

G  j =  g2 = {0; cosy  ; sin у} ,

G k  =  g3 = {0 ; — sin у  ; cos y } .

The scalar com ponents of the vectors g v  g2, g3  are mem bers in  th e  columns 
of the m atrix of the rotating tensor G ,  wherefore this m atrix  can be set up 
as follows:

1 0 0

G  = 0 cos y — sin y

0 sin  y cos y

Equation o f  the tool surface when the tool is in  a position  in  w hich its axis 
is inclined  at an angle y  to the z-axis:

rY

1 0 0 a -f- Я cos 9 3

0 cos y — sin y • Я sin 9 3

0 sin y cos y 1 Я tan ж — e J

a -f- A cos 9 3

Я cos у . sin cp —sin у  (Я tan  ж — e 

Я sin у . sin cp -)- cos у  (Я tan  ж — е)

and returning to the vectorial form  as usual:

r7  =  {a -f- Я cos 9 3 ;

Я (cos у  • sin 9 3  — sin у  ■ tan  a) -)- e sin y;

Я (sin у  • sin 9 3  -f- cos у  • tan  ж) — e cos y } .

(5)

3. Equation o f  the tool surface when the tool describes 
a helical movement around the tvorm in f ix e d  p o sitio n

Let the tool surface that is determ ined by equation (5) m ake a helical 
m ovem ent around the worm axis. This m ovem ent can be conceived  as being 
com posed of a rotation  around the 2 -axis, and a longitudinal displacem ent 
parallel to the 2 -axis. During th is m ovem ent both the angle у  form ed by the 
worm  axis and the tool axis, and the normal transversal d istance a between  
the tw o axes are constant.
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A ssum ing  a u n i t - a n g u la r  speed со =  1, th e  sp eed  o f th e  d isp lacem ent 
p a ra l le l  to  the z-axis is:

s
c = ----.

2 n

T h e  tw o m ovem en ts ( ro ta t io n , and  lo n g itu d in a l d isp lacem en t) shou ld  
b e  c h o sen  in such a w ay , t h a t  w hen m aking  a r ig h t-h a n d  helical m ov em en t 
th e  d isp lacem en t w ould be  c a r r ie d  ou t upw ards a long  th e  z-axis.

T h e  ro ta tio n  a ro u n d  th e  z-axis, is g e n e ra te d  b y  th e  ten so r F . Con
s e q u e n t ly ,  th e  vectors in  th r e e  d im ensions are  ro ta t in g  a t  an  angle t, a ro u n d  
th e  z -a x is , during a tim e  t;  i .e . th e  u n it v ec to rs  i, j ,  к  are  tran sfo rm ed  in to  
ft , f2, f3 as can be seen in  F ig . 5

F  i =  f j =  (cos t; sin t; 0 j ,

F  j  =  f 2 =  { — sin  t; cos t; 0} ,

F k =  f3 =  (0; 0 1} =  к  .

A c c o rd in g ly , the  m a trix  o f te n s o r  F  is:

cos t — sin t 0

s in  t cos t 0

0 0 1

(6)

T h u s , t h e  equation  of th e  to o l  su rface  w hen ro ta t in g  a ro u n d  th e  z-axis is:

cos t — sin  t 0 a -)- X cos cp

*7 =  F  • r y = sin t cos t 0 A (cos у  sin cp — sin  у  t a n  oe) -J- e sin у

0 0 1 A (sin у  sin cp -f- cos у  ta n  a) — e cos у
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(a -f- Я cos tp) cos t —  [Я (cos y  simp — sin  y  ta n  a) -)- e siny] sin  1 

(a -1- A cos (p) sin  t 4- [A (cos y sirup — sin y  ta n  x) -f- e siny] cos t 

A (sin y  sin  <p -f- cos y  ta n  x) — e cos y

N ow , ta k in g  in to  a c c o u n t th e  ad d itio n a l lo n g itu d in a l m o v e m e n t, i.e . th e  
a x ia l d isp lacem en t eq u a llin g  (s/2 n) t du ring  tim e  t in  th e  d ire c tio n  s, so we 
h a v e  for th e  tool surface that makes a helical m ovem ent around the z-axis:

r  =  |( a  -)- A cos <p) cos t — [A (cos y  sin  <p — sin  y  t a n  x) -f- e sin  y] s in  t ;

(a -j- A cos <p) sin  t -f- [A (cos y  sin  <p — sin  y  t a n  x) -f- e sin  y] cos t ; (7)

A (sin y  sin  cp - f -  cos y  ta n  x) — e cos y  -( -  s/2n  t } .

4. E qua tion  o f  the ground worm surface

T he eq u a tio n  o f th e  g ro u n d  surface is to  be found  as th e  envelop ing  
su rface  of th e  su rface -b u n d le  de te rm in ed  b y  E q u . (7).

T ak in g  in to  acco u n t a n  e lem en ta ry  v a r ia tio n  o f th e  in d e p e n d e n t v a riab les  
d en o ted  dç>, d t an d  dA, th e n  th e  e lem en ta ry  v a r ia tio n  o f th e  v e c to r  r  th a t  
g en era tes  th e  su rface o f  th e  m oving  tool, is

dçp

d r  =  D d t

dA

w here  D rep resen ts  th e  d e r iv a te d  ten so r o f th e  v ec to r r . D en o tin g  th e  com 
p o n e n ts  o f v ec to r  r  b y  x , y ,  z, we o b ta in

dx dx dx
dtp 91 ЭА

3у dy dy

dtp dt ЭА

d z dz dz
dtp dt ЭА

A t th e  p o in ts  o f th e  en ve lop ing  surface th e  v e c to r  dr is p e rp e n d ic u la r  to  the  
n o rm a l v ec to r  n  o f th e  su rface  b und le , w h ereb y

3r 3r
—  X  —
д ( р  ЗА
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f u r th e r  on , th e  local v e c to rs  o f  th e  su rface-bund le  a n d  th e  envelop ing  surface 
a re  co in c id en t w herefore

d r • n  =  0 . (8)

S ince n is a v e c to r ia l p ro d u c t of tw o v e c to rs , expression  (8) is a m ixed  
p ro d u c t ;  and  because

d r =

~  d x dx dx

dtp dt dX

d y dy dy

dtp dt dX

dz dz dz

dtp dt dX

d tp 

d t 

AX

д х  d x . d x  d y  9y
—  Aw -4------ d i A-------- dA ; —  dç> +  ■ -  d i
9 tp 91 dX 9 tp 91

? Z U ; +
dX 9 tp 9t dX

th u s  w e can  w rite in  a fo rm  as a d e te rm in a n t fo r th e  m ix ed  p ro d u c t (by  ap p ly in g  
th e  th e s is  o f th e  deco m p o sitio n  o f  a d e te rm in a n t in to  a sum , an d  b y  ex fac to rin g  
th e  co m m o n  fac to r):

d r
9r 9r \ 
—  X —  
9 tp dX )

d x

dtp
Atp +

dx  

9t
At

dx

dX
AX

dx

dtp

ÉZdy +  ̂ d l  +  SïdA
dtp 91 dX

dz dz dz .
— dç? "f- —  dí “I- - ■ dA

dtp 91 dX

dy

dtp

dz
dtp

dx

dX

dy

dX

dz
ЭА

dx dy dz d x dy dz dx dy dz

dtp dtp d(f dt dt dt dX dX dX

d x dy dz
Atp +

dx dy dz
d i -j-

dx dy dz

dtp dtp d(p dtp dtp d(p dtp dtp dcp

d x dy dz d x dy dz dx dy dz

dx dX dX dX dX dX dX dX dX
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ANALYSIS OF GROUND WORM SURFACES 2Ü9

N ow , b o th  th e  1st an d  th e  3rd d e te rm in a n t equals zero, since  tw o  lines in 
each  are  id en tic . A ccord ing ly , th e  en ve lop ing  surface is d e te rm in e d  b y  th e  
co n d itio n :

dx 3у 3 2

dt dt dt

dx 3у dz

dcp dcp dcp

dx 9у dz

ЭА ЗА ЭА

a t ev e ry  op tio n a l v a lu e  o f dt ex cep t zero.
T he single d e riv a tiv e s  o f th e  v ec to r-co m p o n en ts  (7) a re :

dx  

3t

dx  

dip 

dx  

9 A

3 у  

dt

8У 
3  <р

9у  
ЗА

— (а -)- A cos <р) sin  t — [A (cos у .  sin <р — sin  у. ta n  a ) -f- е sin  у] cos t ,

— A sin (р. cos t — A cos. y  cos <p. sin  t ,

cos cp. cos t — (cos y. sin  q> — sin  y . ta n  a) sin t ;

(a  -(- A cos 9o) cos t — [A(cos y . s in  <p — sin y. ta n  a) +  e sin  y ] s in  t ,

— A sin  <p. sin  t -|— A cos y . cos (p. cos t ,

cos (p. sin  t (cos y . sin  <p — sin  y . ta n  a ) cos t ;

3 z s

dt 2 л  

32 . .
—  =  A sin y . cos w , 
dcp

—  =  sin  y. sin  9? +  cos y  ta n  а .
ЗА

M aking use of th ese  d e riv a tiv e s  b y  su b s titu tio n  in to  th e  d e te rm in a n t (9) 
an d  a f te r  exp o u n d in g  we o b ta in :

A =
2 л

cot у  — a — a co t y .  ta n a  -|------ ta n  а
2 л
cos <p

sin 9о -)- e ta n  a . cos <p
( 10)
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D e n o tin g

cos2 oc ---- c o t  у — а
\ 2 л

=  А  ;

— cos2 ос I a c o t  у  t a n  сс -]------ ta n  ос
2 л

=  В ;

cos2 ос ■ е t a n  ос == С

or in  a m odified form :

! 2 л
c o t  у  — а

a c o t  у
2 л

cos2 а  =  А

sin 2а 
----------=  7Í ( П )

е • s in  2 а
=  С

we c a n  w rite
А  -\- В  sin <f -f- С cos cp

COS (
( 12)

F u r th e r  on , by s u b s titu tin g  th is  expressions in to  E q u . (7), th e  decom posed 
fo rm  o f  the equation o f  the g ro u n d  worm surface is:

A  4- В  sin у  -f- C co s у  
X —  a  -|------------------------------------- cos у

cos cp

A  -\- В  sin <p -f- C cos <p

cos t —

cosy
(cos y . sin у  — sin у. ta n  oc) e sin  у sin t ,

У  =

+

a  -|-
A  В  sin у  -)- C cos у

cos у

A  -j- В  sin у  +  C cos у

cos у sin t + (13)

cos у

A  +  В  sin у  +  C cos cp .

(co s  y. sin  у  — sin y. t a n  oc) -f- e s in  у cos t ,

cos у
(s in  у . s in  у  -f- cos у . t a n  a )  — e cos у -)-------1 .

2 л

IV. V arious sec tio n s  of the  w orm  su rface

T h e  equa tion  of one fa c e -se c tio n  of th e  w orm  su rface  is o b ta in ed , w hen 
we se t u p , w ith  2 = 0 , th e  e x p lic i t  eq u a tio n  of th e  p a ra m e te r  t from  th e  th ird  
e q u a tio n  o f (13), and  a fte r  s u b s t i tu t io n  of th is  v a lu e  t in to  th e  f irs t tw o e q u a 
tio n s .
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ANALYSIS OF GROUND WORM SURFACES 2 7 1

In  an analogous w ay, p u ttin g  y  =  0 in the 2nd equation in  (13), we 
express the corresponding value o f t (or tan <), now let it  be su b stitu ted  into  
th e  1st and 3rd equation, in  order to  find  the axial cross section.

The sections parallel to  the worm axis are found, when y  is p u t as being  
a constant value.

V. E xam ple

W e d e te rm in e  th e  co o rd in a tes  o f  som e p o in ts  o f th e  ax ia l section  on  th e  basis o f  th e  
fo llow ing m ain  d a ta :

for the worm — m odule m =  10, d ia m e te r  q u o tie n t q =  8, n u m b er o f  s ta r ts  z =  4; 
for the tool — à =  80 m m , a  =  20°.
L e t us consider the  w ork ing  len g th  o f th e  ta p e re d  profile  o f th e  to o l: acco rd in g  to  

F ig . 3 th e  p ro jec tio n  of th is len g th  in  d irec tio n  x is и • m -j- v • m; c o n seq u en tly , th e  v a ria tio n  
o f th e  fa c to r  Л in  eq u atio n  (3) o f th e  con ical surface  is lim ited  w ith in  th e  ra n g e :

( I  - um ) ^ д ^  ( I + H  •

F o r th e  sake of sim plic ity , le t us assum e it  to  be:

fro m  w here

in  concre to :

и =  v =  1 ,

ô , ô
— — +

30 ^  A ^  50 .

N ow , all th e  co ord ina tes o f th e  sec tion  cu rve  will be  ca lcu la ted  as fu n c tio n s  o f  95; 
acco rd in g ly , we hav e  to  d e te rm in e  th e  v a lu es (say  <pa an d  rpb) belonging to  th e  v a lu e s  o f A„ =  30 
a n d  A(, =  50, re sp ec tive ly  b y  u sin g  E q u . (12). T h en , th e  co o rd ina tes are  c a lcu la te d  fo r va rio u s 
<f v a lu es w ith in  th e  range  o f th e  ab ove  m en tio n ed  va lues <pa an d  <pb; fro m  E q u . (12) we can  
re -a rra n g e :

cos <p1<t
(A — C) A ± B  f ( A -  C f -  A 2 +  B 2 

(A -  C f + B- (14)

H ere  follows th e  ca lcu la tio n  of th e  c o n s tan ts  w an ted :

d — m ■ q =  10 8 =  80 m m  ,

d +  à 80 +  80 Qna =  —J—  = -----------=  80 m m  ;

z  4  1
ta n  y  =  — =  g- =  y  =  0,5 ,

sin y  =  X.—  =  ° ’5 = Ц . =  0 .4 4 7 2 .
f  1 +  t a n 2 у  / 1  +  0,25 5

cos у  =
1 1______ ___ 2 / 5

/ 1  +  tan2 у  ~  /+25 _  5

=  0 ,8944 ,
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c o t y  = -------
ta n  y

1
0,5

=  2

s — dn ta n  y  =  80 л  • 0,5 =  40 я  ; 

t a n  а  =  ta n  20° =  0,36397,

cos2 а  =  cos2 20° =  0,939692 =  0,88302, 

sin  2 а  =  sin  40° =  0,64279;

A  =  ( J L  co t у -  a j  cos2 a  =  • 2 -  8oj 0,88302 =  -  35,3208 ,

_  í , s 3 s in  2 a  7 „ 40 я ';  0,64279 „„ „ „ „
В =  -  [a  • co t у  +  — j  — 2 - =  -  [80 • 2 +  — J — 2—  =  -  57,8511 ;

e =  tan  а +  t a n  а  +  т Я  =  • 0,36397 +  —1—  =  22,413 ;
Z 4  z  4  z  4

c  _  e ■ sin 2а _  22,413 ■ 0,64279 _  ? 2Q34

F ro m  E qu. (14) w e o b ta in :  (w ith  Aa =  30)

cos <Pa= — 0,97395,

(O f co u rse , th e  calculus re su lts  in  a  second va lue , a p o sitiv e  o ne , to o , fo r cos (pa: th is  a lte rn a tiv e  
h a s  to  b e  disposed of, since, as is show n  in  Fig. 2, th is  w o u ld  m ean  th a t  th e  o th e r side o f th e  
to o l is also a m achin ing  side , w h ich , o f course, is a n o n-sense .)

sin  <pa =  í \  -  0,97395- =  ±  0 ,22675 .

E m p lo y in g  E q u . (12) a n d  ta k in g  sin <p > 0,

Яa
— 35,3208 -  57,8511 • 0 ,22675 — 7,2034 • 0,97395 — 55,45429 ^

— 97,395 ^  — 0,97395 >
(no so lu tio n ) ;

ta k in g  sin  <p <  0,

29,21881 _____ =  an
0,97395

T h e  sam e co n sid era tio n  le a d s  to  o b ta in  th e  v a lu e  o f cpb be long ing  to  ( =  50):

H en ce  i t  follows:

-  35,3208 +  57,8511 ■ 0,22675 -  7,2034 ■ 0,97395 -
— 0,97395

cpa =  180° +  arc  cos 0,97935 =  193,09°.

<pb =  180° — arc  cos 0,99234 =  172,92°.

R ep lacin g  in to  th e  2nd E q u . o f (13)

a n d  acco rd in g  to  (12):

у  =  0

A  +  В sin <p +  C cos <p 
cos <p
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ANALYSIS OF GROUND WORM SURFACES 2 7 3

we o b ta in :

ta n  t =
— [A (cos y  sin  (p — sin  y  t a n  a )  +  e sin y] 

a +  A cos (p (15)

F irs t, by  em ploy ing  E qu . (12), th e  v a lu es o f  th e  p a ram ete r A, an d  th e n  b y  em ploy ing  
E q u . (15) the  values o f ta n  t (t, sin t, cos t) a re  c a lcu la te d  fo r some concrete  v a lu e s  o f  <p w ith in  
th e  a lre ad y  fixed  in te rv a l betw een th e  l im it  v a lu es cpa a n d  (j jr F inally , m ak in g  u se  o f  th e  1st 
a n d  3rd eq uations in  (13) we o b ta in  th e  v a lu e s  o f th e  coord inates x  an d  y.

All these re su lts  a re  g a th e red  to g e th e r  in  T ab les  I  an d  I I ;  m ak ing  use  o f  th e se  va lues, 
in  th e  d iagram  of F ig . 6 th e  profil o f th e  ax ia l sec tion  is p lo tted .

T ab le  I

<p 193,09° 190° 185° 180° 175° 172,92°

A 30,00 32,87 37,59 42,52 47,72 50,00

ta n  t 0,01861 0,00915 — 0,02284 — 0,08272 -0 ,1 8 4 1 0 — 0,24380

t 0,01861 0,00915 — 0,02284 —0,08253 -0 ,1 8 2 0 6 -0 ,2 3 9 1 3

sin  t 0,01861 0,00915 — 0,02284 — 0,08243 -0 ,1 8 1 0 5 -0 ,2 3 6 8 5

cos t 0,99982 0,99995 0,99973 0,99658 0,98346 0,97151

T ab le  I I

V 193,09°

ООO
n 185° 180° 175° 172,92°

X 50,79 47,63 42,56 37,61 33,01 31,27

У - 1 2 ,9 3 - 1 1 ,6 9 — 9,71 - 7 ,8 3 - 6 ,2 7 - 5 ,7 7

R E F E R E N C E S

1. L ip k a , I .:  G eom etrie  der W ölbung  v o n  L au ffläc h e n  an  W älz lagerringen . Acta Techn. 
Hung. 31 (1960), 359— 390.
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A N A L Y T IS C H E  U N T E R S U C H U N G  D E R  G E S C H L IF F E N E N  S C H N E C K E N F L Ä C H E

L. HUSZTHY

ZU SA M M E N FA SSU N G

D ie U n te rsuchung  d e r  gesch liffenen  S ch n eckenfläche  erfo lg t fü r den F all, w en n  die 
S ch leifscheibe  im  M e rid ia n sc h n itt  a ls  T rapez p ro filie rt ist- E in fa ch h e itsh a lb e r w ird  e ine  fe s t
s te h e n d e  Schnecke, u n d  e in e  u m  d ie  Schneckenachse sich  e n tla n g  einer Schrauben lin ie  bew e
g e n d e  Scheibe v o rau sg ese tz t. H ie rb e i  sind der W inkel den  d ie  Schneckenachse u n d  d ie  Schei
b e n ac h se  e inschließen u n d  a u c h  d e r tran sv ersa l-n o rm a le  A b s ta n d  ebenfalls u n v e rä n d e r t .  
W ä h re n d  dieser B ew egung b e sc h re ib t  die W erkzeugfläche e in e  Schar von F läch en , u n d  die 
S chn eck en fläch e  b ild e t sich  a ls  d ie  um hüllende F lä ch e  d ie se r  F lächenschar. Die G leichung  
d e r  Schneckenfläche is t  g e e ig n e t d ie  w ichtigsten P ro f i ls c h n it te  d. h. den S tirn sc h n itt ,  den  
A x ia ls c h n itt  und die m it d e m  A x ia le n  parallelen S c h n itte  zu  a n a ly sieren . Das gesam te  B ew eis
v e r fa h re n  wird m it H ilfe  d e r  e le m en ta re n  V ek to ren -T en so ren  R echnungsw eise d u rc h g e fü h rt

E X A M E N  A N A L Y T IQ U E  D E  LA S U R F A C E  D ’U N E  V IS R E C T IF IÉ E

L. HUSZTHY

R ÉSU M É

L ’étu d e  é ta b lit l ’é q u a t io n  d e  la surface de la  v is  p a r  vo ie  analy tique. L ’ex am en  se 
r a p p o r te  au  cas où la sec tio n  m é rid ien n e  de la m eule e s t t r a p é z o ïd a le . A u to u r de la  v is supposée 
f ix e , l ’o u til (la m eule) d é c r it  u n  tra je c to ire  hélicoïdal, l ’an g le  com pris en tre  l’axe de  la  vis e t 
c e lu i d e  la  m eule, e t la  d is ta n c e  d es  axes re s ta n t c o n s ta n ts . A u  cours du  m ouvem ent, la  su rface  
d e  l ’o u til  décrit une fam ille  de  su rfa ce s  e t la  surface de  la  v is  u s in ée  p e u t être  p ro d u ite  com m e 
l’en v e lo p p e  de cette  fam ille  d e  su rfaces. L’éq uation  de la  su rface  de la vis se rt à  l ’ex am en  
a n a ly t iq u e  des sections les p lu s  im p o rta n te s , telle que  la  se c tio n  norm ale, la sec tio n  ax ia le  
e t  le s  sections parallèles. L a  m é th o d e  présentée u tilise  les é lém en ts  d u  calcul v e c to rie l e t 
ten so rie l.

А Н А Л И Т И Ч Е С К О Е  И С С Л Е Д О В А Н И Е  Ш Л И Ф О В А Н Н О Й  С П И Р А Л Ь Н О Й
П О В Е Р Х Н О С Т И

Л. ХУСТИ

РЕЗЮ М Е

Уравнение спиральной поверхности в работе составлено аналитическим путем 
Исследование рассматривает случай, когда продольное сечение шлифовального круга 
которым шлифована спиральная поверхность, имеет форму трапеции. Йнструмент описы
вает винтовую линию вокруг оси, принятой в качестве закрепленной спирали, таким 
образом, что угол между осями спирали и инструмента, а также линия соприкосновения 
между поверхностью и шлифовальным кругом остаются постоянными. Инструмент при 
вращении описывает множество поверхностей, и поверхность обработанной спирали 
можно рассматривать как оболочку этого множества поверхностей. Уравнение спи
ральной поверхности позволяет аналитически исследовать важнейшие сечения, как то 
лобового, осевого и параллельных сечений. Изложенный метод пользуется элементами 
векторного и тензорного исчислений.
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WAHL DER BETRIEBSCHARAKTERISTIKEN  
DES LUFTVERDICHTERS 

UND DES HAUTPLUFTBEHÄLTERS 
AN EISENBAHNTRIEBFAHRZEUGEN  

AUF GRUND DER BETRIEBSANFORDERUNGEN
T E I L  II*

G. H E L L E R  u n d  L. R O STA
UNGARISCHE STAATSBAHNEN, BUDAPEST

[E ingegangen  a m  1. O k to b er, 1965]

V. W ahl der Parameter des Verdichters und des H auptluftbehälters

A u f G rund  d e r oben g esch ild e rten  L e itp rin z ip ien  k ö n n en  w ir n u n  d a ra n  
g eh en , die k o n k re ten  Z u sam m en h än g e , die als G rund lage  d er D im en sio n ie ru n g  
d ien en  sollen, a u szu a rb e iten .

W ir z itie ren  die erste  B ed in g u n g  la u t  Gl. (1), w onach  der Verdichter  
zum indest  eine stündliche Liefermenge von M sh [1/h] zu  leisten hat.

E in  L u ftv e rd ic h te r  von d er N en n le is tu n g  Q [1/min] is t gew öhnlich  n ic h t 
g ee ig n e t, u n u n te rb ro c h e n  w äh ren d  d e r ganzen  B e trieb sze it d e r  L o k o m o tiv e  
s tü n d lic h  die M enge

60  Q [1/h]

zu  lie fe rn . V or allem  spielen h ier d ie  B eg le itu m stän d e  d er A n trieb s- u n d  S te u e 
ru n g s a r t  des V erd ich te rs  s ta rk  m it. W ir m üssen  also a llgem ein  an  S te lle  der 
N en n le is tu n g  Q m it e iner e ffe k tiv e n  L e is tu n g  Q' rechnen , w o rau s sich  ein 
L e is tu n g sfak to r

x (6 )

e rg ib t, w obei se lb s tred en d  x  <[ 1 is t .  D och  k a n n  der günstige  G renzfa ll x  =  1 
n u r  e rre ic h t w erden , falls der V e rd ic h te r  (z. B . bei e lek trisch en  L o k o m o tiv en ) 
d u rc h  einen  u n ab h än g ig en  E le k tro m o to r  (oder in  äh n lich  u n a b h ä n g ig e r  W eise) 
an g e tr ie b e n  w ird . D iesen F all f in d e n  w ir w esen tlich  au ch  bei D a m p flo k o m o ti
v e n  v o r.

H ingegen lä u f t  der V e rd ic h te r  m it v e rän d e rlich e r D reh zah l, w en n  der 
A n tr ie b  vom  H a u p tm o to r  eines D iese l-F ah rzeu g es erfo lg t, w obei d ie  D reh zah l

*T eil I siehe Acta Techn. Hung. 56  (1966), 65—74.
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des V erd ich te rs  je n e r  des H au p t-D ie se lm o to rs  p ro p o r tio n a l is t. F ü r  das Lösen 
d e r  B re m sv o rric h tu n g  is t  d e r  F all m aß g eb en d , w en n  der Zug n ach  dem  H a lt  
so fo r t  an zu fah ren  h a t .  D ieses p lö tzliche A n fa h re n  is t  an  ein rasches Lösen 
d e r  B rem sen  geb u n d en , w o b ei h ie r — infolge des M otor-L eerlau fes — m eistens

o=i <  1

is t .  ( In d e x  1 b ez ieh t s ich  a u f  den  L e is tu n g sfa k to r d e r L eerlau fle istung .)
D ie A ufgabe k a n n  m e h r  oder w eniger d u rc h  die v o rü b erg eh en d e  S te igerung  

d e r  L ee rlau fle is tu n g  z u r  Ü b erw in d u n g  des L u ftm a n g e ls  gelöst w erden . W ä h 
re n d  d e r F a h r t  w ird  a b e r  d ie  m om en tane  L e is tu n g  des V e rd ich te rs  von  d er 
m o m e n ta n e n  T o u re n z a h l des D ieselm otors e in d e u tig  b e s tim m t, also b le ib t 
d ie  U ng le ichung

a 2 <  1

a u f re c h t ,  wo der In d e x  2  d en  L e is tu n g sfak to r des V erd ich te rs  fü r  den  B etrieb  
w ä h re n d  der F a h r t  b e z e ic h n e t. W enn w ir n u n  n a c h  dem  L e is tu n g sfa k to r fü r  
d ie  G esam tb e tr ieb sze it d e r  L okom otive  frag en , d a n n  fin d en  w ir als M itte lw ert 
d e n  L e is tu n g sfak to r

x 2m 1 •

D a  sich ein V e rd ic h te r  m eistens n ich t fü r  e in en  u n u n te rb ro c h e n en  B etrieb  
e ig n e t, m üssen  w ir d iesen  U m s ta n d  du rch  E in fü h ru n g  eines zw eiten  L e is tu n g s
fa k to r s  b e rü ck sich tig en . A lso , im  V erhä ltn is  z u r  v o llen  B etrieb szc it d er L oko
m o tiv e , k a n n  u n d  soll e ine  V erd ich tu n g  n u r  w ä h re n d  eines du rch

ß < l
g ek en n ze ich n e ten  B ru c h te ils  d er B etrieb sze it e rfo lgen .

W ie b e k a n n t, is t  d ie  effek tive  B e tr ieb s lie fe rle is tu n g  Q/ eines V erd ich te rs  
a llg em ein  k leiner als d ie  an  der P ro b e s ta tio n  abgenom m ene (nom inelle) 
L e is tu n g  Qn; h ier e rsc h e in t e in  zusätz licher L e is tu n g s fa k to r

?  =  QilQn • (7)

( I n d e x  i  bez ieh t sich a u f  d ie  Is tle is tu n g , In d e x  n  a u f  die N enn le istung .)
D e r F a k to r  y  is t  fü r  d ie  gegebenen B e tr ie b sv e rh ä ltn isse  c h a rak te ris tisch . 

N a c h  e in er G e n e ra lre p a ra tu r  k an n  ein A u fb o h ren  des Z ylinders s ta ttf in d e n , 
u n d  in  diesem  Fall is t m öglicherw eise

У  >  1 .

U n te r  B e rü c k s ic h tig u n g  aller d rei L e is tu n g sfa k to re n  a , ß, у  u n d  bei 
A n w e n d u n g  der B eze ich n u n g en  der T afe ln  I  u n d  I I  u n d  dem  B ilde 4 soll 
d ie  fo lgende B ed ingung  fü r  die m inü tliche  D u rc h sc h n itts le is tu n g  Qm e rfü llt 
w e rd e n :

1
60

—  n  a , y Ç +  /3 -6 0 ------- n
60 60

«2 y Q [l/m in] , ( 8)
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u m  näm lich  zu erreichen , d aß  d ie  s tü n d lich e  D ru c h sc h n itts le is tu n g  des V er
d ich te rs

M gh =  60 Qm (9)

ausre ichen  soll. F ü r  die b en ö tig te  m in im ale  N en n le is tu n g  des V e rd ic h te rs  g ilt 
la u t  Gl. (1), (8) u n d  (9):

bzw .

n M b +  (th s fh s  +  l hh fhh  +  60 f hr)  +  60 m V  _  

=  —  n a, y Ç -)- /3 6 0 ---- — w ) осо y ^  1
60 1 60 j J

Q  =
n  M h +  ( thsf hs +  t hhf hh +  60 f hr)  +  60 m  V

-A- n ( x 1 — x 2) +  60 ß x 2

[1/min]

[1/min] . (10)

N u n  ko m m en  w ir a u f  die in  d e r E in le itu n g  an  zw eiter Stelle u n te r  b)  a u f
g este llte  B ed in g u n g  zu rü ck : die v e re in ig te  L ie fe rle is tu n g  des V e rd ic h te rs  u n d  
des B eh ä lte rs  soll genügen, die zu m  L ösen sä m tlic h e r  B rem se in rich tu n g en  des 
Zuges u n te r  den  gegebenen U m stä n d e n  b e n ö tig te  D ru ck lu ftm en g e  b in n e n  
d e r d u rch  die P a ra m e te r  d er S te u e rv e n tile  u n d  des F ü h re rb re m sv e n tils  d er 
L o k o m o tiv e  zugelassenen  m in im alen  Z e itsp an n e  allen  F ahrzeugen  zu z u fü h re n . 
Im  L aufe  eines gegebenen L ösevorganges lä ß t  sich  der gesam te L u f tb e d a r f  
se lb s tred en d  wie fo lg t an sch re ib en :

M lh =  M ,  +  M h =  M b +  ± m v  +  - ï - M hh [1], (11)
o O  á o ü O

w obei M i  die fü r  das eigentliche L ösen d e r e inzelnen  B rem se in rich tu n g en , M h 
d ie  fü r  die H ilfse in rich tu n g en  b e n ö tig te  L u ftm e n g e  b ed eu te t.

D ieser L u f tb e d a rf  soll d u rc h  die vom  V e rd ic h te r  w ährend  der L ösep erio d e  
e rzeu g te  L u ftm en g e  u n d  die im  H a u p tb e h ä lte r  zu  B eginn des L ösen s a u f
gesp e ich erte , e ffek tiv  v e rb ra u c h b a re  L u ftm en g e  zusam m en g ed eck t w erd en . 
Also is t  die zum  Lösen v e rfü g b a re  D ru c k lu ftm e n g e

L lh =  ± - x i y Q + V A P  [1], (12)
60

w o V  [1] den  F assu n g srau m  des H a u p tb e h ä lte rs , u n d  A p  [kp/cm 2] d en  w ä h re n d  
des g esam ten  Lösevorganges zugelassenen  D ru c k a b fa ll im  B eh ä lte r b e ze ich n e t. 
D a u n se re r B ed ingung  gem äß:

M lh< , L lh, (13)
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so is t  d ie  D ru c k lu f tv e rso rg u n g  des Lösens au sre ich en d , w enn z u m in d e s t die 
B ed in g u n g :

M b + lL
60 60

+  m v  =  t t  a i v Q  + V / i P  [!] 
60

(14)

e rfü ll t  is t.
D ie  einzelnen in  G leichung  (14) b e z e ic h n e te n  G rößen sind  a llgem ein  von  

e in a n d e r  u n ab h än g ig e  B e trieb sk en n g rö ß en ; d ie  Z eitg röße i; is t — w ie b e re its  
a n g e d e u te t — eine G rö ß e , die von  den P a ra m e te rn  der Z ugbrem sen  des Zuges 
u n d  d em  F ü h re rb re m sv e n til  der L o k o m o tiv e  b e s tim m t w ird. D esh a lb  is t  es 
n o tw e n d ig , die B e s tim m b a rk e it d ieser Z e itg rö ß e  t, in  A b h äng igke it v o n  den 
g eg eb en en  B e trie b sk e n n g rö ß e n  a n a ly tisch  z u  u n te rsu ch en .

Z u r  D im en sio n ie ru n g  des V erd ich te rs  u n d  des H a u p tlu f tb e h ä lte rs  is t 
a llg em ein  ein lan g er Z ug  m aß g eb en d , bei dem  die L ösezeitperiode im m e r län g e r 
is t  a ls die fü r  n u r  e in  T rieb fah rzeu g  b e n ö tig te . D a h e r  is t n u n  der »m aßgebende 
enge Q u ersch n itt«  im m e r d ie  K enngröße a 2 des F ü h re rb rem sv en tils  (s. B ild  1). 
So is t  also in  der A n a ly se  der G röße t; in  gegebenem  F all die B e s tim m u n g  
d e r F u n k tio n

q —  F u n k tio n  (t) [1/min] ,

u n d  n o ch  m ehr dessen  In te g ra l

t

Jï dt
о

w ic h tig , w obei q d ie D u rc h la ß fä h ig k e it des F ü h re rb re m sv e n tils  b e d e u te t.
D iese B estim m u n g  a u f  th eo re tisch em  W ege auszuarbeiten*  is t  a llen falls 

sch w erfä llig , da die G rö ß e  q e ffek tiv  von  v ie len  P a ra m e te rn  xx -s- x n a b h ä n g t, 
u n te r  w elchen  als d ie  w ic h tig s te n  die W e rte  des L u ftd ru ck es v o r  u n d  h in te r  
dem  V e n til zu n en n en  s in d .

E s  lä ß t  sich a b e r  d er W eg fin d en , d u rc h  gew isse Ü berlegungen  die A u f
g ab e  e n tsp re c h e n d  zu  v e re in fach en . D er D u rc h la ß  des F ü h rerb rem sV en tils  
is t  n ä m lic h  um  so g rö ß e r, je  g rößer der zu B eg in n  d e r L öseoperation  im  H a u p t 
b e h ä lte r  h errsch en d e  Ü b e rd ru c k  p bb [a tü ] u n d  je  k leiner der den  g esam ten  
L e itu n g sw id e rs ta n d  b e s tim m e n d e  »enge Q u e rsc h n itt«  a3 is t. W en n  w ir also 
eine  M eßversuchsre ihe  a m  einzelnen T rie b fa h rze u g  (also ohne W agen) 
— v o m  A n fan g sw ert des B e h ä lte r lu f td ru ck e s  ausgehend  — b e i o ffenem  
A b sp e rrh a h n  zur B e s tim m u n g  der D u rc h la ß fu n k tio n

q0 =  F u n k tio n  f t ) ,

* S iehe z. B. [5].
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bzw . des In te g ra ls  (das die w äh ren d  der Z e itsp a n n e  О-t durcligelassene G e sa m t
lu ftm enge  an g ib t)

L o =  j 9odt [!] (15)
о

d u rch fü h ren , so e rh a lten  w ir ^„-und t 0-W e rte , die allenfalls größer  s in d  als 
fü r  den  F a ll eines Zuges. Z u r D im en sio n ie ru n g  des V erd ich te rs  u n d  des D ru c k 
lu ftb e h ä lte rs  s ind  aber gerad e  diese hohen q0- u n d  L 0-W erte  m aß g e b e n d . 
B ei so einem  R ech n u n g sg an g  bzw . bei e iner so lchen  A nnahm e der K e n n g rö ß e n  
des B rem sv en tils  h ab en  w ir d en  v o ra u sg e se tz te n  W e rt der P eriode  tt a llen fa lls  
u n te rs c h ä tz t ,  m it an d eren  W o rte n  erfo lg t d ie D im ension ie rung  des V e rd ic h te rs  
u n d  des L u ftb e h ä lte rs  b e re its  m it einer gew issen  S icherheit.

S e lb s tred en d  sollen fü r  die F älle  von  B rem sv en tilen  v e rsch ied en er B a u a r t  
in G leichung (15) jew eils die fü r  die eben  a k tu e lle n  T ypen  beze ich n en d en  P a r a 
m ete rw erte  e in g ese tz t w erden . F e rn e r is t a b e r  d er zeitliche V erlau f d e r  F u n k 
tio n  L 0 v o m  Z e ita b sc h n itt [s] ab h än g ig , w ä h re n d  dessen d er H e b e l des 
F ü h re rb re m sv e n tils  in  d er F ü lls te llu n g  g e h a lte n  w ird , bevo r m an  es w ied er 
in  F a h r ts te llu n g  s te llt.

M it R ü c k s ic h t a u f  das bei der MÁV (den . U ng. S ta a tsb a h n e n ) a n  m o d e r
nen  L o k o m o tiv en  angew endete  V en til T y p  K n o rr  D 2, h aben  w ir a n  d iesem  
die zu r A nalyse  n o tw end igen  M essungen d u rc h g e fü h rt.

D er G eg en stan d  des V ersuches w ar e ine L o k om otive  m it einem  B e h ä lte r 
g esam tfassu n g srau m  von  1410 1 u n d  einem  A n fan g sü b e rd ru ck  v o n  9 a tü .  Also 
w ar das B re m sv e n til v o rau sse tzu n g sg em äß  geeignet, eine ziem lich h o h e  L ei
s tu n g  v o n  L 0 abzugeben , u n a b h ä n g ig  von  d e r  n ic h t v o rh an d en en  Z u g g a rn itu r . 
D ie V ersuchsergebn isse  h a b e n  — nach  D u rc h fü h ru n g  ein iger, h ie r  n ic h t  a u s 
fü h rlich  d a rg e leg te r K o rrek tio n srech n u n g en  — bew iesen, daß  die be i B e rü c k 
sich tig u n g  d e r ü b e rh a u p t m öglichen  L ö seze iten  w ich tigen  S tre c k e n  der 
aus d er G le ichung  (15) den  versch ied en en  F ü lls to ß d a u e rn  e n tsp re c h e n d  sich
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e rg e b e n d e n  K u rv en  ohne n en n en sw erte  V ern ach läss ig u n g  d u rch  je  eine — der 
G le ich u n g

rL 0 =  e t  +  Ç [1] (16)

e n tsp re c h e n d e  — G erade  e rse tz b a r  sin d . D ie h ie r  als rL 0 bezeichnete  In te g ra l 
k u rv e  e n ts te h t  u n te r  d e r B ed in g u n g , d aß  sich  d e r  H ebel des F ü h re rb re m sv e n tils  
zu  B e g in n  des L ösevorganges w ä h re n d  т [s] in  der F ü lls te llu n g  b e f in d e t. 
F ü r  d ie  a u f  der re c h te n  S eite  d er G le ichung  (16) s teh en d en  F u n k tio n e n

e =  s ( t )  [1/s]
u n d

k ö n n e n  die k o n k re te n  Z ah len w erte  — in  K e n n tn is  der G röße t  — d en  D ia 
g ra m m e n  in  B ild  6a u n d  6b en tn o m m en  w erd en .

N o rm ale  B e tr ie b sv e rh ä ltn isse  v o ra u sg e se tz t k a n n  e rfah ru n g sg em äß  die 
o p tim a le  Z e itd au e r x des F ü lls to ß es  m it fo lg en d en  em pirischen  Z ah len  a u s 
g e d rü c k t  w erden :
fü r  e in e n  Zug aus 2 -achsigen  W aggons

*2  =  - y -  M  ; ( i 7 )
fü r  e in e n  Zug aus 4 -achsigen  W aggons

т4 =  - у - Ы ;  (18)

fü r  Z üge  m it Schnellzugbrem se

T4 ' =  — [ s]  • (1 9 )

M it h ö h e re n  т -W erten  als die h ie r aus den  G le ichungen  (17), (18), (19) e rh a l
te n e n  b e s te h t  die G efah r, d aß  die B re m se in ric h tu n g e n  an  d er L o k o m o tiv e  
b e n a c h b a r te n  Z ugende ü b e rla d e n  w erden . D u rc h  diese stö rende E rsc h e in u n g  
k a n n  b e i F ü h re rb re m sv e n tile n  m it e iner N ied erd ru ck fü llp erio d e  (z. B . die 
B re m se  K n o rr  D2) v o rü b e rg eh en d  eine V ersch lech te ru n g  der S e lb s ttä tig k e it 
h e rv o rg e ru fe n  w erd en ; bei F ü h re rb re m sv e n tile n  ä lte re r  B a u a r t  k ö n n e n  die 
im  Z u g e  v o rn e  s te h e n d e n  W aggons h ie rd u rc h  ung ew o llt e ingeb rem st w e rd en . 
F o lg lich  soll eine s ta rk e  V erlän g eru n g  der F ü llp e rio d e  n u r  erfolgen, w e n n  w ir 
m it e in e m  ü b e rau s  g roßen  U n d ic h tig k e itsv e r lu s t zu  rechnen  h ab en .

M it H ilfe der k o n k re t au fg es te llten  G le ich u n g  (16) fü r  r  k ö n n en  w ir die 
A b le itu n g  fo rtse tzen . A u f G ru n d  der F o rm el (11) is t die L uftm enge, die w ä h re n d  
e in e r  L ö seo p era tio n  d u rc h  das F ü h re rb re m sv e n til  d u rch strö m en  soll, die 
fo lg e n d e :

M , =  M b —  m v  [1] .
60
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N u n  a b e r is t d er D u rch laß  des F ü h re rb re m sv e n tils  w äh ren d  d e r L öseperiode:

A  — £ t i 4- £ [i]

u n d  d a h e r  k a n n  die w ahrschein liche  Z e itd a u e r  d er L ö seo p era tio n  aus den 
G leichungen

M , =  A  Ш (20)
bzw .

M b +  —  m v =  et, +  £

e rre c h n e t w erden .
D ie unseren  Z w ecken en tsp rech en d e  n eu e  G esta lt d ieser G leichung :

60

( 21)

is t au ffa llend  e in fach .
E s soll nochm als b e to n t w erden , d a ß  sich  die G ü ltig k e it d e r G leichung 

(21) led ig lich  a u f  das oben  b eze ichnete  K n o rr  D 2 B rem sv en til b e sch rän k t. 
E s is t  ab e r ohne w eiteres m öglich, e inen  äh n lich en  Z u sam m en h an g  a u f  irgend  
eine andere  B a u a r t  au fzuste llen , a llen falls m it abw eichenden  e- u n d  f-W erten .

Im  F alle  eines F ü lls to ß es, die in  d en  v o rd e re n  W aggons v o rü b erg eh en d  
b e i ein igen F a h rzeu g en  eine Ü b e rlad u n g  h e rv o rru f t , is t die d u rc h  Gl. (21) 
ge lieferte  Lösezeit b ed eu ten d  k ü rz e r  als die e ffek tiv  w irk liche  Z e itspanne . 
D er G ru n d  lieg t d a r in , daß  die zum  Ü b erfü llen  v e rw en d ete  L u ftm en g e  als 
M eh rv erb rau ch  e rsch e in t, also is t d er W e rt M b g rößer als die th e o re tisc h  v o r
g este llte  Menge. D ies zeig t w iederum , wie a rg  d e r D ru c k lu f tv e rb ra u c h  u n d  die 
W irtsc h a ftlic h k e it d u rch  fo rc ie rte  V erlän g eru n g  des F ü lls to ß es  b ee in fluß t 
w erden . Also is t so ein  L ösevorgang  n u r  in  e in e r Z w angslage an w en d b a r.

D ie den Z e itw e rt i/ (fü r d en  V e n tilty p  K n o rr  D2) b es tim m en d e  Glei
ch u n g  (21) oder je d e , fü r  andere  V e n tilty p e n  au fg este llte  äh n lich e  F orm el is t 
n u r  in  F ällen  v e rw en d b a r, in  w elchen  fü r  d en  L ösevorgang  d e r im  B ild  1 
b eze ichnete  P a ra m e te r  a2 als sym bo lisch er »enger Q uerschn itt« , also  die D u rch 
laß fäh ig k e it des F ü h re rb re m sv e n tils , en tsch e id en d  is t. N u n  a b e r  lieg t die 
S ache bei k u rzen  Z u g g a rn itu ren  an d ers . F ü r  diese is t n ic h t a 2, sondern  der 
P a ra m e te r  o3 als sym bolischer »enger Q uerschnitt« ,- also die K en n zah l des 
G esam tw id erstan d es des S ystem s im  Zuge m aß g eb en d . W en n  also die aus 
G l. (21) e rrech n e te  Z eitsp an n e  k ü rz e r  sein  so llte  als die L öseze itperiode  fü r 
d ie  B rem se eines einzelnen  F ah rzeu g es , so s e tz t  m an  an  S te lle  des R echen
re s u lta ts  als g u te  A n n äh eru n g  je n e n  Z e itw e rt t,, w elcher fü r  ein  einziges 
F ah rz e u g  in  den  in te rn a tio n a le n  V o rsch rif ten  e n th a lte n  is t. D a  ab e r unsere 
D e u tu n g  der L öseperiode n ich t v o lla u f  m it d e r  U IC -D efin itio n  ü b e re in s tim m t
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(g e m ä ß  d e r le tz te ren  is t  die L ö seo p era tio n  beim  E rre ic h e n  eines Ü b e rd ru c k 
w e r te s  v o n  0,4 atii b e e n d e t)  — so h ab en  w ir in  T ab e lle  I I I  — m it A u sn ah m e

T a fe l I I I

Bremsbauart min [8]

B rem se am  Perso n en zu g 20

B rem se am  Schnellzug 20

B rem se am  G ü te rzu g 60

d e r  G ü te rz iig e  G ü te rzu g b rem sen  — die obere G renze d er in  den  U IC -V or 
S ch rif ten  gegebenen W erte  a n g e fü h r t .  M it den  gegebenen  W erten  i; l ä ß t  sich  
d ie  n u m e risc h e  B erechnung  au s  Gl. (14) m it H ilfe d e r  T afe l d u rc h fü h re n .

I m  S inne unserer zweiten H auptbedingung  d a r f  d e r L ösevorgang  — n e b s t 
d en  S te u e rv e n tile n  der g e b re m s te n  F ah rzeuge — n u r  v o n  d er D u rc h la ß fä h ig 
k e it  d es  F ü h re rb rem sv en tils  b e sc h rä n k t w erden . D ieser A n fo rd e ru n g  k a n n  
n u r  d a n n  restlo s en tsp ro ch en  w e rd e n , falls die in  d er G le ichung  au fg este llte  B e d in 
g u n g  in  je d e m  A ugenblick  e r fü l l t  w ird . Also is t es o ffenkund ig , d aß  die a u f  
d en  g e sa m te n  L ösevorgang  a ls  E in h e it bezügliche G leichung (14) eine not
wendige  F o rd e ru n g  d a rs te llt , d ie  ab e r nicht zugleich auch hinreichend  is t .

E in e  w eitere, e rg än zen d e  B ed in g u n g  k a n n  a u f  G ru n d  v o n  B ild  4 au fges
t e l l t  w e rd e n .

N orm alerw eise  is t in  d e r  F ü lls te llu n g  der D u rc h la ß  des F ü h re rb re m s
v e n ti ls  e n tla n g  der K u rv e n s tre c k e  tQX (even tuell txy) d e r F u n k tio n  q(t) d e ra r t  
a u sg ie b ig , d aß  sogar im  g ü n s tig s te n  F all

g0x § > « i v Q  [1/m in]

is t. A lso  erfo lg t ein D ru c k a b fa ll im  H a u p tlu f tb e h ä lte r .
U n te r  ungünstigen  U m s tä n d e n  m ag even tu e ll d e r  L ösevorgang  w äh ren d  

e in e r a u s  G l. (20) gew onnenen  Z e itp e rio d e  ti t ro tz  E rfü llu n g  d er G leichungen  
(18), (14), (21) u n d u rc h fü h rb a r  se in . E s k an n  näm lich  gegebenenfalls w äh ren d  
des le tz te n  A bschn ittes d er F ü llp e r io d e  т der D ru ck  im  H a u p tb e h ä lte r  s ta rk  
fa llen  (so g a r au f den m o m e n ta n e n  W ert des D ru ck es  in  d er H a u p tle itu n g  
h e ra b s in k e n ) , und  dam it is t  a u c h  d er D urch laß  des B rem sv en tils  n u r  ä u ß e rs t  
gerin g  gew orden . (Dies e n ts p r ic h t  dem  Falle gem äß  B ild  5c.) So m ü ssen  w ir 
im  w e ite re n  auch  diese U m s tä n d e  b erü ck sich tig en , u m  dem  V orkom m en  e iner 
so lch en  E rsch e in u n g  v o rzu b e u g e n .

A u s Gl. (14) e rh a lte n  w ir  die fü r  den g esam ten  L ösevorgang  g iltige 
F o rm e l:

TT a i  У Q  +  V Ä P t i  =  Л и  +  ~  1 M hh [1] . ( 2 2 )
60 ooüO
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A u f ähn licher G rund lage  lä ß t  sich  die fü r  die F ü llperiode  r  g ü tige  G leichung

a i У (? +  V A  p T =  ^Lqt +  M hh [1] (23)
60 3600

aufste llen .
W ir hab en  in  Gl. (22) u n d  (23) fo lgende zusätz liche  B eze ich n u n g en  einge

fü h r t  :

A pu D ru c k än d e ru n g  im  H a u p tlu f tb e h ä lte r  w äh ren d  de r L öseperiode  tfi
L u ftb e d a rf  des Zuges w ä h re n d  de r L ösezeit tt im  F a lle  e ines F ü lls to ß es  von 
der D a u e r  r ;

А pz D ru ck än d e ru n g  im  H a u p tb e h ä lte r  zu E n d e  des F ü lls to ß es  v o n  d e r  D a u e r  r ;  
TL 0T L u ftb e d a rf  de r gesam ten  Z u g g a rn itu r  in  der P e riode  т  des F ü lls to ß es .

Im  S inne der oben  an g efü h rten  Z u sam m en h än g e  k a n n  an g esch rieb en  w erden :

u n d
zL 0t =  er +  £ [1] (24)

;L0tl =  S 6 +  £ [Ц . (25)

D urch  E in se tzu n g  dieser A u sd rü ck e  u n d  U m ste llu n g  lassen  sich  die 
G le ichungen  (22) u n d  (23) wie fo lg t ansch re iben :

bzw .

V A p ti =  —  
60

60 e -f- Mhh
60 hvQ +f  Ш.

V A  p  — —  
60

60 e -f-
M hh

60 * i z  Q +  f  [i]

(26)

(27)

Die P ro d u k te  (V A  p ,,) u n d  ( V A  p r) bezeichnen  jen e  L u ftm e n g e , um  
w elche die L u ftre se rv e  des H a u p tb e h ä lte rs  vom  A nfang  des L ösens b is  zum  
Z e itp u n k te  t; bzw . r  v e rm in d e rt w ird .

Setzen w ir

u n d

so h a b e n  w ir die P ro p o rtio n :

w oher

u n d

V A  p n =  X (28)

V A  Pz =  у 9 (29)

X : у  =  А р „  : А Р т , (30)

A p , , = j A p z [ к р /с т 2] (31)

Ар-с =  ^ с Л Р п [ к р /с т 2] . (32)
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E s h än g t von  d e r L ie fe rle is tu n g  Q des V e rd ic h te rs  ab , w elche v o n  den  
zw ei G rößen  A p a  u n d  A  p T d ie  größere is t.

W en n  näm lich

« i У Q >  4f +  — ■ [1/m in ] is t ,
oü

so i s t  au ch  die L u ftre se rv e  d es  H a u p tlu f tb e h ä lte rs  zw ischen  den  Z e itp u n k te n  r  
u n d  t; im  A nsteigen. I s t  a b e r

oü

so is t  d iese R eserve s in k e n d ; h ie r  b e d e u te t qj [1/min] die L u ftd u rc h la ß fäh ig k e it 
d es  F ü h re rb rem sv en tils  in  F a h rts te llu n g .

I m  e rs te n  Falle  is t
APr>APti- ,

im  zw e iten  Falle is t
A p T < A p t l .

U m  den D u rch laß  des F ü h re rs ta n d b re m sv e n tils  k o n s ta n t zu h a lte n , 
m u ß  m a n  die W erte  А р ц  u n d  A p r m öglichst k le in  h a lte n . In  A b h äng igke it 
v o n  d en  B eg le itu m stän d en  so llte  keine d e r b e id en  G rößen  g rößer sein  
als 1 —-1,5 kp/cm 2, u n d  a u c h  im  ärgsten  F a ll d a r f  d e r fü r  den  D ruck ab fa ll 
zu g e lassen e  H ö ch stw ert 2 k p /c m 2 n ich t ü b e rs te ig en .

Im  Sinne der R e la tio n e n  (28)—(30) w erd en  d u rch  die W ah l der einen 
(d e r  g rößeren) G röße d e r  zw ei D ru ck v erlu s te  (A p ) d ie a n d e ren  zwei G rößen  
(A p  u n d  V)  bereits b e s t im m t.

S o m it sind w ir in  d e r  L ag e , den F a ssu n g s ra u m  V  des H a u p tb e h ä lte rs  
in n e rh a lb  gewisser G ren zen  z u  h a lte n . S ind die e n tsch e id en d en  D ru ck d iffe ren 
z e n  g rö ß er, so k a n n  d e r  F a ssu n g s ra u m  k le in e r b le ib en . U m g ek eh rt, be i k le i
n e re n  D ruckd iffe renzen  m u ß  m a n  fü r  einen  g rö ß eren  F a ssu n g sra u m  sorgen.

V I. A nw endung der M ethode

E in e  kurze Z u sa m m e n fa ssu n g  der oben b esch rieb en en  M ethode:
V o r allem  sollen a u f  G ru n d  der R e tr ie b sv e rh ä ltn isse  die P a ra m e te r  eines 

fü r  d ie  D im ension ierung  des V e rd ich te rs  u n d  des H a u p tb e h ä lte rs  m aßgebenden  
Z u g es b e s tim m t w erd en . A llg em ein  ist es p ra k tis c h , z u m in d est je  e inen  T yp  
des G ü terzuges u n d  des P e rso n en zu g es ins A uge zu  fassen . W enn  die Z u sam 
m e n se tz u n g  des Zuges b e k a n n t  is t, so k an n  m a n  die Z e itd a u e r  des dem  gege
b e n e n  L ösevorgang  a n g e p a ß te n  F ü llstoßes aus einem  d e r Z usam m enhänge 
(1 7 ), (18), (19) b e s tim m e n . M it H ilfe dieses W erte s  k a n n  m a n  aus Gl. (21) 
n a c h  E in se tzen  d er W e r te  Mb, m  u n d  v  je n e  L ö seze it b es tim m en , die
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fü r  die D im ension ierung  als m aß g eb en d  e ra c h te t  w ird . In  K e n n tn is  d e r 
G röße X k ö n n e n  die W erte  e u n d  f  aus B ild  6a u n d  6b en tn o m m en  w erd en . 
U n te r  B erü ck sich tig u n g  d er fü r  die A n tr ie b sa r t , fü r  die E rw ä rm u n g se rsc h e i
nu n g en , die B e trieb se ig en h e iten  u n d  den  B e trie b sz u s ta n d  des V e rd ic h te rs  
c h a ra k te ris tisch e n  K ennziffern  <xv  oc2, ß  u n d  y ,  u n d  in  K en n tn is  d er V e rb ra u c h s-  
z iffern  der H ilfse in rich tu n g en  l ä ß t  sich  aus Gl. (10) die m in im ale N e n n le is tu n g  
Q [1/min] des V erd ich ters e rre c h n en ; an sch ließ en d  k a n n  m an  aus d en  fo lg en d en  
G le ichungen:

60

r

60 e +  

60 e +

Mf,h
60

M m

60

— « i v Q

—  «i y  Q

+  f  5

+  £ ;

ÄPti

v  =  - 2 —
A P,

[1] ,

Ml

(33)

(34)

(35)

(36)

u. zw. m it H ilfe  von  K o m b in a tio n e n  aus einer d er D re ie r-G ruppen : [(31), (33), 
(34)] u n d  [(32), (33), (34)] m it e in e r V ierten , n äm lich  (35) oder (36) d en  n o t
w endigen F assu n g srau m  des H a u p tb e h ä lte rs  e rrech n en .

Die B estim m u n g  d er b e n ö tig te n  m in im alen  V erd ich te rle is tu n g  Q [1/min] 
u n d  des b e n ö tig te n  m in im alen  H a u p tb e h ä lte r-F as su n g srau m e s  V  [1] k a n n  
also aus seh r e infachen u n d  le ic h t an w en d b a ren  Z u sam m en h än g en  erfo lgen . 
E s w ird  a b e r  nü tz lich  sein , a u f  einige G esich tsp u n k te  h in zuw eisen , deren  
B erü ck sich tig u n g  im  L aufe  des n u m erisch en  R echenganges zw eck m äß ig  sein 
k an n .

1. D er L o k o m o tiv -K o n s.tru k teu r k a n n  n ic h t se lb ständ ig  ü b e r  die o p t i 
m ale B a u a r t  u n d  Größe des V erd ich te rs  in  vo lle r F re ih e it en tsc h e id e n . Ih m  
w ird  eine b esch rän k te  Z ahl v o n  V erd ich te rn  dieses oder jenes T y p s  zu r W ah l 
vorgeleg t u n d  er is t g en ö tig t, aus diesen je n e  B a u a r t  u n d  jen e  B a u g rö ß e  zu 
w ählen , d e ren  N enn le is tu n g  am  n ä c h s te n  zum  [aus Gl. (10)] e rre c h n e te n  
(L W ert s te h t ;  keinesfalls d a r f  sie k le iner als Q sein . In  diesem  F a lle  w ird  der 
den  A u sn ü tzu n g sg rad  des V e rd ich te rs  k ennze ichnende  L e is tu n g s fa k to r  ß  k le i
ner, u n d  h ie rd u rch  w ird d er B e tr ie b  des V erd ich te rs  jedenfa lls g ü n s tig  b ee in 
f lu ß t. Z ugleich  is t die im  H a u p tb e h ä lte r  a u f tre te n d e  D ru ck sch w an k u n g  e tw as 
k le iner als die zugelassene.

2. W ir w ollen a n n eh m en , d a ß  fü r  zw ei als m aßgebend  e ra c h te te  F ä lle  
au s  den  a lte rn a tiv e n  A u sg a n g sp a ra m e te rn  sich  fo lgende R e s u lta te  e rg ab en :

fü r  d en  e rsten  Q', V ;
fü r  d en  zw eiten  Q", V " .
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E s  f ra g t sich, w elche v o n  diesen W erten  als m aß g eb en d  a k z e p tie r t w erden  
so llen .

a )  I s t  Q' >  Q" 
und  V  >  V " ,

so w ird  allenfalls Q' u n d  V  m aßgebend sein.

b)  I s t Q' >  Q" 
und  V  <  V" ,

so is t  — m it R ü c k s ic h t d a ra u f , daß der aus G l. (10) e rrechnete  Ç -W ert vom  
F a ssu n g sra u m  V  des H a u p tb e h ä lte rs  u n a b h ä n g ig  is t  — allenfalls die größere 
L ieferm enge Q' m a ß g e b e n d .

A nders s te h t es a b e r  u m  die B e u rte ilu n g  des größeren  H a u p tb e h ä lte r -  
F assu n g srau m es V " . G le ichgü ltig , ob das R e s u l ta t  aus Gl. (26) oder (27) 
e r re c h n e t w urde, is t d ie G röße V  allenfalls v o m  W erte  Q abhäng ig . W ird  Q 
g rö ß e r , so k ann  V  e n tsp re c h e n d  kleiner g ew äh lt w erden .

B ei A nw endung  d e r  G leichungen (22) — (25) k ö n n en  fü r einen zum  W ert 
Q '  des V erd ich ters d u rc h  K o rrek tio n  a n g e p a ß te n  F assu n g srau m  V'Ko„  fol
g en d e  G leichungen a n g e s te l l t  w erden:

u n d

V k o rr .t  —  e  h  +  5  +

Vr КОГГт -- -

Л Ра  

1

A  P r

3600
' M hh- - ^ X ly Q '

60

e t +  f  + — —  M hh------- «i y  Q’
3600 60

[1]

[1].

als m aßgebend  is t d e r  g rö ß e re  von diesen zw eien anzunehm en .
c) Die w eiteren  V a ria tio n e n

Q' <  Q" u n d  V '  <  V"
b zw .

Q' <  Q" u n d  V '  >  V"

s in d  prinzip ie ll m it d en  u n te r  1. und  2. a n g e fü h rte n  F ä llen  iden tisch .
W enn  wir u n te r  b e so n d e re n  U m stän d en  m e h r  als zwei A lte rn a tiv e n  ins 

A u g e  fassen , so lä ß t  s ich  d ie E n d k o m b in a tio n  im m e r  a u f  eine der ober e rö r te r 
te n  zw ei Fälle о)  u n d  b)  zu rü ck fü h ren .

VII. D ie Folgerungen unserer Prüfungen

A u ß er dem  b ish e r gew onnenen  Ü b erb lick  d e r  B e tr ieb su m stän d e  und  
B ez ieh u n g en  liefert u n s  d ie  beschriebene M eth o d e  noch  einige in te re ssa n te  
B ez ieh u n g en  und  lä ß t  e in ige  w eitere  F o lg e ru n g en  zu .
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1.

D ie L ie fe rle istung  Q des V erd ich ters e rg ib t sich aus Gl. (10), in  w e lch er 
ke iner d er P a ra m e te r  des H a u p tlu f tb e h ä lte rs  v o rk o m m t. D ies fo lg t s e lb s t
red en d  aus dem  U m sta n d e , daß  in  der B efried ig u n g  des L u ftb e d a rfe s  je  
S tu n d e  die L u ftrese rv e  des H a u p tb e h ä lte rs  n ic h t  von  B elang is t. D ie m in im a l 
erfo rderliche  L ieferm enge des V erd ich ters k a n n  also aus den  B e tr ie b s u m s tä n 
den , dem  R egelvorgang  des V erd ich ters u n d  d en  E rw ärm u n g sersch ein u n g en  
e in d eu tig  b e s tim m t w erd en .

H ingegen  k a n n  m a n  bezüglich  des zu m in d e s t e rfo rderlichen  W erte s  
des H a u p t-L u ftb e h ä lte r-F a ssu n g sra u m e s  n ic h t  dasselbe aussagen. D er m in im al 
erfo rderliche  F a ssu n g sra u m  V  — en tw ed er d u rc h  Gl. (35) oder d u rc h  Gl. (36) 
b e rech en b ar — w ird  n äm lich  d u rch  die W a h l eines der D ru ck ab fa llg rö ß en  
A pu  bzw . A p r (die w ir — in n e rh a lb  gew isser G renzen  — frei w äh len  k ö n n en ) 
u n d  d u rch  die b e re its  v o ra u s  b es tim m te  L ieferg röße

*i y Q
beein flu ß t.

a )  Z u r r ich tig en  B eu rte ilu n g  des zu ge lassenen  W ertes von  А р ц  bzw . 
A p z is t  v o r allem  d e r w ä h re n d  des L ösens zu lässig  n iedrigste  D ru c k  p m\n im  
H a u p tb e h ä lte r  m aß g eb en d . D arau s fo lg t z u r  B estim m ung  der w ä h re n d  des 
Lösens v e rfü g b a ren  R eserv e lu ftm en g e  bei e in e r  E rh ö h u n g  des H ö c h s td ru c k e s  
von  einem  u rsp rü n g lich en  W ert p'max a u f  e in en  höh eren  W ert jD^ax (im  H a u p t 
b eh ä lte r)  die F orm el:

à =  Pnr * Z Pnm[n * -  Pm,n) • ( 3 7 )
r m a x  f ' m i n

A us dieser F o rm e l is t  auch  ohne g en au e  algebraische A b le itu n g  so fo rt 
e rs ich tlich , d aß  eine S te ig eru n g  des zu gelassenen  H öchstw ertes p max w irk sam  
zur H e rab se tzu n g  des no tw end igen  H a u p tb e h ä lte r-F as su n g s rau m e s  b e itr ä g t  
(z. B . be i einem  p mln =  8 a tü  k a n n  m a n  d u rc h  H öherse tzen  des O rig in a l
w ertes p'max. — 9 a tü  a u f  die S tufe p max =  10 a tü , den no tw end igen  F a s su n g s 
rau m  V  u m  50%  n ied rig e r  w ählen).

b)  D ie B ee in flu ssu n g  von  V  du rch  Q f ü h r t  dazu , daß  d er g ew ü n sch te  
(m in im al b en ö tig te ) F assu n g srau m  V  fü r  je d e  spezielle B e tr ie b sa r t (D a m p f
lo k o m o tiv e , e lek trische  L okom otive , D iese l-L okom otive) einen a n d e re n  W ert 
a n n im m t. W eite r u n te n  w erden  w ir zeigen , d a ß  fü r  den  D a m p fb e tr ie b  a llge
m ein d e r re la tiv  k le in s te  F assu n g srau m  g e n ü g t. D er n äch st höhere  F a s su n g s 
ra u m  is t  fü r  eine e lek trisch e  L o k o m o tiv e  oder ein D iese l-T rieb fah rzeug  
gebo ten , w enn der V e rd ic h te r  period isch  b e tr ie b e n  w ird. D er n o tw en d ig e  
F assu n g srau m  is t am  h ö ch sten , w enn e in  D iesel-T riebfahrzeug  m it  einem  
lee rlau f-g es teu e rten  V e rd ic h te r  a u sg e rü s te t is t.
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Tafel TV

Maßgebende Betriebsfälle

Z u g a r t T ra k tio n s a r t
T *1

L e is tu n g s fa k to re n
Q

M aß g eb en 
d e r D ru c k - F assu n g s-

M M
“2 ß V

[1/min] abfall,
Ap

[a tm ]

ra u m ,
V m

D am p f 1,0 0,4 1 0 1350 1 5 785
1,0 1,6 0,67 1280 1,5 900

I . E lek trisch 5 47,0 1.0 1,0 0,80 0,9 1065 1,5 1010
0,5 0,8 0,67 1755 1,5 1042

D iesel 0,5 0,8 0,8 1440 1,5 1250

D am p f 1,0 0,4 1,0 1248 1,5 817
1,0 1,0 0,67 1060 1,5 950

I I . E lek trisch 6,67 35,4 1,0 1,0 0,80 0,9 970 1,5 980
0,5 0,8 0,67 1560 1,5 1020

Diesel 0,5 0,8 0,80 1280 1,5 1070

D am p f 1,0 0,4 0,1 1270 2,0 1102
1,0 1,0 0,67 1286 2,0 1213

u i . E lek trisch 13,33 54,0 1,0 1,0 0,80 0,9 1070 2,0 1255
0,5 0,8 0,67 1568 2,0 1345

Diesel 0,5 0,8 0,80 1286 2,0 1400

D am p f 1,0 0,4 1,0 1500 1,5 745
1,0 1,0 0,67 950 1,5 1055

IV . E lek trisch 6,0 43,2 1,0 1,0 0,80 0,9 792 1,5 1120
0,5 0,8 0,67 1190 1,5 1190

D iesel 0,5 0,8 0,80 1240 1,5 1240

D a m p f 1,0 0,4 1,0 2990 1,5 965
1,0 1,0 0,67 2690 1,5 1038

V. E lek trisch 15,0 121,0 1,0 1,0 0,80 0,9 2240 1,5 1345
0,5 0,8 0,67 3885 2,0 1285

D iesel 0,5 0,8 0,80 3340 2,0 1530

D a m p f 1,0 0,4 1,0 748 0,1 648
1,0 1,0 0,67 793 1,0 620

V I. E lek trisch 2,0 21,9 1,0 1,0 0,80 0,9 662 1,0 730
0,5 0,8 0,67 1048 1,0 782

D iesel 0,5 0,8 0,80 865 1,0 812

D a m p f 1,0 0,4 1,0 922 1,0 545
1,0 1,0 0,67 905 1,0 610

V II . E le k trisch 2,0 20,0 1,0 1,0 0,80 0,9 754 1,0 656
0,5 0,8 0,67 1185 1,0 705

D iesel 0,5 0,8 0,80 980 1,0 735
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Zugart Traktioneart T u
Leistungsfaktoren

<?
Maßgeben
der Druck- Fassungs-

M h l
«i a2 ß У

l/min] abfall,
Ap

[atm]
raum,
V [1

D am pf 1,0 0,4 1,0 2215 1,5 748
1,0 1,0 0,67 1840 2,0 783

V III . E lektrisch 10,0 65,8 1,0 1,0 0,80 0,9 1530 2,0 938
0,5 0,8 0,67 2480 2,0 1083

Diesel 0,5 0,8 0,80 2030 2,0 1185

D am pf 1,0 0,4 1,0 1455 2,0 730
1,0 1,0 0,67 1275 2,0 880

IX . E lek trisch 6,0 60,0 1,0 1,0 0,80 0,9 1065 2,0 974
0,5 0,8 0,67 1700 2,0 1072

Diesel 0,5 0,8 0,80 1405 2,0 1138

1,0 1,0 0,67 576 1,5 546
X . E lek trisch 2,67 20,0 1,0 1,0 0,80 0,9 485 1,5 562

0,5 0,8 0,67 737 1,5 588
Diesel 0,5 0,8 0,80 612 1,5 600

2 .

Z u r le ich te ren  A n w en d u n g  u nserer M ethode w u rd e , a u f  G ru n d  d er f rü 
heren  T afeln  I ,  I I  u n d  I I I  die T afel IV  au sg e a rb e ite t.

A us diesen Z iffe rn , die fü r  einen G ü te rzu g  m it einem  angenom m enen  
V erlu st Vq  =  12 [1/m in/W agen] u n d  fü r  e inen  P erso n en zu g  m it e inem  ange
nom m enen  V erlu st v o n  Vp =  8 [1/m in/W agen] e rrech n e t sind , la ssen  sich 
in te re ssan te  F o lg e ru n g en  ziehen.

a)  D ie L u ftlie fe rle is tu n g szah len  Q des V erd ich te rs  s tim m en  — fü r 
D am p fb e trieb  — au ffa llen d  m it jen en  B a u a r te n  des V erd ich te rs  ü b e re in , die 
sich im  L aufe e in er la n g jä h rig e n  P rax is  b e re its  b e w ä h rt h ab e n . D iese, in 
E u ro p a  g eb räuch lichen  T y p en  sind  in  T afel V zu sam m en g este llt.

Tafel V

Dampfmaschine Verdichter Nennleistung, l/min

E in s tu fig E in stu fig ~  8 -9 0 0
E in s tu fig Zw eistufig ~ 1 5 0 0 -2 0 0 0
Z w eistu fig Zw eistufig ~ 2 8 1 0 —3000

Die fü r V e rd ic h te r  v o n  elek trisch- bzw . d iese lb e trieb en en  T rieb fah rzeu g en  
e rm itte lte n  ()-W erte  s in d  gleichfalls reelle W erte . M an s ieh t, d aß  die V erw en-
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d u n g  v o n  V erd ich te rn , d ie  sich  fü r  einen fo r tla u fe n d e n  B e trieb  e ignen , eine 
m e rk lic h e  Senkung (um  ca . 2 0 % ) des W ertes  Q z u lä ß t.

b)  D em gegenüber g ib t  einem  der U m s ta n d  zu  d enken , d aß  m an  in 
g ew issen  F ällen  (in sb eso n d ere  bei einer L ee rlau fs teu e ru n g  des V erd ich te rs) zu r 
s ic h e re n , u n g estö rten  A u s fü h ru n g  des Lösens gezw ungen  w äre , e inen  ü b e rau s  
u m fa n g re ic h en  H a u p t lu f tb e h ä l te r  an zu o rd n en . I s t  näm lich  d er F assu n g s
r a u m  des H a u p tlu f tb e h ä lte rs  k leiner als die e rrech n e te  G röße, so erfo lg t 
d a r a u s  ein unzu läß iger D ru c k a b fa ll  im  V erd ich te r, u n d  dem zufolge eine u n e r
w ü n s c h te  B eeinflussung  des D urch lasses im  F ü h re rb re m sv e n til.

c )  D er F all eines la n g e n  G üterzuges, gem äß  F a ll V  in  T afe l IV , is t 
b e so n d e rs  b each ten sw ert w egen  der lan g en  L öseperiode  ti =  121 s, deren  
D a u e r  die fü r ähnliche F ä lle  in te rn a tio n a l zugelassene  L ösezeit ü b e r tr if f t .  D iese 
A b w e ich u n g  lä ß t sich te ils  d a ra u f  zu rü ck fü h ren , d aß  — wie b e re its  a n g ed eu 
t e t  — unsere  D efin ition  f ü r  ti v o n  der in te rn a tio n a l v e re in b a rte n  e tw as ab- 
w e ic h t , teils d arau f, d aß  d e r  D ich tig k e itsg rad  eines Zuges b e tr ie b sm ä ß ig  n ich t 
d e m  gleichkom m en k a n n , d e n  m a n  an  den zum  in te rn a tio n a le n  B rem sv ersu ch  
v o rb e re i te te n  Z u g g a rn itu re n  e rre ich t; auch  is t die gezw ungene V erlän g eru n g  
d es  F ü lls to ß es  aus b e re its  m itg e te ilte n  G rü n d en  m it G efahren  v e rb u n d e n .

d )  D en in  der T afe l IV  fü r  einen lee rla u fg es teu e rte n  V erd ich te r, dessen 
U m d reh u n g szah l der des D iese lm o to rs  p ro p o rtio n a l is t, b e re c h n e ten  A ngaben  
l ie g t  d ie  A nnahm e eines L e is tu n g sfa k to rs  a x =  0,5 zu  G runde. N u n  g ib t es 
m a n c h e , zeitgem äß g e b a u te  B a u a r te n  des D iese lm o to rs, deren  L e e rla u fd re h 
z a h l (gegenüber den  T a fe la n g ab e n ) b ed eu ten d  n ied rig e r is t. W en n  ab e r das 
L ö se n  bei einer solch n ie d rig e n  D rehzah l erfo lg t, so w ird  — d e r N a tu r  der 
G l. (10) en tsp rechend  — d e r  W e r t  der L e is tu n g  Q k a u m  b e e in f lu ß t, es w erden  
a b e r  d ie  A nsprüche x  u n d  y  a n  L u ftreserve  p lö tz lich  g este igert. W en n  w ir aber 
m it  e in em  V erd ich ter re c h n e n  m üssen , dessen D reh zah l an  S telle des an g en o m 
m e n e n  L e is tungsfak to rs =  0,5 (Tafel IV , F a ll V I I ,  Zeile 5) einem  n ied rig e ren  
L e is tu n g s f a k to r ^  =  0,3 e n tsp re c h e n d  s in k t, so s te ig t Q (die e rw ü n sch te  L ie fe r
m e n g e  des V erdichters) v o n  980 1/min n u r a u f  995 1/min, h ingegen  s te ig t die 
b e n ö t ig te  L uftreserve  v o n  735 1 a u f  792 1.

F ü r  den F a ll e iner L ee rla u fs teu e ru n g  des V erd ich te rs  is t a llgem ein  ein 
g ro ß e r  H a u p tlu f tb e h ä lte r  o d e r  a b e r ein ho h er B e h ä lte rb e tr ie b sd ru c k  e rfo rd e r
lich . D u rc h  fallweise E rh ö h u n g  d er U m d reh u n g szah l im  L ee rlau f k a n n  m an  
in  e in e m  kritischen  B e tr ie b s z u s ta n d  den B e d a rf  an  L u ftrese rv e  v e rrin g e rn . 
E s g ib t  auch andere zw eck m äß ig e  Lösungen d ieser k ritisch en  L age. Z. B. 
d u rc h  A nw endung eines h y d ra u lisc h e n  Ü b ertrag u n g s-T rieb w erk es w ird  sich 
d ie  U m d reh u n g szah l des V e rd ic h te rs  in A b h än g ig k e it v o n  d er M o to rd reh zah l 
a u c h  b e i L eerlau fsteigerung  n u r  w enig ändern . B ei den  ung . S ta a tsb a h n e n  sind 
d e rz e it  V ersuche im  L au f, e in  S teu ersy stem  a u sz u a rb e iten  u n d  e in zu fü h ren , 
b e i w elchem  in  der P e rio d e  des lee rlau fenden  M otors d er V e rd ic h te r  d u rch  
d en  im  H a u p tlu f tb e h ä lte r  h e rrsc h e n d e n  D ru ck  g e s te u e rt w ird.
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3.

Die tech n isch en  K ennziffe rn  des V e rd ic h te rs  u n d  des H a u p tlu f tb e h ä lte rs  
sin d  in  dem  die T y p is ie ru n g  der D iese l-L o k o m o tiv en  betre ffen d en  M e rk b la tt  
B 1 3 /R P -l N r. 6 d e r O R E  (A usgabe 1. J a n .  1964) geregelt. M it R ü c k s ic h t 
h ie ra u f  is t ein V erg le ichen  dieser A ngaben  n ic h t  überflüssig . In  T afe l V I  h ab e n  
w ir in  en tsp rech en d er A n o rd n u n g  die v o n  O R E  (als M inim um ) an g eg eb en en  
u n d  die von  uns b e re c h n e te n  W erte  e in a n d e r  gegenübergestellt. D a  in  der 
E n tsch e id u n g  O R E  die E rw ärm u n g se ig en sch aften  des V e rd ich te rs  n ic h t 
e rw ä h n t sind , so w u rd e n  alle A ngaben  m it d e r  A nnahm e ß  =  0,67 e r re c h n e t.

W ir k ö n n en  d a ra u s  folgende F o lg e ru n g en  ziehen:
a )  Als m a ß g e b e n d e r F all soll p rin z ip ie ll e in  G üterzug  g e lten , d a  fü r  

e inen  solchen Z ug die A nfo rderungen  b ezü g lich  D ru ck lu ftv e rso rg u n g  im m er 
g rößer bzw . s tre n g e r s in d  als fü r einen P e rso n en zu g . Die Sätze I ,  I I ,  I I I ,  IV , 
V u n d  V II  (in T afel I  u n d  IV ) beziehen sich als speziale  Fälle a u f  L o k o m o tiv e n , 
die lediglich fü r  P e rso n en zü g e  b es tim m t s in d ; d er le tz te  S atz  X  g ilt  fü r 
M otorzüge.

b) In  dem  z itie r te n  O R E -M erk b la tt w ird  fü r  den  Fall eines d e r  M o to r
d reh zah l p ro p o rtio n a l g es teu e rten  V erd ich te rs  ü b e r  den W ert des L e is tu n g s 
fak to rs  a x n ich ts  a u sg e sa g t; vorgeschrieben  is t  led ig lich  die bei d e r  m in im a len  
U m d reh u n g  e rw ü n sch te  m in im ale L e istung . I n  T afe l V I haben  w ir d ie A n g ab en  
fü r  die Fälle  a 2 =  0,5 u n d  a x =  0,3 an gegeben . D a sich n u n  die V e rd ic h te r-  
L ieferle istung  Q n a c h  u n se re r  R echenm ethode  fü r  verschiedene oct W e rte  n ic h t 
b ed eu ten d  ä n d e rt, w ogegen  die zwei O R E -W e rte  (für die F älle  x 1 — 0 ,5  und

Tafel VI

Vergleich der durch die Berechnung erhaltenen Resultate mit den ORE-Vorschriften

Typen- 
bezeichung 
nach ORE

Unsere
Bezeichnung

der
maßgeben
den Zugart

Verglichene
Größe

Verdichter-Umdrehung proportional 
der Motordrehzahl

Verdichter 
Umdrehung von 

der Motordrehzahl 
unabhängigFall a, =  0,3 Fall <*! =  0,5

Laut
ORE

Laut
Berechnung

Laut
ORE

Laut
Berechnung

Laut
ORE

Laut
Berechnung

«1, C2 IX .
Q [l/m in] 

V [1]

3000

600

1780

1214

1800

600

1700

1072

1 2 0 0

600

1275

880

J lJ lJ z V III .
Q [l/m in]

V [1]

4670

800

2590

1320

2800

800

2480

1083

1600

800

1840

783

/б ’ 8 n 8 2  

£ 3’ 8  4

V.
Q [l/m in] 

V [1]

5330

1000

4290

1000

3200

1000

3885

1285

2000

1000

2690

1030

<x1 =  0,3) v o n e in a n d e r s ta rk  abw eichen, ü b e rs te ig t  nun  der g egebene O R E - 
W e rt fü r den F a ll a x =  0,3 allgem ein den  b e re c h n e ten . H ingegen  i s t  fü r  den
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F a ll  oc1 =  0,5 und  auch  fü r  e ine  von  der M o to rd reh zah l unab h än g ig e  V e rd ic h 
te r s te u e r u n g  der U n te rsc h ie d  zw ischen d em  O R E -W e rt u n d  dem  v o n  uns 
e r r e c h n e te n  n ich t b e d e u te n d .

E s  is t  unzw eife lhaft, d a ß  in  der Gl. (10), d u rc h  welche die m in im a le  V er
d ic h te r le is tu n g  b e s tim m t w ird , dem  Z a h le n w e rt des Gliedes (60  m v )  im  
Z ä h le r  besondere  B e d e u tu n g  beizum essen  is t ,  w obei dieser W ert s ta r k  vom  
te c h n is c h e n  N iveau des F a h rz e u g p a rk s  a b h ä n g t. Jed o ch  is t die A b w eich u n g  
d e r  O R E -W e rta n g a b e n  b e i v ersch ied en en  W e rte n  des F ak to rs  <x.x v o n e in a n d e r  
b e d e u te n d  größer als d e r re in e  E in flu ß  des G liedes (60 m v ) .  U nserer M einung  
n a c h  i s t  die O R E -E n tsc h e id u n g  d u rch  F e h le n  e in er V orschrift b ezü g lich  ocx 
m a n g e lh a f t .

c )  D ie durch  O R E  v o rg esch rieb en en  W e rte  des B e h ä lte r-F a ssu n g s 
ra u m e s  V  sind  m eistens b e d e u te n d  geringer a ls die von  uns b e re c h n e ten . D ies 
w ill b e d e u te n , daß  bei e in em  im  O R E -M e rk b la tt em pfohlenen H a u p tb e h ä lte r -  
F a s s u n g s ra u m  der B e h ä lte rd ru c k  am  E n d e  des Lösevorganges ganz b e d e u te n d  
s in k t ,  w o d u rch  aber d e r  D u rc h la ß  des F ü h re rb re m sv e n tils  u n g ü n s tig  b e e in 
f lu ß t  w ird .

E s  is t  unzw eife lhaft, d a ß  d u rch  den im  M e rk b la tt  vo rgesehenen , r e la tiv  
h o h e n  B e h ä lte r-B e tr ie b sd ru c k  p max =  10 a tü  gegebenenfalls eine b e d e u te n d e  
D ru c k sc h w a n k u n g  e n ts te h e n  k a n n . W enn  w ir a b e r  den U m stand  b e rü c k s ic h 
t ig e n , d a ß  der R egelvorgang  des V erd ich te rs  sich  in n erh a lb  der G ren zen  e iner 
D ru c k sc h w a n k u n g  von  1 a t  a b sp ie lt, so is t es o ffenkund ig , daß  in fo lge  e in er 
w ä h re n d  des L ösevorganges e n ts te h e n d e n  D ru ck m in d e ru n g  von  2 a t  der 
B e tr ie b s d ru c k  im  H a u p tlu f tb e h ä lte r  bis a u f  7 a tü  herabsinken  k a n n . E in  
w e ite re r  D ruckab fa ll is t  a llen fa lls  u n g ü n s tig  u n d  sollte  deshalb n ic h t  zu g e
la s se n  w erd en .

E s  soll jedenfalls b e m e rk t  w erden , d a ß  in  k ritisch en  F ällen  d e r D ru c k 
lu f tb e d a r f  w ährend  des L ösevorganges sow eit an s te ig en  kan n , d aß  d ie  M enge 
d e r  n ö t ig e n  L uftreserve  v o m  V erd ich te r n u r  w en ig  beein fluß t w erd en  k a n n . 
A lso  k a n n  m an  einen r e la t iv  k le inen  F a ssu n g s ra u m  des H a u p tlu f tb e h ä lte rs  
m it  e in e r  noch  so e rh ö h te n  F ö rd e rle is tu n g  des V erd ich te rs  n ich t au sg le ichen .

F ü r  E isenbahnen , b e i w elchen  die In s ta n d h a ltu n g  der B rem sen  au f 
h o h e m  N iv e a u  s teh t, is t  es m öglich , E isen b ah n fah rzeu g e  m it e inem  e tw as 
k le in e re n  H a u p tlu f tb e h ä lte r , als in  T afel V I  vorgeschrieben , in  B e tr ie b  zu 
h a l te n .  F ü r  so einen F a ll w erd en  se lb s tre d e n d  die tatsächlichen W e r te  des 
sp e z if isc h e n  D ru c k lu ftv e rlu s te s  v [1/m in/W agen], d. h . kleinere als d ie  n ach  
u n s e re n  A ngaben  ü b lichen  Z ah len , in  die R e c h n u n g  eingesetzt. D ies b e w irk t 
e in e  b e d e u te n d e  K ü rzu n g  d e r  L öseperiode eines lan g en  Zuges, da  im  N e n n e r 
a u f  d e r  re c h te n  Seite d er G le ichung  (21) der Z a h le n w e rt des zw eiten (n e g a tiv e n ) 
G liedes g e rin g er w ird.

d )  U n serer M einung n a c h  sollte m an  im  z itie r te n  O R E -M e rk b la tt als 
e in e n  b e d e u te n d e n  M angel b eze ich n en , daß  d ie  V orsch riften  fü r  d en  H a u p t 
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lu f tb e h ä lte r  vom  S y stem  der R eg e lu n g  u n a b h ä n g ig  au fg este llt s in d . D ieser 
S ta n d p u n k t is t d u rch  die Z ah len an g ab en  d e r  T abelle  V s ta rk  m o tiv ie r t .

e)  D as O R E -M e rk b la tt b e tr if f t  n u r  D iese llokom otiven . I n  F ä lle n  einer 
vom  D iesel-M otor u n ab h än g ig en  V erd ich te r-D reh zah lreg e lu n g  so llten  alle 
A n g ab en  auch  fü r  e lek trisch e  T rieb fah rzeu g e  g iltig  sein.

W ir g lauben , d a ß  a u f G ru n d  d e r B em erk u n g en  a ) —e)  d ie fo lgende 
S te llu n g n ah m e b e re c h tig t sei: die O R E -M e rk b la tt  V o rsch riften  g ehen  a ll
zuw eit in  der V ere in fach u n g  der w irk lich en  B e trieb sv e rh ä ltn isse , fo lg lich  is t  
eine gew isse tie fe rg eh en d e  V erfe in eru n g  d e r  M e rk b la tt-E m p fe h lu n g en  e r
w ü n sch t.

4.

U nsere  R ech en m eth o d e  g ew äh rt u n s  eine  tie fergehende E in s ic h t in  die 
B e tr ieb sv e rh ä ltn isse  u n d  dies e rm ö g lich t u n s , F o lgerungen  b ezü g lich  d er 
z u k ü n ftig en  E n tw ic k lu n g  der B re m s te c h n ik  zu  ziehen. Je d o c h  k ö n n e n  w ir 
h ie r n ic h t a u f  eine w eitgehende B e h a n d lu n g  des P rob lem s e in g eh en : w ir 
b eg n ü g en  uns, d a ra u f  h inzuw eisen , d aß  d e r  zu  e rw arten d e  F o r ts c h r i t t  a u f  dem  
G ebie te  d er elektropneumatischen B rem su n g  u n d  der M anövrierfähigkeit der 
Bremsen  d en k b a r b e d e u te n d  ist.

5.

A bsch ließend  soll h ie r ein ganz  b e so n d e re r  F a ll einer V e rrin g e ru n g  des 
D ru ck lu ftb ed a rfe s  v o n  B rem sv o rrich tu n g en  b e le u c h te t w erden . D e r W e r t  der 
be i K lo tzb rem su n g  w irk en d en  B re m sk ra f t:

F  =  ( J t P  [k p ]  (38)

is t  w o h lb ek an n t ( P  is t  die B re m sk lo tz k ra f t, ц  is t der R eib  w e rt zw ischen 
den  R eib u n g sfläch en ). J e  größer d e r K o e ffiz ie n t g,  um  so k le in e r  is t die 
b e n ö tig te  D ru c k k ra f t P  u n d  u m  so k le in e r  auch  der n o tw en d ig e  B rem s
zy lin d e r zu r E rre ic h u n g  derselben  B re m sk ra f t  F.  So k a n n  m a n  also  d u rch  
S chaffung  g rößerer R e ib u n g sk o effiz ien ten  (als die b isher üb lichen) d en  D ru c k 
lu f tb e d a r f  b e d e u te n d  v errin g ern  u n d  d a d u rc h  auch  eine g ü nstigere  D im en sio 
n ie ru n g  des V erd ich te rs  u n d  des H a u p tlu f tb e h ä lte rs  erzielen.

So g eb ü h rt au ch  eine an erk en n en d e  E in sc h ä tz u n g  der d e rze itig en  B e s tre 
b u n g en , d u rch  lau fen d e  V ersuche B re m sk lö tz e  aus K u n s ts to ff  h e rzu ste llen , 
die m it einem  g egenüber dem  G ußeisen  g ü n stig e ren , also h ö h eren  R e ib u n g s
k o effiz ien ten  a rb e ite n . Solche V ersuche w erd en  bere its  in  v ie len  E ise n b a h n 
b e tr ie b e n  d u rch g e fü h rt.

D ie an g e fü h rten  G esich tsp u n k te  la sse n  zugleich e rk en n en , w elch  enger 
Z u sam m en h an g  zw ischen gew issen, a n s o n s t v o n e in an d er fe rn e  s teh en d en  
B ez iehungen  der B rem stech n ik  b e s te h t. D ie  B rem se in rich tu n g  eines Z uges ist 
s tre n g e  E in h e it:  d ie k le in ste , wo im m e r a n g e b ra c h te  Ä n d eru n g  w irk t sofort 
a u f  das ganze S y stem  zurück .
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D IM E N S IO N IN G  P R IN C IP L E S
O F  T H E  A IR -C O M P R E S S O R  A N D  T H E  M A IN  A IR -R E C E IV E R  

F O R  T H E  B R A K E -E Q U IP M E N T  IN  R A IL W A Y -T R A IN S , P A R T  I I

GY. HELLER and L. ROSTA

SUM M ARY

T h e  p rincip les developed  in  th is  p a p e r  shou ld  e n su re  a m ore co n sis ten t m e th o d  for 
th e  d e te rm in a tio n  of th e  m ain  d im e n s io n s  o f th e  a ir  co m p resso r and  th e  m ain  a ir-re ce iv e r 
th a n  w a s  p o ss ib le  b y  re ly ing  o n  th e  t r a d i t io n a l  m e th o d  o f  ro u tin e -lik e  choice o f p a ra m e te rs .  
C o n d itio n s  o f  ru n n in g  and  th e  n e c e ssa ry  a ir-su p p ly  a re  in v e s tig a te d  in o rder to  f in d  th e  o p e r
a tio n -c o n d it io n e d  re la tions b e tw e e n  th e  p a ra m e te rs  o f  th e  m ain  b rak in g  valve  a n d  th o se  o f 
th e  c o m p re s s o r  a n d  th e  rece iver. T h e  r e s u l ts  o f th is  th o ro u g h  in v es tig a tio n s  fo rm  a u se fu l b a s is  
fo r e s ta b l is h in g  a m ore c o n sis ten t s y s te m  o f d im ension ing  e q u a tio n s . R ely ing  on th e  o b ta in e d  
m a th e m a tic a l  re la tions th e  a u th o r s  g iv e  a  c ritica l su rv e y  o f  th e  O R E -R e co m m en d a tio n s  
a n d  s u g g e s t  a  ra tio n a l m o d ifica tio n  o f  th is  sp ec ifica tio n . F in a lly , som e fea tu res  o f th e  w hole  
p ro b le m  o f  b ra k in g  techn ique  a re  e x p la in e d  t h a t  m a y  in flu e n ce  th e  p re sen tly  genera l so lu tio n  
o f th e  p ro b le m s  an d  th e ir fu tu re  d e v e lo p m e n t as fa r  as co m p ressed -a ir p rod u c in g  im p le m e n ts  
a n d  a ir - s to ra g e  equ ipm ents fo r ra ilw a y - tr a in  b ra k in g  p u rp o se s  a re  concerned.

C H O IX , D U  P O IN T  D E  V U E  D E  L ’E X P L O IT A T IO N , D E S  C A R A C T É R IS T IQ U E S  
D E S  C O M PR E SS E U R S E T  R É S E R V O IR S  D ’A IR  C O M PR IM É  D E S E N G IN S  

D E  T R A C T IO N  F E R R O V IA IR E S , P A R T IE  I I

GY. HELLER et L. ROSTA

R É SU M É

L e  b u t  p rincipal de l’é tu d e  e s t  d ’élab o rer u n e  m é th o d e  de d im ensionnem en t lo g iq u e  
p e r m e t t a n t  le  cho ix  correct, d u  p o in t  de  v u e  de l ’ex p lo ita tio n , d u  com presseur e t d u  ré se rv o ir  
d ’a ir  p r in c ip a l ,  m éthode re p o sa n t s u r  des bases th é o riq u e s  re m p laç a n t les c o n s id é ra tio n s  
e m p ir iq u e s  ac tuelles . A près av o ir ex p o sé  les exigences, l ’é tu d e  s’occupe de l’analyse  d u  b eso in  
en  a ir  c o m p rim é  e t exam ine les r e la tio n s  en tre  le ro b in e t  d u  fre in  e t les c a ra c té ris tiq u es  d u  
c o m p re s s e u r  e t  d u  réservo ir d ’a ir  p r in c ip a l.  Les co n n a issan ces acquises au  cours de  l ’a n a ly se  
des in s ta l la t io n s  pn eu m atiq u es de  l ’e n g in  de  tra c tio n , consid érées com m e u n  systèm e c o h é re n t,  
p e r m e t te n t  d ’é ta b lir  les é q u a tio n s  p o u r  le d im en sio n n em en t co n cre t. E n  possession des d o n 
nées o b te n u e s  su r la  base du  p ro c éd é  de  d im en sio n n em en t, les a u te u rs  c r it iq u e n t  en  d é ta i l  la  
d éc is io n  d e  l ’O R E  co n cern an t le c o m p re s s e u r  e t le ré se rv o ir  d ’a ir  com prim é e t fo n t des re c o m 
m a n d a t io n s  q u a n t  au  d é v e lo p p em en t f u tu r  de ce tte  décision . L a  p a rtie  finale  de l ’é tu d e  m e t 
en  é v id e n c e  ce rta in s  prob lèm es a c tu e ls  e t  fu tu rs  de  la  te c h n iq u e  du  freinage, qu i o n t  au ssi 
u n e  ré p e rc u s s io n  su r les d ispositifs d e  p ro d u c tio n  e t  les ré se rv o irs  d ’a ir  com prim é des v é h ic u le r  
de t r a c t io n .
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ВЫБОР ХАРАКТЕРИСТИК ОБОРУДОВАНИЯ ПО ВЫРАБОТКЕ 
И АККУМУЛЯЦИИ СЖАТОГО ВОЗДУХА НА ОСНОВЕ ПРОИЗВОДСТВЕННЫХ 

СООБРАЖЕНИЙ, ДЛЯ СЛУЧАЯ ЖЕЛЕЗНОДОРОЖНОЙ ТЯГИ, ЧАСТЬ II

Д. Х Е Л Л Е Р и Л . РОШ ТА

РЕЗЮМЕ

Первоочередной целью настоящего исследования является то, чтобы разработать 
метод расчета компрессоров и главных баллонов сжатого воздуха, основанный на пра
вильных производственных соображениях, вместо применявшихся ранее эмпирических 
соображений. После выяснения требований, дается анализ потребности в сжатом воздухе, 
а затем проводится исследование взаимоотношений между тормозным вентилем и харак
теристиками компрессора и баллона сжатого воздуха. По ходу анализа пневматического 
оборудования, являющегося связанной системой, получаются результаты, которые по
зволяют вывести уравнения, применимые для конкретного расчета. Полученные на 
основе методики расчета данные позволили авторам подвергнуть подробной критике и 
общие правила, касающиеся компрессоров и главных баллонов сжатого воздуха средств 
тяги, и внести предложение относительно дальнейшего усовершенствования этих правил. 
Заключительная часть исследования указывает на такие существующие и перспективные 
проблемы техники торможения, которые имеют влияние также и на оборудование, выра
батывающее и аккумулирующее сжатый воздух на средствах железнодорожной тяги.
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STUDY ON THE RECRYSTALLIZATION 
OF PURE COPPER TECHNICAL GRADE

J .  SÓ LY O M
TECHNICAL UNIVERSITY OF HEAVY INDUSTRY, MISKOLC (HUNGARY) 

[M anuscrip t rece ived  J a n u a ry  24, 1966]

B y  m eans of an  o p tic a l m icroscope, th e  re c ry s ta ll iz a tio n  of tech n ica l g rad e  p u re  c o p p er 
a f te r  cold  w orking, e sp ecia lly  th e  s tru c tu ra l ch an g e , w as in v es tig a ted . T h e  in v e s tig a tio n  
in c lu d e d  a cold w orking d e fo rm a tio n  degree o f  30, 60 a n d  9 0 % , an d  th e  c ry s ta lliz a tio n  p rocess 
w as o b se rv ed  a t  260, 300, 350 an d  400° C. F ro m  th e se  i t  cou ld  he  s ta te d  t h a t  th e  a c t iv a t io n  
e n e rg y  o f th e  process d ecreases w ith  th e  in c re a s in g  degree  o f w ork ing . A t an  assu m ed  d u c ti l i ty  
o f 1 0 0 % , th e  a c tiv a tio n  e n erg y  calcu la ted  b y  e x tra p o la tio n  am o u n ts  to  33,7 k ca l/g m o l. Con
s id e rin g  t h a t  p a r t  o f  th e  e n erg y  w hich is n e ed e d  fo r g ra in  g ro w th , th is  is in d e p e n d e n t o f  th e  
w o rk in g  degree; q u a n ti ta t iv e ly ,  th is p a r t  e q u a ls  th e  a c t iv a t io n  energy  of se lf-d iffusion . A t an  
assu m ed  w ork ing  d e fo rm a tio n  of 100% , th e  a c t iv a t io n  en erg y  o f rec ry s ta lliz a tio n  c an  b e  ta k e n  
as e q u a l to  th e  a c tiv a tio n  en erg y  of se lf-d iffusion .

I. In tro d u c tio n

T h e  la s t phase  o f  th e  m eta l a n n e a lin g  process a fte r  cold w o rk ing  consists 
o f  th e  b u ild ing  up  o f c ry s ta l nuclei, a n d  o f  th e ir  increase. T he f ir s t  p e rio d  o f 
th is  p rocess, th e  so -ca lled  p rim ary  re c ry s ta ll iz a tio n  or th e  p ro p e r r e c ry s ta ll i
z a tio n , in  a narro w  sense endures up  to  th e  m o m en t w hen  th e  w o rk ed  c ry s ta l
lite s  h av e  d isap p eared  from  th e  s tru c tu re . T h is h as  c learly  to  be d is tin g u ish e d  
fro m  th e  n ex t p e rio d , th e  so-called se c o n d a ry  re c ry s ta lliz a tio n  d u r in g  w hich  
th e  w hole s tru c tu re  becom es ro u g h e r b y  th e  m ore in ten se  in crease  o f  som e 
c ry s ta llite s  a t th e  exp en se  of o thers. In  th is  p a p e r, i t  is th e  f irs t p e rio d  w hich  
w ill be d ea lt w ith .

W hen  in v e s tig a tin g  th e  various p h ases  o f th e  an nea ling  p rocess, re sea rch  
w o rk  will f irs t a im  a t  th e  clearing  u p  o f k in e tic  an d  energetic  re la tio n s . Since 
th e  re c ry s ta lliz a tio n  is a t  th e  sam e tim e  re p re se n te d  b y  a change o f s tru c tu re , 
th e  w hole process can  be observed  b y  m e ta llo g rap h ic  m ethods.

W hen  co m p arin g  th e  e x p e rim e n ta l re su lts , one can  s ta te  t h a t  none of 
th e  u su a l m ethods ap p lied  to  d e te rm in e  th e  course of re c ry s ta lliz a tio n  is ab le 
to  secure a g rea te r a ccu racy  th a n  th e  c lassica l m e th o d  o f m e ta llo g rap h ic  o b se r
v a tio n , th a t  consists o f  a p lan im e tric  d e te rm in a tio n  of th e  ra tio  o f  th e  p o r t  
a lre a d y  rec ry s ta lliz ed  an d  th a t  one b e in g  s till in  th e  s ta te  o f w o rk ed  defo r
m a tio n  [1].

I n  th is  p a p e r , th e  re c ry s ta lliz a tio n  co n d itio n s are  describ ed  t h a t  w ere 
o b se rv ed  by  th e  m e ta llo g rap h ic  m e th o d  on th e  process of te c h n ic a l g rad e  p u re  
co p p er.
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II. Description o f the experim ental methods

T h e  s ta r t in g  m a te r ia l w as a 5 m m  ro lled  sh e e t o f copper C u—C, h a v in g  
a m in im u m  C u -co n ten t of 9 9 ,4 % . A m ong  th e  to le ra te d  im p u ritie s  th e  h ig h e s t 
is N i 0 ,3 % . S tr ip s  o f 1 6 x 1 1 0  m m  w ere c u t o u t. I n  o rder to  h av e  specim ens 
o f th e  w a n te d  h o m o g en e ity  a n d  ro u g h n ess , th e  s tr ip s  w ere h e a te d , fo r 1 h o u r , 
a t  a  te m p e ra tu re  o f  850° C; a f te r  h e a tin g  th e  s tru c tu re  show ed g ra in s  of 
5500 p 2 size (F ig . 1).

Fig. 1. S tru c tu re  o f th e  s ta r tin g  m a te r ia l  (340 x )

T h e  s tr ip s  w ere fo rm ed  in  cooled s ta te  b y  ro llin g  to  a 30, 60 an d  9 0 %  
deg ree  o f  d e fo rm a tio n . The ro lled  s tr ip s  w ere c u t  in to  sm aller pieces fo r th e  
p u rp o se , to  c a r ry  o u t th e  h e a t t r e a tm e n t  on each  p iece a t  th e  sam e te m p e ra tu re , 
b u t  a t  v a r io u s  p e riods o f tim e . T he h e a tin g  te m p e ra tu re  was chosen b y  a im ing  
a t  a r a th e r  lo n g  p e rio d  o f tim e  fo r th e  w a n te d  re c ry s ta lliz a tio n . D oing  th is , th e  
p e rio d  o f  h e a tin g  up  th e  cold pieces w as neg lig ib le . F o r  th is  p u rpose , we choose 
th e  te m p e ra tu re  levels o f 260, 300, 350 an d  400° C. R ec ry s ta lliz a tio n  a t  300 
a n d  350° C w as s tu d ie d  a t  a d e fo rm a tio n  co rresp o n d in g  to  all th e  th re e  degrees. 
W ith  th e  te m p e ra tu re  o f 260° C, we o b serv ed  th e  re c ry s ta lliz a tio n  process o n ly  
a t  a d e fo rm a tio n  o f 60 and  9 0 % , because  a t  a low er degree th e  in v e s tig a tio n  
o f  th e  s t r u c tu r e  n eed ed  a considerab le  perio d  o f t im e . W hereas a f te r  a r e c ry s ta l
liz a tio n  a t  400°C th e  process on a 9 0 %  d efo rm ed  piece h a d  been  so q u ick  i t  
h a d  e sc a p e d  th e  p o ss ib ility  o f  o b se rv a tio n ; in  th is  case, we confined  o u r co ld  
w o rk in g  o p e ra tio n  o n ly  to  30 a n d  6 0 % .

F o r  c a rry in g  o u t th e  h e a t  t r e a tm e n t  we a p p lie d  an  elec tric  m u ffle  f u r 
n ace . I n  o rd e r  to  secure  a d ep en d ab le  c o n s ta n c y  o f  th e  te m p e ra tu re , a h e a t  
re s is tin g  s te e l b lo ck  w as p laced  in to  th e  fu rn a c e , an d  th e  specim ens w ere 
p la c e d  o n  th e  b lock . D oing  th is , th e  h e a tin g  u p  p e rio d  of th e  pieces cou ld  be  
n e g le c te d  w ith o u t cau sin g  a p e rcep tib le  d e v ia tio n  [3]. T he te m p e ra tu re  f lu c 
tu a t io n  o f  th e  b lock  d id  n o t su rp asse  ^ 3 °  C.
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In  o rd e r to  fa c ilita te  th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  period  of re c ry s ta ll iz a tio n , 
a n d  for th e  sake  o f a n ea re r in fo rm a tio n , w e ex am in ed  some p ieces re se rv e d  
fo r th is  p u rp o se . T h is f ir s t  ex p erim en t se rv ed  to  se t u p  re c ry s ta lliz a tio n  p e rio d s 
th e  series o f  w h ich  fo rm ed  a sequence o f  g eo m etric  progression. A lw ay s  p re 
v e n tin g  ca re fu lly  a n y  w arm ing  u p , th e  p ieces tr e a te d  were cu t in to  tw o  ha lv es  
in  th e  ro llin g  d irec tio n  b y  a s littin g  saw , a n d  th e  c u t surfaces w ere su b je c te d

a ) b)

c)

Fig. 2. S tru c tu re  o f copper (340 x) a f te r  a 30%  d e fo rm a tio n  (a); a fte r  h e a tin g  a t  300° C 
fo r 20 ho u rs  (6); and  a f te r  h e a tin g  a t  300° C for 30 hours (c)

to  m e ta llo g ra p h ic  ex am in a tio n . F o r p o lish in g , we app lied  a ch em ica l p rocess, 
b y  u sing  a po lish in g  ag en t h av in g  th e  fo llow ing  com position : C H 3C O O H  =  
=  6 7 % , H 3P 0 4 =  2 8 % , H N 0 3 =  5 % . T h e  po lish ing  o p era tio n  w as  ca rried  
o u t a t  65-4-75° C [4]. A fter h av in g  th e  su rface  e tched  w ith  a so lu tio n  of 
5 g FeC l3 -f- 10 cm 3 o f HC1 +  100 cm 3 w a te r , th e  s tru c tu re  w as r e a d y  to  be 
observed .
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I I I .  M easuring re su lts

T h e  re c ry s ta lliz a tio n  in  th e  w orked  s t r u c tu r e  s ta r ts  w ith  n u c lé a tio n , 
a n d  co n tin u es  b y  g ra in  g ro w th . I t  was w ell o b se rv ab le  th a t  th e  n u c lé a tio n  
to o k  p lace  a t  th e  g ra in  b o u n d aries  of w o rk ed  c ry s ta llite s  m o stly  a t  sp o ts  
w h e re  m ore  th a n  tw o  c ry s ta llite s  m eet. V ario u s s tag es  of re c ry s ta lliz a tio n  a re  
to  h e  seen  in  F igs 2 a n d  3.

Fig. 3. S tru c tu re  o f co p p er (340 x )  a f te r  a 60%  d e fo rm a tio n  (a); a fte r h eatin g  a t  400°C  fo r 
2 m in u te s  (6); a n d  a f te r  heating  a t  400° C fo r  3 m inu tes (c)

I n  o rd e r to  d e te rm in e  th e  q u a n tity  of th e  re sc ry s ta lliz ed  frac tio n , m e a su re 
m e n ts  w ere  ca rried  o u t on m a n y  places of one sp ec im en . W hen th e  m e a su rin g  
re su lts  w ere p lo tte d  as fu n c tio n s  of th e  lo g a rith m  o f  tim e , we o b ta in ed  c h a ra c 
te r is t ic  S -sh ap ed  cu rves w h ich  rep resen t n u c lé a tio n  a n d  grain  g row th  (F ig . 4).

A lso m easu rem en ts  w ere carried  ou t in  o rd e r  to  determ ine  th e  g ra in  size 
a t  th e  v e ry  m o m en t o f  p e rfe c t rec ry s ta lliz a tio n . T o  th is  end m an y  p laces o f  
one p o lish e d  specim en  w ere com pared  w ith  a se ries  of S tan d ard p h o to s . T h e  
re su lts  a re  show n in  T ab le  I .
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T able  I

Average grain diameter at the end of primary recrystallization, </[/<]

Fig. 4.

Degree
of deformation 
by cold rolling

Heating temperature

2 5 0 °  C 3 0 0 °  c 3 5 0 °  C 4 0 0 °  C

30% — — 50 50

60% - 35,2 28,2 24,9

90% 12,4 12,4 13,6 13,6

Q u a n tity  o f th e  recry sta llized  s tru c tu re  as fu n c tio n  of tim e , a t  c o n s ta n t te m p e ra tu re , 
a fte r  various deg rees o f d e fo rm a tio n

IV. In te rp re ta tio n  o f  th e  resu lts

1. A na lys is  o f  the recrystallization process as a func t io n  o f  time

T he curves in  F ig . 4 rep re sen t th e  cou rse  o f th e  process. T h e re  were 
v a rio u s  te n ta tiv e s  to  f in d  the  m a th e m a tic a l exp ressio n  o f th e  cu rv es . T h e  m ost 
f re q u e n tly  accep ted  fo rm u la  is t h a t  o f  A u s t i n  an d  R i c k e t t  [ 3 ] :

(\x
—  =  K ( l - x ) t » - i .  ( I )
d t

H e re  is X  th e  frac tio n  re c ry s ta llized , expressed  as th e  a liq u o t p a r t  o f th e  s tru c tu re  ( th is  la t te r  
b e in g  considered as a  u n i t ) ;  t  th e  tim e ; К  a n d  p a re  co n s tan ts .
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O b v iously , b y  p lo tt in g  th e  m easu rin g  p o in ts  o f th is  sy s tem  in  co o rd i
n a te s  lo g  log 1/(1 — X) a n d  lo g  t, th e  cu rve  t h a t  fu lfils  th e  co n d itio n  o f  E q u . (1) 
is a s t r a ig h t  line th e  d ire c tio n  o f  w hich is d e te rm in e d  b y  a ta n g e n t v a lu e  e q u a l-

0,8 - 0 /15 3 
0,7 —0) 281 
0,5 -0,400  
0,5 -0,521 
0,4 -0,678 
0,3 -0,810
0,2 -1,012

.90% 7 / /
/ 7 /
/ - / /

7 t l
7 7 ê /
/ /

/ / 7
/ 7

7

u" " % 0 °  ?01 102 703 70« 11
Heating tim e[s]

Fig. 5. T h e  values o f F ig . 4. r e p re se n te d  in  a  sy s tem  o f c o o rd in a te s  log log 1/(1 — x); log t

in g  p .  T ran sfo rm ed  in to  th e  sy s te m  of co o rd in a tes  as m en tio n ed  ab o v e , th e  
c u rv e s  sh o w n  in F ig . 5 c o rre sp o n d  to  th e  o rig in a l cu rv es  of F ig . 4.  T he 
ta n g e n t  v a lu e  p  o f th e se  s tr a ig h t  lines v a rie s  be tw een  1,7 ч-2 ,1 . T his 
co rre sp o n d s  to  th e  d a ta  c a lc u la te d  an d  p u b lish ed  in  th e  m ost re c e n t p u b 
lic a tio n s  [5, 6], an d  d ev ia te s  from  in fo rm a tio n s  g iven  b y  fo rm er a u th o rs , 
a c c o rd in g  to  w hom  p  eq u a ls  a b t. Зч-4 .  In  th e  case o f a h ig h er p e rc e n t
age o f  ro llin g  d efo rm atio n , th e  va lu e  of p  is less (n ea r 1,7), an d  in v e rse ly  
w ith  a  lo w er p ercen tage  o f  ro llin g  d e fo rm atio n , th e  v a lu e  o f p  is h ig h er (n e a r2 , l ) .  
T h is  c a n  be exp la ined  b y  th e  re la tio n  in  a s tru c tu re  a f te r  a h igher degree of
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d e fo rm a tio n  th e  increase  o f  c ry s ta llite s  in  ev e ry  possible d ire c tio n  m ee ts  m ore 
in te n se  obstacles, since th e  nucle i fo rm ed  in  a la rge  n u m b e r a t  one an d  th e  
sam e tim e  are as m a n y  im p ed im en ts  to  each o th e r [5]. T h is  re la tio n  seem s 
to  be m o tiv a te d  b y  th e  fig u res  show n in  T ab le  I .

Fig. 6 . In fluence  of th e  te m p e ra tu re  on  th e  tim e  re q u ire d  fo r re c ry s ta ll iz a tio n

2. Effect exerted by the temperature on the course o f  recrystallizing

T he processes of n u c lé a tio n  an d  gra in  g ro w th  as fu n c tio n  o f  te m p e ra tu re  
a re  described  b y  th e  e q u a tio n  o f B e c k e r  [2, 4 , 7]:

l n t  =  K  +  - ^ -  +  — .
R T  R T

( 2)

H ere  is t th e  tim e , T  th e  te m p e ra tu re , R  th e  g a s-c o n s ta n t, Q th e  a c tiv a tio n  
en e rg y  o f d iffusion (in  th is  case energy  o f self-d iffusion), a n d  A  th e  co rrec tion  
m em b er rep resen tin g  th e  a c tiv a tio n  energy  o f n u c léa tio n  o r som e o th e r  con
c o m ita n t process.

B y  d iffe ren tia tin g  th e  above e q u a tio n  acco rd ing  1/T , we o b ta in :

3 In t Q A_ 1_ 9 A

R  ‘ r ' R T  0 Щ  '
(3)

T he d iagram  in  F ig . 6 show s th e  periods of tim e  re p re se n tin g  a re c ry s ta l
liz a tio n  degree o f 5 0%  in  lo g a rith m ic  scale as fu n c tio n  o f 1 /T . B y  th e  m eta llo - 
g rap h ic  m eth o d , o b v io u sly  th e  d e te rm in a tio n  o f a h a lf- tim e  v a lu e  is o b ta in ed
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a t  th e  h ighest possib le a c c u ra c y . C onsequen tly , th e se  series of va lues are th e  
m o s t  ap p ro p ria te  fo r c h a ra c te r iz in g  th e  a c tiv a tio n  en e rg y  o f th e  process. 
A s seen  in  Fig. 6, th e  p lo t te d  p o in ts  of th e  single g rad es o f d e fo rm atio n  can  
b e  co n n ec ted  b y  a s t r a ig h t  lin e . This co rresponds to  th e  s ta te m e n t th a t  th e  
a c t iv a t io n  energy o f n u c lé a tio n  energy  observed  w ith in  th e  te m p e ra tu re  range 
o f  th e  te s t ,  is in d e p e n d e n t o f  th e  te m p e ra tu re , o r in  o th e r  w ords, th e  3™ m em ber 
a t  th e  r ig h t side o f E q u . (3) d isappears, viz.

3 ln  t Q -j- A
(3a)

Degree of deformation fX>]
Fig. 7. R ecry sta lliza tio n  a c t iv a t io n  energy in  fu n c tio n  of th e  degree  of d e fo rm atio n

T h e  ta n g e n t  of d irec tio n  o f  th e  single s tra ig h t lines is p ro p o rtio n a l to  th e  
su m  Q -f- A .  I ts  rea l v a lu e  c a n  be  ca lcu la ted  from  th e  d iag ram . W h en  p lo ttin g  
th e s e  v a lu es  as fu n c tio n  o f  t h e  degree of d e fo rm a tio n  F ig . 7 i t  is obvious th a t  
th e  a c tiv a tio n  energy  d ec rea ses  w ith  th e  in c reas in g  degree o f d efo rm atio n . 
O b v io u s ly , th is  decrease is a  consequence o f th e  decrease  o f th e  energy  of 
n u c lé a tio n  as an a liq u o t p a r t  o f  th e  ac tiv a tio n  en e rg y  [2]. A s a lre a d y  m en tio n ed , 
th e  v a lu e  co rrespond ing  to  a  100%  d efo rm ation  o b ta in e d  b y  e x tra p o la tio n , 
a m o u n ts  to  33,7 k cal/gm ol. T h is  value can he co n sid e red  as th e  a c tiv a tio n  
e n e rg y  o f  th e  g row th  o f g ra in s , a n d  can be id en tif ie  a t  th e  sam e tim e  as th e  a c 
t iv a t io n  energy  of se lf-d iffu sio n  a long  th e  c ry s ta l b o u n d a rie s  of th e  m e ta l te s te d .

T h e  ac tiv a tio n  e n e rg y  o f  g ra in  g row th  can  be d e te rm in e d  b y  m ak ing  
u se  o f  th e  values g a th e re d  to g e th e r  in  T able I .  As a m a t te r  o f p rinc ip le , th e  
m e th o d  app lied  herebelow  is n o t  so ex ac t as could  be  e x p e c te d  b u t  as w itnessed  
b y  l i t e r a r y  sources i t  h as  in  g en era l been a d o p te d . T h e  q u o tie n t w ill be se t 
u p  b y  ta k in g  th e  ac tu a l d ia m e te r  of th e  grains a t  th e  m o m e n t o f th e  re c ry s ta l
l iz a t io n ’s end, and  in  d iv id in g  i t  b y  th e  rea l tim e  e lap sed , i.e . b y  th e  d ifference
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b e tw een  th e  p o in t of tim e  a t  w hich  100%  re c ry s ta lliz a tio n  is fin ish ed  a n d  th e  
p o in t o f  tim e  w hen i t  s ta r te d  (tv — t/c). This q u o tie n t is th e  ra te  o f g ra in  g ro w th , 
G [ju/s]; w hen ta k e n  as c o n s ta n t , i t  is expressed :

G =
d

(*v -  **) ’
(4)

Fig. 8 . G ra in  g ro w th  as fu n c tio n  o f te m p e ra tu re

W hen th e  lo g a rith m  o f speed  is rep re se n te d  as th e  fu n c tio n  o f 1/T 
(F ig . 8), it  is to  be seen t h a t  th e  single po in ts  p lo tte d  as c o o rd in a te d  to  th e  
degrees of defo rm atio n , th e  cu rves are  s tra ig h t lines as well. In  o th e r  w ords, 
ch an g e  of grain  g row th  can  be described  b y  an  e q u a tio n  of th e  A rrh en iu s  ty p e :

G =  G0 • e \r t ) .  (5 )

F ig . 8 con ta ins p o in ts  be longing  to  th e  d e fo rm atio n  degrees o f 60 and  
9 0 % , because it  w as a t ta in a b le  only  for th e se  to  f in d  a t  le a s t th re e  po in ts  
w h ich  could be p lo tte d  as th e  g ra in  values a t  som e fix ed  te m p e ra tu re . A fter 
h a v in g  dete rm in ed  th e  ta n g e n t o f d irec tion  of th e se  s tra ig h t lines, th e  o b ta in ed  
v a lu es  of a c tiv a tio n  en e rg y  a re  th e  follow ing:

fo r a d e fo rm ation  degree o f 60% : 34,05 kcal/gm ol; 
fo r a d e fo rm ation  deg ree  o f 90% : 34,0 kcal/gm ol.

T h e  coincidence of th ese  v a lu es  w ith  each o th e r  a n d  w ith  th e  va lu e  as ca lcu la ted  
b y  m eans of our fo rm er m e th o d  (33,7 kcal/gm ol) is s trik in g . B y  th is  s ta te m e n t 
o u r  fo rm er thesis  seem s to  be  m o tiv a te d , n am e ly , t h a t  th e  a c tiv a tio n  energy  
o f  th e  g ra in  g row th  is in d e p e n d e n t of th e  degree o f  d e fo rm atio n , a n d  th e  change 
o f  a c tiv a tio n  energy  d u rin g  re c ry s ta lliz a tio n  is due  to  th e  decrease o f  th a t  p a r t  
o f  a c tiv a tio n  energy w hich  is need ed  for n u c léa tio n .
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T h e  self-d iffusion a c tiv a tio n  energy  a t  th e  c ry s ta l  b o u n d a rie s  o f copper 
is n o t  know n  as y e t b u t  fo r  m eta ls  w ith  a face -cen te red  la ttic e  th e  s ta te m e n t 
h o ld s  t ru e  th a t  th e  se lf-d iffu sio n  a c tiv a tio n  en e rg y  a t  th e  c ry s ta l bou n d aries  
e q u a ls  a b t . 0,6 4- 0,7 p a r t  o f  th e  sam e energy  w h a t is needed  b y  self-d iffusion 
th ro u g h  th e  la ttic e  [8]. N ow , w hen co m p arin g  th e  o b ta in e d  v a lu e  (33,7 
k ea l/g m o l) w ith  th e  se lf-d iffu sio n  ac tiv a tio n  en e rg y  of 48,6 keal/gm ol as found  
in  l i te r a r y  sources [9] th e  r a t io  is 0,69; in  o th e r  w ords, i t  co rresponds to  w h a t 
h a s  b e e n  s ta ted  ab o v e . R e su lts  given b y  o th e r  a u th o rs  [6, 10] a re  fo u n d  to  
be  so m e w h a t less (24-4-26 keal/gm ol) for th e  re c ry s ta lliz a tio n  a c tiv a tio n  energy  
o f  co p p e r. This d e v ia tio n  m a y  be m o tiv a te d  b y  th e  h igher r a te  o f im p u ritie s  
in  th e  copper exam ined  in  o u r  in v es tig a tin g  p rocess. As is know n , th e  re c ry s ta l
l iz a tio n  ac tiv a tio n  e n e rg y  is increased  b y  h ig h e r im p u rity  c o n te n ts  in  cop
p e r  [10]. W hen th e  im p u r it ie s  in f iltra te d  in to  th e  la tt ic e  reach  a c e r ta in  a m o u n t, 
th e  rec ry s ta lliz a tio n  p ro cess  is in fluenced  b y  th e se  foreign  a to m s to  such  a 
deg ree  t h a t  it  is r a th e r  th e  d iffu sion  of th is  im p u r i ty  in to  th e  base  m e ta l w hich 
is d ec is iv e  to  th e  p rocess. I n  o rd e r to  know  th e  n a tu re  o f th is  k in d  of d iffusion , 
f u r th e r  investig a tio n s h a v e  to  be carried  o u t.
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U N T E R S U C H U N G  D E R  R E K R IS T A L L IS A T IO N  V O N  T E C H N IS C H  R E IN E M  K U P F E R

J. S Ó L Y O M

Z U SA M M E N FA SSU N G

E s w urde der V e rlau f d e r  R ek ris ta llisa tio n  v o n  tec h n isch  re in em  K u p fe r n a ch  K a l t 
v e rfo rm u n g  u n te rsu ch t, in d e m  d ie  s tru k tu re llen  V e rä n d e ru n g e n  a n  m eta llo g rafisch en  L ic h t
b i ld e rn  b e o b ac h te t w urd en . I m  L au fe  der P rü fu n g  des V erlau fes de r R e k ris ta llisa tio n  n ach  
V erfo rm u n g sg rad en  zu 30, 60 u n d  9 0 %  bei s tän d ig  g e h a lten e n  T em p era tu ren  v o n  260, 300, 350 
u n d  400° C, k o n n te  m an  eine  A b n a h m e  der A k tiv ie ru n g sen erg ie  des P rozesses bei E rh ö h u n g  
des V erfo rm u n g sg rad es fe s ts te lle n . D u rc h  E x tra p o la tio n  zu  e ines v o rau sg ese tz ten  V erfo rm u n g s
g ra d e s  v o n  100% , w urde d e r  W e r t  v o n  33,7 kcal/gm ol g e fu n d en ; m an  sieh t, d a ß  b in n en  de r 
g e sa m te n  A k tiv ie ru n g sen erg ie  d e r  R ek ris ta llisa tio n  die zu m  K e im w ach stu m  b e n ö tig te  T e il
e n erg ie  v o m  dem  V e rfo rm u n g sg rad  u n ab h än g ig  is t, u n d  sie is t  e igen tlich  gleich d e r A k tiv ie 
ru n g se n e rg ie  der S e lb std iffu s io n . B e i A nnahm e eines 1 0 0 % -ig en  V erfo rm ungsgrades k a n n  m an  
d ie  A k tiv ie ru n g sen erg ie  d e r  R e k ris ta llis a tio n  m it d e r A k tiv ie ru n g sen erg ie  d e r Se lb std iffu s io n  
g le ich ste llen .
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E X A M E N  D E  L A  R E C R IS T A L L IS A T IO N  D U  C U IV R E  T E C H N IQ U E  P U R

J .  SÓ LY O M

R É S U M É

L’a u te u r  a ex am in é  la  rec ris ta llisa tio n  après écrou issage  d u  cu iv re  te c h n iq u e  p u r, en 
su iv a n t le ch an g em en t de  la  s tru c tu re  a u  m icroscope o p tiq u e . E n  e x a m in a n t le co u rs  de la 
re c ris ta llisa tio n  à 260, 300, 350 e t  400°C ap rès u n  écrou issage  d e  30, 60 e t  9 0 % , o n  c o n s ta te  
que  l’énergie d ’a c tiv a tio n  d u  processus d im in u e  avec l ’acc ro issem en t du  ta u x  de d é fo rm a tio n . 
E n  e x tra p o la n t ju sq u ’à 100%  de ta u x  de d é fo rm a tio n , l ’énerg ie  d ’a c tiv a tio n  e s t  de  33,7 
kcal/gm ol. D ans le cad re  de l ’énergie d ’a c tiv a tio n  de la  rec ris ta llis a tio n , la  p a r t  r e v e n a n t  à 
l’accro issem en t des g ra in s e st in d é p e n d a n te  de la d é fo rm a tio n  e t e st égale à  l ’én erg ie  d ’a c ti
v a tio n  de l ’au to -d iffusion . E n  su p p o san t u n e  d é fo rm a tio n  de 100% , l’énergie  d ’a c tiv a tio n  
de  la  recris ta llisa tio n  p e u t  ê tre  aussi considérée  com m e égale à  l’énergie  d’a c t iv a t io n  de l’au to - 
d iffusion .

И С С Л Е Д О В А Н И Е  Р Е К Р И С Т А Л Л И З А Ц И И  Т Е Х Н И Ч Е С К И  Ч И С ТО Й  М Е Д И

Е ,  Ш О Й О М  

Р Е З Ю М Е

Автор провел исследование рекристаллизации технически чистой меди после 
холодной деформации, путем наблюдения изменений структуры оптическим микроскопом. 
После обжатия в 30, 60 и 90% исследовалась рекристаллизация во времени при 260, 300, 
350 и 400° С. Энергии активации процесса снижается по мере роста степени обжатия. 
Экстраполируя до воображаемого обжатия в 100%, получается 33,7 ккал/г моль. Доля 
энергии активации процесса рекристаллизации, приходящаяся на рост зерна, не зависит 
от степени обжатия и равна энергии активации самодиффузии. Предполагая 100%-ное 
обжатие, получают энергию активации рекристаллизации, равную энергии активации 
самодиффузии.
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ANWENDUNG DER WELLENGLEICHUNGEN  
AUF KURZE ROHRE 

T E IL  II*

P . B E N Y Ó
GANZ MÄVAG LOKOMOTIV-, WAGGON- UND MASCHINENFABRIK, BUDAPEST 

[E ingegangen  am  21. F e b ru a r, 1966]

D ie im  I. T eil e rh a lte n e n  Z u sam m en h än g e  w u rd en  an g ew an d t fü r  d e n  F a ll,  w enn  im  
D ru ck v o lu m en  der als ku rzes R o h r  b e tra c h te te n  E in sp ritz p u m p e  der K o lb e n  d u rc h  eine Feder 
b ew eg t w ird . S ta t t  d e r  im  K o n tin u itä ts fa ll  e rh a lte n e n  hom ogenen D iffe ren tia lg le ich u n g  
I I I .  O rd n u n g  ergab sich in  diesem  F a ll eine inh o m o g en e  G leichung I I .  O rd n u n g , d e ren  rech te  
S eite  u . U . m it k o n s ta n te m  W ert in  B e tr a c h t  gezogen w erden  k o n n te . So e rg a b  sich  fü r  die 
B e rech n u n g  des a u f tre te n d e n  D ru ck v erlau fs  e ine  R ekursionsfo rm el. D ie  d u rc h g e fü h rten  
U n te rsu ch u n g e n  bew iesen, d a ß  fü r  d ie im  I . o d er I I .  T eil e rm itte lte n  Z u sa m m e n h än g e  die 
e rh a lte n e n  G leichungen m it den  ta tsä ch lich e n  D ru c k v e rh ä ltn issen  g u t ü b e re in s tim m en .

IV. U ntersuchung des Druckverlaufes 
bei einem  durch Federkraft bewegten Kolben

D iesem  P rin z ip  e n tsp rech en d  a rb e ite n  z. B . die a u f den  v e rsch ied en sten  
G eb ie ten  v e rw en d e ten  G anz— Jen d ra ss ik  E in sp ritz p u m p e n . U m  den  durch  
den  K o lben  e rzeug ten  D ru c k v e rla u f  b e rech n en  zu k ö n n en , m u ß  d er W eg- 
u n d  G esch w ind igke itsverlau f des K o lbens — in  A b h än g ig k e it v o n  d e r  Z eit — 
b e k a n n t sein. D ie bezüg liche U n te rsu c h u n g  w ird  — äh n licherw eise  w ie in  den 
A b sc h n itte n  I I  bzw . I I I  — u n te r  V erw endung  der W ellen g le ich u n g en  v o r
genom m en. O ffensich tlich  is t, d aß  in  d iesem  F alle  die K o lb en b ew eg u n g  einer 
g ed äm p ften  S chw ingung e n tsp r ic h t, d a  d e r K o lben  d u rch  d ie  D ru ck w irk u n g  
ab g eb rem st w ird . E s b e s te h t ab e r die F ra g e , w elchen C h a ra k te r  d iese  D äm pfung  
au fw e ist u n d  wie sie sich  zu r K o lb en g eschw ind igke it v e rh ä lt .  U m  dies fe s t
s te llen  zu kö n n en , w ollen w ir z u n ä c h s t die V erhä ltn isse  fü r  fo lg en d en  Fall 
p rü fen .

1. Der Druckleitungsdurchmesser stimmt  
m it dem Kolbendurchmesser überein (D  =  d)

B ild  8 s te llt den  A u fb a u  des S ystem s d ar. A u f G ru n d  d e r  en ts teh en d en  
K rä ftew irk u n g en  — u n te r  B erü ck sich tig u n g  der beze ich n eten  p o s itiv e n  R ich 
tu n g  — k a n n  die B ew egungsg le ichung  des K olbens fo lg e n d e rm a ß en  auf

* Teil I  siehe Acta Techn. Hang. 56 (1966), 1— 2
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g esc h rie b e n  w erden (d ie R e ib u n g sk ra f t zw ischen K o lb e n  und  Z y linder w ird  
v e rn a c h lä s s ig t u n d  fe rn e r  v o ra u sg e se tz t, d aß  die D ru c k le itu n g  des D u rc h 
m esse rs  d la n g  genug is t ,  u m  z u  verh in d ern , d aß  w ä h re n d  d er K olbenbew egung  
e in e  S tö ru n g  — re f le k tie r te  D ruckw elle  — zum  K o lb e n  gelang t):

x  =  — M -------- Ô—  .
к  dt2 dt

Bild 8 . F e d e rb e tä t ig te  K olbenpum pe, w enn  D =  d, bzw . D >  d

W ird  diese G leichung g e o rd n e t  u n d  die B eze ich n u n g  x2 
d a n n  is t

d 2*

d t2

0_
M

dx

dt
+  oc2x  =  0 ,

1/Mfc e in g efü h rt,

(39)

WO

* M
M  [kp  • sec2/m ] 
<5 [kp  • sec/m] 
к [m /kp] 
t [sec]

K o lb en w eg ;
die b e w e g te  M asse;
de r d e r G esch w in d ig k eit p ro p o rtio n a le  D ä m p fu n g sfak to r;
F e d e rk o n s ta n te ;
lau fe n d e  Z e i t  sind .

B ei der G leichung (39) h a b e n  wir v o ra u sg e se tz t, d a ß  die D äm pfung  der 
G esch w in d ig k e it p ro p o r tio n a l is t . U m  dies bew eisen  zu  kö n n en , soll d av o n  
au sg e g a n g e n  w erden, d a ß  d ie  däm pfende K ra f t  — fa lls  die K olbengeschw in
d ig k e it

u n d  P  =  ô c b e trä g t, d . h . 

i s t .

c — dx/dt, 

<5 =  P/c (40)

D ie K ra ft (P ) e n ts p r ic h t  dem  P ro d u k t aus d em  a u f  den K olben  w ir
k e n d e n  D rucke und  d er K o lb e n flä c h e , w elcher W e rt m it  d er aus der D äm p fu n g  
s ta m m e n d e n  K ra ft ü b e re in s tim m e n  m uß, d. h .

P  — p F  =  öc . (4 1 )

A u s d e r  G leichung (12) im  A b s c h n itt  I I I .  1. a. k o n n te n  w ir jedoch  sehen, d aß

p  — qac
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is t , dem zufolge sich  die G leichung (41) w ie fo lg t g e s ta lte t:

<5 — Q a F  , (42)

wo g die F lü ss ig k e itsd ich te , a die F o rtp flan zu n g sg esch w in d ig k e it d e r  D ru c k 
welle u n d  F  d ie  K olbenfläche  b ed e u te n . E s  k a n n  d ah er fe s tg e s te llt w erd en , 
d a ß  die K o lb en d äm p fu n g  u n d  die G esch w in d ig k e it ta tsä c h lic h  in  einem  
lin ea ren  V erh ä ltn is  zue inander s teh en . E rs ic h tlic h  is t auch , d a ß  b e i einer 
gegebenen  F lü ss ig k e it der W ert ô n u r  v o n  d e r  K olbenfläche  a b h ä n g t (v o ra u s 
g ese tz t, d aß  d ie  F o rtp flan zu n g sg esch w in d ig k e it der W elle u n d  d ie  D ich te  
v o m  D ruck  u n a b h ä n g ig e  W erte  d a rs te lle n  — w as übrigens bei F lü ss ig k e ite n  
als gu te  A n n ä h e ru n g  gilt).

W ie b e k a n n t, is t  die L ösung  der G le ich u n g  (39) die fo lg en d e : t — 0; 
X =  —x 0 u n d  dx /d t  =  c =  0, u n te r  V o ra u sse tz u n g  folgender A n fa n g sb e d in 
gungen :

*0 e >it i n e t  -f- cos e t (43)

F ü r  den F a ll, d aß
<5

2 M

is t u n d  /12 <  a 2 bzw . e =  j/a 2 — /лг-

W enn ab er /г =  <5/2 M  und  ц 2 >  « 2 ß =  ]/f i2 — a 2 is t, 
d a n n  is t

X — — x n e-n t sin h  ß  t “f- cosh  ß t \. (43a)

W ird  die K o lbengeschw ind igke it a u f  G ru n d  d e r G leichung (43) b e s tim m t, 
so is t

dx
c = ----=  x n e

dt
,-„t <“2 +  £2 s i n  e t

oder u n te r  B erü ck sich tig u n g , d aß

is t, e rh ä lt m an

Iи2 +  e2
M k

c l o .
M e

e ^ 1 s in h  et (44)
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o d e r a u f  G rund  der G le ich u n g  (43a)

c =  e~ ^  s in h  ß  t , (44a)
M  ß

w o P () d ie  A n fan g sfed e rk ra ft b e d e u te t.
I n  K en n tn is  d e r K o lb en g esch w in d ig k e it k a n n  nunm ehr d er a u f  die 

K o lb e n flä c h e  w irkende D ru c k  (der g leichzeitig  in  d e r  L eitung  m it d em  D u rc h 
m esse r  D  die F u n k tio n  d e r v o rlau fen d en  D ru ck w e lle  dars te llt) aus p  =  qae 
b e s t im m t w erden , w obei w ir u ns n u r  au f die G le ich u n g  (44) b esch rän k en :

p
p  — o a — — е~^  s in  e t . (45)

M s

A us G le ich u n g  (45) g eh t k la r  h e rv o r, daß , w e n n  c =  0 is t, sich d e r D ru c k  
e b e n fa lls  a u f  N ull v e rr in g e rt. (D ies is t der F a ll , w e n n  der K olben in fo lge  e in e r 
A n sch lag w irk u n g  zum  S til ls ta n d  g eb rach t w ird , w as se lb s tv e rs tän d lich  n u r  
fü r  d e n  F a ll gültig  is t, w en n  D  =  d  ist.)

2. Der Durchmesser der D ruck le i tung  ist kleiner 
als der Kolbendurchmesser, d  <  D

a) Bestim m ung  des Kolbenweges bzw. der Geschwindigkeit

U n se re  A ufgabe b e s te h t  au ch  h ier — ähn lich e rw e ise  wie in  den A b s c h n it
te n  I I  b zw . I I I  —■ in  d e r B estim m u n g  des D ru c k v e rla u fes  im  D ru c k ra u m  d er 
L än g e  Z, w ie dies im  B ild  8 d a rg e s te llt  is t. (D ru c k v e r la u f  an der K o lb en fläch e  
bzw . im  Q u e rsch n itt I — I  im  A n fa n g sa b sc h n itt d e r D ru ck le itung  m it  dem  
D u rc h m e sse r  d.) D er g ru n d leg en d e  U n te rsch ied  im  V erhältn is  zum  S y s te m , 
das m it te ls  einer N ockenw elle b e tä t ig t  w ird , b e s te h t  d a rin , daß  h ier die K o lb e n 
g e sch w in d ig k e it infolge d e r D ru ck w irk u n g  sich  v e rä n d e r t . D ie am  A n fa n g s 
a b s c h n i t t  d er D ru ck le itu n g  re f le k tie r te  D ru ck w elle  gelangt zum  K o lb en  n a c h  
A b la u f  d e r  Z eit von 21 /a  z u rü c k , w elche Z e itd a u e r  v o n  der In b ew eg u n g sse tzu n g  
des K o lb e n s  zu rech n en  is t . D ies b e d e u te t, d a ß  b is zu diesem  Z e itp u n k t d ie  
K o lb en b ew eg u n g  d u rch  die G leichungen  (43) b zw . (44) d arg este llt is t  (d ie s 
b e z ü g lic h  verw eisen w ir a u f  A b sc h n itt IV .1).

W ir  w ollen n u n m e h r d ie  V erhältn isse , w ie frü h e r , in  Z e ita b s tä n d e n  v o n  
2 II a  b e tra c h te n .

I m  Z e ita b sc h n itt ( I )  0 ^ 2  l /a :

— ж0 e -" ( sin e t -f- cos et (43)
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P
° s i n e i . 

M e
(44)

I n  den Z e ita b sc h n itte n  (2) 2 l/а  я« 4 Ija w ird  sich  infolge d er re fle k tie r ten  
D ruckw elle  die B ew egungsg le ichung  des K o lbens im  V erh ä ltn is  zu  (39) ä n d e rn , 
u n d  zw ar ist

d 2x  á dx

d ^ ~ +  M  d 7
-)- x 2x  = F

-  2 Я А 7 ^ ’ M
(46)

wo p i a u f  G rund  d e r  G leichung (45) b e rech n e t w erd en  k a n n  u n d  d er im  Z e it
a b s c h n it t  (1) e n ts ta n d e n e  D ru c k v e rla u f im  Z e itb e re ich  0 — 2 l/а  zu  d e u te n  is t. 
D er In d e x  »1« w eis t d a ra u f  hin, d a ß  d er D ru ck  in  der e rs te n  P eriode  e n ts ta n 
d en  is t.

D er W ert Я b e tr ä g t ,  ähn lich  wie frü h er,

F - f
F + f '

A us d er Lösung d e r  inhom ogenen  D iffe ren tia lg le ich u n g  zw eite r O rd n u n g  (46) 
e rh ä l t  m an  die in  d e r zw eiten P erio d e  e n ts te h e n d e n  F u n k tio n e n  *2 =  f ( t )  
bzw . c2 = / ( i ) .  V o m  K olben  aus b ew eg t sich  in  R ic h tu n g  des Q u e rsch n itte s  
I — I  n u n m eh r e in e  aus zwei G liedern  b es teh en d e  D ruckw elle , n am e n tlic h  
Я • p 1 u n d  der aus d e r  G leichung (46) b e s tim m b a re  W e rt p 2; die b e id en  G lieder 
s in d  n a tü rlic h  n ic h t  u n ab h än g ig  v o n e in a n d e r. V o rläu fig  w ollen  w ir v o n  d e r 
L ö su n g  der G le ichung  (46) A b s ta n d  n eh m en  u n d  fo lgende V erh ä ltn isse  p rü fe n : 

In  der P e rio d e  (3) 4 l/а  я« 6 l/а  is t  die B ew egungsg le ichung  des K o lbens, 
u n te r  B erü ck sich tig u n g  des Z usam m enhanges p  — gac:

d2* Ô 
d t2 +  M

da;

di
-\- ос2 X =  — 2 Яр о -

F

M

F
2 À2д а  —  c 

M
1 9 (47)

in  w elchem  A u sd ru c k  (c2) die a u f  G rund  d e r G leichung (46) b e s tim m b are  
K o lb en g esch w in d ig k e it b ed eu te t.

In  der P e rio d e  (4) 6 l/а ^  8 Ija a u f  G ru n d  d er G leichung (47):

A2x  ô A x  F  . . .
— —  +  —  —— b a  x  — — É?a TT 2 (^c3 +  Л.“с2 +  ^ 3ci)
dt2 M  d l M

(48)

N ach  e n tsp re c h e n d er U m form ung  u n d  u n te r  B e rü ck sich tig u n g , d aß  Ô =  g a F  
i s t ,  e rh ä lt m an :

d2x

d t 2
+ x 2x = — да

F

M
+  2 (Я c3 -|- Я2 c2 -f- Я3 C j )  , (49)
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w o d x /d t  — ci die a u f  G ru n d  d e r G leichung (49) b e rech en b are  K o lb en g esch w in 
d ig k e i t  b ed eu te t.

U n te r  Z ugrundelegung  d e r g leichen E rw äg u n g en  in  d er P e rio d e

b e z u g  a u f  X eine geom etrisch e  R e ih e , wo die P o ten zen  v o n  X m it d er G eschw in
d ig k e its fu n k tio n  c = /(()  m u ltip liz ie r t  s ind . Die F rag e  b e s te h t d a r in , w elche 
F o rm  d ie  einzelnen F u n k tio n e n  C j ( t ) ,  c2(t), . . . ,  cn_ 1(i) h a b e n  u n d  inw iefe rn  diese 
v o n e in a n d e r  abw eichen.

D iesbezüglich  w ollen  w ir  b em erk en , d aß  a u f  G ru n d  d er G leichungen 
(39), (46 ), (47), (48), (50) d e r  D efin itio n sb ere ich  d er G eschw in d ig k e itsfu n k tio n  
cv  c2, . . . , c n b e rech n e t w e rd e n  k a n n ; h in sich tlich  d er im  Z e ita b sc h n itt  
0 — 2 Z/a u n d  im  Z e itp u n k t t — 0 b e s tim m te n  W erte  is t n u r  cx — 0; der 
A n fa n g sw e r t der ü b rigen  G esch w in d ig k e itss tu fen  k a n n  — aus d e r G leichung 
(39) au sg eh en d  — rek u rs iv  b e s t im m t w erden . (H ie ra u f  w ollen w ir n o ch  z u rü c k 
k o m m e n .)  W ird  in V e rb in d u n g  m it dem  Z u sam m en h an g  (50) d er d er W irk lich 
k e i t  n ic h t  en tsp rechende F a ll  angenom m en , d aß  cx =  c2 =  . . .  =  сп_ г =  
— cn =  d a ; / d i  is t, so g e s ta l te t  s ich  die D iffe ren tia lg le ich u n g  (50) w ie fo lg t:

(n ) (2 n  — 2) I/а  я»: 2 reZ/a:

A u f  d e r  rech ten  Seite d e r G le ich u n g  (50) f ig u rie r t in  d er ru n d e n  K lam m er in

(51)

B ei d e r  A b le itung  (18) k o n n te  ab e r fe s tg este llt w erden , d aß

is t .  W ird  dies in die G le ichung  (51) e in g ese tz t, so is t

—------ |-  ос2 X =  — Q а -
d2x

d t2

1 d x  

f  M  dt

o d e r g e o rd n e t und nach  E in se tz e n  d er B ezeichnung  к  =  ( F 2l f )g a  e rg ib t sich.
d a ß

(52)
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is t , w elch le tz te re  G le ichung  led ig lich  m it dem  U n te rsch ied  m it d e r D iffe ren 
tia lg le ich u n g  (39) ü b e re in s tim m t,*  d aß  in d iesem  F a ll x  =  (F / f ) ö  is t.

O ffensich tlich  is t ,  d aß  die L ösung  d e r G le ichung  (52) m it d e r a u f  G rund  
d e r G leichung (39) e rm itte lte n  ü b e re in s tim m t, w obei ab e r die Z u sam m enhänge  
in  bezu g  au f (43) u n d  (44) g em ach ten  E rw äg u n g en  zu b e rü ck sich tig en  sind , 
n äm lich : w elchen W e r t  h a t  der A u sd ru ck  x / 2 M  bzw . w elches V orzeichen  
b e s itz t  die D ifferenz {x/2  M )2 — a 2. H ierv o n  h ä n g t es ab , ob sich die L ösung 
(52) d e r G leichung (43) oder der G leichung  (43a) äh n lich  g e s ta lte t.

A us den v o ran g eh en d en  E rw äg u n g en  g eh t h e rv o r , w elche A rt v o n  V er
n ach lässigungen  im  F a lle  von  D  >  d  g em ach t w erd en  kön n en  (dies is t aus 
d er G leichung »51« e rs ich tlich ), w enn  an g en o m m en  w ird , d aß  die F lü ssig k e it 
u n z u sa m m e n d rü c k b a r is t. A uf G ru n d  der u n se re rse its  ab g e le ite ten  E rw ä g u n 
gen k a n n  d a ra u f  g efo lg ert w erden , d aß  die K o lb en g esch w in d ig k e it k o n s ta n t 
sein m ü ß te , um  die G ese tzm äß ig k e it der K o lb en b ew eg u n g  im  S inne d er D if
fe ren tia lg le ich u n g  (52) bestim m en  zu k ö n n en . D ie v o rs te h e n d e n  A u sfü h ru n g en  
h ab e n  ab er erw iesen, d a ß  dies n ic h t z u tr if f t . D as A u sm aß  der V ernach lässigung  
k a n n  d erze it noch n ic h t  fes tg este llt w erden , d en n  d e r W ert d er F u n k tio n e n  
Cj, c2, c3, . . ., cn is t u n b e k a n n t u n d  die Sum m e d e r G lieder in  den  Z u sam m en 
h än g en  (50) und  (51) k o n v e rg ie rt — in A b h ä n g ig k e it vom  W erte  Я — gegen 
d e n  Q u o tien ten  (F /f) .**

Z u r genauen  U n te rsu c h u n g  des V organges u n d  zur B estim m u n g  der 
K olbenbew egung  is t die n ich thom ogene  D iffe ren tia lg le ich u n g  (50) in  Z e it
a b sc h n itte n  von je  2 l/а  zu lösen, w ie dies ü b rig en s in  den  G le ichungen  (46) 
bzw . (47) v o rgesch rieben  w urde , h ie rbe i s in d  a b e r  fo lgende Ü berlegungen  zu 
b e rü ck sich tig en  :

W ird  G leichung (46) gelöst u n d  die e rm itte l te  F u n k tio n  c2 =  F(t)  in  die 
re c h te  Seite der G le ichung  (47) e in g ese tz t, so e rg ib t b e re its  die zw eite  bzw . 
d r i t te  S tufe  ziem lich  v erw ickelte  Z u sam m en h än g e . W ird  dies in  n  F ä llen  
vo rgenom m en , so e rsc h e in t bei d e r L ösung  d er n - te n  G leichung das E rg eb n is  
vo llkom m en  u n ü b e rs ich tlich . Die A n n ah m e is t ab e r p lau sib e l, d aß  die K o lb en 
geschw indigkeit in n e rh a lb  einer P e rio d e  (d. h . in n e rh a lb  d er Z e itd au e r v o n  2 // а 
als k o n s ta n t an g en o m m en  w ird, da  die Z e itd a u e r  v o n  2 Z/a im  V erh ä ltn is  zu r 
vo llen  Z e itd au er d e r K o lbenbew egung  seh r gering  is t. In  d iesem  F a lle  w ird  
die L ösung  der G le ichungen  w esen tlich  le ic h te r , u n d  die A ufzeichnung  der 
von  d e r P erio d en zah l ab h äng igen  F u n k tio n e n  c =  f ( n )  bzw . c =  f ( t )  b e re ite t 
eb en fa lls  keine S chw ierigkeit.

* Zu diesem  R e s u l ta t  gelangte  a u ch  S. GŐSI, als er in  bezu g  a u f  den D ru c k rau m  der 
L än g e  l d ie K o n tin u itä t  b e s tim m t u n d  die F lü ss ig k e it als u n z u sa m m e n d rü c k b a r  bzw . das 
V olum en des D ru ck rau m es a ls V = 0  an g en o m m en  h a t  [7].

** S e lb s tv e rs tän d lich  k a n n  die K o n tin u itä tsg le ic h u n g  u n te r  A n w endung  des H o o k e
schen  G esetzes auch  fü r  d en  F a ll der fe d e rb e tä tig te n  K o lb e n p u m p e  au fgesch rieben  w erden , 
w enn die M öglichkeit d e r  s ta tisch en  U n te rsu ch u n g  d e r V e rh ä ltn isse  gegeben is t .  In  diesem  
F a lle  e rh a lte n  w ir eine D ifferen tia lg le ich u n g  d r i t te r  O rd n u n g ; siehe d iesbezüglich  d ie B em er
k u n g  (*).
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D em en tsp rech en d  is t  d a h e r  in  d er P e rio d e  0 ^  2 Z/a die G le ichung  des 
K o lb en w eg es

(43)*i =  — x o e~M‘ — sin e t  4- cos et 
e

u n d  d ie  G eschw indigkeit

c, = —— e gjn e t . 
M e

(44)

P e rio d e  (2) 2 Z/a ^  4 Z/a: D ie B ew egungsgleichung des K o lb en s  w eich t 
in so fe rn  v o n  der G le ichung  (46) ab , d aß  die re c h te  Seite n u n m e h r  k o n s ta n t  
is t  u n d  m it der G le ichung  (44) ü b e re in s tim m t. (Z. B . die zu m  W e rt von  
t =  2 l/а  gehörende F u n k tio n .)  W ir beze ichnen  dies m it c[, w o d u rch

d e re n  L ösung

d 2x  á d r

d i2 M  I t t
+  x 2 X = — 2Я  —  Qac'n  

M

x 2 — — 2 1 ------- c[ -j- e ßt{cl  cos e t  -\- c2 sin  et)
M  x 2

(53)

(54)

is t . Im  F a lle  von (54) sp ie lt s ich  d er V organg  im  Z eitbere ich  (2) 2 I/a  — 4 Z/a ab , 
u n d  d em en tsp rech en d  e rg ib t sich  die B estim m u n g  d er A n fan g sb ed in g u n g en  
d u rc h  E in se tz e n  von  t =  2 Z/a.

W ir  wollen n u n m e h r d ie  A n fan g sb ed in g u n g en  m it t =  0, x 2 — x 2n bzw . 
c2 =  c20 bezeichnen . (H ie r  b e z ie h t sich  t =  0 led ig lich  a u f  die G le ichung  (54), 
in  W irk lic h k e it is t fü r  d en  G esam tv o rg an g  t =  2 Z/a gü ltig .) U n te r  d ieser 
V o ra u sse tz u n g  u n d  A n n a h m e  d e r B eze ichnung  К  =  2 A(<5/М  x 2) c[ is t

x 2 — — K  e & [(K  — я 20) cos e t  c2 sin ei] .

N a c h  A ble itung  k a n n  h ie ra u s  d er W e rt v o n  c2 wie fo lg t a u sg e d rü c k t 
w e rd e n :

_ _  C20 +  t * K  —  /“ * 2 0

W ird  n u n m e h r  dieser W e rt in  die G leichung (54) e in g ese tz t u n d  die e rfo rd e r
lic h e n  U m form ungen  d u rc h g e fü h r t , so e rg ib t sich:

x 2 =  — К  +  e -Mt (К  — ж20) cos e t  ~\~ c20 +  /“  к  — /“ *:20 sin  e t
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D an ach  is t d er W e rt v o n  К  aberm als e in zu se tzen  u n d  d ie  G leichung  
en tsp rech en d  zu  o rd n en , fe rn e r zu  b e rü ck sich tig en , d aß  a 2 =  l j  M k  is t . So 
e rh ä lt  m an , daß

r2 =  — 2 к <SA c[ e f t cos e t  -)-----sin  e t (2 к <5A cj — ж20) -j- —  е~^ s in  e t (55)

is t . D ie K o lb en g eschw ind igke it e rg ib t sich  aus d e r A b le itu n g  v o n  (55):

Cn —
x 20 — 2 Ad kc[ 

M k
-fit sin  e t  -(- c2o e ^

[t .cos e t ---- — sin  e t
e

(56)

W ie v o rs teh en d  b e re its  h erv o rg eh o b en  w u rd e , b e d e u te t c'x d en  zum  
Z e ita b sc h n itt t =  2 l/а  geh ö ren d en  G eschw ind igkeitsw ert. D ies w ü rd e  e ig en t
lich  in  dem  F a ll zu tre ffen , w enn  t =  l/а  die fü r  den  b e tre ffen d en  A ugen b lick  
g ü ltige  G eschw ind igkeit b e d e u te te . W ird  je d o c h  aus d er E rw ä g u n g  au sg eg an 
gen , d aß  dies n u r  e inen  u n b e d e u te n d e n  F eh le r b e d e u te t, so k a n n  an g en o m m en  
w erd en , daß  c[ =  c20 is t.

H ieraus fo lg t, d a ß  a u f  d er rech ten  S eite  d e r zu den  e in ze ln en  P erioden  
geh ö ren d en  D ifferen tia lg le ich u n g en  [z. B . (53)] die als k o n s ta n t an g en o m m en en  
G eschw ind igkeitsw erte  m it den  als A usgang sb ed in g u n g  an g en o m m en en  
G eschw ind igke itsw erten  oder in  F rage  s teh en d en  P erioden  ü b e re in s tim m e n .

B e trach ten  w ir n u n m e h r  die V erhä ltn isse  w äh ren d  fo lgender (3) P eriode 
4  //« гы 6 l/а  is t die B ew egungsgleichung des K o lbens:

d2* á d*

d t2 M  d i
-f- ос2 X = 2 —— (A c20 -+- A2 c10) 

M
(57)

N ehm en  w ir an , d aß  2 (Ô/M ) (Ac20 -f- A2 c10) =  Z  is t , w odurch  s ich  fü r  G lei
ch u n g  (57) fo lgende L ö su n g  e rg ib t:

z
x 3 = --------- 1- e~‘M,(C1 cos e t -j- C2 sin  e t ) . (58)

a 2

Ä hnlich  dem  in  d e r zw eiten  P eriode an g ew en d e ten  V e rfa h ren  g e s ta lte t 
sich  der K olbenw eg bzw . die K olbengeschw ind igke it wie fo lg t:

х з — — 2 k d(A c30 A2 c20) -f-

- f  er111 cos et +  ~  sin  e [2 kd(A c30 -f- A2 c20) — *30] -f- —  e- '“' s in  e t , (59)

x m 2 ô k(A c30 -|- A2 c20)

M k e
e sin  e t -f- c30 e 1,1

U, J
cos e i — — s í n é i  . (60)

e
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P eriode (4) 6 l/а  —- 8 l/а:  Die Z u sam m en h än g e  k ö nnen  in  d er v ie rten  
P e r io d e  ähnlich a b g e le ite t  w erd en , w om it d e r K o lbenw eg  bzw . die K o lb en 
gesch w in d ig k e it fo lg e n d e rm a ß e n  ausged rück t w e rd e n  k ö nnen :

x i — — 2 к ô(2ci0 2?c30 Л2 c20) 4~
(60a)

-et cos ett +  —  sin e 11 [2 k  0(2. c40 +  2? c30 +  A3 c20) — лг40] -]---- — e 1x1 sin  s t ,

JGo —_2 Й k (cw x  +  +  c20-*3)
M k e

-tit sin  £ t

c p fit 
■10 C O S  £ t f t  ■—  sin  et (61)

O ffensichtlich is t ,  d a ß  d ieselben E rw äg u n g en  au ch  fü r die w e ite ren  Z e it
p e r io d e n  angew endet w e rd e n  können, w esh a lb  au ch  in  d er P e rio d e  (n ) 
2 (n  —- 2 )la я« 2 nl/a :

x n —  —  2k<5(Acno +  A2 c (n_ 1)o -f- A3c(„ _ 2)o +  • • • +  2 . " - 1 c20) +

e |cos £ t - \ -  — s in e i [2 кд(2сПа -)- Z2c(n_ 1)o -f-

+  ^ 3c(n—2)o +  • • • +  ^" l c 2o) — *no] ---- 7Г e S*n  £ * ’

*no ~ 2 fed(Acno -f- A2C(n_1)o + A3C(„_2)o -f- . . . 4~ 2n 1c20)  ̂ ^
M k e

(62) 

e~tit s i n  et, -\-

is t .

+  Cnoe -fit cos st fl .—  sin  s t
s

(63)

A u f  G rund der Z u sam m en h än g e  (62) bzw . (63) e rh a lte n  w ir eigentlich  
e in e  R ekursionsfo rm el, d e n n  au s  den G leichungen (43) bzw . (44) u n d  a u f  G rund  
d e r  zw ischen  der K o lb e n o b e rflä ch e  und der D ru c k le itu n g  s ta ttf in d e n d e n  F lü s 
sigke itssch w in g u n g en  k ö n n e n  die F u n k tio n en  x  =  f ( t )  u n d  c =  f ( t )  bzw . 
X — f ( n )  bestim m t w e rd e n .

B e s te h t bei d e r B e re c h n u n g  der F u n k tio n e n  n ich t d er W u n sch , die 
Ä n d e ru n g  der G esch w in d ig k e it bzw . des K o lbenw eges in n e rh a lb  e iner gew issen 
P e r io d e  zu bestim m en  (u n d  in  A n b e trach t d essen , d aß  diese Ä n d e ru n g  u n b e 
d e u te n d  und  die V e re in fa c h u n g  n u r m it g e rin g en  F eh le rn  v e rb u n d e n  is t) , 
k ö n n e n  folgende B eze ic h n u n g e n  eingeführt w e rd e n :

- e t s in  et =  A ;  e -et 1 M •cos s t ------- sm et =  В  ; e~~ßt cos et -\------sm  et
i e e =  D ,
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wo a u f  G rund  d er v o rs teh en d en  A u sfü h ru n g en  А ,  В  u n d  D  k o n s ta n te  W erte  
s ind  u n d  t =  2 //a  is t. E s sollen fe rn e r fo lgende  B ezeichungen  e in g ese tz t 
w erden :

^  Cn 0 =  R no ’ ^  C( n —l)o =  R ( n —l)o ’ • • ■ 1 à  c 20 =  R'10 •

H ierzu  sei b e m e rk t, d aß  R  e igen tlich  je n e r  K ra f t  e n tsp r ic h t, die die als 
k o n s ta n t b e tra c h te te  v o rlau fen d e  D ruckw elle  n a c h  R eflex ion  an  d e r D ru c k 
le itu n g  als B rem seffek t a u f  den  K o lb en  a u sü b t. I n  d e r zw eiten  P erio d e  2 Я K20, 
fe rn e r in  den  w e ite ren  P erio d en  gem äß  den  B estim m u n g en  der Z u sa m m e n 
hän g e  (62) bzw . (63). U n te r  B erü ck sich tig u n g  d ieser E rw ägungen  ä n d e r t  sich 
die G leichung (62) wie fo lg t:

*„ =  -  D  -  2 k ( l R no +  A*R(„_1)0 +  . . .  +  A"-' R 20) (1 -  A )  +  А  . (64)
e

U n te r  B e rü ck sich tig u n g , daß

is t , d. h . die F e d e rk ra f t  zu B eginn  d er P e rio d e  (n), k a n n  (63) w ie fo lg t a u f
geschrieben  w erden :

c „ = (Шп° +  Я2Д<^-1)о+ •  • • + .А":1 Д »о)A +  c в . (65)
M s

N ach P rü fu n g  d er G leichungen  (64) u n d  (65) u n d  V ergleich d e rse lb en  m it 
den  Z u sam m en h än g en  (43) u n d  (44) is t es e rs ic h tlic h , daß  die le tz te re n , w enn  
die D ruckschw ingungen  im  D ru c k ra u m  v e rn a c h lä ss ig t w erden , den  S o n d er
fä llen  von  (64) bzw . (65) en tsp rech en . W ird  z. B . aus G leichung (65) die geo
m etrische  R eihe u n d  das G lied cno В  fo rtg e la ssen , so e rh ä lt m an  die B ez iehung :

p
c_ =  —5- sin  e t ,

M s

w as e igentlich  m it (44) id en tisch  is t. D iese F e s ts te llu n g  is t auch  in  bezug  a u f  
die G leichungen (64) u n d  (43) gü ltig .

b) Untersuchung des Druckverlaufes im  D ruckraum  der P u m p e

B isher w u rd en  die B ew egungsgesetze d e r  d u rch  F e d e rk ra f t bew eg ten  
K o lben  g ep rü ft. B ei d er A b le itu n g  d er h ie rb e i e rm itte lte n  Z u sam m en h än g e  
w urde  se lb s tv e rs tän d lich  auch  der im  D ru c k ra u m  herrsch en d e  D ru ck  b e rü c k 
s ich tig t, was ab e r e rs t h ie r ausgesp rochen  zu r G e ltu n g  k o m m t. Ä h n lich  wie

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



3 2 0 P. BENYÓ

in  d e n  A b sch n itten  I I  u n d  I I I ,  w ird  au ch  in  d iesem  F alle  der D ru c k v e r la u f  
a n  d e r  K oibenfläche  bzw . im  A n fa n g sa b sc h n itt d e r D ru ck le itu n g  u n te rs u c h t  
u n d  in  A b h äng igke it d er P e rio d e n a n z a h l d a rg e s te llt.

D ruckver lau f  a u f  der Kolbenfläche  in  d er P e rio d e  (I) 0 ^ 2  l/а .  O ffen
s ic h t l ic h  b e trä g t der W e rt des a u f  die K o lb en fläch e  w irkenden  D ru ck es

p
p d — Qa сг =  да —Ik e~** s in  e t ,

M e

w o, im  S inne  der frü h e re n  E rw ä g u n g e n  c, die K o lb en g esch w in d ig k e it in  d er 
e r s te n  P e rio d e  b e d e u te t u n d  e inen  k o n s ta n te n  W e rt aufw eist.

I n  P eriode (2) 2 Z/a 4 f a :

p d =  gac2 +  2 Я gac1 =  да (e2 -f- 2 Я cf) ;

in  P eriode  (3) 4 Z/a я^ 6 Z/a:

P d  =  в « Оз +  2 (Я c2 +  Я2 Ci)] ;

in  P eriode  (4) 6 l/а  ^  8 Z/a:

p d =  o a  [c4 +  2 (Я c3 +  Я2 c2 -F Я3 Cj)] ;

in  P eriode  (n) (2 n  — 2) Z/a я^ 2 n l/a :

Pd —  Qa [cn +  2 (Я cn_j -)- Я2 cn_ 2 +  . . .  +  Я"-1 Cj)] =  ß a  (cn -j- 2 ^  cn - i )  • (66)
1 = 1

E s  is t  k lar e rs ich tlich , d aß  d e r a u f  die K o lben fläche  w irk en d e  D ru ck  
n a c h  d e r  F o rm  m it der B ez ieh u n g  (15) (siehe A b sc h n itt I I I . la )  ü b e re in s tim m t. 
E in e  A bw eichung  b e s te h t n u r  d a r in , d aß  in  d er G leichung (15) cn =  cni =  
=  . . .  =  c0 und  g leichzeitig  d ie  in  d er G leichung  (66) e n th a lte n e n  G eschw in 
d ig k e its w e r te  (cj, c2, c3, . . . ,  cn) je  P e rio d e  a u f  G ru n d  d er rek u rsiv en  F o rm e l (65) 
zu  b e s t im m e n  sind.

N a c h  erfolgtem  S ti l ls ta n d  des K o lbens in  d e t P eriode (n  -(- 1), da 
cn+1 =  0 is t  und  die A n zah l d e r G lieder in  d er ru n d e n  K lam m er v o n  (66) 
sich  u m  Я cn e rhöh t — fe rn e r  d e r period ische  D ru c k v e rla u f w e ite r  v o r  sich 
g e h t  —• e rh ä lt  m an, d aß :

Pd — Qa [2 (Я cn Я2 c n_ l  - ( - • • • +  Яп Cj)] (67)

is t .  W ird  das Glied да 2 Я cn in  zw ei Teile ze rleg t u n d  der W ert v o n  Я au s
g e k la m m e r t ,  e rh ä lt m an :

Pd  =  да (cn +  2 2 1 V  Cn - 1) +  g oc„] Я. (68)
i=  1
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D as erste  G lied  d ieser Sum m e is t ab e r m it (66) g leichw ertig , w as n u n 
m e h r m it (pan) b eze ich n e t w erden  soll (d e r in  d e r  P eriode  n h errsch en d e  
D ru ck ), des w e ite ren  k a n n  A in je d e r  w eite ren  P e rio d e  au sg ek lam m ert w erden , 
dem zufolge

P a =  [Pdn + Qa c n)*-m (69)

is t ,  wo m =  1, 2, 3, . .  . ,  oo und  w enn m  —>- oo is t , d a n n  w ird  pd  —► 0.

D ru ckver lau f  im  Anfangsabschnitt  der Druckleitung  
beim Querschnitt I — I  ( vorlaufende Druckwelle)

l/a
A uf G rund  d e r vo ran g eh en d en  E rw äg u n g en , e rh ä lt  m an  in  der P e rio d e  (1) 
3 l/a:

p  =  рас, -f- Qac2 A =  ^ac1 (1 -)- A) ;

in  d e r Periode (2) 3 l/а ^  5 l /a :

p  =  Q ac2 +  Qac., A - f  Qacl Al +  paCj A2 =  q a [c 2 -f- (c2 4 -  c j  A +  b2 A2] ;

in  d e r Periode (3) 5 l/a ^  7 l /a :

P  — Q a [сз +  (сз +  ca) A +  (c2 +  ci) +  ci ! 

u n d  d em en tsp rech en d  in  der P eriode  (n) (2n  — 1) l/a  (2 n -)- 1) l/a:

p  — да [cn -f- (cn -f- cn—1) А +  {cn—1 +  cn—2) +  • • • +  ci ^”] • (70)

H ierd u rch  e rh ä lt  m an  eine ähn liche  B ez ieh u n g  wie G leichung  (24), 
je d o c h  m it dem  U n te rsch ied , d aß  in  d er G le ichung  (70) der M u ltip lik a to r  der 
e inzelnen  А-W erte  (m it A usnahm e v o n  An) aus d e r Sum m e von  zw ei b e n a c h 
b a r te n  K o lbengeschw ind igkeiten  b e s te h t u n d  die e inzelnen  G eschw ind igkei
te n  cv  c2 , .  . . ,  cn au s  d e r rek u rsiv en  F o rm el (65) b e s tim m t w erden  k ö n n en .

E s ist o ffen sich tlich , daß  sich  die v o rla u fe n d e  D ruckw elle  ab  P eriode  
(n  -(- 1) d em en tsp rech en d  g e s ta lte t. In  der P e rio d e  (n  +  1) is t

P  — (?a  [cn А +  (cn +  cn - 1) +  • • • +  ci An+l ] .

W en n  hier A a u sg ek lam m ert w ird , e n tsp r ic h t d e r  M u ltip lik a to r  v o n  A genau  
dem  Z u sam m en h an g  (70); w ird  dies n u n m e h r m it p n b eze ichnet, so is t

P =  Pn*m , (71)

w o m  — 1, 2, 3, . . . ,  00, fe rner w ie frü h e r, w en n  m  —*• 00 is t , d a n n  w ird  

P  — 0-
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Im  L aufe un se re r b ish e rig en  U n te rsu ch u n g en  w ar die D ru c k le itu n g  
u n m it te lb a r  an  den D ru c k ra u m  d er L änge l angeschlossen. B ei d en  in  d er 
P ra x is  v e rw irk lich ten  E in sp ritz p u m p e n  is t h ie r jew eils ein D ru c k v e n til  e in 
g e b a u t, dessen E in w irk u n g  die G e s ta ltu n g  d er v o rlau fen d en  D ru ck w elle  
in  A b h än g ig k e it von  der V e n tilk o n s tru k tio n  ä n d e r t. O bzw ar bei V e rn a c h 
lä s s ig u n g  der W irkung  des D ru c k v e n tils  die E rsch e in u n g en  den ta ts ä c h lic h e n  
V o rg a n g  n u r  m it e in er gew issen A n n äh e ru n g  d a rs te llen , e rsch e in en  diese 
P rü fu n g e n  aus fo lgenden  zw ei G rü n d en  w ich tig : e inerse its k a n n  die W irk u n g  
des D ru c k v e n tils  n u r  d a n n  a u sg e w e rte t w erden , w enn  der V erlau f d e r E rsc h e i
n u n g e n  ohne V o rh an d en se in  des V en tils  b e k a n n t is t, an d ere rse its  — wie sich 
d ies b e i den  U n te rsu ch u n g en  h e ra u sg e s te llt h a t  — w irk t sich in  d en  m eisten  
F ä lle n  d e r D ru ck v en tile ffek t n ic h t in  je d e r  B eziehung  en tsch e id en d  aus u n d  
m a c h t sich  in  e rs te r L in ie  im  e rs te n  A b sc h n itt d er F ö rd e ru n g  g e lten d .

V. V ersuchsp rü fungen

D a  w ir im  L aufe  d er th e o re tisc h e n  U n te rsu ch u n g en  (infolge m a th e m a ti
sc h e r Schw ierigkeiten  oder a n d e re r  G ründe) gewisse V ere in fach u n g en  an g e
w e n d e t h ab en , e rsche in t es u n e rlä ß lic h , die R ic h tig k e it oder U n r ic h tig k e t der 
a u fg e s te llte n  B eziehungen  zu  en tsch e id en , w ozu w ir die zu d iesem  Zw ecke 
e n tw ic k e lte n  P rü fg e rä te  v e rw e n d e t h ab e n . D ies h a t  sich n ic h t n u r  bei den 
e x p e rim e n te llen  K o n tro llp rü fu n g e n  d er v o rs te h e n d  e rö r te r te n  th e o re tisc h e n  
E rw ä g u n g e n  b ew äh rt, so n d e rn  es k o n n te  m it dessen  H ilfe auch  die M ehrzahl 
d e r m it  den  E in sp ritz p u m p e n  v e rb u n d e n e n  E rsch e in u n g en  gem essen w erden .*  
Im  R a h m e n  dieses A ufsa tzes  w ollen  w ir von  d er B esch re ibung  des M eßgerä tes 
A b s ta n d  nehm en , da dies in  k e in em  engen Z u sam m en h an g  m it den  b ish erig en  
A u sfü h ru n g e n  s teh t.

Z. P r ü fu n g  des D ruckverlaufes bei durch Nockenwellen betätigten P u m p e n

Z u  diesen V ersuchen  w u rd e n  E in sp ritz p u m p e n  der u n g a risch en  F a b rik  
G a m m a  Optische Werke  h e ran g ezo g en . D iese gehören  zu jen en  P u m p e n , deren  
A rb e itsw e ise  au f dem  P rin z ip  d er so g en an n ten  sch litzg es teu e rten  D re h k o lb e n 
p u m p e n  b e ru h t. (In  d e r F a c h l i te ra tu r  bzw . in  d er P ra x is  w erden  diese P u m p e n  
»B o sc h -P u m p e n « g e n a n n t, da  d ieser P u m p e n ty p  du rch  Bosch e n tw ic k e lt w urde .)

B ild  9 zeigt die zu  V ersuchszw ecken  u m g e b a u te  P u m p e  sa m t dem  zur 
D ru c k b e s tim m u n g  v e rw e n d e te n  p iezo e lek trisch en  Q uarzgeber. D er R o h r
a b s c h n i t t  h in te r  dem  Q u arzg eb e r w a r L  — 2,2 m  lan g , w odurch  die G ew iß h e it 
g e sc h a ff t w erden  k o n n te , d a ß  w ä h re n d  d er K olbenbew egung  vom  a n d e re n

* D e r  B e itra g  [8] e n t h ä l t  e in e  k u rz g e fa ß te  B e sc h re ib u n g  u n d  L ic h tb i ld e r  d e r  M e ß 
v o r r ic h tu n g .
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R o h ren d e  keine D ruckw elle  e in lan g t, sowie d aß  die F ö rd e ru n g  u n g e s tö r t  vor 
sich  g eh t. Die L änge  des D ru ck rau m es b e tru g  Z =  10 m m  u n d  l =  63 m m . 
D as G eschw ind igke itskennb ild  bzw . W egkennb ild  der die K olbenbew egung  
bew erkste lligenden  N ockenw elle is t aus B ild  10 e rs ich tlich . D ie h ie r  bezeich-

Bild 9. D ru ek rau m  d e r  bei den  V ersuchen  v e rw en d e ten , d u rc h  N ockenw elle  b e tä tig ten
K o lb en p u m p e

n e te  G eschw indigkeit c () =  0,2325 m m /a° e n tsp r ic h t d er so g en an n ten  A nfangs
geschw ind igkeit, m it w elcher die obere S te u e rk a n te  des K o lbens d ie E in t r i t t s 
öffnungen  eben v e rsc h lie ß t (B ild  9 zeig t diese P o sitio n ). D er im  B ild  10 bezeich- 
n e te  W inkelbere ich  A x  e n tsp r ic h t dem  A rb e itsb e re ich  des K o lb en s; am  E nde 
des A b sch n itte s  A x  v e rb in d e t näm lich  die u n te re  S te u e rk a n te  des K olbens 
den D ru ck rau m  V  m it dem  S augraum  В5г.

W ie aus d en  B ild ern  ersich tlich , s t im m t das G eschw ind ig k e itsk en n b ild  
des K olbens genau  m it dem  B ild  2c üb ere in , d. h . d er D ru c k v e r la u f  im  D ru c k 
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r a u m  V  w ird  durch  die G le ich u n g  (37) d a rg es te llt. D ie G leichung (37) w eich t 
v o n  d e n  B edingungen  d e r A b b . 10 insow eit ab , d a ß  im  D ru c k ra u m  V  schon  
v o r  d e r  eigentlichen  F ö rd e r le is tu n g  ein gew isser D ru ck an s tieg  s ta t t f in d e t ,  
d a  n ä m lic h  der K o lben  die F lü ss ig k e it n ich t n u r  in  den  S au g rau m , sondern  
a u c h  in  R ich tu n g  des R a u m e s  V  fö rd e rt, w as zu  einem  D ru ck an s tieg  fü h r t .

270 590 310 330 350ы"

Bild 10. W eg- und  G esch w in d ig k eitsk en n b ild  de r N ockenw elle  de r V ersuchspum pe

D ies  k an n  übrigens am  u rsp rü n g lic h e n  In d ik a to rd ia g ra m m  a u f  dem  B ilde 
11 g u t  b e o b a c h te t w erden . D e r  F ö rd e rb eg in n  w u rd e  d e r B ezeichnung  am  E n d e  
des 4°  A b sch n itte s  z u g e o rd n e t, u n d  wie es aus d e r A b b ild u n g  e rs ich tlich  is t, 
e n t s t a n d  bere its  schon f rü h e r  e in  gewisser D ru ck an s tieg .

I m  B ild  12 sind  (als B e isp ie l) zwei D ru ck v e rläu fe  ab g eb ild e t, d ie bei 
e in e r  D ru ck rau m län g e  v o n  l =  10 m m  u n d  1 = 6 3 m m  gem essen u n d  a u f  
G ru n d  d e r  G leichung (37) b e re c h n e t  w urden . E s k a n n  g u t b e o b a c h te t w erden , 
d a ß  d e r  C h arak te r der K u rv e n  zu fried en ste llen d  ü b e re in s tim m t; vom  S ta n d 
p u n k t  d e r  D ruckw erte  is t  d iese  Ü b ere in stim m u n g  be i der L änge l =  63 m m  
w e itg e h e n d  befriedigend, w as a b e r  bei der L änge l =  10 m m  n ic h t m eh r der 
F a ll  i s t .  E s  k an n  genau b e o b a c h te t  w erden, d aß  u n te r  E in w irk u n g  d er k ü r 
z e ren  F lü ssigke itssäu le  bzw . in fo lge  der g rö ß eren  A nzah l v o n  R eflex ionen  
d e r D ru c k  w esentlich s te ile r  a n s te ig t. Dies e rg ib t sich  au ß erd em  aus der
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Bild 11. M it der im  B ild  9 d a rg este llten  P u m p e  au fg enom m enes, originelles In d ik a to rsc h a u 
b ild

240

16 0

80

/

4 8  12 16
-----

Bild 12. V erg le ich  d e r th eo re tisch en  u n d  e x p e rim e n te llen  U n te rsu ch u n g e n

Bezeichnungen :
a) n — 600 Umd/min, l — 10 mm, d — 2,4 mm, D *= 8 mm;
b) n — 596 Umd/min, / =  63 mm, d =  2,4 mm, D =  8 mm;
----------  gemessen, —•—•—•—•— berechnet
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G le ic h u n g  (37), da h ie r d e r  W e r t  des in  K lam m ern  an g e fü h rten  G liedes w esen t
lic h  sch n e lle r ab n im m t, w en n  l e inen  k le ineren  W e rt e rh ä lt.

D e r  Zweig des D ru c k v e rla u fe s  m it ab n eh m en d em  W ert w urde  h ie r n ich t 
b e re c h n e t ,  und  zw ar m it R ü c k s ic h t a u f  den  U m sta n d , daß  am  E n d e  der 
F lü ss ig k e its fö rd e ru n g  d e r D ru c k  n ic h t im  S inne d e r G leichung (38) a b n im m t, 
d e n n  h e i V erb indung  des D ru c k -  u n d  S augraum es s trö m t die F lü ss ig k e it dem  
le tz te r e n  zu.

Bild 14. M it der im  B ild 13 d a rg e s te ll te n  P u m p e  au fgenom m ene originelle In d ik a to rsc b au -
b ilder
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Dieses P ro b le m  m u ß  du rch  A nw endung  a n d e re r  M ethoden  b eh an d e lt 
w erd en , und  die v o rs te h e n d  e rö r te r te n  W elleng le ichungen  k ö n n te n  h ie r kau m  
angew endet w erden .

2. Untersuchung des Druckverlaufes bei einem durch Federkraft betätigten Kolben

B ild  13 s te ll t  den  D ru ck rau m  der fe d e rb e tä tig te n  V ersu ch sp u m p e dar. 
D er Q uarzgeber w ar an  die L eitu n g  (m it dem  D u rch m esse r d) ähn licherw eise  
angeschlossen wie be i d er A no rd n u n g  gem äß  B ild  10. D ie D ru ck rau m län g e  
b e tru g  3, 45 bzw . 80 m m . Bei diesem  V ersuch  h ab e n  w ir u ns ebenfa lls das 
Ziel gese tz t, die von  d er P u m p e in R ich tu n g  des Z e rs täu b e rs  lau fen d e  D ru ck 
w elle zu erfassen , bzw . die R ich tig k e it d er B ez iehungen  (70) bzw . (71) zu 
b es tä tig en . Z u r L ö su n g  d e r G leichung (70) m u ß te n  w ir v o re rs t die zu den 
einzelnen  P erio d en  gehörenden  D u rch sch n ittsg esch w in d ig k e iten  cv  c„, . . . ,  cn 
a u f  G rund  d er F o rm e l (65) bestim m en .

Zu diesem  Z w ecke h ab en  w ir eine e lek trisch e  R ech en m asch in e  v e r
w en d e t. B ild 14 ze ig t zwei orig inale In d ik a to rd ia g ra m m e , die u n te r  B erü ck 
sich tig u n g  d e r in  d ieser A b b ildung  b eze ich n e ten  K en n w erte  au fgenom m en 
w urden .*

B ild  15 b zw . B ild  16 s te llt  den  gem essenen  u n d  b e rech n e ten  D ru c k v e rla u f 
d a r , u n d  zw ar im  B ild  15 u n te r  B erü ck sich tig u n g  e iner D ru ck rau m län g e  von  
1 =  3 m m  u n d  im  B ild  16 bei e iner D ru ck rau m län g e  von  l =  45 m m  bzw . 
I =  80 m m . A u ß e r d en  gem essenen K u rv en  w u rd e  in  den  D iag ram m en  auch 
d e r b e rech n e te  D ru c k v e r la u f  aufgezeichnet, w ozu  w ir d re i versch ied en e  B erech
n u n g sm e th o d en  a n g ew en d e t haben .

Die h ie r e ra rb e ite te n  und  u n te r  V erw en d u n g  d er D ruckg le ichungen  
e rm itte lte n  G le ichungen  (64), (65), (70) u n d  (71), fe rn e r den  a u f  G ru n d  der 
L ösu n g  der D iffe ren tia lg le ich u n g  (52) e rm itte lte n  D ru c k v e rla u f  bzw . K o lben 
w eg u n d  G esch w in d ig k e itsv e rlau f — die u n te r  V erw endung  d e r G leichungen 
(43a), (44a) bzw . (45) b e re c h n e t w erden  k ö n n en  (die im  D ru c k ra u m  befind liche 
F lü ssig k e it w ird  als n ic h t zu sam m en d rü ck b ar b e tra c h te t)  — u n d  sch ließ lich  den 
D ru c k v e rla u f bzw . d ie  G ese tzm äß igke it d er K o lb enbew egung , die m it H ilfe 
je n e r  D iffe ren tia lg le ich u n g en  aufgeschrieben  w erd en  k ö n n en , zu d e ren  E rarb e i-

* In  diesen D iag ram m en  is t  au ch  der D ru c k v e rla u f  an  den  D üsen  ab g eb ild e t; w ir 
h ab en  den D ru c k v e rla u f  an  d e r P u m p e  u n d  a n  der D üse g leichzeitig  p h o to g ra p h ie r t.

Im  v o rlieg en d en  F a ll is t  am  Z ers täu b er eine offene D üse e in g eb au t. D ie  sich h ier 
ab sp ie lenden  E rsc h e in u n g en  sin d  in  jed e r B eziehung  in s ta t io n ä r  (d . h . d ie in  d e r  D üse b e fin d 
liche  F lüss ig k eitsm en g e  is t  ebenfa lls  b e rü ck sich tig t). H in s ic h tlich  d e r h ie rm it v e rb u n d en en  
U n te rsu ch u n g en  v e rw eisen  w ir a u f  den  A ufsatz  von  Benyó, P .:  E in ige  G esic h tsp u n k te  bezüg
lich  d e r D ru ck v o rg än g e  an  den  Z ers täu b ern  des E in sp ritz sy s te m s ; Ung. Wissenschaftliche 
Akademie, Dieselmotor-Konferenz, B u d ap es t 1965.
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t u n g  d ie  a u f  den D ru c k ra u m  an w en d b are  e lastische  K o n tin u itä t  h e rangezogen  
w ird . (A nnahm e des sog. s ta t is c h e n  D ru ckverlau fes.)

B ezüglich  der le tz te re n  s in d  fo lgende G leichungen  gültig*

u n d

d 2#

d i2
+  -Г- P  +  oc2x =  0 

M
(72)

d x  f  V  d p

d i g a F  E F  d t
(73)

Ю 20 30 г 40л70~4
— t  [sec]

Bild 15. V ergleich der d u rc h  V ersu ch e  u n d  d re i B e rech n u n g sv e rfah ren  e rh a lte n e n  D ru c k 
k u r v e n :  i s t  n — 600 U m d/m in , D — 12 m m , d =  1,8 m m , к — 0,327-10_ 4 m /k p , x0  =  —6,7 m m , 

M  =  4,86 • 10- 2  k p /sec2/m , V — 0,38 cm 3, 1 — 3 m m
Bezeichnungen: •—•—•—• gemessen; -----------------  dynamisches Verfahren nach Gleichungen (64), (65), (70) und (71);
-------------- statisches Verfahren nach Differenzialgleichungen (72) und (73); —••—••— V =  0 nach Gleichungen (43a)

und (44 a)

* Siehe B em erkung  a u f  S e ite  365.
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D iese D ifferen tia lg leichungen  e rg eb en  sich  au s d e r L ösung fo lg en d er h o m o g en er 
D iffe ren tia lg le ichung  d r i t te r  O rd n u n g  m it k o n s ta n te n  K oeffiz ien ten :*

Bild 16. V ergleich  d e r  d u rch  V ersuche u n d  d re i B e rech n u n g sv e rfah ren  e rh a lte n e n  D ru c k 
k u rv e n , bei g rö ß e ren  D ru c k rau m in h a lten : es is t  D =  8 m m , d =  1,8 m m , NI - 4,6 • 10“ 2 
kp .sec2/m , x0 — 6,7 m m  u n d  (a) n =  596 U m d /m in , l =  80 m m , V =  4,079 cm 3 bzw . (6) 

n — 615 U m d /m in , l =  45 m m , V - 2,29 cm 3
Bezeichnungen: •—•—•—• gemessen; ----------------- dynumisches Verfuhren nach Gleichungen (64), (65), (70) und (71);
------------- statisches Verfahren nach Differenzialgleichungen (72) und (73); —••—••— V =  0 nach Gleichungen (43a)

und (44a)

Bei V erg leich  der K u rv en  (D iag ram m e) k a n n  fe s tg es te llt w erd en , d a ß  
am  m eisten  die dynam isch e  M ethode  dem  gem essenen  D ru c k v e r la u f  äh n lic h  
is t . (Dies is t in  e rs te r  L inie aus B ild  15 e rs ich tlich , indem  h ie r d e r b e re c h n e te  
D ru ck v e rlau f d en  gem essenen D ru ck sch w in g u n g en  w e ite rfo lg t.) D ie be i V  —  0 
bzw . bei der V o rau sse tzu n g  eines n ic h t zu sa m m e n d rü c k b a re n  M edium s erziel-

* D er V e rlau f des K olbenw eges w ird  d u rc h  e ine  äh n liche  G leichung d a rg este llt .
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te n  R e s u l ta te  w eichen b eso n d ers  im  F alle  eines g rö ß eren  D ru ck rau m v o lu m en s 
v o n  d e r  W irk lich k e it ab u n d  fü h re n  zu fa lschen  R e su lta te n . Im  B ilde 15 
u n d  16 h a b e n  w ir auch  die G ese tzm äß ig k e iten  d er b e rech n e ten  K o lb en b ew e
g u n g  a u fg e tra g e n .

A u ß e r  den  hier b e h a n d e lte n  F älle  h ab e n  w ir au ch  fü r  zah lreiche an d e re  
K e n n w e r te  (wie K o lb en d u rch m esse r, R o h rd u rch m esse r, F ed e rv o rsp a n n u n g  
usw .) V e rsu ch e  d u rch g e fü h rt bzw . bezügliche B erech n u n g en  v o rg en o m m en , 
k ö n n e n  a b e r  a u f  deren  E rö r te ru n g  h ie r n ic h t w e ite r eingehen.

V I. Z u sam m en fassu n g

I n  d e n  v o rsteh en d en  A u sfü h ru n g e n  h ab en  w ir a u f  G rund  von  th e o re ti
sch en  V o rau sse tzu n g en  u n d  te ilw eise  a u f  G ru n d  von  ex p erim en te llen  U n te r 
s u c h u n g e n  je n e  D ruckw ellen  b e h a n d e lt , die in  zw ei S ystem en  v o n  K o lb e n 
e in s p r itz p u m p e n  (durch  N ockenw elle  bzw . F e d e rk ra f t  b e tä tig te  K olben) 
e rz e u g t w u rd e n . Die h ierbei e rm itte l te n  Z u sam m en h än g e  sind  se lb s tv e rs tä n d 
lich  n ic h t  n u r  fü r E in sp ritz p u m p e n , so n d ern  au ch  fü r  sonstige , u n te r  in s ta t io n ä 
re n  V e rh ä ltn is se n  s ta ttf in d e n d e  F lü ssig k e itssch w in g u n g en  gültig .

D a s  W esentliche d er h ie r  e rö r te r te n  th e o re tisc h e n  U n te rsu ch u n g en  
b e s te h t  d a r in , daß  der im  D ru c k ra u m  s ta ttf in d e n d e  D ru c k v e rla u f der W irk lic h 
k e it  e n tsp re c h e n d , u n te r  B e rü ck s ich tig u n g  d er sich h ie r absp ie lenden  H o c h 
freq u en z -D ru ck sch w in g u n g en , au fg esch rieb en  w u rd e . H ie rd u rch  gelang  es, 
d ieses P ro b le m  — bei den  m itte ls  N ockenw elle b e tä t ig te n  P u m p en  — a n s ta t t  
e in e r  n ich th o m o g en en  D iffe ren tia lg le ich u n g  e rs te r  O rd n u n g , d u rch  E ra rb e i
tu n g  e in e r  unend lichen  g eo m etrisch en  R eihe zu lösen . D ie s ta tisc h e n  V er
h ä ltn is s e  d e r  durch  F e d e rk ra f t  b e tä t ig te n  P u m p e n  w erden  im  allgem einen  
m itte ls  e in e r  D iffe ren tia lg le ich u n g  d r i t te r  O rd n u n g  d a rg e s te llt; es gelang  u n s, 
d iese a u f  e ine n ich thom ogene D iffe ren tia lg le ich u n g  zw eiter O rdnung  zu  v e re in 
fa c h e n . D u rc h  A nw endung gew isser v e re in fach en d e r V o rau sse tzu n g en  gelang  
es, d ie  r e c h te  Seite d ieser G le ichung  als k o n s ta n t an zu n eh m en  u n d  h ie rd u rch  
d ie  F u n k t io n e n  x(t) bzw . p(t)  in  e iner rek u rs iv en  F o rm  au szu d rü ck en . D u rch  
V erg le ich  d e r E rgebnisse d er th e o re tisc h e n  u n d  ex p erim en te llen  U n te rsu c h u n 
gen k o n n te  b e s tä tig t  w erd en , d a ß  die gem essenen  u n d  b e rech n e ten  R e su lta te  
z u fr ie d e n s te lle n d  ü b e re in s tim m en .

D ie  num erischen  B e rech n u n g en  (h ie ra u f w urde  b e re its  h ingew iesen) 
h a b e n  w ir  in  der R ech en tech n isch en  Z en tra le  d e r U ngarisch en  A kadem ie  d er 
W isse n sc h a fte n , m it H ilfe e in e r  e lek tro n isch en  R echenm asch ine  d u rc h g e fü h rt.

D ie  experim en te llen  U n te rsu c h u n g e n  w u rd en  m it H ilfe v o n  p iezo 
e le k tr is c h e n  Q uarzen u n d  eines K a to d en s trah l-O sz illo g rap h en  v o rg en o m m en . 
O b z w a r s ich  die M essung u n d  R e g is tr ie ru n g  d er sich  besonders ra sc h  ab sp ie 
le n d e n  V orgänge (besonders w en n  diese P rü fu n g en  w ied erh o lt u n d  a u th e n tis c h
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v o rzu n eh m en  sind) auch  m it H ilfe  e iner so lchen A p p a ra tu r  schw erfällig  g e s ta l
t e t  u n d  besondere S o rg fa lt e rfo rd e r t, k a n n  fe s tg e s te llt  w erden , d a ß  die zum  
M eßverfahren  v erw en d e te  E in r ic h tu n g  in  je d e r  B ez ieh u n g  zu fried en ste llen d  
a rb e ite te .
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A P P L IC A T IO N  O F  W A V E E Q U A T IO N S  TO S H O R T  P IP E S , P A R T  I I

P. BENYÓ

SU M M A RY

T he re la tio n s  o b ta in e d  in P a r t  I  w ere  app lied  to  th e  case w here  th e  p is to n  s i tu a te d  in 
th e  p ressu re  space o f  th e  in jec tio n  p u m p , considered  to  be  a sh o r t  tu b e , is d isp laced  b y  a  spring . 
In s te a d  of th e  hom ogeneous d iffe ren tia l e q u a tio n  o f th e  th ird  o rd e r o b ta in e d  b y  th e  con
t in u i ty  m eth o d , an  inhom ogeneous d iffe re n tia l eq u a tio n  o f th e  second  o rd er w as o b ta in e d , 
th e  r ig h t  side o f w h ich  can  be  ta k e n  a s  c o n s ta n t u n d e r  c e r ta in  co n d itio n s. T h u s a  recursion  
fo rm u la  w as o b ta in ed  fo r th e  c a lcu la tio n  o f th e  p ressu re  p h e n o m e n a . T h e  e x p erim en ts  m ad e  
b y  th e  a u th o r  p ro v e  t h a t  —  fo r th e  re la tio n s  deduced  in  P a r t  I  as w ell as fo r th o se  deduced  
in P a r t  I I  —  th e  e q u a tio n s  o b ta in ed  ag ree  well w ith  re a l p re ssu re  co n d itio n s.

A P P L IC A T IO N  D E S  É Q U A T IO N S  D ’O N D E S  A U X  T U B E S  C O U R TS, P A R T IE  I I

P. BENYÓ

R É S U M É

Les re la tio n s o b ten u es  dans la  p rem iè re  p a r tie  o n t  é té  ap p liq u ées au  cas où  le p is to n  
e st m û  p a r  u n  re sso rt d a n s  l’espace de com pression  d ’u n e  p o m p e  à  in je c tio n  considérée  com m e 
u n  tu b e  co u rt. Au lieu  de l’éq u a tio n  d ifféren tie lle  hom ogène  d u  tro is ièm e  o rd re  o b ten u e  en 
cas de  co n tin u ité , on  a  eu  d an s ce cas u n e  é q u a tio n  inho m o g èn e  d u  d eux ièm e o rd re , d o n t le 
cô té  d ro it  p o u v a it ê tre  considéré  com m e c o n s ta n t d an s  ce rta in e s  co n d itions. P o u r  le calcul 
de  la  p ression , on  tro u v a i t  a insi u n e  fo rm u le  de récu rsion . E n  ce q u i concerne les re la tio n s 
d é d u ite s  t a n t  dans la p rem ière  que d an s  la  deuxièm e p a r tie  de  l ’é tu d e , les essais p ro u v e n t que 
les éq u a tio n s  ob ten u es su iv e n t b ien  les co n d itio n s de p ressio n  réelles.

ПРИМЕНЕНИЕ ВОЛНОВЫХ УРАВНЕНИЙ К КОРОТКИМ ТРУБАМ, ЧАСТЬ II

П. БЕН ЬО

РЕЗЮМЕ

Полученные в I  части зависимости были применены для случая, когда в камере 
сжатия топливного насоса движение поршня происходит от пружины. В случае непре
рывности, вместо однородного дифференциального уравнения третьего порядка, в этом 
случае было получено неоднородное уравнение второго порядка, правую часть которого, 
при известных условиях, можно было принять за постоянную. Для расчета возникающих 
давлений, таким образом, была получена рекурсионная формула. Проведенные экспери
менты показали, что выведенные в I и 11 частях зависимости хорошо совпадают с дейст
вительным режимом давления.
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INVESTIGATION OF THE DISTRIBUTION BY WEIGHT 
PERCENT OF THE COMPONENTS IN SIZE FRACTIONS 

OF GROUND PRODUCT MIXTURES*

K . R E M É N Y I
HUNGARIAN ELECTRIC POWER PLANTS, BUDAPEST 

[M anuscrip t rece iv ed  M arch  29, 1966]

T he com position  o f m ixed  g ro u n d  p ro d u c ts  o f hom ogeneous su b s ta n c e s  a re  exam ined. 
T h e  a ssu m p tio n  w hich  serves as a  s ta r tin g  p o in t  fo r th e  inv estig a tio n  is t h a t  th e  size-d istri
b u tio n  cu rves o f th e  co m p o n en ts  follow  th e  re g u la ritie s  o f d is trib u tio n , c h a ra c te riz in g  hom o
geneous su b stan ces . G enera l g rap h ic  a n d  c o m p u ta tio n  m ethods are g iven  fo r  d e te rm in in g  the  
fu n c tio n  re p re sen tin g  th e  com position  b y  w e ig h t p e r  cen t of th e  size f ra c t io n s . I t  h a s  been 
d e m o n s tra te d  th a t  in  th e  m ix tu re  o f g ro u n d  p ro d u c ts  charac te rized  b y  in te rs e c t in g  lognorm al 
o r RRB d istr ib u tio n  cu rv es, on th e  cu rv e  re p re se n tin g  th e  com position  o f  th e  size frac tions 
d ep en d in g  on th e  g ra in  size, one end  v a lu e  can  b e  fou n d . T he g rain  size re p re se n tin g  th e  end 
v a lu e  is d e te rm in ed  u n a m b ig u o u sly  b y  th e  p a ra m e te rs  characteriz ing  th e  d is tr ib u tio n  of the  
co m p o n en ts  c o n s titu tin g  th e  m ix tu re . F o r  th e  case  o f lognorm al d is tr ib u tio n  ex am p les are 
g iven  b o th  fo r designing an d  co m p u tin g  r r b  d is tr ib u tio n s .

I. In tro d u c tio n

In  th e  fo llow ing size frac tio n s  o f  g ro u n d  p roduc ts o f  m ix tu re  will be 
in v e s tig a te d  in  o rd e r to  es tab lish  th e  p e r  cen t b y  w eight o f  e a c h  com ponen t 
o f th e  chosen fra c tio n . F o r th e  size d is tr ib u tio n  of g round  p ro d u c ts  of hom o
geneous su b stan ces K o l m o g o r o v  p ro v e d , on theo re tica l c o n s id e ra tio n s , th a t  
th e y  follow  a log n o rm al d is tr ib u tio n . E x p e rim e n ts  on s im u lta n e o u s  grind ing  
o f m ix tu re s , o u tlin ed  in  th e  p a p e rs  [1 —4] an d  carried  o u t b y  th e  au th o r, 
described  in  o th e r  s tu d ies , h av e  p ro v e d  th a t  betw een  th e  c o m p o n e n ts  rec ip 
rocal effects w ere su p erv en in g . H o w ev er, th e  experim en ts a lso  show ed  th a t  
in  th e  g round  p ro d u c t o f th e  m ix tu re , th e  size d is trib u tio n  o f  th e  com ponen ts 
is a p p ro x im a te ly  lognorm al w hich , a t  th e  sam e tim e, m ean s t h a t  th e  size 
d is tr ib u tio n  of th e  re su ltin g  g ro u n d  p ro d u c t a lready  does n o t  fo llow  a log
n o rm a l d is tr ib u tio n . T hus th e  re c ip ro ca l effect verified  b y  th e  ex p erim en ts , 
im plies th a t  th e  s ize -d is trib u tio n  cu rv es  o f m ix tu res g ro u n d  s im u ltan eo u sly , 
c a n n o t be p lo tte d  b y  th e  ad d itio n  acco rd in g  to  w hich th e  m ix in g  ra tio  o f the  
s ize -d is trib u tio n  cu rv es th a t  w ere o b ta in e d  b y  sep ara te  g r in d in g  o f th e  com 
p o n en ts . T his, how ever, does n o t p re c lu d e  th e  possib ility  of t r y in g  to  com pute 
th e  cu rves o f size d is tr ib u tio n  b y  w e ig h t p e r cen t o b ta in ed  b y  s im u ltaneous 
g rind ing  o f each co m p o n en t on th e  b asis  of th e  s ize -d is tr ib u tio n  curves de
scribed  in  lognorm al or r r b  sy stem .

* A u th o r p re p are d  th is  p a p e r as a n  a s p ira n t  to  th e  can d id a te ’s deg ree  w ith in  th e  scope 
o f  h is re sea rch  w ork  c a rried  o u t a t  th e  Electric Energy Research Institute.
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II . T h e  b as is  of the in v es tig a tio n

W e h av e  set ourselves th e  aim  th a t  b y  m ix in g  th e  g round p ro d u c ts  A  
a n d  В  in  p roportions Сд a n d  cb, th e  com position  b y  w e ig h t per cen t o f th e  
c o m p o n e n ts  A  and  В  o f th e  f ra c tio n  falling w ith in  th e  in te rv a l xx x  <[ x2, 
b y  w e ig h in g  th e  d en sity  v a lu e s  sa (xv  x2) an d  sB {xx, x2) in  p ro p o rtio n  o f th e  
r a t io ,  sh o u ld  be de te rm in ed . T h e  basis of th e  c o m p u ta tio n  is th a t  th e  re su ltin g  
d is t r ib u t io n  curve co n ta in s  th e  com ponen ts A  an d  В  acco rd in g  to  th e  d e n s ity  
fu n c t io n  o f  th e  com ponen ts.

F ig .  1.  W e i g h t  d i s t r i b u t i o n  a n d  d e n s i t y  f u n c t i o n s  o f  t h e  c o m p o n e n t s  a t  s i m u l t a n e o u s  g r i n d i n g

o f  t h e  c o m p o n e n t s  A  a n d  В

T o  give a clear view  o f th e  prob lem  le t us ta k e  th e  m ix tu re  of tw o g ro u n d  
p ro d u c ts  ch aracterized  b y  th e  w eigh t d is tr ib u tio n  cu rv es  D a (*) an d  D ß  ( r )  
sh o w n  in  F ig . 1. B y p lo ttin g  th e  curves in Fig. 1 th o se  s ize -d is trib u tio n  cu rv es 
h a d  b e e n  ta k e n  in to  acco u n t w h ic h  were a lread y  d ev e lo p ed  b y  th e  s im u ltan eo u s 
g r in d in g  o f  th e  hom ogeneous co m p o n en ts  of th e  su b s ta n c e s  A  and  В  d ep en d in g  
on  th e  g rin d ab ility  fac to rs  o f  th e  g round p ro d u c ts  o f  th e  com ponents.

T h u s , if  the  re su ltin g  g ro u n d  p roduc t c o n ta in s  th e  com ponents A  a n d  В  
in  p ro p o r t io n  cA and  cB, re s p e c tiv e ly , in the  fra c tio n s  xx <C x  <Ç x2 th e  p e r cen ts  
b y  w e ig h t  of the  co m p o n en ts  A  an d  В  are:

r CA  ■ S A  (% *  * 2) • 1 0 0 , (1)(-rA %
CA ‘ S A (•*19 ^2 ) H“ CB * SB (**!’ ^ 2 )

GB% =  -
C A ‘ S A

CB - S B  ( * , ,  x2)
. 100; (2)

(xv  Xo) CB ' SB ( X V  -*'2 )

( * A %  (•* '!’ X 2 ) ■

c a ' s a ( x 1 ’ x 'i )

CB '  SB ( % ’ x 2 )
(3)

! , CA ' S A  ( Х П  * 2 ) ’

CB ' SB (XV Xi)
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cb -8b (x i *x 2)
CA  • SA (*1> x i )

^ CB ' s b  ( x i i  жг)

CA ■ SA  (*!» * 2)

w here  сд an d  eg  a re  th e  p ro p o rtio n s  o f th e  co m p o n en ts , respec tive ly , in  th e  re su ltin g  g ro u n d  
p ro d u c t m ix tu re ;

«д (jtt , x 2) a n d  sB (ж,, x 2) a re  th e  p ro p o rtio n s  o f  th e  a rea  b e n ea th  th e  d e n s i ty  fu n c tio n s 
o f  th e  g ro u n d  p ro d u c ts  A an d  B, resp ec tiv e ly , falling  w ith in  th e  in te rv a l
*1 — *2;

G a  %(*i> *2) anfl Gg  %(*i, x 2) a re  th e  co m positions by  w eight pe r c en t o f th e  co m p o n en ts  
A and  B, re sp ec tiv e ly , o f th e  re su ltin g  g round  p ro d u c t f ra c t io n  fa lling  
in to  th e  in te rv a l x,  —  x 2 p re p are d  in  Сд and  Cg p ro p o rtio n s , re sp ec tiv e ly .

In  th e  case of a sy s tem  of b in a ry  m ix tu re , th e  know ledge o f  th e  p e r  cen t 
b y  w eigh t o f one of th e  co m p o n en ts  u n am b ig u o u sly  de te rm in es th e  p e r  cen t 
b y  w eigh t o f th e  o th e r co m p o n en t, i.e .:

g a % (XV * 2 ) =  100 — Ggoo (*!, x 2) . (3)

T hus, i t  is su ffic ien t to  in v e s tig a te  th e  fu n c tio n  of th e  g ra in  size b y  w eigh t 
p e r cen t on ly  of one of th e  co m p o n en ts , for in stan ce , th a t  o f c o m p o n e n t A .  
B y  reduc ing  th e  d im ensions of th e  in te rv a ls  an d  b y  increasing  th e i r  n u m b e r, 
a co n tin u o u s cu rv e  will he o b ta in e d :

G B% ( * 1. * 2 )

CA  • (* )

Ga % ( * )  =  -  Cb‘ Sb {x )  ■ 100,  ( 6)

1 («)
CB ' SB ( x )

Cb • SB ( ^ )

Gb% (x ) =  C a ' Sa(X \  -1 0 0 . (7)
J  I CB ' SB \ x ) 

c A  * SA (X )

In  t r e a t in g  p roblem s in  con n ec tio n  w ith  g ra in -se ts , in  g en e ra l, g rap h ic  
so lu tio n  m eth o d s  are g iven p re fe rence . T his is m o tiv a ted  p a r t ly  b y  th e  fac t 
t h a t  th e  g ran u lo m e tric  cu rves D  o f th e  g round  p ro d u c ts , owing to  th e  s to c h a s tic  
c h a ra c te r  o f th e  p rocedure  o f size red u c tio n  can  be described, a cco rd in g  to  our 
p re se n t know ledge, only  a p p ro x im a te ly  even b y  th e  b est th e o re tic a l m a th e m a t
ical fo rm ulas. O n th e  o th e r  h a n d , on th e  m ak in g  of g round  p ro d u c ts  o f su b 
s tan ces  to  be m e t w ith  in  p rac tice , in  m an y  cases, th e  re s tr ic tio n s  en su rin g  
th e  ab so lu te  v a lid ity  o f th e  m a th e m a tic a l fo rm ulas ch a ra c te riz in g  th e  size 
red u c tio n  p ro d u c ts  do n o t p rev a il in  an  ap p ro x im a te  m an n er e ith e r . S ta r tin g  
fro m  these  co n sid era tio n s th e  d is tr ib u tio n  b y  w eigh t p er cen t o f s ize -frac tio n  
com positions o f  m ix tu res  o b ta in e d  b y  m ix in g  to g e th e r of g ro u n d  p ro d u c ts  
ch a rac te rized  b y  given s ize -d is tr ib u tio n  cu rves, should  be f irs t  d e te rm in e d  b y
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g ra p h ic  m ethod . F o r th e  exam ples of in v e s tig a tio n  th e  lognorm al o r r r b  

d is tr ib u tio n  func tions h a v e  b een  u tilized , b u t  th e  p lo tt in g  can  be ca rr ied  o u t 
w ith  th e  aid  of a n y  k in d  o f  d is trib u tio n  cu rv es.

I I I . Investigation o f the tracing function describing the distribution o f  
com position by weight per cent in the size fraction  o f the ground product

mixture

F o r in stan ce , in  a m ix tu re  c o n s titu te d  o f  th e  com ponen ts A  a n d  B ,  
in  p ro p o rtio n s  ca an d  cb, th e  existence of th e  e x tre m e  v a lu e  of th e  fu n c tio n  
d esc rib in g  th e  w eigh t p e r  c e n t d is trib u tio n  o f th e  co m p o n en t should  be v e rified  
b y  a p p ly in g  th e  th e o ry  o f  G. T a r j á n .

I n  th e  case, i f  th e  g ran u lo m etric  cu rves р д  (x)  an d  D b (x ) o f a n y  k in d  
o f  tra c in g s  of tw o g ro u n d  p ro d u c ts  A  and  В  in te rs e c t  each o th e r, th e  d e n s ity  
cu rv es  s a  (x ) and  sb (x ) w ill in te rsec t a t le a s t  a t  tw o  po in ts . I f  th e  d e n s ity  
fu n c tio n s  are  know n, th e  cu rv es  ca • sa  (x ) a n d  cb • Sb (*) can  also be  p lo tte d  
b y  a  con v en ien t v a r ia t io n  o f  th e  o rd in a tes  o f  th e  d e n s ity  functions.

T h e  w eight p e r c e n t d is tr ib u tio n  fu n c tio n  o f  th e  com ponen t A  c an  be 
o b ta in e d  on th e  basis  o f  cu rv es  re su lting  fro m  th e  d e n s ity  functions w ith  th e  
a id  o f  th e  fo rm ula:

Ga % ix ) =  —
e A

CA  • -SA (*)

SA (* )  +  CB ■ SB ( * )
( 8 )

T h e fu n c tio n  c b ' S b ( x )  can  be w ritte n  a t  e v e ry  v a lu e  o f x  as th e  su m  o f 
th e  fu n c tio n  ca • sa (x ) a n d  o f  th e  difference b e tw e e n  th e  o rd in a tes  o f th e  tw o  
fu n c tio n s , i.e .:

CB ■ SB (*) =  CA - S A  0*0 +  [CB ■ SB (*) -  CA • SA 0*0] =  C A ' S A  (*) +  ̂  CA , B  S A , B  (*)• (9)
B y  su b s titu tin g  th e  v a lu e  o b ta in e d , in to  th e  b as ic  eq u a tio n , we o b ta in :

Ga% (*) —
Л*)

2 cA -sA (x) + A ca  b - s A 'B ( x ) 2  AcAiB s A i B (x)
( 10)

CA • SA  (x )

A t th e  p o in t o f  in te rse c tio n  of th e  fu n c tio n s  ca • sa (a) an d  cB • sb (x ) 
th e  A  c a b  s a ,b  (*) =  0 , th u s  G до, (a) =  0 ,5 , i.e . 50 p e r cen t.

T he ex trem e v a lu e  o f th e  function  GA% (x) describ in g  th e  w eight p e r cen t 
a cco rd in g  to  th e  c o m p o n e n t A  of th e  size f ra c tio n s  w ill be th e re , w here  th e  
fu n c tio n

^  CA,B ' SA,B (x )

CA ‘SA (*)
also  h as  an  end v a lu e .
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L e t us exam ine  th e  fu n c tio n , as a n u m erica l exam ple , show in g  th e  per 
c e n t b y  w eight o f  th e  co m p o n en t A  in  th e  m ix tu re  cA =  св  o f  th e  g round 
p ro d u c t A  an d  В  h a v in g  a lognorm al size d is tr ib u tio n , re p re se n ta b le  in  th e

Fig. 2. W eight d is tr ib u tio n  cu rv es rep re sen tin g  th e  g ra in -se ts  A and  В  (P lo t te d  in  th e  M ath e
m atica l R esea rch  I n s t i tu te  of th e  H u n g a rian  A cadem y of Sciences)

Fig. 3. C om position o f th e  size f rac tio n s  in  th e  m ix tu re  p ro p o rtio n ed  1 : 1 o f th e  ground 
p ro d u c ts  A and  В of lognorm al d is tr ib u tio n

K f z  n e t  b y  s tra ig h t lines to  be seen in  F ig . 2 w here th e  tra c in g  fo llow ed b y  
th is  fu n c tio n  an d  th e  locus o f its  ex trem e  v a lu e  should  be d e te rm in e d . The 
v a lu es  to  be read  in  F ig . 2 an d  co m p u tab le  b y  th e  given fo rm u la s , a re  show n 
in  th e  follow ing ta b le .

T he d en sity  fu n c tio n s , th e  fu n c tio n s s a ,b  (x)/cA • sA (x ) a n d  (x ) are
p lo tte d  in  Fig. 3 on th e  basis  o f T ab le  I.
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Table I

T h e  tw o  lim it  
size s  o f  th e  
in v e s t ig a te d  

f r a c t io n  
[m ic ro n s]

M edium
grain-size
[microns]

d a
[%]

DB
[%] u ( > ) >sW sa ,b {*)

A SA,B (*) 
CA ■ *A (*)

G A X  (*) 
[%]

2 — 4,5 3,25 7,5 3,2 3,00 1,28 — 1,72 -0 ,4 2 6 63,3
4 ,5 — 6,0 5,25 3,9 3,0 2,60 2,00 -0 ,6 0 -0 ,2 3 0 56,3
6 — 10 8,0 8,2 9,7 2,04 2,42 + 0 ,3 8 +0,186 45,7

10— 20 15,0 13,8 23,5 1,38 2,35 + 0 ,97 +0,701 36,9
2 0 — 30 25,0 9,0 17,0 0,90 1,70 + 0 ,8 0 +0,889 34,6
3 0 — 40 35,0 6,0 10,6 0,60 1,06 + 0 ,46 +0,766 36,4

4 0 — 50 45,0 4,9 7,2 0,49 0,72 + 0 ,23 +0,469 40,4
50 — 100 75,0 13,6 16,0 0,27 0,32 + 0 ,05 +0,185 45,6

100 — 200 150,0 11,0 6,2 0,11 0,06 -0 ,0 5 -0 ,4 5 5 64,5
200 — 300 250,0 4,7 1,2 0,05 0,01 — 0,04 -0 ,8 0 0 83,0
300 — 500 450,0 4,2 0,5 0,02 0,003 — 0,017 -0 ,8 4 8 86,5

T h e  ex trem e v alue  o f  th e  fu n c tio n  is a t  a g ra in  size o f ab o u t 25 m icrons.
A fte r  th e  g raph ic  so lu tio n  of th e  posed p ro b lem , in  th e  follow ing th e  

m a th e m a tic a l  in v e s tig a tio n  w ill be carried  o u t. I n  w o rk ing  ou t th e  genera l 
s o lu tio n  an d  in e lu c id a tin g  th e  th eo re tica l p rin c ip les , G. H o r n ia k  ( In d u s tr ia l 
E le c tr ic  E nergy  R esearch  I n s t i tu te ,  D e p a rtm e n t o f C om bustion  T heory ) w as 
a g r e a t  help  to  us.

I f  in  the  re su ltin g  d is tr ib u tio n  th e  p ro p o rtio n  o f th e  com ponen t A  has 
a n  e n d  va lue , it  will p re s e n t  i ts e lf  on th e  zero p o in t o f th e  d e riv a tiv e  o f th e  
f u n c t io n  Ga „ (X).

( X )  _  Q  _

d x

CA ' *A (*) ' 
CB ' SB (X ) 

l  +  CA ' SA  ( * )12 

CB ' SB i X) .

( П )

E x c lu d in g  th e  zero v a lu e  o f th e  d e n o m in a to r, th e  zero p o in ts  o f th e  
f u n c t io n  in  th e  n u m e ra to r  h a v e  to  be d e te rm in ed .

T h e  function  re p re s e n tin g  th e  per cen t b y  w e ig h t o f th e  co m ponen t A  
h a s  e x tre m u m  po in ts  a t  e a c h  o f  th e  po in ts  x  =  x0j, w here th e  co n d itions 
w h ic h  follow  are fu lfilled :

CA  ■ SA (x ) '

cB ■ SB (ж)
(i = 1,2,.. .,re)

CA  • (* ) '
cB • SB (x )_ Ф - 1 .

( 12)

(13)
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Ca ' sa  (*) "

-CB ' SB (*)

T he re la tio n  GA% (x ) is o f a m onotone c h a ra c te r  in  each  zone w here  th e  
le f t-h a n d  side o f th e  e q u a tio n  does n o t change its  sign. I t  ap p ears  fro m  th e  
e q u a tio n  th a t  th e  n u m b e r n of th e  ex trem u m  p o in ts  depends on th e  c h a ra c te r  
o f  th e  d en sity  fu n c tio n s  sa  (*) an d  sb (x ).

Ф  0 .  (14)
X =  X„(

IV. Character o f variation o f the com position by weight per cent o f fractions 
when m ixing two grain-sets o f lognorm  distribution

I t  is to  be in v e s tig a te d  th a t  in  case of m ix in g  to g e th e r  th e  g ra in -se ts  A  
an d  В  o f lognorm al d is tr ib u tio n  th e  d iffe ren t frac tio n s  to  w h a t p ro p o rtio n  
does i t  co n ta in , fo r in s t. th e  com ponen t A .  T h u s , on  th e  basis o f th e  g enera l 
fo rm u la , th e  zero loci o f  th e  derived  fo n c tio n  o f  th e  q u o tie n t o f th e  d e n s ity  
fu n c tio n s  shou ld  be d e te rm in ed . L e t th e  d is tr ib u tio n  be o f th e  tw o  co m p o n en ts  
defined  b y  th e  p a ra m e te rs  aA, 
fu n c tio n  will be as follow s:

О л {х) =  Ф

:*)=<*>(D a  (*) =

A an d  aB, bB, th e n  th e w e ig h t-d is tr ib u tio n

In л; — In a A — 3 bA \
(15)

b А Г

I In я: — In a B — 3 bB \
(16)( bB J

w here Ф is th e  G aussian  e rro r  in teg ra l.
T he d en sity  fu n c tio n s  re la tin g  to  th e  tw o  co m p o n en ts , w ill be o b ta in e d  

as th e  de riv a tiv es  o f th e  d is tr ib u tio n  fu n c tio n s.

(*) =

SB (x)  =

] / 2 л - а А3 -ЬА -е9№

^2n • a B 3 • bB • e 9/26^

7 e x P
(In x  — In a A)2

2 6 /

ex p
(In x  — In a B)2

~bR "

(17)

(18)

F o r th e  q u o tie n t o f  th e  d en sity  fu n c tio n s, in  case o f a m ix tu re  o f a w eigh t 
ra tio  cA and  cB o f  th e  co m p o n en ts  A  an d  B,  re sp ec tiv e ly , th e  follow ing e q u a tio n  
will be o b ta in ed :

X ex p

CA SA (x ) =
CA ■ aB3 b В ■ еЧ1Ь‘В 

CB • aA3 • bA ■ eÍ,2b‘H
X

/In  x  —  In a B /2 /In  x  —  In a A ?

[{ ьв V b A !
(19)
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I n  th e  loci of th e  e x tre m e  va lu es  th e  d e r iv a tiv e  of th e  e q u a tio n  is equal 
to  z e ro , i.e .:

cA • e9l2<-b*> * b30 • O g  • bBCA ■ SA ( * )

cB ■ s B (ж)

X

=  0 =

cB ' aA ' b A
X 2 Г/ln X — In Од у  /I

1л Ьв / V
ln X  — ln ад

Ъд X

( т в  —  т л )  ( т в  +  ™ А )

1
— 2 In я; — ln  (dß'! aAJ Утв + тА X

1

X ■ аАПлУт л \ т А  — ( 20)

T h e  tw o  triv ia l so lu tio n s o f  th e  eq u a tio n  is offered  a t  th e  va lu es  Xj =  oo 
a n d  Х щ  —  0. The a c tu a l e x tre m e  va lues, h o w ever, will be o b ta in e d  a t  th e  
g ra in  size  defined  as fo llow s:

(a BB ■ «Л!Л

J __
m A\ mB + mA

(« S ' • < л)
m А\ тв — тд ( 21)

A lth o u g h  in  re a li ty  no  g ra in s  o f a size o f zero ex ists, n e ith e r  t h a t  o f oo, 
th e  d is t r ib u t io n  of th e  g ra in  size, as a v a ria b le  o f p ro b a b ility , can  he  c o n tin 
u o u s  w h ic h  co n tin u ity  is n e e d e d  to  be m a in ta in e d  from  zero (a c tu a lly  from  
th e  s ize  o f  th e  e lem en ta ry  c ry s ta l)  to  in f in ity  [5].

T h e  p e r cen t b y  w e ig h t o f  th e  co m p o n en t A  a t  th e  ex trem e  v a lu es  can 
be  d e te rm in e d  by  s u b s ti tu t io n  in to  eq u a tio n  (8).

O n  m ix in g  to g e th e r  b y  w e ig h t p ro p o rtio n s  ca an d  cB th e  g ro u n d  p ro d u c t 
o f  t h e  co m p o n en ts  A  an d  B ,  h a v in g  tw o g ra in -n u m b er d is tr ib u tio n  curves 
p a ra l le l  to  each o th e r, th e  fu n c tio n  re p re se n tin g  th e  com position  b y  w eigh t 
p e r  c e n t  o f  th e  size f ra c tio n s  o f  th e  g round  p ro d u c t m ix tu re , has a m o n o to n e  
c h a r a c te r ,  in te rm ed ia te  e x tre m e  va lu es  c a n n o t be  found .

B y  m ingling  th e  g ro u n d -p ro d u c t co m p o n en ts  A  and  В  w here th e  size- 
d i s t r ib u t io n  curves in te rse c t in  th e  m ed ian  o f th e  gra in  n u m b e r, th e  in te r 
m e d ia te  ex trem e  v alue  o f th e  fu n c tio n  g iv ing  th e  com position  acco rd in g  to  
th e  size  fra c tio n  of th e  r e s u ltin g  g ro u n d  p ro d u c t, also p resen ts  i ts e lf  a t  th e  
g ra in  s ize : ад — aB.

V. C haracter o f th e  v a r ia tio n  o f th e  com position  by w eight 
p e r c en t o f  th e  frac tio n

T h e  w eigh t per c en t o f  th e  co m p o n en ts  A  a n d  В  shou ld  be d e te rm in e d  
in  th e  tw o  g ra in  sets g iven  b y  th e  p a ra m e te rs  XqA , п а \ Xob , in  d iffe ren t ranges 
x x < [  X x 2. The w eigh t d is tr ib u tio n  fu n c tio n s o f  th e  tw o  co m p o n en ts  can  be 
w r i t te n  w ith  th e  aid o f th e  k n o w n  fo rm u la :

R a  =  100 • exp
X nA~

xOA
( 2 2 )
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R B =  100 • exp (23)

F ro m  th e  fo regoing  i t  is c lear t h a t  th e  q u e s tio n  w h e th e r th e  c h a ra c te r 
is tic  cu rv e  d escrib ing  th e  co m position  o f th e  re su ltin g  d is tr ib u tio n  h a s  e x tre 
m u m s or n o t, th e  zero loci o f th e  d e r iv a tiv e  o f  th e  q u o tien t o f  th e  d e n s ity  
fu n c tio n s  will give an  answ er. T he d e n s ity  fu n c tio n s  for th e  tw o  co m p o n e n ts  
are  as follows:

R'a =

R'b  =

y-П AKOA
• x nA 1 • ex p

- • х Пв~ 1 • exp
lOB

X nA

x OA

X "в

x OB

(24)

(25)

M ixing up th e  g ro u n d  p ro d u c ts  o f th e  co m p o n en ts  A  and  В  in  p ro p o r
tio n s  Ca and  cb, re sp ec tiv e ly , th e  e x tre m e  v a lu e  o f th e  p o rtio n  o f  th e  com 
p o n e n t В  can be e s tab lish ed  by  a p p ly in g  e q u a tio n  (12) to  co m p o n en t B .

D etails  o f  th e  d ed u c tio n  are  d is re g a rd e d , th e  re su lts  o f w h ich  a re  th a t  
th e  tw o  rad ices p re se n t them selves a t  th e  v a lu e s  x  =  0 an d  x  =  oo. T h e  in te r 
m e d ia te  ex trem e va lu e  m ay  be d e te rm in e d  b y  th e  follow ing e q u a tio n :

(n B — п А) х ~ Пл-----— x  <-Пв~ пА  -f- —A. — o. (26)
XSB xoA

As an  ex am p le  of th e  c o m p u ta tio n  m e th o d  fo r th e  case o f  lo g n o rm a l 
d is tr ib u tio n , th e  m ix tu re  b y  a p ro p o rtio n  o f 1 : 1 o f th e  tw o  g ro u n d  p ro d u c ts  
re p re se n te d  b y  th e  s tra ig h t lines A  a n d  В  in  F ig . 2 should  b e  e x a m in e d . 
F o r  th e  c o m p u ta tio n  re la tin g  to  th e  m ix tu re  o f  g round  p ro d u c ts  w h ic h  m ay  
b e  ch a rac te rized  b y  th e  r r b  d is tr ib u tio n  c u rv es , a m ix tu re  o f th e  g ro u n d  
p ro d u c ts  A  an d  В  ch a rac te rized  b y  th e  p a ra m e te rs , given in  T ab le  I I ,  shou ld  
be  p rep a red .

T able  I I

Parameters Ground 
product A

Ground 
product В

P.c. by  w e igh t o f g ra ins larger th a n  88 m icrons 28,5 10

P.c. by  w e igh t o f g ra ins la rger th a n  20 m ic ro n s 60 60

*oRRB (re ta in e d  p.c. on  th e  RRB n e t, 38% ) 60 38

n  (size d is tr ib u tio n  exponen t accord ing  to  R R B ) 0,6 1

a (re ta in ed  on th e  n e t KFZ 50 p .c.) 32 26

m (size d is tr ib u tio n  ex p o n en t on th e  n e t K FZ) 0,55 1,03
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B y  su b s ti tu t in g  th e  v a lu es  show n in th e  ta b le  in to  fo rm ula  (21) o r (26), 
re sp e c tiv e ly , th e  in te rm e d ia te  ex trem e v a lu e  is o b ta in e d  a t  a g ra in  size o f 
24,3 m icro n s in  th e  case o f lognorm al d is tr ib u tio n , an d  a t a g ra in  size o f  30 
m ic ro n s in  th e  case o f  r r b  d is tr ib u tio n .
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D IE  U N T E R S U C H U N G  D E R  G E W IC H T S P R O Z E N T -V E R T E IL U N G  
V O N  K O M P O N E N T E N  IN  D E N  F R A K T IO N E N  N A C H  K O R N G R Ö ß E  

D E R  M A H L G Ü T E R  VO N  S T O F F G E M IS C H E N

K. REMÉNYI

Z U SA M M E N FA SSU N G

E s w ird  die Z u sa m m e n se tz u n g  des M ah lg u tg em isch es v o n  hom ogenen S to ffen  u n te r 
su c h t. A ls A u sg an g sp u n k t b ie te t  sieh  die V o rau sse tzu n g , d a ß  d ie K o rn v e rte ilu n g sk u rv en  de r 
K o m p o n e n te n  im  M a h lg u tg em isch  d en  die hom ogenen  S to ffe  ch arak te ris ie ren d en  V e rte ilu n g s
g ese tz m ä ß ig k e iten  fo lgen. E s  w u rd e n  allgem eine g ra p h isch e  u n d  rechnerische V e rfah re n  zu r 
B e s tim m u n g  einer d ie g ew ich tsp ro zen tig e  Z u sa m m e n se tz u n g  d e r K ö rn u n g s frak tio n e n  d a r 
s te lle n d en  F u n k tio n  a u sg e a rb e ite t.  E s w urde n ach gew iesen , d a ß  im  Gem isch v o n  M a h lp ro d u k 
te n , g e k en n ze ich n e t d u rc h  lo g n o rm a le  oder r r b  V e rte ilu n g sk u rv en , au f de r d ie Z u sa m m e n 
se tz u n g  d e r  K o rn fra k tio n e n  in  A b h än g ig k eit von  d e r  K o rn g rö ß e  darste llen d en  K u rv e  ein  
E x tre m w e r t  gefunden  w e rd en  k a n n . Die den E x tre m w e rt  b e s tim m en d e  K orn g rö ß e  w ird  d u rc h  
d ie  P a ra m e te r ,  w elche d ie  V e rte ilu n g  der das G em isch  b ild e n d e n  K o m p o n en ten  c h a ra k te r i 
s ie ren , e in d e u tig  b e s tim m t. F ü r  d e n  F a ll der lo g n o rm alen  V e rte ilu n g  w erden sow ohl g ra p h isch e  
als a u c h  rech n erisch e , u n d  fü r  d ie  r r b  K o rn v e rte ilu n g en  R echenbeisp ie le  m itg e te ilt.

É T U D E  D E  LA D IS T R IB U T IO N  E N  P O U R C E N T  D E  P O ID S  D E S C O M PO SA N T E S, 
D A N S L E S  F R A C T IO N S G R A N U L O M É T R IQ U E S  

D E S  M É L A N G E S  D E  P R O D U IT S  B R O Y É S

K. REMÉNYI

R É SU M É

L ’a u te u r  a ex am in é  la  co m p o s itio n  des m élanges de  p ro d u its  broyés de m a tiè re s  h o m o 
gènes. O n  p e u t  a d m e ttre  co m m e p o in t de d é p a r t  q u e  d a n s  le m élange de p ro d u its  b ro y é s , 
les co u rb es  g ra n u lo m é tr iq u es  des co m p o san tes  su iv en t la  d is tr ib u tio n  ca ra c té risan t les m a tiè re s  
h o m ogènes. D es procédés g ra p h iq u e s  e t  de calcul o n t  é té  é la b o ré s  p o u r d é te rm in e r la  fo n c tio n  
r e p ré s e n ta n t  la  d is tr ib u tio n  e n  p o u rc en tag e  de po ids des f ra c tio n s  g ran u lo m étriq u es . I l  a  é té  
d é m o n tré  q u e  dans le m élan g e  des p ro d u its  b royés c a ra c té ris é s  p a r  des courbes sé c an te s  de
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d is tr ib u tio n  logonorm ale  ou  r r b , on p e u t t ro u v e r  u n e  v a leu r ex trêm e  su r la  co u rb e  re p ré se n 
t a n t  la  co m p o sitio n  g ran u lo m étriq u e  en  fo n c tio n  d e  la  ta ille  des gra ins. L a  g ro sseu r d es g ra in s  
f ix a n t  la  v a le u r  ex trêm e  e st e x ac tem en t d é te rm in é e  p a r  les p a ram è tre s  c a ra c té r is a n t  la  d is tr i
b u tio n  des co m p osan tes du  m élange. P o u r  le cas de  d is tr ib u tio n s  lo g a rith m iq u es  n o rm ales , 
des exem ples g rap h iq u es e t de calcul, e t p o u r  les d is tr ib u tio n s  r r b . des e x em p les  d e  calcul 
so n t p ré sen té s  p a r  l’au te u r.

АНАЛИЗ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ПО ВЕСОВОМУ ПРОЦЕНТУ 
ГРАНУЛОМЕТРИЧЕСКИХ ФРАКЦИЙ ПОМОЛОВ СМЕСЕЙ МАТЕРИАЛОВ

К, РЕМ ЕН И

РЕЗЮМЕ

Автор в работе исследует состав смешанных помолов гомогенных материалов. 
Исходной основой служило то, что в смешанных помолах кривые гранулометрического 
распределения компонентов следуют закономерностям распределения, характерным для 
гомогенных материалов. В работе дается общие графические и математические методы 
для определения функции, описывающей состав по весовому проценту гранулометриче
ских фракций. Доказывается, что в смеси помолов, характеризуемых пересекающими друг 
друга логарифмически нормальными или r r b  кривыми распределения, для состава 
гранулометрических фракций на кривой, отображающей в функции гранулометриче- 
кого состава, можно найти место крайнего значения. Крупность зерна, дающая крайнее 
значение, однозначно определяется параметрами, характеризующими распределение 
компонентов смеси. Для случая логарифмически нормального распределения приведены 
примеры как графического, так и математического методов вычисления, а для r r b  рас
пределения приведен пример математического метода вычисления.
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CONTRIBUTION TO THE PROBLEM OF EXTRUSION  
OF LEAD AND LEAD ALLOYS*

W . W . K R Y S K O  a n d  R . G. FE N T O N
SCHOOL OF METALLURGY SCHOOL OF MECHANICAL ENGINEERING

UNIVERSITY OF NEW SOUTH WALES, SYDNEY (AUSTRALIA)

[M anuscrip t rece iv ed  M ay 11, 1966]

D u rin g  th e  ex tru s io n  of lead  and lea d  alloys, th e  a u th o rs  d iffe ren tia te  b e tw e e n  tw o  
ty p e s  o f fric tion . H e tero g en eo u s friction  is th e  in te rfac ia l fric tio n  betw een th e  c o n ta in e r  an d  
th e  m a te ria l, w hereas hom ogeneous friction  is a  sh ea r in  th e  m ate ria l itself. T h e  n o rm a l p re s 
sures o f  th e  m ate ria l on  th e  co n ta in er w all, a s  reco rd ed  in  p rac tice , show th a t  h e te ro g en e o u s  
fr ic tio n  (slip) can tak e  p lace  o n ly  if th e  co effic ien t o f f r ic tio n  is 0,001 or less. I n  a ll o th e r  
cases th e  m o vem en t o f th e  m ate ria l, lead o r le a d  alloys, ta k e s  place by  h o m ogeneous fr ic tio n , 
i.e. b y  shear. T he a u th o rs  fu r th e r  found t h a t  th e  n o rm al p ressu re  is ve loc ity  d e p e n d e n t,  an d  
d u e  to  th e  increased  v e lo c ity  o f th e  m ate ria l leav in g  th e  p ress th e  norm al p re ssu re  d ecreases 
ra p id ly  an d  a zone is fo rm ed  w here b o th  fr ic tio n s  coincide. T he position  of th is  zo n e  h as  an  
in flu en ce  on th e  fo rm atio n  of c ircu m feren tia l c rack s. C a lcu la tions were also u n d e r ta k e n  to  fin d  
th e  d im ensions b y  w hich  a m in im um  ex tru s io n  w ork  is re q u ire d  and  a m in im u m  ra m  p re ssu re  
is n eed ed  to  e x tru d e  a g iven  vo lum e of m a te ria l.  T hese  d im ensions are d iffe ren t in  b o th  cases.

L ist o f  sym bols

d
f

c
D
E
F
K - K ,
L
P
Pf
F/f
V 
W
Еф
V

d iam e te r o f  d ie hole [in ]; 
a rea  o f  d ie hole cross sec tio n  [in2]; 
d istan ce  fro m  con ta iner c e n tre  [in ]; 
d istan ce  from  dead  m eta l zo n e  [in ]; 
coefficien t to  calcu la te  a x ia l  s tre ss; 
c o n ta in e r d iam e te r  [in];
Y oung’s m o d u lu s [lb/in2];
a rea  o f  c o n ta in e r  cross se c tio n  [in2];
coefficien ts ;
c o n ta in e r le n g th  m easured  fro m  d ead  m e ta l zone to  ram  face  [ in ] ;  
ram  force [lb] ;
fric tion  force p e r u n it a rea  [Ib /in2]; 
re d u c tio n  ra tio ;
c o n ta in e r vo lu m e m easu red  fro m  dead  m e ta l zone to  ram  face  [in 3];  
w ork  re q u ire d  fo r e x tru s io n  [ in — lb ]; 
c ircu m fe ren tia l s tra in ; 
coefficien t o f  friction ;
c ritica l f r ic tio n  coefficient fo r  w hich  slip  o f m a te ria l on c o n ta in e r  su rface

ceases;
Po isson’s ra tio ;  
shear s tre ss  [lb /in2]; 
m ax im u m  sh ea r [lb/in2]; 
rad ia l stre ss  [lb /in2]; 
c ircu m fe ren tia l stress [lb /in2]; 
ax ia l s tre ss  [lb /in2];
axial s tre ss  a t  end of th e  d e a d  m eta l zone [lb/in2]; 
tensile  s tre n g th  in sim ple ten s io n  te s t  [lb /in 2].

* P resen ted  a t  a  Special Extrusion Committee Meeting of the Lead Development Asso
ciation, L ondon  1965 a n d  a t  th e  “ Metallfachabend der Deutschen Gesellschaft fü r  Metallkunde”  
a t  th e  Institut für Werkstoffkunde (P rof. W . H o f m a n n ), Technische H o ch sch u le  B r a u n 
schw eig  1965).
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I. In tro d u c tio n

O ne o f th e  m o s t im p o r ta n t  fac to rs  in f lu e n c in g  ram  force, p o w er co n 
su m p tio n  an d  th e  m o d e  o f defo rm ation  o f  m a te r ia ls  during  th e  process o f 
e x tru s io n  is th e  b e h a v io u r  o f th e  b o u n d a ry  su rfa c e  lay e r w hich se p a ra te s  th e  
e x tru d e d  m a te ria l f ro m  th e  con ta iner an d  th e  d ie surface. T he m a in  fa c to rs  
a ffe c tin g  th e  b e h a v io u r  o f  th e  m ateria l in  th e  b o u n d a ry  surface la y e r  are  f irs t  
th e  coeffic ien t o f f r ic tio n  be tw een  e x tru d ed  m a te r ia l  an d  co n ta iner-d ie  su rface , 
seco n d  th e  p ro p e rtie s  o f  th e  ex tru d ed  m a te r ia l , a n d  th ird  th e  g eo m etry  of th e  
c o n ta in e r-d ie  sy stem .

L it t le  is kn o w n  o f  th e  coefficient of f r ic t io n  d u rin g  th e  process o f  e x tru 
sion . I t  is d ep en d en t o n  a la rge  n um ber o f fa c to rs  and  is in flu en ced  b y  th e  
m a te r ia l  an d  th e  su rface  f in ish  of the  c o n ta in e r , as w ell as b y  th e  n a tu re  a n d  
th e  in te n s i ty  of th e  lu b r ic a n t  used, th e  te m p e ra tu re ,  and  th e  n o rm a l su rface  
p re ssu re  b e tw een  th e  e x tru d e d  m ateria l a n d  th e  co n ta in er-d ie  sy s tem . D u rin g  
e x tru s io n  th e  v e lo c ity  o f  th e  m ateria l u n d erg o es  a considerab le ch an g e  w hich  
in flu en ces  th e  n o rm a l p re ssu re  d is tr ib u tio n  o n  th e  con ta iner su rface  a n d , 
a ffec ts  th e  in te rfa c ia l b e h a v io u r  of th e  m a te r ia l  a n d  th e  co n ta in e r su rface . 
T h e  s ta t ic  and  k in e tic  coefficients o f f r ic tio n  a re  d ifferen t in  m a g n itu d e , 
h o w ev er, fo r tu n a te ly  th e  k in e tic  fric tion  co e ffic ien t is n o t affected  b y  th e  re la 
tiv e  slid in g  ve lo c ity  o f  th e  tw o  m ateria ls  a t  th e  in te rface  for co n v e n tio n a l 
e x tru s io n  speeds [1].

B eh av io u r o f th e  m a te ria l-co n ta in e r  in te r fa c e  is also in flu en ced  b y  th e  
p ro p e rtie s  of th e  e x tru d e d  m ate ria l, m a in ly  i ts  te n s ile  or shear s tre n g th , an d  
also  to  som e e x te n t , Y o u n g ’s m odulus a n d  P o is so n ’s ra tio  o f th e  m a te r ia l. 
T h e  te n s ile  s tre n g th  a n d  th e  shear s tre n g th  a re  b o th  dep en d en t on th e  com 
p o s itio n  o f th e  m a te r ia l  a n d  its  grain s tru c tu re , th e  d is tr ib u tio n  of im p u ritie s , 
s eg reg a tio n s , in h o m o g en e itie s  and u n iso tro p ie s , a n d  also on th e  te m p e ra 
tu r e .  T h e  s tra in  r a te  a lso  has some effec t o n  th e  tensile s tre n g th  o f th e  
m a te r ia l.

T h e  b eh av io u r o f  th e  m a te ria l-co n ta in e r  in te rfa c e  is also in flu en ced  b y  
th e  g eo m e try  of th e  c o n ta in e r-d ie  system . T h e  n o rm a l pressures on th e  con
ta in e r  a n d  th e  ch an g e  in  te m p e ra tu re  u su a lly  r e s u lt  in  som e changes in  th e  
g e o m e try  o f th e  c o n ta in e r  d u rin g  th e  o p e ra tio n  o f  th e  ex tru sion  p re ss , even  
th o u g h  th is  change is sm a ll, i t  still m ay  p ro d u c e  such defects as b a m b u - 
rin g s [2].

T h e re  is l i ttle  h o p e  to  ta k e  the  in flu en ce  o f  a ll th e  variab le  fa c to rs  in to  
co n sid e ra tio n , to  f in d  th e  e x a c t so lu tion  fo r th e  ra m  force an d  th e  pow er 
c o n su m p tio n  fo r th e  e x tru s io n  process, b u t  u s in g  a  n u m b er of s im p lify in g  
a ssu m p tio n s  a so lu tio n  can  be o b ta ined  w h ic h  is accep tab le  fo r p ra c tic a l 
p u rp o ses .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



EXTRUSION OF LEAD AND LEAD ALLOYS 347

I I . M ovem ent o f m a te ria l on  co n ta in e r-m ate ria l in te rface

T h e  m a te ria l e ith e r  slips over th e  c o n ta in e r  surface (h e te ro g en eo u s fr ic 
tio n ) , o r sticks to  th e  co n ta in e r, in  w h ich  case all m o tion  ta k e s  p lace  b y  in te rn a l 
s lid in g  w ith in  th e  m a te r ia l  itse lf (hom ogeneous fric tion ). I t  is possib le  fo r th e  
m a te r ia l  to  slip over ce rta in  areas o f  th e  c o n ta in e r  an d  s tick  to  th e  c o n ta in e r  
a t  o th e r  areas. T he slip -s tick  co n d itio n  u su a lly  changes w ith  th e  p la s t ic i ty  of 
th e  m a te r ia l, th e  n o rm a l pressu re, a n d  th e  v e lo c ity  of flow .

T h e  fric tion  fo rce  p er u n it su rface  a rea  P j  b e tw een  m a te ria l a n d  c o n ta in e r  
is re la te d  to  th e  n o rm a l surface force p e r  u n it  a rea  b y  C oulom b’s L aw . K now ing  
th a t  th e  norm al force p er un it a rea  on th e  co n ta in e r  surface is e q u a l to  th e

---------z -------- ►

0 P-l

1 0r+ d<Sr 

♦ Lrz c_

Vi 1111 [V 4

I

—

oL ~ J B  f 1  >

Fig. 1. S tre sse s  in the  m a te r ia l  d u rin g  th e  process of ex tru s io n

ra d ia l  s tress o> in  th e  m a te ria l a n d  d e n o tin g  th e  coefficien t o f  f r ic tio n  b y  p 
th e  fr ic tio n  force can  be expressed  as

P f  —  ■

T h e fric tio n  fo rce  ac tin g  on th e  su rface  o f th e  e x tru d e d  m a te r ia l  re su lts  
in  an  eq u a l a m o u n t o f  sh ear force o n  th e  surface o f th e  m a te ria l. T h e  m a te r ia l 
is su b je c te d  to  a co m b in a tio n  of r a d ia l  o>, ax ia l a z an d  c irc u m fe re n tia l аф 
d ire c t stresses, sh ea r s tre ss  xrz a c tin g  in  th e  ax ia l d irec tio n  on  p la n e s  p ara lle l 
to  th e  co n ta in e r su rface , and  sh ear s tre s s  ac tin g  in  th e  ra d ia l d ire c tio n  on th e  
tra n s v e rs e  cross sec tio n a l surfaces (F ig . 1). D ue to  equ ilib rium  c o n d itio n s  th e  
tw o  sh e a r stresses a re  equal in m a g n itu d e . T he m a te ria l slips a lo n g  th e  con
ta in e r  surface (heterogeneous fr ic tio n ) if  th e  sh ea r stress in d u ced  b y  th e  fric 
tio n  fo rce  su p erim p o sed  on th e  d ire c t s tre sses  a t  th e  m a te r ia l-c o n ta in e r  in te r 
face , do n o t re su lt in  p la s tic  y ield ing . B y  in creasin g  th e  fric tio n  fo rce , th e  sh ear 
s tre ss  on th e  surface o f  th e  m ateria l a lso  increases to  balance th e  fr ic tio n  force. 
T h e  sh e a r  stress, h ow ever, can only  in c rea se  u n til  a m ax im u m  v a lu e  is reach ed . 
B y  in c reasin g  th e  fr ic tio n  force th e  re s is ta n c e  to  in te rn a l slide (hom ogeneous 
fr ic tio n ) or shear becom es sm aller th a n  th e  in te rfac ia l f r ic tio n a l re s is tan ce  
(h e te rogeneous fr ic tio n ), therefo re  th e  m a te r ia l  s tick s  to  th e  c o n ta in e r  su rface  
a n d  m oves b y  in te rn a l slide r a th e r  th a n  b y  slip.

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57л 1967



3 4 8 W. W. KRYSKO and R. G. FENTON

C o n d i t i o n  o f  s l i p  o r  s t i c k  is  g o v e r n e d  b y  t h e  m a g n i t u d e  o f  t h e  f r i c t i o n  

c o e f f i c i e n t ,  t h e  r a d i a l  s t r e s s ,  a n d  t h e  m a x i m u m  v a l u e  o f  t h e  s h e a r  s t r e s s  a t  

a  p o i n t ,  s o  t h a t  i f

F  ца г Tmax (1)

t h e n  t h e  m a t e r i a l  s l i p s ,  b u t  o t h e r w i s e  i t  s t i c k s  t o  t h e  c o n t a i n e r .

T h e  t e r m  “ f r i c t i o n ”  m a y  b e  u s e d  i n  t h e  b r o a d e s t  s e n s e  t o  i n c l u d e  t h e  

c o n d i t i o n s  o f  h e t e r o g e n e o u s  a n d  h o m o g e n e o u s  f r i c t i o n ,  a n d  t h e  l a w s  o f  f r i c t i o n  

m a y  b e  a p p l i e d  w i t h  c e r t a i n  r e s t r i c t i o n s .  I f  d u r i n g  a n  e x p e r i m e n t  t o  d e t e r m i n e  

t h e  f r i c t i o n a l  f o r c e ,  t h e  n o r m a l  p r e s s u r e  i s  c o n s t a n t l y  i n c r e a s e d  t h e n  t h e  

f r i c t i o n a l  f o r c e  a l s o  i n c r e a s e s  p r o p o r t i o n a l l y  t i l l  i t  a p p r o a c h e s  t h e  v a l u e  o f  

t h e  s h e a r  s t r e n g t h  o f  t h e  m a t e r i a l ,  a n d  w i t h  t h e  f u r t h e r  i n c r e a s e  o f  t h e  n o r m a l  

p r e s s u r e ,  t h e  s h e a r  s t r e n g t h  r e m a i n s  a  c o n s t a n t  v a l u e ,  a n d  t h e  t e r m  “ c o e f f i 

c i e n t  o f  f r i c t i o n ”  b e c o m e s  m e a n i n g l e s s .

T o  d e t e r m i n e  t h e  p l a s t i c i t y  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  m a t e r i a l ,  e i t h e r  t h e  

m a x i m u m  s h e a r  s t r e s s  t h e o r y  ( T r e s c a , S a i n t - V e n a n t ) o r  t h e  m a x i m u m  o c t a 

h e d r a l  s h e a r  s t r e s s  t h e o r y  ( H u b e r , M i s e s , H e n c k y ) f o r  y i e l d i n g  m a y  b e  u s e d .

I t  c a n  b e  c o n c l u d e d ,  b y  u s i n g  a n y  o f  t h e  t w o  t h e o r i e s  a n d  t h e  r e s u l t s  o f  

e x p e r i m e n t a l  i n v e s t i g a t i o n s  b y  G e l e j i  [3 ]  w h i c h  s h o w s  t h a t  t h e  t h r e e  d i r e c t  

s t r e s s e s  h a v e  n e a r l y  e q u a l  v a l u e s ,  t h a t  p l a s t i c  y i e l d i n g  c o m m e n c e s  i f  t h e  s h e a r  

s t r e s s  r e a c h e s  t h e  v a l u e  o f  t h e  s h e a r  s t r e n g t h  o f  t h e  m a t e r i a l  o b t a i n e d  f r o m  

a  s i m p l e  s h e a r  t e s t .

III. E ffect o f  temperature and strain rate

T h e tensile  an d  sh e a r  s tre n g th  of m a te ria ls  a re  in fluenced  b y  th e  t e m 
p e r a tu r e  an d  th e  s tr a in  r a te .  T he curves on th e  r ig h t  h a n d  side of F ig . 2 show  
th e  v a r ia tio n  of th e  sh e a r  s tre n g th  of 99 ,9999%  h ig h  p u r ity  lead  in  te rm s  o f 
th e  re la tiv e  in te rfac ia l sh e a r  m ovem ent ra te  a t  v a r io u s  te m p e ra tu re s . R esu lts  
w ere  o b ta in ed  from  d o u b le  sh ea r te s ts  b y  K r y s k o  a n d  F e n t o n  [4]. T he le f t  
h a n d  side of th e  d iag ram  show s th e  m in im um  v a lu e  o f  th e  rad ia l s tress (n o rm al 
su rfa c e  pressure) for a g iv en  coefficien t of fr ic tio n  a n d  sh ear s tre n g th  a t  w hich  
slip  ceases and  s tick in g  o f  th e  m ateria l to  th e  c o n ta in e r  surface com m ences 
d u r in g  ex tru sion .

T h e  v a ria tio n  o f  th e  sh ea r s tre n g th  o f 9 9 ,9 9 5 %  p u r ity  lead  in  te rm s  
o f  te m p e ra tu re  is sh o w n  in  F ig . 3. R esu lts  w ere ta k e n  from  d a ta  p u b lish ed  
b y  S c h n a k e n b e r g  [5] o b ta in e d  w ith  a sh e a rin g  v e lo c ity  of 0,005 in /m in , 
w h ic h  corresponds to  0 ,1 2 6  m m /m in  re la tiv e  in te r fa c ia l  sh ear m o v em en t r a te  
o f  F ig . 2. The shear s t r e n g th  values in  Figs 2 a n d  3 a re  n o t com parab le  because  
o f  th e  d ifferen t co m p o sitio n  of th e  lead . T h e  sh e a rin g  v e loc ity  in  F ig . 3 is 
r a th e r  sm all. A t sm all sh e a r in g  velocities th e  sh e a r  s tre n g th  shows considerab le
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decrease as can  be seen in  Fig. 2. T h e  le ft h a n d  side o f Fig . 3 shows th e  m in im u m  
v a lu e  of rad ia l s tre ss  (norm al su rface  p re ssu re ) fo r a given coefficien t o f  f r ic 
tio n  and  sh ea r s tre n g th  a t w hich slip ceases an d  stick in g  of th e  m a te r ia l  to  
th e  co n ta in e r su rface  com m ences d u rin g  e x tru s io n .

Fig.  2. Coefficient o f f r ic tio n  betw een m a te ria l  a n d  c o n ta in e r  fo r w hich slip ceases fo r a  g iv en  
su rface  p ressu re  and sh ear s tre n g th  fo r 99 ,9999%  p u r ity  lead

Fig. 3. Coefficient o f f r ic tio n  for w hich slip  o f m a te r ia l  over c o n ta in e r surface ceases fo r  a 
g iven  surface  p ressu re  a n d  shear s tre n g th  for 9 9 ,95%  p u r i ty  lead  (shearing v e lo c ity  0 ,005

in /m in )

IV. Friction coefficien t

I t  is ra th e r  d ifficu lt to  d e te rm in e  th e  coeffic ien t o f fric tion  b e tw een  th e  
e x tru d e d  m a te ria l a n d  co n ta in er su rface  u n d e r  o p e ra tin g  conditions. C h a d w i c k  

[6] s ta te s  th a t  th e  coefficient of fric tio n  is la rg e r  th a n  0,1 for n o n -lu b ric a te d  
a reas, 0,06 for so lid  lu b ric a te d  a reas , an d  goes dow n to  zero for m o lten  g lass 
lu b ric a te d  areas.

In  som e p ra c tic a l cases th e  ap p lic a tio n  o f lu b r ic a n t during  e x tru s io n  is 
lim ited . In  cases w here  a good surface fin ish  o f  th e  e x tru d e d  m ateria l is re q u ire d ,
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lu b r ic a tio n  is n o t  a d v isab le  as it  is kn o w n  t h a t  lu b rica ted  ex tru s io n  p ro d u ces  
a r a th e r  ro u g h  su rface . In  case of w orm  d r iv e n  con tinuous e x tru s io n  p resses  
su ch  as u sed  fo r  le a d  cab le  sh ea th ing , lu b r ic a t io n  o f th e  m oving in te rfa c e  a long  
th e  w o rm  d rive  w ill e n tra p  th e  lu b r ic a n t in  th e  m ateria l. In  case o f  d o u b le - 
b a r re l  screw  presses lu b ric a tio n  of th e  b a r re l  is n o t possible since th e  lu b r ic a n t  
w o u ld  in te rfe re  w ith  th e  w elding of th e  tw o  e x tru d e d  cy linders [2].

Fig. 4. P o lished  c ro ss-sec tio n  of surface c rack s o n  e x tru d e d  lead  rod  (m ag n ifica tio n  300 X
com position  I E ,  B r i t is h  S ta n d a rd )

T h e  a c tu a l v a lu e  of th e  coefficient o f  f r ic tio n  for a n o n -lu b rica ted  su rface  
b e tw e e n  lead  a n d  s tee l, accord ing  to  K r y s k o , B o w e r s  an d  W a d h w a n i  [ 1 ] ,  

is b e tw e e n  0,25 a n d  0,45. Figs 2 an d  3 sh o w  th a t  ex truded  lead  stick s  to  th e  
c o n ta in e r  su rface  if  th e  coefficient o f  f r ic tio n  is betw een  0,25 a n d  0,45, as w as 
su g g ested  even  if  th e  rad ia l stresses, a re  re la tiv e ly  sm all. I t  is k n o w n , th a t  
th e  H a n sso n — R o b e rtso n  ex tru sion  p ress h a s  b u rs tin g  discs a d ju s te d  to  b re a k  
a t  20 000 p .s .i. p re ssu re . D uring  n o rm a l o p e ra tio n  these discs o ften  fra c tu re  
a n d  a re  o ccasiona lly  rep laced  b y  30 000 p .s .i . b u rs tin g  discs to  avo id  u n n e c 
e ssa ry  s to p p ag es  [7]. A t th is  no rm al p re ssu re  slid ing  of 99 ,95%  lead  a t  270° C 
on  th e  c o n ta in e r  w all could  only ta k e  p la c e  i f  th e  coefficient o f f r ic tio n  is less 
th a n  0,001. S uch  a low  fric tion  co effic ien t c a n n o t be o b ta in ed  in  e x tru s io n , 
th e re fo re  th e  m a te r ia l  m oves by  in te rn a l sh e a r  only.*

* Follow ing  th e  p re se n ta tio n  of th is  p a p e r  in  B raunschw eig , th e  la te  P ro fesso r W . H of
m a n n  co n firm ed , b y  h is o b se rv atio n s d u rin g  th e  d e te rm in a tio n  of fric tio n  o f lead  w ith  o th e r 
m a te r ia l ,  t h a t  in  a ll cases th e  m ovem en t to o k  p la c e  in sid e  the  lead by  creep  or sh e a r  a n d  no 
in te rfa c ia l  m o v em e n t w as ever observed.
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V. S lip-stick  a t  th e  die

I t  is d iff ic u lt to  determ ine th e  s lip -s tick  cond itio n  especially  in  th e  v ic in 
i ty  o f th e  d ie , w h ere  severe p la s tic  d e fo rm a tio n  an d  a considerab le  c h a n g e  in  
th e  velocity  o f  m a te r ia l  flow ta k e s  p lace. I t  is lik e ly  th a t  c ircu m feren tia l c racks 
w ill ap p ea r on  th e  surface of th e  e x tru d e d  p ro d u c t, if  th e  m a te ria l s tic k s  to  
th e  die ju s t  b e fo re  flow ing o u t.

A ccord ing  to  som e theories su rface  c rack s  ap p ear because seg reg a tio n s  
ta k e  p lace in  th e  m ateria l. F ig . 4 show s a sec tio n  across th e  c irc u m fe ren tia l 
su rface cracks a n d  no segregations a long  th e  faces of th e  cracks a re  v is ib le . 
I t  is tru e  th a t  c ra c k s  m ay develop  due to  seg reg a tio n , b u t  th a t  is n o t  a lw ays

F ig .  5. C ircum ferential su rface  c rac k s  on  e x tru d e d  p lastic ine

th e  reason . In  m o s t cases cracks a re  cau sed  b y  th e  stick ing  of th e  m a te r ia l  to  
th e  die ju s t  b e fo re  leaving it. B y  a lte r in g  th e  location  of slip -s tick , c rack s 
d isap p ear. C h an g in g  th e  location  o f  s lip -s tick  can  he achieved in  a n u m b e r  of 
d iffe ren t w ays; fo r exam ple, b y  in tro d u c in g  lu b ric a n t or chang ing  th e  te m 
p e ra tu re  of th e  e x tru s io n , b u t th e  s im p lest w a y  is to  a lte r  th e  speed  o f  e x t r u 
sion. I f  th e  sp eed  o f  ex trusion  is red u ced  u n t i l  th e  fric tion  force d ec rea ses  to  
a v a lue  sm aller th a n  th e  shear s tre n g th  o f  th e  m a te ria l a t  th e  die u n d e r  p re 
vailing  co n d itio n s, th e n  the  e x tru d e d  m a te r ia l  slips ou t o f th e  die a n d  su rface  
cracks d isap p ea r.

T he above th e o ry  is sim ply  p ro v ed  b y  e x tru d in g  p lastic ine . N o se g re g a 
tio n  tak es  p lace  in  th e  case of p la s tic in e  e x tru s io n , b u t un d er c e r ta in  c o n d i
tio n s, th e  e x tru d e d  surface cracks a re  a p p a re n t ,  as is show n in Fig. 5 . H o w e v e r, 
b y  reducing  th e  ex tru s io n  speed th e  c rack s su d d en ly  d isappear, a n d  b y  in 
creasing  th e  sp eed  o f  th e  ex tru sio n  th e  c ra c k s  re a p p e a r  on th e  e x tru d e d  ro d . 
T he surface o f th e  m a te ria l m igh t also c ra c k  in side  th e  co n ta in er i f  th e  s tic k - 
slip conditions w ere  re tra c ted , b u t  th is  is n o t  h a rm fu l since su rface  c ra c k s  
w ill p ressu re-w eld  b y  slip before le av in g  th e  d ie . O nly  if  th e  stick -slip  p o s itio n  
is close to  th e  d ie  face , will c racked  m a te r ia l le av e  th e  die, because th e  su rfa c e
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c ra c k s  w ill have  no o p p o r tu n ity  of being  p re ssu re  w elded. Fig. 6 show s c ir 
c u m fe re n tia l  su rface c rack s  on e x tru d ed  2~"  d ia . lead  cable sh e a th in g . 
I n  co m p ariso n  F ig . 7 show s a shear face o f 99 ,9999  h igh p u rity  lead  a n d  th e  
s im ila r i ty  of th e  c rack s in  b o th  cases is s tr ik in g . F ig . 8 show s sh e a r face  o f  
a  le a d - t in  alloy  rod  lo a d e d , w here  in te rfa c ia l s h e a r  m o v em en t show ing s im ila r  
c ra c k s ,  as in  F igs 5 , 6 a n d  7.

Fig. 6 . C ircum feren tia l su rface  c rack s on e x tru d e d  le a d  ro d  (com position  I E ,  B ritish  S ta n d a rd )

Fig. 7. Surface of a 0,5" d ia m e te r  h igh p u r ity  (99 ,9999) le a d  ro d : th e  in te rfac ia l c rac k s  p ro ' 
d u c e d  b y  shear te s t  a re  s im ila r to  the  surface  c ra c k s  in  F ig . 6 p roduced  b y  e x tru s io n
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VI. E x tru sio n  experim ents

A n u m b e r o f ex p e rim en ts  w ere m ade b y  e x tru d in g  2 in  d ia m e te r  and  
4 in  long  com m erc ia lly  p u re  lead  b ille ts . F igs 9 an d  10 show  th e  v e r tic a lly  o p e ra t
in g  press used  in  th e  ex p e rim en ts . T he ex tru s io n  p ress w as m o u n te d  on a

F ig . 8. S h e a r  f a c e  o f  a  1 "  0  l e a d - t i n  ( 2  %  S n )  a l l o y  r o d  l o a d e d  w i t h  1 6 '' /1 " /  m i n  i n -  

t e r f a e i a l  s h e a r  m o v e m e n t  s h o w i n g  s i m i l a r  c r a c k s  a s  i n  F i g s  5 ,  6  a n d  7

F ig. 9. E x p e r i m e n t a l  e x t r u s i o n  p r e s s

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



3 5 4 W. W. KRYSKO and R. G. FENTON

u n iv e rs a l  A m sler te s tin g  m a c h in e . A ll te s ts  w ere done w ith  a ra m  speed  of 
0 ,4  in /m in  b u t  using d iffe re n t d ies. F igs 11, 12, 13 a n d  14 show  th e  ra m  force 
d isp la c e m e n t d iagram s fo r  e x tru s io n  th ro u g h  dies h a v in g  10 m m  d iam e te r 
ho les a n d  180°, 120°, 90° a n d  60° die angles. F ig . 15 show s th e  ram  force- 
d isp la c e m e n t d iagram  fo r e x tru s io n s  th ro u g h , a die h av in g  3/4 in  hole an d  
a 180° die angle.

I n  a ll five cases a th in ,  u n ifo rm  scull rem a in ed  in  th e  c o n ta in e r  a f te r  
c o m p le tin g  th e  ex tru s io n . T h e  p ress was d ism a n tle d  a n d  th e  scull rem oved .

%

■ и в л А
О

Ф Ш Ф

ш , V i  V I  |Í V p
mm  я н  ммёЯйВ  iiiiTmffîr

• ш  J í ш !  С п ь
> * 

ш
18 • шёШ

йзаагяг
Fig. 10. E x p e r im e n ta l  e x tru s io n  p re s s—p a r ts

Fig. i t .  R am  fo rce—d isp la c e m e n t d iag ram  Fig. 12. R a m  force — d isp lacem en t d iag ram  
fo r  lead  ex trusion  a  — 180°, d =  10 m m  fo r lead  e x tru s io n  a  =  120°, d =  10 m m
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T h e le n g th  o f th is  th in  scull, F ig . 16, is a b o u t th e  sam e as th e  le n g th  o f  th e  
o rig in a l b ille t. F o rm a tio n  of th e  scull p ro v es  th a t  th e  m a te ria l s tu c k  to  th e  
c o n ta in e r  in  each  o f th e  above five  cases o f  e x tru s io n  over th e  w hole  c o n ta in e r  
su rface .

Fig. 13. R a m  force  — d isp lacem en t d iag ram  fo r le a d  ex tru s io n  a  =  90°, d =  10 m m

Fig. 14. R a m  force  —d isp lacem en t d iag ram  fo r le a d  ex tru s io n  a  =  60°, d =  10 m m
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R e su lts  of th e  e x p e rim e n ts  and  s tu d y  o f  F ig s  2 an d  3 p o in t to  th e  fa c t  
t h a t  th e  m a te r ia l does n o t slip  over th e  c o n ta in e r  su rface , h u t  in fac t, s tic k s  
to  i t ,  a n d  all m o tio n  ta k e s  p lace  b y  in te rn a l s lide  w ith in  th e  m a te ria l itse lf .

V II. E quations of eq u ilib riu m

I n  an  ax ia lly  sy m m e tric a l con ta iner-d ie  sy s te m  th e  d ifferen tia l e q u a tio n s  
o f eq u ilib riu m  o f th e  s tresses in  th e  axial a n d  in  th e  rad ia l d irec tions u s in g  
p o la r-c o o rd in a te s  are  g iven  b y

Fig. 15. R am  force — d isp lacem en t d iagram  fo r le a d  ex tru s io n  a  =  180°, d =  3/4 in

a n d

9 tVz I 9orz I Trz   Q

dr  3 z r

9<? r  I 9 т гг I °V ' 'Ф  __  Q

3 r az r

( 2 )

(3 )

A ssu m in g  th a t  th e  sh ea r s tress d is tr ib u tio n  in  th e  rad ia l d irec tion  is lin e a r , 
so t h a t

_ 2 Tmax _
D

E q u a t io n  (2) now  becom es

4  T may. _|_ 9 o z

D 3 z
=  0

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



EXTRUSION OF LEAD AND LEAD ALLOYS 3 5 7

(4)

w here  z is th e  d is ta n c e  m easu red  from  th e  d e a d  m eta l zone as sh o w n  in  F ig . 1, 
an d  cr2o is th e  a x ia l s tre ss  a t  th e  cross se c tio n  w here z is zero.

I f  th e  m a te r ia l  s ticks to  th e  c o n ta in e r  surface th e n  th e  s h e a r  s tre ss  on 
th e  surface is c o n s ta n t  an d  its  value is Tmax. T herefore

an d  a f te r  in te g ra tio n  y ields

4, T„  __ ‘'m ax _ , ^
az =  — —---- 2 +  <*га>

dr,
- ^  =  0 .  
0Z

A ssum ing  th a t  th e  ra d ia l s tress is in d e p e n d e n t o f th e  rad ius so t h a t

dr

eq u a tio n  (3) y ie ld s
аг =  аф . (5)

This e q u a tio n  is c e rta in ly  tru e  if  th e  coeffic ien t o f fric tio n  is zero , (i.e., 
a h y d ro s ta tic  s tre ss  co n d itio n  exists) b u t  i t  is also  an  accep tab le  a p p ro x im a tio n  
in  cases of non -zero  fr ic tio n  coefficients.

VIII. Stress d is trib u tio n

The m a te r ia l in side  th e  co n ta in e r is now  exam ined , ta k in g  a vo lum e 
su rro u n d ed  b y  tw o  co n cen tric  cy linders, th e  ra m  face and  a cross sec tion  
p a ra lle l to  th e  ra m  face . T he volum e of th e  m a te r ia l  inside th is  ho llow  cy lin d er 
rem ain s c o n s ta n t. I f  th e  p lane  section lim itin g  th e  hollow cy lin d er is a t  le a s t 
a h a lf  co n ta in e r-d ia m e te r  aw ay  from  th e  d ie , th e n , as a re su lt o f th e  conclusions 
o b ta in e d  in  s tu d y in g  th e  flow  lines it  can he  a ssu m ed  th a t  th is  in it ia lly  s tra ig h t 
su rface  will rem ain  s tra ig h t. T he d iam eters o f  th e  hollow  cylinders also  rem ain  
u n ch an g ed  since th e  o u te r-m o st concen tric  cy lin d e r hav ing  a d ia m e te r  equal 
to  th e  co n ta in e r, does n o t change its  size an d  th e  vo lum e of each ho llow  cy lin d er 
rem ain s u n ch an g ed . T herefo re , th e  c ircu m feren ce  o f th e  concen tric  cy linders 
are  c o n s ta n t. I t  follow s th a t  th e  c ircu m fe ren tia l s tra in  m u st be zero . T h is is 
tru e  in  th e  case o f  h y d ro s ta tic  stress c o n d itio n  b u t  i t  is also a fa ir ly  good 
ap p ro x im a tio n  in  o th e r  cases as well.
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T h e  c ircum feren tia l s t r a in  еф can  be e x p re ssed  in  term s of th e  th re e  
d ire c t s tre s se s , Y oung’s m o d u lu s  an d  P oisson’s ra t io :

е Ф  =  ~  К  — *(<*р +  Ог)]-hi

S u b s t i tu t in g  equation  (5) a n d  m ak in g  еф zero, y ie ld s

a n d  s u b s t i tu t in g  e q u a tio n  (4)

1 —  V

4tm axz
D

U sin g  the  o c tah ed ra l s h e a r  stress th e o ry  to  de te rm ine  p la s tic ity  c o n 
d it io n s , th e  m axim um  v a lu e  o f  th e  shear s tre ss  w h ich  can be su p erim p o sed  
on  a  n e a r  h y d ro s ta tic  s tre ss  c o n d itio n  to  cause y ie ld in g  can be fo tm d

К З ’
( 6 )

w h e re  crs is th e  tensile y ie ld  s t r e n g th  of th e  m a te r ia l  u n d er th e  given co n d itio n s  
o f  te m p e ra tu re  and s tra in  r a te .  T herefore,

1  —  V

4 as 
1/3 D

( 7 )

IX . R am  force

T h e  to ta l  ram  force co n s is ts  o f tw o p a r ts . T h e  force req u ired  to  d efo rm  
th e  m a te r ia l  and th e  fo rce  n eed ed  to  overcom e fr ic tio n . T o ta l ra m  fo rce  is 
o b ta in e d  if  th e  ram  cross s e c tio n a l area is m u ltip lie d  b y  th e  ax ia l s tre ss  a t  th e  
r a m  fa c e . U sing eq u a tio n s  (6) an d  (4) th e  to ta l  ra m  force P  becom es:

P  =
IP л 4'asL  I rr

1/3 D  z'

w h e re  L  is the  len g th  o f  th e  b ille t m easu red  fro m  th e  dead  m eta l zone to  th e  
r a m  face  (see Fig. 1). T h e  v a lu e  o f aZo can  be o b ta in e d  b y  considering  th e  w ork  
re q u ire m e n ts  of th e  e x tru s io n  process, an d  its  v a lu e  is

ß

er. In
F7 it

;b
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w here F  an d  f  a re  th e  areas o f cross sec tio n s  o f  co n ta in er an d  d ie  h o le  (see 
F ig . 1). T h e  above eq u a tio n  co rresponds to  th e  idea l frictionless case  a n d  gives 
r a th e r  sm all v a lu e . In  p ra c tic a l cases th e  s tre ss  is la rg e r th a n  w h a t is o b ta in e d  
from  th e  above  eq u a tio n . Z a l e s s k ii [8] su g g es ted  using a coeffic ien t C  so th a t

„  , F
=  C er. In — ,f

w here th e  coeffic ien t C is fu n c tio n  o f th e  d ie  ang le . The values o f co e ffic ien t C 
w ere d e te rm in e d  b y  Z a l e s s k ii  e x p e rim e n ta lly , a n d  were found  to  b e  b e tw een  
3,5 an d  7 ,0 . T he va lu es  suggested  b y  Z a l e s s k ii  seem  to  be ra th e r  c o n se rv a tiv e . 
In  th e  fo llow ing  c a lcu la tio n  th e  m od ified  v a lu es  o f th e  Z alesk ii co e ffic ien t 
a re  u se d  a n d  th e y  seem  to  be in  good  ag reem en t w ith  e x p e r im e n ta l 
re su lts .

( 8)

Table I

Values of Coefficient C

D ie angle 60°

ООO
'. 120° 150° 180°

Coeff. C 2,7 2,0 1,75 1,8 2,0

T o ta l ra m  force now  becom es:

P  =
D - л

4
4 L
p  D

C a s In
/

(9)

T h e ra m  force fo r cases show n in  F ig s  11 to  15 can  now  be c a lc u la te d . 
T h e  te n s ile  s tre n g th  o f com m ercia lly  p u re  le ad  a t  4 0 °  C w ith  a n  a ssu m e d  
s tr a in  r a te  o f 0,05 in /in /m in , is 125 k g /c m 2. I n  ca lcu la tin g  th e  r a m  fo rce  
u sin g  e q u a tio n  (9) th e  d is tan ce  L  is ta k e n  fro m  th e  ram  fo rce—d isp la c e m e n t 
d iag ram s. (D is tan ce  a long  co n ta in e r ax is  b e tw e e n  th e  po in t w here  th e  ra m  
force h as  its  m ax im u m  v alue  a t th e  b e g in n in g  o f th e  ex tru sio n  p ro cess , to  
th e  p o in t w here  th e  ram  force has its  m in im u m  va lu e  ju s t  before  fin ish in g  
th e  e x tru s io n .)

W h en  th e  die angle is 180° and  die ho le  is 10 m m  (Fig. 11) th e  c a lc u la te d  
ra m  force P  becom es

P  = 52X л
4

4 x  125 X8
P  X 5

+  2 X 125 X 3 • 2 =  24 800 kgf.

R esu lts  o f ca lcu la tio n s  fo r all five cases a re  show n  in  T able I I .
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Table II

Calculated ram force for extrusion experiments

Figure Die angle Length, 
L [cm]

Ram force,
p [ЗД

Ratio,
In i’//

Fig. 10 180° 8,0 24 800 3,2

Fig. 11

ООCM 9,5 24 500 3,2

Fig. 12 90° 9,5 26 600 3,2

Fig. 13 60° 8,0 26 500 3,2

Fig. 14 180° 9,0 19 800 1,96

■-с.

Fig. 16. Sculls rem ain ing  in  c o n ta in e r  a f te r  ex trusion

T h e resu lts  o b ta in e d  b y  calcu lations a re  r a th e r  close to  th e  a c tu a l v a lu e s  
o b ta in e d  b y  e x p e rim e n ts , w hich in d ica te  t h a t  th e  assum ptions u sed  in  th e  
d e r iv a tio n  o f th e  fo rm u la e  were co rrec t.

As th e  ra m  m oves to w ard s  th e  die, th e  r a m  force usually  decreases d u e  
to  th e  re d u c tio n  o f  th e  a re a  w here fr ic tio n  ta k e s  p lace. This is n o t  o b se rv ed  
in  th e  re su lts  o f e x p e rim e n ts  show n in F ig s  11 to  15. A  long, u n ifo rm -d ia m e te r  
ra m  w as used  in  th e se  ex p erim en ts  an d  as th e  ra m  m oves fo rw ard , a scu ll 
re m a in e d  b eh in d  in  th e  co n ta in e r (F ig. 16) a n d  fric tio n  took  p lace  b e tw e e n  
th e  scu ll a n d  th e  ra m . A s th e  fric tio n  a re a  b e tw e e n  m ate ria l a n d  c o n ta in e r  
d ec rea sed , th e  fr ic tio n  a re a  betw een  th e  r a m  a n d  th e  scull in c rea sed . A s a 
r e s u lt  o f th is , c o n tra ry  to  th e  usual ex p e rien ce , th e  ram  force d id  n o t  d ecrease  
as th e  ra m  a d v a n c e d . T h is in d ica ted  th a t  a  w ell designed ram  sh o u ld  be  m ad e  
s lig h tly  conical o r th e  ra m  d iam eter sh o u ld  b e  red u ced  a fte r a sh o r t  s t r a ig h t  
p o r tio n . T his o b se rv a tio n  also confirm s t h a t  m a te r ia l  m oves b y  in te rn a l  s lide
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(sh ear). T he sudden, d rop  o f ra m  fo rce  w hen  th e  m a te ria l flow  com m ences a t  
th e  beg in n in g  o f  th e  ex tru s io n  is cau sed  b y  th e  change o f f r ic tio n  coefficien t 
fro m  th e  s ta tic  to  th e  sm alle r k in e tic  v a lu e , th u s  decreasing  th e  fric tio n a l 
re s is ta n c e .

X. C ritical fr ic tio n  coefficient

T h e  m a te ria l s ticks to  th e  c o n ta in e r  su rface  during  th e  p ro cess  o f  e x tru 
sion if  th e  coeffic ien t o f fric tio n

И >
Tmax

<*r

Fig. 17. C ritical fr ic tio n  coefficient a t  w h ich  m a te ria l sticks to  co n ta in er su rfa ce , fo r lead  
e x tru s io n  in  te rm s of th e  re d u c tio n  ra tio  F If and  th e  die ang le

S u b s titu tin g  eq u a tio n s  (6), (7) an d  (8) y ie ld s

f * >
1 —  V

i i  +  r s c i n i
D  f

T he fric tio n  coeffic ien t o b ta in ed  from  th e  above e q u a tio n  is th e  la rg e s t  i f  z is 
zero. T h e  la rg es t va lu e  of th e  fr ic tio n  coeffic ien t is referred  to  as th e  c ritica l 
fr ic tio n  coeffic ien t. T he m a te r ia l s tick s  to  th e  co n ta in e r surface o v e r th e  w hole 
a rea  o f c o n ta c t from  th e  d ead  m eta l zone to  th e  ram  force if  th e  a c tu a l  coeffi
c ien t o f fric tio n  b e tw een  th e  m a te r ia l a n d  th e  co n ta in e r is la rg e r th a n  th e  c r i t 
ical coeffic ien t of fric tio n . T h e  c ritica l coeffic ien t of fric tion  is

1 —  V
H'c =  — ---------- ЁГ •

1/3 vC  In —-
/

( 10)
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F ig . 17 shows th e  c ritic a l fric tion  coefficient o f  le a d  in  te rm s of th e  re d u c 
tio n  r a t io  F / f  an d  die ang le  a . (Poisson’s ra tio  fo r  le a d  w as ta k e n  as 0,43.)

I f  le ad  is e x tru d e d  h a v in g  a co n trac tio n  ra t io  o f  7,4 an d  using  a die 
ang le  o f  60°, th e n  fro m  F ig . 17 th e  critical fr ic tio n  coeffic ien t is 0,142. T h is is 
a r a th e r  sm all v a lue  a n d  th e  a c tu a l fric tion  co e ffic ien t is la rger th a n  th is  in  
p ra c tic e  un less lu b ric a tio n  is u sed . I f  th e  ac tu a l f r ic tio n  coefficient in  th e  above 
case is la rg e r  th a n  0,142 th e n  th e  m a te ria l s tick s  to  th e  co n ta in er all th e  w ay  
fro m  th e  dead  m eta l zone to  th e  ram .

X I. O ptim um  co n ta in e r shape to  m in im ize  ra m  force

T h e  volum e of e x tru d e d  m eta l V  is

V = ^ L
4

T h e  m a te r ia l  in  th e  d ead  m e ta l zone is n o t in c lu d e d  in  th e  ex tru d ed  vo lum e, 
T h e  e x tru s io n  is u su a lly  s to p p e d  as soon as th e  d e a d  m eta l zone is reach ed , 
b ecau se  a n y  fu r th e r  e x tru s io n  requires su d d en , s te e p ly  increasing ram  force 
a n d  p o w er.

S u b s titu tin g  e q u a tio n  (11) in to  eq u a tio n  (9) th e  ra m  force can be ex p re s
sed  in  te rm s  of th e  c o n ta in e r  d iam ete r D.

+
D 2 n  

4
C In ( 12)

I f  th e  d iam ete r o f th e  co n ta in e r is ch an g ed , b u t  th e  ex tru d ed  volum e is 
k e p t  c o n s ta n t, th e  ra m  fo rce  changes. E q u a tio n  (12) is d iffe ren tia ted  w ith  
r e s p e c t to  th e  c o n ta in e r  d ia m e te r  D,  and  th e  d e r iv a tiv e  is eq u a ted  to  zero, 
in  o rd e r  to  o b ta in  th e  o p tim u m  d iam eter o f th e  c o n ta in e r  to  ex tru d e  a c e r ta in  
v o lu m e  o f m ateria l w ith  m in im u m  ram  force:

4 V  

У 3 D 2
+  ^ C I n ^  +  ^ C

2 f
=  0 .

S u b s ti tu t in g  e q u a tio n  (11), th e  following so lu tio n  fo r th e  op tim um  sh ap e  of 
th e  c o n ta in e r  is o b ta in e d :

L
D

j/3 C 

2
1 -f- In (13)
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Fig. 18. O p t im u m  c o n ta in e r  shape to minimize ra m  force D = K Y • v1/s, L  =  K 2 • V113
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Fig. 19. M in im um  r a m  force  corresponding to o p t im u m  shaped con ta iner  P =  K 3 • • D2
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F ig . 18 shows th e  o p t im u m  container, le n g th  to  d iam e te r L / D  ra tio  
w h ich  re s u l ts  in m in im um  ra m  fo rce , in term s o f th e  re d u c tio n  ra tio  F j f  an d  
th e  d ie  a n g le  a , for lead  e x tru s io n . The curve of F ig . 18 can  only be u sed  if  
th e  a c tu a l  coefficient of f r ic t io n  is la rg e r th a n  th e  c r i t ic a l ,  so th a t  th e  m a te r ia l 
s tic k s  to  th e  container su rfa c e . I f  th e  m ateria l s lip s  th e n  th e  o p tim um  L / D  
r a t io  t o  g iv e  m inim um  ra m  fo rc e  is la rger th a n  th e  o n e  o b ta in e d  from  F ig . 1 8 .

F i g .  2 1 .  M in im u m  w o rk  r e q u i r e d  f o r  e x tru s io n  c o r re s p o n d in g  to  o p tim u m  sh a p e d  c o n ta in e r
W  =  K ,  ■ c s  ■ D *

A c ta  Technica  Academiae S c ie n tia ru m  H u n g a r ic a e  5 7 , 1967

F i g .  2 0 .  O p t im u m  c o n ta in e r  s h a p e  t o  m in im ize  w o rk  r e q u i r e d  f o r  e x tru s io n  D  =  K i  ■ V l l3,
L  =  K 5 ■ К ш
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The values o f  th e  coefficien ts K x a n d  K 2 show n on  F ig . 18 can  be used 
to  determ ine  th e  size o f  th e  co n ta in e r, the  le n g th  an d  d ia m e te r , fo r a given 
e x tru d e d  v o lum e:

an d

w here

D — К ,  V'

L  — K 2 V  ,

an d

K i

K ,  =

4 D

л  L

3 _

/ 4
л

A 2
D

Fig. 22

sh ap e
T hen

T he la rg est re q u ire d  ra m  force co rresp o n d in g  to  th e  o p tim u m  co n ta in er 
is o b ta in ed  i f  e q u a tio n  (13) is s u b s ti tu te d  in to  e q u a tio n  (12).

P  =  a, D- л  C
1 , 3  . F
---------- In —
2 4 /

P  =  K 3as D 2 ,
w here

К.к =  л С 1 , 3 .  F
------ -------l n  —
2 4 / .

(14)

(15)

(16)
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F ig .  23
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V alues of K 3 are  show n on F ig . 1 9  fo r lead  ex tru sion  in  te rm s  o f the  
red u c tio n  ra tio  F / f  an d  th e  die angle a .

Example: L ead  is e x tru d e d  th ro u g h  a d ie  h a v in g  a die angle o f 60°. T h e  re d u c tio n  ra tio  
is 7,4. T he o p tim u m  co n ta in e r shape to  m in im ize  th e  ram  force is o b ta in e d  fro m  Fig. 18. 
T he la rg es t re q u ire d  ra m  force is found  b y  using  F ig . 19.

Y  3 3 __
— =  7,0; D =  0,57 ]fv, L =  4,1 / F ;  P =  16,9 as D ! .

XII. Optimum container shape to m inim ize required work

The w ork  re q u ire d  to  e x tru d e  th e  m a te r ia l  is o b ta ined  from  th e  e q u a tio n

L

0

az d a .
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S u b s t i tu t in g  equations (4), (6), (8) an d  (11) an d  in te g ra tin g  betw een  th e  l im its , 
g ives

W  =
8 V 2

1/3 л В 3

F
+  VC  In —  .

/
(17)

T h e  w o rk  requ ired  to  e x tru d e  a given v o lu m e  o f m a te ria l is d e p e n d e n t 
on  th e  d ia m e te r  of th e  c o n ta in e r . I f  th e  d ia m e te r  o f  th e  con ta iner is a l te re d  
th e  r e q u ir e d  w ork is ch anged . E q u a t io n  (17) is d iffe re n tia te d  and  th e  d e r iv a tiv e  
e q u a te d  to  zero, in order to  o b ta in  th e  o p tim u m  sh ap e  o f th e  con ta iner w h ich

w ill r e q u ire  th e  m in im um  a m o u n t o f wrork  fo r e x tru d in g  a certa in  v o lu m e  o f 
m a te r ia l .  Then

a n d

d W  24 V 2 2 VC
91) ~~ °S ~ f i  n 7)4 W

L  C
D У 3

(18)

F ig . 20 shows th e  o p tim u m  co n ta in e r sh ap e  a n d  th e  le n g th - to -d ia m e te r  
r a t io  in  te rm s of th e  die a n g le , for lead  e x tru s io n  to  requ ire  m in im um  w o rk . 
T h e  c u rv e  shown on F ig . 2 0  c a n  on ly  be u sed  i f  th e  ac tu a l fric tion  co effic ien t 
is l a r g e r  th a n  th e  c ritica l, so  t h a t  th e  m a te r ia l s tick s  to  th e  co n ta in e r su rface . 
I f  t h e  m a te ria l slips a lo n g  th e  co n ta in e r su rface  th e n  th e  op tim um  L /D  ra t io  
is la r g e r  th a n  th e  one o b ta in e d  from  Fig. 20.
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V alues o f  th e  coeffic ien ts K i an d  К ъ o b ta in e d  from  F ig . 20 g ive th e  actual 
va lues of th e  c o n ta in e r  sh ap e , th e  len g th , a n d  th e  d iam ete r fo r a g iven  ex truded  
vo lum e, so th a t

D  =  K 4 • V 1'3
an d

L =  K & ■ V W .

T he o p tim u m  sh ap e  o f th e  co n ta in e r to  m in im ize th e  ram  fo rce  is d ifferent 
from  th e  o p tim u m  sh ap e  o f th e  co n ta in e r to  m inim ize th e  w o rk  req u ired  for 
ex tru sio n . In  p ra c tic e  th e  co n ta in e r shape  is chosen to  m in im ize  th e  work 
req u ired , th u s  m a k in g  th e  process m ore econom ical. H ow ever, i f  th e  available 
ra m  force of th e  m ach in e  is lim ited , th e n  th e  o b jec t m igh t be to  choose a con
ta in e r  shape w h ich  req u ire s  m in im um  ra m  force.

H av in g  o p tim u m  co n ta in e r shape , th e  to ta l  w ork re q u ire d  to  ex tru d e  
th e  m ateria l is o b ta in e d  i f  e q u a tio n  (18) is s u b s ti tu te d  in to  e q u a tio n  (17). 
T hen

or

w here

W  =  a , D 3
71 C2

2 f í

W =  K , a s D3,

1 1 F
■ H----- In —

3 2 / _

K R =
71 C2

2 j/3

1 1 F
---------- In  —
3 2 f \

(19)

( 20) 

( 21)

V alues of K s a re  show n on F ig . 21 for lead  ex tru s io n  in  te rm s  o f  reduction  
ra tio  an d  die ang le .

Example: L ea d  is e x tru d e d  th ro u g h  a die h a v in g  a  die angle 60°. T h e  re d u c tio n  ra tio  
is 7,4. T he o p tim u m  c o n ta in e r  sh ap e  to  m inim ize th e  re q u ire d  work is o b ta in e d  fro m  Fig. 20.

L  3 — 3 —
j j -  =  1,69; D =  0,91 ÍV , L  =  1,55 ŸV

a n d  th e  co rresponding  w o rk  req u ired  is found  by  u sin g  F ig . 21

W  =  8,85 as D 3 .

XIII. Conclusions

T he process o f  e x tru s io n  is too  com plex  to  o b ta in  an  e x a c t theo re tica l 
so lu tio n  w hich w ou ld  give good resu lts  in  p ra c tic e . H ow ever, re su lts  were 
o b ta in e d , by  using  a n u m b e r  o f sim plify ing  a ssu m p tio n s  w hich m a y  be  accep t
ab le  in  p rac tice  a n d  a re  usefu l for th e  designer in  d e te rm in in g  th e  shape  of 
th e  co n ta in er, th e  re d u c tio n  ra tio , th e  ram  p ressu re  and  th e  w ork  re q u ire d  in 
th e  ex tru sio n  process.
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I t  w a s  show n th a t  in  m o s t  cases of co n v en tio n a l e x tru s io n  th e  m a te r ia l  
s tick s  to  th e  container su rface  a n d  all m otion tak es  p lace  b y  in te rn a l slide of 
th e  m a te r ia l  (hom ogeneous f r ic t io n ) . I f  the m a te r ia l s tick s  to  th e  c o n ta in e r  
in  th e  v ic in i ty  of the  die h o le , th e n  th e  p o ssib ility  o f  c ircu m feren tia l c rack s 
a p p e a r in g  on  th e  e x tru d ed  p r o d u c t  is likely. To a v o id  h a v in g  surface c rack s  
on  th e  e x tru d e d  p roduc t th e  lo c a tio n  of the  s lip -s tick  a re a  a t  th e  die m u s t be 
a lte re d .

T h e  ra m  force n eed ed  to  e x tru d e  a ce rta in  v o lu m e  o f m a te ria l d ep en d s 
a m o n g s t o th e r  factors on th e  s h a p e  o f th e  co n ta in er. T h e  shape of th e  c o n ta in e r  
can  b e  ch o sen  to  require  m in im u m  ram  force. T he w o rk  req u ired  to  e x tru d e  
a g iv e n  v o lu m e  of m a te ria l is t h e  sum  of th e  w ork  n e e d e d  to  deform  th e  m a te 
r ia l  a n d  to  overcom e fr ic tio n . T h e  to ta l  w ork is a lso  d ep e n d e n t on th e  sh ap e  
o f  th e  c o n ta in e r . In  o rd e r to  m a k e  th e  ex tru sio n  p ro cess  econom ical th e  co n 
ta in e r  sh a p e  can be desig n ed  to  requ ire  m in im um  e x tru s io n  w ork. T h e  o p ti
m u m  s h a p e  for m inim um  r a m  force and th e  o p tim u m  shape for m in im u m  
re q u ire d  ex tru sio n  w ork a re  d if fe re n t. A su itab le  com p ro m ise  a fte r considering  
a ll re q u ire m e n ts , has to  be  fo u n d  b y  the  designer w h en  selecting  th e  shape  
o f  th e  co n ta in e r .
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B E IT R A G  ZUM S T R A N G P R E S S E N  VON B L E I U N D  B L E IL E G IE R U N G E N

W. W. KRYSKO und R. G. FENTON

Z U SA M M E N FA SSU N G

B eim  Strangpressen  v o n  B le i u n d  B leilegierungen u n te rsch e id e n  die V erfasser zwei 
A r te n  v o n  R eibung. Die h e te ro g e n e  R e ib u n g  ist die R e ib u n g  zw ischen  dem  G ehäuse u n d  dem  
W e rk s to f f ,  w ährend die h o m o g en e  R e ib u n g  ein S ch eerv o rg an g  des W erkstoffes is t. B ei den 
im  B e tr ie b  au ftre ten d en  N o rm a ld rü c k e n  des W erkstoffes a u f  d ie  G ehäusew and  k a n n  h e te ro 
g en e  R e ib u n g  (G leitung) n u r  s t a t t f in d e n ,  wenn der R e ib u n g sk o effiz ien t 0,001 o d er k le in e r ist. 
I n  a lle n  anderen  F ällen  e rfo lg t d ie  M aterialbew egung  d es B leies o der se iner L eg ierungen  
d u r c h  M ateria labscheerung , d . h .  hom ogene  R eibung. F e rn e r  fa n d en  die V erfasser, d aß  de r
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N o rm a ld ru ck  gesch w in d ig k e itsab h än g ig  is t, u n d  d a ß  d u rc h  erh ö h te  G esch w in d ig k eit des 
M ateria ls beim  A u s tr i t t  ein  D ruck ab fa ll s ta t t f in d e t  u n d  eine Zone e n ts te h t  bei d e r  b e ide  
A rte n  de r R e ib u n g  zusam m en sto ssen . D ie L age d iese r  Zone h a t  einen E in f lu ß  a u f  d ie  A u s
b ild u n g  von  U m fan g rissen . F e rn e r w urden  B e rec h n u n g en  angeste llt, u m  d ie  D im en sio n en  
zu bestim m en , bei w elchen  ein  M inim um  der A rb e it  b en ö tig t, w ird, u n d  bei w e lch en  ein  
M in im um  des K o lb en d ru ck es  erfo rderlich  is t ,  u m  e in  gegebenes V olum en z u  v e rp re ssen . 
D ie D im ensionen  sin d  in  be id en  F ällen  v ersch ieden .

C O N T R IB U T IO N  AU P R O B L È M E  D U  F IL A G E  A LA P R E S S E  
D U  PL O M B  E T  D E S A L L IA G E S  D E  PLOM B

W . W . K R Y S K O  e t  R .  G. F E N T O N

R É S U M É

A u filage à  la  p resse  d u  p lom b e t de ses a lliag es, les au teu rs  d is tin g u en t d e u x  so rtes  de 
fro tte m e n t. Le f ro t te m e n t hé térogène  in te rv ie n t e n tr e  la  b o îte  de la  presse e t  la  m a tiè re  à 
o u v re r, ta n d is  que  le f ro t te m e n t hom ogène est u n  p ro c essu s  de cisaillem ent de  la  m a tiè re . A ux  
pressions n o rm ales exercées à la  bo îte  de la  presse p a r  la  m a tiè re  au  cours de l ’u s in a g e , il ne se 
p ro d u it  q u ’u n  f ro t te m e n t h é té rogène  (g lissem ent) d a n s  le  cas où le fa c teu r  de  f ro t te m e n t  a 
u n e  v a le u r de 0,001 ou  encore  p lus réd u ite . D ans to u s  les a u tre s  cas, le m o u v em en t d e  la  m a tiè re  
d u  p lom b ou de ses a lliages s’effec tue  p a r  c isa illem en t d e  la  m atière , c’est-à-d ire  p a r  f ro t te m e n t  
hom ogène. E n  o u tre , les a u te u rs  tro u v a ie n t que la  p re ss io n  norm ale  d épend  d e  la  v ite sse  e t 
q u ’à u n e  v itesse  é levée de la  m a tiè re  à la  sortie , il e x is te  u n e  ch u te  de p ression  e t  il se p ro d u i t  
une  zone, où  se re n c o n tre n t  les deux  sortes de f ro t te m e n t .  L ’em placem en t de c e t te  zo n e  exerce  
une in fluence  su r le d é v e lo p p em en t de la  f issu ra tio n  p é rim étriq u e . P a r  la  su ite , u n e  m é th o d e  
de calcu l est p résen tée  p o u r  la  d é te rm in a tio n  des d im en sio n s  auxquelles u n  m in im u m  de  tr a v a il  
e st exigé p o u r le filag e  à la  presse d ’u n  volum e d o n n é . Les d im ensions so n t d iffé re n te s  d an s 
les d eu x  cas.

К ПРОБЛЕМЕ ПРЕССОВАНИЯ ПРУТКОВОГО МАТЕРИАЛА ИЗ СВИНЦА 
И СВИНЦОВЫХ СПЛАВОВ

В .  В , К Р И С К О  и  Р .  Г ,  Ф Е Н Т О Н

РЕЗЮМЕ

Авторы при прессовании пруткового материала из свинца и свинцовых сплавов 
различают два различных вида трения. Гетерогенное трение представляет собою трение 
между корпусом и материалом, в то же время гомогенное трение является процессом 
среза материала. При нормальных давлениях, возникающих во время производства 
материала, на стенке корпуса может иметь место только гетерогенное трение (скольжение), 
когда коэффициент трения равен 0,001 или меньше этой величины. Во всех остальных 
случаях происходит движение материала свинца или его сплавов вследствие явления 
среза, т. е. имеет место гомогенное трение. В частности авторы установили, что нормальное 
давление зависит от скорости и что вследствие повышенной скорости материала на вы
ходе наблюдается падение давления и возникает зона, в которой сталкиваются оба вида 
трения. Положение этой зоны воздействует на образование трещин по периметру. В част
ности, произведены вычисления с целью определения размерностей, при которых тре
буется минимальная работа и при которых требуется минимальное давление поршня, 
чтобы произвести прессование заданного объема. В обоих случаях получаются различные 
размерности.
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CONTRIBUTION TO THE INVESTIGATION 
OF THE INTENSITY OF CAVITATION EROSION

J .  V A R G A

DOCTOR OF TECHN. SC. 

a n d

G Y . S E B E S T Y É N

CAND. OF TECHN. SC.

DEPARTMENT OF HYDRAULIC MACHINERY,

TECHNICAL UNIVERSITY BUDAPEST

[M a n u s c r ip t re c e iv e d  J u n e  13, 1966]

T h e  a u th o r s  h a v e  c a r r ie d  o u t  f lo w  a n d  c a v i t a t i o n  e ro s io n  in v e s t ig a t io n s  in  a  c losed  
c i r c u i t  h y d r o d y n a m ic  tu n n e l ,  a n d  c la im  t h a t  in  t e s t s  m a d e  w ith  d if fe re n t  f lo w  v e lo c i t ie s  b u t  
id e n t ic a l  c a v i ta t io n  c o n d it io n s  fo r  a t t a in in g  id e n t ic a l  e ro d e d  c o n d it io n  (w e ig h t  lo ss )  id e n t ic a l  
e n e r g y  m u s t  b e  e m p lo y e d . T h e  e n e rg y  e x e r te d  o n  th e  su r fa c e  o f  th e  t e s t  s p e c im e n  b y  c o lla p s in g  
b u b b le s  w ill b e  c h a r a c te r iz e d  b y  a  so -c a lle d  e q u iv a le n t  im p a c t  n u m b e r  i n t r o d u c e d  b y  th e  
a u th o r s .  I t  w ill b e  p r o v e d  t h a t  u n d e r  th e  a b o v e  c o n d i t io n s  fo r  a  g iv en  c o n s t a n t  e r o d e d  w e ig h t 
lo ss  t h e  e q u iv a le n t  im p a c t  n u m b e rs  a re  id e n t ic a l .  U s in g  th is  e q u iv a le n t  i m p a c t  n u m b e r  th e  
c a v i ta t io n  c o n d it io n  is a lso  d e te rm in e d  in  w h ic h  e ro s io n  in te n s i ty  is a t  i t s  m a x im u m .

I. In tro d u c tio n

In  w orld -w ide  in v es tig a tio n  of c a v ita t io n  erosion one of th e  m o s t im p o r
t a n t  — fo r p ra c tic a l purposes also — a c h ie v e m en t w as th e  conclusion  t h a t  flow  
v e lo c ity  has a v e ry  sign ifican t in fluence  on th e  in te n s ity  of c a v ita tio n  erosion. 
T h is scale effect o f th e  v e loc ity  has b een  th e  su b jec t m a tte r  o f in v e s tig a tio n s  
b y  S h a l n e v  [1], S c h r ö t e r  [2], K n a p p  [3], K e r r  an d  R o s e n b e r g  [4], 
R a t a  [5], G o v i n d a  R a o  [6], H a m m i t t  [7] an d  also b y  th e  a u th o rs  [8, 9]. 
T h e ir ow n resu lts  also  su p p o rted  b y  o th e r  d a ta  from  th e  l i te ra tu re  le a d  to  th e  
conclusion  th a t  fo r  a ce rta in  c o n s ta n t w e ig h t loss due to  c a v ita t io n  erosion , 
w ith  a given m a te r ia l , in  th e  sam e te s t  fac ilitie s , w ith  c o n s ta n t c a v ita tio n  
co n d itio n s , b e tw een  th e  flow  velo c ity  a n d  th e  tim e  necessary  for d a m a g in g  th e  
g iven  a m o u n t o f  m a te r ia l show  th e  fo llow ing  co rre la tion

T, V" =  T, V2 =  T,• =  const. (1)

an d  th e  velo c ity  e x p o n e n t is n =  5. T he c o rre la tio n  is va lid  fo r id e n tic a l c av i
ta t io n  co n d itio n , i.e . fo r id en tica l c a v ita t io n  zone len g th . T he c o rre la tio n  
h in ts , a t  a given s ta te  of ca v ita tio n , to  th e  in te n s i ty  of th e  c a v ita t io n  erosion  
also; how ever, i t  does n o t give an y  in fo rm a tio n  as to  th e  ch an g e  o f  erosion  
in te n s i ty  u n d e r o th e r  ca v ita tio n  co n d itio n s.
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I n  th e  follow ing, an  a c c o u n t is given o f som e e x p e rim e n ta l resu lts  t h a t  
y ie ld ed  so m e in fo rm atio n  on th e  co rre la tio n  b e tw een  c a v ita tio n  an d  th e  in te n 
s ity  o f  e ro sio n .

II . F req u en cy  o f shedding w akes

I n  th e  course o f ea rlie r te s ts  w ith  c irc u la r  c y lin d e r  m odels p laced  in  
a c lo sed  c irc u it h y d ro d y n a m ic  tu n n e l [10, 11], th e  co rre la tio n s be tw een  th e  
f re q u e n c y  o f  w akes shedd ing  f ro m  a circu lar cy lin d e r, i.e . th e  S tro u h a l n u m b e r, 
c a v i ta t io n  n u m b e r an d  c a v ita t io n  zone len g th  w ere  d e te rm in e d  w ith  th e  e m p ir
ica l c o rre la tio n s :

8
an d

S  =  0,2 f o .

I n  th e se  eq u a tio n s S  is th e  S tro u h a l n u m b e r  ca lc u la ted  w ith  th e  s tre a m  
v e lo c ity  V in  th e  cross sec tio n  n a rro w ed  b y  th e  c y lin d e r:

S  =  /  d/v,

w h ere  f  is th e  freq u en cy  o f w ak es  shedding  fro m  th e  cy lin d er during  u n it  t im e , 
d  is th e  c h a ra c te ris tic  le n g th  o f  th e  m odel (d ia m e te r  o f  th e  cy linder), Я is th e  
d im en sio n less  c a v ity  le n g th  i.e . Я =  lz/d, lz is th e  le n g th  o f th e  cav ity . B e tw een  
th e  r e la t iv e  c a v ity  le n g th  a n d  th e  c a v ita tio n  n u m b e r  th e  co rre la tion

Я =  1,6 er-2’5 (4)

w as fo u n d , w here a is th e  c a v ita t io n  n u m b er c a lc u la te d  w ith  the flow  v e lo c ity  
in  th e  n a rro w e d  cross sec tio n

( 2 )

( 3 )

о  =  4 p / ( 0 , 5  q V2) ,

in  w h ic h  A p  =  j»*, — p v, P», is th e  s ta tic  p re ssu re  o f  u n d is tu rb e d  flow , p„ is 
th e  v a p o r  pressu re  b e lo n g in g  to  th e  given f lu id  te m p e ra tu re , q is th e  f lu id  
d e n s ity .

T h e  period ica lly  sh e d d in g  cav ities a n d  th e  collapse of th e  b u b b le s  in  
th e  c a v itie s  are  th e  source o f  v ib ra tio n  noise a n d  c a v ita tio n  dam age fo llow ing  
c a v i ta t io n  phenom ena .

T h e  m echan ism  o f d a m a g e  can be e x p la in e d  in  a sim plified  fo rm  b y  th e  
p e r io d ic a lly  occurring  s tre sse s , im p ac ts  fro m  b u b b le  collapse on th e  su rface

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



INTENSITY OF CAVITATION EROSION 375

or n e a r  to  th e  su rface  exposed  to  erosio n ; th e  ra te  of im p a c t  o ccu rrence  is 
d e te rm in ed  b y  th e  freq u en cy  o f sh ed d in g  w akes, w hile its  e n e rg y  b y  pressure 
cond itions. U sing th e  ea rlie r co rre la tio n , th e  freq u en cy  can  b e  w r it te n  in  the  
fo rm

f = C v ] í ö ,  (5)

w here  C =  const. F o r  d e te rm in in g  th e  p ressu re  values, th e  c a v ita t io n  n u m b er, 
or th e  flow  v e lo c ity  can  be  ta k e n  as a basis.

Fig. 1. F req u en cy  ( / )  o f w akes shedd ing  fro m  a c ircu la r cy linder, as a  fu n c tio n  of cav ita tio n  
n u m b e r (CTj) ca lcu la ted  w ith  u n d is tu rb e d  flow  v e lo c ity

I I I . The equ ivalen t im pact num ber

Fig. 1. gives th e  freq u en cy  va lu es  o f w akes shedd ing  fro m  a c ircu lar 
cy lin d er, as a fu n c tio n  o f c a v ita tio n  n u m b e r (cq) ca lcu la ted  w ith  u n d is tu rb e d  
flow  v elocity , fo r d iffe ren t flow  velocities. A h eav y  line m a rk s  th e  ranges 
ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  fo r o u r erosion te s ts . T he erosion te s ts  h a d  b een  m ade 
in  a te s t  section  sized 48 X 200 m m  — described  in  earlie r w o rk s  [8, 9] —
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w ith  a d  —  48 m m  sized  c ir c u la r  cy linder m odel p la c e d  in  th e  te s t  section  p e r 
p e n d ic u la r ly  to  th e  d ire c tio n  o f  flow  w ith  lead  te s t  sp ec im ens. The te s ts  w ere 
c a r r ie d  o u t p a r tly  w ith  c o n s ta n t  c av ita tio n  n u m b e r, p a r t ly  w ith  c o n s ta n t flow  
v e lo c ity .

C onsidering th e  c o r re la t io n  A(cr) i t  seem s to  b e  o b v ious th a t  a c o n s ta n t 
c a v i ta t io n  num ber m ean s c o n s ta n t  c av ity  le n g th  as w ell. C onsequen tly , i t  can  
b e  a ssu m e d  th a t  w hen  a n  id e n tic a l value o f e ro sio n  w e ig h t loss is re a c h e d , 
th e  p la c e  an d  shape o f th e  d am ag e  on th e  te s t  sp ec im en s m u s t be id e n tic a l, 
as w as w ell proved  b y  o u r  in v es tig a tio n s  in  th is  f ie ld . O n th e  A G(t)  c h a r t  in  
F ig . 2 p lo tte d  from  te s ts  w h e re  A =  3 (w here A G is th e  erosion w eigh t loss 
o f  th e  t e s t  specim en d u r in g  te s t in g  tim e  t). A d e f in ite , fo r exam ple A G =  5000 
m g f  w e ig h t loss is m a rk e d ;  th is  m eans n o t o n ly  th e  u n ifo rm ity  of th e  eroded  
su rfa c e s , b u t  also th e  a s s u m p tio n  th a t  even th o se  en e rg y  values are id en tica l 
w h ic h  w ere necessary  fo r  re m o v in g  th e  given q u a n t i ty  o f m a te ria l. At p re se n t 
th e re  is no infallible m e th o d  to  give abso lu te  v a lu e s  fo r th e  w ork  n ecessary  
fo r  d am ag in g  on th e  b a s is  o f  considera tions o f  f lu id  m echan ics and  m a te r ia l 
s t r u c tu r e .  In  th is p a p e r  w e o n ly  w ish to  call th e  a t te n t io n  to  th e  so-called  
e q u iv a le n t  im pac t n u m b e r , w h ich  can u su a lly  be d e te rm in e d  in  th e  course 
o f  c a v ita t io n  erosion in v e s tig a tio n s .

T h e  equ ivalen t im p a c t  n u m b e r (ip) is defined  as th e  p ro d u c t of th e  n u m b e r 
o f  a c tu a l  im pacts on th e  su rfa c e  and  of the  sq u a re  o f  th e  d im ensionless p ressu re  
c o n d itio n s  m ark ing  th e  s t r e n g th  of th e  im p ac ts . T h e  n u m b e r of ac tu a l im p a c ts  
on  th e  surface d u ring  r  t im e  can  be ca lcu la ted  fro m  th e  p ro d u c t of f req u en cy  
a n d  tim e , i.e. N  =  f  r .  T h is  n u m b e r is essen tia lly  p ro p o rtio n a l w ith  th e  co rre 
la t io n  N  =  V xj{d A) g iv en  fo r  th e  n u m b er o f c a v itie s  u sed  earlier b y  G o v i n d a  

R a o  a n d  T h i r u v e n g a d a m  [12 , 13] for c a lc u la tin g  th e  “cavitation damage  
n u m b e r” . This, fo llow ing o u r  earlie r co rre la tions, is q u ite  obvious. If, in  th is  
c o rre la tio n , we s u b s t i tu te  th e  value of v e lo c ity  v  =  f  • d /S  expressed  from  
th e  S tro u h a l n u m b er, a n d  since  w hen d =  co n s t., a n d  a  =  const., th e n  A =  
=  c o n s t., and  S  =  c o n s t.,

1. Tests  made with ax — const, values

w h ere  C1 is const. F o llo w in g  th is , the  e q u iv a le n t im p a c t  n u m b er is

( 6 )

w h e re  A p  =  p „  — p v a n d  A  p ü =  1 k p /cm 2.
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I t  is assum ed  th a t  w ith  iden tica l c a v ita t io n  conditions th e  e q u iv a le n t 
im p a c t n u m b ers  n ecessary  for reach ing  id e n tic a l erosion co n d itio n s m u s t  also 
be id e n tic a l. To p ro v e  th is , som e d a ta  are  g iv en  in  T ables I, I I ,  an d  I I I .  In  T able  
I c o m p a ra tiv e  ca lcu la tio n s w ere m ade fo r  th e  po in ts  belonging to  oq —  1,34, 
show n in  Fig. 1. T he d am age curves are sh o w n  in  F ig . 2. In  th is  c h a r t  th e  values

t[h]

Fig. 2.  E r o s i o n  w e i g h t  l o s s  (A  G) o f  t h e  t e s t  s p e c i m e n s  a s  a  f u n c t i o n  o f  t e s t  t i m e  ( t ) ,  «  i s  t h e

t h i c k n e s s  o f  t e s t  s p e c i m e n s

of y> w ere ca lcu la ted  fo r A G =  5000 m gf e ro sio n  w eigh t loss. T ab le  I I  c o n ta in s  
th e  re su lts  o f th e  erosion te s ts  o f 3 m m  th ic k  le a d  te s t  specim ens. T h e  c a v ita t io n  
erosion  te s ts  w ere also m ade in  th e  c a v ita tio n  flow  cond ition  b e lo n g in g  to  
a , =  1,34 c a v ita tio n  n u m b er.

T h e  d a ta  in  T ab le  I I I  w ere gained from  th e  te s ts  show n in F ig . 1, b e lo n g 
ing to  oq =  1,78 c a v ita tio n  n u m b er. T he y> v a lu e s  in  all th ree  T ab le s  ju s t ify  
our p re su m p tio n .

T h e  d e te rm in a tio n  o f th e  value p ro p o r tio n a l to  th e  e q u iv a le n t im p a c t 
n u m b e r can  also be accom plished  th ro u g h  c o rre la tio n  (1). Since, in  th e  case
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T able  I

a =  8 m m , AG — 5000 m gf, Я =  3

[m/e] N  X 10—6 rpx 10—18

12,0 2,71 3,22
12,7 2,47 3,65
13,6 1,78 3,45
14,35 1,42 3,43

у  —  3,44

T able I I

a =  3 m m , AG =  4000 m gf, Я =  3

V
[m/s] i V x l O - o i p x  10—*

9,05 8,87 3,33
10,4 4,43 2,93
13,05 1,99 3,18
13,6 1,78 3,45
13,95 1,52 3,27
14,43 1,32 3,47

y> =  3,27

T able  I I I

a — 8 m m , AG =  5000 m gf, Я =  1,5

[m/s] iVxlO-6 rpx 10—6

12,46 0,89 2,09
12,0 1,00 2,05

9,54 2,67 2,16

=  2,10

o f a  =  c o n st., f  V, a n d  fro m  th e  c a v ita tio n  n u m b e r  A p  =  c ■ a v2, th e  c o r
r e la t io n  r  vb =  co n st, c an  be  w ritte n  as

T/ '  Ap2 =  C2 ( 7)

a n d  s u b s ti tu t in g  r  f  =  N ,  w e get N  A p 2 =  C2, w hich, a f te r  d iv id in g  b y  
A p i, is id en tica l w ith  th e  eq u iv a len t im p a c t n u m b e r  ip.
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Fig. 3. E ro sio n  w e igh t loss (A G) of te s t  sp ec im en s as a  function  of te s t  tim e  ( t ) , a is th e
th ickness o f te s t  specim ens

Fig. 4. E ro sio n  w e ig h t loss (A G) of te s t  sp ec im ens, as a fu n c tio n  of im p a c t n u m b e r  ( N ) on
th e  te s t  sp ec im en
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2. Tests made at value v =  const.

T h e  te s ts  were m ad e  w ith  v =  12 m /s flow  v e lo c ity ; and  w ith  Я =  1; 
1 ,5; 3 a n d  4 d im ensionless c a v i ty  leng ths. F ig . 3 show s th e  erosion w e ig h t 
loss c u rv e s  as a fu n c tio n  of t im e . In  view  of th e  f a c t  t h a t  th e  c a v ita tio n  c o n 
d itio n s  a re  d iffe ren t here , i t  is m ore  expressive  i f  th e  erosion w eight loss is 
p lo t te d  as a fu n c tio n  of th e  a m o u n t of th e  im p a c ts  on th e  te s t  piece (F ig . 4).

Fig. 5. T h e  eq u iv a len t im p a c t n u m b e r  (ц>) as a  fu n c tio n  o f dim ensionless (re la tiv e ) c a v i ty
len g th  ( A )

W h e n  p lo ttin g  th e  fu n c tio n  гр(Х) from  th e se  te s t  re su lts , for e.g . A G —  
=  8000  m g f erosion w eig h t loss (F ig. 5), i t  c a n  be seen th a t  a t  th e  v a lu e  
Я =  1 ,5  th e  curve has its  m in im u m , an d  th e  m o s t in ten se  dam age is c au se d  
b y  th is  s ta te  of ca v ita tio n . N a m e ly  in  th is  case, th e  g re a te s t w eight loss b e lo n g 
ed  to  th e  le a s t eq u iv a len t im p a c t n u m b er, w h ich  m eans th a t  th e  in te n s i ty  
o f e ro s io n  is, in  th is  case, th e  s tro n g e s t. T he in te n s i ty  p eak  belonging to  Я =  1,5 
re la t iv e  c a v ita tio n  m eans t h a t  th e  bubb les grow  a lo n g  th e  flow  len g th  o b ta in 
ab le  f ro m  th e  d a ta  to  th e ir  m o s t fav o u rab le  size in v o lv in g  th e  g rea test co llapse  
e n e rg y .

I n  o u r earlier w orks we h av e  concluded  — fo r in stan ce , by  in v e s tig a tin g  
c a v i ta t io n  noise — th a t  ev en  accord ing  to  th e  a m o u n t of th e  e ra d ia te d  so u n d  
e n e rg y  w h ich  can be ta k e n  as an  energy p ro p o r tio n a l to  th e  dam age e n e rg y , 
Я =  1,5 m u s t p roduce  th e  m a x im u m  erosion.
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B E IT R Ä G E  Z U R  U N T E R S U C H U N G  D E R  IN T E N S IT Ä T  D E R  K A V IT A T IO N S E R O S IO N

J. VARGA und GY. SEBESTYÉN

Z U SA M M E N FA SSU N G

A u f G rund  d e r E rgebn isse, die von den  A u to re n  bei de r U n te rsu ch u n g  d e r K a v ita t io n s 
erosion in einem  h y d ro d y n am isch en  K anal m it gesch lossenem  K re islau f d u rc h g e fü h rt  w orden  
sind , w ird  es in dem  A u fsa tz  d em o n s trie rt, d aß  bei d en  m it versch iedenen  S trö m u n g sg esch w in 
d ig k eiten , ab er in d em  gleichen K a v ita tio n szu s ta n d  d u rc h g e fü h rten  V ersuchen  z u r  E rre ich u n g  
des gleichen e ro d ie rte n  Z u stan d es (G ew ich tsverlustes) d ie g leichen In a n sp ru ch n a h m en  gehören  
m üssen. D ie B e an sp ru ch u n g  du rch  die an de r O b erfläch e  des P ro b estü ck es z u sam m en b rech en 
den  B lasen  w ird d u rc h  d ie von den A u to ren  en tw ic k e lte  »äquivalen te  Schlagzahl« g ek en n 
zeich n e t. E s  w ird bew iesen , daß  u n te r  den obigen B ed in g u n g en  bei einem  k o n s ta n te n  E rosions- 
G ew ich tsv erlu st d ie ä q u iv a len ten  Schlagzahlen  d ie g le ichen  sind. M it H ilfe d e r ä q u iv a len ten  
S ch lagzah l w urde a u ch  de r K a v ita tio n szu s ta n d  b e s tim m t, in dem  die E rosion  d ie g rö ß te  
I n te n s i tä t  au fw eist.

C O N T R IB U T IO N  A L’É T U D E  D E  L ’IN T E N S IT É  
D E  L’É R O S IO N  P A R  C A V ITA TIO N

J. VARCA et GY. SEBESTYÉN

R É S U M É

D ’ap rès les ré su lta ts  de leu rs essais h y d ra u liq u es  e t  d ’érosion p a r c a v ita tio n , fa its  d a n s  
u n  canal h y d ro d y n a m iq u e  à c ircu it ferm é, les a u te u rs  m o n tre n t q u ’au x  essais e ffec tu és à 
v itesses d ’éco u lem en t d iffé ren tes  m ais à é ta t  de c a v ita t io n  égal, des so llic ita tio n s id en tiq u es  
d o iv en t co rre sp o n d re  au x  érosions (pertes de po ids) égales. Les co n tra in te s  d u es a u x  bu lles 
s’a ffa issan t à la su rface  d u  spécim en so n t ca rac té risées p a r  le «nom bre é q u iv a le n t de coups» 
défin i p a r  les a u te u rs . C eux-ci p ro u v en t que d an s les con d itio n s m en tionnées, les n o m b res 
é q u iv a len ts  de coups so n t égaux  pour des p e rte s  de  p o id s érodé constan tes . E n  co n n aissan ce  
du  n o m b re  é q u iv a len t de coups, ils on t dé te rm in é  au ssi l’é ta t  de cav ita tio n  p o u r lequel l ’in te n 
sité  de l’érosion  e st m ax im u m .
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Д О П О Л Н Е Н И Е  К  И С С Л Е Д О В А Н И Ю  И Н Т Е Н С И В Н О С Т И  
К А В И Т А Ц И О Н Н О Й  Э Р О З И И

Й. В А Р Г А  и Д ь , Ш Е Б Е Ш Т Ь Е Н

Р Е З Ю М Е

На основе результатов исследования движения потоков и кавитационной эрозии, 
проведенных в гидродинамических каналах замкнутого потока, авторы показывают, что 
при экспериментах, проведенных при разных скоростях потока, но при равном состоянии 
кавитации, для достижения равной эрозии (потери веса) необходимо иметь равные на
грузки. Нагрузка на поверхность образца, происходящая от разрыва пузырей, охарак
теризована при помощи введенной авторами величины т. н. равнозначного числа ударов. 
Доказывается, что при упомянутых условиях для данной постоянно-эродированной 
потери веса, равнозначное число ударов постоянно. Используя равнозначное число уда
ров, определяют то состояние кавитации, при котором интенсивность эрозии наиболее 
велика.
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CAVITATION NOISE SPECTRUM 
AND CAVITATION DAMAGE

J .  V A R G A

DOCTOR OF TECHN. SC. 

and

GY. S E B E S T Y É N

CAND. OF TECHN. SC.

DEPARTMENT OF HYDRAULIC MACHINERY, 

TECHNICAL UNIVERSITY BUDAPEST

[M anuscrip t received  J u n e  24, 1966]

T he a u th o rs  re p o r t  o n  th e ir  in v estig a tio n s o f so u n d  p re ssu re  level an d  v ib ra tio n  acce le r
a tio n  level m easu red  a t  c a v ita tio n  g en era ted  b y  v a r io u s  m odels (c ircu lar cy lin d er, w edge) 
in  a  closed c ircu it h y d ro d y n a m ic  tu n n e l;  fu r th e r , a c c o u n t is g iven  of th e  co rre la tio n s b e tw ee n  
th e  s ta te  o f c a v ita tio n  a n d  th e  in te n s ity  o f  c av ita tio n  a n d  th e  ab o v e-m en tioned  re su lts . A n  u n 
eq u iv o cal co rre la tio n  h a s  b een  fo u n d  be tw een  th e  so u n d  p re ssu re  level an d  acce le ra tio n  leve l 
o f  th e  v ib ra tio n s  as m ea su re d  a t  th e  freq u en cy  d e te rm in e d  b y  th e  investig a tio n s, a n d  th e  s ta te  
o f  c av ita tio n . I t  h a s  b een  s ta te d  th a t  these  curves h a v e  a  m ax im u m  v a lu e  an d  th e  p lace  of 
m ax im u m  coincides w ith  th e  m ax im u m s of th e  cu rve  re su ltin g  fro m  th e  dam age in v e s tig a tio n s  
in  d iffe ren t s ta te s  o f c a v ita tio n . T h e  a u th o rs  claim  t h a t  c a v ita tio n  noise level in v e s tig a tio n s  
a re  ex ce llen t fo r ju d g in g  c a v ita t in g  flow  co nd itions a n d  c an  th u s  give in fo rm a tio n  a b o u t  th e  
e x te n t  o f th e  p ro b ab le  e rosion  dam ages.

I. In tro d u c tio n

T he ap p ea ran ce  o f  c a v ita tio n  is — a p a r t  fro m  special cases — u su a lly  
n o t desirab le ; i t  is, h o w ev er, o ften  u n av o id ab le . I t s  effect can  be fe lt, b esides 
chan g in g  flow  co n d itio n s , in  erosion dam ages. T h o u g h  th e  m echan ism  o f c a v i
ta t io n  erosion has n o t  b een  clarified  y e t, i t  seem s to  u n q u estio n ab ly  a rise  in  
th e  f irs t place from  th e  m echan ical stresses o f  p re ssu re  w aves g en era ted  b y  th e  
collapse of b u b b les .

I t  is also p lau s ib le  to  assum e th a t  th e  v ib ra t io n  g en era ted  b y  p e rio d ica lly  
sh edd ing  an d  co llapsing  b u b b les  an d  e ra d ia te d  p a r t ly  in  th e  form  o f so u n d  is 
v e ry  like ly  ab le to  give in fo rm atio n  on th e  s ta te  o f cav ita tio n . T h o u g h  th is  
p ro b a b ility  has b een  recogn ized  b y  m an y  [1—4 ], a n  in v es tig a tio n  in to  th e  
p rob lem  to  th e  e x te n t  o f c larify ing  th e  c o rre la tio n s  betw een  th e  noise leve l 
an d  th e  s ta te  o f c a v ita tio n  has n o t y e t  b een  rea lized .

In  th e  fo llow ing ac c o u n t we re p o rt on o u r so u n d  pressure  an d  v ib ra t io n  
in v es tig a tio n s  p ro v in g  t h a t  th e re  is a u n eq u iv o ca l co rre la tio n  be tw een  c a v i ta 
tio n , sound  p ressu re  lev e l an d  th e  acce le ra tio n  leve l of th e  v ib ra tio n s . T he 
co rre la tio n  b e tw een  c a v ita tio n  an d  th e  in te n s i ty  o f erosion h ad  b een  show n
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in  o u r  e a r lie r  in v es tig a tio n s . F ro m  th is  i t  follow s th a t  w ith  th e  p o ss ib ility  of 
c le a r in g  u p  th e  co rre la tio n  b e tw een  th e  so u n d  p ressu re  level, i.e. th e  a cce le ra 
t io n  le v e l o f th e  v ib ra tio n s , a n d  th e  c a v ita tio n , th e  in te n s ity  o f c a v ita tio n  
e ro s io n  ca n  also be con c lu d ed  from  th e  d a ta  ga ined .

II . D escrip tion  of experim en ts

1. Test equipment

T h e  te s t  were ca rried  o u t  in  th e  48 X 200 m m  te s t  section  o f  a closed 
c ir c u it  h y d ro d y n am ic  tu n n e l  (F ig . 1). In  th is , p e rp en d icu la rly  to  th e  d irec tio n  
o f  f lo w , f i r s t  a c ircu la r cy lin d e r of 48 m m  d ia ., th e n  an  eq u ila te ra l, isosceles 
w ed g e  w ith  30° v e rte x  angle — w hich  can b e  d ra w n  in to  th e  above d ia m e te r  — 
w ere  p la c e d  (Fig. 2). M easu ring  co n d itio n s gave s im u ltaneous in v e s tig a tio n  
o f  a c o u s tic , v ib ra tio n , e rosion  an d  c a v ita tio n  cha rac te ris tic s .

F o r  th e  sound  p re ssu re  an d  acce le ra tio n  m easu rem en ts a co n d en ser 
m ic ro p h o n e , i.e. a cce le ra tio n -m easu rin g  (v ib ra tio n  m easuring) h e a d  fre q u e n c y  
a n a ly z e r  an d  connected  lev e l reco rd e r ( Briiel & K ja er )  were used . T h e  m ic ro 
p h o n e  w as p laced  beside th e  p e rp e n d ic u la r  p lex ig lass w indow  o f th e  t e s t  sec
t io n ,  in  a h o rizo n ta l p lan e  to  th e  lo n g itu d in a l ax is of th e  m odel, a b o u t 10 cm 
fro m  th e  te s t  section . T h e  acce le ra tio n  m easu rin g  heads w ere p la c e d  a t  th e  
p le x ig la ss  side p la te  as w ell as th e  opposing  stee l w all of th e  te s t  sec tio n .

2. Frequency spectrum

I n  th e  course o f our e a r lie r  in v e s tig a tio n s  i t  w as found  th a t  th e  perio d ica l 
sh e d d in g  o f th e  w akes fro m  a b o d y  p laced  in  flow  is, from  th e  v ie w p o in t of 
c a v i ta t io n  erosion, of b asic  im p o rtan ce . T h e  sh edd ing  freq u en cy  is a de fin ite , 
w ell d e te rm in a b le  v a lu e  a n d  its  period ic  c h a ra c te r  has considerab le  in fluence  
o n  th e  v ib ra tio n  a p p ea rin g  in  th e  sy stem . H o w ev er, th e  shock-w aves g en e ra ted  
on  th e  co llapse of th e  b u b b le s  de livered  b y  th e  shedd ing  w akes can  be o bserved  
in  a co n sid e rab ly  h ig h er fre q u e n c y  ra n g e . T he pressure  has co n siderab le  
in f lu e n c e  on th e  v e lo c ity  o f th e  collapse. F ro m  th e  p o in t of view  of th e  in v e s ti
g a tio n , th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  freq u en ces o f th e  shedd ing  cav ities , th e  sound  
p re s s u re  level ap p earin g  a t  th e  collapse o f b u b b le s , an d  th e  d e te rm in a tio n  of 
a c c e le ra tio n  values of th e  v ib ra tio n s  are  sig n ifican t.

T h e  sound p ressu re  lev e l can  be ex p ressed  w ith  th e  co rre la tio n

n p =  1 0 l o g [ ^ J  [d B ], (1)
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w here  p  is th e  m easu red  sou n d  pressure  v a lu e , p„ is th e  basic  level o f sound  
p ressu re : p 0 =  2,04 • 1 0 ~ 4 рЬ аг. The acce le ra tio n  level o f th e  v ib ra tio n s  can 
also  be expressed  as

n g =  10 l o g ) 2 [dB], (2)

w here  g () is th e  local v a lu e  o f th e  g ra v ita tio n a l acce lera tio n .

Fig. 1. Sketch  of te s t  sec tion  sized  48 X 200 m m  (a is th e  c irc u la r  cy lin d er m odel, b is th e  lead
te s t  piece)

Fig. 2. T e s t m odels w ith  cav ita tio n  zone le n g th  lz
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F r o m  th e  values o f  s o u n d  p ressu re  level, i.e. acce lera tio n  leve l o f tw o 
id e n t ic a l  frequencies th e  in c re a se  in  th e  so u n d  p ressu re  level an d  acce le ra tio n  
lev e l c a n  b e  ca lcu la ted  w ith  th e  fo llow ing co rre la tio n

ô =  10 log 1 + ripi — nP 2

10 10
(3)

F ro m  th is  co rre la tio n  o n e  can  see t h a t  w hen  th e  sou n d  p re ssu re  level 
is n pl —  n p2, w hich m eans t h a t  i t  is th e  sam e as n p2 ta k e n  as th e  b as ic  one, 
th e  o r ig in a tin g  value w ith  Ô n * p =  3 dB  g re a te r  th a n  n pl, i.e. np2; a n d  if  th e

Fig. 3. V ib ra tio n  acce lera tion  lev e l (rig) as a  fu n c tio n  of freq u en cy  ( / ) ,  in  case  o f c ircu lar
cy lin d er m odel

d iffe re n c e  betw een  th e  b a s ic  leve l an d  th e  re su ltin g  curve  is 6 d B , th is  p ra c ti
c a l ly  m e a n s  th a t  th e  re s u lt in g  curve  is a re flec tio n  of th e  in v e s tig a te d  p h e 
n o m e n o n , since th e  in flu e n c e  o f  th e  basic  level can  be neg lec ted  [5].

F re q u e n c y  of so u n d  p re ssu re  level an d  freq u en cy  of a c c e le ra tio n  level 
in v e s t ig a tio n s  were m ad e  in  th e  2 0 -^20  000 H z ran g e . A  schem e o f th e  la t te r  
is sh o w n  in  Fig. 3. In  th e  f ig u re , th e  c a v ita tio n  n u m b e r ap p ears  as a p a ra m e te r . 
T h e  c a v ita tio n  n u m b e r is d efin ed  as u su a lly : a — (p „  — p v)/(0,5 q  v 2 ) ,  in  
w h ic h  p „  is the  s ta tic  p re ssu re  a t  th e  p lace  o f th e  m odel p laced  in  th e  te s t  
s e c t io n , w hen it  is a b se n t; p v is th e  v a p o r p ressu re  belonging  to  th e  g iven  flu id  
te m p e ra tu re ,  q is th e  f lu id  d e n s ity  an d  v is th e  speed  of u n d is tu rb e d  flow .

W h en  ev a lu a tin g  th e  in v e s tig a tio n s , in  som e cases, i t  a p p e a re d  to  be 
p ra c t ic a b le  to  i l lu s tra te  th e  re su lts  as fu n c tio n s  o f th e  c a v ita tio n  zone len g th
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(I2) o r o f th e  re la tiv e  le n g th  o f th e  c a v ita tio n  zone (A), (A =  lz/d ,  w here  lz is 
th e  v isu a lly  observab le  le n g th  o f th e  c a v ita tio n  zone an d  d  is th e  c h a ra c te ris tic  
d im ension  of th e  m odel). As th e re  is a u n equ ivoca l c o rre la tio n  b e tw een  the 
c a v ita tio n  n u m b er an d  th e  c a v ita tio n  zone le n g th  [6, 7], a c c o rd in g ly , th e  rep 
re se n ta tio n  of th e  re su lts  as fu n c tio n s  o f  a  o r A can be ta k e n  as eq u iv a len t.

Fig. 4. Sound p ressure  level (np) as a  fu n c tio n  of re la tiv e  cav ity  len g th  (A), in  case  o f c ircu lar
cy lin d er m odel

In  F ig . 3, t h e y  <  70 H z ran g e  is d o m in a ted  b y  th e  noise o f  th e  m ach in ery  
(e lec tric  m o to r an d  p u m p ). In  th e  70 <  /  <  6 • 103 Hz ran g e  th e  s ta te  o f cav i
ta t io n  ex erts  a considerab le , b u t  n o t  u n eq u iv o ca l influence on th e  accelera tion  
leve l va lu es  of each  freq u en cy  v a lu e . I n  th e  ran g e  a b o v e /  >  6 • 10 :i th e  curves 
are  n e a rly  p ara lle l. T his leads to  th e  conclusion  th a t  in  th is  ra n g e  a n y  frequency  
v a lu e  can  serve th e  p u rp o se  o f d e te rm in in g  th e  accelera tion  a n d  so u n d  pressure 
level v a lue  belonging to  a g iven  s ta te  o f  c a v ita tio n , while th e re  a re  c h a ra c te r iz 
in g  th e  c a v ita tio n  cond itio n s.

III. The results o f the model tests

T he following p a r ts  deal w ith  th e  m easu rem en t re su lts  o f  so u n d  pressure 
leve l (np, or A n p) an d  acce le ra tio n  level (n g, or A ng) o f a c irc u la r  cy linder 
m odel p laced  in  th e  te s t  sec tion . H ere  A n„ =  npl — n p2 in  d B , w h ere  n pl is
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th e  s o u n d  pressure level d e te rm in e d  by  m e a su re m e n t a n d  np2 is a sound  p re s 
su re  le v e l ta k e n  as an  a r b i t r a r y  basis, s im ila rly  to  th e  accelera tions: A n g =

n g \  n g2‘
O n th e  basis o f th e  fo reg o in g , the  frequency  v a lu e s  /  =  1,2 • 104; 1,5 • 104 

a n d  2 • 104 have been c h o sen , a n d  w ith  th em  th e  so u n d  p ressu re  and  acce le ra 
t io n  lev e ls  belonging to  th e  d if fe re n t sta tes of c a v ita t io n  h av e  been m easu red .

Fig. 5. V ib ra tio n  accele ra tio n  le v e l  (rig) as a  function  o f c a v i ta t io n  n u m b er (a) w ith  c irc u la r
cylinder m odel

F ig . 4 p resen ts  th e  te s t  r e s u l ts  from  condenser m ic ro p h o n e  as functions o f  th e  
c a v i ta t io n  re la tive  c a v ity  le n g th ;  Fig. 5 gives th e  v a lu e s  o f accelera tion  m eas
u re m e n ts  and  as a fu n c tio n  o f  th e  cav ita tio n  n u m b e r . B o th  cases are fo r a c ir
c u la r  cy lin d er m odel. T h e  o rd in a te  carries th e  lev e ls  in  dB . F rom  th e  cu rves 
in  F ig . 5 , th e  ones m a rk e d  a  were y ielded b y  th e  accelera tion  m easu rin g  
h e a d s  p laced  on th e  p e rs p le x  w all, the ones m a rk e d  b w ere given b y  th o se  
p la c e d  on th e  steel p la te  s id ew a ll o f the  te s t  se c tio n . T h e  figure refers to  th e  
f a c t  t h a t  these tw o re su lts  a re  n o t essen tia lly  a ffe c te d  w h e th e r m easu red  on 
th e  p e rsp le x  window , or on  th e  s tee l p late . N am ely , i f  w e ca lcu la te  th e  d ifference 
in  th e  p e a k  values b e lo n g in g  to  cav ita tio n  n u m b e r a =  1,8 and  th e  acce lera tio n
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Fig. 6 . A cce lera tio n  leve l (n,r) as fu n c tio n  of c a v ita t io n  n u m b er (a) w ith  c irc u la r  cy linder
m odel

Fig. 7. A ccelera tion  leve l (n„) as fu n c tio n  o f re la tiv e  c a v ity  leng th  (A) w ith  c irc u la r  cy lin d er
m odel
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level v a lu e s  o f  th e  basic  a  =  3 ,6  c av ita tio n  free  flo w , th e se  show th e  fo llow ing  
v a lu e s : w ith  v  =  11,85 m /s f lo w  ve lo c ity  A n g perspi. =  18 dB ; A ng st eei =  16,5 
dB  a n d  w ith  v =  10,76 m /s flo w  velocity  A n g perspi. =  17 dB , A n g steei 
=  14 d B , re sp ec tiv e ly . W ith  f  —  12 000 H z, th e  tw o  resu ltin g  curves p lo t te d  
a t  th e  p e rsp le x  w indow  (a), a n d  a t  th e  steel p la te  sid ew all (Fig. 6) cover e ach  
o th e r . O w in g  to  th is  e ssen tia l coincidence, th e re  w ill be  no fu rth e r  re fe ren ce  
to  th e  p la c e  o f v ib ra tio n  m e a su rin g  — w ith  re s p e c t to  th e  given te s t  sec tio n s .

Fig. 8. A cce lera tio n  (Лп„) a n d  so u n d  pressure level ( / ln ;,) d ifferences as functions o f re la tiv e
cav ity  len g th  ( / )

F ig . 7 co n ta in s th e  ac c e le ra tio n  level v a lu e s , a g a in  for a c ircu lar c y lin d e r  
m o d e l, as  a fu n c tio n  o f th e  re la tiv e  cav ity  le n g th , a t  th e  chosen 3 fre q u e n c y  
v a lu e s . I t  can  be seen t h a t  th e  curves for th e  d iffe re n t frequency  v a lu e s  a re  
s im ila r  in  c h a ra c te r  a n d  h a v e  a m ax im um . T h e  p lace  of th e  m a x im u m  is, 
in  a c c o rd a n ce  w ith  th e  c u rv e s  in  Fig. 4 a t  Я =  1,5 re la tiv e  c a v ity  le n g th .

I n  F ig . 8 th e  re su ltin g  cu rves of sound  f re q u e n c y  te s t  (curve m a rk e d  p ), 
a n d  a c c e le ra tio n  m e a su rin g  (cu rve  m ark ed  g ) a re  com pared . T he c h a ra c te r  
o f  th e  cu rv es  show  a h ig h  d eg ree  of s im ila rity , a n d  i t  can  also be seen t h a t  th e  
a b sc is sa  va lu es  of th e  p eak s  m ark in g  m ax im u m  v a lu e s  coincide well. T h e  v a lu e s  
g a in e d  fro m  acce lera tio n  m easu rin g , ow ing to  th e i r  g rea te r d ifferences, a re  
s o m e w h a t m ore c h a ra c te r is tic  an d  can be b e t te r  e v a lu a te d .

Acta Technica Academiae Scientiarum Hungaricae 57, 1967



CAVITATION NOISE SPECTRUM 39 1

Fig. 9. Sound p ressu re  level (Пр) as a fu n c tio n  of th e  c a v ita t io n  n u m b er (a), w ith  a  w edge
m odel

Fig. 10. C av ita tio n  zone le n g th  (lz) as a function  of th e  c a v ita t io n  n u m b er (r/), w ith  a  w edge
m odel
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O u r in v es tig a tio n s  e x te n d e d  to  w edges w ith  30° an d  60° v e r te x  ang les. 
T h e  r e s u lts  o f te s ts  m ad e  w ith  a 30° v e r te x  angle wedge are  sh o w n  in 
F ig . 9 . F ig . 10 gives fo r th is  w edge th e  c o rre la tio n  lz(a). F ig . 11 show s th e  
c u rv e  пр(Я) fo r th e  60°-w edge. T he re su lts  co rre sp o n d  p e rfec tly  to  th e  re su lts  
o u tlin e d  ea rlie r fo r th e  te s ts  m ad e  w ith  c irc u la r  cy lin d er m odel.

Fig. 11. S o u n d  pressu re  leve l (np) a n d  erosion  v o lu m e loss pe r u n it  tim e  (A V) as a  fu n c tio n  
o f re la tiv e  c av ity  le n g th  (/.), w ith  a  wedge

IV. The resu lts  o f cav ita tio n  erosion tests

T h e  sound  p ressu re  level and  th e  v ib ra tio n  accelera tion  level m e a su re 
m e n ts  o f  th e  m odel te s ts  y ie lded  resu lts  w h ich  c learly  show th a t  fo r a d e fin ite  
c a v i ta t io n  n u m b er va lu e  th e re  is a d e fin ite  v a lu e  of sound p ressu re  lev e l and  
a c c e le ra tio n  level. A ssum ing  th a t  th e  so u n d  en erg y  is a p ro p o rtio n a l p a r t  of 
th e  w o rk  causing  m a te r ia l fa tig u e  a n d  d am ag e , i t  can  be ex p ec ted  t h a t  th e  
c h a n g e  o f  th e  in te n s ity  of th e  c a v ita tio n  erosion  as a fu n c tio n  of th e  s ta te  of 
c a v i ta t io n , will also ap p ro a c h  th is  c h a ra c te r . To ascerta in  th is  f a c t ,  a lead  
p la te  t e s t  piece was p laced  on th e  p e rp e n d ic u la r  sidew all of th e  t e s t  sec tion  
m e n tio n e d . In  th e  te s ts  m ad e  w ith  c ircu la r cy lin d e r, th e  flow  v e lo c ity  w as k e p t 
a t  c o n s ta n t  va lue , th e  in v es tig a tio n s  w ere m ad e  w ith  d iffe ren t c a v ity  le n g th s , 
i.e . th e  c a v ita tio n  n u m b e r w as changed . T h e  m easu rem en ts  y ie lded  A  G  w eigh t
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loss curves p lo tte d  ag a in st te s t  tim e  r  (w here A G is th e  w e ig h t loss in  mgf-s 
o f  th e  te s t  piece su b jec ted  to  e ro sio n  te s ts ) ;  from  these  cu rves o f  e ro d ed  vo l
um es p e r u n it tim e  A V  =  A  G /(yr) fo r  a d e fin ite  (8000 m g) ero sio n  w eigh t loss 
w as ca lcu la ted  (w here y  is th e  specific  w e ig h t o f th e  te s t  p iece); th is  is show n 
in  F ig . 12. The cu rv e  p lo tte d  fro m  th e  m easu rem en ts  an d  its  s im ila r ity  to  the

Fig. 12. E rosion  vo lu m e loss pe r u n it  t im e  (AV)  as a  fu n c tio n  of re la tiv e  c a v i ty  le n g th  (A)
w ith  c irc u la r  cy lin d er

Fig. 13. E rosion  w e igh t loss (A G) as a  fu n c tio n  o f te s t  tim e (t), with a w edge m odel
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c u rv e s  fro m  th e  acce le ra tio n  te s ts ,  fu rth e r, th e  good co incidence of th e  peaks 
sh o w in g  m axim um  v a lu es  co rro b o ra te s  ou r p re su m p tio n  of th e  co rre la tion  
b e tw e e n  dam age energy  a n d  e ra d ia te d  v ib ra tio n  en e rg y .

S ince th e  co rre la tio n  b e tw e e n  th e  te s t  re su lts  o f  sound  pressure level 
a n d  acce le ra tio n  caused  b y  c a v ita tio n  from  a c irc u la r  cy lin d er, and  th e  in te n 
s i ty  o f  ca v ita tio n  erosion  y ie ld e d  unequ ivocal a n d  sa tis fa c to ry  resu lts , th e

Fig. 14. V olum e loss p e r u n i t  t im e  (A V) as a fu n c tio n  of re la tiv e  c a v ity  len g th  (A), w ith  c ir
c u la r  cylinder m odel

a fo rem en tio n ed  60° v e r te x  an g le  wedge w as b u il t  in to  th e  te s t  section to  p ro 
d u c e  c a v ita tio n  dam age on  le a d  p la tes. The c a v ita t io n  cond itions w ere selec ted  
a c c o rd in g  to  th e  earlie r d e te rm in e d  sound v a lu es . T h e  re su lts  of th e  tw o  m eas
u re m e n ts  (Fig. 13) w ere d ra w n  on th e  np(jl) cu rv e  o f  F ig . 11. The re su lt  of 
th e s e  tw o  m easu rem en ts — w ith  respect to  chan g es in  th e  values of th e  sound  
p re s su re  level of th e  c irc u la r  cy linder, as w ell as th e  change of th e  erosion 
in te n s i ty  as a fu n c tio n  o f  th e  s ta te  of c a v ita tio n  — is in  good ag reem en t w ith  
th e  e a r lie r  results.

S h a l n e v  [8] m ad e  te s t s  on sim ilar te s t  sec tio n s also  w ith  lead  te s t  pieces 
to  d e te rm in e  th e  ch an g e  o f  th e  erosion in te n s i ty  as a  fu n c tio n  of th e  s ta te  
o f  c a v ita tio n . H e m ad e  h is  ex p erim en ts  in  th e  ra n g e  o f  th e  critical Re  n u m b er
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105 <  Re <  2,5 • 10s. As an  ex am p le , one of h is te s t  re su lts  is show n in  F ig . 14. 
T h e  c h a ra c te r  o f  th e  cu rves co rresponds to  o u r m easu rem en t re su lts  m ad e  in 
th e  ran g e  above th e  c ritic a l Re  n u m b e r (Re  >  2,5 • 105); how ever, th e  p lace 
o f  m ax im u m  ap p e a rs  so m ew h at d isp laced  on th e  abscissa , a t  A =  3.

T he te s t  re su lts  re fe r to  th e  fa c t th a t  th e  p lace  o f th e  erosion  in te n s ity  
m a x im u m  can be  fo u n d  a t  d iffe ren t s ta te s  o f c a v ita tio n  d epend ing  on  w h e th e r 
th e  te s ts  w ere m ad e  in  th e  c ritica l Re  n u m b e r ran g e , or above it .

T he above co n sid era tio n s co rro b o ra te  o u r p re su m p tio n  th a t  th e re  is an  
u n eq u iv o ca l co rre la tio n  b e tw een  th e  c a v ita tio n  noise level a ris in g  in  an  
e q u ip m e n t and  th e  in te n s ity  o f th e  c a v ita tio n  erosion.
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S C H A L L S P E K T R U M  D E R  K A V IT A T IO N  U N D  D I E  K A V IT A T IO N S E R O S IO N

J. VARGA und GY. SEBESTYÉN

Z U SA M M E N FA SSU N G

I n  dem  A u fsa tz  w ird  ü b e r  d ie M eßergebnisse des S ch a lld ru ck n iv eau s u n d  d e r B e sc h le u n i
g u n g  d e r K a v ita tio n  b e r ic h te t ,  d ie in  e inem  h y d ro d y n a m isc h en  K an a l m it gesch lossenem  K re is 
la u f  m itte ls  versch ied en er M odelle (K re iszy lin d er, K eil) h e rv o rg eru fen  w orden  is t. E s  w erd en  
fe rn e r  d ie  Z usam m en h än g e  an g egeben , d ie zw ischen d iesen  E rg ebn issen  u n d  d e m  K a v i ta t io n s 
z u s ta n d  u n d  de r I n te n s i tä t  d e r  K a v ita tio n se ro s io n  b esteh en . E s w urde zw ischen d e m  b e i d e r 
a u f  G ru n d  de r U n te rsu ch u n g en  b e s tim m te n  F req u en z  gem essenen Schalld ruck- u n d  B esch leu n i
g u n g sn iv eau  u n d  d em  K a v ita tio n sz u s ta n d  e in  e in d eu tig e r Z usam m en h an g  fe s tg e s te llt . E s 
w u rd e  festg es te llt, d a ß  diese K u rv e n  ein  M ax im um  aufw eisen , w obei die Stelle  des M ax im u m s 
m it  d e r Stelle  des M ax im um s a u f  de r E rg eb n isk u rv e  z u sam m en fä llt, die im  L au fe  d e r  in  den 
v e rsch ied en en  K a v ita tio n sz u s tä n d e n  d u rc h g e fü h rten  Z ers tö ru n g su n te rsu ch u n g en  e rh a lte n  
w o rd en  is t. E s w u rd e  fe s tg es te llt , d a ß  d ie K a v ita tio n ssc h a lln iv e au u n te rsu ch u n g e n  z u r  B e u r
te ilu n g  de r K av ita tio n ss trö m u n g sv e rh ä ltn isse  au sg eze ich n e t geeignet sind  u n d  so geben  sie 
a u ch  ü b e r  das A u sm aß  des zu e rw arte n d en  E rosio n ssch ad en s A ufschluß.
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P R O F I L  D E  B R U IT  D E  L A  CA V ITA TIO N  E T  D E S T R U C T IO N  P A R  C A V ITA TIO N

J. VARGA et GY. SEBESTYÉN

R É S U M É

L es n iv eau x  de p re ss io n  a co u s tiq u e  e t d ’a ccé lé ra tio n  d u s  à la  c av ita tio n  en g endrée  p a r  
d iffé re n ts  m odèles (cy lin d re  c ircu la ire , coin) dans u n  c an a l h y d ro d y n a m iq u e  o n t é té  m esurés 
p a r  les a u te u rs  qu i re n d e n t  c o m p te  de leu rs  ré s u lta ts ,  a in s i que des re la tio n s  que  l ’é ta t  
d e  c a v ita t io n  e t l ’in te n s ité  de  l ’érosion  p a r  c a v ita t io n  p ré s e n te n t  avec ces dern ie rs . Us o n t 
c o n s ta té  u n e  re la tio n  u n iv o q u e  e n tre  les n iv eau x  de p ressio n  a co u s tiq u e  e t d ’accé lé ra tio n  m esurés 
à  u n e  fréq u en ce  d é te rm in ée  e t  l ’é ta t  de cav ita tio n . Ces co u rb es o n t des m ax im a  d o n t  le lieu  
co ïn c id e  a u  m ax im u m  des co u rb es  ob tenues a u x  e x am en s d e s tru c tifs  fa its  à  d iffé ren ts  é ta ts  
d e  c a v ita tio n . Ils  o n t c o n s ta té  ég alem en t que les e x am en s d u  n iv eau  de b ru it  de  c a v ita tio n  
p e rm e tte n t  fo r t  b ien  de  ju g e r  des conditions (de serv ice) de l ’écoulem ent p a r  c a v ita t io n  e t  
e sc o m p te r  ainsi l’im p o rta n c e  des dom m ages causés p a r  l ’érosion .

СПЕКТР КАВИТАЦИОННОГО ШУМА И КАВИТАЦИОННОЕ РАЗРУШЕНИЕ

Й, ВАРГА и Дь. Ш Е Б Е Ш Т Ь Е Н

РЕЗЮМЕ

Авторы описывают результаты измерений уровня звукового давления и ускорения 
кавитации, возбужденной в гидродинамических каналах замкнутого потока различных 
моделей (круговой цилиндр, клин), а также зависимости этих результатов от кавитацион
ного состояния и интенсивности кавитационной эрозии. Была установлена ясная зави
симость между звуковым давлением, замеренным при частоте определенной на основе 
исследований, и уровнем ускорения и кавитационным состоянием. Было установлено, 
что кривые имеют максимум, и что место этого максимума совпадает с местами максимума 
на кривых результатов различных исследований разрушения проведенных в различных 
состояниях кавитации. Было также установлено, что исследования уровня кавитацион
ного шума могут быть удовлетворительно использованы для оценки условий кавитацион
ного потока (производственного) и, таким образом, дают информацию и об ожидаемой 
мере эрозионных потерь.
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DER VORGANG DER WARMVERFORMUNG 
DES KUPFERS BEI VERSCHIEDENEN  
VERFORMUNGSGESCHWINDIGKEITEN

42. M IT T E IL U N G  D E R  M E T A L L U R G IS C H E N  
A R B E IT S G E M E IN S C H A F T  D E R  U N G A R IS C H E N  A K A D E M IE  

D E R  W IS S E N S C H A F T E N , A N  D E R  T E C H N IS C H E N  U N IV E R S IT Ä T  
F Ü R  S C H W E R IN D U S T R IE , M ISK O LC  (U N G A R N )

E. B E L L A

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN

J .  G U LY Á S u n d  S. JU H Á S Z
TECHNISCHE UNIVERSITÄT FÜR SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC (UNGARN)

[E ingegangen  am  20. J u n i ,  1966]

Z u r E rk e n n tn is  de r w äh ren d  de r W arm v erfo rm u n g  des K u p fe rs  e n ts te h e n d e n  E rschei
n u n g e n  w u rd en  bei d re i V e rfo rm u n g s te m p era tu re n  (500° C, 700° C, 900° C) u n d  m it e lf ve r
sch ied en en  F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k eiten  S tau ch v e rsu ch e  d u rc h g e fü h rt .  A u s den V er
suchsergebn issen  w u rd en  d ie Z u sam m en h än g e  fü r  d ie be im  S tau ch en  e n ts te h e n d e n  w ahren 
S p an n u n g en  und  G efü g eän d eru n g en  e rm itte lt .  A u f G ru n d  dieser Z u sa m m e n h än g e  lassen  sich 
d ie  w esen tlichen  U n te rsch ied e  zw ischen W arm v erfo rm u n g  der M etalle  u n d  e in e r bei W erk
s ta tte m p e ra tu r  d u rc h g e fü h rten  p las tisch en  F o rm ä n d e ru n g  m it d a rau ffo lg en d e m  G lühen gu t 
e rk lä ren .

I. E in fü h ru n g

D er V organg  d er W arm v erfo rm u n g  d e r M etalle is t h e u te  n o ch  n ich t 
vö llig  b e k a n n t. D ie s tü rm isch e  E n tw ic k lu n g  d er Technologie b e i d e r  E rzeugung  
v o n  M e ta llh a lb fa b rik a te n  u n d  die P ro je k tie ru n g  m oderner E in r ic h tu n g e n  fü r 
die p lastisch e  V erfo rm u n g  b e d in g t eine s tä n d ig  w achsende K e n n tn is  der 
F o rm än d e ru n g sv o rg än g e . D er V organg  d er W a rm v erfo rm u n g  is t  besonders 
k o m p liz ie rt. Z ur E rfo rsch u n g  dieses V organges h aben  m eh re re  F o rsch e r in 
den  verg an g en en  zehn  J a h re n  V ersuche m it versch iedenen  V erfo rm u n g sa rten  
d u rc h g e fü h rt [1-—4 ] .  D iese V ersuche r ic h te te n  sich im  w e se n tlic h e n  a u f die 
P rü fu n g  d er F e s tig k e itsä n d e ru n g e n  bei W arm v erfo rm u n g , a b e r  sie e rs tre c k te n  
sich  n ic h t a u f  die B eo b a c h tu n g  d e r m it den  F e s tig k e itsä n d e ru n g e n  en g  zusam 
m en h än g en d en  a n d e ren  E rsch e in u n g en , z. B . G efü g eän d eru n g en . D ie V er
fasse r u n te rsu c h te n  in  ih re r  m e h rjäh rig en  A rb e it die Z u sam m en h än g e  der 
w ä h re n d  d er W arm v erfo rm u n g  des K u p fe rs  a u f tre te n d en  E rsch e in u n g en  
in n e rh a lb  großer B ereiche d er F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k e it.
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II. Der Z w eck  der durchgeführten V ersuche

D ie  im  folgenden k u rz  b esch rieb en en  V ersuche w u rd e n  zu dem  Zw ecke 
d u rc h g e fü h r t ,  die A u sg e s ta ltu n g  eines e in h e itlichen  B ild es  ü b e r die V e rh ä lt
n isse  b e i d e r W arm v erfo rm u n g  des K upfers bei d en  v e rsch ied en en  F o rm ä n d e 
ru n g sg esch w in d ig k e iten  (1 %  s e c -1  4- 15 000%  se c -1 ) m itte ls  S tau ch u n g  zu  
e rm ö g lic h e n . Es w urde a n g e s tr e b t ,  dieses B ild  so zu  g e s ta lte n , d aß  es die 
w ä h re n d  d er V erform ung u n m it te lb a r  en ts teh en d en  S p an n u n g e n  u n d  die m it 
d ie se n  en g  zu sam m en h än g en d en  G efügeänderungen , a ls F u n k tio n  v e rsch ied e
n e r  F a k to re n  (F o rm ä n d e ru n g , V e rfo rm u n g s te m p e ra tu r , u n d  F o rm ä n d e ru n g s
g esch w in d ig k e it)  d a rs te llt.

III. Versuchsdurchführung

A ls V ersuchsw erksto ff w u rd e  E le k tro ly tk u p fe r  m i t  99 ,94%  R e in h e its 
g ra d  u n d  einem  P h o sp h o rg e h a lt  v o n  0,018%  sow ie d e n  üb lichen  V eru n re in i
g u n g e n  v e rw endet. D as G efü g e  des A usgangsw erksto ffes w ies eine K o rn g rö ß e  
v o n  0 ,045  4-0,05 m m  auf. D ie  P ro b en  w urden  g e s ta u c h t , w as den  V e rh ä lt
n is se n  d e r  p rak tisch en  V erfo rm u n g sv e rfah ren  am  b e s te n  en tsp ric h t. U m  von  
d e r  V e rfo rm u n g sa rt u n a b h ä n g ig e  E rgebnisse zu e rh a lte n , w u rd e  ein e inachsiger 
S p a n n u n g sz u s ta n d  a n g e s tre b t , d . h ., es m ußte  d ie  R e ib u n g  an  den  S tirn fläch en  
a u s g e s c h a lte t  w erden. D ies w u rd e  durch  die V e rw e n d u n g  v e rsch iedener — in  
d e r  L i te r a tu r  bereits b e sc h rie b e n e r  — G lasp u lv e r [1] als S ch m ierm itte l 
e r re ic h t .

D ie  V ersuche w u rd en  b e i  d en  folgenden v e rä n d e r lic h e n  F a k to re n  d u rc h - 
g e fü h r t  :

a )  S ta u c h te m p e ra tu r ,
b )  V erfo rm ungsgrad ,
c )  F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k e it,
d )  A b k ü h lu n g sg esc liw in d ig k e it nach der S ta u c h u n g .

D ie  T em p era tu ren  d e r  f ü r  die S tau ch u n g  v e rw e n d e te n  P ro b en  w aren  
500° C, 700° C und  900° C. D ie  E rw ärm u n g sze iten  w u rd e n  d abei je  T e m p e ra tu r  
k o n s ta n t  gehalten . D er V e rfo rm u n g sg rad  w u rd e  v o n  10, b is 60%  m it e iner 
S tu fe  v o n  5%  gew ählt, u n d  z w a r  fü r  alle elf F o rm än d e ru n g sg esch w in d ig k e iten  
(T a fe l I). D ie F o rm än d eru n g sg esch w in d ig k e iten : 1 b is  9 w u rd en  au f e iner e n t 
s p re c h e n d  um gebau ten  E x z e n te rp re ss e  e rre ich t, d ie  G eschw ind igkeiten  10 
u n d  11 a u f  einem  840 m k p -F a llh a m m e r  (s. B ild e r 1 u n d  2). U m  den E in f lu ß  
d e r  G eschw ind igkeit w ä h re n d  d e r  W arm v erfo rm u n g  b esse r  erkennen  zu lassen , 
m u ß te  m a n  eine s tänd ige  V erfo rm u n g sg esch w in d ig k e it a n s tre b e n  (v =  d H /d i  =  
=  c o n s t . ,  ständige V e rfo rm u n g  in  der Z e itenhe it). D ie  E x zen te rp resse  m u ß te  
h ie rz u  in  dem  von Oro w a n  vorgeschlagenen  P la s to m e te r  [3] u m g e s ta lte t
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Tafel I

D ie Werte der bei den Versuchen geeigneten Geschwindigkeiten

Geschwindigkeitsstufe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

G e p la n te  F o rm 
ä n d e ru n g sg e sc h w in 
d ig k e it , Ô [% s e c - 1 ] 89 125 178 465 650 750 930 1 0 4 0 1 4 8 0 8  0 0 0 15 000

T a ts ä c h lic h e  F o rm 
ä n d e ru n g sg e sc h w in 
d ig k e it , <5 [% sec~  *] 87 123 175 455 620 746 897 1 0 0 0 1 4 3 0 9 300 16 2 0 0

D u rc h sc h n it t l ic h e  
V e rfo rm u n g s 
g e sc h w in d ig k e ite n , 
V [m m sec - 1 ] b e i 
P ro b e k ö rp e r  
H 0 =  35 m m  u n d  
e  =  6 0 %  V e rfo r 
m u n g 2 0 29 41 107 150 173 216 240 340 2  2 0 0 3 800

werden (Bild 3). Dem Verhältnis v /H  =  const, entschprechend kann das Profil 
der Plastometernockenscheibe nach der Gleichung der logarithmischen Spirale 
gestaltet werden. Der wechselnde Profilradius, als Funktion der momentanen 
Probekörperhöhe ergibt sich aus dem folgenden Zusammenhang:

R  =  R o +  [1 — exp (d <р/ы)],
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B i l d  2 .  S ta u c h p re s s e  f ü r  d ie  V e rsu c h e  >

w o  R 0 d e n  G ru n d ra d iu s , H 0 d ie  u r sp rü n g l ic h e  H ö h e  d e s  P ro b e k ö rp e rs ,  ô  d ie  s t ä n d ig e  F o r m 
ä n d e ru n g s g e s c h w in d ig k e i t ,  9? d e n  m o m e n ta n e n  V e rd re h u n g s w in k e l  des R a d iu s  u n d  со d ie  W in 
k e lg e s c h w in d ig k e i t  b e d e u te t .

Es wurde bei der auf dem Fallhammer durchgeführten Verformung eine 
ständige Formänderungsgeschwindigkeit in dem Maße angenähert, daß der 
nachstehende Zusammenhang am Anfang und am Ende des Stauchvorganges 
gleicherweise gültig sein soll:

vL =
Hx “ t f '

Dies wurde dadurch erreicht, daß eine größere Energie als zur Verformung 
des Probestückes erforderlich ist, in dem Bär des Fallhammers gespeichert
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wurde. Dadurch wurde die Bärgeschwindigkeit am Ende des Stauchvorganges 
nicht auf Null, sondern auf die gewünschte Geschwindigkeit (v2) vermindert, 
und die überflüßige Energie des Bares durch elastische Puffer verzehrt.

Die möglich schnellste Abschreckung bezweckte eine Fixierung des 
Gefüges der Probekörper während der Verformung. Dies wurde durch Ver
wendung einer zu diesem Zweck projektierten Federvorrichtung durchgeführt,

B ild  3 . D e r  V e r s u c h s fa llh a m m e r

die unmittelbar nach der Stauchung die Probe in eine 10-prozentige Kochsalz
lösung automatisch hineingeschossen hat. In diesem Fall vergingen von der 
Beendigung der Verformung bis zum Eintreffen in die Flüssigkeit etwa 0,012 
sec (Messung mit elektrischen Signalen). Um die Vorgänge nach der Verfor
mung beobachten zu können, wurde die andere Hälfte der Proben an der Luft 
abgekühlt.

Die bei der Stauchung entstehenden Kräfte wurden mit Hilfe einer unter 
die Stauchwerkzeuge zentrisch angebrachten Meßdose und eines darauf gekleb
ten Dehnungsmeßstreifens gemessen. Zur Schonung der Meßdose gegen über
mäßige Erwärmung diente eine gut isolierte Wasserkühlvorrichtung. Ferner 
wurde der der Bewegung des Druckkopfes proportionale Weg mit einem Schiebe-
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widerstand als Spannungsteiler gemessen. Für eine Überwachung der Geschwin
digkeitsverhältnisse wurden Zeitmarken während des Stauchvorganges im 
Registriergerät aufgetragen. Für die Registrierung wurde ein Lichtsrahl- 
oszillograf mit drei Schleifen bei Formänderungsgeschwindigkeiten 1 + 9 ,  dage
gen bei Geschwindigkeiten 10 + 11 ein Gleichstromoszillograf mit zwei Katoden
strahlen (Duoscop) verwendet. Ein mit dem Katodenstrahloszillograf auf
genommenes Oszillogram wurde im Bild 4 dargestellt.

B i ld  4 . O s z il lo g ra m m  d e s  a u f  d em  F a l lh a m m e r  d u r c h g e f ü h r te n  S ta u c h e n s

IV. Auswertung der Versuchsdaten

1 . Spannungsänderungen

Die Auswertung der Kräfteoszillogramme wurde so durchgeführt, daß 
die den Formänderungen Л H  =  2, 4, 6, 8 mm usw. entsprechenden Punkte 
der Wegkurve auf die Kräftekurve projiziert wurden, und die zu ihnen gehö
renden Werte der Verformungskraft mittels der Eichkurve der Meßdose abge
lesen wurden, Da die Probeform auch nach der Stauchung zylindrisch geblieben 
ist, kann man den gedrückten Querschnitt aus der Konstanz des Volumens 
berechnen:

F , =
F 0 H 0

# /  ’
w o  H j  d ie  m o m e n ta n e  H ö h e ,  F ,  d ie  g e d rü c k te  F lä c h e  in  d e m  i - te n  Z e i tp u n k t  b e d e u te t .

Die momentane wahre Spannung (er,), die bei einachsigem Spannungs
zustand die Verformungsfestigkeit ( k i )  bedeutet, wurde mit Hilfe der zu der
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Formänderung (A H)  gehörenden Kraft (P,) und des Querschnittes (Ft) 
berechnet:

Aus den als Funktion der Zeit aufgenommenen Wegkurven wurden die Werte 
der Formänderungsgeschwindigkeiten mit grafischem Differenzieren bestimmt 
und kontrolliert. Die unter Berücksichtigung aller angeführten Einflußgrößen 
konstruierten o ' — e Kurven wurden für Verformungstemperaturen und 
Formänderungsgeschwindigkeiten in den Bildern 5, 6 und 7 veranschaulicht. 
Zum Vergleich wurden auch die Spannungskurven der früheren, mit geringeren 
Formänderungsgeschwindigkeiten (d — 1% sec-1) durchgeführten Versuche 
mit 0 bezeichnet eingetragen. Die Versuchsergebnisse lassen sich kurz folgen
dermaßen zusammenfassen:

a)  Wirkung der Formänderung. Auf Grund der dargestellten Diagramme 
läßt es sich feststellen, daß die durch Stauchung bei einer gegebenen Tempe
ratur und gleicher Formänderungsgeschwindigkeit entstehende wahre Span
nung zuerst immer zunimmt, bis sie ein Spannungsmaximum erreicht. Nach der 
Erreichung dieses Höchstwertes nimmt die Spannung wieder ab, oder sie 
bleibt mit dem Formänderungswert unverändert. Die Stellen und Werte der 
Spannungsmaxima hängen von der Verformungstemperatur und der Form
änderungsgeschwindigkeit ab.

Bei der Verformungstemperatur 500° C ist kein Maximum innerhalb 
des Bereiches der bei den Versuchen verwendeten Verformungsgrade zu 
finden.

Bei der Verformungstemperatur 700° C liegen die Stellen des Maximums 
bei den Geschwindigkeiten Nr. 1 —11, zwischen den Formänderungswerten 
e =  28 i- 50%.

Bei. der Verformungstemperatur 900° C sind die Maximalwerte zwischen 
den Formänderungen e =  18 -í- 38% zu finden.

b) Die Wirkung der Verformungstemperatur zeigt sich darin, daß mit 
ihrer Zunahme die Absolutwerte der Spannungen bei allen Geschwindigkeiten 
abnehmen. Die prozentuelle Abnahme nimmt mit erhöhter Verformung bei 
konstanter Geschwindigkeit zu (Tafel II). Die Verfestigungsfähigkeit (der'/de) 
steigt mit der Abnahme der Verformungstemperatur, die anfänglichen Strecken 
der Spannungskurven sind steiler. Mit der Zunahme der Temperatur ver
schieben sich die Stellen der Verfestigungsmaxima nach der Seite der gerin
geren Formänderungen hin.

c) Die Formänderungsgeschwindigkeit hat eine der Verformungstempe
ratur entgegengesetzte Wirkung, demnach steigen mit der Zunahme der 
Geschwindigkeit die Spannungswerte bei allen drei Verformungstemperaturen 
(Tafel III). Die relative Zunahme der Spannungen ist der Erhöhung der Tem-
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Spezifische Formanderung/E^è/

B i l d  5 . Ä n d eru n g  d e r  w a h r e n  S p a n n u n g e n  b e i V e r f o r m u n g s te m p e ra tu r  v o n  5 00° ( '

V e r f o r m u n g s i e m p e r a i u r  7 0 0 ° C

B i l d  6 . Ä n d eru n g  d e r  w a h r e n  S p a n n u n g e n  b e i V e r fo r m u n g s te m p e ra tu r  v o n  700" C
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10 20 30  40  50 60
Spezifische Formänderung, £[%]

B i ld  7 . Ä n d e ru n g  d e r  w a h re n  S p a n n u n g e n  b e i  V e r fo r m u n g s te m p e ra tu r  v o n  9 0 0 °  C

T a fe l I I

D ie  W ir k u n g  d er  V e rfo rm u n g s te m p e ra tu r  a u f  d ie  S p a n n u n g sä n d e ru n g e n

500° C 700° C 900° c
Formände-
rungsge-

schwindig-
keit a  [kg/mm1] er [kg/mm2]

Spannunge- 
abnahme [%], 

gegenüber 
Wert bei 

500° C

°r' [kg/mm2]

Spannungs- 
abnahme [%], 

gegenüber 
Wert bei 

500° C

Formänderung
[%]

9,2 5,5 40 3,6 6 i 10

1 2 ,2 7,3 40 4,2 6 6 2 0

l 13,6 8 ,0 41 4 ,0 71 30

14,7 7,4 50 3,9 73 40

16,1 6,7 58 3,8 76 60

9,7 7,0 28 5,4 44 1 0

13,5 9,2 33 6,5 52 2 0

9 16,0 1 0 ,2 36 6,55 59 30

17,6 10,4 40 6,35 64 40

19,4 9,4 52 6,25 6 8 60

1 1 ,6 9,3 19,8 6 ,0 48 1 0

15,2 11,3 25,7 7,7 49,4 2 0

11 17,2 12,5 27 ,4 9 ,0 47,7 30

19,1 13,3 30,3 9,5 50 40

2 1 ,8 13,3 39,0 9,3 55 60
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peratur proportional, das heißt, die Wirkung der Geschwindigkeit auf die 
Zunahme der Spannungen ist geringer. Unterhalb einer bestimmten Tempera
tu r bewirkt die Verformungsgeschwindigkeit keine beträchtliche Zunahme der 
Spannungen (Bild 8). Diese Grenztemperatur ergibt sich durch Extrapolieren 
zu einem Wert von 0,4 T n (T n ist die Homologtemperatur), die ungefähr dem 
unteren Grenzwert der Rekristallisationstemperatur des Kupfers entspricht.

T afe l I I I

D ie  W irkung der Formänderungsgeschwindigkeit a u f  die Spannungsänderungen

V e r
fo rm u n g s 

t e m p e ra tu r

G esch w in d ig k e iten , 
<t '  [k g /in m 2]

S p a n n u n g s 
z u n a h m e  [% ], 

b e i
G esch w in d ig k e it 
9 im  V erg le ich  

z u
G esch w in d ig k e it

1

S p an n u n g s
zu n ah m e  [% ], 

bei
G eschw indigkeit 
11 im  Vergleich 

zu
G eschw indigkeit

9

F  o rm ä n d e ru n g  
[% ]

1 9 11

9,2 9 ,5 1 1 ,6 5,5 2 2 ,2 1 0

1 2 ,2 13,5 15,2 10,7 1 2 ,6 2 0

5 0 0 °  C 13,6 16,0 17,2 17,6 7,5 30

14,7 17,6 19,1 2 0 ,0 8,5 40

16,1 19,4 2 1 ,8 20,5 12,3 60

5,5 7,0 9,3 27 33,0 1 0

7,3 9 ,2 11,3 26 2 2 ,8 2 0

7 0 0 °  C 8 ,0 1 0 ,2 12,5 28 2 2 ,6 30

7,4 10,4 13,3 40 28,0 40

6,7 9 ,4 13,3 40 41,5 60

3,6 5 ,4 6 ,0 50 1 1 ,2 1 0

4,2 6,5 7,7 55 18,5 2 0

9 0 0 °  C 4,0 6 ,55 9,0 64 37,4 30

3,9 6 ,3 5 9,5 63 41,8 40

3,8 6 ,2 5 9,3 65 44,0 60

2. Gefügeänderungen

Die Gefügeuntersuchung der gestauchten Probekörper wurde an Längs
schnitten der Symmetrieachse entlang durchgeführt. Aus jedem Probekörper 
wurde ein Mikroschliff angefertigt, welcher mit 10%-iger Ammoniumpersulfat
lösung geätzt wurde. Die Korngröße wurde je Schliff durch Vergleich mit 
den ASTM-Tafeln erm ittelt. Die Feststellung der Gefügeänderung konnte 
durch sprunghafte Änderung (Abnahme) der Korngröße erfolgen. Zwecks 
besserer Erkenntnis des Vorganges der Warmverformung wurden auch die 
Streckungswerte der Kristallite, wo es möglich war, geprüft. Auf Grund der 
Gefügeuntersuchungen lassen sich folgende Schlußfolgerungen ziehen:
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Bei der Stauchung bei 500° C und den Geschwindigkeiten 1 — 9 war 
keine Gefügeänderung feststellbar, dagegen zeigte sich von einer Verformung 
von etwa 40% an eine starke Streckung (Bild 9). Bei den Geschwindigkeiten 
10 und 11 läßt sich von einer Verformung 40% an eine teilweise Rekristalli- 
sierung auf den Korngrenzen beobachten (Bild 10). Das Gefüge der an der 
Luft abgekühlten Proben zeigt von der Verformungsgeschwindigkeit abhängig 
und ab etwa 15 4-20% Verformung eine steigende teilweise Rekristallisation,

B i l d  8 . D ie  W irk u n g  d e r  F o rm ä n d e ru n g s g e s c h w in d ig k e it  a u f  d ie  S p a n n u n g s z u n a h m e  als
F u n k t io n  d e r  H o m o lo g te m p e r a tu r

die bei 60% und jeder Geschwindigkeit schon vollständig wird (Bild 11). 
Aus dem Vergleich der Spannungskurven bei der Verformungstemperatur von 
500° C mit der Richtung der Gefügeänderungen ergibt sich, daß das Gefüge 
der Proben auch im warmen Zustand unverändert bleibt, obwohl bei größeren 
Geschwindigkeiten eine teilweise Rekristallisierung in der Phase der Ver
festigung bemarkbar ist. Diese Tatsache läßt sich dadurch erklären, daß die 
Verformungsdauer um Größenordnungen kleiner ist als die Abkühlungsdauer, 
die 0,7—0,8 sec betrug. In diesem Fall zeigt das Probegefüge einen wesentlich 
späteren Zustand als die Gefüge der mit kleineren Geschwindigkeiten ver
formten Probestücke. Dieselbe Feststellung ist auch bei höheren Verformungs
temperaturen gültig.

Die Gefüge der bei 700° C verformten Proben waren von der Geschwindig
keit und Verformung in ganz verschiedenerweise abhängig. Von kleineren 
Geschwindigkeiten (5—9) und 15% Verformung an erscheint eine teilweise 
Rekristallisierung (Bild 12), die bei etwa 40% Verformung schon vollständig 
wird (Bild 13). Dieses Rekristallisationsbereich fällt annähernd mit dem Ver-
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festigungsmaximum der Spannungskurven zusammen (Bild 14). Bei den 
größten Geschwindigkeiten (10 — 11) verschiebt sich dieses Bereich in Richtung 
der kleineren Formänderungen hin, wobei das Gefügebild, infolge seiner ver
hältnismäßig langsamen Festsetzung, einen späteren Zustand wiedergibt als 
hei kleineren Geschwindigkeiten. Die Tatsache, daß bei einer Verformungs
geschwindigkeit 11 ein 80%-iger rekristallisierter Anteil (Bild 15) schon bei 
20% Formänderung vorhanden ist, läßt sich mit der vorher geschilderten 
Ursache erklären.

B i ld  9 .  G e fü g e  d e r  S ta u c h u n g  b e i  500° C (V e rfo rm u n g : 4 8 % , F o rm ä n d e ru n g s g e s c h w in d ig k e it :  
6 2 0 %  se c ” x, A b s c h re c k u n g  in  K o c h s a lz lö su n g , V e rg rö ß e ru n g : 5 0 % )

B ild  10. Gefüge der S tauchung bei 500° C (Verformung: 60% , Form änderungsgeschwindig
ke it: 16 200% sec-1 , Abschreckung in  K ochsalzlösung, Vergrößerung 100 x)
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B i ld  1 1 . G efüge d e r  S ta u c h u n g  b e i 500° C (V e rfo rm u n g : 6 0 % , F o rm ä n d e ru n g s g e s c h w in d ig 
k e i t :  7 4 6 %  sec- 1 , A b k ü h lu n g  in  L u f t ,  V e rg rö ß e ru n g : 50 X )

B ild  1 2 . G efüge d e r  S ta u c h u n g  bei 700° C (V e rfo rm u n g : 1 5 % , F o rm ä n d e ru n g s g e sc h w in d ig -  
k e i t :  6 2 0 %  s e c - 1 , A b sc h re c k u n g  in  K o c h s a lz lö su n g , V e rg rö ß e ru n g : 50 x)

Bild 13. Gefüge der S tauchung bei 700° C (V erform ung: 48% , Form änderungsgeschw indig
keit; 620%  sec-1 , Abschreckung in  Kochsalzlösung, Vergrößerung: 50 x )
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Während des bei 900° C durchgeführten Stauchens ergab sich eine so 
große Rekristallisierungsgeschwindigkeit, daß schon vor dem Spannungs
maximum eine vollständige Rekristallisierung vor sich geht. Die von der Ver
formung bis zur vollständigen Abkühlung vergangene Zeit war länger als die 
Zeit der bei 500° C und 700° C gestauchten Proben. Dagegen blieb das Gefüge 
der zu 10% verformten Probe bei kleineren Geschwindigkeiten noch unver
ändert (Bild 16), sogar bei den größten Verformungsgeschwindigkeiten ergab 
sich nur eine teilweise Rekristallisation.
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B i l d  1 4 .  Ä n d e ru n g  d e r  w a h re n  S p a n n u n g  u n d  d e s  r e k r is t a l l is i e r t e n  A n te ile s  b e i  7 0 0 °  C 
(F o rm ä n d e ru n g s g e s c h w in d ig k e i t :  6 2 0 %  se c “ 1 u n d  1 4 3 0 %  sec- 1 )

Die Ergebnisse der Gefügeänderungen wurden in Abhängigkeit von den 
Verformungsgeschwindigkeiten und Stauchtemperaturen im Bild 17 zusam
mengefaßt.

V. Theoretische Analyse der Ergebnisse

Die oben geschilderten Erscheinungen, sowohl die Spannungsänderungen 
als auch die Gefügeänderungen, sind die Folgen des komplizierten Vorganges 
der Warmverformung. Die wichtigste Konsequenz der Wirkung der W arm
verformung ist die Tatsache, daß die Spannungswerte, auch in dem Verfesti
gungsbereich, immer geringer sind als hei dem kaltverformten Metall. In diesem 
erhitzten Zustand vermehren sich nämlich die Gleitflächen je nach der Höhe 
der Temperatur, wodurch die Verformung gefördert und die Folge der Form-

A c ta  T ech n ica  Academ iae S c ien lia ru m  H un g a rica e  57, 1967



VORGANG DER WARMVERFORMUNG DES KUPFERS 411

änderung — die Verfestigung — verringert wird. Mit dem Fortschritt der 
Translation jedoch ändert sich die durch Bewegung, Entstehung und Ver
dichtung der Dislokationen sowie durch Verzerrung der Atomgitter bedingte 
Spannungssteigerung auch durch die diffusionsbedingte Wanderung der dislo
zierten Atome zu den energieärmeren Stellen und freien Gitterstellen. Demnach 
entsteht der während des Vorganges gegebene Zustand des Werkstoffes in 
erster Linie als Funktion der Flöhe der Temperatur und der durchgeführten 
Formänderung. Außerdem hat die Formänderungsgeschwindigkeit, d. h. der 
Zeitraum, binnen dessen die Formänderung vor sich geht, einen entscheidenden

B i ld  15 . G efü g e  d e r  S ta u c h u n g  b e i  700° C (V e rfo rm u n g : 2 0 % , F o rm ä n d e ru n g s g e s c h w in d ig 
k e i t :  16 2 0 0 %  se c - 1 , A b s c h re c k u n g  in  K o c h s a lz lö su n g , V e rg rö ß e ru n g : 100 x)

Bild 16. Gefüge der Stauchung bei 900° C (Verformung: 10% , Form änderungsgeschwindig
keit: 620% sec-1 , A bschreckung in K ochsalzlösung, Vergrößerung: 50 x)
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Einfluß. Wenn die für die Diffusionsbewegung der dislozierten Atome und 
die Entstehung sowie das Wachstum neuer Kristallkeime notwendige Zeit 
die Verformungsdauer nicht überschreitet, dann hat die Geschwindigkeit einen 
bedeutenden Einfluß. Bei einer Stauchung bei 500° C erscheinen bei den 
geringen Formänderungen der Versuchsreihe verzerrte Zwillingsebenen sowie 
eine m it der Steigerung der Formänderung zunehmende Streckung. Bei dieser 
niedrigen Temperatur und während der durch die versuchten Formänderungs
geschwindigkeiten bedingten Formänderungsdauer liegen nämlich noch nicht 
solche Bedingungen für Keimbildung und Wachstum vor, daß sich eine wachs
tumsfähige Großwinkeinkorngrenze und demnach ein neues Gefüge bilden 
könnte.

B i l d  1 7 .  G e fü g e ä n d e ru n g e n  a ls  F u n k t i o n  d e r  T e m p e r a tu r  u n d  F o rm ä n d e ru n g s g e s c h w in d ig k e it

Beim Stauchen bei 700° C konnte man bei den Maxima der Spannungs
kurven auch bei geringen Formänderungen eine teilweise Rekristallisierung 
feststellen, obwohl auf diesem Abschnitt die gemessene Spannung der Probe
körper zunimmt. Dies läßt sich mit den verschiedenen Lagen der Kristallite 
des Probekörpers im Verhältnis zur Richtung der Verformungskraft und dem
nach m it ihrer verschiedenen Beanspruchung erklären. Es ergibt sich nämlich, 
daß in den Kristalliten, in denen die entstandene Spannung den für den Beginn 
der Keimbildung und die Ausbildung der entsprechenden Dislokationswolke 
nötigen W ert erreicht oder überschreitet, die Bildung neuer Keime bzw. die 
Rekristallisierung beginnt. Im  Gesamtraum des Probekörpers steigt jedoch 
die Resultierende aller in den einzelnen Kristalliten entstandenen Spannungen 
durch die weitere Verformung der weniger verformten Kristalle sowie der 
schon rekristallisierten Körner bei der Erhöhung des Maßes der Verformung 
weiter. Demnach ergibt sich eine mehrfache Umformung und Gefügeände
rung, wodurch über einer bestimmten Formänderung eine Kornverfeinerung 
bew irkt wird.
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Bei der Stauchung bei 900° C kann man ähnliche Erscheinungen fest
stellen wie hei 700° C.

Zusammenfassend läßt sich feststellen, daß im Hinblick auf die gleich
zeitige Wirkung der plastischen Verformung und des geglühten Zustandes 
des Werkstoffes sowie auf die durch die Formänderungsgeschwindigkeit 
bestimmte Zeitdauer beim Warmstauchen die Spannungsverteilung bezüglich 
der Spannungswerte bei allen versuchten Verformungstemperaturen, im Cha
rakter aber nur bei den höheren Temperaturen wesentlich verschieden von der 
hei Werkstattemperatur durchgeführten Stauchung ist. Das Bild der Gefüge
änderungen ist gleichfalls verschieden von den Folgen einer bei W erkstatt
temperatur durchgeführten Stauchung mit darauffolgender Glühung.
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P R O C E S S  O F  H O T  F O R M IN G  O F  R E D  C O P P E R  A T  D I F F E R E N T  F O R M IN G  S P E E D S

BELLA, E., GULYÁS, J. «nd JUHÁSZ, S.

S U M M A R Y

F o r  m a k in g  c le a r  t h e  p ro cesses  ta k in g  p la c e  a t  h o t  w o rk in g  o f  r e d  c o p p e r , a u th o r s  
e x e c u te d  g a th e r in g  te s ts  a t  1 1  d if fe re n t  d e fo rm a tio n  sp e e d s  a n d  a t  th r e e  fo rm in g  t e m p e r a tu r e s  
( a t  5 0 0 , 700 a n d  900 c e n t ig r a d e s ) .  F ro m  th e  m e a s u re m e n t  r e s u l ts  g a in e d  f ro m  th e s e  te s ts  th e  
r e la t io n s  b e tw e e n  th e  re a l  s tr e s s e s  in d u c e d  b y  th e  g a th e r in g  a n d  th e  c h a n g e s  o f  th e  s t r u c 
tu r e  o f  t h e  m a te r ia l  a re  d e te r m in e d .  O n th e  b a s is  o f  th e  r e v e a le d  d e p e n d e n c e s  th e  e s s e n tia l  d if 
f e re n c e s  b e tw e e n  th e  p ro c e sse s  ta k in g  p la c e  in  th e  m e ta l  f i r s t  c o ld -w o rk e d , th e r e u p o n  w a rm e d  
u p ,  a n d  th o se  ta k in g  p la c e  a t  h o t  fo rm in g  c a n  b e  e s ta b lis h e d .
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L E S  P R O C E S S U S  D E  F A Ç O N N A G E  A  C H A U D  D U  C U IV R E  R O U G E  
A  V IT E S S E S  D E  F A Ç O N N A G E  D I F F É R E N T E S

E. BELLA, —  J. GULYÁS, —  S. JUHÁSZ,

R É S U M É

P o u r  é c la irc ir  les p ro c e ssu s  se  d é r o u la n t  au  f a ç o n n a g e  à  c h a u d  d u  c u iv re , le s  a u te u r s  
o n t  e f f e c tu é  d e s  essais de  g o n f le m e n t  à  o n z e  v ite ss e s  d e  d é f o rm a t io n  d if fé re n te s  e t  à  t r o is  
t e m p é r a t u r e s  d e  fa ç o n n a g e  (500° C, 7 0 0 °  C e t  900° C). A  p a r t i r  d e s  r é s u l t a t s  d e  m e s u re  o b te n u s  
a u  c o u r s  d e s  essa is , on  a  é ta b l i  le s  r e l a t i o n s  e n tre  les  c o n t r a in te s  ré e lle s  p ro v o q u é e s  p a r  le  
g o n f le m e n t  e t  les c h a n g e m e n ts  d e  s t r u c t u r e  d u  m é ta l. P a r t a n t  d e s  r e la t io n s  re le v é e s , o n  p e u t  
é t a b l i r  le s  d if fé re n c e s  e s sen tie lles  e n t r e  le s  p ro c e ssu s  a y a n t  l ie u  d a n s  le  m é ta l  fa ç o n n é  à  f ro id ,  
p u is  c h a u f f é ,  e t  ceu x  q u i se d é r o u le n t  a u  c o u rs  d u  f a ç o n n a g e  à  c h a u d .

ПРОЦЕСС ПРОТЕКАНИЯ ГОРЯЧЕЙ ОБРАБОТКИ МЕДИ ПРИ РАЗЛИЧНЫХ
СКОРОСТЯХ ОБРАБОТКИ

Э. Б Е Л Л А , Й. ГУЯШ и Ш. ЮХАС

РЕЗЮМЕ

В интересах установления явлений, возникающий при горячей обработке меди, 
при трех различных температурах обработки (500° С, 700° С и 900° С) и одиннадцати 
различных скоростях обработки были произведены испытания осаживанием. На основе 
результатов испытаний установлены зависимости для возникающих при осаживании 
действительных напряжений и изменений структуры. На основе этих зависимостей можно 
удовлетворительно объяснить значительные отклонения между горячей обработкой 
металлов и пластической деформацией при цеховой температуре с последующим нагре
вом.
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DER EINFLUSS DER RUNDLAUFGENAUIGKEIT  
DES FRÄSERS AUF DIE PRODUKTIVITÄT 

UND DIE WERKZEUGKOSTEN BEIM FRÄSEN

A . H O R N U N G
DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 

[E in g e g a n g e n  a m  9. A u g u s t ,  1966]

D ie  R u n d la u fg e n a u ig k e i t  d es F rä s e r s  h a t  e in e n  se h r  b e tr ä c h t l ic h e n  E in f lu ß  a u f  die 
P r o d u k t i v i t ä t  u n d  d ie  W e rk z e u g k o s te n , b e s o n d e rs  b e im  W a lz e n frä se n . E s  w ir d  d u r c h  ein 
p r a k t i s c h e s  B e isp ie l z a h le n m ä ß ig  v o r g e fü h r t ,  d a ß  d ie  M a sc h in e n h a u p tz e it  d e s  F o r m f r ä s e r s  b e i u n 
t e r  d e n  a n g e n o m m e n e n  B e d in g u n g e n  m i t  0 ,2  m m  S c h la g  la u fe n d e m  F rä s e r  m i t  3 5 %  v e r m in d e r t ,  
u n d  d ie  W e rk z e u g k o s te n  a u f  d a s  2 ,6 7 -fa c h e  e r h ö h t  w e rd e n . N a c h d e m  sich  v ie le  u n r u n d la u fe n d e n  
F r ä s e r  in  d e n  B e tr ie b e n  b e f in d e n , es f o lg t  a u s  d e m  o b ig e n , d a ß  es d e r  M ü h e  w e r t  i s t ,  d e m  
g e n a u e n  R u n d la u f  d e s  F rä s e r s  d ie  b e n ö t ig te  S o rg fa l t  z u  w id m e n . D a d u r c h  к а ц п  m a n  d ie  
P r o d u k t iv i t ä t  d e r  F r ä s a r b e i t  u n g e fä h r  u m  2 0 %  v e rg rö ß e rn  u n d  d ie  W e rk z e u g k o s te n  a u f  d ie 
H ä l f te  v e rm in d e rn .

Der Fräser ist ein Zerspanungswerkzeug mit mehreren Schneiden, dem
zufolge gute Fräsarbeit mit großer Produktivität nur dann erzielt werden kann, 
wenn alle Fräserzähne mit gleichmäßiger Belastung arbeiten. Das heißt, die 
wichtigste Bedingung des produktiven Fräsens ist der möglichst genaue Rund
lauf des Fräsers. In diesem Falle arbeiten die Fräserzähne mit gleicher Span
dicke, also mit gleicher Belastung.

Bei einigen Betrieben herrscht die Auffassung, daß die praktisch erreich
bare Rundlaufgenauigkeit des Fräsers auch einige zehntel mm erreichen kann. 
Dagegen wo die Rundlaufgenauigkeit streng genommen wird, dort laufen 
die Fräser höchtens mit 0,01 4- 0,015 mm Schlag.

Mit einem Beispiel ist es leicht zu beweisen, daß es sich sehr belohnt, 
die Fräser mit hoher Rundlaufgenauigkeit arbeiten zu lassen. Da muß man 
voraussetzen, daß die Fiinhaltung der Rundlaufgenauigkeit besonders bei 
walzenfräsartigen Arbeiten wichtig ist, weil man da durchschnittlich mit viel 
kleineren Spandicken arbeitet, als beim Stirnfräsen.

Beim Walzenfräsen verändert sich oft die Spandicke der einzelnen Fräser
zähne sogar mit kleineren Schlägen beträchtlich, und dies beeinflußt die Pro
duktivität der Arbeit und vermindert auch die Standzeit des Fräsers auf einen 
Bruchteil derselben.

Beim Stirnfräsen beeinflußt der Radialschlag auch die Veränderung 
der Spandicke der einzelnen Zähne. Aber dabei arbeitet man mit einer 10 — 20- 
fach größeren mittleren Spandicke als beim Walzenfräsen, so daß hier nur 
der gröbere Schlagfehler dit; Produktivität beeinflußt. Der Axialschlag beein
flußt dagegen die Oberflächengüte beträchtlich.
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Die Verhältnisse des unrundlaufenden Fräsers können wir dann genau 
beurteilen, wenn wir die Veränderung der Zerspanungskräfte und die Standzeit 
durch ein praktisches Beispiel zahlenmäßig bestimmen. Unser Beispiel wurde 
für Formfräsen ausgearbeitet, weil man da mit niedrigem Vorschub je Zahn 
arbeitet, und die durch den Schlag beeinflußte Veränderung der Spandicke 
ziemlich groß wird.

Wir wählen zwecks Erleichterung des Berechnens einen konvexen 
Rundformfräser. Fräserdurchmesser D — 60 mm, Halbmesser des Kreis
bogens r — 6 mm, Zähnezahl z =  12. Mit diesem Fräser wollen wir in einem

B i l d  1 . A u s frä se n d e r  Q u e r s c h n i t t

flachen Werkstück eine gerade Kreisbogen-Nute mit a =  4 mm Spantiefe 
fräsen. Der zerspante Querschnitt wird folglich ein Kreisabschnitt sein mit 
einer Breite b, Bild 1, welche durch den Halbwinkel oc/2 bestimmbar ist. 
Dieser Halbwinkel liegt in einer Ebene, welche senkrecht zur bearbeitenden 
Oberfläche steht. Die Drehachse des Fräsers liegt auch in dieser Ebene. Dabei 
gehört zu dem Halbwinkel oc/2 der Bogenwinkel <p == 0, Bild 2. In diesem Falle 
verkleinert sich nämlich die Fräsbreite b'x mit zunehmendem Bogenwinkel.

■ Der Bogen i gehört zur Fräsbreite b, und der momentane Bogen i'x 
gehört zu einer momentanen Fräsbreite b'x mit einem Bogenwinkel cpx.

Die Fräsbreite b ist in unserem Beispiel: cos oc/2 =  (r — a)/r =  (6 — 4)/6 =  
=  1/3 und oc/2 =  70,6°, d. h. oc =  141,2°; b =  2 r sin a/2 =  12 • 0,942 =  
=  11,3 mm.

Der zerspante Querschnitt d. h. Kreisabschnitt ist

F  = Г -  I OC 71

2 \ 180
— sin oc 18 I

141,2 л 
\ 180

0,627 =  33,1 mm2.

Die Bogenlänge des Kreisabschnittes ist

oc° ,  141,2
7 t  Г  -------------  =  7 t  6  -------------------

180 180
14,8 mm .

Nehmen wir in unserem Beispiel den Vorschub je Zahn sz =  0,05 mm 
und die Schnittgeschwindigkeit für den bearbeitenden Stahl von а в  — 75
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kp/mm2, Zerreißfestigkeit v =  16 m/min. Dies entspricht einer Umdrehungszahl 
n =  84,4/min. Die einstellbare Umdrehungszahl der Fräsmaschine ist 88/min, 
welche einer Schnittgeschwindigkeit von v =  16,6 m/min entspricht.

Der Vorschub pro Minute wird daher: S =  s2zn  =  0,05 • 12 • 88 =  52,6 
mm/min.

Die mittlere Spandicke in der Mittelebene des Fräsers ist

B i ld  2 .  D ie  P a r a m e te r  d e s  S p a n e s

Der Bogenwinkel während dessen ein Fräserzahn arbeitet, wird mit dem 
Bogenhalbwinkel berechnet

cp/2
a
D

n— =  0,258; <pl2 = 1 5 ° ;  <p =  30°. 
60

Die Zerspanungskraft des Fräserzahnes kann mit Hilfe der mittleren 
Spandicke bestimmt werden. Aber die vorher berechnete mittlere Spandickc 
h m gehört zu der Spantiefe a =  4 mm in der Mittelebene des Fräsers. So beginnt 
die Zerspanung jetzt in einer Bogenlänge i =  14,8 mm, welche zu einer Fräs
breite b =  11,3 mm mit einer Spandicke h — 0 gehört. In diesem Moment 
ist auch der Bogenwinkel <p =  0. Die momentane mittlere Spandicke h'x kann 
wie folgt bestimmt werden:

b'x ,
a x =  — nx mm .
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Hier bedeutet:
bx d ie  m o m e n ta n e  F r ä s b r e i t e ;
ix  d ie  m o m e n ta n e  B o g e n lä n g e ;
h x  d ie  m o m e n ta n e  m i t t l e r e  S p a n d ic k e  in  d e r  M it te le b e n e .

In diesem Falle entspricht die momentane Spanform der Spanform des 
Stirnfräsens. Hiebei erhalten wir aber eine Abweichung; nämlich die mittlere 
Spandicke verändert sich in der Mittelebene des Fräsers. Im Falle des Stirn
fräsens, wenn der Einstellwinkel к — 90° ist, ist dieser Wert konstant und ent
spricht dem Vorschub je Zahn: s2.

Die momentane spezifische Schnittkraft k x kann mit Hilfe der momen
tanen mittleren Spandicke h'x bestimmt werden. Der momentane Spanquer
schnitt qx multipliziert m it der momentanen spezifischen Schnittkraft k x gibt 
die momentane Zerspanungskraft P x.

Aus dem Vorangehenden ist es ersichtlich, daß die momentane Span
dicke und der momentane Spanquerschnitt einerseits von dem momentanen 
Bogenwinkel <px und andererseits von dem momentanen Winkel ocx/2 abhängt. 
Dieser letztere Winkel bestimmt die momentane Fräsbreite bx. Wir wollen 
diese zwei Veränderliche cpx und ax/2 auf eine einzige Veränderliche, und zwar 
auf (px beschränken, dam it wir die Veränderung der Zerspanungskräfte als 
Funktion des Verdrehwinkels des Fräsers erhalten können.

Zu diesem Zweck können wir die folgenden Zusammenhänge mit Hilfe 
der Bezeichnungen des Bildes 2 anschreiben:

jR — а . In r — a'xcos cpx = ----------, und cos *x/2 = --------
R  —  a i T

(R  bedeutet den Halbmesser des Fräsers).
Aus diesen zwei Gleichungen ergibt sich cos acj2 als Funktion von

cos (px:

cos a x/2 = r cos (px — R  cos (px +  R  — а
r CO S (px

Nachher kann man mit den allgemein gebräuchlichen Formeln die Ver
änderung der Umfangskraft (Zerspanungskraft) für einen Zahn bestimmen. 
Durch diese Formeln berechnen wir die einzelnen Werte der Umfangskraft 
für einen Zahn. Diese sind in Tafel I zusammengestellt.

Für die Berechnung der Werte in Tafel I braucht man die folgenden 
Formeln:

Momentane Fräsbreite: b'x =  2 r sin ocx/2 mm;
Momentane Spandicke in der Mittelebene des Fräsers:

hx =  sz sin (px mm ;
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T a fe l I

D ie  W erte  d e r  V e rä n d e ru n g e n  d e r  a u f  e in e m  F r ä s e r z a h n  a u ftr e te n d e n  U m fa n g s k r a f t  
m it  d e n  f ü r  d ie  B erech n u n g  n ö tig e n  D e ta ild a te n

<Px sin (px COS (px cos ax/2 «*/• sin ax/2 К
[m m ] [m m ]

hz
[m m ]

hi
[m m ]

4x
[m m 2]

kz
[k p /m m 2]

Px
[kp]

0 0 1,0 0,333 70,6 0,944 11,3 14,8 0 0 0 oo 0
3 0,0698 0,9986 0,351 69,5 0,936 11,3 14,5 0,0034 0,0027 0,031 865 26,7
6 0,1045 0,9945 0,364 68,7 0,932 11,3 14,3 0,0052 0,0041 0,047 765 35,8
9 0,1564 0,9877 0,391 67,8 0,920 11,2 14,1 0,0078 0,0062 0,069 705 48,8

12 0,2079 0,9781 0,437 64,2 0,901 10,8 13,4 0,0104 0,0084 0,091 675 61,3
15 0,2588 0,9659 0,482 61,2 0,876 10,5 12,8 0,0129 0,0106 0,110 646 71,2
18 0,309 0,9510 0,562 55,8 0,827 9,9 11,6 0,0154 0,0132 0,131 616 80,8
21 0,3584 0,9336 0,625 51,4 0,780 9,4 10,7 0,0179 0,0156 0,168 594 100
24 0,407 0,9135 0,747 41,8 0,667 8,0 8,7 0,0204 0,0186 0,163 570 93
27 0,454 0,891 0,870 29,5 0,492 5,9 6,2 0,0227 0,0218 0,134 546 73
30 0,500 0,866 1,0 0 0 0 0 0,025 0,025 0 0 0

momentaner Spankreisbogen:

momentane mittlere Spandicke:

, b’xhx — hx — mm .

Zu der momentanen spezifischen Schnittkraft k x gehört der Wert h'x; 
bei einem Stahl von Zerreißfestigkeit er в  == 75 kg/mm2 gemäß der Versuche 
des Verfassers ergibt sich:

К
246

I f ™
kp/mm2.

Momentaner Spannquerschnitt: qx =  bxh x =  i'xh'x mm2; 
momentane Umfangskraft für einen Zahn: P x =  k xqx kp.
Nachdem die momentane Umfangskraft für einen Zahn eine Funktion 

von der 3 Veränderlichen ist, können wir die größte Umfangskraft mit ein
fachen Maximum-Minimum-Verfahren nicht bestimmen. Da außer der größten 
Umfangskraft der Verlauf der Kraftveränderung auch wichtig ist, so scheint 
es am zweckmäßigsten, die Werte der Umfangskraft für jeden 3° Bogenwinkel 
zu berechnen. Unsere Untersuchungen werden wir in zwei Schritten ausführen.

Im ersten Schritt wird angenommen, daß der Fräser ohne Rundlauf
fehler arbeitet und alle Zähne gleichmäßig belastet sind. Nachher beschäftigen
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wir uns im zweiten Schritt mit den Abweichungen der Belastungen der Fräser
zähne, d. h. mit dem Falle, in welchem der Fräser mit Rundlauffehler läuft.

Die Veränderung der Umfangskraft gibt ein sehr interessantes Bild, 
wie das Bild 3 zeigt. Die Umfangskraft steigt am Anfang und bei <px —  21° 
erreicht sie einen maximalen W ert. Von hier sinkt die Umfangskraft steil und 
ist bei <px = 3 0 °  wieder gleich null.

B i l d  3 .  D ie  V e rä n d e ru n g  d e r  U m f a n g s k r a f t  a ls  F u n k t io n  d e s  V e r  d re h  w in k e is  d es F rä s e r s  f ü r  
a l le  12 F rä se rz ä h n e  b e i  g e n a u la u fe n d e m  u n d  u n r u n d la u fe n d e m  F rä s e r

Die mittlere Umfangskraft für einen Zahn kann man von der Arbeits
fläche des Diagramms bestimmen, und zwar P m =  60,1 kp, die rund 60% 
der größten Umfangskraft P max =  100 kp beträgt.

Nachdem der Bindungsfaktor ip =  <p/ö == 1 ist, beträgt die als konstant 
annehmbare mittlere Umfangskraft des Fräsers P'm = i p P m =  60,1 kp. (ô ist 
der Zahnteilungswinkel des Fräsers.) Dadurch können wir die mittlere Zer
spanungsleistung N m bestimmen, und zwar:

N m =  I j ü L  P S =  6 U ' 1 W
4500 4500

0,222 PS.

Die momentan auftretende maximale Zerspanungsleistung ist bei der 
maximalen Umfangskraft P maxi

_  Pmax» p S  _  ЮР' I M
4500 4500

=  0,369 P S ,

es ist also um 66% größer als der mittlere Wert.
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Nachher untersuchen wir die Veränderung der Umfangskräfte der 12 Frä
serzähne. Sollte der Fräser mit einer Excentrizität Q =  0,1 mm laufen, so wird 
der Schlag 0,2 mm. Die Folge dieses Unrundlaufens wird sein, daß die Vor
schübe während einer Fräserumdrehung sich je Zahn verändern. Der Vor
schub je Fräserumdrehung bleibt su =  szz  =  0,05 • 12 =  0,6 mm/Uindr. 
unverändert. Der Vorschub je Zahn wird aber bei manchen Zähnen vergrößert, 
aber bei anderen vermindert; Dies kann derart aufgefaßt werden, daß der 
Vorschub je Zahn bei den einzelnen Zähnen durch einen Kurbeltrieb von 
p =  01, mm mit unendlicher Schubstange beeinflußt wird.

B ild  4 . D ie  P o s i t io n e n  d e r  F rä s e rz ä h n e  b e i  u n ru n d la u fe n d e m  F rä s e r

Zur Vereinfachung des Berechnens vernachlässigen wir jenen Umstand, 
daß die Spantiefc a während einer Fräserumdrehung sich auch um ^ 0 ,1  mm 
verändert. Dies beeinflußt die Spantiefe nur um ±2,5% .

Das Unrundlaufen des Fräsers ergibt, daß die Achse des Fräsers eine 
Kreisbewegung mit q =  0,1 mm Halbmesser ausführt, Bild 4.

Die Umfangsgeschwindigkeit der Kreisbewegung von Q =  0,1 mm Exzen
trizität ist: vs =  2 д л  n  =  2 • 0,1 n  88 =  55,3 mm/min. Aber der Vorschub 
je Zahn wird nur durch die waagerechte Komponente dieser Umfangsgeschwin
digkeit beeinflußt. Nachdem die einzelnen Fräserzähne auf einem Bogenwinkel 
von (p =  30° arbeiten, so fällt auf einen Zahn ein Kreisbogen:

s' =  —— =  =  0,0524mm ,
nz 88•12

die waagerechte Komponente dieses Wertes verändert den Vorschub je Zahn. 
Der Geschwindigkeitsvektor wird sich in diesem Falle der Sinuskurve gemäß 
verändern.

Aus dem Bilde 4 ist es ersichtlich, daß die größte Umfangskraft an den
jenigen Zahn auftritt, welcher dann arbeitet, wenn die Fräserachse sich von
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Position I I  bis I I I  bewegt. Dieser Zahn wird dann zu arbeiten beginnen, 
wenn dieser in Position I I I  ist, und seine Zerspanungsarbeit in Position I V  
beendet. Mit anderen Worten wird dieser Zahn bei Yerdrehwinkel des Fräsers 
cp' =  60° arbeiten zu beginnen und seine Arbeit bei cp' =  90° beenden.

Die Veränderung der Umfangskraft P x des mit Maximalbelastung arbei
tenden Zahnes wird auch für je 3° berechnet, beginnend von cp' =  60° bis 
Ende von cp' — 90°. Tafel I zeigt, daß die größte Umfangskraft bei cpx =  21° 
au ftritt, infolgedessen ist die größte Umfangskraft dieses Zahnes bei cp' =  81° 
(siehe Tafel II).

T a fe l I I

D i e  W e r te  d er  V e rä n d e ru n g e n  d e r  a u f  d em  F r ä s e r z a h n  v o n  P o s i t io n  I I  a u f tr e te n d e n  
U m f a n g s k r a f t  a ls  F u n k tio n  d e s  F r ä s e r v e r d r e h w in k e ls  b e i m it  0 ,2  m m  S ch la g  a r b e i te n d e m

F r ä s e r ,  s'z =  0 ,1 0 1 8  m m

<Pz° <Pi° hx [mm] h'x [mm] qx =  b'x hx 
[mm2] kx [kp/mm1] p x [kp]

60 0 0 0 0 — 0
63 3 0,00712 0,00554 0,0628 740 46,4
66 6 0,01065 0,00840 0,0953 675 64,5

69 9 0,0159 0,0126 0,141 621 88,0
72 12 0,0213 0,0172 0,185 580 107
75 15 0,0264 0,0216 0,224 555 124
78 18 0,0315 0,0269 0,267 530 141
81 21 0,0365 0,0317 0,345 511 176
84 24 0,0415 0,0380 0,333 492 165
87 27 0,0463 0,0445 0,274 467 128
90 30 0 0 0 0 0

Bei der Berechnung führen wir eine Vereinfachung ein. Nämlich der 
Geschwindigkeitsvektor verändert sich ständig, aber diese Veränderung ist 
zwischen cp' =  63° und cp' =  87° gering, so daß wir mit konstanter Vorschub
veränderung kalkulieren können. Der Vorschub je Zahn wird bei cp' =  81°: 
s' =  s z +  sx — 0,05 -j- sin 81° s ’ =  0,05 -j- 0,988 • 0,0524 =  0,1018 mm sein.

Die Umfangskraft ist bei cp' =  63° noch gering, bei cp' =  69° ist sz -j- sx =  
=  0,05 -f- sin 69° s' =  0,05 +  0,934 • 0,0524 =  0,099 mm. Die ganze Diffe
renz ist 0,1018 — 0,099 =  0,0028 mm, also nur 2%, und damit ist die Richtig
keit der eingeführten Vereinfachung bewiesen. Dieses 2% kompensiert die 
Vergrößerung der Spantiefe in dieser Position, welche Vergrößerung bei der 
früheren Berechnung vernachläßigt wurde.

Die Werte der Umfangskraftveränderung des Fräserzahnes mit größter 
Belastung sind in der Tafel II  angegeben. Diese Werte sind mit gestrichelter 
Linie auch in Bild 3 eingetragen.
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Es sei erwähnt, daß der genaue W ert der Umfangskraft bei <p' =  69° 
auch berechnet wurde, welcher P x =  86 kp beträgt, anstatt des in der Tafel II 
angegebenen Wertes von P x =  88 kp. Die Differenz, d. h. Mehrumfangskraft 
tr itt infolge der Vergrößerung der Spantiefe von 4 mm auf 4,1 auf.

Aus diesem und den in Tafel I angegebenen Werten sowie aus den Dia
grammen ist zu ersehen, daß die Charakter der Umfangskraftveränderungen 
ähnlich sind. In dem Folgenden genügt es, die größten Belastungen der ein
zelnen Zähne auszurechnen. Die ausgerechneten größten Werte der einzelnen 
Zahnbelastungen sind in der Tafel I I I  angegeben, und der Ablauf der Umfangs
kraftveränderungen ist für alle 12 Zähne in Bild 3 mit gestrichelter Linien 
auch angeführt.

T a fe l  I I I

D i e  B e s t im m u n g e n  d e r  g r ö ß te n  U m fa n g s k r ä f te  d e s  m i t  S ch lag  0 ,2  m m  a r b e i te n d e n  
F r ä s e r s  in  d e n  e in ze ln e n  Z a h n p o s i t io n e n ,  b x =  9 ,3 5  m m

Zahn-
position Tx° sin <p'x S X  —

=  s sin (p‘
s'z = st + sx

[mm]

hx =
s't sin 21° 

[mm]

hi = 
0,875 hx

[mm]

1 t =  ЬРн 
[mm2]

kx
[kp/mm]2

■Pmax
Рф]

I 21 0,358 0,0188 0,0689 0,0247 0,0216 0,230 553 127
и 51 0,777 0,0406 0,0906 0,0325 0,0285 0,304 523 159

h i 81 0,988 0,0518 0,1018 0,0365 0,0320 0,345 511 176
IV 111 0,934 0,049 0,099 0,0356 0,0313 0,293 512 150
V 141 0,629 0,033 0,083 0,0298 0,0262 0,245 531 130

VI 171 0,156 0,0082 0,0582 0,0209 0,0184 0,196 575 112
VII 201 — 0,358 -0,0188 0,0312 0,012 0,0105 0,097 644 62,4

VIII 231 -0 ,777 —0,0406 0,0094 0,00034 0,0003 0,0032 1390 4,4
IX 261 —0,988 —0,0518 -0,0018 0 0 0 OO 0
X 291 -0 ,9 3 4 —0,049 0,001 0,00036 0,0003 0,0034 1350 4,5

XI 321 -0 ,629 —0,033 0,017 0,0061 0,0054 0,057 746 42,1
XII 351 -0 ,156 —0,0087 0,0418 0,0152 0,0132 0,123 616 76,0

Vom Diagramm des Bildes 3 sehen wir, daß die Umfangskräfte bei Zähnen 
von Positionen I — V I  größer sind als die Umfangskraft des genau laufenden 
Zahnes, aber die Umfangskräfte bei den übrigen Zähnen sind geringer. Die 
Zähne von Positionen V I I I  und X  mit größten 4,4 resp. 4,5 kp Umfangs
kräften und der Zahn von I X  greift in das Arbeitsstück überhaupt nicht ein.

Laut obigem ist die größte Umfangskraft bei dem genau laufenden Fräser 
P щах =  100 kp und N max =  0,369 PS. Die größte Umfangskraft steigt bei 
dem unrundlaufenden Fräser bis P^ax =  176 kp und die Leistung bis auf 
lVmax =  0,65 PS.

Die bisher angeführten Umfangskraftwerte beziehen sich auf scharfe 
Werkzeuge. Wenn wir annehmen, daß man hei diesem Formfräsern bis zu 
einem Freiflächenverschleiß A =  0,3 mm arbeiten kann, so vergrößern sich
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die Umfangskräfte infolge des Freiflächenverschleißes beträchtlich. Der Faktor 
der Vergrößerung der Umfangskraft als Funktion des Freiflächenverschleißes 
und der mittleren Spandicke ist mit Schnellstahlwerkzeugen bei Stahlbearbei
tung:

K AS — 1 +
0,289
/ /  0,59 nm

(A -0 ,1 ) .

Mit dieser Formel kann errechnet werden, daß die vergrößerte Umfangs
kraft bei genaulaufenden Fräser mit einem Freiflächenverschleiß von^l =  0,3mm 
gemäß der schon berechneten Daten:

wird, und

K As =  1 H----- 0,289 (0,3 -  0,1) =  1,68
0,2560’59

P maxA =  K AS P max =  1,68 • 100 =  168 kp ,

und die momentane größte Zerspanungsleistung N maxA =  0,62 PS wird.
Bei dem mit Bezeichnung I I  von 0,2 mm Schlag laufenden Fräserzahn 

wird die größte Umfangskraft bei einem Freiflächenverschleiß von A =  0,3 mm 
sich auch erhöhen und zwar ist in diesem Falle

und daher

K'AS =  1 -}----- ---89 -  (0,3 -  0,1) =  1,445 ,
0 ,0 3 1 7 0 .5 »  V '

=  1,445-176 =  254 k p ,

und die momentane größte Zerspanungsleistung N maxA =  0,94 PS.
Die größte Zerspanungsleistung ist sogar bei dem unrundlaufenden F rä

ser, betrachtend die Antriebsleistungen der mittleren Fräsmaschinen, gar nicht 
groß, kaum  1 PS. Aber die momentan auftretende größte Umfangskraft ist 
sehr beträchtlich: P'maxA=  254 kp. Dieser Wert kann schon so hoch sein, daß 
ihm das System — Fräsmaschine, Arbeitsstück und Werkzeug — nicht 
gewachsen ist. Nämlich alle solche Systeme ■— Werkzeugmaschine, Arbeits
stück und Werkzeug — haben eine zulässige Kraftgrenze, bei welcher die Zer
spanungsarbeit normalerweise noch durchführbar ist. Über diese Grenze ist 
eine anstandslose Fräsarbeit unmöglich.

In  der Praxis stellt man die Beanspruchung dieses Systems — Fräs
maschine, Arbeitsstück, Werkzeug — ohne Berechnung auf die obige Grenze 
ein, folglich muß das System naturgemäß Kraftschwankungen ertragen.

Wenn diese Grenze überschritten wird, können auch schädliche Schwin
gungen auftreten, wodurch die anstandslose Fräsarbeit, wie schon vorgehend 
bemerkt worden ist, unmöglich wird.
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Beim Fräsen mit unrundlaufendem Werkzeug wird die zulässige Kraft
grenze schon bei geringerem Vorschub je Zahn eintreten, und so wird die Pro
duktivität der Fräsarbeit demgemäß niedriger.

Wir nehmen an, daß die zulässige Kraftgrenze bei unserem Beispiel 
168 kp beträgt und bei genaulaufendem Fräser mit S  =  52,6 mm/min bei 
Freiflächenverschleiß A =  0,3 mm nicht überschritten wird. Aber der unrund
laufende Fräser überholt diese Grenze bei Freiflächenverschleiß A —  0,3 mm

B i ld  5 . D ie  B e s t im m u n g  d e r  O b e r f lä c h e n g ü te  b e i  u n ru n d la u fe n d e m  F r ä s e r

um 51%. Daraus folgt wieder, daß wir in diesem Falle den Vorschub beschrän
ken müssen. Gemäß dieser Annahme kann man ohne komplizierte Berechnung, 
im Verhältnis der größten Kraftschwankungen 168/254 den Vorschub annä
hernd vermindern. Das bedeutet dann, daß der Vorschub je Zahn anstatt 
0,05 mm nur mit 0,032 mm angenommen werden kann, womit derVorschub/min 
sich von 52,6 mm/min auf 34 mm/min, also um 35% vermindert.

Man muß sich bei Verwendung von unrundlaufenden Fräsern auch noch 
mit der Veränderung der erreichbaren Oberflächengüte befassen. In  diesem 
Falle betrachten wir das Fräsen als eine Dreharbeit mit einem Drehmeißel 
von einer Eckenabrundung R  =  30 mm und mit einem Vorschub je Werk
stückumdrehung von 0,6 mm. Der Eckenhalbmesser entspricht dem Fräser
halbmesser R , der Vorschub desgleichen dem je Fräserumdrehung su. Daher 
entspricht die größte Rauheit Rmax der Höhe eines Kreisabschnittes mit einem 
Halbmesser gleich dem Fräserhalbmesser und mit einer Länge entsprechend 
dem Vorschub je Fräserumdrehung (Bild 5).

Die Höhe des Kreisabschnittes resp. R max wird:

i?max =  R  — —  У‘í R 2 -  s* =  30 -  — /3600 -  0,36 <  0,0015 mm.
2 2

Dieser Wert entspricht einer theoretischen mittleren Rauheit R a 0,3 g 
Das ist aber ein so geringer Wert, welcher bei einem mit kleiner Schnitt
geschwindigkeit arbeitenden Werkzeug — wie ein Schnellstahlfräser — uner
reichbar ist. Nämlich die durch die Werkzeugschneide hervorgerufene Reiß
wirkung verursacht auf den Metallkristallcn eine viel gröbere Rauheit.
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Der Einfluß der senkrechten Komponente des Unrundlaufens wird durch 
die Arbeit der Fräserzähne während einer Fräserumdrehung ausgeglichen.

Zuletzt untersuchen wir noch die Standzeit des genaulaufenden und des 
unrundlaufenden Fräsers. So bekommen wir einen Vergleich der Werkzeug
kosten. Nachdem alle Zähne des genaulaufenden Fräsers mit gleicher Belastung 
arbeiten, so erreichen die Zähne gleichmäßig den zulässigen Freiflächenver
schleiß A  =  0,3 mm. Nach Beendigung der Standzeit muß man den Fräser 
wieder nachschärfen. Es kann Vorkommen, daß manche Zähne des unrund
laufenden Fräsers bedeutend mehr belastet werden. Nämlich wenn ein am 
meisten belasteter Zahn den Freiflächenverschleiß A —  0,3 mm erreicht, dann 
muß man den ganzen Fräser nachschärfen, abgesehen davon, daß einige 
Zähne kaum oder gar keinen Freiflächenverschleiß aufweisen.

In  unserem Beispiel muß der Fräserzahn des unrundlaufenden Fräsers, 
in Position I I ,  eine Mehrlast von 76% ertragen. Dadurch wird die Standzeit 
dieses Zahnes sich in Verhältnis 1/1,76 verkürzen. Dies allein gibt eine auf 
57% beschränkte Standzeit. Aber diese Mehrbelastung wird mit rund zwei
fachem Vorschub je Zahn durchgeführt. Dieser Umstand wird noch weitere 
Standzeitbeschränkung hervorrufen.

Die Zusammenhänge der Standzeit des konvexen Formfräsers können 
wir laut der Kaschirinschen Formel folgenderweise bestimmen. Bei einer 
bestimmten Standzeit wird die anwendbare Schnittgeschwindigkeit:

und die Standzeit:

V
C

I'D ,33 s 0,2
m/min

T = C3
,3 «0,6Vй s

min.

Nachdem die Schnittgeschwindigkeit unverändert bleibt, so wird die 
abzuarbeitende Metallmenge je Zahn und der Vorschub je Zahn zunehmen. 
Die Standzeit für den unrundlaufenden Fräser wird daher:

T ' =
1

1,76-2°'e
1

2,67
ergeben.

Laut der obigen Formel sollte man nur die Differenz des Vorschubes je 
Zahn in Kauf nehmen. Da aber keine ausführliche Versuchsdaten uns zur 
Verfügung stehen, so scheint es richtiger, auch die Differenz in die abzuarbei
tende Metallmenge einzurechnen.

So sieht man, daß die Standzeit des mit 0,2 mm Schlag unrundlaufenden 
Fräsers nur 37,5% des genaulaufenden Fräsers beträgt. Wenn der größt- 
belastete Zahn den Freiflächenverschleiß A =  0,3 mm erreicht, so muß man
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den Fräser, wie schon erwähnt, gänzlich nachschärfen. Das zeigt, daß die 
Werkzeugkosten sich hei Fräsarbeiten mit solchem unrundlaufenden Fräser 
fast auf das Dreifache erhöhen.

Z usam m en fa ssen d  die Ergebnisse der Arbeit des Fräsers unter den ange
nommenen Verhältnissen unseres Beispiels bzw. von den ausgerechneten 
Daten, ziehen wir folgende Folgerungen: Wenn die größte zulässige Belastung 
des Systems — Werkzeugmaschine, W erkstück und Werkzeug — z. B. 168 kp 
ist, kann der mit 0,2 mm Schlag arbeitende Fräser nur mit 0,032 mm Vorschub 
je Zahn arbeiten, gegenüber dem genaulaufenden Fräser mit 0,05 mm Vor
schub je Zahn. Die Folge ist, daß die Maschinenhauptzeit sich auf 65% ver
mindert und außerdem werden die Werkzeugkosten auf das 2,67-fache erhöht.

Aus der Ableitung des angeführten Beispieles ist es klar, daß die Pro
duktivität, mit dem Verhältnis des Schlages zum Vorschub je Zahn, abnimmt. 
Die Werkzeugkosten erhöhen sich bei unrundlaufendem Fräser auf das Mehr
fache gegenüber dem genaulaufenden Fräser.

Die vorgeführten zahlenmäßigen Daten beweisen ganz klar, wie wichtig 
es ist den Rundlauf des Fräsers ganz genau zu halten. Die hierzu benötigte 
Sorgfalt zahlt sich reichlich aus. Endlich soll da noch nachdrücklich darauf 
hingewiesen werden, daß viele Betriebe existieren, in welchen wegen ungenü
gender Werkzeugkontrolle die Fräser unrundlaufen. In solchen Betrieben 
könnte die Produktivität der Fräsarbeit durch genaulaufende Fräser bedeutend 
erhöht werden. Laut des angeführten Beispieles kann diese Erhöhung etwa 
20% erreichen und die Werkzeugkosten über die Hälfte vermindert werden.
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I N F L U E N C E  O F  T H E  C IR C U L A R  R U N N IN G  A C C U R A C Y  
O F  M I L L I N G  C U T T E R S  O N  P R O D U C T IV IT Y  A N D  T O O L  C O S T S

A. HORNUNG

S U M M A R Y

E s p e c ia lly  in  t h e  c a se  o f  p e r ip h e ra l  m il l in g ,  t h e  t r u e  c irc u la r  r u n n in g  o f  t h e  m illin g  
c u t t e r  e x e r ts  a  m a rk e d  in f lu e n c e  on  p r o d u c t iv i ty  a n d  to o l  c o s ts  as w ell. B y  s h o w in g  a n  e x a m p le  
o f  m ill in g  p r a c t ic e , t h e  in v e s tig a t io n  c a r r ie d  o u t  b y  th e  a u th o r  r e su lts  in  s t a t i n g  t h a t  in  th e  
case  o f  a  r a d ia l  r u n - o u t  o f  0 ,2  m m , w h e n  c a r r y in g  o u t  p ro file  m illin g , th e  m a in  m a c h in in g  
t im e  d e c re a s e s  b y  3 5 % , w h e re a s  to o l c o s ts  r ise  to  a  2 ,6 7 - t im e s  h ig h e r  lev e l. I n  v ie w  o f  t h e  la rg e  
n u m b e r  o f  in a c c u r a te  m il l in g  c u t te r s  in  th e  w o rk s h o p s  i t  is  w o rth -w h ile  to  p r o v id e  t r u e  r u n n in g  
to o ls ,  s in c e  b y  su c h  m e a s u re s  p ro d u c t iv i ty  c a n  b e  r a is e d  b y  a b t .  2 0 %  a n d  to o l  c o s ts  c a n  he  
c u t  d o w n  to  n e a r ly  5 0 % .
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L ’I N F L U E N C E  D E  L A  P R É C I S IO N  D E  C O U R S E  D E  L A  F R A I S E  
S U R  L A  P R O D U C T I V I T É  E T  L E S  F R A I S  D ’O U T IL L A G E

A. HORNUNG

R É S U M É

L a  p ré c is io n  d e  c o u rse  d e s  f ra is e s  a  u n e  t r è s  g r a n d e  in f lu e n c e ,  p a r t ic u l iè re m e n t  c h e z  le s  
f r a is e s  à  s u r f a c e r  en  b o u t ,  s u r  la  p r o d u c t iv i t é  e t  les f r a is  d ’o u t i l la g e .  P a r  u n  e x e m p le  p r a t i q u e ,  
l ’a u t e u r  d é m o n tr e  n u m é r iq u e m e n t  q u ’e n  cas  de  p ro f i la g e  à  la  f ra is e  e t  d a n s  le s  c o n d i t io n s  
d o n n é e s ,  le  te m p s  m a c h in e  d im in u e  d e  3 5 %  chez le s  f r a is e s  t r a v a i l l a n t  av ec  u n  j e u  d e  0 ,2  m m , 
e n  m ê m e  te m p s  q u e  le s  f r a is  d ’o u t i l la g e  a u g m e n te n t  d e  2 ,6 7  fo is . É t a n t  d o n n é  l ’im p ré c is io n  
d e  c o u r s e  d ’u n  tr è s  g r a n d  n o m b r e  d e  f ra ise s  u t i l is é e s  d a n s  le s  u s in e s , on  a  t o u t  i n t é r ê t  à  
v e i l le r  à  l e u r  p ré c is io n  d e  c o u rse , c a r  o n  a r r iv e  a in s i à  a u g m e n te r  d ’e n v . 20%  la  p r o d u c t iv i t é  d u  
f r a is a g e ,  t o u t  en  d im in u a n t  d ’u n e  m o it ié  e n v . les f ra is  d ’o u t i l la g e .

ВОЗДЕЙСТВИЕ ТОЧНОСТИ ХОДА ФРЕЗ НА ПРОИЗВОДИТЕЛЬНОСТЬ И 
РАСХОДЫ НА ИНСТРУМЕНТ ПРИ ФРЕЗЕРНОЙ ОБРАБОТКЕ

А. ХОРНУНГ

РЕЗЮМЕ

Точность хода фрез очень сильно воздействует на производительность и расходы 
на инструмент при обработке цилиндров. Автор в рамках практического примера числен
но доказывает, что в случае фасонного фрезерования наряду с заданными условиями, 
основное машинное время в случае фрезы, работающей с биением 0,2 мм, уменьшается на 
35%-ов, в то же время расходы на инструмент возрастают в 2,67 раза. Вследствие того, 
что в производственных цехах имеется очень много фрез с неточным ходом, из этого 
можно сделать вывод, что вопросу точности хода фрез стоит уделить соответствующее 
внимание, так как этим производительность фрезерных работ можно повысить прибл. 
на 20%-ов и снизисть расходы на инструмент примерно до половины.
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L . G. Johnson:

T H E O R Y  A N D  T E C H N IQ U E  O F  V A R IA T IO N  R E S E A R C H  

E ls e v ie r  P u b l is h in g  C o m p a n y , A m s te rd a m -L o n d o n -N e w  Y o rk ; p . 105, f ig . 3 4 , t a b l .  24.

T h e  l i t e r a tu r e  h a s  p r o d u c e d  o n ly  v e ry  few  b o o k s  d e a lin g  w ith  th e  o a n n in g  a n d  u p - to -  
d a te  e v a lu a t io n  o f  e x p e r im e n ts .  T h e se  to p ic s  w e re  t r e a t e d  in  th e  e x c e lle n t  f u n d a m e n ta l  w o rk  
“ D es ig n  a n d  a n a ly s is  o f  i n d u s t r i a l  e x p e r im e n ts ”  o f  O w en  L . D a v ie s . T h e  w o r k  o f  D a v ie s  
w a s  p u b l is h e d  in  1954, i t s  e x t e n t  is  636 p a g e s . T h e  p r e s e n t  b o o k  o f  L . G. J o h n s o n  c o n ta in s  
100 p a g e s  o n ly . I n  s p i te  o f  th is ,  th e  l a t t e r  y ie ld s  a  c le a r  a n d  c o m p re h e n s ib le  s u r v e y  o n  all 
q u e s t io n s  w h ic h  a re  im p o r t a n t  fo r  p r a c t is in g  e n g in e e rs . F o r  in s ta n c e , in  th e  c a se  w h e n  a  s in g le  
p h e n o m e n o n  is in f lu e n c e d  b y  th r e e  in d e p e n d e n t  v a r ia b le s ,  th e  a u th o r  sh o w s h o w  th e  e x p e r i 
m e n ts  sh o u ld  b e  p la n n e d . H e  e x p o u n d s  in  d e ta i l  a lso  th e  q u e s tio n , w h e n  m u s t  t h e  d if fe re n c e  
o f  tw o  p h e n o m e n a  b e  c o n s id e re d  a s  s ig n if ic a n t  b y  t a k in g  in to  a c c o u n t th e  s c a t t e r in g  o f  m e a s u re 
m e n ts .  T h e se  cases a re  e x a m p le s  f ro m  th e  w e ll c h o s e n  m a t t e r  o f  th e  b o o k  w h ic h  is  c o m p ile d  
w i th  r e g a rd  to  th e  c la im s  o f  t h e  e n g in e e r in g  p r a c t ic e .  I n  o rd e r  to  so lv e  th e  p ro b le m s , t h e  a u th o r  
a p p lie s  t h e  W e ib u ll’s f u n c t io n .  C o n s e q u e n tly , a ll th e  p ro b le m s  c a n  b e  t r e a t e d  in  t h e  s a m e  w ay . 
I n  o rd e r  to  a v o id  c o m p lic a te d  m a th e m a t ic a l  to o ls ,  th e  a u th o r  o f te n  a p p l ie s  t h e  g ra p h ic a l  
m e th o d ,  t h u s  a  m e th o d  w h ic h  is  e a s y  to  u n d e r s ta n d  f o r  p r a c t is in g  e n g in e e rs . T h e  p r im a r y  a im  
o f  th is  b o o k  o f  L . G. J o h n s o n  is  to  fu lf i l  th e  e x p e c ta t io n s  o f  in d u s tr ia l  p r a c t ic e .  I n  a d d i t io n ,  
i t  w ill a lso  b e  u se fu l in  c e r ta in  d o m a in s  o f  la b o r a to r y  re se a rc h e s .

L .  G ille m o t

L . G. Johnson:

T H E  S T A T IS T IC A L  T R E A T M E N T  O F  F A T IG U E  E X P E R I M E N T S  

E ls e v ie r  P u b l is h in g  C o m p a n y , A m s te rd a m -L o n d o n -N e w -Y o rk  1964; p . 114 , f ig . 3 2 , t a b l .  23.

T h e  a p p l ic a t io n  o f  th e  m a th e m a t ic a l  s t a t i s t i c s  to  e n g in e e r in g  p ro b le m s  w a s  c o n s id e ra b ly  
p ro m o te d  b y  th e  s c ie n tif ic  a c t i v i t y  o f  L . G . J o h n s o n . I n  th is  p r e s e n t  b o o k  h e  d e a ls  w i th  th e  
s t a t i s t i c a l  t r e a tm e n t  o f  f a t ig u e  e x p e r im e n ts .  O f  a l l  d i s t r ib u t io n  fu n c t io n s , w h ic h  m a y  se rv e  
fo r  th is  p u rp o s e , th e  W e ib u l l ’s fu n c t io n  is ch o se n  h e re . T h is  ch o ise  is  ju s t i f i e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  
t e n t a t i v e  s t a n d a r d  o f  th e  A m e r ic a n  S o c ie ty  fo r  T e s t in g  M a te r ia ls  (A STM ) h a s  in  1962  p re sc r ib e d  
th e  u se  o f  th i s  f u n c t io n . I n  o r d e r  to  e lu c id a te  th e  u se  o f  W e ilb u ll’s f u n c t io n ,  t h e  a u th o r  e la b o 
r a t e s  s e v e ra l  e x a m p le s  in  a  v e r y  c o m p re h e n s ib le  s im p le  s ty le ,  n o t  o n ly  fo r  t h e  e v a lu a t io n  o f 
f a t ig u e  e x p e r im e n ts ,  b u t  a lso  fo r  th e  p la n n in g  o f  th e s e  e x p e r im e n ts .  A l th o u g h  th e  b o o k  is 
w r i t te n  fo r  p r a c t is in g  e n g in e e r s  a n d  c o n ta in s  th e  e x p la n a t io n  o f  th e  m a th e m a t ic a l  b a s ic  c o n 
c e p ts ,  y e t ,  i t  is  a s su m e d  t h a t  t h e  r e a d e r  is  a lr e a d y  f a m i l i a r  w i th  th e  W e ib u ll’s f u n c t io n .  T h e re 
fo re  i t  se e m s to  b e  e x p e d ie n t  t h a t  th e  b e g in n e rs  sh o u ld  g e t  to  k n o w  th e  m a th e m a t i c a l  b a s ic  
c o n c e p ts  f ro m  o th e r  so u rc e s , e .g . f ro m  th e  a b o v e - m e n t io n e d  s ta n d a rd s .  S u m m a r iz in g  a l l  th e s e , 
o n e  ca n  a s c e r ta in  t h a t  th is  w o rk  is a n  im p o r ta n t  a n d  u s e fu l  h a n d b o o k  fo r  e n g in e e r s .

L . G illem n

Acta T echn ica  A cadem iae S c ien tiarum  H u n g a r ic a e  57 , 1967





I N D E X

Geleji, A .— Voith, M.— Mecseki, . / .— Tóth, L.: R echnerische  G ru n d lag en  fü r  d ie  B em es
su n g  de r P ilger walz w erke, I  — C alcu la ting  P rinc ip les for th e  D esign  o f  P ilg rim ’s 
Seam less T ube  R olling  M ills, I  — F o n d e m en ts  d u  calcul p o u r le d im e n sio n n e m e n t 
des lam ino irs à  p a s  de  pèlerin , I — Гелей, A .— Boum, M .—Мечеки, Й .—Тот,
Л. : Математические основы расчета пильгерных станов, I .................................227

Huszlhy, L.: A nalysis o f G ro u n d  W orm  Surfaces — A n a ly tisch e  U n te rsu c h u n g  der 
geschliffenen S ch n eckenfläche  — E x am en  a n a ly tiq u e  de la su rfa ce  d ’u n e  vis 
re c tif ié e  — Xycmu, Л. : Аналитическое исследование шлифованной спираль
ной поверхности.........1.........................................................................................................  261

Heller, G.— Rosta, L. : W ah l d e r B e tr ie b sch a ra k te r is tik e n  des L u f tv e rd ic h te rs  u n d  des 
H a u p tlu f tb e h ä lte rs  a n  E isen b a h n trie b fah rz eu g e n  a u f  G ru n d  de r B e tr ie b sa n fo rd e 
ru n g e n , I I  — D im ension ing  P rin c ip les  o f th e  A ir-C om pressor a n d  th e  M ain  A ir- 
R eceiver fo r th e  B ra k e -E q u ip m e n t in  R ailw ay -T ra in s, I I  — Choix, d u  p o in t  de  vue  
de l ’ex p lo ita tio n , des c a ra c té ris tiq u es  des com presseurs e t réserv o irs  d ’a ir  com prim é 
des engins de tra c tio n  fe rro v ia ires , II — Хеллер, Д .—Рошта, Л. : Выбор харак
теристик оборудования по выработке и аккумуляции сжатого воздуха на 
основе производственных соображений, для случая железнодорожной тяги, 11 275

Sólyom, J .:  S tu d y  on  th e  R e c ry s ta lliz a tio n  o f P u re  C opper T echn ica l G ra d e  — U n te r 
su ch u n g  der R e k ris ta llisa tio n  v o n  tech n isch  re in em  K u p fe r — E x a m e n  de la 
rec ris ta llisa tio n  du  cu iv re  tech n iq u e  p u r  — Шойом, E. : Исследование рекри
сталлизации технически чистой меди.............................................................................  297

Benyó, Р.: A nw endung  der W elleng leichungen  a u f  ku rze  R o hre , I I  — A p p lica tio n  of 
W av e  E q u a tio n s  to  S h o rt P ipes, I I  — A p p lica tio n  des é q u a tio n s  d ’on d es aux  
tu b e s  co u rts , I I  — Бенъо, П. : Применение волновых уравнений к коротким 
трубам, II ................................................................................................................................  309

Reményi, К.: In v e stig a tio n  o f th e  D is tr ib u tio n  by  W eig h t P e rc en t o f  th e  C o m p o n en ts 
in  Size F rac tio n s  o f G ro u n d  P ro d u c t M ix tu res — Die U n te rsu ch u n g  d e r  G ew ich ts
p ro zen t-V erte ilu n g  v o n  K o m p o n e n te n  in  den F ra k tio n e n  n a ch  K o rn g rö ß e  der 
M ah lg ü te r von  S to ffgem ischen  — É tu d e  de la  d is tr ib u tio n  en p o u rc e n t  de  poids 
des co m posan tes , d a n s  les frac tio n s  g ra n u la m é triq u e s  des m élan g es de  p ro d u its  
Ьгоуез — Ременч, К .: Анализ распределения по весовому проценту грануло
метрических фракций помолов смесей материалов .................................................... 333

Krysko, W. W.— Fenton, R. G.: C o n trib u tio n  to  th e  P rob lem  of E x tru s io n  o f L ead 
a n d  L ead Alloys — B e itrag  zum  S tran g p ressen  von B lei u n d  B le ileg ieru n g en  — 
C o n trib u tio n  au  p rob lèm e du  filage à la  ргеззе d u  p lom b e t des a lliag es de p lom b 
— Криско, В. В .— Фентон, P. Г. : К проблеме прессования пруткового 
материала из свинца и свинцовых сплавов ............................................................  345



Varga, J .— Sebestyén, Gy. : C o n tr ib u tio n  to  th e  In v estig a tio n  o f th e  In te n s ity  o f C av ita tio n  
E ro s io n  — B eiträge  zu r U n te rsu c h u n g  der In te n s i tä t  d e r  K av ita tio n se ro s io n  — 
C o n trib u tio n  à l ’é tu d e  de  l ’in te n s ité  de l’érosion p a r  c a v ita t io n  — Варга, И .— 
Шебештьен, Дь. : Д о п о л н ен и е  к  исследованию  ин тенсивности  кавитационной  
эр о зи и  ..........................................................................................................................................................  373

Varga, J .— Sebestyén, Gy.: C a v ita tio n  Noise S pectrum  a n d  C a v ita tio n  D am age — S chall
sp e k tru m  der K a v ita t io n  u n d  d ie  K av ita tio n sk o rro s io n  — P ro fil de b ru it  de la 
c a v ita tio n  e t d e s tru c tio n  p a r  c a v ita tio n  — Варга, Й.—Шебештьен, Дь. : Спектр 
кавитационного  ш ум а и кавитационное р азр у ш ен и е  .............................................. 383

Bella, Е .— Gulyás, J .—Juhász, S .:  D e r  V organg der W arm v erfo rm u n g  des K u p fe rs  bei 
versch ied en en  V erfo rm u n g sg esch w in d ig k e iten  — P ro cess  o f H o t F o rm in g  o f R ed  
C opper a t  D ifferen t F o rm in g  Speeds — Les p rocessu s de faço n n ag e  à ch au d  du 
c u iv re  rouge à v ite sses  d e  façonnage d ifféren tes — Белла, Э.—Гу ЯШ, И.— 
Юхас, Ш. : П роцесс п р о т е к а н и я  горячей о бр або тки  меди при  различны х 
ско р о стях  обработки ............................................................................................................................ 397

Hornung, A .:  D er E in fluß  d e r R u n d lau fg e n au ig k e it des F rä se rs  a u f  d ie P ro d u k tiv itä t  u n d  
d ie  W erkzeugkosten  b e im  F rä s e n  — Influence of th e  C ircu la r  R u n n in g  A ccuracy 
o f  M illing C utters on  P r o d u c t iv i ty  and  Tools Costs — L ’in flu en ce  de la précision  
de  course de la fraise  su r  la  p ro d u c tiv ité  e t les fra is  d ’o u tillag e  — Хорнунг, A. : 
В оздействие точности х о д а  ф р ез на производительность и  расходы  на ин стру
м ен т  при фрезерной о б р а б о т к е  ................................................................................................... 415

B O O K  R E V IE W  —  B U C H B E S P R E C H U N G  —  COM PTE R E N D U  D E  L IV R E S  —  О Б З О Р  К Н И Г

L. G. Johnson: Theory  a n d  T e c h n iq u e  of V aria tio n  R e se ra rc h  (L. Gillemot) . . ......................  429

L G. Johnson: The S ta tis tic a l T r e a tm e n t  o f Fatigue  E x p e r im e n ts  (L. Gillemot)..............  429

Printed in Hungary

A kiadásért felel az Akadémiai Kiadó igazgatója Műszaki szerkesztő: Farkas Sándor
A kézirat nyomdába érkezett: 1966. XII. 29. — Terjedelem: 18 (A/5) ív, 125 ábra, 4 melléklet

66.63272 Akadémiai Nyomda, Budapest — Felelős vezető: Bernât György



A .  G e l e j i — M .  V o i t h — J .  M e c s e k i — L. T ó t h : Calculating Principles for 
the Design of Pilgrim's Seamless Tube Rolling Mills, Part I

In  m ak in g  seam less tu b e s  h a v in g  d iam e te rs  w ith in  th e  ran g e  o f 4 to  16 
inches, th e  p rocess o f  ro llin g  carried  o u t acco rd ing  to  th e  M an n csm an n  
princip le  becom es in  o u r tim es  th e  m o st p re fe rred  m eth o d . T h u s , e v e ry 
w here  in  th e  w orld  th e  so lu tio n  of techn ica l-econom ica l p rob lem s, w h en  
ask ing  how  to  in crease  p ro d u c tiv i ty  o f su ch  ro lling  tra in s , becom es d a y  
b y  d ay  m ore im p o r ta n t.  T h is  is well p ro v ed  b y  th e  ever increasing  n u m b e r  
o f pap ers  d ealin g  w ith  th is  q u estio n  w ith in  th e  fram e  of in te rn a tio n a l  
tech n ica l p e rio d ica ls  a n d  also  of p a te n t  ap p lica tio n s . P ro d u c tiv i ty  o f 
p ilg rim ’s ro llin g  tra in s  is p ro p o rtio n a l to  th e  speed o f ro lls and  th e  a d v an c e  
per ro ta tio n . T h e  m ax im u m  of p ro d u c tio n  is d e term ined  b y  th e  spec ia l 
m ax im a of b o th  speed a n d  ad v an c e  w hen th e y  are  in  harm on ic  c o rre la tio n . 
B y  a  th o ro u g h  an a ly s in g  o f th e  in te rd ep en d en ce  be tw een  speed a n d  
ad v an ce , in  th is  p a p e r  th e  co rresp o n d in g  v a lu es o f m ax im a  are  d e te r 
m ined  by w hich  th e  q u a li ty  re q u ire m e n ts  o f th e  tu b es can  be  re a c h e d  
th ro u g h  a n  u n d is tu rb e d  ro llin g  process.

Acta Techn. Hung. 57  (1 9 6 7 ), 2 2 7 - 2 6 0

\

Acta Techn. Hung. 57 (1967), 261— 274 

L .  H u s z t h y : Analysis of Ground Worm Surfaces
T he e q u a tio n  th a t  desc rib es th e  w orm  su rface  is se t up  by  a n a ly tic a l 
m ethods. T h e  case d e a lt w ith  is ch a ra c te riz ed  by  a  w orm  th a t  is g ro u n d  
by m eans of a  g rin d in g  w heel h a v in g  a  trap e zo id  as m erid ional sec tio n . 
T lie g rin d in g  w heel is su p p o sed  to  p erfo rm  a hélicoïdal m o v em en t a ro u n d  
th e  w orm  ax is  th a t  is a ssum ed  to  s ta n d  a t  a fix ed  p o sition , w h e reb y , 
du rin g  th is  m o v em en t, th e  ang le  enclosed b y  th e  w orm  axis a n d  th e  to o l 
ax is is c o n s ta n t a n d  so is  th e  n o rm al tra n sv e rsa l line  o f th ese  axes. T h e  
m ov in g  to o l g en era te s  a b u n d le  o f su rfaces; th e  fin ished  su rface  o f  th e  
w orm  is b u t  th e  en v elop ing  su rface  o f th ese  g en era ted  surfaces. T h e  
e q u a tio n  o f th e  w orm  su rface  can  be  used  as a  su itab le  m eans fo r an a ly s in g  
th e  face-section , th e  ax ia l section  an d  th e  sec tions paralle l to  th e  a x ia l  
p lane . T he m e th o d  ex p o u n d ed  is based  on th e  e lem en ts o f th e  v e c to r  a n d  
ten so r calculus.

Acta Techn. Hung. 56 (1966), 65— 74; 57 (1967), 2 7 5 -2 9 6

G y . H e l l e h — L .  R o s t a : Dimensioning Principles of the Air-Compressor 
and the Main Air-Receiver for the Brake-Equipment in Railway-Trains

T he p rin c ip les  developed  in  th is  p a p e r  sh o u ld  ensu re  a m ore  c o n s is te n t 
m e th o d  fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  m ain  d im ensions o f  th e  a ir  co m p resso r 
an d  th e  m ain  a ir-rece iv er th a n  w as possib le  b y  re ly ing  on th e  tra d i t io n a l  
m eth o d  o f ro u tin e -lik e  choice o f p a ram e te rs . C onditions o f ru n n in g  a n d  
th e  necessa ry  a ir-su p p ly  a re  in v es tig a te d  in  o rd er to  f in d  th e  o p e ra tio n - 
co n d itio n ed  re la tio n s  b e tw een  th e  p a ra m e te rs  o f th e  m ain  b ra k in g  v a lv e  
a n d  those  of th e  co m p resso r a n d  th e  rece iver. T he re su lts  o f th is  th o ro u g h  
in v es tig a tio n s  fo rm  a u sefu l basis fo r e stab lish in g  a m ore co n sis ten t sy s te m  
o f d im ension ing  e q u a tio n s . R e ly in g  on th e  o b ta in e d  m a th e m a tic a l re la tio n s  
th e  a u th o rs  g ive  a c r itic a l su rv ey  o f th e  O R E -R ecom m endations a n d  
suggest a ra tio n a l m o d ifica tio n  of th is  sp ec ifica tio n . F in a lly , som e fe a tu re s  
o f th e  w hole p ro b lem  of b ra k in g  tech n iq u e  a re  exp la ined  th a t  m ay  in f lu 
ence th e  p re sen tly  genera l so lu tio n  of th e  p ro b lem s an d  th e ir  fu tu re  d e v e l
o p m en t as fa r  as co m p ressed -a ir p ro d u c in g  im p lem en ts  a n d  a ir-s to ra g e  
eq u ip m en ts  fo r ra ilw a y -tra in  b ra k in g  pu rp o ses a re  concerned.





J .  SÓLYOM: Study on the Recrystallization of Pure Copper Technical Grade
B y m eans of an  o p tic a l m icroscope, th e  re c ry s ta ll iz a tio n  of tech n ica l 
g rad e  p u re  co p p er a f te r  cold  w orking, especially  th e  s tru c tu ra l  c h a n g e , 
was in v es tig a te d . T h e  in v es tig a tio n  in c lu d ed  a  cold  w o rk in g  defo rm ation  
degree of 30, 60 a n d  9 0 % , a n d  th e  c ry s ta lliz a tio n  p ro cess  was obse rv ed  
a t  260, 300, 350 a n d  400° C. F ro m  these  i t  cou ld  b e  s ta te d  t h a t  th e  a c t i 
v a tio n  en ergy  of th e  p rocess decreases w ith  th e  in c re a s in g  degree  of w o rk 
ing. A t an  assu m ed  d u c ti l ity  o f  100% , th e  a c t iv a t io n  en erg y  ca lcu la ted  
by  e x tra p o la tio n  a m o u n ts  to  33,7 kcal/gm ol. C onsidering  th a t  p a r t  ol 
th e  energy w hich  is n eeded  for grain  g ro w th , th is  is in d e p e n d e n t o f th e  
w ork ing  degree; q u a n ti ta t iv e ly ,  th is  p a r t  equals th e  a c tiv a tio n  energy  
of self-d iffusion . A t an  assum ed  w orking d e fo rm a tio n  o f 100% , th e  a c t i 
v a tio n  energy  of rec ry s la lliz a tio u  can be tak e n  as e q u a l to  th e  a c tiv a tio n  
energy  of se lf-d iffusion .

Acta Techn. Hung. 57  (1 9 6 7 ), 297— 308

Acta Techn. Hung. 56 (1966), 57 (1967), 3 0 9 -3 3 2

P. B e n y ó : Application of Wave Equations to Short Pipes, I I
T he re la tio n s o b ta in e d  in  P a r t  I were app lied  to  th e  case w here th e  p iston  
s itu a te d  in  th e  p re ssu re  space  o f th e  in jec tio n  p u m p , considered  to  be 
a  sh o rt tu b e , is d isp laced  b y  a spring . In s te a d  o f th e  hom ogeneous d iffe r
en tia l e q u a tio n  o f  th e  th ird  o rd er o b ta in ed  b y  th e  c o n tin u ity  m eth o d , 
an  inhom ogeneous d iffe ren tia l eq u atio n  o f th e  second  o rd e r w as o b ta in ed , 
th e  r ig h t side o f  w hich  can  be tak en  as c o n s ta n t u n d e r  ce rta in  conditions. 
T h u s a  recu rsio n  fo rm u la  w as o b ta in ed  fo r th e  c a lcu la tio n  o f  th e  p ressu re  
phenom ena. T h e  ex p erim e n ts  m ade  by th e  a u th o r  p ro v e  t h a t  — fo r th e  
re la tio n  deduced  in  P a r t  I as well as for those  d ed u ced  in  P a r t  I I  — th e  
eq u atio n s o b ta in e d  agree  well w ith  real p ressu re  co n d itio n s.

Acta Techn. Hung. 57 (1967), 333— 344

K . R e m é n y i : Investigation of the Distribution by Weight Percent of the Com
ponents in Size Fractions of Ground Product Mixtures
T he com position  o f m ixed  g round  p ro d u c ts  o f hom o g en eo u s su b stan ces 
a re  exam ined . T h e  a ssu m p tio n  w hich serves as a  s ta r tin g  p o in t fo r th e  
in v es tig a tio n  is t h a t  th e  size-d is trib u tio n  cu rv es o f  th e  co m ponen ts 
follow th e  reg u la ritie s  o f d is tr ib u tio n , ch a ra c te riz in g  hom ogeneous su b 
stances. G eneral g ra p h ic  an d  co m p u ta tio n  m eth o d s  a re  g iven  for d e te r 
m in ing  th e  fu n c tio n  re p re sen tin g  th e  com position  b y  w e ig h t pe r cen t o f 
th e  size frac tio n s . I t  h a s  b een  d e m o n s tra ted  th a t  in  th e  m ix tu re  o f g ro u n d  
p ro d u c ts  c h a ra c te riz ed  b y  in te rsec tin g  lo g n o rm al o r  R R B  d is tr ib u tio n  
curves, on  th e  cu rv e  rep re se n tin g  th e  com p o sitio n  o f th e  size frac tio n s 
depend ing  on th e  g ra in  size, one end v a lu e  can  be  fo u n d . T he g rain  size 
rep re sen tin g  th e  end  v a lu e  is de term ined  u n am b ig u o u sly  b y  th e  p a ram e 
te rs  ch ara c te riz in g  th e  d is tr ib u tio n  of th e  c o m p o n e n ts  co n s titu tin g  
th e  m ix tu re . F o r  th e  case  o f  lognorm al d is tr ib u tio n  ex am ples are  given 
b o th  fo r design ing  a n d  co m p u tin g  R R B  d is tr ib u tio n s .





W .  W .  K r y s k o — R .  G .  F e n t o n : Contribution to the Problem of Extrusion 
of Lead and Lead Alloys

D uring th e  e x tru s io n  of lead  and  lead  a llo y s, th e  a u th o rs  d iffe re n tia te  
betw een tw o  ty p e s  o f fric tio n . H e terogeneous fric tio n  is th e  in te rfa c ia l  
friction  b e tw en  th e  c o n ta in e r  an d  th e  m a te ria l, w hereas hom ogeneous 
fric tion  is a sh e a r in  th e  m ate ria l itself. T h e  no rm al p ressu res o f th e  m a te 
rial on th e  c o n ta in e r  w all, as reco rded  in p ra c tic e , show  th a t  h e te ro g en eo u s 
friction  (slip) c an  ta k e  p lace  on ly  if  th e  coeffic ien t o f fric tion  is 0,001 or 
less. In  all o th e r  cases th e  m ovem en t o f th e  m ate ria l lead  o r lead  a llo y s, 
tak es place b y  hom ogeneous fric tion , i.e. b y  sh ear. T he n o rm al p re ssu re  
is velocity  d e p e n d e n t, a n d  due  to  th e  in creased  v e loc ity  o f th e  m a te ria l  
leav ing  th e  p ress  th e  n o rm al p ressu re  decreases ra p id ly  an d  a  zone is 
form ed w here  b o th  fric tio n s  coincide. T h e  po sitio n  of th is  zone h as  an  
influence on th e  fo rm a tio n  o f c ircu m feren tia l c racks. C alcu la tions w ere  
also u n d e rta k e n  to  f in d  th e  d im ensions b y  w hich  a m in im um  ex tru s io n  
w ork is re q u ire d  a n d  a m in im u m  ram  p ressu re  is needed  to  e x tru d e  a g iv en  
volum e o f m a te ria l.  T hese  d im ensions a re  d iffe re n t in  b o th  cases.

Acta Techn. Hung. 5 7  (1 9 6 7 ), 345— 372

Acta Techn- Hung. 57 (1967), 373— 382

J .  V a r g a — G y . S e b e s t y é n : Contribution to the Investigation of thelnten- 
sity of Cavitation Erosion

T he a u th o rs  h a v e  ca rried  o u t  flow and  c a v ita tio n  erosion in v es tig a tio n s  
in  a closed c irc u it  h y d ro d y n a m ic  tu n n e l, a n d  c la im  t h a t  in  te s ts  m ad e  
w ith  d iffe ren t flow  v e loc ities b u t  id en tica l c a v ita tio n  co n d itio n s fo r a t t a in 
ing iden tica l e ro d ed  co n d itio n  (w eigh t loss) id en tica l energy  m u st be  
em ployed. T h e  en erg y  e x e rted  on th e  su rface  o f th e  te s t  specim en  by  co l
lapsing  b u b b les  w ill be ch arac te rized  by  a so-called  e q u iv a len t im p a c t  
nu m b er in tro d u c e d  b y  th e  au th o rs . I t  w ill be  p ro v ed  th a t  u n d e r th e  a b o v e  
conditions fo r  a  g iven  c o n s ta n t eroded  w e ig h t loss th e  e q u iv a len t im p a c t 
num bers a re  id en tica l. U sing  th is  eq u iv a len t im p a c t n u m b er th e  c a v ita tio n  
condition  is also d e te rm in e d  in  w hich erosion  in te n s ity  is a t  i ts  m ax im u m .

Acta Techn. Hung. 57 (1967), 383— 396

J .  V a r g a — G y . S e b e s t y é n : Cavitation Noise Spectrum and Cavitation 
Damage

T he a u th o rs  re p o r t  on  th e ir  in v es tig a tio n s  o f so u n d  p ressu re  level a n d  
v ib ra tio n  acc e le ra tio n  level m easu red  a t  c a v ita tio n  g en era ted  b y  v a rio u s  
m odels (c ircu la r  cy lin d e r, w edge) in  a c losed c irc u it h y d ro d y n a m ic  tu n n e l;  
fu r th e r , a c c o u n t is g iven  o f th e  co rre la tio n s be tw een  th e  s ta te  o f c a v i
ta tio n  and  th e  in te n s i ty  o f c av ita tio n  a n d  th e  ab o v e-m en tio n ed  re su lts . 
An un eq u iv o cal co rre la tio n  has been fo u n d  be tw een  th e  sound  p re ssu re  
level and a cc e le ra tio n  level o f th e  v ib ra tio n s  as m easu red  a t  th e  freq u e n c y  
d e term ined  b y  th e  in v es tig a tio n s , an d  th e  s ta te  o f c av ita tio n . I t  h as been  
s ta te d , t h a t  th e se  cu rv es h a v e  a  m ax im u m  v a lu e  an d  th e  p lace  o f m a x i
m um  coincides w ith  th e  m ax im um s o f th e  cu rv e  re su ltin g  fro m  th e  
dam age in v e s tig a tio n s  in  d iffe ren t s ta te s  o f c a v ita tio n . T he a u th o rs  c la im  
th a t  c a v ita tio n  noise level in v estig a tio n s a re  ex ce llen t fo r ju d g in g  cav i- 
ta tin g  flow c o n d itio n s  a n d  can  th u s give in fo rm a tio n  a b o u t th e  e x te n t  o f 
th e  p robab le  e rosion  dam ages.





E .  B e l l a — J .  G u l y á s — S .  J u h á s z : Process of Hot Forming of Red Copper 
at Different Forming Speeds

F o r m ak in g  c lea r  th e  processes tak in g  place a t  h o t  w orking of red  copper, 
a u th o rs  ex ec u te d  g a th e rin g  tests a t  11 d iffe re n t d e fo rm atio n  speeds a n d  
a t  th ree  fo rm in g  te m p e ra tu re s  (a t 500, 700 a n d  900 cen tig rades). F ro m  
th e  m ea su re m e n t re su lts  gained from  th ese  te s ts  th e  re la tions be tw een  
th e  rea l s tre sses  in d u ce d  by  th e  g a th e rin g  a n d  th e  changes o f  th e  
s tru c tu re  o f th e  m a te r ia l  a re  d e te rm ined . O n  th e  basis o f th e  rev ea led  
dependences th e  essen tia l differences b e tw een  th e  processes tak in g  p lace  
in  th e  m eta l f i r s t  co ldw orked , th ereu p o n  w a rm ed  u p , and  those  tak in g  
p lace  a t  h o t fo rm in g  can  be  established.

Acta Teclin. Hung. 5 7  (1 9 6 7 ), 397— 414

Acta Techn. Hung. 57 (1967), 415—428

A. H o r n u n g : Influence of the Circular Running Accuracy of Milling 
Cutters on Productivity and Tool Costs
E specia lly  in  th e  case  o f cy lindrical m illing , th e  tru e  c ircu lar ru n n in g  
o f th e  m illing  c u tte r  e x erte  a m arked  in flu en ce  on  p ro d u c tiv ity  an d  to o l 
costs as well. B y  show ing  an  exam ple  o f m illing  p ra c tic e , th e  in v es tig a tio n  
c a rried  o u t b y  th e  a u th o r  resu lts  in  s ta tin g  t h a t  in  th e  case o f a  ra d ia l 
ru n -o u t o f 0 ,2  m m , w h en  carry ing  o u t p ro file  m illin g , th e  m ain  m ach in in g  
tim e increases b y  3 5 % , w hereas too l costs rise  to  a  2,67 tim es h igher 
level. In  v iew  o f  th e  large  nu m b er o f in a c c u ra te  m illing c u tte rs  in  th e  
w orkshops i t  is w o rth  while to p rov ide  tru e  ru n n in g  too ls, since b y  su ch  
m easures p ro d u c tiv i ty  can  be ra ised  by  a b t. 2 0 %  an d  tool costs can  be 
c u t dow n to  n e a r ly  5 0 % .

Acta Techn. Hung. 58 (1967), —

G y . C s a b a l i k : Thermal Investigation of the Head of Small Steel Ingots

T em p era tu re  m ea su re m e n ts  have  been ca rried  o u t  du ring  th e  cooling 
(respec tive ly  c ry s ta ll iz a tio n )  period o f a sm all-size  steel ingo t-body  h av in g  
a c ircu la r cross se c tio n ; th e  tests w ere carried  o u t  on  a lloyed  and u n a llo y ed  
steel an d  th e  m ea su rin g  p o in ts  were lo ca ted  in  th e  h ead , in th e  body  a n d  
in  th e  h o t to p  o v e r  th e  h ead . F rom  th e  m ea su re d  v a lu es an d  th e  p lo tte d  
cooling cu rv es th e  conclusion  could be  d ed u ced , th a t ,  w ith  th e  a c tu a lly  
chosen p a ra m e te rs , th e  heat-loss in s idew ard  d irec tio n  of th e  head  a m o u n ts  
to  85-r-90%  o f  th e  to ta l .  On a steel w ith  a  h ig h e r  a lloy ing  m eta l c o n te n t 
th e  ab so lu te  m a g n itu d e  of heat-loss o f th e  h e a d  decreases, w hereas th e  
ab so lu te  m a g n itu d e  o f  th e  sidew ard  loss does n o t  g re a tly  change, b u t  i ts  
p e rcen tag e  v a lu e  in creases ju s t  because th e  loss com p o n en ts  in th e  o th e r  
d irec tio n  decrease .
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