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TO THE PROBLEM OF THE OPTIMAL STAR PROGRAM
IN THE MERIDIAN METHOD

B. MILASOYSZKY
DR. ENG. SC.

TECHNICAL UNIVERSITY FOR HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC

[Manuscript received February 8, 1963]

The time determinations on the Laplace stations of the prime triangulation network
in Hungary is carried out on the basis of the observation of the meridian transit times of so-
called “time stars”. Besides these, also “circumpolar stars” are observed, in order to ensure
the determination of the azimuth constant. The aim of the present investigations is to settle
the question, which of the formulas (7) and (36) should serve as a basis for the selection of the
time stars. According to the author’s opinion, the latter of the two principles ensures a higher
degree of reliability of the time determinations.

By time determination, the determination of the “local time” 0 corres-
ponding to the meridian of the own station in a certain clock instant U is
understood, according to the relation

0=0 + AU (1)

where d h is the “clock correction” of the station clock. This can be both
positive or negative, according to whether the clock is fast or slow in relation
to the local time 0.

In order to determine 0, the clock correction AU must be known.

According to the method defined in the title of this study, the point
of departure is that the local sidéral time instant 0 of the station, in the moment
of the upper culmination (meridian transit) of a certain star, is identical with
the right ascension a of the star in question, i. e.:

0 = U+ AU = a. (2)

Thus, in the knowledge of U and a, the clock correction of the station
can be computed from the relation

AU = a— U. (3)

In practice, of course, the most probable correction of the station clock
will be derived not from the time transit of a single star but from the instants
I/j, U2 ... Un of the meridian transits of several stars. Now the question is,
how to select the stars to be used for the solution of this task.

*

I* Acta Techn. Hung. 52. (1965)



4 B. MILASOVSZKY

The point of departure is that the approximate geographical longitude
and latitude of the Laplace station can be assumed as known in Europe, at
least with a cartographical accuracy. In the possession of the approximate
longitude A0, reckoned from Greenwich, the similarly approximate local sidéral
time 0\ of the station can be calculated for any universal time instant U. T.
given, from the relation

U.T.fr+ . (4)

This local sidéral time is needed to select, by comparing it to the right ascension
column (A. R. column) of the Yearbook, the stars passing through the meridian
after darkening, and the transit times of which do not coincide with the
time of reception of the radio time signals, the latter being indispensably
necessary, on the other hand, for the determination of the exact longitude X
of the station. In formula (4), Tis the conversion factor from mean time to uni-
versal time, and 0 Ois the sidéral time instant valid in universal time instant
Oh. Both factors T and @O0 can be taken from the Yearbook. Finally, the geo-
graphical latitude < of the station will be needed for the calculation of the
azimuth factors K of the stars.

The international astronomical yearbook Apparent Places of Fundamental
Stars, as known, contains the apparent a and 6 coordinates of 1535 so-called
fundamental stars, thus, a sufficient choice of stars for time determinations
based on meridian transits stand at disposal for any geographical latitude.

Among the different points of view to be considered in the selection of
stars, the directive one is, as a matter of fact, always the same, namely the
safeguarding of the greatest possible accuracy of time determination.

Keeping in view the method of observation of the meridian transit
time of the selected stars, in general use abroad as well as in Hungary, an
investigation of the problem in this sense will be attempted on the basis of the
most general relations.

Preceding this, however, it can be stated that the question of star
program has been repeatedly taken up in the literature. For instance, in the
longitude determinations of the Preussische Geodatische Kommission around
1870, two star groups, namely one group of “time stars” and another group
of “circumpolar stars” were combined [1]. In the earlier investigations of the
author [2], discussing in detail the meridian transit times of the so-called
time stars in short northern and southern meridian-zenith distances are
destined to ensure the determination of the clock correction sought for and
of its proper weight, meanwhile the so-called circumpolar stars around the
Pole, characterised by large declinations, i.e. observed at considerably more
northern meridian-zenith distances, are suited for the determination of the
azimuth constant, in the first place, and of its proper weight. Also in [2],

Acta Techn. Hung. 52. (1965),



TO THE PROBLEM OF THE OPTIMAL STAR PROGRAM 5

the basic relations of the time determination method treated here, which are
now referred to, were discussed (Fig. 1).

The programs of the former mentioned Prussian Geodetic Institute
were however, altered since 1900 and later time stars around the zenith were
used for the determination of the clock correction. The azimuth constant, on
the other hand, was derived from the combination of time stars and circumpolar
stars [3].

From the point of view of selecting stars serving as time determinations
were throughly discussed in 1927 by the Baltische Geodéatische Kommission
in the interests of determining the longitude ring of the Baltic countries
[4]. 1t was suggested by Schnauder that the average declination of the star
group should correspond to the half value of the geographical longitude of the
station:

-7 ©)

> <Z

According to his opinion, such an extension of the group in southern direction
advantageously reduces the influence of right ascension errors upon the
longitudes.

Schumann [5] similarly does not approve of an exclusive use of circum-
zenith stars. In his opinion, although the effect of the azimuth constant upon
the clock correction actually decreases as an advantage of the circumzenithal
program, on the other hand, however, the influence of the inclination of the
horizontal axis increases.

During the 1935 session of the Baltic Commission in question, partly
N. E. Noérlund, partly Bengt Aurell lectured on the problems of the star
programs of time determinations.

In fact, both of them simplify the problem in the sense that they divide
the star program into two parts and, in the frame of these, take, for a basis,
an average zenith distance, resp. average declination partly for the group
of circumpolar stars, partly for the group of time stars. Assuming one of the
groups for fixed, for given, they examine the question: under which average
zenith or declination must the other star group, resp. star observed so as to
obtain a maximal weight of the clock correction, resp. of the azimuth constant.
Both investigations are illustrated by instructive diagrams.

The statements of Nérlund are: 1. at any latitude, the small zenith
distance time stars are more advantageous, 2. one of the star groups is to be
chosen to the south of the zenith, the other to the north of it.

Aurell assumes the group of the time stars as given, and examines
the question in which way does the weight of both the clock correction and
the azimuth constant change by the inclusion of a single circumpolar star
and by the variation of its declination. He is interested in the preconditions
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of the simultaneous weight maximum, since in Sweden the azimuth constant
is also used for the determination of the azimuth of the triangle sides in such
a way that 2 mirae each are placed in the northern, resp. southern branch of
the meridian, and the horizontal angle between the mirae and the triangulation
point is measured. According to Aueell’s suggestion, the time stars should
be evenly divided to the north and to the south of the zenith, and the azimuth
star observated in lower culmination at 60 4- 65° declination. Also he thinks
the time stars around the zenith as the best.

In the selection of the star programs of the Schweizerische Geodatische
Kommission, world-known on account of their operations, the ruling principle
inclusively until 1933 was the algebraic sum of the azimuth factors K of the
stars should approach zero:

[K] w O, (6)
i.e., taking the weights p into consideration,
[pK] e* 0. ™

By the way, these principles prevail, since decades in other foreign
countries [7] and in Hungary, too.
The real weights of the “individual” clock correction values

h= (ai —~l); h= (a2— U2~ .../, = (a, — Un) (8)

as fictitious observations obtainable on the base of the meridian time transits
U+t U2 ... Unand ofthe apparent right ascensions av a2 ... anof the observed
stars can be well approximated by the weight expressions [8]

= co0s2 p2= co0s202;... pn= cos2bn. 9)

The “azimuth factors” Kv K2...Kn, on the other hand, figuring in (6) and
(7) as factors depending from the geographical latitude of the station and from
the declinations 615 62 ... 6n of the stars in question will be met within (15)
and (16).

In 1934, Th. Niethammer made known, at the session of the Swiss
Geodetic Commission, his new star program which was accepted by the Commis-
sion [9]. In their time determinations from 1934 until 1946 inclusively, the
program of Niethammer was used. Although this program requires circum-
polar stars for the ensuring of the azimuth as before, because of the mean value
of the zenith distances of the time stars, however, a positive (south) value
of -)-50<¥< +10°, instead of zero, is held as decisive. If the average zenith
distance zp of np number of circumpolar stars are treated as constant, then,
according to Niethammer the minimal mean error of the clock correction will
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appear at the mean zenith distance z- of the time star group of n- members
as follows:

nptan zp

tan Z (10

ni+ («, + np)tan2zp

Consequently, on the mean latitude of 47° of Switzerland, the selection
of the time stars can be made up to —8° to the north and -f-22° to the south
of the zenith.

After Niethammeh’s death in 1947, however, this principle (10) was
immediately given up. Beginning from 1947, no circumpolar stars were
observated and the selection oftime stars was again made taking into consider-
ation the [pK] Ea 0 principle in the zenith distance sector —20° < z < -f-20°.
During the 1948 session of the Commission, M. Schurer drew the attention
to the correctness of the principle [r] = 0, which will be taken up again later.

*

The differences in the opinion, outlined here are not really surprising,
considering that a group of 12 ... 20 stars may be set up, for the same station,
in several different ways and still meeting the reliability requirements.

It is known that with an increase of the zenith distance the lateral refrac-
tion increases, too. Consequently, for tasks requiring a high degree of exactness,
no time stars of zenith angles exceeding 10 15° are readily selected. Circum-
polar stars of much larger zenith distances are given a role preferably only in
the checking of the azimuth constant and, to a lesser measure, in the forming
of the clock correction. The stars selected should pass the meridian at intervals
not less than 3 ... 5 minutes in order to provide sufficient time for the
accomplishment of the different phases of work. On the other hand, the
observation of the entire program should not last too long, with regard to the
occurrence of systematic error possibilities. Even the brightness of the stars
is not indifferent: too bright and too weak stars equally diminish the outlooks
of optimum results.

*

The rate of the observation clock used at the station is generally a finite
value differing from zero. Consequently, the clock correction sought for is,
in itself, similarly a function of time. If the mean value E of the meridian
transit time instants U of the observed time stars are accepted as a reference
instant in the form

, resp. e = 1pfil
[p]

as is usual here, it is advisable to denote the clock correction valid for the
“mean epoch” E, thus obtained, bv JIE.

(ii)
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8 B. MILASOVSZKY

As has already been written in study [2] in formula (20), clock correction
AE and azimuth constant k can be obtained as a result of an exact adjustment
computation from the following two normal equations:

[PKK]k + [PK]AE - [pKI] = 0, (12)
[pPK]k + [p]AE - [pi] = 0.

Consequently, the weights of AE and k can be calculated from the expressions

_ [pKf 13

PRE = [P L] (13)

Pu= [pKkKk] - PKY (14)
[P]

Next, the basic problem will be, by which star program will these two
weight expressions attain their optimum, i.e. their maximum value. It must
be kept in view that groups of 10 -4 20 stars are in question, meaning that the
extreme values of such (13) and (14) functions are sought which contain 10 -4- 20
independent variables.

It is evident that such complicated problems are mere idealizations, that
is, they can be elucidated only by approximations and neglections. According
to the assumed fundamentals, further to the character, mode and degree of
idealization, more or less different results and at the same time different con-
clusions are possible. This is the reason for the differences of opinion in this,
question. The idealizations were already referred to in the investigations of
N 6rtund,Aurell and Niethammer,who operated with the average declinations
of two star groups.

The examination of the weight expressions (13) and (14) cautions to
reach, in the interests of maximal weights, the greatest possible [p] and [pKK]
and the smallest possible [pK]. Hence, the criterion [pK]” 0 of the optimal
star program in (7), simplifying, in the special case of equal p — 1 observation
weights, into [K] w 0 as in (6). According to the formulas

sinfp— O  sinz

(valid in upper culmination) (15)
cos 0
and
K = sin (180° —9p—0) = + ~in”~ (valid in lower (16)
cos O cos & culmination)

of the azimuth factors, in case of a star group in the zenith, i.e. characterized
by z = 0, the volume of k is indifferent from the point of view of the clock

correction value.
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According to the formula (37) in [2], namely, the value of clock correction
1E is influenced by azimuth constant k as follows from the relation

NE=-M- 1 K . (17)
[p] [p]

The fictitious observations | were already met within (8).

The main point is, however, not to eliminate entirely the influence of the
azimuth constant on the clock correction, — in fact attained, by placing the
center of gravity of the time star group in the zenith, — but to keep the influ-
ence of the uncertainty of the azimuth on the clock correction as small as
possible. This latter question is closely related to the selection of the star
program.

Let us note pass on to the examination ofthe case ofthe optimal star program
in merit.

It is evident from the weight expression p = co0s26 in (9) that every
member of the weight expressions (13) and (14) depends on the declination
of the stars.

In the selection of stars, however, it is advisable to keep their zenith
distances instead of the declinations, in view, since, with regard to refraction
anomalies, certain limits are set in this respect. For this reason it seems to be
advisable, when seeking the criteria of the optimal star program, to transform
weight expressions (13) and (14) of the adjusted clock correction and azimuth,
in the sensethat not the declinations but the zenith distancesshould figure in
them asindependent variables. This is easily attained, since the relations

6-(-z= ( in upper culmination, (18)

Ofz 180° — in lower culmination, (19)

are valid for the meridian distance of any star. Here, @ means the geographical
latitude of the station.

For any star group observed in upper culmination, therefore, the sum
of the observation weights in (9) is:

[p] = [cos2Q] = [cos2Ap—r)] = [cos @ cos z -)- sin § msin r)7] = 20
(£Y)

= c0s2<p[cos2z] -j- 2 sin ¢ mcos @ [Sin z ¢ cos z] 4- sin2@ [sin2Z] .

Similarly, the azimuth factor of any star observed in upper culmination,
according to (15):
-in (@ —0 sin z
K @—9 21,
CosS O cos 0
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10 B. MILASOVSZKY

And if weighted:

pK = co0s26 Sm Z-—cos 0 msin 2,
cos $

pK = cos (o — 2) *sin 2= (cos @ *cos 2 -)- sin ¢ msin 2) sin 2 .
The algebraic sum of the weighted azimuth factors of the upper culmin-
ation star group will then he:
[pk] = cos <sin 2 «cos 2] -(- sin @ [sin22] . (22)
Its square:

[pKTf = cos2q [sin 2 « cos 2]2-f- 2 sin @ ¢ cos @ [sin 2 ¢ cos 2] [sin22] -

-f- sin2 @ [sin2z]2. (23)

Consistently, however, the square sum [pkk] has also to be expressed
as a function of zenith distances. The square of any weighted K value will
take the form

pK2= cos26 2 = sm'2
cos26
Consequently, their sum is simply
[PKK] = [sin22]. (24)

If now the values (20), (23) and (24) are substituted into the relation
of the clock correction as written in (13),

[pK]2

Pae= P [pkk)

then, on account of their opposite signs, the members

2 sin @-ecos @ [sin 2 ¢ cos 2] [sin22], on the one hand, (25)

sin2 @ [sin2r]2, on the other hand, (26)

will be reduced so that the weight expression (13) of the clock correction
becomes simplified into the following form:

[sin 2ecos ]2
Pae = c0s29? [c0s22] — _ (27)
[sin22]
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or,

1 [sinz 272
Pae — C0S295 [C0S22] ) (28)
4 [sinz22]

Since, in case of n number of stars,
cos2 zx -f sinz22j = 1;co0s222 -f- sin22z2= 1;co0s22zn sinzzn = 1

their sum is evidently

respectively
(29)

consequently, weight expression (27) can also be written:

Pae = co0s39 fn — [sinz2] — ] (30)
[sinz 2]

In the investigation of the criteria of the optimal program, this last relation
(30) can suitably be taken as a base.

Until now, however, exclusively stars observed in upper culmination
have been assumed in the set-out. In case of a lower culmination star group,
the derivation is modified as much as the declination must be eliminated,
according to (19), by the substitution

The sum of the observation weights is then

(31)
[p] = cos2@[cos22] — 2 sin g cos (p [sin 2 ¢ cos 2] 4- sinz P [sinz 2] .

For a star observed in lower culmination, the value of the azimuth factor
is, according to (16):

sin (o -f- 0) -]- sin 2 (32)
;0
W eighted,
pK = cosz & SmZ-= cos O-sin 2,
cos O
pK — cos {180° — ((p r)} sin 2 = —cos (4- 2) sin 2,
pK = — [(cos @ecosz2 — sin @ *sin2)sinr]| .
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12 B. MILASOVSZKY

The sum of the members:
[pPK] = —cost [sin2 . cos 2] -j- Sin ¢p [SiN22] . (33)
The square of the sum:

[pKf= cos2@ [sin 2 ¢cos r]2— 2 sin @ ¢ cos @ [sin 2 ¢ cos 2] [sin2r] -)-

-(- sim o [sin22j . v

And so (24) evidently remains unchanged. If now the derivations for the
upper, resp. for the lower culmination star group are compared, it appears
that only the sign of the right side second members, partly in the [p], partly
in the [pK]2 expressions, have changed in the two different culminations.

In this way, the members (25) and (26) will again be shortened after
substitution into the expression (13); consequently, in case of a star group
observed in lower culmination, the weight formula of the clock correction as
written in (27) will remain valid, i.e.:

[sin zecos r]2

Pae — cos G [c0s22]
ae © [sin22]

which is, as has already been seen, more illustrative in the form (30).

Let us examine the value of this expression in the following extreme
cases of merely theoretical value:

a) All stars were observed in the same zenith distance, that is

2, = ...= 2,= 2.
In this case,
[sin 2-cos r]2 n2sin22+cos22

[sin2 2] ifri2 i

n «CoSszz ,

consequently pAE — cos2cp(n — n sin22 — n cos22) = cos2p(n —n) = 0.
The star group observed at the same zenith distance different from zero
furnishes zero weight, i.e. an infinitely large mean error for the clock correction.
Hence, this program cannot be applied for time determination, just as the
resection in plane or the intersection could not be solved if the locating points,
continuously approaching each other, finally coincided.

b) A special case of the previous fictitious program would be, when the
meridian-zenith distance of all starswere zero, i.e. the observed stars culminated
in the zenith of the station. In this case,

[sin 2-cos 2] = E [sihn22] = 0 and [sin22]= 0,

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



TO THE PROBLEM OF THE OPTIMAL STAR PROGRAM 13

Pae = cos2<Pln — 0 — y

for the weight of the clock correction, an indeterminate value would be obtain-
ed, corresponding to the critical circle of plane resection.

c) Since, accordingly, the [sin2z] member of the weight formula, in order
to avoid an indeterminate weight for JIE has always to be greater than zero.

It follows, then, on the other hand, that the weight of the clock correction
can never in fact reach the value n cos2< but can be only smaller. It is possible,
then, to write that in practice

Pae < n mcos2 Pm

d) The stars of the program lie entirely symmetrically to the zenith of
the station, in the sense that to the positive meridian-zenith distance of each
star a negative zenith distance of the same absolute order of magnitude belongs
Thatis, lzx1= |z[ I, 1z21= |z2|, |z3]= |Z3 |, according to Fig. 1. In conse-
quence, formula (30) simplifies into

Pae — €0S2c (n — [sin2z]) . (35)

Comparing (30) with (35), the criteria for the star program yielding the
optimal clock correction can he determined!

Ada Tech". Hung. 52. (1965)



14 B. MILASOVSZKY

1. The selected stars should possibly lie symmetrically around the zenith
so that the value of the [sin z ¢cos zZ] member, diminishing the weight of the
clock correction, should approach zero as near as possible.

2. The sum [sin2z] of the zenith distances of the stars should be consider-
ably less than the n number of the stars, for otherwise [sin2z] as the subtrahend
second member of the expression in brackets would appreciably diminish
the weight of the clock correction. On the other hand, it must be, at the same
time, considerably larger than the sum [sin z ¢ cos z], in order to keep also
the third member of the weight expression to be subtracted, as small as possible.
These requirements can be summed up in symbols in this way:

[sin z < cos z] —»0
. . . 36
n [SIHZZJ sin z *cos zj . (36)
It also appears from (30) that the maximal value of the clock correction,
at a given geographical latitude and at a fixed number of stars, can only
approach n cos2c¢ but can never in practice reach it, i.e.:

< ncos29. 37)

Because, even if it were possible (in practice, of course, this cannot be realized),
no star program would be allowed to be set up where [sin2z] = 0, since in this
case, although one of the subtrahend members of (30) would become zero, the
other member to be subtracted [sin 2z] would make at 0 the whole weight
expression p AE indeterminate. On the other hand, the requirement

[sin2z] 0,

according to what follows, is absolutely necessary, also in order to ensure
the proper weight of the azimuth constant.

*

In the special case of a program of exclusively time stars, formula (30)
can be brought to a particularly simple practical form, if, in consideration
of the lateral refraction, only zenith distances smaller than 12 ... 14° are
allowed. Since, at z = 14° sin 14° = 0.242, z = (14 :57.3) = 0.244 and
cos 14° = 0.97. Accepting the approximations

sin z” z and cos 1,

a maximal error of 0.7% in sin z and 3% in cos z were allowed. That is, the rela-
tion (30) can be written approximately as follows:

Pae N cosZ(pIin - [zz]------ n—l. (38)
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TO THE PROBLEM OF THE OPTIMAL STAR PROGRAM 15

Consequently, if care is taken to keep [2] —0 in the selection of the
program, the last member of (38) will approach zero, and in this case

PISEA cos2 4>{n ~ [**])e (39)

In the last two expressions, each 2 has to be given in radians. Any zenith
distance 2 expressed in grades must be still divided by q = 57.2958, any square
sum [22]0, by g2= 3282.81, that is

cos2< ) 39a
Pae 3282,81 I" (392)

Accordingly, at the suggestion of the author who was at that time the
collaborator of the astrogeodetic group of the Hungarian State Geodetical
Survey already in 1943, selected the star groups of the Laplace stations, as
regards the time stars, basing on the approximative practical criteria:

[2], »-0 and z,< ~ 14°, (40)

observing additionally, however, 2 ... 4 circumpolar stars in the interests
of the azimuth, within each time determination of the evening program. Latter,
however, played no immediate part in the forming of the clock correction.
The principle [z],- —==0 of “zenith balance”, moreover, is in accordance with
the statements of Schurer [10] made in 1948.

The star program of the numerical example used in the following discussion
is built on the approximation criteria [z],- —m0 and z- < ~ 14°. In the fourth
column of Table Il, the zenith distances of the 11 time stars observed are
grouped. Their sum, as visible, is only [z] = —0°17, i.e. it almost ideally
approximates the criterion of zenith balance. The individual sum members
of the weight formula (30)

. [sin zecos z]2
Pae = ¢c°s2V\n ~ [sin2z] — . cos2<pmH
[sin2z]

were numerically formed. These correspond with the requirements

[sin z  cos zZ] =0
n [sin2z] [sin z mcos z]
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16 B. MILASOVSZKY

made in (36), to a considerable measure. Namely, according to Table II,

[sin2r] = +0.23170 <g 11
[sin z e cos z] = —0.0088 0.2317 ,
[sin z mcos z]2= —0.00007744 ,

and
Jsins-cosz]2 = + 000035

[sin2z]
From weight formula (30), with these,

pne = 0.473833 (11 - 0.23170 — 0.00035) = 5.10223,

necessarily agreeing also with the numerical value of the identical weight
relation written in (13),

P*E = [PI [pKY
[PKK]
Table |
The common group of circumpolar stars of both programs
P= 46°30"

n‘cfygr sinz sins x cos Z sin: *00s:
300 I* 0.74184 -0.8613 —59°28" +0.5080 -0.43754
770 u* 0.22477 —0.4741 —28°18" +0.8805 -0.41745
372 1 0.75620 -0.8696 —60°25" +0.4937 -0.42932
851 u 0.20494 -0.4527 —26°55" +0.8917 -0.40367

1.92775 -1.68798

*/ = lower culmination; u = upper culmination.

Of course the criterion [z] —0, does not concern the circumpolar stars
used in practice up till now but for the formation of the azimuth constant.
Their part, in a geodetical sense, could be compared not with the role of the
determinative directions of the new point, but with that of its long-extension

orientation directions.
*
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TO THE PROBLEM OF THE OPTIMAL STAR PROGRAM 17

Therefore, now let us pass on to the transformation of the azimuth
constant formula (14)

Pk= [pKK]--I £-
[P\

in such a way that it should appear not as a function of the declinations hut as
that of the zenith distances. Since, on the one hand, the azimuth as compared
with the clock correction plays only a secondary role and, on the other hand,
the concerning exact expressions are less illustrative than those of the clock
correction, such time stars of smaller zenith distances are also assumed here,
at which the approximations

sin z md

are still permissible. Therefore, instead of the strict relations (20), (23) and (24),
their simplified forms

Lp] ~ n cos2 p-f- 2 [2] sin p mcos P [zz] sin29P, (207
[pPK] ~ M cos 9-)- [zz] sin @, (23")
[PKK]™ [z7] (24°)

will be substituted into the above-mentioned relation of pn. In this case, the
members
2 [z] [zz] sin (p* cos @ and [zz]2sin2<, (41)

occurring twice, hut with opposite signs, will he reduced, giving the following
expression, according to (14), for the azimuth weight as for a function of zenith
distances:

(n [zz] — [2]2) cos2 9

Pk = . . 142)
n cos2Rrt 2 [z] sin Pecos R-f- [zz] sin2P

or after division by cos2 g

u [zz] — [z]2
Pk= . (43)
ni 2 [z] tan @-|- [zz] tan2 @

If the star program meets the practical criterion [z] 0, contained in
(40), the much more illustrative form would be:

_ ]
Pk = [zz]tan29] (44
1+

n
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Since, at Middle-European latitudes and under the assumption of n > 10
for the number n of the stars, the second member of the denominator will be
considerably smaller than [22], it follows that, opposite to the requirements
of the clock correction, the largest possible [rr], i.e. stars of large zenith distances
should be aimed at in the selection of the program, in order to obtain a large
weight for the azimuth constant. It was customary, in the mentioned Hungarian
operations, to meet the opposed requirements by including besides the small
zenith distance time stars, also some circumpolar stars in the program. The
latter, however, in defence against refraction anomalies, are not necessarily
given a part in the determination of the clock correction. In case of exact
adjustment by means of all stars, still the weighting cos2d must he used in
defense against an overestimation of the significance of circumpolar stars.

*

General points of view followed in the investigations

In the pertinent literature, the earlier investigations concerning star
programs took, as has already been mentioned, idealized, simplified programs
for base, generally partly substituting the group of time stars, partly the group
of circumpolar stars by a fictitious star each. Opposite to this, the author
wishes now to depart from programs actually observed and used for time deter-
minations.

Let us consider the well-known w'eight formulas of exact adjustment

with two unknowns,

[cos Oesin (?— ]2

_ 45
Pae = [c0S2 [sin2(@ — O] (45)
Pk = [sin2(9-(5)] — [cos 0 msin (8 — Q]2 (46)

[cos20)

written in (13) and (14), valid for upper culminations. According to (18),
(b— 6 = 2.1In case of lower culmination, on the other hand, according to (19),
z= 180° — (®-j- © is valid.

Now if, on a given station, i.e. on a given geographical latitude 9 n
number of independent variables h2 ... &, were assumed according to the
n number of observed stars, the extreme values of the multivariable functions
p AE and pk should be sought for. That is, one woidd be compelled to have
recourse to idealizations again.

Instead of this, a course Yvill be taken to maintain the star program fixed
for a certain station according to certain basic principles without change, but
the goegraphical latitude gin formulas (45) and (46) will be changed, as if the
station point were shifted, passing to N and S along the meridian, to different
places, leaving the program unchanged.
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Following such a method, on the other hand, this investigation must be
extended to a larger number of star groups for selecting an optimal program.
Here, however, besides avoiding prolixity, the sole aim can be an elucidation
of the train of thought, being contented, therefore, with altogether six alter-
natives of two characteristic programs. This may be done all the more, since
even the weight function (30) itself gives basic support concerning the require-
ments of the program.

*

Both programs to be studied include a group of 11 time stars and the
same 4-member group of circumpolar stars in both cases. In the frame of each
program, three different alternatives present themselves, namely by taking
the observed time transits 1. of all, i.e. 15 stars, 2. only of the 11 time stars,
3. only of the 4 circumpolar stars.

The programs and the function weights p iE and pk, obtained through
the former, will be studied on tables and figures. The necessary data of the
4 circumpolar stars forming the common part of both programs can be found
in Table I. In the full program containing the time stars and the circumpolar
stars, the order of the individual stars is evidently determined by their right
ascensions. Accordingly, their sequence corresponding to their serial number
in the Yearbook, is: 740, 300 P, 758, 1535, 770 P, 782, 807, 1568, 813, 821,
372 P, 835, 844, 851 P, 858 (in case of the program discussed first).

Investigation of the principle [2] —m0 of the zenith balance
Weight curves of the clock correction

The group of time stars in Table Il, as can be seen, approaches the appro-
ximation principle of zenith balance to 2 = —0°17", i.e. as written in (40).
The computation of the weights pJIE and pk of both the clock correction and
the azimuth constant is illustrated, for this case, on a latitude of 46°30' of the

station, by Table Il itself, while the variations of these same function weights
in the function of the geographical latitude are shown partly by the left
a) part of the comparative Table 111, partly separately by Fig. 2.

Now the three curves of the clock correction weight in Fig. 2. are taken
one by one, each of their ordinates having been computed according to formulas
(13), resp. (45) in such a way that the geographical latitude @ is substituted,
treating the declinations & of the selected stars as constant values, by values
ranging from zero to 90°.

I.The weight curve /LU of the all-star program containing 15 stars
appears as a thick full line in the figure. The ordinate of the curve obtained
on the basis of the observation weights cos2 6, corresponding to @@= 0 in the
Equator, is pJIE — 2.610. Gradually climbing from this point, the curve

finally culminates with pAE = 5.5242 at the station = 44°, while the weight
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Table 11

Computation ofthe weight of TE and k

(p= 46°30"; cos @= 0.688355; cos2(p= 0.473833
a) Zenith balance program : [z] -» 0.

Serial sz sinZ cosz
e ’ : .
740 0.02592 +0.1610 + 9°16' 0.9870 0.1589
758 2965 — 1722 - 9°55' 9851 0.1696
1535 3147 + 1774 + 10°13/ 9841 0.1746
782 3576 — 1891 —10°54' 9820 0.1857
807 1 + 32 + onr 1.0000 32
1568 39 + 198 + 1°08' 0.9998 198
813 3489 — 1868 —10°46' 9824 0.1835
821 203 — 451 — 2°35' 9990 451
835 5504 + 2346 + 13°34' 9721 2281
844 914 — 956 — 5°29' 9954 952
858 740 + 860 + 4°56' 9963 857
+39°19'
—39°36'

-0.6791 +0.6703
+0.23170 [(]= - 0°17 [sinz cosz] = —0.0088
[sin z e cosz]2= +0.000 077 44

The formation of the clock correction according to formula (30):

n = 11.00000
—[sin2 — 0.23170
[sin2z] pAE = cos2V '£
[sin z cos z]2 0.00035 == cos2(p * 10.767 95
[sin2z] ' = 5.102 23
2 = 10.76795

Formation of the azimuth weight

PK [rrl _?é;g 233 0.2291 by the approximating formula (44)
1 —UU-tan2@ '
n
Pk = [pKK] - [pKY = 0.2267 by the strict formula (14)
[r]
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Table 111

Weights of clock correction AE and azimuth constant k in the function ofgeographical latitude gi, according to Formulas (45) and (46)

a) Zenith balance time star program: [*]

All stars
[p] = 5.526
pAs p*
2.6100 4.4747
3.9233 3.9391
4.3759 3.6279
4.7203 3.3689
5.3399 2.7915
5.5242 2.3256
5.5089 2.2472
5.4528 2.1291
5.1542 1.8568
3.1503 1.1227
1.4286 0.6297
0.1872 0.1309

11 time stars only

[p] = 5:215

pas p*

0.4170 0.4625
0.9629 0.4180
1.3135 0.3853
1.7189 0.3581
3.3357 0.2974
5.1124 0,2477
5.2107 0.2391
5.1022 0.2267
3.8188 0.1978
0.7764 0.1195
0.2084 0.0656
0.0146 0.0097

0 (Fig. 2)

4 polar stars only
] = 0.311

POE p*
0.3110 3.6890
0.3066 3.2380
0.3013 2.7689
0.2758 1.5258
0.2459 0.9226
0.2030 0.5190
0.0830 0.1115

Geograph-
ical
latitude
f

0°
20.5°
26°
30°
38°
44°
45°
46.5°
50°

b) azimuth balance time star

All stars

[p] = 5244
p Ae p*
2.4644 4.5844
3.6325 4.0120
4.0667 3.7166
4.3795 3.4462
4.9927 2.8598
5.2401 2.3826
5.2436 2.3023
5.2205 2.1768
5.0145 1.9023
3.2248 1.1500
1.4927 0.6453
0.1949 0.1344

program:

11 time stars only

[p] = 4.933

PAH Pi

0.4416 0.5429
0.9114 0.4632
1.2737 0.4505
1.6282 0.4188
2.9587 0.3478
4.5998 0.2898
4.7982 0.2798
4.9336 0.2662
4.2465 0.2313
0.9795 0.1397
0.2586 0.0772
0.0189 0.0123

[pig-o

4 polar stars only

pAe

(Fig. 3)

p] = 0.311
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Table IV

Calculation of the weight of AE and «k
5 46°30"; cos p= 0.688 355; cos2BV= 0.473 833
b) Azimuth balance program : [pK] -> 0.

Serial sing: sinz . cosZ
n_umber of N
time star - +
740 0.02592 +0.1610 + 9°16' 0.9870 0.1589
758 2965 — 1722 - 9°55° 9851 0.1696
1535 3147 + 1774 + 10°13' 9841 1746
782 3576 — 1891 — 10°54' 9820 1857
807 1 + 32 + 0°11 1.0000 32
1568 39 + 198 + 1°08' 0.9998 198
813 3489 — 1868 — 10°46' 9824 1835
821 203 - 451 - 2°35%5' 9990 451
835 5504 + 2346 + 13°34 9721 2281
844 914 - 956 - 5°29' 9954 952
847 4088 - 2022 — 11°40' 9793 1980
0.26518 + 34°22' 0.8771 0.5846
-5IM19° [sinzcosz] - -0.2925
[z]= - 16°57" [sin z cos z]:-= +0.085 556

Formation of the weight of the clock correction according to formula (30).

n = 11.00000
—[sin2z] = -0.26518 Pae = C0S2<Pes
— cos2(p » 10.412 19
—[sin z cos z]2 ~0.32263 = 4.933 64
[sin2z]
2 = 10.41219
Formation of the azimuth weight:
871.802 0.2656 by the approximative formula (64"
3282X
[PKY 0.2662 by the strict formula (14)
k= [pKK~- : y
p [p Ip]
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ordinate at 9= 46°30"' will be only pA = 5.4528. At still higher latitudes,
the AE weight furnished by our program rapidly sinks, while this and any
other program of meridian time transits are unusable at the North Pole, since
they yield zero weight, i.e. an indefinitely large mean error for the clock correc-
tion. Relation (45), namely, when substituting <= 90°, takes the form

[cos desin (90° — d&Z

- — = [cos2d] TITTA = 0. (47)
Pae = teosz 9 [sin2(90° - d)] [cos2d]
2. The weight curve of the program of time stars exclusively (11 stars),

denoted by AEIX is represented by a thick dash-and-dot line in Fig. 2.
A program selected for the approximation condition [2] —0 with validity
on the latitude 9= 46°30" and not for the strict condition (36) would furnish,
by substitution of (p= 0, an unusually small AE weight in comparison to the
corresponding curve of program 1, i.e. 0.4170 according to Table Ilia. With
an increasing % however, the usability of the program rapidly grows, reaching
its optimum at ®= 45°00' that is: pA = 5.2107. On the station where this
program was actually employed, the weight is somewhat smaller, since at
(p= 46°30', pA = 5.1022 is shown by the table. A remarkable feature is the
sharp peak of the curve at ¢p= 45°. From there, the value of this program
with surprising rapidity deteriorates with increasing latitudes. Around (= 64°,
it would yield about the same value as on the Equator: 0.4019, while at 80° it
gives a weight of 0.0146 only for the clock correction.
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An inspection of Fig. 2 makes the weight law AE, furnished by the all-
star program, appear more advantageous, it may be said more “quiet” in
comparison to that of the group of mere time stars. The larger ZIF-weight
(5.5089) on the latitude around = 45°, — where the curves AEX5 and AEU
reach their culminations, — furnished by the 15 stars, as compared with the
weight given by the 11 time stars (5.2107) is natural in itself. A striking differ-
ence is shown, however, at other latitudes. While, for example, at § = 20°30",
the time star group gives a AE weight of only 0.9629, the full star program yields
3.9233, i.e. a fourfold weight at the same place according to Table Ilia.

The comparison of the two AE curves proves that the all-star program
is less sensitive to the variations of geographical latitude. Indirectly, this
also means that the clock correction weight of mere time stars is more strongly
influenced by the loss of one of the star transits than the weights furnished
by the combined program are.

In practice, however, all this is not disquieting because one is not bound
to the program examined here, hut there is a way, on a station of any latitude,
to select the star program according to the approximation criterion [r] —*0
of zenith balance, with culmination of the weight curve AE at least in the
neighbourhood of the geographical point in question. The weight ordinate
of the culmination locality, on the other hand, can be increased more efficiently
— according to observation weights of the form cos2b — by an augmentation
of the number of smaller declination time stars than by that of large declination
circumpolar stars.

The decisive role of circumpolar stars as to the reliability of the azimuth
constant has already been sufficiently emphasized. Now from Fig. 2 it is
visible that even their advantageous influence on the clock correction cannot
be underestimated formula-like. Another question is, in what measure do the
refraction anomalies, not expressed in the formula, actually spoil the surplus
weight provided by the circumpolar stars, here appearing numerically. Sultry
days, followed by cloudless and calm summer nights, ensuring an unimpeded
observation, are much more disquieting from the point of view of refraction
anomalies than the somewhat cloudy and breezy periods.

Let it be remarked here that the branches of the diagrams, between
= 0°and p= +17°, related with circumpolar stars, are, in part, of fictitious
character only, since the lower culminations of the polar stars 300 and 272
could not be seen from a station at a latitude lower than (90° — b). The pre-
condition of the circumpolar character of any star is, namely:

b> 90° —q resp. m2>90° — b. (48)

3. The clock correction curve AE4 of the program of exclusively circum-
polar stars (4 stars) is a thick dotted line. Of course, this curve has a principle
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characteristic only, because the solution of merely polar stars would yield,
according to the table and the diagram, obviously small weights; consequently
extremely high mean errors for the adjusted clock correction.The curve flattens,
so to say, into a slightly sloping straight line, without any protrusion, hardly
sensitive to the variations of geographical latitude. It is interesting that the
four circumpolar stars give a weight (0.3110), on a station on the Equator,
not much smaller than the 11 time stars (0.4170).

The n cos2(p-curves of the maximal clock correction weight

When analysing the weight formula (30), it was found that the maximal
value of the clock correction weight in principle is n cos2 g but the inequality

Pae < n cos2e¢ (49)
is always valid in reality. In Fig. 2 the ordinates
15 cos2¢p and 11 cos2@

were also plotted as abscissae as a function of geographical latitudes. In fact,
it is to be seen that every ordinate of the AEIb curve is less than the ordinates
of the 15 cos2@ curve, and the 11 cos2@ curve is nowhere attained by the
AEn curve, although latter approach each other in the neighbourhood of the
culmination point of AEn.

The weight curves of the azimuth constant in the zenith balance program

Let us pass on now to the analysis of the curves of the azimuth weights
obtained according to relation (46) (Table Ilia and Fig. 2).

It is generally characteristic of the azimuth weight curves that they
have no culmination points nor sharp bends, but are S-shaped having very
gentle curvatures. This points to the fact that the selection of circumpolar
stars is a question of secondary importance even from the point of view of the
azimuth. The main point is that it is advisable to observe large zenith distance
stars too. The weight ordinates of the azimuth curves decrease nearly linearly
at ~ 20° to the N and S of the zenith balance latitude (46°30'), i.e. in a latitude
sector of 40°, as a function of the geographical latitude cp, while they result
in zero weight, i.e. in an infinitely large mean error at o= 90°, that is at the
North Pole, in a way identical with the AE curves.

Substituting, namely, = 90° into (46),

Pk = [sin2(90° - )  LcOSOMINGOT =2 o oq  [eos2d2_ o )
[cos2d] [cos2d]
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in the same ways as was seen with (47). The weight curves of the azimuth
all attain their maximum ordinates at the station on the Equator. This fact
is in accordance with the approximative formula of azimuth weight (43),
reaching its highest value at an equatorial latitude, i.e. at @= 0:

Pk= [#3- — o (51)

n

This itself cautions to select the program, in order to increase the reliability
of the azimuth, from stars of large zenith distances and symmetrical to the
zenith. The criterion [2] —0 of symmetry, as seen in (38), is in accordance
with the reliability of the clock correction, but the size of the zenith distances
is opposite to it.

It is natural that the ordinates of the azimuth curve are the highest
in the case of the 15 star program. It is interesting, however, that the curve
of the theoretical program of altogether 4 circumpolar stars is onlj 18% lower.
At the same time, the curve of the 11 small zenith distance stars yields entirely
insignificant azimuth weights. The ordinates of the latter roughly make up a
tenth of the ordinates of the all-star curve.

The diagram shows, in general, that the group of the large zenith distance
stars in itself would provide unusually small weights for the clock correction,
— that of the small zenith distance stars, the same as for the azimuth.

The origin of the principle [pX] —0 of azimuth balance

It has already been remarked that the basic principle of program selection
in several countries as also in Hungary, is that the algebraic sum of the azimuth
factors should approach zero (6), i.e. [X] —0, assuming all (a — U) values
of observation character as of unit weight. If departing, however, from the
weighting p = cos2 then this principle, in stricter formulation, has to be
set up in the form (7): [pX] —»0, possibly calling it the principle of “weighted
azimuth balance”. Treating the member [p] = [cos28] in formula (13), resp.
(45) of the clock correction as constant, one could really conclude to a maximum
value of the clock correction weight at [pK] = 0.

Still more plausible may seem the principle [X] —0 of the simple azimuth
balance, since, in case of unit weight observations the clock correction weight
reaches its maximal value n, according to the weight formula simplifying into
the form

Pae = n — [KK]

at [X] = 0. Above, however, also the n ¢ cos2< curves of Fig. 2 were discussed.
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It is evident from these that it is always the inequality

PdE < ncos2(p

alone, which can exist in reality. In practice, then, the clock correction weight
cannot even reach the value n cos2¢p, and far less the value n.

The misunderstanding about the principle of the azimuth balance arises
from the fact that, during the investigation of the extreme values of pJE;,
[p] cannot be treated as a constant, but in all three members of the right side
of (45), either the declinations or the zenith distances of the stars to be selected
are figuring as independent variables, as was seen in the weight relations (45)
or, for example (27). The 6-s or r-s of the first member of the right side are
evidently to be treated for variables just as the same 6 and z values in the
negative second member.

Investigation of the principle of azimuth balance

The trend of the clock correction weight in the azimuth balance program. Comparison
of the clock correction of the two different programs

Having elucidated the ways of the origin of the principle [p.K] —0,
now the author wants to prove that the AE weight of the star program built
upon the principle [sin z ¢ cos z] —m0 of zenith balance (36) is larger, hence
more favourable as against the AE weight of the program with the [pK] —0
principle of azimuth balance.

Let us refer here to the relations (22) and (33). If these relations will be
made equal to zero according to the investigated criterion [pK] = 0, then

—co0s @ [sin z ¢ cos z] = sin @ [sin2z] upper

culm. (52)

+cos @ [sin z « cos z] sin g [sin2z] lower

Or bringing both sides to a square, it unequivocally follows from the last
two relations:

€c0s29P[sin z *cos z]2

i i . 53
[sin2z] sin2g[sin2z] (53)

In case of [pK] = 0, on the other hand, the third member of the right
side of formula (30) is formed after (53):

Pae — n cos2 P—cos2 ¢ [sin22] — Sin20p [sin22] s
Pae — n cos2® — (cos2 g=-f- sin 2¢p) [sin2z] ,
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consequently
Pae = n cos2 ¢ — [sin22] . (54)

This will be the expression of the clock correction weight in case of the
so-called “azimuth balance” program set up according to the principle [pK]= 0.

Whereas the clock correction of the “zenith balance” program satisfying
the principle [sin 2 e cos 2] = 0 is, on the basis of (30):

Pae = n c0S29% — c0S29% [Sin22] . (55)

The comparison of the last two formulas shows that, in case of equality
of the [sin22] square sums of both programs, the subtrahend member of the
[pPK] = 0program will be larger, hence the weight of its clock correction smaller
than that of the [sin 2 ¢ cos 2] = 0 program. That is, in the case of the clock
correction, the weight relation of the zenith balance (55) is more favourable
than the weight formula (54) of the azimuth balance.

As to the square sum [sin22] of the two different programs, it was made
clear that possibly it should be a small value in any program. The program
[sin 2 «cos 2] = O represents a more symmetrical arrangement of stars, while
the program [pIC] = 0, a less symmetrical one. The lower value of [sin22]
can be realized more easily in the former and less easily in the latter, laying
a still stronger emphasis on the inequality

Pae (zenith balance) > p/Ji (azimuth balance) .
*

These conditions can be elucidated on the basis of Tables Il. and IV.
The actually observed experimental program extended, in effect, to the observ-
ation of not 11 but 12 time stars. Latter were selected so that, leaving out star
847, the group of the remaining 11 time stars suited the approximation principle
[2] —= 0 of zenith balance, while leaving out star 858, they met the principle
[pPK] —*0 of azimuth balance. In the latter case, the [pK] —0 criterion of
principle could really be approximated to [pK] = 0.0086. At the same time,
the sum of zenith distances was:

[2] = — 0°17® in the zenith balance program,
[r] = —16°57" in the azimuth balance program.
0

Consequently, in the second program, the substitution of the southern
star 858 by the northern star 847 resulted in a considerable negative [2] sum,
namely —16°57".

Function weights p and pkoriginating from the zenith balance program
are shown on the left a) side, those from the azimuth balance program on the
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right b) side of Table Il1l1. The numerical formation of the [sin2z] sum mentioned,
further of the clock corrections according to the strict formula (30) in the
programs is as follows:

[sin2] PAE
\z] -» 0 program 0.23170 5.10223 (zenith balance)
[pJC] -i- O program 0.26518 4.93364 (azimuth balance)

According to formula (54) valid for azimuth balance programs:
Pje = ncos29— [sin2z] = 5.21216 — 0.26518 = 4.94698, (58)

the latter not exactly agreeing with the strict result 4.93364 noted down above,
since now [jP-K] = 0.0086, that is, the requirement [pK] = 0 was realized not
with full strictness but only by a good approximation.

Comparison between the azimuth constants furnished by the two different programs

In the following, only the question is to be investigated, which of the
star programs of the two different principles is more favourable as regards
the accuracy of azimuth constant k.

Since the question of azimuth is of secondary importance, on the one
hand, and the exact relations here are less easy to sum up, on the other, let us
he satisfied, also now, with the approximative relations coming from (22)
and (23) and already used in (23"). According to the criterion [p.K] = 0
of azimuth balance, these will be made equal to zero. Then, dividing by cos p:

[z2] £ [zz] tan 9= O. (59)
After squaring:

[z]2~ 2 [z] [zz] tan @ -f- [zz]2tan29p— O , (60)
or in a different sequence of members:
+ 2 [z] [zz] tan (p [zz]2tan2p= —[z]2 (61)

and dividing by [zz]:

-T 2 [z] tan pLU- [zz] stan2p= - EIJZ . (62)

[z2]
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In case of [pK] = 0, (62) can be applied in the denominator of the appro-
ximative formula (43) of general validity:

- 2 - 2
Pk = __r]_!:_%_z__]__rl:'ﬁz]______ ___l_J_ [ ’ Z ] [Z ] \zzim (63)

The approximative azimuth weight formula valid at [pA] = 0 is con-
sequently rather simple, namely:

Pk c* [22] 7 (64)
where the zenith distance must be substituted into radians or, if [zz]° in degrees,

. [zz]0
Pk 3282,81

(65)

Since the denominator of (44) is definitely larger than 1, it follows that —
assuming the square sums [zz] of the two different star programs to be equal —
the azimuth balance program will furnish the higher (64), and the zenith
balance program the lower (44) value for the weight of the adjusted azimuth
constant. As to the relation of the square sums [zz], those mentioned above
according to (55) are also valid here, namely that — on account of the asym-
metry of its stars — it is the azimuth balance program in which a higher
square sum [zz] is to he expected, thus increasing still more the advantage
of (64) against (44).

This is confirmed by the numerical data of the tables Il. and IV, according
to which [zz] for the *“zenith” program, in absolute value, is 0.2345, while
for the “azimuth” program it is 0.2656. That is, the situation is, as regards
the goodness of the two different programs, just the opposite to what was
experienced in the case of the clock correction: in respect of the accuracy
of the azimuth constant, the azimuth balance program is better and the zenith
balance program is less good. This advantage is, however, not by far decisive,
because in the last resort, the emphasis lies on the goodness not of the azimuth
constant but on that of the clock correction. The clock correction and its
goodness can only be indirectly influenced by the azimuth namely, according
to relation (17), the multiplication factor of Kk making up a mere fraction of the
unit. Tables Il. and IV. also show the weight of the azimuth at the station
of @= 46°30" for the programs of both principles. Moreover, not only according
to (44) and (64), but also according to the strict formula (14). In this way,
0.2291 is the approximate value and 0.2267 the strict value for the ,,zenith”
program. For the “azimuth” program: 0.2656 is the approximate value and
0.2662 the strict value. According to these, the approximative values are
well utilisable, since the differences do not exceed 1%.
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The weight curves ofthe azimuth balance program [pK] —=m0

In the case of star programs, the star groups of which satisfied the
principle of azimuth balance on the latitude o= 46°30', the numerical values
of clock correction AE and azimuth constant Kk were similarly computed for
different geographical latitudes < based on the formulas (13) and (14). The pJE
and pk data obtained were summed up as the right side alternative b) of Table
111, with the heading: Azimuth balance star program. The data of this Table

Illb are illustrated by the diagrams of Fig. 3. Besides, Table Ill permits a
comparison also between the weight results of both kinds of time star groups.

It was mentioned that a single member of the zenith balance program,
the southern star 858, had to be substituted by the northern star 847, from which
the azimuth balance group was already produced with the latter, [pK] was
-(-0.0086, practically well approximating the condition [pK] — 0. As a con-
sequence of the exchange of the stars, the weight curves of both the all-star
program and the merely time star group, obtainable according to (13) and (14),
will be altered though to a minor degree.

According to Fig. 3, the culmination point of the AE weight curve in the
azimuth balance program descended from 5.5242 to 5.2436. At the same time,
the (pofthe culmination point shifted from 44° to 45°. Similarly, the peak of the
AE weight curve of the merely time star group decreased, namely from 5.2107
to 4.9336 and the point of culmination appears, instead of 45°, at @= 46°30",
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just around the actual station point. The character of the weight curves of the
azimuth remained unchanged, only they pass somewhat higher, since the
azimuth balance program is, as was seen, somewhat less advantageous for the
clock correction, but slightly more advantageous for the azimuth. All this
also appears from the numerical data of Table I11.

In the programs of both principles, the same 4 circumpolar stars were
employed. Consequently their weight curves remain unchanged in Figs. 2 and 3.

Evidently also the n cos2f curves of maximal clock correction weight
remain the same in both cases. The characteristic points of both figures are
those in which the TE and k weight curves of the identical star programs inter-
sect. Such a point of intersection is shown by Fig. 2 at the geographical latitude
oo = 20.5°, where the p AE= 392.33 and pk= 393.91 values of the all-star
program are nearly the same. This program, hence, provides the same accuracy
in abreadth of 20.5° for both the clock correction and the azimuth. As men-
tioned, such programs were paid special attention during the triangulation of
Sweden.

In Fig. 3, this point ofintersection appears around (p — 23°. Ifthe azimuth
constant were meant for the determination of the azimuth of main triangulation
network sides also in Hungary, as in Sweden, then the intention would be to
set up a program in which this point of intersection would appear on the latitude
of the Hungarian station.
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ZUR FRAGE DES OPTIMALEN STERNPROGRAMMES DER MERIDIAN-METHODE
B. MILASOYSZKY
ZUSAMMENFASSUNG
Auf den Laplace-Punkten des Triangulationshauptnetzes von Ungarn erfolgt die
Zeitbestimmung auf Grund der Beobachtung der Meridiandurchgangszeiten von »Zeitsternen«.

Ergédnzungsweise, zur Sicherung des Instrumentazimuts, werden auch einige »Polsterne«
beobachtet. Den Gegenstand der vorliegenden Untersuchung bildet die Frage, welche der in
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den Formeln (7) bzw. (36) festgesetzten Prinzipe als Grundlage fir die Auswahl der Zeit-
sterne dienen soll. Der Verfasser ist der Meinung, daB letzteres Prinzip eine grofere Zuver-
lassigkeit der Zeitbestimmung sichert.

DU PROGRAMME SIDERAL OPTIMUM DANS LA METHODE MERIDIENNE

B. MILASOVSZKY
RESUME

La détermination de temps sur les points Laplace du systéme primordial de triangulation
s’effectue en Hongrie, depuis des dizaines d’années, sur la base de I'observation des temps
de passage méridien des «étoiles horaires». En plus, on observe aussi quelques «étoiles polaires»
pour assurer la constante d’azimut. L’étude se propose d’examiner, lequel des deux principes
établis par les formules (7), resp. (36) doit présider au choix des étoiles horaires. L’auteur
est d’avis que le second principe garantit une s(reté plus grande pour la détermination de
temps.

K BOMPOCY OMTUMAJ/IbHOWM 3BE3HOW MPOrPAMMbI MEPUAVAHHOIO
METOJA

B. MUNALLOBCKW/

PE3IOME

B TOYKax fannaca BEHrepcKoil 6a3nMCHON TPUAHTYNSILUOHHOW CeTU OnpeaeneHune
BPEMEHM MPOU3BOAMTCS MyTeM Hab6MOAeHUST MOMEHTOB rMepexoja uyepe3 mepuavaH 10—16-u
3Be3f onpegeneHns BpeMeHW. [lONOMHUTENbHO MPOM3BOAUTCS TakXke W HabMfeHUe HeKOTo-
pbIX MONSIPHbIX 3Be3f — [f1s1 06ecrneyeHnst asuMMyTa WMHCTPYMeHTOB. B pgaHHOM pa6oTe pac-
cMaTpuBaeTcsl BOMpPOC, CNeAyeT /U BblGUpaTb 3Be3dbl /151 ONpefeneHns BPeMeHV Mo MPUHLK-
nam, ycTtaHaBnmMBaeMbiM dopmynammn (7) mnm (36). Mo MHeHMO aBTopa NPUHUMN Bbl6opa,
onpegensieMblin  hopmynoii  (36), AaeT 6ONbLUYHD HafAeXXHOCTb MPaBW/ILHOIMO OnpefeneHns
BPEMEHN.
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GENAUIGKEITSFRAGEN BEI DER BESTIMMUNG VON
HORIZONTALEN PUNKTVERSCHIEBUNGEN DURCH
WIEDERHOLTES RUCKWARTSEINSCHNEIDEN

L. HOVANYI

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN, LEHRSTUHL FUR GEODASIE
UND MARKSCHEIDEKUNDE, TECHNISCHE UNIVERSITAT
FUR DIE SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC

[Eingegangen am 10. April 1963]

Horizontale Punktverschiebungen infolge der Bergbauoperationen kdnnen in einzélnen
Fallen durch Yorwaértseinschneiden oder Ruckwartseinschneiden bestimmt werden. Der
Aufsatz beschaftigt sich mit den Genauigkeitsfragen der Bestimmung durch wiederholtes
Rickwaértseinschneiden. Dabei wird der Begriff des Fehlerkreises, gezeichnet mit der groBen
Achse der Fehlerellipse, eingefiihrt. Damit gibt der Verfasser schnell behandelbare und die
praktischen Genauigkeits-Anforderungen befriedigende Zusammenhénge die im Falle uniber-
schreitbarer Koordinatenfehler zur Bestimmung der Genauigkeit der Winkelmessungen,
beziehungsweise in Kenntnis dieser letzteren, zur Bestimmung der Punkt-Koordinaten-
fehler dienen.

Bei der Feststellung der messungsbedingten Fehler von horizontalen
Punktverschiebungen, entstanden durch die Wirkung von Bergbauoperationen,
geht man zweckméaRigerweise aus den Genauigkeitsanforderungen aus. Unter
gegebenen MeRbedingungen mussen die MelRmethoden, die Melinstrumente
und selbstverstandlich die mit diesen einzuhaltenden Genauigkeitswerte
dementsprechend gewdahlt werden.

Die mehrmalige Feststellung der horizontalen Punktverschiebungen
oder die Einmessung der Lage der &uBeren und Kreuzungspunkte kann in ein-
zélnen Fallen durchVorwértseinschneiden oder Ruckwértseinschneiden erfolgen.
Es scheint also zweckm&fig zu sein, solche, schnell gebrauchbaren annéhernden
Zusammenhange fiur die Genauigkeit der Winkelmessungen des Vorwarts-
einschneidens und Riuckwértseinschneidens sowie fuir Bestimmung der zul&ssi-
gen Koordinatenfehler abzuleiten, die den praktischen Anforderungen ent-
sprechen.

Im Falle eines uniberschreitbaren mittleren Koordinatenfehlers eP des
durch Vorwartseinschneiden bestimmten Punktes ist eine einfache Ld&sung
fur Bestimmung der untberschreitbaren mittleren Fehler der Winkel a und R,
gemessen an den Bestimmungspunkten, bekannt.

Wenn, nach Bild 1, Punkt P aus den gegebenen Punkten A und B mit
den Winkeln a und B vorwartseingeschnitten ist, entsteht in Punkt P, infolge
der mittleren Winkelfehler ~ fiaund i fiB, ein Fehlerviereck. Mit Ricksicht
darauf, dall die mittleren Fehler der gemessenen Winkel nur Sekundenwerte
sind, darf das Viereck um Punkt P als ein Parallelogramm betrachtet werden.
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Es ist aus Bild 2 ersichtlich, daB die GroBe des mittleren Fehlers in
Richtung normal zur Tangente der Fehlerellipse durch die tangentennormale
Entfernung gegeben wird. Aus den Eigenschaften der Ellipse folgt es weiter,
dafl die halbe groRe Achse a die grofte ist.

Wenn also die halbe grolRe Achse der Fehlerellipse als Genauigkeits-
Anforderung gewd&hlt wird, dann wird diese Anforderung in allen anderen

Bild. 2

Richtungen (innerhalb des Kreises, gezeichneit mit dem Radius a) befriedigt.
Fur den uniberschreitbaren mittleren Koordinatenfehler a = ep kdénnen die
uniuberschreitbaren mittleren Fehler der Winkel a und B, gemessen in den
Bestimmungspunkten, mit sehr einfachen Zusammenh&ngen berechnet werden
fl, 2]. Wenn y < 90°:

y 2 sir ,F2sm

H 1. W
AP =1 C BP ©)
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Wenn y > 90°:

12cos H- £p |)E~cos 4

fE=te'- -= —: M=te” — 2
AP BF-

Die uniberschreitbaren mittleren Winkelfehler kdnnen also, in Kenntnis
des mittleren Koordinatenfehlers, in jedem Fall berechnet werden. Selbst-
verstandlich kann man in Funktion von e, y, ferner der Vorwéartseinschnitts-
ldngen eine einfache Tabelle oder ein Diagramm konstruieren.

Demnach erscheint es als zweckmaRig, die untuberschreitbaren mittleren
Fehler der Winkel a und R im Falle eines uniiberschreitbaren mittleren Koor-
dinatenfehlers a = ep auch beim Rulckwartseinschneiden zu bestimmen.

Beim Riuckwértseinschneiden (Bild 3) bedeuten die mittleren Fehler
i [iaund i [iB der gemessenen Winkel a und R, daR der eine, dem Winkel
a entsprechende und durch die gegebenen Punkte A, B durchgehende Kreis,
sowie der andere, dem Winkel B entsprechende und durch Punkte B, C durch-
gehende Kreis sich etwas nach innen bezw, nach auflen verschieben. Die
Kreisbdgen kénnen in der Ndhe des Punktes P als gerade und die den einzelnen
Winkeln angehdrenden als parallel betrachtet werden. Nach Bild 4 bildet die
Tangente Ta des Kreisbogens (mit der Seite AP) im Punkte P einen Winkel
a+

Nach d&dhnlichen Uberlegungen bildet die Tangente des dem Winkel
R angehdrenden Kreises einen Winkel mit der Seite CP R -f- tp.

Im folgenden sollen beide konjugierten Halbmesser des dem Riuck-
wartseinschneiden zugehdérenden Parallelogramms bestimmt werden. Da

AP=— —sin(a+ 9, 3)
sin a
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wenn der mittlere Fehler von a, ausgedrickt in BogenmaB [ia ist, ist der
mittlere Fehler der L&nge AP (s. 3; (10)):

Pap —dzsa — sin (a -f-cp)msin-2 ascosa -f--—-----cos(@a ) pa=
sin a

+ AP[—cota -f-cot(a -f- H]pa—zt NP -—-omm- — — Pa —
sin (a -|- ¢p) esin a
AP BP
+ -
~ AB msin (a (- cp)F>a

Analogerweise ist:

BP mCP
Pcp — dz PR-

BC msin(R + y»)
Andererseits ist die Projektion ~ [id von i fi“P normal zur Tangente,
und nach Fig. 4:
AP -BP
-4 T -

P“A= dz Pap *sin(a + < (4)

Ahnlicherweise erhalt man die normale Projektion [idc aus dem Fehler
+ [icp, herbeigefuhrt durch [i8 in CP. Also:

BP CP ,
Pdc — dz = PR - (5)
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Die zwei konjugierten Halbmesser des zu dem Riuckwartseinschneiden
gehdérenden Parallelogramms sind also, im Sinne vom Bild 5:

a's ———-——-, und6'= e . (6)
sin{cp+ f) sin {cp -f- ip)

Mit der Hilfe der auf die konjugierten Halbmesser der Ellipse bezlglichen
Satze kann man aufschreiben, daR

«2+ b2= (a"2+ (b'f,
2ab — 2a'b" sin {p -(- ¥ (7)
ist.
Nach Einsetzen der Gleichungen (6) in (7):

PdA ~b Ixde
sin2{cp+ y»)

a2+ 62=

2ab — 2N aePic
sin{p+ ¥
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Nach Addierung und Subtrahierung beider Gleichungen sowie nach
Wurzelziehen erhélt man:

if*dA + téc + 2 VAA/Mc sin {cp + cp)

/a2 -\-2ab-\-b'l = a Jr b = i
sin {op -f- v) . (8)

lipla + Mk - 2F<GVdesSin (<p+ O

2 — 2ab -(- b2 = — b =
Jaz—2ab : sin {op+ <)

Durch Addieren der Gleichungen (8) ergibt sich fir den Wert der halben

grossen Achse der folgende Zusammenhang:

M
2 sin {ep -j- cp)
M = [//4, + p%, + 2fiaaPdcsin{p+ f) ‘ + ©
+ IVI4A+ t*do — 2 f*dAHCcSIin(P+V ')\ m
Nach entsprechendem Ordnen sowie nach Einsetzen von cos2{®p -)- q) —

= 1 —sin2{p+ o kann fur das Quadrat der halben groRen Achse aufgeschrie-
ben werden:

MdA + Udo + 1«iUdA+ Hde — 2 F¥hf*do + 4 wdAPdc » COS2 (P+ v) (10
2 sin2{cp -)- cp)

Wenn beide konjugierten Halbmesser fir gleich genommen werden,
HdA= Mo = (‘¢

vereinfacht sich der fruher fir a2 aufgeschriebene Zusammenhang auf die
folgende Form:

a2 _ 2F2X-)2y2cos{p-f cp) _ FI2[I(ij cos {op + cp)]

2sin2{p+ cp) sin2{ep -f- cp) (1D
Es folgt aus dem vorherigen, dal wenn @-f- @< 90°, dann ist
fi K2 cos P
FKi+ cos(y + w) (12)

sin {op + op) 2E+EC, 7+l
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Wenn aber @-f- 4p> 90°, dann ist

maz sit T+ V¥
/n ]/l — cos - fi
] - (- ip) ' (13)
sin (@ + '\ 2 sin cosl = 1 f2cos- T W

Nebenbei sei es bemerkt, dal man zu dem gleichen Ergebnis gelangt,
wenn man nach Tarczy—Hoknoch [3] die halbe groBe Achse der Fehler-
ellipse aus der Quadratsumme der Projektionen beider einander gleich genom-
menen konjugierten Halbmesser, senkrecht zur groRen Achse, berechnet.

Wenn beide konjugierten Halbmesser gleich sind, liegt die halbe grof3e
Achse bei ip ip< 90° in der Richtung der Winkelhalbierenden (¢>/2 -f- ip/2),
bei @-f- ip > 90° aber in der Richtung der Winkelhalbierenden 90° — (cpj2 -f-
-f- Nach Rild 5 ist 9-j- ip > 90°, dementsprechend liegt die halbe groRe
Achse in der Richtung der Winkelhalbierenden 90° — (cpj2 -j- ip/2). Aus der
Quadratsumme der zur groRen Achse normalen Projektionen beider konjugier-
ten Halbmesser ist also

a—i (a §70 sing*P Y ¢ (6 )gsiﬂ?i]fr/\\!. (14)
Mit der Einfihrung der Bezeichnung = pidc — pi und unter Anwen-

dung der Zusammenhénge (6):

YRR —— [ J—— | IRE— . (15)

sin (P + y) [/l2cos V+ W
2

Es ist ersichtlich also, dall man nach der Methode von Tarczy—Hornoch
in einer sehr einfachen Weise gleich den Zusammenhang (13) erhdlt. Im Falle
@+ ip< 90° wirde man zu dem Zusammenhang (12) gelangen.

Die erste Ableitung lehnt sich aber an bekanntere Satze an, darum scheint
es notwendig, auch diese zu beschreiben.

Nach &hnlichem Prinzip kann auch die Ableitung der Zusammenhéange
(1) und (2) (beim Vorwéartseinschneiden) vereinfacht werden.

Zuriuckkehrend auf die Zusammenhénge (12) und (13), bei einem unuber-
schreitbaren mittleren Koordinatenfehler a = eP ist der unuberschreitbare
Fehler

U= epJd2-sin$£1.,
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beziehungsweise
V= eP)f2-cosn+t” | (i6)
2

Die uniberschreitbaren mittleren Fehler der Winkel a und 8, gemessen

im Punkte P, sind, im Sinne der Zusammenhé&nge (4) und (5), wenn @ -f- p <
< 90°:

siny + y
AP BP 2
17)
BC]f2
og _ ot 112 P+ W
CP BP
Wenn @ -f- ip> 90°, dann sind
' n"epAB ‘Y2
Pa= £ -— oomm e acs- -----—
AP BP 2
(18)
,_ < " ePBC Y2 -)-
IR = P s ccgg_)__z__)_q_
CP BP 2

Die unlberschreitbaren mittleren Winkelfehler werden also in Kenntnis
der wunuberschreitbaren mittleren Koordinatenfehler in jedem einzelnen
Falle mit Rechenschieber ausgerechnet. Wenn die Seitenldngen in einer
Kilometer-GréBenordnung in die Zusammenhénge eingesetzt werden, wird
ep in Zentimeter ausgedruckt, und ist g= 2,06.

Im folgenden sei ein zahlenmé&Riges Beispiel vorgefuhrt (Bild 6). Der
unuberschreitbare mittlere Koordinatenfehler ist eP = 1 cm. Die Rechnungs-
bezw. der Karte entnommenen Angaben (Genauigkeit von einigen Metern
bezw. von Grade gentigen), sind die folgenden:

AP = 305 m
a=
BP = 509 m &
R = 120°
CP = 401 m
- 66°
AB = 549 m ®
Y= 34°
BC = 795 m
Nach den Zusammenhéngen (17):
5"e~AB-y2 <p+w 2.06-1-0,549-1,41
Pa = 0,643 = + 6,6"
AP BP 2 0,305-0,509
, ""eDBC «1/2 + 2,06-1-0,795-1,41
Mi = P . — cos ®*w 0,643 = + 7,2".
CP BP 0,401-0,509
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Wenn also Punkt P mit einem uniiberschreitbaren mittleren Koordinaten-
fehler eP = 1 cm bestimmt werden soll, muR das Messen der Winkel a und B
im Punkte P so viele Male wiederholt werden, bis man innerhalb der mittleren
W inkelfehler da— 6,6" und fik = 7,2" bleibt.

Wenn die mittleren Winkelfehler bekannt sind, kdnnen die eP Werte
aus den Zusammenhéangen (17) und (18) bestimmt werden. Von je zwei Werten
wahlt man nattrlich immer den groéReren.

B C

Es war unser Ziel, in diesem kurzen Aufsatz schnell verwendbare, die
praktischen Genauigkeitsanforderungen befriedigende Zusammenhdange fur
die Genauigkeit der Winkelmessungen bzw. in deren Kenntnis zur Bestimmung
der unuberschreitbaren Punkt-Koordinatenfehler beim Rickwértseinschneiden

zu geben.

SCHRIFTTUM

1. Konrad, O.. Richtlinien fir die Beobachtung von bergbaulich bedingten Gesteinsbewe-
gungen mit markscheiderischen Verfahren (ungarisch), Banyaszati Lapok, 1959.
2.Tarczy-Hornoch, A.: Uber die Berechnung der mittleren Fehler-ellipse bei einfachem

Vortwértseinscheiden (ungarisch), VI. Oszt. Kdzi. XXIV (1959).
3. Tarczy-Hornoch, A.: Eine einfache Konstruktion der FuBpunkt-Kurve der mittleren
Fehler-ellipse (ungarisch). Geodézia és Kartogréafia, 1960.

ACCURACY PROBLEMS IN THE DETERMINATION OF HORIZONTAL POINT
DISPLACEMENTS BY REPEATED RESECTIONS

L. HOVANYI
SUMMARY

Horizontal point displacements produced by mining operations can be determined, from
case to case, by intersection or by a three-point resection. The present study deals with the
accuracy problems of repeated resectional determinations. The concept of error circle drawn
with the great axis of the error ellipse is introduced. In this way promptly manageable relations
satisfying practical accuracy requirements are furnished, in case of coordinate errors not to be
exceeded, for the accuracy of angle measurements, respectively —in the knowledge of these —
for the determination of the point coordinate errors.
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PROBLEMES DE PRECISION DANS LA DETERMINATION PAR RELEVEMENTS
DU DEPLACEMENT HORIZONTAL DE POINTS

L. HOVANYI
RESUME

Les déplacements horizontaux de points dus aux opérations miniéres peuvent étre
déterminés, suivant le cas, par intersection ou par relevement. L’auteur traite des problemes
de la précision dans la détermination par relévements réitérés, et introduit la notion du cercle
d’erreur tracé avec l’axe principal de I’ellipse d’erreurs. Il donne ainsi des relations faciles
a manier et satisfaisant les exigences de précision posées par la pratique, soit pour la précision
des mesures des angles, en cas d’erreurs limites des coordonnées, soit pour la détermination
des erreurs de coordonnées des points, quand la précision des mesures des angles est connue.

BOMPOCbI O TOYHOCTW OMPEAENEHWNA TOPU3OHTA/IBHOIO CMELLEHNA
PEMEPOB TMPW MNOMOLLW NMOBTOPHbLIX OBPATHbLIX 3ACEYEK

n. XOBAHMW

PE3IOME

[OpY30HTa/bHBIE CMELLEHNUS MYHKTOB OT TOPHbIX PaGoT onpeaenstoTcss NpsMoi Wau
o6paTHOI 3aceukoii. B pa6oTe paccmMaTpuBalOTCA BOMPOCbI O TOUHOCTW OMpPeAeNeHUs CMmeLLe-
HWS MYHKTOB NPW MPUMEHEHWUM MOBTOPHbIX 06paTHbIX 3aceuek. BBOAUTCSA MOHSATUE 06 OKPYX-
HOCTM MOTPELLUHOCTM, NPOBOAMMON MO A/IMHHOW OCW 3M/MMca MOrpeLHocT. Mpu aToM nosny-
yaloTcs yAobHble AN MPUMEHEHMsI U OTBevalolve TpeGoBaHWsIM MO TOUYHOCTM COOTHOLLEHUS!
ANS ONpefiesieHNsl TOYHOCTU M3MEPEHUSI YINI0B MPU HAIMUMK HEAOMYCKaeMbIX KOOPAMHATHbIX

NOrpPELLIHOCTE, a NPW M3BECTHBLIX BeUUMHAX NOCNeAHUX — ANSt OnpeaeneHnst norpeLHocTel
KOOpAMHAT MyHKTOB.
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DIE BESTIMMUNG DER GENAUIGKEIT VON
MESSERGEBNISSEN

F. HALMOS

GEODATISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE
DER WISSENSCHAFTEN, SOPRON

[Eingegangen am 26. August 1963]

Verfasser untersucht die auf Grund des Gaul’schen Fehlergesetzes berechenbaren
Genauigkeitszahlen sowie die der Student’schen Fehlerverteilung entsprechenden Vertrauens-
(Konfidenz-) Intervalle. Er beweist, dal beieiner Wahrscheinlichkeit P = 0,683 dasVertrauens-
Intervall mit dem mittleren Fehler und mit dem mittleren Fehler des mittleren Fehlers ableit-
bar ist. Die Untersuchungen werden auf die Bestimmung der Genauigkeit der ausgeglichenen
Werte, deren Funktionen sowie auf den entsprechenden mittleren Fehler erweitert. Die auf
Grund des Prinzips der kleinsten Quadrate berechneten mittleren Fehler Uberschatzen die
Genauigkeit der Beobachtungen. Die mit dem mittleren Fehler des mittleren Fehlers ergénzte
GenauigkeitsmeBzahl liefert theoretisch und auch praktisch eher annehmbare Werte. Bei
geringer Uberschissiger MeRzahl und groRerer Wahrscheinlichkeit sind die durch Fehler-
verteilungsfunktionen gewonnenen Ergebnisse auch nicht zufriedenstellend. Es werden weiter
die vom Verfasser abgeleiteten, dem Vertrauens-Intervall und den Erfahrungen entsprechenden
Fehlergrenzen angegeben. Die Untersuchungen werden mit Rechenbeispielen ergénzt.

Die von Gauss begriindete und von Helmertwesentlich weiterentwickelte
Ausgleichung setzt eine unendliche Zahl der Beobachtungen voraus. Dies kann
in der Praxis sowohl in der Geoddsie als auch bei anderen technischen oder
physikalischen Messungen nie erreicht werden. Zur Erhéhung der Genauigkeit
ist es also wesentlich, die hdchste Zahl der Messungen ganz bis zur Grenze
der ZweckméaRigkeit durchzufuhren. Es ist wichtig, daR bei deren fehler-
theoretischer Aufarbeitung in den entsprechenden Zusammenhdngen die
Untersuchung sich auf sdmtliche zweckdienliche Messungen erstrecke, denn
es kénnen nur auf diese Weise beruhigendere maRgebende Daten Uber die
Genauigkeit der vollfihrten Beobachtungen und zur Untersuchung der einzel-
nen Fehlerarten erzielt werden ([1]; S. 66—70).

Die Zahl unserer Uberschiissigen Messungen ist aber meistens ziemlich
klein (im Vergleich zum Unendlichen), so daB die den klassischen Voraus-
setzungen entsprechende normale Fehlerverteilung nicht immer vollsténdig
gesichert ist. Es ist eben deshalb zweckdienlich, im Falle solcher Beobachtungen
mit Hilfe der modernen Thesen der Wahrscheinlichkeitsrechnung und der
mathematischen Statistik unsere Ergebnisse auch von einem anderen Gesichts-
punkt aus zu untersuchen. Neuerlich werden die durch Ausgleichung gewon-
nenen Genauigkeitszahlen an mehreren Stellen einer Kritik unterzogen, weil
sie die Genauigkeit der Messungen Uberschéatzen. Eben deshalb werden in der
letzten Zeit in mehreren Bichern und Abhandlungen neue Richtlinien zur
Bestimmung der Genauigkeitszahlen angegeben ([2, 3, 4, 5, 6] usw.).
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A) Die Untersuchung der direkten Beobachtungen

Es ist allgemein bekannt, daB die Verteilung der Beobachtungsfehler
nur im Falle unendlich vieler zufélliger Fehlerelemente und unendlich vieler
Versuche der normalen Verteilung entspricht. Sie wird eben deshalb Gauf3’sche
Fehlerverteilung oder Fehlergesetzt genannt. Die Fehlerverteilungsfunktion
der normalen Verteilung ist bekanntlich:

exp 1 (x—o0)
re) = o/2n 2 a2 (1)

wo a der Parameter, die Streuung der normalen Verteilung, a der wahre Wert,
x der durch unsere Messungen abgeleitete Wert, also x — a der wahre Fehler
ist. Der Faktor \jV2n ergibt sich aus der Voraussetzung, daR die Wahrschein-
lichkeit des Vorkommens im Bereich von —oo bis -foo der Wahrscheinlich-
keitsdichte-funktion gleich 1 sei, jedoch ist

1 (x—a) .
ex d(X—o0)= ji2n-e
p ) @ ( )= ¥ (2)

Der normalen Verteilung entsprechend ist die Wahrscheinlichkeit, dal
Ix —a l< Ax die folgende [4; S. 87. GI. (15)]:

2 it / \

P = .y~ g€ X Py——% \dt — P (x —tpx< a < x -f- tfix), 3)
S J

t= = - : a= x /" tfix= x 3t Ax ¥4)

ist (auf der rechten Seite der Gleichung (3) ist das in Klammern gesetzte
Glied nach P als Index zu verstehen).

Aus Gl. (3) ist es klar, daR die Werte t und P voneinander abhédngig und
von der Mef3zahl (n) unabhéangig sind, weil die normale Verteilung eine unend-
liche Zahl der Beobachtungen voraussetzt. Der mittlere Fehler pxist hier also
als Fehlerschranke zu betrachten, und es kann festgestellt werden, mit welcher
Wahrscheinlichkeit (P) der ausgeglichene Wert {x) innerhalb der x i px
Grenzen liegt. Im entgegengesetzten Falle kann es bestimmt werden, dal? bei
einer gewissen gegebenen Wahrscheinlichkeit die Fehlerschranke das wieviel-
fache des Wertes des mittleren Fehlers ist (diesen Faktor bedeutet t). Dem obi-

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



DIE BESTIMMUNG DER GENAUIGKEIT VON MESSERGEBNISSEN 47

gen entsprechend liegt der ausgeglichene x —Wert innerhalb der Fehler-
schranke Xi fix ungefdhr mit einer 68,3%-igen Wahrscheinlichkeit. Inner-
halb den Grenzen x ~ 2 /ix liegen 95,4%, innerhalb den Grenzen xi 3 px
99,7% der Messungen. Der mit t multiplizierte W ert des mittleren Fehlers
wird meistens Yertrauensintervall genannt, bei der t die Funktion der Wahr-
scheinlichkeit und der Uberschissigen Messungen ist. Weiter ist bekannt, dal
bei einer Wahrscheinlichkeit P = 50% = 0,50 das Yertrauensintervall fir den
ausgeglichenen Wert nach der Methode der kleinsten Quadrate d: 0,647 /nx ist.

Die auf der mathematischen Statistik beruhenden Untersuchungen haben
aber erwiesen, dall das Vertrauensintervall eine Funktion der Anzahl der
Messungen ist: Je grofRer diese Anzahl, desto wahrscheinlicher ist es, daR die
ausgeglichenen Werte innerhalb der Fehlergrenzen liegen. So kann der GauB’sche
mittlere Fehler wahrlich die Genauigkeit der Messungen verfédlschen, haupt-
sadchlich wenn wir die Zahl der Uberschissigen Messungen eigenwillig verringern
(z. B. durch fiktive Beobachtungen).

Bereits im Zusammenhang (3) taucht die Frage auf, dal? zu einem wahren
Wert o die Wahrscheinlichkeit dafir gesucht wird, dal? es innerhalb der gege-
benen Grenzen liegt, bzw. mit welcher Wahrscheinlichkeit der berechnete x
und das dazu gehdrende Vertrauensintervall den wahren Wert des unbekannten
a enthé&lt. Das Vertrauensintervall ist auch als Konfidenz-Intervall bekannt
[6, 7], wdhrend Hristow in seiner bereits erwdhnten Untersuchung [2] und
in seinem Buche [4] die Benennung »fiduziarisches Intervall« gebraucht.
Die deutsche Fachliteratur wendet die Benennung »Vertrauens-Intervall«
an [8].

Zur naheren Erdrterung des Vertrauens-Intervalls soll der Zusammen-
hang (4) in folgender Form aufgeschrieben werden:

t a—X ex

Px PX [pvv]
~ T ~

®)

wo ex der wahre Fehler des aus der Ausgleichung gewonnenen verlaRlichsten
Wertes x ist, der manchmal auch wahrscheinlichster Wert genannt wird (da
die GaulR’sche Fehlerverteilung an die Summe des Quadratminimums der
Verbesserungen beruht, scheint in diesem Sinne das Attribut »verlaBlichst«
fur angebracht), fix aber, als bereits erwéahnt, der mittlere Fehler, v die Verbes-
serung der einzelnen Beobachtungen, p deren Gewicht, f die Zahl der Uber-
schussigen Beobachtungen bedeutet. Der Zahler des Ausdruckes ist ein Wahr-
scheinlichkeitswert mit normaler Verteilung, in dem Nenner ist die Quadrat-
wurzel der Quadratsumme der Wahrscheinlichkeits-Veranderlichen zu finden.
Diese Art der Verteilung ist als t —oder Student’sche Verteilung bekannt.
Im Falle unendlich vieler Beobachtungen geht letztere in eine normale Vertei-
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lung Uber. Die Verteilungsfunktion ist [4; S. 101.]:

P (—I[xx < a—xX <( -1- t[Ax) =

wo laut den bereits bekannten Bezeichnungen ' das Zeichen der Gamma-
Funktion (Zeichen dafuir, dall die faktoriellen GrolRen auf nicht ganze Glieder
ausgedehnt wurden). Bei einer bestimmten Wahrscheinlichkeit P wird der
berechnete (ausgeglichene) Wert innerhalb folgendes Vertrauensintervalls
liegen:
X i "Px:xiex WO t:—m—° (7)
Px

Zu den verschiedenen Wahrscheinlichkeiten P kénnen die zu den veréander-
lichen n —1=f (Uberschissigen MeRzahlen gehdérenden i-Koeffizienten
(Multiplikatoren) laut GI(6) bestimmt werden, von welchen einige in Tafel
I. zu finden sind [4].

Ahnlicherweise kann das Vertrauens-Intervall des berechneten mittleren
Fehlers ermittelt werden:

P(Px < a< fx+ sk = (8)

dq

wo f = n — 1 wieder die Zahl der Uberschiissigen Beobachtungen, ux den
berechneten mittleren Fehler, a dessen wahrscheinlichen Wert, elx aber den
wahren Fehler des mittleren Fehlers (Vertrauens-Intervalls) bedeutet. Die
Integrations-grenzen sind:

VT

+

und (9)
wo

bzw. Ex— g- [ix. (10

Zu &hnlichen Zusammenhéngen gelangen wir, wenn das Vertrauens-Intervall
des mittleren Fehlers einer Beobachtung mit Gewichtseinheit oder einer Funk-
tion F — F(a -)- v) gesucht wird. Dementsprechend ist:

—Po—i Poi fko— = POi 9'Po—i Po(lrb(®
- 11
ax= Px — 1 Pxzhew—i Pxt 9¢Px—1i Px(1rhu) ( )
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und
°>= Pp=i Pfi epr= db PFi 4Pf= dtPfF(li ?)

Wenn aber das Vertrauens-Intervall einer Funktion F berechnet werden soll,
so ist auf Grund von

P(F—eP< F < F+ eF)=fF{ (12)
F—F+xep=F" tup.

In diesem Sinne also, falls nur mit dem mittleren Fehler der Funktion
gerechnet wird, bekommen wir bei der Genauigkeitsabschétzung unter allen
Umstadnden gunstigere als die wahren Werte.

Geméd&R der Funktionsform (8) kénnen die zu einer jeden Uberschissigen
Beobachtungszahl und zur beliebigen Wahrscheinlichkeit gehérenden Multipli-

katoren g bestimmt werden [4], (I. u. Il Tafeln).

Tafel |

f \ P 0,683 = 68,3% 0,90 = 90% 0,95 = 95% 0,99 = 99%

1 1,824 6.314 12,706 63,657

2 1,318 2,920 4.303 9,925

3 1,195 2,353 3,182 5,841

5 1,109 2,015 2,571 4,032

10 1,052 1,812 2,228 3,169

20 1,025 1,725 2,086 2,845

60 1,008 1,671 2,000 2,660

120 1,004 1,658 1,980 2,617

= 1.000 1,645 1,960 2,576
Tafel 11

0,683 = 68,3% 0,95 = 95%

f
1 1,445 14,947
2 0,625 3,415
3 0.455 1,914
5 0,334 1,091
10 0,230 0,593
20 0,162 0,358
60 0,090 0,186
120 0,063 0,130
00 0,000 0,000
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Es sei hier erwdhnt, daR erfahrungsgemd&l bei wenig Uberschissigen
Messungen der mittlere Fehler als Genauigkeits-kennzahl nicht ohne weiteres
angenommen werden kann. In solchen Fallen ist es beinahe zweckmaRiger,
auf Grund der fruheren zahlreicheren Beobachtungen den entsprechenden
mittleren Fehler des MeRverfahrens, der Melgerdte und Beobachtungsum-
stande zu erfassen und die Abweichung zwischen dem letzteren und dem berech-
neten mittleren Fehler zu bestimmen, die innerhalb einer gewissen Grenze
liegen muB. Falls wir die zu groRen Wahrscheinlichkeiten (P > 0,90 = 90%)
gehdrenden t- und ¢-Multiplikatoren der Studentschen Verteilung ins Auge
fassen, sehen wir, daB diese aus melRtechnischen Griinden praktisch unannehm-
bare Intervalle liefern, obgleich Fehler mit beliebigen GroéRen vorausgesetzt
werden. Einen anschaulichen Beweis gab hierfiir der Fall, bei dem von den

Tafel 111

P = 0,683 = 68,3% P =095 = 95% P =099 = 99%

1
I+

3,65 mm 12,706-2

1
I+

ex = 1Vx 1,824-2 25,4 mm 63,7-2 = + 1274 mm

M~ a° 1,445-2

1
I+

2,89 mm 14,947-2

1
I+

30,0 mm 7242 = + 144,8 mm

Hin- und Ruckmessungen (d. h. aus einer Uuberschissigen Beobachtung)
ausgegangen wurde (z. B. bei den Langenmessungen oder beim Nivellement)
und die zu den groflen Wahrscheinlichkeiten gehérenden Vertrauens-Inter-
valle bestimmt werden. Es sei z. B. der mittlere Fehler einer Nivellierung +2
mm/km, so bekommen wir der Student’schen Verteilung entsprechend die
Werte der Tafel I111. Aus den errechneten Werten ist es gleich ersichtlich, daR
das Vertrauens-Intervall des ausgeglichenen Wertes gemaR der normalen
Verteilung bei zweifacher Sicherheit, d. h. bei tnor.= 2 ungefdhr das 13-fache
des mittleren Fehlers, im Falle einer dreifachen Sicherheit ungeféhr das 64-fache
ist. Es ist aus praktischen Erwé&gungen bekannt, daR ein Intervall von ~ 26,0
mm schon als ein grober Fehler betrachtet wird und kann aus Genauigkeits-
grinden nicht angenommen werden. Dieselbe Lage besteht betreffs des Ver-
trauens-Intervalls des mittleren Fehlers [5].

Ahnlicher Fall liegt vor, wenn wir von einer mit einem ~ 2 mm mittleren
Fehler behafteten doppelten L&ngenmessung ausgehen (P = 0,99 = 99%;
ex = i 127 mm).

Es kann also festgestellt werden, dall die ermittelten Intervalle aus prak-
tischen Grinden nicht annehmbar sind. Hier kann auflerdem auch bewiesen
werden, daR bei der Zusammenfassung der Beobachtungen (durch Bildung
der fiktiven Beobachtungen) sowie der willktrlichen Verminderung der Zahl
der Uberschissigen Beobachtungen die Genauigkeitsschdtzung zu unrichtigen
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Ergebnissen fuhrt. Auf die Frage, wie verldRlichere Genauigkeitszahlen
bestimmt werden konnen, werden wir noch zurtckkehren.

Die Bestimmung des Vertrauens-Intervalls mit Hilfe der mathematischen
Statistik ist ziemlich kompliziert [2, 6]. Durch gewie Anndherungen kénnen
auch einfachere Zusammenhéange ermittelt werden, doch sind die auf diesem
Wege gewonnen Werte meistens nicht von allgemeiner Giltigkeit. Da das
Hauptziel die Ermittlung solcher Genauigkeitszahlen ist, in denen neben der
W ahrscheinlichkeit auch die Zahl der iiberschissigen Messungen zum Ausdruck
gelangt, stellt sich die Frage, ob dies auch mit Hilfe der in der klassischen
Fehlertheorie bekannten Begriffe erfolgen kénne. Laut der Gauld’schen
Fehlertheorie, die sich auf die normale Verteilung der Fehler und auf eine
unendlich grofe Zahl von Beobachtungen stitzt, kann es abgeleitet werden,
ob mit der Ausdehnung dieses mittleren Fehlers eine Kennzahl gefunden
werden kann, in der diese Daten einbezogen werden.

Betrachten wir zuerst den mittleren Fehler des mittleren Fehlers als
die MeRzahl der VerlaRlichkeit des mittleren Fehlers. Vollstdndigkeits- und
Durchsichtigkeitshalber wollen wir die Grundlinien der in der Fachliteratur
an mehreren Stellen behandelten Frage kurz zusammenfassen, um spéter
unsere ausfuhrlicheren Erdrterungen vorfihren zu kénnen. Falls von den wah-
ren Fehlern (e) der Messung ausgegangen wird, ist die Verteilung deren Quad-
rate (e2 nicht mehr normal, sondern sie folgt der Helmert—Pearson’schen
bekannten Verteilungsfunktion fir die Quadrate der normalverteilten Verén-
derlichen [4,7,9]. Das Quadrat des mittleren Fehlers (Streungsquadrat)
einer Wahrscheinlichkeitsverdnderlichen £2 ist gleich der Differenz des zu
erwartenden Wertes von e4 und des Quadrats des zu erwartenden Wertes e2
([7]; S. 298.), also unseren Bezeichnungen entsprechend:

/4°>= Mun - (Mu )2= bl _ (l£0 |2 (i3)
n \'n J

wo (%) das Quadrat des mittleren Fehlers der e2 — Wahrscheinlichkeits-
Veranderlichen, M das Zeichen des zu erwartenden Wertes, in unserem Falle
der Bildung des wahrscheinlichen Wertes ist (es leitet sich ab vom lateinischen
Wort mediam = mittlerer Wert). Der zu erwartende Wert der re-ten Potenz
der Wahrscheinlichkeitsveranderlichen e ist:

M(sn)= exp ~de. (14)
fil\2n Jo 2fi2

Substituiert in GI(13):

2 2 r+' 2
ne lexp — de u r e2exp
27 2 u2 77%2n Jo 2fi2

(15)
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Nach der Integration:

4r|t)
Y*

N —2Y2e (17)

AE) H4- fix= 2 (16)

Nachdem es bekannt ist, daR:

i* = -tel int, (18)

kann nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz der Wert:

11\2 1
| (Bbx) + Pl + e Rrl) — h*2) (19)
berechnet werden, wo — ... = ist. In GI(17) substituiert
ergibt sich:
'T
v = fil (20

Da [X= Yli2ist, wird:
(21

1
2U

(22)

Es ergibt sich also folgender Zusammenhang fiur den mittleren Fehler des
mittleren Fehlers [8; S. 143]:

1 0,7071
= L= U (23)

T R

2n T

Vom wahren Wert auf den durch Ausgleichung gewonnenen wahrscheinlichsten
Wert Ubergehend, ist der mittlere Fehler des mittleren Fehlers:

r 0,7071
" (24)
(n- 1) Y f Y2f
bzw. im Falle von r Unbekannten:
1 0.7071
Ax = & [*.= —;-. -1 (25)

2(n-r) Y2f i
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wo/in jedem Falle die Zahl der Uberschiissigen Beobachtungen ist.

Derselbe Zusammenhang kann auch in dem Falle abgeleitet werden,
wenn von der Helmert—Pearson’schen x2 (Chi-Quadrat) Verteilung ausge-
gangen wird:

X2= {n~ 1) , (26)
¥ Rl

wo a die auf Grund der wahren Fehler berechenbare Streuung (wahrscheinlicher
Wert des mittleren Fehlers) ist. Die Dichtefunktion der Verteilung ist:

j V /2

F(X2) 2&' £'2-1 e-l«*|2& 27)
Fir den zu erwartenden Wert von 9% ergibt sich:
M (f)="1F (28)
und fur das Quadrat der Streuung:
D*(X*)=& =2f (29)

Fir das Quadrat des mittleren Fehlers des mittleren Fehlerquadrats:
(30)

und aus diesem laut dem vorherigen ergibt sich der mittlere Fehler des mittleren
Fehlers zu

(31)

Es ergeben sich &hnliche Zusammenhéange fir den mittleren Fehler des
mittleren Fehlers der Gewichtseinheit, wenn die einzelnen Beobachtungen
nicht das gleiche Gewicht haben.

Es kann der mittlere Fehler des mittleren Fehlers der ausgeglichenen
Werte der unmittelbaren Beobachtungen ebenfalls ermittelt werden. In diesem
Falle ist:

(32)
n

Im Sinne des Fehlerfortpflanzungsgesetzes:

2 1
i = 1*%1=—: (33)
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Gleichfalls kann abgeleitet werden, daf3:

n nx

2
1 (! ist. (34)
2m * " H n*r |/2 n2 Y2 n

Wenn nicht von wahren Fehlern, sondern von Verbesserungen ausgegangen
w'ird, so:

P
Pth — i Px +. X (35)
/2011 1) W

Wenn Beobachtungen mit verschiedenen Gewichten Vorkommen:

oo P2 [ed (36)

Px mn

Dem vorherigen entsprechend:
1 1 1
Pli :$ ----- F-rAa: ------------ Ria/= —r - p* @37
r-n Px n

Das mittlere Fehlerquadrat des mittleren Fehlers der Unbekannten:

px (38)
e - 1 2bl) 4 Px pl'n "Px mn
bzw.:
Pr* = 1 0 Px (39)
Y2px-n Y2 n

Von den wahren Werten auf die durch die Ausgleichung gewonnenen wahr-
scheinlichsten Werte Ubergehend:

px = Px Px (40)
[2(»-1) 121/

Der in (40) vorkommende Wert:

(41)
121 f

kann sogar in eine Tabelle zusammengefallt werden.
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Laut dem bisherigen sind die verlaBlichsten Grenzen der berechneten
oder ausgeglichenen Werte die folgenden:

a) Der mittlere Fehler der Beobachtung der Gewichtseinheit:

=. Niff- +A(Idz ’ (42)

wo fiQder durch Ausgleichung gewonnene mittlere Fehler der Beobachtung
der Gewichtseinheit ist.

b) Die verlaBlichsten Werte des mittleren Fehlers des ausgeglichenen
Wertes:

a=ta(tw ) e

c) Der mittlere Fehler der Funktion des ausgeglichenen Wertes:

pF = +/iF(1+ JT}) 4

sind. Wenn wir der Student’schen Verteilung entsprechend die in (10) errech-
neten g Werte mit dem mittleren Fehler des mittleren Fehlers vergleichen,
d. h. bei einer Wahrscheinlichkeit P = 68,3% = 0,683 die zu den verschie-
denen (/) Uberschissigen Melizahlen gehérenden q Werte errechnen und mit
dem 1/~2/-Werten vergleichen, ergibt sich, dal im Falle von /> 2:

g= __ ist. (45)
9 v2f K '

Die GI(45) ist in Abb. 1. veranschaulicht. Es ist unmittelbar ersichtlich,
dall bei f = 2 die auf zwei verschiedenen Wegen ermittelten Ergebnisse nur
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gut annéhernd, bei f > 2 aber praktisch absolut Ubereinstimmend sind.
Dies ist auch aus den in GI(29) erwiesenen Gleichheiten ersichtlich. Die Uberein-
stimmung hat aber auch ihre aus der Ausgleichungsrechnung stammende
Erklarung, da bereits im mittleren Fehler des mittleren Fehlers die Zahl der
Uberschissigen Beobachtungen zum Ausdruck kommt. Darauf wies schon die
Erdrterung [11] hin. Dies war ubrigens die Voraussetzung fur die Bestimmung
des Vertrauens-Intervalls [10], [11]. So konnte der Zusammenhang zwischen
dem Vertrauens-Intervall und dem mittleren Fehler des mittleren Fehlers
(bei P = 0,683) bewiesen werden. Ubrigens falls der um den mittleren Fehler
des mittleren Fehlers vergrdRerte Wert mit dem durch die Ausgleichung
gewonnenen mittleren Fehler verglichen wird, ist es feststellbar, dall letzterer
bei / =5 Uberschissigen Beobachtungen ungefdhr um 32%, bei /=50 um
10% und bei/ = 100 um 2% fehlerhaft ist (Tafel V).

Tafel IV
f | 2 3 5 8 10 15 20 50 100
Abweichung 71 50 41 32 25 2 18 io 10 2,2

in (I, %

Um die zu den berechneten oder ausgeglichenen Werten gehdrende Genauig-
keitszahl, d. h. den mittleren Fehler richtig ermitteln zu kénnen, ist die Bestim-
mung des mittleren Fehlers des mittleren Fehlers unbedingt notwendig, iveiter
mull bei der Berechnung des mittleren Fehlers, direkt oder indirekt unbedingt
auf die urspringlichen Beobachtungen zuriickgegangen werden [12, 13]. Letztere
beruhen auf den tatsdchlich bestehenden uberschissigen Beobachtungen
(ihre Zahl ist wesentlich gréBer als die der zusammengezogenen), folglich wird
die VerlaBlichkeit des berechneten mittleren Fehlers wesentlich gréRer sein.
Das oben Abgeleitete kann auf beliebige Ausgleichungsgruppen ausgedehnt
werden.

Falls in (45) auch die VerlaRlichkeit des mittleren Fehlers des mittleren
Fehlers in Betracht gezogen wird, ist die Ubereinstimmung auch im Falle
/ < 2 noch besser. Auf diese Frage wollen wir aber spédter noch zuriickkehren.

In GI(7) wurde bewiesen, daR das Vertrauens-Intervall der ausgeglichenen
Werte sowie deren Funktionen folgendermafien aufschreibbar sind:

ex —i fIG (46)
eF —dZtyp
bzw.
X = X = #-1- tjilx (47>

F=F"™ £p—F tfip
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wo also t wieder auf Grund der Studentischen Verteilung, bei gegebener
W ahrscheinlichkeit P und f Uberschissiger Beobachtungszahl berechenbar
ist. Das Vertrauens-Intervall fur die ausgeglichenen Werte kann auch folgen-
dermaflen aufgeschrieben werden:

dzex= + 1Px= %+ (1 + *)Px— + Px+ t' Px5 (48)

wot= 1 t' ist. Gleich dem vorherigen ist es aufschreibbar, da die zu erwar-
tende Streuung der Summe der Quadrate [f2n ist, daR:

g . Px PRx (49)
[/12re ~x 2 Ynf fin
Folglich:
1 _ 1

2Ynf Van/

(50)

Falls von wahren Fehlern wieder auf Verbesserungen (bergegangen wird,
muB in GI(50) anstatt n, n — r = f geschrieben werden. Im Sinne des vor-
herigen ist das Vertrauens-Intervall der ausgeglichenen Werte bei P — 0,683 =
= 68,3% Wahrscheinlichkeit:

dzsx —zb (1 + O Px — + PxzhT=T

zheF= dz(1+ O Pr = dzPfdz-jj=j

D. h. samt den ausgeglichenen Werten:

*=*1(/< t-jlj) = *tA(lty = j) = *+ft(lt~r)

p=F4 » +m ) =Fx~{1xtw m ) =Fzxl‘pilt -h}

Laut dem vorstehenden kdnnen die Vertrauens-Intervalle bei P — 68,3% =
— 0,683 durch die in der Fehlertheorie und Ausgleichungsrechnung bisher
bereits bekannten Begriffen bestimmt werden. Unsere Ableitungen beweisen
also in jeder Hinsicht, dall der mittlere Fehler nicht selbststdndig betrachtet
werden kann, sondern man muf dessen VerlaRlichkeit mittleren Fehler in
Betracht ziehen, in dem dann auch die Zahl der Uberschiissigen Beobachtungen
zum Ausdruck kommt. Je groBer die letztere, desto verlaR3licher ist der mittlere
Fehler des mittleren Fehlers. Theoretisch hat der mittlere Fehler des mittleren
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Fehlers auch eine VerldRlichkeit, aber dessen hiesige Erdrterung wirde das
Ziel unserer Studie Uberschreiten.

Unsere Ableitungen kénnen auf einen jeglichen in der Geodé&sie vorkom-
menden Fall ausgedehnt werden, und haben u. a. eine sehr grofle Bedeutung
bei der Genauigkeitsbestimmung der auf verschiedenen Wege vollfihrten
Punkteinschaltungen. Sie spielen eine wichtige Rolle bei der Verarbeitung
von einer grofen Zahl von MeRergebnissen (z. B. bei den zur Bestimmung der
Genauigkeit geodéatischer Instrumente vollfiuhrten Beobachtungen, bei der
Bestimmung deren Annehmbarkeit, und Streuungsgrenzen). Auf diese wird
aber jetzt hier nicht eingegangen [1]. Es kann auch bei der Auswertung solcher
Beobachtungen, deren Ziel die Untersuchung der Bewegungen einer technischen
Anlage ist, wesentlich sein, da es hier eine wichtige Rolle spielt, ob die Abwei-
chung der beobachteten Werte von der Ungenauigkeit des MeRverfahrens
oder aber von den tatsdchlichen Bewegungen verursacht wird. Naturgemaf
hat die genaue Untersuchung der Frage auch unz&hlige oder mindestens viele
Kriterien [1,5].

Nun erhebt sich die Frage, welche Grenzen flur die GréRe der mittleren
Fehler gestellt werden kdnnen. ErfahrungsgemaR kénnen mit dem mittleren
Fehler und dessen mittleren Fehler (in dem also die Zahl der uberschissigen
Beobachtungen zum Ausdruck gelangt) folgende Streuungsgrenzen bestimmt
werden:

bei
P — 0,683 = 68,3% /~Grenze i
P = 095= 95% LGrenze A~ 2 (Ji dz /X) (53)
P = 0,997 = 99,7% grenze > 3 (jj £ fi-)

wo /» der auf Grund vieler Beobachtungen abgeleitetemittlere Fehler, fi- aber
der zur gegebenen Anzahl der Messungen gehdrende mittlere Fehler des mitt-
leren Fehlers fi ist.

Falls wir z. B. mit einem optischen EntfernungsmeRgerat auf Grund
zahlreicher Beobachtungen den ermittelbaren mittleren Fehler abgeleitet
haben, ergab sich:

fi= i 20 mm/100 m .

Mit Hilfe einer Versuchs-MeRserie wurde bestimmt, daB ~ = -J 35 mm/100
m ist, wo die Zahl der Beobachtungen n = 16 war. Bei P = 68,3%-igen
W ahrscheinlichkeit soll untersucht werden, ob unsere Beobachtungen inner-
halb des erlaubten Grenzwertes liegen:
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Folglich
/«Grenze = * /< % = £+ 20,0 £+ 3,65 = (23,7 mm/100 m) .

Laut dem vorstehenden haben wir mit rund 11 mm die erlaubte Grenze
Uberschritten; die Beobachtungen gehdren daher in eine Kategorie der weniger
verlaRlichen Reihen.

Ahnlicherweise konnen unsere mit dem Theodolit durchgefiihrten
Yersuchswinkelmessungen, die mit MefRband oder La&ngenmeligeréat vollfihrten
Entfernungsmessungen (L&ngenmessungen), Nivellierungen, Instrumenten-
untersuchungen und andere Messungen ausgewertet werden. Falls die Be-
obachtungsserien betreffs des mittleren Fehlers die zuldfRigen Grenzen uber-
schreiten, ist es laut der Fischer’schen Verteilung bestimmbar, inwiefern die
Uberschreitung annehmbar ist, oder aber unbedingt ein Unterschied zwischen
der Genauigkeit der verschiedenen MeRserien getroffen werden mufR ([1]; S.
112 —115). Auch unsere MeRergebnisse werden nach irgendwelcher Verteil-
ungs-Funktion untersucht, geben sie im Falle einer groRen Wahrscheinlich-
keit und bei wenigen Uberschissigen Messungen praktisch keine annehmbaren
Streuungsgrenzen. So bleibt uns in diesen Féallen nichts anderes ubrig, als den
nach den urspringlichen Beobachtungen berechneten mittleren Fehler sowie
dessen mittleren Fehler fir eine P — 68,3% Wahrscheinlichkeit anzunehmen,
weiter nach GI(53) die zu der Wahrscheinlichkeit gehérenden Streuungsgrenzen
empirisch zu berechnen. Andererorts wird noch auf die Frage zurickgekehrt,
wie in gegebenen Féllen die verschiedenen MeRfehler bei der Auswertung von
MeRreihen bestimmt werden kénnen.

Es ist also offensichtlich, daB bei wenigen Uberschiissigen Beobachtungen
auf die Bestimmung der GenauigkeitsmefRzahlen der ausgeglichenen oder
berechneten Werte sehr geachtet werden muf3. Die GauR’sche Fehlerverteilung
bezieht sich auf eine Uberaus grolRe Zahl von Beobachtungen, und so gelangen
wir durch mechanische, oft schabionmaRige Anwendung der klassischen Zusam-
menhénge oft zu irreflhrenden Genauigkeitsangaben. Man darf aber die durch
die mathematische Statistik bzw. durch die Wahrscheinlichkeitsrechnung
gebotenen Grenzwerte nicht tUberschétzen, weil hierdurch oft die Genauigkeit
der beobachteten oder ausgeglichenen Werte geringgeachtet werden. Die mit
den Vertrauensintervallen nachweisbaren Werte und die mit dem mittleren
Fehler des mittleren Fehlers abgeleiteten sind nur im Falle von mehr als
zwei Uberschiissigen Messungen {ibereinstimmend (bei /= 2 ist die Uber-
einstimmung anndhernd). Wir halten eher die mit dem mittleren Fehler des
mittleren Fehlers nachweisbaren Werte, auch fir/ = 1und/= 2 fir annehm-
bar. Die neueren Ergebnisse der mathematischen Statistik und der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung kénnen bei unseren Untersuchungenverwendetwerden,
aber die erhaltenen Ergebnisse missen nicht nur theoretisch, sondern auch
praktisch ausgewertet werden, weil wir ohnedies ebenfalls zu irrefihrenden
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Ergebnissen gelangen. In dieser Beziehung sind die obigen Untersuchungen
nicht nur theoretisch, sondern auch von praktischen Gesichtspunkten aus-
betrachtet wesentlich, weil sie eben bei den letzteren beruhigendere Ergebnisse
zur Beurteilung der Annehmbarkeit und Genauigkeit der Messungen bieten.
Man muf} sich aber auch von dem realen Inhalt der nachgewiesenen Ergebnisse
tiberzeugen.

B) Die Untersuchung des Falles der vermittelnden und bedingten
Beobachtungen

Im Falle der vermittelnden und bedingten Beobachtungen kénnen die
mittleren Fehler der Unbekannten und deren F-Funktionen mit folgenden
Gleichungen berechnet werden:

tx= AT

L VFf = ForQFF1

(54)

wo Qxx der durch Ausgleichung gewonnene Gewichtskoeffizient der Unbe-
kannten x (bei der Ldsung der Normalgleichungen kann er in tabellarischer
Form gewonnen werden), Qff der auf die Funktion F bezogene Gewichts-
koeffizient (wird in Funktion der ausgeglichenen Werte bestimmt) und poO
der mittlere Fehler der Gewichtseinheit ist:

[pvv]
n—r

(59)

wo bekannterweise/) das Gewicht der einzelnen Beobachtungen, v die Verbesse-
rungen der einzelnen Beobachtungen, n die Zahl der Beobachtungen, und r
die Zahl der Unbekannten ist.

Da nach [5; S. 212. Gl. 52] der Quotient:

X_- a
[pin;]
n—r

=t (56)

von Student’scher Verteilung ist, wo t der Multiplikationsfaktor zur Berech-
nung des Vertrauens-Intervalls des unbekannten A£-Wertes ist, der eineFunktion
der (P) Wahrscheinlichkeit und der (n — r) Uberschissigen Beobachtungen
ist (a ist der wahre Wert der Unbekannten x). Ahnlich der Beweisfilhrung in
G1.(48) bzw. (49) ist:

i ex=i Mx=1i (1+ OFx—= I t Px (5"
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und

(58)

Durch Anwendung des obigen kann der ausgeglichene Wert und dessen Ver-
trauens-Intervall mit dem mittleren Fehler des mittleren Fehlers folgender-
mafRen aufgeschrieben werden:

1
X = x+ (Ui x dr vx 11dr (59)
W f W f m

Ein &hnliches Ergebnis erhalten wir bei den Berechnungen bezuglich der
Funktionsw'erte:

i =Fx("tw ) =F+"r(1xA7 ) <0,

Gleichfalls sinngem&R gelangt man fir den Fall der bedingten Beobachtungen
oder fur deren gewisse Funktionen zu dem Vertrauens-Intervall.

Ahnlich wie hei den unmittelbaren Beobachtungen ist auch die Bestim-
mung der VerlaRlichkeit der berechneten Fehler. In diesem Falle kann auch
der mittlere Fehler des mittleren Fehlers anstatt des Vertrauens-Multiplikators
cingefihrt werden.

In meisten Fallen der Ausgleichung von vermittelnden oder bedingten
Beobachtungen ist die Zahl der Uberschiissigen Beobachtungen relativ sehr
gering (z. B. Punktausgleichung, Netzausgleichungen); es ist daher laut dem
Erdrterten von auflerster Wichtigkeit, dal bei der Bestimmung der Genauig-
keitszahlen gewissenhaft vorgegangen wird. Die mit unrichtigen mittleren
Fehlern durchgefuhrten weiteren Genauigkeitsuntersuchungen fiihren auch
zu fehlerhaften Ergebnissen. Hier gilt auch die in dem vorherigen bereits
erwahnte These, daR bei der Bestimmung der ausgeglichenen Werte bzw.
der VerlaBlichkeit gewisser Funktionen auBer der VerlaRRlichkeit der mittleren
Fehler auch die urspringlichen Beobachtungen in Betracht gezogen werden
mussen [1].
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DETERMINATION OF THE ACCURACY OF MEASURING RESULTS
F. HALMOS
SUMMARY

Author investigates the measuring numbers of accuracy which can be computed on the
base of Gauss’law of errors, furthermore, the intervals of confidence complying with Student’s
distribution. He proves that assuming a probability of P = 0,683 the interval of confidence
can be deduced on the base of the mean error and its own mean error. Author extends his
investigations to the adjusted values, the functions of same, as well as to the accuracy of the
determination of the corresponding mean errors. Mean errors computed on the base of the
method of the least squares result in an overestimation of the accuracy of measuring results.
The measuring number of accuracy obtained by increasing the mean error with the mean error
of itself gives more acceptable results theoretically and practically. In the case of only few
redundant measurements and great probability, results obtained on the base of the functions
of distribution are not satisfactory either. Therefore, author deduces error limits deducable
on the base of intervals of confidence which be himself deduced, and complys with results
gained by experience. The investigations are completed with numerical examples.

DETERMINATION DE LA PRECISION DES OBSERVATIONS

F. HALMOS
RESUME

L’auteur examine les valeurs caractérisant la précision, calculables selon la loi de Gauss,
et les intervalles fiduciaires correspondant a la distribution selon Student. Il prouve qu’en
cas d’une probabilité de P — 0,683, I'intervalle fiduciaire peut étre déduit de I’erreur moyenne
et de I’erreur moyenne de cette derniére. Il étend aussi ses examens a la détermination de la
précision des valeurs compensées, de leurs fonctions et des erreurs moyennes correspondantes.
Les erreurs moyennes calculées selon le principe des moindres carrés surestiment la précision
des observations. La valeur caractérisant la précision, augmentée de I’erreur moyenne de I’erreur
moyenne, donne des résultats théoriguement et pratiguement meilleurs. En cas d’un nombre
peu élevé d’observations surabondantes, les résultats obtenus des fonctions de distribution
n’étant pas non plus satisfaisants, I'auteur déduit des limites d’erreurs correspondant aux
résultats pratiques et déterminables par les intervalles fiduciaires calculés. Plusieurs exemples
numériques complétent I’étude.
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OMPEJENEHWE TOYHOCTW PE3Y/IbTATOB W3MEPEHUN
®. XANbMOLW
PE3IOME

ABTOp Ha OCHOBE 3aKOHa OWMOOK [faycca aHanu3vMpyeT pacyeTHble MokKasaTesn Tou-
HOCTW, @ TakKXXe MNPOMEXYTKM HafeXXHOCTU (KOH(uaeHUMs, huayumapusi), COOTBETCTBYHOLLME
pacnpegeneHnto CTiogeHTa. JlokasblBaeTcs, 4To Npu BepoATHocTM A = 0,683 npomexyTok
HaJeXHOCTU MOXHO BbIBECTU MO CpefHel oWwunbKe M Mo CpefHei MOrpeLlHOCTM 3TOW cpeaHel
owmnbku. VccnepoBaHmsa pacnpocTpaHAOTCA Ha onpefesieHne TOUHOCTU YpaBHEHHbIX 3HAYEHWA,
X (OYHKUWIA, a TakXKe COOTBETCTBYHOLLMX CPefHMX OWN60K. CpegHue OWINGKKW, onpefeneHHble
Ha OCHOBe MPUHLMMA HAaUMEHbLUMX KBALPaTOB, 3aBbILLAT TOYHOCTb AaHHbIX M3MepeHwuid. [1o-
KasaTe/lb TOYHOCTM, YBEMYEHHbIV CpefHeli MOrpellHOCTbI0 CPeAHe OWW6KW, faeT pesy/ib-
TaTbl, KOTOpble 6onee npuemaeMbl TEOPETUYECKM U NPaKTUYeCKU. PesynbTaTbl, MOMYYeHHble
npv NoMoLLM (YHKLMIA pacnpegeneHnst nNpu He60NbLLIOM M3BbITOYHOM YnCe U3MEPEHUIA 1 60Nb-
LLIOA BEPOATHOCTW, TakKXXe HeyAoBeTBOPUTENbHbI, NMO3TOMY aBTOP BbIBOAUT MNpefenbl OWNGOK,
KOTOpble MOXHO BbIBECTU MNPV MOMOLUY BbIBELEHHbIX aBTOPOM MPOMEXYTKOB HafeXXHOCTU W
YOBMETBOPSAOLME TAKXe OMbITHbIM AaHHbIM. lccnefoBaHWA LOMOMNHAIOTCA YMCOBLIMU MpPU-
Mepamu.
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A POSSIBILITY OF THE DETERMINATION
OF THE TELLURIC TENSOR

J. VERO
GEOPHYSICAL RESEARCH LABORATORY OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES, SOPRON

(Manuscript received November 2, 1963)

For the evaluation of telluric measurements, a method is suggested where, instead
of a circle as in the relative ellipse method the sides of a square are used for the reduction
of the vectors on the base-station. Accordingly, the end-points of the vectors on the moving
station lie on the sides of a paralellogram. The advantages of the method are illustrated
in several examples.

In the course of the telluric survey, the total or the relative ellipse method
is used most frequently for the interpretation. The latter is, from a certain
point of view, more advantageous, because it illustrates better the relation
between the base-station and the moving station. On the other hand, also
several difficulties arise in its application. In order to understand this, letus
recall shortly, the basis of this method (for details, see [1, 2, 3]).

Between the corresponding telluric components of the telluric stations
B and M, as known, the following relation exists (see Fig. 1; the symbol
A will he henceforward omitted):

XM= oxB + bys L
YM = cxB + <YB-

Here, xm, y M, resp. xB,yg are the read-off variations of the field inten-
sity; o, b, ¢, d are the coefficients of the linear vector-function to be determined.
From these, the relative area can be calculated:

tR—ad — be . (2)

In the relative ellipse method, the related x andy values are to be reduced.

The value of the resultant
\KkBH'g

on the base-station is taken as unit. Thus, the end-point of the base-vector
lies on acircle. If the vector components of the moving station are reduced in the
same measure, their end-points describe an ellipse, the so-called relative
ellipse. The course of the computations is then, that the resultants

V*b + ¥YB and K*M+Ym
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are computed (or constructed), the ratio of the two, i.e.

is formed and this is plotted in the direction of the moving station’s vector.
In this way, a point of the ellipse is obtained. This procedure has to be con-
tinued as long as a sufficient number of points are obtained for constructing

the ellipse.

Fig. 1. Reading oftelluric variations: the directional error of the vector
on station M can be considerable

In practice, the following objections arise against the so constructed
ellipse:

1. The ellipse is a geometric figure not easy to construct; no definite
notions based merely on inspection about the way of continuation of an arc
of ellipse exist. One can easily draw an inconsistent continuation to an arc
of ellipse, especially in case of elongated ellipses, where the length of the great
axis cannot be properly estimated.

2. Another difficulty arises from the character of the reading errors.
The points for the construction of the relative ellipse are generally chosen
in such a way that, in the time instants of the extremum values of one compo-
nent, also the variations of the other components are read, too. In these time
instants, generally there are no extremum values in the other component,
but a more or less swift variation (Fig. 1). The latter, i.e. the absolute values
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of the ¥ component in the figure is relatively small, its error, on the other
hand, large. Accordingly, the value of the resultant can be fairly precisely
determined, its direction, however, much less so. The directional errors make
the determination of the great axis particularly difficult, since there are
equally shorter vectors both on the right and the left side of the direction
on the great axis, therefore the points with directional errors, falling into the
direction of the great axis, are all shorter than the actual length of the great
axis, thus seemingly — though to a smaller extent — shortening it.

/w4,
N

Fig. 2. The part of the arc of ellipse around the small axis does néideterininetlie great axis

3. The uncertainty of the small axis is caused mostly by the circumstance

that — since the probability of the vector end-point staying in a certain
direction is proportional to the square of the radius to be drawn in the
corresponding direction until the circumference of the ellipse, — the variations

in this direction are few and even these are small.

4. In the case of an extremely prolate ellipse, the relative ellipse method
becomes entirely unusuable, mainly on account of the errors mentioned under
3., further of the effect of the directional errors (for excentricities A/B > 5).

For the elimination of the first error-possibility it seems evident to deter-
mine for the moving station, instead of the ellipse, some other geometric
figure which is easier to construct. In our case, the easiest one to be handled
is the parallelogram. The points on the base-station can be reduced the most
suitably to the sides of a square; the sides of this square are the straight lines
Xg= i 1, resp. yB = i 1. Since the sides of the square continue beyond
the vertices into the infinite, opposite to the circle which is a closed geometric
figure, it can be foreseen that this will imply, besides a higher degree of accuracy
of construction, certain other advantages, too.
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On the moving station, the following straight lines will correspond to the
straight lines assumed above:

XM= a+ byB = ax'B‘+ 6
/[ m_ v ("A) ” no., (3B)
YmM —c+ dJB YM = cxB + d

The moving station straight lines of the negative side are obtained
by a change in the signs of y B and xB. In practice, these straight lines are
obtained by dividing the moving station components first by xB, then byjR3.
Thus, the points of the straight lines 3A and B are determined. The equations
of the straight lines come from 374, resp. BB, after the elimination of the
parameters:

ym= — "~ R (4A) ylh= O™+ R (4B)
, .. = JMt7+. (40 i = oxtJ —tr (4D)

The straight lines A and C, further B and D are parallel in pairs, and
they intersect the coordinate axes on opposite sides hut at the same distance
from the origo.

The point of intersection of the straight lines 4° and 4B is:

Xy = a b, Y11= c+ d (5)
That of the straight lines 4A and 4D :
X2= a—b, Y2= c—d. (6)

From the point of intersection of the straight lines, then, the coefficients
a, b, ¢, d can be determined:

XX+ Xt _ Xx—x2 oyt y2 i
2 2 2 2

If the area on the base-station is made equal to the area of the triangle
(0.0), (1.1), (—1.1), i-e. to the unit, then the area of the triangle (0.0), (XjYj),
(X2Y2) on the moving station will provide the relative area (Fig. 3):

= X1Y2—X2Y1. (8)
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According to these, the areal ratio can be obtained by first determining
the straight lines given in equ. 4A — 4D, then finding their point of inter-
section and from these, computing the tR values according to equation (8).
Besides, it is very easy to determine the coefficients a, b, ¢, d, that is, also the
linear vector function itself. In the relative ellipse method, there is no direct
way for determining the latter; the only way is also to determine the directional
distortion of a vector separately. Because of this, the relative ellipses cannot
be reduced from one base to another. In the parallelogram method, this
possibility is, however, given, since the only thing to do is to express the compo-
nents of the first base in the vector-function between the moving station and
the first base by the components of the second base (aR — dR, resp. aR — dR
are the components of the tensor between the moving station and the first
basis, resp. between the two bases):

xm — (aRaR+ bRcR)xB+ (aRBR+ bRdR)yB,
YMm — {(RaR+ dRcR)xB + (cRBR+ dRdR)yB.

Fig. 3. The quarter-parallelogram used for the calculation of the areal ratio

In other words, this means that it is possible to draw the relative ellipse,
of an area however large, related to a single base and to study the direction
of the telluric currents on this basis.

If, for the sake of clearness, even the ellipse itselfis to be determined, there
is avery simple possibility for this: namely the drawn straight lines are tangents
to the relative ellipse, since the sides of the square on the base-station were
tangents to the base-circle, and in linear transformation, tangents remain
tangents. The points of tangency are transformations of the points (0, 1),
resp. 1, 0), i.e. the points b, ~ d) and a, i o).

In order to introduce the course of the determination and the advantages
of the method, the relative ellipses of some points measured in the course
of the regional telluric survey of the Geophysical Laboratory of the Hungarian
Academy of Sciences, and their tensors determined with the method discussed,
are presented.
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First, the computations related to the point measured near the locality
Hegyk6 as a station of a nearly circular relative ellipse, that is, of a subsoil
homogeneous as compared to the base-station (the observatory at Nagycenk)
are introduced (Fig. 4). The variations read and multiplied by the sensitivities
are the following:

No. XB ve Xw vm *n|*B ym/*B xulys yulys
l. -54 — 99 — 89 -139 + 1,64 + 2,58 +0,90 + 1,40
2. +56 + 50 + 89 + 71 + 1,58 + 1,26 + 1,78 + 1,42
3. +63 + 46 + 104 + 56 + 1,65 +0,88 + 226 + 1,22
4. +43 + 27 + 73 + 14 + 1,70 +0,63 + 2,70 +0,52
5. +38 + 167 + 33 + 222 + 0,87 + 5,90 +0,20 + 1,32
6. -7 - 46 + 86 - 67 4-12.3 -9,6 —1,87 + 1,46
7. -11 + 29 - 21 + 44 + 1,90 —4,00 -0,72 + 1,52
8. + 14 - 21 + 23 - 28 + 1,65 -2,00 -1,10 + 1,34
9. +72 43 + 99 - 69 + 1,37 -0,96 -2,30 + 1,60
10. -56 + 91 -107 + 132 + 191 -2,36 —1,18 + 1,46

In the second half of the table, the points necessary for the construction
of the straight lines are presented. The last two points (9 and 10) were addition-
ally inserted for the purpose of determining the direction of the straight lines
better. The ellipses obtained as the result of the two method (ellipse and paralle-
logram) naturally agree with each other. Here, a practical rule, very important
in the construction of the straight lines, is mentioned: the axial section of the
straight lines must be determined from points lying near the axis, — its
direction, however, from the distant points. The most appropriate procedure
is first to determine the direction of the straight line with the aid of atransparent
rule, then to shift this, parallel with itself, so long till it fits the points near
the axis the best.

At the same time, this also furnishes the distribution of points which
is best for the proper application of the method. Slight variations of Xm, resp.
YMi together with the large values of the other component, determine the
axial section, — the similar vectors lying in the direction of one of the axes,
on the other hand, prescribe the direction of the straight lines.

In the above case, no special advantage of the parallelogram method is
noticeable; even the example itself was used only to introduce the course of
computations. The volume of the computations corresponds, on the whole,
to that of the computations in the relative ellipse method. In the relative
ellipse method, namely, the computations are the following:
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twofold calculation of the resultants with the aid of the formula ]/xI f-y 2
or by construction,

calculation of the ratio of the two resultants,

drawing of the ratio in a given direction.

In the parallelogram method:

twofold calculation of two ratios each (two by each slide-rule setting),

drawing of two points.

Fig. 4. Construction of the point “Hegyk6”

As visible from this short set-up, the two kinds of computational work
on the whole agree quite well.

It should also be mentioned that, in this example, the points lying too
distant from the origo were not utilized; they will be discussed again later
in connection with another example.

The second example is an ellipse recorded in Tamasi, much more elongated,
with variations of 10 sec periods (Fig. 5). Here, the course of the computations
is already omitted, only the points of the relative ellipse and the corresponding
square and the ellipse constructed with the parallelogram method are presented.
In the parallelogram method, the dispersion of the points is rather large, but
in spite of this, the direction of the straight lines is still fairly definite. The
great axis of the ellipse determined with the latter method is longer by about
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10% than the one drawn according to the relative points, and this can be
precisely the effect of the sources of error enumerated in the first part of this
study. Accordingly, the areal ratio would he computed, on the basis of the
relative ellipse method, for different of about 10%.

A) Construction of the parallelogram

B) The relative ellipse
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The third example is an entirely prolate ellipse (Fig. 6). This was recorded
in the Sopron Mountains, on the meadow called Faber-rét. For this point, a
strict adjustment was made from the read-off relative points, giving the
following values:

o =28 b=-1.4, c= -0.5, d= 24

Fig. 6. Construction of the point “Féaber-rét”
A) Construction of the parallelogram

By the relative ellipse, nothing more is indicated for this point but the

prolatedness.
By the parallelogram method, the following values were furnished

according to the points of intersection Pr and P2:
a= 28, b= —14, c¢c= —05, d= 2.4

The coefficients (accidentally) precisely agree with the values obtained
in the course of the exact adjustment, i.e. with those to he regarded as optimal.
Let us now examine, what is the measure of the errors by which the points
used for the construction of the straight lines are burdened.

E.g., one of the points was obtained in this way:

xb 5,yB= 122, xM= 200,y M— — 240,
xm/xb = + 40, Ym/XB = — 48 .
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(In the values divided by y B, there is no peculiarity, these are of normal arran-
gement.) Assuming equal absolute errors, i.e. ~2 wunits, in the reading,
evidently this influences to a very great extent xBin comparison to the other
values. In this way, the Corresponding point 1 will move away from its place
considerably, but in the direction of its own radius-vector. Since, in comparison
to the distance between point 1 and the origo, the adjusting straight line

B) The relative ellipse

intersects the n-axis at a small distance, the straight line and the radius-vector
are nearly parallel, that is, the moving away of point 1 on account of the error
in xB will hardly influence its position in relation to the straight line. In an
extreme case, if one of the components on the base-station is 0, this means
that the adjusting straight line has, in the direction of the radius-vector
corresponding to the unreduced read-offxM,y Mvalues of the point in question,
a point lying in the infinite, i.e. the straight line is parallel with its direction.
If now, in the course of the interpretation, such points are sought for, for which
one of the components on the base-station is 0, then the direction of the adjust-
ing straight line will be determined by the radius-vector of the corresponding
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moving point — of course within certain limits of error. Such a point is point
2 on the Faber-rét (xB= 0,yB= +48, xM= —175,ym = +196). Accordingly
the straight line sought for is nearly parallel to the radius-vector of the point
(—175, +196).

Finally, let us see on the basis of the examples discussed above, which
of the disadvantages of the relative ellipse method — and to what extent —
are eliminated by the parallelogram method.

1. Straight lines belong to the simplest geometric figures, therefore, here
the first disadvantage falls out entirely.

2. The already mentioned uncertainty of the great axis of the relative
ellipse is presumably eliminated by this method, since here every point is
utilized for the determination of the great axis (when drawing the adjusting
straight line).

This peculiarity of the parallelogram method is connected with the two
factors which have already been mentioned: one of them is that, in this method,
the figure used for projection is not closed but of infinite extension, therefore
even points lying in the infinite and convenient for determining can be sought
for; the other is that every point is used twice: once related to *B, once toy B,
that is, also the direction of the base-vector is made use of, while in the relative
ellipse method only the resultant j/+ -\-y'B figures in further computations;
the direction of the vector is at most used for checking. The result of this is
also that while the a — d constants cannot be read from the relative ellipse,
they can be read from the parallelogram.

3. The uncertainty of the small axis cannot be eliminated by this method
either, although what was said above is valid, i.e. in this method, also the small
axis is determined from the whole quantity of points. It is still to be mentioned
that, in the determination of the straight lines, the middle section around
the axis can generally be well fixed, the slope angle of the straight line, on the
other hand, is less certain. The result of this is that a and d are more accurate,
b and c being less so. (After all, the mean error of b and c, even in the strict
adjustment of the Faber-rét point, is twice as much as the mean error of a and
d.) Since the areal formula t = ad — be includes the product b. c, these,
however, are smaller than a and d, the areal ratio is only slightly influenced
by the larger error.

4. The method gives, even in the case of prolate ellipses (see Faber-rét),
satisfying results, far better than the relative ellipse method, provided that
the base-station lies on a not too inhomogeneous site. In such a case, namely,
it is possible to seek out variations where xB andyR are different — in a very
favourable case, one of them can be even zero without the other being too small
— and thus a sufficiently accurate construction of the straight lines, respect-
ively — in the latter case — a reliable determination of their direction, can be
ensured.
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According to these, the method has important advantages as against
the relative ellipse method; among its disadvantages, perhaps the most impor-
tant one is that the meaning of the parallelogram is not so illustrative as that
of the relative ellipse. If only the areal ratios were needed, this disadvantage
might he not essential. On the other hand, if the directivity characteristics
have to be utilized, the disadvantage is balanced by the possibility of reducing
the ellipses measured for different bases to a common base.
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EINE MOGLICHKEIT DER BESTIMMUNG DES TELLURISCHEN TENSORS

J. VERO

ZUSAMMENFASSUNG

Es wird, an Stelle der Methode der relativen Ellipsen, eine neue Methode zur Aus-
wertung tellurischer Messungen vorgeschlagen, bei der die Vektoren der Basisstation nicht
auf einen Kreis, sondern auf die Seiten eines Quadrates reduziert werden, und dementsprechend
bilden die Endpunkte der Vektoren der Eeldstationen Seiten eines Parallelogramms. Die
Vorteile dieser Methode werden durch Beispiele erdrtert.

UNE POSSIBILITE DE DETERMINATION DU TENSEUR TELLURIQUE
J. VERO

RESUME

Au lieu de la méthode des ellipses relatives, une nouvelle méthode est proposée par
I’auteur, ou les vecteurs de la station de base ne sont pas réduits sur un cercle,maissur les cotés
d’un carré, et les points finaux des vecteurs de la station mobile viennent sur les c6tés d’un
parallélogramme. Les avantages de cette méthode sont illustrés sur quelques exemples.

O AOMOJ/IHUTE/IBHOM BO3MOXHOCTU OMPEAEMEHNA TENNYPUYECKOIO
TEH3O0PA

n. BEP3
PE3IOME

BmecTo MeToAa OTHOCUTENbHBIX 3/1/IMMCOB, NPUMEHAEMOro MpPu WU3MEPEHUAX Tennypu-
YeCKMX TOKOB, aBTOpPOM npepsaraetca HOBbI MeTOo[, B KOTOPOM B 6a3ncHOM NYHKTE BEK-
TOPbl OTHOCATCA He K OKPY>XXHOCTWU, a K rpaHAM KBajpata, B CBA3N C YEM KOHEYHbIE MYHKTbI
BEKTOPOB MOABWXXHOI0 MyHKTa pacrnosiaraloTca Ha CTOPOHax napassenorpamma. Bosmox-
HOCTW MNMpuUMeHEHUA npepsiaraemMoro mMetoaa WAMKOCTPUPYHOTCA Ha npumepax.
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THEORY AND PRACTICE OF THE EVALUATION
OF MEASUREMENT RESULTS

F. HALMOS

GEODETICAL RESEARCH LABORATORY OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES SOPRON

[Manuscript received November 28, 1963]

The author analyses the accuracy of measurement results on the basis of different
measurement series. It is established that, in the adjustment of fictitious values obtained with
the reduction of observations, the non-consideration of the original observations always
leads to erroneous accuracy estimation. Considerable deviations may exist between the mean
errors derivable in several ways, and the most reliable result is furnished by the mean error
based upon every observation. All the others are relative, suitable for the establishment of the
inner concordance only.

The examination comprises the determination methods of accidental and systematic
error influence. Also the relations of the numerical determination of the systematic error
are derived. The evaluation based upon all the observations is regarded as justified also from
the point of view of a better assertion of the Gauss principle.

Further on, the analysis of measurement results according to mathematical statistics
is presented. Empirically followable error limits are derived, since the measurement accuracy
is overestimated by the mean error of Gauss and underestimated by the reliability interval
of Student. The author takes also the mean error of the mean error into consideration.

Finally the different methods of the determination of systematic errors are summarized,
then a few remarks are made as to the determination of the weight number on the basis of the
mean errors.

It is stated that the possibilities offered by up-to-date surveying instruments and com-
puting devices can be utilized only when completed by technically and mathematically well-
founded evaluation procedures established on up-to-date bases.

On account of numerous elementary sources of error, arising from instru-
ment deficiencies, from the individual disposition of the observer and from the
effects of the outer atmosphere, our measurements and observations are
pregnant with major or minor errors. The adjustment computation, i.e. the
error theory in agreement with the method of least squares, established at the
beginning of the last century, is used to determine these errors and to take
them into consideration in the course of the evaluation. In the least squares
method, established by Gauss and essentially amended by Heilmert, an
infinite number of observations are assumed. In practice this is nearly never
fulfilled, not only in geodesy but also in other technical or physical measure-
ments. It is important, therefore, to execute — until the limits of practicability
— as many observations as possible. It is important that the accuracy investig-
ations should he extended to all measurements made in the interests of the
aim in the corresponding relations during their error theory treatment. Only
in this way can more reassuring qualificative numerical data be obtained for
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the reliability of the observations, and also the analysis of the individual
kinds of errors is better prepared.

In the evaluation and adjustment of the measurement results, usually
the functions of the observations are directly involved in the computations
much rather than the observations themselves. This is done in order to divide
the preliminary computations in several groups and to make them more ration-
able to execute. According to the way in which the mutual dependence of
the results obtained through the preliminary computations is taken into
consideration, distinction is made between strict (exact) and approximating
solutions.

In the subsequent adjustment of the already adjusted, so-called fictitious
observations, the simplest case is when the functional relation between the
measured and fictitious (derived) values is linear, and the independence
of the so computed values can he ensured. In such cases, the adjustment by
groups and the uniting of these results in a single group is decidedly advanta-
geous, since the computation work, very tedious in itself, is distributed over
several groups, can be reduced to smaller units, and this renders the control
more favourable. As a very essential point, it should be emphasized that,
owing to the independence, the same values are furnished, after all, for the
unknowns by the usual mathematical-adjustment solutions, as in the course
of an adjustment in a whole. The computation work, however, is not yet
finished here, since the task is not only to achieve a direct or indirect derivation
of the most probable value on the basis of the observation results (according
to the Gauss principle), but to furnish also numerical data characteristic
of their accuracy.

In the case of direct observations of different weights, if the measure-
ments are made to determine a single unknown, the most probable value is

x== [Ph°i 4~ [p] IOl eee~p[pls°s __ [po] L,
[p]/ + [p]ll + mme+ [p]s [p]

where a the value of the individual observations,p their weight, 0/= [/>c)// [/>]/,
. are the fictitious values derived according to the measurements of
the individual groups,
\p]i, [p]ln the weight of the observations in the individual groups
(the Roman index refers to the group number).

By the consideration of all the observations, the mean error of x is
obtained as follows:

Pxf = I \pvw\i ~ Ip&°]/ 2)
r [pW - 1)
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where P the total weight of the observations figuring in the individual groups,
Vj - X—o!... is the difference of the most probable value and of the
individual reduced fictitious observations (correction of the fictitious
observations to the most probable value).

= O — O0r .. are the corrections of the individual measurements
related to the arithmetical mean of the group, within the individual
groups,

iV=the total of observations made for the determination of the unknown.

If it is found necessary to introduce a further unknown in each group,
then, inspite of (N — 1), (N — s) has to be written in the denominator of (2),
where s denotes the number of groups.

According to the computation method employed until now, only the first
member under the root-sign was considered, that is, the mean error of the
computed value was determined merely on the basis of the corrections of the
fictitious observations. In the denominator of the mean-error formula, of
course, (s — 1) stands for (N — 1), whereas s denotes the number of measure-
ment groups. It is obvious that the relation under (2) does not agree numerically
with the above-described one unless the changes in the numerator and in the
denominator compensate one another. Since this occurs only in exceptional
cases, in the above case introduced with the reduction of the measurement
results, the non-consideration of the original observations always leads to erro-
neous accuracy estimates, while with due consideration of the weight numbers
the same values are obtained for the unknowns, as in a computation made
in a whole. A significant deviation may exist between the mean errors comput-
able in different ways, whence it is not indifferent, even for further accuracy
investigations, which one is employed. The situation is the same, if the comput-
ations are made according to the adjustment of intermediary or conditional
observations. Apart from the detailed derivations, in a general case, the unit
weight mean error may be computed, considering all the observations, with
the following relation

©)

where fj,fueee the number of excess measurements of the previous group
adjustments,

fiol, Hop « -+ — the corresponding unit weight mean errors,
[PVV] = the square sum of the weighted correction of the main
adjustment,

/ = the number of excess observations of the main adjustment.

It is evident also from relation (3) that the mean error computed
according to corrections deriving from only the main adjustment will be a
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mean error containing an inner-accuracy qualificative figure, characteristic
of the main adjustment, which refers to a small part of all conditions satisfied,
and therefore cannot be of an over-all validity. Besides this, the number of
observations to be considered in the mean error computations is arbitrarily
diminished, deteriorating the reliability of the mean error. Here the detailed
investigation of certain problems, and the presentation of numerical examples
are disregarded [1, 2, 3, 4].

Assuming the individual error elements as known, let us examine how
the purely accidental errors can be distinguished from the systematical ones
on an error theory basis. In this connection an examination of measuring
procedures neutralizing the systematic error is essential both for the determin-
ation of the efficiency data of geodetic instruments and for the performance
of the practical observations. The way of protection against the influence
of accidental errors, on the other hand, lies in their minimization by means
of repeated observations.

Let us assume again that a total N of observations has been made
for the determination of the unknown X in s groups. Let the systematic error
of the first group be a/, that of the second one ay ... etc. These constitute
the accidental part of the systematic influence, while the observations should
be charged, in addition to this, even by a constant error a0 occurring in every
measurement [5]. Then the fictitious values derivable according to the measure-
ments in the individual groups will be the following:

Picitaitag+ricatal+a)+ eee _ 1poni

+ al + ao
[pL [PI, (4)
a, = Pk(Ckrall+ a0)HP/iH (ofecti+ al +_ag+ m____[F‘E)]//h a:/ v 80
[p]n [pIn
and the unknown wanted:
, = Iptoll+ [p~]L + ©)

=1 [PY

where P. denotes the sum of weights belonging to each group, while —
preserving the former denotions — o\ signifies the observation charged by
purely accidental errors (ox= o\ -f- c¢q -j- ao)-

Hence the conclusion may be drawn that the more varied the circumstances
are under which the observations of the individual groups are made, the easier
it is to neutralize the part ofthe systematic error, varying by groups, in the computed
values; the constant error, however, continues to charge x with its full value.

Acta Techn. Hung. 52. (1265)



THEORY AND PRACTICE OF THE EVALUATION OF MEASUREMENT RESULTS 81

Let us examine next, how to compute the mean error and how to separate
the individual error elements. Let us assume an evaluation where all the
observations are relied upon, i.e. it is taken into account also in the mean error
computations. It is known that the corrections of the individual observations
(e.g. the first observation of the first group) are:

\P als
W/l = X - i c,i = -< + «] + «0--~~= - «0’ (6)

L/J

where e denotes the actual errors, €', only its part charged by only accidental
errors. This may be written also in this way:

P, — . [P
[pifi i KW @)

where b/g = eln — sx is the correction charged only by accidental errors.
Passing over to correction square sums [5]:

o/i = o>,i + al

[pbb]™ = [pb'b'tf + KP[F;]KZJM- )

where /t,, is the mean systematic error introduced according to the accidental
parts of the systematic error. As can be seen, the individual corrections are
not charged by the constant part of the systematic error. Consequently, since
it is expressed in x, a misleading value is obtained already in the determination
of the mean error of the latter. On the basis of the correction square sums,
passing over to the mean errors, the following relation is obtained:

— KP - K2
14=\K +
{N-1)[Pf S
where is the mean full mean error of the computed unknown, computed

under consideration of all the observations.

[pbbtf
[PI(N- ]

and fjxis the mean error charged only by accidental errors. Since the corrections
O' charged by accidental errors are not known, their determination involves
certain difficulties. These can he surmounted by examining the corrections
of the individual observations, as related to the arithmetic mean belonging
to their group:

/4= (10)

big — 0, — oys — fialg — Baj — t@/pa — eo/ 4" al ~b — al— «o — ®@al® (11)
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It is obvious that, if the mean error computations are made with correction
square sums related to the mean of each group, values free of systematic
errors are obtained:

nus = [pEP]&) (12)
AN [P] (N—s) '

Accordingly, if the numerically computable values of (10) and (12)
are substituted in (9), the mean systematic error will be determinable:

[P12(N —1) (057
a [
IP)2- [P2

In this way, then, the corresponding errors can be separated. The presence
of systematic errors have other criteria, too, to be discussed briefly later.
No reliable results are furnished if, in the calculation of the mean full mean

(13)

error fix, are proceed from the corrections x, - x — Qj . .. because, according
to (2)
[pObtf = [PVVYr + [ptttt]* = [PVV]‘ + [pb»]&) (14)
and thus
[PM]?>[PVVy,. (15)

According to the suggestion by Bohm, it is advisable to compute the
measuring weights, after the determination of the systematic errors with due
regard to these, since this is the way — under the strict observation of the error
theory — to obtain the most probable value, well approximating the real value.
According to the above, this is easily done, since the mean systematic error
is known. The relations referring to the observations of equal accuracy, i.e.
of equal weight, logically follow from the above considerations.

By supplying the mean full mean error related to all the observations
the number of values taken into account is not diminished arbitrarily, that is,
the Gauss principle prevails. In addition to this, the so computed mean error
is not only a number, obtained by satisfying the last conditions, characteristic
of the inner accordance, but also an accuracy qualifying number obtainable
by satisfying every conditions. If the mean error of the definitive arithmetic
mean were written down, according to the law of error spreading [4; p. 63],
then the mean accidental error of the individual observations would decrease
in proportion to the square root of the number of measurements; the mean
systematic error is diminished proportionally to the root of the number
of series, while the constant error exerts its influence in full measure. Among
these, according to the above, the first two computed mean errors are fully
expressed in our relations. In order to moderate the third member it is advisable
to repeat the observations in circumstances as varying as possible; in this way,
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namely, the systematic errors will be mostly varying according to groups
and thus they appear with a mean systematic character. Another way of
determining the systematic errors will be discussed shortly later [6, 4].

The above said will be presented directly by means of a short example.
In three series, 141 observations were made for the determination of an instru-
ment constant. The results obtained are shown in Table 1. The most probable

value of the constant is
x = 0°02'05.5". (16)

As for the mean systematic error, the following numerical value was
obtained:

I+

A= (pr ‘VI'] W - Ati = 84.8;K = £ 9.2' 17
([Bf- 4 v , , (17

[P-]
where the mean errors employed in the calculations refer to the unit weight
observation. As can be seen, the mean systematic error is considerable, there-
fore its value must be taken into consideration by all means in the case of
possible further error calculations.

Similarly an error formula considering all the observations must be
employed also in different triangulation, polygonation and other computations.
If, for example, the mean error of the point in a given network has to be deter-
mined on the basis of the computed mean errors, it is not sufficient to take
the corrections obtainable through satisfying the conditions of the main adjust-
ment, but also the previous dispersions must be considered.

*

For the evaluation of measured values, recently the employment of
probability and mathematical statistical investigations, relying on a modern
basis, has recently gained wider grounds. The concept of the true value, as
applied in error theory and in adjustment computation, exists in the physical
world but can usually not be attained by the measurements. This is so partly
because these are charged by errors originating from the observer and the
instruments, partly because even the value to be measured cannot be always
defined exactly (e.g. not mathematical points but measuring marks are
pointed at), moreover also the physical factors undergo certain changes, their
constancy being assumable only for very short periods (e.g. refraction, tempera-
ture, crustal motions, etc.). According to all this, unvarying circumstances
in the individual measurements of a measurement series may not — or only
approximately —e be assumed; therefore the true value is only approximated
by the measured values. The adjusted values of measurements are referred
to as the most probable value. According to the above interpretation, however,
this is true in approximation only. With a great number of measurements,
the deviation between the true and the most probable values is small, but in
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every case the mean error of the latter is given as an accuracy index, expressing
the degree of reliability of the value obtained. The question arises, to what
extent the Gauss’ mean error yields a satisfactory reliability value for the
mean error, if the surplus observations are few. According to investigations
based on mathematical statistics, the result is satisfactory only in the case
of repetitions exceeding 30. Recently Hristov and Boéhm, in their studies
[7] and [8], have observed empirically that the accuracy index determined
in the classical way, the mean error, is smaller than the actual error, i.e. the
accuracy of observations is generally overestimated. Without going into the
details of the fundaments of probability theory and of mathematical statistical
problems here, let us examine the problem concerning the possibility of obtain-
ing more reliable qualification indices.

Generally the measurement errors are composed of several accidental
error elements, the oscillation of which is fairly small, but their number is
large. Their oscillation follows the normal distribution of Gauss fairly well,
and thus the most probable value derivable according to the measurements
is the arithmetic mean value of the observations. It is a known fact, however,
that reliability factors of the mean error value derived according to the normal
distribution, belonging to different probabilities, leave the number of excess
measurements disregarded [9, 10]. According to investigations based on
probability computation, it can be demonstrated that the reliability interval
is a function of the number of excess measurements. Consequently the omission
is especially manifest if the measurement results are reduced in fictitious
observations, since in this way the number of excess measurements is arbitrarily
decreased; at the same time the dispersions of the original measurements are
not expressed in the weight values, merely the repetition number of the
measurement is. The number of the excess measurements is expressed in the
reliability interval calculation corresponding to the Student distribution.
It must be remarked, however, that while the measurement accuracy is overestimated
by the mean error computable in the classical way, it is strongly underestimated
by the values computed according to the Student distribution; especially the small
number of excess measurements and the reliability intervals belonging to high
probabilities are not acceptable [10]. If, for example, the kilometer mean error
is T = j; 20 mm, then, according to the Student distribution, the
reliability interval at P = 95% must be raised to the 13-fold of the mean
error (according to Gauss, to the twofold); at P — 99.7% to its 64-fold
(according to Gauss, to its threefold). From the practical point of view,
these are regarded as gross errors, not acceptable as accuracy indices. The
problem appears in a weighted measure especially at a small number of measure-
ments, yet this is avery frequent case in practice. According to the investigations
made, the reliability interval of Student for a probability case of P = 68.3%
is derivable if the mean error and its mean error [10] are known. The reliability

Acir Techn. Hung. 52. (1965)



THEORY AND PRACTICE OF THE EVALUATION OF MEASUREMENT RESULTS 85

interval of the computed x value is

(18)
i.e. the reliability interval of the computed mean error:
(19)
Accordingly, the probable mean error is
/be — dh (/be + 5/bc) — + (/be + [**)e (20)

Thus, in order to obtain the most suitable mean error of the measurements
it is indispensable, in its computation, to take also the mean error of the mean
error into consideration, further in every case the corrections of the original
observations must be taken into account.

Similar considerations apply to the functions of the adjusted or computed
values, too.

The above deduced are applicable for every geodetical measurement.
They have special importance in accuracy examinations of triangulations,
tieing of points, traverses and other geodetical measurements or in the evalu-
ation of measurements carried out for the determination of efficiency data
of new geodetical instruments, in the establishment of their acceptability
and of dispersion limits. It is important to take them into account in the
elaboration of geodetical measurements carried out for the sake of motion
investigations of technical establishments. Here it is of importance to decide
whether the deviation of the values obtained originates from the inaccuracy
of the measurement or from actual displacements. For these limits, in cases
of different probabilities, empirical error formulae have been established:

P= 0683 = 68.3% fiperm.ti zb (/* + /bO
P= 0095= 95% fiperm.  zb 2(/i -f- pf) (21)
P = 0.997 = 99.7% f/iperm. zb 3(/4 -b pj)

If the part computed according to the right side of the equation is
smaller than the mean error allowed, the measurement is acceptable.

Similar problems arise in the determination of the mean error ellipse,
i.e. of the base-point curve in the case of point adjustment. The method of the
determination of the little and great axes of the ellipse may not be indifferent
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in respect to further accuracy evaluation. As well as in the other mean error
computation methods, it is important, also here, to compute them with correc-
tions related to the original observations and not to diminish arbitrarily the
number of excess observations. In the weighted arithmetic means and in their
corrections, namely, the dispersions of the individual measurement are not
expressed, and thus they might exert a disadvantageous influence upon the
mean error and so upon the sizes of the ellipses. Beyond this, also the mean
error of the mean error must he taken into consideration, since it may be
considerable if the number of excess measurements is small (this being general
in such cases). At different probabilities the empirical error limits presented
in (21) can be accepted. By considering the above:

The x,y values wanted and their reliability interval:

(23)

These may be similarly considered in the determination of the average
or direction-bound point mean error, too [11,12,13]. Also the determination
of the factors of reliability intervals (Fisher distribution) can be carried out
as strictly corresponding to probability computation, but also here, like in the
previous cases, unacceptable sizes are furnished at high probability and small
number of excess measurements. The error ellipses, i.e. base-point curves
belonging to a certain point determination, computable in different ways,
are contained in Fig. 1. The author suggests, also in the present case, to accept
the result obtained under consideration of the mean error of the mean error,
further of all the observations.

For a simple construction of the pedal curve an illustrative rapid method
is presented in [17], beside the known procedures [14, 15, 16].

*

Now the method of the determination of systematic errors in connection
with the evaluation of measurement series will be given in brief. Since the
actual errors of the measurements, apart from certain exceptions (triangle
closure, closure of levelling circle) are not known, the influence of systematic
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and accidental errors must be determined in most cases, provided the mean
errors are known. Generally, if several series of observations are carried out
in order to determine a certain unknown, provided the mean values of the
individual series show" a deviation larger than the absolute value of their
verified mean error, unquestionably the influence of systematic errors is to
be suspected:

X ,-Xn >\"\, (24)
Fig. 1
Different ways of representing the mean error and of its base-point curve.

Ae = the great axis of the mean error ellipse computed by considering all the observ-

ations
1= axis value computed by considering the reliability, i.e. mean error of the mean

error
Ag = axis value computed according to Fisher’s distribution under consideration

. of all the observations
A = axis value computed according to Fisher’s distribution under consideration
of the fictitious observations only

,y = the axes of the original system of co-ordinates
x',y' = the direction of the main axes of the mean error ellipse (with a rotation angle
of y»
K. = direction-bound average point mean error

point uncertainty in the direction punder consideration of all the observations

The examination of the measurement results on the basis of Fischer’s distribu-
tion according to mathematical statistics reveals whether the results obtained
are really charged by systematic errors. The quotient of two mean errors com-
puted under consideration of all the measurements and with corrections
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applied to the group means may not exceed, in the case of a given probability
and of a given number of excess measurements, a certain critical limiting
value:

k= Pof -y (25)

(g

For the value of Kk, again, tables may be constructed as a function
of the probability and of the number of excess measurements. It should be
noted however, that K kvalues obtained at higher probability and small number
of excess measurement (which is a frequent case) are practically unacceptable.
This means that the empirical data established according to (21) are more
acceptable even in this case.

a) One way of determining the actual value of the systematic error
group-like elaboration of measurement groups according to the relation (13).

R) Another method present itself on the basis of the reliability intervals,
when

k1> 1)1+ (p = 0,683). (26)
W

If the observations are made in several series, the computations may
be carried out again according to the previously discussed relations, considering
however, the reliability of the mean error, that is the mean error of the mean
error. The computations, of course, will be simpler if the observations are of
equal weight [4].

y) As a third method, the forming of differences, shortly mentioned
in (24), may be underlined [4].

6) Finally the systematic error can be determined from the adjustment
by treating it as an unknown not measured. In this case also the reliability,
the mean error of the systematic error can be obtained directly from the
adjustment. The measure of the mean error will decide the acceptability of the
computed systematic error.

For further investigations, the consideration of correct weight numbers
cannot be indifferent. If, for example, the mean error of one of two observations
is |/3-fold the other, and these are not considered when forming the weighted
mean value, then a worse result will be furnished by the adjusted value and
its mean error than by the mere acceptance of the more reliable value [4].
Since the mean error and the weight number are mutually dependent values,
it cannot be indifferent what assumptions, what kind ofmean error computation
are relied upon in the determination of the weight numbers. A weight number
chosen incorrectly may spoil the labour of the further accuracy examinations

or adjustment.
*
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In surveying practice, besides the unknowns to be determined on the
basis of the observations, also the calculation of their reliable accuracy indices
is of great importance. It is the surveyor’s task to employ such a method in the
course of the measurements and of their assessment as meets the accuracy
and economy requirements. In all this, considerable assistance is provided
by accuracy examinations on an up-to-date mathematical basis. The efficiency
of the instruments employed in the measurements is increased to such an
extent that a considerable part of the measuring errors consists of systematic
errors. This is exactly why a great importance has to be attached to the deter-
mination of these on the basis of the assessment of the measurement results.
The formerly wide-spread opinion, according to which he who calculates
much thinks little, is more and more pushed aside by the employment of
up-to-date computing techniques. Today this may be completed with the
statement that he who calculates little, makes too much allowance, in a
given case, at the expense of accuracy and does not make use, in several
cases, of the possibilities offered by way of measurement results. The possibili-
ties presented by modern instruments and computing equipments can be
exploited only by completing these by technically and mathematically well-
founded evaluation procedures relying on up-to-date bases.

Tabic |
Observa-  Derived mean  Repeti- Weight  Unitweight Mean acci-
fon " value ton weight O Te Mo meneror dena
Ifi nur;]ber observa- group na mean error,
group n tions, p 14 <«>
I 0°02T5" 28 28 I .....1 + 209"
il. 0°02'09" 66 66 Il ....n £ 174" £ 184" +16.9" = 0°02'05.5"
in.  0°01'55" 47 47 | ....n £ 123" Pa=+ 92"
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THEORIE UND PRAXIS DER AUSWERTUNG VON MEBERGEBNISSEN

F. HALMOS
ZUSAMMENFASSUNG

Die Genauigkeit von MefRergebnissen wird in diesem Aufsatz auf Grund verschiedener
MafBreihen untersucht. Es wird festgestellt, daB man bei der Ausgleichung von fiktiven Werten,
erhalten durch Zusammenfassung der Messungen, immer zu falschen Genauigkeitsschatzungen
gelangt, wenn die urspriinglichen Beobachtungen aufRer Acht gelassen werden. Wesentliche
Abweichungen kdnnen zwischen den verschiedenerweise ableitbaren mittleren Fehlern bestehen
und das zuverlédssigste Resultat wird durch den mittleren Fehler geliefert, der sich auf die
gesamten Beobachtungen stitzt. All die anderen sind nur relativ, fir die Feststellung der
inneren Ubereinstimmung geeignet.

Es werden die Bestimmungsmethoden der zuféalligen und systematischen Fehler-
wirkungen untersucht. Auch der Zusammenhang fir die zahlenm&RBige Bestimmung des
systematischen Fehlers ist abgeleitet. Eine Auswertung, die auf allen Beobachtungen basiert,
istauch vom Standpunkt einer besseren Geltung des GauRschen Prinzips firbegrindetgehalten.

Im weiteren wird eine mathematisch-statistische Untersuchung der MeRergebnisse
vorgefihrt. Empirish folgbare Fehlergrenzen werden abgeleitet, da die MeRgenauigkeit von
dem GauB’schen mittleren Fehler Uberschatzt, von dem Studentschen Zuverléssigkeits-Inter-
vall aber stark unterschatzt wird. Hier wird auch der mittlere Fehler des mittleren Fehlers
in Acht genommen.

Endlich werden die verschiedenen Methoden fir die Bestimmung der systematischen
Fehler zusammengefalt; dann werden einige Bemerkungen betreffs Bestimmung der Gewichts-
zahl auf Grund der mittleren Fehler gemacht.

Es wird festgestellt, daR die durch zeitgemdBe Instrumente und Rechenanlagen gebotenen
Mdglichkeiten nur mit auf zeitgemdBen Grundlagen ruhenden, technisch und mathematisch
gut begriindeten Auswertungsverfahren ergénzt ausgenitzt werden kdnnen.
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THEORIE ET PRATIQUE DE L’EVALUATION DES RESULTATS DE MESURAGES
F. HALMOS

RESUME

L’auteur examine la précision des résultats de mesurages sur la base de différentes
séries de mesures. Il constate que dans la compensation des valeurs fictives obtenues par la
réduction des mesurages, on est amené a faire des évaluations erronées si on néglige les obser-
vations originelles. Des écarts considérables peuvent se produire entre les erreurs moyennes
calculées de différentes manieres. Le résultat le plus sir est fourni par I’erreur moyenne s’ap-
puyant sur la totalité des observations, les autres n’ayant qu’une valeur relative, convenant
tout au plus pour établir I’accord intérieur.

L’auteur examine les méthodes permettant de déterminer I’'influence des erreurs
accidentelles et systématiques, et développe une relation pour la détermination chiffrée de
I’erreur systématique. L’évaluation s’appuyant sur toutes les observations lui paraft d’autant
plus motivée qu’elle répond mieux au principe de Gauss.

Par la suite, I'auteur présente une analyse des résultats de mesurages, basée sur la
statistique mathématique. Il déduit des limites d’erreurs pouvant étre suivies empiriquement,
la précision des mesurages étant surestimée par I’erreur moyenne de Gauss et fortement sous-
estimée par I’intervalle fiduciaire de Student. L’erreur moyenne de I’erreur moyenne est ici
également considérée.

On trouve enfin une récapitulation des différentes méthodes de détermination des
erreurs systématiques, suivie de quelques remarques concernant la détermination des indices
de poids sur la base des erreurs moyennes.

L’auteur constate que les possibilités offertes par les instruments et calculatrices
a programmation modernes ne peuvent étre mises a profit que conjointement avec des méthodes
d’évaluation modernes, reposant sur une base technique et mathématique bien établie.

O TEOPUW WV MPAKTUKE WMHTEPMPETALUN PE3Y/IbTATOB W3MEPEHWUW
». XANbMOL

PE3IOME

Mo pasMuHbIM CepusM M3MepeHuidi B paboTe paccMaTpuBaeTCsl TOUHOCTb Pe3y/bTaToB
M3MepeHVA. [enaeTcs BbIBOA O TOM, YTO BblpaBHMBaHWE (UKTMBHBLIX 3HAYEHWIA, MOyYaeMbixX
nyTeM MOAbITOXUBAHWS U3MEPEHWIA, 6e3 yueTa MepBOHaYaIbHbLIX [aHHbIX Hab6MAeHWIA, npu-
BOAWT BCErAa K HENpaBW/bHOM OLEHKE TOUHOCTU. Mexay CpefHUMU MOrpeLlHOCTAMM, BbIBOAW-
MbIMA C MPUMEHEHWEM PasNYHBLIX MPUEMOB, MOTYT BCTPEUATbCS 3HAUMTESIbHbIE OTK/IOHEHUS;
Hambosiee [JOCTOBEPHbIE Pe3y/nbTaThbl MOMyYaloTca MPU ONpedeneHWn CpefHeit NorpeLiHocT! ¢
yUeToM Bcex HabntogeHuiA. Bce ocTaslbHble MpUeMbl SBASHOTCA NWLLb OTHOCUTENIbHLIMMU U Onpe-
JeNnsiloT TONbKO BHYTPEHHee corfacue pesy/bTaToB.

O6Cy)KaaloTea MeTofbl OMpeaenieHnst CaydaiiHbIX UM CUCTEMATUUYECKMX MOrpeLLHocTel
M BbIBOAUTCA COOTHOLLEHME [151 KOIMHYECTBEHHOIO OMpefeneHnsi CUCTeMATUYECKMX OLLMGOK.
MprMeHeHVe MHTEpPMpPeTauMM No BCEM [aHHbIM HaG/tofeHnii 06oCHOBLIBAETCS M Mpeobnaja-
HMEM B 3TOM Cfyyae mpuHumna [aycca.

B Aa/ibHeilleM NPUBOAMTCA PAcCMOTPEHME Pe3y/ibTaToB M3MepPeHUid Mo MaTemaTnuecKol
CTaTUCTMKe. BbIBOAATCA NpedenbHble OWMGKKW, MNPOCNeXMBagMble SMMUPUUECKAM TPUEMOM,
yunTbIBas, YTO CpeHsAs MOrPelHocTb Mo Fayccy AaeT npeyBesMueHue, a WHTepBan Hafex-
HocTU CTIOfjeHTa — Hef0OLeHKY TOYHOCTW M3MepeHUii. 3/eck YUNTHIBAETCA W CPEAHSS NorpeLL-
HOCTb CPEAHE MOorpeLIHoCTy.

B 3aK/l0YeHMe pacCcMaTpMBAlOTCS pas/INYHbIe MeToAbl OMpeAeneHnst MorpeLlHocTel
CUCTEMATMUECKOro XapakTepa W MNpUBOAATCS HEKOTOPble 3aMeuyaHus MO OMNpejesieHuio Beca
Mo CPeAHVM MOrPeLLHOCTSM.

B KOHEYHOM MTOre aBTOpP MPUXOAWUT K 3aK/IHOUEHMIO, YTO BO3MOXHOCTW, NpeAcTaB/ise-
Mble COBPEMEHHBLIMU W3MEPUTE/IbHBIMU MPUBoPaMM 1M CUETHO-PELLIAIOLLMMI  MalUMHaMK, MOryT
6bITb MCMOMbL30BaHbl MPU MPUMEHEHUN TEXHWUUECKM M MaTeMaTMUYeCKn XOpOoLIO 0B60CHOBaHHbIX

METOA0B WHTEPMpeTaLmu.
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An adjusting or adherent straight line based on the principle of the minimum of the
square sum of residuals, which is to be attached to a set points of which are in a discrete,
approached or given functional relation, can always be determined from formulae having
identical forms. Therefore, relations (3) and (4) represent the general solution of the adjusting
or adherent straight line. The internal sense of symbols figuring in these formulae is to he
interpreted according to the character of the respective data.

The necessity for the best determining an adjusting straight line adhering
to aset of discrete points arises in geodesy [5], in the analysis of mine exploitati-
on [7,8,10] as well asin the other fields of engineering sciences [1, 3]. Mathema-
tically analogous problems are the determination of the main direction of
inertia in mechanics and the determination of the major and minor axes
of the telluric station ellipse in geophysics [9]. In numerous fields of technical
practice the adjusting straight line is utilized for the approximate analytic
establishment of empirical functions [1, 3].

In their present paper based on their so far achieved results authors
deal with the generalization of the determination of the adjusting straight
line [1, 2, 3].

It is well known that under an adjusting straight line attached to a
given system of isolated points such a straight line is to be understood, in
reference to which the square sum of perpendicular residuals is minimum
(Fig. 1).

In the related literature as solution of the aforementioned problem
generally the minimum of the function

S(a;)= _Vef= (xtcosa -f- y,sina —1)2 1)
i=i i=i

is sought for (of course in relation (1) instead of the pole angle the bearing
could also appear). In the literature related to this subject, as a result either

the tangent of the double angle [5, 6, 10]:

2D (x;
tan2a= (x:y) (2)
N{y’'y) —n(x;x)
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or the tangent of the onefold angle [2]:

A—D (x; X)
tan a = (3)
D(x;y)
tan a = D{x.¥) (4)
X-D{y, V)
is deduced, where
M M
o . foq X134 X - .
D(x;x) =2 xixm 2> XiXi—nxs= jy 4 St: (5)
M =i 1=1
n n
i=iy'_21=19(r n
D(y;y) =~¥Yry1 = 2 vyiy1 ~ = JVvivi: (6)
T i=1 /=1
n n
» z* 7 »
0 (*;j)) = yi — ° — = 2 *eji—  js= 2 I"Vi (?
1=
and
A= Minj  el= —[U(yy)+ D )

8
JID (y; y)-D(x;x)]1" + D'-(x-y).
The result obtained from relation (2) is ambiguous, therefore it is more

expedient to use relation (3) or (4). The bearing of the straight line is to be
computed from formula

A+ D &x 7 X)
tanw = - F-emees —, (9)
D(x;y)
tan w = -----9--()(-; X)'— . (10)
A+ D (y;y)

From relations (5), (6) and (7) that well-known theorem can also be read
that an adjusting straight line, which satisfies the principle referring to the
minimum of the square sum of residuals, runs through the centre of gravity
a5 ys of the point system. Consequently, knowing the centre of gravity of a
point system the unambiguous determination of the adjusting straight line
requires merely the knowledge of the bearing or pole angle pertaining to same.
This can he understood for the very reason, that knowing the pole angle the
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pole distance / can be computed:

n n
V xtcosa + Yisin a

| = — = *scosa --yssina. (11)

A problem frequently arising in engineering practice consists in the deter-
mination of an adjusting straight line, which is not be attached to a discrete
point system but to a continuous row of points.

It is often necessary to find an approximate analytic relation expressing
a function given by a table (which contains observations, measuring results
etc). The same necessity might also arise in the case of an analytically given
function, if the functional relation is too complicated or not appropriate for
utilizing from the view-point of certain aims.

In the first case there is a discrete value system, this however, does
not represent the process as required. Therefore, a continuous function is to
be laid through this system and the task is the determination of an analytic
formula approaching the aforementioned continuous function as well as
possible. In the second case a continuous function is given and for the simplific-
ation of same and adjusting function is to be sought for.

To make the utilization of relations to be found in this paper for the
production of the aforementioned approximate analytic function possible,
it is not quite necessary for this function to be a linear one. Namely, it is well-
known that using an appropriate transformation simpler function types
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can be linearized, and so they present themselves during the computation
as linear functions.

Authors proved in their paper [3] that in the case of an adjusting straight
line attached to a continuous row of points (not to a discrete one) the previously
given formula of tan a and tan f, which were deduced for a discrete point

system, might also be applied, merely the symbols figuring in these formulae
have to be adequately interpreted.

In this case the square sum of residuals (Fig. 2) is characterized by the
relation

S(a /)= P Je2ds=j °[xcosa +/(*) sina —I]2ds . (12)

The adjusting straight now runs through the centre of gravity, too, the
coordinates of which are expressed by the relations

I xds(x) AIOLLE
1 ds (0 p /Wds (y)
X3 (x)ds(x) Fomoyit(y)
1 ds(9 5y ds)

where x = x(y) denotes the form of the functiony = f(x) solved according to x.
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e From the comparison of formulae (1) and (12) the following results are
formally obtained:

xds o\]l0 xds

D(;x = I xads P = | x2ds —xf (“ds = [fads. (14)
I- ds
Jo

) JoV ok «Jgv ds .

D(y;y) = J¥yads - y2ds — ds = jo’ryas, (15)

Jods
jo xds. fO'yds
D(x;y) = j&xyds =jj xyds - SysIFds =¥ ds
ds (16)
Pn

Fig. 3

where | and rj are obtained by the transformation

£= * __*g (17)

The described problem also appears in mining practice, e.g. in the
location of the axis line of level drifts. The drift at the height z0 above the
mean sea level is given by several of its discrete points, and one of its possible
forms is obtained by connecting the points with straight lines. The demand
related to the drift to be located is, that it should adhere to the corner points
of this given polygon as well as possible (Fig. 3)..

In this case the problem also consists in attaching an adjusting function
to a continuous row of points, but as the curve to be approached consists of
linear sections, the integration can be simply performed.
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The degree of adherence is expressed by the function

S@h=2 f 1=

=13t

nl //-

=2 h {[*+1 + t(xi+i - X)]cosa4- [y-+ t(yi+l -

=1 Jt-0 .
—)] sina—}Adt.

(18)

The minimum of the above function occurs at the angle a which is determined
on the base of formulae (3) and (4) if [3]:

2 i f 2h\" x i{t)dt
D (x; X) rx?(*)N 120 Jo n_E[_l Jo
i=i  Jo
& (19)
'V OTIx*(Mdt. xj: L=2 hf ()dt
=1 Jo /=1 /=1 Jo
R— rI n— A
2 4 Y, (M)A
D(r,y)’\QIA' Y}(t)dt ?_l JO nﬁ__oz%o
1=0 Jo
20 % (20
A4l n-1 /ol
= 12:0 1<J[01y 2(0* - y5212:1 li = 12:1 |qu0 H*(t)dt,
n *
n. z=0 Jo J1(:Jy'(0
S 24 x (YN nl
;20 & (21)
’ S *) K nix
2ol ©ni(™) - *sysg, 2= 2, T w()"(*)w
where
(i) —X G-t A X)—X-FtzlXj, 0 t2~1,(i— 1,2,...,n 1),
ARY =y, + i(2,4i—=Y))= Y+ *Ax 0<t<|, (i= 1,2, 1),
S(i) =f, + *(fl+1- f f) = f, + «df,, O~t~Il, (i= 1,2,...,n-1).
H(t) = i+ t(tji+l — rji) = rji + tArii, o<t~ Il, (t= 1,2,..., n—1).
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The values and r are interpreted on the base of relations
8i=Xi—xs, T7]i=yt—ys (i= 1,2,...,n) (22)
The coordinates xs,ys of the centre of gravity of the polygon in question are:
n—i )
A Yo heeti+ X - )

J i=l n (23)

1 i2:1|'

After substitutions and integrations the following results are obtained

n—
D(x\ x)= + —+ (24)
=1
D(y:y) = fJ; h VF+ VtAVi + — {AviY I; (25)
— ' 1
D(X-Y) = Y' It ifvi+ Y (™A% + Y viaii + Y (airy (ag)a  (26)
i=1
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EINE ALLGEMEINE LOSUNG FUR DIE BESTIMMUNG DER AUSGLEICHS-, BZW.
SCHMIEGUNGSGERADEN

CS. ASSZONYI—R. RICHTER
ZUSAMMENFASSUNG

Bei diskreten bzw. angendherten oder in einer gegebenen Funktionsbeziehung stehen-
den stetigen Punkthaufen 148t sich der Polwinkel, der die auf dem Minimumprinzip der
Quadratsumme aus den senkrechten Abweichungen beruhende Ausgleichsgerade charakteri-
siert, durch Formeln von der gleichen Form bestimmen. Dementsprechend bedeuten die
Beziehungen (3) oder (4) eine allgemeine und eindeutige L6sung der Schmiegungsgeraden.
Der innere Inhalt der in den Formeln vorkommenden Symbole dndert sich nach dem Charakter
der Angaben.

SOLUTION GENERALE POUR LA DETERMINATION DE LA DROITE
DE COMPENSATION

CS. ASSZONYI—R. RICHTER
RESUME

Pour une multitude de points en relation fonctionnelle discréte, respectivement appro-
chée ou donnée, I’angle polaire qui caractérise la ligne de compensation basée sur le principe
de minimum de la somme quadratique des déviations perpendiculaires peut étre déterminé
par des formules de forme identique. Pour cette raison, les relations (3) et (4) représentent une
solution générale et univoque de la droite osculatrice. Le contenu des symboles figurant dans
les formules est a interpréter suivant la nature des données.

OBOBLEHHOE PELLEHWE OMPEAENEHUSA BbIPABHUBAIOLWLEN NN
CIrNIAXKMBAROLLEEN MPSAMOWN

4. ACCOHU—P. PUXTEP
PE3IOME

[ns cnyyass HenpepbIBHOTO MHOXECTBA MYHKTOB, CBSI3aHHbIX MeXAy co60i AMCKpeT-
HOM, NPUBNMXKEHHOW WAM 3afaHHOl (YHKUMOHANbHOM 3aBMCMMOCTLIO, MOMKOCHbIE YrAbl, —
XapaKTepHble ANs BblPaBHMBAIOLLE MPSIMOIA, OCHOBbLIBAKOLLENCS Ha MPUHUMNE MUHUMYyMa
CYMMbI KBaJpaToB NepreHANKYNAPHbIX OTK/IOHEHWA, — onpefensoTcest (opMyiaMnm aHanoruny-
HO hopmbl. M03TOMY COOTHOLWEHUSA (3) Wam (4) nNpeAcTaBNAT COO0M o6o6ujeHHoe WM 0fHO-
3HauHoe PELLEHUE CrNaXMBAKOLLE NpsMoli. BHYTpeHHee cOfep)XaHWe CMMBO/IOB, BXOASALLUX B
(hopMy/ibl, M3MEHSIETCS B 3aBMCMMOCTM OT XapaKTepa [AaHHbIX.
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GEODATISCHE PUNKTBESTIMMUNG MITTELS
DER BEOBACHTUNG KUNSTLICHER ERDSATELLITEN*

K. ARNOLD
GEODATISCHES INSTITUT POTSDAM

Die Beobachtungen der kiinstlichen Erdsatelliten gestatten eine wesentlich bessere
geoddatische Punktgenauigkeit zu erhalten, als prinzipiell &hnliche Methoden, bei denen Beob-
achtungen des Mondes eingefiihrt werden.

Schwierigkeiten entstehen durch die Stérungswirkungen der noch unbekannten Teile
des Schwerefeldes der Erde; durch sie wird die Position des Satelliten im Raum mit einer
Unsicherheit von etwa -*70 m bis 100 m behaftet.

Wenn Distanzen von nur wenigen tausend Kilometern geodéatisch Gberbrickt werden,
dann kdénnen diese durch die Bahnstérungen verursachten Schwierigkeiten bei der Verwendung
der »Bahnmethode« gemindert werden.

Vollig frei von den gravimetrischen Stdrungen ist man bei Simultanbeobachtungen
der Satelliten. Sie lassen eine Punktgenauigkeit von + 10 bis ~ 20 Metern auf der Erdober-
flache erwarten.

Eine weitere Genauigkeitssteigerung ist mdglich, wenn man beriicksichtigt, daB in
Richtung senkrecht zur Satellitenspur die Ausmessgenauigkeit in der photographischen Auf-
nahme wesentlich besser ist als in Richtung der Spur.

Bei der Beobachtung eines Blitzlicht-Satelliten hat man nicht die Schwierigkeiten, die
sonst wegen der hohen Anforderungen an die Zeitmessgenauigkeit zu Gberwinden sind.

In wenigen Jahren ist die wissenschaftliche Nutzung der optischen
Satellitenbeobachtungen zu einem der wichtigsten Forschungsgebiete der
Geodasie geworden.

An zahlreichen Beobachtungsstationen auf der Erde werden die Positio-
nen der Satelliten mit der héchsten Genauigkeit beobachtet, wie es fir geoda-
tische Anwendungen gefordert wird. Hervorzuheben sind auch die 12 Baker-
Nunn-Stationen, die recht gleichmd&Rig Uber die ganze Erde verteilt sind und
die Beobachtung selbst sehr lichtschwacher Satelliten gestatten. Der erste
geodétische Satellit, der Blitzlicht-Satellit ANNA — I B, leitete neue Mdglich-
keiten ein. Weitere Blitzlicht-Satelliten werden in den néachsten Jahren folgen.
Auch die Simultanbeobachtungen der beiden Ballon-Satelliten Echo | und
Echo Il haben sich als fir geoddtische Zwecke sehr nitzlich erwiesen. Seit
einigen Jahren besteht eine enge Zusammenarbeit zwischen den osteuropdischen
Landern bei der wissenschaftlichen Auswertung der Satellitenbeobachtungen.
In Westeuropa ist eine &hnliche Organisation im Stadium des Aufbaus. Bei
der Internationalen Assoziation fir Geodéasie (IAG) wurde eine Kommission
fur Satellitengeoddsie eingerichtet. Die IAG veranstaltete kidrzlich in Athen

*Nach einem Vortrag, der gehalten wurde im Rahmen des Geod. und Kartograph-
ischen Vereins in Budapest und Sopron, Oktober 1963.
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ihr zweites Symposium Uuber Satellitengeodasie; sie hat kurzlich auch ein
besonderes Internationales Bilro fur Satellitengeoddsie eingerichtet.

Mit diesen S&tzen wollte ich umreiBen, welche erhebliche Bedeutung
die Satelliten fur die Geodésie erlangt haben.

Gewil3, die Beobachtung der Planeten und vor allem des Mondes fur
geodatische Zwecke ist nicht grundsatzlich neu.

Die Beobachtung der Verfinsterung der Jupiter-Monde hat man friher
bei der Zeitbestimmung auf hoher See herangezogen.

Ahnlichen Zwecken diente die Beobachtung der Monddistanzen, also
der Entfernungen der Fixsterne vom Mond.

Aus den Stdérungen der Mondbewegung versuchte man die Erdab-
plattung zu bestimmen.

Photographische, spektroskopische und fotoelektrische Beobachtungen
von Sonnenfinsternissen sollten ebenso wie die Beobachtungen des Mondes
mittels der Markowitz-Kamera geozentrische Positionen von geod&tischen
Punkten liefern.

Diese Methoden alle werden heute kaum noch verfolgt, bzw. sie werden
bestenfalls nur noch mit sehr gedampftem Optimismus verfolgt, wegen der
sehr maRigen Genauigkeit der zu erwartenden Resultate. Das kommt daher,
weil der Mond sehr weit von der Erde entfernt ist (300 000 km). Ein Winkel-
fehler von il™ bei der Beobachtung des Mondes relativ zu den Sternen kommt
einer Verschiebung um 1,5 km auf der Erdoberflache gleich.

Die Mondscheibe ist ferner nicht in mathematischer Strenge ein Kreis,
die Beobachtungen am Mondrand werden durch die Topographie des Mondes
erheblich beeinfluBt.

Um Beobachtungen des Mondes fur geodédtische Zwecke verwenden
zu kdénnen, miufRte man sie auf etwa i 0,"01 genau ausfuhren kénnen; denn
dann erreichte man etwa i 10 bis 20 m fir die Genauigkeiten der Positionen
auf der Erdoberflache, tatsdchlich hat man die Genauigkeit aber kaum weiter
als 0,"1 treiben konnen.

Solche Fehlerbetrachtungen sind in Bezug auf kinstliche Erdsatelliten,
die vielleicht 1000 bis 2000 km hoch fliegen, wesentlich gunstiger. Beobachtet
man namlich die Richtung zum Satelliten innerhalb von 1" genau, so hat man
die Position auf der Erdoberflache auf etwa £ im sicher.

Die mit der Unkenntnis der Topographie des Mondes verbundenen
Schwierigkeiten entfallen natlrlich bei Verwendung eines kunstlichen Erd-
satelliten sofort.

Diese genannten Vorteile bei der Benutzung kinstlicher Erdsatelliten
fur geodétische Zwecke missen freilich durch bestimmte Nachteile erkauft
werden. Zu diesen Nachteilen gehdren vor allem die sehr hohe scheinbare
Bahngeschwindigkeit der kiinstlichen Erdsatelliten (bis zu 1° je Sek.) und die
Beeinflussung der Satellitenbahn durch die ziemlich unbekannten Schwere-
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anomalien, das heiRt, durch die MassenunregelméaRigkeiten in dem Erdkdrper.

Wir werden darauf noch eingehend zu sprechen kommen.

Es liegt also das Problem vor, aus der Beobachtung der kinstlichen
Erdsatelliten gewisse Aussagen Uber geodéatische Groflen zu erhalten.

Die Beobachtungsmethoden selbst will ich nur kurz umreien, um die
fur ihre Auswertung wichtigen Eigenschaften zu erldutern.

Fur geodatische Zwecke kommen nur photographische Beobachtungen
des Satelliten relativ zum Sternenhintergrund in Frage,wegen der hohen Genau-
igkeitsforderungen. Daraus kann man den rdumlichen, dreidimensionalen
Einheitsvektor ermitteln, der vom Beobachtungspunkt zum Satelliten weist.

Die Satelliten werden zur Zeit der Dadmmerung beobachtet, wenn die
Sonne sich also unter dem Horizont befindet und gleichzeitig noch den Satelliten
beleuchtet.

Die Satelliten haben nur eine GroRe von wenigen Metern, so dal nicht
sehr viel Licht zum Beobachter reflektiert wird. Die meisten Satelliten sind
nicht heller als Sterne von der 6. bis 8. GréRenklasse. Darliberhinaus bewegen
sie sich sehr schnell, was bei ihrer photographischen Beobachtung zusétzliche
Schwierigkeiten hervorruft, nadmlich einen Helligkeitsabfall von etwa 2m
GroéRenklassen. Die Nachfuhrung der Kamera entsprechend der Bewegung
des Satelliten ist wegen dessen hoher Geschwindigkeit schwierig und nur bei
der Baker—Nunn—Kamera streng geldst. Man ist also auf extrem licht-
starke Kameras mit einem Offnungsverhaltnis 1 : 1 bis 1 : 2 und Emulsionen
hochster Empfindlichkeit (mehr als 25/10° DIN) angewiesen. Auch sollte die
Brennweite nicht zu groR sein, nicht mehr als 50 bis 75 cm.

Das Gesichtsfeld sollte sich wenigstens um 5° bis 10° 6ffnen, um eine gro-
Bere Anzahl heller Sterne mit auf der Platte abgebildet zu haben.

Ein extrem rasch zu 6ffnender und zu schlieBender Verschluf? ist Voraus-
setzung, wenn man die Zeitmarkierung auf einige tausendstel Sekunden sicher
bekommen will.

Viele Beobachtungsstationen sind heute mit Fliegerkameras ausgerustet.
Die genannten Forderungen werden von ihnen kaum erreicht.

Spezialkameras fur Satellitenbeobachtungen sind die Baker—Nunn—
Schmidt-Kamera und eine bei Zeiss in Jena in der Entwicklung befindliche
Einrichtung.

Mit dem Start eines Satelliten fangt es also an, und nach dem Brenn-
schlufl beginnt er seine nicht mehr durch Menschenhand beeinflulRte Bahn
um die Erde. Die Bahn des Satelliten ergibt sich dann aus den Newtonschen
Bewegungsgleichungen. Ist £ der Ortsvektor des Satelliten im Raum, er sei
vom Schwerpunkt der Erde abgetragen, und V das Potential der Erde

fM 0o
Vv = 1+ 2 Y ~nm(sin (p) [Anmcos Tn -F Bnmsin A]1 (1)
n~2 m=0
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so wird fur die zweite Ableitung des Ortsvektors nach der Zeit

dv
(2)
oder wenn wir den kugelsymmetrischen Teil im Potential abspalten
V=fM/r + V 3)
t-fM (4)

Wi ir haben also fur die Bestimmung der Satellitenbahn ein System von
3 Differentialgleichungen zweiter Ordnung. Die L&ésung dieses Differential-
gleichungssystems enthélt also 6 freie Parameter. Das sind die 6 Keplerschen
Parameter der Schmiegungsellipse der Satellitenbahn. Sie ergeben sich als
Funktionen der Zeit. Bei diesen 6 Keplerschen Parametern handelt es sich
im einzelnen um folgende auf der Himmelskugel zu messende GrofRen:

1. Der Abstand des aufsteigenden Knotens vom Fruhlingspunkt Q.
2. Der Abstand des Perigdums vom aufsteigenden Knoten, co.

3. Die Neigung der Satellitenbahn gegen die Aquatorebene i.

4. Die Zeit des Durchgangs des Satelliten durch das Perigdum T.
Ferner

5. Die groRe Halbachse a oder der Parameter p der Keplerschen Ellipse.
6. Die Exzentrizitdt der Keplerschen Ellipse e.

Dies ist das geldufigste System der 6 Tntegrationsunbekannten. Ein
anderes dquivalentes System von 6 Parametern, das enger mit der Erzeugung
der Satellitenbahn durch eine angetriebene Rakete im Zusammenhang steht,
ist das aus den 3 Komponenten des Ortsvektors und den 3 Komponenten des
Geschwindigkeitsvektors der Rakete bei Brennschlu? gebildete.

Die Losung des obigen Differentialgleichungssystems 2. Ordnung macht
keine grundsatzlichen Schwierigkeiten. Es I&Rt sich mit bekannten Mitteln
auf ein System von 6 Differentialgleichungen 1. Ordnung transformieren.
Es empfiehlt sich, in dieses System die 6 Keplerschen Elemente als abhéngige
Variable anstelle von x, vy, z, x',y" z' einzufihren. Man hat dann nadmlich sofort
das gesuchte Ziel erreicht, ndmlich diese 6 Keplerschen Variablen, durch die
man ja die Bahn des Satelliten im Raum beschreiben will, hat man dann als
Funktion der Zeit.

Das heit, in den Differentialgleichungen treten die ersten Ableitungen
der Keplerschen Parameter nach der Zeit auf. Diese sind zu eliminieren und
dann ist noch uber die Zeit zu integrieren.
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Nach Shongolovitsch erhélt man so fur die Bewegung der Knotenlinie
Q wahrend eines drakonitischen Umlaufs, das ist die Zeit zwischen einem Durch-
gang durch den Knotenpunkt his zum né&chsten Durchgang, folgende Gleichung

6Q = 3nA0 cos i -f-
I (B 32 (5)
4 \ 7 2
- i 2
Il-----?--- b O sinof1 - 18 Zgin- |j_I e-cosl o
VTP V14 3 1

Dabei haben wir nur die von den zonalen Kugelfunktionen 2. und 4. Ordnung
hervorgerufenen Stérungen 1. Ordnung bertcksichtigt. Allgemein gilt

0Q = 0Q(Aik Bik)

0,1, 2... 00= 1
di = di(Aijk, Bik)

0,1, 2...00= k
da = da(Aik, Bik)

In Strenge sind also alle 6 Keplerschen Elemente von den beiden co2 fachen
Mannigfaltigkeiten A/k und Bik abhéangig.

In Bezug auf das Hauptglied in den Schwereanomalien, also auf die zonale
Kugelfunktion 2. Ordnung, muR man sogar die Stérung 2. Ordnung beruck-
sichtigen.

Hat man die 6 Integrationskonstanten, das sind also die 6 Keplerschen
Elemente, zu einem bestimmten Zeitpunkt durch Beobachtungen der Satelliten-
bahn bestimmt, so kann man mittels der obigen Ausdrucke fir die zeitliche
Anderung der Keplerschen Elemente diese 6 Parameter zu jedem anderen
Zeitpunkt bestimmen. Damit kénnte man dann auch die Position des Satelliten
im Raum zu jeder Zeit angeben.

Bei diesem Vorgehen wird aber vorausgesetzt, daR die A,k und Btk
alle bekannt sind. Anderenfalls lassen sich ja nicht die dQ, 6i, da bestimmen.

Diese Koeffizienten Ajk und B,k kann man freilich aufUnabh&ngigem
Wege aus Schweremessungen an der Erdoberflache bestimmen, man hat es
auch getan. Doch miussen dabei die Schwereanomalien mdéglichst weitgehend
auf der ganzen Erdoberflache bekannt sein; ein ldealzustand, dem wir heute
noch einigermalien entfernt sind, wegen der noch fehlenden Schweremessungen
auf der sudlichen Hemisphare.

In dem letzten Jahrzehnt hat man freilich versucht, aus Schwereanomalien
die Stokesschen Konstanten zu bestimmen, man hat die Entwicklung bis
zur 8. Ordnung getrieben (Shongolowitsch, Kaula), doch sind die Resultate
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zu unsicher, um fur die Bestimmung der Stdrungen der Satellitenbahnen
in befriedigender Weise verwendet werden zu kdénnen.

Es wéare auch erforderlich, diese Entwicklungen, wie sie aus Schwere-
anomalien bestimmt worden sind, erheblich weiter auszudehnen bis in hdhere
Ordnungen als die achte.

Wenn wir also fur die Bestimmung der geozentrischen Koordinaten
aus Satellitenbeobachtungen, die genauen Positionen des Satelliten im Raum
wissen mussen, so kann man diese nicht erhalten, indem man fiir einen bestimm -
ten Zeitpunkt empirisch die momentanen Keplerschen Elemente bestimmt
und ihre zeitliche Verdnderung dann aus den Schwereanomalien ableitet.

So ist man zunéchst gezwungen, den umgekehrten Weg zu gehen, den
Satelliten moéglichst wahrend vieler Monate zu beobachten, um dann aus den
beobachteten Positionen des Satelliten seine Keplerschen Elemente in ihrer
zeitlichen Veranderung zu ermitteln. Die dann auf Grund der Beobachtungen
ermittelten zeitlichen Variationen der Keplerschen Elemente sind nun Funktio-
nen der Stokesschen Konstanten Bjk wie ich es oben angegeben habe. Man
I6st also diese Gleichungen nicht von rechts nach links auf, sondern von links
nach rechts und sucht die unbekannten Aucund Bu. als Funktionen der beob-
achteten 06Q, 6i, 6a ... zu ermitteln, natirlich auf dem Wege einer Ausglei-
chung nach der Methode d. kl. Quadr. Sie erkennen sofort die hierbei auftre-
tende prinzipielle Schwierigkeit, zwei oo2fache Mannigfaltigkeiten aus einer
Ausgleichung zu ermitteln.

Man ist zu Kompromissen gezwungen und begnigt sich damit, etwa
die Au< und Bik bis etwa zur 9. Ordnung mitzunehmen. Die Stokesschen
Konstanten hdherer Ordnung ist man dann gendtigt, gleich null zu setzen,
was freilich einige schwierig abzuschédtzende Ungenauigkeiten mit sich bringt,
wird doch die bis ins Unendliche ausgedehnte Summe der einzelnen EinflUsse
der Stokesschen Konstanten hoherer Ordnung einfach gendhert gleich Null
gesetzt.

Freilich wei man, dal diea~ und bei wachsendem i wenigstens wie
1fi gegen Null gehen, freilich erscheinen die A~, B in den Formeln fir die
Variationen der Keplerschen Elemente nur in Verbindung mit dem Faktor
[a/a]l, wenn o/a das Verhdltnis der groBen Halbachse des mittleren Erdellip-
soids zur groRRer! Halbachse der Satellitenbahn ist, also ein Quotient, der immer
kleiner als eins ist und daher bei wachsendem i ebenfalls gegen Null geht.
An der Konvergenz der vernachldssigten Summe ist sicher nicht zu zweifeln,
doch wei man leider nicht genau, wie sehr sich die Werte der einzelnen Sum-
manden durch die unendlich ausgedehnte Summation addierten.

Der geschilderte Weg hat sich trotz seiner Unvollkommenheiten jedenfalls
in der Praxis als gangbar erwiesen.

Zur Erhdhung der Genauigkeit der Resultate wird man sich natirlich
nicht mit der Ausgleichung der Beobachtungen eines einzigen Satelliten
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begniigen, sondern mehrere Satelliten mit madglichst unterschiedlichen
Bahnelementen gemeinsam bearbeiten.

Ein besonderer Gesichtspunkt entsteht noch aus der Tatsache, dal
die Koeffizienten Ajk und Bjk nur zusammen mit den Faktoren (a/a)’
auftreten, also z. B.

du = dua ~\V*Aik,
a’ \a)

di, die Bewegung der Knotenlinie, ist eine lineare Funktion von den in der
Klammer erscheinenden Grofien.

Beobachtet man also einen relativ niedrig fliegenden Satelliten, der die
Hoéhe von 1000 km Uber der Erdoberflache nicht tGbersteigt, so werden die
Potenzen (a/a)‘relativ groB sein und die Bahnstérungen werden wegen der
Erdnéahe des Satelliten relativ grof3 sein. Je grofRer aber die Auswirkungen der
Stokesschen Konstanten auf die Bahn des Satelliten sind, desto besser und
genauer wird man diese Stokesschen Konstanten bestimmen kénnen, das
heilBt, man wird sie aus einem niedrig fliegenden Satelliten genauer ermitteln
kénnen als aus den Beobachtungen von relativ hoch fliegenden Satelliten von
etwa 1500 bis 2000 km Hohe.

Man wird also die Aik und B[k aus den relativ niedrig fliegenden beobach-
teten Satelliten bestimmen, um mit ihnen dann die Bahnstérungen hdéher
fliegender Satelliten relativ zuverléssig zu erhalten.

Bei einem 2000 km hoch fliegenden Satelliten klingt der Einflul} der
Kugelfunktion héherer Ordnung rasch ab. Bei A5Skund B5kbetrdgt er nur noch
20% der bei einem niedrigen Satelliten zu erwartenden Stérungen.

Wegen der Bremswirkung der Atmosphére empfiehlt es sich aber, flr
geodéatische Zwecke einen Satelliten von wenigstens 700 km Hdhe zuverwenden.

An den verschiedenen Satellitenbeobachtungsstationen beobachtet man
also mehrere Satelliten wéahrend sie Gber dem Horizont ihre Bahn ziehen.
Ist der beobachtete Bogen grofRer als 30°, so kann man mit angemessener
Sicherheit aus diesen Beobachtungen die Keplerschen Elemente der Satelliten-
bahnen flir die Mitten der Beobachtungszeitrdume ableiten.

Man hat so schliellich die Keplerschen Elemente bestimmter Satelliten
fur maoglichst viele Stellen eines zeitlichen Intervalls von der Ausdehnung
einiger Wochen oder Monate. Dann analysiert man diese in Abh&ngigkeit
von der Zeit gefundenen Elemente, indem man ihre Verdnderung mit der Zeit
durch die Einflisse der Kugelfunktionen des Schwerefeldes der Erde darzu-
stellen sucht. Die linken Seiten der Gleichungen (6) werden gewissermafien
beobachtet, die rechten aus der Stérungsrechnung abgeleitet. So kommt man
dazu, die Stokesschen Konstanten aus einer Ausgleichung zu bestimmen.
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Auf dem geschilderten Wege haben verschiedene Autoren recht vorteil-
hafte Werte fiur die zonalen Kugelfunktionen niederer Ordnung im Erd-
schwerefeld gefunden.

Recht zuverldssige Ergebnisse sind wohl die von Kozai vom Smithonian
Institution erhaltenen.

Er fuhrte die Beobachtungen von 13 Satelliten in die Ausgleichung ein
und kam zu folgenden Resultaten:

A2 = 108236 10-«

+ 0,06
A= —2,566 10-«
+ 0,012
Ai0= -2,14  10-«
+0,08
A= -0,063 10-«
+0,019 (8)
Agg = %0,15 10-«
+0,12
A, 0= -0,469 10-«
+ 0,021
A®= —031 10-«
+ 0,02

AD— +0,114 10-«
+0,025

Wie man sieht, liegt fur die meisten Werte eine gute statistische Sicher-
heit vor. Neben der durch A10 zum Ausdruck gebrachten Gravitationswirkung
des Aquatorwulstes treten vor allem die Werte A30 und A40 in den Vorder-
grund. Aus A30 leitet sich die sogenannte »Birneform« der Erde ab, indem
der Krimmungsradius der Erde am Nordpol um etwa 10 Meter kleiner ist
als am Sudpol. Dieses Glied ist immerhin mit der erstaunlichen Genauigkeit
von etwa 6 cm gesichert.

Man hat auch die anderen Stokesschen Konstanten bis zur 10. Ordnung
zu bestimmen versucht, also die tesseralen und sektoriellen Kugelfunktionen,
hat die Werte aber noch nicht mit einer annehmbaren statistischen Sicherheit
finden kdénnen. Die Kenntnis der ersten 9 zonalen Kugelfunktionen erleichtert
jedenfalls die Vorausbestimmung der Position eines Satelliten schon erheblich,
vor allem die sdkularen Stérungen kénnen so recht genau erfallt werden, was
sehr wichtig ist, vergroRert sich doch ihr Einflu auf die Position des Satelliten
linear mit der Zeit.
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Die noch ziemlich unbekannten tesseralen und sektoriellen Kugel-
funktionen bewirken dagegen Stérungen periodischen Charakters, ihre Wirkung
kann sich nicht mit der Zeit akkumulieren.

Es gilt also, nun die Frage zu beantworten, mit welcher Genauigkeit
man die Position eines Satelliten im dreidimensionalen Raum bei der gegen-
wartigen Kenntnis der Stokesschen Konstanten wird angeben kénnen, bzw.
wird vorausberechnen kénnen.

Den sékularen Stdrungen brauchen wir uns dabei weniger zuzuwenden,
weil sie sich einigermalRen gut bestimmen lassen. Die Genauigkeit der Bestim-
mung der periodischen Stdérungen ist das kritische Problem geworden.

Die Stokessche Konstante Aikz. B. beeinflul3t die Bewegung der Knoten-
linie nach Kauta um Glieder der folgenden Form:

.
nikpg _B if;p (*ipg SJPPQ_ _ 9)
nai+3|"(1 —ea) sin i

hier ist Uber alle p und g zu summieren.

Wie man sieht, handelt es sich nicht mehr um sehr einfache Ausdricke.
Ilhre Programmierung auf einer elektronischen Rechenmaschine ist sehr
zweckméRig.

Die Fikp sind komplizierte Funktionen von der Neigung des Satelliten,
die Gipg hédngen im wesentlichen von der Exzentrizitdt der Bahnellipse ab.

Die uns interessierende Periode kommt durch den Ausdruck S™pgq zum
Ausdruck. Es ist

lik | — K gerade . .
Aikpg ) cos [(i—2p)w + (i —2p-\-q) M-\-k(Q—&)] (10)
— Bik i — K ungerade

ft) ist der Abstand des Perigdums vom Knoten und hat eine relativ lange
Periode; M die mittlere Anomalie des Satelliten; Q die L&nge des aufsteigenden
Knotens; 0 die Sternzeit.

Die kirzesten Perioden werden durch den Ausdruck

(i—2p-fqM

gebildet, bewegt sich doch ein Satellit in etwa 1,5 Stunden um die Erde.

p und q sind ganze Zahlen, p durchlauft den Bereich von 0 bis i, q den
von —oo bis -)-oo0.

Bei einem Satelliten, der in etwa 1500 km Uber der Erde seine Bahn
zieht, mit der Exzentrizitdt e = 0,031 und der Neigung i = 78° erhalten wir
z. B. fur eines der durch A4l und B4l verursachten periodischen Stérungs-
glieder in der Knotenbewegung

w120 — * [741 SIN(R — @) + B4icos (U —0)].

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



no K. ARNOLD

Dieser Ausdruck hat also im wesentlichen die Periode der Erdumdrehung.

Weil die Stokesschen Konstanten A4l, Bn nicht mit angemessener
Genauigkeit bekannt sind, ist es nicht mdglich, Q\12,, mit obiger Formel zu
ermitteln.

Wohl ist es aber mdglich gewesen, die Grdolenordnung dieser Werte aus
einer harmonischen Analyse der Schweremessungen auf der Erde zu bestimmen.

Zur Abschétzung des Einflusses der Stokesschen Konstanten auf die
Positionen des Satelliten ist es daher madglich, in die Formeln fur die perio-
dischen Stérungen die Werte gréBenordnungsméafliig einzusetzen.

Setzt man also beispielsweise die Stokesschen Konstanten gréRenord-
nungsmafig in die Formel fur die Stérungen der Knotenbewegung ein und
leitet die daraus resultierenden linearen Fehler in der Position des Satelliten
ab, so wird man zu folgenden Werten gefiihrt:

i K P 5 AQ meter
2 2 1 0 27
3 0 12 .0 + 4
3 1 1 1 0

4 2 0 + 69
4 2 2 0 + 34
6 1 3 0 + 9

Variiert man also die i, kK in ihrem ganzen Wertebereich und summiert
tber alle Glieder, so wird man zu Veradnderungen in der Position des Satelliten
um mehr als 100 m gefuhrt. In Bezug auf die anderen Keplerschen Elemente
gelten &hnliche Beziehungen.

Solange unsere Kentnisse von den Werten der Stokesschen Konstanten
nur auf die zonalen Kugelfunktionen bis zur 9. Ordnung beschrankt bleiben,
und so lange die anderen zonalen und tesseralen und sektoriellen Kugel-
funktionen unbekannt sind, wird man auch unter den gunstigsten Bedingungen
die Position eines Satelliten Uber mehrere seiner Erdumkreisungen hinweg
nur mit Fehlern von einigen 100 Metern extrapolieren kénnen.

Je hoher der Satellit fliegt, umso geringer ist natirlich der EinfluR der
Schwereanomalien auf die Position der Satelliten. Freilich muB man dann
diesen Vorteil mit anderen zusatzlichen Schwierigkeiten erkaufen. Je hoher
der Satellit fliegt, umso lichtschwacher ist das Objekt und umso gréRRer werden
die Einflisse der zufalligen Beobachtungsfehler auf die zu bestimmenden
geozentrischen Positionen.

Wenn ich Thnen soeben prinzipiell schilderte, wie aus den topozentrischen
Beobachtungen der Satelliten die Bahnen der Satelliten bzw. die Stokesschen

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



GEODATISCHE PUNKTBESTIMMUNG

Konstanten mittels einer Ausgleichung aller Beobachtungen gewonnen
werden kodnnen, so habe ich dabei bewulRt ein Problem unberihrt gelassen,
namlich die Frage nach der genauen Position der Satellitenbeobachtungsstatio-
nen im Raum, mulR man doch den vom Beobachtungspunkt zum Satelliten
fiuhrenden Beobachtungsstrahlen nicht nur die ihnen zukommende Richtung,
sondern auch die richtige Lage im Raum geben.

Man mull also von Erdmittelpunkt aus zundchst den Ortsvektor der
Beobachtungsstation abtragen und in seinem Endpunkt dann den beob-
achteten und zum Satelliten weisenden Einheitsvektor errichten, um
einwandfreie Voraussetzungen fir die Durchfihrung der Ausgleichung
zu haben.

Aber der absolute Ortsvektor der Beobachtungsstation ist ziemlich
ungenau und nur auf vielleicht 100 m sicher bekannt.

Die klassischen geodéatischen Methoden liefern ja nur relative GroRen
auf der Erdoberflache, die nicht in direkter Beziehung zum Schwerpunkt der
Erde stehen.

Freilich bieten uns die gravimetrischen Methoden die Mdglichkeit,
absolute Punktbestimmungen durchzufihren, und es ist auch sehr zu empfeh-
len, die absoluten geozentrischen Positionen der Beobachtungsstationen auf
diesem Wege zu ermitteln. Wegen der vielen gravimetrisch noch nicht erfalsten
Flachen der Erde ist diese gravimetrische Methode nur sehr beschrankt
anwendbar.

Es wird ferner immer noch ein fir alle Stationen gultiger Fehler in radialer
Richtung von der Gr6fe 10 bis 20 m verbleiben, wegen der Unsicherheit
in der Kenntnis der groBen Halbachse des mittleren Erdellipsoids.

Bisher ist es kaum gelungen, diese gravimetrischen Auswertungen in
angemessener Genauigkeit durchzufuhren, und wir mussen davon ausgehen,
daB die geozentrischen Positionen der Beobachtungsstationen sowohl in
radialer als auch in den beiden horizontalen Richtungen um etwa ~100 m
unsicher sind.

Fuhrt man also in die Ausgleichung der Satellitenbeobachtungen nicht
nur die Stokesschen Konstanten, sondern auch noch die Koordinaten-Tripel
der geozentrischen Positionen der Beobachtungskameras ein, so entsteht die
Mdglichkeit, auch diese zuletzt genannten GréRen zu ermitteln.

Bisher war diese Methode zur Bestimmung geozentrischer Koordinaten
nicht von Erfolg gekront, ergaben doch in dieser Richtung angestellte Versuche
die Positionen nicht genauer als auf ~ 100 m, also mit der a priori gegebenen
Genauigkeit, doch wurde in jungster Zeit Uber erhebliche Fortschritte berichtet,
die eine Genauigkeit von i 30 m erwarten lassen.

Damit sind wir auch schon bei der direkten Erlduterung der einzelnen
Methoden zur Bestimmung geozentrischer Koordinaten mittels Satelliten-
beobachtungen angelangt, nachdem ich vorausschickte einige Ausfihrungen
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Uber die Genauigkeit, mit der man die Position des Satelliten in seiner rédum-
lichen Bahn angeben kann.

Wenn ich die verschiedenen Methoden zur Bestimmung geozentrischer
Koordinaten aus Satellitenbeobachtungen schildern mdéchte, so kann man alle
diese Verfahren letzten Endes als Varianten oder Spezialisierungen einer ein-
zigen generellen Methode betrachten.

Diese grundlegende Methode besteht in folgendem:

Die Position des Satelliten im Raum sei in ihrer zeitlichen Abhéngigkeit
genugend genau bekannt.

Bild 1. Projektion des Satelliten S auf die Erdoberflache in den Beobachtungspunkt P durch
den Beobachtungsvektor a

Aus der Beobachtung des Satelliten vor dem Sternenhintergrund hat
man die Richtung des Vektors SP mit angemessener Genauigkeit ermittelt
(Bild 1):

Tragt man nun von der momentanen Position des Satelliten £s den Vektor
a° ab, und verlangert ihn so lange, bis er die Erdoberflache trifft, deren Kennt-
nis hier als geniigend gesichert angenommen werde, so hat man damit den
Beobachtungspunkt Pjp als DurchstoBRpunkt des verlangerten Vektors ac
durch die Erdoberflache gefunden.

Die Bahn des Satelliten ist nach dem ersten Keplerschen Gesetz auf den
Schwerpunkt der Erde bezogen, damit erhalten wir automatisch geozentr-
ische Koordinaten £p.

Wirde man die rdumliche Position des Satelliten auf wenige Meter
genau kennen, und wurden die groRe Halbachse und die Geoidundulationen
mit der gleichen Genauigkeit a priori bekannt sein, so kénnte auf diesem Wege
die geozentrische Position innerhalb von etwa 10 m bestimmt werden, die
Richtung des Vektors a° kann man ja auf A 1* genau beobachten. Das wére
fur die Geodasie eine wunderbare Methode.
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Tatséchlich kénnen wir die Position des Satelliten im Raum a priori
bestenfalls auf etwa i 100 m angeben, so dall bei Beobachtung im Zenit die
Punktgenauigkeit in der Horizontalebene ebenfalls ~ 100 m betragen wird.
Das kann hochstens in geodatisch unerschlossenen Gebieten gelegentlich von
Nutzen sein.

Bei der Punktgenauigkeit in radialer oder vertikaler Richtung tUberlagern
sich die Fehler in der grofRen Achse des mittleren Erdellipsoids und die Unsicher-
heit in den Geoidundulationen, so dal auch hier mit einer Unsicherheit von
i 70 bis 100 m gerechnet werden kann. Naturlich empfiehlt es sich, im Zenit
zu beobachten, um »schiefe Schnitte« mit der Erdoberflache zu vermeiden,
was zu unginstigen Fehlerfortpflanzungen fihren kénnte. Die Zenitdistanzen
sollten also recht klein sein.

Bild 2. Bestimmung des geoddtischen Punktes P durch einen rdumlichen Vorwartseinschnit
von zwei Satellitenpositionen und S2aus

Die Fehler dieser grundlegenden aber ohne sonstige Einschrédnkungen
anwendbaren Methode sind also noch zu groRR. Erst wenn die Satellitenbahnen
genauer berechnet werden kénnen, kann dieses Verfahren bei der Konkurrenz
anderer geodéatischer Methoden bestehen.

Mittels astronomischer Positionsbestimmungen in Verbindung mit
gravimetrischen Bestimmungen der Lotabweichungen kommt man bekanntlich
in verschiedenen Fallen schon zu einer Genauigkeit von ~ 30 bis ~ 60 m
in horizontaler Richtung.

Setzt man eine sehr gut bekannte Bahn des Satelliten voraus, so kann
man sich von den in vertikaler Richtung wirkenden Unsicherheiten in den
Geoidundulationen und in der grolRen Achse des Erdellipsoids dadurch befreien,
daB man den Satelliten an wenigstens zwei mdglichst weit voneinander ent-
fernten Punkten beobachtet. Man hat dann zwei Ortsvektoren a? und a°
im Raum. Im Schnittpunkt ihrer Verldngerung befindet sich der Punkt P
(Bild 2).

Bereits bei der Verwendung von 2 Vektoren liegt eine Uberbestimmung
vor, wollen wir doch aus 4 Richtungswinkeln 3 Koordinaten bestimmen. Die
beiden Vektoren sind ndmlich insofern nicht unabhéangig, als sie sich im Raum
schneiden mussen.
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Solange, wie man die Satellitenpositionen nur mit Fehlern von mehr als
100 m kennt, ist naturlich auch diese Methode wenig vorteilhaft. Um die mit
der Bestimmung genauer Satellitenpositionen verbundenen Schwierigkeiten
zu umgehen oder um sie wenigstens zu mildern, hat man folgendes Verfahren
vorgeschlagen:

Zwei Beobachtungsstationen Prund P2madgen dem gleichen geodétischen
System angehdren (Bild 3). Man braucht fir sie also nicht geozentrische Koor-
dinaten zu kennen. Die Bahn des Satelliten sei a priori nur gendhert auf einige
hundert Meter bekannt.

Der Satellit werde nun von den beiden Stationen P2 und P2 simultan
innerhalb von wenigen tausendstel Sekunden beobachtet, also im Raum vor-
wartseingeschnitten. Bei einer sehr guten Beobachtungskamera kann man auf

Bild 3. Die »Bahnmethode« zur geodéatischen Punktbestimmung

diese Weise die Positionen des Satelliten auf etwa 30 m erhalten, oder — anders
ausgedrickt —, man kann so gewisse wahrend des Zeitraums der simultanen
Beobachtung konstante und systematische Fehler in der errechneten Bahn
des Satelliten bestimmen.

Aus den Vorwartseinschnitten des Satelliten lassen sich also die Kepler-
schen Elemente seiner Bahn fiir einen bestimmten Zeitpunkt, sagen wir fdi-
den Moment des lezten Vorwaértseinschnittes bestimmen.

Kennt man nun die Stokesschen Konstanten geniigend genau, und fliegt
der Satellit nicht zu niedrig, so hofft man, fur die néachsten 10 bis 15 min die
Stérungen des Satelliten, also die Anderungen der Keplerschen Elemente
wahrend dieses Zeitintervalles, mit befriedigender Genauigkeit, also auf 10 m
bis 30 m bestimmen zu kdénnen; denn wé&hrend dieser wenigen Minuten,
wdahrend denen der Satellit allerdings etwa 5000 km weiterfliegt, werden sich
die Keplerschen Elemente nur um geringe Betrdge &ndern, und diese kleinen
Betrage durften sich mit angemessener Genauigkeit bestimmen lassen, so
argumentiert man.

Man hofft die Position des Satelliten im Raum auch noch in etwa 5000
km Entfernung von den Punkten Pxund P2 mit gentgend hoher Genauigkeit
erhalten zu kdnnen, um den Satelliten dann in einen der Lage nach unbekann-
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ten Punkt P3zu projizieren, mittels des Beobachtungsvektors a-j.Ist die Satelli-
tenposition S" nun so weit von S* entfernt, dal? der Vektor a3 gendhert senkrecht
steht, so hat man eine vorteilhafte geometrische Konfiguration, werden doch
ungunstige Schnittwinkel vermieden.

Freilich hat man inzwischen erkannt, da die von mir friher genannten
kurzperiodischen Stérungen in der Bahn des Satelliten schon nach 10 Minuten
einen Fehler von nahezu 100 m erreichen kdnnen, weil die tesseralen und sekto-
riellen Kugelfunktionen noch zu wenig bekannt sind und die durch sie verur-
sachten kurzperiodischen Stdérungen nicht bertcksichtigt werden kdnnen.

Je kirzer nun das zeitliche Intervall ist, fir das man die Keplerschen
Elemente extrapolieren muB, umso gunstiger wird nattrlich die Situation.

Diese Vorteile in Bezug auf die Genauigkeit der Kenntnis der Position
des Satelliten muR aber durch einen anderen schwerwiegenden Nachteil
erkauft werden. Né&hert sich namlich der Satellitenpunkt S"™ dem Punkt
S' und sind die Punkte P1P2 P3 auf der Erde unveranderlich, so weicht
der Beobachtungsstrahl a3 immer mehr vom Zenit ab, wir werden also zu
unginstigen Schnittwinkeln und damit zu einer unvorteilhaften Fehler-
fortpflanzung gefuhrt. Die Vorteile in Bezug auf die Genauigkeit in der Position
des Satelliten werden also paralysiert.

Ist der Punkt P3 aber nicht zu weit von den Basispunkten P+tund P,
entfernt, und fliegt der Satellit in angemessener Hohe, so kann man auch noch
dann zu einer annehmbaren geometrischen Konfiguration unserer Figur
gelangen, wenn der Satellitenpunkt S mit dem Satellitenpunkt S’ zusammen-
fallt. So wird man zur Methode der Bestimmung von Neupunkten mittels
Simultanbeobachtungen gefuhrt.

Die Punkte Ptund P2seien also als Basispunkte oder Fixpunkte in einem
geodatischen System gegeben (Bild 4). Durch einen Vorwartseinschnitt im
Raum bestimmen wir die Position des Satelliten. Bei hochwertigen Kameras
und ZeitmeReinrichtungen, die eine Winkelgenauigkeit von i 1" bis 2"
und Zeitgenauigkeit von ~ 0,002 sec bis 0,001 sec garantieren, 14Bt sich
so die raumliche Lage des Satelliten auf etwa 30 m bestimmen.

Im gleichen Zeitaugenblick beobachtet man auch im Neupunkt P3
den Satelliten und kann so den Vektor a3 bestimmen. Tragt man diesen Vektor
dann an die Position des Satelliten an und verlédngert ihn bis zu seinem Durch-
stoBpunkt durch die Erdoberflache, so lassen sich die horizontalen Koordinaten
von P3aufvielleicht 30 m gunstigstenfalls bestimmen, wenn wir von den zusétz-
lichen fehlerhaften Einflussen der Geoidhdhen und der Unsicherheit in der
grollen Halbachse des mittleren Erdellipsoids absehen.

Ist der Neupunkt P3sehr weit vom Subsatellitenpunkt entfernt, hat man
also fir seine Bestimmung einen ungunstigen Schnittwinkel, indem a3 erheblich
von der Zenitrichtung sich entfernt, dann kénnen die zuletzt genannten Fehler-
einflusse sehrerheblich sein.
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Von den Einflissen der Geoidhdhen und bei geozentrischen Koordinaten
von der Unsicherheit der groBen Halbachse des mittleren Erdellipsoids kann
man sich dadurch befreien, daR man die Simultanbeobachtungen des Satelliten
nicht fir einen einzigen Zeitpunkt, sondern auch flr wenigstens einen
zweiten Punkt S*', der von S mdglichst weit entfernt ist, durchfihrt. Treibt
man die Beobachtungsgenauigkeit auf das &uBerste so hofft man, den
Neupunkt auf etwa ~ 30 m bestimmen, und damit bei der Lésung be-
stimmter Problemstellungen mit anderen geodétischen Methoden konkurrieren
zu kénnen. Man ist bei der Methode der Simultanbeobachtungen jedenfalls frei
von den Unsicherheiten in der Position des Satelliten.

Bild 4. Simultanbeobachtungen eines Satelliten (S, S', S", S"') von den bekannten Punkten
P, und P, und dem Neupunkt P3aus (Kosmische Triangulation)

Fliegt der Satellit aber nicht sehr hoch, und sind die Basispunkte einer-
seits und der Neupunkt andererseits im Vergleich mit der Flughthe des Satelli-
ten sehr weit voneinander entfernt, so wird man zu unginstigen geometrischen
Konfigurationen gefihrt, und die Genauigkeit der Ergebnisse wird kaum
annehmbar sein.

Die Zeitbestimmung fiir den Moment des Offnens und SchlieRens des
Verschlusses und die damit in enger Verbindung stehende Ausmessung der
Satellitenspur in der photographischen Platte in Richtung der Satellitenbewe-
gung macht nun wegen der hohen Anforderungen einige Schwierigkeit. Der
Satellit bewegt sich ndmlich sehr schnell Gber die Platte (0,°1 bis 1° pro
Sekunde), selbst bei Verschlissen, die sich extrem schnell schlieen und 6ffnen,
ist so die Satellitenspur bei den Unterbrechungsstellen immer etwas ausge-
franst, die Unterbrechungen haben nicht die ndtige Scharfe (Bild 5).

Die Ausmessung der Platte kann man also gewissermafen in zwei Kom-
ponenten zerlegen, eine senkrecht zur Satellitenspur und eine in Richtung
der Satellitenspur. Beide Komponenten ergeben die beiden rédumlichen Rieh-
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tungswinkel der Vektoren @ also z. B. ihre topozentrische Rektaszension a
und Deklination <%

Weil die erste Komponente sich etwa dreimal genauer ermitteln I&aRt
als die zweite, hat man auch vorgeschlagen, nur die erste zu verwenden. Man
bestimmt dann nicht mehr einen Strahl a° im Raum, sondern eine Ebene, die
den Beobachtungspunkt P auf der Erde, die Position des Satelliten im Raum S
und ein Bogenelement an die Satellitenbahn im Raum enthdlt. Diese Ebene
wird also durch den topozentrischen Ortsvektor des Satelliten und die Tangente
an die Satellitenbahn aufgespannt (Bild 6).

Kennt man die genaue Position des Satelliten im Raum, z. B. aus seinen
Bahnelementen, und ist es wegen der technischen Voraussetzungen nicht

il
IR

I i

Bild 5. Zur Ausmessung einer Unterbrechnung der Satellitenspur

madglich, die Zeit mit angemessener Genauigkeit zu bestimmen, so kann man
die genannte Ebene im Raum errichten und mit der Erdoberflache zum Schnitt
bringen. In der Schnittlinie erhdlt man dann eine Positionslinie fur die Lage des
gesuchten Punktes auf der Erdoberflache. Wiederholt man dieses Experiment
spater mit dem gleichen oder einem anderen Satelliten, so erh&lt man die
genaue Lage des Beobachtungspunktes auf der Erdoberflache, auch ohne genaue
Zeitmessung.

Die Theorie dieser Positionslinie ist aber auch dann von Interesse, wenn
genaue Zeitmessungen bei der Beobachtung der Satelliten vorgenommen werden,
hat man doch damit ein Mittel in der Hand, den Charakter der durch den
Beobachtungsvorgang verursachten Verteilung der Fehler des Neupunktes
zu studieren. Man kann diesen Gedanken noch weiter entwickeln, doch sei
vorher noch folgendes gesagt:

Bestimmt man die rdumliche Position eines Satelliten aus einem rédum-
lichen Vorwartseinschnitt von zwei Festpunkten aus, so geht es also darum,
fir einen bestimmten Zeitmoment die 3 Koordinaten des Satelliten zu bestim-
men. Bei den Simultanbeobachtungen fihrt man aber in jedem der beiden
Fixpunkte eine Zeitbestimmung und die Bestimmung der topozentrischen
Rektaszension und Deklination durch. Es werden also neben zwei Zeit-
momenten insgesamt 4 Parameter beobachtet. Offenbar liegt eine Uberbe-
stimmung vor: die beiden rdumlichen Bestimmungsstrahlen durfen im Raum
namlich nicht windschief zueinander verlaufen.
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Fuhrt man nun nur in einem der beiden Fixpunkte P x prézise Beobach-
tungen von Zeit, Rektaszension und Deklination durch und verzichtet im
anderen Punkt P2 auf die genaue Zeitbestimmung, sondern mifl3t nur die
photographische Platte senkrecht zur Spur des Satelliten aus, so hat man
folgende beiden gerade ausreichenden Bestimmungsstiicke fur die Position
des Satelliten im Raum:

Den Vektor ai vom Punkt Px zum Satelliten S und eine den Punkt P2
und den Satelliten S enthaltende Ebene im Raum. Im Schnittpunkt dieser
Ebene und des genannten Strahles befindet sich der Satellit zu dem in dem
Punkt Pxermittelten Beobachtungsmoment.

Bild 6. Der Beobachtungsstrahl und die Tangente an die Satellitenbahn bestimmen eine
projizierende Ebene im Raum

SchlieBlich soll noch auf ein Verfahren eingegangen werden, aus den
Beobachtungen von Satelliten sehr genaue Laplace-Azimute zwischen zwei
weit voneinander entfernten Stationen — mit vielleicht 3000 km Entfernung —
zZu bestimmen.

Wir stellen dazu 2 Beobachtungskameras so auf, dafl sie nicht mehr als
20 bis 30 km auBerhalb der momentanen Bahnebene des Satelliten sich befinden.
Ilhre gegenseitige Entfernung kann etwa dreimal so groR sein wie die Hohe
des Satelliten. Wenn der Satellit sich etwa mittig zwischen den beiden Punkten
befindet, fihrt man Simultanbeobachtungen durch. Es ist dabei nur eine wenig
anspruchsvolle Zeitgenauigkeit von etwa 0,01 sec gefordert.

Aus der Ausmessung der Platten nur senkrecht zur Satellitenspur und aus
innerhalb von ~ 100 m gesicherten N&herungspositionen fiur den Satelliten
diurfte man das Laplace-Azimut auf £ 0,2" bestimmen kénnen.

Die Ungenauigkeit in der Position des Satelliten geht dabei nur in seinem
hundertsten Teil als Querverschiebung in das Laplace-Azimut ein, sie betréagt
also nicht mehr als 1 m. Der EinfluR der Ungenauigkeiten in der Position des
Satelliten wird praktisch eliminiert. Der zuféllige Fehler in der gegenseitigen
Querverschiebung der beiden Punkte wird etwa ~ 3 m erreichen.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



GEODATISCHE PUNKTBESTIMMUNG 119

Es sei schlieflich noch erwahnt, daB man hofft, manche Schwierigkeiten,
die mit der genauen Zeitbestimmung auf 0,001 sec und mit der préazisen
Ausmessung der Platten in Zusammenhang stehen, dadurch Herr werden
zu konnen, daR man einen kinstlichen Lichtblitze ausstrahlenden Satelliten

auf eine geeignete Bahn bringt. Ich erinnere hier an das ANNA-Projekt fur
einen geodatischen Satelliten.

Sie sehen, dalR die geometrischen Probleme der Satellitengeodésie auf
typisch geodatische Weise geldst werden.

Durch schrittweise Ann&dherung, zum Teil mit Iterationsprozessen, bemuht
man sich, eine nach den theoretischen und praktischen Gegebenheiten vorteil-

hafte Ldosung zu erhalten. Dabei gilt es, zur richtigen Zeit den richtigen Schritt
zu tun.

Charakteristisch ist auch das Auftreten sowohl physikalischer als auch
geometrischer Gesichtspunkte, die beide zum Teil getrennt, zum Teil in vélliger
Verschmelzung zu behandeln sind.

GEODETICAL POINT DETERMINATION BY MEANS OF OBSERVATIONS OF
ARTIFICIAL SATELLITES

K. ARNOLD

SUMMARY

The observation of artificial satellites makes a considerably higher accuracy of geodetical
points possible than methods of similar principle, using moon observations.

Difficulties arise on account of disturbational influences of still unknown parts of the
earth’s gravitational field; these produce uncertainties in the position of the satellite of about
i 70 to 100 m.

If distances of merely a few thousands of kilometres spanned geodetically, these diffi-
culties, caused by perturbations of the orbit, can be diminished by the application of the
“orbit method”.

A full freedom from gravimetric perturbations can be attained by simultaneous observ-
ations of satellites. By these, a point accuracy of + 10 to 20 m may be expected on the earth’s
surface.

A furtherincrease in accuracy can be reached by considering the fact that the measuring
accuracy of the photographical record is considerably better in the perpendicular direction
to the satellite trace than in the direction of the trace.

W hen observing a flash-satellite, the difficulties otherwise to be surmounted on account
of the high requirements as to the accuracy of time-determination are absent.

DETERMINATION GEODESIQUE DE POINTS PAR L’'OBSERVATION
DE SATELLITES ARTIFICIELS

f K. ARNOLD

RESUME
4 *

L’observation de satellites artificiels permet d’obtenir une précision de points bien
meilleure que les méthodes, similaires par leur principe, qui utilisent des observations de la
lune.

Certaines difficultés dues a I'influence perturbatrice de parties encore inconnues du
champ de gravitation terrestre sont causes d’une incertitude de i70 & 100 m environ de la
position du satellite dans I’espace.
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S’il s’agit de distances de quelques milliers de kilometres seulement, ces difficultés dues
aux perturbations de I'orbite peuvent étre diminuées par I’'emploi de la «méthode de I’orbite».
On se soustrait entierement a I’effet des perturbations parles observations simultanées
des satellites. Celles-ci permettent d’obtenir une précision de points de i 10 a 20 m sur la

surface de la terre.
Un nouvel accroissement de la précision peut étre réalisé du fait qu’en direction normale

a la trace du satellite, la précision de mesurage des enregistrements photographiques est

nettement plus grande qu’en direction de la trace.
L’observation d’un satellite «flash» ne comporte pas les difficultés qui sont a surmonter

autrement en raison des hautes exigences relatives a la précision des mesurages de temps.

FEOAE3NYECKOE OMPEAE/IEHVE MYHKTOB MO AAHHbIM HABOLEHN
MCKYCCTBEHHbIX CIMYTHUKOB 3EMJ/IAN

K. APHO/bA
PE3FOME

HabnoaeHnss MCKYCCTBEHHbIX CMYTHUKOB 3eMsM NO3BOMAIOT AOCTUTHYTb 60/ee BbICO
KOW TOYHOCTW ONpefefieHMs MyHKTOB, YeM aHa/ioruM4yHble B MPUHLUMMNE METOAbl, OCHOBbIBaLO-
Lnecs Ha HabnwogeHun JlyHbl.

3aTpyAHEHUSA BO3HUKAIOT 3a CYET WCKAXEHWW, CBA3AHHbIX C MOKa eLle Hen3BeCTHOW
YacTblo NOMA CUMbl TAXECTU 3eMNn, BCNeACTBME Yero MOJIOXKEHWe CryTHMKA B MPOCTPaHCTBe
onpeaensieTcsa € HeTOYHOCTbK paBHOM +70—100 w.

Ecnn npeogonsieMble reofesMyecKMMU MeTOZaMW pacCTOsIHWE COCTaBseT /b He-
CKOMbKO ThICAY KW/IOMETPOB, 3TW 3aTPYAHEHWS, BbI3BaHHbIE WCKaXKEHUAMWU OpbUTbI, MOTYyT
ObITb YMeHbLLEHbI NYTEM MPUMEHEHNS «MeTofa OpOUTbLI».

lMonHoe MCK/KYeHWE rpaBUMETPUYECKUX WCKAXeHWI [OCTUraeTcs npu OAHOBPEMEH-
HbIX HabMOAeHNAX HECKO/IbKUX CNYTHWKOB. [py aToM OXunjaemas TOYHOCTb OMNpefeneHus
NMYHKTOB Ha MOBEPXHOCTM 3eMan Konebnetcss B npegenax oT = 10 go £ 20 w.

[anbHelillee NOBbILLIEHVE TOYHOCTM BO3MOXHO, €C/IM Y4YecTb, UYTO B HanpasfieHUW, nep-
NeHAUKYNAPHOM Op6uTe CMYTHWKA, TOYHOCTb U3MEPEHUA B (DOTOrpatmyeckoli CbeMKe ropasgo
flydile, 4eM M0 HanpasieHWU OpGUTBI.

Mpn HabnogeHnaX Hapf CyTHUKaMy, WCMYCKAaWMMN MUTaloLWnin CBeT, 0TMajatoT 3a-
TPYAHEHWSA, CBA3AHHbIE B MPOYMX YCNOBUSAX C BbICOKAMW TPe60BaHUSAMWU K TOYHOCTU M3Mepe-

HUA BPeMeHW.
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NEUERUNGEN ZUR THEORIE DES GEOIDS*

K. ARNOLD
GEODATISCHES INSTITUT POTSDAM

Nachdem man die Schweremessungen an der Erdoberflaiche mit einer Genauigkeit von
besser als ~ 1 mgal durchfihren kann, und nachdem man zeigen konnte, daB die klassischen
Reduktionsmethoden Unsicherheiten von 10 mgal und mehr in sich tragen kdnnen, wurde
es notwendig, die klassische Stockes’sche Theorie zu revidieren.

Die neue Theorie geht von den Schwerewerten an der Erdoberflache aus, unterwirft
sie keiner Reduktion, sondern fihrt sie direkt in den der Theorie zugrunde gelegten Potential-
ausdruck ein, mag man nun auf einer Integralgleichung, dem Green’schen Satz oder einer ande-
ren Reziehung aufbauen.

Wie sich aus den Deduktionen ergibt, erhdlt man das Storpotential und die Lotab-
weichungen an der Erdoberflache, nachdem man im Stokes’schen Integral zu den Freiluft-
anomalien gewisse Ergédnzungen hinzugefigt hat.

Nach dem Superpositionsprinzip 148t sich schlieBlich zeigen, daB auch die klassischen
Reduktionsverfahren in Wirklichkeit frei sind von geologischen Dichteabschdtzungen, wenn
sie nur folgerichtig angewandt werden.

Seit etwa 10 Jahren hat sich eine recht intensive Diskussion uber die
sogenannte »Neue Theorie« der gravimetrischen Geodéasie entfaltet. Auf den
Tagungen und Symposien der Internationalen Ass. f. Geod&asie wird das
Thema »Geoid« in erheblichem MaRe im Hinblick auf diese neuen Entwick-
lungen behandelt.

Nun, Uber das Geoid werden Sie alle wohl eine wohlfundierte Meinung
haben. Es ist, um es noch einmal festzustellen, eine bestimmte Niveauflache
des durch die Gravitationswirkung und die Rotationsbewegung der Erde
hervorgerufenen Potentials. Namlich die Niveaufldche, von der die Oberflache
des ruhenden Meeres ein Teil ist.

Man hat damit eine mathematisch eindeutig definierte Flache zu bestim-
men.

Gegen dieses Geoid ist allerdings auch in der Vergangenheit manchmal
polemisiert worden. Die geodéatischen Messungen werden an der Erdober-
flache nun einmal ausgefuhrt und nicht am Geoid. Das Zusammenfallen der
Meeresoberflaiche mit dem Geoid sei wenig wichtig; denn auf den Ozeanen
kénne man ja keinen Theodoliten aufstellen, noch irgendwelche anderen Pré-
zisionsinstrumente, die wahrend des Messungsvorganges nach dem Lot zu
orientieren sind.

*Vortrag gehalten im Rahmen des Geod. u. Kartographischen Vereins in Rudapest
und Sopron, Oktober 1963.
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Das Geoid sei eben nicht direkt zugéanglich, es sei lediglich eine Fiktion.
Darum solle man es aufgeben, das Geoid zu bestimmen. Ferner heillt es:
Wenn man zur Bestimmung der Geoidundulationen N und Lotabweichungen
I, ] mit dem Integral von Stokes bzw. von Yening—Meinesz arbeite

K
Jgeoid ‘ ST(WAgFdx
471 X
1 , [cosa] 7
Algeoid 2 [Sin a)

so sei die Anwendung dieser Formeln kaum berechtigt (Bild 1).

Bei der Ableitung dieser mathematischen Formeln setzt man namlich
voraus, die Erdoberflache sei genau kugelférmig, was ja bekanntlich nicht
zutreffend ist. Um die Voraussetzungen dieser Theorie zu erfillen, werden die
aullerhalb des Geoids gelegenen Erdmassen ideel fortgeschafft und nach dieser
oder jener Methode in das Erdinnere transportiert. Bei der Kondensations-
methode werden sie dann als Flachenbelegung auf der Geoidflache verteilt,
bei der isostatischen Methode als Kompensationsmassen zwischen dem Geoid
und der isostatischen Ausgleichsschicht gelagert, nach Bouguer werden die
dufReren Erdmassen fortgenommen und dann nicht mehr im Erdinnern verteilt.

Bei allen diesen Massentransporten verdndern sich nun weiter die Niveau-
flachen, wegen der Gravitationswirkung der transportierten Massen, und man
mufl den sogenannten indirekten Effekt bertcksichtigen, das ist der vertikale
Abstand des neuen Geoids, des Co-Geoids vom Geoid.

Um die durch diese Massentransporte hervorgerufenene Anderungen
der Schwereintensitdt bericksichtigen zu kénnen, mufz man aber die Dichte
der wegtransportierten Massen kennen. Liegt eine Schwerestation in 500 m
Hohe auf einer Hochebene, so ist die Gravitationswirkung einer unendlichen
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Platte von 500 m Starke gleich
X&H Qd 0,1 Hmeer ~ llmgal

wenn n eine fehlerfreie Konstante, 0 die Dichte der Massen und H die topogra-
phische Hdohe ist.

Die Dichte ist im Mittel etwa gleich & — 2,67 gr, so wird bei einer Hohe
von 500 m durch das Wegnehmen dieser Platte die Schwere um 50 mgal veréan-
dert. Nun kann aber die Dichte der Platte sich von dem Standardwert durch-
aus um etwa 10% unterscheiden. Das &ndert auch die Gravitationswirkung
dieser Platte um 5 mgal, wéhrend man doch heute die Schwere miuhelos auf
i 1 mgal bestimmen kann.

Hat man dann die duBeren Massen entfernt, so mu3 der Aufpunkt von
der Erdoberflache auf das Meeresniveau herabgesetzt werden. Dazu braucht
man den Vertikalgradienten der Schwere, also die sogenannte Freiluftreduktion.

2 H — 0,3 H meter — <4gmgal

Hierbei benutzt man den sogenannten »normalen« Freiluftgradienten, indem
man fir R den mittleren Erdradius wéahlt, wéhrend richtigerweise hier die
Krimmung der Niveauflachen nach dem Entfernen der &uBeren Massen zu
setzen wdare. Daraus ergeben sich Anderungen in der Freiluftreduktion um etwa

wenn 3£/6j und bij/clij die horizontalen Anderungen der Lotabweichungen
nach dem Entfernen der dufleren Massen sind, 5" je 10 km sind durchaus plau-
sible Werte. Bei einer Meereshfhe von 1 km erhélt man dann 3 mgal als
Fehler in der »normalen« Freiluftreduktion, also wieder ein Wert; der erheb-
lich auflerhalb der Beobachtungsgenauigkeit liegt.

Fassen wir also die an der »klassischen« Theorie getubte Kritik zusammen:
Man erhalt Werte, die sich auf das Niveau des Geoids beziehen, und durch die
Regularisierung der Erde, wie sie dabei vorgenommen wird, kénnen die
Schwereanomalien um mehr als 5 mgal entstellt werden, also um einen Wert,
der erheblich auBerhalb der Genauigkeit der modernen Schwerenetze liegt.

Mit der nun zu besprechenden »Neuen Theorie« ist man bemiht, die
Mé&ngel der alten Theorie zu beheben und allen modernen Anforderungen
gerecht zu werden.

Grundsatzlich werden keine ideellen Massentransporte vorgenommen,
die mathematische Formelentwickelung geht aus von der wirklichen nicht
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regularisierten Erdoberflache. Es wird das Stérpotential fur Oberflachen-
punkte untersucht in seiner Abhé&ngigkeit von den Schwerewerten an der
Erdoberflache.

Wir behandeln also das Neumannsche Randwertproblem in Bezug auf
die physische Erdoberflache als Randflache ohne Regularisierung der Erde.
Eine vorteilhafte Ausgangsbasis ist da die sogenannte zweite lIdentitdt von
Green, der sogenannte Greensche Satz (Bild 2).

aT
(de)Pi 9(1/10 (4a)p2.
3n 3n

Der AuBenraum der Flache a sei frei von gravitierenden Massen, das sei
also der Auflenraum der Erde. P xliegt im AuBenraum der Erde, aufihn bezieht
sich als Aufpunkt des Stérpotentials T linker Hand. In den Integranden ist
T und O0T/On das Stérpotential und dessen vertikale Ableitung an der Erd-
oberflache ff, da das Flachenelement, r der geradlinige Abstand der beiden
Punkte P, und P2 Senken wir nun den Aufpunkt P x auf die Erdoberflache
a herab und bericksichtigen wir dabei die im Integral

T J1/r) da
3n
entstehende Singularitat, so wird

1T 1o JLITT W -da

" 2nil r 3n 20 Ja 3n

aoT/on  ergibt sich aus den Schweremessungen. Die Richtung von dn ist
dabei nicht die des Lotes, also der Lotrichtung, es handelt sich vielmehr um
die Richtung des Normalvektors der Erdoberflache (Bild 3).
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Wendet man also den Greenschen Satz auf die Erdoberflache a an, so
erscheinen dort 3T/3tr, T und r; alles Werte, die sich auf die tatsachlichen,
nicht reduzierten Verhaltnisse an der Erdoberflache a beziehen.

Wir wollen uns noch nicht gleich der strengen Auflésung dieser Gleichung
zuwenden, wir wollen uns vielmehr noch eine vereinfachendere sphérische Be-
trachtungsweise heranziehen. Sicher sind die Unterschiedlichkeiten der Kugel
und der topographischen Erdoberflache vorhanden, im Vergleich zum Erd-
radius sind sie aber nicht sehr grof3. Projizieren wir daher die Punkte Px P,
normal auf die Erdkugel, so werden ihnen die Punkte Pj und P2 zugeordnet.
Ilhre Entfernung ist nicht mehr r, sondern rx.

Ordnet man den Punkten P£ und P£ die gleichen Werte fir T und3P/3n
zu, die fur die Punkte P2und Pxgultig sind, und fuhrt die ganze Situation in
den nunmehr auf die Kugel angewandten Stokesschen Satz ein, so folgt

Tasd— ff'i' = — dx ~ _ff
2n)),, r, dv 2n))x Or

wobei V die Normale der Kugelflache ist. 3T/3r ergibt sich nun aus den
Schweremessungen.

T=W-U
ar _ dw _ 8U
dv dv dv

Das Storpotential ist ja die Differenz vom tatsadchlichen Potential und normalen
Potential.

dWjdv ist die Schwere im Aufpunkt P2 an der Erdoberflache, dUjdv
ist die normale Schwereintensitdt in dem gleichen Punkt und ergibt sich aus
der Formel fur die Normalschwere am Ellipsoid.
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Das normale dufllere Schwerefeld ist genauestens bekannt, es laRt sich
mathematisch einwandfrei berechnen, ohne irgendwelche Annahmen und

Anndherungen (Bild 4).
Die normale Schwere ye im Punkte P£ ist auf 0,1 und auch auf 0,01

mgal genau bekannt, also allen Anforderungen entsprechend. Die normale
Schwere yain P2 ergibt sich aus ye auf einfache Weise mittels des normalen
Schweregradienten, der ebenfalls genauestens bekannt ist.

dy_, 0,3086
\QH

denn der AuBenraum des Ellipsoids ist ja frei von gravitierenden Massen.

Also
= ¥ - 0,3086 (H + N).

Die normale Schwere an der Erdoberflache a I&R3t sich also mit beliebiger
Genauigkeit berechnen. Daher wegen

QW QU
dv ga y*
folgt
ar
d ga Ya=Sa-Ya + 0.3086H + 0,3086 N.
\%

Es tritt also noch in 3T/dv die Geoidundulation N auf, diese steht dem Stor-
potential an der Erdoberflache a sehr nahe.

Auf der rechten Seite des Integrals fur T tritt also in beiden Integralen
die gesuchte GroRe Tx impliziert auf. Der Greensche Satz gibt nicht direkt
eine explizierte Gleichung fir das Stérpotential. Wir missen vielmehr noch
langwierige Umformungen vornehmen, bis wir zu dem gewilnschten Ziel einer
bequemen expliziten Lésung fur Ta gelangt sind.
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Es wirde den Rahmen dieser Ausfuhrungen sprengen, auf alle diese
Umformungen einzugehen. Ich will Thnen lediglich das Ergebnis angeben.

also ein Ausdruck, der rein duf3erlich die gleiche Struktur hat, wie die Ergebnisse
der klassischen Theorie. Auf der linken Seite stehen nicht mehr explizit die
Werte, die nicht auf das Geoid, sondern auf die Erdoberflache beziehen, und
bei der Ableitung aus dem Greenschen Satz tauchen keine geologischen
Betrachtungen Uber die Dichte der Erdkruste und den wahren Vertikalgradien-
ten der Schwere auf.

Wahrend man bei der klassischen Betrachtungsweise den Aufpunkt mit
der tatsachlichen Schwere herabsenkt auf das Geoid ist es hier umgekehrt, der
Punkt mit der normalen Schwere y auf dem Ellipsoid wird vertikal nach oben
bis an die Erdoberflaiche gehoben. Wahrend der erste Vorgang geologische
Hypothesen notwendig macht, wegen des Vorhandenseins der &uBeren Massen,
ist der zweite Vorgang ein solcher im massenfreien AuBenraum des normalen
Potentials. Die Bedingungen sind grundsatzlich verschieden. Wahrend dort
dieser Vorgang nur approximativ mdglich ist, ist er hier in Strenge madglich.

Bei der Projektion der Punkte P2und P1von der Erdoberflache auf die
Kugel treten freilich Verzerrungen der GréRen r auf.

Eine modernen Ansprichen geniigende Aufldsung unseres Problems
wird daher von der Erdoberflache ausgehen missen und die topographischen
UnregelmaRigkeiten berucksichtigen mussen. Wenn ich soeben im Zusammen-
hang mit dem Greenschen Satz von einer Abbildung der Erdoberflache auf
die Kugel x sprach, so nur, um lhnen eine erste N&herungslésung fir den
Greenschen Satz plausibel zu machen. Die strenge Behandlung des Greenschen
Satzes kann ich hier nicht in extenso bringen, aber ich will das Ergebnis kurz
angeben.

Man kommt namlich zu dem Ergebnis, daB man zu den Freiluftanoma-
lien nur den Betrag

g-Kh + %= — r 4ls=aiszir
2n Jo Jo r2
hinzuzufiigen hat, um von der sphérischen Lésung zu der auf die Erdoberflache
bezogenen Uberzugehen.
h ist der Hohenunterschied gegeniiber dem Aufpunkt Pv Diese Korrek-
tion ist im Flachland unbedeutend, in hugeligem und gebirgigem Geladnde
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kann sie 10 bis 20 mgal betragen, in extremen Fallen 50 mgal und mehr.
Fassen wir also zusammen: Fihrt man in der klassischen Stokesschen
und Vening-Meineszschen Formel die Korrektion

«M fs + Utj)

zu den Freiluftanomalien ein, so macht man sich von den Unsicherheiten in
der Kenntnis der Dichte der Erdkruste und des wahren Yertikalgradienten
der Schwere frei und erhalt das Stérpotential und die Lotabweicliungen an der
Erdoberflache und nicht am Geoid.
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INNOVATIONS TO THE THEORY OF THE GEOID
K. ARNOLD

SUMMARY

After the gravity-measurements on the surface of the earth yield a precision of better
than 1mgal and after it has been proved, that the classical reduction-methods involve incertain-
ties of possibly more than 10 mgal, it came out, that the classical Stokes-theory must be revised.

The new theory of gravimetrical geodesy deals with unreduced gravity-values at the
surface of the earth. They are introduced directly into the potential-formula, this may be
an integral-expression, the formula of Green or an other convenient formula.

By the mathematical treatments it comes out, that we receive the disturbance-potential
and the deflections of the vertical at the surface of the earth, if we add a supplementary term
to the free-air anomalies in the Stokes-integral.

It can be proved by a certain superposition-method, that the classical reduction-methods
are in reality free of any hypothesis on the density of the earth crust.

INNOVATIONS A LA THEORIE DU GEOIDE
K. ARNOLD

RESUME

Etant donné que les mesures de pesanteur a la surface de la terre peuvent étre exécutées
avec une précision supérieure a i 1 mgal, et comme d’autre part il a été démontré que les
méthodes classiques de réduction peuvent présenter des incertitudes de 10 mgal et plus, il est
devenu nécessaire de reviser la théorie classique de Stokes.
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La nouvelle théorie part des valeurs gravitationnelles de la surface et, sans leur faire
subir aucune réduction, les introduit directement dans I’expression du potentiel qui sert de
hase a la théorie, qu’on se fonde sur une équation intégrale, sur le théoreme de Green ou sur
un autre rapport.

Il s’ensuit des déductions qu’on obtient le potentiel de perturbation et les déviations
de la verticale sur la surface de la terre apres avoir apporté quelques compléments aux anomalies
free-air dans I'intégrale de Stokes.

Suivant le principe de superposition, on peut enfin démontrer que méme les procédés
classiques de réduction sont exempts d’estimations géologiques de la densité, a condition
d’étre utilisés de facon conséquente.

HOBbIE COOBPAXXEHWA MO TEOPUN TEOUNOA
K. APHONbA .
PE3FOME

BcneacTBMe BO3MOXHOCTU M3MEPEHMSI CWfMbl TSXKECTUM Ha MOBEPXHOCTM 3eMSIM C TOu-
HOCTbIO flyyllle + 1 mran W MOCKOMbKY BbISICHEHO, YTO NPU KNAacCUUeCKMX MeTofax peayKuum
MOryT UMETbCS HeyBepeHHOCTU B pasMepe 10 mran M 60/bLUE, BO3HWUKNA HEOGXOAMMOCTb Mpo-
BEPUTb K/acCUYeckyto Teoputo CToKca.

Mpegnaragmas HoBasl TEOPUSI UCXOAWUT W3 BEIMUMH CWU/bl TSXKECTM, ONPeAeneHHbIX Ha
NOBEPXHOCTM 3eM/IM, MPUYEM 3TU BeNMUMHbI He TMOABEepraloTcs peayKuuu, a BBoaATcs He-
NOCPEACTBEHHO B BbIPaXeHWe MoTeHLMana, fexallee B OCHOBE TEOpUM, KOTOPOE BbIBOAWTCS
Ha 6ase WHTErpasibHOro ypaBHeHWs, TeopeMbl PUHA WM HEKOTOPOl ApYroi 3aBMCUMOCTY.

BbIBOAbl MOKa3bIBAOT, YTO BO3MYLLAIOLIMIA MOTEHUMAN U OTK/IOHEHMsI oTBeca Mosy-
YaloTCH MPU BBEAEHMM B CBOGOAHbIE aHOManMM B MHTerpanax CTOKca OMpejeneHHbIX 4onon-
HEHWUIA.

M3 npuHUMna Haknagky cnegyeT, 4To Knaccuyeckue MeTofbl PesyKuMu Takxke He-
3@BUCUMbI OT Te0/IOrMYecKMX OLIEHOK M/IOTHOCTW, €U MPUMEHATb WX MOC/efoBaTe/bHO.
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EXAKTE AUSGLEICHUNG EINIGER FALLE VON DURCH
MESSUNG VERBUNDENEN POLYGONLINIEN

E. HONYI

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN. TECHNISCHE UNIVERSITAT
FUR BAUINDUSTRIE UND VERKEHRSWESEN
BUDAPEST

[Eingegangen am 12. Februar 1964]

Mit der Verbreitung der elektrooptischen Entfernungsmessung riickt die Anwendung
der langseitigen Polygonierung fiir Basispunkt-Verdichtung immer mehr in den Vordergrund.
In der Praxis werden, zwecks Versehung jedes Gebietes mit Basispunkten, im allgemeinen
mehrere Polygonlinien gemessen. Zwischen diesen zweifach orientierten Polygonlinien-Punkten
kénnen — fir deren Versteifung — Richtungs- oder Langenmessungen, eventuell Richtungs-
und Langenmessungen ausgefiihrt werden. Durch die Verbindungsmessungen als Uberzahl-
messungen wird eine Mdoglichkeit fir eine gemeinsame Ausgleichung der Gbrigens selbststdndig
berechenbaren Polygonlinien gegeben. Der Aufsatz gibt die aus der Verbindung berechenbare
Bedingungsgleichung an, durch die, angekntipft an die fur die zweifach orientierten Polygon-
linien aufschreibbaren je 3 Gleichungen, die Polygonlinien exakt ausgeglichen werden kdnnen.
Im Aufsatz beschéftigt sich der Verfasser mit den Bedingungsgleichungen, die in den verschie-
denen Fallen von Richtungs- und Langenmessungen zwischen den zwei Polygonlinien sowie
von Messungen von einem Polygon-Zwischenpunkt auf einen bekannten &uBeren Punkt sich
ergeben.

Die Anwendung der langseitigen Polygonierung kommt, mit der Ver-
breitung der elektrooptischen Entfernungsmessung, immer mehr in den Vorder-
grund. Wenn man von einem bekannten Basispunkt ausgeht und die Polygon-
linie an einen bekannten Basispunkt anschlieBt, kénnen die Koordinaten
der Zwischenpunkte der Polygonlinie, nach Messung der Orientations- und
Brechungswinkel, bezw. der L&ngen, mit exakter Ausgleichung bestimmt
werden. Die Ausgleichsrechnung kann entweder mit einer direkten Anwendung
der 3 Bedingungsgleichungen (1 Winkelbedingung und 2 Projektionsbedin-
gungen) oder mit dem Eggertschen Verfahren ausgefuhrt werden. Diese sind
allgemein bekannte Ldsungen.

In der Praxis werden, zwecks Versehung jedes Gebietes mit Basispunkten,
im allgemeinen mehrere Polygonlinien gemessen. Die Frage taucht auf, welche
Verbindung zwischen diesen Polygonlinien zur Versteifung der Polygonlinien
dienen kdnnte.

Wir wollen im Rahmen dieser Untersuchung von den einfachsten Féllen
ausgehen und in Richtung nach den komplizierteren fortschreiten, dessen
bewul3t, daB wir die Mdglichkeiten hei weitem nicht ausschépfen.

A) Wir wollen voraussetzen, dall zwei Polygonlinien (I und 1)
in der Nahe von einander gefuhrt, und je ein Punkt der zwei Polygonlinien
mit einer auf elektrooptischem oder auf einem anderen Wege gemessenen
Strecke verbunden werden, zwischen den so verbundenen Punkten aber keine
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Richtungsmessung ausgefihrt wird (Bild 1). Seien die durch Polygonlinien
I und 1l verbundenen je zwei bekannten Basispunkte —Zv Aus diesen
Punkten wird eine Orientations-Richtungsmessung auf einen der bekannten
Basispunkte E, F, G und H durchgefiihrt. Die Ladngen und Brechungswinkel
beider Polygonlinien werden gemessen. Fur die Polygonlinien I und 11, als
zweifach orientierte Polygonlinien, kann, aufler den je 3 bekannten Bedin-
gungsgleichungen, noch eine Bedingungsgleichung auf Grund der zwischen
Punkten A2und B2nach Bild 1 gemessenen Seite, als einer Uberzahlmessung,
aufgeschrieben werden. Diese Gleichung gibt eine Mdglichkeit dazu, daR die
Ausgleichung der zwei Polygonlinien verknupft, und gleichzeitig die Aufgabe
gelost werde. Die Ausgleichung wird der Ausgleichsgruppe 111, der Korrelaten-
Ausgleichung gemaR durchgefiihrt.

Bei der Beschreibung der auf die Verbindungsstrecke bezogenen Beding-
ungsgleichung kann man folgenderweise verfahren: aus den Koordinaten
der bekannten Punkten und K.2 werden die vorlaufigen Koordinaten der
Punkte A2und B2mit Hilfe der Mel3resultate (t) und (R) berechnet. (Die gemes-
senen Winkel, Ladngen und die vorlaufigen Koordinaten sind in Klammern
gesetzt, die ausgeglichenen Winkel, Ladngen und die endglltigen Koordinaten
bleiben ohne Klammern).

(Yar) = Yki + (h) sin (Wi + (RBo) — 180°) +
— (t2) sin (dEKi + (BO) + (R — 360")

(*>12) = *ki + Ui) cos (t>EKI + (Ro) ~ 180°) +
+ (*2) cos ("eki+ (BO) + (Ri) — 360°)

(YBr) = YK2 + Ui) «in {&FK2 + (Ro) — 180°) 4
(t2) sin (apk2+ (Ro) + (Ri) 860 )
(XB2) = XK2 + (U) cos (OFK2 + (Ro) — 180°) 4-

4- (2 cos (OpK2+ (Bo) + (Ri) — 360°)

Im Kenntnis dieser vorlaufigen Koordinaten ist der vorlaufige Wert
der Entfernung zwischen den Punkten A2 — B2:

(tA2B2)= 1[(Br) ~ (Yan)" + [("Br)  (“An)]* ")

Der ausgeglichene MeRRwert und die aus den ausgeglichenen Koordinaten
berechnete Entfernung missen identisch sein, also

f= 1(¥Ysr —YA2)2 + (XB- xA2%y . (31
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Diese Gleichung wird die Bedingungsgleichung sein. Wenn man in die rechte
Seite der Gleichung den Koordinatenwert in (1), in die linke Seite dann das
MeRresultat einsetzt und die Gleichung an der Messungsstelle in Reihen ent-
wickelt, so gelangt man, nach den ausfihrbaren Umstellungen, zur folgenden
linearen Bedingungsgleichung :

COS (aA2B2  ~KIAI) C°s (0%2B2  ~AL42) 72 “b
+ COS(*A2Bl  ~K2BI)Al + c°s (<5A2B2 “ ~BmMr)

o _sitl(An2B1 aKIAl) (h) + sin (MA2B2 ~ 7MAi.42) (*r)

B>
34282  AAQAi)(h
BT((34 ) (h) vRi (4)
sin (<W 2 AK2BI) (*1) “b sin (*12B2 ABLBT)(M) |,/
- Vi,
I sin (MA2B2 — ~B1Br)(G) ' | [/ X I Vi oon
H ; VBRI + [VA2B2) — (UJ — (-

Bild 1. Verbindung zweier Polygonlinien durch L&ngenmessung

wo, den Indexen entsprechend, mit d die aus den vorlaufigen Koordinaten
berechneten Richtungswinkel, mit A die Korrektion der gemessenen L&ange
(t), mit V die Korrektion des gemessenen Brechungswinkels (B) bezeichnet
sind. Das reine Glied der Gleichung wird in der Weise erhalten, daR die zwischen
den Punkten A2 und B2 gemessene L&ange (i) von der Entfernung (tA232),
berechnet aus den vorlaufigen Koordinaten der Punkte A2und B2 abgezogen
wird. Diese Gleichung mit den je 3, insgesamt 6 Bedingungsgleichungen der
zwei Polygonlinien verbunden, werden die so gewonnenen 7 Bedingungs-
gleichungen zusammen ausgeglichen.
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Wenn mehrere Yerbindungsseiten zwischen den zwei Polygonlinien
gemessen wurden, missen so viele, der Gleichung (4) entsprechende Gleichun-
gen aufgestellt werden, als Yerbindungsseiten gemessen wurden.

B) Wenn eine Richtungsmessung von irgendeinem Punkt einer der zwei
nebeneinander gefihrten Polygonlinien auf einen Punkt der anderen Linie
zu ausgefuhrt wird, wird die Mdglichkeit zum Aufschreiben der verbindenden
Bedingungsgleichung auch durch diese Messung gegeben (Bild 2). Die Bezeich-
nungen der Angaben der Polygonlinien sollen identisch mit der Bezeichnungen
der im Falle /1) untersuchten Polygonlinie sein. Es sei vorausgesetzt, daR eine

6

Richtungsmessung von dem Punkt A 2auf den Punkt B2der anderen Polygon-
linie zu durchgefuhrt wurde. Es sei der Unterschied zwischen den auf die Punkte
Alund B2zu gemessenen Richtungswerte, der Brechungswinkel mit 8Bbezeich-
net. Durch diese Messung als Uberzahlmessung wird die Méglichkeit zum Auf-
schreiben der Bedingungsgleichung auf Grund der Uberlegung gegeben, daR die
Richtungswinkel <&¥82, ableitbar einerseits aus den ausgeglichenen Werten der
MeRresultate und berechenbar andrerseits aus den endgiltigen Koordinaten
der Punkte A2und B, der Polygonlinien, identisch seien. Den Bezeichnungen
dem Bild 2 gemaR:

NEKI Bo “b BI "I"BBR — ,1"18R° = arc tan " BI u (°)
Xm — *42

Es seien in die linke Seite der Gleichung die gemessenen Brechungswinkel, in
die rechte Seite dann die der Formel (1) entsprechenden vorlaufigen Koordina-
ten substituiert und die Funktion an der Messungsstelle in Reihen entwickelt,
dann gelangt man, nach den ausfuhrbaren Vereinfachungen, zur folgenden
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linearen Bedingungsgleicliuug:

I sin (ft\i2B2 ftciAl)Q g |

(*A2B2) ‘
I sin(dA2B2 "AlArs ) __
(*A2B3)
sin(fttoB2 "K2BI)Q y _
(*A2B3)
sin (GaiB2 — OBIB2) Q g, *
(6)
(*A2B1)
i cos OA2B2 [{xA2) — *KI] + sin QA2B2 [(y12) —y K] v
(*A2Br) | o
1+ Cc 8 GAIB2 K*A») - (*Al)] + sin OA2BR[(YA2) — (yA1)]
((A2B3)

cos OA2B2 [(*B2) - XKr\ + sirn Nases [(YBr) ~ YK3]
lige%3%)
, €os 0JI2B2[(% ) — (*BL)] + sin QA2B2 [(jB&) — (yR1)]

®io +

+ bl

— VBB + ["A2B2 «EHO - (ft) - (ft) - (ft*) + » «180°] =

I
e

Die Gleichung kann, auch neben ihrer scheinbaren Kompliziertheit,
verhéaltnisméaRig einfach behandelt werden, weil die Koeffizienten aus den
Angaben, die aus der vorherigen Berechnung der Polygonlinien schon zu Ver-
figung stehen bezw. aus den Werten der vorlaufigen Richtungswinkel und der
Entfernungen, bezogen auf die Verbindungsrichtung A2B2, bestimmt werden
kénnen.

Die Einfuhrung von q

in die Gleichungen (4) und (6) wurde durch die
Forderung der Ubereinstimmung der Dimensionen ndtig gemacht. In dieser
Weise sind alle Glieder in der Dimension des reinen Glieds, die Korrektionen
aber in Langen oder in Sekunden ausgedrickt.

Wenn mehrere Verbindungsrichtungen gemessen werden, kann eine
ihnen entsprechende Anzahl von Bedingungsgleichungen aufgeschrieben
werden.

C) Es sei nun der Fall untersucht, wenn zwischen den Punkten A2und
B,, der Polygonlinie nicht nur eine Entfernung oder eine Richtung, sondern
z. B. eine Entfernung und auch eine Richtung von dem Punkte A2einer der
Polygonlinien auf den Punkt B2 zu gemessen wurden. In diesem Fall ergeben
sich sogar zwei Madglichkeiten fir die Lésung der Aufgabe.
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1. Die Koordinate des Punktes B2 kann mit der Hilfe der von dem Punkt
K 1 ausgehenden Polygonlinic und auch durch eine von dem Punkt K2 ausge-
henden Polygonlinie ausgedrickt werden (Bild 3). Aus den Angaben der von
dem Punkt Kj ausgehenden Polygonlinie | berechnet:

(YB2) = Yki +' (*I) SiN (AEKI + (Ro) — 180°) +
+ (h) SN (AEKI + (Bo) + (Ri)— 360°) +
+ (*) Sin ("EKI + (Bo) + (BI) + (RB)-- 540°)
(x81) = XKL+ (*1) €OS (\EK| + (Ro) — 180°) +
+ (h) COS;irEKI + (Bo) + (BI)  360°) +
+(¥) C0S (&EKI + (Bo) + (BI) + (BB) - 540°)

Bild 3. Verbindung zweier Polygonlinien durch Langen- und Richtungsmessung

Aus den Angaben der von dem Punkt K2 ausgehenden Polygonlinie
berechnet:
(YB{) — YKz ma(fl) sin (OFKz + (Ro) “ 180 ) -f-
+ (t6) sin (aFK2 + (RO) + (Bj) — 360°). n
(x'B) = *K2 + (K)cds(6FK2 + (/S6) — 180°) +
+ (to) cos (6FK2 + (/S¢) + (/?1) — 360°).
Die vorladufigen Koordinaten (yBi)' un<l (¥YT) bezw. (XB2) und (x'B2)
missen nach der Ausgleichung identisch sein. Nach Aufschreiben der Identitat
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und nach Entwickeln in Reihen an der Messungsstelle gelangt man, mit Hilfe
der Gleichungen (7) und (8), zu den folgenden zwei Bedingungsgleichungen:

AKIALK T SIN aapai -
sin 6k2Bi , _ sin 0Bl

XBi) ~ X B2 XAl
(XBi) ~ XK1 1,( ) (XAl oo

a” (9)

Q
und
cos OKIAI A + cos BAIA2 K + cos 6A2m A

cos (3"2B1 A COS N3132 A

Y1) —YK1 ,, (B2  (Jaj) Xi
Q (10)
(YBu)  (¥Ynr) e 1 (YBi)_ _YKi

vRo +
+ {YT) }YT) *A+ ((4) - (sfé)) = o.

2. Diese Untersuchung kann auch so durchgefihrt werden, daB
Bedingungsgleichungen, aufschreibbar entsprechend den Fallen A) und B),
an die urspringlichen Bedingungsgleichungen der Polygonlinien angeschlossen
werden. Das Ergebnis der Ausgleichung wird natirlich das gleiche sein, ob
die Bedingungsgleichungen fir die Gleichheit der Koordinaten oder fir die
gemessenen Verbindungs-Richtung und Lange ausgeschrieben sind. Auf Grund
der Gleichheit der Koordinaten kann man aber in einfacher Weise zu den
Koeffizienten der Bedingungsgleichungen gelangen. Bei dieser Lésung bedeutet
die Berechnung des reinen Glieds etwas Mehrarbeit, da auch die Koordinaten
des Verbindungspunktes der Polygonlinie Il aus den urspringlichen Messungen
der Polygonlinie I, ferner aus den vom Verbindungspunkt ausgefiihrten
Messungen bestimmt werden miussen. Diese Arbeit bedeutet aber eigentlich
nur eine Erganzung der vorigen Polygonlinien-Rechnungen aus den MeRer-
gebnissen fir den Zweck der Ausgleichung.

die 2

D) Auch der Fall ist madglich, dal eine Richtungsmessung von dem

Punkt M2 auf den Punkt B2und von dem Punkt B2auf den Punkt Argemacht
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wurde, das heiflt, die Verbindungsrichtung in beiden Punkten gemessen wurde
(Bild 4). Zwei Bedingungsgleichungen kénnen aufgeschrieben werden:

&K1+ Ro+ Ri+ Be —n+180 — arctan Yoi - YA )
XB  xA2
und
UFK2 + o+ Ri+ Pa—n’180° = arctan ~*2~ Y& (12)
XA2  XBI

Gleichung (11) ist identisch mit Gleichung (6), auch der Aufbau von
Gleichung (12) ist dhnlich dem der Gleichung (6). Wenn die MeRergebnisse
in Gleichung (12) eingesetzt werden (die Koordinaten auf der rechten Seite
der Gleichung mit Hilfe der Formel (1) ausdrickend) und die Entwicklung
in Reihen durchgefihrt wird, erhdalt man folgende Bedingungsgleicliung:

8w (082112 __sin(aBA2  MAIA)Q N
({n2sr) (*nrer)

sin (aB2A2  aK2BL)g" y/ , sin{amA2 aBIR)

(*Nn28r) (*nrer)
cos ag2A2 {(xA2)  xk\) 4~ sin & A ((Ynr) Yki) "o
(*n28r)
cos ATA2 ((XAr) - (*Al)) + sin amA2 ((yA2) — (yn)) ~ (13)
(*n2Br)
! c0s 0B2A2 ((xT) - xK2) 4- sin )BRA2 ((yB2) —yK2) j
1+ r--—-- : Ivo ~
V'AIBI)

14...C08 0B2a2 ((*Br) - (*BI)) + sin oB2a2 (vB1) ~ (IBI))\d, _

\1A2B2) J

W14 *“&B2A2 &ark2  (Bo) (Rl) (A0 4~n'180 —O.

In diesem Fall werden also die aufschreibbaren Bedingungsgleichungen
durch Gleichungen (6) und (13) gegeben.

E) Es kommt h&ufig vor, daB, zwecks Versteifung der Polygonlinie, eine
Orientierungsrichtung auch in einem zwischenliegenden Polygonpunkte auf
einen (Triangulations- oder Polygonierung-) Punkt J von bekanntenKoordinaten
gemessen wird (Bild 5). Auch jetzt kann man von der fir die Richtungswinkel
aufschreibbaren Voraussetzung ausgehen:

~/a ~r Bo 4“Ri 4~Rj — n'180° —arc tan ~ o ()]
XJ — XA2
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Wenn die Koordinate des Punktes A2 aus den MeRergebnissen der Poly-
gonlinie ausgedruckt wird (Formel (1)), erhalt man, nach der Entwicklung
der Funktion in Reihen an der Messungsstelle, einen der Formel (6) &hnlichen
Ausdruck:

sin (0A2) — 6K1AL) g™ . , sin (hA21 - OMA2)q",
(1A2)) (1A273)
cos 0A,J((xA2) - xK1) + sin 0A2] ((yA2) yKI)
Rn
(IAT)) (15)
] CcoS dA2j ((xa2~r  (XxAl)) + Sinoa2s ((YM) - (v/j) VBi
(*A2j)

-VRj+ (0A2) - OEK1 - (RO) - (B,) - (Bj) + ne180°) = 0.

Bild 4. Verbindung zweier Polygonlinien durch Richtungsmessung in beiden Richtungen

FJ Wenn von einem Zwischenpunkt der Polygonlinie auf einen Punkt
J von bekannten Koordinaten eine Entfernung zwecks Versteifung der Poly-
gonlinie gemessen wird, kann der gesuchte Zusammenhang aus der Bedingung
abgeleitet werden (Bild 6), die fir den gemessenen bezw. berechneten Wert der
Entfernung zwischen den zwei Punkten aufgeschrieben werden kann. Dem
Bild entsprechend:

*.= fiyj — YAN2 + (*J — XArT » (16)

Wenn die Koordinaten des Punktes A2auf der rechten Seite der Gleichung
durch die Formel (1) ausgedriickt, und die Funktion an der Messungsstelle
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in Reihen entwickelt wird, erscheint die Bedingungsgleichung in der Gestalt

Bei den friher betrachteten Aufgaben waren die Yerbindungsmessungen
auf den zweiten Punkt der Polygonlinie oder -linien bezogen. Naturlich ist eine
sinngemé&le Erweiterung oder Verengung der Formel ndétig, wenn die Lage
der Verbindungspunkte verschieden ist, wenn die Messung von einem né&heren
oder entfernteren Punkte oder auf einen solchen Punkt ausgefihrt wurde.

Bild 5. Richtungsmessung von einem Polygonzwischenpunkte auf einen bekannten Punkt

Bild 6. Ld&ngenmessung von einem Polygonzwischenpunkte auf einen bekannten Punkt
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Insofern eine Richtungsmessung nicht nur vom Punkt A2 auf Punkt B2
sondern auch vom Punkt B2 auf Punkt A2 erfolgte, und aulRerdem auch die
Entfernung der zwei Punkte gemessen wurde, kénnen diesen drei Uberzahl-
messungen gemd&lR drei Bedingungsgleichungen aufgestellt werden. Diese
drei Bedingungsgleichungen koénnen, unter Anwendung der gemessenen
Entfernungs- und Richtungswerte zwischen den Punkten A2 und B2 eine
Winkelgleichung und zwei Projektionsgleichungen, bezogen auf die zwischen
den Punkten Kxund K., oder K| und Z2oder K2und Zxgefiuhrte Polygonlinie,
sein, also von einem Charakter &hnlich den Bedingungsgleichungen der Poly-
gonlinien zwischen den Punkten Klund Zxbezw. K2und Z2. Diese Messungen
fuhren schon zur Ausbildung der Knotenpunktsysteme, deren Berechnung
mit der von |. Hazay [1] vorgeschlagenen Methode, mit Hilfe der fiktiven
MeRergebnisse, unmittelbar gemessen oder aus den Polygonlinien ableitbar,
in der dort verdffentlichten Weise durchgefihrt werden kann. Wenn man eine
noch groBere Exaktheit anstrebt, kénnen die fiktiven MeRergebnisse durch
die von D. Csatkai [2] ausgearbeitete, auf die langseitige Polygonierung
bezogene Gewichtsbildung in der Ausgleichung beachtet werden.

SCHRIFTTUM

1. Hazay, |.: Sokszdgelési csomépont szdmitdsa fiktiv irinymérési eredményekb6l (Berechnung
eines Polygonierungs-Knotenpunktes aus den Ergebnissen von fiktiven Richtungs-
messungen). Geodézia és Kartografia, 1958.

2. Csatkai, D.: A sllyozéds a sokszdégvonal-halézatok kiegyenlitésében (Die Gewichtshildung
in der Ausgleichung von Polygonlinien-Netzwerken). Geodézia és Kartografia, 1963,
Sondernummer No. 2.

EXACT ADJUSTMENT OF CERTAIN CASES OF POLYGON LINES CONNECTED
BY MEASUREMENTS

E. HONYI
SUMMARY

W ith the propagation of electrooptical distance measuring, the application of long-side
polygonation for base-point densification comes ever more into the foreground. In practice,
generally several polygon lines are measured in order to provide each area with base-points.
Between these doubly orientated polygon line points, — for their fixation — measurements
of direction or/and length can be made. The connecting measurements as surplus measurements
give a possibility to adjust the otherwise independently calculable polygon lines in common.
The present study gives, for a few connection cases, the equation of condition, by attaching
which of condition can be set up to the 3 equations, in each case, for the doubly orientated
polygon lines, the polygon lines themselves can be submitted to a common exact adjustment.
In his study, the author discusses the equations of condition presenting themselves in cases
of direction and length measurements between the polygon lines, resp. of measurements from
an intermediate polygon point to a known external point.
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COMPENSATION PRECISE DE QUELQUES CAS DE CHEMINEMENTS POLYGONAUX
RELIES PAR MESURAGES

E. HONYI
RESUME

Avec la généralisation des mesures électro-optiques des longueurs, l’utilisation de la
polygonation primaire destinée & augmenter la densité du canevas passe de plus en plus au
premier plan. En pratique, plusieurs polygonales sont mesurées pour équiper une zone en points
d’appui. Entre ces sommets de la polygonale principale, des mesures d’angles par tours d’hori-
zon ou des mesures de longueurs, éventuellement les unes et les autres peuvent étre effectuées.
Les mesurages de rattachement, en tant qu’observations surabondantes, donnent la possibilité
d’une compensation commune des cheminements qui seraient a calculer autrement d’une
facon indépendante. L’étude présente pour quelques cas de rattachement I’équation de con-
ditions pouvant se calculer du rattachement. Avec les trois équations de conditions qui peuvent
étre écrites pour chaque polygonale principale, les cheminements peuvent étre compensés
ensemble avec précision. L’auteur traite aussi, dans son étude, des équations de conditions
se présentant en cas de mesurages des directions et des longueurs entre les deux polygonales,
ou en cas de mesurages & partir d’un sommet de polygonale intermédiaire vers un point exté-
rieur connu.

TOYHOE BbIPABHEHWE HEKOTOPbIX CJ/IYHYAEB MOJNTOHAJIbHbIX
X0A40B, ¥YBA3AHHbLIX N3MEPEHWAMK

3. XEHMU
PE3IOME

Mo Mepe pPacnpoCTPaHeHWs 3MEKTPOONTUYECKOr0 MeToja M3MepPeHUst PaccTosiHUS BCe
6ofblile U 6oMblle UCMONb3YHOTCS A/IMHHbIE MOMUIOHA/IbHBIE XOAbl [/ CrYLLEHNUS OMOPHbIX
NYHKTOB. Ha NpakTuKe, AMs CO34aHUA OMOPHbIX MYHKTOB OTAE/bHbIX PaiioHOB, KakK MpaBuo,
NPOBOAUTCA PAA NOMNIOHANbHBIX XOA0B. MeXay 3TUMM MyHKTamMu C BOAHOM OPUEHTUPOBKON,
0N UX 3aKPensieHnsl, BbINO/HAETCS M3MepeHue NMG0 HanpaBieHusl, NM60 PaccTosHUSA, UK
K€ HanpaBfeHUsl U PaccTOsIHUS. YBA3KW, NPeCcTaBsioliMe cO60i M36bITOUHbIE U3MEPEHNS,
No3BONSIKOT MPOBOAUTL COBMECTHOE W YpaBHUBAHWE MOMIMIOHANbHBIX XOf0B, BbIUWCMSEMbIX B
NpoYMX YCNOBUAX CaMOCTOsITeNIbHO. B pa6oTe MpMBOAWUTCSA ypaBHEHWE YCNOBUSI, BbIUMUCSieMOe
ANA OTAeNbHLIX C/lyYaeB M3 yBsI3KW. [10ACTaBAss 3TO ypaBHeHWe B 3 ypaBHEHWUS YC/IOBUS,
JeficTBUTeNbHbIE AN KaXA0ro MoMMroHanbHOro Xofa C [BOMHON OPWEHTMPOBKOWA, MOXHO
NpoBOAUTL TOUHOE COBMECTHOE YpaBHMBaHWE MOMUIOHasIbHbIX XOA0B. B paboTe paccmaTpu-
BAlOTCS ypaBHEHUS YC/IOBWIA, MoMydyaeMble MPY WU3MEPEHUN MEXAY ABYMS MOMMUMOHAbHbLIMM
XOflaMW HampaB/ieHNs1 U PacCTOAHMS, a TakXe NPU MPOBEAEHUN WU3MEpPEeHU C NPOMEXYTou-
HOr0 MOMIMIOHANILHOrO MYHKTa [/ M3BECTHOIO BHELLHEro MNyHKTa.
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UBER DIE NEUEREN ERGEBNISSE
DER UNTERSUCHUNGEN DER SPITZENSTROME

F. MARCZ

GEOPHYSIKALISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER
WISSENSCHAFTEN, SOPRON

[Eingegangen am 18. April, 1964]

Das eingehende Studium der Eigenschaften von Spitzenstrémen wurde durch die Aus-
wertung dreijahriger Beobachtungen ermdglicht. Diese Untersuchungen bestatigten einen
groBen Teil der schon friher [1] festgestellten Eigenheiten der taglichen und jahreszeitlichen
Anderung. AuRerdem konnte der Zusammenhang zwischen den Spitzenstrémen und anderen
Vorgangen aufgezeigt werden. Die Verteilung der innerhalb einer Stunde gelieferten Ladungs-
mengen kann in zwei Normalverteilungen geteilt werden, wodurch gezeigt wird, dal sich die
Haufigkeit, der in zwei Gruppen geteilten Ladungsmengen, in den verschiedenen Jahreszeiten
verandert.

Einleitung

In der Station fur Luftelektrizitat des Geophysikalischen Observatoriums
Lei Nagycenk erfolgt seit dem Juli 1960 die Registrierung der Spitzenstrome.
Eine fruhere Studie [1] fUhrte das Registriergeréat, die Art und Weise der Ver-
arbeitung und ferner auf Grund der Untersuchung des Materials von einem Jahr
den tdglichen und jahreszeitlichen Verlauf der Spitzenstrome vor. Jetzt, im
llesitz von in zweijdhrigen Beobachtungen gewonnen weiteren Daten wurde
die Vornahme genauerer und detaillierterer Untersuchungen maglich.

Einleitend und zur Information seien einige statistische Daten der
Registrierung und der Haufigkeit der Spitzenstréme mitgeteilt. Im Zeitraum
zwischen Juli 1960 und Juni 1963 erfolgte in 23 410 Stunden die Registrierung,
d.i. 89% der verflossenen Zeit. Die Registrierung wurde nur bei Stromausfall,
bei einem Fehler im Instrument oder in der Mel3spitze bzw. bei Instandhaltungs-
arbeiten unterbrochen. Im Laufe der erw&hnten Zeitdauer wurden in 898 Stun-
den Spitzenstrome beobachtet, auf jede 26. registrierte Stunde entféllt also
eine Stunde mit Entladung.

Untersuchung der taglichen und jahreszeitlichen Anderung
der Haufigkeit

Einen Uberblick (ber den taglichen Verlauf der Haufigkeit ermoglicht
Bild 1, das mit Hilfe sdmtlicher Beobachtungen (898) konstruiert wurde.
Am héaufigsten hatten sich in den Nachmittagsstunden, am seltensten in den
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zeitigen Morgenstunden Spitzenstréme gezeigt. Sdmtliche Fé&lle wurden dem
Vorzeichen der Spitzenstréme entsprechend in drei Gruppen geteilt:

In den untersuchten Stunden wurden

a) positive und negative Spitzenstréme gleicherweise beobachtet (482
Félle),

b) nur positive Spitzenstréme beobachtet (226 Falle),

c) nur negative Spitzenstrome beobachtet (190 Falle).

Bild 1. Téglicher Verlauf der Haufigkeit der Spitzenentladungen

7obtder Félle

0 2 46 8 1012 h ¥ B2 2 AUr

Bild 2. Taglicher Verlauf der Haufigkeit der Spitzenentladungen unter Bericksichtigung der
Vorzeichen der Strome

Bild 2 veranschaulicht den téglichen Verlauf der H&aufigkeit bei diesen
drei Gruppen (a, 6, ¢). Jede Kurve zeigt am Nachmittag ein Maximum, jedoch
gleicht das Bild 2a, das ungefahr die Hé&lfte sadmtlicher Angaben enthalt,
am ehesten der Kurve in Bild 1. Die Kurve, die die Verteilung des téglichen
Ablaufes samtlicher Falle darstellt, wird also ausschlaggebend von der Ande-
rung der Haufigkeit jener Stunden bestimmt, bei denen positive und negative
Spitzenstréme in gleicher Weise Vorkommen.
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Zur Untersuchung der jahreszeitlichen Anderungen wurde der in [1]
beschriebene Quotient T — Njn benutzt. (N = Anzahl der Entladungsstun-
den innerhalb eines Monates ohne Berucksichtigung des Vorzeichens des
Spitzenstromes; n = Anzahl der Tage im untersuchten Monat, an denen Beo-
bachtungen gemacht wurden). Dieser Quotient gibt an, wieviel Stunden auf
einen Tag des beobachteten Monates entfallen, in denen Spitzenentladung
festgestellt wurde. Dadurch ist die Haufigkeit der Spitzenstréme pro Monat
gekennzeichnet, und auBerdem auch die Aktivitdt dieser Erscheinungen

Bild 3. Jahrlicher Verlauf der Haufigkeit der Spitzenentladungen auf Grund der Anderung des
Quotienten T

ausgedruckt. Der Quotient T wurde fur jeden Monat des untersuchten Zeit-
abschnittes bestimmt und der Durchschnitt der drei Werte, die zu demselben
Monat je eines Jahres gehdéren, wurde gebildet. Die jahrliche Anderung dieses
Durchschnittes zeigt Bild 3, und man sieht, dal es im Sommer ein Maximum
und im Winter ein Minimum gibt.

Der tagliche und jahrliche Verlauf der durch die Spitzenstrome
gelieferten Ladungsmengen

AuRer der Untersuchung der taglichen und jahrlichen Anderung der
Haufigkeit der Spitzenstrome mufl auch ihre GroRe nach &hnlichen Gesichts-
punkten untersucht werden. Es wird deshalb bei der Bearbeitung des Beobach-
tungsmaterials die positive und negative Ladungsmenge bestimmt, die von
diesen Strémen innerhalb einer Stunde geliefert wurden [1]. Bild 4 zeigt den
Mittelwert dieser Ladungsmengen fir jede Stunde eines Tages, der aus den
stindlichen Mittelwerten der 36 Monate berechnet wurde. (Die Zeit ist mittel-
europdische Zeit.) Der tagliche Verlauf der Mittelwerte der Ladungsmengen,
die die GroRe der Spitzenstrome kennzeichnen, folgt der taglichen Anderung
der Haufigkeit. Die Mittelwerte sowold der positiven als auch der negativen
Ladungsmengen sind nachmittags am groRten und in den frihen Morgen-
stunden am kleinsten. Die dreijahrigen Beobachtungen unterstiitzen also
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10 RAsec

Bild 4. Tagliche Anderung der von den Spitzenstrémen stindlich gelieferten durchschnittlichen
Ladungsmengen

fOY¥sec

Bild 5. Tagliche Anderung des dreistindigen durchschnittlichen Wertes der von den
Spitzenstromen gelieferten Ladungsmengen

Bild 6. Tagliche Anderung des Verhaltnisses der negativen und positiven Ladungsmengen, die
aus den dreistindlichen Durchschnittswerten berechnet wurden
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unsere friheren Erfahrungen ([1], Bild 2), die jedoch nur informativen Charak-
ter hatten, weil sie sich bloB auf einjdhrige Beobachtungen bezogen. Die
stindlichen Mittelwerte wurden dann zu Gruppen von je drei Stunden zusam-
mengestellt, und die dreistindlichen Durchschnitte berechnet. Bild 5 zeigt
diese dreistindlichen Durchschnitte, wobei der Unterschied der Ladungs-
menge vor 12 h und nach 12 h auffallt. Auf Grund einjahriger Beobachtungen
wurde schon erwéhnt [1], dal? die positiven Ladungsmengen das nachmittég-
liche Maximum stufenweise, wéhrend die negativen Ladungsmengen diesen
Maximumwert sprunghaft erreichen. An Hand von dreijéhrigen Beobachtungen

K"6Asec

Bild 7. Jdhrliche Anderung der monatlichen stiindlichen Durchschnittswerte der Ladungs-
mengen auf Grund dreijahriger Datensammlungen

sieht man in Bild 5, dal? auch die positiven Ladungsmengen von einem in den
Vormittagsstunden sich kaum &ndernden Niveau nach 12 h plétzlich auf den
nachmittaglichen Maximumwert anwachsen. In Bild 6 wurde das aus den drei-
stindlichen Durchschnittswerten der negativen und positiven Ladungsmengen
berechnete Verhdltnis der negativen zu den positiven Ladungsmengen darge-
stellt. Dieses Verhdltnis bleibt von dem Bild 3c [1] abweichend nur zwischen
12—24 h dauernd uber dem Wert 1, was bedeutet, daR das Ubergewicht der
negativen Ladungsmengen nicht wahrend des ganzen Tages besteht.
Zwischen Juli 1960 und Juni 1963 wurde fir jeden Monat aus den stind-
lichen Durchschnittswerten der monatliche stiindliche Durchschnitt berechnet.
Der monatliche stindliche Durchschnittswert der positiven und negativen
Ladungsmengen kennzeichnet die GrofRe der Spitzenstréme in den einzelnen
Monaten. (Die Wirkung fehlender Beobachtungen ist bei den monatlichen
Stundendurchschnitten nicht so stérend wie bei den Summen der monatlichen
Ladungsmengen.) Bild 7 zeigt fur obigen Zeitabschnitt die Durchschnitts-

16 Acta Techn. Hung. 52. (1965)



148 F. MARCZ

werte aus je drei Mittelwerten der gleichen Monate, die im Sommer einen M axi-
mumwert und im Winter einen Minimumwert aufweisen. Die GroRe der positi-
ven und negativen Spitzenstréme zeigt also nicht nur eine tagliche Anderung,
sondern andert sich auch mit den Jahreszeiten, wie es schon aus [1] entndhm-
bar war. Die Tendenz der jahreszeitlichen Anderung kann natiirlich auf Grund
ldngerer Beobachtungen zuverlassiger bestimmt werden.

Man kann feststellen, da neben den durchschnittlichen Ablaufen gewisse
Abweichungen im jahreszeitlichen Verlauf der einzelnen Jahre Vorkommen
konnen. Bild 8 zeigt die Anderung des monatlichen stiindlichen Durchschnitts-
wertes der positiven und negativen Ladungsmengen vom Juli 1960 bis Juni

Bild 8. Jahrliche Anderung der monatlichen stiindlichen Durchschnittswerte der Ladung
mengen fir jedes der drei Jahre

1963. Die Abweichung von den dreijdhrigen Durchschnittswerten ist am auffal-
lendsten bei den positiven Werten, wobei besonders die Monate Februar und
Marz 1962 bemerkenswerte Abweichungen dieser Werte zeigen. In beiden
Monaten kam es in einigen Féallen bei Schneefall und Schneesturm vor, dal}
der Potentialgradient in positiver Richtung stark anwuchs, was positive Spit-

zenentladungen zur Folge hatte.

Die Verteilung der Ladungsmengen nach der GroéRe

Die im dreijdhrigen Zeitabschnitt beobachteten stindlichen Ladungs-
mengen wurden, unter Berlcksichtigung des Vorzeichens, ihrer GrolRe ent-
sprechend gruppiert. Der Wertbereich der einzelnen Gruppen betrug bis
zu i 2000 «10-(! As/h, 200 «10-6 As/h. Zwischen den erw&hnten Grenzen
und i 3000 10 6 As/h betrug der Wertbereich 500 m10“6 As/h und Uber
-J- 3000 «10_6As/h wmrden die Ladungsmengen in eine weitere Gruppe eingereiht.
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Die Héaufigkeit der verschiedenen Ladungsmengen innerhalb einer Gruppe
zeigt Bild 9. Am h&ufigsten kamen jene Ladungsmengen vor, deren absoluter
Wert kleiner war als 200 « 10“6 As/h und die Haufigkeit nahm in Richtung der

groBeren Ladungsmengen ab.
Es wurde untersucht, ob die beobachteten Daten aus einer Normal-

verteilung stammen oder nicht. Zu diesem Zweck wurden die beobachteten

Haufigkeit

Bild 9. Haufigkeit der in einer Stunde gelieferten Ladungsmengen verschiedener GroRe

%

Bild 10. Verteilungsfunktion der in einer Stunde gelieferten Ladungsmengen verschiedener
GroBe im WahrscheinlichkeitsmafBstab
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Werte im WahrscheinlichkeitsmaRstab dargestellt, in dem eine Gaull —Laplace’-
sche Normalverteilung eine Gerade ergibt. Bild 10 zeigt, dall die beobach-
teten Werte der praktischen Verteilung nicht auf eine Gerade fallen. Man
sieht aber, dall diese Werte anndhernd durch 3 Gerade gekennzeichnet werden
kénnen, von denen die beiden, zu groRen Ladungsmengen gehdrenden Geraden
(Uber —400 + 10-e und 4300 « 10-e As/h) annd&hernd parallel laufen. Daraus

%

Bild 11. Beide Komponenten der Verteilungsfunktion im WahrscheinlichkeitsmaRstab

Bild 12. Hystogramm der urspringlichen Verteilung und die aus beiden Komponenten zusam-
mengesetzte Dichtefunktion
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kann man folgern, dall diese Ladungsmengen die gleiche Verteilung haben.
Zwischen diesen liegt die dritte Gerade, die die Verteilung der kleinen Ladungs-
mengen kennzeichnet. Man nehme an, daB sich hier zwei Normalverteilungen
Uberlagern, weshalb die praktische Verteilungsfunktion in zwei Komponenten
zerlegt werden soll. Diese beiden Komponenten sind im Wahrscheinlichkeits-
mafstab im Bild 11 dargestellt. Wie man sieht, geben diese beiden Punkt-
serien annédhernd je eine Gerade, was auf das Vorhandensein von zwei Normal-
verteilungen hinweist. Auf Grund dieser Geraden wurde die resultierende
Dichtefunktion der beiden Normalverteilungen im Bild 12 dargestellt. Zu
Vergleichszwecken wurde im selben Bild auch das Hystogramm der ursprin-
glichen Verteilung eingetragen. Die beiden Verteilungen zeigen bei groflen
Werten gute Ubereinstimmung, woraus gefolgert werden kann, daR die im
Bild 11 gezeigte Verteilungsfunktion fir die groBen Werte wirklich eine
Komponente der urspringlichen Verteilung ist. Die groBte Abweichung zwischen
urspriinglicher und gebildeter Verteilung wird beim Ubergang von den groRen
Werten zu den kleinen Werten im Bild 12 beobachtet. Wie man auch an Bild
11 sehen kann, wurden bei der Konstruierung der steilen Gerade solche Punkte
mit grolRerem Gewicht in Betracht gezogen, die unter den Punkten der steilen
Verteilungsfunktion die meisten Falle enthalten und gleichzeitig den kleinsten
Absolutwert (in 10_6 As/h) haben, als jene die im Ubergangsabschnitt liegen
und sich auf den kleineren Teil der Falle beziehen. Es ist mdglich, daB die
Punkte dieses Ubergangsabschnittes eine dritte Verteilungsfunktion kenn-
zeichnen, und es ist sicher, daR man mit drei Komponenten eine noch bessere
Ubereinstimmung zwischen wirklicher und gebildeter Normalverteilung
erhélt. Die Bestimmung mehrerer Komponenten wirde aber auf Kosten der
Genauigkeit gehen, weil so zur Bestimmung je einer Komponente weniger
Werte zur Verfigung stehen. Selbstverstdndlich kann auch der Fall eintreten,
daR die Ubergangswerte und die kleineren Werte nur aus einer der Normal-
verteilung &ahnlichen Verteilung stammen.

Erklarungen und Folgerungen

Auf den Zusammenhang der tdglichen und jahreszeitlichen Anderung
der Spitzenstrome mit der Gewittertatigkeit haben mehrere Verdéffentlichung-
en hingewiesen [2, 3, 4]. Es wurde fur den hier untersuchten Zeitabschnitt
die H&aufigkeit der Gewittertage zusammengestellt. Die Gewittertage wurden
teilweise auf Grund der im Observatorium durchgefiihrten Beobachtungen,
teilweise auf Grund der Beobachtungen der Meteorologischen Station in
Sopron [5] ausgewéhlt. Tafel I enth&lt die Anzahl der Gewittertage in den ver-
schiedenen Monaten.

Die Monate der untersuchten Zeitspanne wurden in zwei Gruppen geteilt
u.z. a) Gewittermonate und b) gewitterlose Monate. Es wurden fir beide
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Tafel 1|

Anzahl der Gewittertage

1960 1961 1962 1963

Januar
Februar
Mérz
April
Mai

~N 0o A O O O

Juni

Juli
August
September
Oktober

November

O O O N W O” © Ul tT O O O
O O O O w o M M N O O O

o O >~ o N M

Dezember

Gruppen aus den monatlichen Summen der Ladungsmengen (positive und
negative Ladungen zusammen) die auf einen Monat bezogene durchschnitt-
liche Ladungsmenge berechnet. Auf die Gewittermonate féllt eine durch-
schnittliche Ladungsmenge von 27,9 « 10-3 Asec, wédhrend auf die gewitterlosen
Monate durchschnittlich eine Ladungsmenge von 10,5 «10“3 Asec fallt.
Von den Monaten der Gewitterperiode wurden die Summen der Ladungs-
mengen jener Tage ausgewd&hlt, an denen drtliche Gewitter vorkamen, und
nach Abzug dieser Ladungsmengen erhielt man einen durchschnittlichen Wert
von 11,4 «10-3 Asec fir die Gewittermonate. Die Differenz zwischen den
monatlichen durchschnittlichen Ladungsmengen der zwei Zeitperioden wurde
also dadurch gering und ihr Verhéltnis fiel vom ursprunglichen Wert 2,66 auf
1,09. Man sieht also, dafl in beiden Zeitperioden die durchschnittlichen monat-
lichen Ladungsmengen, die mit sonstigen Faktoren in Verbindung stehen,
beinahe gleich grof3 sind.

In der Gestaltung des Maximums der jahreszeitlichen Anderung — das
am meisten in den Frihlings- und Sommermonaten erscheint — spielen die
lokalen Gewitter die grote Rolle. Es ist aber auch jener Ladungstransport
der Spitzenstréme bedeutend der nicht mit der Gewittertatigkeit verbunden
ist.

Das Auftreten groRer Spitzenentladungen in den Wintermonaten wird
in erster Linie von Schneeféllen und Schneestiirmen beginstigt. Bild 13 zeigt
z. B. den Potentialgradienten und die Spitzenstrome, die bei dem Schneesturm
am 16. Marz 1962 registriert wurden. Der Potentialgradient stieg zwischen
4—5 h plétzlich dber den Wert von 4300 V/m, wobei gleichzeitig die ersten
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Bild 13. Anderung des Potentialgradienten und der Spitzenstréme am 16. I11. 1962
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Anzeichen positiver Spitzenstrome auftraten. Der Potentialgradient blieb
beinahe den ganzen Tag auf diesen hohen Wert, was durch Sperrung des
MeRgerétes angezeigt wird. (Das Gerédt zur Messung des Potentialgradienten
ist auf die Messung von Maximalwerten ~ 300 Y/m eingestellt und sperrt
nach Uberschreitung dieser Werte ab.) Nach J. Scholz [6] kann der hohe
Potentialgradient bei Schneesturm dadurch erklart werden, dal} die sehr feinen
Teilchen durch Reibung Ladung erhalten. M. Barré [7] und H. Dolezalek
[8] beobachteten weiterhin, dall die Polaritdt wirbelnder Schneewolken so
geschichtet sein kann, daR sich ihre horizontalen Trennflachen viele Stunden
hindurch nicht in vertikaler Richtung verschieben. Bei eben erwdhntem
Schneesturm mussen sich &hnliche Verhaltnisse ausgebildet haben, bei denen
fur langere Zeit ein Potentialgradient gleicher Polaritat auftrat, und auch
Spitzenentladungen verursacht wurden.

Fur das Auftreten von Spitzenentladungen sind ferner Regenfélle
ohne Gewitter von groRer Bedeutung, weiterhin mussen Nebel, Staubsturm
und Ortliche athmosphérische Verunreinigungen auch erw&hnt werden [4, 2].

Untersucht man die Verteilung der GréRe der in einer Stunde gelieferten
Ladungsmengen, so kann man feststellen, daB die Verteilung in zwei Normal-
verteilungen (oder dazu nahestehende Verteilungen) geteilt werden kann.
Das kann aber bedeuten, daB verschiedene Mechanismen fir das Zustande-
kommen der gréBenmdRig verschieden verteilten Ladungsmengen verant-
wortlich sind. Auf Grund der Knickpunkte der Verteilungsfunktionen des
Bildes 10 wurden die Ladungsmengen, die zwischen die Grenzen —400 « 10-6
und -{-300 « 10~6 As/h fallen, von jenen, die auBBerhalb dieser Grenzen liegen,
abgesondert. Diese Aufteilung in zwei Komponenten stellt natirlich nur eine
Anndherung dar, weil in beiden Gruppen auch Ubergangswerte Vorkommen.
Deshalb kénnen beide Gruppen auch nicht scharfvoneinander getrennt werden.
Auf Grund sdmtlicher Daten des dreijahrigen Zeitabschnittes wurde bestimmt,
in welchem Verhéltnis die Haufigkeiten der Ladungsmengen in den verschie-
denen Monaten auf beide Gruppen verteilt sind. In beiden Gruppen ist im
Sommer die Haufigkeit groRer als im Winter, jedoch &ndert sich das Haufig-
keitsverhaltnis der beiden durch die Knickpunkte bestimmten Gruppen im
Laufe des Jahres. Im Bild 14 sieht man, dal} die durch den Spitzenstrom in einer
Stunde gelieferten kleinen Ladungsmengen zwischen—400 -10~eund -j-300-10~6
As/h, den gréRten Teil der Félle im Herbst und besonders im Winter darstellen,
und nur im September und im Februar Abweichungen beobachtbar sind. In den
Frihlings- und Sommermonaten sind auch schon die grolRen Werte (auller-
halb obiger Grenzen) in grolRer Zahl vertreten. Der grdlRere Stundendurch-
schnittswert in diesen Monaten (siehe Bild 7) ist deshalb nicht nur eine Folge
der grofReren Haufigkeit, sondernist auch darauf zurtckzufihren, dafl im Gegen-
satz zu den Herbst- und Wintermonaten in diesen Jahreszeiten ofters groRere
Ladungsmengen beobachtet werden koénnen. Im Fruhling und im Sommer
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héngen die groReren Ladungsmengen hauptsdchlich mit Gewittern zusammen,
in den Wintermonaten jedoch mit Schneefall und Schneestirmen. Die durch
den Spitzenstrom gelieferten kleineren Ladungsmengen hdngen mit anderen
schon erwahnten Faktoren zusammen. Selbstverstandlich sei es bemerkt,
dal} hier von statistisch verteilten Beobachtungen die Rede ist. Die Aufteilung
der Ladungsmengenwerte in zwei Komponenten, die sich der Gro6fe nach

VYN tGber un*200 * sec/Stunde zwischeri |

Bild 14. Jihrliche Anderung der Héaufigkeit der in einer Stunde gelieferten Ladungsmengen

fir beide Komponenten

unterscheiden, zeigt also, daR das Auftreten der Spitzenentladungen und die
jahreszeitlichen Anderungen neben der Hauptwirkung der Gewittertatigkeit
auch noch auf andere Faktoren zuruckzufuhren sind.

SCHRIFTTUM

.Bencze, P.—Marcz, F.: A csucskisulési aramok vizsgalatar6l (Untersuchung der Spitzen-

strome). MTA VI. Oszt. K6zi. 32 (1963), 137 —144.

.Whippte, F.J. W.—Scrase, F.J.: Point Discharge in the Electric Field of the Earth

Meteorological Office Geophysical Memoirs, 68 (1936).

.Bencze, P.: The Distribution of the Quantities of Charge Transported by Point Discharge.

Acta Techn. Hung. 43 (1963), 289—291.

. Lutz, C. W.: Uber den Beitrag der Spitzenentladung zur Aufrechterhaltung der negativen

Erdladung. Gerlands Beitrage zur Geophysik 60 (1943), 9.

. Orszagos Meteoroldgiai Intézet: Id6jarasi napijelentés Wetter-Tagesmeldung 73, 74, 75, 76.
.Schotz, J.: Luftelektrische Messungen auf Franz—Josefs-Land wéahrend des Il. Internatio-

nalen Polarjahres 1932/1933. Transact, of the Arctic Institute of USSR 16 (1935), 5—169.

. Barré, M.: Propriétés électriques du Blizzard. Reports scientifiques des expeditions polaires

francaises S. IV. 1. Ann. d Geophys. 9 (1952), 164—183.

.Dotezatek, H.: Remarks on the Electrical Conditions during Disturbed Weather. Techn.

Note 12. Contract AF 61/514—640, 1957.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



156 F. MARCZ

ON RECENT RESULTS IN THE INVESTIGATIONS OF POINT DISCHARGE CURRENTS

F. MARCZ
SUMMARY

A more detailed study of the properties of point discharge currents have been made
possible by the elaboration of observations which lasted for 3 years. By these investigations,
a large part of the peculiarities in the diurnal and seasonal variations, already previously
revealed [1], have been confirmed, further the relations of point discharge currents to other
phenomena pointed out. The magnitude distribution of charge quantities delivered in 1 hour
can be divided into two normal (or nearly so) distributions. The frequency of charge quantities
divided accordingly into two groups shows a seasonal variation.

NOUVEAUX RESULTATS DES RECHERCHES SUR LES COURANTS DE DECHARGE
DE CRETE

F. MARCZ
RESUME

Une étude plus approfondie des propriétés des courants de décharge de créte a été
rendue possible par I’analyse des observations de trois années. Les examens ont confirmé
une grande partie des phénoménes particuliers des variations diurnes et saisonniéres constatés
dans un travail antérieur [1]. Ils ont également indiqué I’existence des relations des courants
de décharge de créte avec certains autres phénomeénes. La distribution suivant la grandeur
des quantités de charges observées en une heure peut étre divisée en deux distributions normales
(ou approchantes). La fréquence des quantités de charges divisées en deux groupes montre une
variation saisonniére.

HOBbIE PE3YJ/IbTATbl N3YYEHUNA MUKOBbLIX PA3PAAHbBIX TOKOB
®. M3aPL
PE3IOME

Bonee nogpo6HOe M3yueHMe O0COBGEHHOCTEN MUKOBbIX PaspsHbIX TOKOB CTasio BO3MOX-
HbIM Ha OCHOBEe 06pPaboTKM [AaHHbIX HabntofeHuii 3a 3 roga. lpoBefeHHble WCCeA0BaHUSA
NOATBEPANNN BOMBLUMHCTBO YXX€ paHee BbISIBMEHHbIX O0COGEHHOCTEN CYTOUHBLIX W CE30HHbIX
BapuaLmii, Npu Yem b1 BbISIBNEHbI U CBSI3U NMNKOBbIX Pa3psiHbIX TOKOB C APYTMMU ABEHUSIMUA.
3apsagbl 3a 1 yac pacnpenensoTca Mo Be/MuMHe Mo ABYM HOPMa/lbHbIM (MM 6/IU3KUM K HOp-
ManbHol) rpynnam. [ns 4yacToTbl KOMMYECTB 3apsfoB, pasfefieHHbIX TakKuMM 06pasoM Ha [Be
rpynnbl, XapakTepHa Bapuauusi Mo BpemeHam roja
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DER ZUSAMMENHANG DES LUFTELEKTRISCHEN
POTENTIALGRADIENTEN MIT DEN
METEOROLOGISCHEN ELEMENTEN IN DEN
REOBACHTUNGEN DES GEOPHYSIKALISCHEN
OBSERVATORIUMS BEI NAGYCENK

F. MARCZ

GEOPHYSIKALISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER
WISSENSCHAFTEN, SOPRON

[Eingegangen am 18. April 1964]

Um die Zusammenh&nge der luftelektrischen Erscheinungen mit den meteorologischen
Elementen zu untersuchen, wurden die im Zeitabschnitt September 1961 — Dezember 1962
gemessenen Werte des luftelektrischen Potentialgradienten und die Angaben der meteorolo-
gischen Beobachtungen verglichen. Die stiindlichen Durchschnittswerte des Potentialgradien-
ten, zwischen 06 00—07 00, 13 00—14 00 und 20 00—21 00 Uhr, sind nach den in den Zeit-
punkten der Terminbeobachtungen bestimmten Werten der ausgewdhlten meteorologischen
Elemente geordnet und die Mittelwerte dieser Gruppen berechnet worden. Die ausgewé&hlten
meteorologischen Elemente waren: Windrichtung, Windstarke, Bewdlkung, ferner auch die
in der Beilage des Taglichen W etterberichtes des OMI verdffentlichten Angaben des Luftmassen

Kalenders. Auf Grund der gerechneten Mittelwerte des Potentialgradienten konnte man
erfahren, daB — statistisch — mit der Zunahme der Windstarke und der Bewdlkung der
Potentialgradient abnimmt. Die Anderung des Potentialgradienten mit der Windrichtung ist
durch lokale Einflisse zu erkldren. An Hand von den Untersuchungen kann ein gewisser
Zusammenhang des Potentialgradienten mit den Anderungen der Luftmassen angenommen
werden.

1. Einfuhrung

In der luftelektrischen Station des Geophysikalischen Observatoriums
bei Nagycenk werden die Messungen des luftelektrischen Potentialgradienten
zur Untersuchung des Zusammenhanges der Luftelektrizitdt mit dem elektro-
magnetischen Feld der Erde durchgefiihrt. Inder Gestaltung der luftelektrischen
Vorgange spielen unter anderem auch die Anderungen der meteorologischen
Elemente eine grofe Rolle, wofir man auch die Zusammenhénge der luft-
elektrischen und der meteorologischen Anderungen (berblicken muB. Die
Kenntnis dieser Beziehungen kénnte unsere auf die Erkldrung des obgenannten
Zusammenhangs gerichtete Arbeit erleichtern.

Die Verhéltnisse der Messungen und die lokalen Umstdnde kénnen an
den einzelnen Stationen sehr verschieden sein, deswegen mussen die aus der
Fachliteratur schon bekannten und aufgekldrten Zusammenhédnge an jeder
Station auch individuell untersucht werden. Zuerst wird kurz die zur Messung
des luftelektrischen Potentialgradienten verwendete Anlage beschrieben,
weiter wird Uber die von September 1961 bis Dezember 1962 durchgefihrten
Untersuchungen berichtet, in welchen die Ergebnisse der Messungen des
luftelektrischen Potentialgradienten und' die Angaben der meteorologischen
Beobachtungen verglichen worden sind.
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2. Die Beschreibung der zur Messung des luftelektrischen
Potentialgradienten verwendeten Anlage

Die Messung des luftelektrischen Potentialgradienten wird mit Hilfe
eines in 1 m Hohe Uber der Erdoberflache montierten radioaktiven Kollektors
durchgefiuhrt. Der Kollektor ist — wie auch bei den von der Firma Stange
und Wolfrum erzeugten Potentialsonden — ein Radiumpréparat mit einer
Aktivitat von 20 u Curie und mit einer Halbwertszeit von 1680 Jahren. Die
durch den Kollektor ermittelten Spannungsdnderungen sind auf die Anode
einer in Anodensteuerung arbeitenden Elektronenréhre gebracht und steuern
damit den Gitterstrom der Rohre. Dieser Mef3fuhler ist durch Kabel mit dem
im Geb&ude der luftelektrischen Station untergebrachten Photoregistrier-
apparat zusammengeschaltet. In der Photoregistrieranlage befindet sich ein
flussigkeitsgeddmpftes Galvanometer (Typ Schlumberger — Picard), das mit
entsprechender Empfindlichkeit den aus dem MeRfiihler stammenden Gitter-
stroméanderungen folgt (auf der Registrierschleife ist 1 mm ~ 10Y/m). Der
Vorschub des Registrierfilmes ist 2 cm/Stunde, die Registrierungen versieht
die Hauptuhr der Station in jeder Stunde mit Zeitmarken.

3. Die Ausfihrung der Untersuchungen

Die meteorologischen Beobachtungen werden in dem Geophysikalischen
Observatorium bei Nagycenk im Rahmen der Klimaforschung des OMI
(Staatliches Meteorologisches Institut) tadglich um 06 53, 13 53 und 21 53 Uhr
(MEZ) durchgefuhrt. Einerseits wurden zu unseren Untersuchungen die in
diesen Zeitpunkten beobachteten Werte der Windstadrke, der Windrichtung
und der Bewdlkung, ferner die Angaben des in der Beilage des Taglichen W etter-
berichtes des OMI verdffentlichten Luftmassen-Kalenders benutzt, anderer-
seits sind die stindlichen Durchschnittswerte des Potentialgradienten zwischen
06 00 -r- 07 00, 13 00 -r- 14 00 und 20 00 4-21 00 Uhr verwendet worden.
So konnte man aus den einzelnen meteorologischen Elementen und aus dem
Potentialgradienten taglich drei Proben nehmen, wodurch die Ausfihrung
einer statistischen Untersuchung ermdglicht wurde.

Die Fachliteratur hat schon dariiber mehrmals berichtet, wie die luft-
elektrischen MelRangaben zu einer statistischen Bearbeitung ausgewahlt werden
sollen. In der letzteren Zeit kam der Standpunkt, wonach zu den Untersuchun-
gen nur die bei »Schonwetter« gemessenen Werte benutzt werden dirfen, immer
mehr in den Hintergrund. Aus unserer Bearbeitung sind auch nur die bei einem
zweifellos gestdrten Feld gemessenen Werte (groBer als ~ 300 Y/m und oft
mit wechselndem Vorzeichen) ausgeschlossen. (Das Material — ohne diese
gestorten Werte — ist mit dem Index 1 gekennzeichnet.) Ferner wurden die
Untersuchungen auch so durchgefihrt, dal die an Tagen mit Niederschlag
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gemessenen Werte — laut der in [1] dargelegten Gedanken — nicht bertck-
sichtigt waren, womit man ein weiteres meteorologisches Element in die
Untersuchungen einfihren konnte. (Die an niederschlagsfreien Tagen gemes-
senen Werte bekamen den Index 2.)

Zur Untersuchung des Zusammenhanges des luftelektrischen Potential-
gradienten mit dem Wind sind die zur Verfiigung stehenden Angaben des
Potentialgradienten in zwei Gruppen verteilt: Durchschnittswerte a) bei
Windstille und b) bei Winden. Fir beide Gruppen sind drei gesonderte
Mittelwerte, aus den — um die Zeitpunkte (06 00 -f- 07 00, 13 00 -7- 14 00,
20 00 -f- 21 00) der meteorologischen Beobachtungen bestimmten — stind-
lichen Durchschnittswerten berechnet worden; um den tdglichen Gang zu
eliminieren, wurden aus ihnen durch eine wiederholte Mittelbildung die in
Tabelle 1 eingefuhrten Werte erhalten. (Die Zuverldssigkeit dieser Werte ist
mit ihrer Streuung angegeben.)

Tabelle |
Pr P.
a) 95+ 2,7 105 + 3,3
b)y 77+ 17 85 + 2,0

P1= Mittelwert des Potentialgradienten aus dem gesamten Material berechnet (in V/m).
P2= Mittelwert des Potentialgradienten aus den Angaben der niederschlagsfreien Tage
berechnet (in V/m).

Zwischen den Mittelwerten des Potentialgradienten bei Windstille und
bei windigem Wetter gibt es in beiden Fé&llen (P1und P2) einen Unterschied
von etwa 20 V/m, der EinfluB des Windes duRert sich also in der Herabsetzung
des Mittelwertes. Natiurlich gilt diese RegelmdfRigkeit nicht in jedem einzelnen
Fall, aber in der Mehrzahl der Félle ist der Wert des Potentialgradienten bei
W indstille gréer als bei windigem W etter.

Die Angaben der Gruppe b) wurden nach der Windstdrke noch weiter
klassifiziert, wobei drei Klassen aufgestellt wurden: schwache (1—2), méaRige
(3—4) und starke (5—6—7) Winde. (Zur Bestimmung der Windstarke diente
bei den Beobachtungen eine Windfahne.) Die Mittelwerte des Potentialgradien-
ten enthélt als Funktion der Windstarke die Tabelle Il. (Hier sind die Mittel-
werte wie oben berechnet, und auch die Streuungen angegeben.)

Die Anderung der Mittelwerte des Potentialgradienten mit der Wind-
starke ist in graphischer Darstellung in Bild 1 zu sehen. (Ausgezogen = aus
dem gesamten Material (1) berechnet; gestrichelt = aus Angaben der nieder-
schlagsfreien Tagen (2) berechnet.)

Man kann feststellen, daR diese Ergebnisse — wenn auch die Anderung
klein ist — mit den aus der Fachliteratur [1, 2, 5] bekannten Ubereinstimmen.
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Mit zunehmender Windstarke nimmt der Mittelwert des Potentialgradienten
ab. Davon bildet nur ein Wert eine Ausnahme. (In den P2-Angaben bei starken
Winden.)

Es wurden die Mittelwerte des Potentialgradienten auch in Abh&ngigkeit
von der Windrichtung berechnet und untersucht. Diese Werte samt ihrer

Tabelle 11
) Pi Tii PO "%
0 95+ 2,7 28,6 105 + 3,3 27,1
1—2 78+ 21 47,4 85+ 25 48,8
3-4 75+ 37 14,6 84 + 43 16,0
5—6—7 74 + A7 9,4 87+ 6,1 8,1

Ptund P2wie oben,
ril — Anzahl der Félle in % (gesamtes Material).
ny= Anzahl der Félle in % (aus Angaben der niederschlagsfreien Tage).

Bild 1. Die Mittelwerte des Potentialgradienten in Abhangigkeit von der Windstarke

Streuung (in ¥/m) und die Anzahl der Féalle (in %) sind in Tabelle 111. nach
Windrichtungen geordnet.

Die mit der Windrichtung verbundene Anderung der Mittelwerte des
Potentialgradienten kann man im Bild 2a) und b) gut tUberblicken. Auf Grund
der Tabelle I11. und Bild 2. ist folgendes festzustellen:

1. Der Mittelwert des Potentialgradienten ist bei jeder Windrichtung
kleiner als bei Windstille.

2. Im gepriuften Zeitabschnitt war der NW-Wind uberwiegend haufig
und verursachte eine etwa 10 prozentige Verminderung in dem Mittelwert
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des Potentialgradienten im Vergleich mit dem Stand bei Windstille.
Unsicherheit des Mittelwertes betrdagt auf Grund der Streuung etwa 3%.)

3. Bei gewissen Windrichtungen nimmt der Mittelwert nur unbedeutend
ab. z. B. bei N — Wind: in P:5%, in P21%. Da ist aber die Streuung ziemlich

grofl (etwa 7%).

4. GroRere Verminderung (20—30%) kann man bei den aus dem SE—SW

Sektor eintreffenden Winden warhnehmen. (Die Streuung ist 7—8%.)

Tabelle 111

\WMindrich- ,

tung gt
N 90 + 59 59 104+ 76
NE 86+ 87 27 103 + 10,6
E 87 + 114 16 78+ 12,9
SE 66 + 4,7 9,4 71+ 54
S 62+ 44 10,8 68+ 49
SW 78+ 46 10,0 81+ 55
W 80+ 77 35 86+ 9,0
NW 8l+ 27 27,5 96 + 33
-0 95+ 2,7 28,6 105 + 3.3

n2

5,2
2,6
18
10,4
12,5
9,8
3,6
27,0

Bild 2. Die Mittelwerte des Potentialgradienten in Abh&ngigkeit von der Windrichtung
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5. Im Vergleich mit dem Niveau bei Windstille tritt bei S-Winden die
grofRte Abnahme im Mittelwert auf (35%). Das ist sogar auch neben 7 prozen-
tiger Streuung wesentlich.

Tabelle 1V
Gruppe Bewdlkung P, P. n2
l. 0 92 + 34 18,5 93+ 35 24,4
il. 1- 2 88 + 4,0 13,5 90 + 4,3 16,5
ui. 3— 4 88 + 4,2 12,1 88 + 49 12,8
V. 5- 6 77+ 4,8 9,3 82+ 57 9,4
V. 7- 8 79+ 39 13,9 84 + 5,0 12,5
V1. 9-10 67 £ 2,5 32,7 81 + 3.5 24.4

Bild 3. Die Mittelwerte des Potentialgradienten in Abh&ngigheit von der Bewdlkung

6. Die Mittelwerte bei den Windrichtungen NE und E wurden aus weni-
gen Angaben berechnet, und deshalb sind sie auch unsicher.

All das bedeutet, daR die wéchselnde Windrichtung in dem Mittelwert
des Potentialgradienten Anderungen verursacht, die auf lokale Einflusse
hinweisen.

Ahnlich der bis jetzt verwendeten Methode untersuchte man auch die
Anderungen des Mittelwertes des luftelektrischen Potentialgradienten als
Funktion der Bewdlkung. Auf Grund der Bewdlkungsmenge wurden die Durch-
schnittswerte des Potentialgradienten in 6 Klassen geteilt, und fir jede
Klasse — in der oben schon erwdhnten Weise — Mittelwerte bestimmt. Die
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Bewdlkungsgrade, die Mittelwerte des Potentialgradienten (in V/m) und die
Anzahl der Félle (in %) sind fur die einzelnen Klassen in Tabelle IV. zusammen-
gefalit.

Im Bild 3a) und b) kommt die Abnahme des Mittelwertes des Potential-
gradienten mit zunehmender Bewdlkung gut zum Ausdruck. Die Ergebnisse
anderer Stationen [1, 2, 4] stimmen mit unseren Erfahrungen uberein.

Bild 4. Der .Jahresgang des Potentialgradienten und die jahreszeitliche Anderung der H&uf-
igkeit der Luftmassen

Die Untersuchungen haben sich auch auf die Bestimmung der Zusam-
menhédnge des Potentialgradienten mit den Luftmassen erstreckt. In der
Beilage des Taglichen Wetterberichtes (herausgegeben von OMI) befindet sich
ein Luftmassen-Kalender, der 8 Arten der Luftmassen unterscheidet. Diese
Klassifikation diente als Grund zur Verteilung der Durchschnittswerte des
Potentialgradienten nach Luftmassen. Fur jede der 8 Gruppen sind in den
Zeitpunkten der meteorologischen Beobachtungen drei Mittelwerte und aus
diesen ein téaglicher Mittelwert berechnet worden. Die letzteren Werte und die
prozentuale Verteilung der Angaben Uber die einzelnen Gruppen enthélt die
Tabelle V.

Die Tabelle zeigt, dall mit kontinentalen Luftmassen grdfiere Mittelwerte
des Potentialgradienten verbunden sind als mit maritimen. Bei polarer
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Tabelle V
Luftmasse n n, P, n,

cK 99 + 35 16,4 103 + 4,0 18,5

cM 88 + 34 17,4 9% + 4,0 18,5

cW 9% + 9,8 2,1 96 + 10,0 29

mK 6l + 54 7.1 67 + 68 6,4

mM 64 + 3.2 20,1 2+ 44 15,6

mwW 68 + 6,2 5,4 74+ 12 58

akK 95 + 35 16,4 97 + 39 191

tM 73 + 3,7 151 8+ 47 13,2
cK = kontinentale Kkalte mK = maritime kalte
cM = maRige mM = maRige
cW = . warme mw = milde
aK = polare kalte tM = subtropische

Luft ist der Mittelwert dem kontinentalen Wert dhnlich und bei subtropischer
Luft ist der Mittelwert des Potentialgradienten ungefédhr so grol? wie bei den
maritimen Luftmassen. (Die maximale Unsicherheit in den Mittelwerten
ist — nach den Streuungen — 10%.)

4. Folgerungen aus den Untersuchungen

Aus den Untersuchungen kann man feststellen, dall die aus den Angaben
der niederschlagsfreien Tage berechneten Mittelwerte des Potentialgradienten
(in Uberwiegender Mehrheit) groRer sind als die aus dem gesamten Material
berechneten, entsprechenden Werte. Das ist dadurch zu erkléren, daR der
Potentialgradient gleichzeitig bei ruhigem sog. Landregen oft negativ (umge-
kehrte Schonwetterrichtung) ist; wenn also aus den Untersuchungen die Anga-
ben der Tage mit Niederschlag ausgeschlossen sind, dann werden auch diese
negative Werte weggelassen, und so sind die Mittelwerte grolRer als die aus
dem gesamten Material berechneten.

Die mit den Anderungen der meteorologischen Elemente verbundenen
Potentialgradientschwankungen kommen meistens durch die Anderungen des
Suspensionsgehaltes bzw. der Anzahl der Kondensationskerne zustande. Die
in der Luft befindlichen Suspensionen bzw. Kondensationskerne spielen die
Rolle der Transmission zwischen den Anderungen der meteorologischen und
luftelektrischen Elemente [1, 3].

Unter Berlcksichtigung der vorerwdhnten Gedanken, konnte der in den
Mittelwerten des Potentialgradienten zum Ausdruck gebrachte Windeinfluf3
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folgenderweise erklart werden: bei Windstille ist der Yertikalaustausch der
Luftmassen kleiner als bei windigem Wetter, so daR der Suspensionsgehalt
der unteren Luftschichten relativ groR bleibt; damit ist der spezifische Wider-
stand der Luft und infolgedessen auch das Potentialgefédlle gro3. Bei Auftreten
der Winde nimmt der Vertikalaustausch zu und der Suspensionsgehalt vermin-
dert sich in Bodennéhe, was die Herabsetzung des spezifischen Widerstandes
der Luft und dadurch auch des Potentialgefalles zur Folge hat [1]. Deswegen
sind in unseren Untersuchungen die aus Angaben der windstillen Tage berech-
neten Mittelwerte des Potentialgradienten groRer als die der windigen Tage.
Bei zunehmender Windstarke vergrofRert sich die vertikale Durchmischung der
Luft, und so wird auch der Mittelwert des Potentialgradienten immer mehr

Tabelle VI
W indrichtung
N NE E SE S SW w NW -0
W indstéarke ~ NN
1-2 4,2 2,6 14 7,3 7,8 8,3 3,2 12,6
a) 3—4 11 0,1 0,2 17 2,7 1,3 0,2 7,3 28,6
5-6-7 0,6 — —_ 0,4 0,3 0,4 0,1 7,6
1-2 34 2,5 1,6 7,9 91 84 3,6 12,3
b) 3-4 14 0,1 0,2 21 3,3 1,0 — 79 27,1
5-6-7 0,4 — — 0,4 0,1 0,4 — 6,8

herabgesetzt. Diese fallende Tendenz ist bei schwachen und bei maRigen Winden
auch in unseren Ergebnissen bemerkbar, aber im Falle der starken Winde
wéachst wieder der Mittelwert des Potentialgradienten (P2 Angaben); darin
spielen die bei NW-Winden relativ groReren Werte des Potentialgradienten
eine Rolle, weil in der Klasse der starken Winde meist NW-Winde auftreten,
aus den ubrigen Richtungen wehen seltener starke Winde. (Siehe in Tabelle
V1. die Verteilung der Windstdrke und — Richtung in prozentualer Dar-
stellung; a = gesamtes Material, b = Angaben der niederschlagsfrein Tage.)

Es ist noch unbedingt zu bemerken, dall bei Potentialsonden, die mit
radioaktivem Kollektor arbeiten, der gelieferte Spannungswert gewisser-
massen immer eine Funktion der von der Sonde entfernten lonenmenge, d. h.
der Windstarke ist.

Nach aus der Fachliteratur bekannten Erfahrungen kann die Abhé&angig-
keit des Mittelwertes des Potentialgradienten von der Windrichtung mit
lokalen Einflissen erklart werden [1, 2, 5]. Meistens determiniert die relative
Lage der Station zu den Suspensionsquellen die mit der Anderung der Wind-
richtung verbundenen Schwankungen. Unsere Untersuchungen erzielten dies-
bezlglich &hnliche Ergebnisse.
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Der zwischen den Mittelwerten des Potentialgradienten bei windstillem
und windigem Wetter erscheinende Unterschied von ungefdhr 20 Y/m wurde
ohne Beachtung der Windrichtung bestimmt. Nach den P2Angaben der
Tabelle 11l unterscheiden sich die Mittelwerte des Potentialgradienten bei
Winden aus N-, W- und NW-Richtungen um weniger als 20 Y/m, bei SE-,
S- und SW-Winden um mehr als 20 V/m von dem Mittelwert bei Windstille.
(Die Mittelwerte bei NE- und E-Winden sind wegen ihrer Unsicherheit auller
Acht gelassen.) Wenn in der Gruppe SE, S und SW die maRigen und starken
Winde in einem gréReren Verhdaltnis vertreten wdaren als in den erwdhnten
drei anderen Richtungen, dann kdnnte man die grdfleren Mittelwerte bei
Winden aus N, W und NW Richtungen zum Teil auch durch das kleinere Maf}
der Abnahme des Potentialgradienten mit der Windstéarke erklaren. Das ist
aber nicht der Fall, weil es eben der NW-W ind in dieserGruppe ist, dermeistens,
im Vergleich mit allen anderen Winden, als méRiger und starker Wind auftritt.
Demnach durfte die Erscheinung so begrindet werden, dalR zwar der im Ver-
gleich mit dem windstillen Zustand grélRere Vertikalaustausch auch bei N-,
W- und NW-Winden zustandekommt, aber dieser kann nur teilweise den
Suspensionsgehalt in Bodenndhe vermindern, weil aus den erwédhnten Rich-
tungen der Wind wahrscheinlich immer neue Suspensionen liefert. Annéhe-
rungsweise sind in diesen Richtungen die zum Observatorium néachstgelegenen
Siedlungen und der Neusiedler See, die man als Suspensionsquellen betrachten
kann; so scheint die Annahme bestatigt zu sein. Bei N-, W- und NW-Winden
dirfte also am MeRort der Suspensionsgehalt gréBer sein als bei Winden aus
dem SE —SW Sektor. (Die endgultige Lésung der Frage wére durch die Messung
der Kondensations—Kernzahl madglich.) In dem SE—SW Sektor sind die
Siedlungen in einer gréReren Entfernung vom MefRort, und zwischen ihnen
und dem Observatorium liegen Walder und landwirtschaftliche Gebiete. So ist
der Suspensionsgehalt der aus diesen Richtungen stammenden Luft vermutlich
kleiner, das heil’t, die SE-, S- und SW-Winde kénnen die durch den Vertikal-
austausch in die Hohe gehobenen Suspensionen nicht ersetzen; demnach erge-
ben sich bei gréRerer Verminderung des Kerngehaltes der unteren Luft-
schichten auch kleinere Potentialgradientwerte. Den kleinsten Mittelwert
hei S-Winden kann ausBerdem noch erkldren, daBR maRige Winde innerhalb
des SE—SW Sektors meistens aus dieser Richtung wehen.

Bild 3 /) zeigt die aus Angaben der niederschlagsfreien Tage berechneten
Mittelwerte des Potentialgradienten in Abhé&ngigkeit von der Bewdlkungs-
menge. Die Mittelwerte nehmen mit zunehmender Bewdlkung ab. Die geschlos-
sene Bewdlkung bildet eine Decke Glber dem MefRort, die den Vertikalaustausch
behindert, und deshalb kénnte man auf dieVergrdéRerung des Potentialgradien-
ten folgern. Die Messungen mehrerer Stationen und auch unsere Untersuchun-
gen gaben dennoch das Ergebnis, dall bei Bewdlkung der Potentialgradient
abnimmt. Nach [1] weist dieses Resultat auf die Wirkung einer in derWolken-
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decke gebildeten entsprechenden Raumladung hin, die das Feld vermindert.
Als eine andere Mdglichkeit ist in [1], auf Grund der nachstehenden Formel

wo E die Feldstarke, r den spezifischen Widerstand der Luft am MeRort,
R den Saulenwiderstand, V die Potentialdifferenz zwischen der luftelektrischen
Ausgleichsschicht und der Erdorberflache bedeuten, folgendes erwdahnt:
bei einer Bewdlkung grofier vertikaler M &chtigkeit wéachst R Uber der Station,
aber rund V bleiben beinahe konstant, und so ergibt der gréRRere S&dulenwider-
stand eine kleinere Feldstarke.

Diese Annahmen sind geeignet die feldvermindernde Wirkung der Bevdl-
kung zu erkléren.

Uber die Anderungen der Mittelwerte des Potentialgradienten mit dem
Luftmassentausch kann nach Tabelle V. folgendes bemerkt werden: Im all-
gemeinen, wenn die kleineren Abweichungen auBer Acht gelassen werden,
gehdren zu kontinentalen und polaren Luftmassen groBe, zu maritimen und
subtropischen Luftmassen kleine Mittelwerte des Potentialgradienten. Im
Jahresgang des Potentialgradienten erscheinen — wie allbekannt — die gréf3ten
Werte im Winter und die kleinsten im Sommer. Im gepruften Zeitabschnitt
zeigt Bild 4. fur jeden Monat die gemeinsame Zeitdauer der Anwesenheit der
kontinentalen und polaren bzw. maritimen und subtropischen Luft, ferner den
jahresgang des Potentialgradienten (aus den Durchschnittswerten des gesam-
ten Beobachtungsmaterials). Es fallt sofort auf, daR der Jahresgang des Poten-
tialgradienten mit dem Lauf der Haufigkeit der kontinentalen und polaren
Luftmassen Ubereinstimmt und im Vergleich mit dem der maritimen und
subtropischen Luftmassen entgegengesetzt ist. (Im Januar 1962konnteder Wert
des luftelektrischen Potentialgradienten wegen des oftmaligen Ausfalles
der Registrierung zuverlassig nicht bestimmt werden.) Die Mittelwerte des
Potentialgradicnten sind also bei den kontinentalen und polaren Luftmassen
deswegen grof3, weil unter ihnen Uberwiegend die der Winterzeit entsprechenden
groBen Werte Vorkommen; zur Rechnung der bei den maritimen und subtro-
pischen Luftmassen beobachteten kleinen Mittelwerte waren aber haupt-
sédchlich aus den Sommermonaten Proben genommen, in welchen die Potential-
gradientwerte klein sind. Die Frage kann aber auch so gestellt werden, ob
nicht eben eine mit der jahreszeitlichen Anderung der Luftmassen verbundene
Wirkung in dem Jahresgang des Potentialgradienten sich widerspigelt? Hier
kann man auch die bekannte Vorstellung erwdhnen wonach in der Ausbildung
des Jahresganges des luftelektrischen Potentialgradienten zwei Einflisse
eine Rolle spielen: eine weltweite und eine lokale Wirkung. Die erste tritt
auf der ganzen Erde gleichzeitig auf, die zweite ist mit den Jahreszeiten ver-
bunden. Demnach darf angenommen werden, dalR neben anderen Faktoren auch

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



168 F. MARCZ

die Anderung der Luftmassen im mit den Jahreszeiten verbundenen lokalen
EinfluR mitwirkt. Naturlich ist das mit dem Gang der Kurven noch nicht
ganz bestdtigt. Ferner gelten nach [7] auch zwischen dem Kondensations-
kerngehalt und den Luftmassen Zusammenhdéange; die grofle Rolle der Konden-
sationskerne im Rahmen der Luftelektrizitat ist aber schon allbekannt.
Als né&chste Aufgabe ist die Untersuchung der Zusammenh&nge der
luftelektrischen Unruhe mit den meteorologischen Elementen vorgesehen.
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THE RELATIONS BETWEEN THE POTENTIAL GRADIENT OF THE ATMOSPHERIC
ELECTRICITY AND THE METEOROLOGICAL ELEMENTS IN THE OBSERVATIONS
OF THE GEOPHYSICAL OBSERVATORY AT NAGYCENK

F. MARCZ
SUMMARY

In order to study the relationship between the athmospheric electrical, resp. meteorolo-
gical elements, the results of potential gradient measurements and the data of meteorological
observations in the period between September 1961 and December 1962 were compared. The
average values of the potential gradient during the hours 600—700, 1300—1400 and 2000—2100
had been grouped according to the values of the chosen meteorological elements observed
in the time ofterm observations, and the mean value of each group was determined. The chosen
meteorological elements were: direction and intensity of wind; sky-cover. Also the data of the
air-mass calendar published in the supplement of the “Diurnal meteorological report” were
utilized. On the basis of the computed mean values of the potential gradient it has been experi-
enced that the potential gradient statistically decreases with the increase of wind intensity
and sky-cover. The variations of the potential gradient with the direction of wind may be
brought into relation with local effects. According to the investigations, a certain relation
between the potential gradient and changes of different types of air may he assumed.
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RELATIONS ENTRE LE GRADIENT DE POTENTIEL DE L’ELECTRICITE
ATMOSPHERIQUE ET LES ELEMENTS METEOROLOGIQUES DANS LES
OBSERVATIONS DE L’OBSERVATOIRE GEOPHYSIQUE DE NAGYCENK

F. MARCZ
RESUME

Pour étudier lesrapports entre les éléments de I’électricité atmosphérique et les éléments
météorologiques, l'auteur compare les résultats de mesures du gradient de potentiel et les
données des observations météorologiques pour la période allant de septembre 1961 a décembre
1962. Les valeurs moyennes du gradient de potentiel entre 600—700, 1300—1400 et 2000—2100
heures ont été groupées suivant les valeurs des éléments météorologiques choisis, relevées
au moment des observations, aprés quoi on a déterminé les valeurs moyennes de chaque
groupe individuel. Les éléments météorologiques choisis étaient la direction et I’'intensité du
vent et la nébulosité; I'auteur a utilisé en outre les données relatives aux masses d’air, publiées
dans le supplément des bulletins météorologiques journabers. Sur la base des valeurs moyennes
ainsi calculées du gradient de potentiel, I’Tauteur a constaté qu’avec l’'augmentation de I’inten-
sité du vent et de la nébulosité, le gradient de potentiel montre une diminution statistique.
Les variations du gradient selon la direction du vent peuvent s’expbquer par des influences
locales. Selon les recherches, I’existence d’un certain rapport entre le gradient de potentiel
et les changements des différentes sortes d’air serait également a envisager.

O CBA3N TPAOMNEHTA A3SPO3JIEKTPUMYECKOIO MOTEHUWMAJIA C
METEOPO/NIOTMYECKUMW 3NEMEHTAMW MO OAHHbIM HABJIO JEHWUN,
MPOBEAEHHbBIX B NTEO®UN3NYECKOW OBCEPBATOPUM MPU C. HALbLUEHK

®. M3PL
PE3HOME

ONna n3yyeHWit cBsI3eli a3POINEKTPUUECKUX U METEOPOSIOTMYECKUX 3INIEMEHTOB, pe3y/b-
TaTbl U3MEPEHWI MOTEHLMaNbHOro rpajgueHTa 3a Nepmoj ¢ ceHTa6ps 1961 r. no gekabpb 1962 r.
CONOCTaBNANUCL C JaHHbIMW METEOPONOrnYeckKUx HabnwpeHuii. CpefHue BeNUYUHBI MOTEH-
LManbHOro rpaguMeHTa ANa MHTepBanos 600—7°°, 13°°— 14°° n 20°°—21°° y4aCc pacnpegens-
NNCb NO rpynnamM BefUYWH METeOPONOrMYeCKUX 3/1EMEHTOB, HaGMO/AEHHbIX BO BPEMS TepMU-
HanbHbIX HaGNOAEHUI, NOCNEe Yero ONpeAensnucb CpefHUe BENUYUHBI AN OTAENbHbIX TPYynM.
B KauyecTBe MeTEOPONOrMYECKMX 3EMEHTOB U36MPaANNCb HampaB/ieHWe U UHTEHCUBHOCTb BETPa,
a Takxe o06nayHocTb. Kpome Toro, 6biM MCNONb30BaHbl W AaHHble KaneHAaps BO3[YLI HbIX
macc, ony6NMKOBAHHOTO B MNPUMOXEHUN K «EXegHeBHOMY O0TYeTy no noroge» (Waeapaww
HanuiieNeHTew»). BblUUCNeHHble CpeAHME BeNUYWHbLI MOTEHLMANbHOro rpajguMeHTa MOKasbl-
BAKT, YTO C YBE/IMYEHUEM WHTEHCUBHOCTW BeTpa U 06M1a4YHOCTM NOTEHUMANbHbIA rpagueHT cTa-
TUCTUYECKMN CHUXaeTcsA. M3MeHeHMe MOTEHLMANbHOrO rpajueHTa B 3aBUCUMOCTW OT Hanpasne-
HWS BETPOB CBSA3aHO C /IOKANIbHbIMMW BO3AeACTBUAMU. M0 NPOBEAEHHbBIM UCCNEA0BAHUAM MOXHO
npegnonaraTb Haluyve 3aBUCMMOCTM MNOTEHLMANbHOIO rpajuMeHTa OT MU3MEHEHWUS PasNUYHbIX
BUAOB BO3JYLIHbIX Macc.
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DIE BEDEUTUNG DER TISSOT-INDIKATRIX

Prof. I. HAZAY

DOKTOR DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
LEHRSTUHL FUR HOHERE GEODASIE DER TECHNISCHEN UNIVERSITAT FUR BAU- UND
VERKEHRSWESEN, BUDAPEST

[Eingegangen am 12 Juni 1964]

Die Verzerrungsverhdaltnisse in einem beliebigen Punkte irgendeiner Projektion lassen
sich mit Hilfe der Tissotschen Indikatrix feststellen. Diese kann aus den Abbildungsfunktionen
fur irgendeinen Punkt der Projektion bestimmt werden. Nachdem sich die Indikatrix auf
derselben Projektion von Punkt zu Punkte &ndert, jedoch die zu demselben Originalflachen-
punkt gehdrende Indikatrix auf den verschiedenen Projektionen immer anders ist, kann man
die Tissotsche Indikatrix als Kennwert der Projektion betrachten. Diese Eigenschaft 4Rt
sich bei der zweckmaRigsten Bestimmung der Abbildung der verschiedenartigen Karten mit
Erfolg anwenden. Verfasser teilt diesbeziiglich Untersuchungen mit, zeigt die Gestaltung der
Indikatrix auf einigen verschiedenartigen Projektionen, vergleicht die Verzerrungsverhalt-
nisse und gibt abschlieBend seine SchluBfolgerungen bekannt.

Wenn man die Ergebnisse der auf der Erdoberflache ausgefiihrten
sogenannten Lagemessungen auf einer plangelegten Karte darstellen will,
mufll man bekanntlich das Aufnahmenetz der anndhernd als Rotationsellipsoid
oder kugelférmig angenommenen Erde, die Eckpunkte der Grenzlinie der
Konfigurationen am Geldnde usw. auf eine Ebene oder eine Planarflache
(Zylinder oder Kegel) projizieren. Im geodatischen und geographischen Sinne
versteht man im allgemeinen unter Projektion nicht die wortwdrtlich genom-
mene Projektion, sondern jenes Verfahren, welches zwischen den entsprechen-
den Punkten zweier Oberflachen (der Original- und Bildflache) mittels mathe-
matischer Beziehungen, den Abbildungsfunktionen, den Zusammenhang
bestimmt. Das Prinzip der sogenannten perspektivischen Abbildungen ist
zwar die Projektion mit Projektionsstrahlen, dieses Prinzip wird jedoch prak-
tisch nur dazu angewandt, die Abbildungsfunktionen im geometrischen
Gesichtspunkt aufzustellen. Es ist ndmlich unausfuhrlich, da man von dem
die Erdkugel ersetzenden Ellipsoid oder von der Kugel die Punkte mit effek-
tiven Projektionsstrahlen auf die Bildflache tUbertréagt.

Welche mathematische Beziehung man auch immer zwischen Original-
und Bildflache aufstellt, die Projektion wir immer verzerrt; Winkel, Langen
und Fléchen verzerren sich im allgemeinen. Es gibt zwar Abbildungen, wo sich
die Winkel, und solche, wo sich die Flachen nicht verzerren (im Falle winkel-
treuer bzw. flachentreuer Projektionen); Projektionen hingegen, bei denen —
einzelne Richtungen oder Richtungsgruppen ausgenommen — die Lé&ngen
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keine Verzerrung aufweisen, gibt es Uberhaupt nicht. Bei winkeltreuen Projek-
tionen verzerren sich die Flachen starker, bei flachentreuen Projektionen die
Winkel. Aus diesem Grunde werden bei geographischen Abbildungen haufig
Projektionen mit allgemeinen Verzerrungen angewandt, bei denen zwar alle
drei geodatische Elemente Verzerrungen erleiden, jedes jedoch in verhdltnis-
maRig geringem Male.

Die Geodasie hat sich heute ausschlieBlich fir die winkeltreuen Projek-
tionen entschieden. Eine der wichtigsten Bedingungen bei der Auswahl der
geographischen Projektionen ist — wenn nur nicht eine ganz besondere Bedin-
gung vorliegt, wie z. B., daB die kirzeste Entfernung der einzelnen Punkte
von einem Ausgangspunkt oder von der Gerade direkt von der Karte abzu-
messen sei, oder daR die kirzesten Linien der Kugel auf der Ebene durch
Geraden dargestellt werden (beide Bedingungen sind bei der Fernschiffahrt
und Aeronautik von Bedeutung) — daR die Ubereinstimmung zwischen Original-
und Bildflachenzeichnung der darzustellenden Flache je besser sei. Der Zweck
der Karte beeinfluBt die Wahl der Projektionsart bedeutend. Es gibt Aufgaben,
wo die Flachentreue, und solche, wo die Winkeltreue erforderlich ist. In vielen
Fallen entspricht irgendeine Projektion mit allgemeinen Verzerrungen am
besten.

Hat man sich schon von den drei Verzerrungsgruppen (winkeltreuen,
flachentreuen oder allgemeinen) fir irgendwelche entschieden, so spielt in
der weiteren Auswahl von den Projektionen die Form, Ausdehnung und geo-
graphische Lage der abzubildenden Flache eine bedeutende Rolle. Ich winsche
nicht, die verschiedenen weiteren Gesichtspunkte hier anzufuhren. Nach
Erwégung der Gesichtspunkte in den einzelnen Fallen kommt jedoch gewdhn-
lich nicht eine, sondern es kommen mehrere Projektionsarten in Frage. Aller
W ahrscheinlichkeit nach wird schlielich jene Art benutzt werden, deren Verzer-
rungsverhdltnisse auf der abzubildenden Flache am glnstigsten sind.

Zur endgultigen Entscheidung sollen demnach die VerzerrungsVerhalt-
nisse an den verschiedenen Stellen der abzubildenden Flache untersuchtwerden,
besonders dort, wo voraussichtlich die gréfiten Verzerrungen zu erwarten sind.

Die Untersuchung der Verzerrungsverhéltnisse erfolgt vorteilhaft auf
Grund der Tissotschen Indikatrix. Die Indikatrix ist das Bild eines unendlich
kleinen Kreises auf der Bildflache in irgendeinem Punkte der Originalflache.
Dieses Bild ist im allgemeinen eine Ellipse, weshalb man auch die Indikatrix
eine Verzerrungsellipse nennt. (Zur Abbildung im endlichen MaRe wird als
Langeneinheit der Radius des unendlich kleinen Kreises gewdhlt).

Werden bei irgendeiner beliebigen Projektion Punkte bezeichnet, die
nicht auf der sogenannten Linie gleicher Verzerrung liegen, so ergibt sich, daR
hier die Indikatrix im allgemeinen immer andere Formen und andere Male
aufweist und im Verhé&ltnis zum Meridian immer eine andere Lage annimt.
(Nur auf den winkeltreuen Projektionen bewahrt die Indikatrix immer die
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gleiche Form, u. zw. einen Extremfall der Ellipse: den Kreis; das Mall dieser
Kreise jedoch &ndert sich auch in jedem Punkte. Es gibt aber auch solche
Projektionen, wo die Lage der Indikatrix im Verhd&ltnis zum Meridian in jedem
Punkte identisch ist.) Untersucht man nun denselben Originalflachenpunkt,
jedoch auf verschiedenen Projektionen, so erhdlt man wiederum immer andere
Indikatrix-Bilder. Demnach kénnen wir also die Tissotsche Indikatrix tatsachlich
als Kennwert der Verzerrungen betrachten.

Es soll nun ein kurzer Uberblick gegeben werden, was alles uns die
Indikatrix sagen kann. Wie bereits erwéhnt, ist das Bild irgendeines unendlich
kleinen Kreises auf der Originalflache eine unendlich kleine Ellipse auf der
Bildflache, deren Mittelpunkt dem Mittelpunkt des Originalflachenkreises
entspricht. Ist der Radius des unendlich kleinen Kreises der Originalflache
die L&ngeneinheit, so bezeichnen wir die L&nge der grolRen Halbachse der
Ellipse mit a und die der kleinen Halbachse mit b. Auf Grund der Ellipse kbnnen
wir dann in der unendlich kleinen Umgebung des betreffenden Punktes die
Kennwerte der Verzerrungen, die sogenannten Moduln bestimmen.

Der Kennwert der L&ngenverzerrung ist der Linearmodul (die Geogra-
phen nennen ihn auch L&ngenverhdltnis), der das Verhéltnis zwischen dem
unendlich kleinen Streckenstiick ds der Originalflache und deren Bildlange
dt in der Weise ausdrickt, daR der Linearmodul |

1= A
ds
ist.
Der hochste Wert des Linearmoduls betréagt a, der kleinste Wert b.
Die Extremwerte erhalten wir demnach aus den Halbachsen der Indikatrix,
ihre Richtungen aus den Achsen der Indikatrix. Jene Richtungen, in denen
der Linearmodul der groBte und der kleinste ist, d. h. die Richtungen der
Indikatrixachsen, nennen wir Hauptrichtungen der Projektion (oder Verzerrung);
kennzeichnend ist fur diese, daR sie sowohl auf der Original- als auch auf der
Bildflache aufeinander senkrecht sind. In jedem Punkte gibt es — die winkel-
treuen Projektionen ausgenommen — nur ein einziges solches Richtungspaar,
vom verzerrungsfreien Punkte oder von den auf die eventuell verzerrungsfreie
Linie fallenden Punkten abgesehen. (Nachdem bei einer winkeltreuen Projek-
tion sdmtlichen rechtwinkcligen Richtungspaaren der Originalflaiche auch auf
der Bildflache rechtwinkelige Richtungspaare entsprechen, wird auf einer
solchen Projektion die Lage der Hauptrichtungen unbestimmt, ja ihr Begriff
sogar sinnlos.)
In jeder beliebigen, durch den untersuchten Punkt gehenden Richtung
ist der Linearmodul gleich dem in die entsprechende Richtung der Bild-
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flache fallenden Radiusvektor der Indikatrix; wenn die Richtung auf der
Originalflaiche mit jener Hauptrichtung, in welcher der Linearmodul am
grofiten ist (I. Projektionshauptrichtung), einen Winkel co einschlieBt (man
nenne diesen Winkel die Richtungsneigung der Originalflache), so betrégt
in dieser Richtung das Quadrat des Linearmoduls:

P = a2cos2co -f- 62sin2c . 2)

Da auf winkeltreuen Projektionen die Indikatrix ein Kreis ist (d. h. a — b),
ist der Linearmodul in jeder Richtung ebenfalls gleich o.

Der Kennwert der Richtungsverzerrung ist der Richtungsmodul; er
wird mit dem Verhdltnis der Tangente der Richtungsneigung oo der Original-
flache zu der Tangente der Richtungsneigung co' der Bildflache irgendeiner
Richtung ausgedrickt. Auf Grund der Indikatrix 148t sich beweisen, dafl
dieser Wert in irgendeinem Punkte in jeder Richtung gleich ist, und zwar
ist er identisch mit dem Quotienten der kleinen und groRBen Halbachse der
Indikatrix d. h. der Richtungsmodul betréagt:

| = ez — (3)

Auf einer winkeltreuen Projektion ist auf Grund von (3), aber auch nach dem
vorhergehendem verstandlich: i = 1.

Der Kennwert der Flachenverzerrung ist das Flachenverhéltnis (Flachen-
verzerrungsmodul) T, welches das Verhéltnis zwischen der Oberflache dF der
unendlich kleinen Figur in der unendlich kleinen Umgebung des untersuchten
Punktes und der Oberflache dT des Gegenstiickes auf der Bildflache ist, u. zw.
so, daf

aT

T dF

4)

ist.

Nachdem auch die Indikatrix eine unendlich kleine Figur ist (das Bild
eines unendlich kleinen Kreises), ergibt der Quotient der Indikatrixflache
dT = ab Tund der Flache n des unendlich kleinen Kreises (der Radius des
Kreises ist ndmlich: r = 1) ebenfalls das Flachenverhéltnis:

T= ab. (5)

Auf einer flachentreuen Projektion gibt es keine Flachenverzerrung.
In dieser Gruppe der Projektionen ergibt sich demnach

r=a-=1 bzw. 6)
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Mit Hilfe der Tissotschen Indikatrix erfahren wir, wohin die Projektion
vom Standpunkt der Verzerrung aus gehdrt. Wenn bezuglich irgendeines, vom
verzerrungsfreien Punkt der Projektion abweichenden, bzw. auf die eventuell
verzerrungsfreie Linie (oder Linien) nicht fallenden Punktes

a—»b (7)

ist, dann ist die Projektion winkeltreu; wenn
a= ! 8
b (0)
betrégt, so ist die Projektion flachentreu: wenn hingegen

ad b und <9)

ist, dann ist die Projektion allgemein verzerrt.

Die Indikatrix bestimmt im untersuchten Punkte auch die grofte
Richtungs-, bzw. Winkelverzerrung. Die Differenz zwischen der Richtungs-
neigung der Original- und der Bildflache, d. h. der Héchstwert der Richtungs-
veranderung laBt sich aus der Formel

sin (cd — ft>")n (10

berechnen. Die grofte Winkelverzerrung (die wir mit zl bezeichnen werden)
ergibt sich in dem Falle, wenn die beiden Winkeldrme zur 1. Projektionshaupt-
richtung symmetrisch liegen und mit der grdten Richtungsverédnderung
belastet sind. (Sind nédmlich die Absolutwerte der Richtungsneigungen zweier
Richtungen identisch, d. h. sind die zwei Richtungen symmetrisch zur Haupt-
richtung, so haben sie eine gleiche Richtungsverdnderung.) Die maximale
W inkelverzerrung ist also gleich dem zweifachen Wert der maximalen Rich-
tungsverzerrung:

A = 2(C0 — CD)max ()

Auf einer winkeltreuen Projektion gibt es selbstverstandlich weder eine
Richtungs-, noch eine Winkelverzerrung.

Ist die Lage der groRBen Halbachse der Indikatrix im Verhdaltnis zum
Meridian bekannt, d. h. kennt man die Richtungsneigung com der Original-
flache des Meridians, so kann man aus Formel (3) auch die Richtungsneigung
(©'m der Bildflache des Meridianes bestimmen. Und da die Richtungsneigung
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des Parallelkreises auf der Originalflache
Kp = com+ 90° (12)

ist, kann auch dp durch Formel (3) und auf Grund dieser auch dervom Meridian-
und Parallelkreisbild geschlossene Winkel bestimmt werden. Wird deren Ab-
weichung von 90°, bzw. die Verzerrung des von dem Meridian und dem Parallel-
kreis auf der Originalflache gebildeten rechten Winkels mit 0 bezeichnet, so ist

B = 90°-(co'p-co'T). (13)

Ist uns wiederum die Lage der groRen Halbachse der Indikatrix im Verhéltnis
zum Meridianbild bekannt (d. h. @m), dann kann mit entsprechender Anwend-
ung von (3) der Wert asmberechnet werden, womit die Aufgabe aufdas Vorher-
gehende zuruckgefuhrt worden ist.

Kennen wir die Richtungsneigung des Meridians und des Parallelkreises,
so kénnen mit Formel (2) die Linearmoduln in Richtung des Meridians Im und
des Parallelkreises Ip berechnet werden. Zwischen diesen und den Halbachsen,
bzw. zwischen dem Flachenverhdltnis und der Winkelverzerrung 0 besteht
folgende Beziehung:

t = ab= Imlpcos O . (14)

Die im obigen in der mdglichst kirzesten Weise erwdhnten Kennwerte
lassen sich jedoch nur dann aus der Indikatrix ermitteln, wenn die Indikatrix
selbst bekannt is. Wir betrachten daher jetzt kurz auch die Art der Bestim-
mung der Indikatrix. Die betreffenden Ableitungen werden selbstverstandlich
ebenfalls vermieden.

Bezeichnet man auf der Originalflache die geographischen Koordinaten
mit @(geographische Breite) und A(geographische L&nge), und im orthogonalen
Koordinatensystem der Bildflache die Koordinaten mit x undy, so ergibt sich
als allgemeine Form der Projektionsgleichungen:

* = A Y = M<P, A) (15)

Man differenziere nun diese partiell nach @bzw. 4, d. h., man bilde die Werte

ar I, By Iy

—» sowie-—-, —— (16)
8p HA

Mit ihrer Anwendung betrdgt der Meridian- und Parallelkreislinearmodul:

1 o2 1y dx 2 ( 3y

17
M |v | 5 = M)+ \ A 9
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wobei M der zum untersuchten Punkt gehdrende Meridiankrimmungshalb-
messer auf der Originalflache und r der Halbmesser des durch den untersuchten
Punkt gehenden Parallelkreises ist. Auf einem Ellipsoid betrégt

r= N cos @, (18)

wo N der Querkrimmungshalbmesser ist. Auf einer Kugel mit dem Halb-
messer R ist
M =R und r= R cos®. (19)

Zur Bestimmung der Halbachsen der Indikatrix dient das Gleichungs-
system

1 dx 1 8y)2 8# '2
(a+ 62= Mow o :;) ' I\/::- Esy 851
, P (20)
a_pp= LW 121 Sy 1 8%
M 9 r A M dp r A

Die Richtungsneigung der Meridiane auf der Originalflache 148t sich
aus der Formel

sin com= (21)

berechnen.
Die Richtungsneigung des Meridianbildes auf der Bildflache kann noch
auBer der Beziehung (3) mit den Formeln

cos m = €0s ojm und sin o/m~ -— sin com (22)

bestimmt werden.

Nach Bestimmung der Halbachsen a und b sowie von wm ist die zum
untersuchten Punkt gehdérende Indikatrix in Bezug auf Form, Abmessung
und Lage bekannt und I&R3t sich in einem geeigneten MaRstab abbilden. Obwohl
man mit Hilfe der Differentialquotienten (16) auch das Fléachenverhéltnis
Tund den Winkel 0 berechnen und somit auch auf analytischem Weg samt-
liche Verzerrungsfaktoren kennenlernen kann, ist es zum Vergleich mit den in
der Umgebung anderer Punkte auftretenden bzw. den auf anderen Abbildun-
gen auftretenden Verzerrungsverhéltnissen dennoch zweckmé&Rig, die Indi-
katrixen (selbstverstédndlich im gleichen MaRstabe) darzustellen.

Es kann sich ergeben, daB sich in den Abbildungsfunktionen anstelle
der geographischen Breite die Poldistanz B vorkommt, d. h.

A . (23)
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In einem solchen Falle sind — der indirekten Differentiationsregel entsprechend
— die partiellen Differentialquotienten (16) aufzustellen, z. B.:

O« _ dx_ dB_

dep dR dcp
Nachdem hier die Poldistanz den Erganzungswinkel der geographischen Breite
bildet, d. h.

B = (90° - «p), (25)

betréagt der Differentialquotient laut:

di_
dep
und dementsprechend ist:
39 3A 3y 8y
3@ dn dep dr

Im Zusammenhang mit den Beziehungen (15) — (27) haben wir ange-
nommen, daB in den Abbildungsfunktionen die wahre geographische Breite @
(bzw. die Poldistanz B) und die wahre geographische Lédnge Adie Koordinaten
der Originalflache bilden. In den Gleichungen der schiefachsigen und transver-
salen (also nicht normalen) Projektionen der Kugel stehen nicht die wahren,
sondern die sogenannten geographischen Hilfskoordinaten ¢p' und A'. (Normal
ist die Ebeneprojektion — die Azimutalprojektion — wenn ihr Anfangspunkt
mit irgendeinem Pol identisch ist; die Zylinder- und die Kegelprojektionen sind
normal, wenn die Zylinder- oder Kegelachse mit dem die Rotationsachse der
Erde darstellenden Kugeldurchmesser bzw. mit der kleinen Halbachse des
Ellipsoides zusammenfallt. Befindet sich der Anfangspunkt am Aquator,
bzw. die Zylinder- oder Kegelachse in der Aquatorebene, dann ist die Projek-
tion transversal. Alle anderen Lagen nennen wir schiefachsig.) Der Anfangs-
punkt der nicht normalen direkten ebenen Projektion, bzw. der Durchschnitts-
punkt der Zylinder- und Kegelachse ist auf der Kugelflache irgendein vom
Pol abweichender anderer Kugelflachenpunkt P'. (Die linke Seite vom Bild
1 stellt die Begriffe des wahren Gradnetzes dar, die rechte Seite die Hilfs-
gradnetzverhdltnisse.) Diesen Punkt bezeichnen wir als Hilfspol; die tGber den
zugehdrigen Durchmesser gelegten Ebenen schneiden die Hilfsmeridiane, die
zum Durchmesser senkrecht fallenden Ebenen den Hilfsdquator und die Hilfs-
parallelkreise aus der Kugelflache aus. Im Hilfsgradnetzsystem bestimmen
die geographischen Hilfskoordinaten ¢o (bzw. B') und A' die Punkte. lhre Zusam-
menhdnge mit den wahren geographischen Koordinaten bestimmt jenes
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spharisches Polardreieck, dessen Polpunkte der Pol P, der Hilfspol P' und
Punkt A sind, dessen Koordinaten untersucht werden (mittlere Zeichnung
vom Bild 1). Der Hilfsmeridian, der auch Uber den Pol durchgeht, ist gleich-
zeitig auch ein wahrer Meridian; sowohl die wahre geographische Lé&nge als
auch die geographische Hilfslange wird von hier berechnet. Folgende Bezieh-
ungen ergeben sich aus dem Polardreieck:

sin ¢p — sin pcos g0 — cos @sin Gdcos X,
(28)

i , cos wsin X
Siny’ — ——-mmmmmeeei- .

Bild 1. Die geographischen Wahren- und Hilfskoordinaten

In der Formel stellt 90 den Neigungswinkel der Hilfsdquatorialebene
zur Ebene des wahren Aquators dar, @und Xsind die wahren geographischen
Koordinaten des untersuchten Punktes, ¢ und X' dessen geographische Hilfs-
koordinaten. Der Winkel ¢ ist mit der wahren Poldistanz des Hilfspoles
identisch. Rechnet man anstelle der geographischen Breiten mit den Poldistan-
zen, so mussen in den Gleichungen (28) die Werte

sin (8 — cos Bi  und cos ¢ = sin B (29)
eingesetzt werden.
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Sind also in den Abbildungsfunktionen die geographischen Hilfskoor-
dinaten als Originalflachenkoordinaten angegeben, d. h.

* = [i(9>". N . Y —fA<P” )’ (30)

dann ergibt die sinngem&dBRe Anwendung der Formeln (16)—(22), bzw. die
Verwendung der Differentialquotienten

dx Qx Qy 8iy (31)
7 U7 8 oA

die zum Hilfsgradnetz angepaliten Verzerrungsverhdéltnisse. So erhalten wir
z. B. aus den Formeln (17) die Linearmoduln zur Richtung des Hilfsmeridians
und Hilfsparallelkreises, wahrend Formel (21) die Richtungsneigung der
Originalflache des Hilfsmeridians darstellt. Wir winschen jedoch im allgemei-
nen auch in solchen Fé&llen die zum wahren Gradnetz ins Verhéltnis gestellten
Verzerrungen kennenzulernen, daher mussen wir auch aus den Abbildungs-
funktionen (30) die unter (16) angeschriebenen Differentialquotienten bilden.
Gemal der indirekten Differentionsregeln sind

dx dx dtp' dx 9A'
899 893" Spo OA'" 3

39 At s <P ot A
A

3A ' A A
890 (32)
3y gy 890 sy 3A

D09 o<p' [mep OA"
8y y o3’ gy OA
A s<p A 1 3A" A

Selbstverstandlich muf? sich fur die Werte a, b und x das selbe Resultat
ergeben, ob die Berechnung nun im Verhéltnis zum echten Gradnetz oder zum
Hilfsgradnetz erfolgte.

Der indirekten Differenzierung entsprechend mussen die Differential-
quotienten (16) auch dann gebildet werden, wenn in den Gleichungen irgendei-
nes Bildes die sogenannte modifizierte geographische Breite, bzw. modifizierte
geographische Lange (oder alle beide) Vorkommen. Als Beispiel seien hier die
Gleichungen der allgemein bekannten Mollweide-Projektion angegeben:

212
:= /2Rsin® y RA cos 99, (33)
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wo der Zusammenhang zwischen der modifizierten geographischen Breite
@' und der wahren geographischen Breite @ durch Gleichung

2 sin 2<p' — 7isin (p (34)
bestimmt wird.

Bevor wir uns noch mit der Untersuchung der Verzerrungsverhdaltnisse
einiger Projektionen und mit ihren Vergleichen befassen, wollen wir Uiberlegen,
was sich mit den Indikatrixen mit bloRer Besichtigung bzw. mit der Abmessung
der Lange der Halbachsen feststellen lafRt.

Wo die Indikatrix ein Kreis ist, tritt keine Winkelverzerrung auf. Wenn die
Indikatrix auch in dem Punkte ein Kreis ist, der vom verzerrungsfreien Punkt
abweicht, oder nicht auf die eventuell verzerrungsfreie Linie fallt, dann ist
die Projektion winkeltreu. Ist jedoch die Indikatrix eine Ellipse, so entsteht auch
eine Winkelverzerrung und die Projektion kann nicht winkeltreu sein.

Je mehr sich die Form der Indikatrix dem Kreise nahert, desto kleiner
sind die Winkelverzerrungen und somit natlirlich auch die maximale Winkel-
verzerrung. Und je abgeplatteter die Ellipse ist (d. h. je gréRer der Unter-
schied zwischen der Lange der groRen und kleinen Halbachse ist), um so grofier
sind auch die Winkelverzerrungen und deren Hdchstwert.

Wo das Produkt aus den L&ngen der Halbachsen gleich 1 ist (bzw. wo
der Zahlenwert der Indikatrixflache n ist), gibt es keine Flachenverzerrung. Ist
die diese Bedingung begfriedigende Indikatrix ellipsenférmig, so ist die Pro-
jektion flachentreu. Je groRer die Abweichung des Produktes der Halbachsen
von der Einheit (d. h. der Flache von n) ist, um so gréRer ist auch die Flachen-
verzerrung. Wenn das Produkt kleiner als 1 ist, wird die Flachenverzerrung
als eine Verminderung, wenn es grdfRer als 1 ist, dann wird die Flachenver-
zerrung als eine VergrdRerung auftreten.

In jener Bildflachenrichtung, in der der Halbmesservektor gleich der
Einheit ist, findet man keine L&ngenverzerrung. Je gréBer die Abweichung von
der Einheit ist, um so groRer ist auch die L&ngenverzerrung. Sollte der Halb-
messervektor kleiner sein als die Einheit, tritt eine L&ngenverkirzung auf,
ist er groRer, ergibt sich eine LangenvergrélRerung. Je kleiner die Abweichung
des Produktes aus den Meridian- und Parallelkreisradiusvektoren vom Pro-
dukt aus den Halbachsen ist, um so kleiner wird die Verzerrung des rechten
Winkels, welcher auf der Originalflache von Meridian und Parallelkreis gebildet
wird. Je groBer diese Abweichung ist, um so spitziger wird der Winkel, in dem
sich das Meridianbild und das Parallelkreisbild schneiden.

Untersuchen wir vor allem drei allgemein bekannte Azimutalprojektionen,
und zwar in normaler Lage. Auf den normalen azimutalen Projektionen bilden
die Meridianbilder ein durch das Polbild durchgehendes Strahlenbischel
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und die Strahlen schlieBen miteinander einen Winkel ein, der mit der geo-
graphischen Lé&ngendifferenz der entsprechenden Meridiane ubereinstimmt;
die Parallelkreisbilder wiederum sind konzentrische Kreise, deren Mittel-
punkt das Bild des Poles ist. Die sogenannte Halbmesserfunktion

p=m (35)

bestimmt den Halbmesser der Kreise. Ein anderer Determinant des aufirgend-
einem Parallelkreis liegenden Punktes ist die sogenannte Halbmesserneigung,
die nichts anderes ist als der Neigungswinkel des durch den Punkt durchge-
henden Meridianbildes zu einem beliebigen Anfangsmeridianbild. Die Halb-
messerneigung ist, dem Obengesagten entsprechend:

y = X. (36)

Bei den normalen Azimutalprojektionen sind die Bichtungen der Meri-
diane und Parallelkreise die Hauptrichtungen, da diese sowohl auf der Origi-
nalflache als auch auf der Bildflache einen rechten Winkel bilden. DemgemanR
weist die eine Achse der Indikatrix, der Richtung des Meridianbildes folgend,
immer in die Richtung des Polbildes hin, wéhrend die andere Achse in die
Richtung des Parallelkreises féallt. (Die Indikatrix ist in Wirklichkeit unendlich
klein, und es muR infolge ihrer Darstellung mit endlichen GroRen die Achse
in Richtung des Parallelkreises durch die im Bild des untersuchten Punktes
an den Parallelkreis gezogene Tangente angegeben werden.) Bei der normalen
Azimutalprojektion sind die Yerzerrungsverhéltnisse in sdmtlichen Punkten
je eines Parallelkreises die gleichen, es sind demnach auch die Indikatrixen
gleich, blol3 ihre Lage &andert sich je nach der Richtung des Meridianbildes.
Die allgemeine Form der Abbildungsfunktionen bezuglich eines Ebenen-
koordinatensystems, dessen Anfangspunkt das Polbild und rt-Achse das Bild
des ausgewdhlten Anfangsmeridians ist:

X —pcoSy, y = psiny. (37)
1. Eine in der Geodd&sie recht hdufig angewandte azimutale Projektion
ist die stereographische Projektion. (Auch die ungarische Geodéasie benutzt sie,

jedoch in schiefachsiger Anordnung.) Ihre Halbmesserfunktion ist

p —2R tan (38)

Und dem, sowie (36) entsprechend betragen die Abbildungsfunktionen:
X — + 2R tan — cos A, y = — 2R tan — sin A (39)
2 2
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(Die Vorzeichen ergeben sich dadurch, daR wir die geographische Lange
vom Anfangsmeridian nach Osten zu als positiv betrachten und die positive
-t-Achse des Ebenenkoordinatensystems nach Siden, die positive y-Achse
wiederum nach Westen zeigt.) Die partiellen Differentialquotienten nach @
und X der Abbildungsfunktionen unter Beachtung der Beziehungen (27) sind :

9*
R = + R-—i-g9-3sin/
dep 9 R
(40)
d o]
X 2R tan — sin X, % 2 R tan — cos X.
A 2 2
Unter Anwendung der Formeln (17):
L = - 1 (41)

(Beim Bilden des Linearmoduls in Richtung des Parallelkreises wurde
die Beziehung

r= RsinfR = 2Rsin— cos — (42)
2 2

verwendet.) Nachdem der Wert des Linearmoduls in den beiden Haupt-
richtungen der gleiche ist, erweist sich auch die Projektion als winkeltreu:

Im—Ip—a—be (43)

2. Sehr verbreitet ist in der geographischen Darstellung die Lambertsche
flachentreue Azimutalprojektion, deren Halbmesserfunktion:

p —2Rsin B (44)

ist, und ihre Abbildungsfunktionen sind:

D
r= 32 Rsin —2 cos A, y 2 R sin — sin X. (45)
Die Differentialquotienten nach @ und X sind

D
d d
X — R cos — cos X, V- - -f-R cos?:

2
dm o = (46)
d
X — 2R sin —-sin X, % — 2R sin —
dx ~ 2 A ~ 2
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Auf diesem Grund und (42) erneut angewandt:

Im= Con, Ip= —2R~- (47)
* c0s —
2

Die in den Hauptrichtungen genommenen L&ngenverhdltnisse bestéatigen die
Flachentreue der Projektion. Die Halbachsen der Indikatrix, da von den Wer-
ten (47) Ip der grdRere ist, sind:

® — G * b — Im - (48)

Die groBe Achse fallt also in die Richtung des Parallelkreises.

3. Die gnomonische Projektion wird vor allem bei den Karten fir den
Langstreckenverkehr (Seefahrt, Aeronautik) angewandt, da es ihre &uBerst
wichtige Eigenschaft ist, dal auf dieser (und ausschlielflich nur auf dieser
Projektion) die Bilder séamtlicher gréften Kugelkreise (Orthodromen) gerade
Linie sind; auf diese Weise gibt das die zwei Punkte verbindende Gerade-
stick auf der Karte die kirzeste Entfernung zwischen den zwei Punkten an.
Diese Eigenschaft ergibt sich daraus, dafl die gnomonische Projektion eine
perspektivische Projektion ist, deren perspektivisches Zentrum der Mittel-
punkt der Kugel ist, infolgedessen liegt das perspektivische Zentrum in der
Ebene irgendeines grofRten Kugelkreises. Die Halbmesserfunktion der Projek-
tion ist

p = Rtan R, (49)

und die Abbildungsfunktionen:
X= -f-R tan B cos A, y = —R tan B sin A, (50)

wahrend die Differentialquotienten nach @ und A

at . 1 1 .
— = — ti —----B—cosA, -N = + R sin A,
c0s2 8 cos2i

fep ¢ (51)
8* . 8y

= — R tan Bsin A, —-= — R tan B cos A.
A A

Auf Grund dessen ergibt sich:
- (92

cos2R P cosR
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Nachdem von den beiden Imder gréRRere ist, betrégt
a=1Im, b—Ip. (53)

Die GrofRachse der Indikatrix liegt demnach in der Richtung des Meridians.
Die Projektion weist eine allgemeine Verzerrung auf.

*

Bild 2. Stereographische, Lambertsche und gnomonische Projektion (azimutale Projektionen)

Im Bild 2 wurde die Bildflachenebene in drei Segmente gleicher Breite
aufgeteilt. In dem einen werden die Indikatrixen der stereographischen Projek-
tion in Poldistanz B = 0°, 30°, 60°, 90° (Aquator) und 120°; in dem anderen
die Indikatrixen der Lambertschen flachentreuen Projektion in den oben
angegebenen Poldistanzen; in dem dritten Segment wiederum die Indikatrixen
der gnomonischen Projektion in den Poldistanzen # = 0°, 30° und 60° darge-
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stellt. (In der Bildflachenebene der gnomonischen Projektion fallt die Poldi-
stanz B = 90° bereits ins Unendliche.) Im gemeinsamen Anfangspunkt aller
drei Projektionsbilder, am Pol, verursacht keine der untersuchten Projektionen
eine Verzerrung, so daR in diesem Punkte die Indikatrix bezuglich aller drei
Projektionen ein Kreis mit Einheitsradius ist. Die auf die Indikatrix bezogene
Langeneinheit der Abbildung ist also der Halbmesser des um das Polbild
gezeichneten Kreises. Die Langeneinheit bezliglich des Bildes der Gradnetzlinien
wird dadurch bestimmt, daR auf der Lambertschen Projektion der Halb-
messer des Parallelkreisbildes mit dem Polabstand von R = 60° gleich dem
Kugelhalbmesser R (d. h. p&@D= R) ist. Auf der stereographischen Projektion
wiederum ist der Halbmesser des Aquatorbildes gleich dem Durchmesser der
Kugel (d. h. p9%= 2R). (Der auf der Abbildung nicht eingetragene Halb-
messer des Parallelkreisbildes mit der Poldistanz B = 45° der gnomonischen
Projektion ist dem Halbmesser der Kugel gleich (d. h. pi5, = R).)

Die Kennwerte wurden in Tafel I auch numerisch angegeben. Der Halb-
messer des Parallelkreisbildes, d. h. der Wert der Halbmesserfunktion p wurde
in Kugelradiuseinheiten angefihrt (R = 1). (Den Maximalwert der Winkel-
verzerrung haben wir — wie bereits erwdhnt — mit A bezeichnet (11).)

Wirft man einen Blick auf die dargestellten Indikatrixen, so kann man
feststellen, daR aufder stereographischen Projektion, wenn man sich vom Anfangs-
punkt der Projektion (vom Pol) entfernt, die L&ngenverzerrung sowie die
Flachenverzerrung ziemlich stark zunimmt, wobei beide Arten von Verzer-
rungen immer eine VergroRBerung verursachen. Eine Winkelverzerrung gibt
es Uberhaupt nicht.

Auf der flachentreuen Lambertschen Projektion nimmt die L&ngen-
verzerrung — wenn man sich vom Pol entfernt — in der Richtung des Parallel-
kreises zu, in der Richtung des Meridians hingegen ab. Die Abweichung der
Indikatrixhalbachsen von der Einheit ist Uberall kleiner als auf der stereo-
graphischen Projektion. Nachdem sich die Ellipsen mehr und mehr abge-
plattet sind, kann festgestellt werden, dalR die Winkelverzerrungen fort-
laufend unginstiger werden. Die Flache der Indikatrix ist in jedem beliebigem
Punkte der Projektion n, d. h. ab = Imlp= 1, es gibt also keine Fl&chen-
verzerrung.

Auf der gnomonischen Projektion verursacht die L&ngenverzerrung in
jeder Richtung einen L&ngenzuwachs, und auch die Flachenverzerrung verur-
sacht eine VergrdéRerung. Sowohl die Langen- als auch die Flachenverzerrung
nimmt mit der Entfernung vom Pol rapid zu. Auch die Ellipsen werden mehr
und mehr abgeplattet, demzufolge steigt auch die Winkelverzerrung sehr
schnell. Die Verzerrungsverhdltnisse sind im allgemeinen ungunstig. Ein bloRRer
Blick auf die Indikatrix der gnomonischen Projektion gentgt, um festzu-
stellen: die Anwendung der Projektion hat nur in dem Falle einen Sinn, wenn
die kiirzesten Linien auf der Karte am einfachsten dargestellt werden sollen.
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Tafel 1

Stereographische Lambertsche Gnomonische

Azimutalprojektion

p 0 0 0
a 1 1 1
0° b 1 1 1
T 1 1 1
a 0 0 0
p 0,535 90 0,517 64 0,577 35
a 1,072 1,035 1,333
o® b 1,072 0,966 1,155
T 1,149 1 1,540
n 0 3°58/ 8°14'
p 1,154 70 1,000 000 1,732 05
a 1,333 1,155 4,000
&° b 1,333 0,866 2,000
T 1,778 1 8,000
A 0 16°26' 38°56'
p 2,000 00 1,414 21 ®
a 2,000 1,414
90° b 2,000 0,707
T 4,000 1
A 0 38°57"
p 3,464 10 1,732 06
a 3,000 2,000
120° b 3,000 0,500
T 9,000 1
A 0 60°2"'

Ist der Anfangspunkt der Azimutalprojektionen nicht der Pol, dann
bezieht sich das Bild auf Bild 2 — genau wie die Daten der Tafel | — auf das
zum Anfangspunkt der Projektion als Hilfspol gehdrende Hilfsgradnetz. Die
vom Anfangspunkt ausgehenden Geraden sind demnach die Bilder der Hilfs-
meridiane, die konzentrischen Kreise die Bilder der Hilfsparallelkreise, wéh-
rend die Achsen der Indikatrixen in deren Richtung liegen. (Unter den Werten
R der Tafel versteht man auch die Hilfspoldistanzen.) Die Bilder der wahren
Meridiane und Parallelkreise auf den nicht normalen Projektionen sind im
allgemeinen verschiedene krumme Linien.
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V.

Es sollen nun einige Projektionen untersucht werden, bei denen der
Anfangspunkt des Ebenenkoordinatensystems am Aquator liegt, seine x-Achse
das als Gerade auftretende Bild des je nach Belieben gewdhlten Anfangs-
meridians, seiney - Achse wiederum das als Gerade erscheinende Bild des Aqua-
tors ist.

4. Das Bild, das sich auf das Hilfsgradnetz der transversal angeordneten
stereographischen Projektion (der unter 1. erdrterten Projektion in transversaler
Lage) bezieht, stimmt mit dem betreffenden Segment im Bild 2 Uberein. Unsere
Untersuchungen sollen jedoch zum wahren Gradnetz ausgefiithrt werden. Wenn
auf Grund der den Hilfspol betreffenden Halbmesserfunktion und Halbmesser-
neigung

p' = 2R tan .oy = A (54)

die Abbildungsfunktionen
x:2Rtan-?cosA, y — 2R tan 2sinA' (55)

aufgezeichnet und den Beziehungen (28) und (29) entsprechend umgeformt
werden, dann sind die Abbildungsfunktionen, die die Beziehung zwischen
Ebenenkoordinaten und wahren geographischen Koordinaten ausdricken
(ein ndrdlich orientiertes Ebenenkoordinatensystem voraussetzend):

sin cos gsin A
= 2R ® y = 2R ® (56)
1 -f- cos Ppcos A 1 -f- cos pcos A

Die Differentialquotienten nach @ und A
dx . I2iI,V_cosq)+ ces A ) air _ _5R sin Ppsin A ,
Qp (1 + cos qcos A2 D99 (1 -j- cos pcos A)2 (57)
_(_1_)_(__ 2 sin qcos @sin A 9v . 9 15 €0s C)(cOS C9-)-COSA)
8A (1 -|- cos 9?cos A)2 0A (1 -f- cos @cos A)2 '

Demnach lautet gemaR (17) und nach entsprechender goniometrischer
Umformung:

2 . 2
L = = (58)
1 -f- cos pcos A tP 1-|- coscos A
und gemafR (20):
. 4
a-J.b: a—6= 0, (59)

1+ cos@cosA
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und somit ergibt sich:

0 2
a = b =

1 -JcospcosH Y 1 -f- cos q)’cos A

(60)

Auch diese Untersuchung hat bewiesen, daR die Projektion winkeltreu
und die Indikatrix in sdmtlichen Punkten ein Kreis ist.

Fur den vierten Teil der Halbkugel zeigt Bild 3 das Bild der Parallel-
kreise mit der geographischen Breite = 0°, 20°, 40°, 60°, 80° und 90° sowie

Bild 3. Transversale stenographische Projektion

das der Meridiane mit der geographischen Lange von A= 0°, 20°, 40°, 60°, 80°
und 90°, ferner die zu deren Schnittpunkten gehérenden Indikatrixen. Der um
den Anfangspunkt des Koordinatensystems eingezeichnete Indikatrix-Kreis-
radius gibt die Einheit der LAngenmalie der Indikatrixen an, wahrend die auf
das Gradnetz bezogene Langeneinheit dadurch bestimmt wird, dal das Bild
des Meridians mit der geographischen Lange von 90° das Aquatorbild in einer
Entfernung von 2R vom Anfangspunkt schneidet. (Nur fur die Indikat-
rixen ist dieselbe L&ngeneinheit wie hier, auch in Bildern 4—9. benutzt.)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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5. Auf Grund der auf das Hilfsgradnetz bezogene Halbmesserfunktion
und Halbmesserneigung

2R sin Y= % (61)

der transversalen, flachentreuen Lambertschen Azimutalprojektion (der trans-
versalen Form der unter 2. erdrterten Projektion) lassen sich als Beziehung
zwischen den Ebenenkoordinaten und wahren geographischen Koordinaten
folgende Abbildungsfunktionen aufschreiben:

sin cos @sin A
*= R[22 ® Y= RV ® (62)

= 2
™ -f- cos 9?cos A 1 -f- cos pcos A

Die partiellen Differentialquotienten lauten:

9* R
- [cos (2 -f- cos qcos A) -f- cos A],
9m |/2 (1 -f- cos 9)cos H)3I2
N R
«7T = + cos @ sin @sin A,
al v 2(1 -j- cos Qcos a)an
R si in A 63
- Sth @sin [2 -j- cos gpcos A, (63)
9 1/2 (1 {—€o0s qcos A)3I2
dy R cos @ . .
[2 cos A-j- cos2Acos @ -j- cos 91].
94 |A2 (1 +—<os gpcos HA)32
Aus diesen sind die GrofRen der Indikatrixhalbachsen:
K2 J/1 -f- cos qpcos A (64)

]/1 -f- cos qcos A

Das Verhaltnis zwischen o und b beweist auch in diesem Falle, daR die
Projektion tatsdchlich flachentreu ist. Die Meridian- und Parallelkreisbilder
wurden im Zusammenhang mit dem Bild 3 angegeben und die betreffenden
Tndikatrixen sind im Bild 4 eingezeichnet.

6. Abbildungsfunktionen der Sansonschen unechten Zylinderprojektion
sind:

x = Rq), y = R?.¢C0S . (65)

Wie aus den Abbildungsfunktionen ersichtlich ist, sind der Anfangs-
meridian und sdmtliche Parallelkreise l&ngentreu. Die Differentialquotienten
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der Abbildungsfunktionen sind:

U = +K, 3y — R Ssin 9,
P dtp
(66)
dx dy
— =0, t Rcosa.
A 8/
Bild 4. Transversale flachentreue azimutale (Lambertsche) Projektion
DemgemaR sind
Im= f1+ $Rsin2cp, 1 —1,
1+ ! L 2
' (67)
6 I PSin2G Asin P
7 4 2
Der Umstand, dafl
Psin2P P sin2
«b= 1 sin * 1, (68)
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ist ein Beweis dafiir, daB die Projektion flachentreu ist. Auf die Projektion
bezieht sich Bild 5.

Die Verzerrungswerte des Pols auf den unechten Projektionen sind im
allgemeinen nicht eindeutig; sie hdngen davon ab, an welchem Meridian der
Pol angenédhert wird, d. h. mitwelchem Wert 1gerechnetwird. (Dieser Umstand
I3t sich z. B. auch aus den Beziehungen (67) feststellen.) Auf unseren betref-

Bild 5. Sansonsche Projektion

fenden Abbildungen ist die zum Anfangsmeridian gehdrende Indikatrix
des Pols eingezeichnet.

7. Abbildungsfunktionen der Hommerschen unechten Projektion :

R 2 f2 cos gsin

y (69)
1+ cos @cos - 1 -f- cos gcos

R ][2sin @
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Die Differentialquotienten sind:

| A A
~ Rh fcos 12 -f- cos gpcos — J-f- cos —

2j1-F cos qcos

R j/2 sin g@cos gsin

[ 3/2
s 4 1-)- cos @cos -
(70)
R 1/2 sin ®sin —
ot 2 2 -(- cos @ cos
A® 77 cos (pcos—l&
Qy 1 R\2 cosp

A A
! M7 cosveos 21 150
A Z711 3—€0s ? cos A 132 €08 cosTees

Die Formel (a + b)2und (a — b)2waire sehr kompliziert. Das Verfahren,
wonach fur jene Punkte, fir die die Indikatrix zu bestimmen war, die numeri-
schen Werte der Differentialquotienten (70) berechnet und diese in die weiteren
Formeln eingesetzt wurden, schien einfacher zu sein. Die fir die Halbachsen
a und b erhaltenen numerischen Werte zeigten in samtlichen ausgewd&hlten
Punkten, dafl

a= — bzw. ab=1 (71)
b VvV
ist.

So z. B. ist in dem mit den Koordinaten @ — 40° und A= 20° gegebenen
Punkte:

a = 1,1085. b= 0,9022, ab= 1
und in dem Punkte mit den Koordinaten @= 80° und A= 60°:
a= 1,7402. b= 0,5746, ab= 1.

Das Gradnetzbild der Hammerschen Projektion und ihre Indikatrixen
sind im Bild 6 ersichtlich.

8. Die bedeutendste der unechten Zylinderprojektionen, die rhombus-
formige Meridianbilder erzeugen, ist die Collignori’sehe Projektion. (Je zwei zum
Anfangsmeridian symmetrische Meridianbilder formen die Rhomben; bei der
Collignonschen Projektion sind die beiden, mit dem Anfangsmeridian die
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geographische Lange von 90° einschlieBRenden Meridiane, also das Bild des die
Halbkugel begrenzenden Meridianpaares, ein Quadrat.) Die Gleichungen der
Projektion lauten folgendermallen:

x= RI 1—1/2 sin y=RrR 2 (72)

Bild 6. Hammersche Projektion

Die L&ngenverhdaltnisse in Richtung des Meridians und Parallelkreises

sind:

(74)

L= (L+ sinc |T+ I)_ Jae(l + sin cp)

Aus diesen Gleichungen — beide gleich 1 gesetzt — IaRt sich der interessante
Umstand feststellen, dal der verzerrungsfreie Punkt am Anfangsmeridian
sich auf der geographischen Breite

cp= arcsin— - = 15°51'25,666..." (75)
7
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befindet. Langs des Anfangsmeridians sind namlich auf den unechten Abbil-
dungen der Anfangsmeridian und die Parallelkreise die Hauptrichtungen, da
das Bild des Anfangsmeridians das Bild der Parallelkreise, das als miteinander
parallele Geraden erscheint, im rechten Winkel schneidet.

Die weiteren Rechnungen werden mit den numerischen Werten der
Differentialquotienten (73) ausgefuhrt. Bezlglich séamtlicher Punkte steht
fest, daR

a= ~ bzw. ab=1 (76)

ist.
Die Projektion ist demnach flachentreu. Das Bild des Gradnetzes und
die Indikatrixen sind im Bild 7 dargestellt.

Bild 7. Collignonsche Projektion

V.

AbschlieBend betrachten wir auch zwei Kegelprojektionen.

9. Die Abbildungsfunktionen der normalen wahren Kegelprojektion, die
die Kugel berihrt und auf der die Meridiane langentreu sind (Ptoleméische
Kegelprojektion ; gewdhnliche oder einfache Kegelprojektion), sind

X = R tan R0 — [R(tan B0 -)- B — /?20)] cos (A cos Bn),
A = [R(tan BO+ R — R0)] sin (A cos R0) , (77)
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wo R0die Poldistanz des Beruhrungsparallelkreises und R die des untersuchten
Punktes ist. Die «-Achse des rechtwinkeligen Ebenenkoordinatensystems ist
das Bild des Anfangsmeridians, seine y -Achse die Tangente des Beruhrungs-
parallelkreises im Schnittpunkt mit dem Bild des Anfangsmeridians. Die
Differentialquotienten nach @ und X sind

= + R cos (XcosBn), = — R sin (Acos R0),
dtp dtp
9« = -f RcosRO[tan Bu R — B,] sin(A cos/30), (78)
8A
= -f-R cosRO[tan RO+ B — /2] cos (Acos Bg).
dX

Auf den wahren Kegelprojektionen sind die Hauptrichtungen die Rich-
tung des Meridians und die des Parallelkreises. Aus diesem Umstand und den

Bild 8. PtoJemdische (einfache) Kegelprojektion. g0 = 50°, RQ= 40°
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Ausdrucken (78) ergibt sich:

cos B0 (tan B0+ B —BO)= 1, b=1=Im (79)
sin B

Die Projektion, zu dem Bild 8 gehdrt, weist eine allgemeine Verzerrung
auf. Der Bertuhrungskreis der auf der Abbildung dargestellten Kegelprojektion
ist der Parallelkreis mit der geographischen Breite von 50°.

10. Die auf den Nordpol als Anfangspunkt beztgliche Halbmesserfunk-
tion und Halbmesserneigung der Wernerschen unechten Kegelprojektion sind

P—RRm [ e——— X. (80)

Wenn die x-Achse des Ebenenkoordinatensystems das Bild des Anfangs-
meridians ist, sein Anfangspunkt das Bild des Nordpols, dann sind die Abbil-
dungsfunktionen:

in @ .
X — R Rcos st X1, y — — R R sin sin B (81)

~T-~

Die partiellen Differentialquotienten nach (pund A

O _ pocos SNB AV Dy fsin B o\ BXcos — fsind
8y BRI [ B J B2
dx

. sinB
= —Rsin ljsin3,
dX -7 (82)

8y _ R sin B 5 8 cos sin B J1 BXcos B — Asin
dtp ~BR~ R2

QY= _R cos sin 8 A]sinR .

8A ~R~

Die weiteren Berechnungen wurden mit den numerischen Werten von
(82) ausgefuhrt. Beziuglich samtlicher Punkte ist

a= bzw. ab= 1, (83)

b

d. h., die Projektion ist flachentreu. Das Gradnetzbild der Wernerschen
Projektion und ihre Indikatrixen wurden im Bild 9 fiir ein Viertel der gesamten
Kugel konstruiert.
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Bild 9. Wernersche Projektion

VI.

In den Bildern 3 -r 9 kann man die Verzerrungsverhdaltnisse je einer
Projektion bezlglich der verschiedenen gelegenen Punkte der Kugel vergleichen.
Um zu demselben Punkt der Kugelflache die sich auf verschiedenen Projek-
tionen ergebenden Verzerrungsverhéltnisse auch unmittelbar vergleichen zu
kénnen, wurden Bild 10 und 11 angefertigt. Bild 10 stellt nacheinander (neben-
und untereinander) die zum Schnittpunkt der Koordinaten ¢ = 60°und A= 60°
gehdrende Indikatrix der Bilder 3—9, und Bild 11 die zum Schnittpunkt der
Koordinaten @ = 0° und A= 90° gehdrende Indikatrix dar. Beide Bildern
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wurden mit den entsprechenden Indikatrixen der normalen stereographischen,
der Lambertschen flachentreuen azimutalen und gnomonischen Projektion
sowie der normalen winkeltreuen und flachentreuen Zylinderprojektion ergénzt.
(Die beiden letzteren Projektionen sind vorhergehend nicht erdrtert worden).
Die Neigung der Indikatrixachsen wurde auf das als Gerade auftretende Bild

Bild 10. Die Indikatrixen des Kugeipunktes mit den Koordinaten qo— 60° und A= 60° auf
verschiedenen Projektionen

des Anfangsmeridians der betreffenden Projektion bezogen. (In den Bildern
ist die stereographische Projektion mit Si, die Lambertsche mit L, die gnomo-
nische mit G, die Sansonsche mit S, die Hammersche mit H, die Collignonsche
mit C, die Ptolemédische Kugelprojektion mit K, die Wernersclie Projektion
mit W, die winkeltreue Zylinderprojektion mit Hgszt und die flachentreue
Zylinderprojektion mit Hgtt bezeichnet. Die normale Lage ist mit re, die
transversale mit tr angegeben. Bei samtlichen Indikatrixen sind auch kleine
Stucke des Meridian- und Parallelkreises eingezeichnet. Das Bild des Meridians
ist mit m bezeichnet, das Bild des Parallelkreises ist ohne Buchstaben geblieben.
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In den Bildern 10 und 11 gibt der Halbmesser der beiden Zylinderprojektions-
Indikatrixkreise, die in Bild 11 zu sehen sind, die Einheit der La4ngenabmes-
sungen der Indikatrixen an.

Unseres Erachtens eribrigt es sich zu den Bildern 3—11 eine textliche
Auswertung hinzufiigen, da die dargestellten Indikatrixen uns die Verzerrungs-

Bild 11. Die Indikatrixen des Kugelpunktes mit den Koordinaten = 0° und A= 90° auf
verschiedenen Projektionen

Verhéltnisse auf Grund der bisher mitgeteilten Untersuchungen Ubersichtlich
darbieten und auch zwischen den einzelnen Projektionen einen entsprechenden
Vergleich geben.

In unserer Abhandlung wurden die Verzerrungsverhaltnisse nur einiger
Projektionen angegeben, es ist selbstverstandlich, dall wir uns nicht mit der
groBen Anzahl aller existierenden Projektionen befassen konnten. In der hier
bekanntgegebenen Weise jedoch laR3t sich jede beliebige Projektion verhalt-
nisméanig leicht untersuchen.
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THE SIGNIFICANCE OF TISSOT'SINDICATRICES

I. HAZAY
SUMMARY

In any arbitrary point of a certain projection the conditions of distorsion may be deter-
mined by Tissot’s indicatrix. It is determinable from the equations of projection to every
point of the projection. Since the indicatrix varies from point to point on the same projection,
whereas the indicatrix belonging to the same point of original surface changes at the different
projections, Tissot’s indicatrix may be considered as the characteristics of the projection.
This property is advantageous for the most adequate choice of projections of maps for different
purposes. The study discusses examinations carried out in this respect, presents the formation
of indicatrices on some different projection types, compares the conditions of distorsion and
draws the final conclusions.

LA SIGNIFICATION DES INDICATRICES DE TISSOT

I. HAZAY
RESUME

Les conditions de distorsion dans un point quelconque d’une projection peuvent étre
déterminées par l'indicatrice de Tissot. Celle-ci est déterminable au moyen des équations de
projection pour tous les points de la projection. Etant donné que I’indicatrice varie de point
en point sur la méme projection tandis que I’'indicatrice appartenant au méme point de la
surface origine varie suivant les différentes projections, on peut considérer les indicatrices
de Tissot comme étant caractéristiques de ces dernieres. Cette propriété peut étre utilisée avec
succes pour le choix le plus pratique des projections de cartes destinées a divers usages. L’étude
montre la variation des indicatrices sur des projections de différents types, compare les con-
ditions de distorsion et tire les conclusion qui s’imposent.

O 3HAYEHNWN NHOWKATPUC TNCCO
N. XA3AU
PE3IOME

MpY NOMOLLY MHAMKATPUCHI TUCCO MOXHO OMpefennTb YCNOBUA WUCKAKEHWsI B /IHOGOM
NyHKTe onpefeneHHol NPoeKUMn. 3Ta MHAUKATPKUCA MOXKET BbiTb OMpedesieHa Mo ypaBHEHUSIM
NPoeKLUMM ANSi KaXA0ro NyHKTa npoekumu. MoCcKoNbKy MHAMKATpKca B OfHOM 1 TOl Xe npo-
eKLMN M3MEHSIETCS M0 KaXKAOMY MyHKTY, a B TO e BpeMsi MHAMKATPUCa, OTHOCALLAsCA K
MYHKTY C OlHUM W TEM )Xe OCHOBaHWEM SIB/SETCS Pa3IMUHON B PasMUHbIX NPOEKLMSX, UHAN-
KaTpucbl TMCCO MOTYT paccMaTpuBaThbCs KaK XapaKTepHble 0CO6eHHOCTU MpoeKuun. Takoe
MX CBOMCTBO MOXHO YA06HO MCMOMb30BaTb ANSi MPaBMILHOMO MOAGOpa MPOEKUMU KapT pas-
NIMYHOIO HasHaueHusl. B cTaTbe M3naraloTcsi MPOBeAeHHbIE MUCCMEA0BaHMS, ONMChIBAETCS NoBe-
[eHVe WHAUKATPUC B MPOEKLMSAX Pa3fMYHOr0 TWMA, COMOCTABAATCS YCNOBUSI UCKaXKEHUS
M B 3aK/IOYeHVe CAenaHbl BbIBOAbI.
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DIE BESTIMMUNG DER VERSCHIEBUNG
EINZELNER PUNKTE DURCH MESSEN,
KRITERIEN DER LAGEBESTANDIGKEIT

F. HALMOS

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
GEODATISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
SOPRON

[Eingegangen am 5. September 1964]

Verfasser bespricht Vermessungsverfahren tber und unter Tage zur Analyse von Ver-
schiebungen, die an Bauobjekten wéahrend der Errichtung entstehen. Die Abhandlung bezieht
sich auf die Untersuchung einer richtigen Anordnung der Messungen und die mathematischen
Probleme der Auswertung wiederholter Messungen. Es wird die Genauigkeit analysiert und
Kriterien der Punktstabilitat werden aufgestellt. Verfasser entwickelt eine einfache graphische
Methode zur Bestimmung des durchschnittlichen Fehlers und der Verschiebung des Punktes
in jeder hiezu gewéhlten Richtung. In bezug auf die Stabilitdtskriterien sind die entscheidenden
praktischen Mittel und Wege angedeutet. Auch unterliegen einer Untersuchung die Quellen
der MeRfehler und es folgen noch gewisse Prinzipien beziiglich der Berechnung des mittleren
Fehlers.

Bei einer Raumausbildung unter Tage, im Tiefbau, und allgemein beim
Bau jeglicher Objekte wird die Gleichgewichtslage der Gesteine gestdrt und
es treten infolgedessen Uber wie auch unter Tage Bewegungen und Form-
verdanderungen auf. Dies alles wirkt sich auf die Objekte aus, sowohl auf unter-
irdische wie auch auf jene an der Erdoberflache. Um Schadenfdllen vorzu-
beugen, ist es unerldf3lich, alle anderen, von der Gesteinverschiebung hervor-
gerufenen Bewegungserscheinungen zu untersuchen, insbesondere das Ausmaf
und den zeitlichen Verlauf zu analysieren.

Der Bewegungsvektor eines Punktes P kann im rechtwinkligen Koordi-
natensystem in zwei Komponenten zerlegt werden: die ersft ist die waage-
rechte Verschiebung, der sogenannte Schlupf, die zweite i.t die senkrechte
Verschiebung, das sogenannte Sinken ([1], S. 150). Also kdénnen diese Bewe-
gungsvektoren durch zeitweise in horizontaler und vertikaler Richtung durch-
gefuhrte Messungen bestimmt werden. GréBe und zeitlicher Verlauf der Ver-
schiebungen Uber und unter Tage sind genau genommen Funktionen vieler
Faktoren (Dimensionen des Bauobjektes, Gesteineigenschaften, Ausbreitung
und Tiefe des im Grubenwerk abgebauten Gebietes, Festigkeitseigenschaften
der Gesteine usw.), doch kann man in dieser Abhandlung auf diese Zusammen-
hénge nicht eingehen, obwohl beziiglich des Zeitpunktes, der raumlichen Anord-
nung und der Genauigkeit der Messungen die genannten Faktoren als mafRge-
bend gelten. In der ungarischen Fachliteratur wurden betreffs Bestimmung
solcher Verschiebungen im Wege geodéatischer bzw. markscheiderischer Ver-
messungen bedeutende Untersuchungsarheiten verdffentlicht [2, 3].
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Allgemein werden die zur Bestimmung der Gesteinverschiebung abge-
steckten Beobachtungspunkte in zwei Gruppen geteilt:

a) Hauptpunkte,

b) Zwischenpunkte.

Selbstredend bildet das Hauptpunktnetz die notwendige Grundlage
zur erwinschten Untersuchung der Zwischenpunkte im zu prufenden Gebiet.
Hiezu werden folgende Arbeitsmethoden verwendet: Dreiecksvermessung,
Neupunkteinschaltung, Préazisions Polygonometrie (horizontal), Uberaus préa-
zises Nivellieren (vertikal). Die Gesamtheit der Vermessungsarbeit soll nach
einem wohl Uberdachten Plan vor sich gehen; hierzu findet man wichtige und
brauchbare Grundlagen in der Beobachtung der gesamten Umgebung, auch
ohne Instrumente, des durch die Bewegungen gefadhrdeten Gebietes, der Eigen-
art des Bauobjekts usw. Es sollen jene Hauptpunkte, an welche die Messungen
allenfalls anschliefen sollen, in jenem Gebiet, das nicht von Verschiebungen
und Forménderungen belastet ist, angesetzt werden; es werden die Verschie-
bungen im Raum und nach dem Zeitverlauf sdmtlicher im gefdhrdeten Gebiet
angenommener Zwischenpunkte stets auf die Hauptpunkte bezogen und
bestimmt. Wenn nun die Verschiebungen der einzelnen Punkte einmal bekannt
sind, so kdnnen die Parameter der dieVerschiebungen bestimmenden Gleichun-
gen berechnet werden; esist ratsam und ntzlich, hiezu noch in vergréRertem
Maalstab Diagramme aufzuzeichnen, in denen die rdumliche Anordnung und
der zeitliche Verlauf der Verschiebungen dargestellt ist.

Allgemein soll das Hauptpunktnetz auch bei einer zeitweisen Wieder-
holung der Messungen unveréndert behalten werden. Auf diese Weise sichert
man die Vereinfachung samtlicher Rechengdnge, sowohl bei der Auswertung
der Ergebnisse wie auch fur die Ausgleichungsarbeit; es bleibt nur brig,
gewisse erganzende, den Anderungen entsprechende Rechenarbeiten durch-
zufuhren. So z. B. wenn es sich um eine Ausgleichung handelt, so genligt es,
die den reinen Gliedern der Gleichungen entsprechende Kolonne abzuwickeln.
Alle Gewichtskoeffizienten, sowohl fir die Unbekannten wie auch fir die
Funktionswerte bleiben in allen Rechengédngen unverdndert. Folglich genigt
es, zur Berechnung der mittleren Fehler nach erfolgter Ausgleichung nur den
fir die neue Messung notwendigen mittleren Fehler mit dem Einheitsgewicht,
also als eine Mef3ziffer zu bestimmen. Hierauf wollen wir spater noch zurick-
kommen.

Im Falle von Neupunkteinschaltungen, wo uberschiissige Beobachtungen
zur Verfigung stehen — also im Falle einer einfacheren Ausgleichung — genigt
es, (selbstredend) die volle Ausgleichung nur ein einzigesmal durchzufihren;
es soll namlich bei der Berechnung wiederholter Messungen, bei der Ldésung
der Normalgleichungen, ebenfalls die dem reinen Glied entsprechende Kolonne
abgewickelt, und die Bestimmung der neuen unbekannten Zuschlage durchge-
fuhrt werden. Auch die Genauigkeitsprifung kann mit Hilfe der bei dem

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



DIE BESTIMMUNG DER VERSCHIEBUNG EINZELNER PUNKTE 205

ersten Rechengang erhaltenen Gewichtskoeffizienten erledigt werden. Anson-
sten ist in diesem Fall die Bestimmung der reinen Glieder der Vermittlungs-
gleichungen sehr einfach (und insbesondere wenn man in jedem einzelnen Fall
denselben Anndherungswert beibehdalt), es werden in einfacher Weise die
Differenzen gebildet.

Es lassen sich auch die graphischen Verfahren mit Erfolg anwenden, uzw.
beim Vorhandensein oder Nichtvorhandensein von Uberschiissigen Messungen;
es soll aber bemerkt werden, dall die Abwicklung des reinen Gliedes bei wieder-
holten Lésungen im Falle einer Ausgleichung keine bedeutsame Mehrarbeit
verursacht, wenn man in Rechnung zieht, daB nebst der zeichnerischen Aufgabe
einer graphischen Auswertung noch Nebenrechnungen durchzufiihren sind.
Dasselbe kann fur die Falle ohne Uberschissige Messungen gesagt werden,
vorausgesetzt, dalR man mit Hilfe einer Reihenentwicklung des fir die Koor-
dinaten aufstellbaren Funktionswertes nur die der Anderung des Richtungs-
winkels entsprechende Koordinatendnderung ausdrickt; so z. B. fur den Fall
eines Vorwadrtseinschnitts (Bild 1) kann bekannterweise geschrieben werden:

afAp OX+ bAP oy + IAP = 0

aBp Ox + bBPOY - IBP= 0 )

wo . . .
YPi— Ya _ ,» SINAPj)
nAP = —8B
AP\ AP,
I Pi cos (AP,) |
ULAP  + e =9 a
A Pf (I2)

kb= (AP,)-(AP2)

Usw.

In obigen Formeln ist P, der Wert der ersten Messung fur Punkt P, und P2steht
fur P im zweiten Fall; (AP,) und (AP2) sind die entsprechenden Richtungs-
winkel. Man erhalt auf Grund der Gleichungen (1):

bRP 7P Tap Igp bBp IAp bAP IBP ,

Ox = b = oj’*AP — |’AB
aAP Ipp aBP (ap
(2)
gy = aAPIBP aBP AP aAP 'sBP — aBP kP . .
y = — ailRP — aj IAP-
aAP bBP — aBP kAP D

Mit Riicksicht auf die Kleinheit der Anderungen geniigt sogar die Berechnung
mit dem Rechenstab. Im Falle IAP = IBP = 0 ist auch die Anderung der
Koordinate gleich Null. Die Gleichungen (2) kénnen — sinngem&fR — auch
bei einer Ausgleichung als geltend angenommen werden.
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Im folgenden soll untersucht werden, welche Kriterien aufgestellt werden
sollen, um im Falle einer wiederholten Bestimmung der Koordinaten die
Frage entscheiden zu koénnen, oh die Anderungen der Koordinaten aus tat-
sadchlichen Verschiebungen entstanden sind, oder ob es sich einfach um die
Ublichen Streuungen infolge von MeRfehlern handelt.

Unabhédngig von der zur Bestimmung der Koordinaten befolgten Methode,
die berechneten Koordinaten sind, infolge der beim MeRverfahren unausweich-

Bild 1

liehen Fehler, mit gewisser Unsicherheit behaftet. Die VerlaRlichkeit der
erhaltenen Koordinatenwerte 148t sich durch ihren mittleren Fehler kenn-
zeichnen. Nun kann der mittlere Fehler sowohl bei einer Ausgleichung wie
auch in den Fé&llen ohne uberschissige Messungen bestimmt werden [4].
Doch wird die Lage des Punktes in der Ebene weder von den mittleren Fehlern
der Koordinaten, noch von der aus diesen durch Rechnen oder graphisches
Konstruieren bestimmbaren mittleren Fehlerellipse, sondern lediglich mit
Hilfe der zu dieser Ellipse gehdérenden FufRpunktkurve bestimmt. Es ist aber
eine mihsame und langwierige Arbeit, die mittlere Fehlerellipse und die ent-
sprechende FuBRpunktkurve punktweise zu errechnen [4, 5]. Fur den Fall der
Bestimmung der mittleren Fehlerellipsen-FuBpunktkurve, ohne Uberschissige
Messungen, hatte Tarczy—Hornoch eine einfache Konstruktions methode
ausgearbeitet [6]. Unsererseits wurde in [7] ein Verfahren verdffentlicht, mit
Hilfe dessen die FuBpunktkurve der mittleren Fehlerellipse in Kenntnis von
je 2 symmetrisch liegenden Punkten (z. B. mittlere Koordinatenfehler, oder,
wenn Uberschissige Messungen nicht vorhanden sind, die mittleren Fehler
in den Einschnittsrichtungen) und dazu noch in Kenntnis der Richtung der
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groBen Achse der Ellipse (die wiederum gemaR [8, 9] einfach durch Konstruk-
tion zu finden ist), oder aber unter Zuhilfenahme eines mittleren Fehlers in
einer dritten Richtung bestimmt werden kann.

Diese Konstruktion wird folgenderweise durchgefihrt: Firs erste soll
der Fall ohne uberschissige Messungen behandelt werden. Gemd&R Bild 1
kann das Fehlerdiagramm, das Fehlerparallelogramm auf Grund der mittleren
Fehler [ia und fip der gemessenen Winkelwerte a und R konstruiert werden.
Zwei symmetrische Achsen des Fehlerdiagramms (mit den Halbmessern a’
und b') genligen, um zwei konjugierte Durchmesser der mittleren Fehlerellipse
zu finden. Im Sinne der von TArczy—Hornoch gegebenen Beweisfilhrung
[6] kann die zur Kennzeichnung der Unsicherheit des Punktes geeignete
Fehlerkurve mit Hilfe der konjugierten Halbmesser direkt konstruiert werden.
Es ist nicht einmal notwendig, den Begriff der FuBpunktkurve einzufiihren,
da ndmlich die oben bezeichneten konjugierten Halbmesser a' und b' vonein-
ander unabhéangig erhaltene mittlere Fehlerwerte (abgeleitet von dem mittleren
Winkelfehler fmbzw. von dem anderen mittleren Winkelfehler /A die vonein-
ander ebenfalls unabhéngig sind) darstellen, also kann die Unsicherheit als
der mittlere Fehler des Punktes P in jeder gewlinschten Richtung im Wege
einer Zusammensetzung der auf die gegebene Richtung rechtwinklig projizier-
ten Projektionen dieser Halbmesser erhalten werden. So erscheint z. B. in
den zu den Schnittrichtungen normalen Richtungen die Projektion nur von
einem konjugierten Durchmesser [6]:

fiA= a'siny ; fiB= b'siny ; (3)

So haben wir bereits die Punkte der Fehlerkurve 1,2, 3 und 4, d. h. je 2 symmet-
rische Punkte der FuRpunktkurve bestimmt (Bild 2). Wenn man die Unsicher-
heit des Punktes noch in einer anderen Richtung, z. B. in Richtung | in Bezug
auf a [6; Gleichung 7] bestimmt, so geht das Konstruieren der Fehlerkurve
einfach vor sich:

/4= Fo,(+ t4\1= K cosf)2-I-[b'cos(y -f)]2. (4)

Durch Fortsetzung dieses Konstruktionsverfahrens erhalten wir die
Punkte 5 und 6 (Bild 2). Zusammenfassend besitzen wir 3 Paar symmetrische
Punkte der Fehlerkurve. Weiter unten soll bewiesen werden; dalR die fir die
Unsicherheit des Punktes charakteristische Fehlerkurve, d. h. die FuRpunkt-
kurve der mittleren Fehlerellipse in annehmbarer Annd&herung durch zwei
Kreise ersetzt werden kann, deren Mittelpunkte in der folgenden Weise
bestimmt werden koénnen: jeder zum Ersatz der FuBpunktkurve geeigneter
Kreis ist durch je 3 Punkte der entsprechenden Kurvenhélfte bestimmt.
Abgesehen von etwaigen Zeichenfehlern, wird der Kreismittelpunkt im Wege
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des bekannten Dreipunktverfahrens als Schnittpunkt der Halbierungsnormalen
der zwischen je 2 Punkten gezogenen Sehnen gefunden. Da bereits zwei Sehnen
den Mittelpunkt ausreichend bestimmen, kann die Normale der dritten Sehne
als Kontrollrichtung dienen. Die im Bild 2 gezeichneten Kreise als Anné-
herung der Fehlerkurve liefern einen Linienzug, dessen Punkte — in ihrer
groBen Mehrheit — mit den Punkten der FulRpunktkurve zusammenfallen.
Zur Kontrolle, oder aber als Alternative, ist es annehmbar, nach der in [8]

und [9] besprochenen Methode einfach die Richtung der grossen Achse zu
bestimmen. Da nun die Kreismittelpunkte unbedingt auf der groRBen Achse
liegen mussen, so genligt es, je 2 symmetrische Peripheriepunkte zu bestimmen,
um mit Hilfe der Halbierungsnormalen den Schnittpunkt auf der grofRen
Achse, d. h, den Kreismittelpunkt zu finden. Wie bereits angedeutet, gentgt
es in diesem Falle, je 2 Symmetriepunkte zu bestimmen, und man braucht
die der Gleichung (4) entsprechenden Schritte nicht mehr ausfihren. Nebenbei
kann man bei Verfolgung der ersten Ldsung die Richtung der groRBen Achse
leicht finden. Diese Achse ist ndmlich identisch mit der die Kreismittelpunkte
verbindenden Geraden, die dabei auf der Geraden, welche die 2 Schnittpunkte
der zwei Kreise verbindet und zugleich die Richtung der kleinen Achse bestimmt,
senkrecht steht. Bekanntermafien liegt in der Richtung der groBen Achse
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der Beruhrungspunkt der mittleren Fehlerellipse mit der FuBpunktkurve
(als Fehlerkurve), d. h., die Achsen beider Kurven fallen zusammen, und so
ist also auch die Lange der grolen Achse unmittelbar gegeben. Es folgt die
Bestimmung der Lange der kleinen Achse, da ndhmlich zwischen den zwei
Kreisen beiderseits je ein Ubergangsbogen liegt [10], welcher, gem&R unserer
Analyse, ebenfalls — in annehmbarer Annédherung — als Kreisbogen aufge-
falt werden kann. In der praktischen Durchfihrung gentgt es —, unter
Berlcksichtigung der Genauigkeitsanspriche und der statistischen Wahr-
scheinlichkeit, die Lange der kleinen Achse zu bestimmen und dazu den Uber-
gangsbogen einzuzeichnen. Hiezu fuhrt die folgende Methode: bekannterweise
beruht die Bestimmung der FuRpunktkurve unter anderen auf der Bedingung,
daB in jeden beliebigen, zueinander normal gerichteten zwei Richtungen die
Summe der Quadrate der beziglichen mittleren Fehler Konstant ist:

a'2+ P32= b'2+ P22= a2+ i2= /z22+ fig (5)
in dieser Formel — um die bereits bekannten Zeichen nicht wiederholt zu
erklaren — bedeutet a die groRe, b die kleine Achse, und /xx und fiy sind die

mittleren Fehler in Richtung der Koordinatenachsen x bzw.y. Diese Fehler
lassen sich, wie dies aus dem Bild hervorgeht, wenn tberschissige Messungen
nicht vorhanden sind, unmittelbar an dem Bild abmessen. Also sind die zu
den 2 Koordinatenachsen gehdrenden mittleren Fehler zugleich Punkte der
Fehlerkurve. Im Sinne der Gleichung (5) I&aRt sich die kleine Achse leicht
bestimmen; man stellt die Zirkel6ffnung auf die Hypthenuse (den Abstand)
zwischen den Endpunkten zweier, aufeinander rechtwinklig stehender Fehler
ein, und man Ubertragt diesen Abstand vom Endpunkt der bekannten grofl3en
Achse auf die Richtung der kleinen Achse (Punkte 7 und 8). Die zu findende
Fehlerkurve soll durch diese Punkte durchgehen. Um die Fehlerkurve, d. h.
die FuBpunktkurve in annehmbarer Ann&herung zu ergénzen, zieht man
zwischen den 2 Kreisen an beiden Seiten je eine Ubergangskurve als einen
Kreisbogen, welcher durch je einen Endpunkt der kleinen Achse hindurchgeht.
Bei der allgemein Ublichen Genauigkeit ist diese Ann&herung zugelassen.
Nebenbei kann man laut (5) noch andere Punkte der Ubergangskurve kon-
struieren. Diese Punkte lassen sich anndherungsweise mittels eines Kreis-
bogens verbinden, dessen Mittelpunkt auf der Verldngerung der kleinen Achse
liegt. Die Inflexionspunkte kénnen gleichfalls mitbestimmt werden.

Insofern die Koordinaten des Punktes mittels einer Ausgleichung be-
stimmt wurden, so ergeben sich, nach erfolgter Ausgleichung, die Werte ux
und [iy direkt. Wenn man also die in [8] bzw. [9] beschriebene Methode befolgt,
so findet man die Lage und die Richtung der groRBen und der kleinen Achse
(Bild 3), und es I&Rt sich auch der Mittelpunkt beider Kreise mit Hilfe der
Halbierungsnormalen der Verbindungsgeraden der Endpunkte von fx und uy
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als Schnittpunkt mit der groflen Achse bestimmen. Die Ldsung gestaltet sich
in derselben Art und Weise wie zuvor.

Um die Annéherung der Fehlerkurve des Punktes durch Kreislinien einer
Prifung zu unterziehen, verwenden wir die Methode der kleinsten Quadrate.
Wir haben vorerst die Angaben der mittleren Fehlerellipse eines durch Aus-
gleichung bestimmten Punktes im Wege der iblichen Rechenmethodebestimmt.
Die hier folgende Gleichung

p2= pr = a2cos2(P—y) -f- b2sin2 (@ — y) = a2co0s26 h2sin2Q
6= p—ip

diente zur Berechnung des mittleren Fehlers eines Punktes in ungefdhr 20
Richtungen; hier bedeutet ip den Winkel zwischen der -f9K Achse und den
groBen Achse der mittleren Fehlerellipse, und (p ist der Winkel zwischen der
-f-)KAchse und der eben gegebenen Richtung. Ebenfalls wurden die rech-
twinkligen Koordinaten (mit dem Ellipsenmittelpunkt als Anfangspunkt) des
durch Polarkoordinaten gekennzeichneten Punktes bestimmt. Auch wurde
die Punktschar, bis zu den vermutlichen Inflexionspunkten nach beiden Rich-
tungen (ausgehend von der grolRen Achse) untersucht, obwohl es genligt héatte,
nur Punkte eines einzigen Winkelviertels in Betracht zu ziehen. Mathematisch
gesprochen handelt es sich nun um die Bestimmung des Halbmessers und der
Mittelpunktkoordinaten, im gegebenen System, jenes Kreises, welcher sich
am genauesten an die errechneten Punkte anpaflt. Wir haben aber mehr als
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3 Punkte, und deshalb ergibt sich die Lésung durch Ausgleichung, ungeachtet
dessen, daR hier streng genommen die Verbesserungen nicht zu gemessenen
Werten zugeordnet werden:

K- *N+ (y—=Ti) = r U]

Nach erfolgter Reihenentwicklung:

— e X+ ———— Y- Oor+ {KK - xif + (y7T—Yif —ro} = Ai (8)
€] ro

wo xUund j 0die Anndherungswerte der unbekannten Kreismittelpunkt-Koor-
dinaten, rOder Annéherungswert des Halbmessers, und 6x, 6y, br die durch die
Ausgleichung gewonnenen Anderungen bedeuten. Der Teil in der Akkolade
ist das reine Glied der Gleichung, bedeutet die Abweichung der ausgegliche-
nen Werten von den mit Hilfe der laut (6) berechneten Koordinaten erhaltenen
Werten. Die gesuchten Unbekannten mussen derart bestimmt werden, dafl
dabei die Quadratsumme der ZIl,-Werte das Minimum werde.

Die Untersuchungen wurden auf Grund verschiedener Versuchsergebnisse
durchgefiihrt, indem das Verhdaltnis der grofRen zu der kleinen Achse geéndert
wurde. Es wurde eine Verhdaltniszahl nahezu 1 (a = 20 cm, b = 18 cm), eine
andere (mit a —20 cm, b— 12 cm) und eine extremere (mit a = 20 cm,
b — 2 cm) angenommen. Zur Beurteilung der Brauchbarkeit des Verfahrens
ist die GroRenordnung der errechneten /I,-Werte, ferner das MalR der sogenann-
ten mittleren Fehler

HOX — /6 7 H'aX — 7 Par — e

entscheidend. Wir eihielten, fir alle drei Achsenverhéaltniszahlen, Werte von
Aj, welche einerseits weniger als 1% der groflen Achse betrugen, und im
ungunstigsten Falle noch innerhalb einer 2%igen Fehlergrenze geblieben sind,
wobei dies fur eine Achsenldnge von 20 cm eine Abweichung von 4 mm bedeu-
tet. Bei den gegebenen Achsenwerten liegen die Fehler durchschnittlich zwi-
schen 1 mm. Ob gerechnet ob graphisch bestimmt, die ungiinstigsten Ldsun-
gen ergeben sich, wenn die kleine und die groBe Achse der mittleren Fehler-
ellipse bzw. der FulRpunktkurve nahezu gleich sind. Die oben mitgeteilten
Resultate beweisen gleichfalls, daB die durch Kreise ersetzte Fehlerkurve in
jedem Fall innerhalb der hier erforderten, vernachlaRigbaren Grenzen bleiben
wird. Die Versuchsberechnungen kann man auch fur den Ubergangsbogen
zwischen den Inflexionspunkten durchfihren. Hier ergeben sich zwar perzen-
tuell etwas gréRere Abweichungen, uzw. deshalb, weil der zum Ubergangs-
bogen gehdrende Zentriwinkel sehr klein ist, doch bleiben sie noch immer
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bequem innerhalb der allgemein zu erwartenden aus der Unsicherheit der
Messungen entstandenen anderen Fehlergrenzen. Hier wollen wir auf andere
Teilfragen des Hauptproblems und auf die mathematische Beweisfiilhrung nicht
eingehen. Allenfalls ist die Richtigkeit der Anwendung des Prinzips durch die
oben beschriebenen Untersuchungen erwiesen. Uber die Anwendung an beson-

dere Falle berichten wir in der Abhandlung [7].

*

Es folgt nun hier die Analyse der Koordinaten und Fehlerkurven eines
zweimal nacheinander bestimmten Punktes. Gemd&R Bild 4 ist Pj das Resultat

der ersten, P2 das Resultat der zweiten Bestimmung des Punktes, dy und dx
sind die Abweichungen der betreffenden Koordinaten, und die lineare Abwei-
chung ist

PX2= ds = \dx2 -j- dy2e 9)

Zugleich kann man in Abhé&ngigkeit von den MeRfehlern den mittleren Fehler
des Abstandes P1P2 ausdrucken:

s = fafcos2(¢ch—Yb)-N ! sin2(pj-yJ-f d2ccs,2(qR-y>2)-ib2sm2(<R2- y2=
— WKi+ K. = [Vpi"o+"PzOPi+ie0') (i0)
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wo av by und a,. by die Achsenldngen der zweimal bestimmten mittleren Fehler-
ellipsen bedeuten, Xiy und sind die Winkel zwischen der -\-x Achse und der
betreffenden grolRen Achse, ¢y = <42 db 180° ist der Winkel zwischen der -f
Achse und der Richtung P nP2; Up-p2ist der mittlere Fehler (die Unsicherheit)
des Punktes in Richtung PyP2s Wie dies aus Rild 4 ersichtlieh ist, sind die
zwei mittlere Fehlerwerte unmittelbar meBbar, und Ly kann durch quadra-
tische Zusammensetzung graphisch bestimmt werden, also kann man von einer
langwierigen Rechnung absehen. Nun dréngt sich die Frage auf, ob man zur
Bestimmung der Punktverschiebung den aus den Koordinaten errechneten
Abstand PyP2—ds und den aus den MeRfehlern erhaltenen Wert fip~p
gleichzeitig anwenden kann, bzw. ob man die Kriterien finden kann, welche
von den erhaltenen Resultaten befriedigt werden muRten, um die Frage
zu entscheiden.

Als Grundlage unserer Berechnungen der mittleren Fehler gilt allgemein
die GauBsche Verteilung die nun unendlich viele Messungen, d. h. unendlich
viele Uberschiissige Messungen voraussetzt. Nun fallen aber nur 68,3% der
Messungen innerhalb der Grenzen des einfachen mittleren Fehlers. Anders
ausgedruckt ist die Wahrscheinlichkeit, dal? ein gewisses Mef3resultat innerhalb
der Grenzen des einfachen mittleren Fehlers fallt, gleich 68,3%. Wir wollen den
einfachen mittleren Fehler in positivem wie in negativem Sinne verstehen
(a= Xi [I/ix). Es ist uUblich den Bereich zwischen den beiden Grenzwerten
als Vertrauensintervall bzw. Konfidenz-Intervall zu bezeichnen. Um zu errei-
chen, dalR 90% der MefRresultate innerhalb der gegebenen Fehlergrenzen fallen,
mufll das Vertrauensintervall zu 1,64 //x, bei einer dhnlichen Forderung fir
95% der Resultate muRR das Intervall zu £ 1,96 [x fur 98% zu + 2,33 /ix
und schlieRBlich fir 99% der Resultate zu = 2,58 /ix erweitert werden. Nun
aber ist auch der mittlere Fehler mit einer gewissen Unsicherheit behaftet,
wobei man noch vor Augen halten soll, daR wir es nicht mit einer unendlichen,
sondern mit einer endlichen Anzahl von Messungen zu tun haben, folglich
miissen sich die angegebenen Grenzen fir die angenommenen Wahrschein-
lichkeits-Prozente als zu klein erweisen. In unserem Fall gibt es allgemein nur
wenig Uberschissige Messungen (besonders bei der Einschaltung von vielen
Neupunkten), demzufolge wird durch die einer normalen Verteilung ent-
sprechenden Vertrauensintervalle die Genauigkeit bzw. die VerldRlichkeit
unsere MeRresultate Uberschétzt. So soll z. B. in dem gegebenen Fall fur die
Richtung der Punkte PyP, mit P =68,3 % der Resultate innerhalb der Grenzen des
zu den Richtungen LUpM und [ip2p,gehdrenden Punktfehlers fallen.

Unter Berucksichtigung der Anzahl der Uberschissigen Messungen
erhéalt man mit Hilfe der Studentschen Verteilung die Vertrauensgrenzen,
innerhalb welcher die MeRresultate mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit
zu finden sind, oder auch umgekehrt, man erhélt jene Wahrscheinlichkeit,
mit welcher die Punkte sich innerhalb der Grenzen des mit dem Studentschen
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Multiplikationsfaktor erhdéhten mittleren Fehlers bei gegebener Anzahl der
Uberschissigen Messungen befinden (Tafel 1). Im Falle von unendlich vielen
Beobachtungen tUbergeht die Studentsche Verteilung in die normale Gaufische
Verteilung. Wenn wir uns mit den Angaben dieser Tafel vertraut machen, so
finden wir, daR die Multiplikationsfaktoren bei einer kleinen Anzahl der
Uberschiissigen Messungen und bei einer groBen Wahrscheinlichkeit ziemlich
groB sind. So gehdrt z. B. zu einer Wahrscheinlichkeit P = 95% und einer
Uberschissigen Messung (/= 1) ein Multiplikationsfaktor 12,71 d. h., das
Vertrauensintervall ist + 12,71 /rx, wodurch nun die MeRresultate allzusehr
unterschétzt werden. Obwohl in der Wahrscheinlichkeitsrechnung noch die

Tafel |
P=095= 95% P = 0683 = 68,3%

e 95, 683t
1 12,71 1,82
2 4,30 1,32
3 3,18 1,20
4 2,78 1,14
5 2,57 1,11
10 2,23 1,05
20 2,09 1,03
30 2,04 1,02
oo 1,96 1,00

Voraussetzung mit in Betracht gezogen wird, daR unter den undendlich vielen
Fehlerelementen auch &uRerst groBe Fehler Vorkommen kénnen. Auf Grund
unserer Untersuchungen ist es madglich, die der Studentschen Verteilung
entsprechenden Vertrauensintervalle fir den Fall P = 68,3% Wahrschein-
lichkeit auch mit Flilfe des mittleren Fehlers und des mittleren Fehlers dieses
mittleren Fehlers abzuleiten [11]. Aus diesem Grund kdnnen als empirisch
eher annehmbare Fehlergrenzen wie folgt angegeben werden:

fur P = 68,3% ist das Intervall + 1+« (jUx+ /UY
P = 90% + 16
P = 95% + 20
P = 99% +2,6 ¢
P = 99,7% +3,0¢

Auf Grund der Vertrauens-Intervalle, falls wir z. B. bei Vorwartseinschnitt
nur Uber eine Uberschissige Messung verfugen, gelten bei P = 95% folgende
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Multiplikationsfaktoren:

fur die GauBsche Normal-Verteilung: Gux = 1,96 fix
fur die Studentsche Verteilung: Stiix — 12,71 ux

laut der empirischen Formel: Et/ix — 2(/lzx + 1/1/2,«x)~ 3,54
wo

121

und f = Anzahl der Uberschissigen Messungen.

Wenn man die zum Punkte P in obiger Darstellung zugeordnete Fehler-
kurve darauf untersucht, welcher prozentuale Anteil aller méglichen Lésungen
in dem Bereich der Fehlerkurve liegt, so wird es einem noch klarer, wie tUber-
trieben grof die Vertrauens-Intervalle sind, welche man lediglich durch
Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung erhélt. Zu dieser Analyse liefert
uns die Fischersche Verteilung die Erkenntnis, dall die FuBpunktkurve der
mittleren Fehlerellipse 39,3% der Messungen in sich schlielt, da man die
Kurvenflache durch die gleichzeitige Befriedigung von zwei unabhé&ngigen
zufélligen Veranderlichen erhalt. Aus diesen Ausfilhrungen kann man darauf
folgern, in welchem Male die Achsen der Fehlerellipse verldngert werden
sollten, um eine Fehlerkurve zu erhalten, deren Flache eine bedeutend groliere
Anzahl der Messungen aufnehmen kdnnte.

Auf unser urspringliches Problem zurickkommend, steht es fest, dal
man weder mit Hilfe der Gaufschen, noch der Student’schen Verteilung Multi-
plikationsfaktoren gewinnen kann, welche zur Aufstellung irgend eines Krite-
riums beziuglich der Stabilitdt der Punkte geeignet wéaren. Fur den Fall von
einer kleinen Anzahl der uUberschissigen Messungen wird die MelRgenauigkeit
mit Hilfe der GauRschen Faktoren tGberschatzt, und mittels der anderen allzu-
sehr unterschétzt. Deshalb empfehlen wir, die unter (11) bestimmen Fehler-
grenzen als empirische Resultate vorzuziehen. Diese Werte ergeben sich z. B.
fur 2 Gberschissige Messungen beim Vorwdartseinschnitt wie folgt:

6 8,3 isda+x 1{Hp"I + =

I+

(P = 68,3%)
"V phl A £ 3,00Zpt5; + /VpAr) = = 4,5LPjpj (P = 99,7%).

AbschlieBend kann gesagt werden, dafll wir als Kriterium die Erfillung der
folgenden Bedingung verlangen:

P{JUPY, + Nepn)enmp ds. (14)

1st ndmlich der aus den Koordinatenabweichungen errechnete Wert von ds
im Sinne dieser Bedingung befriedigend (wobei der Wert ptemp. laut (11) den
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verschiedenen Wahrscheinlichkeitswerten P entsprechend gebildet wird),
so gilt die konstatierte Abweichung der Punktlage nicht als effektive Verschie-
bung, sondern nur als Ergebnis der MelRunsicherheiten. Wird aber dieser Grenz-
wert Uberschritten, so ist es wahrscheinlich, daR es sich hier um eine Verschie-
bung handelt. Nebenbei kann man dx, dy und ds gemaR Bild 4 in maRgerechter
Skala graphisch ermitteln, und durch Auftrdgen der aus (13) erhaltenen
Grofle auf die Gerade von ds ist die Entscheidung graphisch sofort zu treffen.

Alle diese Uberlegungen, sinngem&B angewendet, sind nicht nur fir
Punkteinschaltungen, sondern auch beim Polygonieren, beim Nivellieren und
allen Messungen anderer Natur, gleichfalls gultig.

Die Frage steht noch offen, wie man den mittleren Fehler einer einmali-
gen Messung bzw. einer Messung vom Einheitsgewicht auf Grund der erhalte-
nen MeRresultate oder aber — gegebenenfalls — auf Grund der Ausgleichung
bestimmen soll. Die Genauigkeit der mittleren Fehlerbestimmung ist ndhmlich
von Belang sowohl fuir die fortgesetzte Fehleranalyse wie auch fur die VerlaR-
lichkeit einer Entscheidung uber die Befriedigung des Kriteriums. Noch vor
der Ausfihrung der Messungen ist es auBerst wichtig, vorteilhafte Umstande
zu schaffen und die richtigen MelReinrichtungen zu wéhlen, eben um die ansonst
nicht leicht vermeidbaren regelmé&Rigen Fehlerquellen (Instrumentenfehler,
Befraktionserscheinungen, Personalfehler des Beobachters usw.) auszuschalten.
Wenn man z. B. zur Bestimmung desselben Punktes zwei Serien Winkelmessun-
gen zu verschiedenen Zeitpunkten, doch unter a&hnlichen Begleitumstdnden
und mit Hilfe derselben MeReinrichtung durchgefihrt waren, undzwar bei
re-facher Messung mit dem mittleren MeRfehler fjt fur den ersten Zeitpunkt
bzw. fin fur den zweiten Zeitpunkt, so liefert die Erfullung der Bedingung:

Pi — Pu (15)

eine Berechtigung zur Voraussetzung, dafl diesen Resultaten keine voneinander
verschiedene systematische Fehler anhaften. Wenn die mittleren Winkel-
meRfehlernahezu gleich sind, aber die errechneten Winkelmittelwerte von einan-
der abweichen, so hdngt es von dem AusmaRe der Abweichung ab, ob gegebe-
nenfalls die Voraussetzung berechtigt sei, dal der zu bestimmende Punkt
zwischen den zwei Zeitpunkten eine Verschiebung erlitt. Selbstredend, falls
die Abweichung innerhalb der Grenzen des mittleren Fehlers liegt, so laRt
sie sich auf MefRfehler zuruckfuhren. Auch in diesem Falle dienen dieVertrauens-
Intervalle zur Festlegung der sich auR MeRfehlern ergebenden zulaRigen
Winkelabweichungen fir die Winkelmittelwerte:

Aa = t)xl A2 (16)

wo Aa die zugelassene Winkelabweichung bedeutet, der Wert von t zweck-
maéafRigerweise gleich 1 angenommen wird, und fij — /i, der mittlere Fehler der
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n-maligen Winkelmessung ist, der Multiplikator J2 ist notwendig und berech-
tigt, da in der Grof3e der errechneten Winkeldifferenz die Fehler beider Messung-
en mitspielen. Man kann nutzbringend auch Erfullungsbedingungen mit
anwenden, die sich auf die Winkelsumme eines Dreiecks oder irgend eines
anderen Vielecks beziehen [11].

Wenn man nur eine einmalige mehrfach wiederholte Messung vornimmt,
oder wenn man eine Beobachtung mit dem Einheitsgewicht durchfuhrt, so
mufl man zur Bestimmung des mittleren Fehlers unbedingt alle MeRresultate
mit in Rechnung ziehen. Unter Bericksichtigung der Anzahl der Wiederholung
werden die Streuungen einzelner Messungen nicht in Betracht gezogen, und
dies kann die Bildung der mittleren Fehler glinstig beeinfluBen [12]. Man soll
sowohl im Falle einer Ausgleichung, wie auch in dem Falle ohne Ausgleichung
zur Berechnung der mittleren Fehlerimmer die auf die urspringlichen Messun-
gen bezogenen Verbesserungen anbringen. Dies dient zu einer Verbesserung
der Gultigkeit des Gaufischen Prinzips. Wenn wir ndhmlich an einem Instru-
menten-Standpunkt die Messungen nacheinander sehr oft wiederholt durch-
fuhren und die Mittelwerte berechnen, und nachher noch das gesamte MeR-
und Rechnungsverfahren 6fters wiederholen, so mussen die Mittelwerte jeder
einzelner Gruppe nahezu gleich sein, vorausgesetzt, dall keine systematische
Abweichung (MeRfehler, oder Verschiebung) mitspielt. In einem solchen Fall,
mit einer &uBerst kleinen Abweichung der Mittelwerte voneinander, ergeben
sich auch die besten mittleren Fehlerwerte. Wenn aber die Mittelwert-Abwei-
chung groRer ist, so folgt daraus das Vorhandensein von regelméRigen Veran-
derungen. Fur diese aber verliert die GauBBsche Verteilung ihre Geltung; zur
Bestimmung der regelméRigen Verdnderungen muf} ein anderer Weg eingeschla-
gen werden. Nach der in [11] besprochenen Methode sind wir in der Lage, im
Wege einer globalen Auswertung der zeitweise wiederholten Messungen auch
die mittleren systematischen Fehler der Winkelwerte zu bestimmen, aus wel-
chen eine Vor-Information auf die GrofRe der mittleren Verschiebung der
Punkte gewonnen werden kann.

Aus den oben Gesagten folgt, dall bei den auf die Bewegungs-Umsténde
(Verschiebungen) von Bauobjekten beziiglichen geodatischen und markscheide-
rischen Untersuchungen eine Reihe von neuen Fragen zu lésen ist. Nicht
gesprochen von der Notwendigkeit, die MelRoperationen rdumlich und zeitlich
mit besonderer Sorgfalt vorzubereiten, ist es unerlaRlich, zur Bestimmung der
Bewegungsparameter nur mathematisch auf sicherer Grundlage aufgebaute
Auswertungsverfahren anzuwenden. Wenn solche Grundlagen nicht vorhanden
sind, so kénnen gegebenenfalls die daraus gezogenen Folgerungen zu irrtim-
lichen Resultaten fuhren.
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DETERMINATION OF THE DISPLACEMENT OF CERTAIN POINTS
BY MEASUREMENTS. THE CRITERIA OF THEIR STABILITY

F. HALMOS
SUMMARY

In this paper, the geodetic and subterraneous surveying methods are dealt with, that
serve to investigate displacements arising in the course of the construction of building works.
In this scope of investigation are included the right arrangement of measurements, the mathe-
matical problems of the evaluation of results when measurements are reproduced. An analysis
of accuracy is given and criteria of the stability of the points are established. Author deduces
a simple method to determine by graphical means the average error and the displacement of a
point at any chosen direction. This method is proved as satisfactory on the basis of the theory
of errors. In connection with the establishment of stability criteria, empirical ways and means
are shown that are decisive for the problem of stability. Finally, the sources of measuring
errors are examined and some principles are shown in relation to the calculation of the mean
error.
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DETERMINATION PAR MESURAGES DU DEPLACEMENT DES POINTS
ET CRITERES DE LEUR STARILITE

F. HALMOS
RESUME

L’auteur expose les méthodes de mesurages géodésiques et minieres utilisées pour
I’étude des déplacements produits au cours de la construction d’ouvrages techniques. Il étudie
la disposition des mesurages et le probleme de I’analyse mathématique des résultats de mesu-
rages réitérés, effectue I’analyse de la précision et établit les critéres de la stabilité des points.
Il présente une méthode graphique simple pour la détermination de I’erreur moyenne et des
déplacements du point en toute direction choisie. L’auteur donne ensuite les critéres de la
stabilité des points et déduit des relations empiriques permettant de déterminer cette derniére.
Il étudie enfin les sources d’erreur a envisager et s’étend sur quelques points de vue importants
du calcul de I’erreur moyenne.

Ob OMPEAENEHNN CMEWEHUA MYHKTOB MOCPEACTBOM W3MEPEHUN
N O KPUTEPUAX YCTOMUYMBOCTW MYHKTOB

®. XAnpbMouw

PE3IOME

B cTaTbe OMWCLIBAIOTCS reofe3nyeckme M FOPHOTEXHUYECKME METOAbl WU3yueHUst Cme-
LLEHUI TeXHUUECKMX COOPYXXEHUIA. PaccmMaTpmBaeTcs Cxema M3MepeHuid, 06CyXaaeTcs BOMpoc
MaTemMaTMUeckoii 06paGoTKM pPe3ynibTaToB MOBTOPHbLIX W3MEPeHWIA, AaeTCsl OLeHKa TOUHOCTU
M3MEpEHNA 1 ONpeaensoTca KpUTepumn yCTOMUMBOCTM NYHKTOB. MpefnaraeTcss NpocToii MeToq
NMoCTPOeHUSI AN ONPeAeNeHns CPeaHein NOrpewiHOCTM MyHKTa B MI060M HanpaBfieHUW, CNefo-
BaTe/lbHO W AN1A ONpefeneHnsi CMelLeHns. TpMBOAUTCS MOATBEPXKAEHME TEOPUI MOrPELLHOCTM
AN AAHHOTO MeToda. B AasibHeilueli yacTy paboTbl OMUCHLIBAIOTCA KPUTEPUU YCTOMUMBOCTU
NYHKTOB W MPUBOAATCA 3MMMPUYECKME COOTHOLLEHWS! ANs peLLieHnsi Bonpoca 06 YCTONYMBOCTY
NyHKTa. B 3aK/loueHre paccMaTpPMBAIOTCA MCTOYHMKM MOTPEeLIHOCTeN M3MepeHUid 1 06CyX-
[AlTCA HEKOTOPble OCHOBHbIE BOMPOCHI MO BbIUMC/IEHWIO CPEAHMX MOrPELLIHOCTEN.
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BEMERKUNGEN zZU A. TARCZY-HORNOCH UND
G. ALPAR: ZUR GENAUEN BESTIMMUNG KLEINER
NEIGUNGSWINKEL MITTELS SEKUNDENLIBELLEN

M.SCHADLICH
LEIPZIG

[Eingegangen am 15. Februar 1965]

Es wird die in [1] dargelegte Konzeption bezliglich der Eichung der Skalen von Sekun-
denlibellen mittels Hinweise auf grundsatzliche Gegebenheiten theoretischer und praktischer
Natur widerlegt.

Im Heft 3—4/1964 der vorliegenden Zeitschrift [1] nahmen die beiden
genannten Autoren zu einer von mir in [2] erschienenen zusammenfassenden
Betrachtung uber die Rolle der »Priufung« von Sekundenlibellen in der geoda-
tisch-astronomischen Ortbestimmung hoher Genauigkeit Stellung. Dabei wurde
erneut das schon in den Arbeiten [3, 4] zum Ausdruck kommende Haupt-
anliegen der beiden Autoren betont, dal? es die relativ wenigen, den Kriterien
von Wanach [5] beziuglich Konstanz des Parswertes genligenden Sekunden-
libellen nahelegen, die Einsatzfahigkeit der letzteren durch eine relativ auf-
wendige Skaleneichung zu erhdhen. Diese Konzeption stieB in [2] wegen der
generellen Vernachlassigung der Benutzungsprinzipien fir Sekundenlibellen
bei genauen astronomischen Ortsbestimmungen und der Unterschiede zwischen
den Feld- und Laborbedingungen (Temperaturgradienten) auf Widerspruch.
Es wurde u. a. darauf hingewiesen, dall ein nennenswerter Genauigkeits-
gewinn gegeniber dem bedeutend weniger aufwendigen Prifverfahren von
Brein [6] auch bei Benutzung von »mittelmaRigen« Libellen fur die Ergebnisse
der Orts- und Azimutbestimmung nicht zu erwarten ist. Da die Autoren von
[1] den die Vorteile der Breinschen Methode unterstreichenden fehlertheore-
tischen Teil in [2] Uberhaupt nicht erw'dhnten, sei es erlaubt, die Sachlage an
dieser Stelle mit wenigen Sdtzen zu konkretisieren.

Ein Fehler der Neigung

i= (1)
J %
der Index-, Horrebow- bzw. Hé&ngeliebelle eines Theodolits oder Passagein-
struments hat den folgenden EinfluR auf die gemessene Zenitdistanz z, den
Stundenwinkel t und das Azimut a:

dz (i) = di,
Idt (i) = 1li lsec6cosz > \i|, (r< 0)
Ida (i) 1= lilcotz”™ 1il, (r™ 90 — ) (2)
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wenn p den zur Blasenldnge null gehdérigen Parswert (Libellenangabe), | den
Blasenausschlag (Abweichung der Blasenmitte vom Normalpunkt 10 der Skala)
und 0 die Deklination des Gestirns bedeuten. Das »klassische« Verfahren der
Approximation von (1) beinhaltet nun, dal? es unter gewissen Voraussetzungen
hinsichtlich der Krimmungsunterschiede der Blasenlaufflaiche gentigt, die
Funktion p(l) durch eine geeignete, aus Messungen mit mittleren Blasenlangen
abzuleitende Konstante p zu ersetzen. Die hierzu gemachten Vorschlage, u. a.
in [5, 6, 7], beinhalten alle den Ersatz des durch die endlichen Blasenldngen
erhaltenen gegléatteten Kriummungsverlaufs p*(I) durch eine Gerade mittels
Ausgleichung.

Dal bei genauen astronomischen Beobachtungen an die benutzten Libel-
len hohe Anforderungen zu stellen sind, ist aus (2) ersichtlich. Wanach ver-
suchte deshalb die Libellen hinsichtlich ihrer Gite zu klassifizieren. Die Folge
war, dal der grdoRere Teil der gepriften Libellen »zur Rechnung mit durch-
schnittlichem Parswert ungeeignet» ist [1, S. 398]. Die Autoren von [1] meinen
deshalb, das Problem variieren und die »Libellenprifung« durch eine Skalen-
eichung ersetzen zu missen. Wir werden nachstehend erlautern, dalR hierzu
(ganz abgesehen von den unkontrollierbaren thermischen Einflissen) im
allgemeinen kein Grund besteht, wenn man nur die »klassische« Konzeption
hinsichtlich des MeRbereichs gentigend modifiziert.

Innerhalb eines geeignet abzugrenzenden Intervalles (—5< | —lu< 5)
sei der zugehdrige mittlere Parswert pm nach dem Verfahren Hirvonen oder
Brein approximiert(p). Es gilt dann offenbar innerhalb des bezeichneten Inter-
valles

i~p \"dl =p{1—10) 3)
bzw. fur den Fehler in (3)
di ~ pdl - (I — 10 dp = dix+ di2. (4)

Gleichung (4) bildet die Grundlage fiur alle Betrachtungen, die mit der
erforderlichen Qualitdt und der zweckméRigen Anwendung einer Rdhren-
libelle Zusammenhéngen. Sie besagt u. a., daB den mdglichen Blasenstellungen
ein mit steigenden Werten | — la abnehmendes Gewicht zukommt, d. h. der
Beobachter mull die Neigungen so klein wie mdoglich halten. Dieser einfache
Tatbestand wurde u. W. im Zusammenhang mit unserem Problem nicht immer
genugend beachtet.

Bezuglich (4) ist zu fordern, daR der Fehler di2den Einflul dildes Fehlers
der visuellen Ablesungen im Mittel nicht nennenswert Uberschreitet (| dil | =
= 0"1 — 0",2). Die daraus folgenden Werte fir | — 10 und dp bedeuten dann
eine mittlere Amplitude der zuldssigen Blasenausschldge bzw. eine mittlere
zuléssige Abweichung zwischen dem tatsdchlichen und dem mittleren Pars-
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wert innerhalb des bezeichneten Skalenintervalls. Bei sorgféltiger Libellen-
justierung kann man einem gelibten Beobachter (auch auf Feldstationen)
zumuten, dafl er mit »mittleren« Amplituden 11— 10| < 1 Skaleneinheit arbeitet
(siehe auch [8]). Daraus folgt

Idp 1> 0"1 ~ pl10 . (5)

Dein Zusammenhang zwischen den Krinimungsunregelmé&Rigkeiten und dem
zuléssigen MefRbereich tragt das Prufverfahren von Brein gegentiber den ande-
ren Methoden noch am meisten Rechnung. Zu ergdnzen ware nur, dall der
eingeengte Melbereich wegen (4) maoglichst symmetrisch zum Normalpunkt
/,, angeordnet wird. Es interessiert dann lediglich der (geglattete) Funktions-
verlauf p'(l) innerhalb dieses Intervalles, wie auch letzten Endes unter den
formulierten Bedingungen allein der bei wiederholten Beobachtungen vonz, t, a
zu erwartende systematische ResteinfluR der di auf g 2 und a von Interesse
ist. Letzterer diurfte empirisch nur schwer nachweisbar sein. Dies bedeutet
aber noch nicht, daR die Sekundenlibellen fiir genaue astronomische Orts-
und Azimutbestimmungen grundsatzlich geeignet sind, da den Wanachschen
Kriterien innerhalb des angegebenen MefRbereichs nach wie vor eine gewisse
Bedeutung zukommt. Dagegen besagt die in [1], S. 397 gemachte Fehler-
angabe di = "5 nichts, solange nicht das zugehdrige | — 10 genannt wird.
Damit verschwindet auch der angebliche »grundlegende Widerspruch« der
Ausfihrungen in [2]. Ebenso nichtssagend ist die auf S. 399 gemachte Bemer-
kung, dall eine Parswertdifferenz von 0",03 »garnicht zu vernachl&ssigen ist«,
solange nicht die Signifikanz dieses Wertes getestet und der MeRbereich abge-
grenzt ist.

Die obigen Fehlerbetrachtungen sind natirlich unvollstdndig, sie machen
aber den durch (4) gegebenen straffen Zusammenhang zwischen dem Fehler
di und dem zweckméaRigen Gebrauch der Libelle deutlich. Bei letzterem bedeu-
tet eine Skaleneichung im Sinne von Tarczy-Hornoch einen kaum Gewinn
versprechenden Aufwand, selbst wenn sich dafiir eine fehlertheoretisch ein-
wandfreie Methode formulieren lieBe und die Temperatureffekte wéahrend
der astronomischen Beobachtungen unbeachtet bleiben.
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REMARKS TO THE PAPER “ON THE DETERMINATION OF SMALL SLOPE ANGLES
BY USING ASECOND-SPIRIT LEVEL” BY A.TARCZY-HORNOCH AND G. ALPAR

M. schadlich
SUMMARY

The author — referring to fundamentals of principle and practice — disproves the
correctness of the procedures published in the study [1] for the calibration of the division
(scale) of one-second spirit levels.

REMARQUES SUR L’ARTICLE DE A.TARCZY-HORNOCH ET G. ALPAR,INTITULE;
«DE LA DETERMINATION EXACTE DE PETITS ANGLES D’INCLINAISON AU MOYEN
DE NIVEAUX DE HAUTE PRECISION”

M. SCHADLICH
RESUME

L’auteur se basant sur des données théoriques et pratiques fondamentales, conteste
la justesse du procédé préconisé par I’étude [1] pour I’étalonnage de la division (graduation)
des niveaux de haute précision.

MPUMEYAHWA K CTATbE A. TAPUN-TOPHOX W I'. AJIbMNAP
«K TOYHHOMY ONMPEAENEHUVIO HEBOJ/IbLUUX YT/10B HAKJ/IOHA C
MOMOLLBIO YPOBHA C OTBECOM, MMEKOWLWMM CEKYHAOHOE AEJTEHWE»

M. WEANNX
PE3FOME
Mcxoass M3 OCHOBHbIX TEOPETUYECKMX N NMPaKTUYECKUX coo6pa)+<eH|/||7|, aBToOp onposep-

raeT NpaBW/bHOCTb METOAA, MPEANoXeHHOro B pa6ote [1] ANS HOCTMPOBKU [eNeHUs LKabl
YPOBHSI C CEKYHAHbIM fiefIeHNEM.
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ZUR BESTIMMUNG UND GENAUIGKEIT
DER MIT DEN SEKUNDENLIBELLEN GEMESSENEN
NEIGUNGSWINKEL

A.TARCZY-HORNOCH und GY. ALPAR

[Eingegangen am 11. Mai 1965]

Unser in [3] vertretener und in der Geodasie bestehender grundsatzlicher Standpunkt,
daB man einen ausmerzbaren gréBeren Fehler als der angestrebte auch dann eliminiert, wenn
man andere noch nicht erfassen kann, wird in den Bemerkungen Schadlichs [4] nicht behan-
delt und widerlegt. Wir beharren deshalb weiterhin darauf.

Die in den Schédlich’schen Bemerkungen angefiithrte GI(4) gilt nur fur differentiale
Blasenbewegungen und nicht mehr fir Blasenbewegungen auch von nur sehr wenig Parsein-
heit.en, da in Bezug auf den durchschnittlichen Parswert des gewéhlten begrenzten Bereiches
aus der Eigenschaft des Mittelwertes folgend die Abweichungen dp teils positiv, teils negativ
sein miussen. Da Schadlich in Gl. (4) sogar bei einem Bereich von 10 Parseinheiten fir dp das
gleiche Vorzeichen annahm, hat seine auch in diesem Fall verwendete GI. (4), die Grundlage
aller seiner Betrachtungen, nicht zutreffende Voraussetzungen. Dies wird u. a. auch durch
eigene konkrete MeRergebnisse bewiesen.

Nicht zutreffend ist auch jene Bemerkung, die unsere Eichung als relativ aufwendig
bezeichnet, da eine angemessene Begrenzung des MeBbereiches wir bereits in [1; S. 370] emp-
fohlen haben, und dies fiuhrt naturgemdaRB zu einer wesentlichen Herabsetzung der Rechen-
arbeit. Dabei ist unser Verfahren bis jetzt die erste und einzige, die die Beriicksichtigung der
Einflusse der Krimmungsfehler der Sekundenlibellen auch bei verschiedenen Blasenldngen
ermdoglicht, woflir Schadlich keine Ldosung angibt.

In Verbindung mit der Prifung der Sekundenlibellen haben wir in der
Studie [1] die Bestimmung der zu den einzelnen Teilstrichen gehdrigen Winkel-
werte vorgeschlagen. Schadlich (im folgenden kurz mit Sch. bezeichnet)
empfiehlt in [2] auch weiterhin die durchschnittlichen Libellenparswerte zu
verwenden. Auf diese Arbeit nimmt Bezug unsere Studie [3], worauf Sch.
in seinen Bemerkungen [4] wieder gegen unsere Methode und gegen die auf
der Verwendung von Eichkurven beruhenden Methoden allgemein Stellung
nimmt und die Verwendung der einfacheren Brein’schen Methode empfiehlt.
Auf die neueren ScH’schen Bemerkungen wollen wir im folgenden ant-
worten, wobei wir die wichtigsten Fragen auch von anderen Seiten beleuchten
wollen.

1. Sch. schrieb in seiner Studie [2] (S. 213) wadrtlich folgendes:
nachstehenden zusammenfassenden Bemerkungen zum Gesamtproblem der
Messung kleiner Neigungen mittels Sekundenlibellen sollen zeigen, dalR aus
verschiedenen Grinden, die im wesentlichen mit der Wirkung der vernachlassig-
ten Temperaturverteilung im Libellenkérper plus Metallfassung wéahrend der
Beobachtungen Zusammenhéangen, ein maximaler Aufwand bei der Eichung von
Sekundenlibellen unter Laborbedingungen nicht vertretbar ist.« (Kursiv
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von uns.) Auf die Behandlung der Temperatureinflusse als Antwort darauf
sind wir auf S. 400—404 unserer Abhandlung [3] ausfuhrlicher eingegangen,
nachdem zuvor schon auf S. 398 als unser grundsétzlicher Standpunkt fest-
gestellt wurde: es kann jene Methode nicht richtig sein, welche einen grofe-
ren als bei der erforderlichen Genauigkeit noch tragbaren und dabei ausmerz-
baren Fehler nur deshalb belalt, weil man andere Fehler noch nicht erfassen
kann; wir bericksichtigen ja z. B. das Run bei den Mikroskopen auch dann,
wenn man die (merklich gréRere) Seitenrefraktion nicht unschédlich machen
kann. Wir kdnnen hierfir natiirlich auch andere Beispiele anfihren, wie die
sehr genaue Berechnung der Alignement-, Neigungs- und Dehnungskorrektio-
nen bei den Invardréhten, obwohl der Fehler in der Temperaturbestimmung
merklich groBere Fehler verursachen kann usw. Auch hier hat es mehrere Jahre
gedauert, bis unser, gemeinsam mit Eszto gemachter Vorschlag, den EinfluR
des mit dem HOhenunterschied sich verkleinernden Kettenlinienparame-
ters zu berucksichtigen, allgemein anerkannt wurde. Vor drei Jahren gab de-
mentsprechend nunmehr auch das Institut fur Angewandte Geodasie in Frank-
furt am Main Berichtigungstabeilen zu dem Gigasschen Handbuch fur die
Verwendungvon Invardréhten bei Grundlinienmessungen aus (Vgl. [11; S. 27]).

Sch. hat in seinen Bemerkungen [4] die Richtigkeit weder dieses grund-
satzlichen Standpunktes, noch jene unserer Erérterungen Uber die Temperatur-
einflisse angezweifelt (die ohne Beweise angefiihrte kurze Bemerkung im letzten
Absatz ist keine Widerlegung!), obwohl darin auch auf zwei unrichtige Fest-
stellungen in seiner Abhandlung [2] hingewiesen wurde (vgl. [3; S. 403 u.
404]). Wir konnen deshalb auf Grund der in [3] angegebenen und in [4]
nicht angezweifelten Argumentation feststellen: Bei der Winkelbestimmung
mit Sekundenlibellen macht es die Vernachlassigung der vorladufig noch schwer
bestimmbaren Temperatureinflisse nicht gerechtfertigt, daR man die genau
bestimmbaren Einfllisse der Krummungsfehler, die gréRBer als die durch die
gewilinschte Genauigkeit noch zuléssigen sind, vernachlassigt.

2. Sch. beméngelt in seinen Bemerkungen [4], daB wir in unserer Studie
[3] seinen in [2] enthaltenen, auf die Winkelbestimmung mit Sekundenlibellen
sich beziehenden fehlertheoretischen Teil Uberhaupt nicht erw&hnt haben,
aus dem er auf [2; S. 212] zu dem Ergebnis gelangte: »Die Blasenausschlage
| sind demnach madglichst klein zu halten.« Wir haben keinen Grund gehabt,
gegen diese Sch.’-sehe Feststellung Stellung zu nehmen, zumal wir wohl aus
anderen Grinden, aber jedenfalls noch vor Sch. gleichfalls festgestellt haben:
»Um auch mit einfacheren Rechenhilfsmitteln die Berechnung zu beschleunigen,
kann so vorgegangen werden, daB man den MelRbereich an der Libcllenskale
noch enger zieht.« und: »Durch die Verkleinerung des Anschmiegungsbereiches
der mathematischen Funktion an die beobachteten bzw. hergeleiteten
Werte wird Ubrigens auch die Genauigkeit der Anschmiegung gesteigert.«
[1; S. 370.]
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Wir wollen zuerst nur den Fall mit gleich lang bleibenden Blasen behan-
deln, weil Sch. nur diesen Fall untersuchte, obwohl sich die Blasenlange bekannt-
lich wéhrend der Messung auch um einige Parseinheiten &ndern kann.

Es sei zunachst hervorgehoben, dall die in [2] unter GIl. (5) bzw. in [4]
unter GIl. (4) angegebene Fehlergleichung

di = pdl 3 (/ — 10 dp

— wobei di den Fehler in der Neigung, dl jenen in der Ablesung der Libelle
und dp den Fehler des durchschnittlichen Parswertes (innerhalb des abge-
grenzten Bereiches) bedeuten — nur fur differentiale Blasenbewegung unbe-
schréankte Gultigkeit hat. Der grofite Teil des Fehlers dp hat iberhaupt nicht den
Charakter eines zufalligen Fehlers, sondern er ist in Abhéangigkeit von der in
Frage stehenden Libelle an ganz bestimmten (und bestimmbaren) Stellen
positiv und an anderen negativ. Wir kénnen deshalb von fehlertheoretischem
Standpunkt nur jene kleine Blasenbewegungen als differential betrachten,
wahrend welcher dp seine GrolRe, hauptsdchlich aber sein Vorzeichen nicht
andert. Wir werden spéater sehen, daR selbst bei einer sehr guten Libelle schon
innerhalb von einigen Parseinheiten die GroélRe von dp sich ganz bedeutend,
bis 60% &andern kann. Dal sich das Vorzeichen auch hei einem enger abgegrenz-
ten Bereich dndern muf, folgt aus dem Umstand, daR die Abweichungen von
dessen durchschnittlichem Parswert zwangslaufig teils positiv, teils negativ
sein mussen. Daraus folgt aber auch, daR man bei einem dem abgegrenzten
Bereich entsprechenden Ausschlag — ganz unabhédngig von dessen GroRe —
mit dem zu diesem Bereich gehdrigen durchschnittlichen Parswert, den von
den dp Fehlern freien Neigungswinkel erhalt. Es kann daher nicht richtig sein,
dalR Sch. innerhalb des von ihm mit 10 Parseinheiten abgegrenzten, zum
Normalpunkt symmetrischen Bereich fur alle dp-Fehler das gleiche Vorzeichen
und die gleiche GréRe voraussetzt. Mithin ist die von ihm als »Grundlage«
seiner Betrachtungen genannte Beziehung in der von ihm in der angegebenen
Weise benitzten Form nicht verwendbar. Aus den erwdhnten Grunden kénnen
die dp-Fehler auch als zuféllige MeRfehler nicht behandelt und zusammen-
gesetzt werden, weil der groRBere Teil davon ist es nicht, sondern sie sind von
der Krimmung des Libellenkérpers und von der Blasenldnge gesetzméaRig
abhéngige regelméfRige Fehler mit bestimmbaren Vorzeichen. lhre Zusammen-
setzung kann daher nur unter Bericksichtigung dieser bestimmbaren Gesetz-
maRigkeiten erfolgen, und dies kann zur Folge haben, daB der Fehlereinflu
di mit zunehmenden Libellenausschlag (/ — 10) sich dem absoluten Werte nach
auch verkleinern kann, wie wir dies in dem zahlenmé&Rigen Beispiel der Libelle
04 noch sehen werden.

So kann man mit der der Sch.’-sehen GI. (4) in [4] entsprechenden, hier
vorher angefiihrten Gleichung auch die von Sch. daran angekniipfte Behaup-
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tung nicht rechtfertigen, wonach: »Sie (ndmlich GI. (4)) besagt u. a., daB den
maoglichen Blasenstellungen ein mit steigenden Werten (Z— Z0) abnehmendes
Gewicht zukommt, d. h., der Beobachter muf? die Neigungen so klein wie
moglich halten.« Dies wirde nur dann zutreffen, wenn die ap-Fehler zuféllige
MeRfehler wéren, auf die das bekannte Fehlerfortpflanzungsgesetz angewendet
werden koénnte.* Aber die Anwendbarkeit des Fehlerfortpflanzungsgesetzes
behauptet auch Sch. nicht.

* Die »zufélligen Fehler« bedeuten hier vornehmlich die Ablesefehler der Blase. Denn
nicht nur die Krimmungsfehlereinflisse, sondern auch die der Teilungsfehler haben bei dem-
selben Intervall systematischen Charakter. Der EinfluR der Teilungsfehler ist dann in der
Regel von untergeordneter Bedeutung.

Bei der Herleitung der Beziehungen fiir die Annahme von nur zuféalligen Fehlern wollen
wir zwei Félle unterscheiden.

a) Wir bestimmen die einzelnen Parswerte des gewahlten Bereiches unabhangig vonein-
ander einzeln und bilden daraus den durchschnittlichen Parswert. Bei nur zufalligen Fehlern
kann auch diese Methode gerechtfertigt erscheinen.

Bezeichnen wir den mittleren zufalligen Fehler der Bestimmung des Blasenendes mit

+ JI(,, so wird bei Ablesung an beiden Enden der mittlere Fehler eines Parswertes fjp = i 1'4
und in diesem Falle jener des arithmetischen Mittels aus n Parswerten:
2l
= +
Bp= % yh

Wird damit der mittlere Fehler eines Ausschlages von | Parseinheiten bestimmt, so erhalten
wir hierfir (unter Bericksichtigung, dal im Neigungswinkel N = pl der durchschnittliche
Parswert p beijeder Parseinheit eigene zufdllige Fehler hat und daher es sich hier um eine (-ma-
lige Addition handelt):

fty= + 2/ J~

b) Wird dagegen der durchschnittliche Parswert des Bereiches mit n Parseinheiten
nur aus der ersten und letzten Ablesung der Blase bestimmt, so wird pp in diesem Falle:

_ 2 Mb
Pp—+ N

und so (da es sich hier nicht um die Addition der einzelnen Parswerte handelt):

|
*N = + 2Ab~-~

Der Unterschied zwischen beiden dhnelt dem Unterschied zwischen den mittleren Feh-
lern des Mittels der wiederholten Einzelwinkelmessungen und jenen der Repetitionswinkel-
messung. Die zweite Methode ist gunstiger.

Bei reinen zufalligen Messfehlern wirde der mittlere Fehler der berechneten Neigung
in beiden angenommenen Fallen wohl mit dem Ausschlag zunehmen, doch man erhielte hier
den kleinsten mittleren Fehler beim gréBtméglich gewahlten Bereich, also beim groBtmoglichen
n fur die Bestimmung des durchschnittlichen Parswertes. Waren daher keine Krimmungs-
fehler vorhanden, so mufte man zur Bestimmung des durchschnittlichen Parswertes die ganze
Skala benltzen, um den EinfluB der zufalligen Fehler bei der Bestimmung des Ausschlages
zum kleinsten zu machen. Den EinfluR der Krimmungsfehler kann man daher anschaulich
im Vergleich zu dem so ermittelten durchschnittlichen Parswert darstellen. Deshalb bezogen sich
auch unsere in den friheren Veroffentlichungen angegebenen Krimmungsfehler auf diesen
Bereich.

ErfahrungsgemaB Gberwiegen aber die regelméaBigen Fehler ganz bedeutend. In diesem
Falle mussen entweder ihre GroBen und Vorzeichen bestimmt werden und die Fehlerzusammen-
setzung kann nur mit deren Hilfe erfolgen, oder aber man bestimmt nach unserem Verfahren
die den einzelnen Teilungsstrichen zukommenden Winkelwerte und recht et unmittelbar mi-
diesen den Neigungswinkel, dessen mittlere Fehler nur eine Funktion der zur Berechnung
verwendeten — allerdings voneinander nicht unabhdngigen — Teilstrichwerte ist.
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Der von Sch. durch die allzu enge Abgrenzung des MeRbereiches erhoffte
Vorteil wird auch durch die Feststellung von Brein in Frage gestellt, den
Sch. — allerdings nicht in dieser Beziehung — wiederholt zitiert. Nach Brein
[5; S. 17]: »Die volle GroRe der Abweichung Ay (d. h. die Abweichung der mit
durchschnittlichem Parswert gerechneten Blasenlage von der wirklichen),
mithin auch die des Krimmungsfehlers, wird in der Regel in einem Bereich
von 2—5 Pars erreicht, d. h., dall bei Blasenwanderungen kleiner als 2 Pars
der mittlere systematische Fehler kleiner, bei grofRen bis zu den gréBtmdéglichen
Blasenwanderungen aber gleich einem mittleren Krimmungsfehler wird.« (Die
Kursive stammt von uns.) Gigas schreibt bezuglich der differentialen Krim-
mungsfehler folgendes [6; S. 29]: »Es handelt sich dabei um Betrdge von
etwa 0,5—3,0 Sekunden und die Unregelmé&Rigkeiten erstrecken sich auf
einen Bereich von etwa 4/100 Pars.« Wir erwahnen nur noch Wyss, der in
[7; S. 157] erklarte: »Der mittlere Fehler einer Schiefe ist daher nicht abhéngig
von deren Grofe im Gegensatz zur Auswertung nach der Formel (1).« (Kursiv
von uns.) Die fragliche Formel (1) von Wyss lautet (N = Neigungswinkel,
f und Iz die den Blasenmitten entsprechenden Skalenwerte):

N = p(l2- f) .

Nachdem Sch. auf alle vorher erwéahnten Publikationen (allerdings nicht
auf die von uns zitierten Teile) in seinen Verdffentlichungen [2] und [4]
sich berufen hat, so muR er diese Feststellungen kennen. Weil er aber in seinen
erwdhnten Arbeiten keinen Versuch gemacht hat, diese zu widerlegen, sondern
diese — wenigstens stillschweigend — hinnahm, so erscheint seine im vorletzten
Absatz von [4] gemachte Bemerkung als gekunstelter Einwand, wonach:
»Dagegen besagt die in [1; S. 397] gemachte Fehlerangabe di — 1,5" nichts,
solange nicht das zugehorige (I — 10) genannt wird.« Ahnliches gilt fur seine,
zwei Zeilen weiter geschriebene Kritik: »Ebenso nichtssagend ist die auf S.
399 (der Studie [3]) gemachte Bemerkung, dall eine Parswertdifferenz von
0,03" garnicht zu vernachlassigen ist, solange nicht die Signifikanz dieses
Wertes getestet und der MeRbereich abgegrenzt ist.« Diesbeztuglich berufen
wir uns wieder auf den von Sch. wiederholt anerkennend zitierten Brein,
der in [5; S. 18] den viel kleineren Unterschied von 0,008]/2 Pars, also bei
Sekundenlibellen etwa 0,013" zwischen den nach den Methoden von Jordan
und Hirvonen berechneten Einflissen der mittleren Krimmungsfehler bereits
als »von Bedeutung« bezeichnet hat.

In den vorangehenden haben wir uns absichtlich zun&chst auf von Sch.
zitierte Autoren berufen. Wir selbst haben im Laufe unserer, seit mehr als
10 Jahren dauernden Libellenuntersuchungen natiirlich auch unsere, mit den
vorherigen ziemlich im Einklang stehenden eigenen Erfahrungen. Um nicht
allzu lang zu sein, wollen wir von der in [1] bereits erwdhnten und als die beste
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bezeichneten Achsenlibelle 04 folgende paar Daten aus Mai 1959 mitteilen.
Zu den vier aufeinander folgenden Parseinheiten von 2 mm in der Mitte
der Libelle gehdren aus den viermal wiederholten Originalmessungen berechnet
folgende individuelle Parswerte (in Klammern stehen die durchschnittlichen
Parswerte flr diesen Bereich):

Bei der Blasenldnge von 40 Parseinheiten:

1,11', 1,25", 0,91", 1,46" (1,18"),
bei der Blasenldnge von 45 Parseinheiten:
1,11, L34"™, 1,11" 127" (1,21").

Wir ersehen daraus zunachst auch hier, daR die regelméfige Winkelfehler
verursachenden Krimmungsfehler selbst in so einem engen MeRbereich des
Blasenmittelpunktes nicht vernachlassigt werden kénnen, d. h., es erscheint
nicht zuléssig, den Neigungswinkel mit einem durchschnittlichen Parswert selbst
eines engbegrenzten Bereiches zu berechnen, zumal es einen solchen bei der
wahrend der Messung sich &ndernden Blasenldnge selbst fur den gleichen
MeRbereich nicht gibt. Die obigen konkreten Daten — und man kdénnte aus
unseren Ergebnissen viele andere Beispiele anfihren — zeigen auch, daf
zwischen zwei nacheinander folgenden individuellen Parswerten auch ein
Unterschied von 0,55", in bezug auf 0,91" also rund von 60% auftreten kann,
und daR selbst in so einem, auf einige Parseinheiten begrenzten kleinen
Bereich im Vergleich zum durchschnittlichen Parswert dieses Bereiches ein
Unterschied von 0,28" besteht. Wenn somit die Messung mit dieser einen Pars-
einheit erfolgt, so wird die Neigung bei der Berechnung mit dem durchschnitt-
lichen Parswert 1,18" mit einem regelmaRigen Fehler von 0,28" behaftet sein.
Und es handelt sich dabei um die beste der untersuchten 26 Sekundenlibellen !
Dieser Betrag Ubersteigt aber ganz gewaltig die zulassige Grenze und weil er
ausmerzbar ist, muR er ausgemerzt werden, und zwar durch Verlassen der Berech-
nung mit durchschnittlichem Parswert. Interessanterweise entsteht hier bei
der zweiten Blasenlédnge nur ein Fehler von 0,06". Bei dieser Blasenldnge besteht
aber bei der vorangehenden Parseinheit ein Unterschied von 0,23". Weil
dhnliche Abweichungen bei dieser Libelle auch bei den anderen Eichungen
festgestellt wurden, sind — von den zufélligen Fehlern der Ablesungen selbst
abgesehen —alle diese die Einflisse von physikalischverkdérperten Krimmungs-
fehlern.

Es mag bemerkt werden, daR auch die Abweichungen der Ubrigen indi-
viduellen Parswerte von den dazugehdrigen durchschnittlichen Parswerten
des Bereiches merklich sind: sie betragen bei den 8 individuellen Parswerten
im Durchschnitt 0,13". Weil aber im vorliegenden Falle im Vergleich zu den
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beiden durchschnittlichen Parswerten die individuellen Parswerte abwech-
selnd mit positiven und negativen dp-Werten abweichen, werden die Fehler
bei einem Bereich der beiden letzten Parseinheiten nur noch 0,04" bzw. 0,05",
um bei einem Bereich aller vier Parseinheiten fur beide Blasenldngen Null zu
werden. (Im Sinne von [2; Gl. (5)] wirden wir im letzten Falle nicht Null, son-
dern unzutreffend 4 « 0,13 = 0,52" erhalten.) Wir ersehen, daR das in der
Praxis oft angestrebte, auch von Sch. empfohlene, und wegen der mdglichen
Blasenlangendnderungen nicht sehr leicht einzuhaltende Verfahren, den MeR-
bereich der Blasenmitte auf eine Parseinheit einzuschrdnken — mit Rlck-
sicht auf den regelmé&Rigen Charakter der auftretenden Fehler — fehler-
theoretisch nicht begrindet ist: Es soll vielmehr bei dieser Berechnungsmethode
jener MeRbereich der Blasenmitte angestrebt werden, der der Bestimmung
des durchschnittlichen Parswertes zugrunde liegt.

Wir werden im folgenden noch von einer anderen Seite her zeigen, dal
die Ungenauigkeit der Winkelbestimmung mit der Sekundenlibelle mit der
GroRe des Ausschlages nicht gesetzmd&fRig zunimmt.

Das Problem und die Berticksichtigung der regelmé&fligen Fehler der Win-
kelmessung mit Sekundenlibellen hat eine gewisse Ahnlichkeit mit den Teil-
kreisuntersuchungen, besonders der Meridiankreise, bei welchen man gleich-
falls die speziellen Winkelwerte der Teilstriche bestimmt (vgl. z. B. [8; S.
53—58]). Weil es sich auch hier um regelmé&fRige Fehler handelt, wird auch hier
nicht behauptet, daB dem damit gemessenen grolReren Winkel eine kleinere
Genauigkeit und ein kleineres Gewicht zukommt als dem kleineren Winkel.
Wenn Ubrigens der mit dem Meridiankreis gemessene Winkel bei nicht ein-
spielender Libelle korrigiert werden muf, wurde die durch die Bestimmung
der speziellen Winkelwerte zu erzielende Genauigkeitssteigerung gefédhrdet
sein, wenn man die Korrektion mit durchschnittlichem Parswert berechnete.
Nachdem man auch mit den Sekundenlibellen Winkel mit, gehdrt ihre Unter-
suchung in das Problem der Teilungsuntersuchungen, das wir in Zusammenhang
mit den Komparierungsproblemen in dem Vortrag [9] behandelt haben und
hier darauf nur kurz hinweisen.

Bei horizontalen Teilkreisen ist die Lage deshalb etwas anders, weil
diese Teilkreise zur Herabsetzung der Teilungsfehler bekanntlich in verschie-
denen Teilkreisstellungen verwendet werden kénnen. Hier ist also selbst
bei sehr groRBen Genauigkeitsforderungen nicht unbedingt erforderlich, die
einzelnen Teilungsfehler zu bestimmen, sondern es gentgt die Angabe von
qualitativen Genauigkeitszahlen fur die Teilungsfehler bzw. fiur die Intervalle,
wie z. B. bei dem Heuvelink-Verfahren (vgl. [8; S. 58—66]). Wenn man diese
Genauigkeitszahlen oft auch als »mittlere Fehler« bezeichnet, fiel es niemandem
ein, den mittleren Fehler eines mit dem fraglichen Theodolit gemessenen
Horizontalwinkels von der Anzahl der darin enthaltenen Teilkreiseinheiten,
also von der GroRe des Winkels in damit zunehmenden Sinne abhé&ngig zu
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machen. Dies auch dann nicht, wenn man die Winkel nur in einer Teilkreis-
stellung gemessen héatte, in welchem Falle die regelméaRigen Teilungsfehler
nach ihren Gesetzen wirksam waren.

Bei unserem Verfahren selbst brauchen wir weder den Begriff des durch-
schnittlichen, noch jenen des individuellen Parswertes flir die verschiedenen
Blasenldngen, sondern es werden den einzelnen Teilstrichen — &hnlich wie
heim Meridiankreis — Winkelwerte nach, in entsprechender Verteilung durch-
gefuhrten Eichmessungen durch Ausgleichung bestimmt. Diese berucksich-
tigen dann die durch die Krimmungsfehler verursachten regelmaRigen Fehler.
Daraus geht unmittelbar hervor, dall die Entfernung der in der Winkel-
bestimmung vorkommenden Teilstriche voneinander die Genauigkeit des ermit-
telten Winkels — da ja auch mit der eichenden Libellenwaage die zur Aus-
gleichung dienenden Neigungswinkel mit zunehmender Neigung nicht unge-
nauer bestimmt werden — nicht beeinfluBt. In den ermittelten Neigungs-
winkel gehen daher direkt nur die mittleren Fehler der hierfur abgelesenen
Teilstriche ein, und man berechnet dessen mittleren Fehler; falls erforder-
lich strenger — aber bei unserem Verfahren erst recht ohne die Fehler
der dazwischen liegenden Teilstriche — als den mittleren Fehler der in Frage
stehenden Funktion der ausgeglichenen Strichwerte. Bei entsprechender
Anordnung der Eichmessungen koénnten die mittleren Fehler der Teilstriche
auch zu sog. freien Funktionen gemacht werden, dhnlich wie sie bei der Aus-
gleichung der Stationsbeobachtungen sind.

3. Um die Rechenarbeit bei den den einzelnen Teilstrichen zugeord-
neten Winkelwerten und bei den durchschnittlichen Parswerten miteinander
richtig vergleichen zu kdénnen, sei zunédchst darauf hingewiesen, daR man im
Falle, wo der MelRbereich der Blasenmitte auf eine Parseinheit und die Messung
auf eine einzige Blasenlédnge begrenzt wirde, nach allen Libellenprifmethoden
bei gleichen MeR- und Rechenarbeiten dasselbe Ergebnis erhielte. Der Unter-
schied wachst mit der VergrofRerung des MelRRbereiches und mit der Einfihrung
von verschiedenen Blasenldngen. Wenn also Sch. — trotz der unter 2. enthal-
tenen Erdrterungen — weiterhin auf eine ganz radikale Einschrdnkung des
MeRbereiches bestiinde (eine angemessene Einschrankung empfahlen wir in
[1; S. 370] schon vor Sch.), so mURte diese Einschrdnkung in unserem Verfahren
dementsprechend eine radikale Herabsetzung der Rechenarbeit zur Folge haben.
Es entstiinde so praktisch bei unserer Methode nur eine unbedeutende Rechen-
mehrarbeit, auf die die von Sch. in [4; erst. Abs.] hierfir verwendete Bezeich-
nung »relativ aufwendige Skaleneichung« nicht zutreffend ist. Und diese auch
lediglich bei der Prifung der Libelle. Beiden rutinmé&Rigen laufenden Messungen
und Berechnungen entsteht keine Mehrarbeit, und es ermdglicht unser
Verfahren dennoch die Berucksichtigung der durch die Krimmungs-
fehler verursachten regelmé&Rigen Winkelfehler sowie die der Blasenlédngen-
dnderungen.
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Die Einengung des MeRbereiches der Blasenmitte untersuchend erhebt
sich von selbst die Frage, warum im Falle, wenn in der Praxis sehr wenige,
ja sogar nur ein Parswert genigen, auch die bedeutendsten Instrumenten-
fabriken ihre Libellen ausnahmslos mit einem bedeutend grdfierem MeR-
bereich liefern, obwohl die Herstellungsschwierigkeiten und damit auch die
Kosten der Sekundenlibellen mit deren Lange ganz bedeutend zunehmen. Wir
kénnen die Frage auch so aufwerfen: Was wirden die Geod&dten und Astrono-
men sagen, wenn die Instrumentenfabriken die Sekundenlibellen mit so einem
engen MeRbereich lieferten, dal daran nur Blasenbewegungen von sehr wenig
Parseinheiten beobachtet werden kénnten? Wir sind sicher, daR die meisten
Fachleute Sekundenlibellen mit dem jetzigen gréRBeren MeRbereich fordern
wirden, und zwar aus zwei Grinden. Wir brauchen zunéchst den entsprechend
groBen MeRbereich der Sekundenlibellen bei der Aufstellung der sehr genauen
Instrumente, bei der Kontrolle und Bestimmung von Pfeilerbewegungen
und in so manchen anderen Féallen. Andererseits &ndert sich infolge der Tempe-
raturdnderungen und ein wenig auch infolge der Krimmungsfehler auch die
Blasenlédnge, welcher Umstand der allzu starken Einengung des MeRbereiches
einen Riegel setzt. Es ist deshalb naheleigend und vorteilhaft, zun&dchst mdéglichst
den ganzen zur Verfligung stehenden MelRbereich in die Prifung einzubeziehen,
um daraus dann die optimale Begrenzung feststellen zu kénnen, wie darauf
schon hingewiesen wurde (vgl. [5; S. 18] u. [1; S. 370]). Durch diese Art
der Einschrdnkung sowohl des Skalenbereiches als auch der Blasendnde-
rungen kann die Genauigkeit der ausgeglichenen Eichwerte infolge der Vermin-
derung der Streuung trotz der Herabsetzung der Anzahl der Uberschissigen
Beobachtungen ganz merklich gesteigert werden. Wé&hrend man aber bei den
Berechnungsmethoden mit Libellenparswerten mit Ausnahme einer Beziehung
von Krassowskij und Danitow [10; S. 303. GIl. (193)] nicht einmal einen
kurzen Hinweis findet, wie man die bei verschiedenen Blasenlangen verschiedenen
regelméBigen Einflisse der Kriummungsfehler Uberhaupt beriicksichtigen kénnte,
geben die in [7] angeregten, auf Eichkurven beruhenden und unsere in [1]
ausgearbeiteten rechnerischen Methoden die Mdglichkeit, auch diese Fehler-
einflusse entsprechend in Rechnung zu stellen. Bis jetzt ist die in [1] angege-
bene Methode das einzige Verfahren, das die Bericksichtigung der durch die
Krimmungsfehler verursachten regelmé&Rigen Fehler auch bei verschiedenen
Blasenldngen ermadoglicht. Weil aber die verschiedenen Blasenldngen vornehm-
lich auf Temperatureinflisse zuriuckzufihren sind, gibt unserVerfahren bereits
die Mdglichkeit zu deren Erfassung, vorausgesetzt, dal? die Erwarmung gleich-
maRig und ohne Asymmetrie in der Verteilung erfolgt ist. Ahnliches haben
auch Krassowskij und Danilow vorausgesetzt [10; S. 303]. Die Forschung
wird sicherlich auch weitere, an weniger Einschrdnkungen gebundene Methoden
bringen. Durch die von uns bereits in [1; S. 370] empfohlene sinngemaésse
Einengung des MeRbereiches kann — wie erwdhnt — auch die Rechenarbeit
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wesentlich vereinfacht werden. Dieser Umstand ist allerdings im Zeitalter
der elektronischen Rechenanlagen nicht von besonders mafRgeblicher Bedeu-
tung, vornehmlich dann nicht, wenn man im Vergleich dazu die bei den
praktischen Messungen erforderlichen Zeiten in Betracht zieht.

4. Es ist auffallend, daB Sch. in Kenntnis der Abhandlungen [7] und
[1] zur Lésung des Problems der verschiedenen Blasenldngen nichts zu sagen
hat, obwohl allein durch den Vorteil unserer dies l6senden Methode die Mehr-
arbeit unserer Skaleneichung gerechtfertigt erscheint. Ohne einen Ld&sungs-
weg hierfir anzudeuten, und ohne seine Behauptungen bekraftigende zahlen-
manRige Versuchsergebnisse anzufiuhren, erklart Sch. dennoch im letzten Absatz
von [4], dal} eine Skaleneichung im Sinne von Tarczy-Hornoch einen kaum
Gewinn versprechenden Aufwand bedeute. Wir haben demgegeniber mit
konkreten MeRergebnissen der besten der von uns untersuchten 26 Sekunden-
libellen bewiesen, dalR die Berucksichtigung der Einflisse der Krimmungs-
fehler bei der Sch.’sehen Fehlergrenze 0,1"—0,2" selbst bei einer auch von
Sch. empfohlenen Einengung des Melbereiches der Blasenmitte auf eine
Parseinheit erforderlich ist. Wir behaupten nicht, dal unser Verfahren das
beste Verfahren zur Bericksichtigung dieser Fehlereinflisse bei — vornehm-
lich durch Temperatureinflisse verursachten — verschiedenen Blasenlédngen
ist: die wissenschaftliche Forschung bringt Uberall neuere und neuere sowie
bessere Losungen. Eines aber soll festgestellt werden: wir haben hierfiir nach
unserem Wissen das erste und brauchbare Verfahren angegeben, ohne welches
selbst die beste der von uns untersuchten Libellen der geforderten Genauigkeit
nicht entsprechen wirde. Dadurch wird bereits ein Teil der von Sch. so hervor-
gehobenen Temperatureinflisse erfalt. DaR dieses Verfahren auch ander-
warts gewertet wird, beweist der Umstand, daR bis jetzt schon die amtlichen
Stellen von zwei Staaten in der Frage der Libellenprifung die Verbindung mit
uns aufgenommen haben und sie befassen sich mit der Einfihrung unseres
Verfahrens.

Auf Erklarungen in [4], die mit der grundsatzlichen Frage: eigene
Eichwerte oder durchschnittlicher Parswert, nicht unmittelbar Zusammen-
h&angen, gehen wir aus Raummangel hier nicht ein.
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ON THE DETERMINATION OF SLOPE ANGLES MEASURED BY ONE-SECOND
LEVELS, AND ON ITS ACCURACY

A. TARCZY-HORNOCH—GY. ALPAR
SUMMARY

The standpoint of principle, expressed in [3] and which is followed in geodesy, according
to which an eliminable error larger than is desirable will be eliminated even if other errors
cannot yet be found, is not discussed and not disproved by Schadutich in his notes published
under [4] in the references qoted. Therefore this is still further maintained by the authors.

Equation (4) published by Schadutich in his notes is valid for differential bubble motions
only, and not applicable even if the displacement is merely of a few pars units, since the dp
deviations, related to the average pars value of the narrower measuring range chosen — which
follows from it being a mean value — must be partly positive, partly negative. AsSchadtich
takes dp, in his equation (4) as ofthe same sign even within a range of 10 pars units, his equation
(4) and the basis of all his further investigations rest on incorrect conditions. Among other
this is also proved by the authors with concrete measurement results.

Also that remark is not acceptable which qualifies the the calibration method adopted
by the authors as relatively lengthy, since a suitable narrowing of the measuring range had
already been suggested (v. [1], p. 370) and this naturally leads to a considerable reduction
of computation work. Apart from this, the procedure suggested by the authors is the first
and only one to make possible the taking of the curvature errors even for different bubble
length, into consideration. For this, Schaduiich gives no solution.

DE LA DETERMINATION EXACTE DES ANGLES D’INCLINAISON MESURES AU
MOYEN DE NIVEAUX DE HAUTE PRECISION

A. TARCZY-HORNOCH—G. ALPAR

RESUME

Le principe exposé dans [3] et adopté en géodésie, en vertu duquel il faut éliminer une
erreur déterminable dépassant celle admise méme si d’autres erreurs ne peuvent pas encore
étre déterminées, n’a pas été discuté et réfuté par Schadlich dans ses remarques [4], aussi
les auteurs continuent-ils & le soutenir.

L’équation (4) figurant dans les remarques de Schadlich n’est valable que pour des
déplacements différentiels de la huile et ne saurait étre utilisée méme quand ce déplacement
est de quelques unités de division seulement, parce que les écarts dp rapportés a la valeur
de graduation moyenne de la plus faible capacité choisie doivent étre en partie positifs et en
partie négatifs, vu qu’il s’agit de valeurs moyennes. Comme dans son équation (4) Schadlich
considére dp comme étant de méme signe jusque dans les domaines de 10 unités de division,
son équation (4) et toutes ses recherches suivantes partent de conditions incorrectes. Des résul-
tats de mesures concrets sont cités par les auteurs a I’appui de cette constatation.
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La remarque de Schadrtich qualifiant de relativement longue la méthode d’étalonnage
adoptée par les auteurs est également refusée par ces derniers, qui ont déja proposé une limi-
tation convenable de I'étendue de mesure ([1], p. 370), qui abrégerait d’'une facon notable
les calculs. De plus, le procédé présenté par les auteurs est le premier et le seul qui permette
de tenir compte des erreurs de courbure en cas de longueurs de bulle différentes, cas qui n’a
pas été prévu par la solution de Schadtich.

OB OMNPEAENEHUWN YIN1OB HAK/JIOHA C NMOMOLULbIO YPOBHEWN,
MUMEKOWNX CEKYHAHOE OAENEHWE, N O TOYHOCTWN 3TUX OMPELEJIEHUN

A. TAPUWN-TOPHOX,— A. ANbNAP
PE3KOME

B reogfesun cobnwopfaetcs NPUHLMUN, WU3N0XeHHbIW B pabote (1), cornacHo KoTopomy
norpewHoOCTN C BeNIMYUHOWN, nNpeBblilwatoweli XenateNbHyl, UCKAOYalTCa (ecnnm OHM MOTYT
6bITb UCK/IOYEHDbI) flaXe B TOM Cay4vae, eCiM NMPU 3TOM He OXBaTblBAOTCA APYrne NOrpewHoCcTH.
B cBOUX NpuUMevyaHuAX, oNy6/IMKOBaHHbIX B cTaTbe (4), Lleagnux He paccmMaTpuBaeT U He OMpo-
BepraeT Takoil mo3myuu. NMoaToMy aBTOpPbl NPUAEPXMNBAOTCA CBOEro NMepBOHaYanbHOIro MHEHUSA.

YpaBHeHue (4), npuBefeHHoe B npuMevaHuax Leannxa, aelicTBUTeNbHO TONbKO ANA
anddepeHUManbHblX MepemMel,eHNn Ny3bIpbKOB, HO WHaye OHO HEMPUMEHUMO fAaXe B TOM
cny4vae, Korga nepemMelieHue COCTaBnsieT MWW b HECKONbKO foneli NapCeK NocKonbKy Mo cpas-
HEHWIO CO CpeAHMMMW BenMYMHamu MNaPCEK nofo6paHHOro y3KOro guanasoHa M3MepeHWUR, Kak
3TO cnefyeT M3 0CO6EHHOCTI CpefHMX 3HAYeHWNW — 4acTb OTKAOHeHUR dp gonkHa 6bITb Mo-
NOXUTENbHOW, a APYrYyw 4YacTb — OTpuLaTeNbHOW. BBUAY TOro, 4uto B ypaBHeHuu (4) LWea-
nuxa OoTKMoHeHUs dp 6GepyTcsi ¢ O4MHAKOBbIM 3HAaKOM Jaxe npu guanasoHe 10 Mapcek 3ato
ypaBHeHUe, N BCe OCTajibHble paccyXaeHusa Lefgnmxa oCHOBbIBAOTCA Ha HernpaBU/IbHbIX YCN0-
BUAX. ABTOPbl MOATBEPXAalOT TakKoe 3aK/l0OUYeHUe N MO pesynbTaTaM PaKTUYECKUX UXMEPEHWUIE.

HecocTosfiTeNbHbIM siBNAeTCA nNpuMeHYaHue Llegnuxa 06 OTHOCUTENbHOW ANUTENbHOCTM
npouecca OCTUPOBKMW, MNOCKONbKY COOTBETCTBYHLee CyXeHWe AmanasoHa M3MepeHURn yxe
npegnaranocb (cm. cTp. 370 paboTbl 1), 4TO NPUBOAUT K 3HAYUTENIbHOMY COKpPaL,eHW BblYN-
CNNTenbHbIX paboT. Kpome Toro, npegnaraemblii MeTof SiIBNSieTCS NepBbIM U efUHCTBEHHbIM
[0 CUX MOP METOAOM, NO3BONSALWMNM YyYNTbIBaTb NOTPEWHOCTb KPUBU3HbI AaXe NPpu pasinyHblX
ONnHaxX nysbipbkKoB. Wegnnx He faeT pelweHMs 3TOro sornpoca.
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BOOK REVIEW - BUCHBESPRECHUNG —
COMPTE RENDU DE LIVRES - OB30OP KHWTI

Walter GroBmann :
GEODATISCHE RECHNUNGEN UND ABBILDUNGEN IN DER LANDESVERMESSUNG
Zweite, erweiterte Aufl. Verlag Konrad W ittwer, Stuttgart, 1964. 260 S mit 77 Abb. u. 12 Tafeln.

Es ist nicht leicht in knapp 260 Seiten so vieles so ausgezeichnet zu geben, wie wir dies
in diesem Buche finden. Es enthdlt folgende Hauptabschnitte:

1. Die geometrischen Eigenschaften des Erdellipsoids

2. Sphérische Rechnungen und ebene Abbildungen der Kugel

3. Die geodéatische Linie auf dem Umdrehungsellipsoid

4. Geographische Koordinaten auf dem Ellipsoid

5. Rechtwinklige Koordinaten auf dem Ellipsoid und ihre ordinatentreue Abbildung

in der Ebene

6. Die GauRsche konforme Abbildung des Erdellipsoids in der Ebene

7. Uberblick iiber weitere konforme Abbildungen

8. Anlage der deutschen Landesvermessungen.

Das Buch umfaBt folglich Probleme der mathematischen Geoddsie und es ist deshalb
folgerichtig und richtig, wenn hier auf mefBtechnische Frage der Landesvermessung nicht
eingegangen wird. Die seit der ersten Auflage neu aufgenommenen Paragraphen, wiedie Behand-
lung ellipsoidischer Dreiecke, die Losung der geodé&tischen Hauptaufgabe fir sehr groBe
Entfernungen usw., ferner der Umstand, daB an Stelle der logarithmischen Berechnungen jene
mit der Rechenmaschine bevorzugt werden, erhéht die Brauchbarkeit dieses hervorragenden
Buches. Die Aufnahme einiger Ergebnisse Hazay’s Untersuchungen hatten wir begrift,
selbst dann, wenn dadurch sich der Umfang vergroRert hatte. Vielleicht kann dies in einem
der sicherlich zu erwartenden ndchsten Auflagen geschehen.

Zusammenfassend: Das neue GroBmannsche Buch stellt eine wesentliche Bereicherung
derinternationalen geodatischen Literatur dar und wird ein ebenso wichtiges und viel gebrauch-
tes Nachschlagewerk, wie seine Ausgleichungsrechnung.

A. Tarczy-Hornoch
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MITTEILUNG

BEZUGLICH DER OBSERVATORIUMSBERICHTE DES
GEOPHYSIKALISCHEN FORSCHUNGSLABORATORIUMS DER
Uu. A d. w.

Die zusamenfassenden Berichte Uber die Ergebnisse der im
Observatorium des Geophysikalischen Forscbungslaboratoriums
der U. A. d. W. bei Nagycenk durchgefiihrten Beobachtungen wur-
denin denJahren 1957—60 in dieser Zeitschrift verdffentlicht. Durch
die Anhdufung der Beobachtungen hat sich der Umfang der Berichte
vergrodssert und wird deshalb von 1961 angefangen unter dem Titel
»Observatoriumsberichte des Geophysikalischen Forschungslabo-
ratoriums der Ungarischen Akademie der Wissenschaften«, in
selbstdndigen Heften verdéffentlicht. Der schon erschienene Bericht
vom Jahr 1961, sowie die nachfolgenden kénnen vom Forschungs-
laboratorium im Tauschweg bezogen werden. (Adresse: Sopron,

Postfach 9.)



Printed in Hungary

A kiadasért felel az Akadémiai Kiadé igazgatéja Miszaki szerkeszt6: Farkas Sandi
A kézirat nyomdaba érkezett: 1965. VI11. 5. — Terjedelem: 21,25 (A/5) iv, 71 abra

65.61175 Akadémiai Nyomda, Budapest — Felelds vezetd: Bernat Gyorgy



The Acta Technica publish papers on technical subjects in English, German, French
and Russian.

The Acta Technica appear in parts of varying size, making up volumes.

Manuscripts should be addressed to

Acta Technica
Nador u. 7.

Budapest V.
Hungary

Correspondence with the editors and publishers should he sent to the same address.

The rate of subscription to the Acta Technica is 110 forints a volume. Orders may he
placed with *“Kultara” Foreign Trade Company for Books and Newspapers (Budapest 1.,
Fe utca 32. Account No. 43-790-057-181) or with representatives abroad.

Les Acta Technica paraissent en frangais, allemand, anglais et russe et publient des
travaux du domaine des sciences techniques.

Les Acta Technica sont publiés sous forme de fascicules qui seront réunis en volumes.

On est prié d’envoyer les manuscrits destinés a la rédaction a I’adresse suivante:

Acta Technica

Nador u. 7.

Budapest V.
Hongrie

Toute correspondance doit étre envoyée a cette méme adresse.

Le prix de I’'abonnement est de 110 forints par volume.

On peut s’abonner a I’Entreprise pour le Commerce Extérieur de Livres et Journaux
«Kultira» (Budapest I., F§ utca 32. Compte courant No. 43-790-057-181) ou a I’étranger chez
tous les représentants ou dépositaires.

«Acta Technica» My6iMKYIOT TpakTaTbl M3 06/1aCTV TEXHWUECKUX HayK Ha PYCCKOM,
HEMELIKOM, aHT/IMACKOM M (hpaHLYy3CKOM S3blKax.

«Acta Technica» BbIXOAAT OTAE/bHLIMK BbINyCKaMu pa3HOro o6bema. HeckKo/ibKo Bbli-
MyCKOB COCTaBAAOT OAWH TOM.

MpeaHasHaueHHble AN Ny6AMKauunm PyKONWCK crieflyeT HanpaBnsaTb MO agpecy:

Acta Technica
Nador u. 7.

Budapest V.
BeHrpusa

Mo aTomy >Xe afpecy HanpaBNATb BCAKYH KOPPECMOHAEHUMIO AN pejakuvn v agmu-
HUcTpaumu.

MoagnucHaa ueHa «Acta Technica» — 110 ¢opMHTOB 3a TOM. 3aKasbl MPUHMMAET Mpea-
npusaTMEe MO BHeWHeld ToproBne KHUr K raset «Kultdra» (Budapest 1., F3 utca 32.
Texkywmin cyeT Ne43-790-057-181) unm ero 3arpaHuyYHble NPeACTaBUTENLCTBA W YMOSHOMO-
YeHHble.



Index: 26.025



ACTjV
TECHNICA

ACADEMIAE SCIENTIARUM
HUNGARICAE

ADIUVANTIBUS

L. GILLEMOT, GY. HEVESI, K. P. KOVACS,
K. SZECHY, G. TARJAN

REDIGIT

A. GEEEJI
TOMUS s2 FASCICULI 3 -4

SERIES GEODAETICA ET GEOPHYSICA
TOMUS 6 FASCICULI 3—4

AKADEMIAI KIADO, BUDAPEST
1965



ACTA TECHNICA

A MAGYAR TUDOMANYOS AKADEMIA
MUSZAKI TUDOMANYOK OSZTALYANAK
KOZLEMENYEI

SZERKESZTOSEG ES KIADOHIVATAL: BUDAPEST V., ALKOTMANY U. SI.

Az Acta Technica német, angol, francia és orosz nyelven kozol értekezéseket a miiszaki
tudoméanyok korébsSl.

Az Acta Technica valtoz6 terjedelm flizetekben jelenik meg, tobb fiizet alkot egy
kotetet.

A kozlésre szant kéziratok a kovetkezé cimre kildend6k:

Acta Technica
Budapest V., Nador u. 7.

Ugyanerre a cimre kildendé minden szerkeszt6ségi és kiaddohivatali levelezés.

Az Acta Technica el6fizetési ara kotetenként belféldre 80 forint, kulfoldre 110 forint.
Megrendelheté a belfold szédméra az ,Akadémiai Kiad6”-né&l (Budapest V., Alkotméany utca 21.
Bankszdmla 05-915-111-46), a kilfold szdméra pedig a ,Kultira” Koényv- és Hirlap Kil-
kereskedelmi Vallalatnal (Budapest I., F6 utca 32. Bankszadmla: 43-790-057-181) vagy annak
kulfoldi képviseleteinél és bizomanyosainal.

Die Acta Technica verdffentlichen Abhandlungen aus dem Bereiche der technischen
W issenschaften in deutscher, franzdsischer, englischer oder russischer Sprache.

Die Acta Technica erscheinen in Heften wechselnden Umfanges. Mehrere Hefte bilden
einen Band.

Die zur Verdffentlichung bestimmten Manuskripte sind an folgende Adresse zu senden

Acta Technica

Nador u. 7.

Budapest V.
Ungarn

An die gleiche Anschrift ist auch jede fir die Schriftleitung und den Verlag bestimmte
Korrespondenz zu richten.

Abonnementspreis pro Band: 110 Forint. Bestellbar bei dem Buch- und Zeitungs-AuBen-
handels-Unternehmen »Kultira« (Budapest I., F6 utca 32. Bankkonto Nr. 43-790-057-181)
oder bei seinen Auslandsvertretungen und Kommissionaren.



A. TARCZY-HORNOCH
MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES
IS 65 YEARS OLD

A. TARCZY-HORNOCH
ORDENTLICHES MITGLIED
DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
VOLLENDETE SEIN 65-STES LEBENSJAHR

A. TARCZY-HORNOCH,
MEMBRE DE L’ACADEMIE DES SCIENCES DE HONGRIE
A 65 ANS

A. TAPUN-XOPNOX
UNEHY BEHIEPCKOW AKAAEMWUN HAYK
65 JIET






ZUR GENAUIGKEIT DER FORMEL FUR DAS
GRAVIMETRISCHE ZUSATZGLIED

K. ARNOLD, Potsdam

[Eingegangen am 16. Méarz 1965]

Es wird gezeigt, daB die »ndchste Iteration« keinen wesentlichen EinfluR auf das gravi-
metrische Zusatzglied nimmt.

Berechnet man aus den Freiluftanomalien Geoidundulationen oder das
Storpotential an der Erdoberflache nach der Formel von Stokes oder Lotab-
weichungen an der Erdoberflaiche nach der Formel von Vening—Meinesz,
so ist es in gebirgigen Gebieten notwendig, den Freiluftanomalien noch das
gravimetrische Zusatzglied KG(AgF) hinzuzuflgen.

Es wurde gesetzt: [1, 2, 3, 4],

KG (Agp) = - A -]Jj Agp ~ jZjgF*° dx. 1)

Hier ist h der Hohenunterschied gegenliber dem Aufpunkt, fur den das Integral
von Stokes oder Yening—Meinesz berechnet werden soll, AgF,0 die Freiluft-
anomalie in dem Punkt, fur den das Zusatzglied ermittelt werden soll.

Bei den Untersuchungen, die schlieRlich zu dem gravimetrischen Zusatz-
glied in der oben angegebenen Form fiuhrten [1, 2, 3, 4], zeigte es sich, daR
man eigentlich genauer setzen mufite

KG(AgF) = Gh\;g#- + é\yL)\. (2)

G ist hier ein globaler Mittelwert fir die Schwereintensitat, £ bzw. 1] die
Lotabweichung im Meridian bzw. im ersten Vertikal und dS/dx bzw. 3f]/dy
deren Ableitung in Nord—Sud- bzw. Ost—West-Richtung.

Von Gleichung (2) gelangt man zur Gleichung (1), indem man in dem
Integral von Vening—Meinesz das gravimetrische Zusatzglied unbertck-
sichtigt 1aRt und das Integral in der X- bzw. y-Richtung differenziert [5].
Es ergibt sich dann nadmlich mit den eingefiihrten Vereinfachungen:

+ A = 1 ff AéF ~ AgF-Q dx

(3)
dx dy 2nG JJ r3

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Nimmt man aber in den Horizontalableitungen der Lotabweichungen
I und t] das gravimetrische Zusatzglied mit, so folgt fur

3t o " KG(Agr)
3a 3y h

die folgende Korrektion
d 4

Fur Asp Q also fur die Freiluftanomalie des Aufpunktes, verschwindet das
gravimetrische Zusatzglied, weil dann h — 0.

Auch aus der Herleitung des gravimetrischen Zusatzgliedes aus der gravi-
metrischen Theorie von A. Bjerhammar [6,8] ergibt sich die Berechtigung
einer Korrektion der Form (4). In [6] Gleichung (12) mulR es namlich eigentlich
genauer heilRen

Agt = Agr iS- ;3_ tS ds (5)

wobei Ag* die unbekannten »korrigierten« Schwereanomalien sind. (5) ist eine
Integralgleichung fur Ag*. Die erste Naherung ist

(-%*), = AgF
und die zweite

Sie ergibt also das gravimetrische Zusatzglied in der angegebenen Form (1).
Fir die hier besonders interessierende dritte Naherung folgt

und damit wird Gleichung (4) bestéatigt.

Die kirzlich durchgefihrten numerischen Untersuchungen zum gravi-
metrischen Zusatzglied [7] im Gebiete des Oberharzes eréffnen nun auch die
Mdglichkeit, die Gleichung (4) numerisch zu untersuchen.

Die Abbildungen 1 bis 4 zeigen die Werte des nach der Gleichung (1)
berechneten gravimetrischen Zusatzgliedes K G (Agp), genommen fur den
Brockengipfel (1142 m) als Aufpunkt. Im Aufpunkt selbst verschwindet das

Acta Teclin. Hung. 52. (1965)
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Zusatzglied, weil h = 0. Die Radien der Kreise ergeben sich aus dem Kreis-
Ring-Schema, das Rice [9] fur die Berechnung gravimetrischer Lotabweichun-
gen angegeben hat. Der kleinste Radius in den Abbildungen 1 bis 4 betrégt
0,554 km, dann folgen die Radien: 0,780; 1,099; 1,597; 1,836; 2,179; 2,586;
3,068 km.

Der Brockengipfel Uberragt seine Umgebung. Daher ist das Vorzeichen
von KG(AgF) in der ndheren Umgebung des Aufpunktes immer das gleiche,
namlich negativ. Weil die nahen Zonen ii. Gleichung (4) mit besonders hohem
Gewicht eingehen und weil in diesem Bereich das Vorzeichen von KG(AgF)
nicht alterniert, ist also fur Oein recht groRer Betrag zu erwarten.

Der Anteil der einzelnen Kreis-Ring-Zonen vom Radius 0,554 km bis
zum Radius 3,068 km betréagt

1,5; 1,4; 0,9; 0,3; 0,3; 0,2; 0,0; [mgal km“1].

Man erkennt die gute Konvergenz der Summe. Diese betrédgt, wenn man sie
approximativ nur iUber die ersten sieben 0. a. Summanden erstreckt

$= +4,7 [mgal km X.
Der Ausdruck
KG(AgF)
h

betrug am Brockengipfel

+ 70 [mgal km“1].
Der durch & verursachte relative Fehler erreicht daher nur 7%. Er kann
allenfalls vernachlédssigt werden.
Im Ubrigen 14Bt sich der Ausdruck

KG(AgF
h

ohnehin nicht mit einem 6konomisch vertretbaren Aufwand genauer als auf
etwa 10% bestimmen. Man mufl ja die dem Aufpunkt eng benachbarten
Schwereanomalien oder topographischen Hoéhen auBerordentlich genau aus
den betreffenden kartographischen Darstellungen entnehmen. Wir hatten in
[7] diese Daten fur ein sehr enges Gitter von 0,5 km Maschenweite entnommen
und waren damit wohl der Grenze des 6konomisch Vertretbaren nahe gekom-
men.

Wegen der UnregelméafRigkeiten in den Geldndeausformungen, die man
fur ein 0,5 X0,5 km Quadrat im allgemeinen nicht als eben betrachten kann,

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Abb. 3

Abb. 4
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K. ARNOLD

wird trotzdem der auf Grund des gewd&hlten speziellen numerischen Integra-
tionsverfahrens entstandene relative Fehler in

KG(AgF
h

kaum weniger als 10% betragen.

sie

Daher durfte die Formulierung des gravimetrischen Zusatzgliedes, wie
in Gleichung (1) zu finden ist, wohl allen praktischen Anforderungen gerecht

werden.

Die néachste lIteration nach Gleichung (4) durfte immer zu vernach-

lassigen sein.
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ON THE PRECISION OF THE FORMULA FOR THE GRAVIMETRIC
CORRECTION TERM

K. ARNOLD

SUMMARY

It is shown, that the “next iteration” takes a negligible influence on the gravimetric

correction term.
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SUR LA PRECISOIN DE LA FORMULE DU TERME DE CORRECTION
GRAVIMETRIQUE

K. ARNOLD
RESUME

L’auteur démontre que «l'itération suivante» n’influe pas d’une facon décisive sur le
terme de correction gravimétrique.

O ToyHoCTM @GOPMY/Jbl ANA OMNPEAENEHWA TPABUMETPUYECKOTO
AOMNONMHWUTENBHOIO YNEHA

K. APHONbA

PE3IOME

[Moka3aHo, 4UTO «MOCMeayloLlas uTepaLms» He OKasblBaeT CyLLeCTBEHHOr0 BNAHUA Ha
rpaBUMETPUYHECKNIN OOMNOSTHUTENBHbIN UY/EH.
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MESSUNG VON VERTIKALEN ERDKRUSTEN-
BEWEGUNGEN IM LICHTE DER FEHLERTHEORIE

J. BOHM. Prag

[Eingegangen am 2. April 19651

Bei der Messung der vertikalen Erdkrustenbewegungen mittels wiederholten genauen
Nivellements treten auBer den MeRfehlern auch andere (zumeist periodische) Bewegungen
storend auf. Zu ihrer maximalen Elimination sollte man bei der zweiten Richtung der Nivel-
lierung die MeRbedingungen womdglich wechseln, dagegen aber beim wiederholten Nivelle-
ment womoglich dieselben wéhlen.

Da der »aufgemessene« Wert der Hohendnderung AH auBer der mdglichen wirklichen
Bewegung auch die MefRfehler enthalt, ist es ndtig, mittels des Vertrauensintervalls zuerst
zu entscheiden, ob der gefundene Wert AH zu der Beweisfiihrung einer vertikalen Bewegung
Uberhaupt genugt. Dazu sollte der grundlegende mittlere Kilometerfehler nach der inter-
nationalen Formel (nach Vignan) und die Intervallbreite nach der Tafel der Studentschen
Verteilung berechnet werden.

Es ist vorteilhaft, direkt die gemessenen Hohendnderungen auszugleichen und gleich-
zeitig die zugehdrigen mittleren Fehler zu berechnen. Im Falle eines zwischen zwei festen
Punkten eingelegten Nivellementszuges soll der mittlere Kilometerfehler nicht aus den Ver-
besserungen, sondern aus den Widerspriichen zwischen den doppelten Nivellierungen ermittelt
werden.

Im Laufe der Jahre ist die Wissenschaft in eine eigenartige Situation
gekommen. Wahrend man in der kosmischen Forschung bedeutende Erfolge
erzielt hat, fehlen uns noch immer die verlaRlichen Angaben Uber die tieferen
Schichten des oberen Erdmantels, obzwar dieser wirtschaftlich als Rohstoff
und Energiequelle viel bedeutsamer erscheint. Es ist ndtig, eine groflere
Aufmerksamkeit der Dynamik der Erdkruste zu widmen. Die inneren Krafte
und Umgruppierungen der Massen im Erdinneren rufen néamlich eine Reihe
von Bewegungen der Erdkruste hervor, die nicht nur vom rein wissenschaft-
lichen Standpunkt aus interessant sind, sondern auch eine groRe praktische
Bedeutung haben, besonders in Hinsicht auf die Anlage und den Bau gr6Rerer
technischer Werke. Diese Bewegungen beeinflussen auch betrachtlich die
Genauigkeit der geodatischen Messungen. lhre tiefere Erkenntnis kann zur
Steigerung der Genauigkeit geodatischer Netzsysteme fuhren und sichert auch
die bessere Benutzung der geodéatischen Angaben auf l&ngere Zeitepochen.
Das Studium und Interpretation der Erdkrustenbewegungen ist ein gemein-
sames Problem der Geodasie, Geophysik, Geologie und Geomorphologie, was
die Grenzen der Nationalstaaten Uberschreitet und als gemeinsames Welt-
problem betrachtet werden muf3. Diese Tatsache wurde schon anerkannt und
im Rahmen der internationalen geodatischen Assoziation wurde eine spezielle
Kommission fur das Studium der rezenten Erdkrustenbewegungen errichtet.

Ada Techn. Hung. 52. (1965)
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1. Messung der vertikalen Erdkrustenbewegungen

Es wird sich da immer um eine relative Bewegung eines Punktes
gegen den anderen handeln. Die passendste Methode ist das Nivellement von
hoher Genauigkeit, das nach einer gewissen Zeit wiederholt wird.

Der Zahlenwert einer erhaltenen Hohendnderung kann ein gesamtes
Produkt von verschiedenen Faktoren sein. Es sind diese:

1. Messungsfehlcr bei dem ersten und wiederholten Nivellement (die
immer wirken).

2. Unstabilitdt der Hohenmarke (des tragenden Objektes).

3. Kurzperiodische Bewegungen (Schwingung) der Erdkruste (durch
thermische Prozesse im Boden wéhrend des Tages, durch die Erdgezeiten in-
folge der Bewegung des Mondes und der Sonne auf dem Himmel).

4. Langperiodische Bewegungen (Wellen) der Erdkruste (durch thermi-
sche Prozesse und sich &ndernden Wasserinhalt im Boden, durch die Stellung
der Himmelskérper wéhrend des Jahres).

5. Sakulare (langsame) Bewegung vorwiegend tektonischen Ursprungs,
z. B. die langsame isostatische Ausgleichung, orogenetische Bewegungen u. &.

6. Lokale Bewegungen (langsame), verursacht meist durch exogene
Kréfte oder menschliche Tatigkeit (Solifluktion, Gletscher, Karst sowie auch
Abbaugebiete, Talsperren).

7. Seismische (plétzliche) Bewegungen, verursacht durch eine pldtzliche
Umgruppierung der Massen oder durch heftige Ausgleichung der Krafte
(tektonische u. vulkanische Beben).

8. Seismische Bewegungen lokalen Charakters, verursacht durch plétz-
liche Umgruppierung von kleineren Massen wie z. B. Einstirze u. & (Ein-
sturzbeben).

Will man durch das wiederholte Nivellement die Existenz und Intensitét
einer von den angefihrten sieben Bewegungen feststellen, wirken alle anderen
als stérende Einflisse (systematische Fehler), die gemeinsam mit den Mes-
sungsfehlern nur eine ungenaue quantitative Feststellung und Schétzung der
gepruften Bewegung ermdglichen, oder diese sogar unmdglich machen.

Alle angefuhrten sieben Bewegungen treten als gefahrliche systematische
Fehler bei der Einmessung und Ausgleichung eines Hdhennetzes auf. Die
sdkularen und lokalen Bewegungen kommen besonders bei der zu langsam
fortschreitenden Einmessung des Netzes zur Geltung.

Fur technische Bauten und wissenschaftliche Informationen sind schon
Millimeterbewegungen bedeutend (die sé&kularen tektonischen Bewegungen
betragen Ublich nur einige Millimeter pro Jahr). Es ist deswegen die hdchst
modgliche Messungsgenauigkeit und eine wissenschaftliche Analyse der Ergeb-
nisse notig, die oft zur Entdeckung der stérenden Einflisse fihrt und richtig
das Vertrauensintervall fur die gefundenen Angaben feststellt. Die Kenntnis
der Fehlertheorie ist dabei unentbehrlich.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Die Technologie der verlaBlichen Stabilisierung von Hoéhenpunkten des
genauen Nivellements wurde schon manchmal in der Literatur behandelt.
Zur Verminderung der Wirkung von gefahrlichen systematischen Fehlern
wurden eine symmetrische Anordnung der Lattenablesungen, Wechseln der
Reihenfolge der Vorne- und Hinteneinmessung, hadufige Komparation des Lat-
tenmeters (auch im Felde), Meiden von langen und niedrigen Sichten, Ab-
wechslung der atmosphérischen und anderen Bedingungen bei dem Nivellement
in der zweiten Richtung und zuletzt die sog. Methode des unterbrochenen
Nivellements vorgeschrieben.

Zu diesen MaBnahmen kann man folgende Bemerkung beifiigen. Eine
Abwechslung der &uBeren Bedingungen bei der zweiten Richtung des Nivelle-
ments wird gewil? den EinfluR der systematischen Fehler vermindern und die
Genauigkeit des SchluRergebnisses (Mittels) aus beiden Nivellierungen erhdéhen.
Der Einfluf® eines systematischen Fehlers wird aber nie vollkommen eliminiert
werden — er oszilliert um einen Nichtnullwert, der durch die Terrainkonfigu-
ration, mittlere klimatische Bedingungen, Uberwiegend sitdliche Lage der
Sonne und des Mondes, Tragfdhigkeit des Terrains u. a. gegeben wird. Sollte
man den EinfluR dieser konstanten (Mittel-) Komponenten der syste-
matischen Fehler héchstens auf den Unterschied der Ergebnisse von
zwei in der Zeit abgetrennten Nivellierungen vermindern, soll das spéatere
Nivellement womdglich gleiche mittlere Bedingungen wie das frihere
Nivellement haben. Es sind: ungefédhr dieselbe Jahreszeit (dieselbe Starke der
Sonnenstrahlung, &hnliche Refraktionsbedingungen, anndhernd gleicher, fir
die saisonméRige Bodenbewegung entscheidender Wasserinhalt im Boden),
bei derselben Mondphase, in derselben durchschnittlichen Tageszeit, mit den-
selben Instrumenten, mit derselben Methode und auf derselben Strecke. Beide
Enden der von einer Station der Feldgruppe eingemessenen Nivellements-
strecke sollen womdglich den kleinsten Hohenunterschied haben. N6tig sind
dieselben Schwerekorrektionen, empfehlenswert ist auch dieselbe Netzen-
konfiguration und dieselben Ausgleichungsbedingungen.

2. Vertrauensintervall bei den aufgemessenen H&éhen&nderungen

Es ist wichtig, bei jedem Indikationspunkt individuell zu entscheiden,
ob die »aufgemessene« Hoéhendnderung AH wirklich von einer vertikalen
Bewegung zeugt oder nur das Produkt der unvermeidlichen Messungsfehler
sein kann.

Als Kriterium wird da ein genlgend breites Vertrauensintervall gewéhlt,
z. B. in dem doppelten Werte des mittleren Fehlers m iHder erhaltenen Hdhen-
anderung AH, der aus einer gentgend grofRen Zahl der Uiberschissigen Beobach-
tungen (n' > 20) berechnet wurde. In solchem Falle gilt die Normalverteilung
fur die mdéglichen wirklichen Fehlerwerte e/, die mit einer praktischen Sicher-
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heit (mit Risiko nur a = 5%) nicht die angegebene kritische Grenze uber-
schreiten. Deswegen kann bei der aufgemessenen Hdhendnderung in dem
Punkte P,:

AHi > 2mJHj

diese nicht mehr nur ein Produkt der Messungsfehler sein, und man ist mit
praktischer Sicherheit Uberzeugt, dall es sich um eine wirklich vertikale Be-
wegung des Punktes handelt. Erst nach diesem positiven Test nehmen wir
den aufgemessenen Bewegungswert als den verlaBlichsten (wahrscheinlichsten)
Wert der wirklichen Bewegung.

Bei der minderen Zahl der uberschussigen Beobachtungen (ra‘'< 20)
muf man ein breiteres Yertrauensintervall ~tamm/H nach der folgenden Tafel
der Studentschen Verteilung feststellen (fir = 5%):

ta 12,7 430 3,18 2,78 257 245 231 223 213 2,09 2,04 2,00 1,9

Die starke zuféalligkeit und mindere VerlaRlichkeit des Wertes mAH bei
kleiner Zahl n' fihrt zu einem sehr breiten Vertrauensintervall, das deshalb
zu sinnlosen kritischen Grenzen fithrt. Man soll also beachten, dall die Zahl
der Uberschissigen Beobachtungen nicht unter 3 sinkt.

Weiter ist zu bemerken, dalR eine einzelne Messung nie eine absolute
tektonische oder andere Stabilitat bestatigt, denn die Messung kann
nur eine genigend groRe Bewegung beweisen (wenn der gemessene Wert die
kritische Intervallgrenze uberschreitet). Kleinere Bewegungen kann man auch
bei gemessenem Wert AH <C2rn/u, ja sogar beim zufélligen Wert AH = 0
nicht ausschlielen.

3. GenauigkeitsmaRe

Zu der Schétzung des mittleren Fehlers mAHin der aufgemessenen Hoéhen-
dnderungen dient am besten der gesamte mittlere Kilometerfehler tL, der nach
den internationalen Formeln (nach Vignai) berechnet wird. Er drickt den
EinfluR sowohl der zufélligen wie auch der systematischen Fehler aus und
berlcksichtigt den wichtigen Umstand, dalR mit wachsender Lange des Nivel-
lementszuges L jeder systematische Fehler immer mehr seinen systematischen
Charakter verliert (es wechselt sich immer mehr sein Mittelwert oder sogar
auch das Vorzeichen). Nach der Uberschreitung einer gewissen Grenze (Z =
= 50 km) wird sein EinfluR im Netze schon nach dem Fortpflanzungsgesetz
der zufélligen Fehler zur Geltung kommen, da z. B. bei sehr langen Zlgen die
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atmosphdrischen Verhéltnisse oder der Lattenfehler schon zufallig auftreten.
Sollte der mittlere Fehler mh in dem gemessenen Hdhenunterschied

mh= rlyZz 1)

der allgemeinen Formel des Gesetzes gentgen, so mull der Kilometerwert xL
mit der Zuglange wachsen und zwar von dem Werte rO= rj (fur L 41 km)
bis zu dem Grenzwert r (fir L > Z). Den Wert r] (mittlerer zufélliger Kilo-
meterfehler) bekommt man aus den Differenzen g zwischen dem doppelten
Nivellement

1
] oder I'M 2)

4n 4 [R]

in den kurzen Abschnitten (R <C1 km), den Grenzwert r aus den Polygon-
schlissen oder aus der Netzausgleichung, wobei der durchschnittliche Polygon-
umfang Fm> Z = 50 km ist.

Es wird nicht empfohlen, den Wert T aus Differenzen A zwischen dem
Doppelnivellement der langen Abschnitte (L > Z) zu berechnen. GrofR3ere
Differenz kann da nadmlich bei der absichtlichen Abwechslung der MeRbedin-
gungen entstehen, was aber den kleineren Fehler im Mittel von beiden Nivel-
lierungen bedeuten kann.

Den Wert bekommt man mittels einer exponentialen oder quadra-
tischen Interpolation zwischen den Grenzwerten rjund r, z. B. (nach Kruis):

27ZL —17?

1= @2+ (f2 v2) 22 3

Fir Z = 50 km, 1= 0,4 mm/km, x = 1,0 mm/km gilt folgende Tafel

L km 0 5 10 15 20 30 40 50 >50

TLmm 0,40 057 068 076 083 093 098 1,00 1,00

In den freien Zigen gilt als mittlerer Fehler der aufgemessenen
Anderung Ahj in dem Hohenunterschied hi oder AH in der Meereshohe H
eines Punktes

mA  oder mAH= TL]fb, TL=]frI2+r£2 4)

wo L die Lange des Abschnittes oder der Entfernung eines Indikationspunktes
vom Ausgangspunkte bedeutet, t'Lund X; sind die gesamten mittleren Kilo-
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meterfehler des ersten und des wiederholten Nivellements. In diesem Falle
berechnet man das Vertrauensintervall zuerst abgetrennt fir die zufallige 1
und fur die systematische Komponente fL= j/rf, — V1lunfl dann rechnet man
beide quadratisch zusammen in das endgultige Vertrauensintervall z. B.
| = tae T/l

P =timBAH= {t2(M + w) +tf (n -rf) + ifj(xy - w)} L. (4a)

Zu dem gewéhlten Risiko acfindet man t aus der Tafel der normalen Verteilung
(da n 30) und tt, tu aus der Tafel der Studentschen Verteilung zu dem Risiko
a und zu den Zahlen von T/, nu Polygonen in dem ersten und dem zweiten
Netze.

Beispiel: TV = 10, ny = 6, a= 5%, rJ/= 06 mm, r)u — 0,4 mm,
L= 1,0 mm, X7 —0,7 mm. Dann i= 2, t/ = 2,23;tu = 2,45 und 12= 7,26 L,
I = 2,7 mm

4. Fall des ausgeglichenen Netzes mit geschlossenen Polygonen

Es ist 6konomisch, direkt die aufgemessenen Anderungen der Hgéhen-
unterschiede Ah, auszugleichen. Man berechnet die Polygonschlisse @ — EAh
und wahlt die Gewichte

Pi= k:m}, mf= xy L\+ xXyL, (5)

wo die Werte rL, L, zu den beiden Nivellements gehdren (bei der gednderten
Netzkonfiguration bei dem zweiten Nivellement verbindet man die als Knoten-
punkte gewdhlten Punkte durch fingierte Zige mit angefiihrten Gewichten).

Die ausgeglichenen Anderungen zJh -j- vi oder AH = E(Ah -f- v) sind
jetzt korrelierte Funktionen der ausgeglichenen Beobachtungen, deren mittlere
Fehler

MAh= mO]f[qFF], MAH= mOY[qFF] oder mO\rQu, (6)
wo der mittlere Einheitsfehler m{ = (/[pw] : n" ist. Die numerischen Werte

[gFF] oder Qu kann man gleichzeitig bei den Reduktionen der Normalglei-
chungen ausrechnen.

5. Fall des eingelegten Zuges zwischen zwei >festen« Punkten A, B

In diesem Falle wird es sich regelmaRig um vertikale Bewegungen inner-
halb eines kleineren Gebietes handeln, z. B. um eine Talsperre oder ein Berg-
werk. Die zwei festen Punkte werden genug weit vom Gebiet mit den voraus-
gesetzten Bewegungen entfernt und wahrend der Zeit beider Nivellierungen
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als stabil betrachtet. Der eingelegte Zug wird auf n kiirzere Abschnitte durch
die Héhenmarken geteilt.

Auch da ist es vorteilhaft, direkt mit den gemessenen Anderungen der
Hohenunterschiede Ah in einzelnen Abschnitten des Zuges zu arbeiten.
Der Widerspruch des eingelegten Zuges w = HAh wird nach der bekannten
Regel auf die einzelnen Verbesserungen verteilt

w
(7)

Die ausgeglichenen Anderungen in den Meereshéhen der Punkte innerhalb
des Zuges und ihre mittleren Fehler sind dann:

AHk= 2 (Ah, + V), Ml = ml ,
1=1 0

WO n K n .
S = S'= , S*= 2 |- (8)
i=1 =1 1=Arl
Da es sich um Héhendnderungen handelt, kommen die mittleren Fehler in den
Ausgangshdhen HA,HB nicht zur Geltung. Man kann aber nicht die Berechnung
des mittleren Kilometerfehlers m0 aus den Verbesserungen empfehlen:

mi = [pw] 9

Dabei wird der empirische Wert mO eigentlich nur aus dem zufélligen Wert
eines einzigen Fehlers (Widerspruches tv) berechnet. Seine Benltzung wirde
nach der Studentschen Verteilung (n — k = 1) zu einem sehr breiten Ver-
trauensintervall bei den ausgeglichenen Anderungen AH fithren (z. B. 13 Mk
bei X = 5%), was manchmal die sichere Entscheidung uber die Existenz
einer wirklichen vertikalen Bewegung unmdglich macht. Es wird deswegen
empfohlen, den mittleren Kilometerfehler mO verlaRlicher aus den Differenzen
der doppelten Nivellierungen

e me 4 WP 1 ffdd_4 ) ddyi o)

4an 1U L

zu bestimmen.
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THE MEASURING OF VERTICAL MOTIONS OF THE EARTH’S CRUST
IN THE LIGHT OF THE THEORY OF ERRORS

J. BOHM
SUMMARY

In the course of measuring the vertical motions of the Earth’s crust by way of reite-
rated precision levelings, besides the measurement errors, also other (mostly periodic) motions
shaw themselves, exerting some disturbing influences. In order to eliminate these to a maximal
extent, the measurement conditions should be varied in the second direction of the leveling,
but for the repeated leveling possibly the same ought to be chosen.

Since the “measured” value of the change in level AH contains, besides the possible
real displacement, also the measuring error, it is necessary to decide first, by means of the
confidence interval, whether the value AH found is sufficient evidence of a vertical movement.
Besides this, also the basic average kilometer-error according to the international formula
(after vignat) and the interval breadth according to Student’ tables of distribution should
be considered.

It is advantageous to directly adjust the level variations measured and at the same
time, to calculate the respective mean errors. In case of a leveling line between two fixed
points, the mean kilometer error should be determined not from the corrections but from
the contradictions between the repeated levelings.

MESURAGES DES MOUVEMENTS VERTICAUX DE LA CROUTE TERRESTRE
A LA LUMIERE DE LA THEORIE DES ERREURS

J. BOHM
RESUME

Lors des mesurages des mouvements verticaux de la croQte terrestre par nivellements
de précision réitérés, il faut compter, en plus des erreurs de mesurages, avec d’autres mouve-
ments (pour la plupart périodiques) d’un effet perturbateur. En vue de leur élimination
maximum, on doit autant que possible varier les conditions de mesurage dans la seconde
direction de nivellement et maintenir, par contre, les mémes conditions au moment des

répétitions.
Comme la valeur «mesurée» du changement de niveau AH contient aussi, outre le
mouvement réel possible, les erreurs de mesurage, il importe de trancher d’abord, au moyen

de I’intervalle fiduciaire, si la valeur AH trouvée suffit pour démontrer un mouvement vertical.
A cet effet, on doit tenir compte aussi de I’erreur moyenne basique au kilomeétre, d’apreés
la formule internationale (selon VviGNA1), et de la largeur de I’intervalle suivant les tables de
distribution de Student.

Il est avantageux de compenser directement les changements de niveau, et calculer en
meéme temps les erreurs moyennes correspondantes. En cas d’une ligne de nivellement établie
entre deux points fixes, I’erreur moyenne au kilométre doit étre calculée non pas des cor-
rections, mais des contradictions entre les deux nivellements réitérés.
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N3MEPEHME BEPTUKAJ/IbHbIX ABWXEHWIA 3EMHOW KOPbl C YYETOM
TEOPUW MOIrPELLIHOCTA

. BEM
PE3FOME

Mpu un3MepeHNN BePTUKAIbHbIX ABVXKEHWU 3eMHO Kopbl MyTeM MOBTOPHOM TO4YHOW
HMBE/IMPOBKM, MOMUMO MOrpeLUHOCTel HabMOAEHWIA, Mellatowmii 3ahPeKT OKasbIBaOT U Apyrue
(B 6ONLLUMHCTBE C/yYaeB MePUOAMYECKME) ABUXKEHUS. 18 MaKCUMasibHOrO CHWKEHUsI 3TOro
3(htheKTa Npy HNBEMPOBKE BO BTOPOM Harpas/ieHWW criefyeT Mo BO3MOXHOCTW U3MEHUTb YC0-
BUS1 M3MEPEHNA, HO B TO XK€ BPeMsi Npu MOBTOPHOV HMBENMPOBKE BbIGMPATb MO Mepe BO3MOX-
HOCTM Te >Ke CaMble YC0BUS.

MocKoNbKy M3MepeHHOe M3MEeHeHMe BbICOTbl AH COAEPXMUT KPOMe BO3MOXHOI0 [eiAcT-
BUTENbHOMO ABWKEHUSI W MOrPeLIHOCTU M3MepeHui, cHavana HeobXoAMMO OMpeaennTs Mo WH-
TepBasy HafeXHOCTU, MOXET N1 BOOGLLE M3MEPEHHAst Be/IMUMHA AH CNYXUTb B KauecTBe A0-
KasaTeNbCTBa Ha/IMUMSA HEKOTOPOro BEPTMKA/IbHOIO ABVKEHUS. [ns 3TOro Heo6XoAvMo Bbl-
UYNC/IUTb OCHOBHYH CPEAHION MOFPEeLIHOCTL B KWIOMeTpax Mo MeXAyHapoaHoW dopmyne
(BuHban), a TAKXe [ManasoH WHTepBana no Tabnuue pacnpefeneHuns CTiogeHTa.

HabntoaeHHble N3MEHEHMSA BbICOT LieN1ec006pasHO HernocpefCTBEHHO BbIPaBHWUTb U OAHO-
BPEMEHHO OMpefeNUTb COOTBETCTBYHOLUME CPefHME MOrpeliHocTU. [pu HaMyuMm HWBENUPO-
BOYHOW /IMHUU MeXAY ABYMS 3athMKCUPOBAHHbLIMU MYyHKTaMW, CPefHSsi MOrpeLlHocTb AO/KHA
onpefensTbCs He MO MonpaBKaM, a Mo pasHOCTW ABOWHOW HUBEMPOBKW.

2 Acta Techn. Hung. 52. (1965)






UBER DAS VERHALTNIS DER STOCHASTISCHEN
BEHANDLUNG VON SETZUNGSBEWEGUNGEN IN
LOCKERMASSEN NACH J. LITWINISZYN
ZUR LUCKEN-DIFFUSIONS-THEORIE

W. BUCHHEIM, Freiberg/Sa.

[Eingegangen am 22. Méarz 1965]

Es wird gezeigt, dal die vonl. Litwiniszyn vorgeschlagene mathematische Behandlung
von Setzungsvorgdngen in Lockermassen einen Spezialfall einer allgemeineren, vom Autor
angeregten Betrachtungsweise darstellt, bei der nicht die Einzelteilchen, sondern die Liicken,
die sich frei lassen, einem Diffusionsproze unterworfen sind. Fir zwei Grenzfélle werden Ver-
schiebungen und Senkungslinien fiir eine waagerechte, unbegrenzte Strecke, die zusammen-
bricht, einander gegentbergestellt.

Die mathematische Behandlung und Beherrschung der Bewegungsvor-
gange von Lockermassen und mehr oder minder zerkliuftetem Felsgestein in
natlrlicher Lagerung auf der Basis einer wohlbegrindeten mathematisch-
physikalischen Theorie tritt in der Geomechanik und Gebirgsdruckforschung
zumindest als anzustrebendes Ziel zunehmend in Erscheinung. Seit langem
beschéaftigt die Auflockerung des Gebirges in der Umgebung von unterirdischen,
bergbaulich kunstlich geschaffenen Hohlrdumen und die damit verbundene
Massenbewegung, die sich bis zur Erdoberflache durchsetzen kann, den Berg-
mann, Markscheider, Geomcchaniker und schlieRlich auch den Geodéaten. Wie
der Verfasser anderorts ausfuhrte [1], kénnen aber weder eine kontinuums-
mechanische Behandlung noch eine rein stochastische Betrachtung dem kom-
plizierten Verhalten des natirlichen Gebirges voll gerecht werden. Der erste
Standpunkt ist nur dem ungestdrten (unzerklufteten) Fels, der zweite nur
losem und hinreichend feinkérnigem Sand einigermaflen angemessen. Es ist
das Verdienst von J. Litwiniszyn und Mitarbeitern, in einer Reihe von
Arbeiten die stochastische Betrachtungsweise, ausgehend von sehr allgemeinen
Postulaten und den Ideen von M. v. Smoluchowski und A. Kolmogorow
folgend, zuné&chst auf nicht notwendig homogenes und isotropes Lockergut
angewendet und die Ergebnisse mit Resultaten von sorgféltig durchgefuhrten
Modellversuchen verglichen zu haben [2, 3; hier auch weitere Literaturhin-
weise]. Dieses Vorgehen ful3t im wesentlichen auf den folgenden vier Postulaten:

1. Die vertikale Absenkung w(x, y, z,; tj) in der Horizontalebene z = zx
zur Zeit t = tlbestimmt eindeutig die Absenkung w(x,y, z2;i2) in einer
beliebigen, dariber gelegenen Horizontalebene z = z2zur spéteren Zeit f2]> tr
(Hierbei wird die »Absenkung« statistisch als das Volumen definiert, das
durch eine (nicht zu kleine) Elementarflache in der Horizontalebene hindurch-
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gesunken ist, dividiert durch den Fl&dcheninhalt.) Es gilt
w(x,y, z2;t,) = F{w(x,y, z,;t); zv ty; z2 tJ,
wobei F einen Operator darstellt.

2. Die Operation F ist linear.
3. Die Operation F ist transitiv, d. I

Y ) = FF {icly, y, ZI; t9; Zi, 72 t2] z2, L’ 3 Lf
= F{tr(x, y, z; «); z,, t; 23 t3}

4. 1st vo™> o, so ist auch F {rr}> o, d. h. eine Absenkung eines Horizontes
soll im Hangenden wiederum nur eine Absenkung zur Folge haben.

Litwiniszyn [4] hat nun gezeigt, daR aus 2. folgt, daB F ein linearer
Integraloperator sein muf}, der speziell im zweidimensionalen Falle zu einer
quellenmé&fRigen Darstellung von w(x, z; t) von der Form fiuhrt:

w(x, z; i) = /(_mdtQ)J_Q(qu z0; ty) ¢m (Yq 10: 5z, 1), (1)

z = za bedeutet hier einen fest gewdahlten Horizont, auf dem fur t0= ta die
Anfangs-Absenkung wa = iu(:t, za, ta) gegeben ist.

Damit fur t = t,, und z = za die Integraltransformation (1) in die Iden-
titdt Ubergehe, mufl Ubrigens (pL die Eigenschaft haben:

A (xoza t0; X za, t) = O6(x — xu) mo(t — i0) 2)

(6 die Diracsche Delta-Funktion).
Der Kern (pb{x0, za t0; x, z, ) mull nach Litwiniszyn ferner folgender
Differentialgleichung gentgen:

Pl A{z)dv: + B 2 3)
3z 3x2 8t2

Hierbei wird der Einfachheit halber angenommen, dall die physikalischen
Eigenschaften des Lockermediums, die in den Koeffizienten A, B, C zur
Geltung kommen, nur von der Tiefe z abh&ngen.

Eine gewisse Schwdache dieses geistreichen und mathematisch wohl-
fundierten Verfahrens besteht darin, dall die physikalische Bedeu-
tung der Koeffizienten A, B und C nicht evident ist. Der Verfasser hat
daher den Versuch unternommen [5], durch ein relativ einfaches Modell der
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Physik des Senkungsvorganges als eines stochastischen Prozesses naher zu
kommen. Das Wesentliche dieser Konzeption besteht darin, daR nicht die
Bewegung der Teilchen, sondern die Verschiebung der Lucken, die die Teilchen
freilassen, einer stochastischen Betrachtung unterzogen wird. Dieses muR
zwar im Endeffekt auf das Gleiche hinauslaufen, hat aber den Vorteil, daR die
Konzentration der Teilchenlicken wesentlich schwécher als die der Teilchen
selbst ist und daher eine lineare N&herung viel weiter reichen muf3. Fir eine
solche Betrachtung l&4Rt sich also die wohlbekannte Theorie der Diffusion
schwach konzentrierter Teilchen unter dem Einflisse eines homogenen Kraft-
feldes in Anspruch nehmen.

Die wesentlichen Postulate dieses Modells sind die vier folgenden:

1. Alle Gesteinslicken weisen den gleichen Diffusionskoeffizienten D auf.
Dies ist bestimmt weitgehend erfillt, wenn das Medium aus nahezu gleich-
grollen Teilchen besteht. Dann liegt das Volumen einer Licke im Durchschnitt
und mit nur geringer Streuung in der N&he des Teilchenvolumens. stellt
fur ein anisotropes Material einen symmetrischen Tensor dar.

Il. Da die Schwere eine Fallbewegung der wirklichen Teilchen nach unten
bewirkt, haben die Licken die Tendenz, nach oben zu steigen. lhr »Auftrieb«
ist wegen ihrer nahezu einheitlichen GrélRe nahezu gleich und folglich auch
ihre mittlere Steiggeschwindigkeit. Dies fUhrt zur Definition einer Licken-
beweglichkeit E (Proportionalitatskonstante zwischen mittlerer Steiggeschwin-
digkeit und Auftriebskraftdichte). Fir an und fur sich anisotropes Material
stellt g ebenfalls einen symmetrischen, mit |) koaxialen Tensor dar.

I1l. Unter der Voraussetzung I. ist der Massendichtedefekt &/. der Anzahl
der Lucken pro Volumeneinheit proportional. Man kann daher einen Diffu-
sionstensor J) und einen Beweglichkeitstensor ~ fur den Massendefekt defi-
nieren. Im allgemeinen hangen beide Tensoren von der Natur des ungestérten
Mediums an und fur sich, aber auch vom Dichtedefekt und vom Spannungs-
zustand ab.

IV. Materialgrenzen sind durch Stetigkeit der Normalkomponente der
Dichtedefektstromdichte charakterisiert. An der Erdoberflache besteht keine
Randbedingung, weil hier die Lucken gleichsam in den AuRenraum »ver-
dunstenc.

Hiermit ergibt sich fur den Dichtedefekt $u die fundamentale Diffusions-
Differentialgleichung

4)

wobei V¥ den symbolischen Gradientvektor (Nabla-Operator) und gj den
Vektor der Erdbeschleunigung bedeuten. Falls j) und nicht von 6/ ab-
hé&ngen, ist die Gleichung (4) linear in bu. In jedem Falle mul} sie vertréglich
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sein mit der Erhaltung der Masse, die durch die Kontinuitatsgleichung des
Mediums ausgedrickt wird

- Q(fi-= ou)+ \-(ft — 6T = 0. (5)
t

fi bedeutet die Dichte des von Auflockerung noch nicht gestérten Materials,
V seine analog w (s.0.) definierte Verschiebungsgeschwindigkeit.
Die Bedingung der Vertréaglichkeit von (4) mit (5) lautet:

{fi — ofi)v = ((D-V) + (E-go0))d/i + (VXA), (6)

wobei A einen beliebigen Vektor bedeutet, der zur Befriedigung von Rand-
bedingungen benutzt werden kann. In Bereichen, wo Ofi <§ fi, die Auflockerung
also nur schwach ist, kann nach (6) v wiederum linear durch dfi ausgedrickt
werden :

V= L({D.v) + (E-g0)ofi 7)
1

Fir ein an und fur sich homogen-isotropes Material mit der konstanten
Anfangsdichte fi0, der Diffusionskonstanten Du und der Beweglichkeit EO
ergibt sich mit A = 0 aus (4) und (7)

6/i = (DOA +E 0(g0m)) afi (8a)

«= — (DOV -r Eug0) »fi. (8b)

Sind die Verschiebungen r innerhalb des Mediums infolge der Lucken-
diffusion oder des Teilchennachfalls nur klein, so kann naherungsweise ge-
schrieben werden:

rdt'v(x,y,zt)=
JO
1 ft
- dt'(DoV + EO0g0)6fi(x,y,z]t") = 9)
Mo Jo

1 ot
= - (Duv + EO0gO\ dt' ofi(x,y,z;t").
Jo

r(x,y,z;t)

A

W ahlt man als Zeitpunkt t = 0 einen solchen, in welchem im ganzen Medium
abgesehen von einzelnen, etwa bergbaulich geschaffenen Hohlrdumen oder
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dgi. ep = O V =0 ist, so gilt wegen der dann mdglichen Vertauschbarkeit
aller Operationen miteinander und wegen (4)

— DOA —EO0(g0-y)} V=

dt
= DOA — EO0(g0V)]— {A>V+ EO0gO}afi = (10a)
1 9i I Mo
= 1 {DOV+ EOgO}|~ DOA - EO(ga-V)hé/i: 0
Mo a
e DUA — EO(g0-V)\r(x,y,z;t) =
t
= (-7--D O0OA~ EO(gOev)j— {0V + Eugu}
1 3( J M 10
E e
dt* 6/i(x,y,z;t') = —{DOV+E0gO} I dt'I— -
0 M Jo 18t

Don —eo(gueV) OM(x,y,z;t") = 0.

Die Komponenten u, v, w von v und die Komponenten u, v, iv des Verschie-
bungsvektors r selbst gentgen also ebenfalls der fundamentalen Diffusions-
Differentialgleichung (4). Im zweidimensionalen Falle 6 p= b/n(x,z;t) und
w = w(x, z;t) lautet die Grundlésung von (4), die fur t = t0 in 6(x — x0)
0(t0 — ta) *b(z — s0) Ubergeht, fur bfi z. B.

. (X) +(z-20+ E,g,(t-tgdy

OM- tg) iD,,(t-t0

(yfo’ 20" *0: w¥ 2»0
2n(t t0)Do

)

Mit &hnlichen Kernen g* ist nun eine quellenmaRige Darstellung z. B. von
w(x, 2;t) moglich:

_Et E‘_‘r@ E,f,@
w(x,z;t) = j" dtoj_~rf*0Jo dzOw(x0,z0;t0)<p%(xuz0,t0;x,z,t) . q 2\

In die gleiche Form 1agt sich die Darstellung (1) von Litwiniszyn
bringen, wenn wir schreiben
<P*(xc>z0 *6 72’0 = <4zo— za) * 431(X0, z0 t,,; 2, 1) . (13)

* ta= ta(*,, z() bedeutet hierbei diejenige Zeit, fir die im Punkte (*0 z0 eine An-
fangsabsenkung vorgegeben wird.
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Dann gilt

w (X, z; 1) 11, di° I-»dx°Jo+ dzoW zod *0) PL(*0, 20, tg, X, Z, t) = 14
(14

I, dt» | dx°w (*0’ z°;*0) <» (*0*za, tg; X, z, t).

Die Formeln (12) und (14) lassen nun einen direkten Vergleich der
stochastischen Theorie von Litwiniszyn mit dem Lickendiffusionsmodell zu.
Die Differentialgleichung, der 9 hinsichtlich x, z und t genlgt, ist die Dif-
fusionsgleichung (4), in skalarer Schreibweise

oy = Dp 132<s ! 92¥a ! | 1 O<p% ,15a
02 Eggg | dx2 dz2 | Eggg 3t

Die nach (13) erklarte Kernfunktion <p* der stochastischen Theorie von Lit-
winiszyn genugt hingegen der Differentialgleichung (3) mit A = A0= const.,
B = Bg = const, und C = Cg = const.
* 32p* Acpl

P _ A QP | g Ap + N0 P (15b)

dz Yu a*2 at2 91
Man ersieht hieraus, da die stochastische Theorie mit dem Luckendiffusions-
modell Gbereinstimmt, wenn

Ag = - Bg=0 CO:_l_ (16)

Eg g9 Eg g9

gesetzt wird, aber in (15b) ein weiteres Glied A0 92¢>*/9z2 hinzugeflgt wird.
Das Fehlen dieses Gliedes bedeutet offenbar eine Ausartung der Diffusions-
Anisotropie der Licken, indem die zur z-Richtung (Schwererichtung) gehdrende
Diffusionskonstante Doz = 0 ist. Die (11) entsprechende Grundlésung fiur
Diffusionsanisotropie mit den Hauptachsen x, y und z des Tensors g und den
beiden Haupt-Diffusionskonstanten DOx und DU lautet namlich:

(X-X08 _ (?—Zg+ E qgo(f—!o))a
e 4D, (f-i,) e 4D0I(t—0
<P%*(Xg,Zg,tolx,zA) =a (tg-ta)- .- - - om (17)
2)fjiDOx(t i0) 2 |/nDO0z(t tg)

und dieser Ausdruck geht fiur Doz —a0 in die Grundldsung mit BO= 0
tuber, namlich in

(X=X, )»
«ap-«
(pl(Xg,z0,t0; X, z, t) 0(tg-ta)a(zg-z Euwéo(t-to)) e u — fir *>«0
2 )/7zDOxt i0)
0 fUr t< tg (18)
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da fuirD0z—0

(x-za+E,zgat-t0)y

4DaK((-(.)
0(zQ EOzgo(t toi)—"(ro zam 19
2]/nDO0z(t t0) ( (19)
Wir setzen nun im Folgenden
z+ En:go(t — fa) = Za (20)

gleich derjenigen Tiefe, fur welche bei t = i0sich die Singularitdt der Grund-
16sung fir die 2-Richtung, d. h. fir t = ta die Anfangsstérung vorfindet. Zur
Losung des stochastischen Problems (1), als Spezialfall der Lickendiffusions-
theorie formuliert, geht man zweckméaRig von einer quellenmé&Rigen Darstel-
lung von v(x, z;t) durch v(x0, 20;t0) aus, um von der Voraussetzung verschwin-
dender Anfangswerte aullerhalb des Quellgebietes der Stérung frei zu werden.
Als Kern kann dann ¢>* nach (18) verwendet werden, und wir erhalten

v(x,z;t) —J__dt0|~d *0Jd4 dzOv (x0, z0;t0) md (t0—ta) 6 (z —z0+ (2la)
E 028 o {t G))K (x XO,t -tO)

oder
\]__ dxiV(x0,2+ EagO(f ta);ta) « K(x — x0,t —ta)
v (2 fur z<,za t~ ia(21b)
0 fur 2> za und z <,zai l1<ta
mit
fir t<cto
X—%,)a
K (x x0t—t0) = AD(@(?QQ
fur t> t0.
2 jInDOx(t tO)

Wegen (9) ergibt sich

(x,z,t) — [ dt0J" ~dx0V(W0,z -j- E02g0(t0  ta);fa)A(n; x0,(u ta) (22a)
also speziell fur die Absenkung iv(x, 2;t), sofern sie schwach ist
W (X, 2, f) = dtoj ~ dx0Ow (x0 2 -)- EOzga(tu ta); ta) A (n; n0,t0 ta). (22b)

Durch Differentiation nach t erkennt man sofort, daR (22b) fur t = tain die
Identitat fur w Ubergeht, wie zu verlangen ist. Die Entstehungszeit ta der
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Anfangsstdorung kann Ubrigens noch von x0 abhdngen. Durch partielle
Integration nach iuerhdlt man schlie8lich

w (X, z,i) — dXyw (x(,z Eqgo(t ta),ta K (x Xgt ™)
(23a)
4 dxuw (x0,2 -~-"0zfo(* U)!*) K (x x0f0 tQ
J > T 9t0
oder
«i(x,2;1)
Cin dx0r>(x0,2-) EGzgu (t ta), t()b (t, t)K X xu @ ta)
1

A(x x0t0 ta
3t0 (23b)

mit(2+ E®g0)(t- ta)= 2a furz<zat>ta

0 fir2> 2a und z< za”™< *0-

Die Unterdruckung dieses Gliedes bedeutet physikalisch offenbar, dafl
ein Ausgleich der Auflockerung nur in horizontaler, aber nicht in vertikaler
Richtung eintreten kann, wohingegen der nach oben hin wirkende Auftrieb
der Lucken berucksichtigt bleibt. Dies durfte auch genau dem Modell des

i
» "t

05

4,0

Abb. 1. Feld der definitiven Verschiebung fur eine bei x = o,z = zo aufgefahrene Strecke
vom Querschnitt QO bei isotroper Lickendiffusion DOx= Da@= D

N * Z

r E 0g.,za
b -- 2. S— N a0 — ZK/
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-0,5

L10

Abb. 2. Feld der definitiven Verschiebung fir eine bei x = 0,z = z0aufgefahrene Strecke
vom Querschnitt QObei extrem anisotroper Lickendiffusion Dox= Dul Doz= 0 (Bezeich-
nungen wie in Abb. 1)

Abb. 3. Senkungslinien im Falle isotroper (ausgezogen) und extrem anisotroper (gestrichelt)
Liuckendiffusion
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stochastischen Prozesses entsprechen, das Litwiniszyn selbst [6] seinen Glei-
chungen zugeordnet hat. Es fragt sich allerdings, bis zu welchem Grade die
Unterdrickung des Ausgleiches in vertikaler Richtung, der sich dem Empor-
steigen der Lucken infolge »Auftriebs« (berlagert, statthaft ist. Hierlber
kénnen offenbar nur exakte Beobachtungen an natirlichen Lockermassen
oder an Modellvorgdngen, wie sie von Litwiniszyn und Mitarbeitern begonnen
worden sind, AufschluR geben. In Abbildung 1 ist die Gesamtverschiebung
im homogen-isotropen Material dargestellt, die nach der Luckendiffusions-
theorie eine punktférmige Auflockerung (Linienstrecke) an der Stelle x — 0,
z = zQzur Zeit t = tO fur t —moo bei isotroper Luckendiffusion hinterlafRt.
Wie man sieht, sind auch Gebiete mit Hebung (w < 0) vorhanden. (Die
Stromlinien &hneln im udbrigen auBerordentlich stark denjenigen, die O.
Jacobi [7] bei Modellversuchen mit zahplastischem Plastilin fand.) Nach der
stochastischen Theorie von J. Litwiniszyn dagegen ist eine Hebung des
Materials, wie sie auf untertdgigen Strecken z. B. als »Quellung der Sohle«
in Erscheinung tritt, nicht madglich. In Abbildung 2 ist zum Vergleich das
entsprechende Verschiebungsbild wiedergegeben, das sich nach (23b) hei
stochastischer Behandlung, also bei extremer Anisotropie der Luckendiffusion
ergibt.

Physikalisch betrachtet kann Anisotropie der Diffusion in einem an und
fur sich homogen-isotropen Material nur durch die Anisotropie des mechanischen
Spannungszustandes bestimmt, also ein Effekt hdherer Ordnung sein. Die
isotrope Diffusion eines Dichtedefektes andererseits kann nur mit Mikroseismik,
Losungsvorgdngen und anderen isotrop wirkenden Erscheinungen in Zusam-
menhang gebracht werden. Solche Phanomene werden also von der bisherigen
stochastischen Theorie von J. Litwiniszyn offenbar nicht erfallt. Dies
dirfte jedoch nicht in der Methode selbst begrindet sein, sondern nur darin,
dal} sie vielleicht noch einer Modifizierung bedarf.

Die technische Bedeutung unserer Kenntnisse von den Setzungsbewe-
gungen von Lockermassen ist auBerordentlich groR. Uberall dort, wo es sich
um Tiefbau unter einem losen Deckgebirge handelt, ist die rechnerische Behand-
lung des Senkungsvorganges auf Grund von zuverldssigen Bodenparametern
fur die Beurteilung der zu erwartenden Oberflachenverdnderungen, aber auch
von Verformungen und Druckerscheinungen im Hangenden und Liegenden
unerléBlich. Sowohl die stochastische Behandlung dieser Vorgdnge nach J.
Litwiniszyn als auch unsere eigenen, etwas weiter ausgreifenden Betrach-
tungen stellen einen ersten Schritt dar, das Verhalten losen Deckgebirges
zunéchst rein statistisch auf einer exakten mathematischen Grundlage zu
behandeln. Die empirische Nachprifung der erhaltenen theoretischen Resultate
kann sowohl im Modellversuch erfolgen als auch durch makroskopische oder
markscheiderisch gestiitzte Beobachtungen am natirlichen Objekt. Wiin-
schenswert wdare, wenn hierbei aufgeklart werden kénnte, inwieweit extrem
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anisotrope Diffusion (stochastische Nachfallbewegung) oder total isotrope
Diffusion der Lucken den realen Verhéltnissen besser gerecht wird, bzw. ob
selbst bei isotropem Ausgangsmaterial eine anisotrope Diffusion vorliegt.
Wie die Figuren zeigen, sind die theoretischen Massenverschiebungen, die
nach den beiden Annahmen errechnet werden kodnnen, besonders in der Nahe
des Hohlraums recht unterschiedlich.
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ON THE RELATION OF THE STOCHASTIC TREATMENT OF THE SETTLING
OF LOOSE ROCK MASSES ACCORDING TO J. LITWINISZYN, TO THE INTERSPACE
DIFFUSION THEORY

W. BUCHHEIM

SUMMARY

The mathematical treament of subsidence processes in loose masses, proposed by
I. Litwiniszyn, is reported to be a special case of a more general conception stimulated by the
author, in which the interstices between the single particles, hut not the particles themselves,
are subjected to a diffusion process. As regards two critical problems displacements and
subsidence lines of a horizontal, unlimited gallery caving in are compared with.

SUR LA RELATION DU TRAITEMENT STOCHASTIQUE, SELON J. LITWINISZYN,
DE LA SEDIMENTATION DE MASSES DE ROCHES FRIABLES AVEC LA THEORIE
DE LA DIFFUSION INTERSPATIALE

W. BUCHHEIM

RESUME

L’article montre que le traitement mathématique du processus de subsidence dans
les masses meubles, proposé par J. Litwiniszyn, est un cas spécial d’une conception plus
générale préconisée par I'auteur, selon laquelle les vides entre les particules détachées, mais non
les particules elles-mémes, sont soumis & un processus de diffusion. Pour deux problémes sin-
guliers, on compare les déplacements et lignes de subsidence d’une galerie horizontale
illimitée s’éboulant.
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OB OTHOLUEHWUN CTOXACTUYECKOW OBPABOTKW MPOLIECCOB
OCE[AHUA PbIX/IbIX MACC MO METOLY W. INTBUHUCBLIHA K TEOPWU
LWENEBON AN DY3NU

B. BYXIENM
PE3IOME

B cTaTbe MOKa3aHO, 4TO NpeanoxeHHas W. JIMTBUHULLMHLIM MaTeMaThueckas 06-
paboTKa 0Ccaf04HbIX MPOLIECCOB B PbIX/bIX Maccax SIBNSETCS CreumanbHbIM Crlydaem 6onee
00LLe KOHUEeNuun, yKasaHHOW aBTOpPOM, NPV KOTOPOI MojgepratoTcs npoueccy andgdysmmn He
OTAe/NbHble YaCTULbI, @ MYCTOTbl MEXAY HUMW. [1N151 FPaHUYHbIX Cly4aeB COMOCTaBMAOTCS Nepe-
MELLEHUS] U JIMHUA 0CeflaHWUsi TOPU3OHTA/IbHOTO HEOrPaHUYEHHOr0 LUTPeKa, KOTopbli 06Banu-
BaeTcs.
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THE CHANGE OF ELLIPTICITY OF AN EXPANDING
EARTH

L. EGYED

CORRESPONDING MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES

[Manuscript received July 15, 1965]

It has been shown that the difference between the equilibrium ellipticity according
to Butrtard and the actual ellipticity derived from artificial satellite observations may be
explained on the basis of a Dirac-cosmology. The rate of deviation results in a viscosity of
102e— 1027 poise for the interior of the Earth.

It is known that the ellipticity [1] of an Earth in hydrostatic equilibrium
(3,3632 ~ 0,0006)-10 ~3 is greater than that of the actual Earth (3,3535 ~
~ 0,0003) «10“3 derived from high-precision satellite observations [2].

The purpose of this contribution is to show that if the gravity constant
is inversely proportional to a time parameter comparable to the Earth age
i.e. in the case of the Dirac-cosmology, then the observed ellipticity may be
regarded as the ancient ellipticity of an Earth in hidrostatic equilibrium
which is retained by its viscous inner part.

For the ellipticity the Clairaut-equation is valid

where

J2= (C- 4)/Ma-

in = o/ r3ftM

M = mass of the Earth

A and C the moment of inertia

co angular velocity

a equatorial radius

rt mean radius

A a quantity of an order of magnitude of 10 8

The gravity constant f in the case of the Dirac-cosmology is f = xlt
where s is a constant and t a time parameter comparable with the age of the
Earth. The recent value of t can be taken as 4,5 « 109 years.

In the case of hydrostatic equilibrium

(e the ellipticity, o the density as a function of radius)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



274 L. EGYED

Therefore, in the case of an Earth in hidrostatic equilibrium the following
expression is valid for the unit time

de 2 dm 3a0 a
Q Q 50 39 2
e co dt t oK a
where
8= % = 0,513
Q0 = the surface density
= the mean density of the Earth
a = the yearly radius increase
The recent value of dcojdt = 4,81 « 10-22 radian sec-2 = —1,44 «10-1°

rad. sec_l/year [3]. 6e = (2,9 ~ 0,3) »10-3 In the case of t — 4,5 « 109 year
the value deje is positive only if a > 0 i.e. in the case of an expanding Earth.
It was shown that the minimum rate of the expansion of the Earth
amounts to 0,6 ~ 0,1 mm/year [4].
In this case the yearly value of

- 0.6.10—10

i.e. the value of 2,9 « 10_3 may be obtained only in 4,8 « 107 years.

The maximum rate of expansion gives the radius of the Earth divided
by its age. This is 1,4/mm a year, and the above relative change of ellipticity
may occur during 0,9 « 107 years.

If the difference between the actual ellipticity and the equilibrium ellip-
ticity can be ascribed to viscosity the obtained time interval can be regarded
as the relaxation time of deformations retarded by viscosity. In the mantle
the rigidity is always higher than 1 ¢ 1012 dyn cm-2. Therefore, viscosity,
according to the Maxwell relation is

] — nr >« 3 « 10X poise
and probably
1> 7 < 10% poise

Niskanen [5] and recently Crittenden [6] showed that the viscosity
of the subcrustal material is smaller than 1021 — 2 « 102 poise, at least to a
restricted depth. Therefore, the viscosity of the greater part of the mantle
must exceed several times 1026 or 1027 poises. This excludes the existance of
convection currents in the greater part of the mantle.
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Some new investigations [7] made the value of the equilibrium-ellipti-
city determined by Buttard doubtful and give the impression that there is
no remarkable difference between the ellipticity of the actual Earth and that
of a hydrostatic one. In this case the above consideration fails to support
the expansion of the Earth. The only conclusion which can be drawn is, that
in the case of the validity of a Dirac-cosmology and the expansion of the
Earth, the recent ellipticity is increasing in time. However this supports
Holmberg’s suggestion [8] on the existance of an accelerating couple gene-
rated by solar radiation.
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DIE VERANDERUNG DER ABPLATTUNG DER SICH AUSDEHNENDEN ERDE

L. EGYED

ZUSAMMENFASSUNG

Es wurde gezeigt, daB der Unterschied zwischen der Gleichgewicht-Abplattung der
Erde nach Buttara und der tatsdchlich bestimmten Abplattung auf Grund der Beobachtungen
der kinstlichen Satelliten, im Falle einer Dirac’schen Kosmologie erklart werden kann. Der
Unterschied zwischen den zwei Werten fihrt zu einer Viskositat von 1026—1027 Poise fiir das
Innere der Erde.

LA VARIATION DE L’ELLIPTICITE EN CAS D'UNE TERRE EN DILATATION
L. EGYED

RESUME

L’auteur montre que ladifférence entre I’ellipticité d’équilibre de la Terre selon Buttard
et I’ellipticité actuelle déterminée parles observations de satellites artificiels peut étre expliquée
sur la base d’une cosmologie de Dirac. Cette différence donne pour I’intérieur de la Terre une
viscosité de 1026—1027 poise.
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M3MEHEHUWE CXXATUA 3EM/IN B C/IYUAE PACLUVPSAIOLWENCSH 3EMIN
Nn. 94bEQ

PE3IOME
B pa6oTe MOKasaHO, YTO PaCXOX/EHWe MeX[Ay PaBHOBECHbIM CXKaTueM 3eM/n, orpe-
JeNeHHbIM Bynapaom, U (HAKTUUECKUM CXKATMEM, OMpefeseHHbIM M0 UCKYCCTBEHHbIM CMyTHM-

KaM, UCTO/IKOBbIBAETCS Ha OCHOBE KOCMosorum [unpaka. BA3KocTb BHYTpeHHeld 4dacTv 3emnu
Mo pacxoXxgeHuto nosyvaetca paBHoi 1023—10Z7nyas.
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DYNAMISCHE MORPHOLOGIE DER SCHILDVULKANE

H. ERTEL, Berlin

[Eingegangen am 16. Méarz 1965]

Es erweist sich als mdglich, die Entwicklung der Schildvulkane als ein hydrodynamisches
Problem anzusehen.

Die Entstehung der Schildvulkane durch das UbereinanderflieRen zahl-
reicher dunnflissiger Lavastréme aus einem zentralen Fdrderschlot beim
Island-Typus oder aus lateralen Spalten beim Hawaii-Typus (vergl. z. B.: F. M.
Bultard [1], H. P. Cornelius [3], A. Rittmann [6], N. Theobald et A.
Gama [7], H. Weber [8]) legt den Versuch nahe, die charakteristische, vom
klassischen Vulkankonus abweichende Form der Schildvulkane hydrodyna-
misch aus der Quellenstromung einer nach und nach erstarrenden und damit
ihre Beweglichkeit verlierenden Flussigkeit (Si02-arme Lava) zu erkléren.

Zur Vereinfachung der mathematischen Behandlung setzen wir einen
rotationssymmetrischen Vulkanapparat mit vertikalem Schlot voraus und
damit nur einen Zentralkrater, von dem aus die Lava sich gleichmaRBig nach
allen Richtungen der Erdoberflache ausbreiten mdge. Die Achse des Vulkan-
schlots wéhlen wir als z-Achse, die in der Richtung zum Zenit positiv
gezahlt werde. Es sei r der horizontale Abstand von dieser Achse, so daR das
rotationssymmetrische Profil des Vulkans zur Zeit t in der Form

(1)

(2)
geniigen, wenn Fr das Lavavolumen bedeutet, das in der Zeiteinheit die
Koordinatenflache r = const (Zylindermantel) durchstrémt. Fur diesen FluR3

Fr des Lavavolumens machen wir als Funktion des Profilgefalles — 3z/3r
und des Abstandes r vom Vulkanschlot den Ansatz

(3)
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mit der Bedingung, daf
lim/(r)0 (4)

N= o

sein mufR, da erfahrungsgem&l Fr mit wachsendem r schneller gegen Null
konvergiert als das Profilgefélle. Eine einfache Funktion dieser Art ist

f(r) = ’\ZrR—r, (5)

worin [Xeinen mit der Beweglichkeit der Lava zusammenh&ngenden, positiven
Parameter bedeutet und der Faktor yr/2 aus ZweckmaRigkeitsgriinden beige-
fugt wurde; der Pol der Funktion (5) liegt im Vulkanschlot.

Aus (2), (3) und (5) resultiert mit der Abklrzung

R=r (6)
die Differentialgleichung
02 22
at ~ N8R

des Vulkanprofils; sie ist vom Typus der eindimensionalen Wéarmeleitungs-
bzw. Diffusions-Gleichung, aber mit nichtlinearer Radialkoordinate R.
Als Integral der Differentialgleichung (7) wéhlen wir

r2

2 . (8)
R J&c W ri

worin Q eine Konstante bedeutet und

JatdX)= Ixerfe()ydt 9)

den Spezialfall n = 1 der aus dem komplementdren Fehlerintegral
erfe(x)=1J<@fc(x) = (10

durch wiederholte Integration erhaltenen Funktionen
Jimle(*) = ]x J @micl>(£) 41 n)

(n= 1,2, 3, ...) darstellt (D. R. Hartree [4], vergl. auch: H. S. Carslaw
and J. C. Jaeger [2]).
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DalR (8) ein Integral von (7) darstellt, ergibt sich sofort, wenn man
beachtet, daB die Funktionen

R
2 yla

(12)

(n=0, 1, 2, 3, ...) der Differentialgleichung (7) geniigen (Hartree, 1 c.).

+Z

Abb. 1. Die Abbildung 1 zeigt die Entwicklung eines Schildvulkans fir (= 1 und t= 4
(arbitrare) Zeiteinheiten. Die Ahnlichkeit der Profile mit dem idealen Profil eines Schild-
vulkans (vergl. z. B.: K. Mikotaschek [5]) ist trotz der Vereinfachungen der Theorie be-
merkenswert und beweist, daR die wesentlichen Faktoren einer dynamischen Morphologie
der Schildvulkane in der Theorie berlcksichtigt worden sind.

Zur Zeitvariablen t gehdrt in den. vorstehenden Rechnungen ein beschrénkter Varia-
bilitatsbereich, da es keine effusive Dauertatigkeit mit konstanter Lavafdrderung gibt.

Der physikalische Charakter der Ldsung (8) und die Bedeutung von
Q ergibt sich aus der Berechnung des insgesamt geférderten Lavavolumens

f 2nrzdr = 4 Q m- Jerfc(O) = tQ, (13)

wobei

A (0) = (14)

44
bericksichtigt wurde.

Das Integral (8) stellt also die raumlich-zeitliche Entwicklung eines
Schildvulkans bei konstantem Fdérdervolumen (pro Zeiteinheit) dar und l4Rt
erkennen, dal? die Gipfelhéhe (z0O= z fur r = 0) bei konstanter effusiver Tatig-
keit proportional der Quadratwurzel aus der Zeit wachsen wirde. Da

J1'Ac(0) (15)
ist, ergibt (8):
r(o, = 721 0- (16)
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DYNAMIC MORPHOLOGY OF SHIELD VOLCANOES
H. ERTEL

SUMMARY

It is possible to regard the evolution of shield volcanoes as a problem of hydrodynamics.

MORPHOLOGIE DYNAMIQUE DES VOLCANS EN BOUCLIER
H. ERTEL

RESUME

Il s’avére possible de considérer I’évolution des volcans en bouclier comme un probléeme
hydrodynamique.

OANHAMNYECKAA MOP®OJIOMNMA WNTOBbIX BYJ/IKAHOB

X. OPTENb

PE3IOME

OKa3blBaeTcsl BO3MOXHbIM PacCMaTpUBaThb PasBUTHE LMTOBLIX BY/IKAHOB, KakK BOMPOC
rMAPOAVNHAMUKN.
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ZUR FRAGE NACH DER REALITAT
DES GEOMAGNETISCHEN AUSSENFELDES

G. FANSELAU
MITTEILUNG AUS DEM GEOMAGNETISCHEN INSTITUT DER DAW, POTSDAM, NR. 191

[Eingegangen am 16. Mérz 1965]

Es wird nachgewiesen, dall sich ein reales geomagnetisches AulRenfeld aus Potential-
entwicklungen nicht ableiten 14Rt. Zum Nachweis herangezogen werden die Energiedichten
der Glieder der verschiedenen Ordnungen fur das AuBenfeld sowie die Verteilung zonalnaher
und zonalferner Parameter in jeder Ordnung. Weder die Axialsymmetrie noch die Symmetrie
zum Aquator tritt in Erscheinung, wie dies bei dem Ringstromfeld der Fall sein miiRte. Physi-
kalische Schlusse, die gelegentlich In bezug auf das AuRenfeld aus Potentialentwicklungen
gezogen werden, sind demnach nicht signifikant.

Die geophysikalische Forschung ist in der Mehrzahl der Falle bei der
Deutung des empirisch gewonnenen Beobachtungsmaterials gezwungen, den
Weg der sogenannten »inversen« Potentialtheorie zu beschreiten, d. h. jenen
Weg, der versucht, aus dem Beobachtungsmaterial ruckwéarts auf die Lage,
die geometrische Konfiguration und physikalische Wirksamkeit der Quellen
zu schliefen. Dieser Weg ist naturlich vieldeutig und birgt viele Schwierigkeiten
in sich, besonders dann, wenn es sich darum handelt, die Wirkung verschie-
dener Quellen voneinander zu trennen. Diese Schwierigkeiten treten in fast
allen Disziplinen der Geophysik auf, sei es beim Geomagnetismus, der Geo-
elektrizitat, der Gravimetrie, den Spannungs- und Deformationsfeldern, Tem-
peraturfeldern u. & m.

Die physikalische Deutung des geomagnetischen Beobachtungsmaterials
im globalen Sinn geht im allgemeinen von einer numerischen Entwicklung des
Potentials auf der Erdoberflache in eine Reihe sphéarisch-harmonischer Funk-
tionen aus. Wenn auch die Methoden zur Ableitung der Zahlenkoeffizienten
dieser Reihen aus dem ausgeglichenen Beobachtungsmaterial — benutzt
werden gewdhnlich Weltkarten — voneinander verschieden sind, so fuhrt doch
jede dieser Methoden letzten Endes zu mehr oder weniger signifikanten Para-
metern des geomagnetischen Feldes. Es ist nicht leicht, die Signifikanz dieser
Zahlenwerte exakt anzugeben, da sie von vielen Faktoren abhé&ngig ist. Erst
wenn es gelingt, die Zahlenwerte mit Sicherheit Uber einen statistischen
Storpegel zu erheben, kénnen sie zur physikalischen Deutung benutzt werden.

Der analytischen Darstellung des Potentials des geomagnetischen Feldes
liegen die Entwicklungen der drei Komponenten X (Nord), ¥ (Ost) und Z
(vertikal nach unten) zugrunde. Die getrennte Entwicklung dieser drei Korn-
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ponenten gibt die Mdglichkeit, zwei physikalische Fragen zu entscheiden. Die
eine fuhrt zur Feststellung eines potentiallosen Anteils im geomagnetischen
Feld, der sich in dem Unterschied der Entwicklung der Nord- und Ostkompo-
nente ausdrickt. Fernerhin ist es mdéglich, einen AuRenanteil des weitgehend
ausgeglichenen Feldes festzustellen, wenn man die Entwicklungen der Nord-
und Yertikalkomponente miteinander verbindet. Beide Teilfelder, das poten-
tiallose und das AuRenfeld, haben sich, wie man auf Grund der bisher vorlie-
genden Rechnungen feststellen konnte, kaum als signifikant erwiesen. Die
Potentialberechnung des Geomagnetischen Instituts zur Epoche 1945 [1, 2] hat
gezeigt, daB sowohl die Parameter des potentiallosen Feldanteils wie auch jene
des AuBenfeldes im allgemeinen innerhalb des statistischen Stérpegels liegen,
also kaum Anspruch auf Signifikanz besitzen. Ist bei dem potentiallosen Anteil
die Frage nach der Existenz heute mit ziemlicher Sicherheit als negativ
entschieden zu betrachten, so trifft dies bei dem AuRenfeld noch nicht zu.
Auch wenn man bedenkt, dal bei der Zusammenfassung der geomagnetischen
Teilvermessungen der einzelnen Lander zu einer Weltkarte eine weitgehende
Ausgleichung stattfindet, ware es vielleicht doch mdglich, einen auf allen
Teilen der Welt vorhandenen AuRenteil des geomagnetischen Feldes mit zu
erfassen. Die Weltkarten werden fir eine bestimmte Epoche gezeichnet;
also mussen, da niemals die ganze Erdoberflache zu einem bestimmten Zeit-
punkt einheitlich vermessen vorliegt, die TeilVermessungen stets durch S&kular-
variationsreduktionen miteinander vergleichbar gemacht werden. Wenn also
ein AufRlenfeld physikalische Bedeutung haben soll, dann nur insoweit, dall es
selbst Uber langere Zeitrdume hinweg in den Messungen enthalten sein mfite.

Fur die physikalische Deutung des geomagnetischen Auflenfeldes muf}
man prinzipiell zwei Mdglichkeiten ins Auge fassen, einmal die erdnah bedingten
AulRenfelder und dann jene, die in groBer Entfernung von der Erdoberflache
erzeugt werden. Die in Erdnédhe entstehenden Magnetfelder sind zeitlich stark
variabel. Der Mittelwert dieser Magnetfelder wird sicher nicht im Jahres-
durchschnitt und auch nicht im Durchschnitt einer 11jéhrigen Aktivitatsperiode
streng verschwinden, aber doch von Jahr zu Jahr regellosen Schwankungen
unterworfen sein. Anders verhdlt sich der in Erdferne erzeugte Anteil des
geomagnetischen AuRenfeldes. Er koénnte durch kontinuierlich flieRende
sogenannte »Ringstréme« erzeugt werden, die in den heute gut erforschten
Van-Allenschen Girteln physikalisch realisiert werden. Ein fester Bestandteil
dieses AuBenfeldes kdnnte bestehen. Er wirde sich wahrscheinlich im groRen
und ganzen nach geomagnetischen Koordinaten richten und gewisse Symme-
trie-Eigenschaften aufweisen missen. Auf Grund der Axialsymmetrie zur
geomagnetischen Achse dirften im allgemeinen nur zonale Glieder in der
sphérisch-harmonischen Reihe auftreten. Wegen der Symmetrie zum geoma-
gnetischen Aquator miiRten auRerdem die Glieder der ungeraden Ordnung
fur diesen Feldanteil Uberwiegen. Wegen des weltweiten Charakters mufiten
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die Glieder der ersten Ordnungen in der Reihenentwicklung gegeniber den
Gliedern der héheren Ordnungen deutlich hervortreten. Es ist selbstverstand-
lich ein sehr verlockendes Problem, aus den geomagnetischen Potentialberech-
nungen den Versuch zu unternehmen, Rickschlisse nicht nur auf die Existenz,
sondern auch auf die geometrische Konfiguration und Entfernung der Quellen,
im vorliegenden Falle also der Van-Allenschen Girtel, zu ziehen.

Bei solchen Uberlegungen muB man sich vor Augen halten, daR der
numerische Wert der Parameter, speziell auch der Wert Null, in weitestem
Mafle abhéngig ist von dem der Rechnung zugrunde gelegten sphérischen
Koordinatensystem. Nehmen wir die Koordinatensysteme der Einfachheit
halber als zentriert im Mittelpunkt der Erde an, so &ndern sich die Zahlen-
werte der Parameter in Abhéangigkeit von der Lage der Polachse des Systems.
Man kénnte also, theoretisch gesehen, so verfahren, daB man durch Koordina-
tentransformation die Parameter von dem geographischen Koordinatensystem
auf andere Systeme umrechnet und das System auswahlt, bei dem die eingangs
beschriebenen Symmetriebedingungen des geomagnetischen AuRenfeldes
bestmdglichst erfullt sind. Man muR also mehrere solcher Koordinatentrans-
formationen durchfihren und die Ergebnisse statistisch miteinander ver-
gleichen. Nur wenn ein Koordinatensystem offensichtlich bevorzugt ist, d. h.,
daB die auf dieses System bezogenen Angaben Uber die gewinschten Eigen-
schaften der Parameter auBerhalb der statistischen Schwankungen gelegen
sind, liegt eine gesicherte Deutungsmdglichkeit vor.

Mathematisch gesehen sind die Dinge so: Das geomagnetische Potential
druckt sich in einer sphéarisch-harmonischen Reihe, wie folgt, aus:

V=KH+ VvV, a ¥? I[aMcos TA -)- sin TA] P™(&)
n=1m=0l

[a™ cos mX -j- b,, sin mX] P™(R)

In (1) beziehen sich die o™, b'™™ auf den im Erdinnern erzeugten Feldanteil, die
a™, R™ entsprechend auf den aulerhalb der Erde erzeugten Feldanteil. Will
man nun im vorliegenden Fall etwas Uber die «c™ R™ speziell also Uber die in
diesen Zahlenwerten vorhandenen Symmetrie-Eigenschaften, wie sie oben
erwahnt wurden, erfahren, so mulR man sich ein Kriterium verschaffen, das
ein Uberwiegen der zonalnahen Parameter charakterisiert. In der in [1] zitier-
ten Arbeit wurde zu diesem Zweck folgender Vorschlag gemacht. Statt der
Parameter x™Mund ™ wird die Grofle yMden Betrachtungen zugrunde gelegt, wo

yf=< +0f @
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bedeutet. Auf diese Weise stehen fur jede Ordnung n insgesamt n -f- 1 Zahlen-
werte zur Verfigung. Man kann nun in erster Ndherung diese Werte in zwei
Gruppen einteilen, in die zonalnahen und die zonalfernen Parameter. Ist n
eine ungerade Zahl, so steht eine gerade Zahl von Parametern zur Verfligung.
Ist n dagegen eine gerade Zahl, so steht eine ungerade Zahl von Parametern
zur Verfugung. Die Trennung beider Gruppen ist also ohne Schwierigkeiten
durchzufuhren. Bei einer Teilung in zwei Gruppen muf also der Zahlenwert
des mittelsten Parameters zur H&lfte der zonalnahen und der zonalfernen
Gruppe zugerechnet werden. Um die so erhaltenen Zahlenwerte fiur die ein-
zelnen Gruppen miteinander vergleichen zu kénnen, ist es notwendig, eine
Normierung vorzunehmen. Dies geschieht, indem man den Zahlenwert flr
jede Gruppe stets durch die Summe aller y™-Werte flur die betreffende Ordnung
dividiert. Mathematisch ergibt sich also folgendes:

(n-1)r2 n

Nyl ¥YnT fur n ungerade

Der Zahlenwert von An schwankt zwischen den Grdfen 0 und 1 flr eine rein
sektorielle und eine rein zonale Verteilung. Selbstverstéandlich ist es ausreichend,
den Zahlenwert fir eine Gruppe, z. B. die zonalnahe, zu berechnen, der Zahlen-
wert der anderen ist stets die Ergdnzung zu 1.

Die Berechnung der GréRe An mufl nun zur Schaffung einer, wenn
auch bescheidenen, statistischen Grundlage fir einige Koordinatensysteme
vorgenommen werden, falls nicht schon die numerischen Werte der Parameter
selbst ein Uberzeugend klares Bild der geforderten Symmetrie-Eigenschaften
ergeben. Zur Transformation der Parameter a™, auf ein Koordinatensystem
{0, /1}, dessen Lage gegenliber dem urspriinglichen geographisch orientierten
System {#, A} durch die Winkel Gf und A0 gemdaR Abb. 1 charakterisiert wird,
dienen die folgenden Ausdricke [3]:

an{ftoAo) = cos mX0 -\~Bn sin T/10) AP;m (&0), (4)
m=0

Bn (K Ao)= V (—< sinmAO0+ R™cos mA() BE'm(&0), (5)
m=0

mit A%m B%m als bekannten Funktionen von &0 allein.
Es sei bemerkt, daR bei diesen Transformationen stets der Ausdruck

7 [92Him=] (72 Q
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invariant bleibt. Diese Invarianz ist bemerkenswert, weil sie mit einer physi-
kalischen Eigenschaft, des Magnetfeldes und zwar mit dem Mittelwert siener
Energiedichte fur jede Ordnung n eng verbunden ist. Unabh&ngig von jeder
Koordinatentransformation muf sich also eine der oben geforderten Symmetrie-

Abb. 2

Eigenschaften des Ringstromfeldes, seine Symmetrie zum Aquator, schon in
dieser invarianten GréRe ausdrucken.
Betrachtet man die Zahlen

En= (yZT- (7)

J

m 0
so hat man der mittleren Energiedichte jeder Ordnung proportionale Grofien
zur Verfugung. Die Zahlenwerte der En fur die ersten 6 Ordnungen n = 1...6
der Potsdamer Potentialberechnung sind in Abb. 2 dargestellt. In der Abbil-
dung sind die GroRen En fur die drei der Untersuchung zugrunde gelegten

Koordinatensysteme dargestellt: fur das geographische Koordinatensystem
$0= 0° 0= 0°; fir das geomagnetische Koordinatensystem $0= 11,4°,
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@0 = 290,5° und fur die Polarachse, die den geometrischen Mittelpunkt der
Erde mit dem geomagnetischen verbindet #0= 76,0°, ¢0 = 153,6°. Selbst-
verstandlich haben die Koordinatentransformationen auf diese invarianten
GroRen Enkeinen EinfluR. Es laRt sich sofort erkennen, daR die ersten Glieder
auf jeden Fall nicht gegentber den hdheren Gliedern Uberwiegen. Demnach
fehlt der erwartete globale Anteil. Weiterhin ist ersichtlich, daf} ein llberwiegen
der ungeraden Ordnungen gegenuber den geraden nicht vorhanden ist; viel-

Tabelle |

Zahlenwerte der Parameter des duReren Anteils nach Osipov [4] sowie die entsprechenden Zahlen
werte flir die zonalnahen Anteile An und die der Energiedichte proportionalen GroéRen En

Analysen 7 -19 Analysen 14 und 15
n m yn < 4y An e yn i En
1 0 — 6,6 3,4 0,13 344 55 0,51 59,5
| - 95 — 145 4,1 6,4 —45 —30
2 0 11,7 4,6 0,46 870 3,0 0,28 193
1 10,8 — 3,2 3,9 7,9 2,5 55
2 —12,9 2,5 14,5 6,7 —15 —70
3 0 — 10,0 4,2 0,45 2388 -2,5 0,44 213
1 —15,2 53 135 159 05 —50
2 - 82 — 12 4,1 5,3 —3,5 4,0
3 — 7,6 — 17,6 59 5,7 —-30 —15
4 0 — 119 7,6 0,50 2004 3,5 0,66 167
1 3,6 4,0 3,8 4,5 20 —15
2 11,7 4,3 7,2 7,5 —40 —15
3 9.9 — 2,5 7,4 4,1 0,0 1,0
4 — 50 6,7 5,2 5,0 2,0 0,0
5 0 — 34 4,9 —1,0

mehr zeigt sich ein umgekehrtes Verhalten. Die Zahlenwerte fiir die geraden
Ordnungen sind allesamt merklich grofRer als die fir die ungeraden. Daraus
lakt sich schlieBen, das sich die fur das Ringstromfeld zu fordernde &quatoriale
Symmetrie aus den Parametern des geomagnetischen AuflRenfeldes nicht ablei-
ten laRt.

Was die Axialsymmetrie anbelangt, so muB3, wie oben bemerkt, innerhalb
jeder Ordnung das Verhdltnis der zonalnahen zu den zonalfernen Parametern
untersucht werden. Die Zahlenwerte fir die GréRe An — vergleiche (3) — sind
in der Abbildung 2 ebenfalls fir jedes der drei nach der Potsdamer Potential-
berechnung benutzten Koordinatensysteme mit veranschaulicht. Die zonal-
nahe Gruppe der Parameter ist von unten her innerhalb des fir jede Ordnung
gezeichneten Rechtecks eingetragen und durch Schraffieren gekennzeichnet.
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In der Verteilung der GroRe fur die zonalnahen und zonalfernen Parameter
mussen sich hier Unterschiede fir die drei Koordinatensysteme ergeben. Das
geomagnetische Koordinatensystem miuRte eine ausgezeichnete Stellung ein-
nehmen und das zahlenm&fRige Uberwiegen der zonalnahen Parameter den
zonalfernen gegentber am klarsten zum Ausdruck bringen, zumindest bei den
ungeraden Ordnungen n = 1,3, 5. Man kann sich leicht Uberzeugen, daR auch
diese Symmetrie durchaus nicht klar zu erkennen ist, nur in wenigen Féllen
wird der Wert 0,5 fur die GrolRle An lUberschritten, obwohl auch dieser Wert
erst ein Gleichgewicht zwischen beiden Gruppen bedeuten wuirde.

Analysen
14+15

Mit der Frage nach der Realitdt des aus geomagnetischen Potential-
entwicklungen abgeleiteten AuBenfeldes befal’t sich auch Osipov [4]. Zur
Prufung der Signifikanz der Parameter des Auflenfeldes benutzt er 19 Poten-
tialentwicklungen, die fur verschiedene Epochen, nach verschiedenen Metho-
den und unter Verwendung verschiedenen Beobachtungsmaterials durch-
gefuhrt wurden. Als Argument fur die Signifikanz der gewonnenen Parameter
fuhrt Osipov zwei Fakten an: einmal gleiche GrofRe eines Parameters unter
Verwendung zeitlich verschieden gelegener Potentialentwicklungen bei glei-
cher Berechnungsmethode zum anderen gleiche Werte des Parameters fur dieselbe
Epoche unter Variation der anderen Fakten, die der Entwicklung zugrunde
liegen: Berechnungsmethode und Beobachtungsmaterial. Osipov glaubt,
dal die Werte yl, yWwound y\ auf Grund der von ihm gewdahlten Kriterien eine
Signifikanz besitzen, die sich durch geringe Abweichung der Einzelwerte vom
Mittelwert zeigt. In Tabelle | sind die Mittelwerte der Parameter fir das geo-
magnetische AuBenfeld zusammengestellt, wie sie sich aus den von Osipov
benutzten Potentialentwicklungen ergeben. Von den 19 Berechnungen sind
zusammengefallt die Werte fir die Berechnungen 7—19 einerseits und die
fur die Berechnungen 14—15 andererseits. Neben den Mittelwerten der Para-
meter selbst sind auch die Streuungen fir diese Mittelwerte verzeichnet. Man
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Tabelle 11

Zahlenwerte der Transformalionsgrofe Aftm (8,,) und Bjjm (//0) fur Q0= 11,4°

0
nM’-',—n 0 1 P 3 4 5 6

1 0 0,980271 —0,197657
I 0,197657 0,980271

2 0 0941397 —0,335597 0,033834
0,335597 0,921863 —0,193757

2 0,033834 0,193757 0,980466

3 0 0,884526 —0,460512 0,074163 —0,006105
1 0,460512 0,836654 —0,294209 0,037081
2 0,074163 0,294209 0,922824 —0,237350
3 0,006105 0,037081 0,237350 0,970696

4 0 0,811334 —0,570823 0,125066 —0,015833 0,001129
1 0,570823 0,727436 —0,373553 0,073485 —0,007081
2 0,125066 0,373553 0,849067 —0,348325 0,050674
3 0,015833 0,073486 0,348325 0,894087 —0,271338
4 0,001129 0,007081 0,050674 0,271338 0,961122

5 0 0,723968 —0,663912 0,184718 —0,030884 0,003319 —0,000212
1 0,663912 0,597781 —0,434004 0,115009 -0,016829 0,001355
2 0,184718 0,434005 0,761705 —0,433526 0,096260 —0,010367
3 0,030884 0,115009 0,433527 0,802565 -0,386931 0,063600
4 0,003319 0,016829 0,096260 0,386931 0,866312 —0,300374
5 0,000212 0,001355 0,010367 0,063600 0,300374 0,951642

6 0 0,624974 —0,737392 0,250792 —0,051902 0,007246 -0,000688 0,000040
1 0,737396 0,451915 —0,474875 0,159852 —0,030665 0,003693 —0,000260
2 0,250790 0,474877 0,663701 —0,499161 0,146197 —0,023597 0,002081
3 0,051902 0,159854 0,499161 0,698737 —0,469547 0,116978 —0,013898
4 0,007246 0,030666 0,146197 0,469547 0,758713  -0,419156 0,076263
5 0,000688 0,003693 0,023597 0,116980 0,419155 0,838991 —0,325798
6 0,000040 0,000260 0,002081 0,013898 0,076263 0,325796 0,942252

erkennt, daR in der Tat diese Streuung fir die Werte y°, ywund y5 sehr gering
ist, dalR aber auch fiur andere Parameter solche geringen Werte auftreten,
mithin also auch diese Parameter mit demselben Recht als signifikant ange-
sehen werden miussen. Es handelt sich um ylI, y2 y\,y\, also um Parameter,
die wegen der fur das AuBlenfeld geforderten Symmetrie-Eigenschaften eigent-
lich nicht auftreten sollten.
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Tabelle 11 (SchluB):

P
Bn'm
nom " 2 3 4 5 6
| | 1,0
2 1 0,980271 —0,197657
2 0,197657 0,980271
3 1 0,951164 —0,306357 0,037827
2 0,306357 0,921863 —0,237303
3 0,037828 0,237303 0,970699
4 1 0,913250 —0,400181 0,075994 —0,007223
2 0,400181 0,846228 - 0,348112 0,050662
3 0,075993 0,348112 0,894101 —0,271339
4 0,007223 0,050662 0,271339 0,961122
5 1 0,867266 —0,482593 0,121028 —0,017345 0,001382
2 0,482593 0,755214 —0,432884 0,096126 —0,010366
3 0,121028 0,432884 0,802618 —0,386933 0,063600
4 0,017345 0,096216 0,386933 0,866312 —0,300371
5 0,001382 0,010366 0,063600 0,300371 0,951641
6 1 0,814851 —0,553764 0,171897 —0,032003 0,003798 —0,000266
2 0,553764 0,651024 —0,497629 0,146052 —0,023587 0,002080
3 0,171897 0,497629 0,698897 —0,469558 0,116980 —0,013897
4 0,032000 0,146052 0,469560 0,758713 —0,419157 0,076262
5 0,003798 0,023587 0,116980 0,419157 0,838992 —0,325796
6 0,000265 0,002080 0,013896 0,076262 0,325796 0,942254

Osipov verwendet fir weitergehende Rechnungen die Mittelwerte der
Parameter des geomagnetischen Auflenfeldes, abgeleitet aus den Potential-
entwicklungen 14—15 (Epoche 1955), und zwar speziell die Werte flur y?,
Y3 und yWa Es zeigt sich, dall diese Mittelwerte betrdchtlich von den entspre-
chenden Mittelwerten fur die Analysen 7—19 abweichen. In der Tabelle I sind
auller den Mittelwerten y™, a™der einzelnen Parameter und deren Streuung
auch noch die GréBen An und En in derselben Weise berechnet wie fir die
Potsdamer Potentialentwicklung 1945. Zum Vergleich mit den in Abbildung
2 dargestellten Werten An und En fir die Potsdamer Potentialentwicklung
1945 sind auch diese Werte in derselben Weise in der Abbildung 3 wiedergegeben.
Es zeigt sich, daB auch hier ein klares Uberwiegen der mittleren Energie-
betrage fiir die ungeraden Ordnungen nicht zu erkennen ist, auch ein Uber-
wiegen der Betrdge fur die zonalnahen Parameter ist nicht festzustellen,
besonders auch nicht fur die ungeraden Ordnungen. Man kann also mit Recht
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Tabelle 11

Zahlenwerte der Transformationsgrofe Afrm (!),,) und B'fm (&u) fir #0= 76,0°

1 0 0241922 — 0,970296
I 0,970296 0,241922

2 0 —0,412211 — 0,406574 0,815340

1 0406574 _ 0,882948 _ 0,234736
2 0815340  0,234736  0,529263
3 0 —0,327486  0,420306  0,441061 _ 0,722192
1 _ 0420306 — 0,612190  0,632402  0,220531
2 0441061 —0,632402 —0,099723 _ 0,628958
3 0722192  0,220531  0,628958  0,184981
4 0 0170512  0,480698 -0,310684 _ 0,462250  0,655482
1 _ 0480698  0,378925  0,595932 _ 0,476943 — 0,206724
2 _0,310684 — 0,595932  0,336410 — 0,025702  0,659172
3 0462250 — 0,476943  0,025702 — 0,702680 — 0,253832
4 0655482  0,206724  0,659172  0,253832  0,169323
5 0 0336240 —0,118640 _ 0,481025  0,226071  0,475726 — 0,603373
1 01118640  0,664842 -0,224027 —_ 0,564793  0,370150  0,194214
2 0481025  0,224027  0,483591 — 0,173255  0,127485 — 0,662041
3 —0,226071 — 0,564793  0,173255 —0,236860  0,677110  0,292067
4 0475726 — 0,370150  0,127485 _ 0,677110 —0,307347 —0,259770
5  0,603373  0,194214  0,662041  0,292067  0,259770  0,084502
6 0 0007037 — 0,451422  0,025395  0,471619 —0,156630 —0,484125  0,560526
1 0451422 —0,010488 —0,620258  0,110229  0,529605 — 0,292017 — 0,182982
2 0,025395  0,620258 —0,078259 _ 0,363639  0,085048 - 0,208575  0,652335
3 _ 0471619  0,110229  0,363639 — 0,039706  0,389348 _ 0,617953 -0,313301
4 _0,156630 — 0,529605  0,085048 _ 0,389348  0,582644  0,303084  0,323769
5  0,484125 —0,292017  0,208575 —0,617953 — 0,303084 — 0,378090 -0,142014
6 0560526  0,182982  0,652335  0,313301  0,323769  0,142014  0,060296

schlieRen, daB auch die Rechnungen und Uberlegungen von Osipov mit Sicher-
heit nicht auf die reale Existenz des geomagnetischen AuBenfeldes, abgeleitet
aus Potentialentwicklungen, schlieBen lassen.

Man kann also wohl zusammenfassend feststellen, daR der statistische
Storpegel solcher Potentialentwicklungen nicht geeignet erscheint, auf néhere
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Tabelle 111 (SchluR):

K-T P
nom | 2 3 4 5 6
[ 1
2 1 0,241922  —0,970296
2 0,970296 0,241922
3 1 —0,176842 —0,371150 0,911578
2 0,371150 —0,882948 —0,287491
3 0,911578 0,287491 0,293895
4 1 —0,156664 0,202509 0,451953  —0,854509
2 —0,202509 —0,555249 0,748268 0,301302
3 0,451953 —0,748268 —0,270545 —0,403284
4 0,854509 0,301302 0,403284 0,128040
5 1 0,031571 0,256004  —0,180475 —0,506369 0,802798
2 —0,256004 0,198658 0,643013  —0,624465 —0,302613
3 —0,180475 —0,643013 0,544525 0,205260 0,464030
4 0,506369 —0,624465 —0,205260 —0,522412 —0,196436
5 0,802798 0,302613 0,464030 0,196436 0,100149
6 1 0,101524  —0,011423 —0,318199  —0,140903 0,544394  —0,756368
2 0,011423 0,403384 —0,132862 —0,679302 0,518777 0,298177
3 —0,318199 0,132862 0,688098 —0,378307 —0,129346 —0,497766
4 0,140903 —0,679302 0,378307 0,054725 0,559143 0,244831
5 0,544394  —0,518777 —0,129346  —0,559143 —0,277138 —0,168311
6 0,756368 0,298177 0,497766 0,244831 0,168311 0,054365

Einzelheiten Uber das Vorhandensein und die Konfiguration des geomagne-
tischen AuBenfeldes zu schliel3en.

Ganz abgesehen davon aber mufl noch bedacht werden, daR die Zahlen-
werte der Parameter fur das geomagnetische AuRenfeld noch einer Korrektur
wegen der Erdabplattung bedurfen. Man kann diese Korrektur hier nicht
vernachlassigen, weil die numerischen Werte der Parameter an sich schon
sehr klein sind. Wird diese Korrektur angebracht, so ergehen sich wesentlich
andere Entfernungen des Ringstromes als die aus den nicht korrigierten Para-
metern berechneten.

Es sei darauf hingewiesen, dall in dieser Arbeit fir die Potentialberech-
nung des geomagnetischen Feldes zur Epoche 1945 die Zahlenwerte der Para-
meter benutzt wurden, wie sie in der Arbeit [1] angegeben sind. Es erwies
sich als notwendig, diese Parameter spaterhin in ihrer endgiltigen Form etwas
gegeniiber den in [1] verdffentlichten Werten zu verdndern. Diese Werte sind
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in [2] angegeben. Die Korrekturen sind nicht wesentlich, &ndern also an den
hier mitgeteilten Ergebnissen nichts.

Da die Benutzung verschiedener Koordinatensysteme bei der Verwen-
dung spharisch-harmonischer Reihen in der Geophysik ganz allgemein von
erheblicher, vor allem statistischer Bedeutung ist, seien auch an dieser Stelle
die Zahlenwerte der Ap’'mund Bpm fir die beiden in dieser Arbeit benutzten
Koordinatensysteme nach Berechnung von K autzieben in Tabelle Il und I11
mitgeteilt.

Es sei mir gestattet, Herrn Dip.-Phys. w o1f K ramer meinen besten
Dank auszusprechen fur die Hilfe, die er mir bei der Durchfihrung der Rech-
nungen und hei der graphischen Darstellung der Ergebnisse geleistet hat.
Herrn Dr. Kautzieben danke ich fir die Durchsicht des Manuskriptes.
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ON THE PROBLEM OF REALITY OF THE EXTERNAL GEOMAGNETIC FIELD
G. FANSELAU

SUMMARY

It is shown that it is impossible to derive a real external geomagnetic field by the
development of the geomagnetic potential in spherical harmonics. As a proof of these densities
of energy of the external geomagnetic field every order was used as well as the distribution
of the parameters in every order in respect to their zonal character. Neither the symmetry
to the geomagnetic axis nor the symmetry to the geomagnetic equator is to be seen as it should
have been in the magnetic field produced by the ring current. Physical facts developed from
the parameters of geomagnetic external field are therefore not significant.

SUR LE PROBLEME DE LA REALITE DU CHAMP GEOMAGNETIQUE
EXTERIEUR

G. FANSELAU

RESUME

L’auteur démontre qu’un champ géomagnétique extérieur ne se laisse pas déduire
des développements du potentiel. Pour le prouver, il utilise les densités d’énergie du champ
géomagnétique extérieur des différents ordres, ainsi que la distribution dans chaque ordre
des parameétres selon leur caractere zonal. Ni la symétrie axiale, ni la symétrie a I’équateur
géomagnétique ne sont observables comme il faudrait dans un champs magnétique produit
par un courant circulaire. Par conséquent, les conclusions physiques pouvant étre tirées éven-
tuellement des développements du potentiel ne sont point significatives.
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K BOMNPOCY O PEAJ/IbBHOCTW BHELUHENO NEOMArHNTHOIO MOAA
r. ®AH3ENAY

PE3IOME

Moka3aHa HEBO3MOXHOCTb BbIBEJEHUS peasibHOr0 BHELUHEro reoMarHMTHOrO Mons u3
pasnoXxeHua noTeHUManoB. B KayecTBe AoKa3aTeNbCTBa MPUMEHAETCA M/IOTHOCTbL 3HEpPruu
BHELLHEro reoMarHATHOro nosid AnAa KaXkKaoro nopdaaka, a TakXe pacnpegeneHue rnapameTpoB
pas3nyHoro nopsifika c y4eToM UX 30HaNIbHOro xapakrtepa. [Npun 3TOM He BbIABNAETCA HWU Oce-
Baa CMMMETPUA, HN CUMMETPUA K IKBaTOpPy, KaK 3TO AO/DKHO 6b1710 6bl MMETb MECTO B MarHUT-
HOM none, BO36y)K,quHOM UNKINYEeCKUM TOKOM. [loaTomy qJI/I3VIL|eCKVIe BbIBOAbl, CAe/flaHHble
no napameTpam BHELUHEro reoMarHUTHoOro nond, He WMMEKT 3HAYMMOCTWU.
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AUSGLEICHUNG KORRELIERTER BEOBACHTUNGEN

NACH BEDINGUNGEN BEI SINGULARER

KORRELATIONSMTARIX

V. K. HRISTOV, Sofia

[Eingegangen am 23. Februar 1965]

Wenn man eine Ausgleichung nach bedingten Beobachtungen teilweise durchgefihrt
hat, so sind die ausgeglichenen Werte korreliert und man kann die letzteren mit den Ubrigen
Beobachtungen einer weiteren gemeinsamen Ausgleichung unterziehen, jedoch unter Anwen-
dung des allgemeinen Prinzips der kleinsten Quadrate. Die Korrelationsmatrix ist in diesem
Falle singular (deren Determinante ist Null). Trotzdem ist das Verfahren anwendbar und
fihrt zu den gleichen Verbesserungen und den gleichen Gewichten, was an einem einfachen

Beispiel erldutert ist.

Es seien n Beobachtungen /z mit der Korrelationsmatrix

1 Ql2 Qm

gi Vglgo hign

6n 1 Gin

An~ higi gi F§2en
Qm Gn2 1

Ygn gi Vgngi én

gegeben, wo g, die Gewichte und Qk die Korrelationskoeffizienten
Wenn wir die n Verbesserungen \(

V* =
1N

I»1 »2 o« e»nl| ,

die Koeffizientenmatrix der r -< n Bedingungsgleichungen

Pl Pi-mmPn

A* = <h <h - mm in
G r2...rm
und die r Absolutglieder ic,
W5 = o oe-e wal

I,r

bedeuten.

(2)

“4)
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einfihren, so kénnen wir die Bedingungsgleichungen wie folgt aufschreiben

A* V4-w = 0. (5)
r,l

rn n,1 rl

Das allgemeine Prinzip der kleinsten Quadrate lautet

v« @ f1 v = Min. (6)

In nn n,1

(S. W. K. Hristov, »Verallgemeinerung des Prizinps der kleinsten Quadrate
auf korrelierte Beobachtungen«, Iswestija des Zentrallaboratoriums fur Geo-
désie bei der Bulgarischen Akademie der Wissenschaften, Bd. V, Sofia, 1964,
in bulgarischer Sprache.)

Mit der symmetrischen Matrix

N=A* Q A (7N

r,r r,n n,n n,r
bilden wir die Normalgleichungen

N K--w=20 (8)

rr rl r1 r,l

fur die sog. Korrelaten K,

k* = \\k k2... kr\. (9)
v

Die Verbesserungen i+ erhdlt man dann nach

V= Qi A K. (10)

n,1 nn nr rl
Die Summe der kleinsten Quadrate kann man nach

v e Qriv = — K* ic (11)

1n nn n,1l Lr orl

auf z\veifache Weise errechnen, und damit bekommt man den mittleren
Fehler /i der Gewichtseinheit

V* Q ,1V
Die Gewichtsmatrix der ausgeglichenen Beobachtungen /, i3 ist
C/+, = Qi-Qi a N-1A*Q,. (13)
n,n n,n n,r rj r,n n,n
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In der Hauptdiagonale haben wir gerade die reziproken Werte der Ge-
wichte, so daR wir sofort den mittleren Fehler der ausgeglichnen Beobachtun-
gen berechnen kénnen.

Es kann der Fall eintreten, daR die Korrelationsmatrix singulér ist, d. h.
deren Determinante Null ist, beispielsweise, wenn man ein Teilnetz vorerst aus-
geglichen hat. Auch in diesem Fall kann die Methode angewandt werden.

Da die Beobachtungen im allgemeinen unkorreliert sind, d. h. die Korre-
lationskoeffizienten Null sind, geht einfach die Korrelationsmatrix Q in
die inverse Gewichtsmatrix P Uber und umgekehrt — die inverse Korrelations-
matrix in die Gewichtsmatrix

0 0
gl
o 0
S 4
1
0 0
8n
g 0 0
viz p= 0 ez om0 (15)
nn #n
0 o0 . an
Abb. 1

Wir wollen das Verfahren am besten an einem einfachen Beispiel erldu-
tern. Es sei ein Nivellierungsnetz aus zwei Schleifen gegeben ( Abb. 1), wo die
Strecken mit gleichem Gewicht gemessen sind, weshalb wir gt= 1 setzen.

Die Bedingungsgleichungen lauten

VI + V2 + V3 + «h = 0 (16)
und damit

(17)
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mit der Gewichtsmatrix

also auch

und nach (8)
3 —k2+ wi=0

ki+ 3kz-Jw2 O
mit der Ldsung

3 1
K= — — — — 10
S g8
1
k2= -—-- -w. — —te,
8 8
10)
3
= - IC — — 10
Vi 8 1 g -
3 1
2= - 10l — — te.
8 8 '
1 1
VS = —I«h+ jle-
- 1 3
vl = ; - 8te;
1 3
= - 10, — — ui.
W g8 1 g "
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Aus (11) folgt
3 2 1 3 2
[pvv] [fow] =y Ul+ — U\W2+ Y w2 (24)

und, da r = 2 ist, haben wir nach (12)

3 1 3
+ — v, w, H—- wi . (25)
16 8 11 16
Mit
3/8 /8l
(26)
1/8 3/81
errechnen wir
3/8  3/8 1/4 1/8 1/8
3/8  3/8 1/4 1/8 1/8
QA mN”"1mA* Qi= 1/4 1/4 12 -1/4 -1/4 (27)
5552 22 25 55
1/8 1/8 -1/4 3/8 3/8
1/8 1/8 —1/4 3/8 3/8
und damit haben wir nach (13)
5/8 -3/8 -1/4 - 1/8 --1/8
—3/8 58 -1/4 - 1/8 -1/8
Qiiv= Qi — Qi AN~"A*Qi 1/4  -1/4 1/2 1/4 1/4 (28)
55 55 5552 22 25 55

—1/8 - 1/8 1/4 5/8 --3/8
—1/8 - 1/8 1/4 —3/8 5/8
Die Werte in der Hauptdiagonale 5/8, 5/8, 1/2, 5/8, 5/8, sind gerade die

reziproken Gewichte der ausgeglichenen Beobachtungen.
Jetzt gleichen wir nur die erste Schleife, also die erste Gleichung (16), aus

v[+ v2 v3+ wl= 0. (29)
Wir bekommen

) - _ _ 1
Vi= V8 3 vi= W, (30)
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mit der Korrelationsmatrix (13) der ausgeglichenen Beobachtungen Z + v\

213 -1/3 -1/3 1
Qi+v- =  -1/3 213 -1/3 (31)

33
-1/3  —1/3 2/3

Wir verbinden nun diese ausgeglichenen Beobachtungen 14+ V[, 2+ v2
B+ t8 mit den Beobachtungen t4, v0 in eine Ausgleichung. Die betreffende
Korrelationsmatrix nach (31) ist

2/3 -1/3 -1/3 0 O

—1/3 2/3 -1/3 0 O

.é = -1/3 -1/3 23 0 0 (32)
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Seine Determinante ist jedoch gleich Null

IGi+rl = o, (33)
55
also ist die Korrelationsmatrix singular.
Die Bedingungsgleichungcn lauten jetzt
! n
vt21 + V3 0=10
(34)
v3 ‘bvs H-—ML+ w2 —0,
0

wobei natirlich das Absolutglied in der ersten Gleichung verschwindet und
das Absolutglied in der zweiten Gleichung wegen B-)- v3um 1/3 wxveréndert
wird.

Fur die Koeffizientenmatrix N erhalten wir aus (17) und (32) nach (7)

0 0
N =1\ | (35)

22 10 831
also lauten die Normalgleichungen (8)
0«4+ 0 mk, +0 =0

8 1
0% + ek, + — wt+ w2= 0 . (36)
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Die Losung ist
= unbestimmt

(37)

Nach (10) erhalten wir jedoch fir die Verbesserungen v'l ganz bestimmte
Werte

0 1/3
0 173 unbestimmt
fr _ _ 1 3
v - o -2/3 1 wie Cupi (38)
0 1 li » 8 !
0 1
namlich
1
vVi= —— W, == Wo
24 8
1 1
vVi= —— W, ----—-- Wb,
24 8
. 1 .1
vl = . W, -J---ZrW) (39)
1 3
V4= - 8
. W, -----= w9
»= — g .

Wenn wir dazu noch (30) hinzufiigen, so kommen wir gerade auf (23).
Die rechte Seite von (11) kann sofort berechnet werden. Wir haben mit
(37) und (34)

1 3 1
— [km] unb. x 0 + -8 »,+ _é-W)' “3-W'1+ Wb
(40)
= Lyras Tw o wo -2 we.
24 4 8

Die linke Seite von (11) kann auch berechnet werden, jedoch durch
einen GrenzprozeR.
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Wenn wir zu (40) auch die Verbesserungen aus der ersten Ausgleichung
(30) hinzufugen, so kommen wir gerade auf (24)

1 1
A+ - M| ) W I M2 -)-mmmmmmm W\
9 24 8

3 1
8 g 4 i

(41)

Durch einen Grenzprozell kénnen die reziproken Gewichte nach (13)
leicht errechnet werden. Wir schreiben namlich die Matrix (35) ein wenig
modifiziert auf mit e —0

8 0
N = (42)
2,2 0 8/3 1
und bekommen die inverse Matrix
N~1= (43)
22 , 0 3/8
Damit bekommen wir
Qi+*A mN .. . A* QI+, -
55 52 2,2 25 55
0 1/3
0 1/3 .
T1 0 0 0 0
0 - 213 . e 0 )
0 3/8 /3 1/3 -2/3 1
0 1
0 1

1/24 1/24  --1/12 1/8 1/8

1/24 124 --1/12 1/8 1/8

= —1/12 - 1/12 1/6 -1/4  -1/4 44
1/8 1/8 -1/4 3/8 3/8
1/8 1/8 --1/4 3/8 3/8
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Aus (32) und (44) haben wir nach (13)

Qi+B= Qi+v — Qi+v' A N-1 A* Q[+v. —

55 55 55 52 22 25 55

58 -3/8 -1/4 - 1/8 - 1/8
—3/8 58 —1/4 - 1/8 - 1/8
—1/4 -1/4 172 1/4 1/4
- 18 - 1/8 1/4 5/8 3/8
- 18 - 1/8 1/4 -3/8 5/8

was mit (28) vollkommen Ubereinstimmt.

Wie man sieht, kommt man, wenn man das verallgemeinerte Prinzip
der kleinsten Quadrate anwendet, zu den gleichen Verbesserungen und den
gleichen Gewichten, sogar wenn die Korrelationsmatrix singular ist.

ADJUSTMENT OF CORRELATED CONDITIONAL OBSERVATIONS IN CASE OF A
SINGULAR CORRELATION MATRIX
V. K. HRISTOV

SUMMARY

If an adjustment according to conditional observations is partly accomplished, the
adjusted values will be correlate and can be subjected to a further common adjustment with
the remaining observations, in any case under the application of the general principle of least
squares. In this case, the correlation matrix is a singular one (the determinant is zero). In
spite of this, the procedure is utilizable, leading to the same corrections and weight; this
being illustrated by a simple example.

LA COMPENSATION D’OBSERVATIONS CONDITIONELLES CORRELEES EN
CAS DE MATRICE DE CORRELATION SINGULIERE
V. K. HRISTOV

RESUME

Si la compensation d’observations conditionnelles est partiellement exécutée, les valeurs
compensées sont corrélées et peuvent étre soumises & une compensation commune avec les
autres observations, a condition de I’application du principe général des moindres carrés.
En ce cas, la matrice de corrélation est singuliere (le déterminant est zéro). Le procédé est
toutefois applicable et conduit aux mémes corrections et poids, fait illustré par un exemple
simple présenté par l’auteur.

YPABHOBAHWE KOPPENIMIPOBAHHbLIX HAB/AKOAEHWW TPV HAMNYNU
CUHIYNAPHOW KOPPENALUMOHHOWM MATPULbI
B. K. XPUCTOB

PE3FOME

MpW YaCTUYHOM BbINOSIHEHUW BbIPABHEHWSI OMpPefeNeHHbIX HaB/0AeHNIA BblpaBHEHHbIE
BE/IMUMHBI SIBNSIOTCS KOPPENMPOBaHHLIMM M MOTYT MOABEPraThbCA AasibHeiLleMy BbIPaBHEHUIO
COBMECTHO C OCTa/IbHbIMU HAB/IOAEHUAMM, HO C YUETOM O6LLEro NMPUHLMNA HaUMeHbLUMX KBaj-
paToB. B 3TOM Cryyae KoppensiunoHHas MaTpuLa SBASETCS CUHTYNSIPHOM (onpefenvTesb paBeH
Hy/t0). HecMoTps Ha 3TO paccMaTpuBaeMblii MPMEM NPUMEHUM, U OH NPUBOAUT K OfVHAKOBbLIM
ronpaBkam ¥ OAMHAKOBbIM Becam, YTO W//IOCTPMPYETCS Ha MPOCTOM MpUMepe.
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DIE PERSPEKTIVEN DER MODERNISIERUNG
DER KLASSISCHEN TRIANGULATION

CZ. KAMELA, Warszawa

[Eingegangen am 5. April 1965]

Es wurden einige Aspekte der Modernisierung der klassischen Triangulation besprochen.
Als ideales Netz wurde ein solches Netz mit Seitenldngen von 20 4- 50 km angesehen, in dem
mit groBer Genauigkeit alle Winkel und Seiten gemessen sind, und welches nach der Methode
der vermittelnden Beobachtungen ausgeglichen wird. Aus den Koordinaten der Punkte
konnen dann auf einer Referenzflache die Dreieckseiten mit einer Lédnge von 200-f-300 km
sowie alle Winkel in den groBen Dreiecken errechnet werden. Hier ist die ungarische Methode
von Prof. Dr. St. Hazay, Prof. Dr. A. Tarczy-Hornoch und Prof. Dr. E. Regsczi sowie die
polnische Methode von Dr. T. K 1uss anzuwenden. Das so entstandene Netz wird hier Zwischen-
Triangulationsnetz genannt. Die Punkte des Zwischen-Netzes sollten sich mit den Laplace-
Punkten des klassischen Netzes decken. Diese Triangulation kann man mit den Messungen
der astronomischen Triangulation (nach der Methode von Y. vaisata) sowie mit Radar-
Messungen verstarken. Diese Zwischen-Triangulation kdnnte man schon mit der Welt-
Satelliten-Triangulation von 1000 4- 3000 km langen Dreieckseiten verbinden. Man kann
folgende relative Genauigkeiten der Seitenbestimmung in den erwd&hnten Triangulationen
erwarten:

a) in der modernisierten klassischen Triangulation etwa i 1/300 000,

b) in der Zwischen-Triangulation etwa ~1/200 000 bhis i 1/300 000,

c) in der Satelliten-Triangulation etwa 1/100 000 bis ~1/200 000.

1. Die klassische Triangulation und die Triangulation mit kinstlichen Trabanten

Die groBen kontinentalen Gebiete unserer Erde besitzen die klassischen
Flachen-Triangulationsnetze mit Seitenldngen von etwa 20—50 km.

Die einzelnen kontinentalen Triangulationsnetze konnten bisher nicht
mit genldgender Genauigkeit Uber Ozeane verbunden werden. Mit der Ent-
wicklung der Technik sind neuerlich neue Lésungsmethoden der Triangulation
Uber Ozeane geschaffen worden, wie z. B. die Triangulation mit Hilfe der
Beobachtungen von kinstlichen Trabanten, wodurch man die ganze Erdober-
flache mit Dreiecken von etwa 1000 —3000 km Seitenldngen bedecken kann.

Unter Verwendung von Radarwellen eventuell Laser-Strahlen erhalt man
ein Netz mit Seitenldéngen von einigen zehn bis etwa einigen hundert und sogar
tausend km.

Auch die astronomische Triangulationsmethode von Y. vaisai1a sowie
die Hotinesche dreidimensionale Triangulation sollen hier erwdhnt werden.
In der Hotineschen Triangulationsmethode sollte man — meiner Meinung
nach — die mit Refraktion belastete Messung der Zenitdistanzen durch elektro-
magnetische Entfernungsmessungen zwischen denselben Punkten ersetzen,
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wodurch man die Genauigkeit der Koordinatenbestimmung der Punkte
erhdhen kann.

Es ist selbstverstandlich, daB man bei der Betrachtung des Weltnetz-
Problems die Mdglichkeit der Verbindung von Kontinentalnetzen mit ver-
langter Genauigkeit haben mufl und auBerdem mussen die bestehenden klassi-
schen Haupt-Triangulationsnetze nach einer Modernisierung ausgenutzt
werden.

Die Perspektiven einer solchen Modernisierung mdéchte ich hier skizzieren
unter der Annahme, daR hei der Lésung der Aufgabe die bisherigen Errungen-
schaften hinsichtlich der Steigung der Genauigkeit klassischer Triangulation
bericksichtigt werden sollen.

2. Ubergang von klassischer Triangulation zur Triangulation
mit kanstlichen Trabanten

Es ist klar, daR man die klassische Triangulation mit Seitenldngen von
20 —50 km, mit der Satelliten-Triangulation (Seitenldngen von 1000 A3000 km)
unmittelbar nicht verbinden kann. Man sollte wenigstens noch eine Ordnung
der Triangulation grinden, mit Seitenldngen von etwa 200-~300 km. Ich werde
sie »Zwischen-Triangulation« nennen.

Man kann diese inmitten liegenden Seitenldngen von 200-~300 km auf
verschiedenen Wegen erhalten, von denen ich einige noch spéater erwé&hne.
Hier will ich noch einmal unterstreichen, dal der Anschluf? beider Triangula-
tionen in Hinsicht auf die Genauigkeit tGbereinstimmen muf3. Die klassische
Triangulation bezieht sich auf irgendein Referenzellipsoid, dagegen wird die
Zwischen-Triangulation und die Satelliten-Triangulation fast immer eine drei-
dimensionale Triangulation. Der Ubergang von einer klassischen zur dreidi-
mensionalen Triangulation bietet keine Schwierigkeiten.

Ich habe schon erw&hnt, daB man die Zwischen-Triangrdation verschie-
denartig erhalten kann, wie z. B. aus der Radar-Laser-Triangulation oder der
Hotineschen Triangulation mit meiner Bemerkung tUber den Ersatz von Zenit-
distanzmessung (wegen des Refraktionseinflusses) durch Radar-Entfernungs-
messung.

Hier wird nur die Modernisierung klassischer Triangulation besprochen,
so daB man aus ihr Elemente der Zwischen-Triangulation von hoher Genauig-
keit erhalten kann.

3. Die Perspektiven der Modernisierung der klassischen Triangulation

Bei der Modernisierung der klassischen Triangulation mit Seitenldngen
von 20-~50 km sollte man beachten, ein Flachennetz (das das ganze Kontinent
mit anliegenden Dreiecken bedeckt) zu erhalten. In diesem Netz wéare er-
wiinscht, alle Winkel mit einer hochstmdglichen Genauigkeit sowie alle Drei-
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eckseiten mit ann&dhernd derselben Genauigkeit zu bemessen; um die gegen-
seitigen Gewichtsverhaltnisse der gemessenen Winkel und Seiten mdglichst
richtig bestimmen zu kdnnen. In einem solchen idealen Netz sollte man, wie
in jedem astronomisch-geodatisch-gravimetrischen Netz, ziemlich dicht gele-
gene Laplace-Azimute messen und mit groBer Genauigkeit die astronomischen
Koordinaten der Laplace-Punkte bestimmen. Es wére erwinscht, daB jeder
Punkt der Zwischen-Triangulation ein Laplace-Punkt sei.

Zur Bestimmung der Lotabweichungen und der Geoidhdhen in bezug
auf ein Referenzellipsoid sollte man nicht nur die astronomisch-geodéatischen
Messungen, sondern auch die entsprechenden gravimetrischen Daten aus-
nutzen. Nach der Durchfihrung entsprechender Reduktionen der auf der
physischen Erdoberflache gemessenen GréRen zur Referenz-Flache muR man
das Netz nach der Methode der vermittelnden Beobachtungen ausgleichen.

Aus den ausgeglichenen Koordinaten der Punkte klassischer Triangula-
tion mit Seitenldngen von 20-y50 km kann man die Dreieckseiten (2004-
300 km) sowie die Winkel der Zwischen-Triangulation berechnen. Hier mdgen
einige Abarten des ungarischen Triangulierungsverfahrens (von Prof. Dr. St.
Hazay, Prof. Dr. A. Tarczy-Hornoch und Prof. Dr. E. Regsczi) Sowie die
polnische Methode der Berechnung langer Seiten und Winkel aus kleinen Drei-
ecken mit Erfolg angewandt werden.

Sind die Meereshéhen der Punkte bekannt, so kénnen die obigerweise
erhaltenen Dreieckseiten auf die raumliche Entfernungen zwischen diesen
Punkten umgerechnet werden, die man weiterhin mit den Ergebnissen der
astronomischen Triangulation nach Y. v aisa1a kombinieren kann, unter der
Annahme, daB jeder Punkt der Zwischen-Triangulation gleichzeitig als Stand-
punkt fur die astronomische Triangulation gilt. Wie ich schon bemerkt habe,
wére es gut, wenn der Punkt gleichzeitig auch ein Laplace-Punkt im klassi-
schen Triangulationsnetz waére.

Von diesen Punkten aus kann man synchron die rdumlichen Entfernun-
gen an die Flaren mit Hilfe von Radar bestimmen, und daraus ein kombi-
niertes, rdumliches Zwischen-Netz erhalten. Das erhaltene Zwischen-Triangu-
lationsnetz muBR man nun an das Satelliten-Triangulationsnetz anschliel3en.
Nimmt man die kontinentalen Punkte der Satelliten-Triangulation als Punkte
der Zwischen-Triangulation, so ist der AnschluRR beider Netze vereinfacht. Auf
die Einzelheiten wollen wir hier nicht n&her eingehen.

4. SchluBbemerkungen

Zum Schluf? soll noch einiges Uber die Genauigkeitsfrage gesagt werden.
Dies ist die Frage nach der gegenseitigen Ubereinstimmung der Genauigkeiten
der Messungen in den einzelnen Netzen sowie zwischen den Triangulationen.
Wenn die klassische Triangulation Elemente hoher Genauigkeit fur die Zwi-
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schen-Triangulation liefern soll, so mul3 sie selbst sehr genau sein; das heif3t,
die Winkel- und Seitenmessungen sowie die astronomischen Bestimmungen
miuissen hochst genau durchgefihrt werden, unter Berlcksichtigung gravi-
metrischer Aufnahmen.

Man kann annehmen, dall in einem klassischen Triangulationsnetz
héchster Genauigkeit die ausgeglichenen Seiten mit einer relativen Genauig-
keit von etwa ~ 1/300 000 bestimmt sind. In der Zwischen-Triangulation da-
gegen, die durch Radar-Entfernungsmessungen und andere verstarkt wird, ist
ein relativer Fehler der Langenbestimmung etwa +1/200 000 £+ + 1/300 000
zu erwarten.

Diese Genauigkeit kann vorlaufig bei der Satellitentriangulation nicht
gesichert werden. Mdglichkeiten zur Erhéhung der Genauigkeit des Satelliten-
Netzes kann die Anwendung von speziellen geodéatischen Trabanten geben.
Wird die Satellitenbahn genau bekannt, so kann man unter Ausnutzung dyna-
mischer Methoden fir die Bestimmung des Schwerpunktes der Erde in naher
Zukunft eine relative Genauigkeit der Bestimmung von 2000 km langen Seiten
in Satelliten-Triangulation, von etwa £1/100 000 bis £1/200 000 erwarten.

Nach unserer Ansicht sind hier die neuen Errungenschaften der ungari-
schen Triangulation von Prof. Dr. St. 11azay, Prof. Dr. A. TARCZY-Hor-
iioch UNd Prof. Dr. E. R egoczi SOWie der polnischen Triangulation von Prof. Dr.
T. k1uss mit Erfolg anzuwenden. Naturlich ist der hier skizzierte Artikel
diskutierbar. Ich hoffe, dall die Diskussion des Artikels zur weiteren Vervoll-
kommnung der Methode der Grindung des Weltnetzes fuhren wird. Dadurch
ergeben sich weitere Mdglichkeiten zur geometrischen Untersuchung der
Figur der Erde.

THE PERSPECTIVES OF A MODERNIZATION OF CLASSICAL TRIANGULATION
CZ. KAMELA

SUMMARY

Certain aspects of a modernization of classical triangulation are discussed. As an ideal
one, that network with side lengths of 204-50 km are taken into regard in which all angles
and sides are measured with the utmost precision, and which is adjusted according to the
method of intermediary observations. In this case it is possible to compute, from the point
coordinates, the triangle sides with a length of 2004-300 km and all angles of the major
triangle on a reference plane. For this purpose, the Hungarian method of Prof. Dr. |I. Hazay,
Prof. Dr. A. Tarczy-Hornoch, Prof. Dr. E. Regoczi, further the Polish method of Dr. T.
K1uss are to be applied. The network developed in this way is termed as intermediary trian-
gulation network. The points of the intermediary network should coincide with the Laplace-
points of the classical network. This sort of triangulation can be corroborated by the measure-
ments of astronomical triangulation (according to the method of Y. Vasiata), further by
radar measurements. The intermediary triangulation can be then be connected to the world
satellite triangulation with triangle sides of 10004-3000 km. Following relative accuracy of
the side-determinations may be expected from the triangulations mentioned:

a) in the modernized classical triangulation: about +1/300 000;
b) in the intermediary triangulation: about +1/200 000—+1/300 000:
c) in satellite triangulation: about +1/100 000—+1/200 000.
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PERSPECTIVES DE MODERNISATION DE LA TRIANGULATION CLASSIQUE
CZ. KAMELA

RESUME

Quelques aspects de la modernisation de la triangulation classique sont discutés.
Comme réseau idéal, on admet un réseau a cotés de 20 50 km de longueur, dans lequel tous
les angles et cOtés sont mesurés avec une grande précision et qui est compensé selon la mé-
thode des observations intermédiaires. Des coordonnées des points on peut calculer alors, sur
une surface de référence, les cotés des triangles d’une longueur de 200 -b- 300 km, et tous les
angles dans les grands triangles. On peut utiliser ici la méthode hongroise des Prof. Dr. I.
Hazay, A. Tarczy-Hornoch €t E. Regsczi, ainsi que la méthode polonaise du Dr.
T. K1uss. Le réseau établi de cette maniére est nommé réseau de triangulation intermédiaire.
Les points de ce réseau doivent coincider avec les points Laplace du réseau classique. Cette
triangulation peut étre renforcée par les mesures de la triangulation astronomique selon la
méthode de Y. VAISALA et par des mesurages au radar. Cette triangulation intermédiaire
peut étre liée a la triangulation mondiale a satellites, avec des cotés de triangles d’une longueur
de 1000 -b 3000 km. Dans les triangulations mentionnées, on peut prévoir les précisions relati-
ves suivantes pour la détermination des cotés:

a) triangulation classique modernisée: + 1/300 000 environ;
b) triangulation intermédiaire: + 1/200 000—+1/300 000 environ;
c) triangulation a satellites; +1/100 000—+1/200 000 environ.

O MEPCMEKTMBAX MOIEPHU3ALMU KIACCUUYECKOWN TPUAHTYNALMNMN
L. HAMENA
PE3FOME

PaccmaTprBatOTC HEKOTOpble COO6PaXKEeHMS MO MOAEPHM3aUMM KNacCUYECKON TpuaH-
rynaumm. B KauvecTBe vaeanbHOW CeTU MPUHUMAETCS CeTb CO CTOPOHaMU A/MHOM B 20—50 km,
B KOTOPOW BCe YrMbl U CTOPOHbI 3aMepeHbl C BbICOKOA TOYHOCTbIO WM KOTOpas ypaBHMBAeTCs
MeTOAOM MPOMEXYTOUHbIX HabngeHnn. Mo KoopgnHaTam MyHKTOB, Ha ONpeAesieHHOM NnoBepx-
HOCTU MPUBEAEHWNS, MOXXHO BbIYUCANTL CTOPOHbI TPEYrofibHUKOB AIMHOM 0Kos10 200—300 kwm,
a TakXe W BCe Yr/bl B 60/bLWIOM TpeyrosibHUKe. Mpu 3TOM NPUMEHAETCA BEHrepCcKMii .MeToq
npod. 4-pa xasau, NPOM. A-pa A. Tapuu-XopHox U [-pa 3. Pereyn, a TaKXe MOMbCKUIA MeTO
f-pa T. Knycca. Co3gaHHas TaknuM 06pa3oM CeTb Ha3blBAETCH «MPOMEXYTOUHOM CETbio» TPUaH-
rynsaummn. NMyHKTbl NPOMEXYTOUYHOW CeTU AO/MKHbI coBnajatb € NyHKTamu Jlannaca Knaccu-
Yeckol ceTu. Takas TPUaHrynauma MoXeT MOATBEPXKAATLCA WU3MEPEHUSIMU aCTPOHOMUYECKON
TpUaHrynaumm (no MeTogy Bewssns), @ TaKXKe pagvonoKaTOPHbIMU U3MepPeHUAMN. 3Ta TpuaH-
rynagmnsa y>xxe MOXeET ObITb NpMBA3aHa KO BCEMWPHOW TpWaHrynsauMu, nNposogsLieiica npu
MOMOLLY UCKYCCTBEHHbIX CMYTHUKOB C TPeyrosibHMKamu ¢ A/IMHOM CTOPOH 0Ko/10 1000—3000 km.
B paccmaTpvBaemMoi TpUaHrynsauunm MOXHO paccuMTbiBaTb Ha  ChefyloLine OTHOCUTE/bHbIE
TOYHOCTU ONpefeneHns CTOPOH TPeyroflbHUKOB:

a) MpU MOLEPHM3NPOBAHHOM KIAacCUYECKOW TpuaHrynaumm — okono =  1/300 000;
6) MpU NPOMEXYTOYHON TpuaHrynsaumm — ot + 1/200000 go + 1/300 000;
8) NPV TPMAHTYNAUNN UCKYCCTBEHHbIMU CMYyTHMKaMM — oT £ 1/100 000 go + 1/200 000.
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DAS NORMALSPHAROID DER ERDE
UND DIE DYNAMISCHE RESTIMMUNG
SEINER GEOMETRISCHEN PARAMETER

K. LEDERSTEGER, Wien

[Eingegangen am 22. Februar 1965]

Es gibt keine Gleichgewichtsfigur, welche mit der wirklichen Erde die Rotations-
geschwindigkeit und die Trdgheitsmomente gemeinsam hat. Unter Beachtung der Flutreibung
erhdlt man jedoch die Gleichgewichtsfigur der Erde fir einen um 10m31s kiirzeren Sterntag
mit der Oberflachenabplattung 1 :296. Fir die heutige Rotationsgeschwindigkeit ergibt sich
daraus das Normalsphéroid der Erde, welches keine Gleichgewichtsfigur mehr ist. Nur die
Wasserhulle hat infolge der verminderten Fliehkraft die heutige Abplattung 1:298,3 ange-
nommen, wahrend die Abplattung der inneren Flachen gleicher Dichte zu grof wund
daher das Tragheitsmoment c etwas zu klein ist. Dieses Normalsphdroid unterscheidet
sich vom Helmertschen Niveausphéroid nur dadurch, daB an Stelle der wirklichen Masse-
funktion das  der Gleichgewichtsfigur der Erde tritt. Die einparametrige Figur [k2E, a>, J.
yo] lehrt daR bei einer dynamischen Bestimmung der geometrischen Parameter der Normal-
figur die Abplattung fast ausschlieflich vom Fehler in 52 abhdngt, wahrend die Hauptfehler-
quelle fur die Achse in der Unsicherheit von k2e liegt. Die aus den kiinstlichen Satelliten
abgeleitete Massefunktion \Jt\ ist viel zu klein.

Derzeit wird noch fast allgemein das Niveauellipsoid als generelle Bezugs-
flache der Geodasie betrachtet, wiewohl man ldngst weill, daR es sich dabei
um eine zwar mathematisch mdgliche Ldsung, jedoch um eine physikalische
Fiktion handelt. Das Niveauellipsoid beruht namlich auf einer physikalisch
unberechtigten Wahl der Stokesschen Elemente, d. h. der Masse einer diese
umschlielenden &uBeren Niveauflache und der Rotationsgeschwindigkeit.
Zu jedem physikalisch mdglichen System dieser Elemente E, S und oo gehort
stets nur eine einzige »wesentliche« Massenanordnung, aus der alle ubrigen,
unendlich vielen zugehérigen Massenanordnungen des berihmten Theorems
VON Stokes —Poincare durch Verschiebungen in homogenen, konzentrischen
und konfokalen Ellipsoidschalen hervorgehen, wenn man nur sphéroidische,
rotations- und aquator-symmetrische Flachen heranzieht. Im Grenzfall kénnen
diese Verschiebungen natirlich auch in homogenen Kugelschalen mit dem
Mittelpunkt im Schwerpunkt erfolgen. Der obige Satz ist eine Verallgemeine-
rung des Satzes von der strengen Eindeutigkeit des Dichtegesetzes der Gleich-
gewichtsfiguren. Bei diesen ist die Gleichgewichtsanordnung die wesentliche
Massenanordnung, wéhrend durch jede madgliche Massenverschiebung das
Gleichgewicht zerstért wird.

Der Satz von stokes —Poincare¢ erfahrt aber insoferne eine bemerkens-
werte Einschrédnkung, als die Elemente keineswegs frei wéahlbar sind. Vielmehr
gibt es zu E und S entweder gar keine oder nur eine einzige Rotationsgeschwin-
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digkeit oder schlieBlich einen unendlichen, beschréankten Wertevorrat in co.
Bei Beschrankung auf Gleichgewichtsanordnungen gibt es fir das Ellipsoid
S(a, e) nur die Homogenitat und damit allein die Rotationsgeschwindigkeit des
MacLaurinschen Ellipsoides. Fir die groéRere Rotationsgeschwindigkeit der
Erde ist das allgemeine Niveauellipsoid physikalisch unmdglich. In N&he-
rung 4.0. repréasentiert jede Flache S(a, e,/4 bereits unendlich viele Gleich-
gewichtsfiguren, wobei das Minimum der Rotationsgeschwindigkeit der ein-
parametrigen Gleichgewichtsfigur, das Maximum jedoch einer &ufieren Niveau-
flache eines kleineren MacLaurinschen Ellipsoides zugehdért. Aber schon in
Néaherung 6.0. fallen fur den Formparameter/6= 0 Maximum und Minimum
der Rotationsgeschwindigkeit im Gleichgewichtsfalle wieder zusammen.

Damit sind die notwendigen Grundlagen fur die Definition des Normal-
sphéroides der Erde geschaffen. Da die Erde erfahrungsgemafR recht nahe im
hydrostatischen Gleichgewicht ist, liegt die Annahme nahe, dall dieses Gleich-
gewicht durch die Beseitigung der MassenunregelméaRigkeiten in der Erd-
kruste oder durch deren Regularisierung, etwa nach einem geeigneten iso-
statischen Modell, hergestellt werden kann. Bei dieser Regularisierung mufRte
vor allem das Haupttrdgheitsmoment C um die Rotationsachse erhalten
bleiben, soferne man im Potentialausdruck lediglich die Eigengravitation und
die Fliehkraft bertcksichtigt. Denn dann liegt das in sich geschlossene Massen-
system der Erde vor, fur welches der Drehimpuls a>C und daher mit co auch C
erhalten bleiben muB. Ferner liegt es nahe zu fordern, dall nach der Regulari-
sierung das aquatoriale Tragheitsmoment A des Normalsphéroides mit dem
arithmetischen Mittel der beiden tatsdchlichen Tré&gheitsmomente A und B
zusammenfallt, deren Differenz (B — A) hei der Regularisierung selbstver-
stdndlich verschwinden muf}. Dies ist gleichbedeutend mit der Forderung der
Erhaltung der statischen Abplattung ,/2= [C — (A -f- B)j2] : Ea~.

Nun kann die statische Abplattung mit hoher Sicherheit aus den Bahn-
storungen der kinstlichen Satelliten abgeleitet werden: J2= 108 310 « 10”8,
wahrend die Prézessionskonstante die dynamische Abplattung v — [C —
— (A-}-B)/2] : C liefert, wenn man das Massenverhéltnis Erde-Mond kennt.
Bullard [1] fand:

E= 81271 M; W = (327236 + 59) «10-g. (1)

Mit den verwendeten Werten

E = 5976,318 « 102 g; a = 6,37829 « 108 cm 2)
folgt:
(C— A) = J2Ea- = 263,34 «10« g cm2 3)

C= (C—A):n = 8047291 +1040 g cm?2.
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Unter der Voraussetzung des stetigen Dichtegesetzes der einparametrigen
Gleichgewichtsfiguren konnten fruher [2] die drei Ldsungen [E, co, a, J.],
[E, co, a, II] und [E, co, a, C] berechnet werden, die der Reihe nach auf die
Reziprokwerte der Abplattung fuhrten: e~x= 298,25; 297,38 und 299,69.
Namentlich die sicher zu kleine Abplattung der letzten L6sung, die den rich-
tigen Drehimpuls aufweist, lieR die hydrostatische Theorie als ungeeignet
erscheinen. Demgegenuber liefert die erste Figur dank der Verwendung der
Stokesschen Konstanten Jafast exakt die »tatsachliche« Abplattung der Erde,
worunter wir nattrlich die Abplattung des dem Geoid zugeordneten Helmert-
schen Rotations-Niveausphéroides vierten Ranges zu verstehen haben.

Die Existenz des Weltmeeres, sowie die verschiedenen, auf seismischem
Wege erschlossenen Unstetigkeitsflachen der Dichte beweisen aber, daR die
Erde kein stetiges Dichtegesetz besitzt, und es ist daher klar, daR die drei obigen
Gleichgewichtsfiguren unmadglich identisch sein kénnen. Somit schien es nicht
nur moglich, sondern sogar ziemlich wahrscheinlich, dall ein komplizierteres,
vielparametriges Modell existiert, das dem inneren Aufbau der Erde mdglichst
weitgehend gerecht wird und gleichzeitig die obige Definition des Norinal-
sphéroides befriedigt. So wurde zundchst unter Rerucksichtigung des Welt-
ozeans und der bekannten Tiefe der Kernoberflache (ak — a — 2900 km) ein
sechsparametriges Modell durchgerechnet. Nach Abhebung des Ozeans geméaR
dem Prinzip der Entblatterung verblieb eine vierparametrige Festerde,
bestehend aus einem heterogenen Mantel und einem heterogenen Kern. Mit
den Daten [E ', co, a', ak, ,Ll] ergeben sich begreiflicherweise noch oo2L6sungen,
deren Gultigkeitsbereich von vier Linien begrenzt ist. Von der Ecke A, dem
einzig madglichen Wiechert-Modell, gehen zwei lineare Figurenreihen aus,
die Reihe A F mit homogenem Kern und die Reihe AB mit homogenem Mantel.
Die Ecke B ist mit dem einparametrigen Modell D durch die Reihe BD von
Figuren mit verschwindendem Dichtesprung Aq = 0 verbunden. Den Abschlu
bildet die Reihe DF von Figuren, fur welche die Teilmasse E1 zum Aufbau
der Mantelfigur mit der Gesamtmasse E identisch ist. Im allgemeinen haben
je unendlich viele Lésungen dasselbe Tragheitsmoment C. Das Maximum von
C gehort zum Wiechert-Modell A, das Minimum zur Figur F und es gilt fur
die Gesamtfigur: 80 631 m1040< C < 81 440 « 1040 g cm2 wdahrend der empi-
rische Wert 80 473 « 1040 g cm2 um 158 < 1040 unter dem Minimum und um
292 <1040 g cm2unter dem Wert der Figur 0 liegt [loc. cit. 2), Seite 113—117].

Ein achtparametriges Modell, bei dem zwischen dem Meeresboden und
der Manteloberflache noch eine homogene Kruste der Dichte 2,67 eingeschoben
war, brachte nur eine geringfligige Verschiebung und Verdrehung des Gultig-
keitsbereiches, verbunden mit einer kaum nennenswerten Anderung der Trag-
heitsmomente. Ein anndhernd den herrschenden Vorstellungen der Geophysiker
entsprechendes Modell hat ein Tragheitsmoment C, das um etwa 500 « 1040g cm2
oder um 0,6% grolRer ist als der empirische Wert. Die erwé&hnten, gering-
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fiigigen Anderungen beim Ubergang vom 6- zum 8-parametrigen Modell lassen
kaum hoffen, daR mit noch komplizierteren Modellen die Diskrepanz zum
Verschwinden gebracht werden kann. Um diese Frage noch n&her zu unter-
suchen, kann man statt der statischen Abplattung das empirische Tréagheits-
moment C festhalten. Dann ergibt sich, wie nur kurz angedeutet sei, aus
[E, co, a, C] eine einparametrige Lésung mit maximalem J2und aus [E, co, a,
ak, C] ein Wiechert-Modell mit minimalem ,/2. Ganz allgemein wird sich bei
vorgegebenem C die statische Abplattung J2 analog verhalten wie das Tréag-
heitsmoment C bei vorgegebenem J2 Es zeigt sich, dalR das empirische J2
betrachtlich groéRer ist als das berechnete Maximum und wir durfen daher den
definitiven SchluR ziehen, daR es Uberhaupt keine hydrostatische Gleich-
gewichtsfigur gibt, welche mit der wirklichen Erde die Elemente [E, co, a,
ak, J.,, C] gemeinsam hat.

Wir sind somit gezwungen, von der statischen zu einer dynamischen
Betrachtungsweise Uberzugehen und statt des Normalsphédroides die Gleich-
gewichtsfigur der Erde aufzusuchen. Dabei hé&tten wir vor allem zwei ent-
gegengesetzt wirkende Erscheinungen in Betracht zu ziehen. Durch die Abkuh-
lung der oberen Schichten wird eine Kontraktion der Erde und damit eine
Verminderung des Tragheitsmomentes C bewirkt, welche wegen der Konstanz
des Drehimpulses im geschlossenen System mit einer VergréRerung der Rota-
tionsgeschwindigkeit verbunden ist. Daneben resultiert aus dem Stdrpotential
von Sonne und Mond die bekannte Erscheinung der Flutreibung, die eine
sdkulare Verlangsamung der Rotationsgeschwindigkeit zur Folge hat. Letztere
kann mit maRiger Genauigkeit aus der Diskussion alter Mondfinsternisse
abgeleitet werden. Man schétzt, dall der Sterntag in etwa 120 000 Jahren um
eine Sekunde zunimmt. Aber selbstverstdndlich darf dies nicht linear nach
rickwarts extrapoliert werden. Uberdies haben wir beide Erscheinungen zu
trennen und wollen daher unter der »Gleichgewichtsfigur der Erde« ein acht-
parametriges hydrostatisches Modell verstehen, welches mit der wirklichen
Erde die Elemente [E, a, ak, J2 C] gemeinsam hat, jedoch eine gréRere Rota-
tionsgeschwindigkeit besitzt. Die Ableitung dieser Figur Uberschreitet den
Rahmen der vorliegenden Arbeit; sie mufl daher einer gesonderten Unter-
suchung Vorbehalten bleiben. Es sei bloR erwédhnt, da ein anndhernd befrie-
digendes Resultat mit einer groRBeren Rotationsgeschwindigkeit (ft)'2=
= 5,39624 «10-9 sec-2), entsprechend einer Verklrzung des Tages um 10m 31s,
gefunden werden kann. Die Oberflachenabplattung dieses Modelles liegt jetzt
bei ungefahr 1 : 296.

Die Deutung dieses Ergebnisses scheint nicht schwierig zu sein. Wahrend
sich das leicht bewegliche Meer jederzeit der Verringerung der Rotations-
geschwindigkeit anpassen kann und heute die Abplattung 1 :298,25 besitzt,
konnten die inneren Flédchen gleicher Dichte nicht mehr vollstdndig der geén-
derten Fliehkraft folgen. Die Fléachen gleicher Dichte fallen nicht mehr mit
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den schwécher abgeplatteten Niveauflachen zusammen und das Gleichgewicht
ist gestdrt. Dementsprechend muR das Tragheitsmoment C hinter dem Trég-
heitsmoment der zugehdrigen Gleichgewichtsfigur mit der heutigen Rotations-
geschwindigkeit Zurlckbleiben. Die Gleichgewichtsfigur der Erde gestattet
auch noch die Berechnung der Massefunktion J4, welche sich nur ganz gering-
fugig von der Massefunktion ,/4 des wirklichen Erdkérpers unterscheiden
kann, und zwar nur infolge des Wegfallens des Einflusses der Massenstérun-
gen in der Erdkruste.

Die Elemente [E, co, a, J2 J4] ermdglichen aber bereits die eindeutige
Auflésung des Helmertschen Gleichungssystems, vdéllig unabhdngig vom
Gleichgewicht. Das so definierte Normalsphéroid ist im Grunde auch gar keine
Gleichgewichtsfigur und wird sich nur infolge der Massenstérungen vom Hel-
mertschen Niveausphéroid 4. Ranges unterscheiden. Tatsdchlich werden
die Abplattungen dieser beiden Figuren sehr nahe gleich grof3 sein, da ja zle
bloR + 58AJ4 ist. Auch das durch [E, co, a, J2] definierte einparametrige
Normalsphéroid hat, wie wir wissen, nahezu die richtige Abplattung. Hin-
gegen folgt aus der Relation

/4 NS —; e-—2ee, (4)

daR die Differenz in Jt mit mehr als dem vierfachen Betrag in ft eingeht,
wobei diese Differenz jetzt grdfer sein kann als der alleinige EinfluR der
Massenstérungen. Man erkannt daraus, dal eine mdéglichst exakte Bestimmung
von J4gefordert werden muB, auch wenn die bisherigen Berechnungen gelehrt
haben, dall die Abweichung des richtigen Wertes vom Wert des einparametri-
gen Modelles kaum 20 « 10-8 Ubersteigen kann. Selbstverstdndlich kénnte man
die aus der verbesserten Losung resultierende Flache S(a, e,/ 4) auch als Ndhe-
rung 4.0. einer mehrparametrigen Gleichgewichtsfigur auffassen. Gewonnen ist
damit aber gar nichts, weil diese Gleichgewichtsfigur ebenso wie das frihere
einparametrige Normalsphéroid ein zu groBes Tragheitsmoment C besitzen muB.

FUr die weiteren Betrachtungen versuchen wir zunéchst das System
der Ausgangsdaten zu verbessern. Bekanntlich kann die Erdmasse nicht
unmittelbar bestimmt werden. Sie muf3 bei der Definition der Figuren entweder
durch die Aquatorschwere y0 ersetzt werden, oder es muR die dynamisch
bestimmbare GrofRe k?E eingefiihrt werden. Fir diese wichtige Konstante hat
Rabe [3] auf Grund des dritten Keplergesetzes eine Neubestimmung vor-
genommen. In der Formel

k*E = n% a% (5)
1+ M zZz »
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bedeuten T(E die mittlere Winkelbewegung und O(£ die mittlere Distanz Erde —
Mond, p die Mondmasse in Einheiten der Erdmasse und R die Korrektion

wegen des Einflusses der Sonne. Nach eingehender Erdrterung der mdglichen
FehlereinfluBe findet Rabe:

kK- E = (398 620 ~ 8) + 1015 cm3sec 2. (5a)

Demgegenuber fuhrt W. Kaula [4] zehn neuere Bestimmungen, vorwiegend
aus kunstlichen Satelliten an, die das arithmetische Mittel

k- E = (398 606,24 ~ 5,06) » 1015 cm3sec 2 (5b)

ergeben. Fir eine rein terrestrische Bestimmung von k2E ergibt das Helmert-
System [loc. cit. 2), Seite 55/6, (9)] leicht

K2E  wa 6 "\----2\]2 --------- Ji (5¢)

wenn man aus der Gleichung fur yO0 die geometrische Abplattung mittels der
Gleichung fur J2 eliminiert. Da der Wert (5a) mit dem friher verwendeten,
offenbar noch zu grolRen Achsenwert a = 6,37829 m108 cm gut uberein-
stimmt, ist also zu erwarten, dalR der Wert (5b) besser mit dem jingsten
Achsenwert von I. Fischer [B]: @ = 6,378155 «108cm vertréglich ist.

Der internationale Schwerewert im Aquator wurde bereits um 12 mgal
vermindert (y0= 978,037 gal), um den Fehler des Potsdamer Schweresystems
zu tilgen; nach W. A. Heisicanen [6] WAre eine weitere Verringerung bis zu
5 mgal zu erwarten. Auch die statische Abplattung ist etwas kleiner anzu-
nehmen: J2= 108 279 « 10“8. SchlieBlich sei die Gravitationskonstante mit
66,7 «10“9cm3g“1lsec“2 angesetzt. Mit den Ausgangsdaten:

k2E = 398 606,24 « 1015 cm3sec“2 oder E = 5976,106 m1024g;
co2 = 5,317496 « 10“9 sec“2; a = 6,37818 108 cm; J2= 108 279 «10“8 (6)

erhalten wir flir das einparametrige Normalsphdroid nach den Formeln
loc. cit. 2), Seite 65, (23)

i = 346 141,3 - 10“8; e = 3352449 - 10«“8= 1:298,29 ;

O
yu= 978,0355 gal ; = -332,4 +10“8;/, = -421,6 «10“8.

Zu einer streng dynamischen Bestimmung der geometrischen Parameter
mussen die Figuren durch [fc2E, ca J2 yO0] definiert sein. Man variiert je ein
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Restimmungsstiick und berechnet die zugehdrigen Anderungen von Achse
a und Abplattung e. So findet man aus:

Nk-E = +10 «1055:Aa = +80,0 m; Ae = + 2,0 «10-8
J, =+100¢10“8: + 49 m; +150,6 +«10"s (8)
y0 = +10 mgal : —32,3 m; — 2,6 +10-8

Die Werte von J4und/ 4bleiben fast unverdndert ; es ergibt sich der Reihe nach:

J4= —332,4 «+10“8;/, = -421,6 -10“8
-332,7 «10-8 —420,9 «10~8 9)
-332,4 - 10%8 -421,5 «10~8

Die Abplattung hangt fast ausschlieBlich vom Fehler in J2 ab; sie ergibt sich
mit hoher Sicherheit, da der mittlere Fehler von J2bei etwa +20 ¢ 10_s liegt.
Auch die Unsicherheit in y0 ist verhaltnismaRig harmlos. Eine Verringerung
um weitere 2 mgal héatte eine Achsenvergrdéferung um 6,5 m zur Folge. Somit
bleibt als hauptsdchliche Fehlerquelle fir eine dynamische Bestimmung der
geometrischen Parameter des Normalsphéroides die Unsicherheit in f2E.

Wegen der oben betonten Wichtigkeit der Massefunktion werde noch
ihr aus den Bahnstérungen der kunstlichen Satelliten empirisch abgeleiteter
Wert an seinen Folgerungen geprift. Figt man den aus (6) und (7) Ubernom-
menen Daten [/c2E, <0, J2, y0] noch = —120 ¢ 10~8hinzu, so kann abermals
das Flelmertsche Gleichungssystem aufgelést werden und man findet vollig
unabhéangig vom Gleichgewicht aus:

2e—3J2 e+ 2e2—2ee j-—J4
4

(10
2 V E 3 _ 5
a- = — l+e- —F—e2+ ee-—- J.
Yo L 2 2
in sukzessiver Approximation:
a = 6,3781674 108 cm ; e = 335 377,0 «10“8= 1:298,17 . (11)

Achse und Abplattung andern sich also nur geringfligig, wédhrend sich fur den
Formparameter ein betrédchtlicher positiver Wert ergibt:

35
/t o J4= + 509,5«10%s, (11a)

was géanzlich unmdglich ist, solange man Massenkonzentration nach innen
annimmt. Tatséchlich folgt mit J4= —120 m10-8 und mit J2= 117,24 «10“8
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fur die Funktion E = |Ji|: = -f-1,02, wéhrend fir das homogene Ellipsoid
Emin = 15/7. Mithin ist das Minimum des Absolutbetrages von gleich
251,2 « 10“8.

Halt man gemanR (6) die Daten [E, co, a, J2] fest, womit natlrlich auch
i = 346 141,3 « 10“ 8 konstant ist, so liefert jede Wahl von nach der ersten
Gleichung (10) die geometrische Abplattung e und sodann (4) den Formpara-
meter fv Das absolute Minimum von Ji ist mit dem absoluten Minimum von
/, gekoppelt: /4= —65,4 «10-8. Es handelt sich dabei natirlich um die
dullere Niveaufldche eines MacLaurinschen Ellipsoides oder um ein Wiechert-
sches Grenzmodell mit gerade verschwindender Manteldichte. Mit der einpara-
metrigen Lésung (7), deren Abplattung blo um 51 «10-8 kleiner ist, wird
der Gultigkeitsbereich der Gleichgewichtsfiguren Uberschritten. Das ein-
parametrige Normalsphéroid wére also die Gleichgewichtsfigur mit den maxi-
malen Absolutbetréagen von J4und/ 4

Da wir aber Ji der Gleichgewichtsfigur der Erde zu entnehmen haben,
bestimmen wir zunéchst die oberen Grenzen von |,/4| und |/4]| aus der ein-
parametrigen Gleichgewichtsfigur der Rotationsgeschwindigkeit c02 =
= 5,39624 +10-9 sec-2, fur welche wir die Ubrigen Bestimmungssticke
E, a und J2abermals den Angaben (6) entnehmen. Man findet:

e= 337 796,3 m10-8 = 1:296,04; J. = -336,5 «10-8; 12
(12)
/4= -444.7 «10-8; C= 80274,9 1010 g cm2

Tatsédchlich mufl? diese Gleichgewichtsfigur wegen der gréBeren Rotations-
geschwindigkeit in der Parabel A = 0 — siehe Fig. 6, loc. cit. 2), Seite 63 —
etwas oberhalb der Figur (7) liegen; sie hat demnach einen etwas groélReren
E-Wert, was mit einer geringen Zunahme der Absolutbetrdge von J4 und /4
verbunden ist. Betréachtlich gréBer wird aber die Zunahme des Minimal-
betrages von 1J4 I sein, wenn wir die untere Grenze nicht mehr durch Emin =

= 15/7, sondern durch das Wiechert-Modell mit der Kerntiefe 2900 km
(ak = 3,47818 - 108 cm) festlegen. Fur dieses Wiechert-Modell [E, co, a, ak, J2]
finden wir:

E4= 4550,328 « 1024 g; EM = 3811,361 « 1024 g; Ek =

= 2164,745 + 1024 g; e = 337 818 «10-8 = 1 :296,02 ;
ek = 196 269 « 10-8 ; J4= -299,7 mlO-8 ; (13)
/4= -283,6 «10-8; C= 80944,6 « 1040 g cm2.

Der Wert (6) fur die statische Abplattung fuhrt auf die Differenz der Tréag-
heitsmomente (C — A) = 263,24 « 1040 g cm2 woraus mit dem Bullardschen
Wert (1) fur die dynamische Abplattung H das Tréagheitsmoment C =
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= 80 444,2 « 1040 g cm2 des wirklichen Erdkdrpers resultiert. Ohne daher das
achtparametrige Modell der Gleichgewichtsfigur der Erde streng berechnen
zu maussen, liefert lineare Interpolation zwischen die einparametrige Ldsung
(12) und das Wiechert-Modell (13) bereits mit sehr guter Ann&herung die
Massefunktion J4 der Gleichgewichtsfigur der Erde: Ji = —327,1 « 10-8.

Fugt man dieses J4 den Ausgangsdaten (6) hinzu, so liefert das Helmert-
sche Gleichungssystem das Normalsphéaroid der Erde:

e= 346 141 -« 10“8; e = 335 248,2 - 10"8= 1 :298,29 ;

/4= -398,4 «10-8 ; hm= *“ /4= -6,35 m ; (u)

y0= 978,0354 gal ;
B = 530401,7 «10-8; Ri = +3534,5 «10“8;
WO0= 62 637,4 «10u cm2sec“?2

und die Formel fliir die theoretische Schwere lautet:

y = 978,0354[1 + 0,0053 0402 sin2< — 0,0000 0884 sin22 <3 gal . (15)

W iewohl sich diese Figur zahlenm&Rig nur ganz geringfligig vom friheren ein-
parametrigen Normalsphédroid unterscheidet, hegt dennoch ein sehr wesent-
licher Unterschied vor. Bezeichnet man allgemein eine Massenverteilung,
welche fur eine bestimmte Rotationsgeschwindigkeit im hydrostatischen
Gleichgewicht ist, als »Gleichgewichtsanordnung«, so kénnen wir unser Resultat
wie folgt formulieren. Das neue Normalsphéroid ist gar keine Gleichgewichts-
figur und wir kénnen im Grunde bloR die Schar seiner auBeren Niveauflachen
bestimmen; die Flachen gleicher Dichte der Gleichgewichtsanordnung der Erde
sind keine Niveauflachen mehr. Weil sich jedoch die Wasserhulle der Gleich-
gewichtsfigur der Erde vollkommen der verringerten Fliehkraft angepalit hat,
fallt dennoch die Oberflache des Normalsphédroides mit der Meeresoberflache
der regularisierten Erde zusammen.

Abschlielend seien noch einige Bemerkungen hinsichtlich der Entwick-
lung der Erde gemacht. In der obigen Abschéatzung, derzufolge sich der Tag
in den letzten 120 000 Jahren um eine Sekunde verldngert hat, sind naturlich
die entgegengesetzten Effekte von Kontraktion und Flutreibung vereinigt.
Bei der Berechnung der Gleichgewichtsfigur der Erde wurde die Achse a als
konstant angenommen, d. h. von der Kontraktion abstrahiert, wodurch sich
der Zeitraum von 120 000 Jahren noch verkiirzen miiRte. Die Anderung des
Tages um 631s kdnnte somit hdchstens auf 76 Millionen Jahre fihren. Dieser
fur die Entwicklungsgeschichte der Erde befremdend kurze Zeitraum mufRte
sich noch weiter verringern, wenn man bedenkt, daR lineare Extrapolation
gar nicht erlaubt ist. Denn selbstverstandlich waren beide Effekte vormals
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wesentlich stérker, der Effekt der Kontraktion wegen der geringeren Festig-
keit des Erdkdrpers, der Effekt der Flutreibung wegen der gréReren Mond-
nahe. Hinsichtlich der hier allein betrachteten Flutreibung &ndert sich das
Bild aber sofort, wenn man die mit zunehmender Festigkeit der Erde ver-
knipfte Verringerung der Nachgiebigkeit berlcksichtigt. Wéare die Erde bis
auf die Wasserhulle starr, so waren die errechneten 63U , um welche die
Umdrehungszeit der Gleichgewichtsfigur der Erde kleiner ist als der heutige
Sterntag, der reine Effekt der Flutreibung. Ware umgekehrt die Erde eine
ideale Flussigkeit, so wéare sie auch heute noch im Glechgewicht und der aus
der Gleichgewichtsfigur nachweisbare Effekt der Flutreibung bestinde einzig
in einer langsamen Verringerung der Abplattung, verbunden mit einer geringen
Zunahme des Tréagheitsmomentes C. Ist die Erde aber plastisch, so stellen
die 631b nur einen Bruchteil der tatsdchlichen, durch die Flutreibung bewirk-
ten Tagesverldngerung dar. Dieser Faktor ist O fur die ideale Flussigkeit und
1 fur die starre Erde. Er mulR zur Zeit, als der Mond der Erde am néachsten
war, d. h. vor 2—4 Milliarden Jahren, am kleinsten gewesen sein.
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THE NORMAL SPHEROID OF THE EARTH
AND THE DYNAMICAL DETERMINATION OF ITS GEOMETRIC PARAMETERS

K. LEDERSTEGER

SUMMARY

No equilibrium figure exists, which in common with the real earth has the rotation
velocity and the moments of inertia. Considering the effect of the tidal friction we gain the
“equilibrium figure of the earth” for a sidereal day shorter by 10m31s and for the flattening
1:296. Therefrom we get the “normal spheroid of the earth” for the present rotation velocity,
which is no longer an equilibrium figure. Only the water cover has obtained the present flat-
tening 1:298,3, whilst the flattening of the inner surfaces of constant density is too great
and therefore the moment of inertia c is too small. This normal spheroid differs from Helmert’s
level spheroid only by the mass function 3v which must be taken from the equilibrium figure
and not from the real earth. The one-parametric figure [k2&E, co, J2, y0] shows that with a
dynamical determination of the geometric parameters of the normal figure the flattening
nearly exclusively depends on an error in Jr whilst the main source of an error in the axis
lies in the uncertainty of k2e. The mass-function \uA derived from artificial satellites is much
too small.
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LE SPHEROIDE NORMAL DE LA TERRE ET LA DETERMINATION
PRATIQUE DE SES PARAMETRES GEOMETRIQUES

K. LEDERSTEGER

RESUME

Il n°y a aucune figure d’équilibre dont la vitesse de rotation et les moments d’inertie
soient les mémes que ceux de la Terre réelle. Compte tenu de I'influence de la friction de marée,
on obtient la «figure d’équilibre de la Terre» pour un jour sidéral plus court de 10™ 31' et pour
un aplatissement de la surface de 1:296. Pour la vitesse de rotation actuelle, on obtient
le sphéroide normal de la Terre, qui n’est plus une figure d’équilibre. L’enveloppe d’eau est seule
a présenter l’aplatissement actuel de 1: 298,3, I’aplatissement des surfaces intérieures d’une
densité constante est trop grand, et par la, le moment d’inertie ¢ trop petit. Ce sphéroide
normal ne difféere du sphéroide de niveau de Helmert que par sa fonction de masse . qui
doit étre prise de la figure d’équilibre au lieu de la Terre réelle. La figure a parametre unique
(k-E. to, J,, y0) montre que dans la détermination dynamique des parameétres géométriques de
la figure normale, I’aplatissement dépend quasi exclusivement de I’erreur J,, tandis que pour
I’axe, la source d’erreur principale réside dans I’incertitude de k2e. La fonction de masse
|J4| développée a partir des satellites artificiels est trop réduite.

HOPMAJIbHbIA C®EPOUNA 3EMNUV N ONPELENEHWE EFrO FEOMETPUYECKUX
MAPAMETPOB

K. NTELAEPW TETEP

PE3IO ME

He cyuwecTByeT purypbl paBHOBecus, KoTopass umena 6bl o6uimMe c peanbHoli 3emneit
CKOpPOCTb Bpal,eHNss 1 MOMeHT nHepunn. C yyeTom adeKTa NPUANBHOIO TPEHUS BCe XXe Mony-
yaeTcs (urypa 3emnu Ana 3Be3fHbIX CYTOK, KOTOpble Kopo4ye Ha 10T 31c, n ¢ cxXaTuem nosepx-
HocTM 1 :296. W3 3TOoro [ns COBPEMEHHOW CKOPOCTWM BpaLeHUss Mofy4vyaeTcsa HOPManbHbI
chepoung 3eMnun, KOTOpPbIN yXe He ABnAseTcAa (Urypoi paBHOBecUsi. TONbKO BOAHbI/ NOKPOB
XapakKTepusyetca COBpPeMeHHbIM cxatuvem 1 :298,3, B To BpemMs, KaK CXaTue BHYTPEHHUX
NoBePXHOCTe paBHOW NNOTHOCTWU 3aBblleHO, a ClefoBaTe/lbHO MOMEHT MHepuunm C ABnsAeTcA
3aHMXXEHHbIM. 3TOT HOpManbHbI cthepong oTanyaeTcs oT cheponfpa YpoBHA [enbmepTa ToNbKO
no pyHkuum macc J4, Kotopas [ONXHa BbIBOAUTHCA U3 PUrypbl paBHOBECUS, a He U3 peasbHOWA
3emnun. Pdurypa ¢ ogHum napametrpom [L2E,cu,J2,y(] nokasbiBaeT, 4TO NPWU AUHAMUYECKOM
onpefeneHNn reoMeTpMyYecKUX nNapameTpoB HOpPManbHOU GUrypbl, cXaTue 3aBUCUT NOYTH
NCKNIOUYNTENBHO TONbKO OT MOTPEWHOCTM BJ2, B TO X e BpeMs, KaK OCHOBHOW MCTOYHUK MOrpeLu-
HOCTeli fNA OCM HAXOAUTCSH B HeoMpefeneHHOCTU k2E. DPYHKUMSA macc ,[4, BbIBefjeHHass Mo uc-
KYCCTBEHHbIM CMYTHUKAM, SIBNSETCA B 3HAYUTENbHOW Mepe 3aHUXEHHOA.
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ZUR BESTIMMUNG DER DICHTE DES NEUTRALGASES
IN DER HOHEN ATMOSPHARE AUS SATELLITEN-
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Nach eingehenden Betrachtungen uber die Fehlerquellen in den Konstanten der
Bewegungsgleichungen eines fliegenden Satelliten werden die gegenwaértigen Methoden zur
Bestimmung der Gasdichte in der hohen Atmosphdre und ihre Fehler diskutiert. Darauf
wird ein neues Verfahren vorgeschlagen, das voraussetzt, daB auBer der Position und der
Zeit auch der Geschwindigkeitsvektor der Bahnkurve mit der relativen Genauigkeit 10~4
bekannt ist. Man kénnte dann die Luftdichte auf Grund von aufeinanderfolgenden Durch-
géngen berechnen. Abschdtzungen fur kreisférmige und elliptische Bahnen scheinen ihre
Brauchbarkeit zu erweisen. Eine Stdrungsrechnung, die verschiedene Einflisse zu berick-
sichtigen gestattet, wird angedeutet.

1. Einleitung

Die Erforschung der Atmosphére in den Hohen 200 km ist bekanntlich
seit dem Start von kunstlichen Erdsatelliten in eine Phase sturmischer Ent-
wicklung getreten. FiUr die Bestimmung der Luftdichte in diesen Hoéhen, die
in dem vorliegenden Aufsatz betrachtet werden soll, hat sich eine recht primi-
tive Methode bewé&hrt, ndmlich die Abbremsung der Satelliten durch das Gas
in dieser Sphare.

Als es vor 25 Jahren zuerst gelang, MeRinstrumente mit Raketen in
groBe Héhen zu bringen, trat auch sofort die Frage auf, wie dort der Luftdruck
P, die Temperatur T, die Dichte g und das mittlere Molekulargewicht M zu
messen seien; vorausgesetzt, dafl diese Begriffe Uberhaupt einen realen Sinn
h&atten. Wenn auBerdem vorausgesetzt wird, dal auch die Zustandsgleichung
fur ideale Gase und die hydrostatische Gleichung gultig seien:

P—o = psH mit H = = Skalenhdhe (la)
M gM
dpP . L .
----- = — Qg mit den Ublichen Bezeichnungen (Ib)
dr

wirde es genigen, zwei der genannten Gro6fRen als Funktion der Hohe Uber
dem Erdboden h experimentell zu bestimmen. Leider gewinnt man durch
die erwdhnte Methode nur o(h). Die bisherigen Messungen des Druckes oder
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besser der Temperatur oder des mittleren Molekulargewichtes sind noch unzu-
reichend. Die schon weit gediehenen Kenntnisse von g(h) und seiner erstaun-
lichen Variationen sind aber mit vielen anderen Forschungen in der Thermo-
sphére verbunden, so dalR es angebracht erscheint, die Auswertemethode
kritisch zu betrachten und Vorschldge fur ihre Verbesserung zu machen.

2. Die auf den fliegenden Satelliten wirkenden Kréfte

Wenn man die Krafte, die auf einen fliegenden Satelliten der Masse
ms wirken, und die Genauigkeit, mit der sie erfallt werden kénnen, betrachtet,
ergeben sich Grenzen fur das »Auflésungsvermdégen« der Abbremsungsmethode
bei der Erfassung der Luftdichteschwankungen.

2.1 Beschreibung der Kréfte

Die genannten Kréafte lassen sich in solche mit Potential (msFi) und
solche ohne Potential (msF2) einteilen. Die zuerst genannten werden im
wesentlichen durch die Gravitationsfelder der Erde, der Sonne und des Mondes
dargestellt.

Ei = grad (U + UR), (2a)

@
ft are N [Cnm cos (mcf) + Snmsin (m<p)] mPnm (cos $)} . (2b)
r m=o0

U ist das Potential der Schwerebeschleunigung durch die Erde (ohne Zentri-
fugalbeschleunigung), UR dasjenige der tUbrigen Massen.

Die Kréafte ohne Potential bestehen aus den Impulsdnderungen der mit
dem Satelliten zusammenstoRenden Gas- bzw. Plasmateilchen und den daraus
resultierenden Kré&ften sowie aus dem Strahlungsdruck der Sonne.

Die durch den Flug im Plasma der hohen Atmosphére entstehenden
elektromagnetischen Kréafte, die auf den Satelliten wirken, wurden noch vor
einigen Jahren lebhaft diskutiert [I]. Dabei kann die Erregung magneto-
hydrodynamischer Wellen vernachléassigt werden [2].

Elektromagnetische Krafte kommen dadurch zustande, daBR sich der
Satellit im Flug durch das Plasma elektrisch aufladen kann, wodurch er even-
tuell seine Umgebung polarisiert und durch das Magnetfeld der Erde eine
Lorentzbeschleunigung erhdlt. Es hat sich aber gezeigt, daR die elektrische
Spannung zwischen dem Satelliten und seiner weiteren Umgebung wenige
Volt nicht Gbertrifft. Die dadurch erzeugte Abbremsung des Satelliten mit nicht
zu hohem Perigdum (hp < 1500 km) betrdgt nur wenige Prozent der durch
das Neutralgas erzeugten Abbremsung [3].
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Fir den Widerstand des Neutralgases in der Tliermosplidre ist das Ver-
héltnis der mittleren freien Weglédnge der Molekile zu den linearen Abmessun-
gen des Satelliten x der kennzeichnende Parameter. Fir die meisten Satelliten
mit Perigdumshodhen hp > 200 km gilt x g> 1. Die Erfahrungen der Ballistik,
fur deren Verhéltnisse x <g 1 gilt (hydrodynamischer Grenzfall), kénnen nicht
ohne weiteres benutzt werden.

Die von den MolekilstoBen ausgeiibten Krafte hangen ab:

a) Von der relativen Geschwindigkeit des Satelliten im Vergleich zur
mittleren Molekulargeschwindigkeit,

b) von der Temperatur der Satellitenoberflache,

¢) von dem Reflexionsmechanismus bzw. dem Flaftvermdgen,

d) von der bei der Reflexion entstehenden Dissoziation.

Die meisten dieser GroRen kénnen sich in weiten Grenzen &andern [4],
ohne die Summe der ausgelbten Kréfte wesentlich zu beeinflussen. Daher
kann diese Summe recht gut durch den aus der Punktmechanik bekannten
Ansatz (nach New ton) flr die Reibungskraft R bei der Bewegung des Massen-
punktes im kontinuierlichen, widerstrebenden Mittel dargestellt werden.

R = msW = CDA — vrvr= —msuigvrvr

2 in

Allerdings ist Cd, der Widerstandsbeiwert (Drag-Coefficient), wesentlich
grofer als bei ballistischen Problemen. Im Ubrigen bedeutet vr den Geschwin-
digkeitsvektor relativ zur umgebenden Gasmasse und es gilt (vrj= vr. W ist
die resultierende Widerstandsbeschleunigung, die der Relativgeschwindigkeit
entgegengesetzt ist. A ist die Ansichtsflache der Satelliten von der Bahn-
tangente aus gesehen.

2.2 Abschétzung der GroéBenordnungen

Fiar Satelliten gewdhnlicher Gestalt ergeben theoretische Berechnungen
Cd= 21 2,3 in Ubereinstimmung mit empirischen Ergebnissen. Das ist so
zu erklaren, daB bei x 1 die Wechselwirkung des Satelliten mit den Moleki-
len des Gases sich auf viel gréBere Entfernungen erstreckt als im hydrodyna-
mischen Grenzfall mit x <g 1. Bei sehr tief fliegenden Satelliten kénnen Uber-
gangsfélle auftreten. Satelliten taumeln h&ufig um ihren Schwerpunkt, drehen
sich wie Propeller oder uberschlagen sich. Wenn die Winkel zwischen Satelli-
tenachse und Bahntangente zufallig verteilt sind, ist das durchschnittliche
A gleich einem Viertel der ganzen Oberflache des Satelliten. Leider fihren
viele Satelliten teilweise geordnete Bewegungen aus. Sehr haufig kommen
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Préazessionsdrehungen vor, die wohl von der Wechselwirkung der schwach
magnetisierten Eisenteile der Satelliten mit dem erdmagnetischen Hauptfeld
herrihren.

Wenn unter den Quasiperioden solche Vorkommen, die gréfer als die
Umlaufzeit des Satelliten sind, kdnnen Luftdichteschwankungen vorgetduscht
werden. Man eliminiert diese Fehler durch Vergleich mit den Ergebnissen von
anderen Satelliten. Durch solche Bewegungen kdnnen die A-Werte bis auf
50% fehlerhaft sein. Nur bei kugelfdrmigen Satelliten ist A genau definiert.

Die absoluten Betréage der Beschleunigungen haben die folgenden Grofien-
ordnungen:

a) grad (p/r) ~ 10 [m/s2]. Der Term des Gravitationsfeldes mit der fol-
genden GrofRRenordnung ist:

b) 3/2 pajjird C20sin 2é ~ 3 «10~3sin 2 &[m/sZ2], wahrend die ubrigen
héchstens von der GréRenordnung weniger 10~6 sind, insbesondere die Glieder
mit C30 und C3L

c) Der Betrag von W in (3) ist kleiner als 10-5 [m/s2], wirkt sich aber
durch die andauernd in eine Richtung wirkende Kraft bedeutend aus, beson-
ders bei der Umlaufzeit.

d) Die Umlaufzeit ist fir die Dichtebestimmungen die wichtigste Bahn-
groBe. Daher spielen die meisten Glieder der Kugelfunktionsentwicklung von
U nur eine geringe Rolle. Fur die hier verfolgten Zwecke sind die folgenden
Effekte wichtig:

Sowohl die Bahnebene als auch die Apsidenlinie (die Verbindungslinie
von Perigdum und Apogdum) fuhren Rotationen aus. Die zuerst genannte
kann die Winkelgeschwindigkeit 10°/Tag nicht Uberschreiten. Beim Satelliten
Vanguard | war dieser Betrag 3°/Tag, wéhrend sich in der Bahnebene das
Perigdum um 4,4°/Tag nach Osten drehte. Die Existenz der dritten Harmo-
nischen Qo verursacht eine geringe Schwankung der Exzentrizitdt der Bahn.
Diese ist e = 1/cq Jja'{—6], wenn die Bahn durch eine Ellipse mit den Halb-
achsen alund bl angesehen wird. Die Exzentrizitdt des Erdaquators hat auch
einen sehr geringen Effekt bei der Rotation der Bahnebene.

e) Im Gegensatz zu diesen Kréaften mit Potential spielt der Strahlungs-
druck der Sonne (und der Erde [5]) bei exzentrischen Bahnen eine grofRe Rolle.
Dieser Effekt, der von der GrdéfRRenordnung 10 A/ms [m/s2] ist (das Giorgi-
System der physikalischen Einheiten wird benutzt), ist ziemlich leicht zu erfas-
sen [6]. Er wird in den folgenden Ausfihrungen nicht behandelt.

f) In Gleichung (3) kann oft vr durch v, die Geschwindigkeit in einem
Inertialsystem, ersetzt werden, sofern es sich um Berechnungen der Luftdichte
handelt. Wir benutzen daher in den folgenden Berechnungen die Bewegungs-

gleichungen

d2r —
= grad U + W . 4)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



ZUR BESTIMMUNG DER DICHTE DES NEUTRALGASES 327

Es ist ein glicklicher Umstand, daR in (4) die Koeffizienten von U mei-
stens nur kurzperiodische Stérungen der Kepler-Ellipse verursachen, die man
fur W= 0 und UO= (ijr beobachten wirde im Gegensatz zu den »sékularen«
Stérungen durch W- Ubrigens kénnen die meisten Koeffizienten in (2b) als
bekannt angesehen werden.

Die Abbremsung eines Satelliten wirkt sich als Abnahme der groRen
Halbachse der Kepler-Ellipse aus und wegen des dritten Keplerschen Gesetzes
auf die Umlaufzeit x. x &ndert sich dabei hdéchstens um 1 s/Tag KU5
relativ).

Multipliziert man die Gleichung (4) skalar mit v und integriert zwischen
den Bahnpunkten Pl und P2 so erhdlt man die Energiegleichung. Mit E =
= 1/2v2— U und W = WQW (v im Inertialsystem) erhalt man

E2—El=wj g(r, 9Vv3dt= ZIE, (5)

wobei r, #, (p die Kugelkoordinaten bezeichnen.

Bei Satelliten mit nahezu elliptischen Bahnen maéaRiger Exzentrizitat
0,02 <[ e 50,15 oder 0,2 findet die Abbremsung im wesentlichen in der
Umgebung des Perigdums statt. Dadurch schwingt sich der Satellit von Mal
zu Mal weniger hoch in das Apogdum hinauf. Der Energieverlust geht zu
Lasten der potentiellen Energie in der Umgebung dieses Punktes, wéhrend
sich die Perigdumshdhe wenig andert, e wird kleiner und die Krimmungs-
radien Tk sowohl im Perigdum als auch im Apogdum nehmen zu. In beiden
Punkten gilt

ka,p

und deshalb muB v2 auch im Durchschnitt wachsen. Auf Kosten der poten-
tiellen Energie wachsen nach (5) sowohl die kinetische Energie als auch die
Energiedissipation durch Reibung. Da auflerdem mit abnehmendem s auch
die Bogenlédnge sO0 der Ellipse kleiner wird, nimmt auch die Umlaufzeit x ab.
Fur Bahnen maRiger Exzentrizitdt ergibt sich daraus, dal AE im wesentlichen
proportional Ax ist.

3. Die ubliche Methode zur Berechnung der Dichteschwankungen

Es wird sich zeigen, dall man zur Bestimmung von gp, dem Wert der
Dichte im Perigdum, Angaben Uber zIt, +, eund andere GrofRen der Satelliten-
bahn braucht. Daher werden einige kurze Angaben Uuber die MelRmethodik
und die Bahnbestimmung gemacht.
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3.1 Beobachtungsmethoden

Man hat zuné&chst die optisch-photographischen Methoden, die im all-
gemeinen die Positionswinkel zu einem bestimmten Zeitpunkt liefern, von den
Methoden zu unterscheiden, die die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen
vom Satelliten aus benutzen. Die Entfernung des Satelliten wird neuerdings
mit Hilfe von Lichtimpulsen bestimmt, die von Lasern ausgesandt werden.

Winkelmessungen zu bestimmten Zeitpunkten mittels Prézisions-Satel-
litenkameras vom Typ Baker-Nunn [7] werden mit den Genauigkeiten 1" bis
2" im Winkel und 0*001 in der Zeit ausgefihrt. Das entspricht einer Entfer-
nungsgenauigkeit von 5 bis 10 m auf 1000 km.

Entfernungsmessungen mit Hilfe von Lasern gelingen zur Zeit mit der
Genauigkeit von 3 m auf 1000 km [8].

Fir Bestimmungen der Luftdichte sind auch Beobachtungen geringerer
Genauigkeit brauchbar, etwa 0*01 in der Zeit und entsprechend 0,2 Winkel-
minuten. Solche Genauigkeiten lassen sich mit relativ einfachen optisch-photo-
graphischen Methoden und aus Dopplereffekt- bzw. Interferometermessungen
erzielen [9].

3.2 Zur Bestimmung der Bahnkurven aus Kamerabeobachtungen

Die Auswertung der optisch-photographischen Beobachtungsergebnisse,
die hier besonders betrachtet werden soll, geht etwa nach dem folgenden
Schema vor sich [10]: Man beschréankt gemaR den vorstehenden Ausfiihrungen
u(r, &, o in (4) auf

uo= — (6a)

und zerlegt
r= R -(-el.

R gibt den Standort des Beobachters im geozentrischen Inertialsystem
an, wahrend r die Position des Satelliten im selben System festlegt. |/| = 1.
(e 2 enthalt auller der Satellitengeschwindigkeit die Rotationsgeschwindigkeit
der Erde.

Z-|-2eZf-el= R f — (7a)
r3

mit z. B. é = d- e/dt2.
AuBerdem gilt
r2= e2+ R2—2eZ+*R) . (7b)

Z Z Z werden aus den Beobachtungen des Satelliten wahrend der Zeit
von 2 bis 5 Minuten gewonnen. R und R sind bekannt. Somit hat man fur
die 4 Unbekannten e, é, é und r 4 Gleichungen. Es empfiehlt sich, é und & aus
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den beiden ersten Gleichungen zu eliminieren. Man erhalt eine Gleichung der
Form

De = A —. (7¢)

Fir sehr hoch fliegende Satelliten ist | nahezu senkrecht zu | und I
Dann ist D schlecht definiert und nahezu null. Wir beschranken daher die
Methode auf relativ tief fliegende Satelliten und gute Beobachtungsdaten.
Die Genauigkeit der Daten hat auch grofRen EinfluR auf die Bestimmung von
I und T, die durch numerische Differentiation gewonnen werden.

Mit Hilfe von r und e gewinnt man r ; aus drei oder mehr Vektoren
?2,(v=1,2,3,...) kann die elliptische Bahn bestimmt werden.

3.3 Die Bestimmung der Luftdichte

Eine eingehende Ableitung [10] ergibt, daR die relative Anderung der
Umlaufzeit in Abhangigkeit der Luftdichte bei Berlcksichtigung der Rotation
der Atmosphére durch

dr Ar 12n q(r,d,q>) (1 -f- £cos r/)3R2

8
dt X Jo Q (1 —£cos 12 ®

1 £ COS Tj

- d dt]

1 -f- £ COS ]

d = rme(l —ﬁ)l’2

gegeben wird. Dabei bedeuten: a = 1/2 (rp -f ra), die groBe Halbachse der als
Ellipse angenommenen Flugbahn, rj ihre exzentrische Anomalie, i den Winkel
zwischen Bahnebene und Aquatorebene, coe die Rotationsgeschwindigkeit der
Erde und gp die Dichte im Perigdum. Man macht zunédchst den (1) entsprechen-
den Ansatz

I r—r) RT kT
Q= Q@exp -——-- — [mit H — —-= — —zu-, der Skalenhdhe. 9)
| A gM gm

Dabei ist M das mittlere Molekulargewicht, fur das man aus Diffusions-
berechnungen ein Modell M (r,§8, d) gewinnen kann [12]. Direktere Methoden
anzuwenden ist winschenswert, m = MjL. L = Loschmidtsche Zahl. H kann

streng durch
dq
H = - 9a
dr (%a)
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als Dichteskalenhéhc definiert werden. Bei bekanntem M (r, ) ist H (r,
) ein MaR fur die Temperaturverteilung.

Tatsachlich ist die Atmosphédre nicht kugelsymmetrisch aufgebaut,
sondern zeigt regelmé&fRig eine Abplattung an den Polen und einen bedeutenden
»Buckel«, dessen hdéchste Erhebung bald nach dem Sonnenhéchststand ein-
tritt. Ferner ist mit unregelm&Rigen Erhitzungen wé&hrend und nach beson-
deren Ereignissen auf der Sonne zu rechnen, die ihre Aktivitat darstellen. Das
kugelsymmetrische Modell (9) mit H (r) ist daher noch zu verfeinern.

Um aus (8) die Dichte der Atmosphére etwa im Perigdum zu berechnen,
mufite man daher das Gesetz der Dichtednderung ldngs der Bahn kennen.
Bei Satelliten mit méaRiger Bahnexzentrizitat 0,02 e % 0,2 ist allerdings
der Beitrag zur Abbremsung in der Umgebung des Perigdums bei weitem am
grofRten. Man kann sich deshalb oft damit begniigen, einen pp-Wert in der
ersten N&herung zu berechnen

iv e
T W21 2e- + 0(e2 A2’ (10)
@~ + 3 12naH || 8 ae

Formeln, in denen e2bericksichtigt wird, sind in [4] angegeben. Dieser
erste Wert kann zur sukzessiven Verbesserung der gp-Werte dienen. Wenn
man von der Genauigkeit der pp-Werte nicht mehr als 10% erwartet, was
durch die Ausfihrungen im 2. Abschnitt nahegelegt wird, genigt die erste
Né&herung. Tatsdchlich sind die wichtigsten Resultate bisher in dieser Weise
gewonnen worden.

r
3.4 Einige Resultate der bisherigen Auswertungen

Die bisherigen, recht miuhevollen Auswertungen haben erstaunliche
Ergebnisse gezeitigt. Wenn man z. B. das Nicoletsche Modell [12] fiur den
molekularen Aufbau der Neutralgasatmosphdre annimmt, kann nach (1) bzw.
(9) die Temperatur T berechnet werden. Einige Resultate seien nach [10]
zitiert.

Man findet, daR infolge der groRen molekularen Diffusionsgeschwindig-
keit die Temperatur oberhalb 300 km H&he mit der Hohe sehr wenig verander-
lich ist, so daB man bequem den repréasentativen Grenzwert angeben kann.

Fir das Nachtminimum TN gilt dann:

TN = 635° + 0°3 FI107+ 0°012 F%i7 [°K] . (11a)

Hierbei ist Fw 7 der tagliche Wert des Flusses der Radiostrahlung der
Sonne in Einheiten 10~2Watt m2 Hz-1. F107ist sein monatlicher Mittelwert.
(11a) druckt den Gang der Nachttemperatur wahrend des Sonnenfleckenzyklus
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aus. Weiter gelten:

T=TJ-f 0,4 cosd— X (tagliche Variation)

+ 2°5 (F10i7 — F1M) (27-tdgige Schwingung)

i— 7. April (11b)

|
+ °°5F 107 0B|4T (halbjahrliche Variation)

+ 1?2 Ap (geomagnetischer Effekt).

Dabei ist t die Zeit in Tagen, Ap die dreistindige geomagnetische Kenn-
ziffer und m der geozentrische Winkel zwischen dem Maximum des Buckels
und dem Nullmeridian.

Wenn die Sonne wdéhrend des Fleckenminimums eine verschwindende
AKktivitat zeigt, schwanken die Grenztemperaturen etwa zwischen 680 °K
nachts und 950 °K am Tage. Wenn die Aktivitdt wahrend des Maximums voll
entfaltet ist, erreicht sie etwa folgende Schranken: 2000 °K nachts und 2700 °K
am Tage. Bei starken geomagnetischen Stirmen wird sie sogar in niederen
Breiten 3000 °K Ubersteigen.

Die in (11b) zuletzt genannten Effekte sind Wirkungen der Plasmastrah-
lung der Sonne, des sogenannten Sonnenwindes. Auf die interessante Inter-
pretation kann im Rahmen dieses Aufsatzes nicht eingegangen werden.

4. Vorschlage

Aus den vorstehenden Ausfihrungen folgen einige Feststellungen.

a) Zur Bestimmung von gp hach (10) werden aufBer den in w zusammen-
gefaBten Satellitendaten vor allen Dingen noch x, Ax, e und a bendtigt. Die
Berechnung von e erfordert einigen Aufwand, wahrend x und a durch das
3. Keplersche Gesetz miteinander verbunden sind.

r2a3= 4 n2uy . (12)

Die Umlaufzeit x ist ziemlich leicht zu bestimmen, x ist relativ klein, etwa
10~54lr niedere Satelliten, 10-7 bis 10~8 fiir héhere. Man hat also x aus den
Anderungen der Umlaufzeit nach mehreren Umlaufen (Ax)n/nx zu bestimmen.

b) Damit hdngt zusammen, daB man von den Luftdichteschwankungen
nur die ldnger-periodischen erfallt, wie (11a, b) deutlich zeigen. Es ist nicht
mdglich, die individuellen Zige jeder Variation zu untersuchen, sogar dann
nicht, wenn man x als Zeiteinheit betrachtet.
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c) Die Berechnung der Bahnelemente aus den Beobachtungen erfolgt
im wesentlichen gemaR den Methoden der Astronomie. Dadurch werden die
Madglichkeiten, die die simultane Beobachtung der Satellitenbahnen bietet,
nicht ausgeschdpft. Diese machen aber Berechnungen mit gréBerer Genauig-
keit maoglich.

Aus diesen Feststellungen folgen zwei Vorschldge, die nun besprochen
werden sollen.

4.1 Die direkte Auswertung des Energieintegrals und des Drehimpulses

Wenn simultane Satellitenpositionsbeobachtungen von zwei oder mehr
Stationen aus wdahrend einiger hundert Sekunden 2 bis 5 Minuten) mit
der Zeitgenauigkeit von etwa OjOl und besser und den Positionsbeobachtungen
entsprechender Genauigkeit ausgefuhrt werden, kdnnen die Komponenten des
Geschwindigkeitsvektors bestimmt werden. Die Genauigkeit, mit der man den
Betrag V erhdlt, durfte 10“4 oder besser sein.

Die Feststellungen der Position f (t) zu einem bestimmten Zeitpunkt
und des Geschwindigkeitsvektors v (t) werden mit denen nach einem oder
wenigen Umlaufen durch die Energie- und die Drehimpulsgleichung miteinander
in Beziehung gebracht. Wir benutzen die Energiegleichung (5)

2 re,
-m = E2—E2= AE12= w p(v, &, cpv3dt (13a)
I JP,

Wenn man die Bewegungsgleichung (4) vektoriell mit f multipliziert,
gewinnt man fiur den Drehimpuls D = r x v die Gleichung

D = wgqvD . 13b
it a (13b)

Die Anderung des Drehimpulses hat stets die Bichtung des Drehimpul-
ses. Wenn die Flugbahn des Satelliten in der 1. Ndherung als ebene Kurve
betrachtet wird, so bleibt auch bei Berucksichtigung des Luftwiderstandes
(allerdings ohne die Rotation der Atmosphdre und ohne Windsysteme) die
Richtung von D eine Bewegungsinvariante. In diesem Falle ergibt sich fur
den Betrag des Drehimpulses in zwei Bahnpunkten Pxund P2

D2—Dj = AD212= exp [icd g(r,d, g vdijmitD = r-r]. (13c)

r] ist dabei die exzentrische Anomalie.
Die Terme auf der linken Seite von (13a) und (13c) werden aus den
Beobachtungen ermittelt, und zwar v\ 22 mit einem relativen Fehler von hoch-
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stens 10 4. Mit derselben Genauigkeit dirften die Werte von Dx und D2 zu
ermitteln sein.

u N2 = reg(re)n
L, r r

wobei re der »Erdradius« ist, kann etwa mit einem Fehler von 10-5 bestimmt
werden. Die Koeffizienten der Entwicklung (2b) sind mit derselben Genauig-
keit bekannt.

Bei der Berechnung von v und 1] ist darauf hinzuweisen, dal bei dem
in 3.2 geschilderten und &hnlichen Verfahren noch grdéfere Anforderungen
an die Beobachtungen gestellt werden, weil vom Vektor | die zweite Ableitung
mittels numerischer Differentiation gebildet werden muR.

Wé&hrend auf den linken Seiten der Gleichungen (13a, c) keine wesent-
lichen Vernachlédssigungen ndtig sind, ist es zweckmaRig, auf der rechten Seite
bei der Auswertung der Integrale die Bahnkurven als Ellipsen anzunehmen.

4.2 Die erste Ndherung des Verfahrens

Wenn die Polarkoordinaten der elliptischen Satellitenbahn wieder mit
r, T bezeichnet werden, so wird sie durch die folgende Gleichung dargestellt:

Y A - * - 1
e N TS S U wa(l-ecosfa-ifp. (14

Sie wird bekanntlich aus den beiden ersten Integralen

—2 (f2-f 2IR2) (15a)

und
r-ij= D (15b)
gewonnen.
Wir identifizieren: E = 1/2 (Ex+ E,) und D 1/2 (DI -f- D.). € und a
bzw. p = a (1 — £2 lassen sich leicht aus E und D berechnen. Es gilt:

= Dan e ; (16)
p = , « P D- oF
Aus (13b) folgt
D [ _ u?

JE, 2= tvr Qov2ds £ —
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und

Eingesetzt erhdlt man:

und, wenn man uber einen ganzen Umlauf vom Perigdum zum Perigdum
integriert:

Fur g(r, {}, @ werden nun ebenfalls vereinfachende Annahmen gemacht,
die mittlere Verhéltnisse darstellen.

4.21 Das kugelsymmetrische Modell mit konstantem H

Dieses einfachste Modell wird etwas ausfihrlicher behandelt. Mit Hilfe
von (14) erhalt man

und aus (17b)

Die Integrale kdénnen mit Hilfe der Integraldarstellung der Bessel-
funktionen

ausgewertet werden.
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Es gelten

Da ferner 10(z) eine gerade und I”z) eine ungerade Funktion ihrer

Argumente sind, erh&lt man:
2
AE (Op 2E + I0(if) - 2 Eeil~iC) (18a)
J,(if) und —il”~iC) sind positive, monoton wachsende Funktionen von
£= ag/H. £ bewegt sich etwa zwischen den folgenden Grenzen. Hist klein fir

geringe Hohen und zur Nachtzeit, groR fur die umgekehrten Verhéltnisse.

In den Hohen rp = 230 und 1230 km sind diese Grenzwerte 40 bzw. 240 km

[14]. Ferner gilt:
=y (e - -5 1 lbe r s@-f1)fure<g1,

Man erhalt die Tabelle I:

Tabelle |
Werte fur g(l -(- e)
e = 0,2 0,1 0,05 0,02
@+ f) = 0,24 0,11 0,053 0,02

Fir Ip — 6600 und ep = 7600 erhdlt man daher die duflersten Werte:
40~ ™ 0,6 .

Mit Hilfe dieser Zahlen werden die in (18a) vorkommenden Verhdaltnisse
e~ 10(i£) und —ie-f fi(tE) abgeschatzt, indem diese fur die folgenden Argu-

mente £ berechnet werden.

Tabelle 11
Werte fur die Verhdaltnisse e_1 JO(i£) und —ie~" (if)
s}/— 0,693 2,30 4,605 6,91 9,21
e-fIO(tE) = 0,560 0,283 0,191 0,155 0,133
-ie-47n0 = 0,213 0,210 0,169 0,143 0,126

Mit wachsendem Argument nehmen die Verhé&ltnisse monoton ab. Filr
£ £> 10 missen asymptotische Entwicklungen von fQ(if) und —il”~iC) benutzt
werden, weil die Tafeln diese Werte nicht mehr enthalten. Voraussichtlich
werden sie fur £ 20 kaum Kkleiner als 0,1 sein. Genauere Abschétzungen

sollen an anderer Stelle verdffentlicht werden.
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Man vergleicht nun die Formel (18a) mit einer fir AE eines Satelliten
auf einer Kreisbahn mit der Dichte qp.

y_
AE = w -—-a2 c(rhdrj = - g(a)a2gp2n. (18b)
2a Jo 2

Mit Cq = 2, A/Ims = 10~3bis 10~4, |w | = 10~3bis 10-4,g(a) = 9 [m/s2]
erhélt man fur h = 330 km (H s« 75 km), a = 6700 km aus (18b)

ZIE= 1,3 « 1011 gp.

Fur eine Flugbahn mit demselben Perigdum rp = 6700 km, der Exzentri-
zitdt e = 0,1, C= 10, H = 75 km erhalt man dagegen

AE = 7,7 « 1010 Q.

Die pp-Werte in dieser Hohe sind mindestens von der GréfRenordnung
10_11 [kg/m3]. Man schlieBt, wenn AE mit der relativen Genauigkeit von 10”4
bestimmt werden kann, daB die vorgeschlagene Methode sich durchaus fur
die Bestimmung der Gasdichte in der hohen Atmosphére eignen mufite, ihr
Vorteil besteht darin, daB man a mit Hilfe des 3. Keplerschen Gesetzes a3 =
= T2,M/4n2 oder ebenso wie e gemaR (16) aus den Messungen vonE und D rela-
tiv gut bestimmen kann. Auch geht das zunédchst unbekannte H in (18a)
weniger stark als in (10) ein.

4.22 Verallgemeinerungen

Die bisherigen Ausfuhrungen sind in mancher Hinsicht zu verbessern.

Am nachsten liegt es, Formeln zu entwickeln, die auch Glieder mit
e2 enthalten. Dann wiirden die Ausdricke fur v2 dsjdr] und r Glieder mit
cos2 rj enthalten, die zwar leicht in solche mit cos 2 f] verwandelt werden
kénnen, aber im Exponenten mathematische Schwierigkeiten bereiten. Wich-
tiger als eine quadratische Theorie wére die Berucksichtigung von

a) der Hohenabhé&angigkeit von H(r) und g(r),

b) der Abplattung der Flachen gleicher Dichte an den Polen,

c¢) der Rotation der Atmosphére,

d) des taglichen Ganges (des Buckels) der Atmosphédrendichte am sub-
solaren Punkt.

Zu a):
Aus dP/dr = — qg und P = QgH folgt d(ggH)ldr = —qg oder
t r R+ 1,1 dH
Qg = E£pgpexpj ) h dr\ mit 8 = ~dr ' n
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Wenn B — 0 ist, gilt
~Pop exp
g(r)

Dieser Fall kann in der linearen Theorie leicht behandelt werden; da-
gegen sind Ansétze mit variablem H kaum bekannt.

Zu b):
Man nimmt an, daB die Flachen gleicher Dichte Rotationsellipsoide sind
f r(l — cos2&). ist die geozentrische Poldistanz, fj die als bekannt

anzusehende Exzentrizitdt. Man ersetzt r und rp in (14) durch r und rp und
berechnet cos fic mit Hilfe des Cosinussatzes. Wenn man

Q exp (1 j- cos2dc)

in eine nach f£j fortschreitende Reihe entwickelt und nach dem zweiten Gliede
abbricht, ist dieser Fall ebenfalls recht einfach zu behandeln. Diese Form der
Stérungsrechnungen ist auch bei der quadratischen Theorie anzuwenden.

Zu ¢):

Auch der EinfluR der Rotation der Atmosphdre kann durch eine geeig-
nete Stérungsrechnung berlcksichtigt werden.

Zu d):

Zur Berucksichtigung des téaglichen Ganges macht man nach (11b) den
Ansatz Q= gs(l t~ 0,4 cos4y/2), wobei gs die Gasdichte im subsolaren Punkt
ist und y> die Winkeldistanz von diesem Punkt. Wiederum ist cos4xy2 durch
cos ni] und sin ni] auszudricken und die Stérungsrechnung anzuwenden.

Alle diese Vorschldge kénnen erst genauer diskutiert werden, wenn die
im vorigen Abschnitt dargestellte Methode sich als praktisch erwiesen hat.

4.3 Die Dichtebestimmung mit Hilfe des Drehimpulssatzes

Man ist versucht, auch die Formel (13c) zur Dichtebestimmung zu
benutzen. Man erhélt fur eine kreisformige Satellitenbahn in einer kugel-
symmetrischen, ruhigen Atmosphére

AD = exp {wQp rp2 A} .

Wenn wieder die Daten |w | = 10-3, rp — 6600 km, gp”~ 10_1° [kg/m3]
benutzt werden, erkennt man sofort, dafl hieraus gp nicht bestimmt werden
kann.
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ON THE DETERMINATION OF THE DENSITY OF NEUTRAL GAS
IN THE UPPER ATHMOSPHERE ACCORDING TO SATELLITE OBSERVATIONS

0. LUCKE

SUMMARY

After a detailed treatment of error sources in the constants of the motion equations
of an orbiting satellite, the present methods for the determination of gas density in the upper
athmosphere, further its errors are discussed. Next, a novel procedure is suggested under
the assumption that, besides time and position, also the velocity vector of the orbit is known
with a relative precision of 10-4. In this case it would be possible to compute the density of
air according to subsequent passages. Estimations for circular and elliptical orbits seem to
prove their usability. Hints are given for a perturbation computation procedure allowing the
consideration of various influences.

DETERMINATION DE LA DENSITE DU GAZ NEUTRE
DANS L’ATMOSPHERE SUPERIEURE PAR OBSERVATIONS DE SATELLITES

O. LUCKE

RESUME

Aprés I’examen détaillé des sources d’erreurs dans les constantes des équations de
mouvement d’un satellite orbitant, les méthodes actuelles de détermination de la densité du
gaz dans I’atmosphére supérieure et leurs erreurs sons discutées. L’auteur propose un nouveau
procédé supposant la connaissance, en plus de la position et du temps, du vecteur de vitesse
de I’orbite avec une précision relative de 10~4. Par ce procédé, la densité de I’air pourrait se
calculer sur la base des passages consécutifs. Des estimations peuvent aussi étre utilisées pour
les orbites circulaires et elliptiques. L’examen d’un procédé de calcul des perturbations per-
mettant de tenir compte des différentes influences termine I’étude.
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K BOMPOCY OB OMPEAENEHWW MNOTHOCTW HEMTPAJ/IbHbIX TA30B
B BbICOKMX CJ/ZIOAX ATMOC®EPbLI MO HABMOAEHUAM UCKYCCTBEHHbIX
CMNYTHWKOB

0. NYKE
PE3IOME

Mocne nofgpo6HOro 06CYXAEeHWS UCTOUHMKOB MOFPELIHOCTeli MOCTOSIHHBLIX, BXOAALLMX B
YypaBHEHUS ABVDKEHWUSI CMYTHMKOB, pacCMaTpMBatOTCA CyLLECTBYHOLME MeTofbl ANs  onpefe-
NEHNs1 MI0THOCTU TFa3oB B BbICOKMX C/I05IX aTMOC(epbl C OLEHKOW MX morpeluHocTw. Mpegna-
raeTcsi HOBbli MeTOA, MPU KOTOPOM [OMYCKAeTsl, UTO KPOME MOOXEHUSI U BPEMEHU W3BECTHbI
N BEKTOPbl CKOPOCTWM OpPBUTBLI C OTHOCTENbHOW TOYHOCTbIO 10-4. MpK 3TOM N/IOTHOCTL BO34yXa
MOXET BbIUMCASATECA HA OCHOBE CEAYHOLMX APYT 3a ApYrom nepexofoB. OLEHKM, BbIMOHEH-
Hble AN KPYTrOBOW W 3M/IMMNTUYECKOW OpGUT, CBUAETENLCTBYOT O MNPUMEHUMOCTU MeToda.
AHanusnpyeTcsa npuvem [N BbICHUCIEHUS TMOMEX, MO3BONAIOWMI YUNTbIBaTL pasfnyHble
BO3[eNCTBMA.
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PRAKTISCHER EINSATZ DER MODERNEN
INGENIEURGEOPHYSIK

O. MEISSER, Freiberg

[Eingegangen am 30. Mdarz 1965]

Die neuzeitliche Weiterentwicklung der klassischen Verfahren der Angewandten Geo-
physik und das Beschreiten neuer physikalischer MeB- und Interpretationswege haben fur
Anwendungen der Ingenieurgeophysik bei praktischen Untersuchungen »in situ« neue Mdglich-
keiten erschlossen. An Hand von durchgefihrten Untersuchungen wird der Einsatz solcher
neuer Verfahren fiir Baugrunduntersuchungen, Messungen an Talsperren, Bauwerken und
im Bergwerk zur Bestimmung der bendtigten geologischen Bodenkennwerte gezeigt.

Die Geophysik hat durch ihre weltweite Zusammenarbeit insbesondere
im Internationalen Geophysikalischen Jahr (IGY, 1957) und in der Zeit der
Internationalen Geophysikalischen Kooperation (IGC) sehr grofe Fortschritte
gemacht. Das Vordringen in den interplanetarischen Raum (Satelliten) und
die grundlegenden neuen Erkenntnisse tUber den SonneneinfluR auf das physi-
kalische Geschehen um und in der Erde ergeben starke Impulse fur weitere
Untersuchungen. Die internationale Zusammenarbeit ist bestrebt, durch neue
Programme die gewonnenen Erkenntnisse zu vertiefen und zu erweitern.
Fir die Weltraumforschung ist das Programm der ruhigen Sonne (Quiet sun)
1964 geplant. Dem gegentber nahm sich die Erforschung des Erdmantels und
des Erdinnern weniger sensationell aus. Die Untersuchungen uber den Aufbau
des Erdkdrpers, besonders des Erdmantels, werden im »Upper Mantle Project«
(UMP) in den laufenden Jahren besonders gefdrdert. Fur wirtschaftliche
Zwecke interessieren unmittelbar aber nur die allerobersten Erdschichten.

Das Gebiet der angewandten Geophysik hat durch die tUberaus starken
Impulse aus den Erkenntnissen Uber den Mantelaufbau und betont mit den
dabei neu erarbeiteten instrumenteilen Fortschritten (Magnetbandtechnik,
kernphysikalische Anwendungen, Festkdrperphysik) eine wesentliche Berei-
cherung erfahren. Die klassischen Verfahren der Prospektionsgeophysik haben
wirtschaftlich bedeutende Erfolge bei der Suche nach Erddl und Erdgas erzielt
und zur Ermittlung der Tiefenstruktur der Erdkruste beigetragen. Trotzdem
fehlen hier vielfach noch Methoden, die einen direkten Nachweis von Boden-
schatzen gestatten. Zur Anwendung der klassischen Prospektionsmethoden
treten in der letzten Zeit neue Einsatzgebiete in der Bergbaugeophysik und
Ingenieurgeophysik hinzu. Die in entsagungsvoller Stille ausgefihrten Grund-
lagenforschungen sind soweit fortgeschritten, dal man mehr und mehr an
einen wirtschaftlichen Einsatz dieser neuen Verfahren mit Erfolg denken muR.
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Die Geowissenschaften: Geologie, Mineralogie und Geophysik bilden
stofflich im Gegenstand eine komplexe Einheit. In der Anwendung (Engineer-
ing) auf unsere obersten Erdschichten werden diese Gebiete im Rahmen der
Ingenieurgeologie, der Felsmechanik und der Ingenieurgeophysik gemeinsam
zum Einsatz gebracht. Die Anwendungsmadglichkeiten bei der Ingenieurgeo-
physik (Bauten) erstrecken sich auf

1. den Baugrund, seine geologische, stoffliche, physikalische und hydro-
logische Beschaffenheit;

2. die GroRbauvorhaben selbst, als da sind Talsperren, GroRfundamente,
StralRen, Tudrme, Schornsteine, Kippen und Tagebaue, Tunnel, Kavernen,
Schéchte und Tiefbaue (Bergwerk).

Der Einsatz der Ingenieurgeophysik wird erfolgen bei

1. der Grindung zusammen mit der ingenieurgeologischen Beurteilung;
2. dem Bau und der Auswirkung des Baues auf den Untergrund;
3. der Uberwachung des fertigen Bauwerkes.

Die geologischen Bodeneigenschaften: Struktur, Petrographie, Kluft-
und Spaltenbildung, Dichte, Porositadt, Durchldssigkeit missen mit den physi-
kalischen Eigenschaften: »Gebirgsfestigkeit«, elastisches Verhalten, Theologi-
sches Verhalten, elektrische, kernphysikalische Kennwerte usw. so verbunden
werden, daB die entsprechenden Untersuchungen im Labor an Einzelproben,
Probekdérpern und Modellen sowie in situ mittels geophysikalischer Verfahren
vornehmlich als Nahverfahren, eine komplexe Diskussion mit definierten Eich-
werten zur Beurteilung des gesamten Objektraumes gestatten. Die geophysika-
lischen Interpretationen &hneln den Nahverfahren bei Bohrlochuntersuchun-
gen, ganz besonders dann, wenn auch Messungen nach der Tiefe in Bohrungen
mit vorgenommen werden kénnen.

Fir Grundungsuntersuchungen zur Bestimmung der geologischen Struk-
tur eignen sich mit verfeinerter MeRgenauigkeit und angepalter Interpreta-
tionstechnik die bekannten gravimetrischen, elektrischen, seismischen und
kernphysikalischen Verfahren. Die Kennziffern wie Porositat, Elastizitats-
modul, Poissonsche Zahl, Kliftung und Setzungsverhalten bei statischer oder
dynamischer Belastung kdénnen in angepaflter Form schon heute gut in situ
bestimmt werden.

Zur lllustrierung der obigen allgemeinen Ausfihrungen werden aus
unseren zahlreichen praktischen Untersuchungen einige Beispiele angefihrt.

In dem Auslaugungsgebiet der Mansfelder Mulde kénnen aus uber 10jéh-
rigen, zeitlich und rdumlich engen Nivellements die Kurven gleicher Boden-
senkungsgeschwindigkeiten und das Wandern der Senkungs- und Hebungs-
gebiete in der Ortslage von Erdeborn beobachtet und fiur SchutzmalRnahmen
ausgewertet werden. Die Zonen starker rezenter Erdkrustenbewegungen fallen
— empirisch festgestellt — mit einer gravimetrischen Anomalie, die von
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gréBeren Lockermassen herriuhrt, zusammen. Aus der Lage der Schwere-
anomalie wird auch auf die Gefdhrdung einer HauptstraBe durch Erdfalle
geschlossen werden, wie mittels seismischer Vibratormessungen (Schwingungen
des Untergrundes im Bereich von 20—80 Hz) nachgewiesen wurde.

Fur Fundamentgrindung eines Schornsteins konnte von der Baugrube
(20 X 20 m) aus elektrisch und hammerschlagseismisch das Durchsetzen eines
Porphyrganges vorausgesagt werden. Die daraufhin vorgenommenen bau-
technischen SicherheitsmaRnahmen ergaben in der Uberwachung mittels
Schlauchwaagemessungen eine einwandfreie Standfestigkeit des 120 m hohen
Schornsteines.

Die statischen Grollversuche an Felsverankerungen (Schlauchwaage)
einer Talsperre ergaben mit seismisch (Hammerschlagseismik,Vibratormessun-
gen mit 700 Hz) bestimmten elastischen Kennzahlen (Elastizitdtsmodul,
Poisson-Zahl, Anisotropie) eine Bestimmung der entsprechenden Werte mit
der Tiefe und Ubereinstimmung mit der Kluftung des geologischen Gesteins-
komplexes (Diabas).

Seismische, elektrische und kernphysikalische Untersuchungen an Elbe-
deichen zeigen komplex einen komplizierten Aufbau der FluBdémme, ihren
Verfestigungszustand und eine ungefdhre Beurteilung fur ihre Wasserdurch-
lassigkeit (Sickerlinie). Es konnten dabei wertvolle theoretische und experi-
mentelle Untersuchungen tber den Zusammenhang von Porositdt und Wellen-
geschwindigkeit in Ansatz gebracht werden.

Gerade die Bestimmung der Kluftigkeit eines Gesteinskomplexes aus
den beobachteten seismischen Wellengeschwindigkeiten gestattet sowohl bei
Talsperrengrindungen wie im Anstehenden einer Untertagestrecke weit-
gehende Schlusse auf die »Gebirgsfestigkeit« zu ziehen und die erforderlichen
Arbeitsverfahren zur Schonung der Gesteinsfestigkeit festzulegen.

Das Verhalten eines Bauwerkes, statisch und dynamisch, wird aus seinen
Setzungen und seinem Schwingungsverhalten (Amplitude, Frequenz, D&mp-
fung) in Verbindung mit dem Baugrund uber die Erkenntnisse bei Erdbeben
hinaus auch bei Industrieerschitterungen (Sprengungen, Maschinen) heute
einwandfrei beurteilt. Besonders auf die Uberwachung von Talsperren durch
Préazisionsnivellements (Schlauchwaage 20,01 mm), Neigungsmessungen
(GréRenordnung 0,1 Bogensekunde) und Erschitterungsmessungen sei hin-
gewiesen. Auch der unerwinschte AbfluB unter der Sperrmauer a3t sich geo-
physikalisch lokalisieren.

Es ist selbstverstédndlich, daR die hier angefuhrten industriellen geo-
physikalischen Beispiele bei den hohen Investsummen fiur die Bauwerke als
wesentliche Ergédnzung des ingenieurgeologischen Gutachtens sowohl einen
Einsatz der jetzt schon verfigbaren Ingenieurgeophysik wie eine weitere
Intensivierung der entsprechenden Forschungen nach Grundlage und Erpro-
bung dringend erfordern.
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PRACTICAL APPLICATIONS OF MODERN ENGINEERING GEOPHYSICS

PROF. O. MEIS SER

SUMMARY

The modern development of the classical methods of applied geophysics and the new
ways of physical measurements and interpretation have opened new possibilités for the applic-
ation of engineering geophysics in practical “in situ” investigations. On the basis of actual
investigations, the application of such novel methods for the investigation of building sites,
for measurements on dams, buildings and in mines with the aim to determine the necessary
geological parameters is shown.

L’APPLICATION PRATIQUE DE LA GEOPHYSIQUE D’INGENIEUR
O. MEISSER

RESUME

Le développement contemporain des procédés classiques de la géophysique appliquée
et les nouvelles techniques de mesurage et d’interprétation physiques ont offert de nouvelles
possibilités pour les recherches pratiques «in situ» de la géophysique d’ingénieur. Sur la base
des recherches effectuées, I’auteur montre I’application des nouveaux procédés permettant
la détermination des parameétres géologiques nécessaires dans les études de fondations, dans
les mesures sur barrages et batiments ou dans les recherches miniéres.

MPAKTUYECKOE MPVUMEHEHWE COBPEMEHHOWN WH>XEHEPHON
FEOD®UN3NKU

0. MEWNCEP

PE3IOME

CoBpeMeHHOe PasBMTME K/ACcCMUECKMX METOA0B MPUKMIAAHOA reodumsvkKu UM OCBOEHME
HOBbIX (PMU3NYECKUX MPUEMOB M3MEPEHUS] U MHTEPMPeTaLUuM OTKPbUIM HOBble BO3MOXHOCTU B
061acTV NPUMEHEHUS VHXKEHEPHOM reon3nKy ANa UCCNeA0BaHNS FOPHbLIX MOPoJ4 B YC0BUSX
MX eCTeCTBEHHOro 3aneraHusi. Onupascb Ha (PakTUUecKue MaTepuabl NPOBeAeHHbLIX CCeso-
BaHWii, aBTOP OMWCbLIBAET MPUMEHEHWe MOAOGHbLIX HOBbLIX MPMEMOB B WCC/El0BaHUW TPYHTOB
npy CTPOUTENLCTBE, B U3MEPEHUAX, CBSA3AHHbIX C MOCTPOMKOM NMAOTUH, a TaKXe MPU FopHbIX
pa6oTax Ans onpeaeneHWs HeoGXOAMMbIX Te0/0TMYEeCKUX MapameTpoB.
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DIE INTERNATIONALE GEODATISCHE BIBLIOGRAPHIE

H. PESCHEL, Dresden

[Eingegangen am 22. Marz 1965]

Der Aufsatz gibt eine Ubersicht Giber Entwicklung und Stand der zur wissenschaftlichen
Forschungsarbeit unentbehrlichen Dokumentation der Geodasie.

Das Aufbluhen der Wissenschaft in den letzten 100 Jahren lieR die
Zahl der Verdffentlichungen auf jedem Gebiet exponentiell anwachsen. Die
Geodaten erkannten bereits sehr frih, daB eine zentrale Erfassung aller er-
schienenen Bucher und Fachartikel die Grundlage fir jede ernste wissenschaft-
liche Arbeit darstellt, denn sie muB auf einem grindlichen Literaturstudium
aufbauen. Eine Sammlung bibliographischer Hinweise, geordnet nach Teil-
gebieten der Spezialwissenschaft, ermdglicht es, alle einschldgigen Arbeiten
heranzuziehen, vorausgesetzt, dal diese Sammlung vollstdndig ist und alle
wichtigen Beitrdge schon kurze Zeit nach ihrem Erscheinen nachweist.

Bereits 1889 erschien die erste »Bibliographie Géodésique — Geodatische
Literatur«. Das von Prof. Borsch in Potsdam zusammengestellte Verzeichnis
war im Zentralbtro fiur die Internationale Erdmessung bearbeitet worden.
Diese Bibliographie gibt einen Uberblick {iber die vorliegenden Veroffent-
lichungen zur Gradmessung und enthélt Beitrdge aus 17 Landern. Sie ist die
erste internationale Fachbibliographie der Geodé&sie und umfaBt insgesamt
25 Jahre. Das Vorwort enthalt den Dank an die Fachkollegen Professor
Wittram aus Ruflland und den Ungarn L. v. Bodola, der damals als Dozent
fur Geodésie am Polytechnikum in Budapest wirkte.

Fast 50 Jahre spéter war es Perrier, der franzdsische Geodé&t und erste
Generalsekretar der Internationalen Assoziation fir Geodasie in Paris, der
sich mit der Herausgabe einer neuzeitlichen geodé&tischen Bibliographie be-
schéaftigte. Sie erschien 1935 als Band 1 der Bibliographie Géodésique Inter-
nationale und erfaBte die Fachliteratur der Jahre 1928 —1930 auf dem Gebiete
der Hdheren Geodasie. Auch an dieser Erstausgabe hatte mit A. Tass, dem
Direktor des Observatoriums Budapest, ein ungarischer Fachmann mitge-
wirkt und das Zustandekommen dieses Literaturnachweises mafgeblich unter-
stiitzt. Seit 1952 hat Prof. Dr. TArczy-Hornoch von der Technischen Hoch-
schule Sopron, Mitglied der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, aktiv
an den Fortsetzungsbanden mitgearbeitet.
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Da die Bibliographie Géodésique Internationale zu den bibliographischen
Angaben von den wichtigsten Arbeiten kurze Referate bringt, kann man sie
als die erste internationale Dokumentation der geodé&tischen Fachliteratur
bezeichnen. Sie erschien regelmaRig aller drei Jahre und erfallte die zwischen
den Generalversammlungen der Internationalen Union fir Geodéasie und Geo-
physik herausgekommenen Verdffentlichungen. Notwendig gewordene Ver-
dnderungen in der &dufleren Form und das starke Anwachsen der geoda-
tischen Publikationstatigkeit ohne eine &quivalente personelle Verstarkung
des Bearbeiterstabes verzdgerten die Herausgabe um 5 bis 8 Jahre, so
daR infolge der fehlenden Aktualitdt das Interesse der Abnehmer zu-
rickging. Ihr Inhalt konnte mit der modernen Entwicklung in der Geo-
dasie nicht mehr Schritt halten, denn die Buchform ist fir ein schnelles
Auffinden der gesuchten Literatur ungeeignet. Die letzte vollstdndige Aus-
gabe des Jahres 1956 mit den Annotationen 1949 —51 fand nur ganz geringen
Absatz.

Fur die wissenschaftliche geod&tische Arbeit in der Deutschen Demo-
kratischen Republik wurde die Information und Dokumentation dringend
gebraucht. Nach einem Gedankenaustausch mit Prof. Dr. O. Meisser von
der Bergakademie Freiberg uber die Mdglichkeiten einer geodatischen Doku-
mentation richtete der Direktor des Geoddatischen Instituts der Technischen
Hochschule in Dresden eine Dokumentationsstelle ein und betraute Dipl.-Ing.
H.-J. Paurl mit der Durchfihrung der dokumentarischen Arbeit. Mit der
Dokumentationsstelle fur Geophysik an der Bergakademie Freiberg wurde
engstens zusammengearbeitet, was schon daraus hervorgeht, da ab 1957 die
Ergebnisse in Heftform als »Montanwissenschaftliche Literaturberichte, Reihe
C der Bergakademie Freiberg« erschienen. Fur die Informationsarbeit bedeutend
wichtiger war jedoch die gleichzeitige Herausgabe als Dokumentationskarten
im Format DIN A 6, alle Angaben sowohl mit Aufdruck der Dezimalklassi-
fikation als auch mit Stichworten.

Mit dieser Einrichtung konnte eine ausreichende Information fir Lehre
und Forschung der Hauptfachrichtung Geodasie und Kartographie an der
TH Dresden, aber auch an allen geodéatischen Forschungs- und Entwicklungs-
stdtten der DDR erreicht werden. Den Studenten standen nunmehr fur ihr
Selbststudium, insbesondere fiur die Ausarbeitung ihrer Seminarvortréage geni-
gend Literaturhinweise zu Verflugung.

W ie jede Neuerung auf geodatischem Gebiet wurde auch dieser Doku-
mentationsdienst zun&chst mit Vorbehalt aufgenommen. Anfangs herrschte
die falsche Meinung vor, dall die personliche Literatursuche nicht zu um-
gehen sei. Jedoch bald erkannten die Wissenschaftler den Wert des Doku-
mentationsdienstes und nutzten seine Vorteile aus. Die Mitarbeiter des prak-
tischen Vermessungsdienstes erhielten die Informationen des Referatedienstes
in ihren Betrieben.
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Der Wunsch nach grolRerer Breite und Aktualitdt der geodatischen
Dokumentation und Information wurde laut. Er lie} sich nur durch eine gut
organisierte Zusammenarbeit aller wissenschaftlichen Einrichtungen der DDR
auf geodéatischem Gebiet erfillen. So wurden vom Direktor des Geodéatischen
Instituts der TH Dresden mit den Direktoren des Geodétischen Instituts
Potsdam (Prof. Dr. Reicheneder) und des Geodé&tischen Dienstes in Leipzig
(Dipl.-Mathem. Kramer) Vereinbarungen getroffen, denen spéater die Redak-
tion der Fachzeitschrift »VVermessungstechnik« sich anschlo3, wonach die er-
forderlichen Referate der in- und auslédndischen Fachpresse gemeinsam und
sinnvoll verteilt erarbeitet wurden. Es beteiligten sich an der Ldsung der
Aufgaben neben den genannten Einrichtungen noch die Dozenturen fur Ver-
messungswesen der Hochschulen fir Bauwesen in Weimar, Leipzig und Cott-
bus, die Institute fir Markscheidewesen, fur Angewandte Geophysik sowie
fur Geodasie und Fotogrammetrie der Bergakademie Freiberg, der Karto-
graphische Dienst in Potsdam sowie der VE B Carl Zeiss JENA. Die Bearbei-
tung der Referate war terminlich gebunden und wurde als Dienstaufgabe
vorgenommen. Damit konnte die erforderliche Breite einer aktuellen Informa-
tion erzielt werden.

Sehr bald interessierten sich die auslandischen Fachkollegen fir diesen
Informationsdienst. Die enge Freundschaft zwischen den Soproner und Dresde-
ner Instituten und ihren Direktoren brachte dieses Interesse darin zum Aus-
druck, daB Prof. Dr. A. Tarczy-Hornocii als Erster seine Mitarbeit anbot,
indem er die ungarische Fachliteratur dokumentieren und als Kurzreferate in
deutscher Sprache nach Dresden senden lieR. Ihm folgten der bulgarische
Kollege Prof. W. Peewski, Sofia, und die Mitarbeiter des niederlandischen
International Training Centre Fotogrammetrie in Delft unter Leitung von
Prof. Dr. SCHERMERHORN.

Es zeigte sich sehr bald, wie durch Ausweitung der internationalen
Kooperation Arbeitskraft, Zeit und Geld fur die fachwissenschaftliche Infor-
mation gespart werden kann, wenn die nicht mehr zu umgehende Literatur-
suche durch die Dokumentation auf viele Schultern verteilt wird. Ganz ent-
scheidend war bei dieser muhevollen Vorbereitung die Erkenntnis, daB fur
eine moderne Information die Vollstandigkeit und zugleich die Aktualitat
nur durch eine groRzlgige internationale Zusammenarbeit erreicht werden
kann, frei von politischen und wirtschaflichen Hemmungen. Daruber hinaus
hatte sich gezeigt, daR die freiwillige Mitarbeit der interessierten Dienst-
stellen, die ihrerseits die Dokumentation zur dienstlichen Aufgabe und gesell-
schaftlichen Pflicht macht, sich bewahrte.

Es konnte mit einem Minimum an Kréaften ein Optimum an Informa-
tion erreicht werden, besser als mit Berufsdokumentalisten, denen die
fachlichen Kenntnisse fiur die Erfassung des wesentlichen Inhalts der Ver-
6ffentlichungen fehlen. Die rasche Auswertung der Fachliteratur fur die
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Dokumentation bringt aulRerdem den eingesetzten Fachkollegen grole
Vorteile fur ihre eigene wissenschaftliche Arbeit.

Da die Internationale Assoziation fur Geodé&sie vor der Entscheidung
stand, ihre B.G.l. entweder einzustellen oder neue moderne Formen fir sie
zu finden, fand der in Dresden eingeschlagene Weg die Aufmerksamkeit
der Bibliographie-Kommission der AIG. Auf der XIl. Generalversammlung
der IUGG in Helsinki stand das Problem auf der Tagesordnung. Prof. Barda
von der TH Delft erhielt als Mitglied der Kommission den Auftrag, Unter-
suchungen und Beratungen Uber eine neue Form der B.G.l. mit Experten
durchzufuhren. Obwohl schon in Helsinki der Weg von Dresden fir eine
Internationale Dokumentation bei der finanziellen Lage der AIG als der einzig
gangbare erschien, brachte doch erst die Expertenkonferenz im Mai 1961 in
Delft Klarheit. Dort wurden Einzelheiten einer breiten Internationalen Doku-
mentation diskutiert und festgelegt. Der Direktor des Geod&tischen Instituts
der TH Dresden Ubernahm es, bis zur XI111. Generalversammlung der IUGG
1963 eine Internationale Dokumentation Geodasie entsprechend dem Dresdner
Muster in den vier Sprachen deutsch, russisch, englisch und franzdsisch in
Heften und Karten herauszubringen. AuBerdem wurde festgelegt, dalR die
bisherige Bibliographie Géodésique Internationale fur die Jahre 1952 bis 1960
vom Zentralblro der AIG noch abgeschlossen werden sollte, um den Anschluf
zur neuen Form herzustellen.

Als Dauerversuch erschienen seit Januar 1962 die Karteikarten der 1IGD
in vier Sprachen, die Referatehefte aus 6konomischen Grinden weiterhin
unter dem bisherigen Namen, »Montanwissenschaftliche Literaturberichte, Reihe
G, Geodasie«. Wie zu erwarten, fehlte das Verstandnis der Geodéaten flir diesen
Namen. Auf eine notwendige Namensanderung hatte Prof. Dr. TArczy-
Hornoch bereits 1962 bei einer Besprechung Uber Fragen der interna-
tionalen Zusammenarbeit aufmerksam gemacht. Ab 1963 konnten die Re-
feratehefte als »Bibliographia geodeticax erscheinen, zumal von diesem Zeit-
punkt an die Herausgeberschaft vom Nationalkomitee fiir Geodé&sie und
Geophysik der DDR bei der Deutschen Akademie der Wissenschaften
Ubernommen wurde. Offiziell trat die Bibliographia geodetica die Nach-
folgeschaft der Bibliographie Géodésique Internationale im September
1963 an, als bei den Beratungen der AIG in Berkeley die Dokumenta-
tionsstelle des Geodatischen Instituts der TU Dresden als Zentralredaktion
bestatigt wurde.

Bei den Beratungen in Delft wurde empfohlen, einige Regionalzentren
fur die IGD zu schaffen, wo die nationalen Verdffentlichungen in der Landes-
sprache sowie diejenigen umliegender L&nder zu dokumentieren sind. Der-
artige Regionalzentren der AIG bestehen zur Zeit auBBer in Dresden in Moskau,
W ashington, Paris, London, Helsinki und Frankfurt/Main. Weitere Mitarbeiter
fur diese Regionalzentren stellen neben den fruher schon aktiven Instituten
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in Sopron, Budapest und Sofia mehrere geoddtische Einrichtungen in War-
schau, Prag, Oslo und Canberra.

Laufend mussen durch personliche Kontakte der verantwortlichen Mit-
arbeiter im Dresdner Zentrum neue Mitarbeiter gewonnen werden, damit die
internationale Zusammenarbeit aktiviert und verbessert werden kann. So
wurde auf der VII. Konferenz der Europdisch-asiatischen Region fir die
Internationale Geodéatische und Geophysikalische Cooperation (Moskau Juni
1964) eine Empfehlung angenommen, wonach alle Nationalkomitees der Mit-
gliedslander nationale Beauftragte fiur die Internationale Geodéatische Doku-
mentation benennen sollen. Auf diese Weise kann eine feste und sehr nutz-
liche Mitarbeit gesichert werden.

In jéhrlich etwa 1300 Referaten werden aus allen Fachgebieten der
Geodasie die international wichtigsten Arbeiten dokumentiert. Eine Ergan-
zungsbibliographie bringt aulerdem noch etwa 1500 Titel und ein Register,
so daB von weitgehender Vollstdndigkeit gesprochen werden kann. Die Wei-
terentwicklung der Publikationen wird in Zukunft eine VergréRerung des
Umfangs fordern, die heute weder notwendig noch mdglich ist. Der gezielten
Auswahl der Referate kommt somit ganz besondere Bedeutung zu. Es wird
eine hochwertige Mitarbeit der Geodd&tischen Institute aller Kulturldnder
gefordert.

Besonders erfreulich ist, daR der Jubilar, Prof. Dr. Dr. A. TArczy-
Hornoch, dem dieser Beitrag zu seinem 65. Geburtstag gewidmet wurde, mit
seiner ganzen Person die Arbeiten an der Internationalen Geodé&tischen Doku-
mentation gefordert hat. Daflir sagen ihm wie auch seinen Vorgéngern und
Mitarbeitern die Fachkollegen in aller Welt herzlichen Dank.

THE INTERNATIONAL GEODETIC BIBLIOGRAPHY

H. PESCHEL

SUMMARY

This is a summary of the development and present state of geodetic documentation
indispensable for scientific research work.

LA BIBLIOGRAPHIE GEODESIQUE INTERNATIONALE

H. PESCHEL

RESUME

Le mémoire donne un apercu du développement et de I’état actuel de la documentation
géodésique, indispensable pour tout travail de recherche scientifique intéressant la géodésie.
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MEXAYHAPOAHAA BUB/IMOIPA®UA MO MEOCAE3NN

X. MEWENb

PE3FOME

B cTaTbe faH 0630p 0 PasBUTUM W COCTOSIHWUM FeofIe3NUeckoii JOKyMeHTaL M, Heobxoau-
MOl AN Hay4HO-MUCCNefoBaTelbCKUX PaboT.
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MODELLE ZUR DEUTUNG DES ANOMALEN
VERHALTENS GEOMAGNETISCHER VARIATIONEN
UBER GROSSEN ZYLINDRISCHEN SEDIMENTBECKEN

E. PORSTENDORFER und G. PORSTENDORFER

MITTEILUNG NR. 18 AUS DEM INSTITUT FUR GEODYNAMIK JENA DER FORSCHUNGSGEMEINSCHAFT
DER DAW ZU BERLIN

[Eingegangen am 10. Mai 1965]

Die Arbeit untersucht die Mdoglichkeit der Deutung des anomalen Verhaltens geo-
magnetischer Baistérungen in Norddeutschland durch ein Stromsystem, das im Bereich der
magneto-tellurisch erfaBten gutleitenden Sedimente flieRt.

Die Stromdichteverteilung wird fir verschiedene Modelle gutleitender Zonen im Sedi-
mentbereich, in der tieferen Erdkruste und im Erdmantel theoretisch unter Beachtung des
Skineffektes und praktisch durch elektromagnetisch dquivalente Modellversuche abgeschatzt.
Die magnetische dZ-Wirkung des Stromsystems im Sedimentbereich fiir vorgegebenen geo-
logischen Tiefenbau wird durch Auszahldiagramme ermittelt und mit den tatsdchlich gemes-
senen Werten verglichen.

Untersuchungen von w iese [1] und Schmucker [2] an geomagnetischen
Baistérungen (T'?w 30 min) im norddeutschen Raum zeigten, daB sich durch
Norddeutschland etwa entlang der Linie Bremen—Wittenberge eine ost-
westlich gerichtete Grenzlinie zieht, die zwei Rdume mit entgegengesetzten
Vorzeichen der ZIZ-Komponenten von Baistérungen abgrenzt. Magneto-tellu-
rische Sondierungen in Norddeutschland [3] erbrachten den Nachweis, dafl
die Sedimente des norddeutsch-polnischen Sedimentbeckens mit Werten der
mittleren spezifischen L&ngswiderstdnde unter 2—4 ihn viel niederohmiger
sind als bisher angenommen wurde.

Die Vermutung liegt nahe, daR das Ost-West-Stromsystem, welches das
anomale Verhalten der zIZ-Komponenten erkldren wirde, in erster Linie im
Bereich des gutleitenden »Sedimentozeans« Norddeutschlands flieRt. Diese
Annahme bedarf aber einer Prufung in Hinsicht auf die Frage, wie sich das
Vorhandensein zusatzlicher gutleitender Schichten in der tieferen hochohmigen
Kruste bzw. im oberen Erdmantel auswirken wird.

Dazu wurden die Stromdichteverteilungen fur drei Schichtenmodelle
errechnet, die unter Berlcksichtigung international vorliegender magnetotei-
lurischer Sondierungen und in Zusammenarbeitmit dem VEB Gheophysik durch-
gefirter Messungen im Gebiet der Insel Rigen entworfen wurden (Abb. 1).

Die Berechnung erfolgte ausgehend von dem von cagniara gegebenen
Ansatz fur die Lésung der elektromagnetischen Wellengleichung einer harmo-
nischen ebenen Welle fiir horizontale Schichtung im elektromagnetischen egs-
System

Ex= A me~kz+ Be+kz (1)
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k= Y4nae+m | R

I R 1T-Q (emcgs.) p = ---2--%Y\00T prakt. Ein.

2T
1 b'x .
A, . (magnetisches Feld) (2)
i Co 9z
Ay= N| B O+KT (3)
X,y = kartesische Horizontalkoordinaten.

Unter Bericksichtigung der Stetigkeit der Tangentialkomponenten von
E und 4 an der Grenzflache zwischen den Medien 1 und 2

Axe KZ + Bxe+klZl = A2e~k'Z B2e+k*a (4)

Ax(-k xe~k™) + Bl(kle+k™) = A2(- k.,e~k™) + B2(k2e+k%i) (5)

lassen sich die Koeffizienten A2 und B2 errechnen, wenn man die Kenntnis
der Koeffizienten Axund Bxim darunterlagernden Medium voraussetzt.

Modell A

1Cr'e 1Crs 1Cr4 10~3 1Cr2 10'1 10° j/jo

Abb. 1. A. Stromdichteverteilung fir vorgegebene Krusten- und Mantelstruktur Modell A:
Typ Riugen
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Modell B
10'6 10%5 10"4 ler3 ler2 lerl 10°  j/jo
0%
100
101 -
102 -
103 J

Abb. 1. B. Stromdichteverteilung fiir vorgegebene Krusten- und Mantelstruktur
Modell B: Typ Zentrum des norddeutschen Sedimentationsbeckens

Modell C
10"3 ler2 10"1 10° 101 102 103 j/jo
1071 -
100 _
101
* 102 -1
103 J

Abb. 1. C. Stromdichteverteilung fir vorgegebene Krusten- und Mantelstruktur
Modell C: Typ sudlich des Mitteldeutschen Hauptabbruches (Gebiet anstehenden hoch-
ohmigen Grundgebirges)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



E. PORSTENDORFER und G. PORSTENDORFER

354
A2= A. . o (*2+ fd]) + B. N — (6)
1 2k2 1 2 k2
B2= A.e-At+h) . (b— ki) + B.e-*i(*r-*i). ~ + fd . 7)
2k2 1 2 fc2 Vv

Die Trennung von Real- und Imaginarteil von yi2 und B2liefert (8) und (9).

?1 1

Abb. 2. Zur Erklarung der verwendeten Teufenkoordinaten

a2z K24 err PIme t(E )
2
) E,I S
, KR= Y1 g ®B AR *p)
2 K
<p—*|_ * L Y= Al ¢ a|:_l
Pi P Pl Pi ot
f= Oz_il
2 fa. a
Wz — K

= (Re -+ ilm /lj) ¢ /eef(cos @—i sin o) -f-

-)- (Re B1-f-ilm By) my eev (cos rp— i sin rp)
Re (A2) = epwf (Re Axcosp Im Axsin ¢ -f-

+ ev.g (Re Bycosm-)- Im By sin rp) (8)
Im (A2 = €?/( — Re Axsin@+ Im Axcos ¢p)

-j- e4g (— Re By sin ip-f- Im By cos 1p)
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Bo= A, ¢+-—— L1 e KW P-me 'P° P+
2 j+ 2

BT - Fa-fa o o by oaet W(-5)

2 va.
Ba= (He A, -)-ilm /ij) mge v e (cosip-\-isinip)
+ (Re By -f- ilm Bj) «f e ~g(cos @ -f- i sin )
Re (B2 = ge (Re Almcos ¢p — Im Ax esincp) +
+ fe'4(Re By *«cos @— Im By sin
Im (B,) = g e~v (Re Ay sin g -f- Im Ay cos ) -j-

+ / e ~(Re Bysin @-j- Im By cos @)

Daraus lassen sich die Real- und Imaginérteile von E2 errechnen.

z z .
E2= (Re A2--ilm A2 e K 2 Gin—Z£ I\
Pi Pi '
-f- (Re B2 ilm B.,) ep- c0S------—-- isin--—-—- =
Pi Pi
YA A i Z Z
—e P Re Ao cos-——-—- hiReA2sin— ilm A2cos---—-—-—-
Pi P2 Pi
.z + —/ b4 . .
ImA2sin--- 1+6 P IRe B?cos-—-—--—--- i Re J3, sin
P2 Pi Pi

z z
+ ilm B2cos----—--- h Im B, sin—-

Pi " Pi
Re (E2 —e A Re A2cos Im A2sin— +
Pi Pi
T z .z
+ e P Re BOcos----—--- rim B, sin-—
Pi Pi
Im (E2 = ¢ Pil+ ReA2sini—- him A2cos>-—- +
Pz P2
~ir e"_PZ Re B2sin Im B2cos
Pi Pi

Den Betrag des elektrischen Feldes erh&lt man aus

\E2\ = |i(ReEQ4 (I m £22

©)

(10

(n)
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und daraus den Betrag der Stromdichte
h = *2 «\Ei\. (12)

Fir das allerunterste Medium setzt man

Re (A) = 1
Im(A)=0
Re(B)= 0
Im(B) =0
Modell Sedimentbecken

Pm :Dm*HM*“ PS:DS:HS
I\

T = -ﬁj’s T - 2260s - 38min

Eindringtiefe pM =7 ]/10pCM <«TMN

pM- 1,13cm ps = 33,6km

Abb. 3. Elektromagnetische Aquivalenz zwischen Modell und Sedimentbecken

So kann man ausgehend vom alleruntersten Medium sukzessiv die Koeffi-
zienten und damit die Stromdichteverteilungen fir alle daruberlagernden
Schichten berechnen.

Die Ergebnisse der Rechnungen wurden in Abb. 1 eingetragen. Sie
zeigen, daB im Falle des Vorhandenseins einer gutleitenden Sedimentdecke
mit Méachtigkeiten bis zu 10 km der Hauptteil der den Baistdrungen zuge-
ordneten Strome ohne wesentlichen Skineffekt im Sedimentbereich flieR3t.
Die Strome verlagern sich erst in grofRere Tiefen, wenn die Sedimentméachtigkeit
abnimmt bzw. ganz verschwindet.

Die Frage, ob an den Randern gutleitender Sedimenttrége eine Strom-
drdngung des Baistdrungsstromsystems auftritt, wurde durch einen Modell-
versuch untersucht. Die elektromagnetische Aquivalenz zu einem zylindri-
schen Becken lieferte eine langgestreckte Aluminiumplatte (Abb. 3), durch
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die ein 50 Hz-Wechselstrom von 800 A geschickt wurde. An den Ré&ndern
dieses Modells zeigte sich keine meRbare zusatzliche Stromdrangung.

Fiur eine erste grobe Abschatzung darf man also das gesamte Sediment-
becken als vom Stromsystem gleichm&Rig durchsetzt betrachten.

Um eine Verbindung zwischen dem geologischen Tiefenbau eines zylin-
drischen Sedimentbeckens und den an einem Punkt P der Erdoberflache zu
erwartenden A Z-AuRerungen des Stromsystems zu bekommen, sei auf Abb. 4
verwiesen.

Die magnetische Wirkung eines zylindrischen Stromeinheitselementes

+ o+ + + + + o+

Abb. 4. Zur Berechnung der magnetischen Wirkung eines Stromelementes

auf P ist nach dem Biot-Savartschen Gesetz

v = —  C.
Dann ist die gesuchte Vertikalkomponente

Hz= \H\ esina —C ¢ — esina.
r

Mit

. X
Sina = —

-

wird

Das ist dieselbe Beziehung wie fur die A g-Schwerewirkung eines zylindrischen
Einheitselements auf den Punkt P, wenn man die x- und z-Koordinaten ver-
tauscht. Will man also beivorgegebenem geologischem Tiefenbau die A Z-Wir-
kung des zylindrischen Stromsystems unter Vernachlassigung lateraler Ande-
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Abb. 5. Verlauf der A Z-Komponenten von Baistdrungen in einem N-S-Schnitt durch das Norddeutsche Sedimentationsbecken;

nach dem vorgegebenen geologischen Tiefenbau ausgezéhlte AZ-Werte, — relativer Verlauf der Vertikalkomponenten
stdrungen, entnommen und umgezeichnet aus [1]

von Bai-

HI4HOANILSHOd 'O pun YI44OANILSHOd



DEUTUNG DES ANOMALEN VERHALTENS GEOMAGNETISCHER VARIATIONEN 359

rungen des mittleren spezifischen L&ngswiderstandes abschéatzen, so bedient
man sich mit Vorteil um 90° gedrehter gravimetrischer Auszdhldiagramme
fur zylindrische Strukturen.

Das zur Auszahlung verwendete Sedimentationsbecken wurde nach den
in [4, 5, 6 und 7] gemachten Angaben iber den geologischen Tiefenbau Nord-
deutschlands entworfen. Abb. 5 zeigt das Ergebnis dieser Ausz&hlung im
Vergleich zu den uber diesem Profil tatsdchlich gemessenen A Z-Werten von
Baistérungen. Die Differenz zwischen den gemessenen und durch Ausz&hlung
ermittelten Werten kdnnen ihre Ursache in folgenden Gegebenheiten haben:

1. Strukturelle Abweichungen des vorgegebenen Grundgebirgsaufbaues
vom tatséchlichen.

2. Nichtbericksichtigung gutleitender Sedimentgebiete studlich des Mit-
teldeutschen Hauptabbruches.

3. Lokale Anderungen in den mittleren spezifischen Léangswiderstianden
der Sedimente.

4. Vorhandensein gutleitender Schichten im tieferen Krustenniveau, wie
sie bisher nur auf der Insel Rigen magnetotellurisch erfalt wurden.

Es mul einer spateren Untersuchung Vorbehalten bleiben, die gemessenen
A Z-Werte mit den ausgezdhlten unter Abé&dnderung der strukturellen und
lateral-elektrischen Parameter weiter anzupassen.
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MODELS FOR THE INTERPRETATION OF THE ANOMALOUS BEHAVIOUR
OF GEOMAGNETIC VARIATIONS OVER LARGE CYLINDRICAL SEDIMENTAL BASINS

E. PORSTENDORFER and G. PORSTENDORFER

SUMMARY

The present study investigates the possibility of an interpretation of the anomalous
behaviour of the geomagnetic bay disturbances in North Germany as a consequence of a current
system flowing in the section of the good conducting sediments obtained by magneto-telluric
measurements.

The distribution of current density is estimated for various models of good conducting
zones on the sedimental range, in the deeper crust and in the mantle theoretically considering
the skin effect and practically with the aid of electromagnetically equivalent model experi-
ments. The magnetic /1 Z-effect of the current system in the sedimental range for a given

geological deep structure is calculated with nomograms and compared with actually obtained
measured values.

MODELES POUR L’INTERPRETATION DU COMPORTEMENT IRREGULIER
DES VARIATIONS GEOMAGNETIQUES AU-DESSUS DES GRANDS BASSINS
SEDIMENTAIRES CYLINDRIQUES

E. PORSTENDORFER et G. PORSTENDORFER

RESUME

L’ouvrage examine la possibilité d’une interprétation du comportement irrégulier des
perturbations de baies géomagnétiques en Allemagne du Nord, par un systtme de courants
circulant dans le domaine des sédiments bons conducteurs contrélables par des mesurages
magnéto-telluriques.

La distribution de la densité des courants est évaluée pour les différents modéles de
zones conductrices dans le domaine sédimentaire, dans la crolte plus profonde et dans le man-
teau, d’une facon théorique en tenant compte de I’effet pelliculaire, et par une méthode
pratique, a l’aide d’essais sur modeles électro-magnétiquement équivalents. L’effet magnétique
AZ du systeme de courants dans le domaine sédimentaire est évalué pour une structure pro-
fonde donnée au moyen de nomogrammes, et comparé aux valeurs effectivement mesurées.

MOAENWN ANA BbISCHEHUA AHOMAJIbHOIO MOBEAEHUA TEOMAMHUTHbIX
BAPVALIMIM HAL KPYTMHbIMU LUWAANHAPUYECKUMWN OCALOYHbIMU
BACCEVHAMMW

3. NTOPCTEHAOP®EP u ' NTOPCTEHAOP®EP

PE3IOME

B paboTe paccmMaTpuBaeTCs BO3MOXHOCTb BbISICHEHUS aHOMa/IbHOro MOBEAeHUSt Teo-
MarHUTHbIX 6YXTOBbIX BO3MYLLEHWI B CeBEPHOIN uyacTy epmMaHWM Npu MOMOLLM CUCTEMbI TOKOB,
KoTopasi Te4yeT B TO/ILE XOPOLIO MNPOBOASLIMX OCAKOB, OXBATblBaeMOW MarHUTO-Tesnny-
PUUECKUMU  HABMIOAEHNSIMN.

PacnpesenieHne NaoTHOCTM TOKOB OLIEHVBAETCA ANSi PasHbIX MOfefeli XopoLlo NpoBoas-
WMX 30H B 0CAfOYHONA TOALE, B F/y60OKOM 4acTu 3eMHOW KOpPbl M B MaHTUM TEOPETUYECKM C
YUYETOM CKMH-3((IeKTa M MPaKTUYeCKM MpU MOMOLLM OMbITOB Ha 3KBUBANEHTHbIX MO 3/1eKTPO-
MarHUTHbIM CBOWCTBaM Mofensx. MarHUTHbI AZ 3(heKT CUCTEMbl TOKOB B 0CafIoHHOMA TosLe
ONS 3afaHHbIX TNYBUHHBLIX Te0NorMyecknx CTPYKTYpP onpeaensieTcs no AvarpaMmam M comno-
cTaBnseTcsi ¢ (haKTUUecKy HabMoAEHHBIMW 3HAUEHUSIMU.
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UBER DIE GENAUIGKEIT DER BESTIMMUNG DER
ASTRONOMISCHEN REFRAKTION

K. RAMSAYER, Stuttgart

[Eingegangen am 6. April 1965]

Die astronomische Refraktion wird in der Regel nur aus der scheinbaren Zenitdistanz
z, dem Luftdruck und der Temperatur im Beobachtungsort berechnet. Zur Abschéatzung der
Grenzen dieser Vereinfachung wird u. a. gezeigt, dafl fir einen mittleren Zustand der Atmo-
sphére unter Annahme einer sphdrischen Schichtung der EinfluB der Atmosphére oberhalb
des Beobachtungsortes nur 0]'076-tan z(l + tanZ) betrdgt. Fur z <, 60° konnen deshalb auch
erhebliche Abweichungen der Atmosphére vom Normalzustand die Refraktion hdchstens um
0*1 ...0"2 verfalschen. Refraktionsstérungen rihren hauptsadchlich von Schichtneigungen,
d.h.von Abweichungen der Fladchen gleicher Brechungszahl von einer sphérischen Schichtung,
her. Der EinfluB der Schichtneigungen wird unter der Annahme einer exponentiellen Ab-
nahme mit der Héhe und einer linearen horizontalen Anderung untersucht. Ist die horizontale
Anderung klein, so ist der EinfluR der Schichtneigungen proportional zu sec2z und kann aus
der Beobachtung von mehreren Sternen in verschiedenen Zenitdistanzen gendhert ermittelt
werden.

1. Einleitung

Die astronomische Refraktion wird in der Regel aus der scheinbaren
Zenitdistanz, dem Luftdruck und der Temperatur im Beobachtungsort ermit-
telt. Weitere, die Refraktion beeinflussende GroRen, wie z. B. der Wasser-
dampfdruck, der Zustand der Atmosphé&re usw. werden nur ausnahmsweise
bericksichtigt oder kdnnen uberhaupt nicht erfaBt werden. Es soll deshalb
nachstehend untersucht werden, mit welchen Fehlern bei der Refraktions-
ermittlung fur Zenitdistanzen < 60° gerechnet werden mufl und ob die
Genauigkeit gesteigert werden kann.

2. Berechnung der astronomischen Refraktion bei sphéarischer Schichtung
der Atmosphare

Zur Berechnung der astronomischen Refraktion zerlegen wir die Atmo-
sphére in dinne Schichten, die von Flachen gleicher Brechungszahl n begrenzt
werden. Bezeichnen wir die auf diese Fldchen bezogenen Einfallswinkel des
vom Stern kommenden Lichtstrahls mit i, so lautet die strenge Gleichung
fur die Refraktion im Beobachtungsort B

R = ¢ tani-——- , g'= 206 265", (1)
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wobei zwischen der Grenze Gr der Atmosphédre und B zu integrieren ist. Dieses
Integral ist Iésbar, wenn in jedem Punkt der Bahnkurve des vom Stern kom-
menden Lichtstrahls die Brechungszahl n und der Einfallswinkel i bekannt
sind.

Die Brechungszahl n kann nach [1] aus folgenden Gleichungen

} p TO e n
Troposphare:  p . | = e 77 (V2 — 1) wememeee T2~ )T (2)
Po 1 Po i
T
Stratosphare: n-1=—1-B(VR- 1 3)
K Po

berechnet werden. Es bedeuten p = Luftdruck, T = absolute Temperatur,
pu= 760 Torr, TO= absolute Temperatur bei 0 °C, v2= Brechungszahl der
trockenen Luft und vl= Brechungszahl des Wasserdampfes jeweils beim
Druck pOund der Temperatur TO, e = Wasserdampfdruck,pf = Partialdruck
des Gases Bim Gasgemisch der Luft, B — Brechungszahl des Gases R beim Druck
p Ound der Temperatur TO. Wir miRten demnach fir jeden Punkt der Licht-
strahlkurve die GréRenp, T,ehzw.pB und T kennen, um nberechnen zu kénnen.
Dies ist praktisch nicht mdéglich, da uns die momentanen Werte dieser Grélien
nicht oder nur gendhert bekannt sind. Wir kdnnen jedoch n flir einen mittleren
Zustand der Atmosphére, Uber den wir heute bis etwa 700 km Hdéhe gut infor-
miert sind [2], fur jede Meereshdhe innerhalb dieses Bereiches berechnen. Dabei
genugt es, sich auf die unteren 60 ... 70 km zu beschrdnken, da oberhalb mit
genugender Genauigkeit n = 1 gesetzt werden kann.

Wir kdénnen auch fir einen mittleren Zustand der Atmosphére den
wahren Verlauf der Flachen gleicher Brechungszahl ermitteln und bei der
Berechnung der Einfallswinkel i bertcksichtigen, wie dies von Harzer [1]
durchgefuhrt wurde. Dadurch wird die Berechnung von (1) sehr kompliziert.
In [1] wird jedoch auch gezeigt, daB die den meisten Refraktionstheorien
zu Grunde liegende Annahme von konzentrischen Kugelflachen bis zu Zenit-
distanzen von etwa 80° sehr gute Ndherungswerte liefert. Wir wollen deshalb
fur die weitere Behandlung des Refraktionsintegrals die Niveaufldche durch
den Beobachtungsort B durch die Schmiegungskugel in B ersetzen und anneh-
men, dalR die Flachen gleicher Brechungszahl zum Mittelpunkt M dieser
Kugel konzentrische Kugelflachen sind. Dann kann (1) nach [3] S. 480/81
ohne nennenswerten Genauigkeitsverlust in die Form
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gebracht werden. Hierin bedeuten R = Refraktion im Beobachtungsort B,
z = scheinbare Zenitdistanz in B, n0= Brechungszahl in B, nl= 1
— Brechungszahl an der Grenze der Atmosphére, 1 — s = a/r, a — Radius
der Schmiegungskugel durch B, r = Abstand vom Mittelpunkt M der Kugel-
flachen, n = Brechungszahl der Kugelflachen vom Radius r. Bezeichnen
wir die Hohendifferenz zwischen einem beliebigen Punkt der Lichtkurve und
B mit h, setzen

od \ +
a Jni n ) + (4)
tan3r —atansz lg; hd
Zahlentafel |

ka Druck Torr DamTpJ:jrruck Temp. °C Standard Atmosph.
Druck Torr Temp. °C

0 1,000 282 56 760,3 4,8 + 94 760,0 + 15,0
| 254 53 673,1 3,2 + 4,6 674,1 + 85
2 228 61 594,6 19 + 01 596,3 + 20
4 184 53 460,9 0,8 — 10,7 462,5 —11,0
6 148 74 353,0 0,2 —23,7 354,2 —24,0
8 119 06 266,3 —38,0 267,4 —36,9
10 092 96 197,6 -49,6 198,8 -49.9
12 069 68 145,1 —54,2 145,5 — 56,5
16 037 35 77,8 — 54,1 71,7 — 56,5
20 020 10 41,8 — 541 41,5 — 56,5
24 010 85 22,5 — 541 22,3 -52,6
28 005 86 12,2 — 541 12,1 — 48,6
32 003 18 6,58 — 541 6,67 —447
40 000 94 1,94 —54,1 215 228
48 000 28 0,58 —54,1 0,77 — 25
60 000 05 0,10 —54,1 017 —174
72 000 01 0,02 —54,1 003 —61,3

Brechungszahlen n der Atmosphare fiir die Wellenlange X= 574 m/i in verschiedenen Meeres-
hohen H fur eine mittlere Druck- und Temperaturverteilung in 52°5 geographischer Breite
nach P. Harzer [1] und Vergleich mit der U. S. Standard Atmosphare 1962 [2].
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In Zahlentafel I sind die Brechungszahlen n nach [1] fir einen mittleren
Zustand der Atmopshdre fir verschiedene Meereshéhen H auszugsweise
angegeben. Die meteorologischen Werte sind zwar schon &lteren Datums,
stimmen aber fir H <[ 32 km befriedigend mit neueren Werten uberein, wie
aus dem Vergleich mit der U. S. Standard Atmosphédre 1962 hervorgeht. Die
Abweichungen fir H 32 km sind unerheblich, da sich hier n nur zwischen
1,000 003 und 1 andern kann.

Mit den Harzerschen Werten und a = 6370 km erhalten wir fir einen
Ort im Meeresniveau (H = 0), wenn wir die mittlere Brechungszahl im Meeres-
niveau mit nm bezeichnen,

o (hnm- 1)= 587282, y Q' (m- 1)2= 0",0082,
©)

— | *h md(— 1= 0",0762,
a Jnm Vnl

Rm= 58",282 stanr - 0",0762 stan z + 0'",0082 mtan3 — (6)
— 0",0762 «tan3z = 58",206 tan z— 0",068 *tan3z.

Rm stellt die mittlere Refraktion oder Normalrefraktion im Meeresniveau fiur
den in Zahlentafel 1 niedergelegten mittleren Zustand der Atmosphé&re dar.

3. Abweichung des wahren Druck- und Temperaturverlaufs ldngs der Lichtbahn
von den theoretisch angenommenen Werten

Vergleichen wir (4) mit (6), so stellen wir fest, daR der EinfluR der
Atmosphére oberhalb des Beobachtungsortes fir einen mittleren Zustand

dRA = —0",0762 «tan z — 0",0762 «tan3z = — 0",0762 «tan z(l -f-tan2z) (7)
betréagt. Aus nachstehender Tabelle

z 0° 20° 40° 60° 70° 80°
[dRA\ 0",00 0",03 0",11 0',53 1,79 14,33

folgt, dalR dRA fur z 60° nur wenige Zehntelsekunden betrégt. Im Bereich
z <7 60° koénnen deshalb auch erhebliche Abweichungen vom Normalzustand
der Atmopshére (z. B. durch Temperaturinversion in den unteren Schichten)
die Refraktion héchstens um O'T ...0"2 verfalschen. Hieraus folgt ferner,
dalR fur z <C70° die Refraktion im wesentlichen nur von der Brechungszahl
und der scheinbaren Zenitdistanz im Beobachtungsort abhéngt.
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DaR die Schwankungen des Druck- und Temperaturverlaufs in der
Atmosphére die Refraktion nur sehr wenig beeinflussen, geht auch aus Zahlen-
tafel 11 hervor, in der die Normalrefraktionswerte nach verschiedenen Refrak-
tionstafeln zusammengestellt sind. Hierbei berlcksichtigen nur die Werte
von Harzer den wahren Druck- und Temperaturverlauf fir einen mittleren
Zustand der Atmosphére, wéhrend die Ubrigen Werte auf Hypothesen beruhen,
die teilweise von der Wirklichkeit erheblich abweichen. Trotz der sehr unter-
schiedlichen und hei Bessel, Gyldén und Radau als Uberholt zu bezeich-
nenden Theorien stimmen die Werte fur 2 < 80 bis auf wenige Zehntel-
sekunden Uberein.

Zahlentafel 11
z 40 50 60° 70 80
Harzer 48,7" 69,1" 100,2" 158,1" 317,9"
Bessel 48,9" 69,3" 100,6" 158,7" 318,9"
Gyldén 48,6" 69,0" 100,1" 157,9" 317,7"
Radau 48,6" 69,0" 100,1" 157,9" 317,7"

Vergleich verschiedener Refraktionstafeln fur 760 Torr Luftdruck, -f-10° C Temperatur und
6 Torr Wasserdampfdruck

Noch deutlicher wird die weitgehende Unabhéangigkeit vom Druck- und
Temperaturverlauf in der Atmosphéare, wenn wir annehmen, daR die Flachen
gleicher Brechungszahlen horizontale Ebenen sind. In diesem Falle wird der
Radius der sphérischen Schichten unendlich groB3, so dal? in (4) die Integral-
glieder wegfallen. Hieraus folgt, dal? bei einer horizontalen und ebenen Schich-
tung der Atmosphére die Refraktion nur von z und nuabhéngt und dalR sie
vom Zustand der dartber liegenden Atmosphére voéllig unabhéngig ist. Die
Tatsache, dall sich der Zustand der Atmosphéare trotzdem entsprechend den
Integralgliedern in (4) auswirkt, ist nur durch die Krimmung der optischen
Schichten der Atmosphére bedingt.

4. Berucksichtigung des wahren Luftdrucks und der wahren Temperatur im
Beobachtungsort

Da nach den bisherigen Untersuchungen R fast ausschlieBlich nur von
der Brechungszahl und der scheinbaren Zenitdistanz im Beobachtungsort
abhangt, 1aRt sich aus (2) und (4) unter Vernachldssigung des sehr kleinen
Einflusses des Wasserdampfdruckes die fast immer ausreichende Néaherungs-
gleichung

R~Rm- (8)
Pm 2

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



366 K. RAMSAYER

ableiten. Hiermit kann aus der Normalrefraktion Rm beim Druck pm und
der Temperatur Tm die Refraktion R beim Druck p und der Temperatur T
berechnet werden.

5. EinfluB der Schichtneigung

Bei der Herleitung der Refraktionsgleichung (4) wurde vorausgesetzt,
daR die Flachen gleicher Brechungszahlen konzentrische Kugelflachen sind,
die auf der Lotrichtung im Beobachtungsort senkrecht stehen. Dies wird
in Wirklichkeit nicht zutreffen. Bezeichnen wir die Abweichung der wahren
Einfallswinkel i von den entsprechenden Einfallswinkeln i* bei sphérischer
Schichtung mit di und setzen

i= i*+ di,
so erhalten wir aus der strengen Gleichung (1)

o d
R=0 tani* A +e-T °_ g :
n JGr cos2i* n

Beachten wir, daR das letzte Glied klein ist, dalR i* von z nur wenig
abweicht und dal n ~ 1 ist, so erhalten wir den »EinfluB der Schichtneigung«
aus

0" rB
dR”N - di-dn. (9)
cos2z Ja

Zur Diskussion dieser Gleichung gehen wir von einem mittleren Zustand
der Atmosphédre aus und suchen den Zusammenhang zwischen n und der
Meereshéhe H. Zu diesem Zweck tragen wir in einem halblogarithmischen
Netz die Wertepaare (n — 1) und H nach Zahlentafel I auf. Dann kdénnen
wir feststellen, dafll log (n — 1) sehr genau durch zwei Gerade angend&hert
werden kann. Diesen Geraden entsprechen die Beziehungen

on 9km : (n- 1)H™ (n 1)H=0 *e-°[0931-H (10)
H~> 9 km :(n—1H (n .€-0,l0YH-9* (u)

Hieraus erhalten wir durch Differentiation

O<#<;9km :dn”b”-e-“ dH,

ff~ 9km :dn b.,-e~a<H~N-dH ,
etj= 0,10931, bl= —a”n — 1)H=0;
a,= 0,15209, b2= —a2(n - 1)H=9.

* Die Exponenten entsprechen den Steigungen der Sehnen zwischen log (N— 1)5-0
und log (N —21)h=9 und zwischen log (n — 1)w_9 und log (N —1)h=5>
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Die Schichtneigungen di im Beobachtungsvertikal sind hauptséchlich
vom horizontalen Temperatur- und Druckgradienten der Atmosphédre ab-
héngig. Dabei kann angenommen werden, dal diese Gradienten in den héheren
Schichten wegen der besseren Ausgleichsmdglichkeiten nicht so groRBe Werte
annehmen wie in unmittelbarer N&he der Erdoberflache. Wir setzen deshalb
voraus, daB di langs der Lotlinie des Beobachtungsortes B mit der Hdhe
exponentiell abnimmt, di wird sich auch l&ngs der Schnittlinien des Beobach-
tungsvertikals mit den Kugelflachen &ndern. Nehmen wir der Einfachheit
halber an, daR diese Anderung proportional zur Horizontalentfernung S von
B ist, und daR der Proportionalitatsfaktor r) fur alle Kugelflachen konstant
ist, so konnen wir den Ansatz

di = diu(l - V"S)e " H) (14)
machen. Hierin bedeuten di = Schichtneigung im Beobachtungsvertikal in der
Meereshohe H in der Horizontalentfernung S von B, di0= Schichtneigung in
B, Hu= Meereshéhe von B, 1], y = Konstanten. Hieraus folgt mit S =
= (H—HO0tan z

di =di0- -|- r)-diOetan z (H —ff,,) * (15)

Setzen wir (12), (13) und (15) in (9) ein und integrieren, so erhalten wir nach
einigen Umformungen

g"edig ( ax(n — 1lh= / + iltanz|
+

dR
cos2z [ ax-f-y \Y g -fy/
+ (n _ 1)h: . n-y(9—H0)
a2+ y d+y (16)
4" Vetan z(n — 1)H=9 - P-Y(—+0 9- A, +
@+ Y V
1
+ 9 —HO+

a2+ Y I «l+ Y

Dabei ist dR positiv, wenn die unterste Schicht in Beobachtungsrichtung
gesehen ansteigt, also diO positiv ist. Da die Schichtneigung in 9 km Hdhe
weitgehend abgeklungen sein wird, kénnen die beiden letzten Glieder ver-
nachlassigt werden. Wir erhalten dann die vereinfachte Gleichung

Q" -dig «i G J ??-tanzl
dR - o (M 1)h=po (17
c0s2z «1l+ YI «l+y
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Um eine bessere Vorstellung vom EinflulR des Faktors y zu erhalten,
I6sen wir (14) fur die Lotlinie von B(S = 0) nach y auf und erhalten

log di
dia
= (18)
Y (H -tf0).loge

Bezeichnen wir mit h die Hohendifferenz H — Hu fir welche di = 0,1 di0
ist, so erhalten wir aus (18), (17) und (13)

-1 0,1 2,30
09 0L 4 (19)
log e mh h

Q'"mi,, 0,11 h rjeiietan z
dR (n — UH-~Ho J (20

2,30 + 0,11 h 2,30 + 0,11 h

Hieraus folgt fir HO= 0, di0im GradmalB und h in Kilometer

dR~ Q11" div h 'l r Refeetanz \ 21)

c0s2z 1° 2,30+ 0,11 h " + 230+ 0,11hj

Ist j <[ 0,2, h~ 1 km, z <160° so wird das von r] abhédngige Glied < |0,14]j.
Der EinfluR der horizontalen Anderung der Schichtneigung wird demnach fiir
z 60° in vielen Fé&llen vernachlédssigt werden kénnen. Setzen wir demnach
= 0, so stimmt (21) weitgehend mit der N&herungsgleichung

dR 0,050 «di0 e h *secZ

Uiberein, die von Bohrmann [4] unter der Annahme, dall die Schichtneigung
linear mit der Héhe abnimmt und in der Héhe h abgeklungen ist, abgeleitet
wurde.

Nach [4] ist di0Oim wesentlichen vom horizontalen Temperaturgradienten
dT/dS im Beobachtungsvertikal abhdngig und es gilt genéhert

dio~ 1,68° «dT/dS, (22)

wobei dT/dS in Grad Celsius/km einzusetzen ist. Damit erhalten wir aus (21)
mit dT/dS = 1° C/km, h = 1 km, rj= 0

0° 20° 40° 603
dR 0”08 0”09 0”13 0731
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Hieraus folgt, daR schon ein geringer horizontaler Temperaturgradient
einen merklichen EinflulR auf die Refraktion haben kann. Wir mussen deshalb,
wenn dT/dS mehrere °C/km betrégt, was z. B. bei Beobachtungen in Hanglagen
oder an der Grenze zwischen Wald und Feld oder zwischen grdfleren Wasser-
flachen und Land, der Fall sein kann, mit erheblichen Refraktionsstérungen
rechnen.

Der Einflul? der Schichtneigung, die durch ein horizontales Druckgefélle
verursacht wird, ist nach [5] wesentlich kleiner und fallt in der Regel nicht
ins Gewicht. Ebenso kann der EinfluB der »normalen« Schichtneigungen bei
einem mittleren Zustand der Atmosphdare, der nach [1] fUr z -< 65° <J 0,08
ist, vernachlassigt werden.

Im Zusammenhang mit der Schichtneigung sei noch auf die Saalrefrak-
tion hingewiesen, die bei der Beobachtung durch den Schlitz einer Beobach-
tungskuppel auftritt, falls der Austausch zwischen Luft innerhalb und auler-
halb der Kuppel unzureichend ist.

6. Weitere Faktoren, welche die Refraktion beeinflussen

Die astronomische Vertikalrefraktion ist auch noch vom Wasserdampf-
druck, von der Wellenldnge des Sternenlichts, von der Jahreszeit, der Tages-
zeit und vom Wind abhéngig. Der EinfluR der mdglichen Schwankungen dieser
GroRen ist jedoch sehr gering und kann im Bedarfsfalle mit genigender
Genauigkeit erfalt werden. Nach [6] verursachen Luftwogen in mittleren
Hohen der Troposphére kurzperiodische Refraktionsschwankungen mit einer
mittleren Amplitude von 0,7 und einer mittleren Periode von 1 Minute.
SchlieBlich verursacht die Szintillation Richtungsschwankungen mit Frequen-
zen zwischen 0,5 und 100 Hz und mittleren Amplituden zwischen 0,3 in
Zenitndhe und 5" in Horizontndhe. Da diese Refraktionsdnderungen kurz-
periodisch sind, 14RBt sich ihr EinfluB auf die Zenitdistanzmessung durch
Haufung der Beobachtungen reduzieren.

7. Erfalirungswerte Uber die Genauigkeit der Refraktionsermittlung

Um das Bild Uber die Genauigkeit der Refraktionsermittlung abzurunden,
werden nachstehend die mittleren Refraktionsfehler mR nach den Unter-
suchungen von Bauschinger (B) [8] und Courvoisier (C) [7] aufgefuhrt.

0> fD' Zf’ 3} 50° 60° 70° 75° 80° 85°
f3 £0,0" 0,1 0,2 0,1 0,2 0,3 0,5 0,7 14 1.8
£0,1" o/ 0,1 0,2 0,2 0,3 0,5 0,8 i 2.4
0,1" sec2: +£0,10'* 0,11 012 0,15 0,20 030 0,56 1,11 2,14 587
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Diese Werte kdnnen fur z <j 65° gut durch die Gleichung

mR= i 0,1" «sec2z (23)
angendhert werden.

8. Vorschlag zur Ermittlung des Einflusses der Schichtneigung

Die bisherigen Betrachtungen haben gezeigt, dal? der Fehler der Refrak-
tionsbestimmung hauptséchlich von den Schichtneigungen, d. h. von den Ab-
weichungen der Schichten gleicher Brechungszahl von konzentrischen Kugel-
schalen herriihren. Die Genauigkeit der Refraktionsbestimmung I4Rt sich des-
halb nur dann nennenswert steigern, wenn es gelingt, den Einflufl der Schicht-
neigungen zu erfassen. Dies erscheint dann wenigstens gendhert mdglich zu
sein, wenn der EinfluR der horizontalen Anderung der Schichtneigung vernach-
lassigt werden kann. Dann fallt in (17) und (21) das Glied mit  weg. v ist
also unabhéngig von z und der Einflu der Schichtneigungen

dR  vmsgc2z; v = n"J di-dn~Q"™ -diQ - 1 (n 1) H=Hl
or aY+ y

di° h
1° 2,30 + h

(24)
0,11+ .

ist proportional zu sec2z. Unterstellen wir, daR diese Voraussetzung zutrifft,
und bleiben die Schichtneigungen Uber einige Zeit konstant, so kdnnen wir
v und die Fernrohrbiegung fur einen bestimmten Vertikal durch Messen der
Zenitdistanzen von mehreren Sternen bestimmen. Wir erhalten dann fir jede
Beobachtung mit

cos Z = sin @sin Q- -|- cos @ cos di cos t- (25)

dz = cos a dp -j- cosgsina dt (26)
eine Fehlergleichung von der Form

v/i= -f-dz vsec2Z —bsinz- - (z] -+ Ri —z,) 27)
4- 180

Hierin bedeuten z- = berechnete Zenitdistanz fir eine Ndherungsbreite @ und
einen N&herungsstundenwinkel tj, 6j = Deklination des Sternsj, a = Azimut,
dtp — Verbesserung von ¢, dt = konstante Verbesserung von tj, \j = Ver-
besserung, Zj = gemessene Zenitdistanz, Rj = berechnete Refraktion, v = ef-
fektive Schichtneigung, positiv, wenn die Schichten im Vertikal mit dem
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Azimut a ansteigen, b ¢sinz, = Fernrohrbiegung. Wir missen also mindestens
drei Sterne mit verschiedenen Zenitdistanzen im Vertikal mit dem Azimut
a oder a -f- 180° beobachten, um die Unbekannten dz, v und b ermitteln zu
konnen. Beobachten wir mehr als drei Sterne, so kdnnen wir die Unbekannten
durch Ausgleichung bestimmen. Dabei ist darauf zu achten, dal kleine und
grofle Zenitdistanzen zu beobachten sind, da sonst v von dz nicht getrennt
werden kann. Diese Forderung kann u. U. die Annahme, daB v unabhé&ngig
von z ist, in Frage stellen, da sich die horizontale Anderung der Schichtnei-
gung umso starker bemerkbar macht, je grofler z ist. An Hand der mittleren
Fehler der Unbekannten und der Verbesserungen v kann jedoch beurteilt
werden, ob der Ansatz entsprechend (27) berechtigt war. Gunstiger sind die
Verhéltnisse, wenn @ und t so genau bekannt sind, daR in (27) dz vernach-
lassigt werden kann. Dann kdnnen wir uns auf Zenitdistanzen < 45° ...50
beschrdnken und haben bessere Aussichten, die effektive Schichtneigung v zu
ermitteln. Auf weitere Sonderfalle, z. B. cos a- dtp = 0 oder cos @ msina mdt = 0
oder Elimination der Fernrohrbiegung durch Beobachtung von diametralen
Sternen in etwa gleicher Zenitdistanz usw. soll hier nicht ndher eingegangen
werden.
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ON THE ACCURACY OF THE DETERMINATION OF THE ASTRONOMICAL
REFRACTION

K. ramsayer

SUMMARY

In normal cases the astronomical refraction is calculated only from the apparent
zenith-distances and the pressure and temperature of the air at the observation station. To
estimate the limit of this simplification it is shown that the influence of the atmosphere
above the observation station for standard conditions and spherical layers is only 0('076 tan z
(1-j- tan2z). Hence forz<60° even the influence of essential anomalies from the standard at-
mosphere will be < 0"2. The main source of refraction anomalies are the inclinations of the
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optical layers, that is to say the deviation of the layers of equal refraction index from
concentric spherical layers. The influence of these inclinations is investigated assuming
that they are exponentially decreasing with altitude and that the horizontal change is linear.
If the latter is small, the influence of the inclinations of the optical layers is proportional
to sec2z and may he approximately determined by the observation of several stars with
different zenith-distances.

SUR LA PRECISION DE LA DETERMINATION DE LA REFRACTION
ASTRONOMIQUE

K. RAMSAYER

RESUME

Pour calculer la réfraction astronomique, on n’utilise d’ordinaire que la distance appa-
rente du zénith z, ainsi que la pression et la température de I’air & la station d’observation.
Pour évaluer les limites d’une telle simplification, I'auteur démontre, entre autres, que dans
les conditions normales de I’atmosphere et en cas de stratification sphérique, I’observation
est de 0,076 tan z/lI-J-tanZ) seulement. Par conséquent, pour z = 60°, des écarts méme
considérables de I’atmosphere par rapport aux conditions normales n’altérent la réfraction
que de OI" ...0"2 au plus. Les perturbations de la réfraction résultenten premier lieu des in-
clinaisons de couches, c’est-a-dire des écarts, par rapport a une stratification sphérique, des
surfaces ayant des indices de réfraction identiques. L’influence des inclinaisons de couches est
examinée en supposant la diminution exponentielle avec I’altitude et une variation horizontale
linéaire. Si cette variation horizontale est faible, I'influence des inclinaisons de couches est
proportionnelle a sec2z et peut étre calculée approximativement de I’observation de plusieurs
étoiles a différentes distances du zénith.

O TOYHOCTWM ONMPEAENEHUNA ACTPOHOMWYECKOW PE®PAKLUNIN
K. PAM3AWEP

PE3OME

ACTpOHOMMYECKas pedpakLysl BbIUUCISAETCA, Kak MPaBWsio, TObKO M0 KaxyLemycs
3eHWTHOMY PacCTOSIHWIO Z, [ABMIEHNIO BO34yXa W TemrepaType, XapakTepHbIM /i NyHKTa Ha-
6noaeHns. 0Na BbIsACHEHWS! OrpaHMYeHn Nof4oGHOro YMpPOLLEHUS NMOoKasaHo, uTo Npu HopMaslb-
HbIX aTMOCKEPHbLIX YCNOBUSAX W, MPUHUMAs CPedUYecKyto C/IOUCTOCTb, BAMSIHWME aTMocdepbl
Haf MyHKTOM HabniofieHnsi cocTaBnsieT nuwb 0,076 tanz(l -f tan2z). B cBSi3W C aTuM, Mpw
r< 60°, peppakuusi NCKaxaeTcs, faxe Mpu 6osee 3HAUNUTENbHbIX OTK/IOHEHUSIX OT HOpPMasib-
HbIX YCMOBUIA aTMoctepbl, He Gosee Yem Ha 0,1 — 0,2. AHOMa/lbHble pPedpaKLyn Bbi3bIBAKOTCS
rNaBHbIM 06pa3oM OTK/IOHEHUSIMW OMTUYECKMX CMOEB, T. €. OTK/IOHEHWsSIMM M/IOCKOCTel ¢ pas-
HbIMV MOKa3aTeNsIMU NPEOMIEHUS OT CEPUUECKOl CNOMCTOCTU. BAUSIHWME 3TUX OTK/IOHEHUM
M3y4yaeTcs C MPeAnooXKeHWEM, YTO NOCNeAHNE YMEHBLLAIOTCA C BbICOTOW MO 9KCMOHEHLMa b-
HOMY 3aKOHY, a FOPU3OHTa/IbHbIE U3MEHEHUs] ABNASIOTCA INHElHLIMW. pu He6oNbLUMX TopW-
30HTA/IbHbIX U3MEHEHUAX B/IMSHUE OTK/IOHEHWIA CMI0EB MPOMOPLMOHAIBHO cek2 U MOXET 6bITb
NPUBANKEHHO BbIYMC/IEHO MO HAG/MIOAEHUSIMU Haf HECKONMbKUMU 3Be3damMyi MpU Pas/iMuHbIX
3HUTHBIX PaCCTOSHUSIX.
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DIE RAUMLICHE DREHSTRECKUNG*

K. RINNER, Graz

[Eingegangen am 6. April 1965]

Fir die Berechnung von Netzen der dreidimensionalen Geodéasie bestehen, wie fir
ebene Netze, eine Reihe von Grundaufgaben. Zu diesen gehdren neben den einfachen Aufgaben
der Punktbestimmung im Raum, durch rdumliche Richtungen, Winkel und Strecken auch
die Orientierung eines Bindels von Raumstrahlen und die raumliche Drehstreckung. Uber
die letztere wird in dieser Arbeit berichtet, wahrend auf die daraus folgende Orientierung
eines Raumbindels an anderer Stelle eingegangen wird, (s [4]).

Eine rdumliche Drehstreckung ist eine lineare Transformation, durch welche die Form
eines Raumnetzes erhalten bleibt. Sie ist durch drei Verschiebungsgrofen, drei Parameter,
einer raumlichen Drehung und einem MafBstabsfaktor, also durch insgesamt 7 Parameter
bestimmt. Sie entspricht einer Helmert-Transformation im Raum. In der vorliegenden Arbeit
wird eine Losung der einfach bestimmten Aufgabe beschrieben, sowie auf zwei weitere Lésungen
eingegangen, in welchen drei entsprechende Punktepaare, also 2 Uberbestimmungen vorliegen.
SchlieBlich wird auch die Ausgleichung des tberbestimmten Systems gezeigt. Die praktische
Anwendung wird an Zahlenbeispielen vorgefihrt, welche in fir die Handrechnung geeigneten
Vordrucken berechnet werden.

Ein rdumliches Netz N, welches in einem d&rtlichen System berechnet
wird, kann als Modell fir das endgultige, zu N &ahnliche Netz NL aufgefalt
werden und laRt sich daher durch eine Verschiebung, Streckung und Drehung
mit N1 zur Deckung bringen. Die Transformation, welche N in N~ Gberfuhrt
bezeichnen wir als rdumliche Drehstreckung; wir kénnen sie benutzen, um
Zwangsanschlisse zu erfullen, oder partielle Netze zu einem einzigen zusam-
menzuschliellen.

Die raumliche Drehstreckung stellt eine konforme, lineare Transforma-
tion dar, welche durch 7 Parameter, dem Streckungsfaktor, drei Komponen-
ten des Schiebungsvektors und die drei Parameter einer raumlichen Drehung
bestimmt wird.

1. Allgemeine Ldsung

Zur Bestimmung der Parameter einer Drehstreckung muB eine Anzahl
von zugeordneten Knotenpunkten P, PL vorgegeben sein, welche wir An-
schluBB-, Zwangs- oder PalBpunkte nennen wollen. Die Ortsvektoren der Punkte

* Bemerkung: Diese Untersuchung wird auch in Bd. VI. des »Handbuches d. Vermes-
sungskunde« von Jordan —Eggert—Kneisse, J. B. Metzlersche Verlagsbuchhandlung, Stutt-
gart in 8 102 aufgenommen werden.
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im System N seien mit x, die entsprechenden im System N Lmit xLbezeichnet,
¢ sei der Verschiebungsvektor, /ider Streckungsfaktor und A die (orthogonale)
Matrix, welche die rdumliche Drehung bewerkstelligt.

Denken wir uns N verschoben, bis ein Punkt PO mit seinem entspre-
chenden POL zusammenféallt, so ist der Verschiebungsvektor ¢ durch

bestimmt (Bild 1).

Hierauf strecken wir das verschobene Netz N' von Po/ aus mit dem
Faktor /t

x" = [li(x — Xi)

und verdrehen das erhaltene Netz N"™ um eine durch PuL gehende Achse
a um den Winkel a, bis sich entsprechende Punktepaare decken. Der mathe-
matische Ausdruck fur diese Operation wird durch die Gleichungen

XL= xu + A" — x"o) (2a)
= xol+ 1"a(x — xo)
oder auch
xu - C+ [<AX
C = xO0L— /iAXx« (2b)
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gegeben. Durch Quadrieren der 2. Gin. (2a) erhalten wir eine geometrisch
leicht verstdndliche Darstellung fir den Streckungsfaktor:

_f(*L — x01)2
= (x -x02 (32)
Dieser kann demnach berechnet werden, wenn auBer (PO, PH) noch ein wei-
teres entsprechendes Punktepaar (P, PL) gegeben ist.

Um die Matrix A zu finden, denken wir uns die Drehung um 2 Achsen
ausgefuhrt. Erst derart, dal ein Punkt P"+ mit seinem entsprechenden PIL
zusammenféllt und dann um die Achse (P UL P1L), bis ein weiterer Punkt P2
seine richtige Raumlage besitzt. Bezeichnen Ax A2 die zu diesen Drehungen
gehdrigen Matrizen, so ist die Matrix der Drehstreckung durch

A= AAj (3b)
bestimmt.
Die Achse der ersten Drehung muR offensichtlich normal zu den Ver-
bindungsgeraden (P0/P"j), (PULP1L) sein, der Drehwinkel xx wird von diesen
eingeschlossen (s. Fig. 1). Bezeichnen wir die Richtungen mit

XL XoL (4)

n-~1 i
Alt — *olL

S, =

so sind die Elemente (a,, XX der ersten Drehung durch die Beziehungen

COS »1 = i *siL

Sin wy = 14 XS]
51 XslIL
sin aA

bestimmt. Mit den Komponenten (0lb2ag der Richtung ax der Drehachse und
dem Drehwinkel x1 kénnen wir nach [1] die 9 Elemente aik der Drehmatrix AX
berechnen.

«ii = (@ - C0S «12 . COS x

«@l = (1 -7 COS x atdy + disin X]

«m = (1 -7 Cos*l) cLj dg disin xI

«12 (1 --€0S 55y dydX— (3 sin XX
2

«2 = (1 _- Cos *1) d2 + COS XX

«32 = (1 -7 Cos *1) dydl «1l sin Xx

«3 = (L —C0Sy) (3«1 + dysinxl
@3 = (1-- COS«l) dydy — g Sin XX

2
«33 = (1 - Ccos *l) «3 + CosS a,
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Mit Hilfe der Matrix Axverdrehen wir das Netz N" nach N""' und bestimmen
den Ortsvektor x2" eines weiteren Netzpunktes Pi"

X' = x,1+ Mi (x2- x.)

Damit kénnen wir die Elemente der zweiten Drehung leicht bestimmen. Die
Drechachse ist offensichtlich die Gerade (PmPu)

a, = slL (7a)

und den Drehwinkel x, erhalten wir aus der Gleichung

Xo. = X)L+ A2(x6" X,..),

in welcher nur mehr a2 als Unbekannte auftritt. Zur Bestimmung von x2
bendtigen wir lediglich eine der drei skalaren Gleichungen, welche durch die
obige Vektorgleichung vermittelt werden. Wir brauchen daher von P.L nur
eine Koordinate zu kennen. Eine rdumliche Drehstreckung ist somit bestimmt,
wenn von 2 AnschluRpunkten alle drei und von einem weiteren eine Koordinate
gegeben sind.

Nehmen wir (wie Ublich die Hohe) ZiL als gegeben an, so folgt eine
transzendente Gleichung fur a2

(«1«3 (1 — COS *2) — «2 sin *2) (4" — Xu1) +
+ (a2a3(1 - cos a2 + a2sin x2) (y2'- yoL) +
+ (a\ (1 — cos xj) + cos x2) (z2' - z0L) = z2/ — zO0L,

welche wir leicht umformen kdénnen:

sin x2A -j- cos«2B f-C — 0

A = «i04" — Jou) — «2 (*2" “ *ot)

B= _ 03D + z2'— zoi_ (7b)
C= a3D - (z2L — z0J

D = a, (4" - *0L) + a. (yi" - yOh + a3(z2" — zOL) .

Die Gleichung besitzt zwei Ldsungen

tan = 1 (N =FM2+ B2 - C2), (7c)
L H—T
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mit welchen wir die fur den Aufbau der Matrix A2 bendtigten Funktionen

9 tan _aZZ_ 1 —tan?

sin a, cos al2 = a (7d)
1 -j- tan2-2—- 14-tan2

berechnen. Die Aufgabe hat zwei Lésungen, was auch aus geometrischen Grin-
den leicht verstéandlich ist. Ein Zahlenbeispiel ist in Vordruck | berechnet.

In der Regel ist eine grdfRere Zahl von AnschluBpunkten mit allen drei
Koordinaten (xyz) gegeben. In diesem Fall liegen Uberbestimmungen vor, die
wir zu einer Ausgleichung benutzen kénnen. Hierzu bendtigen wir N&dherungs-
werte fur die Parameter der Drehstreckung, welche wir nun nicht nach dem
vorher beschriebenen Verfahren, sondern einfacher mit Hilfe von drei durch
alle Koordinaten bestimmte AnschluRpunkte ermitteln wollen.

Die Achse a der Gesamtdrehung muB in der Symmetrieebene der Ver-
bindungsstrecke (pup'/) eines entsprechenden Punktepaares liegen und kann
daher als Schnitt von 2 derartigen Ebenen bestimmt werden.

Fir die Symmetrieebene ist der Verbindungsvektor

ni= (x" - x/1) (8a)

eine Normale (Bild 1), die Schnittgerade zweier Symmetrieebenen, also die
Drehachse a, muR daher parallel zum &ufReren Produkt der Normalen n,,n2
sein und durch POL hindurchgehen:

a parallel (nt X n,). (8b)

Der Drehwinkel a wird von den beiden Ebenen (aPL) und (aP"™) eingesehlossen,
ist daher gleich dem Winkel, den die Richtungen

m, parallel a X (x" —\O0L)
nia parallel a X (x,1 — x0J (8¢)

der Normalen dieser Ebenen miteinander bilden, und IaRt sich aus der Bezie-
hung
cosa = m, *m,x (8d)

ermitteln. Mit (a, x) kénnen wir unter Benutzung der Beziehungen (6) die
Elemente der Matrix A berechnen. Um die Anwendung der Formelsysteme zu
zeigen, haben wir das bereits berechnete Beispiel in Vordruck Il nochmals
ausgefihrt.
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(596T) ‘25 ‘BunH

Pi
P2

o
1

Po
I'j

+ 9500,07
+ 6562,10
+ 14402,33

X1

+ 4357,01
+4305,20

X,,L- x 0
—5143,06
NG

+4357,01

+9259,27

2 684

794 594
5811089
6 608 367
2 570,674

Angaben
Yy

+ 11 314,00
+9000,79
+ 1492,30

yl

+ 687,54
203,86

Yol~ Y1
—10626,46
v

+ 687,54
1625,57
9134,16

(Xi-X~

8 631 668

5 350 941
91 751 494
105 734 103
10 282,709

+10 499,92
+ 921,22
+2249,09

Z1

+ 1310,43
-1100,19
134,17

Z01~Zo
-9189,49
7

+1310,43
8268,27
—6940,40

XL

0,2499997

Vordruck |

Raumliche Drehstreckung mit sieben gegebenen Koordinaten

A,

atd
«1
«3,1

Po
P,
P2

4. a2
N2"—Yo

«J11

+0,9637172
+ 0,L11880B3
+0,2437430

X
+4357,010

+4305,200
4-6260 320

—0,0201542
+ 1903,310

A

+ 710,401
1

cC -8B

—0,0008637742

tan &2

0az2
tan X =

2 tan + =

I+ tan*+ =

1 tan=+"

«i’,2

-0,0802765
+0,9890176
—0,1240965

yo

+ 687,540
- 203,860
— 1813 804

-0,3467573
-2501,434

B
+ 610,847

+ 710,401
1. Lésung

—0,0434910

0,0018915

—0,0869820

1,0018915

+0,9981085

ai,3
—0,2545686
+ 0,1000271
+0,9618678

Zm
+ 1310,430
—1100,191
— 70,188

—0,9377385
—1380,618

C
— 546,865

yA2+ B2—C2

+ 760,751
2. Losung

+ 1,2707409

+ 1,6147824

+2,5414818

2,6147824

—0,6147824

:
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Po
P,
P,

©TT T

JX

zlY

Jz
2+1X2

0,00
—2937,97
+4902,26

+4357,010
+3622,518
+5582,574

XIL - XoL

- 51,81
— 891,40
-2410,62

6608367

n,

—0,0201542
—0,3467573
—0,9377385

ai

—0,3876329
—0,8618546
+ 0.3270281

0,00
—2313,21
—9821,70

y "

+ 687,540
+ 109,238
—1767,883

734,492
578,302
-2394,673
6608370

n2

—0,2857195
—0,2249611
—0,9315347

e X «i| =

cos a,
1—cos a,
sin a,

z Z'0

0,00
—9578,70
—8 250,83 adjl
z" “iJ
a2l
a3,
+ 1310,430
—1084,243
- 752,276 "2,2
ali
S @1
a3,
2570,674
ST .« 5. fi mA”
2570,675
®i,|
a2,
n2 Xn( a3,
-0,1120618 fl X
—0,2491558
+0,0945414 «i
0,2890926 a2i
6. P21
0,9573013
0,0426987
+0,2890926 Y1

71

sin a2=
cosaz2=
l—cosaz2=

al,i

+0,9962257
+0,0814387
-0,0300333

al,l

—0,2346168
—0,9028188
+0,3603795

ai,i

+0,2396446
+0,0467003
+ 0,0537530

“ii
—0,0506135

—0,1942044
+ 0,1490732

1. Lésung

+6415,056
-1469,861
— 134,170

0,0868178
+0,9962241
+ 0,0037758

«1,2

—0,0813859
+0,9966782
+0,0029775

«1,2

+0,9200823
—0,0866071
+0,3820314

al2

—0,0410525
+0,2448146
—0,0296710

«1,2

+0,2419347
—0,0163629
+0,0608252

2. Losung

+ 2042,028
—1395,692
- 134,170

+0,9719668
—0,2351180
+ 1,2351180

«13

+0,0301760
—0,0005220
+ 0,9995445

«1,3

—0,3136936
+0,4212099
+0,8509873

«1,3

—0,0581808
+0,0196152
+0,2423430

«1,3

—0,0374931
+0,1565784
+ 0,1912521

ONNMIIHLSHINA FIHIITINNYYH M 1A
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TTo

mI—‘

oo

e

Po
P,
P2

1oy
~

o

X

+

9 500,07
6 562,10
14 402,33

+ +

X1

+ 4357,01
+ 4 305,20
+ 6415,06

— 5 143,06

X’

+ 4 357,01
+ 1419,04
+ 9 259,27

(X, 1.)1

2684
794 594
5811 089

Vordruck U

R&umliche Drehstreckung mit drei gegebenen Punkten

Angaben l« X (Xi'—X"01 m,
Y 7z 3425,864 + 0,8655525
aX (X2L X1 + 0,0114106
3425,865 +0,5006880
+ 11 314,00 + 10 499,92
+ 9000,79 + 921,22 )
+ 149230 + 2 249,09 Im, X ni,J
v 7L + 0,3010586
+ 687,54 + 1310,43 A ja “Li
— 203.86 1100 1Q
- 1649,86 — 134,17 ai +0.2396446
azi +0,0467007
YoL- Y. Zagl 31 + 0,0537531
—10 626,46 9 189,49 4. X/,
v 7 Po +4357,01
P\ +4305,202
p., +6415,060
+ 687,54 + 1310,43
— 1625,67 - 826827
— 9134,16 6 940,40 Geg.: 3 Punkte

m2

+0,7113053
+0,2121458
+0,6701038

mlemlL

+0,9536056

ai,2

—0,0410528
+0,2448146
—0,0296711

Y1

+ 687,54
— 203,861
-1649,860

1. Verschiebungsvektor c= X0L- x,

(X; - Xi)e (%2 L-XolY N - x6)2

Xi= X-+ ¢
8 631 668 4 235 570 24 032 153
5 350 941 5 463 439 96 465 791 2. Streckungsfaktor *
91 751 494 2 086 869 68 076 196

x;'= X, o+ fi (x; X i,

(X,,L - x OtLy

(X\ - Xiy*

m, X L,

—0,0985727
—0,2238682
+ 0,1755071

1—cos a

0,0463944

«1,3

—0,0581809
+0,0196152
+0,2423430

Z1

+ 1310,43
—1 100,190
134,170

08¢
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3. Drehmatrix A
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rr 6 608 367 105 734 103 11785878 188 574 140
nl — Xt,L n2— "2 X2/
2] 2 570,674 10 282,709 3433,0567 1 13 723,230 (X2l
v 0,2499997 0,2500000 fi mittel = 0,2499998 i(Xn2 0l Drehachse a (z11az 29
mi la X (Xr' ~ xoO)t hi2ia X (Xx2L— Xol)
X e x ri- Y zi- 2 cos a= milem2 sin a = |m, Xm2
oo 0,00 0,00 0,00 m,,m2 Einheitsvektoren
2937,97 —2313,21 9578,70 i i
P, Drehmatrix A aus a(a,,a2 a3) sin a, cos a berechnen
P2 +4902,26 —9821,70 -8250,83
X " y 70 ai,l — (1 — S «)a? + cos a
«2,1 = (] — C€0s *) ( (it . a3 sin a
Py +4357,010 + 687,540 + 1310,430 «3.1~ (1 — CO0s a) ai«3— ciosin a
n + 3622,518 + 109,238 —1084,243
02 +5582,574 — 1767,883 — 752,276 SaT e aas o @sina
«@2 % (1= €05 a) .« P cos a
ni 1o m Xn2 a @2= (1~ ¢ a)a « sin a
—682,682 —832,486 —191 646 —0,3274205 «1,3 = (L — COS a) «3 «1 + a2sin a
+ 313,008 118,023 435 245 —0,7436031 @3- (1 — 05 a) . a. — aisin a
+ 15,947 618,106 +341 222 + 0,5829668 @a- @ 0% a) @ cos a
K X n2l= 585 320
% = a'iL, (f1A) = («a)
X2L — X, |t Xi-x 1y ax(X."-X+) aX(X2- X 0¥) 4 pnggiltige Transformationsformel
+ 2058,05 + 1225564 + 2965,265 + 2436,836 XL= XL+ (A (m (X X0
—2337,40 —2455,423 + 39,091 + 726,783
— 144460 -2062,706 + 1715,289 + 2295 685 Achtung ! Die Punkte PO, P, und P2 sind im Uhrzeiger-

sinn zu beziffern.

ONNMIIYLSHIEA FIHIITANYYH 3F1d
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©UU I
n i

-
+

VU T

X

1
N
+

9 500,07
6 562,10
14 402,33

D
+

1
+

4 357,01
4 305,20
6 415,06

+

Nx o
1
00D
+

=

Xo,L -
c — 5 143,06
X'

Po +4 357,01
T +1419,04
P2 + 9259,27

2 (Xix - XOL*

2684
794 594
5811 089

Vordruck 111

Raumliche Drehstreckung durch Matrizenzerlegung

Angaben

+

11 314,00
9 000,79
1492,30

+ +

Y,.

+

687,54
— 203,86
— 1649,86

YOr- YO
—10 626,46
v

+ 687,54
- 1625,67
- 9134,16

(J - Xo

8 631 668
5 350 491
91 751 494 i

(xaL - XOil+

4 235 570
5463 439
2 086 869

+ 10 499,92
921,22
+ 2249,09

ZL

+ 131043
— 1100,19
— 134,17

Zo,L
9 189,49
7

+ 1310,43
- 8 268,27
— 6 940,40

- X

! 24 032 153
1 96 465 791
68 076 196

4. A

“ii
az2i

as,i

“1,/
tt2,i
Ont

Po
pi
P2

Geg.:

1. VerscnieDungsveKior

aii

+ 0,958 580
+0,186 804
+ 0,215 012

+0,239 645
+0,046 701
+ 0,053 753

y 1

+4 357,01
+4 305,203
+6 415,064

3 Punkte

Xf= X-+ ¢

2. Streckungsfaktor

Xr=

aiJ

—0,164 212
+ 0,979 259
—0,118 685

“l2

—0,041 053
+ 0,244 814
—0,029 671

+ 687,54
— 203,859
—1649,849

c AoL

no

ait3

—0,232 724
+0,078 461
+0,969 373

ai,3

—0,058 181
+0,019 615
+0,242 343

Z1

+1 310,43
—1 100,190
— 134,170

* (x__/\ - x0,L)2

Xi - Xi)2

X+ + [1(Xi- Xi)

3. Bestimmung der Koeffizienten a, b, C

b(/IZL + AZ") -

c/IY1 + AY") -

(AX1- AX") =0

a(AZL+AZ") + ¢(AX1 + NX7) - ([ly, - AY")= 0

¢8¢€
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o X X
o

X x

6 608 367 105 734 103 1 11 785878 1 188 574 140
2 570,674 ; 10 282,709 3 433,057 13 732,230
0,2499997 | 0,2500000 L mittel = 0,2499998
X '-x; Y '—_ Yo z'-2z;
0,00 0,00 0,00
-2 937,97 -2 313,21 —9 578,70
+4 902,26 —9821,70 —8 250,83
AX" " AZ"
- 734,492 — 578,302 —2 394,673
+ 1 225,564 —2 455,423 —2 062,706
JX jy L JZL
L
— 5181 — 891,40 —2 410,62
+ 2 058,05 —2 337,40 —1 444,60
Bestimmung von b und ¢
+ (AZ1 + AZ") - (AY1 + AY™M) - +AX1- JX"M)
—4 805,293 + 1469,702 — 682,682
—3507,306 + 4792,823 — 832,486
—0,114592 c= +0,089838
Bestimmung von. a und ¢
- (AZ1 + AZ") + (AXl + AX™) —(AY1 —JY ")
+4 805,293 — 786,302 + 313,098
+ 3 507,306 +3 283,614 — 118,023
= —0,050457 c= +0,089837

¢ mittel =

+0,089838

4.

5.

Bestimmung der Drehmatrix A
do= (+a2-e—4
«21l= (2ab + 2¢)
«3, (2«c — 26)

«12 07 (2«6 - 2c)

«2,2 =- (1 — «2+ 62— C2
«3.3 = (26e + 2a)
«1,3 = (2«c + 26)

«23= -ap (26c — 2a)

«33 = 1 —9a2— 62+ c2
IV= 1+ a2+ 62+ c2 feo- "= *
kA = (al/c)

Xi.

Endgiltige Transformationsformel:

= *o,L + (A/l) (X - XO0)

ONNMIIHLS HIYA FHOITNNYH I M
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384 K. HINNEK

Im Falle dreier gegebener Vergleichspunkte kénnen wir auch eine fur
orthogonale Matrizen bestehende lIdentitdt zur Bestimmung von A benutzen.
Bezeichnet Kg die zu A gehdrige schiefsymmetrische Matrix, welche aus den
drei Parametern a, 6, c von A gebildet werden kann,

0—c b\
c 0 a (9a)
b a 0
so besteht die Identitat (siehe [2]):
A= (E-Kpg)-1(E + Kg) (9b)

Diese setzen wir in die Gleichung (2a) und erhalten daraus die Beziehung
(E Ra)(x, -x00+ (E + R4)(x" —X')= 0, (10a)

welche drei skalaren, linearen Gleichungen fur die Parameter a, b, c entspricht:

+ (Az1 + AZ") b — (@X1+ Ay")c— (ax1 — AX") = 0

— (Az, + Az™) a + (AxI + Ax"™) ¢ — (AyL— Ay") =0
(4JL+ AY") « — (Axl + AX"™) b — (Azl —Az") =0
Ax" = x" — X0, Ay" = y" —y'0, Az" = 7" —z0"  (10b)

Axl = x, — x0L Ay, =yL- yOL Az, =zL—z0L

Da die Determinante des Systems verschwindet, sind nur zwei der Gleichungen
unabhéngig. Jeder zusatzlich zu POL gegebene AnschlulRpunkt gibt daher An-
laB zu 2 linearen Gleichungen fur die Parameter, so dal} diese aus insgesamt
drei AnschluRpunkten mit einer Uberbestimmung gegeben sind. Aus den Para-
metern a, b, c lassen sich die Elemente (a,k) der Matrix A ermitteln.

Nap= 1+ a2—b —@Q

N @1 = 2ab + 2¢c

N «31 = 2ac - 26

N «2 = 2ab - 2c

Ngo= 11—+ 62—0Q (10c)
N @3 = 26c + 2a

N «3= 2ac -|- 26

N o3= 26c - 2a

N 3= 1—a%—bp+

N = 14-a + b+ ¢~

Acla Techn. Hung. 52. (1905)



WE RAUMLICHE DREHSTRECKUNC 385

Das Formelsystem wird in Vordruck 111 fur das bereits friher berechnete
Beispiel angewendet.

2. Differentialforineln

Nach einem der im vorigen Abschnitt beschriebenen Verfahren seien
Né&herungen (fi), (A) bestimmt und wir wollen nun diese mit Hilfe von Linear-
formen verbessern. Zu diesem Zweck denken wir uns die Verschiebung durch
die Zuordnung zweier noch unbekannter Punkte PO POL gegeben

c = XIL x 0 (Ila)
und gehen von der aus (2) folgenden allgemeinen Transformationsformel

X.= xO0L+ pA (x —x0) (11b)

der Drehstreckung aus. Sodann zerlegen wir die Matrix A in das Produkt aus
der bekannten N&herungsmatrix (A) und einer Differentialmatrix dA und
beachten, dall wir letztere auch durch das Differential der zu A gehdrigen
schiefsymmetrischen Matrix dR” ausdricken kdénnen

A= dA (A) = (E + dRA)(A) = (A) + dRn (A). (12a)

Die Multiplikation mit dRg kann bekanntlich auch durch die vektorielle Multi-
plikation mit einem Vektor da ersetzt werden, dessen Komponenten die drei
Parameter von dR” sind und den wir als Drehvektor bezeichnen:

O _daz da,\ x "d«j’
dRAX = da3 0 - {aj y - da. X y (12b)
NA—da. dal o 1UJ da., z 1

Die Verbesserung d/< fuhren wir durch die Beziehung

= (1 —dv) bl (12c)

ein. Damit erhalten wir aus (11b) die Gleichung

XL = XoL + (! + df<) bl (E — (A) (x — x0), (11c)
aus welcher nach Vernachléssigung der Glieder 2. Ordnung die Transforma-
tionsformel

xL = xuL+ (AxL) + dfi (AxL) + dRA (AxL) (11d)

Ma )= bl (A)(x- X0 = (xb) — (x0D)

10 Acta Teclui. Hung. 52. (1965)
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X
P,=5 + 1823,74
P2=126 + 18645,34
P3= 8 + 14402,33
P>=9 +6003,79
Pa
S + 10218,80
Al
n =25 + 3330,93
P2= 6 + 7079,02
P3= 8 +6415,06
Pt —9 + 3928,82
P5
S + 5188,46
(A) «1,1
«li + 0,9585694
QE + 0,1869447
asii + 0,2149335
(c) —5142,00

() f0,250236

Angaben

Yy

+ 3511,41
+ 1833,50
+ 1492,30
+2470,93

+2327,04

y i

—1747,41
—1253,94

1649,86
-1656,38

-1576,90

«1,2

—0,1643355
+ 0,9792245
—0,1187989

10625,00

Vordruck IV

R&umliche DrehStreckung mittels Ausgleichung

+2023,12
+ 8073,14
+2249,09
+9698,24

+5510,90

Z1

924,98
-1-1495,20
134,17
+ 1190,59

+ 406,66

«1,3

-0,2326769
+0,0785558
+0,9693763

9190,00

2. W

P,

P.,
P2
P4

P>

dfi =

dct,

+4,0177220

4,0177220
+ 0,2342866
+ 0,7182068

day

+0,0001283

4. sin a, = da,

+ 0,0001283

Wi

—0,247
—3,873
—3,200
—0,930

—0,0009445

W, \
+ 1,248
+0,021
+0,683
+0,817 1

fi =

Normalgleichungen

da2

-0,9412984
+ 14,0071812

da3

— 2,8855547
- 0,5575863
+ 10,2807777

W3

+2,252
+0,247
+1,697
+0,295

0,2499997

—0,0009164

+0,0008792
+0,0015686

Reduktion der Normalgleichungen

1 —0,9412984 —2,8855547
|[+13,7866476 —1,2336331
+0,0894802 + 8,0979670
da.. da..
0,0000589 —0,0001198
sin a = da2
0,0000589

1-0,0009164
+0,0006645
, +0,0009699

sin a3= da3

—0,0001198

V8
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Pl
P,
p3
P4
Pb

(IX)L

Pl
Pr
P3
Pi

Pi
P2

P3
P4

Pb

endglltige Koordinaten

X - X S Y - Ys z Zs cos a,
+ 1,0000000
—8395,06 + 1184,37 —3487,78
+ 8426,54 493,54 + 2562,24
dA “q
+4183,53 - 834,74 -3261,81
—4215.01 + 143,89 +4187,34 ®ii 1,0000000
a2i -0,0001198
0.00 002 ool Qi +0,0000589
5 A ai’]_
(XL- XStL) (Y1 -Ysl) (ZL - ZSiL)
a\ i + 0,9585791
a 2i +0,1868023
—1859,343 171,068 —1332,769 iy + 02150139
+ 1892,373 +323,629 + 1089,416
+ 1227,740 — 72,953 541,404 IA <ai
—1260,770 — 79,607 + 784,758
“ I,I' + 0,2396445
azi +0,0467005
0,000 + 0,001 + 0,001 a3l +0,0537534
(XL) (Y1) (zZL) 6.
+3331,177 — 1748,658 927,232 "1
+7082,893 1253,961 + 1494,953
P, +3330,929
+6418,260 —1650,543 — 135,867 pn +7079,019
+3929,750 —1657.197 +1190,295 p3 + 6415,062
D, +3928,824
Pb
+5190,520 -1577,590 + 405,537 s +5188,458

cos a2

+ 1,0000000

42

+0,0001198
+ 1,0000000
+ 0,0001283

o2

—0,1642112
+0,9792594
—0,1186829

<42

—0,0410528
+0,2448146
—0,0296707

Y1

—1747,413
—1253,942
—1649,861
—1656,381

-1576,898

cos a3

+ 1,0000000

«,3

—0,0000589
—0,0001283
+ 1,0000000

ai,3
—0,2327246

+0,0784593
+0,9693727

<43

—0,0581811
+ 0,0196148
+0,2423429

ZL

— 924,983
+ 1495,199
— 134,170
+ 1190,592

+ 406,660
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folgt. Denken wir uns die Punkte (PL) des Netzes (N) nach PL transformiert,
so werden wir Klaffungen zwischen transformierten und gegebenen Anschluf3-
punkten PL, (Pi) feststellen

d = xL— (xDb). (13a)

Wir bezeichnen die Differenz zwischen dem endgultigen und dem durch die
Né&herungstransformation erhaltenen Ortsvektor mit

w = xL— (fi) (A) X= xL— (x/)), (13h)
die Verbesserung des Verschiebungsvektors mit

dc = xoL - bl (A) x» = xui. — (xo1) (13¢)

und erhalten aus (13c) eine lineare Beziehung zwischen dem Klaffungsvektor
d und den Unbekannten dc, (Wla, d/n

d= w—de — dfi (zIxL) — dRN(ZIXL). (14a)

Daraus folgen drei skalare Gleichungen fur die Koordinaten dc, von dc, die
Parameter (da,) von dR,A(oder da) und dfi

dx= W — dcl — (AxL) dfi ] — (Azl)da2 + (AyL) daA
d2= W, — dc2— (AyL)dfi + (Az1) dal ] — (AxL)d a (14b)
d3= w3 — dc3 — (Az1) dfi — (AyL) dal-)- (AxL) da.2

Fir n AnschluBpunkte erhalten wir ein System von (3n) derartigen
Gleichungen, das wir in Analogie zum Vorgang bei der ebenen Drehstreckung
durch die Forderung nach einer minimalen Quadratsumme der verbleibenden
Restklaffungen ausgleichen wollen. Das Netz (N) wird dabei in seiner Form
nicht verdndert und formtreu in die AnschluBpunkte eingepalt.

Aus der Forderung [d2] = Min. folgt in bekannter Weise ein Normal-
gleichungssystem, welches nach dem Einfihren von Schwerpunktskoordinaten
fur die Punkte des Netzes (N) zerfallt.

Aus (xor) = (x*t) folgt [(x1) — (xol)] ~ 0 und damit berechnen wir:

[X/J [(X rJ] _ (15a)

Wegen der nach obigem und (11c) geltenden Beziehung

[(x1) - (xul)] = bl (A) Ix - Xu = 0

Acta Techn. Hang. (1965)
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folgt x0= xs. Fur den N&herungswert (c) des Yerschiebungsvektors besteht
somit die Gleichung

() = (xob) —x( = (xSL) — xs (15b)
und mit dieser und (15a) erhalten wir:
c= (c) + de = xs/ —xs. (15c¢)

Das heifl3t, die Verschiebung des Netzes (N) muB in aller Strenge so erfolgen,
dafll die Schwerpunkte der Netze (N) und NL zusammenfallen. Auch die Ver-
besserung d/Mm kénnen wir in Schwerpunktskoordinaten explizit darstellen

Joo _iwi (Axi) + w2(Jly») + LW, n,,
[(AxLf + (AyLf + (Az1Y]

Fir die Komponenten von dRA (oder des Drehvektors da) verbleibt ein Nor-
malgleichungssystem mit 3 Unbekannten:

[(AYry + (AzL?Val - \{AxD)1 (4ft)]d2 - Ne 1) {Az)] daA+ K (Azl) -

- W@t =0
[{AzLf + [axLf] da, — [(Azl) (AyL)} da3+ [w3(AxL) ------- w (Azb)] = 0
[{AxLf + {AyL)f da3+ K (AyL)- w2{AxL)\ = 0. a7)

Mit den erhaltenen Werten bilden wir die Matrix dA nach (6) in welche wir

« = )/dof -|-da| + dal
xax = dax txa2= da,, ota3 = da3 (18a)
einfuhren. Wir kénnen dA aber auch mit einer beliebigen aus 3 Drehungen

gebildeten Matrix berechnen, wenn wir darin sin o, = da, setzen. Aus dA,
d/i berechnen wir verbesserte Raumlagen fur die Netzpunkte:

(V)i = xls+ (/91 (A)i (x — x5)
(4)i = (1 + dfz) bl (18b)
(A)i = dA (A) .

Das Verfahren setzen wir fort, bis d/i gentugend klein wird und dA gentgend

mit der Einheitsmatrix Ubereinstimmt. Nach n Iterationen bestehen die
Transformationsformeln

xL= XLS+ fiA (x — xs)
H= (1 + dmn) @+ di<, () ...(1+ dit) (< (19)
A = dAndAn_x...dAt(A),

in welchen wir der Systematik wegen dA = dAlund d/Mm — dfix gesetzt haben.
In der Regel werden 1 bis 2 Iterationen gentigen. Die Anwendung auf das
bereits mehrfach behandelte Beispiel wird im Vordruck 1V gezeigt.
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LINEAR CONFORMAL TRANSFORMATION IN SPACE

K. RINNER
SUMMARY

As basis for the calculation of three-dimensional geodetic networks the knowledge of
a number of fundamental tasks is needed, which correspond to the well known fundamental
tasks in two-dimensional calculations. To these fundamental tasks of space triangulation
first all methods for positioning a single point by means of directions, angles and lenghts in
the space belong; in addition also the process of orientating a bundle of rays in space and the
linear conformal transformation in space.

The paper deals with this transformation, while the problem mentioned before will
be the object of another publication.

The linear conformal transformation in space has 7 parameters, 3 of them can be
interpreted as translations, 3 as rotations and the last one as a scaling parameter. The trans-
formation is the analoge in space to the well known twodimensional Helmert transformation.

In the paper a solution for the general problems is presented, in which only 7 corres-
ponding data (coordinates) are given. Besides, 2 other solutions are derived for the case in
which 3 corresponding points (9 coordinates) are available. Finally formulas for adjusting
over determined datas are considered.

For all solutions digital examples are calculated, using a form specially suitable for
calculation at desk machines.

LA TRANSFORMATION LINEAIRE DANS L’ESPACE
K. RINNER

RESUME

Comme base des calculs des réseaux de la géodésie tridimensionnelle, il importe de
connafitre un certain nombre de tdches fondamentales correspondant a celles, bien connues,
des calculs bidimensionnels. Ces tdches fondamentales de la triangulation dans I’espace
comprennent d’abord toutes les méthodes de détermination d’un point singulier par les
directions, angles et distances, le procédé d’orientation d’un faisceau de rayons et la trans-
formation linéaire dans I’espace.

L’étude traite de cette transformation; le probleme mentionné fera I’objet d’une autre
publication.

La transformation linéaire dans I’espace a 7 paramétres, dont 3 peuvent étre inter-
prétés comme des translations, 3 comme des rotations et le derniercomme un facteur d’échelle.
La transformation est I’analogue, dans I’espace, de la transformation bidimensionnelle bien
connue de Helmert.

L’étude présente une solution pour les problémes généraux, dans laquelle ne figurent
que 7 données correspondantes (coordonnées). Elle donne aussi deux autres solutions pour
le cas ou I’'on ne dispose que de 3 points correspondants (9 coordonnées). Enfin l'auteur prend
en considération des formules pour la compensation de données surdéterminées.

Pour chaque solution, I'auteur donne des exemples numériques utilisant des formes
appropriées pour les calculs par calculatrices digitales.
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KOH®OPMHASA JIMHENHAA TPAHC®OPMALIMA B MPOCTPAHCTBE
K. PUHHEP
PE3FOME

B 0ocHOBe BbIUMC/EHNS TPEXMEPHbIX FE0e3UYECKMX CETE NEeXWUT Psifi OCHOBHbIX 3a4ad,
COOTBETCTBYHOLLMX XOPOLUO M3BECTHLIM U3 [BYXEPHbIX BbIUYMCIEHWI OCHOBHBLIM 3ajadyam. B Kpyr
3TUX 3afa4y NPOCTPAHCTBEHHON TPUAHTYNSILUN BXOAST, B MepBY 0Yepedb, BCe METOAbl Onpe-
[eNeHNst OAMHOYHOI0 NyHKTa MpY MOMOLLM HanpaB/ieHWA, YI/I0B U paccTOSAHWUIA B MPOCTpaHCTBe
a TakXXe MPOLECcC OPMEHTUPOBAHUSA MyyKa Nyyeld U KOHOPMHasi NMHeHas TpaHcthopmalms
B NPOCTPaHCTBe.

B HacTosiLlelt paboTe paccMaTpuBaeTcsl 3Ta TpaHChopmMaLusi, a OPUEHTUPOBaHME Ny4Ka
Nyyenn 06cyjaeTca B LPYroi cTaTbe.

KoHthopmHasa nuHeiHeliHast TpaHchopMaLmsi B MPOCTPaHCTBe XapaKTepu3yeTcst 7 napameT-
pamMu; TpU M3 HUX MOTYT paccMaTpuBaTbCS KaK TPaHCAsUMS, TP Kak KpydeHWe, a MocnefHuii
— Kak napameTp LWKa/bl. TpaHchopmalmsi COOTBETCTBYET XOPOLLO M3BECTHOW iBYMepHOL TpaHc-
thopmaumm enbMepTa B MPOCTPAHCTBE.

B cTaTbe fgaeTca pelleHVe 3aaun, B KOTOPO/ MMeEETCA NWLb 7 COOTBETCTBYHOLUMX AaH-
HbIX (KoopauHaT). Kpome Toro, paccMaTpvBaeTcsl ABa [AOMOMHUTENbHbLIX PELUEHNs Ansi cnydast
rpex COOTBETCTBYIOLUMX MYyHKTOB (9 KoopauHaT). B 3ak/oyeHue npuBogaTcs opmysbl Ansi
BbIpaBHEHUSI MepeonpefenieHHbIX AaHHbIX.

[na KaKAoro peLleHWs MPUBOASTCS YUC/IOBbIE MPUMEPbI C UCMO/b30BaHMEM (HOpPMbl,
0c060 yf06HON ANA BbIYACIEHUMA MPY MOMOLLM HACTOMbHBLIX BbIYUCAUTENbHBLIX MALLIVH.
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BETRACHTUNGEN ZUR PASSPUNKTBESTIMMUNG
DURCH MESSTISCHPHOTOGRAMMETRIE

BElI TERRESTRISCH-PHOTOGRAMMETRISCHEN

AUFNAHMEN VON BRAUNKOHUENTAGEBAUEN

W. RUGER, Freiberg/Sa

[Eingegangen am 27. Méarz 1965]

Es werden ein analytisch-photogrammetrisches und ein graphisch-photogrammetrisches
Verfahren zur PaBpunktbestimmung bei Tagebauaufnahmen beschrieben, ihre Genauigkeit
und der bendtigte Zeitaufwand mit den der klassisch-geodatischen Bestimmung verglichen,
wobei sich das graphisch-photogrammetrische Verfahren als das wirtschaftlichste erwiesen hat.

1. Bedeutung der photogrammetrischen Aufnahme im Tagebau

Im letzten Jahrzehnt sind viele Tagebaubetriebe, insbesondere solche
des Braunkohlentagebaus, dazu tubergegangen, klassisch-geodéatische Messun-
gen durch photogrammetrische Messungen zu ersetzen. Dabei werden sowohl
Verfahren der Luftbildmessung als auch der Erdbildmessung fur die Auf-
nahme von Tagebauen eingesetzt. Professor Tarczy-Hornoch bat schon
1932 in einem Vortrag »Die Photogrammetrie im Dienste des Bergbaus« [1]
vor der Generalversammlung der Ungarischen Photogrammetrischen Gesell-
schaft auf die besondere Bedeutung der Photogrammetrie fir den Bergbau
hingewiesen und die Grenzen ihrer Anwendung aufgezeigt. Aber erst im letzten
Jahrzehnt konnte sich die Photogrammetrie im Bergbau in breiterem Male
durchsetzen.

In dieser Epoche begannen die Markscheider selbst [2, 3, 4] sich der
photogrammetrischen MeRtechnik zu bedienen, wahrend friher fast aus-
schlieBlich solche Arbeiten an photogrammetrische Spezialunternehmen ver-
geben wurden. Es ist verstandlich, daR diese neuen Bedingungen die Bestre-
bungen zur weiteren Rationalisierung der photogrammetrischen Tagebau-
aufnahme forderten.

2. Zur Frage der Notwendigkeit von PaBpunkten und deren Bestimmung

Der Tagebau, seine GroRe und seine Betriebsart, die eingesetzten Geréte
fur Gewinnung, Foérderung und den Versturz von Abraummassen und die
stdndige Verédnderung von Abbau- und Kippenstrossen stellen der Anwendung
der Erdbildmessung, mit der sich diese Arbeit ausschlieflich beschéaftigen
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soll, fur das markscheiderische Aufmal besondere Bedingungen. Durch diese
Bedingungen ist der wirtschaftliche Vorteil einer terrestrisch-photogramme-
trischen Tagebauaufnahme mehr als bei Aufnahmen flr rein topographische
Zwecke von einer absolut zuverlédssigen Palpunktbestimmung abhédngig, da
wegen der im allgemeinen schnellen Verdnderungen des Objekts keine nach-
traglichen PaBpunktbestimmungen oder Wiederholungsaufnahmen gemacht
werden kénnen. Zur Einhaltung der Genauigkeitsforderungen fiur die riB-
lichen Darstellungen, die im Braunkohlentagebau der DDR in der Regel im
MafRstab 1 :2000 zu zeichnen sind, werden die Stand- und PaRpunktkoordi-
naten Xx,y,z bei terrestrisch-photogrammetrischen Tagebauaufnahmen mit
Hilfe klassisch-geodatischer Verfahren bestimmt. Die gebrduchlichsten Ver-
fahren sind die trigonometrischen Einschneideverfahren fur die Lagebestim-
mung und die trigonometrische Héhenlbertragung fir die Héhenbestimmung
der Stand- und PaRpunkte. Es ist nachgewiesen, dal die Bestimmung der
PaBpunkte mit klassisch-geodatischen Methoden, d. h. meist durch Richtungs-
und Zenitwinkelbeobachtungen mit Hilfe von Theodoliten etwa die Halfte
der Feldarbeitszeit in Anspruch nimmt. Im allgemeinen wird durch diesen
Aufwand der wirtschaftliche Vorteil des terrestrisch-photogrammetrischen
Aufnahmeverfahrens nicht in Zweifel gestellt. Es gibt aber eine Reihe von
Aufgaben, bei denen eine schnelle Bereitstellung von Karten- und Plan-
material besonders wichtig ist. Gerade solche Aufgaben férderten die Bestre-
bungen, klassisch-geodédtische Verfahren durch photogrammetrische zu erset-
zen. Es ist deshalb naheliegend, den Aufwand fur die PalRpunktbestimmungen
durch Wahl anderer Bestimmungsverfahren zu verringern. Hierflr bieten
sich photogrammetrische Verfahren geradezu an. Es soll deshalb im folgenden
untersucht werden, welche Genauigkeit der PaBpunktbestimmung durch MeR-
tischphotogrammetrie und welche wirtschaftlichen Vorteile damit erzielt wer-
den koénnen. Dieses Bestimmungsverfahren ist bei Aufnahmen in mittleren
und kleinen Malistdben fir topographische Zwecke vor allem auf Expeditio-
nen Uublich, hei groBmafstédblichen Tagebauaufnahmen jedoch wegen der
héheren Genaugkeitsforderungen kaum angewandt worden.

Es laRt sich damit die Aufgabe formulieren:

1. Es ist die Genauigkeit des photogrammetrischen Einschneideverfah-
rens hei Verwendung der terrestrischen photogrammetrischen Aufnahme- und
Auswerteausristung: Phototheodolit 19/1318, Stereokomparator 1818 und
Stereoautograph 1318 des VEB Carl Zeiss Jena zu ermitteln.

2. Es ist eine im Hinblick auf die Genauigkeit und auf den Zeitaufwand
gunstige Methode des photogrammetrischen Einschneidens von PaBpunkten
bei Tagebauaufnahmen zu erarbeiten.
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3. Grundlagen der Untersuchung

Die Untersuchungen gehen aus von dem als bekannt vorauszusetzenden
Verfahren der MefRtischphotogrammetrie, bei dem von mindenstens zwei
bekannten Standpunkten unter einem groRBen Basisverhdltnis mit konver-
gierenden Aufnahmerichtungen MeRbilder aufgenommen werden. Aus diesen
MeRbildern koénnen die Richtungen von den Standpunkten nach den zu
bestimmenden Neupunkten auf verschiedene Weise gewonnen werden, die
dann zur rechnerischen oder unmittelbar graphischen Bestimmung der Koor-
dinaten benutzt werden. Voraussetzung fir eine genaue Punktbestimmung
nach diesem Verfahren ist eine einwandfreie &ufiere und innere Orientierung
der MeRbilder, die Uber Richtungskontrollpunkte kontrolliert und gegebenen-
falls verbessert werden kdnnen.

Grundlage der Untersuchung bildeten zwei vollstdndige terrestrisch-
photogrammetrische Aufnahmen von Braunkohlentagebauen. Die Aufnahme
des Tagebaues Deutzen (Bild 1) lag bei Beginn der Untersuchungen fertig
vor. An dieser wurde nachtrédglich die Methodik erprobt. In die Aufnahme
des Tagebaues RofRbach (Bild 2) wurden von Beginn an systematische Unter-
suchungen zu Fragen der Genauigkeit und der Wirtschaftlichkeit der photo-
grammetrischen PafRpunktbestimmung einbezogen. Zur Beurteilung der
Genauigkeit der photogrammetrischen PalRpunktbestimmung war die gleich-
zeitige geoddatische Bestimmung der PaRpunktkoordinaten erforderlich. Fir
diesen Vergleich zwischen photogrammetrischer und klassisch-geodéatischer
Bestimmung fanden 16 Punkte Verwendung, die von bis zu 4 Standpunkten
eingeschnitten wurden. Standpunkte des photogrammetrischen Einschneidens
waren gleichzeitig die linken Standpunkte der Basen der stereophotogramme-
trischen Tagebauaufnahmen, so daR keine zusatzlichen Aufnahmen fur das
photogrammetrische Einschneiden erforderlich waren. Gleichzeitig wurden
auch auf diesen Standpunkten die Richtungen beobachtet, die zur klassisch-
geodatischen Bestimmung der PaBpunktkoordinaten erforderlich waren. Dies
ermdglichte einen direkten Vergleich zwischen der geodé&tischen und der
photogrammetrischen Richtungsbestimmung. Die Aufnahmerichtung wurde
aus der Basisrichtung und dem jeweils eingestellten Verschwenkungswinkel
abgeleitet und fur die graphische Auswertung auf der Kartierungsunterlage
(z. B. A 3a(R) in Bild 2) festgelegt. Als Richtungskontrollpunkte dienten
8 am Tagebaurand oder in grdfRerer Entfernung liegende singalisierte Fest-
punkte (z. B. A 5— (Ro) in Bild 2) sowie gegenuberliegende Aufnahme-
standpunkte. Die Kontrollrichtungen sind an den Aufnahmestandpunkten
durch kurze Pfeile (Bild 1 und 2) angegeben. Auf den insgesamt hierfir
benutzten 11 MeRbildern des Tagebaus RolRbach (Bild 2) kamen durchschnitt-
lich 1 bis 2 Richtungskontrollpunkte und 5 bis 10 zu bestimmende Punkte
zur Abbildung.
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Photogrammetrisd) bestimmte Pal3punkte

m it Bestimmungsrichtungen m50 » 2om

ImlWixi)__ 1 1 1 1

Richtungskontrotpunkfe

Bosen m it Kontrollnichtungen

Bild 1
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Phonogrammetrisch bestimmte FtiBpunkte
m it Bestimmungsrichtungen

Richtungskontrolipunkte
Bosen m itkonfrollrichtungen
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4. Die Untersuchungsverfahreii

4.1. Analytisch-photogrammelrisches Einschneiden

Am Stereokomparator 1818 des VEB Carl Zeiss Jena wurden in den
MeRbildern die Bildkoordinaten der zu bestimmenden Punkte und der Ricli-
tungskontrollpunkte durch zweimaliges Anfahren gemessen. Da fur die Pafl3-
punktbestimmung durch MefRtischphotogrammetrie keine besonderen Auf-
nahmen angefertigt worden waren, sondern die fir die Tagebaukartierung
vorgesehenen Stereoaufnahmen verwendet wurden, konnte bei der Bild-
koordinatenmessung die rechte Platte zur besseren Punktidentifizierung durch
Stereobetrachtung mitgenutzt werden.

Die Berechnung der Richtungen und Hoéhenwinkel aus den Bildkoor-
dinaten und der Kammerkonstante des Phototheodolits erfolgte nach den
bekannten Grundformeln. Die PaBpunktkoordinaten wurden als Vorwarts-
einschnitte in den moéglichen Kombinationen der gemessenen Richtungen auf
einer Doppelrechenmaschine bestimmt, wobei Schnitte unter einem Winkel
10g> y > 190g nicht berlcksichtigt wurden. Bei Uberbestimmungen erfolgte
eine graphische Ausgleichung mit Hilfe der Winkelhalbierenden in den fehler-
zeigenden Figuren.

Die Héhenbestimmung erfolgte ohne Kontrolle der duferen und inneren
Orientierung der Aufnahme. Erdkrimmung und Refraktion wurden berick-
sichtigt.

Die Messungen nach dem analytisch-photogrammetrischen Verfahren
auf Grund der Tagebauaufnahme Deutzen (Bild 1) wurden zur Ermittlung
der Richtungsgenauigkeit fir photogrammetrisch mit dem Phototheodolit
19/1318 bestimmte Richtungen benutzt. Es ergaben sich zuné&chst aus den
Doppelmessungen die mittleren Fehler der gemessenen Bildkoordinaten:

mx.= 2~ 0,004 mm mz, = ~ 0,008 mm

Di.;se mittleren Fehler stellen ein MalR der Beobachtungsgenauigkeit mit
dem Stereokomparator 1818 dar. Sie zeigen den Melfehler bei der Auswertung
der MeRbilder in Abhangigkeit von der ldentifizierbarkeit der Punkte. Der
Unterschied zwischen mx, und mz ist keine Folge unterschiedlicher MeR-
genauigkeit am Stereokomparator in x'- und z'-Richtung, sondern der unter-
schiedlichen Identifizierbarkeit der PaBpunkte nach Richtung und Hdéhe, was
besonders bei Verwendung in der Natur Vorgefundener PalBpunkte auftreten
kann.

Aus den Unterschieden zwischen den mit dem Zeiss-Theodolit 030
gemessenen Richtungen und den photogramnietrisch bestimmten Richtungen
wurde der mittlere Fehler ma einer photogrammetrisch bestimmten Richtung
bestimmt. Mit Hilfe der Richtungskontrollpunkte wurde der systematische
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Verschwenkungsfehler Acp, auf dessen Ursachen hier nicht eingegangen werden
soll, abgeleitet. Die Ergebnisse enthdlt Tabelle |I. Die Werte stellen Durch-
schnittswerte aus den auf einem Standpunkt ausgefihrten Aufnahmen dar.
Der mittlere Richtungsfehler ma setzt sich aus MeR- und ldentifizierungs-
fehlern sowie aus Restfehlern der &ufBeren und inneren Orientierung zusammen.
Er gibt ein Bild tUber die duBere Genauigkeit der photogrammetrischen Rich-
tungsmessung. Sein Wert von durchschnittlich ~ 0,7° entspricht einer linearen
Querabweichung von il 1 cm/km.

Tabelle 1

Genauigkeit der photogrammetrischen Richtungsmessung
mit Zeiss-Phototheodolit 19/1318

ma = mittlerer Richtuugsfehler
Acp = Verschwenkungsfehler
E = durchschnittliche Aufnahmeentfernung
Aufnahmebasis ma Ap E
1 (L,N,R) + 0G89 — 0C51 + 0G25 0,9 km
5 (N, R) + 0°,76 — 0°91 + 0',42 1,0 km
8 (L, N, R) + 0°,53 - 2G05 + 0G23 1,0 km
10 (L, N, R) + 0,64 - 0G39 + 0GC55 1,1 km
Mittel + 0G70 - 0°,97 + 0G41 1,0 km

Aus den unverbesserten wie aus den mit Hilfe von Richtungskontroll-
punkten orientierungsverbesserten analytisch-photogrammetrisch bestimmten
Richtungen wurden die Koordinaten der Palpunkte berechnet. Die hierbei
erzielte Lagegenauigkeit auf Grund der Berechnungen im Tagebau RoRbach
(Bild 2) zeigt Tabelle 11. Hierbei wird der aus Uberbestimmungen berechnete
Fehler mit »innerer Genauigkeit«, der aus den Differenzen zwischen photo-
grammetrischer und Kklassisch-geodéatischer Punktbestimmung mit »&uflerer
Genauigkeit« bezeichnet. Das Ergebnis gentgt den praktischen Anforderun-
gen, wenn man diesen Werten die Kartiergenauigkeit von 0,2 mm 0,4 m
im MaBstab 1 :2000) und die Genauigkeit der Modelleinpassung am Stereo-
autographen (i 0,2 bis 0,3 mm Abi, -j- 0,4 m bis”~ 0,6 m im Malstab
I :2000) gegeniberstellt.

4.2. Graphisch-photogrammetrisches Einschneiden

Die Untersuchung wurde am Stereoautographen 1318 des VEB Carl Zeiss
Jena ausgefuihrt. Bekanntlich erhdlt man den gerétebezogenen Standpunkt
auf der Kartierungsunterlage, wenn man lediglich im linken Bild einzelne
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Tabelle 11

Genauigkeit des analytisch-photogrammetrischen
Einschneideverfahrens

Bestimmungs- Anzahl . . " Lo
strahlen der Punkte |nnere Genauigkeit  AuRere Genauigkeit

iLagefehler )hne Richtungskor trolle

4 3 i 0,23 m i 0,26 m
3 8 + 0,25 m i 030 m
2 5 i 057 m
4+ 3+ 2 16 + 039 m

Lagefehler mit Richtungskontrolle

4 3 + 0,10 m + 0,12 in
3 8 i0,14 m + 0,16 m
2 5 _ zL 0,32 m
4+ 3+ 2 16 R +0,20 m

Hohenfehler (ohne Horizontverbesserung)

4 3 + 0,06 m +0,03 m
3 7 + 0,11 m 0,14 m
2 4 i 0,13 m + 0,17 in
4+3 + 2 14 + 0,11 w zL 0,13 m

Punkte in beliebig kleiner und groRer Entfernung y des Basiswagens anféahrt,
in diesen Stellungen die zugehdrigen x-Werte auf die Kartierungsunterlage
abnadelt und entsprechende Punkte verbindet. Der Schnittpunkt aller so
erhaltenen Strahlen ergibt den gerédtebezogenen Standpunkt der Aufnahme
auf dem Zeichentisch. Dieser Punkt kann mit Hilfe eines Einstellmikroskops
oder einer einfachen Einstellschablone festgelegt werden.

FiUr das graphisch-photogrammetrische Punkteinschneiden wurde diese
Standpunktsbestimmung nur einmal fur die Kammerkonstante des verwen-
deten Phototheodolits durchgefuhrt. Danach wurden die einzelnen MeRbilder,
die von 5 Standpunkten (A 1, A 2a, A 2b, A 3a, A 5in Bild 2) aus aufgenom-
men worden waren, nacheinander in den linken Bildtrager des Stereoauto-
graphen eingelegt, die Kartierungsunterlage mit dem jeweiligen Aufnahme-
standpunkt unter dem geradtebezogenen Standpunkt eingestellt und nach den
Richtungskontrollpunkten orientiert. Danach wurden die zu bestimmenden
PaRpunkte bei verschiedener Stellung des Basiswagens angefahren und die
Richtung auf der Kartierungsunterlage abgenadelt. Die Verbindung dieser
beiden Richtungspunkte ergab jeweils eine Bestimmungsrichtung fur einen
PaBpunkt. Es wurde darauf geachtet, dalR diese Richtungspunkte in der
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Tabelle 111

Vergleich der Verfahren zur PaBpunktbestimmung

Klassisch- Analytisch- Graphisch-

geodatisch photogramm. photogramm.
Punktanzahl...... 16 16 16
Zeitaufwand ... 35 h 35 h 8 h
Anteile der AuBenarbeit 25% * *
Anteile der Auswertearbeit 75% 100% 100%

* Werden Bilder von Stereobildpaaren der Tagebauaufnahme verwendet, so entsteht
kein Aufwand fur AuBenarbeiten.

Erreichte Genauigkeit
| |
der Lage s j ;1.92cm , i 23cm
der HOhe e | j N~ 24cm i~ 5cm

Die Zahlenangaben sind durchschnittliche Fehler, die aus den Abweichungen gegeniber
den klassisch-geodatisch bestimmten PaBpunktkoordinaten und Hohen berechnet wurden.

Die Maximalabweichungen betrugen beim graphisch-photogrammetrischen Verfahren in der
Lage 45 c¢cm und in der Héhe — 11 cm.

Né&he des PaBpunktes und zwar vor und hinter diesem lagen. Dabei erfolgte
die Orientierung bezuglich der Entfernung mit Hilfe des noch nicht einge-
paflten Modells.

Fur die Hohenermittlung am Stereoautographen missen die einzelnen
Modelle eingepallt und orientiert werden, da fir eine genaue photogramme-
trische Hohenbestimmung die Entfernung bekannt sein muf. Auf der Grund-
lage der orientierten Kartierungsunterlage wurden mit dem EinpalRmikroskop
am Zeichentisch die einzelnen zuvor nach Lage ermittelten PalBpunkte einge-
stellt, der Punkt im linken Bild mit der MeRmarke der Héhe nach angefahren
und die Hohe am Hohenzéhler abgelesen. Dabei dienten 1 bis 2 hthenmaRig
bekannte Punkte pro Bild zur Kontrolle des Aufnahmehorizontes und damit
praktisch der Einstellung des Hohenzédhlers. Es ergaben sich fiur die Lage-
und fur die Hoéhenbestimmung folgende durchschnittlichen Fehler

Nage” rb 0,23 m Nie == zt 205 m.

5. Genauigkeits- und W irtschaftlichkeitsvergleich

In Tabelle 111 sind drei Verfahren der PaRpunktbestimmung, klassisch-
geodatisch, analytisch-photogrammetrisch und graphisch-photogrammetrisch
gegentbergestellt. Die Werte zeigen, dal die PalRpunktbestimmung nach den
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untersuchten Verfahren mit ausreichender Genauigkeit durchgefuhrt werden
kann. Der durchschnittliche Lagefehler liegt innerhalb der Zeichengenauigkeit,
die fur den MaRstab 1 :2000 mit ~ 0,4 m angenommen werden kann.

Der besondere Vorteil der graphisch-photogrammetrischen Bestimmung
liegt in dem gegenuber den anderen Verfahren sehr geringen Zeitaufwand,
der nur etwa 25% des Zeitaufwandes der klassisch-geodatischen sowie der
analytisch-photogrammetrischen Bestimmung betrégt.

6. Einschatzung des graphisch-photogrammetrischen Verfahrens

Die Uberlegenheit hinsichtlich des Zeitaufwandes des graphisch-photo-
grammetrischen Einschneidens ist eindeutig. Das Verfahren bietet dann prak-
tische Vorteile, wenn ein Tagebau von mehreren Seiten her aufgenommen
werden muf}, so daR sich gegenuberliegende Standlinien ergeben. Das ist bei
Gesamtaufnahmen eines Tagebaues meist der Fall. Es kann unwirtschaftlich
werden, wenn nur eine Abbaufront aufzunehmen ist. Bei regelmé&Rig wieder-
kehrenden Aufnahmen, bei denen Aufnahmestandpunkte und Richtungs-
kontrollpunkte erhalten bleiben und sich nur im inneren Bereich des Tagebaus
Verdnderungen ergeben (z. B. Kippenstandsaufnahmen), kénnen PalRpunkte
mit rickbaren Gleisanlagen verbunden werden und so ihre Lage bezuglich
des Aufnahmeobjektes etwa beibehalten, aber bei jeder Aufnahme auf ein-
fachste Weise mitbestimmt werden. Es kann so das Neuaufstellen von PaR-
punkten, das erfahrungsgemaR einen hohen anteiligen Zeitaufwand fordert,
vermieden werden.

SCHRIFTTUM

1. Tarczy-Hornoch, A.: Markscheiderische Studien, Verl. d. Ung. Akademie der Wissen-
schaften, Budapest 1963, S. 318 bis 323.

2. Ruger, W.: Moglichkeiten und Grenzen der Anwendung der Photogrammetrie im Bergbau,
Freiberger Forsch.-Heft A 285, Leipzig 1963.

3. kLoss, W.: Uber die Einfilhrung der Photogrammetrie im Bergbau. Vermess.-Techn
Berlin 11 (1963), S. 244 bis 246.

4. Heyt11, H.: Massenermittlungen im Rheinischen Braunkohlentagebau mittels Luftbild-
messung und elektronischer Rechentechnik. Miit. a. d. Markscheidewesen 67 (1960) 4,
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CONSIDERATIONS ON THE DETERMINATION OF MINOR CONTROL POINTS BY
WAY OF PLANE-TABLE PHOTOGRAMMETRY IN TERRESTRIAL-PHOTOGRAM -
METRICAL SURVEYING IN BROWN COAL SURFACE MINING WORKS

W. RUGER
SUMMARY

An analytic-photogrammetric and a graphical-photogrammetric procedure for the
determination of the points of miner control in surface mining surveys are described, their
accuracy and required time-consumption compared with those of the classical geodetical
determinations; being that the graphical-photogrammetrical procedure had been proved to
be the most economical.
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L’EXECUTION DU CANEVAS DE RESTITUTION AVEC PHOTOGRAMMETRIE
PAR INTERSECTION DANS LES LEVES TERRESTRES PHOTOGRAMMETRIQUES
DES MINES DE CHARBON A CIEL OUVERT

W. RUGER

RESUME

L’auteur décrit un procédé analytique-photogrammétrique et un autre graphique-
photogrammétrique, pour I’exécution du canevas de restitution dans les levés des mines a
ciel ouvert, et compare leur précision et leur dépense de temps a celles de la détermination
géodésique classique. Le procédé graphique-photogrammétrique se montre le plus économique
des deux procédés.

HEKOTOPbLIE COOBPAXEHWSA MO OMPEAENEHUIO CBA3YIOLWMX TOUEK
MEH3Y/1bHO-®OTOMPAMMETPUYECKM METOAOM MPU HA3EMHOW
®OTOMPAMMETPUYECKOW CbEMKE OTKPbITOW PA3PABOTKW BYPbIX
YIrNEN

8. PIOTEP

PE3IOME
[aeTcs onucaHue aHa/MTUYECKOro M rpaduueckoro (OTOrpaMMeTPUYECKMX METO0B
onpefieNieHNs CBA3YIOLLIMX TOUEK MPU CbeMKax OTKPbITOM paspaboTKu, npuyeM paccmaTpuBaeTcs

MX TOYHOCTb W 3aTpaTa BPEMEHM B COMOCTAB/IEHUU C K/ACCUUECKUMU METOfaMu reofes3vu.
Hanbonee 3KOHOMWYHBLIM OKasblBaeTCA rpafuyeckumii poTorpaMMeTpUYecKnii MeTog,
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DIE BESTIMMUNG DER LOTABWEICHUNG r,-
FUR POTSDAM AUS STERNBEDECKUNGEN

H. U. SANDIG, Dresden und Potsdam

[Eingegangen am 17. Mdarz 1965]

Aus 73 in den Jahren 1955 bis 1959 visuell erfalten Sternbedeckungen durch den Mond
wird, unter Beriicksichtigung des Mondrandprofils nach Hayn und Weimer, die (absolute)
Lotabweichung « in Bezug auf das Hayford-Ellipsoid fir den Helmert-Turm in Potsdam
(Européisches Datum) abgeleitet. Die nach zwei verschiedenen Verfahren ermittelten Werte
(+ 2"9 und - 273) befinden sich in hinreichender Ubereinstimmung zu den von anderen Autoren
auf gravimetrischem Wege ermittelten Werten.

Die Verwendung von Sternbedeckungen durch den Mond fir geodétische
Zwecke ist nur gelegentlich versucht worden. Von besonderer Bedeutung sind
die Versuche von O’Keefe und seinen Mitarbeitern, die einerseits die Ableitung
des Aquatorradius der Erde zum Ziel hatten [1], zum anderen den AnschluR
von Inseln im Pazifik an ein Festpunktfeld bezweckten [2]. 1949 hat Hop-
mann [3] den Versuch unternommen, die Uber tausend Sternbedeckungen,
die Battermann in den Jahren 1884 bis 1903 in Berlin beobachtet hatte, flur
geodatische Zwecke auszunutzen. Dabei hatte sich herausgestellt, dall diese
Beobachtungsreihe vor allem in der Lotabweichung in Lange zu véllig unmdg-
lichen Werten fuhrt. Hopmann erklart diese Diskrepanz durch eine unge-
wohnlich grofle persdnliche Gleichung des Beobachters Battermann. Auler-
dem wird darauf hingewiesen, dalR die Beobachtungen nicht wegen des Profils
des Mondrandes korrigiert worden waren, das ja erst zu Beginn des ersten
Weltkrieges von Hayn erstmals ermittelt worden war.

Seit 1955 werden im Geodatischen Institut in Potsdam auf dem Hel-
mertturm durch H. Kruger und andere Mitarbeiter des Instituts die dort
erreichbaren Sternbedeckungen durch den Mond mit einem 15 cm Cassegrain-
Spiegelteleskop nach der Tastermethode beobachtet. Die Beobachtungen sind
(zusammen mit den Widersprichen Aa in der Distanz Stern-Mondzentrum)
in mehreren Mitteilungen der Astron. Nachr. verdéffentlicht worden [4]. Da
Kruger und ein weiterer Beobachter ihre persénliche Gleichung mit einem
kinstlichen Stern bestimmt hatten [5], schien eine Berechnung des ver-
bleibenden systematischen, die Lotabweichung enthaltenden Unterschiedes
lohnend, zumal fur den Helmertturm bereits gravimetrische Bestimmungen
der Lotabweichung durch w o1f [6], Hopman [7], Arno1a [8] u. a. Vorlagen.
Da ein Fehler im Mondort der Ephemeride mit vollem Betrag in das Ergebnis
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eingeht, konnten nur Beobachtungen der Jahre Verwendung finden, fur die
durch die zentrale Bearbeitung aller auf der ganzen Erde beobachteten Stern-
bedeckungen die Korrektionen der Mondephermeride ermittelt worden waren.
Dies bedeutet, dal nur die Beobachtungen bis einschlieRlich 1959 verwendet
werden konnten. Insgesamt standen somit 73 Beobachtungen zur Verfigung,
die in den Jahren 1955 bis 1959 angestellt worden waren.

Da die Bestimmung der Lotabweichung in Breite aus Beobachtungen
auf nur einer Station prinzipiell unginstig ist (siebe z. B. die Darstellung
VON Berroth u. Hofmann [9]) so habe ich mich bei dem Versuch, die Pots-
damer Beobachtungen auszuwerten, auf die Lotabweichung in L&nge be-
schrankt. Eine vorhandene groRBere Lotabweichung in Breite (die nach den
vorliegenden gravimetrischen Ergebnissen unwahrscheinlich ist) wirde dann
zwar die Ergebnisse der einzelnen Beobachtungen verfélschen, doch wird im
Miittel aus einer groBen Zahl von Beobachtungen die infolge der Lotabweichung
falsch angenommene Breite sich im wesentlichen in einer VergroRerung der
zufélligen Streuung &uflern und nur einen verschwindenden systematischen
EinfluR haben.

Die Berechnung der L&angendifferenz astronomisch minus geodétisch
geschah auf zwei verschiedenen Wegen, einem nahezu strengen Verfahren
und einem Naherungsverfahren. Das Nd&aherungsverfahren ist der geringen
Beobachtungsgenauigkeit der visuellen Sternbedeckungen angepaft, in jedem
Falle kann es zur Sicherung gegen grobe Fehler im strengen Verfahren mit
Vorteil verwendet werden. Es verlangt nur einen minimalen Rechenaufwand.

Zur Aufstellung der Fehlergleichung fir das strenge Verfahren wurden
drei Unbekannte eingefuhrt: Eine Verbesserung der Lange AX als L&ngen-
differenz astronomisch minus geodétisch, eine Verbesserung A kudes mittleren
Mondradius ka (ausgedriickt in Einheiten des mittl. Aquatorradius der Erde)
und eine Verbesserung An,, der mittleren Mondparallaxe jt0. Dabei ist naturlich
klar, daR aus dem Material von nicht einmal 100 visuellen Sternbedeckungen
keine verburgten Verbesserungen des Mondradius und der Mondparallaxe
erwartet werden konnen. Der Sinn der Mitnahme dieser Unbekannten war
der, fehlerhafte Korrektionen wegen des Mondrandprofils dort zur Auswir-
kung zu bringen, d. h. aufzufangen, so daB sie sich in AX nicht auswirken
kénnen. Die Richtigkeit dieser Uberlegung wird sich bei dem spéteren Ver-
gleich der nach den beiden Methoden gewonnenen Ergebnisse zeigen. Im
Absolutglied der Fehlergleichung gehen aufler den Differenzen Aa bzw. A K,
die sich aus der Gegenuberstellung von Beobachtung und Berechnung ergeben,
die Fehler der Mondephemeride und die Korrektionen wegen des Mondrand-
profils ein. Die Fehlcrgleichung lautet dann:

kaAkO+ (Mm + Nn) AX+ P~~~ = L — MAx - NAO - «
sill Vg sin 71
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Dabei bedeuten la und Ab die Verbesserungen der Mondephemeride, die aus
den vom Royal Greenwich Observatory in Herstmonceux gegebenen AL und
IR, bezogen auf die Mondbahn, ermittelt werden mussen. Aw' ist die Rand-
korrektion des Mondes, die fir die zur Beobachtungszeit gehdérende Libration
und den Positionswinkcl der Bedeckung den Kartenwerken von Hayn [10],
Weimer [11] oder Watts [12] entnommen wird. Die Koeffizienten L, M,
N, P haben die bei be Ball [13] angegebene Bedeutung. Sie ergeben sich
aus der Bedingungsgleichung fiir den »Schattenkreis« in der Besselschen
Fundamentalebene

(*o+ dx - 0)2+ (yo+ dy — n)2= (k0O+ AKf .

Dabei sind xuy udie fur den Beobachtungszeitpunkt (TU.,) berechneten Koor-
dinaten des Mondzentrums und f, r] die astronomisch bestimmten auf ein
Normalellipsoid bezogenen Koordinaten des Beobachtungsortes in bezug auf
die Fundamentalebene. Nehmen wir nunmehr firs erste an, dal die Lotab-
weichung in @ fir den Beobachtungsort verschwindend ist. Es wird dann der
den geoddatischen (lotabweichungsfreien) Koordinaten entsprechende Ort in
der Fundamentalebene die gleichen Koordinaten |, 1] zu einem Zeitpunkt
haben, der sich von dem Beobachtungszeitpunkt um den Betrag AX unter-
scheidet. Dabei ist A). die Lotabweichung in L&nge, ausgedrickt im Zeitmal.
Die diesem Zeitabschnitt entsprechenden Anderungen der Koordinaten des
Mondzentrums in der Fundamentalebene sind dx und dy. Sie miussen die
Bedingungsgleichung des Schattenkreises erfiuillen. Ihre Beziehungen zu den
Anderungen Aoc und Ab der &quatorialen geozentrischen Koordinaten des
Mondzentrums werden durch die Koeffizienten der Fehlergleichung vermittelt.
Fur den sicherlich vorliegenden Fall, daR Acp von Null etwas verschieden ist,
gibt dieses Verfahren im einzelnen Fall natlrlich fehlerhafte Resultate; im
Mittel aus einer groBen Zahl von Sternbedeckungen wird der EinfluR von
Acp jedoch fast véllig herausfallen, da dann alle Lagen der scheinbaren Mond-
bahn in Bezug auf den Stern Vorkommen werden, je grofRer die Zahl desto
besser verteilt. Ich habe dieses eigentlich fur Langenbestimmungen gedachte
Verfahren fir den vorliegenden Zweck angewandt, weil nur geozentrische
Werte in die Koeffizienten der Fehlergleichung eingehen, weil es mir in Uber-
sichtlicher Weise zu gestatten schien, nur die Lotabweichung in L&nge zu
bericksichtigen, und vor allem, weil der gréRte Teil der fur die Berechnung
der Koeffizienten nétigen Daten von H. Krager in Potsdam bereits fertig
berechnet vorlag. Die Aufstellung der Fehlergleichungen war somit relativ
rasch zu bewerkstelligen. Die Hauptarbeit bestand in der Ermittlung der
Randkorrektionen, wozu zunéachst die Librationen zu berechnen waren. Die
Positionswinkel lagen ebenfalls bereits vor. Das Randprofil wurde sowohl
aus den Karten von 11ayn [10] als auch denen von Weimer [11] entnommen,
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um Vergleichsmdglichkeiten zu haben. Es erwies sich, daB die Haynschen
Karten den Weimerschen etwa ebenbirtig sind, obwohl letztere mit einem
bedeutend grofieren Instrument und wesentlich mehr Material erhalten wurden.
Aus den Differenzen der 58 Korrektionen der Randpunkte, fir die aus beiden
Kartenwerken Aa>' entnommen werden konnten, ergibt sich ein m. F. von
~ 0"31 fur eine Profilentnahme, wenn beide Kartenwerke als gleich genau
angenommen werden. Gibt man Hayns Genauigkeitsangabe von ~ 0"25 vor,
so wirde der Weimersche Atlas, fir den vom Autor leider keine Genauigkeits-
angaben gemacht werden, nur ~ 0"36 erreichen. So erstaunlich immer wieder
die hohe Zuverléssigkeit der Haynschen Arbeiten ist, so ist auf der anderen
Seite doch die Kenntnis des Mondrandprofils noch recht mangelhaft fur die
vorliegende Aufgabe, und ein Erfolg ist auch bei einem objektiven Beobach-
tungsverfahren (Registrierung des Photostroms, den der Bedeckungsstern
erzeugt) nur durch eine groBe H&aufung von Beobachtungen zu erwarten.
Leider lag zur Zeit der Durchfihrung der Rechnungen der inzwischen erschie-
nene Atlas des Mondrandprofils von w atts [12] noch nicht vor.

Die Berechnung der Librationen, Entnahme der Randkorrektionen,
Berechnung der Koeffizienten, Aufstellung der Fehlergleichungen, Berick-
sichtigung der persdnlichen Gleichung und Ermittlung der Verbesserungen
I/, AnOund A kOsowie auch die Rechnungen nach dem im folgenden beschrie-
benen N&herungskontrollverfahren hat Herr G. Landmann in Berlin im
Rahmen seiner Diplomarbeit als Fernstudent an der TU Dresden nach meiner
Anleitung durchgefuhrt, wofiir ihm auch an dieser Stelle gedankt sei.

Das erwdhnte N&herungsverfahren geht wieder von der Bedingungs-
gleichung des »Schattenkreises« in der Fundamentalebene aus

x- D2+ (y — = (-

wenn a der aktuelle Mondradius in Bogensekunden ist. Diese Gleichung fuhrt
zu Widersprichen Aa = ff* — a fir jede einzelne Sternbedeckung. Diese Aa
werden nun in eine Komponente in Richtung der Mondbewegung und in eine
senkrecht dazu zerlegt, nach der Beziehung

lor == pAL" -(- qAB" .

Bezeichnet man mit g den Positionswinkel der Mondbewegung und mit
x den Positionswinkel des Sterns, so ist

p = cos(g—x) und g = sin (p —Xx) .

Auch diese GréRen lagen in Potsdam bereits fertig berechnet vor, so
daR die Kontrollrechnung nur in einer Bestimmung der AL' und AB' durch
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Ausgleichung, fur jeden Jahresabschnitt gesondert, bestand. Die so ermittelten
L' wurden den vom Sternbedeckungszentrum in Herstmonceux zur Verfiigung
gestellten [14] L gegenibergestellt und die Differenzen AL — L’ — L dber
die mittlere Mondbewegung in Zeit verwandelt. Unter den bei der ersten
Methode gemachten Voraussetzungen wird im Mittel aus einer groRen Zahl
von Sternbedeckungen dieser Zeitunterschied gleich der Lotabweichung in
Lange fir den Beobachtungsort sein, wobei hier noch hinzukommt, daR die
Bewegungsgeschwindigkeiten des Mondes in der Bahn so verteilt sein mussen,
daB sich die mittlere Bewegung ergibt, mit deren Reziproken die AL mul-
tipliziert werden. Es werden sich also Unterschiede zwischen den nach der
ersten und nach der zweiten Methode gewonnenen Lotabweichungen ergeben.
Die Rechnungen zeigten, dalR diese Abweichungen zunéchst unverhéltnis-
maéaRig groB waren. Sie wurden wesentlich geringer, wenn an die Aa die bei
der ersten Lo6sung erhaltenen A kO angebracht wurden. Damit ist die oben
behauptete ZweckmaRigkeit der Aufnahme einer Verbesserung des Mondradius
erwiesen. A kustellt keine Verbesserung des mittleren Mondradius dar, sondern
gestattet lediglich den Umstand zu berucksichtigen, dalR die angebrachten
Korrektionen fiur die aktuellen Randpunkte nicht auf den mittleren Mondradius
fuhren.

Die Ergebnisse (fir AA umgerechnet in Bogensekunden) zeigt die folgende
Zusammenstellung :

. 1. Verf. 2. Verf. 2. Verf.

Tehi A A\ AK korr. weg. AkO Ako+10 e Ano

1955 +0;'87 + 979 + 8719 + 2,18 + 6,6 + 84+ 86 +0710 * 0742
1956 —5,19+12,0 -4,10 —4,10 + 6,8 + 3+105 +0,07 + 0,62
1957 -13,50+14,8 -7,10 -11,74 £ 9,8 + 97+ 121 + 0,44 + 0,58
1958 + 1,08+ 84 + 2,46 + 027+ 71 + 90+ 73 —0,85 + 041
1959 — 3,45+ 6,2 - 573 —573 + 41 - 16+ 30 + 0,20 £ 0,27
Mittel = 4"8+ 44 173 378 +4.,8 + 54+ 35 + 0,02 + 0,17

Die Mittelwerte und ihre mittleren Fehler wurden aus einer Ausgleichung
des Gesamtmaterials erhalten. Fir die SchluBbetrachtungen sollen nur diese
Mittelwerte hinzugezogen wrerden.

Nach Ausweis der mittleren Fehler kénnen die Ergebnisse kaum dem
Vorzeichen nach als gesichert gelten. Die Reihe der Einzelwerte zeigt jedoch,
dal AA negativ sein mufl3. Um einen Vergleich mit den auf gravimetrischem
Wege Uber die Stokes’sche Formel erhaltenen Ergebnissen zu bekommen,
berechnen wir ] = —AA cos @ und erhalten im Vergleich zu den Ergebnissen
von W oitf [6], Hopmann [7] und Arnoi1a [8] aus Sternbedeckungen
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n
2"9 + 27
2;'3 3'0

1. Verfahren
2. Verfahren

+

+
I+

aus Schwerewerten
H. Wolf + 1"3
J. Hopmann -j- 2"4
K. Arnotd -f-1"9

Die Werte beziehen sich auf das Hayford-Erdellipsoid und auf die alte
konventionelle L&nge von Potsdam.

Die Ubereinstimmung der gravimetrisch und geometrisch ermittelten
Werte ist unerwartet gut. Die mitgeteilten mittl. Fehler bewahren freilich
davor, dieser Ubereinstimmung zu viel Wert beizumessen. Sie ermutigen
jedoch den Verfasser, die Versuche mit verbesserten Hilfsmitteln fortzusetzen.
Am Lohrmann-Institut der Technischen Universitat Dresden wurde am 30cm
Refraktor eine lichtelektrische Apparatur adaptiert, mit der in den letzten
Monaten bereits ein halbes Dutzend Bedeckungen hellerer Sterne erfalt
werden konnten. Die Genauigkeit ist besser als ~ 0*01 und gestattet, die
Winkeldurchmesser der Sterne abzuleiten, soweit es sich um Riesensterne
handelt. Eine zweite derartige Apparatur wird im kommenden Jahr vom
Geodatischen Institut Potsdam Ubernommen und an einem gréfieren Fern-
rohr adaptiert werden. Damit ist die zeitliche Erfassung des Phdnomens mit
aller wunschenswerten Genauigkeit und frei von systematischen Fehlern
gesichert. Ein Problem bleibt nach wie vor die Erfassung der Mondrand-
korrektion, doch ist zu hoffen, daR der Atlas von Watts [12], der jetzt in
Potsdam vorliegt, eine wesentliche Genauigkeitssteigerung bringen wird. Die
Ungenauigkeiten in der Kenntnis des Mondrandprofils werden jedoch nach
wie vor eine groBe H&ufung von Sternbedeckungen erforderlich machen,
bevor ein hinreichend gesicherter Wert der Lotahweichung angegeben werden
kann.
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THE DETERMINATION OF THE POTSDAM DEFLECTION OE THE PLUMBLINE »®
FROM STAR OCCULTATIONS BY THE MOON

H. U. SANDIG
SUMMARY

From 73 occultations of stars by the moon observed visually between 1955 and 1959
the component »? of the (absolute) deflection of the plumbline is derived for the Helmert-
Turm at Potsdam (European Datum) with respect to the Hayford Ellipsoid. The corrections
for the marginal Zone were taken from the charts of Hayn and Weimer. The results obtained
by two different methods (+2"9 and +2"3) are in sufficient correspondence with the results
derived from gravimetric data.

DETERMINATION DE LA DEVIATION DE LA VERTICALE » DE POTSDAM,
SUR LA BASE DE L’OCCULTATION D’ETOILES

H. U. SANDIG
RESUME

Sur la base de 73 occultations d’étoiles observées visuellement entre les années 1955
et 1959, et en considération du profil de la lune selon Hayn et Weimer, on déduit la déviation
(absolue) de la verticale ®pour la Helmert-Turm de Potsdam (donnée européenne) en relation
avec l’ellipsoide Hayford. Les valeurs calculées selon deux procédés différents (+2"9 et «2"3)
sont en accord satisfaisant avec les valeurs d’autres auteurs calculées par gravimétrie.

OMPEAENNEHMNE OTK/IOHEHWA OTBECA » AJ1Ad NMOTCAOAMA 1O
MOKPbITNAM 3BE3[]

X. Y. CAHoWNr

PE3IOME

Ha ocHoBe 73 nokpbITWii 3Be3g JIyHOW, onpefesieHHbIX BU3yaibHbIM METO40M 3a Mepuog
1955—1959 rr. ¢ yyeTom Npounst Kpas JIyHbl NO X aiiny W Beumepy, BblBOAUTCS (aGCONHOTHOE)
OTKJ/IOHeHMWe oTBeca ¥ Ana bawHn MenbmepTa B r. Motcaame (EBponelickas faTa) No OTHOLLEHUIO
K annuncongy Xendopaa. 3HaueHUs, NonyyeHHble ABymMs metogammn (+2,9" n +2,3") xopowlo
COoBMajatoT CO 3HAYeHNSAMU, OMNpedesieHHbIMU APYTMMU aBTopamy rpaByUMeTPUYECKM CrOCcO60M.
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UBER MARKSCHEIDERISCHE MESSERGEBNISSE ZUR
FESTSTELLUNG DER DURCH BERGMANNISCHEN
ABBAU VERURSACHTEN GEBIRGSBEWEGUNGEN

H. SPICKERNAGEL, Leoben

[Eingegangen am 31. Méarz 1965]

In den folgenden Untersuchungen wird tUber die Auswertung von markscheiderischen
Messungen berichtet, die zur Beobachtung von abbaubedingten Punktbewegungen unter
Tage durchgefihrt worden sind. Die Messungen waren angesetzt, um einen Beitrag zu der
fur das Forschungsgebiet der Bergschadenkunde so bedeutsamen Frage zu leisten, ob die
zur Vorausberechnung der an der Tagesoberflaiche zu erwartenden Einwirkungen des berg-
mannischen Abbaues entwickelten Vorstellungen ohne Einschrankung tbertragbar sind auf
den Bewegungsablauf, der sich im Gebirgsinneren vollzieht.

Die mitgeteilten Ergebnisse betreffen nur die vertikale Komponente des Bewegungs-
ablaufes, weil weitergehende Untersuchungen den Umfang der Arbeit zu sehr vergroBert
haben wirden.

Mit dem unterirdisch betriebenen bergmé&nnischen Abbau einer Lager-
statte ist zwangslaufig eine Stérung des in dem betroffenen Gesteinsschichten-
verband (nach bergménnischem Sprachgebrauch: Gebirgsschichtenverband)
vor Beginn des Abbaus allseitig herrschenden Spannungszustandes verbunden.
Als Folge der hierdurch auftretenden Spannungsanomalien versuchen sich
die mit Schaffung des Abbauhohlraums ihrer Unterstitzung bzw. ihres Gegen-
lagers beraubten hangenden und liegenden Schichten der Lagerstatte in den
Hohlraum hinein zu bewegen, um diesen schlieBlich wieder zu Verfallen.
So wird durch den bergmé&nnischen Abbau ein Bewegungsvorgang ausgeldst,
der sich durch das anstehende Gebirge bis zur Tagesoberflache fortsetzen kann
und in der Regel auch fortsetzt. Unter dem EinfluR der damit verbundenen
absinkenden und verschiebenden Lageverdnderungen, der vertikalen und
horizontalen Komponente des Bewegungsvorgangs, treten die von der Tages-
oberflache her bekannten Schéaden, die sogenannten Bergschdden auf.

Auf dem Weg zwischen Abbauhorizont und Niveau der Tagesoberflache
durchlaufen die absinkenden Bewegungen die verschiedenartigsten Gebirgs-
schichten; verschiedenartig, sowohl hinsichtlich ihrer physikalischen Eigen-
schaften als auch ihres geologischen Schichtenaufbaus, ihres Schichtenein-
fallens und ihrer Machtigkeit. So kommt es, daR die Ubertage sichtbar werden-
den »Bodenbewegungen<< durchaus nicht ident sein mussen mit den innerhalb
des Gebirges stattfindenden Bewegungen der einzelnen Gebirgsschichten, den
sog. »Gebirgsbewegungen.

W ill man die Kenntnisse tUber die als Folge des bergménnischen Abbaus
eintretenden Boden- und Gebirgsbewegungen einer wenigstens in etwa all-
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gemein anwendbaren Lésung zufihren, dann ist es unumgénglich, die einzelnen
Parameter zu bestimmen, die den Ablauf der untertdgigen Bewegun-
gen, also der Gebirgsbewegungen, bestimmend beeinfluRen. Zwar ist es ange-
sichts ihrer Vielzahl und ihrer z. T. von Natur aus gegebenen wechselvollen
Ausbildung zweifelhaft, ob es Uberhaupt gelingen wird, eine einzige, allgemein
gultige Loésung des Problems zu finden; aber auch eine nur regional gultige
Lésung, mit deren Hilfe wir in der Lage wéaren, den Ablauf der Bewegungen
vom Niveau der abgebauten Lagerstatte bis zur Tagesoberflache zu erfassen
und im voraus zu bestimmen, wirde vor allem auch fir die Belange der
Grubensicherheit sowie fur die Erhaltung und Unterhaltung der Grubenbaue
einen entscheidenden Fortschritt darstellen.

Es erhebt sich die Frage, welche Wege gangbar sind, um das gesteckte
Ziel zu erreichen, bzw. ihm naher zu kommen. Hier fallt erschwerend ins
Gewicht, dal? es untertage nur an relativ wenigen Stellen mdglich ist, den Ablauf
der Gebirgsbewegungen zu messen. Allerdings ist es mdglich, die Beobachtun-
gen bis zu einem gewissen Grad durch Untersuchungen an geeigneten Modellen
zu ersetzen. Dennoch aber kdénnen auch die umsichtigsten Modellversuche
nicht der Mellergebnisse Uber die in der Natur tatsdchlich stattgefundenen
Bewegungen entbehren. Erst die Folgerungen, die sich bei vergleichender
Betrachtung der in der Natur gemessenen Bewegungsabldufe mit den am Modell
demonstrierten herausstellen, konnen schrittweise einen Ersatz fiir ein etwa-
iges Fehlen von MeRergebnissen in der zwischen der Tagesoberflache und dem
Abbauhorizont oft gegebenen Beobachtungsliicke darstellen.

Wenn wir von den MeRverfahren absehen wollen, die nur eine relative
Aussagekraft besitzen (z. B. Konvergenzmessungen), dann sind es vor allem
die auch aus dem ubertdgigen Vermessungswesen her bekannten MeRverfah-
ren, mit deren Hilfe die durch Lageverédnderungen fixierter MelRpunkte sicht-
bar werdenden Bewegungen der Gebirgsschichten zu erfassen sind. Die in
vermessungstechnischer Hinsicht einwandfreie Anwendung der MeRverfahren
wird untertage allerdings in oft nicht vorzustellender Weise durch den Ablauf
des Betriebsgeschehens sowie durch die Enge und Art der Grubenbaue er-
schwert; auBerdem verlangt die Forderung nach einer unverdnderten Lage
des Messungsanschlusses eine hdufige Wiederholung von Kontrollmessungen.
Die oft extrem kurzen Polygonseiten zwingen zur Anwendung zwangszentrier-
ter Winkelmessungen und zur Vermeidung von Fehlmessungen als Folge
unbemerkt eintretender Refraktionseinflisse empfiehlt sich vor allem in gas-
haltigen Lagerstatten eine Kontrolle des von den Messungen durchquerten
W etterstroms.

In vereinfachter Weise werden die zur Messung der Gebirgsbewegungen
bendtigten Festpunkte in der unmittelbaren Umgebung des Streb- oder
Streckenhohlraums, also in der Firste und in der Sohle einer Strecke, vermarkt.
Hierzu werden etwa 30 bis 50 cm lange Holzpflocke in Bohrldcher eingetrieben
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und in diesen wird der MeRBpunkt markiert. Die an solchen Festpunkten
gemessenen Bewegungen sind jedoch, wie vor allem durchgefuhrte Hdhen-
messungen erkennen lassen, nicht allein durch die als Folge des Abbaus ein-
tretende Senkungsbewegung der Schichten bestimmt. Sie werden vielmehr
gleichzeitig von anderen Einwirkungen uberlagert, deren Ursache in Druck-
auswirkungen zu erblicken ist, die eine Folge der durch die Senkung der
Gebirgsschichten gleichzeitig hervorgerufenen Bruchbewegungen des den
Streckenhohlraum umgebenden Gesteinsmantels darstellen. Bei MeRergeb-
nissen, die an solcherweise vermarkten Festpunkten erzielt werden, besteht
daher die Aufgabe darin, die unterschiedlichen Einflisse der Senkungsbewe-
gung von den durch Druckauswirkungen verursachten Bewegungen vonein-
ander zu trennen.

Im nachfolgenden sollen als erstes Ergebnisse von Messungen diskutiert
werden, die wir auf Punkten durchgefiihrt haben, deren Vermarkung in der
Umgebung einer Strecke erfolgte. Ferner sollen danach HohenmeRergebnisse
erortert werden, die in einem mehr als 600 m tiefen Schacht zur Verfolgung
des Senkungsvorgangs vom Niveau des Abbaus bis zur Tagesoberflache erzielt
wurden.

Die erstgenannten MeRergebnisse wurden ermittelt bei der Beobachtung
eines Querschlags in 600 m Teufe (= —530 m NN), der mit einem rund 250 m
langem Streb in geringem vertikalem Abstand von etwa 10—40 m unterbaut
wurde. Der Abbau erfolgte in einem rund 155 cm méchtigen Steinkohlenfldz
mit einem mittleren Schichteneinfallen von 15B; es wurde ohne Versatz gebaut.

Die Anzahl der vermarkten Punktpaare betrug 29. Von diesen konnten
jedoch 7 Punktpaare (Nr. 21 bis 29) nach der dritten Messung nicht mehr
beobachtet werden, weil der Querschlag aus Griunden der Wetterfihrung
hinter dem Punkt 22 zugesetzt werden mufite. Die Punktpaare 12 und 13
konnten nur 7mal beobachtet werden, weil sie danach infolge eines Strecken-
bruchs vorzeitig fortfielen. Die Beobachtungsmessungen erstreckten sich Uber
einen Zeitraum von insgesamt 1 Jahr und 5 Monaten. In dieser Zeitspanne
wurden die Messungen 18mal durchgefihrt. Zur Zeit der starksten Einwirkun-
gen wurden die Messungen in Abstdnden von je 14 Tagen wiederholt.

Lage und Schnitt des Abbaus zeigen Abb. 1 und la. Die Auswertung
der Messungen lieR erwartungsgemafl erkennen, dall der ndérdliche Teil der
Beobachtungslinie, das sind die Punktpaare 1 bis 11, Bewegungen erfuhren,
die nur von den Druckauswirkungen des Streckenhohlraums bestimmt wurden.
Aus diesem Grund sollen die Punktpaare 1 bis 11 hier nicht n&her betrachtet
werden.

Aber auch bei der Punktfolge 14 bis 22 zeigen sich neben den Auswir-
kungen des Senkungsvorgangs noch solche Bewegungen, die durch dynamische
Auswirkungen gekennzeichnet sind. Verstdndlicherweise zeigen sich die Druck-
auswirkungen umso starker, je intensiver die Abbaueinwirkungen auf die
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Abb. 1. GrundriRliche Lage der Beobachtungspunkte (ber dem Abbau

Abb. la. Lage der Beobachtungspunkte tber dem Abbau dargestellt im Einféllen der Schichten

Zerstorung des den Streckenhohlraum umgebenden Gesteinsmantels hinwirken
kénnen. Das ist z. B. umso mehr der Fall, je weicher der betreffende Gesteins-
schichtenverband ist und je ndher der Abbau zu dem Streckenhohlraum liegt.
Da das hier betrachtete Fl6z mit 15r nach Siden einfallt, so dall der lotrechte
Abstand zwischen dem Abbau und der Beobachtungslinie nach Sidden hin
gréBer wurde, stand von vornherein zu erwarten, dal} sich die Druckauswir-
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kungen bei den weiter nach Siden vermarkten Beobachtungspunkten in
geringerem Male zeigten als bei den weiter nach Norden hin vermarkten
Punkten. Auch schon die Feststellung, daR die beiden ndérdlich gelegenen
Punktpaare 12 und 13 als Folge eines Streckenbruchs vorzeitig ausfielen,
bestatigte diese Erwartung; und die MelRergebnisse Uber die an den Punkten
14 bis 22 stattgefundenen Bewegungen bestatigen diese Tendenz.

In den Abb. 2a—c sind gleichzeitig als Beispiel fir die an den Ubrigen
Punkten gemessenen Bewegungen die an den Punktpaaren 14, 17 und 21
gemessenen Senkungsablaufe wiedergegeben. Fur jedes Punktpaar ist die verti-

Abb. 2a. Senkungsverlauf am Punktpaar 14

kale Lageverdnderung des in der Sohle und des in der Firste des Querschlags
vermarkten Punktes getrennt dargestellt.

Am Punkt 14 zeigt der in der Streckensohle angebrachte Festpunkt, der
16 m Uber dem Abbau-Horizont lag, zu Beginn der Abbaueinwirkungen unter
dem EinflulR der Verformungskrafte eine stark aufwdarts gerichtete Bewegung.
Diese erreicht zu dem Zeitpunkt, in dem das Punktpaar durch den Streb unter-
fahren wird, eine maximale Hebung von rund 840 mm. Der in der Strecken-
firste angebrachte Beobachtungspunkt hingegen zeigt nur zu Beginn des
Bewegungsablaufs eine sehr geringe, innerhalb der MelRgenauigkeit liegende,
scheinbare Aufwé&rtsbewegung, um anschlieBend einer eindeutigen Abwarts-
bewegung zu folgen. Diese hatte zu dem Zeitpunkt der Strebunterfahrung
schon eine GrofRe von fast 180 mm erreicht, so daR sich unter dem Einflu
der Abbaueinwirkungen die Streckenhdhe im Bereich des Punktpaares 14 um
mehr als 1000 mm verringert hatte.
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Abb. 2b. Senkungsverlauf am Punktpaar 17

Abb. 2c. Senkungsverlauf am Punktpaar 21

Nach Uberschreiten des Hebungsmaximums zeigt sich auch an dem in
der Streckensohle vermarkten Punkt der Beginn einer steil abwérts fihrenden
Senkungskurve. Allerdings konnte diese nicht weiter verfolgt tverden, weil
die durch die Hebung der Streckensohle eingetretenen Erschwernisse fur den
Foderbetrieb so sehr storten, dall der Querschlag durchgesenkt werden mufite,
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womit die Beobachtung des Sohlenpunktes eine Unterbrechung erfuhr. Die
Auswertung der spéter nach Erneuerung des Punktes durchgefiihrten Messun-
gen laRt erkennen, dal bei gréBerer Entfernung des Strebstandes beide Mefl3-
punkte eine anndhernd gleichgerichtete Bewegung erfahren.

Aus dem fur das Punktpaar 17 (Abb. 2b) gezeigten Senkungsverlauf ist
zu erkennen, daBR die Hebung der Streckensohle vernachlédssigbar gering ist.
Auch das Punktpaar 21 (Abb. 2c¢) zeigt einen &hnlichen Senkungsablauf wie
das Punktpaar 17.

Wenngleich die Hebung der Streckensohle ab Punktpaar 17 nur noch sehr
gering in Erscheinung tritt, so ist dennoch ubereinstimmend bei allen Beob-
achtungspunkten ein groRer, verbleibender Senkungsunterschied zwischen den
in der Streckenfirste und den in der Streckensohle vermarkten Punkten fest-
zustellen. Dieser Unterschied stellt eine echte Folge der Druckauswirkungen
dar, die auch nach Beginn des Senkungsvorgangs noch eine anhaltende relative
Aufwértsbewegung der Streckensohle verursachen. Sie kommt in Form einer
gegenlber dem Firstpunkt geringeren Absenkung der Streckensohle zum
Ausdruck.

Es ist nun die Frage von Bedeutung, ob auch die in der Streckenfirste
vermarkten Beobachtungspunkte unter dem EinfluR der Druckauswirkungen
vertikale Lageveranderungen erfahren haben. Einwirkender Abbaudruck héatte
sich durch eine zusétzliche Abwartsbewegung der Streckenfirste in den Strek-
kenhohlraum hinein auswirken miussen, so daB eine VergrdfRerung der schon
als Folge der Schichtenabsenkung zu erwartenden Senkung eingetreten wére.
Zur Prifung dieser Frage haben wir Senkungsvorausberechnungen durchge-
fuhrt, die, fir alle Beobachtungspunkte ein rechnerisches Senkungsmaximum
von 1400 mm ergeben haben. Die tatsachlich gemessenen Senkungen liegen
aber im Maximum nur zwischen 977 und 1207 mm und die mittlere maximale
Senkung betrdgt demnach 1070 mm. Die gemessene Senkung ist also nicht
grofer als die rechnerisch zu erwartende, sondern sie liegt um mehr als 300 mm
unter dem errechneten Betrag. Diese Feststellung zeigt, dal? die in der Strek-
kenfirste angebrachten Punkte nicht nur keine durch Druckauswirkungen
verursachte zusatzliche Absenkung erfahren haben, sondern ganz erheblich
hinter den »Sollwerten« der Senkungen zurickgeblieben sind.

Das vorstehend genannte Ergebnis stellt keinen Einzelfall dar. H o f*-
mann [4], Grabsch [2] und wir selbst [6] haben {ber das Zurlckbleiben
der untertage gemessenen Senkungsbetrdge gegentber den rechnerisch zu
erwartenden wiederholt berichtet. Wir konnten diese Erscheinung auch bei
Beobachtungspunkten feststellen, deren Vermarkung auBerhalb der den
Streckenhohlraum umgebenden Lockerungszone erfolgt war, die also nicht von
dynamischen Auswirkungen betroffen wurden. Angesichts der besonderen
Bedeutung, die diese zundchst Uberraschende Feststellung z. B. fur die Abbau-
planung im Bereich von Schachtsicherheitspfeilern besitzt, haben wir an ande-
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rer Stelle [7] den Vorgang ndher untersucht. Damals schon haben wir die Auf-
fassung vertreten, daR der Senkungsunterschied auf eine im Gebirge voruber-
gehend verbleibende Schichtenauflockerung zurickzufihren ist, die erst bei
weiterer Ausdehnung des Abbaus rickgebildet wird. Mit dieser Aufassung
stimmen zwar auch einige andere Autoren, wie z. B. Hausse [3], Fayol [1]
und Kohne [5Ju. a. Uberein; es werden in der Literatur aber auch gegenteilige
Meinungen vertreten. Fur den Fall, dall die Deutung einer voribergehenden
Schichtenauflockerung zu Recht bestehen wirde, wére aus ihr weiterhin zu
folgern, daR die fur die Tagesoberflache zur Vorausberechnung von Bodensen-
kungen entwickelten Vorstellungen nicht ohne weiteres auf Berechnungen
anzuwenden sind, die der Bestimmung der innerhalb des Gebirgskdrpers zu
erwartenden Bewegungen dienen sollen.

Es soll deshalb an Hand von MelRergebnissen die Frage der voriber-
gehenden Schichtenauflockerung als Folge des bergmé&nnischen Abbaus noch
néher untersucht werden. Den Ergebnissen liegen Héhenmessungen zugrunde,
die wir in einem Uber 600 m tiefen zu Tage fihrenden Schacht eines Stein-
kohlenbergwerks in Westfalen durchfihren konnten.

Bei den damaligen Messungen lag der im Ruhrgebiet relativ seltene Fall
vor, dall von einem neu abgeteuften Schacht aus in einem bisher unverritzten
Feld der bergménnische Abbau in einem einzelnen Fl6z erstmalig begonnen
wurde. Vor der Aufnahme des Abbaus wurde in dem Schacht eine aus 25 Punk-
ten bestehende Beobachtungslinie angelegt.

Die Hohenmessungen wurden mit Hilfe eines 300 m langen eingehdngten
SchachtteufenmeRBbandes unter Beachtung der fir Prézisionsmessungen dieser
Art notwendigen MaRnahmen durchgefihrt. Der mittlere Teufenfehler je 300 m
MeRRbandlange wurde bei den durchgefiihrten Messungen ziemlich konstant
mit 8 mm bestimmt.

Im Rahmen dieser kurz gefalten Abhandlung sollen lediglich die Mel-
ergebnisse besprochen werden, die Uber den Senkungsablauf der Punkte 1—20
(Abb. 3) Auskunft geben. Von den Punkten lag die Punktfolge 1—18 oberhalb
des abgebauten Flézes, wahrend der Punkt 20 um 15 m tiefer als der Abbau
in der Schachtsidule vermarkt war. Der 11 m uUber dem Abbau vermarkte
Punkt 19 soll unbertcksichtigt bleiben, weil seine Lageverdnderung sehr stark
von dynamischen Auswirkungen bestimmt wurde. Ferner sollen nur die
Ergebnisse fur jeden 2. Punkt der Beobachtungslinie behandelt werden.

Uber die Ergebnisse der insgesamt limai durchgefihrten Messungen
gibt die Zahlentafel I Auskunft. Schon auf den ersten Blick ist zu erkennen,
daR die GrofRe der Senkungen in starkem Male von der Ll6henlage des Beob-
achtungspunktes abhéangig ist. Das Gebirge sinkt Gber dem Abbauhohlraum
nicht in Form eines in sich geschlossenen ganzen Blocks nach, sondern ganz
offensichtlich mit einer aus den Senkungsunterschieden ablesbaren Schichten-
auflockerung, die ihr Maximum bei der 6. Messung zwischen den Punkten
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Hohe iiber Abbau Teufe

Abb. 3. Schachtschnitt mit Lage der MeBpunkte

15 und 17 erreichte. Hier, in der Hohenlage zwischen 111 und 60 m Uber dem
Abbau erreicht die Auflockerung der Gesteinsschichten 86 mm. Sie macht
auf 51 Ifm bezogen, 1,7 mm je Ifm aus, was einem Verhéltnis von rund 290 ent-
spricht. Allerdings tvird sich die Auflockerung nicht in dieser durch die Ver-
héaltniszahl angegebenen GleichméaRigkeit Uber den ganzen Gebirgsschichten-
verband verteilen; sie wird vielmehr an einzelnen Schichtfugen groRere Betréage
erreichen und das zwischen den Fugen liegende Gesteinsmittel gar nicht oder
nur wenig beanspruchen. Auch I4Rt sich aus der Zahlentafel | die GroRe der
in der Umgebung des Abbaus in der Schachtsdule auftretenden Kirzungen
ablesen, die hier bis zu einem Betrag von 2% anwachsen. Es sei schliellich
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auch noch auf das Verhalten des Punktes 20 hingewiesen, der unter dem Ein-
fluR der Expansivkraft des Gesteinsverbandes eine voribergehende Aufwarts-
bewegung, also eine Hebung in den Abbauhohlraum hinein erféhrt, die einen
Hochstwert von 69 mm erreicht.

Vergleicht man den Ablauf der an den einzelnen Punkten gemessenen
Senkungsbetrdge miteinander, wobei man die Endsenkungen jeweils gleich
100% setzt, dann 4Rt sich fur alle Punkte eine recht gut Ubereinstimmende
Tendenz des Senkungsablaufs erkennen (s. Abb. 4).

Zahlentafel |
Hohenlagen: Ergebnisse (Senkungen: —0 Hebungen: -f) der
Beob.- Uber d. Unter d. 4 & 8 o 10. n
Pkt. Abbau Tagesoberfl. Mes sung

m m mm mm mm mm mm mm

| +462 7 — 45 — 158 -315 — 489 -715 -755
3 + 413 56 - 47 — 160 — 318 -496 -717 — 758
5 + 361 — 108 - 52 — 168 -333 -513 — 724 — 764
7 + 313 — 156 — 54 — 176 361 — 535 — 740 — 774
9 + 262 -207 63 — 194 —370 — 549 — 743 — 776
11 + 211 — 258 - 75 — 220 -401 — 579 — 743 — 774
13 + 162 307 -92 — 255 —432 — 600 — 745 — 762
15 + 111 —358 -117 -296 —459 —613 —739 — 755
17 + 60 -409 —174 —382 -495 -611 —711 — 724
18 + 36 —433 —213 —395 -501 611 —733 747
19 + 11 458 + 12 + 4 - 28 — 91 338 350

Hohenlage d s Ab haus
20 15 484 + 69 + 65 + 51 + 18 -8 -11

Es sei nun die Frage erdrtert, ob die Begriffe fur die Senkungsvoraus-
berechnung, wie sie fir die Tagesoberflache entwickelt worden sind, auch auf
die hier in der Schachtsdule und damit innerhalb des Gebirges vermarkten
Beobachtungspunkte anwendbar sind. In den nicht n&her zu erdrternden
Rechenverfahren spielt der sog. Einwirkungsfaktor eine besondere Rolle.
Dieser bericksichtigt die Erfahrung, dafl ein im Schwerpunkt der »Einwir-
kungsflache« liegender Abbau eine gréBere Senkung hervorruft als eine gleich
grolle am Rand gelegene Abbauflache.

Die Tatsache, daBR zwischen der Entwicklung des Einwirkungsfaktors
und dem Senkungsverlauf eine gesetzmdfRig erscheinende Abh&ngigkeit besteht,
geht auch aus den in der Schachtsdule gemessenen Senkungsbetrédgen hervor.
Aus den Abb. 5a und 5b, in denen fur die Punkte 1 und 5 die gemessenen
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Senkungen den fir die gleichen Beobachtungspunkte jeweils ermittelten
Anteilen des Einwirkungsfaktors gegenibergestellt sind, ist dieses Verhalten
gut zu erkennen. Auch flir alle Ubrigen Punkte der Beobachtungsreihe zeigte
sich ein gleichartiger Vorgang.

Will man nun die Frage untersuchen, ob sich die fur die Tagesoberflache
entwickelten Rechenverfahren auf die unter Tage vorliegenden Verhéltnisse
ohne weiteres Ubertragen lassen, dann ist es notwendig, zu prifen, ob die durch
Rechnung erhaltenen GroélRen der Senkungsbetrdge in befriedigender Weise
mit den gemessenen Werten Ubereinstimmen.

Teufe
inm

Abb. 4. Senkungsanteile der Beobachtungspunkte je Messung

Schon bei der Besprechung der in den Abb. 2a bis 2c wiedergegebenen
Senkungen wurde festgestellt, daR die in dem Querschlag gemessenen Sen-
kungsbetrédge bei weitem nicht die GrdfRe erreichten, wie sie sich nach Berech-
nung hatte einstellen mussen. In gleicher Weise liegen auch die in der Schacht-
sdule gemessenen Senkungsbetrdge zumindest fur die tief gelegenen Punkte
der Beobachtungslinie erheblich niedriger, als aus den Grofien des die Ent-
wicklung der Abbauflache kennzeichnenden Einwirkungsfaktors e gefolgert
werden mufBte. Zwar ware es mdoglich, die Unterschiede rechnerisch durch Ein-
fuhrung eines »Zeitfaktors« auszugleichen; die hierzu angestellten Untersuchun-
gen haben jedoch ergeben, daR solche Zeitfaktoren bei der Anwendung unter-
tage fast fur jede Bezugshdhe andere GrolRen erhalten muRten. Auflerdem
wirde die Einfigung in rechnerischer Hinsicht einen Ringschlufl darstellen.
Aus diesem Grund erscheint uns die Einfuhrung eines nur fir die jeweilige
Teufe gulltigen, nicht allgemein anwendbaren Zeitfaktors unzulédssig und es
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Abb. 5a. Abhéngigkeit zwischen Senkungen und Einwirkungsfaktor, gemessen am Punkt 1

mm

Abb. 5b. Abhéangigkeit zwischen Senkungen und Einwirkungsfaktor, gemessen am Punkt 5

wird einer weiteren Arbeit Vorbehalten bleiben, die Problematik des Zeit-
faktors noch né&her zu betrachten.

Stellen wir nun die fur die einzelnen Beobachtungspunkte ermittelten
Einwirkungsfaktoren den gemessenen Senkungsbetrdgen gegeniber, wie das
die Abb. 6 erlautert, dann zeigt sich folgendes Ergebnis:

Fur den rund 400 m unter dem Punkt 1 liegenden MeRpunkt 17 ergibt
sich schon zum Zeitpunkt der 4. Messung die Grofle des Einwirkungsfaktors
mit 100%. Der zu dieser Zeit gemessene Senkungsanteil des Punktes macht
aber nur 24% aus. Bei der 6. Messung (Einwirkungsfaktoren = 100%) erreich-
te der Senkungsanteil die GroRe von 53%. Die Senkungsanteile liegen also
erheblich niedriger als aus der GroRe der fur den Punkt 17 glltigen Einwir-
kungsfaktoren zu folgern war. Anders allerdings sieht die Rechnung aus, wenn
die gemessenen Senkungsanteile des Punktes 17 ins Verhdaltnis gesetzt werden
zur GrolRe der fur dieselben Zeitabschnitte ermittelten Einwirkungsfaktoren
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fur den tagesoberflachennahen Punkt 1. Hiernach ergibt sieb ndmlich fur die
4. und 6. Messung in der Gegenuberstellung ein Einwirkungsfaktor von
36% bzw. 50% fur den Punkt 1 und ein Senkungsanteil von 24% bzw. 53% flr
den Punkt 17. Fur die Punkte 1 und 18 zeigt die Gegenuberstellung: 36% bzw.
50% Einwirkungsfaktor fir den Punkt 1 und 27% bzw. 53% Senkungsanteil
des Punktes 18.

Um die sich aus der vorstehend beschriebenen relativ guten Uberein-
stimmung bereits andeutende SchluBfolgerung weiter zu verdeutlichen, wurde
der die Lage und Ausdehnung der Abbaufldche bewertende Einwirkungsfaktor

do

Abb. 6. Verhaltnis zwischen Senkungen und Einwirkung der Abbauflache (O= Nummer
des Beobachtungspunktes)

e fur alle Beobachtungspunkte ermittelt und dem jeweiligen Senkungsanteil
der Punkte gegenilbergestellt. Das Ergebnis zeigt die Zahlentafel 11, in der zum
Ausgleich kleinerer Ungenauigkeiten ein etwas grdberer Auswertemaflistab
gewdhlt wurde. Dazu wurden die Endsenkungsbetrdge und der volle Ein-
wirkungsfaktor von 100% jeweils in 15/15tcl geteilt.

Aus einem Vergleich der in der Zahlentafel Il wiedergegebenen Werte
wird ersichtlich, dalR der jeweilige Senkungsanteil der zu tiefst gelegenen
Punkte, z. B. 15, 17 und 18, in keiner Weise lUbereinstimmt mit dem Verhalten
der fir diese Punkte ermittelten Faktoren e. Uberraschenderweise zeigen
dagegen die Senkungsanteile dieser Punkte in demselben Mal ein Anwachsen,
wie der Einwirkungsfaktor fir den hochstgelegenen Punkt 1 gréBer wird.
Fir den Ablauf des Senkungsvorgangs der bis zu 426 m unterhalb des Punk-
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tes 1 gelegenen Beobachtungspunkte ist demnach nicht etwa die GréRe der auf
die Héhenlage der einzelnen Punkte zu beziehenden Einwirkungsfaktoren mafR-
geblich, sondern die auf den nahe der Tagesoberflache gelegenen Punkt 1 zu
beziehende Ausdehnung des Abbaus.

In dieser auffallenden Abhé&ngigkeit der Senkungen unter Tage von der
GroRe der fur Uber Tage glltigen Einwirkungsfaktoren finden wir tberzeugend

Zahlentafel 11

Ante ilevon e ud s bei cbr
Beob-  Hohen unter 4 8 10 11
Tagesd:\erﬂ P |
P Mes ung

els e S e 8 e S e » e

| — 7 5 1 3 10 6 12 10 13 14 14 15
3 56 6 1 8 3 10 6 13 10 13 14 14 15
5 -108 7 1 9 3 " 7 13 10 14 14 14 15
7 — 156 8 1 10 3 12 7 14 10 14 14 15 15
9 —207 9 1 11 4 13 2 15 10 15 14 15 15
11 —258 10 2 12 4 14 8 15 11 15 15 15 15
13 —307 12 2 14 5 14 9 15 12 15 15 15 15
15 -358 14 3 15 6 15 9 15 12 15 15 15 15
17 —409 15 4 15 8 15 10 15 12 15 15 15 15
18 - 433 15 4 15 8 15 10 15 12 15 15 15 15

e = EinWirkungsfaktor, s = Senkungen; jeweils in 1/15 Teilen (15/15 = volle Ein-
wirkung); (15/15 = Endsenkung).

die Annahme bestétigt, dal der Senkungsvorgang innerhalb des Gebirgskor-
pers bestimmt wird von dem Nachbrechen der Gesteinsschichten und deren
Gewicht. Demnach ist es nicht zul&ssig, bei Vorausberechnungen fir unter
Tage gelegene Punkte mit einer auf die jeweilige Hohenlage der Punkte bezoge-
nen »Einwirkungsflache« zu rechnen. Weiter 1aRt sich aus dieser Feststellung
folgern, daR auch die fur die Tagesoberflache entwickelten Vorstellungen uber
den »Grenz«- und »Bruchwinkel« nicht ohne weiteres nach untertage Uber-
tragen werden kénnen. Sozusagen noch zur Bestdtigung unserer Ausfihrungen
sei auch wieder auf das Verhalten des in der Zahlentafel 1 genannten Punktes
20 aufmerksam gemacht, der unterhalb des Abbaus liegt. Es ist zu erkennen,
wie dieser anfanglich durch die freiwerdenden Expansivkréafte gegen die Rich-
tung der Schwerkraft eine Hebung erfahrende Beobachtungspunkt mit Anwach-
sen der durch das Nachbrechen der Gesteinsschichten wieder wirksam werden-
den Auflast in seine urspringliche Ausgangslage zuriickgedrickt wird. Auch
dieser Bewegungsvorgang |48t das Vorhandensein einer vorubergehend wirk-
samen »Schichtenauflockerung« erkennen.
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ON THE RESULTS OF UNDERGROUND SURVEYS FOR THE DETERMINATION
OF ROCK DISPLACEMENTS DUE TO MINING OPERATION

H. SPICKERNAGEL
SUMMARY

The following analysis reports on the interpretation of underground surveys pertaining
to the observation of point movements due to workings in the underground. The surveys were
made with the point of view to make a contribution to a very important question in the
field of damages due to mining operations. This question is, if it is possible to transfer, without
restrictions, the developed conception of the precalculation of the damages expected on the
surface to the rock movements going on within the solid rocks.

The results presented deal only with the vertical component of the rock movement
because further investigations would exceedingly increase the size of this publication.

MESURAGES GEOMETRIQUES SOUTERRAINS POUR LA DETERMINATION
DES MOUVEMENTS DE ROCHES PRODUITS PAR LES OPERATIONS
MINIERES

H. SPICKERNAGEL
RESUME

L’auteur donne Ilinterprétation des résultats des mesures géométriques effectuées
en vue de l'observation des déplacements de points résultant des travaux souterrains. Ces
mesures devaient servir de contribution a la question trés importante des dommages de
surface causés par des travaux d’exploitation. Le probleme se pose de savoir s’il est possible
d’appliquer sans restriction la notion de précalcul des dommages de surface aux mouvements
qui se présentent dans les roches solides & la suite des travaux miniers.

Les résultats présentés ne se rapportent qu’a la composante verticale des mouvements
de roche, des recherches plus étendues dépassant le cadre de |’étude.
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O PE3Y/IbTATAX MAPKLWENAEPCKVX PABOT MO OMPEAE/EHNIO
CMELLEHVA TPYHTA, CBA3AHHbIX C FOPHbIMW PABOTAMMU

X. WNMNKEPHATENb

PE3IOME

B HacTosieli paboTe paccMaTpuBarOTCA BOMPOCbl MHTEPMpeTauuMym MapKLUenfepeKux
N3MEePEHWIA, NPOBefEHHbIX NOJ AHENBHOW MOBEPXHOCTLIO 4151 OMpPeAenieHNsl CMELLEHWIA TPYHTa,
06YCNOBMEHHbIX TOPHbIMK paboTamu. VI3MepeHUsi NPOBOAWAUCL A/1S1 BbISICHEHWSI BOMPOCOB,
BeCbMa CyLLECTBEHHbIX A/ aHaM3a yuiepba OT ropHbIX paboT. B yacTHOCTM CTaBMTCSt BOMpOC,
MOXHO /11 6€3 BCAKUX OrpaHWYeHWiA MepeHecTW NpeAcTaBfeHusl, pas3paboTaHHble Ans npej-
BapUTENIbHOT0 BbIYWC/EHUSI 0XMAAEMbIX Ha MOBEPXHOCTW BO3AEMACTBUIA FOPHOW BbIPAGOTKM, Ha
OBVDKEHUS, MPOUCXOAALLME BHYTPU TOPHbIX MOPOA.

OnucaHHble pe3ynbTaTbl O0XBaTbIBAOT /MLUb BePTUKA/bHbIA KOMMOHEHT CMELLEHWA,
NOCKOMbKY [AanbHelwmne uccnefoBaHMA MNPeB30WIM Obl 06beM HacTosLelr paboTbl.
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ZUR DEUTUNG DIFFERENTIALTHERMOANAUYTISCHER
UNTERSUCHUNGEN AN TITANOMAGNETITEN
REI VERWENDUNG VON UNMAGNETISCHEM
UND MAGNETISCHEM VERGUEICHSMATERIAU

H. STILLER
(MITTEILUNG AUS DEM GEOMAGNETISCHEN INSTITUT DER DAM, POTSDAM, NR. 192)

[Eingegangen am 16. Mérz 1965]

Die Differentialthermoanalyse wird zur Untersuchung des Magnetits von Kiruna, von
synthetischem Hé&matit und des Titanomagnetits vom Hutberg verwendet. Das Inertmaterial
ist A120 3 Die Auswirkungen, die sich beim Ersetzen von AL03durch Magnetit und Ham atit
auf die Resultate der Analyse ergeben, werden diskutiert.

1. Einleitung

Die bei der Abkuhlung magnetischer Proben im Magnetfeld erzeugte
thermische Magnetisierung wird in ihren Eigenschaften von thermisch beding-
ten Phasendnderungen im Material beeinflult. Deshalb bietet es sich an,
ergdnzend zur Messung der Temperaturabhangigkeiten magnetischer Para-
meter auch GroRBen wie die Warmekapazitat hzw. die spezifische Warme oder
mit ihnen zusammenh&dngende Parameter zu untersuchen.

In der Mineralogie und Baustoffkunde steht fir schnelle Relativ Unter-
suchungen des thermischen Verhaltens interessierender Materialien die Diffe-
rentialthermoanalyse (DTA) zur Verfligung. Bei diesem Vefahren werden in
einem Ofen die zu untersuchende Probe (Pr) und die Vergleichsprobe (Vgl) mit
konstanter Geschwindigkeit aufgeheizt. Die beim Untersuchungsvorgang
registrierte Temperaturdifferenz

AT = \TPr - Tvgi\ (L

wird in Abhé&ngigkeit von der ebenfalls aufgezeichneten Temperatur T \gi der
Vergleichsprobe aufgetragen. Ist die Vergleichsprobe ein Material wie A1.,03
das im interessierenden Temperaturbereich (bis etwa 700 °C) keine Phasen-
anderungen erleidet, so fuhren Phasen&dnderungen in der Probe (Pr), die ent-
weder Warme verbrauchen oder freigeben, zu verschiedenen Zunahmen 6TPr
der Temperatur des Probenmaterials pro Zeiteinheit verglichen mit dem
Temperaturzuwachs 6Tygi des Vergleichsmaterials. Damit zeigt die gemessene
Differenz AT =f(Tvgi) Variationen, die mit den Phasendnderungen in der
Probe (Pr) korreliert werden kénnen.

Mit diesem Verfahren wurden von Stiller und Vollstadt [1], Voll-
stadt und Stiller [2] und Vollstadt [3] synthetische und natirliche Eisen-
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oxide untersucht. Dabei gelang der Nachweis von chemischen Phasendnde-
rungen (Oxidation) und von magnetischen Phasenlbergédngen (ferri- bzw
antiferromagnetische CURIEtemperaturen) in Ubereinstimmung mit den
Temperaturabhéngigkeiten der Spontanmagnetisierung.

In der vorliegenden Arbeit werden die DTA-Kurven von Magnetit
(Kiruna), synthetischem H&amatit und von Titanomagnetit vom Hutberg in
Sachsen bei A120 3 als Yergleichsmaterial miteinander verglichen. Zur Diskus-
sion der Hamatitkurve werden die thermodynamischen Rechnungen zur Dar-
stellung der Warmekapazitat von ferro- und ferrimagnetischen Materialien,
wie sie in der Arbeit [1] nach Beiow [4] benutzt wurden, auf die Warme-
kapazitdt eines Antiferromagnetikums (H&amatit) Gbertragen. Die beim Uber-
gang zu anderen Vergleichsmaterialien eingetretenen Anderungen der DTA-
Kurven von Titanomagnetit vom Hutberg werden hinsichtlich ihres Informa-
tionsgehaltes gepruft.

2. DTA-Resultate bei A1.,03 als Vergleichsniaterial

2.1 Vorbemerkungen

Durch die konstante Aufheizgeschwindigkeit, deren Konstanz besonders
kontrolliert wird, ist gewé&hrleistet, dakR der Probe Pr und dem Vergleichs-
material Vgl pro Zeiteinheit gleiche Warmemengen OQ zugefiihrt werden, die
zu den Temperaturzunahmen OTPr und OTVgi filhren. Da die Messungen
gewdhnlich bei konstantem Druck p und ohne Magnetfeld (H — 0) durch-
gefuhrt werden, so hat man gemdaR [1] durch Betrachtung der Warmekapazi-
tdt der magnetischen Probe

|

(T'Pr) H=o, p« const — |I T)Q I (2)
Voi pr/a=0, p const
einen gunstigen Zugang zur Diskussion der DTA-Kurven.

Verbraucht eine Phasendnderung in der Probe Warme, so wird AT
kleiner, da die pro Zeiteinheit beiden Materialien zugefuhrte gleiche Wéarme-
menge in der Probe Pr eine kleinere Temperaturerhdhung verursacht als in
der Vergleichsprobe, die keine Phasenédnderung aufweist. Die Funktion AT -
= f(Tvgi) zeigt eine Abnahme (endothermer Vorgang). Wird durch einen Vor-
gang in der Probe Pr Warme erzeugt, so tritt das Umgekehrte ein (exothermer
ProzeR).

2.2 Ergebnisse und Interpretation
2.21 Magnetit und Hamatit

In den Abbildungen 1 und 2 werden die DTA-Kurven von Magnetit aus
Kiruna [1] und von synthetischem Hé&matit [3] angefiihrt, um Vergleiche mit
der in Abb. 3 dargestellten Kurve von Titanomagnetit vom Hutberg und mit
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Abb. 1. DTA-Kurve von Magnetit (Kiruna, Schweden) T — 750 °C, A 10 °C/min, E = 1/3

1/3

den spateren Ergebnissen vornehmen zu kénnen. Fiur Magnetit ergibt sich auf
Grund der Arbeiten [1—3] unter der Verwendung der Beziehung (Below [4])

N — e 8] O, 2a'T — J2),
bh=q ve) 22T — (92 @3)

wo J = &l,,, ®0 der unmagnetische Teil des thermodynamischen Potentials,
a' ein Koeffizient, T die Temperatur und as und a0 die Spontanmagnetisierun-
gen (Resultierende der Untergittermagnetisierungen) pro 1 p bei der Tempe-
ratur T und 0 °K sind, die folgende Interpretation der DTA-Resultate (s.
Tabelle ).
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Der auf der Abbildung 1 hinter 700 °C erscheinende endotherme peak
gehdrt bereits zur Abkuhlungskurve. Man sieht, dal das zweite Glied der
Gleichung (3) im Bereich von 380—575 °C signifikant wirksam wird, da das
Aufbrechen der Austauschkopplung (Verschwinden der Spontanmagnetisie-
rung) Warme verbraucht.

Die in Abbildung 2 zu sehende Kurve von H&matit zeigt einen anderen
Verlauf als die von Magnetit. Da Hamatit das stabile Endprodukt des Oxyda-

Abb. 3. DTA-Kurve der Probe H — 19 (Hutberg bei Schdénau) Vgl. = Al120 3
T = 700 °C, A = 10 °C/min, E = 1/3

tionsprozesses Fe304—»y — Fe23— «x— Fe2 3 ist, werden auch keine signi-
fikanten Oxydationsbereiche beobachtet. Die Erhéhung bei 300 °C kann mit
Storeffekten in Verbindung gebracht werden.

Der magnetische Anteil der Warmekapazitéat von antiferromagnetischen
Materialien 148t sich mit Hilfe der thermodynamischen Theorie, wie sie nach

Tabelle |

D T A-Ergebnisse fur Magnetit von Kiruna

Tempeorcaluren endotherm exotherm Ursache

bis 280 endothermer Bereich Trocknung von Wasser

280—380 exothermer Bereich Oberflachenoxydation der Kérner

380—570 endothermer Abfall Abnahme der Spontanmagnetisierung
~500 exothermer Vorgang Oxydation der inneren Teile der Kdorner
An575 endotherme Spitze Schroffe Anderung von Cp von Magnetit hei Tc
f«685 endotherme Spitze Schroffe Anderung von Cp von oxydationsbeding-

tem Hamatit bei Tc
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Below [4] fur Magnetit bereits angewendet wurde, ebenfalls gunstig beschrei-
ben. Man kann zu diesem Zweck von derselben Reihendarstellung ausgehen,
wie sie bei Magnetit fur den CURIEtemperaturbereich verwendet wurde:

o - da+ aj~ -fbjl

+

4)

®,, enthélt alle unmagnetischen Anteile des thermodynamischen Poten-

tials. Beim Ubergang zum antiferromagnetisch

gittermagnetisierungen (0A)s und (Ob)s bertcksichtigen,

gerichtet sind. Das fuhrt mit

en Fall muB man die Unter-
die gegeneinander

a = ctj—a2, i (5a)
(a)s — CBE_OS J:M (51)
D
a,l-= ﬂM + L (5¢)
2 B 2 2 J
a,l'= —a (K) (_bl (5d)
: bl1 1 (°bsl
kJ
21Ky Kl e

zum folgenden Ausdruck fiir das thermodynam

magnetikums bei H —O0:
o=odotn (M .,
a2 (°A)s(aB)s
2 1K)2
Mit

ax—a2= a'(T — Tq)

ische Potential des Antiferro-

, BIM s s
2 1bl 4 bl4lm
+ oo

(7)

und unter Bericksichtigung der Beziehung (5b) ergibt das den Ausdruck

®= @, + a(T- TOJI2+ RI*+ .- 8)
aus dem man mittels der Gleichgewichtsbedingung
a =2a (T- Tc)d + 4Bj*=0 ©)
und der daraus folgenden Formel
A R (T —Tec), (10y

13
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das thermodynamische Potential folgendermalRen darstellen kann:

® on- — (T Tcf o (")

Die Formeln

wo S die Entropie bedeutet,

C
und
A2 _ al
ar -~ 2R
ergeben dann:
fur T < Tc
C — T 0200 + T a'2- (12a)
p QT2 R
= T d~®° 26'T dJ1 (12b)
QT2 ar
fur T > Tc:
Cp= t 020(1, 13
p QTg (13)
und fur T = Tq:
ACp= Cp-C n=Tc" - (14)
R

entsprechend den Ausdricken, wie sie fur die Resultierende der Untergitter-
magnetisierungen von Magnetit erhalten wurden [1]. Die Gleichungen (3) und
(12b) entsprechen einander.

Von der formelmé&Rigen Darstellung her haben wir somit ganz analoge
Verhéltnisse wie beim Magnetit, nur dafl keine resultierende Magnetisierung
wirksam wird, die bei hohen Temperaturen offenbar sehr starken EinfluR
haben kann (s. Abb. 1). Das zweite Glied der Gleichung (12b) (magnetischer
Anteil der Warmekapazitat) hat bereits dicht oberhalb 300 °C (s. Abb. 2) einen
merklichen EinfluR. Beim Magnetit ist das nicht erkennbar, weil zwischen
300 und 400 °C ein Oxydationsbereich liegt. Der magnetisch bedingte endo-
therme Abfall erstreckt sich bis zur antiferromagnetischen CURIEtemperatur
hin, wo bei Tc= 680 °C eine deutlich erkennbare endotherme Spitze liegt.
Die auf Grund der thermodynamischen Theorie mit Hilfe der Untergitter-
magnetisierung erreichte Zerlegung der Warmekapazitat in einen magnetischen
und einen unmagnetischen Anteil gestattet somit die qualitative Interpretation
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der magnetisch bedingten Effekte bei der Differentialthermoanalyse von
Hamatit.

Ausfihrungen Uber die Darstellung des unmagnetischen Anteils der
W éarmekapazitat und Uber Modglichkeiten zur quantitativen Trennung von
magnetischen und unmagnetischen Komponenten der Warmekapazitat findet
man in den Arbeiten [6] und [7]. Gleichungen, die (3) und (12b) entsprechen,
kann man auch auf der Basis der Molekularfeldndherung erhalten [5]. Die
thermodynamischen Rechnungen nach Bei1ow haben jedoch den Vorteil, dal
bei ihnen alle einschrankenden Voraussetzungen Uber die Entwicklungskoeffi-
zienten wegfallen. Fur die DTA-Kurve von synthetischem H&amatit haben wir
somit nach der obigen Diskussion die folgenden Interpretationsmdglichkeiten:

Tabelle 11

DTA-Ergebnisse von synthetischem Hé&matit

Eeer:we;i)cer:auj(r:- endotherm/exotherm Ursache

bis 150 endothermer Bereich Trocknung

310—320 exotherme Spitze Storeffekt (?)

320—6E0 endothermer Bereich Abnahme der Untergittermagnetisierung
~6!0 endotherme Spitze Schroffe Anderung von Cp bei Tc

2.22 Titanomagnetit vom Hutberg

Die Abb. 3 zeigt eine typische DTA-Kurve vom Titanomagnetit vom
Hutberg (Probe H 19). Ein analoges Verhalten bei der Differentialthermo-
analyse zeigen alle anderen untersuchten Proben, nur dalR die einzelnen peaks
mehr oder weniger stark ausgepragt sind. Durch die nicht vollstandig mdgliche
Separation bleiben sehr viele Verunreinigungen durch Bestandteile des um-
gebenden Gesteins enthalten. Auflerdem sind im Titanomagnetit gegentber
dem verhéltnismaRig reinen Magnetit von Kiruna neben Titanionen auch
andere Beimengungsionen enthalten, die die DTA-Kurven bei Diffusionsvor-
gangen aller Art beeinflussen.

Der Titanomagnetit kann auch nicht als homogen angesehen werden.
Alle diese Grunde fiuhren dazu, dall der natlirliche Titanomagnetit ein wesent-
lich anderes DTA-Verhalten zeigt als der Magnetit von Kiruna. Der endo-
therme Bereich bis 150 °C kann sicher durch Trocknung erklart werden.
Er wird abgeldst durch einen exothermen Bereich, der gewdhnlich bei 300—
400 °C beendet ist. FUr diesen Temperaturbereich sind Entmischungs- bzw.
Oxydationsvorgdnge typisch. Oberhalb 400 °C wird der EinfluR des magne-
tischen Teils der Gleichung (3) als endothermer Vorgang merklich, und hei
500 °C liegt der CURIEtemperaturbereich, der bei den Titanomagnetiten vem
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Hutberg etwa 50 °C umfalRt und sehr schwach ausgeprégt ist. Wir erhalten
also folgende Ergebnisse:

Tabelle 111

DTA-Ergebnisse fir Titanomagnetit vom Hutberg

Tempeggluren endotherm/exotherm Ursache
bis 150 endothermer Bereich Trocknung
150—300
bis 400 exothermer Bereich Entmischungen, schwache Oxydationen
400—480 endothermer Abfall Abnahme der Spontanmagnetisierung
«"500 endothermer Bereich Anderung von C bei der CURIEtemperatur Tc

Charakteristisch ist die nur schwach ausgepréagte und weit ausgedehnte
Anomalie bei Tc. Das ist auch verstdndlich, da die GréRe ACp stark von

a) der thermischen Geschichte des Materials,

b) der Konzentration der Komponenten und Beimengungen,

¢) dem polykristallinen Charakter des Materials
abhéngen kann. So erhdhte nach Bertow [4] das Tempern einer Cu-Ni-Legie-
rung bei 1000 °C mit zunehmender Dauer die GréRe ACp und machte den Uber-
gang schéarfer. Dagegen fuhrte das Tempern einer Mn-Ni-Legierung bei 380 °C
mit zunehmender Dauer zu einer Verringerung von ACp verbunden mit einer
Verwaschung des CURIEtemperaturiiberganges.

Konzentrationsschwankungen fihren zu unterschiedlichen Tc-Werten in
verschiedenen Teilbereichen des Materials und damit zur EXxistenz eines
CURIEtemperaturbereiches im Material. Ahnlich werden auch die Kristallite
eines polykristallinen Materials wirksam.

Man hat somit auch fir die natlrlichen Titanomagnetite keine definierte
CURIEtemperatur zu erwarten, sondern einen CURIEtemperaturbereich, was
im Einklang mit den DTA-Ergebnissen steht.

3. DTA-Resultate des Titanomagnetits vom Hutberg bei Magnetit und Hamatit
als Vergleichssubstanz

3.1 Vorbemerkungen

Bei automatischer Einschaltung eines konstanten Temperaturgradienten
in der Vergleichsprobe wird wegen der Tatsache, daR das Vergleichsmaterial
nicht mehr thermisch inert ist, beispielsweise bei einem exothermen Vorgang
in der Vergleichsprobe weniger Warme bendtigt, um die beabsichtigte Tempe-
raturzunahme zu erreichen. Da von der Warmezufuhr sowohl die Probe Pr als
auch Vgl betroffen sind, so wirde das bedeuten, dal? die Temperaturzunahme
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der zu untersuchenden Probe geringer werden muf3 und auf der DTA-Regi-
strierung als ein endothermer Bereich erscheint, wenn nicht in Pr ebenfalls
gleichzeitig ein starker exothermer Effekt auftritt. Bei einem endothermen
Vorgang im Vergleichsmaterial miuRte das Umgekehrte festzustellen sein.

Abb. 4. DTA-Kurve der Probe H — 19 (Hutberg bei Schénau) Vgl. = Magnetit (Kiruna)
T = 700 °C, A = 10 °C/min, E = 1/3

3.2 Magnetit von Kiruna als Vergleichsmaterial

Auf der Abbildung 4 ist ein Beispiel einer DTA-Kurve von Titanomagne-
tit mit Magnetit von Kiruna als Vergleichssubstanz angegeben. Die anderen
untersuchten Proben zeigen das gleiche Verhalten. Man beobachtet beim Ver-
gleich zwischen Abb. 4 und den Ergebnissen der Tabelle I folgende Uberein-
stimmungen (Tabelle 1V):

Tabelle IV

Vergleich mit Tabelle |

Temperatur-

bereich  °C Magnetit Kiruna (Tab. I) Titanomagnetit
bis 280 endotherm exotherm
280—380 exotherm endotherm
380—570 endotherm exotherm
*«500 exotherm endotherm
A570 endotherm exotherm

Die Vorgdnge im Vergleichsmaterial sind also in der erwarteten Weise
auf den DTA-Kurven erkennbar. Das ist besonders deshalb deutlich sichtbar,
weil die Vorgange im Titanomagnetit verhaltnismaRig schwach sind.Die CURIE-
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temperatur des Titanomagnetits fallt leider mit einem geringen exothermen
peak im Vergleichsmaterial zusammen, so dall der bei 500 °C erscheinende
endotherme Knick (Abb. 4) nicht eindeutig auf die CURIEtemperatur des
Titanomagnetits zurickgefuhrt werden kann.

3.3 Hamatit als Vergleichsmaterial

Ein Beispiel fir eine solche Registrierung ist in Abb. 5 zu sehen. Die bei
den anderen Proben erzielten Resultate sind analog. Die Ergebnisse der Abbil-
dung 5 werden in der Tabelle V mit den Resultaten der Tabelle Il verglichen.

Abb. 5. DTA-Kurve der Probe H — 19 (Hutberg bei Schdnau) Vgl. = Héamatit (synth.)
T = 700°C, A = 10 °C/min, E = 1/3

Aus der Tabelle Il wird ersichtlich, daR einige Vorgédnge in der unter-
suchten Probe diejenigen in der Vergleichssubstanz tUberwiegen. Das betrifft
den Bereich bis 150 °C, wo die Trocknungseffekte im Titanomagnetit starker
sind als im H&amatit, und das CURIEtemperaturgebiet des Titanomagnetits

von 480 —530 °C.
Tabelle V

Vergleich mit Tabelle I1

Temperatur-

bereich °C Hamatit (Tab. II) Titdnom agnetit
bis 150 endotherm endotherm
310—320 exotherm endotherm
320 680 endotherm exotherm (unter-
brochen bei
480- 530 °C)
480—530 — endotherm
««680 endotherm exotherm
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Unter Umstédnden bietet sich auf diesem Wege eine erweiterte Anwen-
dungsmoglichkeit des benutzten Verfahrens an, die auf der Verwendung von
magnetischen Vergleichssubstanzen beruht, in denen bekannte Anderungen
bekannter Intensitat vor sich gehen.

Zum SchluR sei Herrn Dipl.-Min. voiri1staat dafir gedankt, da er mir
das Probenmaterial zur Verfigung gestellt und die Durchfihrung der Messun-
gen organisiert hat.
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ON THE INTERPRETATION OF DIFFERENTIAL THERMAL ANALYTICAL
INVESTIGATIONS OF TITANOMAGNETITES UNDER THE APPLICATION
OF NON-MAGNETIC AND MAGNETIC COMPARISON MATERIALS

H. STILLER

SUMMARY

Differential thermal analysis is applied to the investigation of magnetite (Kiruna),
synthetic hematite and titanomagnetite (Hutberg). The inert material is AL03. The influence
of the substitution of A120 3by magnetite and hematite on the results of the analysis of titano-
magnetite is discussed.

SUR L'INTERPRETATION DES RECHERCHES THERMOANALYTIQUES
DIFFERENTIELLES DE TITANOMAGNETITES AVEC APPLICATION
DE MATERIAUX NON MAGNETIQUES ET MAGNETIQUES

H. STILLER

RESUME

L’analyse thermique différentielle est appliquée a Ié¢tude de magnétites de Kiruna,
d’hématites synthétiques et de titanomagnétites de Hutberg. La substance inerte est A120 3.
Le remplacement par magnetite et par hématite de A12 3 exerce sur les résultats de I’analyse
de la titanomagnétite une influence qui est examinée par l'auteur.
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Ob MHTEPMNPETAUNVN OANPPEPEHLUNANMNBHO-TEPMNYECKOIO AHAJTN3A
TUWTAHOMAITHETUATOB C NPMUMEHEHVMEM HEMATHUTHOIO 1
MATHNTHOIO CPABHUTEJIbHbIX MATEPWAJIOB

X. WTWUNNEP

PE3FOME

TepmMorpacguyecknii aHanM3 NPUMeHsIeTCA Ana muccnepoBaHuss marHetuta (KupyHa),
CUHTETUYECKOro remaTuTa 1 TuTaHoMarHeTuTa ropbl XyTbepr. VIHepTHbIM MaTeprasiom SBnseTcs
ALr0 3. B HacTosiLen paboTe paccmaTpuvBaeTcs BAMSIHME 3aMeHbl A1) 3 MarHeTUToOM UAu rema-
TUTOM Ha pe3ynbTaTbl aHanmsa TUTaHOMarHeTuTa.
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DER EINFLUSS VON KORRELATIONEN AUF DIE
UNREKANNTEN EINER AUSGLEICHUNG

H. WOLF, Bonn

[Eingegangen am 8. Mérz 1965]

Es wird eine allgemeine Formel aufgestellt, welche den Unterschied zwischen den
Ergebnissen zweier Ausgleichungen angibt, von denen — bei demselben Beobachtungsmaterial
— die eine mit und die andere ohne Berlicksichtigung von Korrelationen durchgefihrt wird.

Von vielen der in eine Ausgleichung einzufihrenden Groéfen weil man,
dall sie gewisse Korrelationen untereinander besitzen. Es kénnen diese Korre-
lationen entweder bereits Mahrend der Messung zustandegekommen sein,
indem die Messungsgrdfen aus physikalischen Grinden von einer bestimmten
EinfluBgréRe, und damit auch untereinander, abhé&ngig sind; —e oder es
ergeben sich die Korrelationen dadurch, dal man die Originalmessungen
zundachst einer Vor-Ausgleichung unterworfen hat, deren Ergebnisse dann als
»Beobachtungen« in eine weitere Ausgleichung einzufiihren sind (die im folgen-
den als die Haupt-Ausgleichung bezeichnet werden soll).

Wenn es in der Regel auch schwierig ist, die physikalische Korrelation
zahlenm@dRig anzugeben, so bereitet es auf der anderen Seite keinerlei Schwie-
rigkeiten, die mathematische Korrelation in Rechnung zu stellen, da man die
erforderlichen Korrelationsbetrége, ausgedrickt durch entsprechende @-Matri-
zen, hei Gelegenheit der erw&hnten Vor-Ausgleichung gleichsam als Neben-
produkt mitgewinnt.

Es entsteht sodann die Frage, ob es mdglicherweise lohnt, diese Korrela-
tionen in der Ausgleichung zu berucksichtigen, oder oh man vielleicht nicht
besser in der Hauptausgleichung diese Korrelationen unterdricken soll. Seit-
her rechtfertigte man die Vernachlédssigung der Korrelationen immer mit dem
etwas hoheren Rechenaufwand, der hierdurch entsteht. Nachdem heute aber
schon ein GroRteil der geodatischen Berechnungen auf elektronischen Rechen-
anlagen durchgefuhrt wird, ist eine solche Argumentation nicht mehr recht
Uberzeugend.

Bei einer anderen Gelegenheit wrar bereits [1] die Frage gestellt und
beantwortet worden, wie stark die Abweichungen in den ausgeglichenen
GroRen sind, wenn man einmal mit und einmal ohne Korrelation ausgleicht.
Da jene Ausfihrungen [1] auf die nach einer »bedingten« Ausgleichung ubrig-
bleibenden Verbesserungen beschréankt wraren, so soll nachstehend versucht
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werden, fur die Unbekannten xv x2, ... xu die Anderungsbetriage mit einer
allgemeinen Formel anzugeben. Man verfédhrt dann so, dal mau sich zunéachst
die Ausgleichung ohne Berucksichtigung von irgendwelchen Korrelationen
durchgefihrt denkt, worauf eine zweite Ausgleichung vorgenommen wird, in
der dann die Korrelationsbetrdge voll bertcksichtigt werden. Beiden Aus-
gleichungen soll genau dasselbe Beobachtungsmaterial zu Grunde gelegt
werden.

In den aufzustellenden Verbesserungsgleichungen sei mit w der Vektor
der Absolutglieder bezeichnet und mit B die Matrix der Koeffizienten bei den
Unbekannten. Die Unbekannten selbst ergeben den Vektor xnim »nicht-korre-
lierten« Fall, bzw. den Vektor x, wenn die Korrelationen bertcksichtigt werden.
Die an den Beobachtungen anzubringenden Verbesserungen seien im Vektor
v zusammengefallt (im nicht-korrelierten Fall), bzw. im Vektor ¢ (bei Berick-
sichtigung der Korrelation). Die Gewichte fur den nicht-korrelierten Fall
seien enthalten in der Diagonal-Matrix P geméaf

PIl, 0« O o ,... O
0, p...., O 0, I?2..., 0

0, 0 .+%9 Pn 0, 0, e "QTI

wobei n die Anzahl der Beobachtungen bedeutet. (Die Anzahl der Unbekann-

ten war mit n bezeichnet worden.) Fir den Fall der korrelierten Beobachtun-

gen dagegen seien die folgenden Korrelationen aus den Vor-Ausgleichungen
der Matrizen-Schreibeweise):

e @ & o @

@1’ er'*® Qn

Dann ergeben sich fur die Durchfihrung der Ausgleichung nach vermittelnden
Beobachtungen die folgenden Zusammenhange, vgl. Wolf, a. a. 0. [2], Seite
140, bzw. 138:

ohne Korrelation mit Korrelation

Verbesserungsgleichungen: V= BXfy -(-w (3a) e= Bx -+-w (3b)
Ausgleichungsprinzip : v1Pv — min eTQ~1e = min
Normalgleichungen: NOx, -f- BTPw = 0 Nx -~ B1@-1 M= 0

(4a) (4b)
worin M= BTPB (5a) N = BTQ~1B (5b)
so daR I = < 83 o X = BTQ~1tv

(6a) (6b)
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Gesuchte Differenzen in den Unbekannten: Nach (6a) und (6b) ist:
X- x0= (NglBtP - N-1BTQ~")wW = (Ngql1lBtP - Z)w, ©)
worin Z=(BTQ-1B)-1BTQ-K (8)

Aus (1) und (2) gewinnt man folgendes, wobei mit E die Einheitsmatrix
bezeichnet werden soll:

Q= P-i + AQ,
worin [/1C |<|P_1]. 9)
Dann gilt: Q-1= (P + NQ)-1= (P-UE + PAQ))-1
oder Q-1= (E+ PAQ)-1P.

Benutzt man die bekannte Neumannsche Reihe, vgl. Wolf, a. a. O. [2], Seite
163, so erhalt man wegen (9):

Q-1= (E- PAQ + PAQPAQ T mm-)P
oder mit PAQP = S (10)
Q-1= P(E- AQP + AQST ...)m

Damit gewinnt man aus (8), wenn die angedeuteten kleinen GrélRen hoherer
Ordnung nicht mitgefihrt werden sollen:

Z= (BTP(E - AQP + AQS)B)~1BTP(E - AQP + AQS)
oder mit (5a):
Z= (E—NqglBtPAQ(P - S)B)~1NqglBtP(E - AQP + AQS) .
Verwendet man auch hierbei wieder die Neumannsche Reihe [2], so wird:

Z= (E+ No“1BTPAQ(P - S)B(E+ N BTPAQ(P -
- S)B)N81BTP(E - /TQP + zICS)

oder mit N*1BTPAQ(P — S)B = R :

Z=(E + R(E + R){TO0- 7\ + T2,
worin TO= NglBrP
= No“1BTPAQP
T, = NglBtPAQS .
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Zerlegt man R schlieflich noch in ii, und R.,, wobei
rR1= NO6lI BTPAQPB
rR2= IM*1BTPAQSB
R = R1— Rz, so ergibt sich
E+R(E+R)= E+ K+ Rl= E+ Ri- R-+ RI- 2AjR2+ RI,

oder hei Vernachldssigung von kleinen GréBen Ill. und héherer Ordnung:

E+ WWE -fR) = E+ R, - R, + A?.
Damit wird

Z= T0- A+ T2+ Al'T0- RI TO+ RI TO, oder
Z = iV0'"'1BTP NglBTPAQP + M1BTPAQS +

+ Ngl BTPAQPBNg1IBTP - N-1BTPAQPBNgl BTPAQP
- iV¥1BTPAQSBNg1BTP +

+ JIT-1BJAQPBN-1BTPAQPBNGI BTP
und mit (10):

Z= NglBTP - N~IBTS(E - BN~IBTP) + Ngl BTAQS(E -

- BNg 1B rP) - N6l BTSBN61BTS(E - BNglPrP), oder
Z=jWIRTP + (-Ng1BTS + Ngl BTPAQS -

- NglBTSBNgIBTS)(E - BNgl1BTP) .

Da aber aus (3a) mit (6a) folgt:
V= —BNg 1BTPw + w = (E - BNglBTP)iv,
so erhélt man aus (7) und dann mit (10):

x- xo= NO'BT(S- PAQS + SBNg1BTS)v, oder
X - x0= Ng]BTP(E - AQP + AQPBN-' BTP)AQPvV .

Nun ist, vgl. WolIf, a. a. 0. [2], Seite 140:
BN-* BT= QM
die (I-Matrix der ausgeglichenen Beobachtungen (I -f- v), so daB

x - xo= N,IBTP(E - AQP + AQPQb) P)AQPvV . (11)
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Fur viele Zwecke dirfte es gentigen, wenn man sich z. B. nach Abschlufy
der »nicht-korrelierten« Ausgleichung fiur die Verfélschungen (x — a0) nur
in Uberschlagiger Weise interessiert, so daR man dann in (11) auch die kleinen
GrofRen Il. Ordnung vernachldssigen darf. Damit erhdlt man fiur die Zwecke
von Abschétzungen, d. h. um eine »Voraussage« zu treffen, um welchen Betrag
die Ergebnisse x der »korrelierten« Ausgleichung noch von den ohne Korrela-
tionen (bereits) berechneten xu abweichen werden, den einfachen Zusammen-
hang:

X - x0= N61BTPAQPv . (12)

Hierin kommen also nur die in der »nicht-korrelierten« Ausgleichung enthalte-
nen GroRen vor, sowie die gegebenen Korrelationsbetrage AQ.
Im Ubrigen liefert (11) noch

B(x - x0) = Qw P(E  AQP + AQPQ(l) P)AQPV . (13)

Das ist aber nach (3a) und (3b) zugleich der EinfluR der Korrelation AQ auf
die Verbesserungen, indem namlich

B(x — xu) = e — v .

Damit ist der KorrelationseinfluR auf die ausgeglichenen Werte der Beobach-
tungsgroBen definiert. Hiermit hat man den AnschluB an die Formel (3, 8)
der a. a. O. [1] genannten Arbeit des Verf. gefunden. Es gilt mithin ganz
allgemein, — gleichgultig, ob die Ausgleichung nach vermittelnden oder nach
bedingten Beobachtungen durchgefihrt wird:

e v—QUP(E- AQP(E - Qw P .. .))AQPv, (14)

womit die Frage nach dem Unterschied der Ergebnisse von Ausgleichungen,
die einmal mit und zum anderen ohne Korrelationen vorgenommen worden
sind, hinreichend beantwortet sein durfte.

SCHRIFTTUM

1. Wolf, H.: On the importance of correlations within geodetic computations (im Druck).
2. Woitf, H.: Ausgleichungsrechnung nach der Methode der kleinsten Quadrate. Dimmlers
Verlag Bonn.
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THE INFLUENCE OF CORRELATIONS UPON THE UNKNOWNS OF AN ADJUSTMENT
H WOLF

SUMMARY

A general formula is established which describes the difference between the results
of two adjustments; — one of them is to be performed with the full consideration of all corre-
lations and the other adjustment without any correlation — both adjustments being based
upon just the same values of observations.

INFLUENCE DES CORRELATIONS SUR LES INCONNUES
D’'UNE COMPENSATION

H WOLF
RESUME

L’auteur établit une formule générale décrivant la différence entre les résultats de
deux compensations — basées sur les mémes valeurs d’observation — dont I'une a été effectuée
en tenant compte des corrélations, et I'autre en les négligeant.

O B/AINAHNN KOPPENALUNA HA HEM3BECTHbLIE YPABHUBAHWA
X. BO/Ib®
PE3IOME

BbiBoaMTCA 06Lias opmysa, onpeaensiowlas pasHOCTU pe3ynbTaToB ABYX PasfiMyHbIX
YPaBHUBAHWUIA; OfHO W3 YpaBHWBAHWIA NPOBOAUTCA C TMOMHBLIM YYETOM BCEX KOppenauui, a
Apyroe — 6e3 BCSAKOM Koppensuun. Mpu 3ToM B OCHOBY 06OMX BWAOB YPaBHWBAHWIA BXOAAT
OfIHN N Te Xe Be/MUMHbI HaGMHOAEHWIA.

4cta Techn. Hung. 52. (1965)



DIE ANWENDUNG YON NAHERUNGSFORMELN BEI DER
ABSTECKUNG VON KREISBOGEN

W. ZILL, Dresden

[Eingegangen am 29. Méarz 1965]

Fur einige bei der Absteckung von Kreisbogen angewendete Naherungsformeln werden
Nomogramme angegeben, die den Anwendungsbereich in verschiedenen Genauigkeitsstufen
zeigen. Ein Vorschlag zur Verbesserung der bekannten Viertelmethode fiihrt zu neuen Formeln
sowohl fur gleiche als auch fiir ungleiche Bogenlangen.

1. Einleitung

Die Berechnung der Absteckungselemente fir Kreisbogenpunkte erfolgt
im allgemeinen mit Hilfe trigonometrischer Funktionen oder nach Bogen-
abstecktabellen. Dabei ist meist die Lage der Tangenten in der Natur gegeben.
Auf ihrem Schnittpunkt wird der Tangentenwinkel gemessen, der gleich dem
Zentriwinkel des abzusteckenden Kreisbogens ist. Durch eine weitere GroRe,
z. B. den Radius, ist die Lage des Kreisbogens eindeutig bestimmt. Bei kurzen
Bogenstiicken und groRem Radius kdnnen die notwendigen Absteckungs-
elemente mit einfachen N&herungsformeln entweder unmittelbar berechnet
oder kontrolliert werden. In fast allen Fallen geniigt dazu der Rechenschieber
als Rechenhilfsmittel. Infolge der bequemen Handhabung sind die N&dherungs-
formeln in der Praxis sehr beliebt, jedoch besteht noch zu wenig Ubersicht
tber ihre Genauigkeit und somit Uber die Grenzen ihres Anwendungsbereichs.
Zur Kléarung dieser Frage sollen besonders die im folgenden dargestellten
Nomogramme beitragen.

2. Absteckung nach rechtwinkligen Koordinaten von der Tangente aus

Dieses Absteckverfahren wird fir einfache Aufgaben am h&ufigsten ange-
wendet. Dabeiist entweder der Abschnitt auf der Tangente oder aber die Bogen-
lAnge bei bekanntem Radius vorgegeben.

2.1 Gegeben der Radius R und die Abszisse x auf der Tangente, gesucht die
Ordinate y
Man erhélt aus der Abbildung in Nomogramm 1 die bekannte Beziehung
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Entwickelt man die Wurzel in eine Reihe, so ergibt sich:

Bezeichnet man das erste Glied der Reihe mit y', so kann man auch
schreiben:

y:y' y'_ Y3 4

2R 2R2

Die Reihe konvergiert nicht sehr gut. Aus Nomogramm 1 ist ersichtlich,
fur welche Werte von x und R man y in den Genauigkeitsgrenzen von 1 mm,
5 mm und 10 mm sowohl fiir das erste als auch fur das zweite Glied der Reihe
erhalt.

NoTogramm. 1

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



DIE ANWENDUNG VON NAHERUNGSFORMEI,N 449

2.2 Gegeben der Radius R und die Bogenldnge b, gesucht die Abszisse x und
die Ordinate y

Man erhalt fir x:

und entsprechend fiur y:

NoTtogramm 2
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Bezeichnet man das erste Glied der Reihe mit y', so kann man auch
schreiben:

y ‘2 y'3
6 R 90 R2

Das Nomogramm 2 zeigt den Anwendungsbereich sowohl fir die x- als

auch far die y-Werte jeweils in den Genauigkeitsgrenzen 1 mm, 5 mm und
10 mm.

3. Absteckung nach Polarkoordinaten mit Hilfe von Pheripheriewinkeln und
Sehnen

Bei diesem Verfahren ist meist die Bogenldnge des Gesamtbogens mit
dem zugehérigen Zentriwinkel gegeben. Man steckt nach gleichen Bogen-
lAngen ab, die sich durch Teilung der Gesamtbogenldnge in n gleiche Teile
ergeben. Der zur Einzelbogenldnge zugehdrige Peripheriewinkel ist dann
gleich dem gesamten Zentriwinkel, geteilt durch 2n. Bei der Absteckung wird
noch die zur Einzelbogenldnge zugehdrige Sehne bendtigt. Die Differenz

zwischen der bekannten Bogenlédnge b und der zu berechnenden Sehnenlénge
s ergibt sich zu:

b—s= b—2Rsinx.

Dabei wird mita der zum Bogen b gehdrige Peripheriewinkel bezeichnet. In eine
Reihe entwickelt, erhalt man:

2R 18 o + wobei a=
6 120 5040 2R

b3 b3

I
o
1
o
(=4

oder
b3 (o

24 R2 1920 R4

Diese Reihe konvergiert etwas besser. Aus dem Nomogramm 3 kann
man ersehen, bis zu welchen Bogenldngen und Radien man die Sehne
mit einer Genauigkeit ton 1 mm, 5 mm und 10 mm gleich dem Bogen setzen
kann und welcher Anwendungsbereich sich nach Verbesserung durch das erste
Glied der Reihe ergibt. Die Absteckung ist dann ohne Verwendung von Tafel-
werken mit genauen Werten maglich.
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N oTtogramm 3

4. Né&herungsweise Absteckung von Kreisbogenzwischenpunkten nach der
Viertelmethode

Hierbei wird vorausgesetzt, dall 3 gleichabstdéndige Punkte eines Kreis-
bogens in der Natur gegeben sind. Der Radius braucht dabei nicht bekannt
zu sein. Weitere in der Mitte der beiden Bogenstiicke gelegene Zwischenpunkte
erhalt man durch Absetzen von einem Viertel der Gesamtpfeilhohe p auf der
Sehnenmitte nach bogenauflen. Dieses Verfahren wird vor allem auf der Bau-
stelle hdufig angewendet. In Form der 2/8-Methode ist es auch fir Kurven
mit stetig verénderlicher Krimmung anwendbar. Fir die VergréRBerung des
Anwendungsbereichs hat puwein 1952 in der Zeitschrift des Osterreichischen
Ingenieur- und Architektenvereins, Heft 7/8, Seite 71, folgende Formel ange-
geben:
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wobei nach der Abbildung im Nomogramm 4 die Gesamtsehne mit s bezeichnet
wird. Sie muB zusammen mit p in der Natur gemessen werden, wenn sie nicht
aus vorhergehenden Rechnungen bereits bekannt ist.

4.1 Vorschlag fur eine Verbesserung der Viertelmethode

MiRt man nur die Teilsehne sx und die Gesamtpfeilhéhe p, so hat man
bedeutend weniger Messungsaufwand, weil die Teilsehnen ohnehin zur Fest-
stellung ihres Mittelpunktes beim Absetzen der Pfeilnéhen p1 durchgemessen
werden missen. AuBerdem kann man dann nach der strengen Beziehung
R = s\j2p den Radius des Kreisbogens berechnen. Sollte der Radius bekannt
sein, so kann die Messung vonp entfallen, man berechnet p streng aus p~=s?/2R.

Es bestehen die beiden Proportionen:

und
S 2R 2(R —Pi) Ks? — P2
Daraus erhalt man

_fl_lUs2— ,,r un(l mit R = -
2p 2p
st
Pl= op 2p 11 4

Die Wurzel in eine Reihe entwickelt, gibt

+ ...

— + ' + - — =
4 16 si 32si

Unter Vernachlassigung des 3. Gliedes kann man schreiben:

Zur gleichen Lésung kommt man, wenn in die unter Abschnitt 2.1 abge-
leitete Reihe y = p x, x= sJ2 und R = s\f2p gesetzt wird. Die hier entwickelte
N&aherungsformel ist um ein geringes scharfer als die von P uwein angegebene.
Ilhr Anwendungsbereich wiederum in den Genauigkeitsgrenzen von 1 mm,
5 mm und 10 mm ist im Nomogramm 4 dargestellt.
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Nomogramm 4

4.2 Anwendung der Viertelmethode bei ungleichen Bogenldngen

Sind nach Bild 1 in der Natur 3 beliebige Punkte gegeben, so ist durch
sie ein Kreisbogen bestimmt. Mit man die Sehnen saund sbund die Gesamt-
pfeilhéhe p, so kbnnen Bogenzwischenpunkte Uber den halben Sehnen mit den
Pfeilndhen pa und pb abgesteckt werden.

Es gelten folgende Proportionen:

P-= -*t- und n

sa 2R 2(R Pa) \sl-p*

Pa = mit K —

a 2p P2 2p
sashb sash £l - P2

Pa 2p 2p 4
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Entwickelt man die Wurzel in eine Reihe, ergibt sieh:

und entsprechend

Unter Vernachldssigung des dritten Gliedes kann man schreiben:

Das heil3t, die im Abschnitt 4.1 vorgeschlagene Verbesserung der Viertel-
methode laRt sich in sehr bequemer Weise auch fiur den allgemeinen Fall
ungleicher Bogenldngen anwenden. Allerdings ist die Genauigkeit der Pfeil-
héhe noch von dem Verhéltnis sa :sb bzw. sb:sa abhdngig. Die Teilsehnen-
langen sollten also nicht allzu unterschiedlich sein. Hervorzuheben ist auch
hier die Mdglichkeit der strengen Berechnung des Radius aus den beiden Teil-
sehnen und der Gesamtpfeilhdhe nach der oben angegebenen Formel.

APPLICATION OF APPROXIMATION FORMULAS IN THE SETTING OUT OF ARCS
OF CIRCLES

W. ZILL
SUMMARY

For several approximate formulas used for the setting out of arcs of circle nomograms
are given that show the scope of application in different degrees of accuracy. A proposal
for improving the well-known “Viertelmethode” (method of quartered mid-coordinates)
implies new formulas for equal as well as unequal lengths of ares.
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APPLICATION DES FORMULES D’APPROXIMATION DANS
LE JALONNEMENT D’ARCS DE CERCLES

W ZLL

RESUME

L’auteur donne des nomogrammes pour quelques formules approchées utilisées dans
le jalonnement d’arcs de cercles, qui en montrent le champ d’application dans les différents
degrés de précision. Une proposition relative au perfectionnement de la «Viertelmethode»

(procédé utilisant la division en 4 parties de la fleche) conduit a de nouvelles formules valables
pour des longueurs d’arcs égales et inégales.

MPUMEHEHWNE MPUBJTMXXEHHbIX ®OPMY/N ONA PA3BUNBKU
OKPY>XXHOCTWN HA AYTWU

B. UMAN

PE3IOME

LN HeKoTOpbIX NPUGAVKEHHBLIX (OPMY/, MPUMEHSIEMbIX 415 Pa3GUBKU OKPYXXHOCTU
Ha Oyru, Aal0TCs HOMOrpamMbl, MOKasblBatolyie 06MacTV MX MPUMEHEHUSt N1 PasINUHbIX
cTeneHeli TouHocTW. MpuBOAUTCA MpPEAoXKeHMe MO YCOBEPLUEHCTBOBAHMIO M3BECTHOIO METoAA

«YeTBEPTE», B pe3y/sibTaTe Yero noslyyaroTcsi HoBble (POPMy/bl ANS AYT KaK C PaBHOW, TaK U C
HepaBHOW A/INHOWA
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Antal Tarczy-Hornoch :

MARKSCHEIDERISCHE STUDIEN
Verlag der Ungarischen Akademie der Wissenschaften, Budapest, 1963. 1010 Seiten

Der Fachwelt ist bekannt, daf ungarische Traditionen im Bergbau weit ins Mittelalter
zurlickreichen. Nicht selten haben markscheiderische Erfahrungen und Neuerungen befruch-
tend auf die Entwicklung anderer Lander eingewirkt. Wertvolle Beitrdge sind vor allem auf
instrumentellem Gebiet und in riRlicher Darstellung von ungarischen Persénlichkeiten ge-
leistet worden. Die Bergakademien Schemnitz und Sopron sind die bekannten Geburtsstatten
wissenschaftlichen Lebens mit einer Reihe erfolgreicher Gedanken.

Als jingstes Glied in dieser Kette konnen wir Antal Tarczy-Hornoch betrachten. Vier
Jahrzehnte intensiver Arbeit haben ihn zu einem in allen Erdteilen hoch geschatzten Wissen-
schaftler gemacht. Im Jahre 1963 gab er den ersten Band »Markscheiderische Studien« heraus,
die einen guten Einblick in die Vielseitigkeit und Grindlichkeit seiner wissenschaftlichen
Abhandlungen auf markscheiderischem Fachgebiet gewahren. Betrachtet man seine Arbeiten
im Rahmen der Verwendung fur die Ausbildung auf Hochschulebene, so stellt man unein-
geschrankt fest, daB seine Studien eine hervorragende Grundlage fir markscheiderische
Spezialvorlesungen, Seminare und Konsultationen bilden.

Im folgenden sei es mir gestattet, meine langjahrigen Erfahrungen beim Markschei-
deinstitut der Bergakademie Freiberg unter dem genannten Aspekt in wenigen Ziigen zu
umreilRen.

Die beiden ersten wissenschaftlichen Arbeiten von Téarczy-Hornoch haben ihm frih-
zeitig nicht nur die fur seine langjahrige Hochschultatigkeit erforderlichen akademischen
Grade, sondern was noch viel bedeutungsvoller ist, die Hochsché&tzung auf internationaler
Ebene emgebracht. Seine besonders anschaulichen und padagogisch gut durchdachten Aus-
fuhrungen in der Anwendung von mathematischen Kenntnissen auf die Darstellende Geometrie
und damit auf markscheiderische Projektierungsaufgaben kommen zum Ausdruck in »Neue
Gesichtspunkte zur rechnerischen Lésung der Markscheideraufgaben« und in der Arbeit »Das
Verwerferproblem im Lichte des Markscheiders«. Da die mathematische Durchdringung viel
vollkommener ist als die zeichnerischen Methoden der Darstellenden Geometrie, wendet sich
Téarczy-Hornoch weitgehend der rechnerischen Bestimmung von Punkten, Geraden und
Ebenen im Raum zu und behandelt die Beziehungen zwischen Geraden und Geraden, Geraden
und Ebenen sowie Ebenen und Ebenen. Zur Vereinfachung charakterisiert er eine Ebene
durch Steigrichtung und Steigwinkel. Auf diese Weise werden die Winkelfunktionen positiv.
Mathematische Gewandtheit und verbliffende Klarheit in der Abhandlung fiihren den Studie-
renden aus der Verkrampfung schilerhafter Vorstellungen in eine gelockerte Gedankenbe-
weglichkeit. Laufend werden die Beziehungen und Anwendungen zum Bergbau aufgezeigt,
wodurch die Beispiele ansprechend und interessant wirken, so daR auf diese Weise der Ein-
druck einer trockenen Materie Uberhaupt nicht entsteht. Die Erziehung zum wissenschaftlichen
Denken wird durch die reichlich angezogenen Literaturstellen nachhaltig geférdert, da die
im Schrifttum bestehenden Angaben vermerkt, ihre Brauchbarkeit untersucht und evtl,
als unzulanglich verbessert oder erganzt werden. Mit Genugtuung nimmt der Leser von der
Dankbarkeit und Verehrung Kenntnis, die Tarczy-Hornoch wiederholt seinem Lehrer und
Meister Prof. Aubell zollt. Richtungweisend grenzt er das Aufgabengebiet zwischen Geologie
und Markscheidekunde ab, indem er den mathematischen Teil des Verwerferproblems ein-
schlieRlich der gesamten Projektierung dem Markscheider zuweist, wahrend die Bearbeitung
genetischer Fragen ausschlieRlich dem Geologen Vorbehalten bleibt. In gleicher Klarheit lassen
sich hin und wieder auftretende Uberschneidungen in der Vorratserfassung losen. W ahrend
die gesamte Erkundung ureigenstes Gebiet der Geologen darstellt, ist die Erfassung und
Einschdtzung betrieblicher Vorrate Aufgabe des Markscheiders, da die Projektierung der
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Lagerstattenendschaften und damit die Bestimmung der Kreuzlinien eine der unerlaBlichen
Voraussetzungen fir die flichenmaRige Abgrenzung zum Inhalt hat. Das Streben nach Klar-
heit kommt nicht zuletzt darin zum Ausdruck, daf eine Systematik in der Nomenklatur im
Unterschied zu der bisher sehr unterschiedlichen Bezeichnung gleicher GréBen bei jeder sich
bietenden Gelegenheit aufgestellt wird. Auch in dieser Hinsicht weist Tarczy-Hornoch voraus-
blickend der Fachwelt die Schranken, die fiir ein gegenseitiges Verstehen eine wohltuende
Voraussetzung sind. Bisweilen bestehende Zweifel der studierenden Generation in der allum-
fassenden Machtstellung mathematischen Denkens werden in vielerlei Varianten immer wieder
aufs neue Uber jeden Zweifel erhaben zerstreut, so dal Fehlschlisse nur auf Grund rdumlich
unzuldnglicher Vorstellungen aufgedeckt werden kdnnen. Bei aller Hochachtung gegeniber
vorhandenem Gedankengut mit prdaziser Angabe der Quellen tritt der junge Gelehrte mit
seiner erschépfenden Bearbeitung und bisweilen Ubertriebener Bescheidenheit in die Offent-
lichkeit. Die wohltuende Art, mit der eingehende Rezensionen der Fachwelt behandelt werden,
kennzeichnet die Uberlegenheit Hornochscher Gedankenfiille. Beispiele hierfiir bieten seine
Verdffentlichungen »Beitrag zur Ausrichtung der Verwerfungen« und »Uber die exakte Behand-
lung des Verwerferproblems«. Gegen Uberheblichkeiten zeigt sich Tarczy-Hornoch bewuBt
aggressiv. Er sucht geradezu den Meinungsstreit und pariert seinem Gegner mit Uberlegenheit.

Neu aufkommenden MeRmethoden weist er den Platz zu, der ihnen gebihrt. Bei aller
Bedeutung, die der Photogrammetrie fir den Bergbau zukommt, schlieRt Tarczy-Hornoch
seine Ausfihrungen in dem Artikel »Die Photogrammetrie im Dienste des Bergbaues« mit
den Worten: »Kein MeRverfahren ist universal und so auch die Photogrammetrie nicht.
Wir sind eine wissenschaftliche Gesellschaft, deren Ziel nicht so sehr die Propaganda, als
eher die sachliche Erkennung der Tatsachen ist und deshalb dirfen wir in gegebenen Féllen
auch vor Feststellungen negativen Sinnes nicht zuriickschrecken.«

MaRgebender Anteil in der Vervollkommnung der Ausgleichung von Einrechnungs-
zigen, offenen Polygonzigen und im Voranschlag von Durchschlagsziigen mit einer Reihe
von Veroffentlichungen kommt Tarczy-Hornoch in der internationalen Fachwelt zu. Folgende
Artikel stammen aus seiner Feder:

Uber die Ausgleichung der Einrechnungsziige

Genauigkeitsvoranschldage bei Durchschlagsziigen

Uber die verknoteten Einrechnungsziige

Zur Fehlertheorie der offenen Polygonziige

Die durch den Einrechnungszug erzielbare Orientierungsgenauigkeit

6. Der EinfluB der regelmdBigen Fehler auf die Orientierungsgenauigkeit der Ein-
rechnungszige

7. Gene auigkeitsvoranschlage bei Durchschlagsketten

8. Die glnstigste Gewichtsverteilung im ausgeglichenen Einrechnungszug

9. Eine weitere Methode zur strengen Ausgleichung der Einrechnungszige.

Mit beispielloser Griindlichkeit und mathematischer Versiertheit werden die in der
Markscheidekunde bekannten Probleme in ihrer gesamten Breite und Tiefe behandelt. Uber-
setzungen in mehrere Sprachen mdgen ein MafBstab fir ihre Gite sein.

Ein umfangreiches Arbeitsgebiet stellt auch die Auseinandersetzung mit Orientierungs-
messungen dar. MaRgebend sind nachfolgende Thematas:

1. Das markscheiderische Steilschachtproblem

2. Fehlertheoretische Studien Uber das SchachtanschluBdreieck

3. Die glnstigste Gewichtsverteilung im ausgeglichenen SchachtanschluBdreieck

4. Uber das Schachtlotproblem.

Diese Studien sind vielfach Gegenstand internationaler Auseinandersetzungen gewesen.
Vor allem in der deutschen Fachliteratur haben sie eine Reihe von Entgegnungen ausgeldst.

Ein beliebtes Thema von Tarczy-Hornoch ist die Beschaftigung mit der Vervollkomm-
nung der Zwangszentrierung. Hier seien genannt:

1. Die Drehhilsenzwangszentrierung

2. Zwangszentrierungen und ihre Bedeutung bei Tunnelabsteckungen

3. Die Drehprisinenausftellung, eine weitere Zwangszentrierungsmethode.

Erstaunenswert ist sein Gedachtnis aus Studien mit der Frithgeschichte der Mark scheide
kinde und ihre kritische Einschatzung. Sie kommen zum Ausdruck in:

1. Zur Geschichte des GrubenriBwesens

2. Zur Vereinheitlichung des GrubenrilBwesens.

Mit diesen Angaben sind nur die bedeutungsvollen Verdffentlichungen erwéhnt, denen
in der Ausbildung von Studierenden der Fachrichtung Markscheidewesen aktuelle Bedeutung
zukommt. Ihr Studium wirkt erzieherisch in der Grindlichkeit sowie Gewandtheit und ist
geeignet, die Liebe zum Beruf zu wecken und die heranwachsende Generation dafur zu be-
geistern. K. Neubert
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