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TO THE PROBLEM OF THE OPTIMAL STAR PROGRAM 
IN THE MERIDIAN METHOD

B. M IL A SO Y SZK Y
D R . EN G . SC.

TECH N ICA L UNIVERSITY F O R  H EA VY  IN DU STRIES, M ISKOLC 

[M anuscript rece iv ed  F e b ru a ry  8, 1963]

T he tim e d e te rm in a tio n s  on the  L ap lace  s ta tio n s  o f th e  p rim e  tr ia n g u la tio n  n e tw o rk  
in  H u n g a ry  is carried  o u t  on  th e  basis o f th e  o b se rv a tio n  of th e  m erid ian  tra n s it  tim es o f  so- 
called  “ tim e  s ta rs” . B esides these, also “ c irc u m p o la r  s ta rs”  are  o b se rv ed , in order to  en su re  
th e  d e te rm in a tio n  of th e  a z im u th  co n stan t. T h e  a im  of th e  p re sen t in v estig a tio n s is to  s e t t le  
th e  q u estio n , w hich  o f th e  fo rm ulas (7) a n d  (36) sh o u ld  serve as a  b a sis  fo r th e  selection o f th e  
tim e  s ta rs . A ccording to  th e  a u th o r’s op in ion , th e  la t t e r  of th e  tw o  p rin c ip les  ensures a  h ig h er 
degree of re liab ility  o f th e  tim e  d e te rm in a tio n s.

B y tim e determ ination, the determ ination  of the “ local tim e” 0  corres­
ponding to  the m eridian of the own sta tion  in a certain clock instant U  is 
understood, according to the relation

0 = 0  +  A U  (1)

where d h  is the “ clock correction” o f  th e  station clock. This can be b oth  
positive or negative, according to w hether the clock is fast or slow in relation  
to the local tim e 0 .

In order to  determ ine 0 ,  the clock correction A U  m ust be known.
According to  th e  method defined in  the title  o f th is  study, the point 

of departure is th at th e  local sidéral tim e in stan t 0  o f the sta tion , in the m om ent 
of the upper culm ination  (meridian transit) o f  a certain star, is identical w ith  
the right ascension a  o f  the star in q uestion , i. e.:

0  =  U  +  A U  =  a .  (2)

Thus, in the know ledge of U  and a, th e  clock correction of the sta tion  
can be com puted from  the relation

A U  =  a  — U  . (3)

In practice, o f  course, the m ost probable correction o f the station clock  
will be derived not from  the time transit o f  a single star b u t from the instants  
l / j ,  U2, . . . Un o f  the meridian transits o f  several stars. N ow  the question is , 
how to  select the stars to  be used for the solution  of this task .

*
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4 B. MILASOVSZKY

The point o f departure is that the approxim ate geographical longitude  
and latitude of the Laplace station can be assumed as know n in Europe, at 
least w ith a cartographical accuracy. In  the possession o f the approxim ate  
longitude A0, reckoned from Greenwich, th e  sim ilarly approxim ate local sidéral 
tim e 0 \  of the station  can be calculated for any universal tim e instant U . T. 
given , from the relation

U . T. -f- r +  • (4)

This local sidéral tim e is needed to select, b y  comparing it  to  the right ascension  
colum n (A. R. colum n) o f the Yearbook, the stars passing through the m eridian  
after darkening, and the transit tim es o f  which do not coincide w ith the  
tim e of reception o f the radio tim e signals, the latter being indispensably  
necessary, on the other hand, for the determ ination of the exact longitude X 
o f  the station. In form ula (4), т is the conversion factor from  mean tim e to  u n i­
versal tim e, and 0 O is the sidéral tim e in stan t valid in universal tim e in stan t  
Oh. B oth  factors T and @0 can be taken  from  the Yearbook. F inally, the geo­
graphical latitude <p o f the station w ill be needed for the calculation o f the  
azim uth  factors К  o f the stars.

The international astronom ical yearbook Apparent Places o f  Fundamental 
Stars, as known, contains the apparent a  and ô coordinates o f 1535 so-called  
fundam ental stars, th u s , a sufficient choice of stars for tim e determ inations 
based on meridian transits stand at d isposal for any geographical la titu d e.

Among the different points of v iew  to  be considered in the selection o f  
stars, the directive one is, as a m atter o f  fact, always the sam e, nam ely th e  
safeguarding of the greatest possible accuracy of time determ ination.

K eeping in v iew  the m ethod o f observation of th e  meridian transit 
tim e o f the selected  stars, in general use abroad as w ell as in H ungary, an 
investigation  of the problem in this sense w ill be attem pted on the basis o f the  
m ost general relations.

Preceding th is, how ever, it can be stated th at th e  question o f star  
program  has been repeatedly taken up in  the literature. For instance, in the  
longitude determ inations of the Preussische Geodätische Kommission  around  
1870, two star groups, nam ely one group o f “ time stars” and another group  
o f  “ circumpolar stars” were com bined [1]. In  the earlier investigations o f  th e  
author [2 ], discussing in detail the m eridian transit tim es of the so-called  
tim e stars in short northern and southern m eridian-zenith distances are 
destined to ensure the determ ination o f the clock correction sought for and  
o f  its proper w eight, meanwhile the so-called circumpolar stars around the  
P ole, characterised by large declinations, i.e. observed at considerably more 
northern m eridian-zenith distances, are suited for the determ ination o f the  
azim uth constant, in the first place, and of its proper w eight. Also in  [2],
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TO TH E PROBLEM OF THE OPTIMAL STAR PROGRAM 5

the basic relations o f  the tim e determ ination m ethod treated  here, which are 
now  referred to , were discussed (F ig. 1).

The programs o f  the former m entioned Prussian Geodetic Institute  
were however, altered since 1900 and later tim e stars around the zenith were 
used for the determ ination of the clock correction. The azim uth constant, on 
the other hand, w as derived from the com bination of tim e stars and circumpolar 
stars [3].

From the p oin t o f  view  of selecting stars serving as tim e determ inations 
were throughly discussed in 1927 b y  the Baltische Geodätische Kommission  
in the interests o f  determ ining the longitude ring o f the Baltic countries 
[4]. I t  was suggested b y  Sc h n a u d e r  th at th e  average declination of the star  
group should correspond to the h a lf value o f the geographical longitude o f the  
station:

M _  У
n 2

(5)

According to his opinion, such an extension  o f the group in southern direction  
advantageously reduces the influence o f  right ascension errors upon the  
longitudes.

S chumann  [5] sim ilarly does not approve o f an exclusive use of circum- 
zenith stars. In his opinion, although the effect o f the azim uth constant upon  
the clock correction actually  decreases as an advantage o f  th e  circum zenithal 
program, on the other hand, how ever, the influence o f the inclination o f the  
horizontal axis increases.

During the 1935 session of the Baltic Commission  in question, partly  
N. E . N ö r l u n d , p artly  Bengt A u r e l l  lectured on the problem s of the star 
programs of tim e determ inations.

In fact, both o f  them  sim plify the problem  in the sense th at they divide  
the star program in to  tw o parts and, in the frame o f these, take, for a basis, 
an average zenith d istance, resp. average declination p artly  for the group 
of circumpolar stars, p artly  for the group o f tim e stars. A ssum ing one o f  the  
groups for fixed, for g iven , they  exam ine the question: under which average 
zenith or declination m ust the other star group, resp. star observed so as to  
obtain a maxim al w eight of the clock correction, resp. o f the azim uth constant. 
B oth investigations are illustrated b y  instructive diagrams.

The statem ents o f  N örlund  are: 1. at any  latitude, the small zenith  
distance tim e stars are more advantageous, 2 . one o f the star groups is to be  
chosen to  the south o f th e  zenith, th e  other to  the north o f  it.

A u r e l l  assum es th e  group o f  the tim e stars as g iven , and exam ines 
the question in which w ay  does the w eight o f  both the clock correction and  
the azim uth constant change by th e  inclusion o f a single circumpolar star  
and b y  the variation o f its declination. He is interested  in the preconditions

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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o f th e  sim ultaneous w eight m axim um , since in Sweden the azim uth con stan t  
is also used for the determ ination of th e  azim uth of the triangle sides in  such  
a w a y  th a t 2 mirae each are placed in th e  northern, resp. southern branch  o f  
the m eridian, and the horizontal angle betw een  the mirae and the triangulation  
point is measured. According to A u e e l l ’s suggestion, the tim e stars should  
be ev en ly  divided to  the north and to  the south of the zenith , and the azim uth  
star observated in lower culm ination at 60 4 -  65° declination. Also he th inks  
the tim e stars around the zenith as the best.

In the selection o f the star program s of the Schweizerische Geodätische 
K om m ission ,  world-known on account o f  their operations, the ruling principle 
in clu sively  until 1933 was the algebraic sum  of the azim uth factors К  o f the  
stars should approach zero:

[К ]  щ  0 , (6 )

i.e ., tak ing the weights p  into consideration,

[ p K ]  e* 0 . (7)

B y  the w ay, these principles prevail, since decades in other foreign  
countries [7] and in H ungary, too.

The real weights o f the “ ind iv id u al” clock correction values

h  =  (a i — ^ l) ;  h  =  (a 2 — U2)-, . . . / „  =  (a„ — Un) (8 )

as fictitiou s observations obtainable on the base of the meridian tim e transits 
U ±, U2, . . . Un and of the apparent right ascensions av  a2, . . . an of the observed  
stars can be well approxim ated by the w eight expressions [8 ]

=  cos2 p 2 =  cos2 02; . . . p n =  cos2 bn. (9)

T he “ azim uth factors” K v  K 2 . . . K n, on the other hand, figuring in  (6 ) and
(7) as factors depending from the geographical latitude o f the station  and from  
th e  declinations ô15 ô2, . . . ôn o f the stars in question w ill be m et w ith in  (15) 
and (16).

In 1934, Th. N ieth a m m er  m ade known, at the session of th e  Swiss  
Geodetic Commission, his new  star program  which was accepted b y  the Commis­
sion  [9]. In their tim e determ inations from 1934 until 1946 inclusively , the 
program  of N ieth am m er  was used. A lthough this program requires circum ­
polar stars for the ensuring o f the azim uth as before, because of the m ean value  
o f  th e  zenith distances o f the tim e stars, however, a positive (south) value  
o f  -)-50 <•'-< + 1 0 ° , instead of zero, is held  as decisive. I f  the average zenith  
distance zp of np num ber o f circum polar stars are treated  as constant, then, 
according to N ieth am m er  the m inim al m ean error of the clock correction will

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



TO TH E PROBLEM OF TH E OPTIMAL STAR PROGRAM 7

appear at the m ean zenith distance z,- of the tim e star group o f n,- members 
as follows:

tan  Zj ______ np tan  zp______

ni +  («, +  np) tan 2 zp
( 10)

Consequently, on the mean la titu d e o f  47° o f Sw itzerland, the selection  
of the tim e stars can be made up to  —8° to  the north and -f-22° to the south  
of the zenith.

After N ie t h a m m e h ’s death in  1947, how ever, th is principle (10) w as  
im m ediately g iven up . Beginning from 1947, no circum polar stars w ere 
observated and the selection  of tim e stars was again made tak in g  into consider­
ation the [pK ] Éá 0 principle in the zenith d istance sector —20° <  z <  -f-20 °. 
During the 1948 session  of the Com m ission, M. S ch ü r e r  drew the attention  
to  the correctness o f  th e  principle [г] =  0 , w hich will be tak en  up again later.

*

The differences in the opinion, outlined here are not really surprising, 
considering that a group o f 12 . . .  20  stars m ay be set up, for th e  same station , 
in several different w ays and still m eeting the reliability  requirem ents.

It is known th a t w ith an increase o f the zenith distance the lateral refrac­
tion  increases, too . Consequently, for tasks requiring a high degree of exactness, 
no tim e stars of zen ith  angles exceeding 10 15° are readily selected. Circum­
polar stars of m uch larger zenith distances are given a role preferably only in  
the checking of the azim uth constant and, to  a lesser m easure, in the form ing  
of the clock correction. The stars selected  should pass the m eridian at intervals 
not less than 3 . . .  5 m inutes in order to  provide su fficien t tim e for the  
accom plishm ent o f  th e  different phases o f work. On the other hand, th e  
observation of the en tire program should  not last too long, w ith  regard to the  
occurrence of sy stem atic  error possib ilities. E ven  the brightness of the stars 
is not indifferent: too  bright and too  weak stars equally dim inish the outlooks 
of optim um  results.

*

The rate of the observation clock used at the station  is generally a fin ite  
value differing from  zero. Consequently, th e  clock correction sought for is, 
in itself, similarly a function of tim e. I f  the m ean value E  o f  the meridian 
transit tim e instants U  o f  the observed tim e stars are accepted as a reference 
instant in the form

, resp. e  =  1p£ i1
[ p ]

( i i )

as is usual here, it  is advisable to  denote th e  clock correction valid for the  
“ mean epoch” E , th u s obtained, b v  ЛE.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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As has already been written in  s tu d y  [2] in formula (20), clock correction  
A E  and azimuth con stan t к can be obtained  as a result o f  an exact adjustm ent 
com putation from th e following tw o norm al equations:

[P K K ] k  +  [P K ] A E  -  [pK l]  =  0 , (12)

[ p K ]k  +  [p ]A E  -  [pi]  =  0 .

Consequently, the w eights of AE  and к  can be calculated from the expressions

P a E  =  [ P i

Pu =  [ p K K ]  -

[ p K f
[ p K K ]

[ p K Y

[P]

(13)

(14)

N ext, the basic problem will be, by which star program will these tw o  
w eight expressions a tta in  their optim um , i.e. their m axim um  value. I t  m ust 
be kept in view  th a t groups of 10 -4-  20  stars are in question , m eaning th a t the  
extrem e values of such (13) and (14) functions are sought w hich contain 10 -4- 20 
independent variables.

I t  is evident th a t such com plicated problems are m ere idealizations, that 
is , th ey  can be elucidated  only by approxim ations and neglections. According  
to  the assumed fundam entals, further to  the character, m ode and degree o f  
idealization, more or less different resu lts and at the sam e tim e different con­
clusions are possible. This is the reason for the differences of opinion in  this, 
question. The idealizations were already referred to in the investigations of 
N ö r l u n d , A u rell  and N ieth am m er , w ho operated with th e  average declinations 
o f tw o star groups.

The exam ination o f the w eight expressions (13) and (14) cautions to  
reach, in the interests o f  maxim al w eigh ts, the greatest possible [p] and [ p K K ] 
and the sm allest possib le [p K ] .  H ence, th e  criterion [p K ] ^  0 o f the optim al 
star program in (7), sim plifying, in the special case of equal p  — 1 observation  
w eights, into [К ] ш  0 as in (6). A ccording to the form ulas

sin {cp — Ó) sin z
cos ô

(valid  in upper cu lm ination)

and
K  =  sin  (180° — <p — ô) =  +  ^ in ^  (valid  in  lower

COS Ô cos ô cu lm ination)

(15)

(16)

o f the azimuth factors, in case of a star group in the zen ith , i.e. characterized  
b y  z =  0 , the volum e o f к is indifferent from the point o f  view  o f the clock  
correction value.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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According to  the formula (37) in  [2], nam ely, the value of clock correction 
1E is influenced by azim uth constant к as follows from the relation

ЛЕ =  - М - l K .  (17)
[p ] [p]

The fictitious observations l were already m et w ithin (8 ).
The main point is, however, not to elim inate entirely the influence of the  

azim uth constant on the clock correction, — in fact atta ined , by placing the 
center o f gravity of the tim e star group in the zenith, —• but to  keep the in flu ­
ence of the uncertainty of the azim uth on the clock correction as small as 
possible. This latter question is closely related to the selection o f the star 
program.

*

Let us note pass on to the examination of the case o f  the optimal star program 
in merit.

I t  is evident from the w eight expression p  =  cos2 ô in (9) that every  
member of the w eight expressions (13) and (14) depends on the declination  
of the stars.

In the selection o f stars, how ever, it is advisable to  keep their zenith  
distances instead of the declinations, in view , since, w ith  regard to refraction 
anom alies, certain lim its are set in this respect. For th is reason it seems to be 
advisable, when seeking the criteria o f the optim al star program, to transform  
weight expressions (13) and (14) of the adjusted clock correction and azim uth, 
in the sense that not the declinations but the zenith distances should figure in
them  as independent variables. This is easily atta ined , since the relations

ö -(- z =  (p in upper culm ination, (18)

Ô -f- z  =  180° — cp in lower culm ination, (19)

are valid  for the m eridian distance o f any star. Here, cp means the geographical 
latitude of the station .

For any star group observed in upper culm ination, therefore, the sum 
of the observation w eights in (9) is:

[p] =  [cos2 Ô] =  [cos2(<p — г)] =  [cos cp • cos z -)- sin <p ■ sin г)2] =  

=  cos2 <p[cos2 z] -j- 2 sin cp ■ cos cp [sin z • COS z] 4- sin2 cp [sin2 z] .
( 20 )

Sim ilarly, the azim uth factor o f any star observed in upper culm ination, 
according to (15):

К
-in (cp — Ô) 

C o S  Ô

sin z

COS Ô
( 21)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



10 B. MILASOVSZKY

A nd i f  weighted:

p K  =  cos2 ô Sm Z- — cos ô ■ sin 2 , 
cos <5

p K  =  cos (cp — 2) • sin 2 =  (cos cp • cos 2 -)- sin cp ■ sin 2) sin 2 .

The algebraic sum  o f the w eighted  azim uth factors o f the upper culm in­
ation  star group w ill then  he:

[pk] =  cos <p[sin 2 • cos 2] -(- sin cp [sin2 2] . (22)

I ts  square:

[ p K f  =  cos2 cp [sin 2 • cos 2]2 -f- 2 sin cp • cos cp [sin 2 • cos 2] [sin2 2] -{- 

-f- sin2 cp [sin2 z]2 . (23)

Consistently, how ever, the square sum [pkk]  has also to  be expressed  
as a function of zenith distances. The square o f any w eighted К  value will 
take the form

p K 2 =  cos2 ô sm ' 2 
cos2 (5

=  s m '2 .

Consequently, their sum  is sim ply

[p K K ] =  [sin2 2] . (24)

I f  now the values (20), (23) and (24) are substitu ted  in to  the relation 
of the clock correction as w ritten in  (13),

Pae =  [p ]
[ p K ] 2

[ p K K ]

then, on account of their opposite signs, the members

2 sin cp • cos cp [sin 2 • cos 2] [sin2 2], on the one hand,

sin2 cp [sin2 г]2, on the other hand,

(25)

(26)

w ill be reduced so th a t the w eight expression (13) o f the clock correction 
becom es simplified in to  the follow ing form:

P ae =  cos2 9? [cos2 2] —
[sin 2 • cos г ]2 

[sin2 2]
(27)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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or,

P ae — cos 2 95 [cos2 2 ]
1  [ s in 2  2 ] 2 

4 [s in 2 2 ]
(28)

S ince, in  case o f n  n u m b er o f  stars,

cos2 zx - f  s in 2 2 j =  1 ; cos2 2 2 -f- s in 2 z2 =  1 ; cos2 zn s in 2 zn =  1  , 

th e ir  su m  is e v id e n t ly

r e sp ec tiv e ly

Pae =  cos3 9  f n — [sin 2 2 ] —
[sin 2 2 ]

(29)

(30)

[.p ] =  cos2 cp [cos2 2 ] — 2 sin 99 COS (p [sin  2  • COS 2 ] 4 - sin 2 <p [sin2 2 ] .
(31)

F or a star  ob served  in low er cu lm in a tio n , th e va lu e o f  th e  azim uth  fa cto r  
is, accord in g to  (16):

sin (cp -f- Ô) -|- s in  2
К

;ô
(3 2 )

W eighted ,

p K  =  cos2 ô Sm Z - =  co s  Ô - sin 2  ,
COS Ô

p K  — co s  {180° — ((p г)} sin  2  =  — cos (q> 4 - 2 ) sin 2  ,

p K  =  — [(cos cp • cos 2  — sin  cp • sin  2 ) sin  г | .

Ada Techn. Hung. 52. (1965)

co n seq u en tly , w e ig h t ex p ressio n  (27) can  a lso  b e w ritten :

In  the investigation o f  the criteria o f  the optim al program , this last relation  
(3 0 )  can suitably be taken  as a base.

U n til n ow , h o w e v er , ex c lu siv e ly  stars ob served  in  u pp er cu lm in ation  
h ave b een  assum ed in  th e  se t-ou t. In  case o f  a low er cu lm in ation  star grou p , 
the d er iv a tio n  is m o d ified  as m uch as th e  d eclin ation  m u st be e lim in a ted , 
according to  (19), b y  th e  su b stitu tio n

The sum  o f  th e  o b serv a tio n  w eigh ts is th en
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The sum  of the m em bers:

[ p K ]  =  —  COS f  [sin 2  • CO S 2 ]  - j -  sin Cp [sin2 2 ]  . (33)

The square of the sum :

[ p K f  =  cos2 cp [sin 2 • cos г]2 — 2 sin cp • cos cp [sin 2 • cos 2] [sin2 r] -)-

-(- sim cp [sin2 2 j . v

And so (24) ev id en tly  remains unchanged. I f  now the derivations for the  
upper, resp. for the lower culm ination star group are compared, it appears 
th a t only the sign o f  the right side second members, partly in the [p ], partly  
in  the [p K ]2 expressions, have changed in the two different culm inations.

In  this w ay , the members (25) and (26) will again be shortened after  
substitution  in to  the expression (13); consequently, in case of a star group 
observed in lower culm ination, the w eight formula of the clock correction as 
w ritten  in (27) w ill rem ain valid , i.e.:

Pae — cos Ç5 [cos2 2]
[sin z • cos г]2 

[sin2 2]

w hich is, as has already been seen, more illustrative in the form (30).
Let us exam ine the value of th is expression in the following extrem e  

cases o f merely theoretical value:
a)  All stars were observed in the sam e zenith d istance, that is

2, =  . . . =  2„ =  2 .
In th is case,

[sin  2 -cos г ]2 n2 sin2 2 • cos2 2

[sin2 2] iíri2 i
П  • C O S z Z  ,

consequently p AE — cos2 cp(n — n sin2 2 — n cos2 2) =  cos2 cp (n — n) =  0 .
The star group observed at the sam e zen ith  distance different from  zero 
furnishes zero w eight, i.e. an in fin itely large mean error for the clock correction. 
H ence, this program  cannot be applied for tim e determ ination, just as the  
resection  in plane or the intersection could not be solved i f  the locating points, 
continuously approaching each other, fin a lly  coincided.

b) A special case o f the previous fictitiou s program would be, when the  
m eridian-zenith distance o f all stars were zero, i.e. the observed stars culm inated  
in  the zenith o f the station . In this case,

[sin 2 -cos 2] = — [sin 2 2] =  0 and [sin 22] =  0 ,
2

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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i.e.

P a e  =  c o s '2 <P1 n  — 0  — у  ,

for the weight of the clock correction, an indeterm inate value would be obtain­
ed, corresponding to  the critical circle o f plane resection.

c) Since, accordingly, the [sin2 z] member of the w eight formula, in order 
to  avoid an indeterm inate weight for ЛЕ  has always to  be greater than zero.

It follow s, then, on the other hand, that the weight of the clock correction 
can never in fact reach the value n  cos2 <p, but can be only smaller. It is possible, 
then, to  write that in practice

P a e  <  n  ■ co s2  <P ■

d )  The stars o f the program lie entirely sym m etrically to the zenith of 
the station , in the sense th a t to the positive m eridian-zenith distance o f each  
star a negative zenith distance o f the same absolute order of m agnitude belongs 
T hat is, I zx I =  |z[ I, I z2 I =  |z2 |, | z3 ] =  |Z3 |, according to  F ig. 1. In conse­
quence, formula (30) sim plifies into

P a e  —  cos2 cp ( n  — [sin2 z]) . (35)

Comparing (30) w ith (35), the criteria for the star program yielding the  
optim al clock correction can he determ ined!

Ada Tech". Hung. 52. (1965)
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1. The selected  stars should possibly lie sym m etrically  around the zenith  
so th at the value o f  th e  [sin z • cos z] m em ber, dim inishing the weight o f  the 
clock correction, should  approach zero as near as possible.

2. The sum [sin2 z] o f the zenith distances of the stars should be consider­
ab ly  less than the n num ber of the stars, for otherwise [sin2 z] as the subtrahend  
second member o f th e  expression in brackets w ould appreciably diminish  
the weight of the clock correction. On the other hand, it  m ust be, at the same 
tim e , considerably larger than the sum [sin z • cos z], in order to keep also 
th e  third member o f th e  w eight expression to be subtracted, as small as possible. 
These requirements can be sum m ed up in sym bols in th is way:

[sin z • cos z] —► 0
r . ,  , . , (36)n [sin2 ZJ sin z • cos zj .

It also appears from  (30) that the m axim al value of the clock correction, 
at a given geographical latitude and at a fixed  num ber o f stars, can only  
approach n cos2 q>, b u t can never in practice reach it , i.e. :

<  n cos2 <p . (37)

Because, even i f  it  w ere possible (in practice, o f course, th is cannot be realized), 
no star program w ould  be allowed to be set up where [sin2 z] =  0 , since in this 
case, although one o f  the subtrahend members o f (30) w ould become zero, the  
other member to  be subtracted [sin 2z] w ould make at 0 the whole weight 
expression p AE indeterm inate. On the other hand, the requirem ent

[sin2 z] 0 ,

according to w hat follow s, is absolutely necessary, also in order to ensure 
th e  proper weight o f  the azim uth constant.

*

In the special case o f a program of exclusively  tim e stars, formula (30) 
can be brought to  a particularly sim ple practical form , if, in consideration  
o f  the lateral refraction , only zenith distances sm aller than 12 . . . 14° are 
allowed. Since, at z =  14°, sin 14° =  0.242, z =  (14 : 57.3) =  0.244 and 
cos 14° =  0.97. A ccepting the approxim ations

sin z ^  z and cos 1 ,

a maxim al error o f  0.7%  in sin z and 3% in cos z were allowed. That is, the rela­
tion  (30) can be w ritten  approxim ately as follows:

P ae ^  cos2(pin -  [ z z ] ------И — I . (38)
l  [**] )

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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C onsequently, if  care is taken  to  keep [2] —► 0 in the selection o f the  
program, the last member o f (38) w ill approach zero, and in th is case

P/SE ^  cos2 4>{n ~  [**])• (39)

In the la st tw o expressions, each 2 has to  be given in  radians. A ny zenith  
distance 2 expressed in grades m ust be still divided by q =  57.2958, any square 
sum  [22]0, b y  g2 =  3282.81, th at is

Pae cos2 <p r»»]° )
3282,81 !'

(39a)

A ccordingly, at the suggestion o f the author who was at th at tim e the  
collaborator o f the astrogeodetic group o f the Hungarian State Geodetical 
Survey  already in 1943, selected the star groups of the Laplace stations, as 
regards the tim e stars, basing on the approxim ative practical criteria:

[2], —»-0 and z, <  ^  14° , (40)

observing additionally, how ever, 2 . . .  4 circumpolar stars in the interests  
of th e  azim uth, w ith in  each tim e determ ination of the evening program. Latter, 
how ever, played no im m ediate part in the forming of the clock correction. 
The principle [z],- —*- 0 of “ zenith balance” , moreover, is in accordance w ith  
the statem ents o f S ch ürer  [10] made in  1948.

The star program of the num erical exam ple used in the follow ing discussion  
is bu ilt on the approxim ation criteria [z],- —*■ 0 and z,- <  ^  14°. In  the fourth  
colum n o f Table II , the zenith distances o f the 11 tim e stars observed are 
grouped. Their sum , as visible, is only [z] =  —0°17', i.e . it  alm ost ideally  
approxim ates the criterion o f zenith balance. The individual sum  members 
of the w eight form ula (30)

P ae =  c° s2 V \ n ~  [sin2 z] —
[sin  z • cos z]2 

[sin2 z]
cos2 <p ■ H

were num erically formed. These correspond with the requirem ents

[sin z • cos z] —»- 0 

n [sin2 z] [sin z ■ cos z]

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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m ade in (36), to a considerable measure. N am ely, according to Table II ,

[sin2 г] =  + 0 .2 3 1 7 0  <g 11 

[sin z • cos z ] =  —0.0088 0.2317 ,
i.e.

[sin z ■ cos z]2 =  —0.00007744 ,
and

J s i n s - c o s z ]2 =  +  0 00035 

[sin2 z]

From  weight form ula (30), with these,

р ЛЕ =  0 .473833 (11 -  0.23170 — 0.00035) =  5.10223,

necessarily agreeing also with the num erical value o f the identical w eight 
relation written in (13),

P*E =  [Pl
[ p K Y

[P K K ]

Table I

The com m on group o f  circumpolar stars o f  both programs
<p =  46°30'

Serial
number sin2 z sin s X COS z sin z  • cos z

300 l* 0.74184 -0 .8613 —59°28' +0.5080 -0 .43754
770 u* 0.22477 —0.4741 —28°18' +0.8805 -0 .41745
372 l 0.75620 -0 .8696 —60°25' +0.4937 -0 .42932
851 и 0.20494 -0 .4527 —26°55' +0.8917 -0 .40367

1.92775 -1.68798

* / =  lower c u lm in a tio n ; u  =  upper cu lm ination .

Of course th e  criterion [z] —► 0, does not concern the circumpolar stars 
used in practice up till now but for the form ation o f the azimuth constant. 
Their part, in a geodetica l sense, could be com pared not w ith the role o f  the  
determ inative directions of the new point, but w ith th at o f its long-extension  
orientation directions.

*

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Therefore, now let us pass on to  the transform ation o f the azim uth  
constant formula (14)

Рк =  [ р К К ] - - Ш £ -
[P\

in  such a w ay that it  should appear not as a function of the declinations hut as 
that of the zenith distances. Since, on the one hand, the azim uth as compared 
w ith the clock correction plays only a secondary role and, on the other hand, 
the concerning exact expressions are less illustrative than those of the clock  
correction, such tim e stars of smaller zenith distances are also assumed here, 
at which the approxim ations

sin z m d

are still permissible. Therefore, instead of the strict relations (20), (23) and (24), 
their sim plified forms

Lp] ^  n cos2 <p -f- 2 [2] sin <p ■ cos <jp [zz] sin2 99 , (2 0 ')

[p K ]  ~  M  cos <p -)- [zz] sin cp , (23')

[p K K ] ^  [zz] (24')

w ill be substituted in to  the above-m entioned relation of p h .  In this case, the  
members

2 [z] [zz] sin (p • cos cp and [zz]2 sin2 <p , (41)

occurring twice, hut w ith  opposite signs, will he reduced, giv ing the following 
expression, according to  (14), for the azim uth weight as for a function  of zenith  
distances:

Pk =
(n [zz] — [z]2) C O S2 95 

n  C O S 2 9? rt 2 [z] sin 99 • cos 9? -f- [zz] sin2 Cp
142)

or after division b y  cos2 <p:

Pk =
11 [zz] — [z] 2

n i  2 [z] tan cp -|- [zz] tan 2 cp
(43)

I f  the star program  meets the practical criterion [z] 
(40), the much more illustrative form would be:

Pk =
1 +

[**]
[z z ]ta n 29J

n

0 , contained in

(44)

2 Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Since, at M iddle-European latitudes and under the assum ption o f n >  10 
for the number n o f  th e  stars, the second member o f th e  denom inator w ill be 
considerably sm aller th an  [22], it follow s that, opposite to  the requirem ents 
o f  the clock correction, the largest possible [гг], i.e. stars o f  large zenith distances 
should  be aimed at in  the selection o f the program, in order to obtain a large 
w eigh t for the azim uth constant. I t  w as custom ary, in the m entioned H ungarian  
operations, to m eet th e  opposed requirem ents by including besides the sm all 
zen ith  distance tim e stars, also som e circumpolar stars in  the program. The 
la tter , however, in defence against refraction anom alies, are not necessarily  
g iven  a part in th e  determ ination o f the clock correction. In case o f exact 
adjustm ent by m eans o f  all stars, still the weighting cos2 ô m ust he used in
defense against an overestim ation o f the significance o f circumpolar stars.

*

General points o f  view followed in the investigations

In the pertinent literature, the earlier investigations concerning star 
programs took, as has already been m entioned, idealized, sim plified programs 
for base, generally p artly  substituting the group of tim e stars, partly the group 
o f  circumpolar stars b y  a fictitious star each. O pposite to  this, the author 
w ishes now to depart from  programs actually  observed and used for tim e deter­
m inations.

Let us consider the well-known w'eight formulas o f exact adjustm ent 
w ith  two unknowns,

Pae  =  [cos2
[cos Ó • sin (9? — Ő)]2 

[sin2 (99 — Ő)]

Pk =  [s in 2 (99-(5 )] —
[cos ô ■ sin (93 —- Ő)]2 

[cos2 Ó]

(45)

(46)

w ritten  in (13) and (14), valid for upper culm inations. According to  (18), 
(p — ô =  2. In case o f  lower culm ination, on the other hand, according to  (19), 
z =  180° — (99 -j- Ő) is valid.

Now if, on a given station, i.e . on a given geographical latitude 99, n 
num ber of independent variables b.2, . . . <5„ were assum ed according to  the  
n number of observed stars, the extrem e values of the m ultivariable functions 
p AE and p k should be sought for. T hat is, one w oidd be com pelled to  have  
recourse to idealizations again.

Instead of th is , a course Yvill be taken to m aintain the star program fixed  
for a certain station  according to  certain basic principles w ithout change, but 
th e  goegraphical la titu d e  cp in form ulas (45) and (46) w ill be changed, as i f  the  
sta tion  point were sh ifted , passing to  N  and S  along the meridian, to different 
places, leaving the program unchanged.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Follow ing such a m ethod, on the other hand, th is investigation  m ust be 
extended to a larger number of star groups for selecting an optim al program. 
Here, how ever, besides avoiding prolix ity , the sole aim can be an elucidation  
of the train o f  th ou gh t, being contented, therefore, w ith altogether six  alter­
natives o f tw o characteristic programs. This m ay be done all the more, since 
even the w eight function  (30) itse lf gives basic support concerning the require­
m ents of the program .

*

B oth programs to  be studied include a group of 11 tim e stars and the  
same 4-m em ber group o f circumpolar stars in both cases. In the frame o f each 
program, three different alternatives present them selves, nam ely b y  taking  
the observed tim e transits 1. of all, i.e. 15 stars, 2. only of the 11 tim e stars,
3. only o f the 4 circumpolar stars.

The programs and the function w eights p  iE and p k, obtained through  
the former, w ill be studied on tables and figures. The necessary data o f the  
4 circumpolar stars form ing the com m on part o f  both programs can be found  
in Table I. In the fu ll program containing the tim e stars and the circumpolar 
stars, the order o f  the individual stars is ev id en tly  determ ined by their right 
ascensions. A ccordingly, their sequence corresponding to  their serial number 
in the Yearbook, is: 740, 300 P, 758, 1535, 770 P , 782, 807, 1568, 813, 821, 
372 P , 835, 844, 851 P , 858 (in case o f the program discussed first).

Investigation o f  the principle  [2] —>■ 0 o f  the zenith balance 
Weight curves o f  the clock correction

The group o f tim e stars in Table II , as can be seen, approaches the appro­
xim ation principle o f  zenith balance to  2 =  —0°17', i.e. as w ritten in (40). 
The com putation o f the weights р ЛЕ and p k o f  both  the clock correction and 
the azim uth constant is illustrated, for th is case, on a latitude of 46°30' o f the  
station , by Table II  itself, while the variations o f these same function weights 
in the function o f the geographical la titu d e are shown partly b y  the left
a )  part o f the com parative Table III, p artly  separately b y  F ig. 2.

N ow  the three curves of the clock correction w eight in Fig. 2. are taken  
one b y  one, each o f their ordinates having been com puted according to  formulas 
(13), resp. (45) in  such a w ay that the geographical latitude cp is substituted , 
treating the declinations ô of the selected  stars as constant values, b y  values 
ranging from  zero to  90°.

l .T h e  w eight curve /Ш 15 of the all-star program containing 15 stars 
appears as a th ick  fu ll line in the figure. The ordinate o f the curve obtained  
on the basis o f th e  observation weights cos2 ô, corresponding to  cp =  0 in the  
Equator, is р ЛЕ — 2.610. Gradually clim bing from  this point, the curve 
finally  culm inates w ith  p AE =  5.5242 at the station  cp =  44°, while the w eight

2* sicta Techn. Hung. 52. (1965)
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T ab le  II

Computation o f  the weight o f  Л Е  and к  
(p =  46°30 '; cos cp =  0 .688355; cos2 (p =  0.473833 

a) Zenith balance program : [z] -»  0.

Serial
COS z

sin z cos z

o f tim e 
s ta r

+ + - +

740 0.02592 +0.1610 +  9 °1 6 ' 0.9870 0.1589

758 2965 — 1722 -  9 °5 5 ' 9851 0.1696

1535 3147 + 1774 +  10°13/ 9841 0.1746

782 3576 — 1891 — 10°54 ' 9820 0.1857

807 1 + 32 +  o n r 1.0000 32

1568 39 + 198 +  1°08 ' 0.9998 198

813 3489 — 1868 — 10°46 ' 9824 0.1835

821 203 — 451 — 2°35 ' 9990 451

835 5504 + 2346 +  13°34 ' 9721 2281

844 914 — 956 — 5°29 ' 9954 952

858 740 + 860 +  4 °5 6 ' 9963 857

+ 3 9 ° 1 9 ' 
—39°36 ' -0 .6 7 9 1 + 0 .6 7 0 3

+ 0 .23170 [г] =  -  0 °1 7 ' [sin z cos z] =  —0.0088

[sin z • cos z]2 =  + 0 .0 0 0  077 44

The form ation of the clock  correction according to form ula (30):

n  = 11.00000

— [sin2 z] — 0.23170

[sin z cos z]2
— 0.00035

[sin2 z]

2  = 10.76795

p  AE =  cos2 V ' £
== cos2 (p • 10.767 95 

=  5.102 23

Formation o f  the azim uth weight

Pk
[ г г ]

1 _|— ÜÜ- ta n 2 cp 
n

0.234 494 
T.023 673

0.2291 b y  th e  ap p rox im ating  form ula  (44)

Pk = [pKK] - [pKY
[p]

=  0.2267 by  th e  s tr ic t fo rm ula  (14)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Table I I I

Weights o f  clock correction A E  and azim uth constant к  in  the fu n c tio n  o f  geographical latitude qi, according to Formulas (45) and  (46)

a) Zenith balance tim e s tar program : [*] 0 (Fig. 2) Ь) azim uth balance tim e s tar program : [ p j q - o  (Fig. 3)

All stars 11 tim e stars only 4 polar stars only
Geograph-

All stars 11 tim e stars only 4 polar stars only

[p] = 5.526 [p] = 5.215 [p] == 0.311
ical

latitude
<P

[p] = 5.244 [p] = 4.933 [p] =  0.311

р Д в p* p a s p* РДЕ p* p Ae p* р д н P i p A e

2.6100 4.4747 0.4170 0.4625 0.3110 3.6890 0° 2.4644 4.5844 0.4416 0.5429

3.9233 3.9391 0.9629 0.4180 0.3066 3.2380 20.5° 3.6325 4.0120 0.9114 0.4632

4.3759 3.6279 1.3135 0.3853 26° 4.0667 3.7166 1.2737 0.4505

4.7203 3.3689 1.7189 0.3581 0.3013 2.7689 30° 4.3795 3.4462 1.6282 0.4188

5.3399 2.7915 3.3357 0.2974 38° 4.9927 2.8598 2.9587 0.3478 A t

5.5242 2.3256 5.1124 0,2477 44° 5.2401 2.3826 4.5998 0.2898
ТГ

5.5089 2.2472 5.2107 0.2391 45° 5.2436 2.3023 4.7982 0.2798 +j

5.4528 2.1291 5.1022 0.2267 46.5° 5.2205 2.1768 4.9336 0.2662 ев

5.1542 1.8568 3.8188 0.1978 0.2758 1.5258 50° 5.0145 1.9023 4.2465 0.2313 ce ce

3.1503 1.1227 0.7764 0.1195 0.2459 0.9226 60° 3.2248 1.1500 0.9795 0.1397

1.4286 0.6297 0.2084 0.0656 0.2030 0.5190 68° 1.4927 0.6453 0.2586 0.0772

0.1872 0.1309 0.0146 0.0097 0.0830 0.1115 CO О о 0.1949 0.1344 0.0189 0.0123

to
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Table IV

Calculation o f  the weight o f  A E  and к 
<p 5= 46°30 '; cos <p =  0.688 355; cos293 =  0.473 833

b ) A zim u th  balance program : [pK ] -> 0.

Serial 
num ber of 
tim e s tar

sin8 z
sin Z • COS z

+
- +

740 0.02592 + 0 .1 6 1 0 +  9°16 ' 0.9870 0.1589

758 2965 — 1722 -  9°55 ' 9851 0.1696

1535 3147 + 1774 +  10°13 ' 9841 1746

782 3576 — 1891 — 10°54' 9820 1857

807 1 + 32 +  0° 11 ' 1.0000 32

1568 39 + 198 +  1°08 ' 0.9998 198

813 3489 — 1868 — 10°46' 9824 1835

821 203 — 451 -  2°35 ' 9990 451

835 5504 + 2346 +  13°34' 9721 2281

844 914 — 956 -  5°29 ' 9954 952

847 4088 - 2022 — 11°40' 9793 1980

0.26518 +  34°22 ' 0.8771 0.5846

- 5 Г 1 9 ' [sin z  cos z] =  -0 .2 9 2 5
[z ]=  — 16°57' [sin z cos z] ! =  + 0 .085  556

Form ation  of the w eight o f the clock correction according to form ula (30).

n = 11.00000

— [sin2 z] = -0 .2 6 5 1 8

— [sin z cos z]2 —0.32263
[sin2 z]

2  = 10.41219

Р а е  =  cos2 <P • s
— cos2 (p • 10.412 19 

=  4.933 64

pk =  [pK K  ̂ -

Formation o f  the azimuth weight:

871.802
3 2 8 2 Ж

0.2656

[pKY
[p]

0.2662

b y  th e  ap p ro x im ativ e  form ula (64 ')

b y  th e  s tr ic t fo rm u la  (14)
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ordinate at <p =  46°30' w ill be only p A£  =  5.4528. A t still higher latitudes, 
the A E  w eight furnished by our program rapidly sinks, while th is and any  
other program of m eridian tim e transits are unusable at the N orth P ole, since 
th ey  y ield  zero w eight, i.e . an indefin itely  large mean error for the clock correc­
tion . R elation  (45), nam ely, when substitu ting  <p =  90°, takes the form

P a e  =  t c o s 2  <5]
[cos d • sin (90° — d)]2
-—----------- ------------- —  =  [cos2 d|

[sin2 (90° -  d)]
Î Î Î Î Æ  =  0 . (47)
[cos2 d]

2. The weight curve o f the program o f tim e stars exclu sively  (11 stars), 
denoted b y  A E 1X, is represented b y  a th ick  dash-and-dot line in F ig. 2. 
A program  selected for the approxim ation condition [2] —► 0 w ith va lid ity  
on the latitude 9? =  46°30' and not for the strict condition (36) w ould furnish, 
b y  substitu tion  o f (p =  0, an unusually sm all AE  weight in  com parison to  the  
corresponding curve of program 1, i.e . 0.4170 according to  Table I l ia .  W ith  
an increasing 99, how ever, the usab ility  o f the program rapidly grows, reaching 
its optim um  at 99 =  45°00' th at is: p Aß  =  5.2107. On the station  where this 
program was actually  em ployed, the w eight is som ewhat sm aller, since at 
(p =  46°30', p Aß  =  5.1022 is shown by the table. A remarkable feature is the  
sharp peak o f the curve at q> =  45°. From  there, the value o f th is program  
w ith surprising rapidity deteriorates w ith increasing latitudes. Around q> =  64°, 
it  w ould yield  about the same value as on the Equator: 0.4019, while at 80° it  
gives a w eight o f 0.0146 only for the clock correction.
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An inspection o f  F ig. 2 makes the w eight law  A E,  furnished by the all- 
star program, appear more advantageous, it  m ay be said more “ quiet”  in 
comparison to th a t o f  the group of mere tim e stars. The larger ZlF-weight 
(5.5089) on the la titu d e  around <p =  45°, — where the curves A E 15 and A E U 
reach their culm inations, — furnished b y  the 15 stars, as compared w ith the  
w eight given by the 11 tim e stars (5.2107) is natural in itself. A striking differ­
ence is shown, how ever, at other latitudes. W hile, for exam ple, at <j9 == 20°30', 
th e  tim e star group g ives a A E  weight o f only 0.9629, the full star program yields  
3.9233, i.e. a fourfold w eight at the same place according to  Table I l ia .

The comparison o f the tw o AE  curves proves th a t the all-star program  
is less sensitive to  th e  variations of geographical la titude. Indirectly, th is  
also means that the clock correction w eight o f mere tim e stars is more strongly  
influenced by the loss o f  one of the star transits than the weights furnished  
b y  the combined program  are.

In practice, how ever, all this is not disquieting because one is not bound  
to  the program exam ined  here, hut there is a w ay, on a station  of any latitude, 
to  select the star program  according to the approxim ation criterion [г] —*- 0 
o f zenith balance, w ith  culm ination of the weight curve AE  at least in the  
neighbourhood o f th e  geographical point in  question. The weight ordinate 
o f the culmination lo ca lity , on the other hand, can be increased more efficiently  
-— according to observation  weights of the form cos2 b —• by an augm entation  
o f  the number of sm aller declination tim e stars than by th at of large declination  
circumpolar stars.

The decisive role o f  circumpolar stars as to the reliability  of the azim uth  
constant has already been sufficiently em phasized. N ow  from Fig. 2 it  is 
visib le that even their  advantageous influence on the clock correction cannot 
be underestim ated form ula-like. Another question is, in  w hat measure do the  
refraction anom alies, not expressed in the formula, actually  spoil the surplus 
w eight provided b y  th e  circumpolar stars, here appearing num erically. Sultry  
days, followed by cloudless and calm summer nights, ensuring an unim peded  
observation, are m uch more disquieting from the point o f view  of refraction  
anom alies than the som ew hat cloudy and breezy periods.

Let it be rem arked here that the branches of the diagrams, betw een  
q> =  0° and <p =  + 1 7 ° ,  related with circumpolar stars, are, in  part, o f fictitious  
character only, since th e  lower culm inations o f the polar stars 300 and 272 
could not be seen from  a station  at a latitude lower than  (90° — b). The pre­
condition of the circum polar character of any star is, nam ely:

b >  90° — qp, resp. rp 2> 90° — b . (48)

3. The clock correction curve AE4 o f the program of exclusively circum ­
polar stars (4 stars) is a thick dotted line. O f course, th is curve has a principle
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characteristic only, because the solution of m erely polar stars would yield , 
according to the table and the diagram, obviously sm all w eights; consequently  
extrem ely high mean errors for the adjusted clock correction .The curve fla tten s, 
so to say, into a sligh tly  sloping straight line, w ithout any protrusion, hardly  
sensitive to the variations o f geographical latitude. It  is interesting that the  
four circumpolar stars give a w eight (0.3110), on a station  on the Equator, 
not much smaller than  the 11 tim e stars (0.4170).

The n cos2 (p-curves o f  the maximal clock correction weight

W hen analysing th e  w eight formula (30), it  was found th at the m axim al 
value of the clock correction w eight in principle is n cos2 cp, but the inequality

P ae <  n cos2 q> (49)

is always valid in reality . In  Fig. 2 the ordinates

15 cos2 qo and 11 cos2 cp

were also plotted as abscissae as a function of geographical latitudes. In fact, 
it is to  be seen that every  ordinate of the A E lb curve is less than  the ordinates 
o f the 15 cos2 cp curve, and the 11 cos2 cp curve is nowhere attained by the  
A E n  curve, although latter approach each other in the neighbourhood of the 
culm ination point o f A E n .

*

The weight curves of  the azimuth constant in the zenith balance program

Let us pass on now  to  the analysis o f  the curves o f  the azimuth weights 
obtained according to  relation (46) (Table I l ia  and F ig. 2).

It is generally characteristic o f the azim uth w eight curves that th ey  
have no culm ination points nor sharp bends, but are S-shaped having very  
gentle curvatures. This points to the fact that the selection  of circumpolar 
stars is a question of secondary im portance even from the point of view  of the 
azim uth. The main point is th at it is advisable to observe large zenith distance 
stars too. The weight ordinates of the azim uth curves decrease nearly linearly  
at ^  20° to the N  and S  o f  the zenith balance latitude (46°30'), i.e. in a latitude  
sector of 40°, as a function  of the geographical la titude cp, while they  result 
in zero weight, i.e. in an in fin ite ly  large mean error at <p =  90°, that is at the  
North Pole, in a w ay identical w ith  the AE  curves.

Substituting, nam ely , <p =  90° into (46),

Pk =  [sin2 (90° -  d)]
[cos ô ■ sin (90° — d)]2 

[cos2 d]
[cos2 d]

[cos2 d]2 

[cos2 d]
=  0, (50)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



26 B. MILASOVSZKY

in th e  same ways as was seen w ith  (47). The weight curves of the azimuth 
all atta in  their m axim um  ordinates at the station on the Equator. This fact 
is in  accordance w ith  the approxim ative formula o f azim uth weight (43), 
reaching its highest value at an equatorial latitude, i.e . at cp =  0 :

Pk =  [**3 -  —  • (51)
n

T his itse lf cautions to  select the program, in order to increase the reliability  
o f  th e  azim uth, from  stars o f large zenith  distances and sym m etrical to the 
zen ith . The criterion [2] —► 0 o f sym m etry, as seen in  (38), is in accordance 
w ith  the reliability o f the clock correction, but the size o f  the zenith distances 
is opposite to it.

I t  is natural th a t the ordinates o f the azim uth curve are the highest 
in  th e  case of the 15 star program. I t  is interesting, how ever, th at the curve 
o f  th e  theoretical program o f altogether 4 circumpolar stars is onlj 18% lower. 
A t th e  same tim e, the curve o f the 11 sm all zenith distance stars yields entirely  
insign ificant azim uth w eights. The ordinates of the la tter roughly make up a 
te n th  o f the ordinates o f the all-star curve.

The diagram shows, in general, th a t the group of the large zenith distance 
stars in itself would provide unusually sm all weights for the clock correction, 
— th a t of the sm all zenith distance stars, the same as for the azim uth.

The origin of the principle  [p X ] —► 0 o f  azimuth balance

It has already been remarked th at the basic principle of program selection  
in  several countries as also in H ungary, is that the algebraic sum  o f the azimuth 
factors should approach zero (6), i.e . [X ] —► 0, assum ing all (a — U) values 
o f  observation character as o f un it w eight. I f  departing, how ever, from the 
w eighting p  =  cos2 Ô, then th is principle, in stricter form ulation, has to be 
set up in the form (7): [p X ] —► 0, possib ly calling it the principle o f “ weighted  
azim uth balance” . Treating the m em ber [p] =  [cos2 ô] in form ula (13), resp. 
(45) o f the clock correction as constant, one could really conclude to  a maximum  
va lu e o f the clock correction w eight at [p K ] =  0 .

Still more plausible m ay seem the principle [X ] —► 0 o f the sim ple azimuth 
balance, since, in  case o f unit w eight observations the clock correction weight 
reaches its m axim al value n, according to  the weight form ula sim plifying into  
th e  form

P ae  =  n  — [ K K ]

at [X ] =  0. Above, however, also the n • cos2 <p curves o f F ig. 2 were discussed.
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It is evident from these that it is always the inequality

P dE  <  n cos2 (p

alone, w hich can exist in reality. In practice, then , the clock correction weight 
cannot even  reach the value n cos2 cp, and far less the value n.

The m isunderstanding about the principle o f the azim uth balance arises 
from the fact th at, during the investigation  o f the extrem e values o f p J£;, 
[p] cannot be treated as a constant, but in all three members o f the right side 
of (45), either the declinations or the zenith distances o f the stars to  be selected  
are figuring as independent variables, as was seen in the weight relations (45) 
or, for exam ple (27). The ô-s or г-s o f the first member o f the right side are 
evidently  to  be treated for variables just as the same ô and z values in the  
negative second member.

Investigation of the principle o f  azimuth balance

The trend o f  the clock correction weight in the azimuth balance program. Comparison 
o f  the clock correction o f  the two different programs

H aving elucidated the w ays of the origin of the principle [p.K] —► 0, 
now the author wants to prove th at the AE  w eight of the star program built 
upon the principle [sin z • cos z] —*■ 0 of zenith balance (36) is larger, hence 
more favourable as against the A E  w eight of the program w ith the [p K ]  —► 0 
principle o f azim uth balance.

L et us refer here to the relations (22) and (33). I f  these relations will be 
made equal to zero according to  the investigated  criterion [p K ] =  0 , then

— cos cp [sin z • cos z] =  sin cp [sin2 z] upper 

+ c o s  cp [sin z • cos z] =  sin cp [sin2 z] lower
culm. (52)

Or bringing both sides to a square, it unequivocally follows from the last 
two relations:

cos2 99 [sin z • cos z]2 

[sin2 z]
sin2 cp [sin 2 z ] . (53)

In case of [p K ] =  0, on the other hand, the third member of the right 
side o f formula (30) is formed after (53):

P ae  — n  c o s 2  <P — c o s 2  (t  [sin2 z] — sin2 c p  [sin2 z] ,

P ae  —  n cos2 Ф — (cos2 q> -f- sin 2 cp) [sin2 z] ,
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consequently
Р ае =  n cos2 ф — [sin2 2] . (54)

This w ill be the expression o f the clock correction weight in case o f the 
so-called  “ azim uth balance” program set up according to the principle [pK ] =  0 .

Whereas the clock correction of the “ zenith balance” program satisfying  
th e  principle [sin 2 • cos 2] =  0 is, on the basis of (30):

P ae =  n cos2 99 — cos2 99 [sin2 2] . (55)

The com parison of the last tw o form ulas shows that, in case o f equality  
o f the [sin2 2] square sums o f both program s, the subtrahend member o f the 
[ p K ]  =  0 program will be larger, hence the w eight of its clock correction smaller 
th an  th a t of the [sin 2 • cos 2] =  0 program. T hat is, in the case o f the clock 
correction, the w eight relation o f the zenith balance (55) is more favourable  
th an  the weight form ula (54) of the azim uth balance.

As to the square sum [sin2 2] of the tw o different programs, it  was made 
clear th at possibly it  should be a sm all value in any program. The program  
[sin  2 • cos 2] =  0 represents a more sym m etrical arrangement of stars, while 
the program [plC] =  0, a less sym m etrical one. The lower value o f [sin2 2] 
can  be realized more easily  in the former and less easily  in the la tter, laying  
a still stronger em phasis on the inequality

P ae (zenith balance) >  р Лц (azim uth balance) .
*

These conditions can be elucidated on the basis o f Tables II . and IV. 
The actually  observed experim ental program extended, in effect, to the observ­
ation  o f not 11 but 12 tim e stars. L atter were selected so th at, leaving out star 
847, the group of the rem aining 11 tim e stars suited the approxim ation principle 
[2] —*- 0 of zenith balance, while leaving out star 858, th ey  m et the principle 
[ p K ]  —*- 0 of azim uth balance. In the latter case, the [p K ]  —► 0 criterion of 
principle could really be approxim ated to  [p K ]  =  0.0086. At the sam e tim e, 
th e  sum  of zenith distances was:

[2] =  — 0°17' in the zenith balance program,

[г] =  — 16°57' in the azim uth balance program.
о

Consequently, in  the second program, the substitution  of the southern  
star 858 by the northern star 847 resulted in a considerable negative [2] sum, 
n am ely  —16°57'.

Function w eights p  and p k originating from the zenith balance program  
are show n on the left a)  side, those from the azim uth balance program on the
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right b)  side of Table III . The numerical form ation of the [sin2 z] sum m entioned, 
further o f the clock corrections according to  the strict formula (30) in the  
programs is as follows:

[sin2 *] PAE

\z ]  -» 0 p rogram 0.23170 5.10223 (zenith  balance)

[pJC] -i- 0 p rogram 0.26518 4.93364 (azim uth  ba lance)

According to  form ula (54) valid  for azim uth balance programs:

P j e  =  n cos2 <p — [sin2 z] =  5.21216 — 0.26518 =  4.94698, (58)

the latter not exactly  agreeing w ith the strict result 4.93364 noted down above, 
since now  [jP-K] =  0.0086, that is, the requirem ent [p K ]  =  0 was realized not 
with full strictness but only by a good approxim ation.

Comparison between the azimuth constants furnished by the two different programs

In the follow ing, only the question is to  be investigated, which o f the  
star programs of the tw o different principles is more favourable as regards 
the accuracy o f azim uth constant k.

Since the question  of azim uth is o f secondary im portance, on the one 
hand, and the exact relations here are less easy  to  sum up, on the other, le t us 
he satisfied , also now , w ith the approxim ative relations com ing from (22 ) 
and (23) and already used in (23'). According to the criterion [p.K] =  0 
of azim uth balance, these will be made equal to  zero. Then, dividing b y  cos p:

[z] ±  [zz] tan <p =  0 . (59)
After squaring:

[z]2 ^  2 [z] [zz] tan cp -f- [zz]2 tan2 <p — 0 , (60)

or in a different sequence of members:

±  2 [z] [zz] tan (p [zz]2 tan 2 cp =  — [z]2 (61)

and divid ing by [zz]:

Ы 2
-T 2 [z] tan  <p Ц- [zz] • tan 2 <p = -----L J . (62)

[zz]
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In case o f [p K ] =  0, (62) can be applied in the denominator of the appro­
x im ative  formula (43) o f  general va lid ity :

n [ z z ] - [ z ] 2 _ u [ z z ] - [ z ]2
Pk = ------------rlT2----— ----- r i \-zzi ■

[zz]
n [zz] — [z]2

(63)

The approxim ative azimuth w eight formula valid  at [pA ] =  0 is con­
sequently  rather sim ple, namely:

Pk c*  [22] 7 (64)

where the zenith d istance must be substitu ted  into radians or, if  [zz]° in  degrees,

, _  [zz ] 0 
Pk 3282,81

(65)

Since the denom inator of (44) is defin ite ly  larger than 1, it follows that — 
assum ing the square sum s [zz] of the tw o different star programs to  be equal — 
the azim uth balance program will furnish the higher (64), and the zenith  
balance program th e lower (44) value for the w eight o f the adjusted azim uth  
constant. As to  the relation of the square sum s [zz], those m entioned above  
according to (55) are also valid here, n am ely  th a t — on account o f  th e  asym ­
m etry o f its stars — it  is the azim uth balance program in which a higher  
square sum [zz] is to  he expected, thus increasing still more the advantage  
of (64) against (44).

This is confirm ed b y  the numerical data o f  the tables II. and IV, according  
to  w hich [zz] for th e  “ zenith” program , in  absolute value, is 0.2345, while  
for the “ azim uth” program  it is 0.2656. T hat is, the situation is, as regards 
the goodness o f the tw o different program s, ju st the opposite to  w hat was 
experienced in  th e  case o f the clock correction: in  respect of the accuracy  
o f th e  azim uth con stan t, the azim uth balance program is better and the zenith  
balance program is less good. This advantage is, how ever, not by far decisive, 
because in the last resort, the em phasis lies on the goodness not of the azim uth  
constant but on th a t  o f the clock correction. The clock correction and its  
goodness can only be indirectly influenced  by the azim uth nam ely, according 
to  relation  (17), th e  m ultiplication factor o f к  m aking up a mere fraction o f the  
unit. Tables II. and IV . also show the w eight o f the azim uth at the station  
o f cp =  46°30' for th e  programs of both principles. Moreover, not only according  
to  (44) and (64), b u t also according to  th e  strict formula (14). In  th is w ay,
0.2291 is the approxim ate value and 0.2267 the strict value for the „zen ith ” 
program. For the “ azim uth” program: 0.2656 is the approxim ate va lu e and
0.2662 the strict va lue. According to  th ese, the approxim ative values are 
w ell utilisable, since th e  differences do n ot exceed 1%.
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The weight curves of  the azimuth balance program  [pK ] —*■ 0

In  the case o f  star programs, the star groups o f which satisfied the  
principle o f azim uth balance on the latitude q> =  46°30', the num erical values  
of clock correction A E  and azim uth constant к were sim ilarly com puted for 
different geographical la titudes <p, based on the form ulas (13) and (14). The p JE 
and p k data obtained were sum m ed up as the right side alternative b)  o f Table 
III , w ith the heading: A zim uth balance star program. The data o f this Table

I l lb  are illustrated b y  the diagrams o f Fig. 3. B esides, Table III  perm its a 
comparison also betw een  the w eight results o f both  kinds o f tim e star groups.

It was m entioned th a t a single member o f the zenith  balance program, 
the southern star 858, had to  be substituted  by the northern star 847, from which  
the azim uth balance group was already produced w ith  the latter, [pK ] was 
-(-0.0086, practically w ell approxim ating the condition [p K ] — 0. As a con­
sequence of the exchange o f the stars, the w eight curves o f both the all-star  
program and the m erely tim e star group, obtainable according to  (13) and (14), 
will be altered though to  a minor degree.

According to  F ig . 3, the culm ination point o f the A E  w eight curve in th e  
azim uth balance program  descended from 5.5242 to  5.2436. A t the same tim e, 
the (p o f the culm ination point shifted from 44° to  45°. Sim ilarly, the peak of the  
AE  w eight curve o f th e  m erely tim e star group decreased, nam ely from 5.2107  
to 4.9336 and the poin t o f  culm ination appears, instead  o f 45°, at cp =  46°30',
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ju s t  around the actual station  point. The character o f the w eight curves o f the 
azim uth remained unchanged, only th ey  pass som ewhat higher, since the  
azim uth balance program  is, as was seen, som ewhat less advantageous for the 
clock correction, b u t slightly more advantageous for the azim uth. A ll this 
also appears from the num erical data o f Table III.

In the programs o f both principles, the same 4 circumpolar stars were 
em ployed. Consequently their weight curves remain unchanged in Figs. 2 and 3.

E vidently  also the n cos2 f  curves o f m axim al clock correction weight 
rem ain the same in both  cases. The characteristic points o f both figures are 
th ose  in which the ЛE  and к w eight curves of the identical star programs inter­
sect. Such a point o f intersection is show n b y  Fig. 2 at the geographical latitude  
c p  =  20.5°, where the p AE =  392.33 and p k =  393.91 values o f the all-star 
program are nearly th e  same. This program , hence, provides the sam e accuracy 
in  a breadth of 20.5° for both the clock correction and the azim uth. As men­
tioned , such programs were paid special attention  during the triangulation of 
Sweden.

In  Fig. 3, th is poin t of intersection appears around ( p  — 23°. I f  the azim uth  
constant were m eant for the determ ination of the azim uth of main triangulation  
netw ork sides also in H ungary, as in Sweden, then the intention  would be to 
se t up a program in which this point of intersection would appear on the latitude  
o f the Hungarian station .
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Z U R  FR A G E  D ES O P T IM A L E N  S T E R N PR O G R A M M E S D E R  M E R ID IA N -M E T H O D E

B. MILASOYSZKY

ZU SA M M EN FA SSU N G

A uf den L a p lac e -P u n k ten  des T ria n g u la tio n sh au p tn e tz e s  von  U n g a rn  erfo lg t die 
Z eitb es tim m u n g  a u f  G ru n d  de r B eo b ach tu n g  d e r M erid iandurchgangszeiten  von »Zeitsternen«. 
E rgänzungsw eise , zu r S icherung  des In s tru m e n ta z im u ts , w erden au ch  einige »Polsterne« 
b e o b a c h te t.  Den G eg en s tan d  der vorliegenden  U n te rsu ch u n g  b ild e t die F rag e , w elche der in
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den F o rm e ln  (7) bzw . (36) festg ese tz ten  P rin z ip e  als G rundlage fü r die A usw ahl de r Z e it­
s te rn e  d ien en  soll. D er V erfasser is t  de r M einung, d a ß  le tz te res  P rinz ip  eine g rößere  Z u v e r­
lässigkeit de r Z eitb es tim m u n g  sichert.

D U  PR O G R A M M E  S ID É R A L  O PTIM U M  DA NS LA  M É T H O D E  M É R ID IE N N E

B. MILASOVSZKY

R É S U M É

L a d é te rm in a tio n  de tem p s sur les p o in ts  L ap lace  d u  systèm e p rim ord ia l de tr ia n g u la tio n  
s’effec tue  en H ongrie , depu is des d izaines d ’années, su r la  base de l ’o b se rv a tio n  des te m p s  
de p assage  m érid ien  des «étoiles horaires». E n  p lu s, on  observe  aussi quelques «étoiles polaires»  
pour a ssu re r la co n s tan te  d ’azim u t. L ’é tu d e  se p ropose  d ’ex am in er, lequel des d eu x  p rin cip es 
é tab lis  p a r  les fo rm ules (7), resp . (36) do it p ré sid er a u  choix  des é toiles hora ires. L ’a u te u r  
e st d ’av is  que le second p rincipe  g a ran tit une  sû re té  p lus g rande  pour la d é te rm in a tio n  de 
tem ps.

К ВОПРОСУ ОПТИМАЛЬНОЙ ЗВЕЗДНОЙ ПРОГРАММЫ МЕРИДИАННОГО
МЕТОДА

Б. М ИЛ А Ш О ВСКИ

РЕЗЮМЕ

В точках Л а п л а с а  венгерской базисной триангуляционной сети определение 
времени производится путем наблюдения моментов перехода через меридиан 10—16-ти 
звезд определения времени. Дополнительно производится также и наблюдение некото­
рых полярных звезд — для обеспечения азимута инструментов. В данной работе рас­
сматривается вопрос, следует ли выбирать звезды для определения времени по принци­
пам, устанавливаемым формулами (7) или (36). По мнению автора принцип выбора, 
определяемый формулой (36), дает большую надежность правильного определения 
времени.
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GENAUIGKEITSFRAGEN BEI DER BESTIMMUNG VON 
HORIZONTALEN PUNKTVERSCHIEBUNGEN DURCH 

WIEDERHOLTES RÜCKWÄRTSEINSCHNEIDEN

L. H O V Â N Y I
K AN D IDA T D E R  TECHNISCHEN W ISSEN SCH A FTEN , LEH RSTU H L F Ü R  GEODÄSIE 

UND M ARK SCHEIDEKU N DE, TECH N ISCH E U NIV ERSITÄ T 
FÜ R  D IE  SC H W ER IN D U STR IE , MISKOLC

[E ingegangen a m  10. A pril 1963]

H o rizo n ta le  P u n k tv e rsch ieb u n g en  infolge  d e r B e rg b au o p e ra tio n en  k ö n n en  in  e in zä ln en  
F ä llen  d u rc h  Y o rw ärtse inschneiden  oder R ü c k w ärtse in sch n e id en  b e s tim m t w erden . D er 
A u fsatz  b e sc h äftig t sich  m it den  G enau ig k e itsfrag en  de r B estim m ung  d u rch  w ied erh o ltes 
R ü ck w ärtse in sch n eid en . D abei w ird der B eg riff des Feh lerkre ises , gezeichnet m it de r g roßen  
Achse d e r Feh lere llip se , e in g efü h rt. D am it g ib t de r V erfasser schnell b eh an d e lb a re  u n d  d ie 
p ra k tisc h en  G enau igkeits-A nfo rderungen  b e fried igende  Z usam m enhänge die im  Falle  u n ü b e r-  
sc h re itb a re r  K o o rd in a ten feh le r  zur B estim m u n g  der G enauigkeit de r W inkelm essungen , 
beziehungsw eise in  K e n n tn is  dieser le tz te re n , z u r  B estim m ung  der P u n k t-K o o rd in a te n ­
feh ler d ienen.

B ei der F eststellung der m essungsbedingten Fehler von horizontalen  
Punktverschiebungen, entstanden durch die W irkung von Bergbauoperationen, 
geht m an zweckm äßigerweise aus den Genauigkeitsanforderungen aus. U nter  
gegebenen M eßbedingungen müssen die M eßm ethoden, die M eßinstrum ente 
und selbstverständlich  die mit diesen einzuhaltenden G enauigkeitswerte 
dem entsprechend gew ählt werden.

D ie m ehrm alige Feststellung der horizontalen Punktverschiebungen  
oder die E inm essung der Lage der äußeren und Kreuzungspunkte kann in  ein ­
zälnen Fällen  durchVorwärtseinschneiden oder Rückwärtseinschneiden erfolgen. 
Es scheint also zweckm äßig zu sein, solche, schnell gebrauchbaren annähernden  
Zusam m enhänge für die Genauigkeit der W inkelm essungen des V orw ärts­
einschneidens und R ückwärtseinschneidens sowie für Bestim m ung der zu lässi­
gen K oordinatenfehler abzuleiten, die den praktischen Anforderungen en t­
sprechen.

Im  Falle eines unüberschreitbaren m ittleren Koordinatenfehlers eP des 
durch V orwärtseinschneiden bestim m ten Punktes ist eine einfache Lösung  
für B estim m ung der unüberschreitbaren m ittleren Fehler der W inkel a und ß, 
gemessen an den Bestim m ungspunkten, bekannt.

W enn, nach B ild  1, Punkt P  aus den gegebenen Punkten A  und В  m it 
den W inkeln a und ß  vorw ärtseingeschnitten ist, entsteht in Punkt P , infolge  
der m ittleren W inkelfehler ^  fia und i  fiß, ein Fehlerviereck. Mit R ücksicht 
darauf, daß die m ittleren Fehler der gem essenen W inkel nur Sekundenwerte 
sind, darf das V iereck um P unkt P  als ein  Parallelogram m  betrachtet w erden.
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Es ist aus B ild  2 ersichtlich, daß die Größe des m ittleren Fehlers in  
R ichtung normal zur T angente der Fehlerellipse durch die tangentennorm ale 
Entfernung gegeben w ird. Aus den E igenschaften  der Ellipse folgt es w eiter, 
daß die halbe große A chse a die größte ist.

Wenn also die halbe große Achse der Fehlerellipse als G enauigkeits- 
Anforderung gew ählt w ird, dann wird diese Anforderung in allen anderen

Bild. 2

R ichtungen (innerhalb des Kreises, gezeichneit m it dem Radius a )  befriedigt. 
Für den unüberschreitbaren m ittleren K oordinatenfehler a  =  ep können die 
unüberschreitbaren m ittleren Fehler der W inkel a und ß, gemessen in  den  
B estim m ungspunkten, m it sehr einfachen Zusam m enhängen berechnet werden  
f l ,  2 ]. Wenn y <  90°:

y 2 sir , f 2 sism
H I . //

A P
f t  I ff

AG — i  (?
B P

(1)

A d a  Tedm. Hung. 52. (1965)
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W enn y  >  90°:

1/2 У \Г~ Уcos -fr- £p |/2 co s  —

Æ = ± e '-  - = ----; f*'ß = ±e” __-—
A P  B P

( 2 )

Die unüberschreitbaren m ittleren W inkelfehler können also, in K enntnis 
des m ittleren K oordinatenfehlers, in  jedem  Fall berechnet werden. Selbst­
verständlich kann m an in Funktion von e, y ,  ferner der V orw ärtseinschnitts- 
längen eine einfache Tabelle oder ein Diagram m  konstruieren.

Dem nach erscheint es als zweckm äßig, die unüberschreitbaren m ittleren  
Fehler der W inkel a und ß  im Falle eines unüberschreitbaren m ittleren Koor­
dinatenfehlers а =  ep auch beim  R ückw ärtseinschneiden zu bestim m en.

B eim  Rückwärtseinschneiden (Bild 3) bedeuten  die m ittleren Fehler 
i  [ia und i  [iß der gem essenen W inkel a und ß, daß der eine, dem W inkel 
а entsprechende und durch die gegebenen Punkte А , В  durchgehende Kreis, 
sowie der andere, dem W inkel ß  entsprechende und durch P unkte В, C durch­
gehende Kreis sich etw as nach innen bezw, nach außen verschieben. Die  
Kreisbögen können in der N ähe des Punktes P  als gerade und die den einzelnen  
W inkeln angehörenden als parallel betrachtet w erden. N ach  B ild  4 bildet die 
Tangente T a des K reisbogens (m it der Seite A P )  im  P unkte P  einen W inkel 
a +  <p.

N ach ähnlichen Überlegungen bildet die T angente des dem W inkel 
ß  angehörenden Kreises einen W inkel m it der Seite C P  ß  -f- tp.

Im  folgenden sollen beide konjugierten H albm esser des dem R ück­
wärtseinschneiden zugehörenden Parallelogram m s b estim m t werden. Da

A P = —~ — s in (a +  <p) , (3)
sin а
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w enn der mittlere Fehler von a, ausgedrückt in Bogenm aß [ia ist, ist der 
m ittlere Fehler der L änge A P  (s. 3; (10)):

Pap  — dz sa — sin  (a  -f- cp) ■ sin -2  а • cos а -)-----------cos (a cp)
sin a

Pa =

±  A P  [ — co t a -f- cot (a -f- Ç5)] p a — z t  Л Р  --------- — _—
sin (a  -|- cp) • sin a

Pa ~~

= ±
A P  B P

A B  ■ sin (a  -(- cp) Pa-

A

Analogerweise ist:

Pcp — dz
B P  ■ CP

BC ■ sin(ß +  y>) Pß-

Andererseits is t  die Projektion ^  [id von i  fi^P norm al zur Tangente, 
und nach Fig. 4:

P“A =  dz Pap  * sin (a +  <p)
A P  - B P  „

- Ц Т - * "
(4)

Ähnlicherweise erhält man die normale Projektion [idc aus dem Fehler 
+  [icp, herbeigeführt durch [iß in CP.  Also:

B P  C P  „
Pdc — dz =  Pß - (5)
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Die zwei konjugierten Halbmesser des zu dem Rückwärtseinschneiden  
gehörenden Parallelogram m s sind also, im Sinne vom  B ild 5:

a' =  —---- — -------, und 6 ' =  -------— -------. (6 )
sin {cp +  f )  sin {cp -f- ip)

В

Mit der Hilfe der au f die konjugierten H albm esser der Ellipse bezüglichen  
Sätze kann man aufschreiben, daß

«2 +  b2 =  (a')2 +  (b ' f  ,
2ab — 2a'b' sin {cp -(- y>)

ist.
Nach E insetzen der Gleichungen (6) in (7):

a2 +  62 = PdA ~Ь Iх de 
sin2 {cp +  y>)

2 ab — 2 N a • Püc 
sin {cp +  У>)

(7)
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N ach Addierung und Subtrahierung beider Gleichungen sowie nach 
W urzelziehen erhält m an:

] / a 2 - \ - 2 a b - \ - b ' 1 = a Jr b  = íf*dA  +  t ó c  +  2 VdA /Mc sin {cp +  cp)

sin {cp -f- v ) .  ( 8 )

]f  a 2 —  2  a b  -( -  b 2 =  a  —  b  =
i I p I a +  /“de -  2 /“ <G V dc  sin (<p +  Cp)

sin {cp +  cp)

Durch Addieren der Gleichungen (8 ) ergibt sich für den W ert der halben  
grossen Achse der folgende Zusam m enhang:

M
2 sin {cp -j- cp)

M  =  I  / / 4 ,  +  p%, +  2 fia A Pdc sin {cp +  f )  I  +

+  | V / 4 A +  t*do — 2 f * d A H c S i n ( (P + V ’ ) \ ■

(9)

N ach entsprechendem  Ordnen sowie nach E insetzen von cos2 {cp -)- cp) — 
=  1 — sin2 {cp +  cp) kann für das Quadrat der halben großen Achse aufgeschrie­
ben werden:

MdA +  Udo +  1 K i UdA +  H-dc —  2  f*h f*do +  4  /UdA P d c  • C0S2 (<P +  V )
2 sin2 {cp -)- cp)

W enn beide konjugierten H albm esser für gleich genom m en werden,

( 10)

HdA =  Mo =  (“ c

vereinfacht sich der früher für a2 aufgeschriebene Zusam m enhang au f die 
fo lgende Form:

a 2 _  2 /“2(-) 2 y“2 cos {cp - f  cp) _  fl2 [ l( ij  cos {cp +  cp)]
2 sin2 {cp +  cp) sin2 {cp -f- cp)

E s folgt aus dem vorherigen, daß wenn cp -f- cp <  90°, dann ist

( 11)

/“ Ki + cos (y  +  w)
sin {cp +  cp)

fi К2 cos
cp +  cp

2,ta£±£c„,?±I ( 1 2 )
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W enn aber cp -f- -ip >  90°, dann ist

/л ] /l — cos (cp -|- ip) 

sin (cp +  V>)

/г)А2 . <P +  V>Sill

2 sin cos I ± I f 2

fi

cos - ' +  W
. ( 1 3 )

N ebenbei sei es bem erkt, daß man zu dem gleichen Ergebnis gelangt, 
wenn m an nach T a r c zy— H oknoch  [3] die halbe große Achse der Fehler­
ellipse aus der Quadratsumme der Projektionen beider einander gleich genom ­
m enen konjugierten H albm esser, senkrecht zur großen A chse, berechnet.

W enn beide konjugierten H albm esser gleich sind, liegt die halbe große 
Achse bei ip ip <  90° in der R ichtung der W inkelhalbierenden (ç>/2 -f- ip/2), 
bei cp -f- ip >  90° aber in der R ichtung der W inkelhalbierenden 90° — (cpj2 -f- 
-f- Nach Rild 5 ist <p -j- ip >  90°, dem entsprechend liegt die halbe große 
Achse in der R ichtung der W inkelhalbierenden 90° — (cpj2 -j- ip/2). Aus der 
Q uadratsum m e der zur großen Achse normalen Projektionen beider konjugier­
ten  H albm esser ist also

a — i
/ ,40 . ,< P + V  , ■ О <P +  V(а у  sin2 — ------- f- (6 )2 sin2 ——jr^~ (14)

Mit der Einführung der B ezeichnung =  pidc — pi und unter A nw en­
dung der Zusammenhänge (6 ):

1/2 ^ sin
a = ------------------ - -----' = -------------ÍL — ------. (15)

sin (<p +  y>) [/2 cos V +  W
2

Es ist ersichtlich also, daß m an nach der Methode von T á r c z y — H ornoch  
in einer sehr einfachen W eise gleich den Zusam m enhang (13) erhält. Im  Falle 
cp +  ip <  90° würde man zu dem  Zusam m enhang (12) gelangen.

D ie erste A bleitung lehnt sich aber an bekanntere Sätze an, darum scheint 
es notw endig, auch diese zu beschreiben.

Nach ähnlichem Prinzip kann auch die A bleitung der Zusam m enhänge 
(1) und (2) (beim Vorwärtseinschneiden) vereinfacht werden.

Zurückkehrend auf die Zusam m enhänge (12) und (13), bei einem unüber- 
schreitbaren m ittleren K oordinatenfehler а =  eP ist der unüberschreitbare 
Fehler

ц  =  ер J/2 - s in $ ± 1 . ,

.■1cta Techn. Hung. 52. (1965)
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beziehungsw eise

V =  eP )f2 -c o s ^ ± ^  .
2

( i 6)

D ie unüberschreitbaren m ittleren Fehler der W inkel a und ß, gem essen  
im  P unkte P , sind, im  Sinne der Zusam m enhänge (4) und (5), wenn cp -f- гр <  
<  90°:

s i n y  +  y

Pß — =t

A P  B P

B C ]f2

C P  B P

W enn cp -f- ip >  90°, dann sind

sin

2

<P +  W
(17)

„ n"ep A B ‘ Y 2
Pa =  ±  ----— ------- ------COS - ------—

A P  B P  2

„ _  p" eP B C  Y2 cp -)- y)
/Ля — Í  -----  ----=----- COS --------- -

C P  B P  2

(18)

Die unüberschreitbaren m ittleren W inkelfehler werden also in K enntnis 
der unüberschreitbaren mittleren K oordinatenfehler in jedem  einzelnen  
Falle m it R echenschieber ausgerechnet. W enn die Seitenlängen in einer 
K ilom eter-G rößenordnung in die Zusam m enhänge eingesetzt werden, wird 
ep in Zentimeter ausgedrückt, und ist q =  2,06.

Im  folgenden sei ein zahlenm äßiges Beispiel vorgeführt (Bild 6). Der 
unüberschreitbare m ittlere K oordinatenfehler ist eP =  1 cm. Die Rechnungs- 
bezw . der Karte entnom m enen A ngaben (G enauigkeit von einigen Metern 
bezw . von Grade genügen), sind die folgenden:

A P  = 305 m
a =

ООСО

B P  = 509 m
ß = 120°

C P  = 401 m
<P = 66°

A B  = 549 m
y> = 34°

BC  = 795 m

Nach den Zusam m enhängen (17):

Pa =
д " е ~ А В - у 2  < p+w  2 .0 6 -1 -0 ,5 4 9 -1 ,4 1  

2 0 ,305 -0 ,509

ср +  гр 2 ,0 6 -1 -0 ,7 9 5 -1 ,4 1

A P  B P

„ p" eD BC  • 1/2
Мд =     .. —  cos

P C P  B P 0 ,401-0 ,509

0,643 =  ±  6 ,6 ", 

0,643 =  ±  7,2".
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W enn also Punkt P  m it einem uniiberschreitbaren m ittleren K oordinaten­
fehler eP =  1 cm bestim m t werden soll, m uß das Messen der W inkel a und ß

im Punkte P  so viele Male wiederholt werden, bis man innerhalb der m ittleren  
W inkelfehler ц"а — 6 ,6" und fiß =  7,2" b leibt.

W enn die m ittleren W inkelfehler bekannt sind, können die eP W erte 
aus den Zusam m enhängen (17) und (18) bestim m t werden. V on je zwei W erten  
wählt man natürlich im m er den größeren.

В C

Es war unser Ziel, in  diesem kurzen A ufsatz schnell verwendbare, die 
praktischen Genauigkeitsanforderungen befriedigende Zusammenhänge für 
die Genauigkeit der W inkelm essungen bzw. in deren K enntnis zur Bestim m ung  
der unüberschreitbaren Punkt-K oordinatenfehler beim Rückwärtseinschneiden  
zu geben.
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ACCURACY P R O B L E M S  IN  T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F  H O R IZ O N T A L  PO IN T  
D IS PL A C E M E N T S BY R E P E A T E D  R E SE C T IO N S

L. HOVÁNYI

SU M M A RY

H o rizo n ta l p o in t d isp lacem en ts  produced  b y  m in in g  op era tio n s can  be d e te rm ined , fro m  
case to  case, b y  in te rse c tio n  or b y  a th ree -p o in t re sec tio n . The p re sen t s tu d y  deals w ith  th e  
accu racy  p rob lem s of re p e a te d  resec tio n a l d e te rm in a tio n s . T he concep t o f erro r circle d ra w n  
w ith  th e  g rea t axis o f th e  e rro r ellipse is in tro d u ced . I n  th is  w ay  p ro m p tly  m anageable  re la tio n s  
sa tisfy ing  p ra c tic a l a ccu racy  req u irem en ts  are fu rn ish ed , in  case o f co o rd in a te  errors n o t to  be 
exceeded, for th e  accu racy  o f ang le  m easu rem en ts, re sp ec tiv e ly  — in  th e  know ledge of th ese  — 
fo r th e  d e te rm in a tio n  of th e  p o in t coord inate  erro rs .
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P R O B L È M E S  D E  P R É C IS IO N  DA NS L A  D É T E R M IN A T IO N  P A R  R E L È V E M E N T S  
D U  D É P L A C E M E N T  H O R IZ O N T A L  D E  PO IN T S

L. H OV Á NY I

R É S U M É

Les dép lacem ents h o riz o n ta u x  de p o in ts  d us au x  o p é ra tio n s  m in ières p e u v e n t  ê tre  
d é te rm in é s , su iv an t le cas , p a r  in te rsec tio n  o u  p a r  re lèvem en t. L ’a u te u r  t ra i te  des p ro b lèm es 
d e  la  précision dans la  d é te rm in a tio n  p a r  re lè v em e n ts  ré itérés, e t in tro d u it  la n o tio n  d u  cercle 
d ’e r re u r  tracé  avec l ’axe  p rin c ip a l de l ’ellipse d ’erreu rs. I l  donne a in s i des re la tio n s  faciles 
à m a n ie r  e t sa tis fa isan t les exigences de p réc is io n  posées p a r la p ra tiq u e , so it p o u r la  p récision  
des m esures des angles, en  cas d ’e rreu rs  lim ite s  des coordonnées, so it p o u r la  d é te rm in a tio n  
des e rre u rs  de coordonnées des p o in ts , q u a n d  la  précision  des m esures des angles e st connue.

ВОПРОСЫ О ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ГОРИЗОНТАЛЬНОГО СМЕЩЕНИЯ 
РЕПЕРОВ ПРИ ПОМОЩИ ПОВТОРНЫХ ОБРАТНЫХ ЗАСЕЧЕК

Л . Х О В А Н И

РЕЗЮМЕ

Горизонтальные смещения пунктов от горных работ определяются прямой или 
обратной засечкой. В работе рассматриваются вопросы о точности определения смеще­
ния пунктов при применении повторных обратных засечек. Вводится понятие об окруж­
ности погрешности, проводимой по длинной оси эллипса погрешности. При этом полу­
чаются удобные для применения и отвечающие требованиям по точности соотношения 
для определения точности измерения углов при наличии недопускаемых координатных 
погрешностей, а при известных величинах последних — для определения погрешностей 
координат пунктов.
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DIE BESTIMMUNG DER GENAUIGKEIT VON 
MESSERGEBNISSEN

F . HALM OS
GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM  D E R  UNGARISCHEN AKADEM IE 

D ER  W ISSENSCHAFTEN, SOPRON

[E ingegangen am  26. A u g u st 1963]

V erfasser u n te rs u c h t  die au f G rund  des G a u ß ’schen F eh lergese tzes berechenbaren  
G enauigkeitszah len  sow ie die der S tu d e n t’schen F e h le rv e rte ilu n g  en tsp rech en d en  V ertrau en s- 
(K onfidenz-) In te rv a lle . E r  bew eist, daß  bei e iner W ah rsch e in lich k e it P  =  0,683 dasV ertrau en s- 
In te rv a ll  m it dem  m ittle re n  F eh ler u n d  m it dem  m ittle re n  Feh ler des m ittle re n  Fehlers a b le i t­
b a r is t. Die U n te rsu ch u n g en  w erden au f die B estim m u n g  der G en au ig k e it der ausgeglichenen 
W erte , deren  F u n k tio n en  sowie a u f  den en tsp rec h en d e n  m ittle ren  F e h le r  erw eitert. Die a u f  
G rund  des P rin z ip s d e r k le in sten  Q u ad ra te  b e rec h n e te n  m ittle ren  F e h le r  überschätzen  die 
G enauigkeit der B eo b ach tu n g en . Die m it dem  m ittle re n  F eh ler des m itt le re n  Fehlers e rg än z te  
G enau igkeitsm eßzah l lie fert th eo re tisch  u n d  a u ch  p ra k tisc h  eher an n eh m b are  W erte . B ei 
geringer überschüssiger M eßzahl u n d  größerer W ahrsch e in lich k e it sin d  die du rch  F e h le r­
v e rte ilu n g sfu n k tio n en  gew onnenen  E rgebnisse  a u ch  n ic h t zu friedenste llend . E s w erden w e ite r 
die vom  V erfasser a b g e le ite ten , dem  V e rtra u e n s-In te rv a ll u n d  den E rfa h ru n g e n  en tsp rechenden  
Fehlergrenzen angegeben . D ie U n te rsu ch u n g en  w erden  m it R echenbeisp ie len  ergänzt.

Die von Ga u s s  begründete und von H elm er t  w esentlich weiterentwickelte  
Ausgleichung setzt eine unendliche Zahl der B eobachtungen voraus. Dies kann  
in der Praxis sow ohl in der Geodäsie als auch bei anderen technischen oder 
physikalischen M essungen nie erreicht werden. Zur Erhöhung der Genauigkeit 
ist es also w esentlich, die höchste Zahl der Messungen ganz bis zur Grenze 
der Zweckm äßigkeit durchzuführen. Es ist w ichtig, daß bei deren fehler­
theoretischer A ufarbeitung in den entsprechenden Zusam m enhängen die 
U ntersuchung sich au f säm tliche zweckdienliche M essungen erstrecke, denn  
es können nur au f diese W eise beruhigendere m aßgebende D aten über die 
Genauigkeit der vollführten Beobachtungen und zur U ntersuchung der einzel­
nen Fehlerarten erzielt werden ( [1 ] ; S. 6 6 — 70).

Die Zahl unserer überschüssigen M essungen ist aber m eistens ziem lich  
klein (im Vergleich zum Unendlichen), so daß die den klassischen Voraus­
setzungen entsprechende normale Fehlerverteilung nicht im m er vollständig  
gesichert ist. E s ist eben deshalb zw eckdienlich, im  Falle solcher Beobachtungen  
m it Hilfe der m odernen Thesen der W ahrscheinlichkeitsrechnung und der 
m athem atischen S tatistik  unsere Ergebnisse auch von einem  anderen G esichts­
punkt aus zu untersuchen. Neuerlich werden die durch A usgleichung gew on­
nenen G enauigkeitszahlen an mehreren Stellen  einer K ritik  unterzogen, w eil 
sie die Genauigkeit der M essungen überschätzen. Eben deshalb werden in der 
letzten  Zeit in mehreren Büchern und Abhandlungen neue Richtlinien zur 
Bestim m ung der G enauigkeitszahlen angegeben ([2, 3, 4 , 5, 6] usw.).
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A) Die Untersuchung der direkten Beobachtungen

Es ist allgem ein bekannt, daß die Verteilung der Beobachtungsfehler  
nur im  Falle unendlich vieler zufälliger Fehlerelemente und unendlich vieler  
V ersuche der norm alen Verteilung entspricht. Sie wird eben deshalb Gauß’sche 
Fehlerverteilung oder Fehlergesetzt genannt. Die Fehlerverteilungsfunktion  
der normalen Verteilung ist bekanntlich:

f ( * )  =
о /  2 л

exp
1 (x — o)

2 а2
( 1 )

w o a  der Parameter, die Streuung der norm alen Verteilung, a der wahre W ert, 
x  der durch unsere M essungen abgeleitete W ert, also x  — a der wahre Fehler  
is t . Der Faktor \ jV2n  ergibt sich aus der Voraussetzung, daß die W ahrschein­
lich k eit des Vorkom m ens im  Bereich v o n  — oo bis -fo o  der W ahrscheinlich- 
keitsdichte-funktion gleich 1 sei, jedoch ist

exp
1 (x — a)

2 CT2
d (x — o) =  j/2  n  • ( 2 )

D er normalen V erteilung entsprechend ist die W ahrscheinlichkeit, daß 
I x  — а I <  A x die folgende [4; S. 87. Gl. (15)]:

2 f t  / \
P  = .......... I e x p -------- \d t  — P  (x — tpx <  а •< x  -f- tfix) , (3)|/ 2 n  J о ' 2 J

w o, falls [ix =  \ [ p v v ] l [ p ] ( n  — 1)

A x  a — x . . . y .,
t = ----- = ----------- , a =  x  ^  tfix =  x  3t  Ax  (4)

Px Px

is t  (au f der rechten Seite der G leichung (3) ist das in Klam m ern gesetzte  
G lied nach P  als In d ex  zu verstehen).

Aus Gl. (3) ist es klar, daß die W erte t und P  voneinander abhängig und  
v o n  der Meßzahl (n) unabhängig sind, w eil die normale Verteilung eine unend­
liche Zahl der B eobachtungen voraussetzt. Der mittlere Fehler p x ist hier also 
als Fehlerschranke zu betrachten, und es kann festgestellt werden, m it w elcher 
W ahrscheinlichkeit (P ) der ausgeglichene W ert {x) innerhalb der x i  p x 
G renzen liegt. Im  entgegengesetzten  Falle kann es bestim m t werden, daß bei 
einer gewissen gegebenen W ahrscheinlichkeit die Fehlerschranke das w ieviel- 
fache des Wertes des m ittleren  Fehlers is t  (diesen Faktor bedeutet t). Dem  obi-
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gen entsprechend liegt der ausgeglichene x  —W ert innerhalb der Fehler­
schranke X i  fix ungefähr m it einer 68,3% -igen W ahrscheinlichkeit. Inner­
halb den Grenzen x  ^  2 /лх liegen 95,4% , innerhalb den Grenzen x  i  3 p x 
99,7%  der M essungen. D er m it t m ultiplizierte ^ W er t des m ittleren Fehlers 
wird m eistens Y ertrauensintervall genannt, bei der t die F unktion  der W ahr­
scheinlichkeit und der überschüssigen M essungen ist. W eiter ist bekannt, daß 
bei einer W ahrscheinlichkeit P  =  50% =  0,50 das Y ertrauensintervall für den 
ausgeglichenen W ert nach der Methode der kleinsten Quadrate d: 0,647 /лх ist.

Die auf der m athem atischen S tatistik  beruhenden U ntersuchungen haben  
aber erwiesen, daß das V ertrauensintervall eine F unktion der Anzahl der 
M essungen ist: Je größer diese Anzahl, desto wahrscheinlicher ist es, daß die 
ausgeglichenen W erte innerhalb der Fehlergrenzen liegen. So kann der Gauß’sche 
m ittlere Fehler wahrlich die G enauigkeit der M essungen verfälschen, haupt­
sächlich wenn wir die Zahl der überschüssigen Messungen eigenw illig verringern 
(z. B . durch fik tive Beobachtungen).

Bereits im Zusam m enhang (3) tau ch t die Frage auf, daß zu einem wahren 
W ert о die W ahrscheinlichkeit dafür gesucht wird, daß es innerhalb der gege­
benen Grenzen liegt, bzw . m it welcher W ahrscheinlichkeit der berechnete x 
und das dazu gehörende V ertrauensintervall den wahren W ert des unbekannten  
a enthält. Das V ertrauensintervall ist auch als K onfidenz-Intervall bekannt 
[6 , 7 ], während H r isto w  in  seiner bereits erwähnten U ntersuchung [2] und  
in  seinem  Buche [4] die Benennung »fiduziarisches Intervall« gebraucht. 
D ie deutsche Fachliteratur wendet die Benennung »Vertrauens-Intervall« 
an [8 ].

Zur näheren Erörterung des Vertrauens-Intervalls soll der Zusammen­
hang (4) in folgender Form  aufgeschrieben werden:

t a — x  ex

Px Px [pvv]

~ T ~

(5)

wo ex der wahre Fehler des aus der A usgleichung gewonnenen verläßlichsten  
W ertes x  ist, der m anchm al auch wahrscheinlichster W ert genannt wird (da 
die Gauß’sche Fehlerverteilung an die Sum m e des Quadratm inim um s der 
Verbesserungen beruht, scheint in diesem  Sinne das A ttribut »verläßlichst« 
für angebracht), fix aber, als bereits erw ähnt, der m ittlere Fehler, v die Verbes­
serung der einzelnen Beobachtungen, p  deren Gewicht, f  die Zahl der über­
schüssigen Beobachtungen bedeutet. Der Zähler des Ausdruckes ist ein W ahr­
scheinlichkeitswert m it normaler Verteilung, in dem Nenner ist die Quadrat­
wurzel der Quadratsum m e der W ahrscheinlichkeits-Veränderlichen zu finden. 
D iese Art der V erteilung ist als t — oder Student’sche V erteilung bekannt. 
Im  Falle unendlich vieler Beobachtungen geht letztere in eine normale Vertei-
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lung über. Die V erteilungsfunktion ist [4; S. 101.]:

P  ( — t [ x x  <  a  — X  < (  -1- t [ A x )  =

w o la u t den bereits bekannten Bezeichnungen Г  das Zeichen der Gamma- 
F unktion  (Zeichen dafür, daß die faktoriellen Größen au f nicht ganze Glieder 
ausgedehnt wurden). B ei einer bestim m ten W ahrscheinlichkeit P  wird der 
berechnete (ausgeglichene) W ert innerhalb folgendes V ertrauensintervalls 
liegen:

ß

X  i  ^ Р х  =  x  Í  e x  WO t = — —  • (7)
Px

Zu den verschiedenen W ahrscheinlichkeiten P  können die zu den veränder­
lichen n — 1 =  f  überschüssigen M eßzahlen gehörenden i-K oeffizienten  
(M ultiplikatoren) lau t Gl(6) bestim m t werden, von w elchen einige in Tafel
I . zu  finden sind [4].

Ähnlicherweise kann das Vertrauens-Intervall des berechneten m ittleren  
Fehlers ermittelt werden:

P(Px <  а <  fx +  sßx) =
1

«/

( 8 )

w o f  =  n — 1 wieder die Zahl der überschüssigen B eobachtungen, цх den  
berechneten m ittleren Fehler, a  dessen wahrscheinlichen W ert, eßx aber den 
w ahren Fehler des m ittleren Fehlers (Vertrauens-Intervalls) bedeutet. D ie  
Integrations-grenzen sind:

wo

V f
+

und (9)

bzw. Ецх — q- [ix . ( 10 )

Zu ähnlichen Zusam m enhängen gelangen wir, wenn das Vertrauens-Intervall 
des m ittleren Fehlers einer Beobachtung m it G ew ichtseinheit oder einer F u n k ­
tion  F  — F(a  -)- v) gesucht wird. Dem entsprechend ist:

— Po — i  Po i  £/<o — ±  P0 i  9 ' Po — i  Po (1 rb (?) 

ax =  Px — Í  Px zh e Mx — i  Px ±  9 • Px — i  Px (1 rh ч)
(11)
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und
° >  =  Pp =  i  Pf i  epr =  db  Pf i  4Pf =  d t  Pf (1  i  ? ) •

W enn aber das V ertrauens-Intervall einer Funktion F  berechnet werden soll, 
so ist auf Grund von

P ( F  — eP <  F  <  F  +  eF) =  f F(t) (12)

F — F ± e p = F ^  t/u,p .

In diesem Sinne also, falls nur m it dem m ittleren Fehler der Funktion  
gerechnet wird, bekom m en wir bei der G enauigkeitsabschätzung unter allen 
U m ständen günstigere als die wahren W erte.

Gemäß der Funktionsform  (8 ) können die zu einer jeden überschüssigen  
B eobachtungszahl und zur beliebigen W ahrscheinlichkeit gehörenden M ultipli­
katoren q bestim m t werden [4], (I. u. II  Tafeln).

T afel I

p
f  \ 0,683 =  68,3% 0,90 =  90% 0,95 =  95% 0,99 =  99%

1 1,824 6.314 12,706 63,657
2 1,318 2,920 4.303 9,925
3 1,195 2,353 3,182 5,841
5 1,109 2,015 2,571 4,032

10 1,052 1,812 2,228 3,169
20 1,025 1,725 2,086 2,845

60 1,008 1,671 2,000 2,660
120 1,004 1,658 1,980 2,617

=o 1.000 1,645 1,960 2,576

T afel II

P

f  \
0,683 =  68,3% 0,95 =  95%

1 1,445 14,947

2 0,625 3,415

3 0.455 1,914

5 0,334 1,091

10 0,230 0,593

20 0,162 0,358

60 0,090 0,186

120 0,063 0,130
oo 0,000 0,000
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E s sei hier erw ähnt, daß erfahrungsgem äß bei wenig überschüssigen  
M essungen der m ittlere Fehler als G enauigkeits-kennzahl nicht ohne w eiteres 
angenom m en werden kann. In solchen Fällen ist es beinahe zweckm äßiger, 
a u f Grund der früheren zahlreicheren Beobachtungen den entsprechenden  
m ittleren  Fehler des M eßverfahrens, der Meßgeräte und B eobachtungsum ­
stän d e zu erfassen und die Abweichung zwischen dem letzteren und dem  berech­
n eten  mittleren Fehler zu bestim m en, die innerhalb einer gewissen Grenze 
liegen  muß. Falls wir die zu großen W ahrscheinlichkeiten (P  >  0,90 =  90% ) 
gehörenden t- und ç-M ultiplikatoren der Studentschen V erteilung ins Auge 
fassen , sehen wir, daß diese aus m eßtechnischen Gründen praktisch unannehm ­
bare Intervalle liefern, obgleich Fehler m it beliebigen Größen vorausgesetzt 
w erden. Einen anschaulichen Bew eis gab hierfür der Fall, bei dem von  den

T afel III

P  =  0,683 = 68,3% P  = 0,95 = 95% P  = 0,99 = 99%

ex  =  1 Vx 
( / =  1)

1,824-2 =  ±  3,65 m m 12,706-2 =  ±  25,4 m m 63,7-2 =  ±  127,4 m m

£Их ~  Я. '
( / = i )

1,445-2 =  ±  2,89 m m 14,947-2 =  ±  30,0 m m 72,4-2 =  ±  144,8 m m

H in- und Rückm essungen (d. h . aus einer überschüssigen B eobachtung) 
ausgegangen wurde (z. B . bei den Längenm essungen oder beim  N ivellem ent) 
und  die zu den großen W ahrscheinlichkeiten gehörenden V ertrauens-Inter­
v a lle  bestim m t werden. Es sei z. B . der m ittlere Fehler einer N ivellierung ± 2  
m m /km , so bekom m en wir der S tu d en t’schen Verteilung entsprechend die 
W erte der Tafel I II . Aus den errechneten W erten ist es gleich ersichtlich, daß 
das Vertrauens-Intervall des ausgeglichenen W ertes gem äß der normalen  
V erteilung bei zw eifacher Sicherheit, d. h. bei t no r .=  2  ungefähr das 13-fache 
des m ittleren Fehlers, im  Falle einer dreifachen Sicherheit ungefähr das 64-fache 
is t . E s ist aus praktischen Erwägungen bekannt, daß ein In tervall von  ^  26,0  
m m  schon als ein grober Fehler betrachtet wird und kann aus G enauigkeits­
gründen nicht angenom m en werden. D ieselbe Lage besteht betreffs des Ver­
trauens-Intervalls des m ittleren Fehlers [5].

Ähnlicher F all lieg t vor, w enn wir von einer m it einem  ^  2 m m  m ittleren  
F eh ler behafteten doppelten L ängenm essung ausgehen (P  =  0,99 =  99% ; 
ex =  i  127 mm).

Es kann also festgeste llt w erden, daß die erm ittelten Intervalle aus prak­
tisch en  Gründen n ich t annehmbar sind. Hier kann außerdem auch bewiesen  
w erden, daß bei der Zusam m enfassung der B eobachtungen (durch B ildung  
der fik tiven  Beobachtungen) sow ie der willkürlichen Verm inderung der Zahl 
der überschüssigen B eobachtungen die G enauigkeitsschätzung zu unrichtigen
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Ergebnissen führt. A u f die Frage, wie verläßlichere G enauigkeitszahlen  
bestim m t werden können, werden wir noch zurückkehren.

Die Bestim m ung des Vertrauens-Intervalls m it H ilfe der m athem atischen  
S tatistik  ist ziem lich kom pliziert [2, 6 ]. Durch gewiße Annäherungen können  
auch einfachere Zusam m enhänge erm ittelt werden, doch sind die auf diesem  
W ege gewonnen W erte m eistens n ich t von allgem einer G ültigkeit. Da das 
H auptziel die E rm ittlung solcher G enauigkeitszahlen ist, in  denen neben der 
W ahrscheinlichkeit auch die Zahl der überschüssigen M essungen zum Ausdruck 
gelangt, stellt sich die Frage, ob dies auch m it Hilfe der in der klassischen  
Fehlertheorie bekannten Begriffe erfolgen könne. L aut der Gauß’schen  
Fehlertheorie, die sich auf die norm ale Verteilung der Fehler und auf eine 
unendlich große Zahl von Beobachtungen stü tzt, kann es abgeleitet werden, 
ob m it der A usdehnung dieses m ittleren Fehlers eine K ennzahl gefunden  
werden kann, in der diese D aten einbezogen werden.

Betrachten wir zuerst den m ittleren Fehler des m ittleren Fehlers als 
die Meßzahl der V erläßlichkeit des m ittleren Fehlers. V ollständigkeits- und  
Durchsichtigkeitshalber wollen wir die Grundlinien der in  der Fachliteratur 
an mehreren Stellen behandelten Frage kurz zusam m enfassen, um später 
unsere ausführlicheren Erörterungen vorführen zu können. F alls von den w ah­
ren Fehlern (e) der M essung ausgegangen wird, ist die V erteilung deren Quad­
rate (e2) nicht mehr norm al, sondern sie fo lgt der H elm ert—Pearson’schen  
bekannten V erteilungsfunktion für die Q uadrate der norm alverteilten  Verän­
derlichen [4, 7, 9]. D as Quadrat des m ittleren Fehlers (Streungsquadrat) 
einer W ahrscheinlichkeitsveränderlichen £2 is t  gleich der Differenz des zu 
erwartenden W ertes von  e4 und des Q uadrats des zu erw artenden W ertes e2 
([7]; S. 298.), also unseren Bezeichnungen entsprechend:

/4°> =  M  и  -  (M  и )2 =  Ы  _  ( l £ ü | 2 ( i3 )
n \  n J

wo (j%e2) das Quadrat des m ittleren Fehlers der e2 — W ahrscheinlichkeits- 
Veränderlichen, M  das Zeichen des zu erw artenden W ertes, in  unserem Falle 
der Bildung des wahrscheinlichen W ertes is t  (es le itet sich ab vom  lateinischen  
W ort mediam =  m ittlerer W ert). Der zu erwartende W ert der re-ten Potenz  
der W ahrscheinlichkeitsveränderlichen e ist:

M ( s n) =
fi \ 2 л  Jo

exp
2 fi-2

Substituiert in Gl(13):

2 r+'„2 _
2 7

1 exp —
2 u2

de
2

7 7 1
u r
2 n  Jo

de .

e2 exp

(14)

2 fi2
(15)
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N ach der Integration:

d. h.

4 Г
А*(£2)

It )
Y*

H4 -  fi* =  2

N achdem  es bekannt is t , daß:

(̂e2) — í“2 Y 2 •

i*  =  - t e l  i»t,

(16)

(17)

(18)

kann nach dem Fehlerfortpflanzungsgesetz der Wert:

1 \2
— I (ßbx) +  f^bl) +  • • • Rrl) —n I

1
/h*2) (19)

berechnet werden, wo — . . .  =  ist. In  GI(17) substituiert
ergibt sich:

' T
/V  =  fil

D a [X =  Y/i2 ist, wird:

1

2Ц

( 20 )

( 21 )

( 22 )

Es ergibt sich also folgender Zusam m enhang für den m ittleren Fehler des 
m ittleren Fehlers [8 ; S. 143]:

=  i“
, 1 0,7071
I --- =  -----7=----  U.2 n Уп

(23)

V om  wahren W ert au f den durch Ausgleichung gewonnenen w ahrscheinlichsten  
W ert übergehend, is t  der m ittlere Fehler des m ittleren Fehlers:

r

( n -  1) Y f

bzw . im Falle von  r U nbekannten:

0,7071
И Y 2 f

(24)

Ax =  <“
2 ( n - r )  Y 2 f

1 0.7071
/*. =  — ,7 - .  - !l

Y f
( 25 )
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w o / i n  jedem  Falle die Zahl der überschüssigen B eobachtungen ist.
Derselbe Zusam m enhang kann auch in dem Falle abgeleitet werden, 

wenn von der H elm ert—Pearson’schen x2 (Chi-Quadrat) Verteilung ausge­
gangen wird:

X2 =  { n ~  1) , (26)
y“ ß l

wo a die auf Grund der wahren Fehler berechenbare Streuung (wahrscheinlicher 
W ert des m ittleren Fehlers) ist. D ie D ichtefunktion der Verteilung ist:

F ( X 2)
f  V/2J - £.'/2-1 e-/«*/2®*2 о2 I (27)

Für den zu erwartenden W ert von %2 ergibt sich:

M ( f ) = f  (28)

und für das Quadrat der Streuung:

D*( X* ) = & = 2 f (29)

Für das Quadrat des m ittleren Fehlers des m ittleren Fehlerquadrats:

(30)

und aus diesem laut dem vorherigen ergibt sich der m ittlere Fehler des m ittleren  
Fehlers zu

(31)

Es ergeben sich ähnliche Zusam m enhänge für den m ittleren Fehler des 
m ittleren Fehlers der G ew ichtseinheit, wenn die einzelnen Beobachtungen  
nicht das gleiche G ewicht haben.

Es kann der m ittlere Fehler des m ittleren Fehlers der ausgeglichenen  
W erte der unm ittelbaren Beobachtungen ebenfalls erm ittelt werden. In diesem  
Falle ist:

n
(32)

Im  Sinne des Fehlerfortpflanzungsgesetzes:

f * l i  =
2 1

1 * 1 = —: (33)
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G leichfalls kann ab geleitet werden, daß:

1 ( 1 12 2 [Л n x

2 m * " f l Ы n* г  |/2  n2 У2 n
ist. (34)

W enn nicht von wahren Fehlern, sondern von Verbesserungen ausgegangen  
w'ird, so:

Pth. — i
Px

± -
Px

/ 2 (11- 1) w

W enn Beobachtungen m it verschiedenen Gewichten Vorkommen:

P 2 __ [с«]

(35)

Px =

D em  vorherigen entsprechend:

1 \ 2

P x  ■ n
(36)

Pli = (-----Г • nA
V P r - n  1

1 1 1
------------Pfa  =  —r --------p*2) : I Vo-/

P x  n p i  n
(37)

D as m ittlere Fehlerquadrat des m ittleren Fehlers der Unbekannten:

/ 4 ~ l  2 Ы )
bzw .:

Pr* =

4 Px p l ' n

1 Px

P*
' P x  ■ n

p
У2 p x - n У 2 n

(38)

(39)

V on den wahren W erten auf die durch die Ausgleichung gewonnenen wahr­
scheinlichsten W erte übergehend:

P * , =
Px Px

/ 2 ( » - l )  / 2 /
(40)

D er in (40) vorkom m ende W ert:

/ 2  /  f
(41)

kann sogar in eine T abelle zusam m engefaßt werden.
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Laut dem bisherigen sind die verläßlichsten Grenzen der berechneten  
oder ausgeglichenen W erte die folgenden:

a )  Der m ittlere Fehler der B eobachtung der G ewichtseinheit:

n°= ±   ̂± iff  =  ± ̂  ( l d z  ’ (42)

wo fiQ der durch A usgleichung gewonnene m ittlere Fehler der Beobachtung  
der G ewichtseinheit ist.

b)  D ie verläßlichsten W erte des m ittleren Fehlers des ausgeglichenen  
Wertes:

ä = ± ä (1± w )- <43)

c) Der m ittlere Fehler der Funktion des ausgeglichenen W ertes:

pF =  ± / i F ( 1 ± J T } )  (44)

sind. W enn wir der S tu d en t’schen Verteilung entsprechend die in (10) errech- 
neten q W erte m it dem m ittleren Fehler des m ittleren Fehlers vergleichen, 
d. h. bei einer W ahrscheinlichkeit P  =  68,3%  =  0,683 die zu den verschie­
denen ( / )  überschüssigen M eßzahlen gehörenden q W erte errechnen und m it 
dem  l /^ 2/-W erten  vergleichen, ergibt sich, daß im Falle von  / >  2:

q =  ___ is t . (45)
9 V 2 f  K '

D ie Gl(45) ist in  A bb. 1. veranschaulicht. Es ist unm ittelbar ersichtlich, 
daß bei f  =  2 die auf zw ei verschiedenen W egen erm ittelten  Ergebnisse nur
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gu t annähernd, bei f  >  2 aber praktisch absolut übereinstim m end sind. 
D ies ist auch aus den in  Gl(29) erwiesenen Gleichheiten ersichtlich. D ie Ü berein­
stim m ung hat aber auch ihre aus der Ausgleichungsrechnung stam m ende  
Erklärung, da bereits im  m ittleren Fehler des m ittleren Fehlers die Zahl der 
überschüssigen B eobachtungen zum Ausdruck kom m t. D arauf wies schon die 
Erörterung [11] hin. D ies war übrigens die Voraussetzung für die B estim m ung  
des V ertrauens-Intervalls [10], [11]. So konnte der Zusam m enhang zw ischen  
dem  V ertrauens-Intervall und dem m ittleren Fehler des m ittleren Fehlers 
(bei P  =  0,683) bew iesen werden. Übrigens falls der um  den m ittleren Fehler  
des m ittleren Fehlers vergrößerte W ert m it dem durch die A usgleichung  
gew onnenen m ittleren Fehler verglichen wird, ist es feststellbar, daß letzterer  
b ei /  = 5  überschüssigen B eobachtungen ungefähr um  32% , bei / = 5 0  um  
10%  und b e i/  =  100 um  2% fehlerhaft ist (Tafel IV).

T afel IV

f l 2 3 5 8 10 15 20 50 100

A bw eichung
in  (l , %

71 50 41 32 25 22 18 i o 10 2,2

Um die zu den berechneten oder ausgeglichenen Werten gehörende Genauig­
keitszahl , d. h. den mittleren Fehler richtig ermitteln zu können, ist die Bestim ­
mung des mittleren Fehlers des mittleren Fehlers unbedingt notwendig, iveiter 
m u ß  bei der Berechnung des mittleren Fehlers, direkt oder indirekt unbedingt 
a u f  die ursprünglichen Beobachtungen zurückgegangen werden [12, 13]. L etztere  
beruhen auf den ta tsäch lich  bestehenden überschüssigen Beobachtungen  
(ihre Zahl ist w esentlich  größer als die der zusam m engezogenen), folglich wird 
die Verläßlichkeit des berechneten m ittleren Fehlers w esentlich größer sein. 
D as oben A bgeleitete kann auf beliebige Ausgleichungsgruppen ausgedehnt 
werden.

Falls in (45) auch die V erläßlichkeit des m ittleren Fehlers des m ittleren  
Fehlers in B etracht gezogen wird, is t  die Übereinstim m ung auch im  Falle  
/  <  2 noch besser. A u f diese Frage w ollen wir aber später noch zurückkehren.

In Gl(7) wurde bew iesen, daß das Vertrauens-Intervall der ausgeglichenen  
W erte sowie deren F unktionen folgenderm aßen aufschreibbar sind:

ex — i  f/G 

e F — dz t y p

bzw .
X  =  X  =  # - ] -  t j i l x

F  =  F  ^  £ p — F  tfip
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wo also t wieder auf Grund der Studentischen Verteilung, bei gegebener 
W ahrscheinlichkeit P  und f  überschüssiger Beobachtungszahl berechenbar 
ist. D as V ertrauens-Intervall für die ausgeglichenen W erte kann auch folgen­
derm aßen aufgeschrieben werden:

dz ex =  ±  1 Px =  ±  (1 +  *') Px — ±  Px +  t ' Px 5 (48 )

wo t =  1 t' ist. Gleich dem vorherigen ist es aufschreibbar, da die zu erwar­
tende Streuung der Summe der Quadrate [/"2 n ist, daß:

Folglich:

t ' P x  =
g „ Px

|/2 re ^x 2 Y n f
Pßx

f i n

1 _  1

2 Y n f  1/4 n /

(49)

(50)

Falls von  wahren Fehlern wieder auf Verbesserungen übergegangen wird, 
m uß in Gl(50) anstatt n, n — r =  f  geschrieben werden. Im  Sinne des vor­
herigen ist das Vertrauens-Intervall der ausgeglichenen W erte bei P  — 0,683 =  
=  68,3%  W ahrscheinlichkeit:

dz sx — zb (1 +  О  Px — +  Px zh ^т=г
I * J

zh eF =  dz (1 +  О  Pf =  dz Pf dz -jj= j

(51)

D . h. sam t den ausgeglichenen W erten:

*=*±(/< ,± - j | j )  = * ± A (I± y = j )  = *±ft (1± ~ r )

p = F 4 ^ ± m ) = F ± ^ { 1 ± w m ) = F ± l ‘p i 1± - h }

L aut dem  vorstehenden können die Vertrauens-Intervalle bei P  — 68,3%  =  
— 0,683 durch die in der Fehlertheorie und Ausgleichungsrechnung bisher 
bereits bekannten Begriffen bestim m t werden. Unsere A bleitungen beweisen  
also in jeder H insicht, daß der m ittlere Fehler nicht selbstständig betrachtet 
werden kann, sondern man muß dessen Verläßlichkeit m ittleren Fehler in 
B etracht ziehen, in dem dann auch die Zahl der überschüssigen B eobachtungen  
zum  Ausdruck kom m t. Je größer die letztere, desto verläßlicher ist der m ittlere  
Fehler des m ittleren Fehlers. Theoretisch hat der m ittlere Fehler des m ittleren
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Fehlers auch eine V erläßlichkeit, aber dessen hiesige Erörterung würde das 
Ziel unserer Studie überschreiten.

Unsere A bleitungen  können auf einen jeglichen in der Geodäsie vorkom ­
m enden Fall ausgedehnt werden, und haben u. a. eine sehr große B edeutung  
bei der G enauigkeitsbestim m ung der auf verschiedenen W ege vollführten  
Punkteinschaltungen. Sie spielen eine w ichtige R olle bei der Verarbeitung  
von einer großen Zahl von  Meßergebnissen (z. B . bei den zur Bestim m ung der 
G enauigkeit geodätischer Instrum ente vollführten Beobachtungen, bei der 
B estim m ung deren Annehm barkeit, und Streuungsgrenzen). A uf diese wird 
aber je tz t  hier nicht eingegangen [1]. Es kann auch bei der Auswertung solcher  
Beobachtungen, deren Ziel die Untersuchung der Bew egungen einer technischen  
Anlage ist, w esentlich sein, da es hier eine w ichtige R olle spielt, ob die A bw ei­
chung der beobachteten  Werte von  der U ngenauigkeit des M eßverfahrens 
oder aber von den tatsächlichen Bew egungen verursacht wird. N aturgem äß  
hat die genaue U ntersuchung der Frage auch unzählige oder m indestens v iele  
K riterien [1,5].

N un erhebt sich die Frage, welche Grenzen für die Größe der m ittleren  
Fehler gestellt w erden können. Erfahrungsgem äß können m it dem m ittleren  
Fehler und dessen m ittleren Fehler (in dem also die Zahl der überschüssigen  
Beobachtungen zum  Ausdruck gelangt) folgende Streuungsgrenzen bestim m t 
werden:

bei

P  — 0,683 =  68,3%  /^Grenze i

P  =  0,95 =  95% ЦGrenze ^  2 (Ji dz /Х-) (53)

P  =  0,997 =  99,7%  grenze >  3 (jj ±  fi-)

wo / л  der auf Grund vieler Beobachtungen abgeleitete m ittlere Fehler, f i -  aber
der zur gegebenen A nzahl der Messungen gehörende m ittlere Fehler des m itt­
leren Fehlers f i  ist.

Falls wir z. B . m it einem optischen Entfernungsm eßgerät auf Grund 
zahlreicher B eobachtungen den erm ittelbaren m ittleren Fehler abgeleitet 
haben, ergab sich:

fi =  i  20 mm / 100 m .

Mit H ilfe einer Versuchs-M eßserie wurde bestim m t, daß ^ =  -J- 35 m m /100  
m ist, wo die Zahl der Beobachtungen n =  16 war. Bei P  =  68,3% -igen  
W ahrscheinlichkeit so ll untersucht werden, ob unsere Beobachtungen inner­
halb des erlaubten Grenzwertes liegen:

2 0  J O «

, ‘г =  7 Г Т Г  =  ±  • •

58
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Folglich

/«Grenze =  ±  /< ±  =  ±  20,0 ±  3,65 =  (23,7 m m /100 m) .

Laut dem vorstehenden haben wir m it rund 11 mm die erlaubte Grenze 
überschritten; die Beobachtungen gehören daher in eine K ategorie der weniger 
verläßlichen Reihen.

Ähnlicherweise können unsere m it dem Theodolit durch geführten  
Yersuchswinkelm essungen, die m it M eßband oder Längenm eßgerät vollführten  
Entfernungsm essungen (L ängenm essungen), N ivellierungen, Instrum enten­
untersuchungen und andere M essungen ausgewertet werden. Falls die B e­
obachtungsserien betreffs des m ittleren Fehlers die zuläßigen Grenzen über­
schreiten, ist es laut der F ischer’schen V erteilung bestim m bar, inwiefern die 
Überschreitung annehmbar ist, oder aber unbedingt ein U nterschied  zwischen  
der Genauigkeit der verschiedenen M eßserien getroffen w erden m uß ([1]; S. 
112 — 115). A uch unsere M eßergebnisse werden nach irgendw elcher V erteil­
ungs-Funktion untersucht, geben sie im  Falle einer großen W ahrscheinlich­
keit und bei wenigen überschüssigen M essungen praktisch keine annehmbaren  
Streuungsgrenzen. So b leib t uns in  diesen Fällen  nichts anderes übrig, als den 
nach den ursprünglichen B eobachtungen berechneten m ittleren  Fehler sowie 
dessen m ittleren Fehler für eine P  — 68,3%  W ahrscheinlichkeit anzunehm en, 
w eiter nach Gl(53) die zu der W ahrscheinlichkeit gehörenden Streuungsgrenzen  
em pirisch zu berechnen. Andererorts wird noch auf die Frage zurückgekehrt, 
w ie in  gegebenen Fällen die verschiedenen Meßfehler bei der A usw ertung von 
Meßreihen bestim m t werden können.

Es ist also offensichtlich, daß bei w enigen überschüssigen Beobachtungen  
au f die B estim m ung der G enauigkeitsm eßzahlen der ausgeglichenen oder 
berechneten W erte sehr geachtet werden m uß. Die Gauß’sche Fehlerverteilung  
bezieht sich au f eine überaus große Zahl von  Beobachtungen, und so gelangen  
wir durch m echanische, oft schabionm äßige Anwendung der klassischen Zusam­
m enhänge oft zu irreführenden G enauigkeitsangaben. Man darf aber die durch 
die m athem atische S tatistik  bzw. durch die W ahrscheinlichkeitsrechnung  
gebotenen Grenzwerte n icht überschätzen, w eil hierdurch oft die Genauigkeit 
der beobachteten  oder ausgeglichenen W erte geringgeachtet werden. D ie m it 
den Vertrauensintervallen nachweisbaren W erte und die m it dem  m ittleren  
Fehler des m ittleren Fehlers abgeleiteten sind nur im  Falle von  mehr als 
zwei überschüssigen M essungen übereinstim m end (bei / = 2  is t  die Über­
einstim m ung annähernd). W ir halten eher die m it dem m ittleren  Fehler des 
m ittleren Fehlers nachweisbaren W erte, auch fü r/  =  1 u n d /  =  2 für annehm ­
bar. D ie neueren Ergebnisse der m athem atischen S tatistik  und der W ahr­
scheinlichkeitsrechnung können bei unseren Untersuchungen verw endet werden, 
aber die erhaltenen Ergebnisse m üssen n icht nur theoretisch, sondern auch 
praktisch ausgew ertet werden, weil wir ohnedies ebenfalls zu irreführenden
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Ergebnissen gelangen. In dieser Beziehung sind die obigen Untersuchungen  
nicht nur theoretisch , sondern auch von  praktischen G esichtspunkten aus­
betrachtet w esentlich , weil sie eben bei den letzteren beruhigendere Ergebnisse 
zur Beurteilung der A nnehm barkeit und Genauigkeit der Messungen b ieten . 
Man muß sich aber auch von dem realen Inhalt der nachgew iesenen Ergebnisse 
überzeugen.

B) Die U ntersuchung des Falles der verm ittelnden und bedingten
Beobachtungen

Im  Falle der verm ittelnden und bedingten B eobachtungen können die 
m ittleren Fehler der U nbekannten und deren F -F u n k tion en  mit folgenden  
Gleichungen berechnet werden:

t*x = А*о 1̂ Qxx
___ (54)

, V f  =  /“ o r Q  FF  1

wo Qxx der durch A usgleichung gewonnene G ew ichtskoeffizient der U n b e­
kannten X  (bei der Lösung der Norm algleichungen kann er in tabellarischer 
Form  gewonnen w erden), Qff  der auf die Funktion F  bezogene G ew ichts­
koeffizient (wird in  Funktion der ausgeglichenen W erte bestim m t) und p 0 
der m ittlere Fehler der G ewichtseinheit ist:

[pvv]  
n — r (55)

wo bekannterw eise/) das Gewicht der einzelnen B eobachtungen, v die V erbesse­
rungen der einzelnen Beobachtungen, n die Zahl der Beobachtungen, und r 
die Zahl der U nbekannten ist.

Da nach [5; S. 212. Gl. 52] der Quotient:

X —  а

[pin;]
n — r

=  t (56)

Qx

von  Student’scher Verteilung ist, wo t der M ultiplikationsfaktor zur B erech­
nung des Vertrauens-Intervalls des unbekannten Æ-Wertes ist, der eineF unktion  
der (P ) W ahrscheinlichkeit und der (n — r) überschüssigen Beobachtungen  
is t (a  ist der w ahre W ert der U nbekannten x).  Ä hnlich der Beweisführung in 
G l.(48) bzw. (49) ist:

i  ex =  i  1Их =  i  (1 +  О  /“x — ±  f*x Í  t ' Px (5^)
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und

(58)

Durch Anw endung des obigen kann der ausgeglichene W ert und dessen Ver­
trauens-Intervall m it dem m ittleren Fehler des m ittleren Fehlers folgender­
maßen aufgeschrieben werden:

X  = x ±  Í Их i
W f

x  dr Их 11 dr
1

W f  ■
(59)

Ein ähnliches Ergebnis erhalten wir bei den Berechnungen bezüglich der 
Funktionsw'erte:

i  = F ± ('"'± w )  = F ± '‘r (1± A 7 )' <60,

Gleichfalls sinngem äß gelangt man für den Fall der bedingten Beobachtungen  
oder für deren gewisse Funktionen zu dem Vertrauens-Intervall.

Ähnlich wie hei den unm ittelbaren B eobachtungen ist auch die B estim ­
mung der V erläßlichkeit der berechneten Fehler. In diesem  Falle kann auch  
der m ittlere Fehler des m ittleren Fehlers anstatt des Vertrauens-M ultiplikators 
cingeführt werden.

In m eisten  Fällen  der Ausgleichung von  verm ittelnden oder bedingten  
Beobachtungen ist die Zahl der überschüssigen Beobachtungen relativ sehr 
gering (z. B. Punktausgleichung, N etzausgleichungen); es ist daher laut dem  
Erörterten von äußerster W ichtigkeit, daß bei der B estim m ung der G enauig­
keitszahlen gew issenhaft vorgegangen wird. D ie m it unrichtigen m ittleren  
Fehlern durchgeführten weiteren G enauigkeitsuntersuchungen führen auch 
zu fehlerhaften Ergebnissen. Hier gilt auch die in  dem vorherigen bereits 
erwähnte These, daß bei der Bestim m ung der ausgeglichenen W erte bzw. 
der Verläßlichkeit gewisser Funktionen außer der Verläßlichkeit der m ittleren  
Fehler auch die ursprünglichen Beobachtungen in B etracht gezogen werden 
müssen [1].
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D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  A C C U R A C Y  O F M E A S U R IN G  R E SU L T S

F . HALMOS

SU M M A R Y

A u th o r in v es tig a te s  th e  m easu ring  n u m b e rs  of accu racy  w hich  can  be co m p u ted  on th e  
b ase  o f G a u s s ’ law  of e rro rs , fu rth e rm o re , th e  in te rv a ls  of confidence com ply ing  w ith  S t u d e n t ’s 
d is tr ib u tio n . H e p ro v es t h a t  assum ing a p ro b a b il i ty  o f P  =  0,683 th e  in te rv a l o f confidence 
c an  be  deduced  on th e  base  of th e  m ean  e r ro r  a n d  its  own m ean  erro r. A u th o r ex te n d s  his 
in v es tig a tio n s  to  th e  a d ju s te d  va lues, th e  fu n c tio n s  o f sam e, as well as to  th e  accu racy  o f  th e  
d e te rm in a tio n  of th e  correspond ing  m ean  e rro rs . M ean erro rs co m p u ted  on th e  base  o f th e  
m e th o d  of th e  le a s t sq u a res  re su lt in  an  o v e re s tim a tio n  of th e  accu racy  of m easu ring  re su lts . 
T h e  m easu ring  n u m b er o f accu racy  o b ta in e d  b y  in creas in g  th e  m ean  e rro r w ith  th e  m ean  e rro r 
o f  its e lf  gives m ore a cc ep tab le  re su lts  th e o re tic a l ly  a n d  p rac tica lly . In  th e  case of o n ly  few  
re d u n d a n t  m easu rem en ts  a n d  g rea t p ro b a b il i ty , re su lts  o b ta in ed  on th e  base  of th e  fu n c tio n s 
o f  d is tr ib u tio n  are  n o t  sa tis fac to ry  e ith e r. T h ere fo re , a u th o r  deduces e rro r lim its  dedu cab le  
on  th e  base  of in te rv a ls  o f confidence w h ic h  be  h im self deduced , a n d  com plys w ith  re su lts  
g a in e d  b y  experience. T h e  in v es tig a tio n s  a re  co m p le ted  w ith  n u m erica l exam ples.

D É T E R M IN A T IO N  D E  L A  P R É C IS IO N  D E S O B SER V A T IO N S

F. HALMOS

R É S U M É

L ’au te u r  ex am in e  les va leurs c a ra c té r is a n t  la  précision , calcu lab les selon la loi de G a u s s , 
e t  les in te rv a lles  fid u c ia ire s  c o rre sp o n d an t à  la  d is tr ib u tio n  selon S t u d e n t . I l  p rouve  q u ’en 
cas d ’une p ro b ab ilité  de P  — 0,683, l ’in te rv a lle  fidu c ia ire  p eu t ê tre  d é d u it de l ’e rreu r m oyenne  
e t  de l ’e rreu r m oy en n e  de ce tte  d e rn ière . I l  é te n d  aussi ses exam ens à  la  d é te rm in a tio n  de la 
p récisio n  des v a leu rs  com pensées, de leu rs  fo n c tio n s  e t des e rreu rs  m oyennes co rresp o n d an tes . 
L es e rreu rs  m oyennes calculées selon le p rin c ip e  des m oindres carrés su re s tim en t la  p récision  
des o b se rv atio n s. L a  v a le u r  c a ra c té risan t la  p récis io n , augm en tée  de l’e rre u r m oyenne de l ’e rre u r 
m o y en n e , donne des ré su lta ts  th éo riq u em e n t e t  p ra tiq u e m e n t m eilleurs. E n  cas d ’un  n o m b re  
p e u  élevé d ’o b se rv a tio n s  su rab o n d an te s , les r é s u lta ts  o b ten u s des fo n c tio n s de d is tr ib u tio n  
n ’é ta n t  pas non  p lu s sa tis fa isan ts , l ’a u te u r  d é d u it  des lim ites d ’e rreu rs  c o rre sp o n d an t a u x  
r é su lta ts  p ra tiq u es  e t  d é te rm in ab les  p a r  les in te rv a lle s  fiducia ires calculés. P lusieu rs exem ples 
n u m ériq u es  co m p lè te n t l ’étude .
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ТОЧНОСТИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ

Ф . Х А Л Ь М О Ш

РЕЗЮМЕ

Автор на основе закона ошибок Гаусса анализирует расчетные показатели точ­
ности, а также промежутки надежности (конфиденция, фидуциария), соответствующие 
распределению Стюдента. Доказывается, что при вероятности Я =  0,683 промежуток 
надежности можно вывести по средней ошибке и по средней погрешности этой средней 
ошибки. Исследования распространяются на определение точности уравненных значений, 
их функций, а также соответствующих средних ошибок. Средние ошибки, определенные 
на основе принципа наименьших квадратов, завышают точность данных измерений. По­
казатель точности, увеличенный средней погрешностью средней ошибки, дает резуль­
таты, которые более приемлемы теоретически и практически. Результаты, полученные 
при помощи функций распределения при небольшом избыточном числе измерений и боль­
шой вероятности, также неудовлетворительны, поэтому автор выводит пределы ошибок, 
которые можно вывести при помощи выведенных автором промежутков надежности и 
удовлетворяющие также опытным данным. Исследования дополняются числовыми при­
мерами.
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A POSSIBILITY OF THE DETERMINATION 
OF THE TELLURIC TENSOR

J . V E R Ő
G EO PH Y SICA L R E S E A R C H  LA BO RA TO RY  O F T H E  H U N G A R IA N  ACADEMY O F SCIEN CES, SO PRO N  

(M an u scrip t rece ived  N o v em b er 2, 1963)

F o r  th e  e v a lu a tio n  of te llu ric  m ea su re m e n ts , a  m e th o d  is suggested  w here , in s tead  
o f a  circle as in  th e  re la tiv e  ellipse m e th o d  th e  sides o f a  square  are  used  fo r th e  red u ctio n  
of th e  v ec to rs  on  th e  b a se -s ta tio n . A ccord ing ly , th e  e n d -p o in ts  o f th e  v ec to rs  on  th e  m oving  
s ta tio n  lie on  th e  sides o f a  parale llo g ram . T he a d v an tag e s  o f th e  m eth o d  a re  i llu s tra te d  
in  several exam ples.

In the course o f the telluric survey, the to ta l or the relative ellipse m ethod  
is used m ost frequently  for the interpretation. The latter is, from  a certain  
point o f v iew , more advantageous, because it  illustrates better the relation  
betw een the base-station  and the m oving station . On the other hand, also 
several difficulties arise in its application. In order to  understand th is, le t us 
recall shortly, the basis o f th is m ethod (for details, see [1, 2, 3]).

B etw een  the corresponding telluric com ponents of the telluric stations 
В  and M ,  as know n, the follow ing relation ex ists (see Fig. 1; the sym bol 
A  w ill he henceforward om itted):

XM =  о х в +  Ьув щ

Ум =  схв +  <1Ув-

Here, хм , у м , resp. х в , у  g are th e  read-off variations o f the field  in ten­
sity; o, b, c, d  are the coefficients o f  the linear vector-function to  be determ ined. 
From these, the relative area can be calculated:

tR — ad  — be . (2 )

In the relative ellipse m ethod, the related x  a n d y  values are to  be reduced. 
The value o f the resultant

VxB+y'g
on the base-station  is taken as unit. Thus, the end-point of the base-vector 
lies on a circle. I f  the vector com ponents o f the m oving station are reduced in the  
sam e m easure, their end-points describe an ellipse, the so-called relative 
ellipse. The course o f the com putations is then , th a t the resultants

V*b +  У в  and К * м + У м

5 Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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are com puted (or constructed), the ratio of the tw o, i.e.

is form ed and th is is p lotted  in the direction of the m oving station’s vector. 
In  th is w ay, a point o f  the ellipse is obtained. This procedure has to  be con­
tinued  as long as a sufficient number o f points are obtained for constructing  
the ellipse.

In practice, th e  following objections arise against the so constructed  
ellipse:

1 .  The ellipse is a geometric figure not easy to  construct; no definite  
notions based m erely on inspection about the w ay o f continuation o f an arc 
of ellipse exist. One can easily draw an inconsistent continuation to  an arc 
o f ellipse, especially in  case of elongated  ellipses, where the length o f the great 
axis cannot be properly estim ated.

2. Another d ifficu lty  arises from  the character of the reading errors. 
The points for th e  construction o f th e  relative ellipse are generally chosen  
in  such a w ay th a t, in  the tim e instan ts of the extrem um  values of one com po­
n en t, also the variations of the other com ponents are read, too. In these tim e  
in stan ts, generally there are no extrem um  values in  the other com ponent, 
but a more or less sw ift variation (F ig. 1). The latter, i.e. the absolute values

Fig. 1. R e a d in g  of telluric  v a r ia tio n s : th e  d irec tio n a l e rro r o f th e  v e c to r 
on  s ta tio n  M  c an  be  considerab le

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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o f the У  com ponent in  the figure is relatively sm all, its  error, on the other 
hand, large. A ccordingly, the value of the resultant can be fairly precisely  
determ ined, its direction, however, much less so. The directional errors m ake 
the determ ination o f the great axis particularly d ifficu lt, since there are 
equally shorter vectors both on the right and the le ft side o f th e  direction 
on the great axis, therefore the points w ith directional errors, falling into the  
direction of the great axis, are all shorter than the actual length  o f  the great 
axis, thus seem ingly — though to a smaller exten t — shortening it.

/■*4/  N / \

F ig . 2. T he p a r t  o f th e  a rc  o f ellipse a ro u n d  th e  sm all ax is does n ő id e t  er in i n e t  lie g reat axis

3. The uncertainty of the sm all axis is caused m ostly  b y  the circumstance 
th a t — since the probability o f the vector end-point stay in g  in a certain 
direction is proportional to  the square of the radius to  be drawn in the 
corresponding direction until the circumference of the ellipse, — the variations 
in this direction are few  and even these are small.

4. In the case o f an extrem ely  prolate ellipse, the relative ellipse method  
becom es entirely unusuable, m ainly on account of the errors m entioned under
3., further of the effect of the directional errors (for excentricities A /B  >  5).

For the elim ination o f the first error-possibility it  seem s evident to  deter­
m ine for the m oving sta tion , instead  of the ellipse, som e other geometric 
figure which is easier to  construct. In  our case, the easiest one to  be handled 
is the parallelogram. The points on the base-station can be reduced the most 
su itably to the sides of a square; the sides of this square are the straight lines 
Xq =  i  1, resp. у в  =  i  1. Since the sides of the square continue beyond  
the vertices into the in fin ite, opposite to the circle which is a closed geometric 
figure, it  can be foreseen th a t th is w ill im ply, besides a higher degree of accuracy 
of construction, certain other advantages, too.

5* ■tcin Techn. Hung. ' 52. (1965)
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On the m oving sta tion , the fo llow ing straight lines w ill correspond to  the 
straight lines assumed above:

x'M =  a +  by'B =  ах'в‘ +  6
/ ■ , ,  ,  ( ^ A ) „  и  . , ( 3 B )

У м  = c +  dJ B  Ум =  схв  +  d

The moving sta tion  straight lines of the negative side are obtained  
b y  a change in the signs of y B and x B . In practice, these straight lines are 
obtained  by dividing th e  m oving sta tio n  com ponents first b y  xB, then b y j ß .  
T hus, the points of th e  straight lines 3A  and ЪВ are determ ined. The equations 
o f th e  straight lines com e from 3^4, resp. ЪВ, after th e  elim ination o f the  
param eters:

Ум = — !* ~  tR (4A)

y , n  =  jM t7_+ h  (4C)

y ‘j h =  CX™ +  tR (4B)

I V  __ cx'J  — tr
Ум = (4D)

The straight lines A  and C, further В  and D  are parallel in pairs, and 
th e y  intersect the coordinate axes on opposite sides h u t at the sam e distance 
from  the origo.

The point of intersection o f th e  straight lines 4^1 and 4 В  is:

Xy =  a b , Y 1 =  c +  d 

That of the straight lines 4 A  and 4D :

(5)

X 2 =  a — b, Y 2 =  c — d . (6 )

From the p oin t of intersection  o f the straight lines, then , the coefficients 
a, b, c, d can be determ ined:

__ x x +  x t _  x ± — x 2 __ y~i +  y 2 j  _ — y 2 .y.
2 2 2 2

I f  the area on the base-station  is made equal to  the area of the triangle 
(0 .0), (1.1), (— 1 .1), i-e. to the u n it, then  the area o f the triangle (0 .0), (X jYj), 
(X 2Y2) on the m oving  station w ill provide the relative area (Fig. 3):

=  X 1 Y 2 — X 2 Y 1. (8 )

Acta Techn; Hung. 52. (1965)



According to these, the areal ratio can be obtained b y  first determ ining  
the straight lines given in  equ. 4A  — 4 D,  then finding their point of in ter­
section  and from these, com puting the tR values according to  equation (8 ). 
B esides, it  is very easy to  determ ine the coefficients a, b, c, d, that is, also the  
linear vector function itself. In the relative ellipse m ethod, there is no direct 
w ay for determ ining the latter; the on ly  w ay is also to determ ine the directional 
distortion  o f a vector separately. Because of this, the relative ellipses cannot 
be reduced from one base to  another. In the parallelogram  m ethod, this 
possib ility  is, however, given, since the only thing to do is to  express the com po­
nents o f the first base in the vector-function  between the m oving station  and 
the first base by the com ponents of the second base (aR — dR, resp. a'R — d'R 
are the com ponents of the tensor betw een the m oving station  and the first 
basis, resp. between the tw o bases):

xm — (aR aR +  bR cR) x B +  (aR b'R +  bRd R) y B ,

Ум — {CR aR +  dR cR) x B +  (cR b'R +  d R d R) y B .

A POSSIBILITY OF THE DETERMINATION OF THE TELLURIC TENSOR 6 9

F ig . 3. T he q u a rte r-p a ra lle lo g ram  u sed  for th e  calcu la tion  of th e  a rea l ra tio

In other words, this m eans th a t it  is possible to draw the relative ellipse, 
of an area however large, related to  a single base and to  stu d y  the direction  
of the telluric currents on th is basis.

If, for th e  sake of clearness, even  the ellipse itse lf is to  be determ ined, there  
is a very  sim ple possibility for this: nam ely  the drawn straight lines are tangents  
to  the relative ellipse, since th e  sides o f  the square on th e  base-station were 
tangents to  the base-circle, and in linear transform ation, tangents remain  
tangents. The points of tangency  are transform ations o f the points (0, ^ 1 ) ,  
resp. 1, 0), i.e. the points b, ^  d) and a, i  c).

In  order to introduce the course o f the determ ination and the advantages  
of the m ethod, the relative ellipses o f som e points m easured in the course 
of the regional telluric survey o f th e  Geophysical Laboratory o f  the Hungarian  
Academy o f  Sciences, and their tensors determ ined w ith th e  m ethod discussed, 
are presented.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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F irst, the com putations related to the point m easured near the locality  
H egykő  as a station o f a nearly circular relative ellipse, th a t is, o f a subsoil 
hom ogeneous as com pared to  the base-station  (the observatory at Nagycenk) 
are introduced (Fig. 4). T he variations read and m ultiplied b y  the sensitivities 
are th e  following:

No. XB У В X M У М *nl*B ум/*в x u!y в у и/ув

l . - 5 4 — 99 — 89 - 1 3 9 +  1,64 +  2,58 + 0 ,9 0 +  1,40

2. + 5 6 +  50 +  89 +  71 +  1,58 +  1,26 +  1,78 +  1,42

3. + 6 3 +  46 +  104 +  56 +  1,65 + 0 ,8 8 +  2,26 +  1,22

4. + 4 3 +  27 +  73 +  14 +  1,70 + 0 ,6 3 +  2,70 + 0 ,5 2

5. + 3 8 +  167 +  33 +  222 +  0,87 +  5,90 + 0 ,2 0 +  1,32

6. -  7 -  46 +  86 -  67 4-12,3 - 9 , 6 — 1,87 +  1,46

7. - 1 1 +  29 -  21 +  44 +  1,90 —4,00 - 0 ,7 2 +  1,52

8. +  14 -  21 +  23 -  28 +  1,65 - 2 ,0 0 - 1 ,1 0 +  1,34

9. + 7 2 43 +  99 -  69 +  1,37 - 0 ,9 6 - 2 ,3 0 +  1,60

10. - 5 6 +  91 - 1 0 7 +  132 +  1,91 - 2 ,3 6 —1,18 +  1,46

In the second h a lf o f the table, the points necessary for the construction  
of th e  straight lines are presented. The la st tw o points (9 and 10) were addition­
a lly  inserted for the purpose of determ ining the direction o f the straight lines 
better. The ellipses obta ined  as the result o f the two m ethod (ellipse and paralle­
logram ) naturally agree w ith  each other. H ere, a practical rule, very im portant 
in  th e  construction o f th e  straight lines, is m entioned: th e  axial section of the  
stra igh t lines m ust b e determ ined from  points ly ing near the axis, — its  
direction, however, from  the distant points. The m ost appropriate procedure 
is first to determine th e  direction of the straight line w ith the aid of a transparent 
rule, then  to shift th is , parallel w ith itse lf, so long till it  f its  the points near 
the axis the best.

A t the same tim e, this also furnishes the distribution of points which  
is b est for the proper application of the m ethod. Slight variations of Хм, resp. 
У Mi together w ith th e  large values o f the other com ponent, determine the  
ax ia l section, — th e sim ilar vectors ly in g  in  the direction o f one of the axes, 
on th e  other hand, prescribe the direction of the straight lines.

In  the above case , no special advantage of the parallelogram m ethod is 
noticeable; even th e  exam ple itse lf w as used only to  introduce the course of  
com putations. The vo lu m e of the com putations corresponds, on the whole, 
to  th a t of the com putations in the relative ellipse m ethod. In the relative  
ellipse method, n am ely , the com putations are the follow ing:
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tw ofold calculation o f the resultants w ith  the aid o f the form ula ]/xl -f- y 2 
or b y  construction,

calculation of the ratio of the tw o resultants, 
drawing of the ratio in a given direction.
In the parallelogram m ethod:
tw ofold calculation o f tw o ratios each (two by each slide-rule setting), 
drawing of two points.

As visib le from th is short set-up, the tw o kinds of com putational work 
on the whole agree quite w ell.

It should also be m entioned th a t, in th is exam ple, the points ly ing too  
d istant from  the origo were not utilized; th ey  will be discussed again later  
in connection w ith another exam ple.

The second exam ple is an ellipse recorded in T amási,  much more elongated, 
w ith  variations of 10 sec periods (Fig. 5). H ere, the course of the com putations  
is already om itted, only the points of the relative ellipse and the corresponding 
square and the ellipse constructed w ith the parallelogram m ethod are presented. 
In the parallelogram m ethod, the dispersion o f the points is rather large, but 
in  sp ite o f th is, the direction of the straight lines is still fairly definite. The 
great axis of the ellipse determ ined w ith  the latter m ethod is longer b y  about

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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10% than the one drawn according to the relative points, and this can be  
precisely the effect o f  th e  sources o f error enum erated in  the first part o f th is  
stu d y . Accordingly, th e  areal ratio w ould he com puted, on th e  basis o f the  
relative ellipse m ethod, for different of about 10%.

A )  C onstruc tion  of th e  p a ralle lo g ram

I
B )  T he re la tiv e  ellipse

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



A POSSIBILITY OF THE DETERMINATION OF THE TELLURIC TENSOR 7 3

The third exam ple is an entirely prolate ellipse (F ig. 6 ). This was recorded  
in the Sopron M ountains, on the m eadow called Fáber-rét. For this poin t, a 
strict adjustm ent w as made from the read-off relative points, giving the  
following values:

o =  2.8, b = - 1 . 4 ,  c =  - 0 . 5 ,  d =  2.4.

F ig . 6. C onstruc tion  of th e  p o in t  “ F á b e r-ré t”  
A )  C onstruction  of th e  para lle lo g ram

B y  the relative ellipse, nothing more is indicated for th is point but the  
prolatedness.

B y  the parallelogram  m ethod, the follow ing values were furnished  
according to  the points o f intersection Р г and P 2:

a =  2.8, b = — 1.4, c =  — 0.5 , d =  2.4.

The coefficients (accidentally) precisely agree w ith  the values obtained  
in the course of the exact adjustm ent, i.e. w ith  those to  he regarded as optim al. 
Let us now exam ine, w hat is the measure o f  the errors b y  which the points  
used for the construction o f the straight lines are burdened.

E .g ., one o f the points was obtained in  th is  way:

x b 5 , y B =  122, xM =  200, y M — — 240,

xm/ x b =  +  40, Ум/Хв  =  — 48 .
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(In  th e  values divided b y  у  в, there is no peculiarity, these are of normal arran­
gem ent.) Assum ing equal absolute errors, i.e. ^ 2  units, in  the reading, 
ev id en tly  this influences to a very great ex ten t x B in com parison to the other  
va lu es. In  this w ay, the Corresponding p oin t 1 w ill m ove aw ay from its  place  
considerably, but in the direction of its ow n radius-vector. Since, in com parison  
to  th e  distance betw een point 1 and th e  origo, the adjusting straight line

В )  T he re la tiv e  ellipse

intersects the л-axis at a small distance, the straight line and the radius-vector  
are nearly parallel, th a t is, the m oving aw ay of point 1 on account o f th e  error 
in  x B w ill hardly influence its position  in relation to the straight line. In  an 
extrem e case, i f  one of the com ponents on the base-station is 0 , th is  m eans 
th a t the adjusting straight line has, in  the direction o f the radius-vector  
corresponding to  the unreduced read-off x M, y M values o f the point in question , 
a point lying in th e  infin ite, i.e. the straight line is parallel w ith its direction. 
I f  now , in the course of the interpretation, such points are sought for, for which  
one o f the com ponents on the base-station  is 0 , then the direction of th e  adjust­
ing  straight line w ill be determ ined b y  the radius-vector of the corresponding
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m oving point — of course w ithin certain lim its of error. Such a point is point 
2 on the Fáber-rét (x B =  0, y B =  + 4 8 ,  xM =  —1 75 ,ум  =  + 1 9 6 ) . Accordingly  
the straight line sought for is nearly parallel to  the radius-vector of the point 
(— 175, + 1 9 6 ).

F inally, le t us see on the basis o f the exam ples discussed above, which  
of the disadvantages o f the relative ellipse m ethod — and to  w hat exten t — 
are elim inated by the parallelogram m ethod.

1. Straight lines belong to the sim plest geometric figures, therefore, here 
the first disadvantage falls out entirely.

2. The already m entioned uncertainty  of the great axis of the relative  
ellipse is presum ably elim inated b y  th is m ethod, since here every point is 
utilized for the determ ination o f the great axis (when drawing the adjusting  
straight line).

This peculiarity o f the parallelogram  m ethod is connected  w ith the tw o  
factors which have already been m entioned: one of them  is th a t, in this m ethod, 
the figure used for projection is not closed but of in fin ite extension , therefore 
even points lying in the in fin ite and convenient for determ ining can be sought 
for; the other is that every point is used tw ice: once related to  * B, once to  у  B , 
th a t is, also the direction of the base-vector is made use of, w hile in the relative  
ellipse m ethod only the resultant j / +  -\- y'lB figures in  further com putations; 
the direction of the vector is at m ost used for checking. The result o f this is 
also th at while the a — d  constants cannot be read from  the relative ellipse, 
th ey  can be read from the parallelogram .

3. The uncertainty of the sm all axis cannot be elim inated b y  this m ethod  
either, although what was said above is valid , i.e. in th is m ethod, also the sm all 
axis is determ ined from the whole qu an tity  o f points. It is still to  be m entioned  
th a t, in the determ ination of the straight lines, the m iddle section around  
the axis can generally be well fixed , the slope angle of the straight line, on the  
other hand, is less certain. The result o f th is is th at a and d  are more accurate, 
b and c being less so. (After all, the m ean error of b and c, even  in the strict 
adjustm ent of the Fáber-rét point, is tw ice as much as the m ean error of a and  
d .)  Since the areal form ula t =  ad  — be includes the product b. c, these, 
how ever, are smaller than  a and d, the areal ratio is on ly  sligh tly  influenced  
b y  the larger error.

4. The m ethod gives, even in the case of prolate ellipses (see Fáber-rét) ,  
satisfy ing results, far better than the relative ellipse m ethod, provided th a t  
the base-station lies on a not too inhom ogeneous site. In  such a case, nam ely, 
it  is possible to seek out variations where x B a n d y ß are d ifferent — in  a very  
favourable case, one of them  can be even zero w ithout the other being too sm all 
— and thus a sufficiently accurate construction of the stra ight lines, respect­
iv e ly  — in the latter case — a reliable determ ination of their direction, can be 
ensured.
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According to  these, the m ethod has im portant advantages as against 
th e  relative ellipse m ethod; among its d isadvantages, perhaps the m ost im por­
ta n t one is that th e  m eaning of the parallelogram  is not so illustrative as th at  
o f the relative ellipse. I f  only the areal ratios were needed, th is disadvantage  
m ight he not essentia l. On the other hand, if  the d irectiv ity  characteristics 
have to  be utilized , th e  disadvantage is balanced by the p ossib ility  of reducing  
th e  ellipses m easured for different bases to  a com m on base.
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E IN E  M Ö G L IC H K E IT  D E R  B E ST IM M U N G  D ES T E L L U R IS C H E N  T E N SO R S

J .  V ERŐ

ZU SA M M EN FA SSU N G

E s w ird , a n  S te lle  de r M ethode d e r re la tiv e n  E llipsen , e ine  neu e  M ethode zur A us­
w e rtu n g  te llu risch er M essungen vorgesch lagen , bei der die V e k to ren  de r B asissta tio n  n ic h t 
a u f  e inen K reis, so n d e rn  a u f  die Seiten  eines Q u a d ra te s  re d u z ie rt w e rd en , u n d  dem en tsp rech en d  
b ild en  die E n d p u n k te  d e r V ek to ren  de r E e ld s ta tio n en  S eiten  e ines P ara lle log ram m s. D ie  
V o rte ile  dieser M eth o d e  w erden  d u rch  B eispiele e rö rte r t.

U N E  P O S S IB IL IT É  D E  D É T E R M IN A T IO N  D U  T E N S E U R  T E L L U R IQ U E

J .  V ERŐ

R É S U M É

Au lieu  de la  m é th o d e  des ellipses re la tiv e s , une nouvelle  m é th o d e  est proposée p a r 
l ’a u te u r , où les v e c te u rs  de la  s ta tio n  de b ase  n e  so n t pas ré d u its  su r u n  cercle,m ais su r les cô tés 
d ’u n  carré , e t les p o in ts  f in a u x  des v e c teu rs  de la  s ta tio n  m obile v ie n n e n t sur les cô tés d ’un  
parallé log ram m e. Les a v an tag e s  de ce tte  m éth o d e  so n t illu stré s  su r quelques exem ples.

О ДОПОЛНИТЕЛЬНОЙ ВОЗМОЖНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ТЕЛЛУРИЧЕСКОГО
ТЕНЗОРА

и. В Е РЭ  

РЕЗЮМЕ

Вместо метода относительных эллипсов, применяемого при измерениях теллури­
ческих токов, автором предлагается новый метод, в котором в базисном пункте век­
торы относятся не к окружности, а к граням квадрата, в связи с чем конечные пункты 
векторов подвижного пункта располагаются на сторонах параллелограмма. Возмож­
ности применения предлагаемого метода иллюстрируются на примерах.
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THEORY AND PRACTICE OF THE EVALUATION 
OF MEASUREMENT RESULTS

F . HA LM O S

G EODETICAL RESEA RCH  LABORATORY OF T H E  H UN G ARIA N  ACADEMY OF SCIENCES SOPRON 

[M anuscrip t received N o v em b er 28, 1963]

T he a u th o r  an aly ses th e  accu racy  of m easu rem en t re su lts  on  th e  basis o f d iffe ren t 
m easu rem en t series. I t  is e s tab lish ed  th a t ,  in  th e  a d ju s tm e n t of f ic ti tio u s  va lues ob ta in ed  w ith  
th e  re d u c tio n  of o b se rv a tio n s, th e  n o n -co n sid era tio n  of th e  o rig in a l o bservations a lw ays 
lead s to  erroneous accu racy  e s tim a tio n . C onsiderable dev ia tio n s m a y  e x is t betw een  th e  m ean  
erro rs deriv ab le  in  severa l w ay s, a n d  th e  m ost re liab le  re su lt is fu rn ish e d  b y  th e  m ean  e rro r 
based  u p o n  ev ery  o b se rv a tio n . A ll th e  o thers a re  re la tiv e , su itab le  fo r th e  estab lish m en t of th e  
in n er concordance only .

T he ex am in a tio n  com prises th e  d e te rm in a tio n  m ethods o f a cc id e n ta l and  sy s tem atic  
e rro r in flu en ce . Also th e  re la tio n s  o f th e  n u m erica l d e te rm in a tio n  o f th e  sy s tem atic  e rro r 
a re  derived . T he ev a lu a tio n  b ased  upo n  all th e  o b se rv a tio n s is re g a rd e d  as ju s tified  also fro m  
th e  p o in t o f v iew  of a b e tte r  a sse rtio n  of th e  G auss p rincip le .

F u r th e r  on, th e  analy sis  o f m easu rem en t re su lts  according to  m a th e m a tic a l s ta tis t ic s  
is p resen ted . E m p irica lly  follow able erro r lim its a re  derived , since th e  m easu rem en t accu racy  
is o v e res tim a ted  b y  th e  m ean  e rro r o f Gauss a n d  u n d e re s tim a ted  b y  th e  re liab ility  in te rv a l 
o f  S tu d e n t. T he a u th o r  ta k e s  also  th e  m ean  erro r o f th e  m ean  e rro r in to  considera tion .

F in a lly  th e  d iffe ren t m e th o d s of th e  d e te rm in a tio n  of s y s te m a tic  e rro rs  are sum m arized , 
th e n  a  few  re m a rk s  a re  m ad e  as to  th e  d e te rm in a tio n  of th e  w eigh t n u m b e r  on th e  basis o f th e  
m ean  errors.

I t  is s ta te d  t h a t  th e  possib ilities offered b y  u p -to -d a te  su rv ey in g  in s tru m e n ts  an d  com ­
p u tin g  devices can  be  u tilized  on ly  w hen com ple ted  b y  tech n ica lly  a n d  m a th em a tica lly  well- 
founded  ev a lu a tio n  p ro ced u res estab lished  on u p -to -d a te  bases.

On account of numerous elem entary sources o f error, arising from instru­
m ent deficiencies, from th e individual disposition of the observer and from th e  
effects o f the outer atm osphere, our m easurem ents and observations are 
pregnant w ith  major or minor errors. The adjustm ent com putation , i.e. the  
error theory in  agreem ent w ith  the m ethod o f least squares, established at the  
beginning of the last century, is used to  determ ine these errors and to  take  
them  into consideration in  the course of th e  evaluation . In  the least squares 
m ethod, established b y  G a u s s  and essentia lly  am ended b y  H e l m e r t , an  
infin ite num ber of observations are assum ed. In practice th is is nearly never  
fulfilled, not only in geodesy but also in  other technical or physical m easure­
m ents. It  is im portant, therefore, to execute — until the lim its o f practicability  
— as m any observations as possible. I t  is im portant th at th e  accuracy investig­
ations should he extended to all m easurem ents made in  th e  interests of the  
aim in the corresponding relations during their error th eory  treatm ent. O nly  
in this w ay can more reassuring qualificative num erical data be obtained for
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th e  reliability  of th e  observations, and also the analysis o f  the individual 
k inds o f errors is better prepared.

In  the evaluation and adjustm ent o f  the m easurem ent results, usually  
th e  functions of the observations are d irectly  involved in  th e  com putations 
m uch  rather than th e  observations them selves. This is done in  order to  divide 
th e  prelim inary com putations in several groups and to m ake them  more ration- 
able to  execute. According to the w a y  in  which the m utual dependence of 
th e  results obtained through the prelim inary com putations is taken into  
consideration, d istinction  is m ade betw een  strict (exact) and approxim ating  
so lu tions.

In the subsequent adjustm ent o f th e  already adjusted, so-called fictitious  
observations, the sim plest case is w hen  th e  functional relation  between the  
m easured and fictitiou s (derived) va lu es is linear, and th e  independence 
o f th e  so com puted values can he ensured. In such cases, th e  adjustm ent by  
groups and the uniting o f these results in  a single group is decidedly ad vanta­
geous, since the com putation  work, v ery  tedious in itself, is distributed over 
severa l groups, can be reduced to sm aller units, and th is renders the control 
m ore favourable. As a very essential point, it should be em phasized th at, 
ow ing to  the independence, the sam e values are furnished, after all, for the  
unknow ns by the usual m athem atical-adjustm ent solutions, as in  the course 
o f an adjustm ent in a whole. The com putation work, how ever, is not yet  
fin ish ed  here, since th e  task  is not on ly  to  achieve a direct or indirect derivation  
o f  th e  m ost probable value on the basis o f the observation results (according 
to  th e  Gauss principle), but to furnish also numerical data characteristic 
o f  their accuracy.

In  the case o f direct observations o f different w eights, i f  the m easure­
m en ts are made to  determ ine a single unknow n, the m ost probable value is

x== [ P h ° i  4~ [p] II 0II • • • ~b [p]s °s _ [po] ц

[p ]/ +  [ p ] l l  +  ■ ■ • +  [p]s [p ]

w here a  the value o f the individual observations,p  their w eight, 0 / =  [/>c )// [/>]/, 
. . . are the fictitiou s values derived according to  th e  m easurem ents o f  
the individual groups,
\p ] i ,  [p ]n  th e  weight of th e  observations in the individual groups 
(the Roman index refers to  the group number).

B y  the consideration of all th e  observations, th e  m ean error o f x  is 
obtained  as follows:

Pxf = Í  \ p vv \i ^  !p ö°]/ 
Г [p W  - 1)

( 2 )
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where P  the tota l weight of the observations figuring in the ind ividual groups, 
Vj  =  X — о ! . . . is the difference o f the m ost probable va lu e and o f the  
individual reduced fictitious observations (correction o f the fictitiou s  
observations to the m ost probable value).

=  Oj — 0r  . . are the corrections o f the individual m easurem ents 
related to the arithm etical m ean o f the group, w ithin th e  individual 
groups,
iV = th e  to ta l o f observations m ade for the determ ination o f the unknown.

I f  it  is found necessary to  introduce a further unknown in  each group, 
then, insp ite of (N  — 1), (N  — s) has to  be w ritten in the denom inator of (2 ), 
where s denotes the number o f groups.

According to  the com putation m ethod em ployed until now , on ly  the first 
m em ber under the root-sign was considered, th at is, the m ean error o f the  
com puted value was determ ined m erely on the basis of the corrections o f the  
fictitiou s observations. In the denom inator of the mean-error form ula, of 
course, (s — 1) stands for (N  — 1), whereas s denotes the num ber o f m easure­
m ent groups. I t  is obvious that the relation under (2) does not agree num erically  
w ith  the above-described one unless the changes in the num erator and in the  
denom inator com pensate one another. Since this occurs on ly  in  exceptional 
cases, in  the above case introduced w ith  the reduction o f th e  m easurem ent 
results, the non-consideration o f the original observations alw ays leads to  erro­
neous accuracy estim ates, while w ith  due consideration of the w eight numbers 
the sam e values are obtained for the unknowns, as in a com putation  made 
in a w hole. A significant deviation m ay ex ist betw een the m ean errors com put­
able in different w ays, whence it  is not indifferent, even for further accuracy  
investigations, which one is em ployed. The situation  is the sam e, i f  the com put­
ations are m ade according to the adjustm ent o f interm ediary or conditional 
observations. Apart from the detailed derivations, in a general case, the unit 
w eight m ean error m ay be com puted, considering all the observations, w ith  
the follow ing relation

where f j , f u • • • the number o f excess m easurem ents of the previous group 
adjustm ents,
f j 0 l ,  H o p  • • • —  the corresponding unit weight mean errors,
[P V V ]  =  the square sum  o f th e  w eighted correction o f the m ain  
adjustm ent,
/  =  the number of excess observations o f the main adjustm ent.

It is evident also from relation (3) th at the mean error com puted  
according to  corrections deriving from only the main adjustm ent w ill be a

(3)
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m ean error containing an inner-accuracy qualificative figure, characteristic 
o f th e  main adjustm ent, which refers to  a sm all part o f  all conditions satisfied , 
and therefore cannot be o f an over-all va lid ity . B esides th is, the num ber of 
observations to be considered in the m ean error com putations is arbitrarily 
dim inished, deteriorating the reliability of the m ean error. Here the detailed  
investigation  of certain  problems, and the presentation o f numerical exam ples 
are disregarded [1, 2, 3, 4].

*

Assuming the individual error elem ents as know n, le t us exam ine how  
th e  purely accidental errors can be distinguished from  th e system atical ones 
on an error theory basis. In this connection an exam ination  of m easuring 
procedures neutralizing the system atic error is essentia l both  for the determ in­
ation  of the efficiency data of geodetic instrum ents and for the performance 
of the practical observations. The w ay o f protection  against the influence  
o f accidental errors, on the other hand, lies in  their m inim ization b y  means 
of repeated observations.

Let us assum e again that a to ta l N  o f observations has been made 
for the determ ination o f the unknown X  in  s groups. L et the system atic error 
of the first group be a /, th at of the second one а ц  . . . etc. These constitute  
th e  accidental part o f  th e  system atic influence, while the observations should  
be charged, in addition  to  this, even b y  a constant error a 0 occurring in every  
m easurem ent [5]. T hen the fictitious values derivable according to the m easure­
m ents in the ind ividual groups will be the following:

Pi (°i + a i + ao) + P i  (°2 + a/ + ap) + • • • _ lp ° ' \ i

[pL

a , ,  = Pk ( ° k + a //  +  ao)+P/i+l (°fc+l+ a Il +  ao) +  • •• _ [P0]// I „ , „------------------------------------------------------ --------------- ------------------1- a;/ a 0
[p] 11

[P] ,

P 0')

[ p ] n

+  a l +  ao
(4)

and the unknown w anted:

,  =  Iplo11 + [p^]L +  
[*>,] [P,Y, (5)

where P . denotes th e  sum of w eights belonging to  each group, while — 
preserving the form er denotions — o\ signifies th e  observation charged by  
purely accidental errors (ox =  o\ -f- cq -j- a o)-

Hence the conclusion m ay be drawn th at the more varied the circumstances 
are under which the observations of  the individual groups are made, the easier 
it  is to neutralize the p a r t  o f  the systematic error, varying by groups, in the computed 
values; the constant error, however, continues to charge x with its fu ll  value.
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Let us exam ine n ex t, how to  com pute the m ean error and how to  separate 
the individual error elem ents. Let us assume an evaluation where all the  
observations are relied upon, i.e . it  is taken into account also in the m ean error 
com putations. I t  is know n that the corrections of the individual observations 
(e.g. the first observation o f the first group) are:

■'/, l =  X - i c/,i
\ P  a Is

=  «'/,! - < + « /  +  «0 ------ ~ ~ ~  -  «0 ’L /’J
(6 )

where e denotes the actual errors, e', only its part charged b y  only accidental 
errors. This m ay be w ritten  also in this way:

0 / , i  =  0 > , i +  a l  —
[P,°,Y,

[p ifi
=  b/,i ■

[P,°,]ï
KW (?)

where Ь/д =  е‘1л — s'x is the correction charged only  b y  accidental errors. 
Passing over to  correction square sums [5]:

[pbb]" =  [pb'b'tf + K P -  K2]
[P]

/4 - ( 8)

where /t„ is the m ean system atic error introduced according to  the accidental 
parts o f the system atic error. As can be seen, the individual corrections are 
not charged b y  the constant part o f the system atic error. Consequently, since 
it  is expressed in  x, a m isleading value is obtained already in  the determ ination  
o f the m ean error of the latter. On the basis o f the correction square sum s, 
passing over to  the m ean errors, the following relation is obtained:

/4 = Vx + K P  -  К 2]
{ N - l ) [ P f ( 9)

where is the m ean fu ll m ean error o f the com puted unknown, com puted  
under consideration o f all the observations.

/4 = [pbbtf

[ P ] ( N -  1)
( 10)

and fj,x is the mean error charged only by accidental errors. Since the corrections 
Ö ' charged by accidental errors are not known, their determ ination involves  
certain  difficulties. These can he surm ounted b y  exam ining the corrections 
of the individual observations, as related to the arithm etic mean belonging  
to  their group:

Ь / д  —  0 ,  —  О у д  —  f i a / д  —  Baj  —  £ ® / д  —  е о /  4 “  а /  ~ Ь  —  а 1 —  « 0  —  ®а1 ‘ ( 1 1 )
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I t  is obvious th a t, i f  the mean error com putations are m ade w ith correction 
square sums related to  the mean o f each group, values free o f system atic  
errors are obtained:

и чя =  [рЕР]&) 
^ cu*° [P ]  ( N —s) '

( 12)

Accordingly, i f  th e  num erically com putable values o f (10) and (12) 
are substituted in (9), th e  mean system atic error w ill be determ inable:

2a
[ P ]2 ( N  — 1)

IP)2 -  [P2] (pS? (13)

In this way, th en , the corresponding errors can be separated. The presence 
o f system atic errors h ave other criteria, too , to  be discussed briefly later. 
N o reliable results are furnished if, in  the calculation of the m ean full mean 
error fix, are proceed from  the corrections x,  =  x  — Oj . . . because, according  
to  (2 )

[pObtf =  [P V V Y r +  [ptttt]* =  [ P V V ] ‘ +  [pb  »]&) (14)
and thus

[P M ] ? > [ P V V y , .  (15)

According to  th e  suggestion b y  B öhm , it  is advisable to  com pute the  
m easuring weights, after the determ ination of the system atic errors w ith due 
regard to these, since th is  is the w ay — under the strict observation o f the error 
th eory  — to obtain th e  m ost probable value, well approxim ating the real value. 
According to the ab ove, this is easily  done, since the m ean system atic error 
is known. The relations referring to  the observations of equal accuracy, i.e. 
o f equal weight, log ica lly  follow from  the above considerations.

B y supplying th e  mean full m ean error related to all the observations 
th e  number of values taken  into account is not dim inished arbitrarily, that is, 
th e  Gauss principle prevails. In addition to  th is, the so com puted m ean error 
is n o t only a num ber, obtained b y  satisfy ing the last conditions, characteristic  
o f the inner accordance, but also an accuracy qualifying num ber obtainable  
b y  satisfying every conditions. I f  the m ean error of the defin itive arithm etic  
m ean were w ritten dow n, according to  the law  of error spreading [4; p. 63], 
th en  the mean accidental error of the individual observations w ould decrease 
in  proportion to th e  square root o f the number of m easurem ents; the mean 
system atic error is dim inished proportionally to  the root o f the number 
o f series, while the constant error exerts its influence in fu ll m easure. Am ong  
th ese, according to  th e  above, the first tw o com puted m ean errors are fu lly  
expressed in our relations. In order to  m oderate the third m em ber it  is advisable  
to  repeat the observations in circum stances as varying as possible; in th is w ay,
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nam ely, the system atic errors will be m ostly  varying according to groups 
and thus they  appear w ith  a mean system atic  character. Another w ay of  
determ ining the system atic  errors w ill be discussed shortly later [6 , 4].

The above said w ill be presented directly b y  m eans o f  a short exam ple. 
In three series, 141 observations were m ade for the determ ination of an instru­
m ent constant. The results obtained are shown in Table 1. The m ost probable 
value o f the constant is

X  =  0°02 '05.5". (16)

As for the m ean system atic error, the follow ing num erical value was 
obtained:

A  =  (. p ~  ‘ V / ' i  W  -  A t ü  =  84 .8  ; K  =  ±  9 .2 ', (17)
[ P f  -  [P-]

where the mean errors em ployed in th e  calculations refer to  the unit weight 
observation. As can be seen, the m ean system atic  error is considerable, there­
fore its value m ust be taken  into consideration b y  all m eans in the case of 
possible further error calculations.

Sim ilarly an error formula considering all the observations m ust be 
em ployed also in different triangulation, polygonation and other com putations. 
If, for exam ple, the m ean error of the p oin t in a given netw ork has to  be deter­
mined on the basis o f th e  com puted m ean errors, it  is not sufficient to take  
the corrections obtainable through satisfy in g  the conditions o f the main adjust­
m ent, but also the previous dispersions m ust be considered.

*

For the evaluation  of m easured values, recently  the em ploym ent of 
probability and m athem atical sta tistica l investigations, relying on a modern 
basis, has recently gained wider grounds. The concept o f the true value, as 
applied in  error theory and in adjustm ent com putation , exists in the physical 
world but can usually  n ot be attained b y  the m easurem ents. This is so partly  
because these are charged by errors originating from  the observer and the  
instrum ents, partly because even the va lu e to  be m easured cannot be always 
defined exactly  (e.g. not m athem atical points but m easuring marks are 
pointed at), moreover also the physical factors undergo certain changes, their 
constancy being assum able only for very  short periods (e.g. refraction, tem pera­
ture, crustal m otions, etc .). According to  all th is , unvarying circum stances 
in the individual m easurem ents of a m easurem ent series m ay not — or only  
approxim ately —• be assum ed; therefore the true value is on ly  approxim ated  
by the measured va lu es. The adjusted  values o f  m easurem ents are referred 
to as the m ost probable value. According to  the above interpretation, how ever, 
this is true in approxim ation only. W ith  a great num ber o f m easurem ents, 
the deviation  betw een th e  true and th e  m ost probable values is sm all, but in
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every case the m ean error of the la tter  is given as an accuracy index, expressing  
th e  degree of reliab ility  of the va lue obtained. The question arises, to  w hat 
ex ten t the Gauss’ m ean error y ields a satisfactory reliability  value for the  
m ean error, if  the surplus observations are few. According to investigations  
based on m athem atical statistics, th e  result is satisfactory only in  the case 
o f repetitions exceed ing  30. R ecen tly  H ristov  and B öhm , in  their studies 
[7] and [8 ], have observed em pirically that the accuracy index  determ ined  
in th e  classical w ay , th e  mean error, is smaller than the actual error, i.e. the  
accuracy of observations is generally overestim ated. W ithout going in to  the  
details of the fundam ents of probability theory and of m athem atical statistical 
problems here, le t us exam ine the problem  concerning the possib ility  o f obtain­
ing more reliable qualification indices.

Generally th e  m easurem ent errors are com posed o f several accidental 
error elements, the oscillation of w hich is fairly sm all, but their num ber is 
large. Their oscillation  follows the norm al distribution o f Gauss fairly well, 
and thus the m ost probable value derivable according to  the m easurem ents 
is the arithmetic m ean value of the observations. It is a known fact, how ever, 
th a t reliability factors o f the mean error value derived according to the normal 
distribution, belonging to different probabilities, leave the num ber of excess 
m easurem ents disregarded [9, 10]. According to  investigations based on 
probability com putation , it  can be dem onstrated th at the reliability  interval 
is a function of the num ber of excess m easurem ents. Consequently the omission  
is especially m anifest if  the m easurem ent results are reduced in fictitious  
observations, since in  th is w ay the num ber of excess m easurem ents is arbitrarily  
decreased; at the sam e tim e the dispersions of the original m easurem ents are 
not expressed in th e  weight values, merely the repetition num ber o f the  
m easurem ent is. The number of the excess m easurem ents is expressed in the  
reliability interval calculation corresponding to the Student distribution. 
It  must be remarked, however, that while the measurement accuracy is overestimated 
by the mean error computable in the classical way, it is strongly underestimated 
by the values computed according to the Student distribution; especially the small  
number of excess measurements and the reliability intervals belonging to high 
probabilities are not acceptable [10]. If, for exam ple, the kilom eter m ean error 
is fi \T ,Й =  j ;  2.0 m m , then, according to the Student d istribution, the  
reliability  interval a t P  =  95% m ust be raised to  the 13-fold o f the mean 
error (according to  G a u ss , to the tw ofold); at P  — 99.7%  to its 64-fold  
(according to Ga u s s , to  its threefold). From the practical point of v iew , 
th ese are regarded as gross errors, not acceptable as accuracy indices. The 
problem  appears in a w eighted m easure especially at a sm all number o f m easure­
m ents, yet this is a v ery  frequent case in  practice. According to the investigations  
m ade, the reliability  interval of S tudent for a probability case o f P  =  68.3%  
is  derivable if  the m ean error and its m ean error [10] are known. The reliability
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interval of the com puted x  value is

(18)

i.e. the reliability in terval of the com puted m ean error:

(19)

Accordingly, the probable mean error is

/b e  —  d h  ( /b e  +  5 / b c )  —  ±  ( /b e  +  /* * , )  • ( 20 )

Thus, in order to obtain the most suitable mean error o f  the measurements 
it is indispensable, in its computation, to take also the mean error of  the mean 
error into consideration, further in every case the corrections o f  the original 
observations must be taken into account.

Similar considerations apply to th e  functions of the adjusted  or computed  
values, too.

The above deduced are applicable for every geodetical measurement. 
T hey have special im portance in accuracy exam inations o f  triangulations, 
tieing o f points, traverses and other geodetical m easurem ents or in the evalu­
ation o f m easurem ents carried out for the determ ination o f efficiency data 
of new  geodetical instrum ents, in th e  establishm ent o f their acceptability  
and o f dispersion lim its. It is im portant to  take them  in to  account in the  
elaboration of geodetical m easurem ents carried out for the sake of motion  
investigations of technical establishm ents. Here it  is o f im portance to decide 
w hether the deviation of the values obtained originates from  the inaccuracy 
of the measurement or from actual displacem ents. For these lim its, in cases 
of different probabilities, empirical error formulae have been established:

I f  the part com puted according to the right side o f the equation is 
sm aller than the m ean error allowed, the m easurem ent is acceptable.

Similar problem s arise in the determ ination of the m ean error ellipse,
i.e . o f the base-point curve in the case of point adjustm ent. The method of the 
determ ination of the little  and great axes of the ellipse m ay n ot be indifferent

P  =  0 .6 8 3  =  68.3%  /Íperm. t i  zb (/* +  /bO
P  =  0 .95  =  95%  /Íperm. zb 2 (/i -f- pf)

P  =  0 .9 9 7  =  99.7%  /iperm. zb 3(/4 -b p j)

(21)
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in  respect to further accuracy evaluation . As well as in  the other m ean error 
com putation m ethods, it  is im portant, also here, to  com pute them  w ith correc­
tions related to the original observations and not to dim inish arbitrarily the  
num ber of excess observations. In  th e  weighted arithm etic m eans and in their 
corrections, nam ely, the dispersions of the individual m easurem ent are not 
expressed, and thus th ey  m ight exert a disadvantageous influence upon the  
m ean error and so upon the sizes o f  the ellipses. B eyond  th is, also the mean 
error of the mean error m ust he taken  into consideration, since it  m ay be 
considerable if  the num ber of excess m easurem ents is sm all (this being general 
in such cases). A t different probabilities the empirical error lim its presented  
in (21) can be accepted. B y  considering the above:

The X ,  y  values w anted and their  reliability interval:

(23)

These m ay be sim ilarly considered in the determ ination of the average 
or direction-bound point mean error, too [1 1 ,1 2 ,1 3 ]. Also the determ ination  
o f th e  factors of reliability  in tervals (Fisher distribution) can be carried out 
as strictly  corresponding to  probability  com putation, but also here, like in the 
previous cases, unacceptable sizes are furnished at high probability and small 
num ber of excess m easurem ents. The error ellipses, i.e. base-point curves 
belonging to  a certain point determ ination, com putable in different ways, 
are contained in Fig. 1. The author suggests, also in the present case, to  accept 
th e  result obtained under consideration of the mean error o f  the m ean error, 
further of all the observations.

For a simple construction o f th e  pedal curve an illu strative rapid m ethod  
is presented in [17], beside the know n procedures [14, 15, 16].

*

Now the m ethod o f the determ ination of system atic errors in connection  
w ith  the evaluation o f m easurem ent series will be given  in brief. Since the 
actu a l errors of the m easurem ents, apart from certain exceptions (triangle 
closure, closure o f levelling circle) are not known, the influence o f system atic
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and accidental errors m u st be determ ined in m ost cases, provided the mean  
errors are known. G enerally, if  several series of observations are carried out 
in order to  determine a certain unknow n, provided the mean values of the 
individual series show" a deviation larger than the absolute value o f their  
verified mean error, unquestionably th e  influence o f system atic errors is to  
be suspected:

X , - X n > \ ^ \ .  (24)

F ig . 1

D ifferen t w ay s of re p re se n tin g  th e  m ean e rro r a n d  of its  b a se -p o in t curve.
A e =  th e  g re a t ax is  o f th e  m ean e rro r ellipse co m p u ted  b y  considering  all th e  o b se rv ­

ations
1 =  axis v a lu e  c o m p u ted  by  co n sid erin g  th e  re liab ility , i.e . m ean  erro r of th e  m ean  

error
Â g  =  axis v a lu e  co m p u ted  accord ing  to  F ish e r’s d is tr ib u tio n  u n d e r  co nsidera tion  

of all the  o b se rv a tio n s
Ä  =  axis v a lu e  c o m p u ted  acco rd ing  to  F ish er’s d is tr ib u tio n  u n d e r  co n sid era tio n  

of th e  f ic ti tio u s  observations o n ly
X, y  =  th e  axes o f th e  original sy s te m  o f  co -ord inates

x ' ,y '  =  th e  d irec tio n  o f th e  m ain axes o f  th e  m ean  e rro r ellipse (w ith  a  ro ta tio n  ang le  
of y>)

K. =  d irec tio n -b o u n d  average p o in t m ean  erro r 
fi  =  p o in t u n c e r ta in ty  in  th e  d irec tio n  <p u n d e r co n sid era tio n  of all th e  ob se rv atio n s

The exam ination of th e  m easurem ent results on the basis of Fischer’s distribu­
tion  according to  m athem atical sta tistics reveals w hether the results obtained  
are really  charged b y  system atic errors. The quotient o f tw o mean errors com ­
puted under consideration of all th e  m easurem ents and w ith  corrections
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applied to the group m eans m ay not exceed , in  the case of a g iven probability  
and of a given num ber o f excess m easurem ents, a certain critical lim iting  
value:

К  = Pof
и '2 Я  Г 01(«)

< К к. (25)

For the value o f  K k, again, tab les m ay be constructed as a function  
o f the probability and  of the num ber o f excess m easurem ents. I t  should be  
noted  however, th a t K k values obtained at higher probability and sm all number 
o f excess m easurem ent (which is a frequent case) are practically unacceptable. 
T his means that th e  empirical data established according to  (21) are more 
acceptable even in  th is  case.

a) One w ay o f determ ining the actual value of the system atic error is th e  
group-like elaboration o f m easurem ent groups according to the relation (13). 

ß )  Another m eth od  present itse lf  on the basis of the reliability  intervals,
w hen

K l > / J l± 1

W .
(p  =  0 ,683). (26)

I f  the observations are made in several series, the com putations m ay  
be carried out again according to the previously discussed relations, considering  
how ever, the reliab ility  o f the mean error, th at is the mean error o f the mean 
error. The com putations, of course, w ill be simpler if  the observations are o f  
equal weight [4].

y )  As a third m ethod, the form ing of differences, shortly  m entioned  
in  (24), may be underlined [4].

6)  Finally th e  system atic error can be determ ined from the adjustm ent 
b y  treating it as an unknow n not m easured. In this case also the reliability, 
th e  mean error o f  th e  system atic error can be obtained directly from the  
adjustm ent. The m easure of the m ean error will decide the acceptability  of the  
com puted system atic error.

For further investigations, the consideration of correct w eight numbers 
cannot be indifferent. If, for exam ple, the m ean error of one of tw o observations 
is | /3 -fold the other, and these are not considered when form ing the w eighted  
m ean value, then a w orse result w ill be furnished by the adjusted value and 
its  m ean error than  b y  the mere acceptance of the more reliable value [4]. 
Since the mean error and the weight num ber are m utually dependent values, 
it  cannot be indifferent w hat assum ptions, w hat kind of m ean error com putation  
are relied upon in th e  determ ination o f th e  w eight numbers. A w eight number 
chosen incorrectly m a y  spoil the labour o f  the further accuracy exam inations  
or adjustm ent.

*
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In surveying practice, besides the unknowns to be determ ined on the 
basis of the observations, also the calculation of their reliable accuracy indices 
is o f great im portance. I t  is the surveyor’s task to em ploy such a m ethod in the  
course of the m easurem ents and of their assessm ent as m eets the accuracy 
and econom y requirem ents. In all th is, considerable assistance is provided 
b y  accuracy exam inations on an up-to-date m athem atical basis. The efficiency  
of the instrum ents em ployed in the measurem ents is increased to such an 
ex ten t that a considerable part of the measuring errors consists o f system atic  
errors. This is exactly  w hy a great im portance has to be a ttached  to  the deter­
m ination of these on the basis of the assessm ent of the m easurem ent results. 
The formerly w ide-spread opinion, according to which he who calculates 
m uch thinks little , is more and more pushed aside b y  th e  em ploym ent of 
up-to-date com puting techniques. T oday this m ay be com pleted  with the  
statem ent that he w ho calculates little , makes too m uch allowance, in a 
given case, at the expense of accuracy and does not m ake use, in several 
cases, o f the possibilities offered by w ay of m easurement results. The possibili­
ties presented by m odern instrum ents and com puting equipm ents can be 
exploited  only by com pleting these b y  technically and m athem atically  well- 
founded evaluation procedures relying on up-to-date bases.

Tabic I

Observa­
tion

group

Derived mean 
value
I f in

Repeti­
tion

number
n

Weight
P

Weight 
of the 

individual 
observa­
tions, p

Unit weight 
mean error 

of the 
group

/4

Mean full 
mean error

и Я

Mean acci­
dental 

mean error,
<«>

I. 0°02T5" 28 28 l .. . .  .1 ±  20.9"
i l . 0°02'09" 66 66 l .. . .  л ±  17.4" ±  18.4" ±16.9" ж =  0°02'05.5"

in . 0°01'55" 47 47 l . . . .  л ±  12.3" P a = ±  9-2"
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T H E O R IE  U N D  P R A X IS  D E R  A U SW E R T U N G  V O N  M E ß E R G E B N IS S E N

F. HALMOS

ZUSA M M ENFASSUN G

Die G enauigkeit v o n  M eßergebnissen  w ird  in  diesem  A u fsa tz  a u f  G rund  versch iedener 
M aß re ih en  u n tersu ch t. E s  w ird  fe s tg es te llt, d a ß  m an  bei der A usg le ichung  v o n  f ik tiv e n  W erten , 
e rh a l te n  du rch  Z u sam m enfassung  de r M essungen, im m er zu fa lschen  G en au igke itsschä tzungen  
g e la n g t, wenn die u rsp rü n g lich e n  B e o b ach tu n g en  außer A cht ge lassen  w erden . W esentliche 
A bw eichungen  können  zw ischen  den  versch iedenerw eise  a b le itb a ren  m it t le re n  Feh lern  bestehen  
u n d  d as  zuverlässigste R e s u l ta t  w ird  d u rc h  den  m ittle ren  F eh le r ge lie fert, der sich a u f  die 
g e sa m te n  B eobach tungen  s tü tz t .  All die an d eren  sind n u r  re la tiv , fü r  d ie F ests te llu n g  der 
in n e re n  Ü b ereinstim m ung  geeignet.

E s w erden die B e stim m u n g sm eth o d e n  de r zufälligen u n d  sy s tem atisch en  F eh ler­
w irk u n g e n  u n te rsu ch t. A u c h  de r Z u sam m en h an g  fü r  die zah len m äß ig e  B estim m ung  des 
sy s te m a tisc h en  Fehlers i s t  ab g e le ite t. E in e  A usw ertung , die au f a llen  B eo b ach tu n g en  b asiert, 
i s t  a u c h  vom  S ta n d p u n k t e in e r besseren  G e ltu n g  des G außschen P rin z ip s  fü r  b e g rü n d e t gehalten .

Im  w eiteren  w ird  e ine  m a th e m a tisc h -s ta tis tisc h e  U n te rsu c h u n g  d e r M eßergebnisse 
v o rg e fü h rt .  E m pirish  fo lg b are  F eh lerg ren zen  w erden  ab gele ite t, d a  d ie  M eßgenauigkeit von  
d e m  G au ß ’schen m ittle re n  F e h le r  ü b e rsc h ä tz t ,  v o n  dem  S tu d e n tsch e n  Z uverlässig k eits-In ter­
v a ll  a b e r  s ta rk  u n te rs c h ä tz t  w ird . H ier w ird  au ch  der m ittle re  F e h le r  des m ittle ren  F eh lers 
in  A c h t genom m en.

E n d lich  w erden d ie versch ied en en  M ethoden  fü r die B e stim m u n g  d e r sy s tem atisch en  
F e h le r  zusam m engefaß t; d a n n  w erden  einige B em erkungen  b e tre ffs B estim m u n g  der G ew ich ts­
z a h l a u f  G rund der m it t le re n  F eh le r g em ach t.

E s wird festg es te llt, d a ß  d ie d u rc h  zeitg em äß e  In s tru m en te  u n d  R ech en an lag en  gebo tenen  
M ö g lichkeiten  n u r  m it a u f  zeitg em äß en  G ru n d lag en  ru h en d en , te c h n isc h  u n d  m ath em a tisch  
g u t  b eg rü n d eten  A u sw ertu n g sv erfah ren  e rg än z t au sg en ü tz t w erd en  k ö n n en .
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T H É O R IE  E T  P R A T IQ U E  D E  L’É V A L U A T IO N  D E S R ÉSU L T A T S D E  M E SU R A G E S

F. HALMOS

R É S U M É

L ’a u te u r  exam ine la  précision  des r é s u l ta t s  de m esurages su r la  b ase  de d ifféren tes 
séries de m esures. Il co n sta te  que dans la c o m p e n sa tio n  des va leurs f ic tiv e s  o b tenues p a r  la 
réd u ctio n  des m esurages, on e s t am ené à faire  des é v a lu a tio n s  erronées si on  néglige les o b se r­
v a tio n s orig inelles. Des é ca rts  considérables p e u v e n t  se p rodu ire  e n tre  les e rre u rs  m oyennes 
calculées de d ifféren tes m an iè res . Le ré su lta t  le p lu s  sû r e s t fourni p a r  l ’e r re u r  m oyenne s’a p ­
p u y a n t su r la  to ta lité  des o b se rv a tio n s, les a u tre s  n ’a y a n t  q u ’une v a le u r re la tiv e , co n v en an t 
to u t  au  p lu s p o u r é tab lir  l ’acco rd  in té rieu r.

L ’a u te u r  exam ine les m éthodes p e rm e tta n t  de dé te rm in er l ’in flu en ce  des e rreu rs  
acciden telles e t  sy s tém atiq u es , e t  développe u n e  re la tio n  p o u r la  d é te rm in a tio n  chiffrée de 
l ’e rreu r sy s tém atiq u e . L ’év a lu a tio n  s’a p p u y a n t su r  to u te s  les ob se rv a tio n s lu i p a ra î t  d ’a u ta n t  
p lus m otivée  q u ’elle répond  m ie u x  au  principe d e  G auss.

P a r  la  su ite , l’au te u r  p ré sen te  une a n a ly se  des ré su lta ts  de m esu rag es, basée su r la  
s ta tis t iq u e  m ath ém a tiq u e . I l  d é d u it  des lim ites d ’e rre u rs  p o u v a n t ê tre  su iv ies em p iriq u em en t, 
la  précision  des m esurages é ta n t  surestim ée p a r  l ’e rre u r  m oyenne de G auss e t  fo rtem en t sous- 
estim ée p a r  l ’in te rv a lle  fid u c ia ire  de S tu d en t. L ’e r re u r  m oyenne de l ’e r re u r  m oyenne e st ici 
égalem ent considérée.

On tro u v e  enfin  une  ré ca p itu la tio n  des d iffé ren te s  m éthodes de  d é te rm in a tio n  des 
erreurs sy s tém atiq u es , suivie de  quelques re m a rq u e s  co n cern an t la d é te rm in a tio n  des ind ices 
de poids su r la  base des e rreu rs  m oyennes.

L ’a u te u r  consta te  que les possibilités o ffe rte s  p a r  les in s tru m e n ts  e t  ca lcu la trices 
à p ro g ram m atio n  m odernes ne  p e u v e n t être  m ises à  p ro f i t  que co n jo in tem en t av ec  des m éthodes 
d ’év a lu a tio n  m odernes, r e p o sa n t su r une base  tec h n iq u e  e t  m a th é m a tiq u e  b ien  é tab lie .

О ТЕОРИИ И ПРАКТИКЕ ИНТЕРПРЕТАЦИИ РЕЗУЛЬТАТОВ ИЗМЕРЕНИЙ

Ф. ХАЛЬМОШ

РЕЗЮМЕ

По различным сериям измерений в работе рассматривается точность результатов 
измерений. Делается вывод о том, что выравнивание фиктивных значений, получаемых 
путем подытоживания измерений, без учета первоначальных данных наблюдений, при­
водит всегда к неправильной оценке точности. Между средними погрешностями, выводи­
мыми с применением различных приемов, могут встречаться значительные отклонения; 
наиболее достоверные результаты получаются при определении средней погрешности с 
учетом всех наблюдений. Все остальные приемы являются лишь относительными и опре­
деляют только внутреннее согласие результатов.

Обсуждаются методы определения случайных и систематических погрешностей 
и выводится соотношение для количественного определения систематических ошибок. 
Применение интерпретации по всем данным наблюдений обосновывается и преоблада­
нием в этом случае принципа Гаусса.

В дальнейшем приводится рассмотрение результатов измерений по математической 
статистике. Выводятся предельные ошибки, прослеживаемые эмпирическим приемом, 
учитывая, что средняя погрешность по Гауссу дает преувеличение, а интервал надеж­
ности Стюдента — недооценку точности измерений. Здесь учитывается и средняя погреш­
ность средней погрешности.

В заключение рассматриваются различные методы определения погрешностей 
систематического характера и приводятся некоторые замечания по определению веса 
по средним погрешностям.

В конечном итоге автор приходит к заключению, что возможности, представляе­
мые современными измерительными приборами и счетно-решающими машинами, могут 
быть использованы при применении технически и математически хорошо обоснованных 
методов интерпретации.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)





GENERAL SOLUTION FOR THE DETERMINATION 
OF THE ADJUSTING STRAIGHT LINE

CS. A SSZO N Y I
COAL M ININ G  TR U ST  OF TATABÁNYA, TATABÁNYA, H U N G A R Y  

an d

R . R IC H T E R
D EPA RTM EN T OF M INE EX PLO ITA TIO N , TECHNICAL UNIV ERSITY  FO R H EA V Y  IN D U STRIES

M ISKOLC, HUNGARY

[M anuscrip t rece iv ed  on N ovem ber 28th , 1963]

A n a d ju s tin g  or a d h e re n t s tra ig h t  line based  on th e  p rincip le  o f th e  m in im u m  of th e  
sq u are  su m  of residuals, w hich is to  be a tta c h e d  to  a  se t p o in ts o f  w h ich  are  in  a  d isc re te , 
ap p ro ac h ed  or given fu n c tio n al re la tio n , c an  a lw ays be d e term ined  fro m  fo rm u lae  h av in g  
id e n tic a l fo rm s. T herefore, re la tio n s (3) a n d  (4) rep re sen t th e  general so lu tion  o f th e  a d ju s tin g  
o r a d h e re n t s tra ig h t  line. T he in te rn a l sense o f sym bols figu ring  in  th ese  fo rm ulae  is to  he  
in te rp re te d  acco rd ing  to  th e  c h a ra c te r  o f th e  resp ec tiv e  d a ta .

The necessity for the best determ ining an adjusting straight line adhering 
to  a set o f discrete points arises in geodesy [5], in the analysis o f mine exp lo ita ti­
on [7 ,8 ,1 0 ]  as well as in the other fields o f engineering sciences [1, 3]. M athem a­
tica lly  analogous problems are the determ ination of the m ain direction of 
inertia in m echanics and the determ ination of the major and minor axes 
of the telluric station  ellipse in geophysics [9]. In numerous fields of technical 
practice the adjusting straight line is utilized for the approxim ate analytic  
establishm ent o f empirical functions [1, 3].

In their present paper based on their so far achieved results authors 
deal w ith  the generalization o f the determ ination of the adjusting straight 
line [1, 2, 3].

It is w ell known th at under an adjusting straight line attached to  a 
given system  of isolated points such a straight line is to  be understood, in  
reference to which the square sum of perpendicular residuals is minim um
(Fig. 1).

In the related literature as solution of the aforem entioned problem  
generally the minimum of the function

S (a ; l) =  _V ef =  (xt cos a -f- y, sin a — l)2 (1)
í=i i=i

is sought for (of course in relation (1) instead of the pole angle the bearing 
could also appear). In the literature related to this subject, as a result either 
the tan gen t of the double angle [5, 6 , 10]:

tan 2 a =
2 D  ( x ; y )

П { У ’ У) — П ( Х ', x )
( 2 )
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or the tangent of the onefold angle [2 ]:

A — D  (x; X)
tan a =

tan a =

D ( x ;  y )

D { x  , У)
X - D { y ,  у )

is deduced, where

D  (x ; x) =  2  xi x ,■

П П
2  xt 2 :  x ‘
1=1 1=1

D ( y ; y )  = ^ У г У 1

П i=i
n n

Yi n

2> xi x i — nxs =  j y  4  St :
1 = 1

=  2  У 1 У 1  ~  =  JV V i  V i  :
i = l /=1

2  у,- 2  y ‘
i = i  1=1

Tl
n n

„ z * ? *  „
0  (* ; j )  =  y i  —  ‘— -—  =  2  *,• j i  — j s =  2  ^  Vi

i = l
and

A =  Min j e? J =  —  [Ü (y  ; y)  +  D  (x ; *)]

j [ D ( y ;  y ) - D ( x ; x ) ] ^  +  D'-(x-,y).

(3)

(4)

(5)

(6) 

(?)

( 8 )

The result ob ta ined  from relation (2) is am biguous, therefore it is more 
expedient to use relation  (3) or (4). The bearing of the straight line is to be 
com puted from form ula

A +  D [x ; x)
tan w =  ----------- 1-------— ,

D ( x ; y )
(9)

D  (x ; y)
tan w = -------- - - J '—  .

A +  D (y  ; y)
( 10)

From relations (5), (6 ) and (7) th at well-known theorem can also be read 
th a t an adjusting stra igh t line, which satisfies the principle referring to  the  
m inim um  of the square sum  of residuals, runs through the centre of gravity  
дг5, y s o f the point system . Consequently, knowing the centre of gravity o f a 
point system  the unam biguous determ ination o f the adjusting straight line 
requires merely the know ledge of the bearing or pole angle pertaining to same. 
This can he understood for the very reason, th at know ing the pole angle the
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pole distance / can be com puted:

n  n
V  xt cos a +  Уi sin a

l =  — ------ ----------— ------------=  *s cos a -j- y s sin a . ( 11)

*

D ETERM IN A TIO N  OF T H E  A D JU STIN G  STRAIGHT L IN E  9 5

A  problem frequently arising in engineering practice consists in the deter­
m ination  of an adjusting  straight line, which is not be attached  to a discrete 
point system  but to  a continuous row o f points.

I t  is often necessary to  find an approxim ate analytic relation expressing  
a function  given b y  a table (which contains observations, m easuring results 
etc). The same n ecessity  m ight also arise in the case of an analytically  given  
function , if  the functional relation is too  com plicated or not appropriate for 
utilizing from the v iew -point of certain aims.

In  the first case there is a discrete value system , th is however, does 
not represent the process as required. Therefore, a continuous function is to  
be la id  through th is system  and the ta sk  is the determ ination of an analytic  
form ula approaching the aforem entioned continuous function  as well as 
possible. In  the second case a continuous function is given and for the sim plific­
ation o f same and adjusting function is to  be sought for.

To make the u tilization  of relations to be found in this paper for the  
production of the aforem entioned approxim ate analytic function possible, 
it  is not quite necessary for this function  to  be a linear one. N am ely, it is well- 
know n th at using an appropriate transform ation sim pler function typ es

Acla Techn. Hung. 52. (1965)
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can be linearized, and so th ey  present them selves during the com putation  
as linear functions.

Authors proved in their paper [3] th at in the case o f an adjusting straight 
line attached to a continuous row of points (not to a discrete one) the previously  
g iven  formula o f ta n  a  and tan  f ,  which were deduced for a discrete point

system , might also be applied, m erely the sym bols figuring in these form ulae 
h ave to  be adequately  interpreted.

In this case th e  square sum  o f residuals (Fig. 2) is characterized b y  th e  
relation

S (a, /) =  [̂ J e 2 d s = j  ° [x cosa + / ( * )  sina — l ] 2 ds  . (12)

The adjusting straight now runs through the centre o f gravity, too, the  
coordinates of w hich are expressed b y  the relations

Г x d s ( x )
J x= a

\У /( } x ( y ) d s ( y )
J y = m

! ds  (ж)
Jx= a

p /W ds (y)

fX̂J ( x ) d s ( x ) r m y i * ( y )

1 ds (x)
J x=a

r m d s ( y )
Jy = /(a)

w here x =  x(y)  denotes the form o f the function y  =  f (x)  solved according to  x.
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• From the com parison o f form ulae (1) and (12) the follow ing results are 
form ally obtained:

=  | o° x2ds  — xf ( “ ds  =  Г ' f 2ds. (14)

=  y 2 d s  —  d s  =  jo” r ) 4 s ,  (15)

= j j ' x y d s  -  *s y sJ* ds = J*' ds
(16)

—  *

Pn

__ ^  *

Fig. 3

where |  and rj are obtained b y  the transform ation

£ =  * — *8 . (17)

The described problem also appears in mining practice, e.g. in  the  
location  of the axis line of level drifts. The drift at the height z0 above the  
m ean sea level is given b y  several o f its  discrete points, and one of its possible 
forms is obtained b y  connecting the points w ith straight lines. The demand  
related to the drift to  be located  is, th at it  should adhere to  the corner points 
o f th is given polygon  as w ell as possible (Fig. 3)..

In this case the problem also consists in attaching an adjusting function  
to a continuous row o f points, but as the curve to  be approached consists o f 
linear sections, the integration  can be sim ply performed.

D  (x ; x) =  I x2ds

D (y ; y) =  J*° y2ds

D ( x ;  y )  = j So° x y d s

Jo x d s  • I ° x ds  J 0
Г* ds

Jo

J0V ds • J0sv ds

J о ds

jo x d s .  f 0‘ y d s

ds
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The degree of adherence is expressed by the function

S(a,l) = 2  f  1 eï(t)dt =
1 = 1 Jt  = 0

n-1 /‘/-I
=  2  h  {[*/+1 +  t (xi+i  -  X,)] cos a 4- [у,- +  t (yi+l -  

1 = 1 J t - 0
— У/)] sin a — l}2dt.

( 1 8 )

T he minimum of the above function  occurs at the angle a w hich is determined  
on the base of form ulae (3) and (4) i f  [3]:

2 li f  2 h \ '  x i{t)dt
1 = 0 Jo i= 1 JoD  (x ; x) Г х ? (* )Л

i=i Jo
n—1
2 h
i=l

' V  Г1 x *  (t) dt  -  x j  '2 1, =  2  h f  (t) dt 
1 = 1 Jo

D ( r , y ) ^ n2 l Á '  Y } ( t ) d t
1 = 0 Jo

/=1 /=1 Jo

n — 1 rl n— 1 /*1
2 4  У , ( 1 ) * 2 Ч  У,(*)А/=1 J 0 1 = 0 J 0n — 1

2 Z<1 = 0
A7 — 1 n- 1 /•!

=  2 1< [ 1 у 2-(0 *  - ys2 '2 l i =  2  li f  ' H * ( t ) d t ,
1=0 Jo 1=1 1=1 Jo

f " y ,( 0 *
z=o Jo Jon- 1 rl

-  2 4  х ( (*)У ,(1)Л -
1=0 Jo

n-1
.2 Z<-
=  0

2 ’z< ( 1 (0 y i ( * ) -  *s ys 2  z< = 2 z< Г ■*(*) "(* ) ■*
/ = 0 .70 1 = 0 1 0 Jo

(19)

(20)

( 21 )

where

■X/ (i) — Xj -j- t ( Xj  ̂ Xj) — Xj -J- tz1 X j , 0 t 2  ̂ 1 , ( i — 1, 2 , . . . ,  n 1 ) ,

^ (* )  = y ,  +  i ( 2/ , + i — У/) =  У/ +  * ^ *  0 < t < l ,  ( i =  1, 2 , 1 ),

S ( i )  = f ,  +  * (fl+1 - f f) =  f ,  +  « d f , ,  O ^ t ^ l ,  ( i =  1, 2 , . . . , n - l ) .

H ( t )  =  r]i +  t (tji+1 — rji) =  rji +  tArii,  0 < t ^ l ,  (t =  1, 2 , . . . ,  n — 1 ).
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The values and r are interpreted on the base of relations

ë i = Xi — xs ,  7 ] i = y t — y s (i =  1 ,2 , . . . , n )  (22)

The coordinates xs, y s of the centre o f grav ity  of the polygon in question are:

n — 1
y; h (*,+i +  xi

A i=i

y i ,

. +  y,)
J- i=l

i = 1

n
2 li
i=1

(23)

A fter substitutions and integrations the following results are obtained

n — 1
D ( x \  x ) =

1 = 1

l) (y  ; y)  =  J ;  h
f=I

+  -+

Vf +  Vt A Vi +  —  {AviY  I ;

D(x - y) =  Y ' lt
i =1

1
if  V i  +  Y  i f  ^»?f +  Y  V i  A i i  +  Y  ( A í / Y  ( A t ] , ) 2 3 4 5 6 7 8 9 10

(24)

(25)

(26)
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10. Za m b ó , J . :  T he L o cation  o f Level D rifts. ( In  H u n g a ria n .)  B ányászati L a p o k , (1957).
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E IN E  A L L G E M E IN E  LÖ SU N G  F Ü R  D IE  B E ST IM M U N G  D E R  A U SG LEIC H S-, B Z W .

SC H M IE G U N G SG E R A D E N

CS. ASSZONYI—R. RICH TER

ZUSA M M ENFASSUN G

Bei d isk re ten  bzw . an g en äh erten  oder in  einer gegebenen F u n k tionsbeziehung  s te h e n ­
den ste tig en  P u n k th a u fe n  lä ß t  sich der P o lw in k e l, der die a u f  dem  M inim um prinzip  de r 
Q u ad ra tsu m m e  aus den  sen k rech ten  A bw eichungen  b e ru h en d e  A usgleichsgerade c h a ra k te r i ­
s ie r t, d u rch  F o rm eln  v o n  de r gleichen F o rm  b estim m en . D em en tsp rechend  b e d eu ten  d ie 
B eziehungen (3) oder (4) eine allgem eine u n d  e indeu tige  L ö su n g  der S chm iegungsgeraden . 
D er innere  In h a lt  de r in  den  Form eln  v o rk o m m en d en  Sym bole ä n d e r t  sich nach  dem  C h a ra k te r  
d e r A ngaben.

SO LU TIO N  G É N É R A L E  PO U R  LA  D É T E R M IN A T IO N  D E  LA D R O IT E
D E C O M PE N SA TIO N

CS. ASSZONYI—R. RICH TER

R É S U M É

P our une m u lti tu d e  de po in ts en re la tio n  fonctionnelle  d isc rè te , re sp ec tiv em en t a p p ro ­
chée ou  donnée, l ’ang le  p o la ire  qui carac té rise  la ligne de co m p en sa tio n  basée su r le p rin c ip e  
de m in im u m  de la som m e q u ad ra tiq u e  des d év ia tio n s p e rp en d icu la ires  p eu t ê tre  d é te rm in é  
p a r  des form ules de fo rm e  id en tiq u e. P o u r c e tte  ra ison , les re la tio n s  (3) e t (4) re p ré se n te n t u n e  
so lu tio n  générale e t u n iv o q u e  de la d ro ite  o scu la trice . Le c o n te n u  des sym boles f ig u ra n t  d a n s  
les fo rm ules est à in te rp ré te r  su ivan t la n a tu re  des données.

ОБОБЩЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВЫРАВНИВАЮЩЕЙ ИЛИ 
СГЛАЖИВАЮЩЕЙ ПРЯМОЙ

Ч . А С С О Н И — Р . Р И Х Т Е Р

РЕЗЮМЕ

Для случая непрерывного множества пунктов, связанных между собой дискрет­
ной, приближенной или заданной функциональной зависимостью, полюсные углы, — 
характерные для выравнивающей прямой, основывающейся на принципе минимума 
суммы квадратов перпендикулярных отклонений, — определяются формулами аналогич­
ной формы. Поэтому соотношения (3) или (4) представляют собой о бобщ ен н ое  и о д н о ­
зн а ч н о е  решение сглаживающей прямой. Внутреннее содержание символов, входящих в 
формулы, изменяется в зависимости от характера данных.
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GEODÄTISCHE PUNKTBESTIMMUNG MITTELS 
DER BEOBACHTUNG KÜNSTLICHER ERDSATELLITEN*

K . A R N O L D
GEODÄTISCHES IN ST ITU T POTSDAM

D ie B eo b ach tu n g en  der k ü n stlic h e n  E rd sa te ll i te n  g e s ta tte n  eine w esen tlich  bessere  
geodätische  P u n k tg e n au ig k e it zu  e rh a lte n , als p rin z ip ie ll ähnliche M ethoden , bei denen B eo b ­
a c h tu n g en  des M ondes e in geführt w erden .

Schw ierigkeiten  e n ts teh en  d u rc h  d ie S tö ru n g sw irk u n g en  der no ch  u n b e k a n n te n  T eile 
des Schw erefeldes de r E rd e ; d u rch  sie w ird  die P o s itio n  des S a te lliten  im  R a u m  m it e in e r 
U n s ich e rh e it v o n  e tw a  -^70  m  bis 100 m  b e h a f te t .

W en n  D istan zen  von  n u r  w enigen ta u s e n d  K ilo m e tern  geod ätisch  ü b e rb rü c k t w erd en , 
d an n  k ö n n en  diese d u rch  die B ah n stö ru n g en  v e ru rsa c h te n  S chw ierigkeiten  bei d e r V erw endung  
der »B ahnm ethode«  g em in d ert w erden.

V öllig fre i v o n  den g rav im etrisch en  S tö ru n g en  is t  m an  bei S im u ltan b eo b ach tu n g en  
de r S a te llite n . Sie lassen  eine P u n k tg e n au ig k e it von  ±  10 bis ^  20 M etern  a u f  der E rd o b e r­
fläche  e rw arte n .

E in e  w eite re  G en au igkeitss te igerung  is t  m öglich, w enn m an  b erü ck sich tig t, d a ß  in  
R ich tu n g  sen k rec h t zur S a te lliten sp u r die A usm essgenau igkeit in der p h o to g rap h isch en  A u f­
n ah m e  w esen tlich  besser is t  als in  R ich tu n g  de r S pur.

B ei de r B eo b ach tu n g  eines B litz lic h t-S a te llite n  h a t  m an  n ich t die Schw ierigkeiten , d ie 
sonst w egen de r hohen  A nforderungen  a n  die Z eitm essgenau igkeit zu  ü b e rw in d en  sind.

In wenigen Jahren ist die w issenschaftliche N utzung der optischen  
Satellitenbeobachtungen zu einem  der w ichtigsten  Forschungsgebiete der 
Geodäsie geworden.

An zahlreichen B eobachtungsstationen auf der Erde werden die P ositio ­
nen der Satelliten m it der höchsten G enauigkeit beobachtet, wie es für geodä­
tische Anwendungen gefordert wird. H ervorzuheben sind auch die 12 Baker- 
N unn-Stationen, die recht gleichm äßig über die ganze Erde verteilt sind und 
die B eobachtung selbst sehr lichtschw acher Satelliten gestatten . Der erste 
geodätische Satellit, der B litzlich t-Satellit A N N A  — I B , le itete  neue M öglich­
keiten ein. W eitere B litzlicht-Satelliten  werden in den nächsten Jahren folgen. 
Auch die Sim ultanbeobachtungen der beiden Ballon-Satelliten Echo I und 
Echo II haben sich als für geodätische Zwecke sehr nützlich erwiesen. Seit 
einigen Jahren besteht eine enge Zusam m enarbeit zwischen den osteuropäischen  
Ländern bei der wissenschaftlichen A usw ertung der Satellitenbeobachtungen. 
In W esteuropa ist eine ähnliche O rganisation im  Stadium  des A ufbaus. Bei 
der Internationalen  Assoziation für Geodäsie (IAG) wurde eine Kom m ission  
für Satellitengeodäsie eingerichtet. D ie IAG veranstaltete kürzlich in A then

* N a ch  e inem  V o rtrag , der g e h a lten  w urde  im  R a h m e n  des G eod. u n d  K a rto g ra p h ­
ischen  V ereins in  B u d a p es t und  Sopron , O k to b e r 1963.
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ihr zw eites Sym posium  über Satellitengeodäsie; sie hat kürzlich auch ein 
besonderes Internationales Büro für Satellitengeodäsie eingerichtet.

M it diesen Sätzen  w ollte ich um reißen, welche erhebliche Bedeutung  
die Satelliten  für die G eodäsie erlangt haben.

Gewiß, die B eobachtung der P lan eten  und vor allem des Mondes für 
geodätische Zwecke is t  n ich t grundsätzlich neu.

D ie Beobachtung der Verfinsterung der Jupiter-M onde hat man früher 
bei der Z eitbestim m ung auf hoher See herangezogen.

Ähnlichen Zw ecken diente die B eobachtung der M onddistanzen, also 
der Entfernungen der F ixsterne vom  Mond.

Aus den Störungen der M ondbewegung versuchte man die Erdab­
p la ttu n g  zu bestim m en.

Photographische, spektroskopische und fotoelektrische Beobachtungen  
von  Sonnenfinsternissen sollten ebenso w ie die B eobachtungen des Mondes 
m itte ls  der M arkowitz-Kam era geozentrische Positionen von geodätischen  
P un k ten  liefern.

D iese M ethoden alle werden heute kaum  noch verfolgt, bzw. sie werden  
bestenfalls nur noch m it sehr gedäm pftem  Optim ism us verfolgt, wegen der 
sehr m äßigen G enauigkeit der zu erwartenden R esultate. Das kom m t daher, 
w eil der Mond sehr w e it von  der Erde entfernt ist (300 000 km). Ein W inkel­
fehler von  i l "  bei der Beobachtung des Mondes relativ  zu den Sternen kom m t 
einer Verschiebung um  1,5 km auf der Erdoberfläche gleich.

D ie M ondscheibe is t  ferner nicht in  m athem atischer Strenge ein Kreis, 
die Beobachtungen am Mondrand werden durch die Topographie des Mondes 
erheblich beeinflußt.

Um  B eobachtungen des M ondes für geodätische Zwecke verwenden  
zu können, m üßte m an sie auf etwa i  0,"01  genau ausführen können; denn 
dann erreichte man etw a  i  10 bis 20 m für die G enauigkeiten der Positionen  
a u f der Erdoberfläche, tatsächlich hat m an die G enauigkeit aber kaum weiter 
als 0,"1 treiben können.

Solche Fehlerbetrachtungen sind in  Bezug auf künstliche Erdsatelliten, 
die vielleicht 1000 bis 2000 km hoch fliegen , w esentlich günstiger. B eobachtet 
m an näm lich die R ichtung zum Satelliten  innerhalb von  1" genau, so hat man 
die Position  auf der Erdoberfläche auf etw a £ î m  sicher.

D ie mit der U nkenntnis der Topographie des Mondes verbundenen  
Schwierigkeiten en tfa llen  natürlich bei Verwendung eines künstlichen Erd­
satelliten  sofort.

Diese genannten Vorteile bei der Benutzung künstlicher Erdsatelliten  
für geodätische Zwecke müssen freilich durch bestim m te Nachteile erkauft 
w erden. Zu diesen N achteilen  gehören vor allem die sehr hohe scheinbare 
B ahngeschw indigkeit der künstlichen E rdsatelliten  (bis zu 1° je Sek.) und die 
B eeinflussung der Satellitenbahn durch die ziemlich unbekannten Schwere­
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anom alien, das heißt, durch die M assenunregelm äßigkeiten in  dem Erdkörper.
W ir werden darauf noch eingehend zu sprechen kom m en.
Es liegt also das Problem vor, aus der Beobachtung der künstlichen  

E rdsatelliten  gewisse Aussagen über geodätische Größen zu erhalten.
D ie B eobachtungsm ethoden se lb st w ill ich nur kurz um reißen, um die 

für ihre Auswertung w ichtigen E igenschaften  zu erläutern.
Für geodätische Zwecke kom m en nur photographische B eobachtungen  

des Satelliten  relativ zum  Sternenhintergrund in Frage, wegen der hohen Genau- 
igkeitsforderungen. D araus kann m an den räum lichen, dreidim ensionalen  
E inheitsvektor erm itteln , der vom  B eobachtungspunkt zum  Satelliten w eist.

D ie Satelliten w erden zur Zeit der Däm m erung beobachtet, wenn die 
Sonne sich also unter dem  Horizont b efin d et und gleichzeitig noch den Satelliten  
beleuchtet.

D ie Satelliten haben nur eine Größe von wenigen Metern, so daß nicht 
sehr v ie l L icht zum Beobachter reflek tiert wird. Die m eisten  Satelliten sind  
nicht heller als Sterne v o n  der 6 . bis 8 . Größenklasse. Darüberhinaus bewegen  
sie sich sehr schnell, w as bei ihrer photographischen B eobachtung zusätzliche  
Schw ierigkeiten hervorruft, näm lich einen H elligkeitsabfall von etw a 2m 
Größenklassen. D ie Nachführung der Kam era entsprechend der Bewegung  
des S atelliten  ist w egen dessen hoher G eschw indigkeit schwierig und nur bei 
der B ak er—N unn—K am era streng gelöst. Man ist also auf extrem  lich t­
starke Kam eras m it einem  Ö ffnungsverhältnis 1 : 1 bis 1 : 2 und Em ulsionen  
höchster E m pfindlichkeit (mehr als 25/10° D IN ) angewiesen. Auch sollte die 
Brennweite nicht zu groß sein, nicht m ehr als 50 bis 75 cm.

D as Gesichtsfeld sollte sich w enigstens um 5° bis 10° öffnen, um eine grö­
ßere A nzahl heller Sterne m it auf der P la tte  abgebildet zu haben.

E in extrem  rasch zu öffnender und zu schließender Verschluß ist Voraus­
setzung, w enn man die Zeitm arkierung au f einige tausendstel Sekunden sicher 
bekom m en will.

V iele B eobachtungsstationen sind heute m it Fliegerkam eras ausgerüstet. 
Die genannten Forderungen werden v o n  ihnen kaum  erreicht.

Spezialkam eras für Satellitenbeobachtungen sind die B aker—N u n n — 
Schm idt-K am era und eine bei Zeiss in  Jena in  der E ntw icklung befindliche  
Einrichtung.

M it dem  Start eines Satelliten fä n g t es also an, und nach dem B renn­
schluß beginnt er seine nicht mehr durch M enschenhand beeinflußte Bahn  
um die Erde. Die B ahn des Satelliten ergibt sich dann aus den N ew tonschen  
Bewegungsgleichungen. Ist  £ der O rtsvektor des Satelliten im  Raum , er sei 
vom Schwerpunkt der Erde abgetragen, und V  das P otentia l der Erde

V =
f M o o

1 + 2  У
n~2 m = 0

^nm (s in  (p) [ A nm cos тл -F B nm sin A]1 (1)
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so w ird für die zw eite Ableitung des O rtsvektors nach der Zeit

dV

oder wenn wir den kugelsym m etrischen Teil im P otential abspalten

V = f M / r  +  V

t - f M

(3)

(4)

( 2 )

W ir haben also für die B estim m ung der Satellitenbahn ein System  von  
3 D ifferentialgleichungen zweiter Ordnung. Die Lösung dieses D ifferential­
gleichungssystem s enthält also 6 freie Param eter. Das sind die 6 Keplerschen  
Param eter der Schm iegungsellipse der Satellitenbahn. Sie ergeben sich als 
F unktionen  der Zeit. B ei diesen 6 K eplerschen Param etern handelt es sich 
im  einzelnen um folgende auf der H im m elskugel zu m essende Größen:

1. Der A bstand des aufsteigenden K notens vom  Frühlingspunkt Q.
2. Der Abstand des Perigäums vom  aufsteigenden K noten, со.
3. Die Neigung der Satellitenbahn gegen die Ä quatorebene i.
4. Die Zeit des Durchgangs des Satelliten  durch das Perigäum T.
Ferner
5. Die große H albachse a oder der Param eter p  der Keplerschen E llipse.
6 . D ie E xzentrizität der K eplerschen Ellipse e.

D ies ist das geläufigste System  der 6 Tntegrationsunbekannten. E in  
anderes äquivalentes System  von 6 Param etern, das enger m it der Erzeugung  
der Satellitenbahn durch eine angetriebene R akete im  Zusam m enhang steh t, 
is t  das aus den 3 K om ponenten des O rtsvektors und den 3 K om ponenten des 
G eschw indigkeitsvektors der R akete bei Brennschluß gebildete.

Die Lösung des obigen D ifferentialgleichungssystem s 2 . Ordnung m acht 
keine grundsätzlichen Schwierigkeiten. Es läßt sich m it bekannten M itteln  
au f ein System  von  6 D ifferentialgleichungen 1. Ordnung transformieren. 
E s em pfiehlt sich, in dieses System  die 6 Keplerschen E lem ente als abhängige 
V ariable anstelle von  x, y ,  z, x ' , y '  z' einzuführen. Man hat dann näm lich sofort 
das gesuchte Ziel erreicht, näm lich diese 6 Keplerschen Variablen, durch die 
m an ja  die Bahn des Satelliten im  R aum  beschreiben w ill, hat man dann als 
F unktion  der Zeit.

D as heißt, in den D ifferentialgleichungen treten die ersten Ableitungen  
der Keplerschen Param eter nach der Zeit auf. Diese sind zu eliminieren und  
dann ist noch über die Zeit zu integrieren.
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Nach S h o n g o l o v it s c h  erhält man so für die Bewegung der K notenlinie  
Q  während eines drakonitischen U m laufs, das ist die Zeit zwischen einem D urch­
gang durch den K notenpunkt his zum nächsten Durchgang, folgende Gleichung

öQ =  3 л A 0 cos i -f-

. 35
-j ~ Л ^ 4

4
( 6 . 3 • 2 •I ---------------- sin - 1
\ 7 2

(5)

i  9 , 9 . ,  Л Í 9 2 Л
1--------- b —  sin2 i - ----------- — sin- i e- cos l  со
\ 7 4 J \ 14 3 1

Dabei haben wir nur die von den zonalen K ugelfunktionen 2. und 4. Ordnung 
hervorgerufenen Störungen 1. Ordnung berücksichtigt. Allgemein gilt

ÔQ =  ö Q ( A ik, B ik) 

da =  da (A ik, Bik)

In Strenge sind also alle 6 Keplerschen E lem ente von den beiden со2 fachen  
M annigfaltigkeiten A /k und Bik abhängig.

In Bezug au f das H auptglied in den Schwereanom alien, also auf die zonale  
K ugelfunktion 2. Ordnung, muß man sogar die Störung 2. Ordnung berück­
sichtigen.

H at m an die 6 Integrationskonstanten, das sind also die 6 Keplerschen  
E lem ente, zu einem  bestim m ten Zeitpunkt durch B eobachtungen der Satelliten ­
bahn bestim m t, so kann man m ittels der obigen Ausdrücke für die zeitliche  
Änderung der K eplerschen Elem ente diese 6 Param eter zu jedem  anderen  
Zeitpunkt bestim m en. D am it könnte man dann auch die Position des Satelliten  
im R aum  zu jeder Zeit angeben.

B ei diesem  Vorgehen wird aber vorausgesetzt, daß die A ,k und Btk 
alle bekannt sind. Anderenfalls lassen sich ja  n icht die dQ, öi, da bestim m en.

D iese K oeffizienten  Ajk und В,к kann m an freilich auf Unabhängigem  
W ege aus Schwerem essungen an der E rdoberfläche bestim m en, man hat es 
auch getan. D och m üssen dabei die Schw ereanom alien m öglichst w eitgehend  
auf der ganzen Erdoberfläche bekannt sein; ein Idealzustand, dem wir heute  
noch einigerm aßen entfernt sind, wegen der noch fehlenden Schwerem essungen  
auf der südlichen Hem isphäre.

In dem le tz ten  Jahrzehnt hat man freilich versucht, aus Schwereanomalien  
die Stokesschen K onstanten  zu bestim m en, m an hat die E ntw icklung bis 
zur 8. Ordnung getrieben (Sh o n g o l o w it s c h , K a u l a ), doch sind die R esultate

di =  di(Aijk, B ik)
0 , 1, 2 . . .  oo =  i 

0 , 1, 2 . . .  oo =  k.
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zu unsicher, um für die Bestim m ung der Störungen der Satellitenbahnen  
in  befriedigender W eise verw endet werden zu können.

Es wäre auch erforderlich, diese E ntw icklungen, wie sie aus Schw ere­
anom alien bestim m t worden sind, erheblich w eiter auszudehnen bis in  höhere 
Ordnungen als die achte.

W enn wir also für die B estim m ung der geozentrischen K oordinaten  
aus Satellitenbeobachtungen, die genauen Positionen des Satelliten im  Raum  
w issen  müssen, so kann m an diese nicht erhalten, indem  man für einen bestim m ­
ten  Zeitpunkt em pirisch die m om entanen Keplerschen E lem ente bestim m t  
und  ihre zeitliche Veränderung dann aus den Schwereanomalien ableitet.

So ist man zunächst gezwungen, den um gekehrten W eg zu gehen, den 
Satelliten  m öglichst w ährend vieler M onate zu beobachten, um dann aus den  
beobachteten P osition en  des Satelliten seine Keplerschen E lem ente in ihrer 
zeitlichen Veränderung zu erm itteln. D ie dann auf Grund der B eobachtungen  
erm ittelten  zeitlichen V ariationen der K eplerschen E lem ente sind nun F u n k tio ­
nen der Stokesschen K onstanten Bjk w ie ich es oben angegeben habe. Man 
lö s t  also diese G leichungen nicht von rechts nach links auf, sondern v o n  links 
nach  rechts und su ch t die unbekannten Ацс und Вц. als Funktionen der beob­
achteten  öQ, öi, öa . . .  zu  erm itteln, natürlich au f dem W ege einer A usglei­
chung nach der M ethode d. kl. Quadr. Sie erkennen sofort die hierbei auftre­
ten d e  prinzipielle Schw ierigkeit, zwei oo2-fache M annigfaltigkeiten aus einer 
Ausgleichung zu erm itteln .

Man ist zu K om prom issen gezw ungen und begnügt sich dam it, etw a  
die Ац< und Bik b is etw a zur 9. Ordnung m itzunehm en. Die Stokesschen  
K onstanten  höherer Ordnung ist m an dann genötigt, gleich null zu setzen, 
w as freilich einige schwierig abzuschätzende U ngenauigkeiten m it sich bringt, 
w ird doch die bis ins Unendliche ausgedehnte Sum m e der einzelnen E inflüsse  
der Stokesschen K onstanten  höherer Ordnung einfach genähert gleich N ull 
gesetzt.

Freilich weiß m an, daß die A ^  und bei wachsendem  i  w enigstens wie 
1 f i  gegen Null gehen, freilich erscheinen die А ^ ,  В д  in den Form eln für die 
V ariationen der K eplerschen E lem ente nur in  Verbindung m it dem Faktor  
[a /a ]!, wenn о/a  das Verhältnis der großen H albachse des m ittleren Erdellip- 
soids zur großer! H albachse der Satellitenbahn ist, also ein Q uotient, der im m er 
kleiner als eins is t  und daher bei w achsendem  i ebenfalls gegen N ull geht. 
A n der K onvergenz der vernachlässigten Sum m e is t  sicher nicht zu zweifeln, 
doch  weiß man leider nicht genau, w ie sehr sich die W erte der einzelnen Sum ­
m anden durch die unendlich ausgedehnte Sum m ation addierten.

Der geschilderte W eg hat sich trotz seiner Unvollkom m enheiten jedenfalls 
in  der Praxis als gangbar erwiesen.

Zur E rhöhung der G enauigkeit der R esultate wird man sich natürlich  
n ich t m it der A usgleichung der B eobachtungen eines einzigen Satelliten
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begnügen, sondern mehrere Satelliten  m it m öglichst unterschiedlichen  
Bahnelem enten gem einsam  bearbeiten.

Ein besonderer G esichtspunkt en tsteh t noch aus der Tatsache, daß  
die K oeffizienten  A j k und Bjk nur zusam m en mit den Faktoren (a/a)' 
auftreten, also z. B.

d ü  =  d ü ~ \ ‘ A i k ,
CI ' \ a )

d ü ,  die Bew egung der K notenlinie, ist eine lineare Funktion von  den in der 
K lam m er erscheinenden Größen.

B eobachtet man also einen relativ  niedrig fliegenden Satelliten , der die 
Höhe von  1000 km über der Erdoberfläche nicht übersteigt, so werden die 
Potenzen (a /a)‘relativ groß sein und die Bahnstörungen werden wegen der 
Erdnähe des Satelliten relativ  groß sein. Je  größer aber die Auswirkungen der 
Stokesschen K onstanten auf die Bahn des Satelliten  sind, desto besser und 
genauer wird man diese Stokesschen K on stanten  bestim m en können, das 
heißt, man wird sie aus einem  niedrig fliegenden  Satelliten genauer erm itteln  
können als aus den Beobachtungen von  re la tiv  hoch fliegenden Satelliten von  
etwa 1500 bis 2000 km H öhe.

Man wird also die Aik und B[k aus den relativ  niedrig fliegenden beobach­
teten  Satelliten  bestim m en, um m it ih n en  dann die Bahnstörungen höher 
fliegender Satelliten relativ  zuverlässig zu  erhalten.

B ei einem  2000 km  hoch fliegenden  Satelliten  klingt der E influß der 
K ugelfunktion höherer Ordnung rasch ab. B ei A 5k und B 5k beträgt er nur noch  
20% der bei einem niedrigen Satelliten zu  erwartenden Störungen.

W egen der Brem swirkung der A tm osphäre em pfiehlt es sich aber, für 
geodätische Zwecke einen Satelliten von w enigstens 700 km H öhe zuverw enden.

An den verschiedenen Satellitenbeobachtungsstationen beobachtet m an  
also mehrere Satelliten während sie über dem  Horizont ihre Bahn ziehen. 
Ist der beobachtete Bogen größer als 30°, so kann man m it angem essener 
Sicherheit aus diesen B eobachtungen die K eplerschen E lem ente der S atelliten ­
bahnen für die M itten der B eobachtungszeiträum e ableiten.

Man hat so schließlich die K eplerschen E lem ente bestim m ter Satelliten  
für m öglichst viele Stellen eines zeitlichen  Intervalls von der A usdehnung  
einiger W ochen oder M onate. Dann an alysiert man diese in  A bhängigkeit 
von der Zeit gefundenen E lem ente, indem  m an ihre Veränderung m it der Zeit 
durch die E inflüsse der K ugelfunktionen des Schwerefeldes der Erde darzu­
stellen sucht. D ie linken Seiten der G leichungen (6) werden gewisserm aßen  
beobachtet, die rechten aus der Störungsrechnung abgeleitet. So kom m t m an  
dazu, die Stokesschen K onstanten aus einer A usgleichung zu bestim m en.
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A uf dem geschilderten  Wege haben verschiedene Autoren recht vorteil­
hafte W erte für die zonalen K ugelfunktionen niederer Ordnung im Erd­
schwerefeld gefunden.

R echt zuverlässige Ergebnisse sind w ohl die von K oza i  vom  Sm ithonian  
Institu tion  erhaltenen.

Er führte die Beobachtungen von  13 Satelliten in die Ausgleichung ein  
und kam zu folgenden Resultaten:

A 20 =  1082,36  
±  0,06

A 30 =  —2,566
± 0,012

A i0 =  - 2 , 1 4  
± 0 ,0 8

A 50 =  - 0 ,0 6 3  
± 0 ,0 1 9

Agg =  ± 0 ,1 5
± 0,12

A , 0 =  - 0 ,4 6 9
± 0,021

A 80 =  — 0,31
± 0,02

Ä 90 — ± 0 ,1 1 4  
± 0 ,0 2 5

W ie man sieh t, lieg t für die m eisten  W erte eine gute statistische Sicher­
heit vor. Neben der durch A.10 zum Ausdruck gebrachten G ravitationswirkung  
des Ä quatorw ulstes treten  vor allem die W erte A 30 und A 40 in den Vorder­
grund. Aus A 30 le ite t  sich die sogenannte »Birneform« der Erde ab, indem  
der K rüm m ungsradius der Erde am N ordpol um  etw a 10 Meter kleiner ist  
als am Südpol. D ieses Glied ist im m erhin m it der erstaunlichen G enauigkeit 
von  etw a 6 cm gesichert.

Man hat auch die anderen Stokesschen K onstanten bis zur 10. Ordnung 
zu bestim m en versu ch t, also die tesseralen und sektoriellen K ugelfunktionen, 
hat die W erte aber noch  nicht m it einer annehm baren statistischen Sicherheit 
finden  können. D ie K enntnis der ersten 9 zonalen K ugelfunktionen erleichtert 
jedenfalls die Vorausbestim m ung der P osition  eines Satelliten schon erheblich, 
vor allem die säkularen Störungen können so recht genau erfaßt werden, w as  
sehr w ichtig ist, vergrößert sich doch ihr E influß auf die Position des Satelliten  
linear m it der Zeit.

io-«

io-«

io-«

io-«

io-«

io-«

io-«

io-«

(8 )
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Die noch ziemlich unbekannten tesseralen und sektoriellen K ugel­
funktionen bewirken dagegen Störungen periodischen Charakters, ihre W irkung 
kann sich nicht m it der Zeit akkum ulieren.

Es gilt also, nun die Frage zu beantw orten, mit welcher Genauigkeit 
man die Position eines Satelliten im  dreidimensionalen R aum  bei der gegen­
w ärtigen Kenntnis der Stokesschen K onstanten wird angeben können, bzw. 
wird vorausberechnen können.

D en säkularen Störungen brauchen wir uns dabei w eniger zuzuwenden, 
weil sie sich einigermaßen gut bestim m en lassen. Die G enauigkeit der B estim ­
mung der periodischen Störungen ist das kritische Problem  geworden.

D ie Stokessche K onstante Aik z. B. beeinflußt die B ew egung der K noten­
linie nach K a u l a  um Glieder der folgenden Form:

^ikpq '
B  if; p (*ipq Sjppq

na i+3 |^(1 — ea) sin i
(9)

hier ist über alle p  und q zu sum m ieren.
W ie man sieht, handelt es sich nicht mehr um sehr einfache Ausdrücke. 

Ihre Programmierung auf einer elektronischen R echenm aschine ist sehr 
zweckm äßig.

Die F'ikp sind kom plizierte Funktionen von der N eigung des Satelliten, 
die Gipq hängen im  wesentlichen von  der E xzentrizität der Bahnellipse ab.

D ie uns interessierende Periode kom m t durch den Ausdruck S^pq zum  
Ausdruck. Es ist

^ikpq
l ik

.— Bik

i — к gerade 

i — к ungerade
cos [(i — 2p ) w + ( i  — 2p-\-q) M - \ - k ( Q —&)] ( 10)

ft) ist der A bstand des Perigäum s vom  K noten und hat eine relativ lange 
Periode; M  die m ittlere Anomalie des Satelliten; Q  die Länge des aufsteigenden  
K notens; 0  die Sternzeit.

D ie kürzesten Perioden werden durch den Ausdruck

(i — 2p  - f  q ) M

gebildet, bew egt sich doch ein Satellit in etwa 1,5 Stunden um  die Erde.
p  und q sind ganze Zahlen, p  durchläuft den Bereich von  0 bis i, q den

von — o o  bis - ) - o o .

B ei einem Satelliten, der in etw a 1500 km über der Erde seine Bahn  
zieht, m it der Exzentrizität e =  0,031 und der Neigung i =  78° erhalten wir 
z. B . für eines der durch A 41 und B 41 verursachten periodischen Störungs­
glieder in der K notenbewegung

■^4120 — * [ ^ 4 1  SÍn ( ß  —  @) +  B 41 COS ( ü  — 0 ) ]  .
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D ieser Ausdruck hat also im w esentlichen die Periode der Erdumdrehung.
W eil die Stokesschen K onstanten A 41, B n  n ich t m it angemessener 

G enauigkeit bekannt sind, ist es n ich t m öglich, Q\  12 „ m it obiger Form el zu 
erm itteln .

W ohl ist es aber m öglich gew esen, die Größenordnung dieser W erte aus 
einer harm onischen A nalyse der Schwerem essungen au f der Erde zu bestim m en.

Zur A bschätzung des E influsses der Stokesschen K onstanten au f die 
Positionen des Satelliten  ist es daher möglich, in die Form eln für die perio­
dischen Störungen die W erte größenordnungsm äßig einzusetzen.

Setzt man also beispielsweise die Stokesschen K onstanten größenord­
nungsm äßig in die Form el für die Störungen der K notenbew egung ein und 
le ite t die daraus resultierenden linearen Fehler in  der Position des Satelliten  
ab, so wird m an zu folgenden W erten geführt:

i к P 5 AQ meter

2 2 1 0 ±  27
3 0 1,2 .0 ±  4

3 1 1 1 0
4 I 2 0 ±  69
4 2 2 0 ±  34
6 1 3 0 ±  9

Variiert man also die i, к in ihrem  ganzen W ertebereich und sum m iert 
über alle Glieder, so wird man zu Veränderungen in  der Position  des Satelliten  
um  mehr als 100 m  geführt. In Bezug auf die anderen Keplerschen E lem ente  
gelten ähnliche Beziehungen.

Solange unsere K entnisse von  den W erten der Stokesschen K onstanten  
nur auf die zonalen K ugelfunktionen bis zur 9. Ordnung beschränkt bleiben, 
und so lange die anderen zonalen und tesseralen und sektoriellen K ugel­
funktionen unbekannt sind, wird m an auch unter den günstigsten  Bedingungen  
die Position eines Satelliten  über mehrere seiner Erdum kreisungen hinweg  
nur m it Fehlern von einigen 100 Metern extrapolieren können.

Je höher der Satellit fliegt, um so geringer ist natürlich der E influß der 
Schwereanom alien au f die Position  der Satelliten. Freilich muß m an dann 
diesen Vorteil m it anderen zusätzlichen Schw ierigkeiten erkaufen. Je höher 
der Satellit fliegt, um so lichtschwacher ist das O bjekt und umso größer werden  
die Einflüsse der zufälligen Beobachtungsfehler au f die zu bestim m enden  
geozentrischen P ositionen.

W enn ich Ihnen soeben prinzipiell schilderte, w ie aus den topozentrischen  
Beobachtungen der Satelliten  die Bahnen der Satelliten  bzw. die Stokesschen
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K onstanten  m ittels einer A usgleichung aller B eobachtungen gewonnen  
werden können, so habe ich dabei b ew u ß t ein Problem unberührt gelassen, 
näm lich die Frage nach der genauen P osition  der Satellitenbeobachtungsstatio­
nen im  R aum , muß man doch den v o m  Beobachtungspunkt zum Satelliten  
führenden Beobachtungsstrahlen nicht nur die ihnen zukom m ende R ichtung, 
sondern auch die richtige Lage im  R aum  geben.

Man muß also von  E rdm ittelpunkt aus zunächst den O rtsvektor der 
Beobachtungsstation abtragen und in  seinem  Endpunkt dann den beob­
achteten  und zum Satelliten  w eisenden E inheitsvektor errichten, um  
einwandfreie Voraussetzungen für die Durchführung der Ausgleichung  
zu haben.

Aber der absolute Ortsvektor der Beobachtungsstation ist ziem lich  
ungenau und nur auf v ielle ich t 100 m sicher bekannt.

D ie klassischen geodätischen M ethoden liefern ja nur relative Größen 
auf der Erdoberfläche, die nicht in direkter Beziehung zum Schwerpunkt der 
Erde stehen.

Freilich bieten uns die gravim etrischen Methoden die M öglichkeit, 
absolute Punktbestim m ungen durchzuführen, und es ist auch sehr zu em pfeh­
len, die absoluten geozentrischen P osition en  der B eobachtungsstationen au f  
diesem  W ege zu erm itteln. W egen der v ie len  gravimetrisch noch n icht erfaßten 
Flächen der Erde ist diese gravim etrische Methode nur sehr beschränkt 
anwendbar.

E s wird ferner immer noch ein für a lle  Stationen gültiger Fehler in radialer 
R ichtung von  der Größe 10 bis 20 m  verbleiben, wegen der Unsicherheit 
in der K enntnis der großen Halbachse des m ittleren Erdellipsoids.

Bisher ist es kaum  gelungen, d iese gravimetrischen A usw ertungen in  
angem essener Genauigkeit durchzuführen, und wir müssen davon ausgehen, 
daß die geozentrischen Positionen der B eobachtungsstationen sowohl in  
radialer als auch in den beiden horizontalen  Richtungen um  etw a ^ 1 0 0  m 
unsicher sind.

Führt m an also in  die A usgleichung der Satellitenbeobachtungen nicht 
nur die Stokesschen K onstanten, sondern auch noch die K oordinaten-Tripel 
der geozentrischen Positionen der B eobachtungskam eras ein, so entsteht die 
M öglichkeit, auch diese zu letzt genannten Größen zu erm itteln.

B isher war diese M ethode zur B estim m ung geozentrischer Koordinaten  
nicht von  Erfolg gekrönt, ergaben doch in  dieser R ichtung angestellte  Versuche 
die P ositionen  nicht genauer als auf ^  100 m , also m it der a priori gegebenen  
G enauigkeit, doch wurde in jüngster Z eit über erhebliche Fortschritte berichtet, 
die eine Genauigkeit von i  30 m erwarten lassen.

D am it sind wir auch schon bei der direkten Erläuterung der einzelnen  
M ethoden zur B estim m ung geozentrischer Koordinaten m itte ls  Satelliten­
beobachtungen angelangt, nachdem  ich  vorausschickte einige Ausführungen
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über die G enauigkeit, m it der man die Position des Satelliten  in seiner räum ­
lichen Bahn angeben kann.

Wenn ich die verschiedenen M ethoden zur B estim m ung geozentrischer  
K oordinaten aus Satellitenbeobachtungen schildern m öchte, so kann m an alle  
diese Verfahren le tz ten  Endes als Varianten oder Spezialisierungen einer e in ­
zigen generellen M ethode betrachten.

Diese grundlegende Methode besteht in folgendem :
Die Position des Satelliten im Raum  sei in ihrer zeitlichen A bhängigkeit 

genügend genau bekannt.

B ild  1. P ro jek tio n  des S a te llite n  S a u f  die E rd o b erfläch e  in  d en  B eo b ach tu n g sp u n k t P  d u rc h
den B eo b ach tu n g sv ek to r a

Aus der B eobachtung des Satelliten  vor dem Sternenhintergrund hat 
man die R ichtung des Vektors S P  m it angem essener Genauigkeit erm itte lt  
(B ild  1):

a ° =  SP .
S P

Trägt man nun von  der m om entanen Position des Satelliten £s den V ektor  
a° ab, und verlängert ihn so lange, bis er die Erdoberfläche trifft, deren K en n t­
nis hier als genügend gesichert angenom m en w erde, so hat man dam it den  
Beobachtungspunkt P jp  als Durchstoßpunkt des verlängerten V ektors ac 
durch die E rdoberfläche gefunden.

Die Bahn des Satelliten  ist nach dem ersten K eplerschen Gesetz au f den  
Schwerpunkt der Erde bezogen, dam it erhalten wir autom atisch geozen tr­
ische Koordinaten £p.

Würde m an die räumliche Position  des Satelliten  auf wenige M eter 
genau kennen, und würden die große H albachse und die G eoidundulationen  
m it der gleichen G enauigkeit a priori bekannt sein, so könnte auf diesem W ege  
die geozentrische P osition  innerhalb von etw a 10 m bestim m t werden, die  
R ichtung des V ektors a° kann man ja  auf ^  1* genau beobachten. D as w äre  
für die Geodäsie eine wunderbare M ethode.
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T atsächlich können wir die P osition  des Satelliten im  Raum  a priori 
bestenfalls auf etwa i  100 m angeben, so daß bei B eobachtung im  Zenit die 
Punktgenauigkeit in der H orizontalebene ebenfalls ^  100 m betragen wird. 
D as kann höchstens in  geodätisch unerschlossenen G ebieten gelegentlich von  
N utzen sein.

B ei der Punktgenauigkeit in radialer oder vertikaler R ichtung überlagern  
sich die Fehler in der großen Achse des m ittleren  Erdellipsoids und die U nsicher­
heit in  den Geoidundulationen, so daß auch hier m it einer Unsicherheit von  
i  70 bis 100 m gerechnet werden kann. N atürlich em pfiehlt es sich, im  Zenit 
zu beobachten, um »schiefe Schnitte« m it der Erdoberfläche zu verm eiden, 
was zu ungünstigen Fehlerfortpflanzungen führen könnte. D ie Zenitdistanzen  
sollten  also recht klein sein.

B ild  2. B estim m ung  des g eo d ätischen  P u n k te s  P  d u rc h  einen räu m lich en  V orw ärtse in sch n it 
v o n  zw ei S a te lliten p o sitio n en  u n d  S 2 aus

Die Fehler dieser grundlegenden aber ohne sonstige Einschränkungen  
anwendbaren Methode sind also noch zu  groß. E rst wenn die Satellitenbahnen  
genauer berechnet werden können, kann dieses Verfahren bei der Konkurrenz 
anderer geodätischer M ethoden bestehen.

M ittels astronom ischer Positionsbestim m ungen in Verbindung m it 
gravim etrischen B estim m ungen der L otabw eichungen kom m t m an bekanntlich  
in  verschiedenen Fällen schon zu einer G enauigkeit von ^  30 bis ^  60 m  
in horizontaler R ichtung.

Setzt man eine sehr gut bekannte B ahn des Satelliten voraus, so kann  
m an sich von den in vertikaler R ichtung wirkenden Unsicherheiten in den  
G eoidundulationen und in der großen A chse des Erdellipsoids dadurch befreien, 
daß m an den Satelliten an wenigstens zw ei m öglichst w eit voneinander en t­
fernten Punkten beobachtet. Man hat dann zwei Ortsvektoren a? und a° 
im  Raum . Im  Schnittpunkt ihrer Verlängerung befindet sich der Punkt P  
(B ild  2).

B ereits bei der Verwendung von 2 V ektoren liegt eine Überbestim m ung  
vor, w ollen wir doch aus 4 R ichtungsw inkeln 3 Koordinaten bestim m en. D ie  
beiden Vektoren sind näm lich insofern n ich t unabhängig, als sie sich im  Raum  
schneiden müssen.

8 Acta Techn. Hung. 52. (1965)



114 К. ARNOLD

Solange, wie m an die Satellitenpositionen nur m it Fehlern von mehr als  
100 m  kennt, ist natürlich auch diese M ethode wenig vorteilhaft. Um  die m it  
der Bestim m ung genauer Satellitenpositionen verbundenen Schw ierigkeiten  
zu um gehen oder um  sie wenigstens zu m ildern, hat man folgendes Verfahren  
vorgeschlagen:

Zwei B eobachtungsstationen Р г und P 2 mögen dem gleichen geodätischen  
System  angehören (B ild  3). Man braucht für sie also nicht geozentrische K oor­
dinaten zu kennen. D ie Bahn des Satelliten  sei a priori nur genähert auf einige  
hundert Meter bekannt.

Der Satellit w erde nun von den beiden Stationen P 2 und P 2 sim ultan  
innerhalb von w enigen tausendstel Sekunden beobachtet, also im  Raum  v o r ­
w ärtseingeschnitten. B ei einer sehr guten Beobachtungskam era kann m an a u f

B ild  3. D ie »B ahnm ethode« zur g eo d ätischen  P u n k tb e stim m u n g

diese W eise die P ositionen  des Satelliten auf etwa 30 m erhalten, oder — anders 
ausgedrückt —, m an kann so gewisse während des Zeitraums der sim ultanen  
B eobachtung k onstante und system atische Fehler in der errechneten B ahn  
des Satelliten bestim m en.

Aus den Vorw ärtseinschnitten des Satelliten lassen sich also die K epler- 
schen E lem ente seiner Bahn für einen bestim m ten Zeitpunkt, sagen wir fű i­
den Moment des lez ten  V orw ärtseinschnittes bestim m en.

K ennt m an nun die Stokesschen K onstanten genügend genau, und flie g t  
der Satellit n icht zu niedrig, so hofft m an, für die nächsten 10 bis 15 m in die  
Störungen des S atelliten , also die Änderungen der Keplerschen E lem ente  
während dieses Z eitintervalles, m it befriedigender G enauigkeit, also auf 10 m  
bis 30 m bestim m en zu können; denn während dieser wenigen M inuten, 
während denen der Satellit allerdings etw a 5000 km  w eiterfliegt, werden sich  
die Keplerschen E lem ente nur um geringe Beträge ändern, und diese k leinen  
B eträge dürften sich m it angem essener G enauigkeit bestim m en lassen, so  
argum entiert m an.

Man hofft die P osition  des Satelliten  im Raum auch noch in etw a 5000  
km  Entfernung von  den Punkten P x und P 2 m it genügend hoher G enauigkeit 
erhalten zu können, um  den Satelliten dann in einen der Lage nach unbekann-
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ten  P unkt P 3 zu projizieren, m ittels des Beobachtungsvektors a-j.Ist die Satelli­
tenposition  S" nun so w eit von S'  en tfernt, daß der Vektor аз genähert senkrecht 
steh t, so hat man eine vorteilhafte geom etrische K onfiguration, werden doch 
ungünstige Schnittw inkel verm ieden.

Freilich hat man inzw ischen erkannt, daß die von mir früher genannten  
kurzperiodischen Störungen in der B ah n  des Satelliten schon nach 10 Minuten 
einen Fehler von nahezu 100 m erreichen können, weil die tesseralen  und sekto- 
riellen K ugelfunktionen noch zu w enig  bekannt sind und die durch sie verur­
sachten kurzperiodischen Störungen n ich t berücksichtigt w erden können.

Je kürzer nun das zeitliche In terva ll ist, für das m an die Keplerschen  
E lem ente extrapolieren m uß, umso günstiger wird natürlich die Situation.

D iese Vorteile in B ezug auf die G enauigkeit der K enntn is der Position  
des Satelliten  muß aber durch einen  anderen schwerwiegenden N achteil 
erkauft werden. N ähert sich näm lich der Satellitenpunkt S" dem Punkt 
S'  und sind die Punkte Р 15 P 2, P 3 a u f der Erde unveränderlich, so w eicht 
der Beobachtungsstrahl a3 immer m ehr vom  Zenit ab, wir werden also zu 
ungünstigen Schnittw inkeln und d am it zu einer unvorteilhaften  Fehler­
fortpflanzung geführt. D ie Vorteile in  B ezu g  auf die G enauigkeit in  der Position  
des Satelliten  werden also paralysiert.

Ist der Punkt P 3 aber nicht zu w eit von den B asispunkten P ± und P , 
entfernt, und fliegt der Satellit in angem essener Höhe, so kann m an auch noch  
dann zu einer annehm baren geom etrischen K onfiguration unserer Figur 
gelangen, wenn der Satellitenpunkt S" m it dem Satellitenpunkt S'  zusam m en­
fä llt. So wird man zur M ethode der B estim m ung von N eupunkten  m ittels  
Sim ultanbeobachtungen geführt.

D ie Punkte P t und P 2 seien also als Basispunkte oder F ixp u n k te in einem  
geodätischen System  gegeben (Bild 4 ). Durch einen V orw ärtseinschnitt im  
Raum bestim m en wir die Position des Satelliten . Bei hochw ertigen Kameras 
und Zeitm eßeinrichtungen, die eine W inkelgenauigkeit v o n  i  1" bis 2" 
und Zeitgenauigkeit von  ^  0,002 sec b is 0,001 sec garantieren, läßt sich 
so die räum liche Lage des Satelliten a u f etw a 30 m bestim m en.

Im  gleichen Zeitaugenblick b eob ach tet man auch im  N eupunkt P 3 
den Satelliten  und kann so den Vektor a3 bestim m en. Trägt m an diesen Vektor 
dann an die Position des Satelliten an u n d  verlängert ihn bis zu seinem  Durch­
stoßpunkt durch die Erdoberfläche, so lassen  sich die horizontalen Koordinaten  
v o n  P 3 au f vielleicht 30 m günstigstenfalls bestim m en, wenn wir vo n  den zusätz­
lichen fehlerhaften E inflüssen  der G eoidhöhen und der U nsicherheit in der 
großen H albachse des m ittleren E rdellipsoids absehen.

Ist der Neupunkt P 3 sehr w eit v o m  Subsatellitenpunkt entfernt, hat man 
also für seine Bestim m ung einen ungünstigen  Schnittwinkel, indem  a3 erheblich 
von  der Zenitrichtung sich entfernt, dann können die zuletzt genannten Fehler­
einflüsse sehrerheblich sein.
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Von den E inflüssen  der Geoidhöhen und bei geozentrischen K oordinaten  
von  der Unsicherheit der großen H albachse des m ittleren Erdellipsoids kann  
m an sich dadurch befreien , daß man die Sim ultanbeobachtungen des Satelliten  
n ich t für einen einzigen  Z eitpunkt, sondern auch für w enigstens einen  
zw eiten  Punkt S',  der v o n  S m öglichst w eit entfernt is t , durchführt. Treibt 
m an die B eobachtungsgenauigkeit auf das äußerste so hofft man, den  
N eupunkt auf etw a ^  30 m bestim m en, und dam it bei der Lösung be­
stim m ter Problem stellungen m it anderen geodätischen M ethoden konkurrieren 
zu können. Man ist bei der M ethode der Sim ultanbeobachtungen jedenfalls frei 
von  den Unsicherheiten in  der Position  des Satelliten.

B ild  4. S im u ltan b eo b ach tu n g en  eines S a te lliten  (S , S ',  S " ,  S " ' )  von den  bekann ten  P u n k te n  
P , u n d  P, u n d  d em  N e u p u n k t P 3 au s (K osm ische T rian g u la tio n )

Fliegt der S atellit aber nicht sehr hoch, und sind die Basispunkte einer­
seits und der N eupunkt andererseits im  Vergleich m it der Flughöhe des Sate lli­
ten  sehr weit voneinander entfernt, so wird man zu ungünstigen geom etrischen  
K onfigurationen geführt, und die Genauigkeit der Ergebnisse wird kaum  
annehmbar sein.

Die Z eitbestim m ung für den M oment des Öffnens und Schließens des 
Verschlusses und die dam it in enger Verbindung stehende Ausm essung der 
Satellitenspur in der photographischen P latte in R ichtung der Satellitenbew e­
gung m acht nun w egen  der hohen Anforderungen ein ige Schwierigkeit. D er  
Satellit bewegt sich näm lich  sehr schnell über die P la tte  (0,°1 bis 1° pro 
Sekunde), selbst bei V erschlüssen, die sich extrem  schnell schließen und öffnen, 
is t  so die Satellitenspur bei den U nterbrechungsstellen immer etwas ausge­
franst, die U nterbrechungen haben nicht die nötige Schärfe (Bild 5).

Die Ausm essung der P latte kann man also gewisserm aßen in zwei K om ­
ponenten zerlegen, eine senkrecht zur Satellitenspur und eine in R ichtung  
der Satellitenspur. B eid e K om ponenten ergeben die beiden räumlichen R ieh-
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tungsw inkel der V ektoren Ct°, also z. B . ihre topozentrische R ektaszension a 
und Deklination <5.

W eil die erste K om ponente sich  etw a dreimal genauer erm itteln lä ß t  
als die zweite, hat m an auch vorgeschlagen, nur die erste zu verwenden. Man 
bestim m t dann n icht mehr einen Strahl a° im  Raum , sondern eine Ebene, die 
den B eobachtungspunkt P  auf der E rde, die Position des Satelliten im  R aum  S  
und ein Bogenelem ent an die Satellitenbahn im  Raum enthält. Diese E bene  
wird also durch den topozentrischen O rtsvektor des Satelliten und die T angente  
an die Satellitenbahn aufgespannt (B ild  6 ).

K ennt man die genaue P osition  des Satelliten  im  R aum , z. B. aus seinen  
Bahnelem enten, und ist es wegen der technischen Voraussetzungen n icht

i l  II
i l  I I
II H
I I j I

B ild  5. Z ur A usm essung e in e r U n te rb re c h n u n g  der S a te lliten sp u r

m öglich, die Zeit m it angem essener G enauigkeit zu bestim m en, so kann man  
die genannte Ebene im  Raum errichten und m it der Erdoberfläche zum S chnitt 
bringen. In der Schnittlinie erhält m an dann eine Positionslinie für die Lage des 
gesuchten Punktes au f der E rdoberfläche. W iederholt m an dieses E xperim ent 
später m it dem gleichen oder einem  anderen Satelliten , so erhält man die 
genaue Lage des B eobachtungspunktes auf der Erdoberfläche, auch ohne genaue  
Zeitm essung.

D ie Theorie dieser Positionslin ie ist aber auch dann von  Interesse, w enn  
genaue Zeitm essungen bei der B eobachtung der Satelliten vorgenom m en werden, 
hat m an doch dam it ein M ittel in der H and, den Charakter der durch den  
Beobachtungsvorgang verursachten V erteilung der Fehler des N eupunktes  
zu studieren. Man kann diesen G edanken noch weiter entw ickeln, doch sei 
vorher noch folgendes gesagt:

B estim m t m an die räumliche P o sitio n  eines Satelliten  aus einem räum ­
lichen V orw ärtseinschnitt von zwei F estp u n k ten  aus, so geht es also darum , 
für einen bestim m ten Zeitm om ent die 3 K oordinaten des Satelliten zu b estim ­
men. Bei den Sim ultanbeobachtungen führt man aber in  jedem  der beiden  
Fixpunkte eine Zeitbestim m ung und d ie B estim m ung der topozentrischen  
R ektaszension und D eklination durch. E s werden also neben zwei Z eit­
m om enten insgesam t 4 Param eter b eob ach tet. Offenbar liegt eine Ü berbe­
stim m ung vor: die beiden räum lichen Bestim m ungsstrahlen  dürfen im R aum  
näm lich nicht w indschief zueinander verlaufen .
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Führt man nun nur in einem der beiden F ixpunkte P x präzise B eobach­
tungen von Zeit, R ektaszension und D eklination  durch und verzichtet im  
anderen Punkt P 2 au f die genaue Z eitbestim m ung, sondern m ißt nur die 
photographische P la tte  senkrecht zur Spur des Satelliten aus, so hat m an  
folgende beiden gerade ausreichenden Bestim m ungsstücke für die Position  
des Satelliten im R aum :

Den Vektor a ï vom  Punkt P x zum Satelliten  S  und eine den P unkt P 2 
und den Satelliten S  enthaltende E bene im  Raum. Im  Schnittpunkt dieser 
Ebene und des genannten  Strahles befin d et sich der Satellit zu dem in  dem  
Punkt P x erm ittelten Beobachtungsm om ent.

B ild  6. D er B e o b ac h tu n g ss trah l u n d  die T a n g e n te  an  die S a te lliten b ah n  b estim m en  eine
projizierende E b en e  im  R au m

Schließlich soll noch auf ein Verfahren eingegangen werden, aus den 
Beobachtungen von  Satelliten  sehr genaue Laplace-Azim ute zwischen zwei 
w eit voneinander entfernten  Stationen — m it vielleicht 3000 km Entfernung — 
zu bestim m en.

Wir stellen dazu 2 Beobachtungskam eras so auf, daß sie nicht mehr als 
20 bis 30 km außerhalb der m om entanen B ahnebene des Satelliten  sich befinden. 
Ihre gegenseitige E ntfernung kann etw a dreimal so groß sein wie die H öhe 
des Satelliten. W enn der Satellit sich etw a m ittig  zwischen den beiden Punkten  
befindet, führt m an Sim ultanbeobachtungen durch. Es ist dabei nur eine wenig  
anspruchsvolle Z eitgenauigkeit von etw a 0,01 sec gefordert.

Aus der A usm essung der P latten  nur senkrecht zur Satellitenspur und aus 
innerhalb von ^  100 m gesicherten N äherungspositionen für den Satelliten  
dürfte man das L aplace-Azim ut auf ±  0,2" bestim m en können.

Die U ngenauigkeit in der Position des Satelliten geht dabei nur in seinem  
hundertsten Teil als Querverschiebung in  das Laplace-Azim ut ein, sie beträgt 
also nicht mehr als 1 m . Der Einfluß der U ngenauigkeiten in der Position  des 
Satelliten  wird praktisch  eliminiert. D er zufällige Fehler in  der gegenseitigen  
Querverschiebung der beiden Punkte w ird etw a ^  3 m erreichen.
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Es sei schließlich noch erwähnt, daß m an hofft, m anche Schw ierigkeiten, 
die m it der genauen Z eitbestim m ung a u f 0,001 sec und m it der präzisen  
A usm essung der P latten  in  Z usam m enhang stehen, dadurch Herr werden  
zu können, daß man einen künstlichen L ichtblitze ausstrahlenden Satelliten  
auf eine geeignete B ahn bringt. Ich erinnere hier an das A N N A -P rojekt für 
einen geodätischen Satelliten .

Sie sehen, daß die geom etrischen Problem e der Satellitengeodäsie auf 
typisch  geodätische W eise gelöst werden.

Durch schrittweise Annäherung, zum  Teil m it Iterationsprozessen, bem üht 
man sich, eine nach den theoretischen und praktischen G egebenheiten vorteil­
hafte Lösung zu erhalten. D abei gilt es, zur richtigen Zeit den richtigen Schritt 
zu tun.

Charakteristisch ist auch das A uftreten  sowohl physikalischer als auch 
geom etrischer G esichtspunkte, die beide zum  Teil getrennt, zum  Teil in  völliger 
Verschm elzung zu behandeln sind.

G E O D E T IC A L  PO IN T  D E T E R M IN A T IO N  B Y  M EANS O F O B S E R V A T IO N S O F
A R T IF IC IA L  S A T E L L IT E S

K . ARNO LD

SU M M A R Y

T h e  o b se rv a tio n  of a r tif ic ia l sa te llites  m ak es a  considerab ly  h igher a c c u ra c y  of geodetical 
p o in ts  possib le  th a n  m eth o d s o f sim ilar p rin c ip le , u s in g  m oon o b se rv a tio n s.

D ifficu ltie s  arise on a cc o u n t o f  d is tu rb a tio n a l  in fluences of still u n k n o w n  p a r ts  o f th e  
e a r th ’s g ra v ita tio n a l fie ld ; th ese  p ro d u ce  u n c e r ta in tie s  in  th e  position of th e  sa te llite  o f ab o u t 
i  70 to  100 m .

I f  d is tan ces  o f m ere ly  a  few  th o u sa n d s  o f k ilo m e tre s  spanned  g eo d e tica lly , th ese  d iff i­
cu lties , c au sed  b y  p e r tu rb a tio n s  o f th e  o rb it, c an  be  dim inished b y  th e  a p p lic a tio n  of th e  
“ o rb it m e th o d ” .

A full freedom  from  g ra v im e tric  p e r tu rb a tio n s  can  be a tta in e d  b y  s im u lta n eo u s  ob se rv ­
a tio n s o f sa te llite s . B y  th ese , a  p o in t a ccu racy  o f ±  10 to  20 m  m ay be e x p e c te d  on  th e  e a r th ’s 
surface .

A  fu r th e r  increase in  a cc u rac y  can be re ac h ed  b y  considering th e  fa c t  t h a t  th e  m easu ring  
accu racy  o f th e  p h o to g rap h ica l reco rd  is c o n s id e ra b ly  b e tte r  in  th e  p e rp e n d ic u la r  d irec tion  
to  th e  sa te llite  tra c e  th a n  in  th e  d irec tio n  o f th e  tra c e .

W h en  observing a  fla sh -sa te llite , th e  d ifficu lties  o therw ise  to  be su rm o u n te d  on accoun t 
o f th e  h ig h  req u irem en ts  as to  th e  accu racy  of t im e -d e te rm in a tio n  are  a b se n t.

D É T E R M IN A T IO N  G É O D É S IQ U E  D E  PO IN T S PA R  L’O B S E R V A T IO N  
D E  S A T E L L IT E S  A R T IF IC IE L S

f К . ARNOLD

R É S U M É
4- ’*

L ’o b se rv a tio n  de sa te llite s  a rtific ie ls p e rm e t d ’o b ten ir  une p ré c is io n  de p o in ts  bien  
m eilleure  que  les m éthodes, sim ila ires p a r  leu r p rin c ip e , qui u tilisen t d e s  o b se rv a tio n s  de la 
lune.

C erta in es d ifficu ltés dues à  l ’in fluence  p e r tu rb a tr ic e  de p a rtie s  en co re  inco n n u es du  
ch am p  de g ra v ita tio n  te r re s tre  so n t causes d ’une  in c e r ti tu d e  de i 7 0  à 100 m  en v iro n  de la 
po sitio n  d u  sa te llite  dans l’espace.
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S’il s’ag it de d is tan c es  de quelques m illiers de k ilo m ètres  seu lem en t, ces d ifficu ltés d u e s  
a u x  p e rtu rb a tio n s  de l ’o rb ite  p e u v en t ê tre  d im inuées p a r  l ’em plo i de  la  «m éthode de l’orb ite» .

On se so u s tra it  e n tiè re m en t à  l ’effe t des p e r tu rb a tio n s  p a r le s  observations s im u ltan ées  
des sa tellites. Celles-ci p e rm e tte n t  d ’o b ten ir  une  précision de p o in ts  de  i  10 à 20 m  su r  la  
su rface  de la te rre .

U n  nouvel acc ro issem en t de la  précision  p e u t ê tre  réalisé  d u  f a i t  q u ’en d irection  n o rm a le  
à  la  trac e  du  sa te llite , la  précision  de m esurage  des e n reg is trem e n ts  ph o to g rap h iq u es e s t 
n e tte m e n t plus g ran d e  q u ’en  d irec tion  de la trac e .

L ’ob se rv atio n  d ’u n  sa te llite  «flash» ne co m porte  pas les d iff ic u lté s  qu i sont à su rm o n te r  
a u tre m e n t en ra iso n  des h a u te s  exigences re la tiv e s  à  la  p réc is io n  des m esurages de te m p s .

ГЕОДЕЗИЧЕСКОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПУНКТОВ ПО ДАННЫМ НАБЛЮДЕНИЙ 
ИСКУССТВЕННЫХ СПУТНИКОВ ЗЕМЛИ

К. АРНОЛЬД

РЕЗЮМЕ

Наблюдения искусственных спутников Земли позволяют достигнуть более высо 
кой точности определения пунктов, чем аналогичные в принципе методы, основываю­
щиеся на наблюдении Луны.

Затруднения возникают за счет искажений, связанных с пока еще неизвестной 
частью поля силы тяжести Земли, вследствие чего положение спутника в пространстве 
определяется с неточностью равной ± 7 0 —100 м .

Если преодоляемые геодезическими методами расстояние составляет лишь не­
сколько тысяч километров, эти затруднения, вызванные искажениями орбиты, могут 
быть уменьшены путем применения «метода орбиты».

Полное исключение гравиметрических искажений достигается при одновремен­
ных наблюдениях нескольких спутников. При этом ожидаемая точность определения 
пунктов на поверхности Земли колеблется в пределах от ±  10 до ±  20 м .

Дальнейшее повышение точности возможно, если учесть, что в направлении, пер­
пендикулярном орбите спутника, точность измерений в фотографической съемке гораздо 
лучше, чем по направлению орбиты.

При наблюдениях над спутниками, испускающими мигающий свет, отпадают за­
труднения, связанные в прочих условиях с высокими требованиями к точности измере­
ния времени.
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NEUERUNGEN ZUR THEORIE DES GEOIDS*

K . A R N O L D
GEODÄTISCHES IN ST ITU T POTSDAM

N a ch d e m  m an  die Schw erem essungen an  d e r E rd o b erfläch e  m it e in e r G enauigkeit von  
besser a ls ^  1 m gal d u rc h fü h re n  k a n n , und  n ach d em  m an  zeigen k o n n te , d a ß  die k lassischen  
R e d u k tio n sm e th o d e n  U n sich erh e iten  von 10 m gal u n d  m ehr in  sich  tra g e n  können , w urde  
es n o tw en d ig , die k lassische S to ck es’sche T heorie zu  rev id ieren .

D ie neue  T heorie g eh t v o n  den Schw erew erten  an  der E rd o b erfläch e  aus, u n te rw irf t  
sie k e in e r R e d u k tio n , sondern  f ü h r t  sie d irek t in  den de r T heorie zu g ru n d e  gelegten P o te n tia l­
a u sd ru ck  e in , m ag  m an n u n  a u f  e in e r In teg ra lg le ich u n g , dem  G reen’schen  S a tz  oder einer a n d e ­
ren  R eziehung  au fb au en .

W ie sich  aus den D ed u k tio n e n  erg ib t, e rh ä lt  m an  das S tö rp o te n tia l  u n d  die L o ta b ­
w eichungen  a n  der E rd o b erfläch e , nach d em  m an  im  S to k es’schen In te g ra l  zu  den F re ilu f t­
an o m alien  gewisse E rg än zu n g en  h inzu g efü g t h a t.

N ach  d em  S u p erp o sitio n sp rin z ip  lä ß t sich sch ließ lich  zeigen, d a ß  au ch  die k lassischen  
R e d u k tio n sv e rfah re n  in  W irk lich k e it frei sind  von  geologischen D ich teab sch ä tzu n g en , w enn  
sie n u r  fo lgerich tig  an g ew a n d t w erden .

Seit etw a 10 Jahren hat sich eine recht intensive D iskussion über die 
sogenannte »Neue Theorie« der gravim etrischen Geodäsie en tfa ltet. A uf den  
Tagungen und Sym posien der Internationalen Ass. f. G eodäsie wird das 
Them a »Geoid« in erheblichem  Maße im  H inblick auf diese neuen E ntw ick­
lungen behandelt.

N un, über das Geoid werden Sie alle w ohl eine wohlfundierte M einung 
haben. Es ist, um es noch einm al festzustellen , eine bestim m te N iveaufläche  
des durch die G ravitationswirkung und die R otationsbew egung der Erde  
hervorgerufenen P otentia ls. Näm lich die N iveaufläche, von  der die Oberfläche 
des ruhenden Meeres ein Teil ist.

Man hat dam it eine m athem atisch eindeutig definierte F läche zu bestim ­
men.

Gegen dieses Geoid ist allerdings auch in der Vergangenheit m anchm al 
polem isiert worden. D ie geodätischen M essungen werden an der Erdober­
fläche nun einm al ausgeführt und nicht am Geoid. Das Zusam m enfallen der 
M eeresoberfläche m it dem Geoid sei wenig wichtig; denn au f den Ozeanen 
könne m an ja  keinen Theodoliten aufstellen, noch irgendwelche anderen Prä­
zisionsinstrum ente, die während des M essungsvorganges nach dem Lot zu 
orientieren sind.

* V o rtrag  g eh alten  im  R a h m e n  des Geod. u . K a rto g rap h isch en  V ereins in  R u d a p es t 
u n d  S o pron , O k to b er 1963.
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Das Geoid sei eben n icht direkt zugänglich, es sei lediglich eine F ik tion . 
D arum  solle man es aufgeben, das Geoid zu bestim m en. Ferner heißt es: 
W enn man zur B estim m ung der G eoidundulationen N  und Lotabweichungen  
I , t] m it dem Integral von  S t o k e s  bzw . von  Ye n i n g — M e i n e s z  arbeite

‘ S T (W) A g Fd x
X

. . , [cos a] 7 

[sin a)

so sei die Anwendung dieser Form eln kaum  berechtigt (B ild  1).

7 'J geoid
К

^ I g e o i d

4 71 

1 

2яЛ

B ei der A bleitung dieser m athem atischen Form eln setzt man näm lich  
voraus, die Erdoberfläche sei genau kugelförm ig, was ja  bekanntlich nicht 
zutreffend ist. Um  die V oraussetzungen dieser Theorie zu erfüllen, werden die 
außerhalb des Geoids gelegenen Erdm assen ideel fortgeschafft und nach dieser 
oder jener Methode in  das Erdinnere transportiert. B ei der K ondensations­
m ethode werden sie dann als F lächenbelegung auf der Geoidfläche verteilt, 
bei der isostatischen M ethode als K om pensationsm assen zwischen dem Geoid 
und der isostatischen A usgleichsschicht gelagert, nach B o u g u e r  werden die 
äußeren Erdm assen fortgenom m en und dann nicht mehr im  Erdinnern verteilt.

Bei allen diesen M assentransporten verändern sich nun w eiter die N iveau ­
fläch en , wegen der G ravitationsw irkung der transportierten Massen, und m an  
m uß den sogenannten indirekten E ffekt berücksichtigen, das ist der vertikale  
A bstand des neuen Geoids, des Co-Geoids vom  Geoid.

Um  die durch diese M assentransporte hervorgerufenene Änderungen  
der Schw ereintensität berücksichtigen zu können, muß m an aber die D ichte  
der wegtransportierten M assen kennen. L iegt eine Schwerestation in  500 m 
H öhe auf einer H ochebene, so ist die G ravitationswirkung einer unendlichen

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



NEUERUNGEN ZUR THEORIE DES GEOIDS ] 2 3

P latte von 500 m Stärke gleich

X&H Qd 0,1 H me(er ^  Ilmgal

wenn л eine fehlerfreie K onstante, û  die D ichte der Massen und H  die topogra­
phische Höhe ist.

D ie D ichte ist im  M ittel etwa gleich & — 2,67 gr, so wird bei einer Höhe 
von 500 m durch das W egnehm en dieser P la tte  die Schwere um  50 mgal verän­
dert. Nun kann aber die D ichte der P latte sich  von  dem Standardwert durch­
aus um  etw a 10% unterscheiden. Das ändert auch die G ravitationswirkung  
dieser P latte um 5 m gal, während man doch heute die Schwere mühelos au f  
i  1 m gal bestim m en kann.

H at man dann die äußeren Massen entfernt, so muß der Aufpunkt von  
der Erdoberfläche auf das Meeresniveau herabgesetzt werden. Dazu braucht 
man den Vertikalgradienten der Schwere, also die sogenannte Freiluftreduktion.

Hierbei benutzt man den sogenannten »normalen« Freiluftgradienten, indem  
m an für R  den m ittleren Erdradius w ählt, während richtigerw eise hier die 
Krüm m ung der N iveauflächen  nach dem Entfernen der äußeren Massen zu 
setzen wäre. Daraus ergeben sich Änderungen in  der Freiluftreduktion um etwa

nach dem Entfernen der äußeren Massen sind, 5" je 10 km sind durchaus p lau­
sible W erte. B ei einer Meereshöhe von 1 km  erhält m an dann 3 mgal als 
Fehler in der »normalen« Freiluftreduktion, also wieder ein W ert; der erheb­
lich außerhalb der B eobachtungsgenauigkeit liegt.

Fassen wir also die an der »klassischen« Theorie geübte K ritik zusammen: 
Man erhält W erte, die sich au f das Niveau des Geoids beziehen, und durch die 
Regularisierung der Erde, wie sie dabei vorgenom m en wird, können die 
Schwereanom alien um mehr als 5 mgal en tstellt werden, also um einen W ert, 
der erheblich außerhalb der Genauigkeit der m odernen Schwerenetze liegt.

Mit der nun zu besprechenden »Neuen Theorie« ist m an bem üht, die 
Mängel der alten Theorie zu beheben und allen modernen Anforderungen 
gerecht zu werden.

Grundsätzlich werden keine ideellen M assentransporte vorgenommen, 
die m athem atische Form elentwickelung geht aus von der wirklichen nicht

2 H  — 0,3 H meter — <4grngal

w enn 3 £/6j  und bij/cüj die horizontalen Änderungen der Lotabweichungen
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regularisierten Erdoberfläche. Es w ird das Störpotential für Oberflächen- 
punkte untersucht in seiner A bhängigkeit von den Schwerewerten an der 
Erdoberfläche.

W ir behandeln also das N eum annsche Randwertproblem  in Bezug auf 
die physische Erdoberfläche als R andfläche ohne Regularisierung der Erde. 
E ine vorteilhafte A usgangsbasis ist da die sogenannte zw eite Id en titä t von  
G r e e n , der sogenannte Greensche Satz (B ild  2).

Э T  

3 n
(d e )Pi 9 (1 /0

3 n
(da)P2.

Der Außenraum der Fläche a  sei frei von gravitierenden Massen, das sei 
also der Außenraum der Erde. P x lieg t im  Außenraum der Erde, auf ihn bezieht 
sich  als Aufpunkt des Störpotentials T  linker Hand. In  den Integranden ist 
T  und 0T/0n das Störpotential und dessen vertikale A bleitung an der Erd­
oberfläche ff, da  das F lächenelem ent, r der geradlinige A bstand der beiden  
P u n k te P , und P 2. Senken wir nun den Aufpunkt P x au f die Erdoberfläche  
a  herab und berücksichtigen wir dabei die im  Integral

т Э(1 /г) 
3n

da

entstehende Singularität, so wird

г
1 ГГ 1 э р  j

2 л  i l  г 3 n
JL ГГ т Ш -da
2 л  JJa 3n

дТ /д п  ergibt sich aus den Schwerem essungen. D ie R ichtung von  dn  ist 
dabei nicht die des L otes, also der Lotrichtung, es handelt sich vielm ehr um  
die R ichtung des Norm alvektors der Erdoberfläche (B ild  3).
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W endet m an also den Greenschen Satz auf die Erdoberfläche a  an, so 
erscheinen dort ЗТ/Этг, T  und r; alles W erte, die sich au f die tatsächlichen, 
nicht reduzierten Verhältnisse an der Erdoberfläche a  beziehen.

Wir wollen uns noch n icht gleich der strengen A uflösung dieser Gleichung 
zuwenden, wir w ollen uns vielm ehr noch eine vereinfachendere sphärische B e­
trachtungsw eise heranziehen. Sicher sind die U nterschiedlichkeiten der Kugel 
und der topographischen Erdoberfläche vorhanden, im  Vergleich zum Erd­
radius sind sie aber nicht sehr groß. Projizieren wir daher die Punkte P x, P , 
normal auf die Erdkugel, so werden ihnen die P unkte P j und P 2 zugeordnet. 
Ihre Entfernung ist nicht mehr r, sondern rx.

Ordnet man den Punkten P£ und P£ die gleichen W erte für T  u n d 3 P /3 n  
zu, die für die Punkte P 2 und P x gültig sind, und führt die ganze Situation in  
den nunmehr auf die K ugel angewandten Stokesschen Satz ein, so folgt

T a s d —  ff - i -  -  —  dx -  —  f f
2 л ) ) „  r„ dv 2 л ) ) х 0r

wobei V die Norm ale der K ugelfläche ist. ЗТ/Эг ergibt sich nun aus den 
Schwerem essungen.

T  =  W  - U

ЭT  _  d W  _ 8U
dv dv dv

Das Störpotential ist ja  die Differenz vom  tatsächlichen P otentia l und normalen 
Potential.

dWjdv ist die Schwere im  Aufpunkt P 2 an der Erdoberfläche, dUjdv 
ist die normale Schw ereintensität in dem gleichen P un k t und ergibt sich aus 
der Form el für die Norm alschwere am Ellipsoid.
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Das norm ale äußere Schw erefeld ist genauestens bekannt, es läßt sich 
m athem atisch einwandfrei berechnen, ohne irgendwelche Annahm en und 
Annäherungen (B ild  4).

Die normale Schwere ye im  P unkte P£ ist auf 0,1 und auch auf 0,01 
m gal genau b ekannt, also allen Anforderungen entsprechend. D ie normale 
Schwere ya in P 2 ergibt sich aus y e au f einfache W eise m ittels des normalen 
Schweregradienten, der ebenfalls genauestens bekannt ist.

idy_
\QH 'mglm

0,3086

P2

denn der Außenraum  des E llipsoids ist ja frei von gravitierenden Massen. 
Also

=  У* -  0,3086 (H +  N).

Die normale Schwere an der Erdoberfläche a läßt sich also m it beliebiger 
Genauigkeit berechnen. Daher w egen

QW
dv ga

QU
У *

folgt
Э T
dv

ga Ya =  Sa - У а  +  0.3086 H  +  0 ,3086 N .

Es tritt also noch in 3 T/dv  die G eoidundulation N  auf, diese steh t dem Stör­
potential an der Erdoberfläche a  sehr nahe.

A uf der rechten  Seite des Integrals für T  tr itt also in  beiden Integralen  
die gesuchte Größe Tx  im pliziert auf. Der Greensche Satz gibt nicht direkt 
eine explizierte G leichung für das Störpotential. Wir m üssen vielm ehr noch 
langwierige Um form ungen vornehm en, bis wir zu dem gew ünschten Ziel einer 
bequem en exp liziten  Lösung für T a gelangt sind.
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E s würde den Rahm en dieser Ausführungen sprengen, auf alle diese 
Um form ungen einzugehen. Ich w ill Ihnen lediglich das Ergebnis angeben.

also ein  Ausdruck, der rein äußerlich die gleiche Struktur hat, w ie die Ergebnisse 
der klassischen Theorie. A uf der linken Seite stehen n icht mehr explizit die 
W erte, die nicht auf das Geoid, sondern auf die Erdoberfläche beziehen, und  
bei der A bleitung aus dem Greenschen Satz tauchen keine geologischen  
B etrachtungen über die D ichte der Erdkruste und den wahren Vertikalgradien­
ten  der Schwere auf.

W ährend m an bei der klassischen Betrachtungsw eise den Aufpunkt m it 
der tatsächlichen Schwere herabsenkt auf das Geoid ist es hier um gekehrt, der 
Punkt m it der norm alen Schwere y  auf dem Ellipsoid wird vertikal nach oben  
bis an die Erdoberfläche gehoben. W ährend der erste Vorgang geologische  
H ypothesen  notw endig m acht, w egen des Vorhandenseins der äußeren Massen, 
ist der zw eite Vorgang ein solcher im  m assenfreien Außenraum  des normalen  
P otentia ls. D ie Bedingungen sind grundsätzlich verschieden. W ährend dort 
dieser Vorgang nur approxim ativ m öglich ist, ist er hier in Strenge m öglich.

B ei der Projektion der P unkte P 2 und P 1 von  der Erdoberfläche auf die 
K ugel treten  freilich Verzerrungen der Größen r auf.

E ine modernen Ansprüchen genügende A uflösung unseres Problem s 
wird daher von der Erdoberfläche ausgehen m üssen und die topographischen  
Unregelm äßigkeiten berücksichtigen müssen. W enn ich soeben im  Zusam m en­
hang m it dem Greenschen Satz von einer A bbildung der Erdoberfläche auf 
die K ugel x sprach, so nur, um  Ihnen eine erste N äherungslösung für den 
Greenschen Satz plausibel zu m achen. D ie strenge Behandlung des Greenschen 
Satzes kann ich hier nicht in  extenso bringen, aber ich w ill das Ergebnis kurz 
angeben.

Man kom m t näm lich zu dem Ergebnis, daß man zu den Freiluftanom a­
lien nur den Betrag

g - K h  +  *?«) = —  Г  4 ! s = â i s ± i r
2 л  Jo Jo r2

hinzuzufügen hat, um  von der sphärischen Lösung zu der auf die Erdoberfläche  
bezogenen überzugehen.

h ist der H öhenunterschied gegenüber dem Aufpunkt P v  Diese Korrek­
tion  is t  im  Flachland unbedeutend, in hügeligem  und gebirgigem Gelände
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kann sie 10 bis 20 m gal betragen, in extrem en Fällen 50 m gal und mehr.
Fassen wir also zusam m en: Führt man in der k lassischen Stokesschen  

und Vening-M eineszschen Form el die K orrektion

« M fs  +  Ч tj)

zu den Freiluftanom alien ein, so m acht m an sich von den Unsicherheiten in  
der Kenntnis der D ich te  der Erdkruste und des wahren Y ertikalgradienten  
der Schwere frei und erhält das Störpotential und die L otabw eicliungen an der 
Erdoberfläche und n ich t am Geoid.

SC H R IFT T U M

A r n o l d , K .: Zur B e stim m u n g  d e r G eo idundu la tionen  aus F re ilu ftan o m a lien . Schw erew erte 
in  großen H öllen  ü b e r  de r E rdoberfläch e . Veröff, N r. 12. Geodät. In s t. Potsdam  b. d. 
D t. A kad. d. W iss. z u  B erlin , 1958.

A r n o l d , K .: Strenge T h eo rie  de r ab so lu ten  L o tabw eichungen  als F u n k tio n e n  der F re ilu f t­
anom alien  der S chw ere. Veröff. N r. 13. d. Geodät. In st. P otsdam  b. d. D t. A ka d . d. W iss. 
zu  Berlin, 1959.

A r n o l d , K .: Die R a n d b ed in g u n g en  von  C auchy  u n d  die H a u p tau fg a b e  de r p h ysika lischen  
Geodäsie. . . Gerl. B e itr . Geophys. 68 (1959), 1 —14.

A r n o l d , K .: E ine W eite ren tw ick lu n g  der T heorie  der N iv eauflächen  des E rdschw erefeldes. 
M ber. Dtsch. A ka d . d. W iss. zu B erlin  3 (1961), 92 — 97.

A r n o l d , K .:  Die M eth o d en  d e r F re ilu ftred u k tio n  u n d  der iso s ta tisc h e n  R e d u k tio n  in  ih ren  
gegenseitigen B ezieh u n g en . Gerl. Beitr. Geophys. 70 (1960), 131 — 136.

M o l o d e n s k y , M. S., u n d  M ita rb .:  M ethods fo r s tu d y  of th e  e x te rn a l g ra v ita tio n a l fie ld  and  
figure  of th e  e a r th  (Ü b e rs , a. d. R uss.), Je ru sa lem  1962.

IN N O V A T IO N S TO T H E  T H E O R Y  O F  T H E  G E O ID

К. ARNOLD

SU M M A RY

A fter th e  g ra v ity -m ea su re m e n ts  on th e  su rface  of th e  e a r th  y ie ld  a  precision  of b e tte r  
t h a n  1 m gal and  a fte r  i t  h a s  b een  p roved , t h a t  th e  classical re d u c tio n -m e th o d s  invo lve  in ce rta in ­
t ie s  o f  possibly m ore th a n  10 m g al, i t  cam e o u t, t h a t  th e  classical S to k es-th eo ry  m u s t be  rev ised .

T he new th eo ry  o f g ra v im e trica l geodesy  deals w ith  u n re d u ce d  g rav ity -v a lu e s  a t  th e  
su rfa ce  of th e  ea rth . T h e y  a re  in tro d u c ed  d irec tly  in to  th e  p o ten tia l-fo rm u la , th is  m ay  be 
a n  in teg ral-expression , th e  fo rm u la  of G reen or a n  o th e r co n v en ien t fo rm u la .

B y  th e  m a th e m a tic a l tr e a tm e n ts  i t  com es o u t, th a t  we receive  th e  d is tu rb an c e -p o te n tia l 
a n d  th e  deflections o f th e  v e r tic a l  a t  th e  surface  of th e  e a r th , if  we a d d  a su p p le m e n ta ry  te rm  
to  th e  free-air anom alies in  th e  S tokes-in teg ral.

I t  can be proved  b y  a  c e r ta in  superp o sitio n -m eth o d , th a t  th e  classical red u ctio n -m e th o d s 
a re  in  re a lity  free of a n y  h y p o th e s is  on th e  d e n s ity  o f th e  e a r th  c ru st.

IN N O V A T IO N S A LA  T H É O R IE  D U  G É O ÏD E

K. ARNOLD

R É SU M É

É tant donné que les m esures de pesanteur à la surface de la terre peuvent être exécutées 
a v ec  une précision supérieure à i  1 m gal, et com me d’autre part il a été dém ontré que les 
m éthodes classiques de réduction  peuvent présenter des incertitudes de 10 m gal et plus, il est 
d ev en u  nécessaire de reviser la théorie classique de Stokes.

Acta Techn. Hune;. 52. (1965)



NEUERUNGEN ZUR THEORIE DES GEOIDS 12Ö

La nouvelle théorie part des valeurs gravitationnelles de la surface et, sans leur faire 
subir aucune réduction, les introduit directem ent dans l ’expression du potentiel qui sert de 
hase à la théorie, qu’on se fonde sur une équation intégrale, sur le théorèm e de Green  o u  sur 
un autre rapport.

Il s’ensu it des déductions qu’on obtient le potentiel de perturbation et les déviations  
de la verticale sur la surface de la terre après avoir apporté quelques com plém ents aux anom alies 
free-air dans l’intégrale de Stok es .

Suivant le principe de superposition, on peut enfin dém ontrer que même les procédés 
classiques de réduction sont exem pts d’estim ations géologiques de la densité, à condition  
d’être utilisés de façon conséquente.

НОВЫЕ СООБРАЖЕНИЯ ПО ТЕОРИИ ГЕОИДА

К . А Р Н О Л Ь Д  .

РЕЗЮМЕ

Вследствие возможности измерения силы тяжести на поверхности Земли с точ­
ностью лучше ±  1 м г а л  и поскольку выяснено, что при классических методах редукции 
могут иметься неуверенности в размере 10 м г а л  и больше, возникла необходимость про­
верить классическую теорию Стокса.

Предлагаемая новая теория исходит из величин силы тяжести, определенных на 
поверхности Земли, причем эти величины не подвергаются редукции, а вводятся Не­
посредственно в выражение потенциала, лежащее в основе теории, которое выводится 
на базе интегрального уравнения, теоремы Грина или некоторой другой зависимости.

Выводы показывают, что возмущающий потенциал и отклонения отвеса полу­
чаются при введении в свободные аномалии в интегралах Стокса определенных допол­
нений.

Из принципа накладки следует, что классические методы редукции также не­
зависимы от геологических оценок плотности, если применять их последовательно.
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EXAKTE AUSGLEICHUNG EINIGER FÄLLE VON DURCH 
MESSUNG VERBUNDENEN POLYGONLINIEN

E . H Ő N Y I
KANDIDAT D E R  TECHN ISCHEN  W ISSENSCHAFTEN. TECHNISCHE U NIV ERSITÄ T 

F Ü R  BA UIN D USTRIE UND V ER K EH R SW ESEN  
BUDAPEST

[E ingegangen  am  12. F e b ru a r  1964]

M it der V e rb re itu n g  d e r e lek tro o p tisch en  E n tfe rn u n g sm essu n g  rü c k t  die A nw endung  
der langseitigen  P o lyg o n ieru n g  fü r  B asisp u n k t-V erd ich tu n g  im m er m eh r in  den  V orderg rund . 
In  d e r P ra x is  w erden , zw ecks V ersehung  jedes G ebietes m it B a sisp u n k ten , im  allgem einen 
m ehrere  P o lygonlin ien  gem essen. Zw ischen diesen zw eifach  o rien tie rten  P o ly g o n lin ien -P u n k ten  
kön n en  — fü r  deren  V erste ifu n g  — R ich tu n g s- oder L än g enm essungen , e v en tu e ll R ich tu n g s­
u n d  L ängenm essungen  a u sg e fü h rt w erden . D u rch  die V erb in dungsm essungen  als Ü b e rzah l­
m essungen  w ird  eine M öglichkeit fü r  eine gem einsam e A usgleichung  de r ü b rig en s se lb sts tän d ig  
b e rech en b aren  P o lygonlin ien  gegeben. D er A ufsatz  g ib t d ie aus der V e rb in d u n g  b e rechenbare  
B edingungsg leichung  an , d u rc h  d ie, a n g ek n ü p ft an  d ie fü r  die zw eifach o rien tie rten  P o ly g o n ­
lin ien  au fsch re ib b aren  je  3 G leichungen , d ie Po lygon lin ien  e x a k t  ausgeglichen w erden  können . 
Im  A ufsatz b e sc h äftig t sich d e r V erfasser m it den  B edingungsg le ichungen , d ie in  den v e rsch ie ­
denen  F ä llen  von  R ich tu n g s- u n d  L ängenm essungen  zw ischen den zw ei P o lygonlin ien  sowie 
von  M essungen v o n  e inem  P o ly g o n -Z w ischenpunk t a u f  e inen  b e k an n ten  äu ß eren  P u n k t sich  
ergeben.

D ie Anwendung der langseitigen Polygonierung kom m t, m it der Ver­
breitung der elektrooptischen Entfernungsm essung, immer mehr in  den Vorder­
grund. W enn man von  einem  bekannten B asispunkt ausgeht und die P olygon­
linie an einen bekannten Basispunkt anschließt, können die K oordinaten  
der Zwischenpunkte der Polygonlinie, nach M essung der Orientations- und  
Brechungswinkel, bezw. der Längen, m it exakter A usgleichung bestim m t 
werden. D ie Ausgleichsrechnung kann entw eder m it einer direkten Anwendung  
der 3 Bedingungsgleichungen (1 W inkelbedingung und 2 Projektionsbedin­
gungen) oder m it dem Eggertschen Verfahren ausgeführt werden. Diese sind  
allgem ein bekannte Lösungen.

In der Praxis werden, zwecks Versehung jedes Gebietes m it Basispunkten, 
im  allgem einen mehrere Polygonlinien gem essen. D ie Frage tau ch t auf, welche 
Verbindung zwischen diesen Polygonlinien zur Versteifung der Polygonlinien  
dienen könnte.

W ir wollen im  R ahm en dieser U ntersuchung von den einfachsten Fällen  
ausgehen und in R ichtung nach den kom plizierteren fortschreiten, dessen  
bewußt, daß wir die M öglichkeiten hei w eitem  n icht ausschöpfen.

A )  Wir wollen voraussetzen, daß zw ei Polygonlinien (I und II) 
in der Nähe von einander geführt, und je  ein  Punkt der zwei Polygonlinien  
m it einer auf elektrooptischem  oder auf einem  anderen W ege gemessenen  
Strecke verbunden werden, zwischen den so verbundenen P unkten  aber keine
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Richtungsm essung ausgeführt wird (B ild  1). Seien die durch Polygonlinien  
I und II verbundenen je  zwei bekannten Basispunkte —Z v  Aus diesen  
P unkten  wird eine O rientations-R ichtungsm essung au f einen der bekannten  
B asispunkte E , F , G und H  durchgeführt. Die Längen und Brechungswinkel 
beider Polygonlinien werden gem essen. Für die Polygonlinien I und II , als 
zw eifach orientierte P olygonlin ien , kann, außer den je  3 bekannten B edin­
gungsgleichungen, noch eine Bedingungsgleichung au f Grund der zwischen  
P unkten  A 2 und B 2 nach  B ild 1 gem essenen Seite, als einer Uberzahlm essung, 
aufgeschrieben werden. D iese G leichung gibt eine M öglichkeit dazu, daß die 
A usgleichung der zw ei Polygonlin ien  verknüpft, und gleichzeitig die Aufgabe 
gelöst werde. Die A usgleichung wird der Ausgleichsgruppe III , der K orrelaten- 
A usgleichung gemäß durchgeführt.

Bei der Beschreibung der auf die Verbindungsstrecke bezogenen B eding­
ungsgleichung kann m an folgenderweise verfahren: aus den K oordinaten  
der bekannten P unkten und K.2 werden die vorläufigen K oordinaten der 
P unkte A 2 und B2 m it H ilfe der M eßresultate (t) und (ß ) berechnet. (D ie gem es­
senen W inkel, Längen und die vorläufigen K oordinaten sind in K lam m ern  
gesetzt, die ausgeglichenen W inkel, Längen und die endgültigen K oordinaten  
bleiben ohne K lam m ern).

(Уаъ) =  У k i  +  (h)  s in  (< W i +  (ßo) — 180°) +

— (t2) sin (dEKi +  ( ß 0) +  (ß2) — 360' )

(*>12) =  * k i +  U i) cos (t>EKl +  (ßo) ~  180°) +

+  (*2) cos (^e k i  +  (ß0) +  (ßi) — 360°)

(Увг) =  УK2 +  Ui) «in {&FK2 +  (ßo) — 180°) 4

(t2) sin (дрк2 +  (ßo) +  (ßi) 860 )

(ХВ2) =  ХК2 +  (U) cos (ÔFK2 +  (ßo) — 180°) 4 -

4 -  (t'2) cos (ÓpK2 +  (ßo) +  (ßi) — 360°)

Im K enntnis dieser vorläufigen Koordinaten ist der vorläufige Wert 
der Entfernung zw ischen den Punkten A 2 — B2:

(tA2B2)=  1 [(Увг) (Улг))" +  [(^вг) (^лг)]“ ’ (^)

Der ausgeglichene M eßwert und die aus den ausgeglichenen Koordinaten  
berechnete E ntfernung m üssen identisch  sein, also

f =  1(Увг — УA2 ) 2 +  (xB2 -  xA2y  . (31
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D iese Gleichung wird die B edingungsgleichung sein. W enn m an in die rechte 
Seite der Gleichung den K oordinatenw ert in (1), in die linke Seite dann das 
M eßresultat einsetzt und die Gleichung an der M essungsstelle in Reihen en t­
w ickelt, so gelangt m an, nach den ausführbaren U m stellungen, zur folgenden  
linearen Bedingungsgleichung :

COS ( à A 2 B 2  ^ K l A l )  C ° s ( 0 ^ 2 B 2  ^ A l .4 2 )  ^-2 “ b

+  C O S (^ A 2 B l  ^ K 2 ß l ) ^ l  +  c ° s (<5A 2B2 “  ^ в м г )

д __sü l ( А л 2 В ‘1 à  K l  A l )  ( h )  +  s in  (^A2B2 ~  ^Ai.4 2 ) (*г)
ß>

в т ( ( 3 Д 2В2 ^ A i A i ) ( h )
v ßi (4)

s i n  ( < W 2 ^ K 2 B l )  ( * l )  “b  s i n  ( ^ Л 2 В 2  ^ В 1 В г ) ( и )  /
--------------------------------------- -----------------------------------------Vp,

I s i n  (^ A 2 B 2  —  ^ В 1 В г )  ( G )  '  I Г/ X / Vi n
H---------------------;---------------- vßi +  [VA2 B2 ) — (UJ — ü-

B ild  1. V e rb in d u n g  zweier P o ly g o n lin ien  durch  L ängenm essung

wo, den Indexen entsprechend, m it d die aus den vorläufigen Koordinaten  
berechneten R ichtungsw inkel, m it A die Korrektion der gem essenen Länge 
(t), m it V die Korrektion des gem essenen Brechungswinkels (ß ) bezeichnet 
sind. D as reine Glied der Gleichung wird in  der Weise erhalten, daß die zwischen  
den P unkten  A 2 und B 2 gem essene Länge (i) von der Entfernung (tA2ß2), 
berechnet aus den vorläufigen K oordinaten der Punkte A 2 und B 2, abgezogen 
wird. D iese Gleichung m it den je 3, insgesam t 6 Bedingungsgleichungen der 
zwei Polygonlinien verbunden, werden die so gewonnenen 7 Bedingungs­
gleichungen zusammen ausgeglichen.
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Wenn mehrere Y erbindungsseiten zwischen den zwei Polygonlinien  
gem essen wurden, m üssen  so viele, der Gleichung (4) entsprechende G leichun­
gen aufgestellt w erden, als Y erbindungsseiten gem essen wurden.

B )  Wenn eine R ichtungsm essung von  irgendeinem  P unkt einer der zwei 
nebeneinander geführten Polygonlinien au f einen P u n k t der anderen Linie 
zu ausgeführt wird, w ird  die M öglichkeit zum Aufschreiben der verbindenden  
Bedingungsgleichung auch  durch diese Messung gegeben (B ild  2). Die B ezeich­
nungen der Angaben der Polygonlinien sollen identisch m it der Bezeichnungen  
der im Falle Л )  un tersuchten  Polygonlinie sein. Es sei vorausgesetzt, daß eine

6

R ichtungsm essung v o n  dem  Punkt A 2 au f den P unkt B 2 der anderen Polygon- 
lin ie zu durchgeführt wurde. Es sei der Unterschied zw ischen den auf die P u n k te  
A 1 und B2 zu gem essenen R ichtungsw erte, der Brechungswinkel mit ßB bezeich­
net. Durch diese M essung als Überzahlm essung wird die M öglichkeit zum A uf­
schreiben der B edingungsgleichung au f Grund der Überlegung gegeben, daß die 
R ichtungswinkel <5̂ 2в2, ableitbar einerseits aus den ausgeglichenen W erten der 
M eßresultate und berechenbar andrerseits aus den endgültigen K oordinaten  
der Punkte A 2 und ß ,  der Polygonlinien, identisch seien. Den Bezeichnungen  
dem Bild 2 gemäß:

^ E K l  ß o  “ b  ß l  "l" ß ß  —  , l  '  1 8 ß °  =  a r c  t a n  ^ B l  ■ ( ° )
x m — * 4 2

E s seien in die lin k e Seite der Gleichung die gem essenen Brechungswinkel, in  
die rechte Seite dann die der Formel (1) entsprechenden vorläufigen K oordina­
ten  substituiert und die Funktion an der M essungsstelle in  Reihen entw ickelt, 
dann gelangt m an, nach den ausführbaren Vereinfachungen, zur folgenden
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sin (

lin earen  B ed in gu n gsg leic liu u g:

I sin  (ft\2B2 ftciAl) Q д I

(*A2B2) ‘ :

I s in (d A2B2 ^А1Аг)в )  __

(*А2Вз)

1 (ftt2B2 ^K2Bl) Q у  _

(*А2Вз)

sin ( ÔA iB 2  — ÔB l B 2 )  Q д ,  ^

(*А2Ви)

ü  cos ôA2B2 [{xA2) — *Kl] +  sin  ÔA2B2 [ (у Л2) — y Kl] I v

(*А2Вг) I
C° 8 ÔAiB2 K*A») -  (*Al)] +  s in  ÔA2B2 [ (y A2) — (у Д1)] 

((А2Вз)

cos ÓA2B2 [(* в 2) -  х кг\ +  sin ^азвз [(Увг) ~  Укз] „ ,
---------------------------------------- г-------------------------------  ®Í0 +

1^А2В2/

’/*0

1 +

(* А 2 В г )

, cos 0Л2В2 [ ( % )  — (* В1)] +  sin  ÔA2B2 [ ( j Bä) — (y ß l)] ,

+  ы  .

«ЕЮ -  (ft) -  (ft) -  (ft*) +  n  ■ 180°] =  0.—  V ß  В +  [ ^ A 2 B 2

( 6 )

D ie G leichung k an n , auch neben ihrer scheinb aren  K om p liz ierth eit, 
verh ä ltn ism äß ig  e in fach  b eh an d elt w erden , w e il d ie K o effiz ien ten  aus den  
A n gab en , die aus der vorh erigen  B erech nu ng der P o ly g o n lin ien  schon  zu V er­
fü gu n g  steh en  b ezw . aus d en  W erten  der v o r lä u fig en  R ich tu n gsw in k el und  der  
E n tfern u n gen , b ezogen  a u f die V erb in d u n gsrich tu n g  A 2B 2, b estim m t w erden  
k önnen .

D ie E in fü h ru n g  v o n  q" in  die G leichu ngen  (4) u n d  (6) w urde durch die  
F ord erun g der Ü b ere in stim m u n g  der D im en sion en  n ö tig  gem ach t. In  d ieser  
W eise sind  alle G lieder in  der D im en sion  des rein en  G lieds, d ie K orrektion en  
ab er in  L än gen  oder in  S ek u n d en  au sgedrückt.

W enn m ehrere V erb in d u n gsrich tu n gen  gem essen  w erden, kann  eine  
ih nen  en tsprechend e A n zah l von  B ed in gu n gsg le ich u n gen  aufgeschrieben  
werden.

C ) E s sei nun  der F a ll u n tersu ch t, w en n  zw isch en  den  P u n k ten  A 2 und  
B,, der P o ly g o n lin ie  n ich t nur eine E n tfern u n g  oder eine R ich tu n g , sondern  
z. B . eine E n tfern u n g  u n d  auch  eine R ich tu n g  v o n  dem  P u n k te  A 2 einer der 
P o ly g o n lin ien  a u f den  P u n k t B 2 zu  gem essen  w urden . In  d iesem  F all ergeben  
s ich  sogar zw ei M öglich k eiten  für die L ösu n g  der A u fgab e.
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1. D ie K oordinate des Punktes B 2 kann m it der H ilfe der von dem P unkt 
K 1 ausgehenden Polygonlinic und auch durch eine von dem P unkt K 2 ausge­
henden Polygonlinie ausgedrückt w erden (Bild 3). Aus den Angaben der von 
dem Punkt Kj ausgehenden Polygonlin ie I berechnet:

136

(УВ2) =  У k i  +' (*l) sin (^EKl + (ßo) — 180°) +

+ (h) sin (^EKl + (ßo) + (ßi)—  360°) +

+ (*) sin (^EKl + (ßo) + (ßl) +  (ßB) - -  540°)

( x B l ) =  XK1 + (*l) cos (^EKl + (ßo) — 180°) +

+ (h) cos; i^EKl + (ßo) + (ßl) 360° ) +

+ (*) cos (&EKl + (ßo) + (ßl) +  (ßB) -  540°)

B ild  3. V erb in d u n g  zweier P o lygonlin ien  d u rch  Längen- u n d  R ich tu n g sm essu n g

Aus den Angaben der von dem Punkt K 2 ausgehenden Polygonlin ie  
berechnet:

(Ув{) — УК2 ■+■ (fl) sin (ÖfK2 +  (ß'o) “  180 ) -f-

+  (tó) sin (àFK2 +  (ß0) +  (ß j) — 360°). ^

(x 'bí) =  *K2 +  (K )côs(ôFK2 +  (/Só) — 180°) +

+  (to) cos (ôFK2 +  (/Só) +  (/?í) — 360°).

D ie vorläufigen Koordinaten ( y Bi)' un<l (Ут) bezw. (Хв2) und (х'в2 ) 
m üssen nach der Ausgleichung identisch  sein. Nach Aufschreiben der Id en titä t

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



EXAKTE AUSGLEICHUNG DURCH MESSUNG VERBUNDENEN POLYGONLINIEN 137

und  nach  E n tw ick eln  in  R eih en  an  der M essu ngsstelle g e la n g t m an, m it H ilfe  
der G leichungen (7) u nd  (8), zu  den  fo lgen den  zw ei B ed in gu n gsg leich u n gen :

und

^ K l A l  К +  sin à  A l  A i  ‘

sin ö K 2B i к  ~ sin  óB1

( X B i )  ~ X K1 . (

q "
1

( x B i )  - ( x A 2 )
„ 1 ß в

Q

( x B i )  — ( x B l ) v '  4 -v fii t
Q

( X B2) ( X A l )
vß\  T

vftO

,1 I\

cos ÖKlAl A, +  cos 6AlA2 к  +  cos ôA2m A, 

cos (3̂ 2В1 Aj COS ^3132 A2 

(Ут) — Ук 1 „ (jß 2) (Jaj)
Q

Jßi

(У вч) (Улг) I (У Bi) У Ki
- v ß B  -+• — г - v ßo +

(9)

( 10 )

+  {Ут) } Ут)  *Á +  ( ( 4 )  -  (s fê )) =  о .

2. D iese  U n tersu ch u n g  k ann  au ch  so d urch gefüh rt w erd en , daß die 2 
B ed in gu n gsg leich u n gen , au fschreibbar en tsprechend  d en  F ä llen  A )  und B ) ,  
an d ie ursprünglichen  B ed in gu n gsg leich u n gen  der P o ly g o n lin ien  an geschlossen  
w erden. D as E rgebnis der A u sg leich u n g  w ird n atü rlich  das g le ich e sein , ob  
die B ed in gu n gsg leich u n gen  für die G leichh eit der K oord in a ten  oder für die  
gem essen en  V erb in d u n gs-R ich tu n g  u n d  L änge au sgesch rieb en  sin d . A u f G rund  
der G leichh eit der K oord in aten  k an n  m an aber in  ein fach er W eise zu d en  
K o effiz ien ten  der B ed in gu n gsg le ich u n gen  gelangen. B ei d ieser L ösun g b ed eu te t  
die B erech nu ng des rein en  G lieds e tw a s M ehrarbeit, da au ch  die K oord in aten  
des V erb in d u n gsp u n k tes der P o ly g o n lin ie  I I  aus den  ursp rü nglich en  M essungen  
der P o lygon lin ie  I ,  ferner aus den  vom  V erb in d u n gsp u n k t au sgefüh rten  
M essu ngen  b estim m t w erden m ü ssen . D iese A rb eit b e d e u te t  aber eigen tlich  
nur eine E rgänzun g der vorigen  P o ly g o n lin ien -R ech n u n g en  aus den M eßer­
geb n issen  für den Z w eck  der A u sg leich u n g .

D ) A uch der F a ll is t  m ög lich , daß eine R ich tu n g sm essu n g  von  dem  
P u n k t ^42 au f den P u n k t B 2 u nd  v o n  dem  P u n k t B 2 a u f den  P u n k t А г gem acht
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w urde, das heißt, die V erbindungsrichtung in beiden P unkten gem essen wurde 
(B ild  4). Zwei Bedingungsgleichungen können aufgeschrieben werden:

und

&EK 1 +  ßo +  ß i +  ße  — n • 180 — arctan  

ÜFK2 +  ßo +  ßi  +  Pa  — n ’ 180° =  arc tan

У bi -  У Al 

XB2 xA2

У А 2  -  У B l  

XA 2  X B l

(И )

( 12)

Gleichung (11) is t  identisch m it Gleichung (6), auch der Aufbau von  
G leichung (12) ist ähn lich  dem der G leichung (6). W enn die Meßergebnisse 
in Gleichung (12) e in gesetzt werden (die Koordinaten auf der rechten Seite 
der Gleichung m it H ilfe  der Form el (1) ausdrückend) und die E ntw icklung  
in  Reihen durchgeführt wird, erhält m an folgende Bedingungsgleicliung:

8ш (0д2Л2 _ sin (áB2A2 ^AlAi) Q ^  _j_

( {Л 2 в г )  (*лгвг)

sin (àB2A2 àK2B1) g" y / , sin {àmA2 àB1B2) (j 

(*Л 2В г) (* л г в г )

vßo
cos àg2A2 { (x A2) хк\)  4~ sin &B2A2 ((Улг) У ki) ,,

(* Л 2 В г )

cos дтА2 ((хАг) -  (*Al)) +  sin àmA2 ((yA2) — (уЛ1)) ^

(* Л 2 В г)

! cos óB2A2 ((хт ) -  х К2) 4- sin ()В2А2 ( (уВ2) — у К2) j
1 + --------- ---------------------- г ------ :------------- ----------------- I vßo ~

V ' A l B l )

(13)

,  , C 0 S  Ô B 2 A 2 ((*вг) -  (*Bl)) +  s i n  ÓB2 A 2 ( ( У  B l )  ~  ( Jßl )) |1 -4-------------------------------------------------------------------------------------- -----------------------------------------------------------------------------------------------Vß l  —

\1А2В2) J

VßЛ 4 “ & B 2 A 2  & F K 2  (ßo) (ßl)  (Ä0 4~ n ' 180 — 0 .

In diesem F all werden also die aufschreibbaren Bedingungsgleichungen  
durch Gleichungen (6 ) und (13) gegeben.

E )  Es kom m t h äufig  vor, daß, zwecks Versteifung der Polygonlinie, eine 
Orientierungsrichtung auch in einem zwischenliegenden Polygonpunkte auf 
einen  (Triangulations- oder Polygonierung-) Punkt J  von bekanntenK oordinaten  
gem essen wird (B ild  5). Auch jetzt kann man von der für die R ichtungswinkel 
aufschreibbaren V oraussetzung ausgehen:

^я/a ~r ßo 4“ ßi  4~ ß j  — n ' 180° — arc tan  ̂ “ . ( l ' l)
X J  —  XA 2
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W enn die K oordinate des Punktes A 2 aus den Meßergebnissen der P o ly ­
gonlinie ausgedrückt wird (Formel (1)), erhält m an, nach der E ntw icklung  
der Funktion in R eihen an der M essungsstelle, einen der Formel (6 ) ähnlichen  
Ausdruck:

sin (0A2J — öK1A1) q" . , sin (hA2 l -  0МА2) q" ,  _

( l A 2 j )  ( l A 2 J )

1 + ßn
cos 0A,,J ( ( x A 2 )  -  X K 1 )  +  s in 0A2J ((yA2) y Kl)

(lAïj)

] C O S d A 2 j  ( ( XA 2 ^  ( XA l ) )  +  sin 0A 2J  ((y M ) -  ( v / j ) v

( * A 2 j )

(15)

ßi

- V ß j +  (ÖA2J -  0 EK1 -  ( ß 0) - ( ß ,) -  ( ß j )  +  n • 180°) =  0 .

B ild  4. V e rb in d u n g  zw eier Po lygonlin ien  d u rch  R ich tu n g sm essu n g  in  beiden R ich tu n g en

FJ  W enn von  einem  Zwischenpunkt der Polygonlinie auf einen Punkt 
J  von bekannten K oordinaten eine Entfernung zwecks Versteifung der P o ly ­
gonlinie gem essen wird, kann der gesuchte Zusam m enhang aus der Bedingung  
abgeleitet werden (Bild 6), die für den gem essenen bezw. berechneten W ert der 
Entfernung zwischen den zwei Punkten aufgeschrieben werden kann. Dem  
Bild entsprechend:

* . =  f i y j  —  УАг)2 + ( * J  —  хАгТ  • ( 1 6 )

W enn die K oordinaten des Punktes A 2 auf der rechten Seite der G leichung  
durch die Form el (1) ausgedrückt, und die Funktion an der M essungsstelle
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in  R eihen entw ickelt wird, erscheint die Bedingungsgleichung in  der G estalt

Bei den früher betrachteten Aufgaben waren die Yerbindungsm essungen  
au f den zweiten P u n k t der Polygonlinie oder -linien bezogen. N atürlich ist eine 
sinngem äße E rw eiterung oder Verengung der Formel nötig, wenn die Lage 
der Verbindungspunkte verschieden ist, wenn die Messung von einem näheren 
oder entfernteren P unkte oder auf einen solchen Punkt ausgeführt wurde.

£

B ild  5. R ich tu n g sm essu n g  von einem P o lygon zw isch en p u n k te  au f einen b e k an n ten  P u n k t

Acta Techn. Hung. 52. (1965)

B ild  6. L ängenm essung  von einem  P o ly g o n zw isch en p u n k te  a u f  einen b e k an n ten  P u n k t



1

Insofern eine R ichtungsm essung nicht nur vom P u n k t A 2 auf P unkt B 2 
sondern auch vom  Punkt B2 auf P unkt A 2 erfolgte, und außerdem auch die 
E ntfernung der zwei Punkte gem essen wurde, können diesen drei Uberzahl­
m essungen gemäß drei Bedingungsgleichungen aufgestellt werden. Diese 
drei Bedingungsgleichungen können, unter Anwendung der gem essenen  
Entfernungs- und R ichtungsw erte zwischen den P unkten  A 2 und B2, eine 
W inkelgleichung und zwei Projektionsgleichungen, bezogen auf die zwischen  
den Punkten K x und K., oder K l und Z 2 oder K 2 und Z x geführte Polygonlinie, 
sein, also von einem  Charakter ähnlich den Bedingungsgleichungen der P o ly ­
gonlinien zwischen den Punkten K 1 und Z x bezw. K 2 und Z 2. D iese M essungen 
führen schon zur Ausbildung der K notenpunktsystem e, deren Berechnung  
m it der von I. H azay [1] vorgeschlagenen Methode, m it H ilfe der fik tiven  
M eßergebnisse, unm ittelbar gem essen oder aus den Polygonlin ien  ableitbar, 
in der dort veröffentlichten W eise durchgeführt werden kann. W enn man eine 
noch größere E xaktheit anstrebt, können die fik tiven  M eßergebnisse durch 
die von D. Csa tk a i [2] ausgearbeitete, auf die langseitige Polygonierung  
bezogene Gewichtsbildung in der Ausgleichung beachtet werden.
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E X A C T  A D JU ST M E N T  O F  C E R T A IN  CASES O F PO LY G O N  L IN E S  C O N N EC TED
B Y  M E A SU R E M E N T S

E. HŐNYI

SU M M A R Y

W ith  th e  p ro p ag a tio n  of e lec tro o p tica l d is tan ce  m easuring, th e  a p p lica tio n  of long-side 
po ly g o n atio n  fo r b a se -p o in t densifica tio n  com es ever m ore in to  th e  fo reg ro u n d . In  p rac tice , 
g en era lly  several polygon lines are m easu red  in  o rder to  provide each  a rea  w ith  b ase -po in ts. 
B etw een  th ese  d o u b ly  o rien ta te d  po lygon  line  p o in ts , — for th e ir  f ix a t io n  — m easu rem en ts 
o f d irec tio n  o r/an d  len g th  can  be m ade . T he co n n ecting  m easu rem en ts as su rp lu s m easu rem en ts 
give a  po ss ib ility  to  a d ju s t  th e  o therw ise  in d ep e n d en tly  calculable po ly g o n  lines in  com m on. 
T he p re sen t s tu d y  gives, fo r a  few co n n ec tio n  cases, th e  eq uation  of co n d itio n , by  a tta c h in g  
w hich  of cond ition  can  be se t up  to  th e  3 eq u a tio n s , in each case, fo r th e  d o ub ly  o rien ta te d  
po lygon  lines, th e  polygon lines them se lv es can  be su b m itted  to  a  com m on  ex ac t a d ju s tm e n t. 
In  h is s tu d y , th e  a u th o r  d iscusses th e  eq u a tio n s  o f condition  p re sen tin g  them selves in  cases 
o f d irec tio n  an d  len g th  m easu rem en ts  b e tw een  th e  polygon lines, resp . o f m easu rem en ts from  
a n  in te rm e d ia te  po lygon p o in t to  a kno w n  e x te rn a l po in t.
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C O M PEN SA TIO N  P R É C IS E  D E  Q U E L Q U E S  CAS D E  C H E M IN E M E N T S PO LY G O N A U X

R E L IÉ S  P A R  M ESU R A G ES

E. H Ő N Y I

R É SU M É

Avec la g é n é ra lisa tio n  des m esures é lec tro -o p tiq u es des lo n g u eu rs , l ’u tilisa tion  de la 
po ly g o n atio n  p rim a ire  d e s tin ée  à  au g m e n te r la  d en sité  du  canevas p asse  de plus en  plus au 
p re m ie r plan. E n  p ra tiq u e ,  p lusieu rs  po lygonales so n t m esurées p o u r é q u ip e r une zone en p o in ts  
d ’ap p u i. E n tre  ces so m m ets  de la  po lygonale  p rin c ip a le , des m esures d ’an g les  pa r tou rs  d ’h o ri­
zon  ou  des m esures de  lo n g u eu rs , é v en tu e llem en t les unes e t les a u tre s  p e u v e n t  être  effectuées. 
L es m esurages de ra t ta c h e m e n t ,  en  t a n t  q u ’o b se rv a tio n s  su ra b o n d an te s , d o n n e n t la possib ilité  
d ’u n e  com pensation  co m m u n e  des ch em in em en ts  qu i se ra ien t à  ca lcu le r a u tre m e n t d ’une 
fa ç o n  in d ép en d an te . L ’é tu d e  p ré sen te  p o u r qu e lq u es cas de r a tta c h e m e n t l ’équation  de con­
d itio n s  p o u v an t se c a lcu le r  d u  ra tta c h e m e n t. A vec les tro is  équ atio n s de  co nd itions qu i p eu v en t 
ê tre  écrites pour c h a q u e  po lygonale  p rin cip ale , les chem inem en ts p e u v e n t  être  com pensés 
ensem ble  avec p récisio n . L ’a u te u r  t r a i te  aussi, d an s  son é tu d e , des é q u a tio n s  de conditions 
se p ré sen ta n t en cas de m esurages des d irec tio n s e t  des longueurs e n tre  les deux  polygonales, 
o u  en  cas de m esurages à  p a r t i r  d ’u n  som m et de po lygonale in te rm éd ia ire  vers un p o in t e x té ­
r ie u r  connu.

ТОЧНОЕ ВЫРАВНЕНИЕ НЕКОТОРЫХ СЛУЧАЕВ ПОЛИГОНАЛЬНЫХ 
ХОДОВ, УВЯЗАННЫХ ИЗМЕРЕНИЯМИ

Э. Х Е Н И

РЕЗЮМЕ

По мере распространения электрооптического метода измерения расстояния все 
больше и больше используются длинные полигональные ходы для сгущения опорных 
пунктов. На практике, для создания опорных пунктов отдельных районов, как правило, 
проводится ряд полигональных ходов. Между этими пунктами с двойной ориентировкой, 
для их закрепления, выполняется измерение либо направления, либо расстояния, или 
же направления и расстояния. Увязки, представляющие собой избыточные измерения, 
позволяют проводить совместное и уравнивание полигональных ходов, вычисляемых в 
прочих условиях самостоятельно. В работе приводится уравнение условия, вычисляемое 
для отдельных случаев из увязки. Подставляя это уравнение в 3 уравнения условия, 
действительные для каждого полигонального хода с двойной ориентировкой, можно 
проводить точное совместное уравнивание полигональных ходов. В работе рассматри­
ваются уравнения условий, получаемые при измерении между двумя полигональными 
ходами направления и расстояния, а также при проведении измерений с промежуточ­
ного полигонального пункта для известного внешнего пункта.
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ÜBER DIE NEUEREN ERGEBNISSE 
DER UNTERSUCHUNGEN DER SPITZENSTRÖME

F. MÄRCZ
GEO PH Y SIK A LISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM  D E R  UNG A RISCH EN  AKADEM IE D ER  

W ISSENSCHAFTEN, SOPRON

[E ingegangen  am  18. A pril, 1964]

D as eingehende S tu d iu m  der E igenschaften  von  S p itzen strö m en  w urde d u rch  die A us­
w ertu n g  d re ijäh rig e r B e o b ac h tu n g e n  erm öglich t. D iese U n te rsu ch u n g en  b e s tä tig te n  einen 
g roßen  T eil d e r  schon  frü h e r [1] fe s tg es te llten  E ig en h eiten  der täg lich en  u n d  jah reszeitlichen  
Ä nderung . A u ß erd em  k o n n te  d e r Z usam m enhang  zw ischen den S p itzen strö m en  u n d  anderen  
V orgängen  au fgezeig t w erd en . D ie  V erte ilung  der in n erh a lb  e iner S tu n d e  gelieferten  L ad u n g s­
m engen k a n n  in  zwei N o rm a lv e rte ilu n g en  g e te ilt w erden , w o durch  gezeig t w ird , daß  sich die 
H äu fig k eit, der in  zwei G ru p p en  g e te ilten  L adungsm engen , in  den  v ersch iedenen  Jah resze iten  
v e rän d e rt.

Einleitung

In der S tation  für Luftelektrizität des G eophysikalischen Observatoriums 
Lei N agycenk erfolgt seit dem Juli 1960 die Registrierung der Spitzenström e. 
Eine frühere Studie [1] führte das Registriergerät, die Art und W eise der Ver­
arbeitung und ferner auf Grund der Untersuchung des M aterials von einem Jahr 
den täglichen und jahreszeitlichen Verlauf der Spitzenström e vor. Jetzt, im  
llesitz  von in zweijährigen Beobachtungen gewonnen weiteren D aten wurde 
die Vornahme genauerer und detaillierterer Untersuchungen m öglich.

E inleitend und zur Inform ation seien einige statistische D aten der 
Registrierung und der H äufigkeit der Spitzenström e m itgeteilt. Im  Zeitraum  
zwischen Juli 1960 und Juni 1963 erfolgte in  23 410 Stunden die Registrierung, 
d.i. 89% der verflossenen Zeit. D ie Registrierung wurde nur bei Strom ausfall, 
bei einem Fehler im  Instrum ent oder in der Meßspitze bzw . bei Instandhaltungs­
arbeiten unterbrochen. Im  Laufe der erwähnten Zeitdauer wurden in 898 Stun­
den Spitzenström e beobachtet, auf jede 26. registrierte Stunde entfällt also 
eine Stunde m it E ntladung.

Untersuchung der täglichen und jahreszeitlichen Änderung 
der Häufigkeit

Einen Überblick über den täglichen Verlauf der H äufigkeit ermöglicht 
Bild 1, das m it H ilfe säm tlicher Beobachtungen (898) konstruiert wurde. 
Am häufigsten h atten  sich in den N achm ittagsstunden, am seltensten in den
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zeitigen  M orgenstunden Spitzenström e gezeigt. Säm tliche Fälle wurden dem  
Vorzeichen der Spitzenström e entsprechend in drei Gruppen geteilt:

In den untersuchten Stunden wurden
a )  positive und negative Spitzenström e gleicherweise beobachtet (482 

F älle),
b)  nur positive Spitzenström e beobachtet (226 Fälle),
c)  nur negative Spitzenström e beobachtet (190 Fälle).

Bild 1. T äg lich er V erlau f de r H ä u fig k e it der S p itzen en tlad u n g en

7 o b t d e r  Fälle

0 2 4 6 8 10 12 1h 16 18 20 22 24 Uhr

B ild  2. T äglicher V erlauf d e r  H äu fig k eit de r S p itzen en tlad u n g en  u n te r  B erü ck sich tig u n g  der
V orzeichen der S tröm e

Bild 2 veranschaulicht den täglichen Verlauf der H äufigkeit bei diesen 
drei Gruppen ( a , 6, c).  Jede K urve zeigt am N achm ittag ein M axim um , jedoch  
gleicht das Bild 2a, das ungefähr die H älfte säm tlicher Angaben enthält, 
am ehesten der K urve in B ild 1. Die Kurve, die die Verteilung des täglichen  
A blaufes sämtlicher Fälle darstellt, wird also ausschlaggebend von der Ä nde­
rung der H äufigkeit jener Stunden bestim m t, bei denen positive und negative  
Spitzenström e in gleicher W eise Vorkommen.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



UNTERSUCHUNGEN DER SPITZENSTRÖME 145

Zur Untersuchung der jahreszeitlichen Änderungen wurde der in [1] 
beschriebene Q uotient T  — Njn  benutzt. ( N  =  Anzahl der E ntladungsstun­
den innerhalb eines M onates ohne Berücksichtigung des Vorzeichens des 
Spitzenstrom es; n =  Anzahl der Tage im  untersuchten M onat, an denen B eo­
bachtungen gem acht wurden). D ieser Q uotient gibt an, w ieviel Stunden auf 
einen Tag des beobachteten M onates entfallen, in denen Spitzenentladung  
festgestellt wurde. Dadurch ist die H äufigkeit der Spitzenström e pro Monat 
gekennzeichnet, und außerdem auch die A k tiv ität dieser Erscheinungen

B ild  3. J ä h r lic h e r  V erlau f der H ä u fig k e it de r S p itzen en tlad u n g en  a u f  G ru n d  de r Ä nderung  des
Q u o tien ten  T

ausgedrückt. Der Quotient T  wurde für jeden Monat des untersuchten Z eit­
abschnittes bestim m t und der D urchschnitt der drei W erte, die zu dem selben  
M onat je  eines Jahres gehören, wurde gebildet. Die jährliche Änderung dieses 
D urchschnittes zeigt Bild 3, und man sieht, daß es im Sommer ein M aximum  
und im  W inter ein Minimum gibt.

Der tägliche und jährliche Verlauf der durch die Spitzenströme 
gelieferten Ladungsm engen

Außer der Untersuchung der täglichen und jährlichen Änderung der 
H äufigkeit der Spitzenström e m uß auch ihre Größe nach ähnlichen G esichts­
punkten  untersucht werden. Es wird deshalb bei der Bearbeitung des Beobach­
tungsm aterials die positive und n egative Ladungsmenge bestim m t, die von  
diesen Ström en innerhalb einer Stunde geliefert wurden [1]. B ild  4 zeigt den 
M ittelw ert dieser Ladungsm engen für jede Stunde eines Tages, der aus den 
stündlichen M ittelwerten der 36 M onate berechnet wurde. (Die Zeit ist m itte l­
europäische Zeit.) Der tägliche V erlauf der M ittelwerte der Ladungsm engen, 
die die Größe der Spitzenström e kennzeichnen, folgt der täglichen Änderung 
der H äufigkeit. D ie M ittelwerte sow old der positiven als auch der negativen  
L adungsm engen sind nachm ittags am größten und in den frühen Morgen­
stunden am kleinsten. Die dreijährigen Beobachtungen unterstützen also
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10 6A sec

B ild  4. Tägliche Ä n d e ru n g  der von den S p itzen strö m en  s tü n d lic h  gelieferten  d u rch sch n ittlich en
L adungsm engen

fÔA sec

B ild  5. Tägliche Ä n d e ru n g  des d re is tü n d ig en  d u rch sch n ittlich en  W ertes der v o n  den  
S p itzen strö m en  gelieferten  L adungsm engen

B ild  6. Tägliche Ä n d e ru n g  des V erhältn isses der n eg a tiv en  u n d  positiven  L adungsm engen , d ie 
aus d en  d re is tünd lichen  D u rch sch n ittsw erten  b e rech n e t w urden
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unsere früheren Erfahrungen ([1], Bild 2), die jedoch nur inform ativen Charak­
ter hatten, weil sie sich bloß auf einjährige Beobachtungen bezogen. Die  
stündlichen M ittelwerte wurden dann zu Gruppen von je drei Stunden zusam ­
m engestellt, und die dreistündlichen D urchschnitte berechnet. Bild 5 zeigt 
diese dreistündlichen D urchschnitte, w obei der Unterschied der Ladungs­
menge vor 12 h und nach 12 h auffällt. A uf Grund einjähriger Beobachtungen  
wurde schon erwähnt [1], daß die positiven  Ladungsm engen das nachm ittäg­
liche M aximum stufenw eise, während die negativen Ladungsm engen diesen  
M aximumwert sprunghaft erreichen. An H and von dreijährigen Beobachtungen

K"6A sec

B ild  7. Jä h rlic h e  Ä nderung  d e r m onatlichen  s tü n d lic h e n  D u rch sch n ittsw erte  der L ad u n g s­
m engen  a u f  G rund d re ijäh rig e r D aten sam m lu n g en

sieht man in Bild 5, daß auch die positiven Ladungsm engen von einem in den 
V orm ittagsstunden sich kaum  ändernden N iveau  nach 12 h plötzlich auf den 
nachm ittäglichen M axim um wert anwachsen. In Bild 6 wurde das aus den drei­
stündlichen D urchschnittsw erten der n egativen  und positiven Ladungsmengen  
berechnete Verhältnis der negativen zu den positiven Ladungsm engen darge­
stellt. D ieses V erhältnis b leibt von dem B ild  3c [1] abweichend nur zwischen  
12—24 h dauernd über dem  Wert 1, was b edeutet, daß das Übergewicht der 
negativen Ladungsm engen nicht während des ganzen Tages besteht.

Zwischen Juli 1960 und Juni 1963 wurde für jeden Monat aus den stünd­
lichen D urchschnittsw erten der m onatliche stündliche D urchschnitt berechnet. 
Der m onatliche stündliche D urchschnittsw ert der positiven und negativen  
Ladungsm engen kennzeichnet die Größe der Spitzenström e in den einzelnen  
Monaten. (D ie W irkung fehlender B eobachtungen ist bei den m onatlichen  
Stundendurchschnitten n icht so störend w ie bei den Sum m en der m onatlichen  
Ladungsm engen.) B ild 7 zeigt für obigen Z eitabschnitt die Durchschnitts-
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w erte aus je drei M ittelw erten der gleichen M onate, die im  Sommer einen M axi­
m um wert und im  W inter einen M inim um wert aufweisen. Die Größe der p ositi­
ven  und negativen Spitzenström e zeig t also nicht nur eine tägliche Änderung, 
sondern ändert sich auch m it den Jahreszeiten , w ie es schon aus [1] entnähm - 
bar war. D ie Tendenz der jahreszeitlichen Änderung kann natürlich auf Grund 
längerer Beobachtungen zuverlässiger bestim m t werden.

Man kann feststellen , daß neben den durchschnittlichen Abläufen gew isse  
A bw eichungen im  jahreszeitlichen V erlauf der einzelnen Jahre Vorkommen 
können. Bild 8 zeigt die Änderung des m onatlichen stündlichen D urchschnitts­
w ertes der positiven  und negativen Ladungsm engen vom  Juli 1960 bis Juni

B ild  8. Jäh rlich e  Ä n d e ru n g  de r m o n a tlic h en  s tü n d lich en  D u rc h sc h n ittsw erte  der L ad u n g
m engen fü r  jed es  de r drei J a h re

1963. Die Abweichung von den dreijährigen D urchschnittswerten ist am auffal­
lendsten  bei den positiven  W erten, w obei besonders die M onate Februar und  
März 1962 bem erkenswerte A bw eichungen dieser W erte zeigen. In beiden  
M onaten kam es in einigen Fällen  bei Schneefall und Schneesturm  vor, daß 
der Potentialgradient in positiver R ichtung stark anwuchs, was positive S p it­
zenentladungen zur Folge hatte.

Die Verteilung der Ladungsm engen nach der Größe

Die im dreijährigen Z eitabschnitt beobachteten stündlichen L adungs­
m engen wurden, unter B erücksichtigung des Vorzeichens, ihrer Größe en t­
sprechend gruppiert. Der W ertbereich der einzelnen Gruppen betrug bis 
zu i  2000 • 1 0 -(! A s/h, 200 • 1 0 -6  A s/h. Zwischen den erwähnten Grenzen 
und i  3000 • 10 6 As/h betrug der W ertbereich 500 ■ IO“ 6 As/h und über 
-J- 3000 • 10_ 6A s/h wmrden die Ladungsm engen in eine weitere Gruppe eingereiht.
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D ie H äufigkeit der verschiedenen Ladungsm engen innerhalb einer Gruppe 
zeigt Bild 9. Am häufigsten kamen jene Ladungsm engen vor, deren absoluter  
W ert kleiner war als 200 • 1 0 “ 6 As/h und die H äufigkeit nahm  in R ichtung der 
größeren Ladungsm engen ab.

Es wurde untersucht, ob die beobachteten D aten aus einer Norm al­
verteilung stam m en oder nicht. Zu diesem  Zweck wurden die beobachteten

Häufigkeit

B ild  9. H äu fig k eit der in  e iner S tu n d e  gelie ferten  L ad u ngsm engen  versch iedener G röße

%

B ild  10. V erte ilu n g sfu n k tio n  de r in  e iner S tu n d e  gelieferten  L ad u n g sm en g en  versch iedener 
G röße im  W ahrsch e in lich k e itsm aß stab
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W erte im W ahrscheinlichkeitsm aßstab dargestellt, in dem eine Gauß —Laplace’- 
sche N orm alverteilung eine Gerade ergibt. Bild 10 zeigt, daß die beobach­
te ten  Werte der praktischen Verteilung nicht auf eine Gerade fallen. Man 
sieht aber, daß diese W erte annähernd durch 3 Gerade gekennzeichnet werden 
können, von denen die beiden, zu großen Ladungsm engen gehörenden Geraden 
(über —400 • 10-e  und —|— 300 • 10-e  As/h) annähernd parallel laufen. Daraus

%

Bild 11. Beide K o m p o n en ten  der V erte ilungsfunk tion  im  W ahrsche in lich k e itsm aß stab

B ild  12. H y stog ram m  d e r  u rsp rü n g lich en  V erte ilung  u n d  d ie aus beiden  K o m ponen ten  zu sam ­
m en g ese tz te  D ich te fu n k tio n
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kann m an folgern, daß diese Ladungsm engen die gleiche Verteilung haben. 
Zwischen diesen liegt die dritte Gerade, die die Verteilung der kleinen L adungs­
m engen kennzeichnet. Man nehme an, daß sich hier zwei N orm alverteilungen  
überlagern, weshalb die praktische V erteilungsfunktion in zw ei K om ponenten  
zerlegt werden soll. Diese beiden K om ponenten sind im W ahrscheinlichkeits- 
m aßstab im Bild 11 dargestellt. W ie man sieht, geben diese beiden P u n k t­
serien annähernd je eine Gerade, was auf das Vorhandensein von  zwei N orm al­
verteilungen hinweist. A uf Grund dieser Geraden wurde die resultierende 
D ichtefunktion der beiden N orm alverteilungen im Bild 12 dargestellt. Zu 
Vergleichszwecken wurde im selben B ild auch das H ystogram m  der ursprün­
glichen Verteilung eingetragen. D ie beiden Verteilungen zeigen bei großen  
W erten gute Übereinstim m ung, woraus gefolgert werden kann, daß die im  
Bild 11 gezeigte Verteilungsfunktion für die großen W erte wirklich eine 
K om ponente der ursprünglichen Verteilung ist. D ie größte Abweichung zwischen  
ursprünglicher und gebildeter Verteilung wird beim  Übergang von  den großen 
W erten zu den kleinen W erten im B ild 12 beobachtet. W ie man auch an B ild  
11 sehen kann, wurden bei der K onstruierung der steilen Gerade solche Punkte  
m it größerem Gewicht in Betracht gezogen, die unter den Punkten der steilen  
V erteilungsfunktion die m eisten Fälle enthalten  und gleichzeitig den kleinsten  
A bsolutw ert (in 10 _6 As/h) haben, als jene die im  Ü bergangsabschnitt liegen  
und sich auf den kleineren Teil der Fälle beziehen. Es ist m öglich, daß die 
P unkte dieses Übergangsabschnittes eine dritte V erteilungsfunktion kenn­
zeichnen, und es ist sicher, daß man m it drei K om ponenten eine noch bessere 
Übereinstim m ung zwischen wirklicher und gebildeter N orm alverteilung  
erhält. D ie Bestim m ung mehrerer K om ponenten würde aber auf K osten der 
G enauigkeit gehen, weil so zur B estim m ung je einer K om ponente weniger 
W erte zur Verfügung stehen. Selbstverständlich  kann auch der Fall eintreten, 
daß die Übergangswerte und die kleineren W erte nur aus einer der N orm al­
verteilung ähnlichen Verteilung stam m en.

Erklärungen und Folgerungen

A uf den Zusammenhang der täglichen und jahreszeitlichen Änderung  
der Spitzenström e m it der G ew ittertätigkeit haben mehrere V eröffentlichung­
en hingew iesen [2, 3, 4]. Es wurde für den hier untersuchten Z eitabschnitt 
die H äufigkeit der Gewittertage zusam m engestellt. Die G ewittertage wurden 
teilw eise auf Grund der im O bservatorium  durchgeführten Beobachtungen, 
teilw eise auf Grund der Beobachtungen der M eteorologischen Station in  
Sopron [5] ausgewählt. Tafel I enthält die Anzahl der G ew ittertage in  den ver­
schiedenen Monaten.

D ie M onate der untersuchten Zeitspanne wurden in zwei Gruppen geteilt  
u. z. a)  G ewitterm onate und b)  gew itterlose M onate. E s wurden für beide
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T afel I

A nzahl der Gewittertage

1960 1961 1962 1963

J  a n u a r 0 0 0
F e b ru a r 0 0 0
M ärz 0 0 0
A p ril 5 2 4

M ai 5 4 8
J u n i 9 4 7

J u l i 4 6 5

A u g u s t 7 3 3

S ep tem b er 5 2 0
O k to b e r 4 0 0
N ovem ber 0 0 0
D ezem ber 0 0 0

Gruppen aus den m onatlichen Sum m en der Ladungsm engen (positive und  
negative Ladungen zusam m en) die au f einen M onat bezogene durchschnitt­
liche Ladungsm enge berechnet. A u f die G ewitterm onate fä llt eine durch­
schnittliche Ladungsm enge von 27,9 • IO-3  Asec, während auf die gew itterlosen  
M onate durchschnittlich eine Ladungsm enge von  10,5 • 10“ 3 Asec fä llt. 
V on den M onaten der Gewitterperiode wurden die Sum m en der L adungs­
m engen jener T age ausgewählt, an denen örtliche G ewitter vorkam en, und  
nach Abzug dieser Ladungsm engen erhielt man einen durchschnittlichen W ert 
von  11,4 • 10 -3  A sec für die G ew itterm onate. D ie Differenz zwischen den 
m onatlichen durchschnittlichen Ladungsm engen der zwei Zeitperioden wurde 
also dadurch gering und ihr Verhältnis fie l vom  ursprünglichen W ert 2,66 auf 
1,09. Man sieht also, daß in beiden Zeitperioden die durchschnittlichen m onat­
lichen Ladungsm engen, die mit sonstigen Faktoren in  Verbindung stehen, 
beinahe gleich groß sind.

In der G estaltung des M aximums der jahreszeitlichen Änderung — das 
am m eisten in den Frühlings- und Som m erm onaten erscheint — spielen die 
lokalen Gewitter die größte Rolle. E s ist aber auch jener Ladungstransport 
der Spitzenström e bedeutend der n icht m it der G ew ittertätigkeit verbunden  
ist.

Das A uftreten großer Spitzenentladungen in den W interm onaten wird  
in erster Linie von  Schneefällen und Schneestürm en begünstigt. Bild 13 zeigt 
z. B . den Potentialgradienten und die Spitzenström e, die bei dem Schneesturm  
am 16. März 1962 registriert wurden. Der Potentialgradient stieg zwischen  
4 —5 h plötzlich über den Wert von  —j-300 V/m , wobei gleichzeitig die ersten
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A nzeichen positiver Spitzenström e auftraten. Der Potentialgradient blieb  
beinahe den ganzen T ag auf diesen hohen W ert, was durch Sperrung des 
M eßgerätes angezeigt wird. (Das Gerät zur Messung des Potentialgradienten  
is t  auf die Messung von  M axim alwerten ^  300 Y/m eingestellt und sperrt 
nach Überschreitung dieser W erte ab.) Nach J. Scholz [6] kann der hohe 
Potentialgradient bei Schneesturm  dadurch erklärt werden, daß die sehr feinen  
T eilchen durch R eibung Ladung erhalten. M. B arré  [7] und H. D olezalek

[8 ] beobachteten w eiterhin, daß die Polarität wirbelnder Schneewolken so 
geschichtet sein kann, daß sich ihre horizontalen Trennflächen viele Stunden  
hindurch nicht in vertikaler R ichtung verschieben. Bei eben erwähntem  
Schneesturm  müssen sich ähnliche Verhältnisse ausgebildet haben, bei denen  
für längere Zeit ein Potentialgradient gleicher Polarität auftrat, und auch  
Spitzenentladungen verursacht wurden.

Für das A uftreten  von Spitzenentladungen sind ferner R egenfälle  
ohne Gewitter von großer Bedeutung, weiterhin m üssen N ebel, Staubsturm  
und örtliche athm osphärische Verunreinigungen auch erwähnt werden [4, 2].

Untersucht m an die Verteilung der Größe der in einer Stunde gelieferten  
Ladungsm engen, so kann man feststellen , daß die Verteilung in zwei N orm al­
verteilungen (oder dazu nahestehende Verteilungen) geteilt werden kann. 
D as kann aber bedeuten , daß verschiedene M echanismen für das Z ustande­
kom m en der größenm äßig verschieden verteilten Ladungsm engen veran t­
w ortlich  sind. A uf Grund der K nickpunkte der V erteilungsfunktionen des 
B ildes 10 wurden die Ladungsm engen, die zwischen die Grenzen —400 • 1 0 -6 
und -{-300 • 10 ~6 A s/h fallen, von jenen , die außerhalb dieser Grenzen liegen, 
abgesondert. Diese A ufteilung in zw ei K om ponenten ste llt natürlich nur eine 
Annäherung dar, w eil in beiden Gruppen auch Übergangswerte Vorkommen. 
D eshalb können beide Gruppen auch n icht scharf voneinander getrennt werden. 
A u f Grund säm tlicher D aten des dreijährigen Zeitabschnittes wurde bestim m t, 
in welchem  Verhältnis die H äufigkeiten der Ladungsm engen in den verschie­
denen Monaten auf beide Gruppen verteilt sind. In beiden Gruppen ist im 
Som m er die H äufigkeit größer als im  W inter, jedoch ändert sich das H äufig­
keitsverhältnis der beiden durch die K nickpunkte bestim m ten Gruppen im 
Laufe des Jahres. Im  B ild  14 sieht m an, daß die durch den Spitzenstrom  in  einer 
Stunde gelieferten kleinen Ladungsm engen zw ischen—400 -10~e und -j-300-10~6 
As/h, den größten Teil der Fälle im H erbst und besonders im  W inter darstellen, 
und nur im Septem ber und im Februar Abweichungen beobachtbar sind. In den 
Frühlings- und Som m erm onaten sind auch schon die großen W erte (außer­
halb obiger Grenzen) in  großer Zahl vertreten. Der größere Stundendurch­
schnittsw ert in diesen M onaten (siehe B ild 7) ist deshalb nicht nur eine Folge 
der größeren H äufigkeit, sondern ist auch darauf zurückzuführen, daß im  Gegen­
satz zu den H erbst- und W interm onaten in diesen Jahreszeiten öfters größere 
Ladungsm engen beobachtet werden können. Im Frühling und im Sommer
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hängen die größeren Ladungsm engen hauptsächlich m it G ewittern zusammen, 
in den W interm onaten jedoch mit Schneefall und Schneestürm en. Die durch 
den Spitzenstrom  gelieferten kleineren Ladungsm engen hängen m it anderen 
schon erwähnten Faktoren zusammen. Selbstverständlich sei es bem erkt, 
daß hier von  statistisch verteilten B eobachtungen die Rede ist. Die Aufteilung  
der Ladungsm engenw erte in zwei K om ponenten, die sich der Größe nach

\У /Л  über un^ 2 0 0  * sec/Stunde zwischeri  I

B ild  14. Jä h r lic h e  Ä nderung  de r H äufigkeit d e r  in  e iner S tu n d e  g e lie ferten  L adungsm engen
fü r beide K o m p o n e n te n

unterscheiden, zeigt also, daß das A uftreten  der Spitzenentladungen und die 
jahreszeitlichen Änderungen neben der H auptw irkung der G ew ittertätigkeit 
auch noch auf andere Faktoren zurückzuführen sind.
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O N  R E C E N T  R E SU L T S IN  T H E  IN V E S T IG A T IO N S O F  PO IN T  D IS C H A R G E  C U R R E N T S

F . MÄRCZ

SU M M A R Y

A m ore d e ta iled  s tu d y  of th e  p ro p e rtie s  o f  p o in t d ischarge c u rre n ts  hav e  been m ad e  
po ss ib le  b y  th e  e la b o ra tio n  of o b se rv a tio n s  w h ich  la s te d  for 3 y ears . B y  th ese  in v es tig a tio n s , 
a  la rg e  p a r t  o f th e  pecu lia ritie s  in  th e  d iu rn a l a n d  seasonal v a r ia tio n s , a lread y  p re v io u s ly  
re v e a le d  [1], have  been confirm ed , fu r th e r  th e  re la tio n s of p o in t d ischarge  cu rren ts  to  o th e r  
p h e n o m e n a  p o in ted  o u t. T he m ag n itu d e  d is tr ib u tio n  of charge q u a n tit ie s  delivered  in  1 h o u r  
c an  be d iv ided  in to  tw o  n o rm al (or n e a r ly  so) d is tr ib u tio n s . T he freq u e n c y  of charge q u a n ti t ie s  
d iv id e d  accord ing ly  in to  tw o  groups show s a  seasonal v a ria tio n .

N O U V E A U X  R É SU L T A T S D E S R E C H E R C H E S  S U R  L ES C O U R A N TS D E  D É C H A R G E
D E  C R Ê T E

F. MÄRCZ

R É S U M É

U ne é tu d e  p lus approfondie  des p ro p rié té s  des co u ran ts  de décharge de c rê te  a  é té  
re n d u e  possible p a r  l ’analyse  des o b se rv a tio n s  de tro is  années. Les exam ens o n t c o n firm é  
u n e  g rande  p a rtie  des phénom ènes p a rticu lie rs  des v a ria tio n s d iu rn es e t saisonnières c o n s ta té s  
d a n s  un  tra v a il  a n té rie u r [1]. Ils o n t ég a lem en t ind iq u é  l’ex is tence des re la tio n s des c o u ra n ts  
de décharge  de crête  avec ce rta in s  a u tre s  phénom ènes. La d is tr ib u tio n  su iv a n t la g ra n d e u r  
des q u a n tité s  de charges observées en  u n e  h eu re  p e u t ê tre  divisée en d e u x  d is tr ib u tio n s  n o rm ales  
(o u  ap p ro ch an te s). L a fréquence  des q u a n ti té s  de charges divisées en  d eu x  groupes m o n tre  u n e  
v a r ia tio n  saisonnière.

НОВЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ ИЗУЧЕНИЯ ПИКОВЫХ РАЗРЯДНЫХ ТОКОВ

Ф . М Э Р Ц

РЕЗЮМЕ

Более подробное изучение особенностей пиковых разрядных токов стало возмож­
ным на основе обработки данных наблюдений за 3 года. Проведенные исследования 
подтвердили большинство уже ранее выявленных особенностей суточных и сезонных 
вариаций, при чем были выявлены и связи пиковых разрядных токов с другими явлениями. 
Заряды за 1 час распределяются по величине по двум нормальным (или близким к нор­
мальной) группам. Для частоты количеств зарядов, разделенных таким образом на две 
группы, характерна вариация по временам года.

Ada Techn. Hung. 52. (1965)



DER ZUSAMMENHANG DES LUFTELEKTRISCHEN 
POTENTIALGRADIENTEN MIT DEN 

METEOROLOGISCHEN ELEMENTEN IN DEN 
REOBACHTUNGEN DES GEOPHYSIKALISCHEN 

OBSERVATORIUMS BEI NAGYCENK
F. M ÄRCZ

G EO PH Y SIK A LISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM  D E R  U NG ARISCHEN AKADEM IE D ER 
W ISSENSCHAFTEN, SOPRON

[E ingegangen a m  18. A pril 1964]

U m  die Z u sam m en h än g e  der lu fte lek trisch en  E rsch ein u n g en  m it den m eteoro log ischen  
E lem en ten  zu  u n te rsu c h e n , w u rd en  die im  Z e ita b s c h n itt  S ep tem b er 1961 — D ezem ber 1962 
gem essenen W erte  des lu fte lek trisch en  P o te n tia lg ra d ie n te n  u n d  d ie A ngaben  der m eteo ro lo ­
gischen B e o b ach tu n g en  verg lichen . Die s tü n d lich en  D u rc h sc h n ittsw erte  des P o te n tia lg ra d ie n ­
ten , zw ischen 06 00 — 07 00, 13 00 —14 00 u n d  20 00 — 21 00 U h r, sind  n a ch  den in  den  Z e it­
p u n k ten  d e r T erm in b eo b a ch tu n g en  b es tim m ten  W erten  de r au sg ew äh lten  m eteoro log ischen  
E lem en te  g e o rd n e t u n d  die M itte lw erte  dieser G ru p p en  b e rech n e t w orden. D ie au sg ew äh lten  
m eteorologischen E le m en te  w aren : W in d rich tu n g , W in d s tä rk e , B ew ölkung, fe rner a u ch  d ie 
in  der B eilage des T äg lich en  W etterb e rich te s  des OM I v e rö ffe n tlic h te n  A ngaben  des L u ftm assen  

K alenders. A u f G ru n d  de r gerechneten  M itte lw e rte  des P o te n tia lg ra d ie n ten  k o n n te  m an  
erfahren , d a ß  — s ta tis t is c h  — m it der Z u nahm e d e r W in d s tä rk e  u n d  der B ew ölkung de r 
P o te n tia lg ra d ie n t a b n im m t. D ie Ä nderung  des P o te n tia lg ra d ie n te n  m it de r W in d rich tu n g  is t  
du rch  lokale E in flü sse  zu  erk lä ren . A n H an d  v o n  d en  U n te rsu ch u n g en  k a n n  ein gew isser 
Z usam m enhang  des P o te n tia lg ra d ie n ten  m it den  Ä n d e ru n g en  de r L uftm assen  angenom m en  
w erden .

1. E inführung

In der luftelektrischen Station des G eophysikalischen Observatorium s 
bei N agycenk werden die Messungen des luftelektrischen Potentialgradienten  
zur U ntersuchung des Zusammenhanges der L uftelektrizität m it dem elektro­
m agnetischen Feld  der Erde durchgeführt. In d er G estaltung der luftelektrischen  
Vorgänge spielen unter anderem auch die Änderungen der m eteorologischen  
Elem ente eine große R olle, wofür man auch die Zusam m enhänge der lu ft­
elektrischen und der m eteorologischen Änderungen überblicken m uß. D ie  
Kenntnis dieser B eziehungen könnte unsere au f die Erklärung des obgenannten  
Zusam m enhangs gerichtete Arbeit erleichtern.

D ie V erhältnisse der Messungen und die lokalen Um stände können an  
den einzelnen Stationen  sehr verschieden sein, deswegen müssen die aus der 
Fachliteratur schon bekannten und aufgeklärten Zusammenhänge an jeder  
Station auch individuell untersucht werden. Zuerst wird kurz die zur Messung 
des luftelektrischen Potentialgradienten verw endete Anlage beschrieben, 
weiter wird über die von  September 1961 bis Dezem ber 1962 durchgeführten  
Untersuchungen berichtet, in welchen die Ergebnisse der Messungen des 
luftelektrischen Potentialgradienten und' die Angaben der m eteorologischen  
Beobachtungen verglichen worden sind.
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2. Die Beschreibung der zur M essung des luftelektrischen  
Potentialgradienten verwendeten Anlage

D ie Messung des luftelektrischen Potentialgradienten wird m it H ilfe  
eines in 1 m Höhe über der Erdoberfläche m ontierten radioaktiven K ollektors 
durchgeführt. Der K ollektor ist — w ie auch bei den von der Firm a Stange  
und W olfrum erzeugten Potentialsonden — ein Radium präparat m it einer 
A k tiv itä t von 20 ц  Curie und m it einer H albwertszeit von 1680 Jahren. Die 
durch den K ollektor erm ittelten Spannungsänderungen sind auf die Anode 
einer in  A nodensteuerung arbeitenden Elektronenröhre gebracht und steuern  
dam it den G itterstrom  der Röhre. D ieser Meßfühler ist durch K abel m it dem  
im  Gebäude der luftelektrischen S tation  untergebrachten Photoregistrier­
apparat zusam m engeschaltet. In der Photoregistrieranlage befindet sich ein 
flüssigkeitsgedäm pftes Galvanom eter (T yp Schlumberger — Picard), das m it 
entsprechender E m pfindlichkeit den aus dem  Meßfühler stam m enden G itter­
strom änderungen fo lg t (auf der R egistrierschleife ist 1 mm ^  lOY/m). Der 
Vorschub des Registrierfilm es ist 2 cm /Stunde, die Registrierungen versieht 
die H auptuhr der S tation  in jeder Stunde m it Zeitmarken.

3. Die Ausführung der Untersuchungen

Die m eteorologischen B eobachtungen werden in dem G eophysikalischen  
O bservatorium  bei Nagycenk im R ahm en der K lim aforschung des OMI 
(Staatliches M eteorologisches Institut) täglich  um 06 53, 13 53 und 21 53 Uhr 
(MEZ) durchgeführt. Einerseits w urden zu unseren U ntersuchungen die in 
diesen Zeitpunkten beobachteten W erte der W indstärke, der W indrichtung  
und der Bewölkung, ferner die Angaben des in der Beilage des Täglichen W etter­
berichtes des OMI veröffentlichten Luftm assen-K alenders benutzt, anderer­
seits sind die stündlichen D urchschnittsw erte des Potentialgradienten zwischen  
06 00 -r- 07 00, 13 00 -r- 14 00 und 20 00 4 - 21 00 Uhr verw endet worden. 
So konnte man aus den einzelnen m eteorologischen Elem enten und aus dem  
Potentialgradienten täglich drei Proben nehm en, wodurch die Ausführung  
einer statistischen Untersuchung erm öglicht wurde.

Die Fachliteratur hat schon darüber mehrmals berichtet, wie die lu ft­
elektrischen M eßangaben zu einer sta tistisch en  Bearbeitung ausgewählt werden  
sollen. In der letzteren  Zeit kam der Standpunkt, wonach zu den U ntersuchun­
gen nur die bei »Schönwetter« gem essenen W erte benutzt werden dürfen, im m er 
m ehr in den H intergrund. Aus unserer Bearbeitung sind auch nur die bei einem  
zw eifellos gestörten Feld gem essenen W erte (größer als ^  300 Y/m und oft 
m it wechselndem  Vorzeichen) ausgeschlossen. (Das Material — ohne diese 
gestörten  W erte — ist m it dem In d ex  1 gekennzeichnet.) Ferner wurden die 
U ntersuchungen auch so durchgeführt, daß die an Tagen m it N iederschlag
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gem essenen Werte — laut der in [1] dargelegten Gedanken — nicht berück­
sichtigt waren, w om it man ein w eiteres meteorologisches E lem ent in die 
U ntersuchungen einführen konnte. (D ie  an niederschlagsfreien Tagen gem es­
senen W erte bekam en den Index 2.)

Zur Untersuchung des Zusam m enhanges des luftelektrischen P oten tia l­
gradienten m it dem W ind sind die zur V erfügung stehenden Angaben des 
Potentialgradienten in zwei Gruppen verteilt: Durchschnittswerte a)  bei 
W indstille und b) bei W inden. Für beide Gruppen sind drei gesonderte 
M ittelw erte, aus den — um die Z eitpunkte (06 00 -f- 07 00, 13 00 -7- 14 00, 
20 00 -f- 21 00) der m eteorologischen B eobachtungen bestim m ten — stü n d ­
lichen D urchschnittsw erten berechnet worden; um den täglichen Gang zu 
elim inieren, wurden aus ihnen durch eine wiederholte M ittelbildung die in 
Tabelle I eingeführten W erte erhalten. (D ie Zuverlässigkeit dieser W erte ist  
mit ihrer Streuung angegeben.)

T abelle  I

Рг P..

а ) 95 ±  2,7 105 ±  3,3

b) 77 ±  1,7 85 ±  2,0

P 1 =  M itte lw ert des P o ten tia lg rad ien ten  aus dem  gesam ten M aterial berech n et (in V /m ).
P 2 =  M itte lw ert des P o ten tia lg rad ien ten  au s  den  A ngaben der niederschlagsfreien  T age 

berech n et (in  V /m ).

Zwischen den M ittelwerten des Potentialgradienten bei W indstille und  
bei windigem  W etter gibt es in beiden Fällen  (P 1 und P2) einen Unterschied  
von etw a 20 V/m, der E influß des W indes äußert sich also in der H erabsetzung  
des M ittelw ertes. N atürlich gilt diese R egelm äßigkeit nicht in jedem  einzelnen  
Fall, aber in der Mehrzahl der Fälle is t  der W ert des Potentialgradienten bei 
W indstille größer als bei windigem W etter.

D ie Angaben der Gruppe b) w urden nach der W indstärke noch weiter 
klassifiziert, wobei drei Klassen aufgestellt wurden: schwache (1 — 2), m äßige 
(3—4) und starke (5 — 6 —7) Winde. (Zur B estim m ung der W indstärke diente  
bei den Beobachtungen eine W indfahne.) D ie M ittelwerte des Potentia lgradien­
ten enthält als Funktion der W indstärke die Tabelle II. (Hier sind die M ittel­
werte wie oben berechnet, und auch die Streuungen angegeben.)

Die Änderung der M ittelwerte des Potentialgradienten m it der W ind­
stärke ist in graphischer Darstellung in  B ild  1 zu sehen. (A usgezogen =  aus 
dem gesam ten Material (1) berechnet; gestrich elt =  aus Angaben der nieder­
schlagsfreien Tagen (2) berechnet.)

Man kann feststellen , daß diese Ergebnisse — wenn auch die Änderung  
klein is t  — m it den aus der Fachliteratur [1, 2, 5] bekannten übereinstim m en.
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Mit zunehm ender W indstärke nim m t der M ittelw ert des Potentialgradienten  
ab. D avon bildet nur ein W ert eine Ausnahm e. (In den P 2-Angaben bei starken  
W inden.)

E s wurden die M ittelw erte des P otentia lgradienten  auch in A bhängigkeit 
von  der W indrichtung berechnet und untersucht. D iese W erte sam t ihrer

Tabelle I I

Windstärke
(B°) P i Tli P 0_ "«

0 95 ±  2,7 28,6 105 ±  3,3 27,1
1 — 2 78 ±  2,1 47,4 85 ±  2,5 48,8
3 - 4 75 ±  3,7 14,6 84 ±  4,3 16,0

5 — 6 — 7 74 ±  4,7 9,4 87 ±  6,1 8,1

P t u n d  P 2 wie oben ,
ril —  A n zah l der Fälle in %  (gesam tes M aterial).
n.y =  A n zah l der Fälle in  %  (aus A ngaben  der niederschlagsfreien Tage).

B ild  1. Die M itte lw e rte  des P o te n tia lg ra d ie n ten  in  A b h än g ig k eit von der W in d s tä rk e

Streuung (in У/m ) und die Anzahl der Fälle (in %) sind in Tabelle I I I . nach  
W indrichtungen geordnet.

D ie m it der W indrichtung verbundene Änderung der M ittelw erte des 
Potentialgradienten kann man im B ild 2 a )  und b )  gut überblicken. A u f Grund  
der Tabelle III . und B ild  2. ist folgendes festzustellen:

1. Der M ittelw ert des Potentialgradienten is t  bei jeder W indrichtung  
kleiner als bei W indstille.

2. Im  geprüften Zeitabschnitt war der N W -W ind überwiegend h äufig  
und verursachte eine etwa 10 prozentige Verm inderung in dem M ittelw ert

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



ZUSAMMENHANG DES LUFTELEKTRISCHEN POTENTIALGRADIENTEN 161

des Potentialgradienten im Vergleich m it dem Stand bei W indstille. (D ie  
U nsicherheit des M ittelwertes b eträg t au f Grund der Streuung etwa 3% .)

3. Bei gewissen W indrichtungen nim m t der M ittelwert nur unbedeutend  
ab. z. B . bei N — W ind: in P : 5% , in  P 2 1%. Da ist aber die Streuung ziem lich  
groß (etw a 7% ).

4. Größere Verminderung (20 — 30% ) kann man bei den aus dem S E —SW  
Sektor eintreffenden W inden w arhnehm en. (D ie Streuung is t  7 —8 %.)

Tabelle III

Windrich­
tung Í*. n2

N 90 ±  5,9 5,9 104 ±  7,6 5,2
N E 86 ±  8,7 2,7 103 ±  10,6 2,6
E 87 ±  11,4 1,6 78 ±  12,9 1,8
SE 66 ±  4,7 9,4 71 ±  5,4 10,4
S 62 ±  4,4 10,8 68 ±  4,9 12,5
SW 78 ±  4,6 10,0 81 ±  5,5 9,8
w 80 ±  7,7 3,5 86 ±  9,0 3,6
N W 81 ±  2,7 27,5 96 ±  3,3 27,0

- 0 95 ±  2,7 28,6 105 ±  3,3 27,1

B ild  2. D ie M itte lw erte  des P o te n tia lg ra d ie n te n  in  A b h äng igkeit v o n  d e r W in d rich tu n g
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5. Im  Vergleich m it dem N iveau bei W indstille tr itt  bei S-W inden die 
größte Abnahme im  M ittelw ert auf (35% ). Das ist sogar auch neben 7 prozen­
tiger Streuung w esentlich .

Tabelle IV

Gruppe Bewölkung P, P. n2

I. 0 92 ±  3,4 18,5 93 ±  3,5 24,4

i l . 1 -  2 88 ±  4,0 13,5 90 ±  4,3 16,5

u i . 3 — 4 88 ±  4,2 1 2 ,1 88 ±  4,9 12,8

IV. 5 -  6 77 ±  4,8 9,3 82 ±  5,7 9,4

V. 7 -  8 79 ±  3,9 13,9 84 ±  5,0 12,5

VI. 9 - 1 0 67 ±  2,5 32,7 81 ±  3.5 24.4

B ild  3. Die M itte lw erte  des P o te n tia lg ra d ie n te n  in A b h än g ig h e it von der B ew ölkung

6 . Die M ittelw erte bei den W indrichtungen N E  und E wurden aus w eni­
gen Angaben berechnet, und deshalb sind sie auch unsicher.

A ll das b edeutet, daß die w ächselnde W indrichtung in dem M ittelwert 
des Potentialgradienten Änderungen verursacht, die auf lokale Einflüsse  
hinw eisen.

Ähnlich der b is je tz t verw endeten Methode untersuchte man auch die  
Änderungen des M ittelw ertes des luftelektrischen Potentialgradienten als 
F unktion  der B ew ölkung. A uf Grund der Bew ölkungsm enge wurden die D urch­
schnittsw erte des P otentialgradienten in  6 K lassen geteilt, und für jed e  
K lasse — in der oben schon erw ähnten W eise — M ittelw erte bestim m t. D ie
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Bewölkungsgrade, die M ittelwerte des Potentialgradienten (in V/m ) und die  
Anzahl der Fälle (in %) sind für die einzelnen  K lassen in Tabelle IV. zusam m en- 
gefaßt.

Im  B ild 3 a )  und b)  kom m t die A bnahm e des M ittelwertes des P oten tia l­
gradienten m it zunehm ender B ew ölkung gut zum Ausdruck. D ie Ergebnisse 
anderer Stationen [1, 2, 4] stimmen m it unseren Erfahrungen überein.

B ild  4. D er .Jahresgang  des P o ten tia lg ra d ie n ten  u n d  d ie  jah reszeitliche  Ä nd eru n g  der H ä u f­
igkeit der L u ftm a sse n

D ie U ntersuchungen haben sich auch  au f die Bestim m ung der Zusam ­
menhänge des Potentialgradienten m it d en  Luftm assen erstreckt. In der 
Beilage des Täglichen W etterberichtes (herausgegeben von OMI) befindet sich 
ein Luftm assen-K alender, der 8 Arten der Luftm assen unterscheidet. D iese  
K lassifikation  diente als Grund zur V erteilu n g  der Durchschnittswerte des 
Potentialgradienten nach Luftm assen. F ü r jed e  der 8 Gruppen sind in den 
Zeitpunkten der m eteorologischen B eobachtungen  drei M ittelwerte und aus 
diesen ein täglicher M ittelwert berechnet w orden. D ie letzteren W erte und die 
prozentuale Verteilung der Angaben über d ie einzelnen Gruppen enthält die 
Tabelle V.

D ie Tabelle zeigt, daß m it kontinentalen  Luftm assen größere M ittelwerte  
des Potentialgradienten verbunden sind a ls m it maritimen. Bei polarer

и* Acta Techn. Hung. 52. (1965)



164 F. MÄRCZ

Tabelle V

Luftmasse Л П , P, П ,

cK 99 ,± 3,5 16,4 103 ± 4,0 18,5
cM 88 ± 3,4 17,4 95 ± 4,0 18,5
cW 96 ± 9,8 2,1 96 ± 10,0 2,9
m K 61 ± 5,4 7,1 67 ± 6,8 6,4
mM 64 ± 3,2 20,1 72 ± 4,4 15,6
m W 68 ± 6,2 5,4 74 ± 7,2 5,8
a K 95 ± 3,5 16,4 97 ± 3,9 19,1
tM 73 ± 3,7 15,1 78 ± 4,7 13,2

cK  =  k o n tin e n ta le  kalte 
cM =  „  m äßige
cW  =  ,, warme
aK  =  p o la re  ka lte

m K  =  m aritim e ka lte  
mM  =  „  m äßige
m W  =  „  milde
tM  =  subtropische

L uft ist der M ittelw ert dem kontinentalen W ert ähnlich und bei subtropischer  
L uft ist der M ittelw ert des Potentialgradienten ungefähr so groß w ie bei den  
m aritim en L uftm assen . (Die m axim ale U nsicherheit in den M ittelw erten  
ist — nach den Streuungen — 10%.)

4. Folgerungen aus den Untersuchungen

Aus den U ntersuchungen kann m an feststellen , daß die aus den A ngaben  
der niederschlagsfreien Tage berechneten M ittelw erte des Potentialgradienten  
(in  überwiegender Mehrheit) größer sind als die aus dem gesam ten M aterial 
berechneten, entsprechenden W erte. D as ist dadurch zu erklären, daß der 
Potentialgradient gleichzeitig bei ruhigem  sog. Landregen oft negativ  (u m ge­
kehrte Schönw etterrichtung) ist; w enn also aus den Untersuchungen die A n ga­
ben der Tage m it N iederschlag ausgeschlossen sind, dann werden auch diese  
negative W erte w eggelassen, und so sind die M ittelwerte größer als die aus 
dem gesam ten M aterial berechneten.

Die m it den Änderungen der m eteorologischen Elem ente verbundenen  
Potentialgradientschw ankungen kom m en m eistens durch die Änderungen des 
Suspensionsgehaltes bzw . der A nzahl der Kondensationskerne zustande. D ie  
in der Luft befindlichen  Suspensionen bzw. Kondensationskerne spielen die  
Rolle der Transm ission zwischen den Änderungen der m eteorologischen und  
luftelektrischen E lem en te [1, 3].

Unter Berücksichtigung der vorerw ähnten Gedanken, konnte der in  den  
M ittelwerten des Potentialgradienten zum Ausdruck gebrachte W indeinfluß
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folgenderweise erklärt werden: bei W indstille ist der Y ertikalaustausch der 
Luftm assen kleiner als bei w indigem  W etter, so daß der Suspensionsgehalt 
der unteren Luftschichten relativ groß bleibt; dam it ist der spezifische W ider­
stand der Luft und infolgedessen auch das Potentialgefälle groß. Bei Auftreten  
der W inde nim m t der V ertikalaustausch zu und der Suspensionsgehalt verm in­
dert sich in Bodennähe, was die H erabsetzung des spezifischen W iderstandes 
der L uft und dadurch auch des P otentia lgefä lles zur Folge hat [1]. D eswegen  
sind in  unseren Untersuchungen die aus Angaben der w indstillen  Tage berech­
neten  M ittelwerte des Potentialgradienten größer als die der windigen Tage. 
Bei zunehmender W indstärke vergrößert sich die vertikale Durchm ischung der 
L uft, und so wird auch der M ittelw ert des Potentialgradienten immer mehr

T ab e lle  VI

W indrichtung

W indstärke ~~ ^__^
N NE E SE s SW w NW -0

1 -2 4,2 2,6 1,4 7,3 7,8 8,3 3,2 12,6
a)  3—4 1,1 0,1 0,2 1,7 2,7 1,3 0,2 7,3 28,6

5 - 6 - 7 0,6 — — 0,4 0,3 0,4 0,1 7,6

1 -2 3,4 2,5 1,6 7,9 9,1 8,4 3,6 12,3
b) 3 - 4 1,4 0,1 0,2 2,1 3,3 1,0 — 7,9 27,1

5 - 6 - 7 0,4 — — 0,4 0,1 0,4 — 6,8

herabgesetzt. Diese fallende Tendenz is t  bei schwachen und bei m äßigen W inden 
auch in unseren Ergebnissen bem erkbar, aber im  Falle der starken W inde 
w ächst wieder der M ittelwert des P otentia lgradienten  (P 2 Angaben); darin 
spielen die bei NW -W inden relativ  größeren W erte des Potentialgradienten  
eine R olle, weil in  der Klasse der starken  W inde m eist N W -W inde auftreten, 
aus den übrigen R ichtungen wehen seltener starke W inde. (Siehe in Tabelle 
V I. die Verteilung der W indstärke und  — R ichtung in  prozentualer D ar­
stellung; a =  gesam tes Material, b =  A ngaben der niederschlagsfrein Tage.)

E s ist noch unbedingt zu bem erken, daß bei P otentialsonden, die m it 
radioaktivem  K ollektor arbeiten, der gelieferte Spannungswert gewisser- 
m assen immer eine Funktion der v o n  der Sonde entfernten Ionenm enge, d. h. 
der W indstärke ist.

Nach aus der Fachliteratur bek an n ten  Erfahrungen kann die A bhängig­
keit des M ittelwertes des Potentia lgradienten  von der W indrichtung m it 
lokalen Einflüssen erklärt werden [1, 2 , 5]. Meistens determ iniert die relative 
Lage der Station zu den Suspensionsquellen die m it der Änderung der W ind­
richtung verbundenen Schwankungen. Unsere U ntersuchungen erzielten dies­
bezüglich ähnliche Ergebnisse.
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Der zwischen den M ittelwerten des Potentialgradienten bei windstillem  
und windigem  W etter erscheinende U nterschied von  ungefähr 20 Y/m wurde 
ohne Beachtung der W indrichtung bestim m t. Nach den P 2-Angaben der 
T abelle III unterscheiden sich die M ittelw erte des Potentialgradienten bei 
W inden aus N -, W- und N W -R ichtungen um weniger als 20 Y/m, bei SE-, 
S- und SW -W inden um  mehr als 20 V /m  von dem M ittelw ert bei W indstille. 
(D ie M ittelwerte bei N E - und E -W inden sind wegen ihrer Unsicherheit außer 
A ch t gelassen.) W enn in  der Gruppe S E , S und SW  die m äßigen und starken  
W inde in einem größeren Verhältnis vertreten wären als in den erwähnten  
drei anderen R ichtungen , dann könnte man die größeren M ittelwerte bei 
W inden aus N , W und NW  Richtungen zum Teil auch durch das kleinere Maß 
der Abnahme des Potentialgradienten m it der W indstärke erklären. D as ist 
aber nicht der Fall, w eil es eben der N W -W ind in dieserGruppe ist, derm eistens, 
im Vergleich m it allen anderen W inden, als mäßiger und starker W ind auftritt. 
D em nach dürfte die Erscheinung so begründet werden, daß zwar der im  Ver­
gleich m it dem w indstillen  Zustand größere V ertikalaustausch auch bei N-, 
W- und NW -W inden zustandekom m t, aber dieser kann nur teilw eise den 
Suspensionsgehalt in Bodennähe verm indern, weil aus den erwähnten R ich­
tungen der W ind wahrscheinlich im m er neue Suspensionen liefert. Annähe­
rungsweise sind in  diesen Richtungen die zum  Observatorium  nächstgelegenen  
Siedlungen und der Neusiedler See, die m an als Suspensionsquellen betrachten  
kann; so scheint die Annahm e b estä tig t zu sein. Bei N -, W- und NW -W inden  
dürfte also am M eßort der Suspensionsgehalt größer sein als bei W inden aus 
dem SE — SW Sektor. (D ie endgültige Lösung der Frage wäre durch die Messung 
der K ondensations — K ernzahl m öglich.) In dem S E —SW  Sektor sind die 
Siedlungen in einer größeren E ntfernung vom  M eßort, und zwischen ihnen  
und dem O bservatorium  liegen W älder und landw irtschaftliche Gebiete. So ist  
der Suspensionsgehalt der aus diesen R ichtungen stam m enden Luft verm utlich  
kleiner, das heißt, die SE-, S- und SW -W inde können die durch den V ertikal­
austausch in die H öhe gehobenen Suspensionen nicht ersetzen; demnach erge­
ben sich bei größerer Verminderung des K erngehaltes der unteren L uft­
schichten auch kleinere Potentialgradientw erte. D en kleinsten M ittelwert 
hei S-W inden kann ausßerdem noch erklären, daß m äßige W inde innerhalb  
des S E —SW Sektors m eistens aus dieser R ichtung w ehen.

Bild 3 />) zeigt die aus Angaben der niederschlagsfreien Tage berechneten  
M ittelw erte des Potentialgradienten in Abhängigkeit von  der Bew ölkungs­
m enge. Die M ittelw erte nehmen m it zunehm ender B ew ölkung ab. Die geschlos­
sene Bewölkung bildet eine Decke über dem Meßort, die den Vertikalaustausch  
behindert, und deshalb könnte man au f die Vergrößerung des Potentialgradien­
ten  folgern. D ie M essungen mehrerer Stationen und auch unsere U ntersuchun­
gen gaben dennoch das Ergebnis, daß bei Bew ölkung der Potentialgradient 
abnim m t. Nach [1] w eist dieses R esu ltat auf die W irkung einer in derW olken-
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decke gebildeten entsprechenden R aum ladung hin, die das Feld  verm indert. 
Als eine andere M öglichkeit ist in [1], au f Grund der nachstehenden Form el

wo E  die Feldstärke, r den spezifischen W iderstand der Luft am M eßort, 
R den Säulenwiderstand, V  die P otentiald ifferenz zwischen der luftelektrischen  
Ausgleichsschicht und der Erdorberfläche bedeuten, folgendes erwähnt: 
bei einer Bewölkung großer vertikaler M ächtigkeit wächst R  über der Station , 
aber r und V  bleiben beinahe konstant, und  so ergibt der größere Säulenw ider­
stand eine kleinere Feldstärke.

D iese Annahm en sind geeignet die feldverm indernde W irkung der B evöl- 
kung zu erklären.

Uber die Änderungen der M ittelw erte des Potentialgradienten m it dem  
L uftm assentausch kann nach Tabelle V . folgendes bemerkt werden: Im  all­
gem einen, wenn die kleineren A bw eichungen außer Acht gelassen werden, 
gehören zu kontinentalen und polaren L uftm assen große, zu m aritim en und  
subtropischen Luftm assen kleine M ittelw erte des Potentialgradienten. Im  
Jahresgang des Potentialgradienten erscheinen — wie allbekannt — die größten  
W erte im W inter und die kleinsten im  Som m er. Im geprüften Zeitabschnitt 
zeigt B ild  4. für jeden Monat die gem einsam e Zeitdauer der A nw esenheit der 
kontinentalen  und polaren bzw. m aritim en und subtropischen L uft, ferner den 
jahresgang des Potentialgradienten (aus den Durchschnittswerten des gesam ­
ten Beobachtungsm aterials). Es fällt sofort auf, daß der Jahresgang des P o ten ­
tialgradienten m it dem Lauf der H äu figk eit der kontinentalen und polaren 
Luftm assen übereinstim m t und im V ergleich m it dem der m aritim en und  
subtropischen Luftm assen entgegengesetzt ist . (Im  Januar 1962konnteder W ert 
des luftelektrischen Potentialgradienten wegen des oftm aligen Ausfalles  
der Registrierung zuverlässig nicht b estim m t werden.) D ie M ittelw erte des 
Potentialgradicnten sind also bei den kontinenta len  und polaren Luftm assen  
deswegen groß, weil unter ihnen überw iegend die der W interzeit entsprechenden  
großen W erte Vorkommen; zur R echnung der bei den m aritim en und subtro­
pischen Luftm assen beobachteten k lein en  M ittelwerte waren aber h au p t­
sächlich aus den Sommermonaten Proben genom m en, in welchen die P oten tia l­
gradientw erte klein sind. Die Frage kann  aber auch so gestellt werden, ob 
nicht eben eine mit der jahreszeitlichen Ä nderung der Luftm assen verbundene 
W irkung in dem Jahresgang des Potentialgradienten sich w iderspigelt? H ier 
kann m an auch die bekannte Vorstellung erwähnen wonach in  der Ausbildung  
des Jahresganges des luftelektrischen Potentialgradienten zwei E inflüsse  
eine Rolle spielen: eine weltweite und eine lokale W irkung. D ie erste tr itt 
auf der ganzen Erde gleichzeitig auf, die zw eite ist m it den Jahreszeiten  ver­
bunden. Dem nach darf angenommen w erden, daß neben anderen Faktoren auch
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die Änderung der Luftm assen im  m it den Jahreszeiten verbundenen lokalen  
E influß m itwirkt. N atürlich  ist das m it dem Gang der Kurven noch n ich t  
ganz bestätigt. Ferner gelten nach [7] auch zw ischen dem K ondensations­
kerngehalt und den Luftm assen Zusam m enhänge; die große Rolle der K on d en ­
sationskerne im R ahm en der L uftelektrizität ist aber schon allbekannt.

Als nächste A ufgabe ist die U ntersuchung der Zusammenhänge der 
luftelektrischen U nruhe m it den m eteorologischen Elem enten vorgesehen.
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O F T H E  G E O P H Y S IC A L  O B S E R V A T O R Y  AT N A G Y C E N K

F. MÄRCZ

SU M M A R Y

In  o rder to  s tu d y  th e  re la tio n sh ip  b e tw een  th e  a th m o sp h e ric  e lectrical, resp . m e te o ro lo ­
g ica l e lem en ts, th e  re su lts  o f p o ten tia l g ra d ie n t m easu rem en ts  a n d  th e  d a ta  of m e teo ro lo g ica l 
o b se rv a tio n s in  th e  p e rio d  be tw een  S ep tem b er 1961 a n d  D ecem b er 1962 were com p ared . T h e  
av erag e  va lues of th e  p o te n t ia l  g rad ien t d u rin g  th e  ho u rs  6 00—7 00, 1300—1400 and  2000—2 1 00 
h a d  been  grouped acco rd in g  to  th e  values o f th e  chosen m eteo ro log ica l elem ents o b se rv ed  
in  th e  tim e  of te rm  o b se rv a tio n s , an d  th e  m ean  v a lu e  of each  g ro u p  w as de term ined . T he ch o sen  
m eteo ro log ica l e lem en ts w e re : d irec tion  a n d  in te n s i ty  o f w in d ; sky -cover. Also th e  d a ta  o f th e  
a ir-m ass calendar p u b lish ed  in  th e  su p p lem en t o f th e  “ D iu rn a l m eteorological r e p o r t”  w e re  
u tilize d . On th e  basis o f  th e  co m p u ted  m ean  v a lu e s  o f  th e  p o te n tia l  g ra d ie n t i t  has b een  e x p e r i­
en ced  th a t  th e  p o te n tia l  g ra d ie n t s ta tis t ic a lly  decreases w ith  th e  increase  of w ind in te n s i ty  
a n d  sky-cover. T he v a r ia tio n s  o f th e  p o te n tia l  g ra d ie n t w ith  th e  d irec tion  of w ind  m a y  be 
b ro u g h t in to  re la tio n  w ith  loca l effects. A ccord ing  to  th e  in v es tig a tio n s , a  ce rta in  r e la tio n  
b e tw een  th e  p o te n tia l  g ra d ie n t  an d  changes o f d iffe re n t ty p es  o f a ir  m ay  he assum ed.
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R E L A T IO N S  E N T R E  L E  G R A D IE N T  D E  P O T E N T IE L  D E  L ’É L E C T R IC IT É  
A T M O S P H É R IQ U E  E T  L ES É L É M E N T S  M É T É O R O L O G IQ U E S  D A N S LES 
O B SER V A T IO N S D E  L’O B S E R V A T O IR E  G É O P H Y S IQ U E  D E  N A G Y C E N K

F . MÄRCZ

R É SU M É

P o u r é tu d ie r les ra p p o rts  e n tre  les é lém en ts de l ’é lectric ité  a tm o sp h é riq u e  e t les é lém en ts 
m étéo ro log iques, l ’a u te u r  com pare  les ré su lta ts  de m esures du  g ra d ie n t de po ten tie l e t  les 
données des ob se rv a tio n s m étéo ro log iques p o u r la  période  a lla n t de sep tem b re  1961 à décem bre 
1962. L es v a leu rs  m oyennes d u  g ra d ie n t de p o ten tie l e n tre  600—700, 1300— 1400 e t 2000 — 2100 
heures o n t  é té  g roupées su iv a n t les v a leu rs  des é lém en ts m étéoro log iques choisis, re levées 
a u  m o m e n t des o b se rv a tio n s, ap rès quo i on  a d é te rm in é  les v a leu rs  m oy en n es de chaque  
groupe in d iv id u e l. Les é lém en ts m étéoro log iques choisis é ta ien t la  d irec tio n  e t  l ’in te n sité  du  
v e n t e t  la  n éb u lo s ité ; l ’a u te u r  a u tilisé  en  o u tre  les données re la tiv es a u x  m asses d ’air, pub liées 
d an s le su p p lém en t des b u lle tin s  m étéo ro log iques jo u rn ab e rs . Sur la  base  des v a leu rs  m oyennes 
a insi calcu lées d u  g ra d ie n t de  p o ten tie l, l ’a u te u r  a  co n sta té  q u ’avec l ’a u g m e n ta tio n  de l’in te n ­
sité  d u  v e n t  e t  de la n éb u lo s ité , le g ra d ie n t de p o te n tie l m on tre  une d im in u tio n  s ta tis tiq u e . 
Les v a r ia tio n s  d u  g ra d ie n t selon la  d irec tio n  d u  v e n t  p eu v en t s’ex p b q u e r  p a r  des in fluences 
locales. Selon les recherches, l ’ex is tence d ’u n  ce rta in  ra p p o rt en tre  le g ra d ie n t de p o ten tie l 
e t les ch an g em en ts  des d iffé ren tes  so rtes  d ’a ir  se ra it égalem ent à env isager.

О С В Я З И  Г Р А Д И Е Н Т А  А Э Р О Э Л Е К Т Р И Ч Е С К О Г О  П О Т Е Н Ц И А Л А  С 
М Е Т Е О Р О Л О Г И Ч Е С К И М И  Э Л Е М Е Н Т А М И  П О  Д А Н Н Ы М  Н А Б Л Ю Д Е Н И Й ,  

П Р О В Е Д Е Н Н Ы Х  В Г Е О Ф И З И Ч Е С К О Й  О Б С Е Р В А Т О Р И И  П Р И  С. Н А Д Ь Ц Е Н К

Ф . ,М ЭРЦ

Р Е ЗЮ М Е

Д л я  изучени й св я зей  а эр оэл ек тр и ч еск и х  и  м етеор ол оги ч еск и х элем ентов , р е зу л ь ­
таты изм ер ен и й  потенц иальн ого гр ади ен та  за  п ер и од  с сен тябр я 1961 г. по дек абрь 1962 г. 
соп остав л я л и сь  с данны м и м етеор ол оги ч еск и х  наблю дений. С редние величины  п отен­
ци альн ого  гр ади ен та д л я  и н тер валов  6 00— 7 °° , 1 3 °°— 14°° и 2 0 ° ° — 2 1 ° °  час расп р едел я ­
ли сь  п о  гр у п п а м  величин м етеор ол оги ч еск и х  элем ен тов , н абл ю денн ы х во время тер м и­
нал ьны х н абл ю дени й , п осл е  чего о п р ед ел я л и сь  ср едн и е величины д л я  отдельны х гр уп п . 
В качестве м етеор ол оги ч еск и х  элем ентов  и зби р ал и сь  направление и  интенсивность ветр а, 
а т а к ж е  облачность . К р о м е того, бы ли использован ы  и данны е к а л ен да р я  воздуш ны х  
масс, оп убл и к ов ан н ого  в п р и л о ж ен и и  к « Е ж едн ев н ом у  отчету по погоде» (И деяр аш и  
напийелентеш »). В ы численны е ср едн и е  величины  потенциального гр ади ен та  показы ­
ваю т, что с увеличением  ин тен си вности  ветра и облач ности  потенциальны й гр ади ен т ста­
тистически сн и ж ается . И зм ен ен и е п отен ц и альн ого  гр ади ен та в зави си м ости  от н ап р авл е­
ни я ветров  связано с локальны м и воздействи ям и . П о проведенны м  и ссл едован и ям  м о ж н о  
п р едп ол агать  наличие зави си м ости  потенц иальн ого  градиента от и зм ен ен и я  различны х  
видов в оздуш н ы х масс.
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DIE BEDEUTUNG DER TISSOT-INDIKATRIX

P rof. I. HA ZA Y
DOKTOR D E R  TECHNISCHEN W ISSENSCHAFTEN 

LE H R STU H L F Ü R  H Ö H E R E  GEODÄSIE D ER  TECHN ISCHEN  U N IV ERSITÄ T F Ü R  BAU- UND 
V ER K EH R SW ESEN , BU DA PEST

[E ingegangen  am  12 J u n i  1964]

Die V erze rru n g sv erh ä ltn isse  in  e inem  beliebigen P u n k te  irg en d e in e r P ro jek tio n  lassen  
sich  m it H ilfe de r T isso tsch en  In d ik a tr ix  feststellen . D iese k a n n  aus d en  A b b ild ungsfunk tionen  
fü r irg en d e in en  P u n k t de r P ro je k tio n  b estim m t w erden . N ach d em  sich  d ie In d ik a tr ix  a u f  
derselben  P ro je k tio n  v o n  P u n k t zu  P u n k te  ä n d e rt, jed o c h  die zu d em selb en  O rig inalflächen­
p u n k t gehörende  In d ik a tr ix  a u f  den  versch iedenen  P ro je k tio n e n  im m er an d ers  is t, kan n  m an  
die T isso tsche  In d ik a tr ix  als K e n n w e rt der P ro jek tio n  b e tra c h te n . D iese E igenschaft lä ß t  
sich  bei de r zw eckm äß igsten  B estim m u n g  der A bbildung  de r v e rsch ied en a rtig en  K a rten  m it 
E rfolg anw en d en . V erfasser te i l t  d iesbezüglich  U n te rsu ch u n g en  m it, z e ig t die G esta ltung  de r 
In d ik a tr ix  a u f  e inigen v e rsch ied en a rtig en  P ro jek tio n en , ve rg le ich t d ie V e rze rru n g sv e rh ä lt­
nisse u n d  g ib t absch ließend  seine Schlußfolgerungen b e k an n t.

I.

W enn man die Ergebnisse der auf der Erdoberfläche ausgeführten 
sogenannten Lagem essungen auf einer p langelegten K arte darstellen w ill, 
muß man bekanntlich das Aufnahm enetz der annähernd als Rotationsellipsoid  
oder kugelförm ig angenom m enen Erde, die Eckpunkte der Grenzlinie der 
K onfigurationen am Gelände usw. auf eine Ebene oder eine Planarfläche  
(Zylinder oder Kegel) projizieren. Im  geodätischen und geographischen Sinne 
versteht m an im allgem einen unter Projektion nicht die wortw örtlich genom ­
mene Projektion, sondern jenes Verfahren, welches zw ischen den entsprechen­
den P unkten zweier Oberflächen (der Original- und B ildfläche) m ittels m athe­
m atischer Beziehungen, den A bbildungsfunktionen, den Zusam m enhang  
bestim m t. D as Prinzip der sogenannten perspektivischen Abbildungen ist  
zwar die Projektion m it Projektionsstrahlen, dieses Prinzip wird jedoch prak­
tisch nur dazu angew andt, die Abbildungsfunktionen im  geom etrischen  
G esichtspunkt aufzustellen. E s ist nämlich unausführlich, daß man von dem  
die E rdkugel ersetzenden E llipsoid oder von der Kugel die P unkte mit effek­
tiven  Projektionsstrahlen auf die Bildfläche überträgt.

W elche m athem atische Beziehung man auch immer zwischen Original- 
und B ildfläche aufstellt, die Projektion wir immer verzerrt; W inkel, Längen 
und Flächen verzerren sich im  allgemeinen. Es gibt zwar A bbildungen, wo sich 
die W inkel, und solche, wo sich die Flächen nicht verzerren (im Falle w inkel­
treuer bzw. flächentreuer Projektionen); Projektionen hingegen, bei denen — 
einzelne R ichtungen oder Richtungsgruppen ausgenom m en — die Längen
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keine Verzerrung aufw eisen, gibt es überhaupt nicht. Bei w inkeltreuen Projek­
tio n en  verzerren sich die F lächen stärker, bei flächentreuen Projektionen die 
W inkel. Aus diesem Grunde werden bei geographischen Abbildungen häufig 
Projektionen mit allgem einen Verzerrungen angewandt, bei denen zwar alle 
drei geodätische E lem ente Verzerrungen erleiden, jedes jedoch in verhältn is­
m äßig  geringem Maße.

D ie Geodäsie hat sich heute ausschließlich für die w inkeltreuen Projek­
tio n en  entschieden. E ine der w ichtigsten  Bedingungen bei der Auswahl der 
geographischen Projektionen ist — w enn nur nicht eine ganz besondere Bedin­
gu n g vorliegt, wie z. B ., daß die kürzeste Entfernung der einzelnen Punkte  
v o n  einem  A usgangspunkt oder von  der Gerade direkt von  der K arte abzu­
m essen  sei, oder daß die kürzesten Linien der K ugel au f der Ebene durch 
G eraden dargestellt w erden (beide Bedingungen sind bei der Fernschiffahrt 
u n d  Aeronautik von B edeutung) — daß die Übereinstimmung zwischen Original- 
und Bildflächenzeichnung der darzustellenden Fläche je  besser sei. Der Zweck 
der K arte beeinflußt die W ahl der Projektionsart bedeutend. Es gibt Aufgaben, 
w o die Flächentreue, und solche, w o die W inkeltreue erforderlich ist. In  vielen  
F ällen  entspricht irgendeine Projektion m it allgem einen Verzerrungen am 
b esten .

H at man sich schon von den drei Verzerrungsgruppen (winkeltreuen, 
flächentreuen oder allgem einen) für irgendwelche entschieden, so spielt in 
der weiteren Auswahl vo n  den Projektionen die Form , Ausdehnung und geo­
graphische Lage der abzubildenden F läche eine bedeutende R olle. Ich wünsche 
n ich t, die verschiedenen weiteren G esichtspunkte hier anzuführen. Nach 
E rw ägung der G esichtspunkte in den einzelnen Fällen kom m t jedoch gewöhn­
lich  n icht eine, sondern es kom m en mehrere Projektionsarten in Frage. Aller 
W ahrscheinlichkeit nach wird schließlich jene A rt benutzt werden , deren Verzer­
rungsverhältnisse a u f  der abzubildenden Fläche am günstigsten sind.

Zur endgültigen E ntscheidung sollen demnach die VerzerrungsVerhält­
n isse  an den verschiedenen Stellen der abzubildenden F läche untersucht werden, 
besonders dort, wo voraussichtlich  die größten Verzerrungen zu erwarten sind.

D ie Untersuchung der Verzerrungsverhältnisse erfolgt vorteilhaft auf 
G rund der Tissotschen Indikatrix . D ie Indikatrix ist das B ild eines unendlich  
kleinen  Kreises auf der B ildfläche in irgendeinem P unkte der Originalfläche. 
D ieses Bild ist im allgem einen eine E llipse, weshalb m an auch die Indikatrix  
ein e Verzerrungsellipse nennt. (Zur Abbildung im endlichen Maße wird als 
L ängeneinheit der R adius des unendlich kleinen K reises gewählt).

Werden bei irgendeiner beliebigen Projektion Punkte bezeichnet, die 
n ich t auf der sogenannten Linie gleicher Verzerrung liegen, so ergibt sich, daß 
hier die Indikatrix im  allgem einen im m er andere Form en und andere Maße 
aufw eist und im V erhältnis zum Meridian immer eine andere Lage annimt. 
(N ur auf den w inkeltreuen Projektionen bewahrt die Indikatrix im m er die
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gleiche Form , u. zw. einen Extrem fall der E llipse: den Kreis; das Maß dieser 
Kreise jedoch ändert sich auch in jedem  P unkte. Es gibt aber auch solche  
Projektionen, wo die Lage der Indikatrix im  V erhältnis zum Meridian in jedem  
Punkte identisch ist.)  U ntersucht man nun denselben O riginalflächenpunkt, 
jedoch auf verschiedenen Projektionen, so erhält man wiederum  immer andere 
Indikatrix-Bilder. D em nach können wir also die Tissotsche In d ika trix  tatsächlich  
als Kennwert der Verzerrungen betrachten.

II.

Es soll nun ein kurzer Überblick gegeben werden, was alles uns die 
Indikatrix sagen kann. W ie bereits erwähnt, is t  das Bild irgendeines unendlich  
kleinen Kreises auf der Originalfläche eine unendlich kleine Ellipse auf der 
Bildfläche, deren M ittelpunkt dem M ittelpunkt des Originalflächenkreises 
entspricht. Is t der R adius des unendlich kleinen Kreises der Originalfläche 
die Längeneinheit, so bezeichnen wir die Länge der großen Halbachse der 
Ellipse m it a und die der kleinen H albachse m it b. A uf Grund der Ellipse können  
wir dann in der unendlich kleinen U m gebung des betreffenden Punktes die 
Kennwerte der Verzerrungen, die sogenannten Moduln bestim m en.

Der K ennw ert der Längenverzerrung is t  der L inearm odul (die Geogra­
phen nennen ihn  auch Längenverhältnis) ,  der das Verhältnis zwischen dem  
unendlich kleinen Streckenstück ds der O riginalfläche und deren B ildlänge  
dt in der W eise ausdrückt, daß der Linearm odul l

I =  A
ds 

ist.
Der höchste W ert des Linearmoduls beträgt a, der kleinste W ert b. 

Die E xtrem w erte erhalten  wir demnach aus den H albachsen der Indikatrix, 
ihre R ichtungen aus den Achsen der Indikatrix . Jene R ichtungen, in denen  
der Linearmodul der größte und der k leinste ist, d. h. die Richtungen der 
Indikatrixachsen, nennen wir Hauptrichtungen der Projektion  (oder Verzerrung); 
kennzeichnend ist für diese, daß sie sowohl au f der Original- als auch auf der 
Bildfläche aufeinander senkrecht sind. In  jed em  Punkte gibt es — die w inkel­
treuen Projektionen ausgenom m en — nur ein  einziges solches R ichtungspaar, 
vom verzerrungsfreien Punkte oder von den au f die eventuell verzerrungsfreie 
Linie fallenden P un k ten  abgesehen. (N achdem  bei einer w inkeltreuen Projek­
tion säm tlichen rechtw inkcligen R ichtungspaaren der Originalfläche auch au f 
der B ildfläche rechtw inkelige R ichtungspaare entsprechen, wird auf einer 
solchen Projektion die Lage der H auptrichtungen unbestim m t, ja ihr B egriff  
sogar sinnlos.)

In jeder beliebigen, durch den untersuchten Punkt gehenden R ichtung  
ist der Linearmodul gleich dem in die entsprechende R ichtung der B ild-
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fläche fallenden R adiusvektor der Indikatrix; wenn die R ichtung au f der 
Originalfläche m it jener H auptrichtung, in welcher der Linearmodul am 
größten ist (I. Projektionshauptrichtung), einen W inkel со einschließt (man 
nenne diesen W inkel die Richtungsneigung  der Originalfläche), so beträgt 
in dieser R ichtung das Quadrat des Linearm oduls:

P  =  a2 cos2 со -f- 62 sin2 со . (2)

Da auf winkeltreuen Projektionen die Indikatrix ein Kreis ist (d. h. a — b), 
is t der Linearmodul in  jeder Richtung ebenfalls gleich o.

Der Kennwert der Richtungsverzerrung ist der Richtungsmodul; er 
wird m it dem V erhältnis der Tangente der R ichtungsneigung со der O riginal­
fläche zu der Tangente der R ichtungsneigung со' der B ildfläche irgendeiner 
R ichtung ausgedrückt. A uf Grund der Indikatrix läß t sich bew eisen, daß 
dieser W ert in irgendeinem  Punkte in  jeder Richtung gleich ist, und zwar 
is t  er identisch m it dem  Quotienten der kleinen und großen H albachse der 
Indikatrix d. h. der R ichtungsm odul beträgt:

tan со' b
i = ------------ =  —  . (3)

tan  со а

A u f einer w inkeltreuen Projektion ist au f Grund von (3), aber auch nach dem  
vorhergehendem  verständlich: i =  1 .

Der Kennwert der Flächenverzerrung ist das F lächenverhältnis (F lächen­
verzerrungsm odul) T, welches das V erhältn is zwischen der Oberfläche d F  der 
unendlich kleinen Figur in  der unendlich kleinen U m gebung des untersuchten  
Punktes und der Oberfläche d T  des G egenstückes auf der Bildfläche ist, u. zw. 
so, daß

(IT
T “  d F

(4)

ist.
Nachdem  auch die Indikatrix eine unendlich kleine Figur ist (das Bild  

eines unendlich k leinen Kreises), ergibt der Quotient der Indikatrixfläche  
d T  =  ab тс und der F läche л  des unendlich kleinen K reises (der Radius des 
Kreises ist nämlich: r =  1) ebenfalls das Flächenverhältnis:

T =  ab . (5)

A uf einer flächentreuen Projektion gibt es keine Flächenverzerrung. 
In  dieser Gruppe der Projektionen ergibt sich demnach

г =  ab =  1 bzw .
а

( 6 )
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Mit H ilfe der T issotschen Indikatrix erfahren wir, wohin die Projektion  
vom  Standpunkt der Verzerrung aus gehört. W enn bezüglich irgendeines, vom  
verzerrungsfreien Punkt der Projektion abweichenden, bzw. auf die eventuell 
verzerrungsfreie Linie (oder Linien) nicht fallenden Punktes

a — b

ist, dann ist die Projektion winkeltreu; wenn

1
a =  —  

b

(7)

( 8 )

beträgt, so ist die Projektion flächentreu: w enn hingegen

а ф  b und <9)

ist, dann ist die Projektion allgemein verzerrt.
D ie Indikatrix bestim m t im  untersuchten Punkte auch die größte  

Richtungs-, bzw. W inkelverzerrung. D ie D ifferenz zwischen der R ichtungs­
neigung der Original- und der B ildfläche, d. h. der Höchstwert der R ichtungs­
veränderung läßt sich aus der Formel

s i n  ( cd —  ft> ')n ( 10 )

berechnen. Die größte W inkelverzerrung (die wir mit zl bezeichnen werden) 
ergibt sich in dem Falle, w enn die beiden W inkelärm e zur 1. Projektionshaupt­
richtung sym m etrisch liegen und m it der größten R ichtungsveränderung  
belastet sind. (Sind näm lich die A bsolutw erte der R ichtungsneigungen zweier 
Richtungen identisch, d. h. sind die zwei R ichtungen sym m etrisch zur H aupt­
richtung, so haben sie eine gleiche Richtungsveränderung.) D ie m axim ale  
W inkelverzerrung ist also gleich dem zweifachen Wert der m axim alen R ich­
tungsverzerrung:

A  =  2(C0 — CD')max • (П )

A uf einer w inkeltreuen Projektion gibt es selbstverständlich weder eine 
R ichtungs-, noch eine W inkelverzerrung.

Ist die Lage der großen H albachse der Indikatrix im V erhältnis zum  
Meridian bekannt, d. h. kennt m an die R ichtungsneigung com der Original­
fläche des Meridians, so kann man aus Form el (3) auch die R ichtungsneigung  
(o'm der B ildfläche des Meridianes bestim m en. Und da die R ichtungsneigung
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des Parallelkreises au f der Originalfläche

Юр =  com + 90° (12)

ist, kann auch ca'p durch Formel (3) und au f Grund dieser auch dervom  Meridian- 
und Parallelkreisbild geschlossene W inkel bestim m t werden. Wird deren A b­
weichung von 90°, bzw . die Verzerrung des von dem M erid ian  und dem Parallel­
kreis a u f der O riginalfläche gebildeten rechten W inkels m it 0  bezeichnet, so ist

в  =  9 0 ° - ( с о ' р - с о ' т) .  (13)

Ist uns wiederum die Lage der großen H albachse der Indikatrix im Verhältnis 
zum M eridianbild bekannt (d. h. co'm), dann kann m it entsprechender A nw end­
ung von (3) der W ert a>m berechnet werden, w om it die Aufgabe auf das Vorher­
gehende zurückgeführt worden ist.

Kennen wir die R ichtungsneigung des Meridians und des Parallelkreises, 
so können m it Form el (2) die Linearm oduln in R ichtung des Meridians lm und  
des Parallelkreises lp berechnet werden. Zwischen diesen und den H albachsen, 
bzw. zwischen dem  Flächenverhältnis und der W inkelverzerrung 0  besteht 
folgende Beziehung:

t  =  ab =  lm lp cos 0  . (14)

Die im  obigen in  der m öglichst kürzesten W eise erwähnten K ennw erte  
lassen sich jedoch nur dann aus der Indikatrix erm itteln , wenn die Indikatrix  
selbst bekannt is. W ir betrachten daher je tz t kurz auch die Art der B estim ­
m ung der Indikatrix . D ie betreffenden A bleitungen werden selbstverständlich  
ebenfalls verm ieden.

B ezeichnet m an auf der Originalfläche die geographischen K oordinaten  
m it cp (geographische Breite) und Я (geographische L änge), und im orthogonalen  
K oordinatensystem  der Bildfläche die K oordinaten m it x  und y , so ergibt sich  
als allgemeine Form  der Projektionsgleichungen:

*  =  А) У =  M<P, A) • (15)

Man differenziere nun diese partiell nach cp bzw. Я, d. h ., man bilde die W erte

Эл; Эл; , Эу Эу
---- » ——s o w ie ---- -, ——
Э ср ЭЯ 8 ср ЭЯ

(16)

Mit ihrer A nw endung beträgt der Meridian- und Parallelkreislinearm odul:

1

M
/ \2 I 3y

I v l  Э93
1P =

dx i2 ( Эу 

ЭЯ ) +  \ ЭЯ
(17)
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wobei M  der zum untersuchten Punkt gehörende M eridiankrüm m ungshalb­
messer auf der Originalfläche und r der H albm esser des durch den untersuchten  
Punkt gehenden Parallelkreises ist. A uf einem  Ellipsoid beträgt

r =  N  cos cp , (18)

wo N  der Querkrümmungshalbmesser ist. A uf einer K ugel m it dem H alb ­
messer R  ist

M  =  R  und r =  R  cos cp . (19)

Zur B estim m ung der Halbachsen der Indikatrix dient das G leichungs­
system

1 dx 1 8y  )2 
ЭЯ ,

(a +  6)2 =  - - - ^  +
M  Qcp r

+

(a — b)2 =
1 dx 

M  Э (p

1 8y  | 2 

г ЭЯ

1 _Sy 
M  d <p 

1 Sy

8# ' 2 
8Я

+  1 8* 2 

M  dcp г ЭЯ

( 20 )

Die R ichtungsneigung der Meridiane au f der Originalfläche läßt sich  
aus der Formel

sin com = ( 21 )

berechnen.
Die R ichtungsneigung des M eridianbildes auf der Bildfläche kann noch  

außer der Beziehung (3) m it den Formeln

cos co'm =  cos ojm und sin  o/m ~  -— sin com (2 2 )

bestim m t werden.
Nach B estim m ung der Halbachsen a und b sowie von  u>'m ist die zum  

untersuchten P unkt gehörende Indikatrix in  Bezug auf Form, Abm essung  
und Lage bekannt und läß t sich in einem geeigneten M aßstab abbilden. Obwohl 
man m it H ilfe der D ifferentialquotienten (16) auch das Flächenverhältnis  
T und den W inkel 0  berechnen und som it auch auf analytischem  W eg sä m t­
liche Verzerrungsfaktoren kennenlernen kann, is t  es zum Vergleich m it den in  
der U m gebung anderer Punkte auftretenden bzw . den auf anderen A bbildun­
gen auftretenden Verzerrungsverhältnissen dennoch zweckm äßig, die Indi- 
katrixen (selbstverständlich im gleichen M aßstabe) darzustellen.

Es kann sich ergeben, daß sich in den A bbildungsfunktionen anstelle  
der geographischen B reite die Poldistanz ß  vorkom m t, d. h.

Я) . (23)

12 Acta Techn. Hung. 52. (1965)



178 I. HAZA Y

In einem  solchen Falle sind — der indirekten D ifferentiationsregel entsprechend  
— die partiellen D ifferentialquotienten (16) aufzustellen, z. B.:

Э« _  dx_ dß_ 

dcp dß dcp

N achdem  hier die Poldistanz den Ergänzungsw inkel der geographischen Breite  
bildet, d. h.

ß  =  (90° -  «jp), (25)

b eträgt der D ifferentialquotient laut:

dß_
dcp

und dem entsprechend ist:

Эя Эя
Э cp dß

Im  Zusam m enhang m it den Beziehungen (15) — (27) haben wir ange­
nom m en, daß in den Abbildungsfunktionen die wahre geographische Breite cp 
(bzw. die Poldistanz ß) und die wahre geographische Länge A die K oordinaten  
der Originalfläche bilden. In den G leichungen der schiefachsigen und transver­
salen (also nicht norm alen) Projektionen der Kugel stehen nicht die wahren, 
sondern die sogenannten geographischen Hilfskoordinaten cp' und A'. (Norm al 
is t die E beneprojektion — die Azim utalprojektion — wenn ihr A nfangspunkt 
m it irgendeinem  Pol identisch ist; die Zylinder- und die K egelprojektionen sind 
norm al, wenn die Zylinder- oder K egelachse m it dem die R otationsachse der 
Erde darstellenden Kugeldurchm esser bzw . m it der kleinen H albachse des 
Ellipsoides zusam m enfällt. B efindet sich der Anfangspunkt am Ä quator, 
bzw . die Zylinder- oder K egelachse in  der Äquatorebene, dann ist die Projek­
tio n  transversal. A lle anderen Lagen nennen wir schiefachsig.) Der A nfangs­
punkt der nicht norm alen direkten ebenen Projektion, bzw. der D urchschnitts­
punkt der Zylinder- und Kegelachse is t  au f der K ugelfläche irgendein vom  
P ol abweichender anderer K ugelflächenpunkt P '. (Die linke Seite vom  Bild 
1 ste llt die Begriffe des wahren G radnetzes dar, die rechte Seite die H ilfs­
gradnetzverhältnisse.) D iesen Punkt bezeichnen wir als Hilfspol; die über den 
zugehörigen Durchm esser gelegten E benen  schneiden die H ilfsm eridiane, die 
zum  Durchm esser senkrecht fallenden E benen den Hilfsäquator und die H ilfs­
parallelkreise aus der K ugelfläche aus. Im  H ilfsgradnetzsystem  bestim m en  
die geographischen H ilfskoordinaten cp' (bzw. ß') und A' die Punkte. Ihre Zusam ­
m enhänge m it den wahren geographischen Koordinaten bestim m t jenes

Эу 8y
dcp dß
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sphärisches Polardreieck, dessen Polpunkte der Pol P , der H ilfspol P ' und  
Punkt A  sind, dessen K oordinaten untersucht werden (m ittlere Zeichnung  
vom  B ild  1). Der H ilfsm eridian, der auch über den Pol durchgeht, ist g leich­
zeitig  auch ein wahrer Meridian; sowohl die wahre geographische Länge als 
auch die geographische H ilfslänge wird von  hier berechnet. Folgende B ezieh­
ungen ergeben sich aus dem Polardreieck:

sin cp' — sin <p COS <p0 ---  COS cp sin Cp0 cos X ,

, cos w sin X 
sin y  — ----------------  .

cos <p'

( 28 )

In der Formel ste llt <p0 den N eigungsw inkel der H ilfsäquatorialebene  
zur Ebene des wahren Äquators dar, cp und X sind die wahren geographischen  
K oordinaten des untersuchten P unktes, <p' und X' dessen geographische H ilfs­
koordinaten. Der W inkel cp0 is t  m it der wahren Poldistanz des H ilfspoles 
identisch. R echnet man anstelle der geographischen Breiten m it den P old istan­
zen, so m üssen in den G leichungen (28) die W erte

sin q>i — cos ßi und cos <p(- =  sin ßj (29)

eingesetzt werden.

12* Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Sind also in  den A bbildungsfunktionen die geographischen H ilfskoor­
dinaten als Originalflächenkoordinaten angegeben, d. h.

*  =  /i(9>'. Л .  У — fÁ<P’’ Г ) ’ (30)

dann ergibt die sinngem äße Anw endung der Form eln (16) — (22), bzw. die 
Verwendung der D ifferentialquotienten

dx Qx

’ lÜ7
Q y  8 iy

8 cp' ЭА'
(31)

die zum H ilfsgradnetz angepaßten Verzerrungsverhältnisse. So erhalten wir 
z. B . aus den Form eln (17) die Linearm oduln zur R ichtung des Hilfsm eridians 
und H ilfsparallelkreises, während Form el (21) die R ichtungsneigung der 
Originalfläche des H ilfsm eridians darstellt. Wir wünschen jedoch im  allgem ei­
nen auch in solchen Fällen  die zum wahren Gradnetz ins Verhältnis gestellten  
Verzerrungen kennenzulernen, daher m üssen wir auch aus den A bbildungs­
funktionen (30) die unter (16) angeschriebenen D ifferentialquotienten bilden. 
Gemäß der indirekten D ifferentionsregeln sind

(32)

dx  dx dtp' dx 9Â'

8 9 9  8 9 3 ' Э99 ЭА' Э99

Эя Эл: 8  <p' Эл: ЭА'

ЭА 8 9 o' ЭЯ ЭА' ЭА

Эу 8 у  8 9 о' 8 у  ЗА'

Э99 д<р' дер ЭА' Э99

8 у  Эу Э93' 8 у  ЭА'

ЭА 8 <р' ЭА ~Г ЭА' ЭА

Selbstverständlich muß sich für die W erte a, b und x das selbe R esultat 
ergeben, ob die Berechnung nun im V erhältnis zum echten Gradnetz oder zum  
Hilfsgradnetz erfolgte.

Der indirekten Differenzierung entsprechend m üssen die D ifferential­
quotienten (16) auch dann gebildet werden, wenn in den Gleichungen irgendei­
nes Bildes die sogenannte modifizierte geographische Breite, bzw. m odifizierte 
geographische Länge (oder alle beide) Vorkommen. Als Beispiel seien hier die 
Gleichungen der allgem ein bekannten M ollweide-Projektion  angegeben:

: =  / 2  R sin 99 У
2 1/2 RA cos 99', (33)
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wo der Zusam m enhang zwischen der m odifizierten geographischen B reite  
cp' und der wahren geographischen Breite cp durch Gleichung

2 cp' sin 2<p' — 7i sin (p (34)
bestim m t wird.

B evor wir uns noch mit der U ntersuchung der Verzerrungsverhältnisse 
einiger Projektionen und mit ihren Vergleichen befassen, wollen wir überlegen, 
was sich m it den Indikatrixen m it bloßer B esichtigung bzw. m it der A bm essung  
der Länge der H albachsen feststellen  läßt.

W o die Indikatrix ein Kreis ist, tritt keine Winkelverzerrung auf. W enn die 
Indikatrix auch in  dem Punkte ein Kreis ist, der vom  verzerrungsfreien P unkt  
abw eicht, oder nicht auf die eventuell verzerrungsfreie Linie fä llt, dann ist 
die Projektion winkeltreu. Ist jedoch die Indikatrix eine Ellipse, so en tsteh t auch  
eine W inkelverzerrung und die Projektion kann nicht winkeltreu sein.

Je mehr sich die Form der Indikatrix dem Kreise nähert, desto kleiner  
sind die W inkelverzerrungen und som it natürlich auch die m axim ale W inkel­
verzerrung. U nd je abgeplatteter die E llipse ist (d. h. je  größer der U nter­
schied zwischen der Länge der großen und kleinen Halbachse ist), um so größer 
sind auch die W inkelverzerrungen und deren H öchstwert.

W o das Produkt aus den Längen der H albachsen gleich 1 ist (bzw. w o  
der Zahlenwert der Indikatrixfläche л  ist), gibt es keine Flächenverzerrung. Ist  
die diese Bedingung begfriedigende Indikatrix ellipsenförmig, so ist die P ro­
jektion  flächentreu. Je größer die A bw eichung des Produktes der H albachsen  
von der E inheit (d. h. der Fläche von  л) ist, um  so größer ist auch die F lächen­
verzerrung. W enn das Produkt kleiner als 1 ist, wird die Flächenverzerrung  
als eine Verm inderung, wenn es größer als 1 ist, dann wird die F lächenver­
zerrung als eine Vergrößerung auftreten.

In jener Bildflächenrichtung, in der der H albm esservektor gleich der 
E inheit ist, fin d et man keine Längenverzerrung. Je größer die Abweichung von  
der E inheit ist, um so größer ist auch die Längenverzerrung. Sollte der H alb­
m esservektor kleiner sein als die E inheit, tr itt  eine Längenverkürzung auf, 
ist er größer, ergibt sich eine Längenvergrößerung. Je kleiner die A bw eichung  
des Produktes aus den Meridian- und Parallelkreisradiusvektoren vom  Pro­
dukt aus den H albachsen ist, um  so kleiner wird die Verzerrung des rechten  
W inkels, welcher auf der Originalfläche von Meridian und Parallelkreis gebildet 
wird. Je größer diese Abweichung ist, um  so spitziger wird der W inkel, in  dem  
sich das M eridianbild und das Parallelkreisbild schneiden.

III.

U ntersuchen wir vor allem drei allgem ein bekannte A zim utalprojektionen , 
und zwar in normaler Lage. Auf den norm alen azim utalen Projektionen bilden  
die M eridianbilder ein durch das Polbild  durchgehendes Strahlenbüschel
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und die Strahlen sch ließen m iteinander einen W inkel ein, der m it der geo­
graphischen Längendifferenz der entsprechenden Meridiane übereinstim m t; 
die Parallelkreisbilder wiederum sind konzentrische Kreise, deren M ittel­
punkt das Bild des P oles ist. Die sogenannte Halbm esserfunktion

p = m  (35)

bestim m t den H albm esser der Kreise. E in  anderer D eterm inant des auf irgend­
einem  Parallelkreis liegenden Punktes is t  die sogenannte Halbmesserneigung, 
die nichts anderes is t  als der N eigungsw inkel des durch den Punkt durchge­
henden M eridianbildes zu einem beliebigen Anfangsm eridianbild. D ie H alb­
m esserneigung ist, dem  Obengesagten entsprechend:

y  =  X . (36)

Bei den norm alen A zim utalprojektionen sind die Bichtungen der Meri­
diane und Parallelkreise die H auptrichtungen, da diese sowohl auf der Origi­
nalfläche als auch a u f der Bildfläche einen rechten W inkel bilden. D em gem äß  
w eist die eine A chse der Indikatrix, der R ichtung des Meridianbildes folgend, 
im m er in die R ich tu n g  des Polbildes h in , während die andere Achse in  die 
R ichtung des Parallelkreises fällt. (D ie Ind ikatrix  ist in W irklichkeit unendlich  
klein, und es m uß in fo lge ihrer D arstellung m it endlichen Größen die Achse  
in R ichtung des Parallelkreises durch die im  B ild  des untersuchten Punktes  
an den Parallelkreis gezogene Tangente angegeben werden.) Bei der norm alen  
A zim utalprojektion sind  die Yerzerrungsverhältnisse in  säm tlichen Punkten  
je  eines Parallelkreises die gleichen, es sind dem nach auch die Indikatrixen  
gleich, bloß ihre L age ändert sich je  nach der R ichtung des Meridianbildes. 
D ie allgemeine F orm  der A bbildungsfunktionen bezüglich eines E benen­
koordinatensystem s, dessen A nfangspunkt das Polbild und rt-Achse das Bild  
des ausgewählten Anfangsm eridians ist:

X — p  cos y  ,  y  =  p  sin y  . (37)

1. Eine in der Geodäsie recht häufig  angew andte azim utale Projektion  
is t  die stereographische Projektion. (Auch die ungarische Geodäsie benutzt sie, 
jedoch in schiefachsiger Anordnung.) Ihre H albm esserfunktion ist

p — 2 R  tan (38)

Und dem, sow ie (36) entsprechend betragen die Abbildungsfunktionen:

X — +  2 R  tan —  cos A , y  =  — 2 R  tan —  sin A. (39)
2 2
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(D ie Vorzeichen ergeben sich dadurch, daß wir die geographische Länge 
vom  A nfangsm eridian nach O sten zu als p ositiv  betrachten und die positive  
-t-Achse des Ebenenkoordinatensystem s nach Süden, die positive y-A chse  
wiederum nach W esten  zeigt.) D ie partiellen D ifferentialquotienten nach cp 
und X der A bbildungsfunktionen unter B eachtung der Beziehungen (27) sind :

9*

dcp

dx

ЭА

R

О

2 R  tan  —  sin X ,
2

U nter Anwendung der Form eln (17):

L = -  1
ß

=  +  R ----- i - я -  sin /
9 cp 

9у
dX

ß

2 R  tan —  cos X.
2

(40)

(41)

(Beim  Bilden des Linearm oduls in R ichtung des Parallelkreises wurde 
die Beziehung

r =  R  sin ß =  2 R sin —  cos —  (42)
2 2

verw endet.) N achdem  der W ert des Linearm oduls in den beiden H au p t­
richtungen der gleiche ist, erweist sich auch die Projektion als winkeltreu:

lm — lp — a — b • (43)

2. Sehr verbreitet is t  in der geographischen D arstellung die Lambertsche 
flächentreue A zim uta lpro jek tion , deren H albm esserfunktion:

p  — 2 R  sin ß (44)

ist, und ihre A bbildungsfunktionen sind:

дс =  —J— 2 R  sin —  cos А , у
2

D
2 R  sin —  sin X. (45)

D ie D ifferentialquotienten nach cp und X sind

dx D
— R  cos —  cos X ,

dy_ _
-f- R  cos —  :

dcp 2 dcp 2

dx ü
— 2 R  sin —- sin X ,

9у
— 2 R  sin —

dX ~ 2 ЭЯ ~ 2

(46)
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A uf diesem Grund und (42) erneut angewandt:

l m =  С о Л ,  lp =  ----- —̂ß ~ -  (47)
* cos —

2

D ie in  den H auptrichtungen genom m enen Längenverhältnisse bestätigen  die 
Flächentreue der P rojektion . Die H albachsen der Indikatrix, da von  den W er­
ten  (47) lp der größere is t , sind:

® —  G  * b  —  l m  • (48)

D ie große Achse fä llt  also in die R ichtung des Parallelkreises.
3 . Die gnomonische Projektion  wird vor allem bei den K arten für den 

Langstreckenverkehr (Seefahrt, A eronautik) angewandt, da es ihre äußerst 
w ichtige Eigenschaft is t , daß auf dieser (und ausschließlich nur au f dieser 
Projektion) die Bilder säm tlicher größten Kugelkreise (Orthodromen) gerade 
L inie sind; auf diese W eise gibt das die zwei Punkte verbindende Gerade­
stü ck  auf der Karte die kürzeste E ntfernung zwischen den zwei P unkten an. 
D iese Eigenschaft ergibt sich daraus, daß die gnom onische Projektion eine 
perspektivische P rojektion  ist, deren perspektivisches Zentrum der M ittel­
p u n k t der Kugel is t , infolgedessen lieg t das perspektivische Zentrum in der 
E bene irgendeines größten Kugelkreises. D ie H albm esserfunktion der Projek­
tio n  ist

p  =  R  tan  ß  , (49)

und die Abbildungsfunktionen:

X =  -f- R  tan ß  cos A , y  =  —R  tan ß  sin A , 

w ährend die D ifferentialquotienten nach cp und A:

1Эл: 1
-—  =  — t i  -—----—— cos А ,
дер cos2 ß

8*

ЭА
=  — R  tan  ß  sin A ,

- ^  =  +  R
8 q> cos2 ß

sin A,

8y
—=L- =  — R  tan ß  cos A. 
ЭА

(50)

(51)

A u f Grund dessen ergibt sich:

L  =
cos2 ß l p = cos ß

( 52)
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Nachdem  von den beiden lm der größere ist, beträgt

a =  lm , b — lp . (53)

Die Großachse der Indikatrix liegt dem nach in der R ichtung des Meridians. 
Die Projektion w eist eine allgem eine Verzerrung auf.

*

Im  B ild 2 wurde die Bildflächenebene in  drei Segm ente gleicher B reite  
aufgeteilt. In  dem einen werden die Indikatrixen der stereographischen P rojek­
tion  in Poldistanz ß  =  0°, 30°, 60°, 90° (Äquator) und 120°; in  dem anderen  
die Indikatrixen der Lambertschen flächentreuen Projektion  in den oben  
angegebenen Poldistanzen; in dem dritten Segm ent wiederum die Indikatrixen  
der gnomonischen Projektion  in  den Poldistanzen ß  =  0°, 30° und 60° darge­

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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stellt. (In der Bildflächenebene der gnom onischen Projektion fällt die P o ld i­
stanz ß  =  90° bereits ins Unendliche.) Im  gem einsam en Anfangspunkt aller 
drei Projektionsbilder, am Pol, verursacht keine der untersuchten Projektionen  
eine Verzerrung, so daß in diesem P u n k te  die Indikatrix bezüglich aller drei 
Projektionen ein K reis m it E inheitsradius ist. D ie a u f  die Indikatrix  bezogene 
Längeneinheit der A bbildung ist also der H albm esser des um das Polbild  
gezeichneten K reises. D ie Längeneinheit bezüglich des B ildes der Gradnetzlinien  
wird dadurch b estim m t, daß auf der Lam bertschen Projektion der H alb­
m esser des Parallelkreisbildes mit dem  Polabstand vo n  ß  =  60° gleich dem  
K ugelhalbm esser R  (d. h. p 6QO =  R ) ist. A u f der stereographischen Projektion  
wiederum  ist der H albm esser des Ä quatorbildes gleich dem Durchmesser der 
K ugel (d. h. p 9Qо =  2 R ). (Der auf der Abbildung n ich t eingetragene H alb­
m esser des Parallelkreisbildes mit der Poldistanz ß =  45° der gnom onischen  
Projektion ist dem  H albm esser der K u gel gleich (d. h. p i5, =  R).)

D ie K ennw erte wurden in Tafel I auch num erisch angegeben. Der H alb ­
messer des Parallelkreisbildes, d. h. der W ert der H albm esserfunktion p  wurde 
in K ugelradiuseinheiten angeführt (R  =  1). (Den M axim alwert der W inkel­
verzerrung haben w ir — wie bereits erw ähnt — m it A bezeichnet (11).)

W irft man einen Blick auf die dargestellten Indikatrixen, so kann man 
feststellen , daß a u f  der stereographischen Projektion, w enn m an sich vom  A nfangs­
punkt der P rojektion  (vom Pol) en tfernt, die Längenverzerrung sowie die 
Flächenverzerrung ziem lich stark zunim m t, wobei beide Arten von V erzer­
rungen immer eine Vergrößerung verursachen. Eine W inkelverzerrung gibt 
es überhaupt nicht.

A u f  der flächentreuen Lambertschen Projektion  n im m t die L ängen­
verzerrung — wenn m an sich vom Pol entfernt — in der R ichtung des Parallel­
kreises zu, in der R ichtung des Meridians hingegen ab. D ie Abweichung der 
Indikatrixhalbachsen von  der Einheit is t  überall kleiner als auf der stereo­
graphischen P rojektion . Nachdem sich die Ellipsen m ehr und mehr abge­
p la ttet sind, kann festgestellt werden, daß die W inkelverzerrungen fort­
laufend ungünstiger werden. Die Fläche der Indikatrix is t  in jedem beliebigem  
Punkte der Projektion  л , d. h. ab =  lmlp =  1, es gibt also keine F lächen­
verzerrung.

A u f  der gnomonischen Projektion verursacht die Längenverzerrung in 
jeder Richtung einen Längenzuwachs, und auch die Flächenverzerrung verur­
sacht eine Vergrößerung. Sowohl die Längen- als auch die Flächenverzerrung 
nim m t mit der E ntfernung vom Pol rapid zu. Auch die E llipsen werden mehr 
und mehr ab gep lattet, demzufolge ste ig t auch die W inkelverzerrung sehr 
schnell. D ie Verzerrungsverhältnisse sind im  allgem einen ungünstig. E in bloßer  
B lick auf die In d ik atrix  der gnom onischen Projektion genügt, um  festzu ­
stellen: die A nw endung der Projektion hat nur in dem Falle einen Sinn, wenn  
die kürzesten L inien au f der Karte am einfachsten dargestellt werden sollen.
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T afel I

Stereographische Lam bertsche Gnomonische

A zim utalprojektion

Р 0 0 0

а 1 1 1

0° ь 1 1 1

Т 1 1 1

а 0 0 0

р 0,535 90 0,517 64 0,577 35
а 1,072 1,035 1,333

о о ь 1,072 0,966 1,155
Т 1,149 1 1,540

л 0 3°58/ 8°1 4 '

р 1,154 70 1,000 000 1,732 05
а 1,333 1,155 4,000

оОчО ь 1,333 0,866 2,000
Т 1,778 1 8,000
А 0 16°26' 38°56 '

Р 2,000 00 1,414 21 оо

а 2,000 1,414

90° ь 2,000 0,707

Т 4,000 1

А 0 38°57'

Р 3,464 10 1,732 06

а 3,000 2,000

120° ь 3,000 0,500

Т 9,000 1

А 0 60°2 '

Ist der A nfangspunkt der A zim utalprojektionen nicht der Pol, dann 
bezieht sich das B ild  auf Bild 2 — genau w ie die D aten der T afel I — auf das 
zum Anfangspunkt der Projektion als Hilfspol gehörende Hilfsgradnetz. D ie  
vom  Anfangspunkt ausgehenden G eraden sind dem nach die Bilder der H ilfs­
m eridiane, die konzentrischen K reise die Bilder der Hilfsparallelkreise, w äh ­
rend die Achsen der Indikatrixen in  deren R ichtung liegen. (U nter den W erten  
ß  der Tafel versteht man auch die H ilfspoldistanzen.) D ie B ilder der wahren 
M eridiane und Parallelkreise auf den n icht normalen Projektionen sind im  
allgem einen verschiedene krumme Linien.
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IV.

Es sollen nun einige Projektionen untersucht werden, bei denen der 
A nfangspunkt des E benenkoordinatensystem s am Ä quator liegt, seine x - Achse  
das als Gerade auftretende Bild des je  nach Belieben gewählten A nfangs­
m eridians, seine y - A chse wiederum das als Gerade erscheinende Bild des Ä qua­
tors ist.

4. Das Bild, das sich auf das H ilfsgradnetz der transversal angeordneten 
stereographischen Projektion  (der unter 1. erörterten Projektion in transversaler 
Lage) bezieht, stim m t m it dem betreffenden Segm ent im  B ild  2 überein. Unsere 
U ntersuchungen sollen  jedoch zum wahren Gradnetz ausgeführt werden. W enn  
au f Grund der den H ilfspol betreffenden H albm esserfunktion und H albm esser­
neigung

p '  =  2 R  tan  , y  =  А', (54)

die A bbildungsfunktionen

x =  2 R  tan -—  cos
2

Ä , у  — 2 R  tan sin A'
2

(55)

aufgezeichnet und den Beziehungen (28) und (29) entsprechend um geform t 
werden, dann sind die Abbildungsfunktionen, die die Beziehung zwischen  
Ebenenkoordinaten und wahren geographischen K oordinaten ausdrücken  
(ein  nördlich orientiertes Ebenenkoordinatensystem  voraussetzend):

=  2 R
sin cp 

1 -f- cos <p cos А
y  =  2 R cos cp sin А 

1 -f- cos cp cos А
(56)

Die D ifferentialquotienten nach cp und A:

dx cos cp +  ces А
— I 2i Ív — )

Qcp ( 1 +  cos cp cos A)2

dx sin  cp cos cp sin A
-----— 2 n --------------------------
8A (1 -|- cos 9? cos A)2

9 r  _ _  sin  <p sin  A=  — 2 R ---------- -------------- ,
Э99 ( 1 -j- co s cp cos A)2

9v  n T J cos Ç)(cOS Ç9-)-COS A)
— — =  +  2  R -------------------------------------  .
0A ( 1 -f- cos cp cos A)2

(57)

Dem nach la u tet gemäß (17) und nach entsprechender goniom etrischer 
Um form ung:

2 . 2
(58)L  =

und gemäß (20):

a -j- b =

1 -f- cos cp cos A 

4
1 +  cos cp cos A

tP = 1 -|- cos cp cos A 

a — 6 =  0 , ( 59)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



DIE BEDEUTUNG DER TISSOT-INDIKATRIX 189

und som it ergibt sich:

о 2
а  = ------------- ----------------- , b  =  --------------- ;-----------  . (60)

1 -J- cos <p cos Я 1 -f- cos cp cos Я

Auch diese Untersuchung hat bew iesen, daß die Projektion w inkeltreu  
und die Indikatrix in säm tlichen P unkten ein  Kreis ist.

Für den vierten Teil der H albkugel zeig t Bild 3 das B ild  der Parallel­
kreise m it der geographischen Breite <p =  0°, 20°, 40°, 60°, 80° und 90° sowie

B i l d  3 .  Transversale stenograp h isch e  Projektion

das der Meridiane m it der geographischen Länge von Я =  0°, 20°, 40°, 60°, 80° 
und 90°, ferner die zu deren Schnittpunkten gehörenden Indikatrixen. D er um  
den A nfangspunkt des K oordinatensystem s eingezeichnete Indikatrix-K reis- 
radius gibt die E inheit der Längenm aße der Indikatrixen an, w ährend die auf 
das Gradnetz bezogene Längeneinheit dadurch bestim m t wird, daß das Bild  
des Meridians m it der geographischen Länge von  90° das Ä quatorbild in einer 
Entfernung von 2R  vom  Anfangspunkt schneidet. (Nur für die In d ik at­
rixen ist dieselbe Längeneinheit wie hier, auch in Bildern 4 — 9. benutzt.)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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5. A uf Grund der auf das H ilfsgradnetz bezogene H albm esserfunktion  
und H albm esserneigung

2 R  sin Y =  % (61)

der transversalen, flächentreuen Lambertschen Azimutalprojektion  (der trans­
versalen Form der unter 2. erörterten Projektion) lassen  sich als B eziehung  
zwischen den Ebenenkoordinaten und wahren geographischen K oordinaten  
folgende Abbildungsfunktionen aufschreiben:

* =  R  ][2 sin cp
1̂ 1 -f- cos 9? cos Я

y  =  R V  2
cos cp sin Я 

]̂ 1 -f- cos cp cos Я
(62)

Die partiellen D ifferentialquotienten lauten:

R9* _
9cp |/2 (1 -f- cos 9) cos Я)3/2

R  cos cp« î  =  + _______
a l  V 2 ( 1  - j -  COS Cp COS Я ) 3/2

9y  _  R  sin cp sin Я
9cp ]/2 ( 1 -(— cos cp cos Я)3/2

dy _ R  cos cp

9Я |A2 ( 1 —(— cos cp cos Я)3/2

[cos cp (2 -f- cos cp cos Я) -f- cos Я] , 

sin cp sin Я ,

[2 -j- cos cp cos Я] ,

[2  cos Я -j- cos2 Я cos cp -j- cos 91] .

(63)

Aus diesen sind die Größen der Indikatrixhalbachsen:

K2

]/1 -f- cos cp cos Я
J/1 -f- cos cp cos Я

(64)

Das V erhältnis zwischen о und b bew eist auch in  diesem Falle, daß die 
Projektion tatsächlich  flächentreu ist. D ie Meridian- und Parallelkreisbilder 
wurden im Zusam m enhang m it dem B ild  3 angegeben und die betreffenden  
Tndikatrixen sind im  Bild 4 eingezeichnet.

6 . Abbildungsfunktionen der Sansonschen unechten Zylinderprojektion
sind:

X  =  Rq) , y  =  R?. cos q> . (65)

W ie aus den A bbildungsfunktionen ersichtlich ist, sind der A nfangs­
meridian und säm tliche Parallelkreise längentreu. Die D ifferentialquotienten
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der A bbildungsfunktionen sind:

Ü  =  + K , 3y
Э (p dtp

dx
—  =  о ,

dy
ЭЯ 8/

— R  Я sin <p , 

t  R  cos cp .

( 66 )

Demgemäß sind

/m =  f  1 +  Я2 sin2 cp, 1 — 1,

6 =

Der U m stand, daß

«6 =  1

1 +  !
1

2

! Я2 Sin2 Ç5 Я sin <p

4 2

Я2 sin2 99 Я2 sin2 99
1 ,

(67)

(68 )

A cta  Techn. H ung. 52. (1965)
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is t ein  Beweis dafür, daß die Projektion flächentreu ist. A uf die Projektion  
bezieht sich Bild 5.

D ie Verzerrungswerte des Pols au f den unechten Projektionen sind im  
allgem einen nicht eindeutig; sie hängen davon ab, an w elchem  Meridian der 
P ol angenähert wird, d. h. m it welchem  W ert 1 gerechnet wird. (Dieser U m stand  
lä ß t sich z. B. auch aus den Beziehungen (67) feststellen.) A uf unseren betref­

fenden Abbildungen ist die zum Anfangsm eridian gehörende Indikatrix  
des Pols eingezeichnet.

7. A bbildungsfunktionen der Hommerschen unechten Projektion :

R  ][ 2
R  2 f2 cos cp sin

sin cp
У

1 +  cos cp cos - 1 -f- cos cp cos
(69)

Acta Techn. Hüne,. 2. (1965)
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Die D ifferentialquotienten sind:

______ R h ______

2 j 1 —f- cos cp cos
f

l Á ' À
cos <f 12 -f- cos cp cos —  J -f- cos —

эЯ

9у 

д cp

Qy _  !
ЭЯ

R  j/2 sin cp cos cp sin

4 1 -)- cos cp cos -
3 /2  ’

R  1/2 sin ® sin —
2

77 113/21 +  CO S (p cos —  I 

R \ 2  cos cp
77 я ,3/2
2 11 —)— cos ç? cos —  I

2 -(- cos Ç? cos

Á l  A
cos “71^ 7“  cos V cos —  I c o s  Ф

(70)

D ie Form el (а +  b)2 und (а — b)2 wäre sehr kom pliziert. Das Verfahren, 
wonach für jene P unkte, für die die Ind ikatrix  zu bestim m en war, die num eri­
schen W erte der D ifferentialquotienten (70) berechnet und diese in die w eiteren  
Formeln eingesetzt wurden, schien einfacher zu sein. D ie für die H albachsen  
a und b erhaltenen numerischen W erte zeigten in säm tlichen ausgew ählten  
Punkten, daß

a =  —  bzw . ab =  1 (71)
b V ;

ist.
So z. B . ist in dem m it den K oordinaten cp — 40° und Я =  20° gegebenen  

Punkte:
а =  1,1085. b =  0,9022, ab =  1 

und in dem  Punkte m it den K oordinaten cp =  80° und Я =  60°: 

а =  1,7402. b =  0,5746, ab =  1 .

D as Gradnetzbild der H am m erschen Projektion und ihre Indikatrixen  
sind im B ild  6 ersichtlich.

8 . D ie bedeutendste der unechten Zylinderprojektionen, die rhom bus­
förmige M eridianbilder erzeugen, ist die Collignori’sehe Projektion. (Je zwei zum  
Anfangsm eridian sym m etrische M eridianbilder form en die Rhomben; bei der 
Collignonschen Projektion sind die beiden, m it dem Anfangsm eridian die

13 Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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geographische Länge v o n  90° einschließenden Meridiane, also das B ild des die 
H albkugel begrenzenden Meridianpaares, ein Quadrat.) Die Gleichungen der 
P rojektion  lauten folgenderm aßen:

X  =  R JAn 1 — |/2 sin y = R  2 (72)

Die Längenverhältnisse in R ichtung des Meridians und Parallelkreises
sind:

L  = (1 +  sin cp) ÍT + Í)- J/tt (1 +  sin cp)
(74)

A us diesen G leichungen — beide gleich 1 gesetzt — läßt sich der in teressante  
U m stand  feststellen , daß der verzerrungsfreie Punkt am Anfangsm eridian  
sich  auf der geographischen Breite

cp =  arc sin —  -  =  15° 51' 2 5 , 6 6 6 . . . "  (75)
71

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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befindet. Längs des Anfangsm eridians sind näm lich auf den unechten A bbil­
dungen der Anfangsm eridian und die Parallelkreise die H auptrichtungen, da 
das Bild des Anfangsm eridians das B ild  der Parallelkreise, das als m iteinander  
parallele Geraden erscheint, im  rechten  W inkel schneidet.

D ie weiteren Rechnungen w erden m it den num erischen W erten der 
D ifferentialquotienten (73) ausgeführt. Bezüglich säm tlicher Punkte steh t  
fest, daß

a =  ~  bzw . ab =  1 (76)

ist.
D ie Projektion is t  demnach flächentreu . Das Bild des Gradnetzes und 

die Indikatrixen sind im  Bild 7 dargestellt.

B ild  7. C ollignonsche P ro jek tio n

V.

Abschließend betrachten  wir auch zw ei K egelprojektionen.
9. D ie A bbildungsfunktionen der normalen wahren Kegelprojektion, die 

die K ugel berührt und au f der die M eridiane längentreu sind ( Ptolemäische 
Kegelprojektion ; gewöhnliche oder einfache Kegelprojektion), sind

X =  R  tan  ß 0 — [R(tan ß 0 -)- ß  — /?0)] cos (A cos ß n) ,

A =  [R (tan ß 0 +  ß  — ß 0)] sin  (A cos ß 0) , (77)

13* Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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w o ß 0 die Poldistanz des Berührungsparallelkreises und ß  die des untersuchten  
P unktes ist. D ie «-A chse des rechtw inkeligen E benenkoordinatensystem s ist  
das B ild  des Anfangsm eridians, seine y -Achse die Tangente des Berührungs­
parallelkreises im  Schnittpunkt m it dem Bild des A nfangsm eridians. D ie  
D ifferentialquotienten nach cp und X sind

=  +  R  cos (X cos ßn) ,
dtp dtp

=  — R  sin (A cos ß 0) ,

=  - f  R  cos ß0 [tan ßu ß  — ß„] sin(A cos/30) ,
9«
8A

=  -f- R  cos ß0 [tan ß0 +  ß  — /?0] cos (À cos ßg) . 
dX

(78)

A uf den wahren K egelprojektionen sind die H auptrichtungen die R ich ­
tu n g  des Meridians und die des Parallelkreises. Aus diesem  U m stand und den

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Ausdrücken (78) ergibt sich:

cos ß0
sin ß

(tan ß0 +  ß — ß0) =  l , b = l  =  lm. (79)

Die Projektion, zu dem Bild 8 gehört, w eist eine allgemeine Verzerrung 
auf. Der Berührungskreis der auf der A bbildung dargestellten K egelprojektion  
ist der Parallelkreis m it der geographischen B reite von  50°.

10. Die auf den Nordpol als A nfangspunkt bezügliche H albm esserfunk­
tion  und Halbm esserneigung der Wernerschen unechten Kegelprojektion sind

P — R ß  ■,
sin ß .

y  —  -------------X.
ß

(80)

W enn die x -A chse des E benenkoordinatensystem s das Bild des A nfangs­
meridians ist, sein A nfangspunkt das B ild  des Nordpols, dann sind die A bbil­
dungsfunktionen :

x — R  ß  cos
sin ß

~ T ~
XI , y  — — R  ß  sin

sin ß
(81)

Die partiellen D ifferentialquotienten nach (p und A 

sin ßdx 

8g? 
dx 

dX 

8у
dtp

Qy. 
8A

=  — R  cos 

=  — R  sin

=  — R  

=  — R  cos

ß
sin ß

~ T
sin ß

~ ß ~
sin ß

~ ß ~

, \ D . ( sin ß \ ßXcosß — Я sind
А — p sin I------— Я ---------- -------------- -

I [ ß J ß2

l j sin ß ,

sin ß Л ßX cos ß — Я sin ß

(82)

Я j -f- ß cos 

я] sin ß .

ß2

Die weiteren Berechnungen wurden m it den num erischen W erten von  
(82) ausgeführt. B ezüglich sämtlicher P unkte ist

а = —  bzw. ab =  1,
b

(83)

d. h., die Projektion is t  flächentreu. D as Gradnetzbild der W ernerschen  
Projektion und ihre Indikatrixen wurden im  B ild 9 für ein V iertel der gesam ten  
Kugel konstruiert.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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B i l d  9 .  W e r n e r s c h e  P r o j e k t i o n

VI.

In den Bildern 3 - г  9 kann m an die Verzerrungsverhältnisse je  einer 
Projektion bezüglich der verschiedenen gelegenen Punkte der K ugel vergleichen. 
Um  zu demselben P unkt der K ugelfläche die sich auf verschiedenen Projek­
tionen ergebenden V erzerrungsverhältnisse auch unm ittelbar vergleichen zu 
können, wurden Bild 10 und 11 angefertigt. Bild 10 stellt nacheinander (neben- 
und  untereinander) die zum Schnittpunkt der Koordinaten q> =  60° und Я =  60° 
gehörende Indikatrix der Bilder 3 — 9, und Bild 11 die zum Schnittpunkt der 
K oordinaten cp =  0° und Я =  90° gehörende Indikatrix dar. Beide Bildern

Ada Techn. Hung. 52. (1965)
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wurden m it den entsprechenden Indikatrixen  der normalen stereographischen, 
der Lam bertschen flächentreuen azim utalen  und gnom onischen Projektion  
sowie der normalen winkeltreuen und flächentreuen Zylinderprojektion ergänzt. 
(Die beiden letzteren Projektionen sind vorhergehend nicht erörtert worden). 
Die N eigung der Indikatrixachsen wurde au f das als Gerade auftretende Bild

B ild  10. D ie In d ik a tr ix e n  des K u g e ipunk tes m it d e n  K o o rd in a ten  cp — 60° u n d  A =  60° a u f
versch iedenen  P ro je k tio n e n

des A nfangsm eridians der betreffenden Projektion bezogen. (In den Bildern  
ist die stereographische Projektion m it S í, die Lambertsche m it L, die gnom o- 
nische m it G, die Sansonsche mit S, die H am m ersche m it H,  die Collignonsche 
m it C, die P tolem äische K ugelprojektion m it K ,  die W ernersclie Projektion  
m it W, die w inkeltreue Zylinderprojektion m it Hgszt und die flächentreue  
Zylinderprojektion m it Hgtt bezeichnet. D ie normale Lage ist m it re, die 
transversale m it tr angegeben. Bei säm tlichen  Indikatrixen sind auch kleine  
Stücke des Meridian- und Parallelkreises eingezeichnet. D as B ild des Meridians 
ist mit m bezeichnet, das Bild des Parallelkreises ist ohne B uchstaben geblieben.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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In den Bildern 10 und 11 gibt der H albm esser der beiden Zylinderprojektions- 
Indikatrixkreise, die in  Bild 11 zu sehen sind, die E inheit der Längenabm es­
sungen der Indikatrixen an.

Unseres E rachtens erübrigt es sich zu den Bildern 3 — 11 eine tex tlich e  
A usw ertung hinzufügen, da die dargestellten Indikatrixen uns die Verzerrungs-

B ild  11. Die In d ik a tr ix e n  des K u g e lp u n k te s  m it den  K o o rd in a te n  <p =  0° u n d  A =  90° a u f
v e rsch ied en en  P ro jek tio n en

Verhältnisse auf Grund der bisher m itgeteilten  U ntersuchungen übersichtlich  
darbieten und auch zwischen den einzelnen Projektionen einen entsprechenden  
Vergleich geben.

In unserer A bhandlung wurden die Verzerrungsverhältnisse nur einiger 
Projektionen angegeben, es ist selbstverständlich , daß wir uns nicht m it der 
großen Anzahl aller existierenden Projektionen befassen konnten. In der hier 
bekanntgegebenen W eise jedoch läßt sich jede beliebige Projektion verh ä lt­
nism äßig leicht untersuchen.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



DIE BEDEUTUNG DER TISSOT-INDIKATRIX 201

SC H R IF T T U M

Zöppritz, K .: L eitfad en  d e r  K a rten e n tw u rfs leh re , I I I .  A usgabe, L eipzig  1912.
D riencourt , L. —La b o r d e , J . :  T ra ité  des p ro jec tio n s  des c a rtes  géographiques. (H a n d b u c h  

der P ro je k tio n e n  geographischer K a r te n )  P a ris  1932.
Wagner , K .: K a rto g ra p h isc h e  N e tzen tw ürfe . Leipzig 1949.
H azay , I .:  Fö ld i v e tü le te k . (K a rte n p ro jek tio n en .)  A k ad ém iai K ia d ó , B u d ap es t 1954.

T H E  SIG N IFIC A N C E  O F  T ISSO T ’S IN D IC A T R IC E S

I . HAZAY

SU M M A R Y

In  an y  a rb itra ry  p o in t o f a certa in  p ro jec tio n  th e  cond itions o f d isto rsion  m ay be d e te r ­
m ined  b y  T isso t’s in d ic a tr ix . I t  is d e te rm in ab le  fro m  th e  eq u a tio n s  o f p ro jection  to  e v e ry  
p o in t o f th e  p ro jec tio n . S ince th e  in d ica trix  v a ries  fro m  p o in t to  p o in t on  th e  same p ro jec tio n , 
w hereas th e  in d ic a tr ix  b e lo n g in g  to  th e  sam e p o in t o f orig inal su rface  changes a t th e  d iffe ren t 
p ro jec tions, T isso t’s in d ic a tr ix  m ay  be considered  as th e  c h a ra c te ris tic s  of th e  p ro jec tio n . 
T his p ro p e rty  is ad v an tag e o u s  fo r th e  m ost a d e q u a te  choice of p ro jec tio n s  of m aps for d iffe ren t 
purposes. T he s tu d y  d iscusses exam in atio n s c a rried  o u t in  th is  re sp e c t, p resen ts th e  fo rm atio n  
of in d ica trices  on som e d iffe re n t p ro jec tion  ty p e s , com pares th e  c o n d itio n s of distorsion a n d  
draw s th e  f in a l conclusions.

LA SIG N IFIC A T IO N  D E S IN D IC A T R IC E S  D E  TISSO T

I. HAZAY

R É S U M É

Les conditions de d is to rsio n  dans u n  p o in t quelconque d ’une  p ro jec tio n  p euven t ê tre  
dé term inées p a r l ’in d ic a tr ice  de Tissot. Celle-ci e st d é te rm in ab le  a u  m oyen  des éq uations de 
p ro jec tio n  pour to u s les p o in ts  de la p ro jec tio n . É ta n t  donné que l ’in d ica trice  varie de p o in t 
en p o in t sur la m êm e p ro jec tio n  tand is que l ’in d ica tr ice  a p p a r te n a n t  au  même po in t de  la 
surface origine varie  su iv a n t  les d ifféren tes p ro jec tio n s , on p e u t co n sidérer les in d ica trices  
de T isso t com m e é ta n t  c a ra c té ris tiq u es  de ces dern iè res . C ette p ro p rié té  p e u t être  u tilisée av ec  
succès p o u r le choix le p lus p ra tiq u e  des p ro jec tio n s de ca rte s  d estin ées à  d ivers usages. L ’é tu d e  
m o n tre  la  v a ria tio n  des in d ic a tr ice s  sur des p ro jec tio n s  de d iffé ren ts  ty p e s , com pare les c o n ­
d itio n s de d isto rsion  e t t ire  les conclusion q u i s’im p o sen t.

О ЗНАЧЕНИИ ИНДИКАТРИС ТИССО

И . Х А З А И

РЕЗЮМЕ

При помощи индикатрисы Тиссо можно определить условия искажения в любом 
пункте определенной проекции. Эта индикатриса может быть определена по уравнениям 
проекции для каждого пункта проекции. Поскольку индикатриса в одной и той же про­
екции изменяется по каждому пункту, а в то же время индикатриса, относящаяся к 
пункту с одним и тем же основанием является различной в различных проекциях, инди­
катрисы Тиссо могут рассматриваться как характерные особенности проекции. Такое 
их свойство можно удобно использовать для правильного подбора проекции карт раз­
личного назначения. В статье излагаются проведенные исследования, описывается пове­
дение индикатрис в проекциях различного типа, сопоставляются условия искажения 
и в заключение сделаны выводы.
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DIE BESTIMMUNG DER VERSCHIEBUNG 
EINZELNER PUNKTE DURCH MESSEN, 
KRITERIEN DER LAGEBESTÄNDIGKEIT

F . HALM OS
KANDIDAT D E R  TECHNISCHEN W ISSENSCHAFTEN

GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM  D ER  U N G A RISCH EN  AKADEM IE D ER  W ISSENSCHAFTEN,
SOPRON

[E ingegangen am  5. S e p tem b e r 1964]

V erfasser b esp rich t V erm essungsverfahren  ü b e r u n d  u n te r  T age zu r A nalyse von V er­
schiebungen, d ie an  B a u o b je k ten  w äh ren d  der E r r ic h tu n g  e n ts teh en . D ie A bh an d lu n g  bez ieh t 
sich a u f  d ie U n te rsu ch u n g  e iner rich tig en  A n o rd n u n g  der M essungen u n d  die m ath em a tisch en  
Problem e der A u sw ertu n g  w iederho lte r M essungen. E s w ird  die G en au ig k e it an a ly siert u n d  
K rite rien  der P u n k ts ta b il i tä t  w erden au fgeste llt. V erfasser en tw ick elt eine einfache graphische  
M ethode zur B estim m u n g  des d u rch sch n ittlich en  F eh lers  u n d  der V ersch iebung  des P u n k te s  
in jed e r  h iezu  gew äh lten  R ich tu n g . In  bezug a u f  die S ta b ili tä tsk r ite r ie n  sin d  die en tscheidenden  
p rak tisch en  M itte l u n d  W ege a n g ed eu te t. A uch u n te rlieg e n  einer U n te rsu ch u n g  die Q uellen 
de r M eßfehler u n d  es folgen noch  gewisse P rinz ip ien  bezüglich  de r B erech n u n g  des m ittle ren  
Fehlers.

Bei einer Raum ausbildung unter Tage, im  Tiefbau, und allgemein beim  
Bau jeglicher Objekte wird die G leichgewichtslage der G esteine gestört und 
es treten infolgedessen über wie auch unter Tage Bew egungen und Form ­
veränderungen auf. D ies alles wirkt sich auf die Objekte aus, sowohl auf unter­
irdische wie auch auf jene an der Erdoberfläche. Um Schadenfällen vorzu­
beugen, ist es unerläßlich, alle anderen, vo n  der G esteinverschiebung hervor­
gerufenen Bewegungserscheinungen zu untersuchen, insbesondere das Ausm aß  
und den zeitlichen V erlauf zu analysieren.

Der B ew egungsvektor eines Punktes P  kann im rechtw inkligen K oordi­
natensystem  in zw ei K om ponenten zerlegt werden: die ersft ist die w aage­
rechte Verschiebung, der sogenannte Schlupf, die zw eite i . t  die senkrechte  
Verschiebung, das sogenannte Sinken ([1 ], S. 150). Also können diese B ew e­
gungsvektoren durch zeitw eise in horizontaler und vertikaler R ichtung durch­
geführte M essungen bestim m t werden. Größe und zeitlicher Verlauf der V er­
schiebungen über und unter Tage sind genau genom m en Funktionen vieler  
Faktoren (Dim ensionen des Bauobjektes, G esteineigenschaften, Ausbreitung  
und Tiefe des im Grubenwerk abgebauten G ebietes, Festigkeitseigenschaften  
der G esteine usw .), doch kann man in dieser A bhandlung au f diese Zusam m en­
hänge nicht eingehen, obwohl bezüglich des Z eitpunktes, der räum lichen A nord­
nung und der G enauigkeit der Messungen die genannten Faktoren als m aßge­
bend gelten. In der ungarischen Fachliteratur wurden betreffs Bestim m ung  
solcher Verschiebungen im  W ege geodätischer bzw. markscheiderischer V er­
m essungen bedeutende Untersuchungsarheiten veröffentlicht [2, 3].
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Allgemein w erden die zur B estim m ung der G esteinverschiebung abge­
steck ten  B eobachtungspunkte in zwei Gruppen geteilt:

a)  H auptpunkte,
b)  Zwischenpunkte.
Selbstredend b ild et das H auptpunktnetz die notwendige Grundlage 

zur erwünschten U ntersuchung der Zwischenpunkte im  zu prüfenden G ebiet. 
H iezu  werden folgende A rbeitsm ethoden verwendet: Dreiecksverm essung, 
N eupunkteinschaltung, Präzisions Polygonom etrie (horizontal), überaus prä­
zises Nivellieren (vertikal). Die G esam theit der Verm essungsarbeit soll nach  
einem  wohl überdachten Plan vor sich gehen; hierzu fin d et man w ichtige und 
brauchbare Grundlagen in der B eobachtung der gesam ten Um gebung, auch 
ohne Instrum ente, des durch die B ew egungen gefährdeten Gebietes, der E igen­
art des Bauobjekts usw . E s sollen jene H auptpunkte, an welche die M essungen  
allenfalls anschließen sollen, in jenem  Gebiet, das nicht von  Verschiebungen  
und Formänderungen belastet ist, angesetzt werden; es werden die V erschie­
bungen  im Raum und nach dem Z eitverlauf säm tlicher im  gefährdeten Gebiet 
angenom m ener Zw ischenpunkte stets auf die H auptpunkte bezogen und 
bestim m t. Wenn nun die Verschiebungen der einzelnen Punkte einmal bekannt 
sind, so können die Param eter der die Verschiebungen bestim m enden G leichun­
gen berechnet werden; es ist ratsam und nützlich, hiezu noch in vergrößertem  
M aaßstab Diagram m e aufzuzeichnen, in  denen die räum liche Anordnung und 
der zeitliche V erlauf der Verschiebungen dargestellt ist.

Allgemein soll das H auptpunktnetz auch bei einer zeitweisen W ieder- 
holung der M essungen unverändert behalten  werden. A uf diese W eise sichert 
m an die Vereinfachung säm tlicher Rechengänge, sowohl bei der A usw ertung  
der Ergebnisse wie auch für die Ausgleichungsarbeit; es bleibt nur übrig, 
gew isse ergänzende, den Änderungen entsprechende Rechenarbeiten durch­
zuführen. So z. B . w enn es sich um eine Ausgleichung handelt, so genügt es, 
die den reinen Gliedern der Gleichungen entsprechende K olonne abzuwickeln. 
A lle G ew ichtskoeffizienten, sowohl für die U nbekannten wie auch für die 
Funktionsw erte b leiben  in  allen R echengängen unverändert. Folglich genügt 
es, zur Berechnung der m ittleren Fehler nach erfolgter Ausgleichung nur den 
für die neue Messung notw endigen m ittleren Fehler m it dem E inheitsgew icht, 
also als eine Meßziffer zu bestim m en. H ierauf wollen wir später noch zurück­
kom m en.

Im  Falle von N eupunkteinschaltungen , wo überschüssige B eobachtungen  
zur Verfügung stehen — also im Falle einer einfacheren A usgleichung — genügt 
es, (selbstredend) die vo lle  Ausgleichung nur ein einzigesm al durchzuführen; 
es soll nämlich bei der Berechnung wiederholter M essungen, bei der Lösung  
der N orm algleichungen, ebenfalls die dem  reinen Glied entsprechende K olonne  
abgew ickelt, und die B estim m ung der neuen unbekannten Zuschläge durchge­
führt werden. Auch die Genauigkeitsprüfung kann m it Hilfe der bei dem
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ersten R echengang erhaltenen G ew ichtskoeffizienten erledigt werden. A nson­
sten ist in diesem Fall die B estim m ung der reinen Glieder der V erm ittlungs­
gleichungen sehr einfach (und insbesondere wenn man in jedem  einzelnen Fall 
denselben Annäherungswert beibehält), es werden in einfacher W eise die 
D ifferenzen gebildet.

Es lassen sich auch die graphischen Verfahren m it Erfolg anwenden, uzw . 
beim Vorhandensein oder N ichtvorhandensein von überschüssigen M essungen; 
es soll aber bem erkt werden, daß die Abwicklung des reinen Gliedes bei wieder­
holten Lösungen im  Falle einer A usgleichung keine bedeutsam e Mehrarbeit 
verursacht, wenn man in R echnung zieht, daß nebst der zeichnerischen Aufgabe 
einer graphischen Auswertung noch Nebenrechnungen durchzuführen sind. 
D asselbe kann für die Fälle ohne überschüssige M essungen gesagt werden, 
vorausgesetzt, daß man m it H ilfe einer R eihenentw icklung des für die K oor­
dinaten aufstellbaren Funktionsw ertes nur die der Änderung des R ichtungs­
winkels entsprechende K oordinatenänderung ausdrückt; so z. B . für den Fall 
eines V orw ärtseinschnitts (B ild  1) kann bekannterweise geschrieben werden:

wo
и  A P

UAP

aAp ÔX +  bAP öy + lAP =  0 
авр öx +  bBP öy -j- lBP =  0

У Pi — Уа  _  „ s in ^ P j )
A P \

=  — в

+  e lPi
A  Pf

Iab  =  ( A P , ) - ( A P 2)

=  9

A P ,  

cos (A P , )

( 1 )

( l a )

usw.

In obigen Form eln ist P ,  der W ert der ersten Messung für P unkt P , und P 2 steh t 
für P  im  zw eiten Fall; (A P ,)  und (A P 2) sind die entsprechenden R ichtungs­
winkel. Man erhält auf Grund der Gleichungen (1):

öx =

öy =

bßP ÂP 1>ap  Igp

aA P  I p p  a B P  (ap

a A P  lß P  a B P  lA P  

aA P  b B P  —  a B P  k A P

ЬВр  lA p  bA P  l BP _, , , ,
-------  —  ° j  *AP — °i lABD

aAP '■BP —  a BP Ia P
D

( 2 )

—  a i lßP — a j lAP-

Mit R ücksicht auf die K leinheit der Änderungen genügt sogar die Berechnung  
m it dem  Rechenstab. Im  Falle lAP =  lBP =  0 ist auch die Änderung der 
K oordinate gleich Null. D ie Gleichungen (2) können — sinngem äß — auch  
bei einer Ausgleichung als geltend angenom m en werden.
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Im  folgenden soll untersucht werden, welche K riterien aufgestellt werden  
sollen , um im Falle einer w iederholten Bestim m ung der Koordinaten die 
Frage entscheiden zu können, oh die Änderungen der Koordinaten aus ta t­
sächlichen V erschiebungen entstanden sind, oder ob es sich einfach um die 
üblichen Streuungen infolge von M eßfehlern handelt.

Unabhängig v o n  der zur B estim m ung der K oordinaten befolgten M ethode, 
die berechneten K oordinaten sind, infolge der beim  M eßverfahren unausweich-

B ild  1

liehen Fehler, m it gew isser Unsicherheit behaftet. D ie Verläßlichkeit der 
erhaltenen K oordinatenw erte läßt sich durch ihren m ittleren Fehler kenn­
zeichnen. Nun kann der m ittlere Fehler sowohl bei einer A usgleichung wie 
auch in den Fällen ohne überschüssige M essungen bestim m t werden [4]. 
D och wird die Lage des Punktes in der E bene weder von  den m ittleren Fehlern  
der Koordinaten, noch  von  der aus diesen durch R echnen oder graphisches 
Konstruieren bestim m baren m ittleren Fehlerellipse, sondern lediglich  mit 
H ilfe der zu dieser E llipse gehörenden Fußpunktkurve bestim m t. Es ist aber 
eine mühsame und langw ierige Arbeit, die m ittlere Fehlerellipse und die en t­
sprechende Fußpunktkurve punktweise zu errechnen [4, 5]. Für den Fall der 
Bestim m ung der m ittleren  Fehlerellipsen-Fußpunktkurve, ohne überschüssige 
M essungen, hatte  T á r c z y — H o r n o c h  eine einfache K onstruktions m ethode 
ausgearbeitet [6 ]. U nsererseits wurde in [7] ein Verfahren veröffentlicht, m it 
H ilfe dessen die Fußpunktkurve der m ittleren Fehlerellipse in K enntnis von  
je  2 sym m etrisch liegenden  Punkten (z. B . m ittlere K oordinatenfehler, oder, 
w enn überschüssige M essungen nicht vorhanden sind, die m ittleren Fehler 
in den E inschnittsrichtungen) und dazu noch in K enntnis der R ichtung der
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großen Achse der Ellipse (die wiederum  gem äß [8 , 9] einfach durch K onstruk­
tion zu finden ist), oder aber unter Zuhilfenahm e eines m ittleren Fehlers in 
einer dritten Richtung bestim m t werden kann.

D iese K onstruktion wird folgenderw eise durchgeführt: Fürs erste soll 
der F all ohne überschüssige M essungen behandelt werden. Gemäß B ild 1 
kann das Fehlerdiagram m , das Fehlerparallelogram m  auf Grund der m ittleren  
Fehler [ia und fip der gem essenen W inkelw erte a und ß  konstruiert werden. 
Zwei sym m etrische Achsen des Fehlerdiagram m s (m it den H albm essern a' 
und b') genügen, um zwei konjugierte Durchm esser der m ittleren Fehlerellipse  
zu finden . Im  Sinne der von  TÁr c z y — H o r n o c h  gegebenen Bew eisführung  
[6 ] kann die zur K ennzeichnung der Unsicherheit des Punktes geeignete  
Fehlerkurve m it Hilfe der konjugierten H albm esser direkt konstruiert werden. 
Es ist n icht einmal notw endig, den B egriff der Fußpunktkurve einzuführen, 
da näm lich die oben bezeichneten konjugierten  Halbmesser a' und b' v on ein ­
ander unabhängig erhaltene m ittlere Fehlerw erte (abgeleitet von  dem m ittleren  
W inkelfehler fxn bzw. von  dem anderen m ittleren W inkelfehler /Uß, die von ein ­
ander ebenfalls unabhängig sind) darstellen , also kann die U nsicherheit als 
der m ittlere Fehler des Punktes P  in  jed er gewünschten R ichtung im  W ege  
einer Zusam m ensetzung der auf die gegebene Richtung rechtw inklig projizier­
ten  Projektionen dieser Halbmesser erhalten  werden. So erscheint z. B . in  
den zu den Schnittrichtungen normalen Richtungen die Projektion nur von 
einem konjugierten Durchmesser [6 ]:

fiA =  a' sin y  ; fj,B =  b' sin y  ; (3)

So haben wir bereits die Punkte der Fehlerkurve 1, 2, 3 und 4 , d. h. je  2 sym m et­
rische P unkte der Fußpunktkurve bestim m t (Bild 2). W enn m an die U nsicher­
heit des Punktes noch in einer anderen R ichtung, z. B. in R ichtung |  in Bezug  
auf a [6 ; Gleichung 7] bestim m t, so geh t das Konstruieren der Fehlerkurve  
einfach vor sich:

/4 =  /“o', ( +  t4 \  Í =  К  cos f)2 -I- [b' cos (y - f ) ] 2. (4)

Durch Fortsetzung dieses K onstruktionsverfahrens erhalten wir die 
Punkte 5 und 6 (Bild 2). Zusam m enfassend besitzen wir 3 Paar sym m etrische  
Punkte der Fehlerkurve. W eiter unten so ll bewiesen werden; daß die für die 
U nsicherheit des Punktes charakteristische Fehlerkurve, d. h. die F ußpunkt­
kurve der m ittleren Fehlerellipse in  annehm barer Annäherung durch zwei 
Kreise ersetzt werden kann, deren M ittelpunkte in der folgenden W eise  
bestim m t werden können: jeder zum E rsatz der Fußpunktkurve geeigneter 
Kreis is t  durch je 3 P unkte der entsprechenden K urvenhälfte bestim m t. 
A bgesehen von etwaigen Zeichenfehlern, wird der K reism ittelpunkt im W ege
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des bekannten Dreipunktverfahrens als Schnittpunkt der Halbierungsnorm alen  
der zwischen je 2 P u n k ten  gezogenen Sehnen gefunden. D a bereits zwei Sehnen  
den M ittelpunkt ausreichend bestim m en, kann die N orm ale der dritten Sehne  
als K ontrollrichtung dienen. Die im  B ild  2 gezeichneten Kreise als A nnä­
herung der Fehlerkurve liefern einen Linienzug, dessen Punkte — in ihrer 
großen Mehrheit — m it den Punkten der Fußpunktkurve zusam m enfallen. 
Zur Kontrolle, oder aber als A lternative, is t  es annehm bar, nach der in [8 ]

und [9] besprochenen M ethode einfach die R ichtung der grossen Achse zu  
bestim m en. Da nun die K reism ittelpunkte unbedingt au f der großen A chse  
liegen  müssen, so gen ü gt es, je 2 sym m etrische Peripheriepunkte zu bestim m en, 
um  m it Hilfe der H albierungsnorm alen den Schnittpunkt auf der großen  
A chse, d. h, den K reism ittelpunkt zu finden. W ie bereits angedeutet, genügt 
es in  diesem Falle, je  2 Sym m etriepunkte zu bestim m en, und man braucht 
die der Gleichung (4) entsprechenden Schritte nicht mehr ausführen. N ebenbei 
kann man bei V erfolgung der ersten Lösung die R ichtung der großen A chse  
le ich t finden. Diese A chse ist nämlich identisch  m it der die K reism ittelpunkte  
verbindenden Geraden, die dabei auf der Geraden, w elche die 2 Schnittpunkte  
der zwei Kreise verb indet und zugleich die R ichtung der kleinen Achse bestim m t, 
senkrecht steht. B ekannterm aßen lieg t in der R ichtung der großen Achse

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



DIE BESTIMMUNG DER VERSCHIEBUNG EINZELNER PUNKTE 209

der Berührungspunkt der m ittleren Fehlerellipse m it der Fußpunktkurve  
(als Fehlerkurve), d. h ., die Achsen beider Kurven fallen zusam m en, und so 
is t also auch die Länge der großen A chse unm ittelbar gegeben. Es folgt die 
B estim m ung der Länge der kleinen A chse, da nähm lich zw ischen den zwei 
K reisen beiderseits je ein  U bergangsbogen liegt [10], w elcher, gemäß unserer 
A nalyse, ebenfalls — in  annehmbarer Annäherung — als K reisbogen aufge­
faß t werden kann. In  der praktischen Durchführung genügt es —, unter  
Berücksichtigung der G enauigkeitsansprüche und der statistischen  W ahr­
scheinlichkeit, die Länge der kleinen A chse zu bestim m en und dazu den Ü ber­
gangsbogen einzuzeichnen. Hiezu führt die folgende M ethode: bekannterweise 
beruht die Bestim m ung der Fußpunktkurve unter anderen au f der Bedingung, 
daß in  jeden beliebigen, zueinander norm al gerichteten zw ei R ichtungen die 
Sum m e der Quadrate der bezüglichen m ittleren  Fehler K onstant ist:

a'2 +  P 3 2 =  b ' 2 +  P 2 2 =  a2 +  i>2 =  /z2 +  fi2y (5)

in  dieser Formel — um  die bereits bekannten  Zeichen n ich t wiederholt zu 
erklären — bedeutet a die große, b die k leine Achse, und /xx und fiy sind die 
m ittleren Fehler in  R ichtung der K oordinatenachsen x  bzw . y .  D iese Fehler  
lassen sich, wie dies aus dem Bild hervorgeht, wenn überschüssige Messungen 
nicht vorhanden sind, unm ittelbar an dem  B ild abmessen. A lso sind die zu 
den 2 K oordinatenachsen gehörenden m ittleren Fehler zugleich Punkte der 
Fehlerkurve. Im Sinne der Gleichung (5) läß t sich die k leine Achse leicht 
bestim m en; man stellt die Zirkelöffnung auf die H ypthenuse (den Abstand) 
zw ischen den E ndpunkten zweier, aufeinander rechtwinklig stehender Fehler 
ein, und m an überträgt diesen A bstand vom  Endpunkt der bekannten großen 
A chse au f die R ichtung der kleinen A chse (Punkte 7 und 8 ). D ie  zu findende  
Fehlerkurve soll durch diese Punkte durchgehen. Um die Fehlerkurve, d. h. 
die Fußpunktkurve in  annehmbarer Annäherung zu ergänzen, zieht man 
zw ischen den 2 Kreisen an beiden Seiten  je  eine Übergangskurve als einen 
K reisbogen, welcher durch je  einen E ndpun kt der kleinen A chse hindurchgeht. 
B ei der allgemein üblichen G enauigkeit is t  diese Annäherung zugelassen. 
N ebenbei kann man la u t (5) noch andere Punkte der Übergangskurve kon­
struieren. Diese Punkte lassen sich annäherungsweise m ittels eines K reis­
bogens verbinden, dessen M ittelpunkt a u f der Verlängerung der kleinen Achse 
liegt. D ie Inflexionspunkte können gleichfalls m itbestim m t werden.

Insofern die K oordinaten des P u n k tes m ittels einer Ausgleichung b e­
stim m t wurden, so ergeben sich, nach erfolgter Ausgleichung, die W erte цх 
und [iy direkt. Wenn m an also die in [8 ] bzw . [9] beschriebene M ethode befolgt, 
so fin d et m an die Lage und die R ichtung der großen und der kleinen Achse 
(B ild  3), und es läßt sich auch der M ittelpunkt beider K reise m it Hilfe der 
Halbierungsnorm alen der Verbindungsgeraden der E ndpunkte von  fxx und ц у
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als Schnittpunkt m it der großen A chse bestim m en. D ie Lösung gestaltet sich  
in  derselben Art und W eise wie zuvor.

Um die A nnäherung der Fehlerkurve des Punktes durch Kreislinien einer  
Prüfung zu unterziehen, verwenden w ir die Methode der kleinsten Quadrate. 
W ir haben vorerst die Angaben der m ittleren Fehlerellipse eines durch A u s­
gleichung bestim m ten  Punktes im  W ege der üblichen R echenm ethodebestim m t. 
Die hier folgende G leichung

p 2 =  pr =  a2 cos2 (<p — y>) -f- b2 sin2 (<p — y>) =  a2 cos2 ô b 2 sin2 Ô;

ô =  <p — ip

diente zur B erechnung des m ittleren Fehlers eines Punktes in ungefähr 20  
R ichtungen; hier b ed eu tet ip den W inkel zwischen der -f-ж Achse und den  
großen Achse der m ittleren Fehlerellipse, und (p is t der W inkel zwischen der 
-f-ж Achse und der eben gegebenen R ichtung. E benfalls wurden die rech­
tw inkligen K oordinaten (m it dem E llipsenm ittelpunkt als Anfangspunkt) des 
durch Polarkoordinaten gekennzeichneten Punktes bestim m t. Auch wurde 
die Punktschar, b is zu den verm utlichen Inflexionspunkten nach beiden R ich ­
tungen (ausgehend v o n  der großen Achse) untersucht, obwohl es genügt h ä tte , 
nur Punkte eines einzigen W inkelviertels in Betracht zu ziehen. M athem atisch  
gesprochen handelt es sich nun um  die B estim m ung des Halbmessers und der 
M ittelpunktkoordinaten, im gegebenen System , jenes K reises, welcher sich  
am genauesten an die errechneten P unkte anpaßt. W ir haben aber mehr als
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3 P unkte, und deshalb ergibt sich die Lösung durch Ausgleichung, ungeachtet 
dessen, daß hier streng genom m en die Verbesserungen n icht zu gem essenen  
W erten zugeordnet werden:

K(* -  */) +  (y — Ti) =  Г  (7)

Nach erfolgter Reihenentwicklung:

— -----—  öx +  — ----—  дУ -  ôr +  { К К  -  x i f  +  ( у 7 — У i f  — ro} =  A i (8 )
Gi ro

wo x ü und j 0 die Annäherungswerte der unbekannten K reism ittelpunkt-K oor­
dinaten, r0 der Annäherungswert des H albm essers, und ôx, ôy, br die durch die 
A usgleichung gewonnenen Änderungen bedeuten. Der T eil in  der Akkolade 
ist das reine Glied der Gleichung, b ed eu tet die Abweichung der ausgegliche­
nen W erten von den m it Hilfe der lau t (6 ) berechneten K oordinaten erhaltenen  
W erten. D ie gesuchten U nbekannten m üssen derart bestim m t werden, daß 
dabei die Quadratsumme der Zl,-Werte das Minimum werde.

D ie Untersuchungen wurden au f Grund verschiedener Versuchsergebnisse 
durchgeführt, indem das Verhältnis der großen zu der k leinen Achse geändert 
wurde. Es wurde eine Verhältniszahl nahezu 1 (a =  20 cm , b =  18 cm), eine 
andere (m it a — 20 cm , b — 12 cm ) und eine extrem ere (m it a =  20  cm, 
b — 2 cm) angenom m en. Zur B eurteilung der Brauchbarkeit des Verfahrens 
ist die Größenordnung der errechneten /I,-W erte, ferner das Maß der sogenann­
ten  m ittleren Fehler

H óx  -----  / G  7 H'àX ------  7 РдГ  —  / G

entscheidend. Wir eihielten, für alle drei A chsenverhältniszahlen, Werte von  
Aj, welche einerseits weniger als 1% der großen Achse betrugen, und im  
ungünstigsten Falle noch innerhalb einer 2% igen Fehlergrenze geblieben sind, 
wobei dies für eine Achsenlänge von  20 cm eine Abweichung von  4 mm bedeu­
tet. B ei den gegebenen Achsenw erten liegen  die Fehler durchschnittlich zw i­
schen 1 mm. Ob gerechnet ob graphisch bestim m t, die ungünstigsten  L ösun­
gen ergeben sich, wenn die kleine und die große Achse der m ittleren Fehler­
ellipse bzw. der Fußpunktkurve nahezu gleich sind. D ie oben m itgeteilten  
R esultate beweisen gleichfalls, daß die durch Kreise ersetzte Fehlerkurve in  
jedem  Fall innerhalb der hier erforderten, vernachläßigbaren Grenzen bleiben  
wird. D ie Versuchsberechnungen kann m an auch für den Übergangsbogen  
zwischen den Inflexionspunkten durchführen. Hier ergeben sich zwar perzen- 
tuell etw as größere Abweichungen, uzw . deshalb, weil der zum  Ü bergangs­
bogen gehörende Zentriwinkel sehr klein  ist, doch bleiben sie noch im m er
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bequem  innerhalb der allgem ein zu erwartenden aus der Unsicherheit der 
M essungen entstandenen  anderen Fehlergrenzen. Hier w ollen  wir auf andere 
Teilfragen des H auptproblem s und auf die m athem atische Beweisführung n icht 
eingehen. Allenfalls is t  die R ichtigkeit der Anwendung des Prinzips durch die 
oben beschriebenen U ntersuchungen erwiesen. Über die Anwendung an beson­
dere Fälle berichten w ir in  der Abhandlung [7].

*

E s folgt nun hier die Analyse der K oordinaten und Fehlerkurven eines 
zw eim al nacheinander bestim m ten  P unktes. Gemäß B ild  4 ist P j das R esu ltat

der ersten, P 2 das R esu lta t der zw eiten B estim m ung des Punktes, dy  und dx  
sind die A bw eichungen der betreffenden K oordinaten, und die lineare A bw ei­
chung ist

PXP2 =  ds =  \ d x 2 -j- d y 2 • (9)

Zugleich kann m an in  A bhängigkeit von den Meßfehlern den mittleren Fehler 
des Abstandes P 1P 2 ausdrücken:

s-, =  fa f  cos2 (çh —Yb)- И !  sin2 ( p j - y J - f  a"2ccs,2 (<p2-y>2) - i b 2sm 2(<F2-  y>2 =

— VKi +  K. =  IVpi^o+^PzOPi+ieo') ( io )
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wo a v  by und a,. by die Achsenlängen der zw eim al bestim m ten m ittleren Fehler­
ellipsen bedeuten, xjiy und sind die W inkel zwischen der -\-x Achse und der 
betreffenden großen A chse, q>y =  <p2 db 180° is t  der W inkel zw ischen der -f-я: 
A chse und der R ichtung Р л P 2; Цр~р2 is t  der m ittlere Fehler (die U nsicherheit) 
des Punktes in R ichtung P y P 2• W ie dies aus Rild 4 ersichtlieh ist, sind die 
zwei m ittlere Fehlerwerte unm ittelbar m eßbar, und Цр̂ рГ kann durch quadra­
tische Zusam m ensetzung graphisch b estim m t werden, also kann m an von einer 
langw ierigen Rechnung absehen. Nun drängt sich die Frage auf, ob man zur 
B estim m ung der Punktverschiebung den aus den K oordinaten errechneten 
A bstand P y P 2 — ds und den aus den Meßfehlern erhaltenen W ert fip~p 
gleichzeitig  anwenden kann, bzw. ob m an die Kriterien finden  kann, welche 
von  den erhaltenen R esultaten  befriedigt werden m üßten, um  die Frage 
zu entscheiden.

Als Grundlage unserer Berechnungen der mittleren Fehler gilt allgemein  
die G außsche Verteilung die nun unendlich v iele M essungen, d. h. unendlich  
vie le  überschüssige M essungen voraussetzt. N un fallen aber nur 68,3%  der 
M essungen innerhalb der Grenzen des einfachen m ittleren Fehlers. Anders 
ausgedrückt ist die W ahrscheinlichkeit, daß ein gewisses M eßresultat innerhalb 
der Grenzen des einfachen mittleren Fehlers fä llt, gleich 68,3% . W ir wollen den  
einfachen m ittleren Fehler in positivem  w ie in negativem  Sinne verstehen  
(а =  X i  l / i x). Es ist üblich den B ereich zwischen den beiden Grenzwerten 
als Vertrauensintervall bzw . K onfidenz-Intervall zu bezeichnen. Um  zu errei­
chen, daß 90%  der M eßresultate innerhalb der gegebenen Fehlergrenzen fallen, 
m uß das Vertrauensintervall zu ± 1 ,6 4  //.x, bei einer ähnlichen Forderung für 
95%  der R esultate muß das Intervall zu ±  1,96 [xx, für 98%  zu ±  2,33 /ix 
und schließlich für 99% der R esultate zu  ±  2,58 /ix erweitert werden. Nun  
aber is t  auch der m ittlere Fehler m it einer gewissen U nsicherheit behaftet, 
wobei m an noch vor A ugen halten soll, daß wir es nicht m it einer unendlichen, 
sondern m it einer endlichen Anzahl v o n  M essungen zu tu n  haben, folglich  
m üssen sich die angegebenen Grenzen für die angenom m enen W ahrschein­
lichkeits-Prozente als zu klein  erweisen. In  unserem  Fall gibt es allgem ein nur 
w enig überschüssige M essungen (besonders bei der E inschaltung von vielen  
N eupunkten), dem zufolge wird durch die einer normalen V erteilung ent­
sprechenden Vertrauensintervalle die G enauigkeit bzw. die Verläßlichkeit 
unsere M eßresultate überschätzt. So soll z. B . in  dem gegebenen Fall für die 
R ichtung der Punkte PyP,  m it P = 6 8 ,3  % der R esultate innerhalb der Grenzen des 
zu den R ichtungen Цр1Ч>1 und [ip2<p„ gehörenden Punktfehlers fallen .

U nter Berücksichtigung der A nzahl der überschüssigen Messungen 
erhält m an m it Hilfe der Studentschen V erteilung die Vertrauensgrenzen, 
innerhalb welcher die M eßresultate m it einer gewissen W ahrscheinlichkeit 
zu finden  sind, oder auch um gekehrt, m an erhält jene W ahrscheinlichkeit, 
m it welcher die Punkte sich innerhalb der Grenzen des m it dem Studentschen
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M ultiplikationsfaktor erhöhten m ittleren  Fehlers bei gegebener Anzahl der 
überschüssigen M essungen befinden (Tafel I). Im  Falle von  unendlich v ielen  
Beobachtungen übergeht die Studentsche Verteilung in  die normale G außsche 
Verteilung. W enn w ir uns m it den A ngaben dieser T afel vertraut m achen, so 
finden wir, daß die M ultiplikationsfaktoren bei einer kleinen A nzahl der 
überschüssigen M essungen und bei einer großen W ahrscheinlichkeit ziem lich  
groß sind. So gehört z. B. zu einer W ahrscheinlichkeit P  =  95% und einer 
überschüssigen M essung ( /  =  1) ein  M ultiplikationsfaktor 12,71 d. h., das 
Vertrauensintervall is t  +  12,71 /гх, wodurch nun die M eßresultate allzusehr  
unterschätzt werden. Obwohl in der W ahrscheinlichkeitsrechnung noch die

Tafel I

f  =  n -  r
P  =  0,95 =  95% P  =  0,683 =  68,3%

95, 68,3 t

1 12,71 1,82

2 4,30 1,32

3 3,18 1,20

4 2,78 1,14

5 2,57 1,11

10 2,23 1,05

20 2,09 1,03

30 2,04 1,02

°° 1,96 1,00

Voraussetzung m it in  Betracht gezogen wird, daß unter den undendlich vielen  
Fehlerelem enten auch äußerst große Fehler Vorkommen können. A uf Grund 
unserer U ntersuchungen ist es m öglich, die der Studentschen V erteilung  
entsprechenden V ertrauensintervalle für den Fall P  =  68,3%  W ahrschein­
lichkeit auch m it Flilfe des m ittleren Fehlers und des m ittleren Fehlers dieses 
m ittleren Fehlers abzuleiten [11]. Aus diesem Grund können als em pirisch  
eher annehmbare Fehlergrenzen w ie fo lg t angegeben werden:

für P =  68 ,3%  ist das Intervall +  1 • (jUx +  /U*)
P  =  90%  + 1,6 •

P  =  95%  + 2,0  •

P  =  99%  + 2 ,6  •
P  =  99,7%  + 3 ,0  •

A uf Grund der V ertrauens-Intervalle, falls wir z. B . bei Vorwärtseinschnitt 
nur über eine überschüssige M essung verfügen, gelten  bei P  =  95% folgende
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M ultiplikationsfaktoren:

für die Gaußsche Norm al-Verteilung: Gt цх =  1,96 fix

für die Studentsche Verteilung: StfJ,x — 12,71 цх

lau t der empirischen Formel: Et/ix — 2(/zx +  1/1/2,« x )~  3,54
wo

und f  =  A nzahl der überschüssigen M essungen.
W enn m an die zum Punkte P  in  obiger Darstellung zugeordnete Fehler­

kurve darauf untersucht, welcher prozentuale Anteil aller m öglichen Lösungen  
in dem B ereich der Fehlerkurve lieg t, so wird es einem noch klarer, wie über­
trieben groß die V ertrauens-Intervalle sind, welche m an lediglich durch 
A nw endung der W ahrscheinlichkeitsrechnung erhält. Zu dieser A nalyse liefert 
uns die Fischersche Verteilung die E rkenntnis, daß die Fußpunktkurve der 
m ittleren Fehlerellipse 39,3%  der M essungen in sich schließt, da man die 
K urvenfläche durch die gleichzeitige Befriedigung von zwei unabhängigen  
zufälligen Veränderlichen erhält. Aus d iesen  Ausführungen kann man darauf 
folgern, in  welchem  Maße die A chsen der Fehlerellipse verlängert werden  
sollten, um  eine Fehlerkurve zu erhalten, deren Fläche eine bedeutend größere 
A nzahl der M essungen aufnehm en könnte.

A u f unser ursprüngliches Problem  zurückkom m end, steh t es fest, daß 
man weder m it Hilfe der Gaußschen, noch  der Student’schen Verteilung M ulti­
plikationsfaktoren gewinnen kann, w elche zur Aufstellung irgend eines K rite­
riums bezüglich der Stab ilität der P u n k te  geeignet wären. Für den Fall von  
einer kleinen Anzahl der überschüssigen M essungen wird die M eßgenauigkeit 
mit H ilfe der Gaußschen Faktoren überschätzt, und m ittels der anderen allzu­
sehr unterschätzt. Deshalb em pfehlen w ir, die unter (11) bestim m en Fehler­
grenzen als empirische R esultate vorzuziehen . Diese W erte ergeben sich z. B. 
für 2 überschüssige M essungen beim  V orw ärtseinschnitt w ie folgt:

6 8 , 3 ísá ±  1 {Hp^I +  =  ±  (P  =  68,3% )

" ’V p TpI ^  ±  3,0(/Zp^5; +  /V p^r) =  ±  4 ,5 luPjpj (P  =  99 ,7% ).

A bschließend kann gesagt werden, daß wir a ls Kriterium die Erfüllung der 
fo lgenden Bedingung verlangen:

Р‘(|UP̂ P, +  № р л ) emp ds . (14)

1st näm lich der aus den K oordinatenabw eichungen errechnete W ert von ds 
im  Sinne dieser Bedingung befriedigend (wobei der W ert ptemp. lau t (11) den

/ 2  /
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verschiedenen W ahrscheinlichkeitsw erten P  entsprechend gebildet w ird), 
so gilt die konstatierte Abweichung der Punktlage n icht als effektive V erschie­
bung, sondern nur als Ergebnis der M eßunsicherheiten. W ird aber dieser Grenz­
w ert überschritten, so is t  es wahrscheinlich, daß es sich hier um eine V erschie­
bung handelt. N ebenbei kann man dx, d y  und ds gemäß B ild  4 in m aßgerechter 
Skala graphisch erm itteln , und durch Aufträgen der aus (13) erhaltenen  
Größe auf die Gerade v o n  ds ist die E ntscheidung graphisch sofort zu treffen .

Alle diese Ü berlegungen, sinngem äß angew endet, sind nicht nur für  
Punkteinschaltungen, sondern auch beim  Polygonieren, beim  N ivellieren und  
allen Messungen anderer Natur, gleichfalls gültig.

Die Frage steh t noch offen, wie m an den m ittleren Fehler einer einm ali­
gen Messung bzw. einer Messung vom  E inheitsgew icht au f Grund der erhalte­
nen M eßresultate oder aber — gegebenenfalls — auf Grund der Ausgleichung  
bestim m en soll. D ie G enauigkeit der m ittleren Fehlerbestim m ung ist nähm lich  
von  Belang sowohl für die fortgesetzte Fehleranalyse w ie auch für die V erläß­
lichkeit einer E ntscheidung über die Befriedigung des Kriterium s. Noch vor  
der Ausführung der M essungen ist es äußerst w ichtig, vorteilhafte U m stände  
zu schaffen und die richtigen M eßeinrichtungen zu w ählen, eben um die ansonst 
nicht leicht verm eidbaren regelmäßigen Fehlerquellen (Instrum entenfehler, 
Befraktionserscheinungen, Personalfehler des Beobachters usw.) auszuschalten. 
W enn man z. B. zur B estim m ung desselben Punktes zwei Serien W inkelm essun­
gen zu verschiedenen Zeitpunkten, doch unter ähnlichen B egleitum ständen  
und m it Hilfe derselben M eßeinrichtung durchgeführt waren, undzwar bei 
re-facher Messung m it dem m ittleren M eßfehler fj,t für den ersten Z eitpunkt 
bzw . fin  für den zw eiten  Zeitpunkt, so liefert die E rfüllung der B edingung:

Pi —  Pu ( 1 5 )

ein e  Berechtigung zur Voraussetzung, daß diesen R esultaten  keine voneinander  
verschiedene system atisch e Fehler anhaften. W enn die mittleren W inkel­
m eßfehlernahezu gleich  sind, aber die errechneten W inkelm ittelw erte von einan­
der abweichen, so h ä n g t es von dem A usm aße der A bw eichung ab, ob gegebe­
nenfalls die V oraussetzung berechtigt sei, daß der zu bestim m ende P u n k t  
zw ischen den zwei Zeitpunkten eine Verschiebung erlitt. Selbstredend, fa lls  
die Abweichung innerhalb der Grenzen des m ittleren Fehlers liegt, so lä ß t  
sie sich auf Meßfehler zurückführen. Auch in diesem Falle dienen dieVertrauens- 
Intervalle zur F estlegu n g  der sich auß Meßfehlern ergebenden zuläßigen  
W inkelabweichungen für die W inkelm ittelw erte:

Aa  =  t)xl ^2  (1 6 )

wo Aa  die zugelassene W inkelabweichung bedeutet, der W ert von t zw eck ­
m äßigerweise gleich 1 angenom m en wird, und fij — /1ц  der m ittlere Fehler der
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n-m aligen W inkelm essung ist, der M ultiplikator J/2  ist notw endig und berech­
tig t , da in der Größe der errechneten W inkeldifferenz die Fehler beider M essung­
en m itspielen. Man kann nutzbringend auch Erfüllungsbedingungen m it 
anw enden, die sich auf die W inkelsum m e eines Dreiecks oder irgend eines 
anderen Vielecks beziehen [11].

W enn man nur eine einm alige m ehrfach wiederholte M essung vornim m t, 
oder wenn man eine Beobachtung m it dem  E inheitsgew icht durchführt, so 
muß m an zur B estim m ung des m ittleren Fehlers unbedingt alle M eßresultate 
m it in Rechnung ziehen. U nter Berücksichtigung der Anzahl der W iederholung 
werden die Streuungen einzelner M essungen nicht in B etracht gezogen, und  
dies kann die Bildung der m ittleren Fehler günstig beeinflußen [12]. Man soll 
sow ohl im Falle einer Ausgleichung, w ie auch in  dem Falle ohne Ausgleichung  
zur Berechnung der m ittleren Fehler im m er die auf die ursprünglichen M essun­
gen bezogenen Verbesserungen anbringen. D ies dient zu einer Verbesserung 
der G ültigkeit des Gaußschen Prinzips. W enn wir nähm lich an einem Instru- 
m enten-Standpunkt die M essungen nacheinander sehr oft w iederholt durch­
führen und die M ittelwerte berechnen, und nachher noch das gesam te Meß- 
und Rechnungsverfahren öfters w iederholen, so müssen die M ittelw erte jeder 
einzelner Gruppe nahezu gleich sein, vorausgesetzt, daß keine system atische  
Abweichung (Meßfehler, oder Verschiebung) m itspielt. In einem  solchen Fall, 
m it einer äußerst kleinen Abweichung der M ittelwerte voneinander, ergeben  
sich auch die besten m ittleren Fehlerwerte. W enn aber die M ittelwert-Abwei- 
chung größer ist, so fo lgt daraus das Vorhandensein von regelm äßigen Verän­
derungen. Für diese aber verliert die G außsche Verteilung ihre Geltung; zur 
B estim m ung der regelm äßigen Veränderungen muß ein anderer W eg eingeschla­
gen werden. Nach der in [11] besprochenen Methode sind wir in  der Lage, im  
W ege einer globalen Auswertung der zeitw eise wiederholten M essungen auch 
die m ittleren system atischen Fehler der W inkelwerte zu bestim m en, aus w el­
chen eine Vor-Inform ation auf die Größe der m ittleren V erschiebung der 
P unkte gewonnen werden kann.

Aus den oben Gesagten fo lgt, daß bei den auf die B ew egungs-U m stände  
(Verschiebungen) von Bauobjekten bezüglichen geodätischen und m arkscheide­
rischen U ntersuchungen eine R eihe von  neuen Fragen zu lösen ist. N icht 
gesprochen von der N otw endigkeit, die M eßoperationen räum lich und zeitlich  
m it besonderer Sorgfalt vorzubereiten, ist es unerläßlich, zur B estim m ung der 
Bewegungsparam eter nur m athem atisch au f sicherer Grundlage aufgebaute  
Auswertungsverfahren anzuwenden. W enn solche Grundlagen n icht vorhanden  
sind, so können gegebenenfalls die daraus gezogenen Folgerungen zu irrtüm ­
lichen R esultaten führen.
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D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  D IS PL A C E M E N T  O F  C E R T A IN  PO IN T S 
B Y  M E A S U R E M E N T S. T H E  C R IT E R IA  O F  T H E IR  ST A B IL IT Y

F. HALMOS

SU M M A R Y

In  th is  p ap er, th e  geodetic  and  su b te rran e o u s  su rvey ing  m eth o d s  are d ea lt w ith , th a t  
serve to  in v es tig a te  d isp lacem en ts  arising  in  th e  course of th e  c o n stru c tio n  of bu ild in g  w orks. 
In  th is  scope of in v e s tig a tio n  are included  th e  r ig h t a rra n g e m e n t o f m easu rem en ts, th e  m a th e ­
m a tica l prob lem s of th e  e v a lu a tio n  of re su lts  w hen  m easu rem en ts  a re  rep roduced . An an aly sis  
o f accu racy  is given a n d  c r ite r ia  of th e  s ta b il i ty  o f th e  p o in ts  a re  e s tab lish ed . A u th o r deduces 
a  sim ple  m eth o d  to  d e te rm in e  b y  g rap h ical m ean s th e  average  e rro r an d  th e  d isp lacem en t o f a 
p o in t a t  a n y  chosen d irec tio n . T his m eth o d  is  p roved  as sa tis fa c to ry  on  th e  basis o f th e  th e o ry  
of e rro rs . In  con n ec tio n  w ith  th e  estab lish m en t o f s ta b ili ty  c r ite r ia , em pirica l w ays a n d  m eans 
a re  show n th a t  a re  d ecisiv e  fo r th e  p ro b lem  o f s ta b ility . F in a lly , th e  sources o f  m easu rin g  
e rro rs  are  exam ined  a n d  som e princip les a re  show n in  re la tio n  to  th e  calcu la tion  of th e  m ean  
erro r.
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D É T E R M IN A T IO N  P A R  M E SU R A G E S D U  D É PL A C E M E N T  D E S  PO IN T S 
E T  C R IT È R E S  D E  L E U R  ST A R I LITE

F . HALMOS

R É S U M É

L ’a u te u r  expose les m éthodes de m esu rag es géodésiques e t m in ières utilisées p o u r 
l ’é tu d e  des dép lacem en ts p ro d u its  au  cours de  la  c o n stru c tio n  d ’ouvrages te c h n iq u es . I l  é tu d ie  
la d isp o sitio n  des m esurages e t le p rob lèm e de l ’an a ly se  m ath ém a tiq u e  des ré su lta ts  de m esu ­
rages ré ité ré s , effectue l ’an a ly se  de la  p réc is io n  e t  é ta b lit  les critères de la  s ta b ili té  des p o in ts . 
I l  p ré sen te  u n e  m éthode g rap h iq u e  sim ple p o u r  la  d é te rm in a tio n  de l ’e rre u r  m oyenne e t des 
d ép lacem en ts  d u  p o in t en to u te  d irec tio n  choisie . L ’a u te u r  donne en su ite  les c ritères de la 
s ta b ilité  des p o in ts  e t d é d u it des re la tions e m p iriq u es  p e rm e tta n t  de d é te rm in e r ce tte  dern ière. 
I l  é tu d ie  en fin  les sources d ’e rreu r à en v isag er e t  s’é te n d  su r quelques p o in ts  de vue  im p o rta n ts  
du  calcu l de l ’erreur m oyenne.

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ СМЕЩЕНИЙ ПУНКТОВ ПОСРЕДСТВОМ ИЗМЕРЕНИЙ 
И О КРИТЕРИЯХ УСТОЙЧИВОСТИ ПУНКТОВ

Ф . Х А Л Ь М О Ш

РЕЗЮМЕ

В статье описываются геодезические и горнотехнические методы изучения сме­
щений технических сооружений. Рассматривается схема измерений, обсуждается вопрос 
математической обработки результатов повторных измерений, дается оценка точности 
измерений и определяются критерии устойчивости пунктов. Предлагается простой метод 
построения для определения средней погрешности пункта в любом направлении, следо­
вательно и для определения смещения. Приводится подтверждение теории погрешности 
для данного метода. В дальнейшей части работы описываются критерии устойчивости 
пунктов и приводятся эмпирические соотношения для решения вопроса об устойчивости 
пункта. В заключение рассматриваются источники погрешностей измерений и обсуж­
даются некоторые основные вопросы по вычислению средних погрешностей.
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BEMERKUNGEN ZU A. TÁRCZY-HORNOCH UND 
G. ALPÁR: ZUR GENAUEN BESTIMMUNG KLEINER 
NEIGUNGSWINKEL MITTELS SEKUNDENLIBELLEN

M. S C H Ä D L IC H
L E IP Z IG

[E ingegangen  a m  15. F e b ru a r  1965]

E s w ird  die in  [1] d a rgeleg te  K o n zep tio n  bezüglich  der E ich u n g  de r Skalen  von S ek u n ­
denlibellen  m itte ls  H inw eise a u f  g ru n d sä tz lich e  G egebenheiten  th eo re tisch e r u n d  p rak tisch er 
N a tu r  w iderleg t.

Im  H eft 3—4/1964 der vorliegenden Zeitschrift [1] nahm en die beiden  
genannten Autoren zu einer von mir in  [2] erschienenen zusam m enfassenden  
B etrachtung über die R olle der »Prüfung« von  Sekundenlibellen in der geodä­
tisch-astronom ischen Ortbestim m ung hoher G enauigkeit Stellung. Dabei wurde 
erneut das schon in den Arbeiten [3, 4 ] zum Ausdruck kom m ende H aupt­
anliegen der beiden Autoren betont, daß es die relativ  w enigen, den Kriterien  
von W anach [5] bezüglich K onstanz des Parswertes genügenden Sekunden­
libellen nahelegen, die E insatzfähigkeit der letzteren durch eine relativ  auf­
wendige Skaleneichung zu erhöhen. D iese  K onzeption stieß in  [2] wegen der 
generellen Vernachlässigung der B enutzungsprinzipien für Sekundenlibellen  
bei genauen astronom ischen O rtsbestim m ungen und der U nterschiede zwischen  
den Feld- und Laborbedingungen (Tem peraturgradienten) au f W iderspruch. 
Es wurde u. a. darauf hingewiesen, daß ein nennenswerter G enauigkeits­
gewinn gegenüber dem bedeutend w eniger aufwendigen Prüfverfahren von  
Brein [6 ] auch bei B enutzung von »m ittelm äßigen« Libellen für die Ergebnisse  
der Orts- und Azim utbestim m ung n ich t zu erwarten ist. D a die Autoren von  
[1] den die Vorteile der Breinschen M ethode unterstreichenden fehlertheore­
tischen Teil in  [2] überhaupt nicht erw'ähnten, sei es erlaubt, die Sachlage an 
dieser Stelle m it wenigen Sätzen zu konkretisieren.

Ein Fehler der N eigung

i =  ( 1 )
J  *o

der Index-, Horrebow- bzw . H ängeliebelle eines Theodolits oder Passagein­
strum ents hat den folgenden Einfluß a u f die gem essene Zenitdistanz z, den 
Stundenw inkel t und das Azim ut a :

dz (i) =  d i  ,

I dt (i) I == I i  I sec 6 cos z >  \ i  | , (г <  ö)

I da (i) I =  I i  I cot z ^  I i I , (г ^  90 — cp) (2)
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w enn p  den zur B lasenlänge null gehörigen Parswert (Libellenangabe), l den  
Blasenausschlag (A bw eichung der B lasenm itte vom  N orm alpunkt l 0 der Skala) 
und ö die D eklination  des Gestirns bedeuten. Das »klassische« Verfahren der 
A pproxim ation von  (1) beinhaltet nun, daß es unter gew issen Voraussetzungen  
hinsichtlich der K rüm m ungsunterschiede der B lasenlauffläche genügt, die 
F unktion p(l)  durch eine geeignete, aus M essungen m it m ittleren Blasenlängen  
abzuleitende K on stan te  p  zu ersetzen. D ie hierzu gem achten Vorschläge, u. a. 
in [5, 6 , 7], beinhalten  alle den E rsatz des durch die endlichen Blasenlängen  
erhaltenen geglätteten  Krüm m ungsverlaufs p'(l)  durch eine Gerade m ittels  
Ausgleichung.

Daß bei genauen astronom ischen B eobachtungen an die benutzten L ibel­
len  hohe Anforderungen zu stellen sind, ist aus (2) ersichtlich. W ana ch  ver­
suchte deshalb die L ibellen  hinsichtlich ihrer Güte zu klassifizieren. Die Folge  
war, daß der größere Teil der geprüften Libellen »zur Rechnung m it durch­
schnittlichem  Parsw ert ungeeignet» ist [1, S. 398]. D ie Autoren von [1] m einen  
deshalb, das Problem  variieren und die »Libellenprüfung« durch eine Skalen­
eichung ersetzen zu müssen. Wir werden nachstehend erläutern, daß hierzu 
(ganz abgesehen v o n  den unkontrollierbaren therm ischen E inflüssen) im  
allgem einen kein G rund besteht, w enn m an nur die »klassische« K onzeption  
hinsichtlich des M eßbereichs genügend m odifiziert.

Innerhalb eines geeignet abzugrenzenden Intervalles ( — 5 <  l — lu <  5) 
sei der zugehörige m ittlere Parswert p m nach dem Verfahren H ir v o n e n  oder 
B r e in  approxim iert (p ) .  Es gilt dann offenbar innerhalb des bezeichneten In ter­
valles

i ^ p  \ ' d l  = p { l — l0) (3)

bzw . für den Fehler in  (3)

di ^  pd l  -f- (l — l0) dp  =  d ix +  di2 . (4)

Gleichung (4) b ildet die Grundlage für alle Betrachtungen, die m it der 
erforderlichen Q ualität und der zweckm äßigen Anw endung einer R öhren­
libelle Zusammenhängen. Sie besagt u. a., daß den m öglichen B lasenstellungen  
ein m it steigenden W erten I — l a abnehm endes G ewicht zukom m t, d. h. der 
Beobachter muß die Neigungen so k lein  wie m öglich halten. Dieser einfache  
T atbestand wurde u. W . im Zusam m enhang m it unserem  Problem  nicht im m er 
genügend beachtet.

Bezüglich (4) is t  zu fordern, daß der Fehler di2 den Einfluß d i1 des Fehlers 
der visuellen A blesungen im M ittel n ich t nennenswert überschreitet (| d i l | =  
=  0",1 — 0",2). D ie daraus folgenden W erte für l — l 0 und dp  bedeuten dann  
eine m ittlere A m plitude der zulässigen Blasenausschläge bzw. eine m ittlere  
zulässige A bw eichung zwischen dem tatsächlichen und dem m ittleren P ars­
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wert innerhalb des bezeichneten Skalenintervalls. Bei sorgfältiger Libellen­
justierung kann man einem  geübten B eobachter (auch auf Feldstationen) 
zum uten, daß er mit »mittleren« A m plituden  11 — I0| <  1 Skaleneinheit arbeitet 
(siehe auch [8 ]). Daraus folgt

I dp  I >  0",1  ^  p l  10 . (5)

Dein Zusam m enhang zwischen den K rünim ungsunregelm äßigkeiten und dem  
zulässigen Meßbereich trägt das Prüfverfahren von B r e in  gegenüber den ande­
ren M ethoden noch am m eisten R echnung. Zu ergänzen wäre nur, daß der 
eingeengte Meßbereich wegen (4) m öglichst sym m etrisch zum  Norm alpunkt 
/„ angeordnet wird. E s interessiert dann lediglich der (geglättete) Funktions­
verlauf p'( l)  innerhalb dieses Intervalles, w ie auch letzten E ndes unter den 
form ulierten Bedingungen allein der bei w iederholten Beobachtungen von z, t, a 
zu erwartende system atische R esteinfluß  der di auf cp, ?. und a von  Interesse  
ist. L etzterer dürfte em pirisch nur schw er nachweisbar sein. D ies bedeutet 
aber noch nicht, daß die Sekundenlibellen für genaue astronom ische Orts­
und A zim utbestim m ungen grundsätzlich geeignet sind, da den W anachschen  
K riterien innerhalb des angegebenen M eßbereichs nach wie vor eine gewisse 
B edeutung zukom m t. Dagegen besagt die in [1], S. 397 gem achte Fehler­
angabe di =  l'',5 n ichts, solange n ich t das zugehörige l — l 0 genannt wird. 
D am it verschw indet auch der angebliche »grundlegende W iderspruch« der 
Ausführungen in [2]. Ebenso nichtssagend ist die auf S. 399 gem achte Bem er­
kung, daß eine Parswertdifferenz von  0",03 »garnicht zu vernachlässigen ist«, 
solange n icht die Signifikanz dieses W ertes getestet und der M eßbereich abge­
grenzt ist.

D ie obigen Fehlerbetrachtungen sind natürlich unvollständig, sie machen  
aber den durch (4) gegebenen straffen Zusam m enhang zw ischen dem Fehler 
di und dem  zweckm äßigen Gebrauch der Libelle deutlich. Bei letzterem  bedeu­
te t eine Skaleneichung im  Sinne von T á r c z y -H ornoch einen kaum  Gewinn 
versprechenden Aufwand, selbst w enn sich dafür eine fehlertheoretisch ein­
wandfreie Methode formulieren ließe und die Tem peratureffekte während 
der astronom ischen Beobachtungen unb each tet bleiben.
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R E M A R K S  TO T H E  P A P E R  “ ON T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F  SM ALL SL O P E  A N G L E S  
B Y  U SIN G  A S E C O N D -S P IR IT  L E V E L ”  B Y  A. T Á R C Z Y -H O R N O C H  AN D  G. A L P Á R

M. s c h ä d l i c h

SU M M A R Y

T he a u th o r — re fe rr in g  to  fu n d a m e n ta ls  o f p rincip le  a n d  p rac tice  — d isp roves th e  
co rrec tness of th e  p ro c ed u re s  published in  th e  s tu d y  [1] fo r  th e  ca lib ra tio n  of th e  d iv is io n  
(scale) o f one-second sp ir i t  levels.

R E M A R Q U E S  S U R  L ’A R T IC L E  D E  A. T Á R C Z Y -H O R N O C H  E T  G. A L P Á R , IN T IT U L É ; 
«DE LA D É T E R M IN A T IO N  E X A C T E  D E  P E T IT S  A N G L ES D ’IN C L IN A ISO N  A U  M O Y E N  

D E  N IV E A U X  D E  H A U T E  P R É C IS IO N ”

M. SCHÄDLICH

R É S U M É

L’a u te u r se b a s a n t  su r des données th éo riq u es  e t p ra tiq u e s  fondam en ta les , c o n te s te  
la  ju stesse  du  procédé p récon isé  pa r l ’é tu d e  [1] pour l ’é ta lo n n ag e  de la division (g ra d u a tio n )  
des n iv eau x  de h a u te  p récision .

ПРИМЕЧАНИЯ К СТАТЬЕ A. TАРЦИ-ГОРНОХ И Г. АЛЬПАР 
«К ТОЧНОМУ ОПРЕДЕЛЕНИЮ НЕБОЛЬШИХ УГЛОВ НАКЛОНА С 

ПОМОЩЬЮ УРОВНЯ С ОТВЕСОМ, ИМЕЮЩИМ СЕКУНДНОЕ ДЕЛЕНИЕ»

М . Ш Е Д Л И Х

РЕЗЮМЕ

Исходя из основных теоретических и практических соображений, автор опровер­
гает правильность метода, предложенного в работе [1] для юстировки деления шкалы 
уровня с секундным делением.
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ZUR BESTIMMUNG UND GENAUIGKEIT 
DER MIT DEN SEKUNDENLIBELLEN GEMESSENEN

NEIGUNGSWINKEL

A .T Â R C Z Y -H O R N O C H  u n d  GY. AL P Á R  

[E ingegangen  a m  11. Mai 1965]

U n ser in  [3] v e r tre te n e r  und  in  d e r  G eodäsie besteh en d er g ru n d sä tz lich e r S ta n d p u n k t,  
d a ß  m an  einen  au sm erzb aren  größeren F e h le r  als der an g es treb te  a u ch  d a n n  e lim in iert, w en n  
m an  an d ere  noch  n ich t erfassen  k an n , w ird  in  d en  B em erkungen  S chädlichs [4] n ich t b e h a n ­
d e lt u n d  w iderleg t. W ir b eh arren  desh a lb  w e ite rh in  darauf.

D ie in  den S ch äd lich ’schen B e m e rk u n g en  an g efü h rte  Gl(4) g ilt n u r  fü r  d iffe ren tia le  
B lasenbew egungen  u n d  n ic h t m ehr fü r  B lasen b ew eg u n g en  auch  v o n  n u r  seh r w enig P a rse in - 
heit.en, d a  in  B ezug a u f  d en  d u rc h sch n ittlich e n  P a rsw ert des gew äh lten  b eg ren z ten  B ereiches 
aus d e r E ig en sch aft des M itte lw ertes fo lg en d  d ie  A bw eichungen dp  te ils  p o sitiv , te ils  n e g a tiv  
sein  m üssen . D a S chädlich  in  Gl. (4) so g a r b e i e inem  B ereich von  10 P a rse in h e iten  fü r  dp  d a s  
gleiche V orzeichen a n n a h m , h a t  seine a u c h  in  d iesem  F a ll ve rw en d e te  Gl. (4), die G ru n d lag e  
a lle r se iner B e tra ch tu n g e n , n ich t z u tre ffen d e  V o raussetzungen . D ies w ird  u . a. a u ch  d u rc h  
eigene k o n k re te  M eßergebnisse bew iesen.

N ich t zu tre ffen d  i s t  auch jene B e m e rk u n g , die unsere E ich u n g  als re la tiv  au fw en d ig  
b eze ich n e t, da  eine angem essene B eg renzung  des M eßbereiches w ir b e re its  in  [1; S. 370] e m p ­
foh len  h a b en , u n d  dies fü h r t  n a tu rg e m ä ß  z u  e in e r w esentlichen H erab se tzu n g  der R e ch e n ­
a rb e it.  D abei is t  unser V erfah ren  bis j e t z t  d ie  e rs te  u n d  einzige, die d ie B erü ck sich tig u n g  d e r 
E in flüsse  de r K rü m m u n g sfeh le r der S ek u n d en lib e llen  auch  bei v e rsch iedenen  B lasen längen  
erm ö g lich t, w ofü r S chädlich keine L ösu n g  a n g ib t.

In Verbindung m it der Prüfung der Sekundenlibellen haben wir in  der 
Studie [1] die B estim m ung der zu den einzelnen Teilstrichen gehörigen W inkel­
w erte vorgeschlagen. S chädlich  (im  folgenden kurz m it S c h . bezeichnet) 
em pfiehlt in [2 ] auch weiterhin die durchschnittlichen Libellenparswerte zu  
verwenden. A u f diese Arbeit n im m t Bezug unsere Studie [3 ], worauf S c h . 
in seinen Bem erkungen [4] wieder gegen unsere Methode und gegen die au f  
der Verwendung von  Eichkurven beruhenden M ethoden allgem ein Stellung  
nim m t und die Verwendung der einfacheren Brein’schen M ethode em pfiehlt. 
A uf die neueren ScH’schen Bem erkungen wollen wir im  folgenden a n t­
w orten, wobei wir die w ichtigsten Fragen auch von anderen Seiten beleuchten  
wollen.

1. S c h . schrieb in seiner Stud ie [2] (S. 213) wörtlich folgendes: »Die 
nachstehenden zusam m enfassenden Bem erkungen zum Gesamtproblem der 
M essung kleiner Neigungen m ittels Sekundenlibellen sollen zeigen, daß aus 
verschiedenen Gründen, die im wesentlichen mit der Wirkung der vernachlässig­
ten Temperaturverteilung im Libellenkörper plus Metallfassung während der 
Beobachtungen Zusammenhängen, ein  m axim aler Aufwand bei der Eichung von  
Sekundenlibellen unter Laborbedingungen nicht vertretbar ist.« (K ursiv
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von  uns.) A uf die B ehandlung der Tem peratureinflüsse als Antwort darauf 
sind wir auf S. 400—404 unserer A bhandlung [3] ausführlicher eingegangen, 
nachdem  zuvor schon a u f S. 398 als unser grundsätzlicher Standpunkt fest­
gestellt wurde: es kann jen e Methode n ich t richtig sein, welche einen größe­
ren als bei der erforderlichen Genauigkeit noch tragbaren und dabei ausmerz- 
baren Fehler nur deshalb beläßt, weil m an andere Fehler noch nicht erfassen 
kann; wir berücksichtigen ja  z. B. das R un  bei den Mikroskopen auch dann, 
w enn m an die (m erklich größere) Seitenrefraktion nicht unschädlich machen  
kann. W ir können hierfür natürlich auch andere Beispiele anführen, wie die 
sehr genaue Berechnung der Alignem ent-, Neigungs- und Dehnungskorrektio­
nen bei den Invardrähten, obwohl der Fehler in der Tem peraturbestim m ung  
m erklich größere Fehler verursachen kann usw. Auch hier hat es mehrere Jahre 
gedauert, bis unser, gem einsam  mit E szto  gem achter Vorschlag, den Einfluß  
des m it dem H öhenunterschied sich verkleinernden K ettenlinienparam e- 
ters zu  berücksichtigen, allgemein anerkannt wurde. Vor drei Jahren gab de­
m entsprechend nunm ehr auch das In stitu t für Angew andte Geodäsie in Frank­
furt am Main B erichtigungstab eilen zu dem  Gigasschen H andbuch für die 
V erwendung von Invardrähten bei Grundlinienm essungen aus (Vgl. [11; S. 27]).

S ch . hat in  seinen Bem erkungen [4] die R ichtigkeit weder dieses grund­
sätzlichen  Standpunktes, noch jene unserer Erörterungen über die Temperatur­
einflüsse angezweifelt (d ie ohne Beweise angeführte kurze Bem erkung im letzten  
A bsatz ist keine W iderlegung!), obwohl darin auch auf zwei unrichtige F est­
stellungen  in seiner A bhandlung [2] hingew iesen wurde (vgl. [3; S. 403 u. 
404]). W ir können deshalb auf Grund der in [3] angegebenen und in [4] 
nicht angezw eifelten A rgum entation feststellen : Bei der Winkelbestimmung 
mit Sekundenlibellen macht es die Vernachlässigung der vorläufig noch schwer 
bestimmbaren Temperatureinflüsse nicht gerechtfertigt, daß  man die genau 
bestimmbaren Einflüsse der Krümmungsfehler, die größer als die durch die 
gewünschte Genauigkeit noch zulässigen sind, vernachlässigt.

2. S ch . bem ängelt in  seinen Bem erkungen [4], daß wir in unserer Studie
[3] seinen in [2] en thaltenen , auf die W inkelbestim m ung m it Sekundenlibellen  
sich beziehenden fehlertheoretischen Teil überhaupt nicht erwähnt haben, 
aus dem  er auf [2; S. 212] zu dem Ergebnis gelangte: »Die Blasenausschläge 
l sind demnach m öglich st klein zu halten.« W ir haben keinen Grund gehabt, 
gegen diese S ch .’-sehe Feststellung Stellung zu nehm en, zum al wir wohl aus 
anderen Gründen, aber jedenfalls noch vor S ch . gleichfalls festgestellt haben: 
»Um auch m it einfacheren R echenhilfsm itteln die Berechnung zu beschleunigen, 
kann so vorgegangen w erden, daß m an den Meßbereich an der Libcllenskale 
noch enger zieht.« und: »Durch die Verkleinerung des Anschm iegungsbereiches 
der m athem atischen Funktion an die beobachteten bzw. hergeleiteten  
W erte wird übrigens auch die G enauigkeit der Anschm iegung gesteigert.« 
[1; S. 370.]
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W ir wollen zuerst nur den Fall m it gleich lang bleibenden B lasen behan­
deln, w eil S ch . nur diesen F all untersuchte, obwohl sich die Blasenlänge bekannt­
lich  während der Messung auch um einige Parseinheiten ändern kann.

Es sei zunächst hervorgehoben, daß die in [2] unter Gl. (5) bzw . in [4] 
unter Gl. (4) angegebene Fehlergleichung

di =  p d l  -}- (/ — l 0) dp

— w obei di  den Fehler in der N eigung, dl jenen in  der Ablesung der Libelle 
und dp  den Fehler des durchschnittlichen Parswertes (innerhalb des abge­
grenzten Bereiches) bedeuten — nur für differentiale Blasenbew egung unbe­
schränkte G ültigkeit hat. Der größte Teil des Fehlers dp  hat überhaupt nicht den 
Charakter eines zufälligen Fehlers, sondern er ist in A bhängigkeit von  der in  
Frage stehenden Libelle an ganz bestim m ten (und bestim m baren) Stellen  
p ositiv  und an anderen negativ. Wir können deshalb von fehlertheoretischem  
Standpunkt nur jene kleine Blasenbew egungen als differential betrachten, 
während welcher dp  seine Größe, hauptsächlich aber sein Vorzeichen nicht 
ändert. Wir werden später sehen, daß selbst bei einer sehr guten Libelle schon  
innerhalb von einigen Parseinheiten die Größe von dp  sich ganz bedeutend, 
bis 60%  ändern kann. Daß sich das Vorzeichen auch hei einem enger abgegrenz­
ten  Bereich ändern m uß, folgt aus dem U m stand, daß die Abweichungen von  
dessen durchschnittlichem  Parswert zw angsläufig teils positiv , teils negativ  
sein m üssen. Daraus fo lgt aber auch, daß m an bei einem dem abgegrenzten  
Bereich entsprechenden Ausschlag — ganz unabhängig von dessen Größe — 
m it dem  zu diesem  Bereich gehörigen durchschnittlichen Parswert, den von  
den dp  Fehlern freien Neigungswinkel erhält. Es kann daher nicht richtig sein, 
daß S c h . innerhalb des von ihm m it 10 Parseinheiten abgegrenzten, zum  
N orm alpunkt sym m etrischen Bereich für alle dp-Fehler das gleiche Vorzeichen  
und die gleiche Größe voraussetzt. M ithin ist die von  ihm  als »Grundlage« 
seiner Betrachtungen genannte Beziehung in  der von ihm  in der angegebenen  
W eise benützten  Form nicht verwendbar. Aus den erwähnten Gründen können  
die dp-Fehler auch als zufällige M eßfehler nicht behandelt und zusam m en­
gesetzt werden, weil der größere Teil davon ist es nicht, sondern sie sind von  
der Krüm m ung des Libellenkörpers und von  der Blasenlänge gesetzm äßig  
abhängige regelm äßige Fehler m it bestim m baren Vorzeichen. Ihre Zusam m en­
setzung kann daher nur unter B erücksichtigung dieser bestim m baren G esetz­
m äßigkeiten erfolgen, und dies kann zur Folge haben, daß der Fehlereinfluß  
di m it zunehm enden Libellenausschlag (/ — l 0) sich dem absoluten W erte nach 
auch verkleinern kann, wie wir dies in  dem zahlenm äßigen Beispiel der Libelle 
04 noch sehen werden.

So kann m an m it der der S ch .’-sehen Gl. (4) in  [4] entsprechenden, hier 
vorher angeführten Gleichung auch die von  S ch . daran angeknüpfte Behaup-
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tu n g  nicht rechtfertigen, wonach: »Sie (näm lich Gl. (4)) besagt u. a., daß den  
m öglichen B lasenstellungen ein m it steigenden W erten (Z — Z0) abnehm endes 
G ew icht zukom m t, d. h ., der B eobachter m uß die Neigungen so klein w ie  
m öglich  halten.« D ies würde nur dann zutreffen, wenn die áp-Fehler zufällige  
M eßfehler wären, a u f die das bekannte Fehlerfortpflanzungsgesetz angew endet 
w erden könnte.* A ber die A nwendbarkeit des Fehlerfortpflanzungsgesetzes 
behauptet auch Sc h . nicht.

* Die »zufälligen Fehler«  b ed eu ten  h ie r  v o rn eh m lich  die A blesefehler de r B lase. D en n  
n ic h t  n u r  die K rü m m ungsfeh lere in flüsse , so n d ern  au ch  d ie der T eilungsfehler h ab en  bei d e m ­
se lben  In te rv a ll sy s te m a tisc h en  C h a rak te r. D er E in f lu ß  de r T eilungsfehler is t  d a n n  in  d e r  
R egel von u n te rg e o rd n e te r  B edeutung .

Bei der H e rle itu n g  de r B eziehungen fü r  d ie A n n ah m e von  n u r zufälligen  F eh lern  w ollen  
w ir  zwei Fälle u n te rsch e id e n .

a) W ir b e s tim m en  d ie  einzelnen P a rsw erte  des gew äh lten  B ereiches unabhängig  v o n e in ­
a n d e r  einzeln und  b ild en  d a rau s  den d u rc h sch n ittlich e n  P a rsw ert. Bei n u r  zufälligen  F eh le rn  
k a n n  au ch  diese M eth o d e  g e rech tfe rtig t erscheinen .

B ezeichnen w ir d en  m ittle ren  zufälligen  F eh ler de r B estim m ung  des B lasenendes m it 
±  //(,, so wird bei A b lesu n g  an  beiden E n d en  d e r m ittle re  F eh ler eines P a rsw ertes  fjp  =  i  ]'4  
u n d  in diesem  F alle  je n e r  des a r ith m etisch en  M itte ls au s n  P a rsw erten :

ßp = ± 2 /<»
yh

W ird  d a m it der m it t le re  F eh ler eines A ussch lages von  l  P a rse in h e iten  b e s tim m t, so e rh a lte n  
w ir h ie rfü r (u n te r  B erü ck sich tig u n g , d a ß  im  N eigungsw inkel N  =  p l  der d u rc h sch n ittlich e  
P a rsw e r t p  bei jed e r P a rse in h e it  eigene zufällige F eh le r h a t  u n d  dah er es sich  h ier u m  eine (-m a­
lige A d dition  h a n d e lt) :

ftv =  ±  2 Ab J/ ~
b) W ird  dag eg en  d e r d u rch sch n ittlich e  P a rsw e rt des B ereiches m it n  P a rse in h e iten  

n u r  au s  der e rs ten  u n d  le tz te n  A blesung d e r B lase  b e s tim m t, so w ird  p p  in  d iesem  F a lle :

Pp — ± 2 Mb
n

u n d  so (da es sich  h ie r  n ich t um  die A d d itio n  de r e inzelnen  P arsw erte  h a n d e lt):
I

f*N  =  ±  2 Ab ~ ~

1

D er U n te rsch ied  zw ischen beiden ä h n e lt  d em  U n te rsch ied  zw ischen den m itt le re n  F e h ­
le rn  des M ittels de r w ied erh o lten  E inzelw inkelm essungen  u n d  jen en  d e r R ep e titio n sw in k e l­
m essung . Die zw eite  M ethode ist günstiger.

Bei reinen zu fällig en  M essfehlern w ü rd e  de r m ittle re  F eh ler de r b e rech n eten  N eigung  
in  be iden  an g enom m enen  Fällen  wohl m it dem  A ussch lag  zunehm en, doch m an  e rh ie lte  h ier 
den  k le insten  m itt le re n  F e h le r  beim  größtm öglich  gew äh lten  B ereich, also beim  g rö ß tm ö g lich en  
n  fü r  die B estim m u n g  des d u rch sch n ittlich en  P a rsw ertes . W ären d ah er keine  K rü m m u n g s­
fe h le r  vo rh an d en , so m ü ß te  m an zur B estim m u n g  des d u rch sch n ittlich en  P a rsw ertes d ie ganze 
S k a la  b en ü tzen , u m  den  E in flu ß  der zufälligen  F eh le r bei der B estim m ung  des A usschlages 
zu m  k leinsten  zu  m a c h e n . Den E in flu ß  d e r K rü m m u n g sfeh le r kan n  m an  d ah er an sch au lich  
im  V ergleich zu dem  so e rm itte lte n  d u rc h sch n ittlich e n  P a rsw ert d a rste llen . D eshalb  bezogen sich 
a u c h  unsere in  den  frü h e re n  V eröffen tlichungen  angegebenen  K rüm m ungsfeh ler a u f  d iesen  
B ereich .

E rfah ru n g sg em äß  überw iegen ab er d ie regelm äß igen  F eh ler ganz b ed eu ten d . In  d iesem  
F a lle  m üssen en tw ed e r ih re  Größen und  V orzeichen b e s tim m t w erden u n d  die F eh le rzu sam m en ­
se tzu n g  kan n  n u r  m it d e ren  Hilfe erfo lgen, oder a b e r m an  b es tim m t n a ch  unserem  V erfah ren  
d ie  den  einzelnen T eilu n g sstrich en  zu k o m m en d en  W inkelw erte  u n d  rech t et u n m itte lb a r  m i- 
d iesen  den N eigungsw inkel, dessen m itt le re  F eh le r n u r  eine F u n k tio n  de r zu r B e rec h n u n g  
v e rw en d e ten  — a lle rd in g s  v o neinander n ic h t u n a b h än g ig en  — T eils trich  w erte  is t.
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D er von S c h . durch die allzu enge A bgrenzung des M eßbereiches erhoffte 
Vorteil wird auch durch die F eststellu n g von  B r e i n  in  Frage gestellt, den 
S c h . — allerdings nicht in  dieser B eziehung — wiederholt zitiert. Nach B r e i n  
[5; S. 17]: »Die volle Größe der A bw eichung A y  (d. h. die Abweichung der m it 
durchschnittlichem  Parswert gerechneten Blasenlage von der wirklichen), 
m ithin auch die des Krüm m ungsfehlers, wird in der Regel in einem  Bereich  
von 2 — 5 Pars erreicht, d. h., daß bei Blasenwanderungen kleiner als 2 Pars 
der m ittlere system atische Fehler k leiner, bei großen bis zu den größtmöglichen 
Blasenwanderungen aber gleich einem mittleren Krümmungsfehler wird.« (D ie  
K ursive stam m t von uns.) G igas  schreibt bezüglich der differentialen K rüm ­
m ungsfehler folgendes [6 ; S. 29]: »Es handelt sich dabei um  Beträge von  
etw a 0,5 — 3,0 Sekunden und die U nregelm äßigkeiten erstrecken sich auf 
einen Bereich von etw a 4/100 Pars.« W ir erwähnen nur noch W y s s , der in 
[7; S. 157] erklärte: »Der m ittlere Fehler einer Schiefe ist daher nicht abhängig 
von deren Größe im  G egensatz zur A usw ertung nach der Form el (1).« (K ursiv  
von uns.) D ie fragliche Formel (1) v o n  W y s s  lau tet (N  =  N eigungsw inkel, 
f  und lz die den B lasenm itten  entsprechenden Skalenwerte):

N  =  p ( l 2 -  f )  .

N achdem  S c h . auf alle vorher erw ähnten Publikationen (allerdings nicht 
auf die von  uns zitierten Teile) in seinen  Veröffentlichungen [2 ] und [4] 
sich berufen hat, so m uß er diese F eststellu n gen  kennen. W eil er aber in seinen  
erw ähnten Arbeiten keinen Versuch gem acht hat, diese zu w iderlegen, sondern  
diese — w enigstens stillschweigend — hinnahm , so erscheint seine im  vorletzten  
A bsatz von  [4] gem achte Bem erkung als gekünstelter E inw and, wonach: 
»Dagegen besagt die in  [1; S. 397] gem achte Fehlerangabe di — 1,5" n ichts, 
solange n icht das zugehörige (l — l 0) genannt wird.« Ähnliches gilt für seine, 
zwei Zeilen weiter geschriebene K ritik: »Ebenso nichtssagend ist die auf S. 
399 (der Studie [3]) gem achte B em erkung, daß eine Parswertdifferenz von  
0,03" garnicht zu vernachlässigen is t , solange nicht die Signifikanz dieses 
W ertes getestet und der Meßbereich abgegrenzt ist.« D iesbezüglich berufen  
wir uns wieder auf den von S c h . w iederholt anerkennend zitierten B r e i n , 
der in [5; S. 18] den v ie l kleineren U ntersch ied  von 0,008]/2 Pars, also bei 
Sekundenlibellen etwa 0,013" zwischen den nach den M ethoden von J o r d a n  
und H i r v o n e n  berechneten Einflüssen der m ittleren Krüm m ungsfehler bereits 
als »von Bedeutung« bezeichnet hat.

In  den vorangehenden haben w ir uns absichtlich zunächst auf von  S c h . 
zitierte Autoren berufen. Wir selbst haben im  Laufe unserer, seit mehr als 
10 Jahren dauernden L ibellenuntersuchungen natürlich auch unsere, m it den  
vorherigen ziemlich im  Einklang stehenden  eigenen Erfahrungen. U m  n icht 
allzu lang zu sein, w ollen wir von der in  [ 1 ] bereits erwähnten und als die b este
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bezeichneten A chsenlibelle 04 folgende paar D aten aus Mai 1959 m itteilen . 
Zu den vier aufeinander folgenden Parseinheiten von  2 mm in der M itte  
der Libelle gehören aus den vierm al w iederholten Originalmessungen berechnet 
folgende individuelle Parswerte (in K lam m ern stehen die durchschnittlichen  
Parswerte für diesen Bereich):

Bei der B lasenlänge von 40 Parseinheiten:

1 ,11 ', 1,25", 0,91", 1,46" (1,18") , 

bei der Blasenlänge von  45 Parseinheiten:

1,11", L34", 1,11", 1,27" (1,21") .

W ir ersehen daraus zunächst auch hier, daß die regelm äßige W inkelfehler  
verursachenden K rüm m ungsfehler selbst in  so einem engen Meßbereich des 
B lasenm ittelpunktes n icht vernachlässigt werden können, d. h., es erscheint 
n ich t zulässig, den N eigungsw inkel m it einem  durchschnittlichen Parswert selb st  
eines engbegrenzten Bereiches zu berechnen, zum al es einen solchen bei der 
während der M essung sich ändernden Blasenlänge selbst für den gleichen  
Meßbereich nicht g ib t. D ie obigen konkreten D aten  — und man könnte aus 
unseren Ergebnissen viele andere B eispiele anführen — zeigen auch, daß  
zw ischen zwei nacheinander folgenden individuellen Parswerten auch ein  
U nterschied von 0,55", in  bezug auf 0,91" also rund von  60% auftreten kann, 
und  daß selbst in  so einem, auf einige Parseinheiten begrenzten kleinen  
B ereich im Vergleich zum durchschnittlichen Parswert dieses Bereiches ein  
U nterschied von 0,28" besteht. W enn som it die Messung m it dieser einen P ars­
einheit erfolgt, so w ird die Neigung bei der Berechnung m it dem durchschnitt­
lichen  Parswert 1,18" m it einem regelm äßigen Fehler von  0,28" behaftet sein. 
U nd es handelt sich dabei um die beste der untersuchten 26 Sekundenlibellen ! 
Dieser Betrag übersteigt aber ganz gewaltig die zulässige Grenze und weil er 
ausmerzbar ist, m u ß  er ausgemerzt werden, und zwar durch Verlassen der B erech­
nung m it durchschnittlichem  Parswert. Interessanterw eise entsteht hier bei 
der zweiten B lasenlänge nur ein Fehler von  0,06". Bei dieser Blasenlänge b esteh t  
aber bei der vorangehenden Parseinheit ein U nterschied von 0,23". W eil 
ähnliche A bw eichungen bei dieser L ibelle auch bei den anderen E ichungen  
festgestellt wurden, sind — von den zufälligen Fehlern der Ablesungen selbst 
abgesehen — alle diese die Einflüsse von  physikalisch verkörperten K rüm m ungs­
fehlern.

Es mag bem erkt werden, daß auch die Abweichungen der übrigen in d i­
viduellen  Parswerte von  den dazugehörigen durchschnittlichen Parsw erten  
des Bereiches m erklich sind: sie betragen bei den 8 individuellen Parsw erten  
im  D urchschnitt 0,13". W eil aber im vorliegenden Falle im Vergleich zu den
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beiden durchschnittlichen Parswerten die individuellen Parswerte abwech­
selnd m it positiven und negativen dp-W erten ab weichen, werden die Fehler  
bei einem  Bereich der beiden letzten  Parseinheiten nur noch 0,04" bzw. 0,05", 
um  bei einem Bereich aller vier Parseinheiten für beide Blasenlängen N ull zu 
werden. (Im  Sinne von  [2; Gl. (5)] würden wir im  letzten  Falle nicht Null, son ­
dern unzutreffend 4 • 0,13 =  0,52" erhalten.) W ir ersehen, daß das in  der 
Praxis oft angestrebte, auch von S c h . em pfohlene, und w egen der m öglichen  
Blasenlängenänderungen nicht sehr leicht einzuhaltende Verfahren, den M eß­
bereich der B lasenm itte auf eine Parseinheit einzuschränken — m it R ü ck ­
sicht au f den regelm äßigen Charakter der auftretenden Fehler — feh ler­
theoretisch nicht begründet ist: Es soll vielm ehr bei dieser Berechnungsm ethode  
jener Meßbereich der Blasenm itte angestrebt werden, der der B estim m ung  
des durchschnittlichen Parswertes zugrunde liegt.

W ir werden im  folgenden noch von  einer anderen Seite her zeigen, daß 
die U ngenauigkeit der W inkelbestim m ung m it der Sekundenlibelle m it der 
Größe des Ausschlages nicht gesetzm äßig zunim m t.

D as Problem  und die B erücksichtigung der regelm äßigen Fehler der W in­
kelm essung m it Sekundenlibellen hat eine gewisse Ä hnlichkeit m it den T eil­
kreisuntersuchungen, besonders der M eridiankreise, bei w elchen man gleich­
falls die speziellen W inkelwerte der Teilstriche bestim m t (vgl. z. B . [8 ; S. 
53 — 58]). W eil es sich auch hier um regelm äßige Fehler handelt, wird auch hier 
nicht behauptet, daß dem dam it gem essenen größeren W inkel eine kleinere 
G enauigkeit und ein kleineres G ewicht zukom m t als dem kleineren W inkel. 
W enn übrigens der m it dem Meridiankreis gem essene W inkel bei nicht e in ­
spielender Libelle korrigiert werden m uß, würde die durch die B estim m ung  
der speziellen W inkelwerte zu erzielende G enauigkeitssteigerung gefährdet 
sein, wenn m an die Korrektion m it durchschnittlichem  Parswert berechnete. 
N achdem  man auch m it den Sekundenlibellen W inkel m ißt, gehört ihre U n ter­
suchung in das Problem  der Teilungsuntersuchungen, das wir in  Zusam m enhang  
m it den Komparierungsproblemen in dem Vortrag [9] behandelt haben und  
hier darauf nur kurz hinweisen.

B ei horizontalen Teilkreisen ist die Lage deshalb etw as anders, w eil 
diese Teilkreise zur Herabsetzung der Teilungsfehler bekanntlich in verschie­
denen Teilkreisstellungen verw endet werden können. Hier ist also selbst 
bei sehr großen Genauigkeitsforderungen n icht unbedingt erforderlich, die 
einzelnen Teilungsfehler zu bestim m en, sondern es genügt die Angabe von  
qualitativen G enauigkeitszahlen für die Teilungsfehler bzw. für die Intervalle, 
wie z. B . bei dem Heuvelink-Verfahren (vgl. [8 ; S. 58—66]). W enn man diese 
G enauigkeitszahlen oft auch als »mittlere Fehler« bezeichnet, f ie l es niem andem  
ein, den m ittleren Fehler eines m it dem fraglichen T heodolit gem essenen  
H orizontalw inkels von  der Anzahl der darin enthaltenen Teilkreiseinheiten, 
also von der Größe des W inkels in dam it zunehm enden Sinne abhängig zu
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m achen. Dies auch dann nicht, wenn m an die W inkel nur in einer Teilkreis­
stellung gemessen h ä tte , in welchem  F alle  die regelm äßigen Teilungsfehler 
nach  ihren G esetzen wirksam  wären.

B ei unserem Verfahren selbst brauchen wir weder den Begriff des durch­
schnittlichen, noch jen en  des individuellen  Parswertes für die verschiedenen  
Blasenlängen, sondern es werden den einzelnen Teilstrichen — ähnlich wie 
heim  Meridiankreis — W inkelwerte nach, in  entsprechender Verteilung durch­
geführten E ichm essungen durch A usgleichung bestim m t. Diese berücksich­
tigen  dann die durch die Krüm m ungsfehler verursachten regelm äßigen Fehler. 
D araus geht unm ittelbar hervor, daß die Entfernung der in  der W inkel­
bestim m ung vorkom m enden Teilstriche voneinander die G enauigkeit des erm it­
te lten  W inkels — da ja  auch m it der eichenden Libellenwaage die zur A us­
gleichung dienenden Neigungswinkel m it zunehm ender Neigung n icht unge­
nauer bestim m t w erden — nicht b eein flußt. In  den erm ittelten N eigungs­
w inkel gehen daher direkt nur die m ittleren  Fehler der hierfür abgelesenen  
Teilstriche ein, und m an berechnet dessen m ittleren Fehler; falls erforder­
lich  strenger — aber bei unserem Verfahren erst recht ohne die Fehler  
der dazwischen liegenden Teilstriche — als den m ittleren Fehler der in Frage 
stehenden F unktion  der ausgeglichenen Strichwerte. Bei entsprechender 
Anordnung der Eichm essungen könnten  die m ittleren Fehler der Teilstriche 
auch zu sog. freien Funktionen gem acht werden, ähnlich wie sie bei der A us­
gleichung der Stationsbeobachtungen sind.

3. Um die R echenarbeit bei den den einzelnen Teilstrichen zugeord­
n eten  W inkelwerten und bei den durchschnittlichen Parswerten m iteinander  
richtig vergleichen zu können, sei zunächst darauf hingewiesen, daß m an im  
F alle , wo der M eßbereich der B lasenm itte au f eine Parseinheit und die M essung 
au f eine einzige B lasenlänge begrenzt würde, nach allen Libellenprüfm ethoden  
bei gleichen Meß- und  Rechenarbeiten dasselbe Ergebnis erhielte. D er U nter­
schied wächst m it der Vergrößerung des Meßbereiches und m it der E inführung  
vo n  verschiedenen Blasenlängen. W enn also Sch . — trotz der unter 2. enthal­
tenen  Erörterungen — weiterhin au f eine ganz radikale Einschränkung des 
Meßbereiches bestünde (eine angem essene Einschränkung empfahlen wir in  
[1; S. 370] schon vor S c h .), so  m üßte diese E inschränkung in unserem Verfahren  
dem entsprechend eine radikale H erabsetzung der Rechenarbeit zur Folge haben. 
E s entstünde so praktisch  bei unserer M ethode nur eine unbedeutende R echen­
m ehrarbeit, auf die die von Sch . in  [4; erst. Abs.] hierfür verwendete B ezeich­
nung »relativ aufw endige Skaleneichung« nicht zutreffend ist. Und diese auch  
lediglich bei der Prüfung der Libelle. B e id en  rutinm äßigen laufenden M essungen  
und Berechnungen entsteht keine M ehrarbeit, und es erm öglicht unser 
Verfahren dennoch die B erücksichtigung der durch die K rüm m ungs­
fehler verursachten regelmäßigen W inkelfehler sowie die der B lasenlängen­
änderungen.
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D ie Einengung des Meßbereiches der B lasenm itte untersuchend erhebt 
sich von selbst die Frage, warum im  Falle, w enn in der Praxis sehr wenige, 
ja  sogar nur ein Parswert genügen, auch die bedeutendsten  Instrum enten­
fabriken ihre Libellen ausnahmslos m it einem  bedeutend größerem Meß­
bereich liefern, obwohl die H erstellungsschwierigkeiten und  dam it auch die 
K osten der Sekundenlibellen m it deren Länge ganz bedeutend zunehmen. W ir 
können die Frage auch so aufwerfen: W as würden die G eodäten und Astrono­
men sagen, wenn die Instrum entenfabriken die Sekundenlibellen m it so einem  
engen Meßbereich lieferten , daß daran nur B lasenbew egungen von  sehr wenig  
Parseinheiten beobachtet werden könnten? W ir sind sicher, daß die m eisten  
Fachleute Sekundenlibellen m it dem jetz igen  größeren Meßbereich fordern 
würden, und zwar aus zw ei Gründen. W ir brauchen zunächst den entsprechend  
großen Meßbereich der Sekundenlibellen bei der A ufstellung der sehr genauen  
Instrum ente, bei der K ontrolle und B estim m ung von Pfeilerbewegungen  
und in  so m anchen anderen Fällen. Andererseits ändert sich infolge der Tem pe­
raturänderungen und ein wenig auch infolge der Krüm m ungsfehler auch die 
Blasenlänge, welcher U m stand der allzu starken Einengung des Meßbereiches 
einen R iegel setzt. Es is t  deshalb naheleigend und vorteilhaft, zunächst m öglichst 
den ganzen zur Verfügung stehenden M eßbereich in die Prüfung einzubeziehen, 
um daraus dann die optim ale Begrenzung feststellen  zu können, wie darauf 
schon hingewiesen wurde (vgl. [5; S. 18] u. [1; S. 370]). Durch diese A rt 
der Einschränkung sow ohl des Skalenbereiches als auch der Blasenände­
rungen kann die G enauigkeit der ausgeglichenen Eichwerte in folge der Verm in­
derung der Streuung trotz der H erabsetzung der Anzahl der überschüssigen  
B eobachtungen ganz m erklich gesteigert werden. W ährend m an aber bei den  
Berechnungsm ethoden m it Libellenparswerten m it Ausnahm e einer Beziehung  
von K r a s s o w s k i j  und D a n i l o w  [10; S. 303. Gl. (193)] n ich t einmal einen  
kurzen H inweis findet, w ie man die bei verschiedenen Blasenlängen verschiedenen 
regelmäßigen Einflüsse der Krümmungsfehler überhaupt berücksichtigen könnte, 
geben die in  [7] angeregten, auf E ichkurven beruhenden und unsere in [1] 
ausgearbeiteten rechnerischen M ethoden die M öglichkeit, auch diese Fehler­
einflüsse entsprechend in  Rechnung zu stellen. Bis jetz t ist die in  [1] angege­
bene M ethode das einzige Verfahren, das die Berücksichtigung der durch die 
K rüm m ungsfehler verursachten regelm äßigen Fehler auch bei verschiedenen  
Blasenlängen erm öglicht. W eil aber die verschiedenen Blasenlängen vornehm ­
lich auf Tem peratureinflüsse zurückzuführen sind, gibt unserV erfahren bereits 
die M öglichkeit zu deren Erfassung, vorausgesetzt, daß die Erwärm ung gleich­
mäßig und ohne A sym m etrie in der V erteilung erfolgt ist. Ähnliches haben  
auch K r a s s o w s k i j  und D a n i l o w  vorausgesetzt [10; S. 303]. D ie Forschung 
wird sicherlich auch w eitere, an weniger Einschränkungen gebundene Methoden 
bringen. Durch die von  uns bereits in  [1; S. 370] em pfohlene sinngemässe 
Einengung des M eßbereiches kann — w ie erwähnt — auch die Rechenarbeit
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w esentlich  vereinfacht werden. D ieser U m stand ist allerdings im  Zeitalter  
der elektronischen R echenanlagen n ich t von  besonders m aßgeblicher B edeu­
tu n g , vornehmlich dann nicht, w enn m an im Vergleich dazu die bei den  
praktischen M essungen erforderlichen Z eiten  in B etracht zieht.

4. Es ist auffallend, daß Sc h . in  K enntnis der Abhandlungen [7] und  
[1] zur Lösung des Problem s der verschiedenen B lasenlängen nichts zu sagen  
h a t, obwohl allein durch den Vorteil unserer dies lösenden M ethode die Mehr­
arbeit unserer Skaleneichung gerechtfertigt erscheint. Ohne einen L ösungs­
w eg hierfür anzudeuten, und ohne seine Behauptungen bekräftigende zahlen­
m äßige Versuchsergebnisse anzuführen, erklärt Sch . dennoch im  letzten  A bsatz  
v o n  [4], daß eine Skaleneichung im  Sinne von  Tárczy-H ornoch  einen kaum  
G ewinn versprechenden Aufwand bedeute. Wir haben dem gegenüber m it 
konkreten M eßergebnissen der besten  der von uns untersuchten 26 Sekunden­
libellen  bewiesen, daß die Berücksichtigung der E inflüsse der K rüm m ungs­
fehler bei der Sc h .’sehen Fehlergrenze 0 ,1"—0,2" selbst bei einer auch von  
Sc h . empfohlenen E inengung des Meßbereiches der B lasenm itte auf eine 
Parseinheit erforderlich ist. Wir behaupten  nicht, daß unser Verfahren das 
b este  Verfahren zur B erücksichtigung dieser Fehlereinflüsse bei — vornehm ­
lich  durch Tem peratureinflüsse verursachten — verschiedenen B lasenlängen  
ist: die w issenschaftliche Forschung bringt überall neuere und neuere sowie 
bessere Lösungen. E ines aber soll festgeste llt werden: wir haben hierfür nach  
unserem  W issen das erste und brauchbare Verfahren angegeben, ohne w elches 
selb st die beste der v o n  uns untersuchten Libellen der geforderten G enauigkeit 
n ich t entsprechen würde. Dadurch wird bereits ein Teil der von  Sch . so hervor­
gehobenen Tem peratureinflüsse erfaßt. Daß dieses Verfahren auch ander­
w ärts gewertet wird, bew eist der U m stand , daß bis je tz t  schon die am tlichen  
Stellen  von zwei S taaten  in der Frage der Libellenprüfung die Verbindung m it 
uns aufgenommen haben und sie befassen  sich mit der Einführung unseres 
Verfahrens.

A uf Erklärungen in [4], die m it der grundsätzlichen Frage: eigene 
E ichw erte oder durchschnittlicher Parsw ert, nicht unm ittelbar Zusammen­
hängen, gehen wir aus Raum m angel hier nicht ein.
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ON T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F S L O P E  A N G L E S  M E A S U R E D  B Y  O N E-SEC O N D  
L E V E L S , A N D  ON IT S  ACCU RA CY

A. TÂRCZY-HORNOCH—GY. A LPÁ R

SU M M A R Y

T he s ta n d p o in t o f p rin c ip le , expressed  in  [3] a n d  w h ich  is follow ed in  geodesy, accord ing  
to  w hich  a n  e lim inable  e rro r  la rg e r th a n  is d esirab le  w ill be  e lim in a ted  even  if  o th er e rro rs  
c an n o t y e t be fou n d , is n o t  d iscussed  an d  n o t  d isp ro v ed  b y  S c h ä d l i c h  in  his no tes p u b lished  
u n d e r [4] in  th e  re ferences q o ted . T herefore  th is  is s t i ll  fu r th e r  m a in ta in ed  by  th e  a u th o rs .

E q u a tio n  (4) p u b lish ed  b y  S c h ä d l i c h  in  his n o te s  is v a lid  fo r d iffe ren tia l bubble  m o tio n s 
only , a n d  n o t ap p licab le  e v en  i f  th e  d isp lacem en t is m ere ly  o f a few  p a rs  u n its , since th e  dp  
dev ia tio n s , re la te d  to  th e  av erag e  pars v a lu e  of th e  n a rro w e r m easu ring  ran g e  chosen — w hich  
follows from  i t  being  a  m ea n  v a lu e  — m u st be  p a r t ly  p o sitiv e , p a r tly  n eg ativ e . As S c h ä d l i c h  
tak es  dp, in  his eq u a tio n  (4) as o f th e  sam e sign  even  w ith in  a ran g e  of 10 p a rs  u n its , his e q u a tio n  
(4) a n d  th e  basis of a ll h is fu r th e r  in v es tig a tio n s  r e s t  on  in co rrec t cond itions. Am ong o th e r  
th is  is also p roved  b y  th e  a u th o rs  w ith  co n cre te  m e a su re m e n t resu lts .

Also th a t  re m a rk  is n o t  accep tab le  w hich  q u a lifies  th e  th e  c a lib ra tio n  m ethod  ad o p ted  
b y  th e  au th o rs  as re la tiv e ly  len g th y , since a  su itab le  n a rro w in g  of th e  m easuring  range  h a d  
a lre ad y  been  suggested  (v . [1], p . 370) a n d  th is  n a tu ra l ly  leads to  a  considerable re d u c tio n  
of c o m p u ta tio n  w ork . A p a r t  fro m  th is , th e  p ro ced u re  suggested  b y  th e  a u th o rs  is th e  f i r s t  
an d  on ly  one to  m ake  possib le  th e  tak in g  of th e  c u rv a tu re  erro rs even for d ifferen t b u b b le  
len g th , in to  co n sid era tio n . F o r  th is , S c h ä d l i c h  gives n o  so lu tion .

D E  LA D É T E R M IN A T IO N  E X A C T E  D E S A N G L E S  D ’IN C L IN A ISO N  M ESU R ÉS A U  
M O Y E N  D E  N IV E A U X  D E  H A U T E  PR É C IS IO N

A. TÂRCZY-HORNOCH—G. A LPÁ R

R É SU M É

Le p rincipe  exposé d a n s  [3] e t ad o p té  en  géodésie , en  v e r tu  d u q u e l il fa u t élim iner une  
e rreu r dé te rm in ab le  d é p a s sa n t celle adm ise m êm e si d ’a u tre s  e rreu rs  ne  p e u v en t pas encore 
ê tre  dé term inées, n ’a p a s  é té  d iscu té  e t ré fu té  p a r  S chädlich  d an s ses rem arq u es [4], aussi 
les a u te u rs  co n tin u en t-ils  à  le sou ten ir.

L ’éq u atio n  (4) f ig u ra n t  d an s les re m a rq u es  de S chädlich  n ’e st va lab le  que pour des 
d ép lacem en ts d ifféren tie ls de  la  huile e t ne  sa u ra it  ê tre  u tilisée  m êm e q u a n d  ce d ép lacem en t 
e st de quelques u n ité s  de  d iv is ion  seu lem ent, parce  q u e  les éca rts  dp  ra p p o rté s  à  la  v a le u r 
de g ra d u a tio n  m oyenne de la  p lus faible cap ac ité  choisie  d o iv en t ê tre  en  p a r tie  positifs e t  en 
p a rtie  nég atifs , v u  q u ’il s’a g it  de va leurs m oyennes. C om m e d an s son éq u a tio n  (4) Schädlich  
considère dp  com m e é ta n t  de m êm e signe ju sq u e  d a n s  les dom aines de 10 u n ité s  de d iv is ion , 
son éq u atio n  (4) e t to u te s  ses recherches su iv an te s  p a r te n t  de cond itions inco rrectes. Des ré su l­
t a t s  de m esures con cre ts  so n t c ités p a r les a u te u rs  à  l ’a p p u i de cette  c o n sta ta tio n .
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L a  rem arque  de S c h ä d l i c h  q u a lif ian t de  re la tiv e m e n t longue la  m éthode  d ’é ta lo n n ag e  
a d o p té e  p a r  les au teu rs  e s t  ég alem en t re fusée  p a r  ces derniers, qu i o n t d é jà  p roposé  u n e  lim i­
ta t io n  convenable  de l ’é te n d u e  de m esure ([1 ] , p . 370), qu i a b rég e ra it d ’une  fa ço n  n o ta b le  
les ca lcu ls . De plus, le p ro céd é  p résen té  p a r  les a u te u rs  est le p rem ier e t  le seul qu i p e rm e tte  
de  te n i r  com pte  des e rre u rs  de  courbure  en  cas de  longueurs de bulle  d ifféren tes, cas q u i n ’a 
p a s  é té  p ré v u  p a r la so lu tio n  de S c h ä d l i c h .

О Б  О П Р Е Д Е Л Е Н И И  У Г Л О В  Н А К Л О Н А  С ПОМ ОЩ ЬЮ  У Р О В Н Е Й ,  
И М Е Ю Щ И Х  С Е К У Н Д Н О Е  Д Е Л Е Н И Е , И  О Т О Ч Н О С Т И  Э Т И Х  О П Р Е Д Е Л Е Н И Й

А . Т А Р Ц И -Г О Р Н О Х , — Д . А Л Ь П А Р

Р Е З Ю М Е

В  геодезии собл ю дается  принцип, и зл ож ен н ы й  в работе (1 ), согл асн о к о тор ом у  
п о гр еш н ости  с величиной, превы ш аю щ ей ж ел а т е л ь н у ю , исклю чаю тся (если  о н и  м о гу т  
бы ть исклю чены ) д а ж е  в том  сл уч ае, если  п р и  этом  не охваты ваю тся д р у ги е  п огр еш н ости . 
В  с в о и х  прим ечаниях, оп убл и к ов ан н ы х в стать е  (4 ), Ш едлих не рассм атривает и  н е  о п р о ­
в е р г а е т  такой позиции. П о эт о м у  авторы  п р и д ер ж и в а ю т ся  своего п ервон ач ал ьн ого  м н ен и я .

У р авнение (4), пр и веден н ое в п р и м еч а н и я х  Ш едлиха, дей стви тельн о т ол ь к о  дл я  
диф ф ер ен ци альн ы х п ерем ещ ени й  п узы рь к ов , но иначе оно неприм еним о д а ж е  в том  
с л у ч а е , к огда перем ещ ение составляет  ли ш ь н ескольк о долей  парсек п о ск о л ь к у  п о  ср ав ­
н ен и ю  со  средними величинам и парсек п о д о б р а н н о го  узк ого  ди ап азон а  и зм ер ен и й , как  
эт о  с л е д у е т  из особен ностй  ср едн и х  зн ач ен и й  — часть отклонений dp  д о л ж н а  бы ть по­
л о ж и т е л ь н о й , а  д р у гу ю  ч асть — отри ц атель н ой . В ви ду того, что в уравн ен и и  (4 ) Ш ед­
л и х а  отклон ен ия dp  б е р у т ся  с одинаковы м  зн а к о м  д а ж е  при ди ап азон е  10 парсек  это  
у р а в н ен и е , и все остальны е р а ссу ж д ен и я  Ш ед л и х а  основы ваю тся на н еп р ави ль н ы х у с л о ­
в и я х . А вторы  подтв ер ж даю т такое зак л ю ч ен и е и по результатам  ф актич ески х и х м ер ен и й .

Н есостоятельны м  я в л я ет ся  пр им енч ани е Ш едлиха об относительной дл и тел ь н ости  
п р о ц е сс а  ю стировки, п о ск о л ь к у  соответствую щ ее су ж ен и е  ди ап азон а  и зм ер ен и й  у ж е  
п р ед л а г а л о сь  (см. стр. 3 7 0  работы  1), что п р и в оди т  к  зн ачи тельн ом у сокращ ению  вычи­
с л и т ел ь н ы х  работ. К р о м е того , пр едлагаем ы й м етод является  первы м и еди нствен ны м  
д о  с и х  пор  методом, п озволяю щ и м  учиты вать погреш ность кривизны  д а ж е  при р азл и ч н ы х  
д л и н а х  пузы рьков. Ш ед л и х  не дает  реш ен и я  это го  вопроса.
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B O O K  R E V I E W  -  B U C H B E S P R E C H U N G  — 
C O M P T E  R E N D U  D E  L I V R E S  -  ОБЗОР К Н И Г

W alter G roßm ann :

G E O D Ä T ISC H E  R E C H N U N G E N  U N D  A B B IL D U N G E N  IN  D E R  L A N D E S V E R M E SSU N G  

Z w eite, e rw eiterte  A ufl. V erlag  K o n rad  W ittw e r, S tu t tg a r t ,  1964. 260 S m it 77 A bb. u . 12 T afe ln .

E s  is t n ich t le ic h t in  k n a p p  260 S e iten  so v ieles so ausgeze ichnet z u  geben , wie w ir dies 
in  d iesem  Buche f in d en . E s  e n th ä lt  fo lgende H a u p ta b s c h n itte :

1. Die geom etrischen  E ig en sch aften  des E rde llip so id s
2. Sphärische R ech n u n g en  u n d  eb en e  A b b ild u n g en  der K ugel
3. Die geodätische  L inie au f dem  U m d reh u n g sellip so id
4. G eographische K o o rd in a ten  a u f  d em  E llip so id
5. R echtw inklige  K o o rd in a ten  a u f  d em  E llip so id  u n d  ihre o rd in a te n tre u e  A bbildung 

in  de r E bene
6. Die G außsche k onfo rm e A b b ild u n g  des E rd e llip so id s in  de r E b en e
7. Ü berb lick  ü b e r  w eite re  konform e A b b ild u n g en
8. Anlage der d e u tsch e n  L an desverm essungen .
D as B uch u m fa ß t  folglich Prob lem e der m a th e m a tisc h e n  G eodäsie u n d  es is t desha lb  

fo lgerich tig  und  r ich tig , w enn  h ier a u f  m eß tech n isch e  F rag e  der L an d esv erm essu n g  n ic h t  
eingegangen  w ird. D ie se it de r e rs ten  A uflage n e u  au fg en o m m en en  P a ra g ra p h e n , wie die B eh an d ­
lung  ellipsoidischer D re iecke, die L ösung  de r g eo d ätisch en  H a u p ta u fg a b e  fü r  sehr große 
E n tfe rn u n g en  usw ., fe rn e r de r U m stan d , d a ß  an  S te lle  de r lo g arith m isch en  B erechnungen  jen e  
m it d e r R echen m asch in e  b ev o rzu g t w erden , e rh ö h t d ie B ra u ch b a rk e it d ieses h e rv o rrag en d en  
B uches. Die A ufnahm e ein iger E rgebn isse  H a z a y ’s U n te rsu ch u n g en  h ä t te n  w ir b e g rü ß t, 
se lb st d a n n , wenn d a d u rc h  sich  der U m fan g  v e rg rö ß e rt h ä tte .  V ielle ich t k a n n  dies in  einem  
der sicherlich  zu e rw a rte n d e n  n äch s ten  A uflagen  geschehen .

Z usam m enfassend : D as neue G ro ß m an n sch e  B u c h  s te ll t  eine w esen tlich e  B ereicherung  
de r in te rn a tio n a le n  g eo d ätisch en  L ite ra tu r  d a r  u n d  w ird  e in  ebenso w ich tiges u n d  v iel g eb rau ch ­
tes  N achsch lagew erk , w ie seine A usgleichungsrechnung .

A .  Tárczy-H ornoch
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ZUR GENAUIGKEIT DER FORMEL FÜR DAS 
GRAVIMETRISCHE ZUSATZGLIED

K. A R N O L D , P o tsd a m  

[E ingegangen am  16. M ärz 1965]

E s w ird  gezeig t, d a ß  die »nächste Ite ra tio n «  ke in en  w esen tlich en  E in fluß  au f das g rav i- 
m etrische Z usatzg lied  n im m t.

Berechnet m an aus den Freiluftanom alien Geoidundulationen oder das 
Störpotential an der Erdoberfläche nach der Form el von S to k es  oder L otab­
weichungen an der Erdoberfläche nach der Form el von  V e n i n g — M e i n e s z , 
so ist es in gebirgigen Gebieten notw endig, den Freiluftanom alien noch das 
gravim etrische Zusatzglied KG(AgF) hinzuzufügen.

Es wurde gesetzt: [1, 2, 3, 4],

K G  (Agp ) =  -  A - j j  A gp  ~ jZjgF'° d x .  (1)

Hier ist h der H öhenunterschied gegenüber dem A ufpunkt, für den das Integral 
von St o k e s  oder Y e n i n g —M e in e s z  berechnet werden soll, AgF , 0 die F reilu ft­
anomalie in dem P unkt, für den das Zusatzglied erm ittelt werden soll.

Bei den Untersuchungen, die schließlich zu dem gravimetrischen Z usatz­
glied in der oben angegebenen Form führten [1, 2, 3, 4 ], zeigte es sich, daß  
man eigentlich genauer setzen müßte

K G ( A g F) =  G h ( ^ -  +  ^ L \ .  (2)
V Э# 3y  )

G ist hier ein globaler M ittelwert für die Schw ereintensität, £ bzw. r] die 
Lotabweichung im  Meridian bzw. im ersten Vertikal und dS/dx bzw. 3 f]/dy 
deren Ableitung in N ord —Süd- bzw. O st—W est-R ichtung.

Von Gleichung (2) gelangt man zur Gleichung (1), indem man in dem  
Integral von Ve n i n g — M e i n e s z  das gravim etrische Zusatzglied unberück­
sichtigt läßt und das Integral in der x- bzw. y -R ichtung differenziert [5]. 
Es ergibt sich dann näm lich mit den eingeführten Vereinfachungen:

+  A  = _____1__ f f  A ë F ~ A gF-Q d x
dx dy  2 nG  JJ r3

(3)
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2 4 4 К. ARNOLD

N im m t man aber in den H orizontalableitungen der L otabw eichungen  
I und t] das gravim etrische Zusatzglied m it, so folgt für

Э£ Q r j  '

За  3у
KG( Agr )

h

die folgende Korrektion

d (4)

Für A sp  Q, also für die Freiluftanom alie des Aufpunktes, verschw indet das 
gravim etrische Zusatzglied, weil dann h — 0.

Auch aus der H erleitung des gravim etrischen Zusatzgliedes aus der gravi- 
m etrischen Theorie von A. B j e r h a m m a r  [6 , 8 ] ergibt sich die Berechtigung  
einer Korrektion der Form (4). In [6 ] G leichung (12) muß es näm lich eigentlich  
genauer heißen

A g* =  A g r
i S -  - _ * t S  d s

r3
(5)

w obei Ag* die unbekannten »korrigierten« Schwereanomalien sind. (5) ist eine 
Integralgleichung für Ag*. Die erste N äherung ist

(-%*), =  Ag F
und die zweite

Sie ergibt also das gravim etrische Zusatzglied in der angegebenen Form (1). 
Für die hier besonders interessierende dritte Näherung folgt

und dam it wird G leichung (4) bestätigt.
D ie kürzlich durchgeführten num erischen Untersuchungen zum gravi­

m etrischen Zusatzglied [7] im G ebiete des Oberharzes eröffnen nun auch die 
M öglichkeit, die Gleichung (4) num erisch zu untersuchen.

Die A bbildungen 1 bis 4 zeigen die W erte des nach der Gleichung (1) 
berechneten gravim etrischen Zusatzgliedes K  G (Agp), genom m en für den 
Brockengipfel (1142 m) als A ufpunkt. Im  Aufpunkt selbst verschw indet das
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Zusatzglied, weil h =  0. D ie Radien der Kreise ergeben sich aus dem Kreis- 
Ring-Schem a, das R ic e  [9] für die Berechnung gravim etrischer Lotabw eichun­
gen angegeben hat. Der kleinste Radius in den Abbildungen 1 bis 4 beträgt 
0,554 km, dann folgen die Radien: 0,780; 1,099; 1,597; 1,836; 2,179; 2,586; 
3,068 km.

Der Brockengipfel überragt seine U m gebung. Daher ist das Vorzeichen 
von KG(AgF) in der näheren U m gebung des A ufpunktes immer das gleiche, 
näm lich negativ. W eil die nahen Zonen ii. G leichung (4) m it besonders hohem  
Gewicht eingehen und weil in diesem Bereich das Vorzeichen von KG(AgF) 
nicht alterniert, ist also für Ô ein recht großer Betrag zu erwarten.

Der Anteil der einzelnen Kreis-Ring-Zonen vom  Radius 0,554 km bis 
zum Radius 3,068 km  beträgt

1,5; 1,4; 0,9; 0,3; 0,3; 0,2; 0,0; [mgal k m “ 1].

Man erkennt die gute K onvergenz der Sum m e. Diese beträgt, wenn man sie 
approxim ativ nur über die ersten sieben o. a. Sum m anden erstreckt

<5 =  + 4 ,7  [mgal km  х].
Der Ausdruck

K G ( A g F)
h

betrug am Brockengipfel

+  70 [mgal k m “ 1].

Der durch ô verursachte relative Fehler erreicht daher nur 7%. Er kann 
allenfalls vernachlässigt werden.

Im übrigen läßt sich der Ausdruck

K G ( A g F)

h

ohnehin nicht mit einem  ökonom isch vertretbaren Aufwand genauer als auf 
etwa 10% bestim m en. Man muß ja die dem A ufpunkt eng benachbarten  
Schwereanomalien oder topographischen Höhen außerordentlich genau aus 
den betreffenden kartographischen Darstellungen entnehm en. Wir hatten in 
[7] diese Daten für ein sehr enges Gitter von 0,5 km  M aschenweite entnom m en  
und waren damit wohl der Grenze des ökonom isch Vertretbaren nahe gekom ­
men.

Wegen der U nregelm äßigkeiten in den G eländeausform ungen, die man 
für ein 0,5 X 0,5 km  Quadrat im allgemeinen nicht als eben betrachten kann,
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A b b . 1
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A bb. 3

A bb. 4
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wird trotzdem  der a u f Grund des gew ählten speziellen numerischen In teg ra ­
tionsverfahrens en tstandene relative Fehler in

K G ( A g F)
h

kaum  weniger als 1 0 % betragen.
Daher dürfte die Formulierung des gravim etrischen Zusatzgliedes, w ie 

sie in Gleichung (1) zu finden  ist, wohl allen praktischen Anforderungen gerecht 
werden.

Die nächste Iteration  nach G leichung (4) dürfte immer zu vernach­
lässigen sein.
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ON T H E  P R E C IS IO N  O F T H E  F O R M U L A  F O R  T H E  G R A V IM ETR IC  
C O R R E C T IO N  T E R M

K. ARNOLD

SU M M A RY

I t  is show n, t h a t  th e  “ n e x t i te ra tio n ”  tak es  a neglig ib le in fluence on the  g rav im etric  
co rrec tio n  term .
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S U R  LA P R É C IS O IN  D E  LA F O R M U L E  D U  T E R M E  D E  C O R R E C T IO N
G R A V IM É T R IQ U E

К . ARNO LD

R É S U M É

L ’au te u r  d é m o n tre  q u e  «l’ité ra tio n  su iv an te»  n ’in flue  pas d ’une  faço n  décisive su r le 
term e  de correction  g ra v im é triq u e .

О т о ч н о с т и Ф О Р М У Л Ы  Д Л Я  О П Р Е Д Е Л Е Н И Я  Г РА В И М Е Т Р И Ч Е С К О Г О  
Д О П О Л Н И Т Е Л Ь Н О Г О  Ч Л Е Н А

К . А Р Н О Л Ь Д

Р Е З Ю М Е

Показано, что «последующая итерация» не оказывает существенного влияния на 
гравиметрический дополнительный член.
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MESSUNG VON VERTIKALEN ERDKRUSTEN­
BEWEGUNGEN IM LICHTE DER FEHLERTHEORIE

J .  BÖH M . P ra g  

[E ingegangen am  2. A pril 19651

B ei der M essung de r v e rtik a le n  E rd k ru sten b ew eg u n g en  m itte ls  w iederho lten  genauen  
N iv e llem en ts t re te n  au ß er den  M eßfehlern auch  a n d e re  (zum eist period ische) B ew egungen 
s tö re n d  auf. Zu ih re r  m ax im alen  E lim in a tio n  sollte m a n  bei der zw eiten  R ich tu n g  der N iv e l­
lie rung  die M eßbedingungen  w om öglich wechseln, dagegen  aber be im  w iederho lten  N ive lle ­
m en t w om öglich dieselben w ählen .

D a  der »aufgem essene« W ert der H ö h en än d e ru n g  A H  au ß er de r m öglichen w irklichen 
B ew egung au ch  die M eßfehler e n th ä lt,  is t es n ö tig , m itte ls  des V ertrau en sin te rv a lls  zu e rs t 
zu en tsch e id en , ob de r gefundene  W ert A H  zu de r B ew eisfüh rung  e in e r v e rtik a le n  B ew egung 
ü b e rh a u p t  genüg t. D azu  so llte  der grundlegende m itt le re  K ilo m eterfeh le r nach  der in te r ­
n a tio n a le n  Form el (n ach  V íg n á l ) u n d  die In te rv a llb re ite  nach  de r T afe l der S tu d en tsch en  
V erte ilu n g  b e rech n et w erden .

E s is t  v o rte ilh a ft, d ire k t die gem essenen H ö h en än d e ru n g en  auszugle ichen  und  g leich­
zeitig  die zugehörigen m itt le re n  F eh ler zu berechnen . Im  Falle  eines zw ischen zwei festen  
P u n k te n  e ingelegten  N ivellem en tszuges soll der m itt le re  K ilo m eterfeh le r n ich t aus den V e r­
besserungen , sondern  au s den  W idersp rüchen  zw ischen den  dop p e lten  N ivellierungen  e rm itte lt  
w erden.

Im  Laufe der Jahre ist die W issenschaft in eine eigenartige Situation  
gekom m en. W ährend m an in der kosm ischen Forschung bedeutende Erfolge 
erzielt hat, fehlen uns noch immer die verläßlichen Angaben über die tieferen  
Schichten des oberen Erdm antels, obzwar dieser w irtschaftlich als R ohstoff 
und Energiequelle v iel bedeutsam er erscheint. Es ist n ötig , eine größere 
Aufm erksam keit der D ynam ik der Erdkruste zu widm en. D ie inneren K räfte 
und Um gruppierungen der Massen im Erdinneren rufen näm lich eine Reihe 
von Bewegungen der Erdkruste hervor, die n ich t nur vom  rein w issenschaft­
lichen Standpunkt aus interessant sind, sondern auch eine große praktische 
B edeutung haben, besonders in Hinsicht au f die Anlage und den Bau größerer 
technischer Werke. D iese Bewegungen beeinflussen auch beträchtlich die 
Genauigkeit der geodätischen Messungen. Ihre tiefere Erkenntnis kann zur 
Steigerung der G enauigkeit geodätischer N etzsystem e führen und sichert auch  
die bessere Benützung der geodätischen Angaben auf längere Zeitepochen. 
Das Studium  und Interpretation der Erdkrustenbewegungen ist ein gem ein­
sames Problem  der Geodäsie, Geophysik, Geologie und Geomorphologie, was 
die Grenzen der N ationalstaaten  überschreitet und als gem einsam es W elt­
problem  betrachtet werden muß. Diese T atsache wurde schon anerkannt und  
im Rahm en der internationalen geodätischen A ssoziation wurde eine spezielle 
Kom m ission für das Studium  der rezenten Erdkrustenbew egungen errichtet.
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1. Messung der vertikalen Erdkrustenbewegungen

Es wird sich da immer um  eine r e l a t i v e  B ew egung eines P u n k tes  
gegen den anderen handeln. Die passendste Methode ist das N ivellem ent von  
hoher Genauigkeit, das nach einer gew issen Zeit w iederholt wird.

Der Zahlenwert einer erhaltenen Höhenänderung kann ein gesam tes  
P rodukt von verschiedenen Faktoren sein. Es sind diese:

1. Messungsfehlcr bei dem ersten und wiederholten N ivellem ent (die 
i m m e r  wirken).

2. U nstabilität der H öhenm arke (des tragenden O bjektes).
3. Kurzperiodische Bew egungen (Schwingung) der Erdkruste (durch  

therm ische Prozesse im Boden während des Tages, durch die Erdgezeiten in ­
fo lge der Bewegung des Mondes und der Sonne auf dem Him m el).

4. Langperiodische Bewegungen (W ellen) der Erdkruste (durch therm i­
sche Prozesse und sich ändernden W asserinhalt im Boden, durch die Stellung  
der Himmelskörper während des Jahres).

5. Säkulare (langsame) Bew egung vorwiegend tektonischen Ursprungs, 
z. B . die langsam e isostatische A usgleichung, orogenetische Bewegungen u. ä.

6 . Lokale Bewegungen (langsam e), verursacht m eist durch exogene  
K räfte oder m enschliche T ätigkeit (Solifluktion, Gletscher, K arst sowie auch  
A bbaugebiete, Talsperren).

7. Seism ische (plötzliche) B ew egungen, verursacht durch eine p lötzliche  
U m gruppierung der Massen oder durch heftige A usgleichung der K räfte 
(tektonische u. vulkanische Beben).

8 . Seismische Bewegungen lokalen Charakters, verursacht durch p lö tz­
liche Umgruppierung von kleineren M assen wie z. B. E instürze u. ä. (E in­
sturzbeben).

Will man durch das wiederholte N ivellem ent die E xistenz und In ten sität 
einer von den angeführten sieben Bew egungen feststellen, wirken alle anderen 
als störende Einflüsse (system atische Fehler), die gem einsam  mit den Mes­
sungsfehlern nur eine ungenaue q u antitative Feststellung und Schätzung der 
geprüften Bewegung erm öglichen, oder diese sogar unm öglich machen.

Alle angeführten sieben Bew egungen treten als gefährliche system atische  
Fehler bei der Einm essung und A usgleichung eines H öhennetzes auf. Die 
säkularen und lokalen Bewegungen kom m en besonders bei der zu langsam  
fortschreitenden Einm essung des N etzes zur Geltung.

Für technische Bauten und wissenschaftliche Inform ationen sind schon  
M illim eterbewegungen bedeutend (die säkularen tektonischen Bewegungen  
betragen üblich nur einige M illimeter pro Jahr). Es ist deswegen die höchst 
m ögliche M essungsgenauigkeit und eine wissenschaftliche Analyse der Ergeb­
n isse nötig, die oft zur Entdeckung der störenden E inflüsse führt und richtig 
das Vertrauensintervall für die gefundenen Angaben festste llt. Die K enntnis 
der Fehlertheorie ist dabei unentbehrlich.
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Die Technologie der verläßlichen Stabilisierung von Höhenpunkten des 
genauen N ivellem ents wurde schon m anchm al in der Literatur behandelt. 
Zur Verminderung der Wirkung von  gefährlichen system atischen Fehlern  
wurden eine sym m etrische Anordnung der L attenablesungen, W echseln der 
Reihenfolge der Vorne- und H inteneinm essung, häufige Kom paration des L at­
tenm eters (auch im Felde), Meiden von langen und niedrigen Sichten, A b­
wechslung der atm osphärischen und anderen Bedingungen bei dem N ivellem ent 
in der zweiten R ichtung und zuletzt die sog. Methode des unterbrochenen 
Nivellem ents vorgeschrieben.

Zu diesen M aßnahm en kann m an folgende Bem erkung beifügen. Eine 
Abwechslung der äußeren Bedingungen bei der zweiten Richtung des N ivelle­
ments wird gewiß den Einfluß der system atischen Fehler vermindern und die 
Genauigkeit des Schlußergebnisses (M ittels) aus beiden Nivellierungen erhöhen. 
Der Einfluß eines system atischen Fehlers wird aber nie vollkom m en eliminiert 
werden — er oszilliert um  einen N ichtnullw ert, der durch die Terrainkonfigu­
ration, mittlere klim atische Bedingungen, überwiegend südliche Lage der 
Sonne und des M ondes, Tragfähigkeit des Terrains u. a. gegeben wird. Sollte 
man den Einfluß dieser k o n s t a n t e n  (M ittel-) K om ponenten der syste ­
m atischen Fehler höchstens auf den U n t e r s c h i e d  der Ergebnisse von  
zwei in der Zeit abgetrennten Nivellierungen verm indern, soll das spätere 
Nivellem ent w om öglich g l e i c h e  m ittlere Bedingungen wie das frühere 
N ivellem ent haben. E s sind: ungefähr dieselbe Jahreszeit (dieselbe Stärke der 
Sonnenstrahlung, ähnliche Refraktionsbedingungen, annähernd gleicher, für 
die saisonmäßige Bodenbewegung entscheidender W asserinhalt im Boden), 
bei derselben M ondphase, in derselben durchschnittlichen Tageszeit, mit den­
selben Instrum enten, m it derselben M ethode und auf derselben Strecke. Beide 
Enden der von einer Station der Feldgruppe eingem essenen Nivellem ents- 
strecke sollen wom öglich den kleinsten H öhenunterschied haben. Nötig sind  
dieselben Schwerekorrektionen, em pfehlenswert ist auch dieselbe N etzen­
konfiguration und dieselben Ausgleichungsbedingungen.

2. Vertrauensintervall bei den aufgemessenen Höhenänderungen

Es ist w ichtig, bei jedem Indikationspunkt individuell zu entscheiden, 
ob die »aufgemessene« Höhenänderung A H  wirklich von einer vertikalen  
Bewegung zeugt oder nur das Produkt der unverm eidlichen Messungsfehler 
sein kann.

Als Kriterium wird da ein genügend breites V ertrauensintervall gewählt, 
z. B. in dem doppelten W erte des m ittleren Fehlers m iH der erhaltenen H öhen­
änderung AH,  der aus einer genügend großen Zahl der überschüssigen Beobach­
tungen (n' >  20) berechnet wurde. In solchem  Falle gilt die Norm alverteilung  
für die möglichen wirklichen Fehlerwerte еЛц,  die m it einer praktischen Sicher­
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h eit (m it Risiko nur a =  5%) n icht die angegebene kritische Grenze über­
schreiten. Desw egen kann bei der aufgem essenen H öhenänderung in  dem  
P unkte P,:

AHi  >  2mJH j

diese nicht mehr nur ein Produkt der Messungsfehler sein, und man ist mit 
praktischer Sicherheit überzeugt, daß es sich um eine wirklich vertikale B e­
w egung des Punktes handelt. Erst nach diesem positiven Test nehm en wir 
den aufgem essenen Bew egungsw ert als den verläßlichsten (wahrscheinlichsten) 
W ert der wirklichen Bewegung.

Bei der m inderen Zahl der überschüssigen B eobachtungen (ra'< 20) 
m uß man ein breiteres Y ertrauensintervall ^ t a ■ тпЛн nach der folgenden Tafel 
der Studentschen Verteilung feststellen  (für oc =  5%):

n' 1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 30 60 oo

ta 12,7 4,30 3,18 2,78 2,57 2,45 2,31 2,23 2,13 2,09 2,04 2,00 1,96

Die starke Zufälligkeit und m indere Verläßlichkeit des W ertes m AH bei 
kleiner Zahl n' führt zu einem sehr breiten Vertrauensintervall, das deshalb  
zu sinnlosen kritischen Grenzen führt. Man soll also beachten, daß die Zahl 
der überschüssigen Beobachtungen n ich t unter 3 sinkt.

W eiter ist zu bemerken, daß eine einzelne Messung n i e  eine absolute 
tektonische oder andere S t a b i l i t ä t  bestätigt, denn die Messung kann  
nur eine genügend große Bew egung bew eisen (wenn der gem essene W ert die 
kritische Intervallgrenze überschreitet). Kleinere Bewegungen kann man auch 
bei gemessenem W ert A H  <C 2гпЛц,  ja  sogar beim zufälligen W ert A H  =  0 
nicht ausschließen.

3. Genauigkeitsmaße

Zu der Schätzung des m ittleren Fehlers mAH in der aufgem essenen H öhen­
änderungen dient am  besten der gesam te mittlere Kilom eterfehler t L, der nach  
den internationalen Formeln (nach V í g n á l ) berechnet wird. Er drückt den 
E influß sowohl der zufälligen wie auch der system atischen Fehler aus und  
berücksichtigt den w ichtigen U m stand, daß mit wachsender Länge des N ivel­
lem entszuges L  jeder system atische Fehler immer mehr seinen system atischen  
Charakter verliert (es wechselt sich im m er mehr sein M ittelwert oder sogar 
auch das Vorzeichen). Nach der Ü berschreitung einer gewissen Grenze (Z =  
=  50 km) wird sein Einfluß im N etze  schon nach dem Fortpflanzungsgesetz  
der zufälligen Fehler zur Geltung kom m en, da z. B. bei sehr langen Zügen die
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atm osphärischen Verhältnisse oder der Lattenfehler schon zufällig auftreten. 
Sollte der m ittlere Fehler mh in dem gem essenen H öhenunterschied

mh =  r Ly Z  (1)

der allgem einen Formel des Gesetzes genügen, so muß der K ilom eterwert xL 
m it der Zuglänge wachsen und zwar von dem W erte r 0 =  rj (für L <Ц 1 km) 
bis zu dem Grenzwert r (für L  >  Z). Den W ert r] (m ittlerer zufälliger K ilo­
meterfehler) bekom m t man aus den Differenzen g zw ischen dem doppelten  
N ivellem ent

Г]
1

4 n
oder I M

4 [R]
( 2)

in den kurzen A bschnitten (R <C 1 km ), den Grenzwert r  aus den Polygon­
schlüssen oder aus der N etzausgleichung, wobei der durchschnittliche Polygon­
um fang F m >  Z  =  50 km ist.

Es wird nicht em pfohlen, den W ert т aus Differenzen Я zwischen dem  
D oppelnivellem ent der langen A bschnitte (L >  Z)  zu berechnen. Größere 
Differenz kann da näm lich bei der absichtlichen A bw echslung der Meßbedin­
gungen entstehen, was aber den kleineren Fehler im  M ittel von beiden N ivel­
lierungen bedeuten kann.

D en Wert bekom m t man m ittels einer exponentialen oder quadra­
tischen Interpolation zwischen den Grenzwerten r] und r ,  z. B. (nach K r u i s ):

*l =  t?2 +  ( f2 V2)
2 ZL — I?  

Z2
(3)

Für Z =  50 km , r] =  0,4 m m /km , x =  1,0 mm/km gilt folgende Tafel

L km 0 5 10 15 20 30 40 50 >50

TLm m 0,40 0,57 0,68 0,76 0,83 0,93 0,98 1,00 1,00

In den freien Zügen gilt als m ittlerer Fehler der a u f g e m e s s e n e n  
Änderung Ahj in dem H öhenunterschied hi oder АH  in der Meereshöhe H  
eines Punktes

mAh oder mAH =  TL ]fb, TL = ] f r l2+ r £ 2, (4 )

wo L  die Länge des A bschnittes oder der Entfernung eines Indikationspunktes 
vom  A usgangspunkte bedeutet, t'L und x"; sind die gesam ten m ittleren K ilo­
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m eterfehler des ersten und des w iederholten N ivellem ents. In diesem Falle 
berechnet man das V ertrauensintervall zuerst abgetrennt für die zufällige rj 
u n d  für die system atische K om ponente f L =  j/rf, — V1 unfl dann rechnet man 
b eid e quadratisch zusam m en in das endgültige V ertrauensintervall z. B.
I  =  ta • тЛц:

P  =  tl m lAH =  {t2 (Vi +  щ )  + t f  ( n  - r f )  +  ifj( x y  -  щ ) }  L. (4a)

Zu dem  gewählten R isiko oc findet man t aus der Tafel der norm alen Verteilung  
(da n  30) und t t , t u  aus der Tafel der Studentschen Verteilung zu dem Risiko 
a und zu den Zahlen von  П/, nu  Polygonen in dem ersten und dem zweiten  
N etze .

Beispiel: П/ =  10, п ц  =  6 , а =  5% , г]/ =  0,6 m m , г)ц — 0,4 mm, 
x'L =  1,0 mm, x"i — 0,7 m m . Dann í =  2, t/ =  2,23; t u  =  2,45 und 12 =  7,26 L,  
I =  2,7 mm

4. Fall des ausgeglichenen Netzes mit geschlossenen Polygonen

Es ist ökonom isch, direkt die aufgemessenen Änderungen der H öhen­
unterschiede Ah, auszugleichen. Man berechnet die Polygonschlüsse œ — EAh 
und wählt die G ewichte

Pi =  k : m }  , mf =  x y  L\ +  x"y Ц ,  (5)

w o die Werte r L, L, zu den beiden N ivellem ents gehören (bei der geänderten 
N etzkonfiguration bei dem zweiten N ivellem ent verbindet man die als K noten­
punkte gewählten P unkte durch fingierte Züge m it angeführten Gewichten).

Die ausgeglichenen Änderungen zJh, -j- v i oder A H  =  E(Ah  -f- v) sind 
j e tz t  korrelierte Funktionen  der ausgeglichenen B eobachtungen, deren m ittlere 
Fehler

M Ah= m 0 ]f [qFF] ,  M AH =  m 0 Y[qFF]  oder m0 \rQu , (6 )

w o der mittlere E inheitsfehler m {) =  (/[p w ] : n ' ist. D ie num erischen W erte 
[ q F F ]  oder Qu kann m an gleichzeitig bei den R eduktionen der Norm alglei­
chungen ausrechnen.

5. Fall des eingelegten Zuges zwischen zwei  »festen« Punkten А ,  В

In diesem Falle wird es sich regelm äßig um vertikale Bew egungen inner­
halb  eines kleineren G ebietes handeln, z. B. um eine Talsperre oder ein Berg­
w erk. Die zwei festen  P unkte werden genug weit vom  Gebiet m it den voraus­
gesetzten  Bewegungen entfernt und während der Zeit beider N ivellierungen
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als stabil betrachtet. Der eingelegte Zug wird auf n kürzere A bschnitte durch 
die Höhenm arken geteilt.

Auch da ist es vorteilhaft, direkt m it den gem essenen Änderungen der 
H öhenunterschiede Ah in  einzelnen A bschnitten  des Zuges zu arbeiten. 
Der W iderspruch des eingelegten Zuges w  =  HAh wird nach der bekannten  
Regel auf die einzelnen Verbesserungen verteilt

w
( 7 )

Die ausgeglichenen Änderungen in den Meereshöhen der Punkte innerhalb  
des Zuges und ihre m ittleren Fehler sind dann:

A H k =  2  (Ah, +  V,.), M l  =  ml  ,
1=1 o

W O  n  к  n

S  =  S ' =  , S* =  2  Ï.- (8)
i = l 1 = 1 l = Ä + l

Da es sich um H öhenänderungen handelt, kom m en die m ittleren Fehler in den 
Ausgangshöhen H A, H B n ich t zur Geltung. Man kann aber nicht die Berechnung  
des m ittleren K ilom eterfehlers m0 aus den Verbesserungen empfehlen:

mi =  [pw] (9)

Dabei wird der empirische W ert m0 eigentlich  nur aus dem zufälligen Wert 
eines einzigen Fehlers (W iderspruches tv) berechnet. Seine Benützung würde 
nach der Studentschen Verteilung (n — к =  1) zu einem sehr breiten V er­
trauensintervall bei den ausgeglichenen Änderungen A H  führen (z. B. 13 M k 
bei X =  5% ), was m anchm al die sichere E ntscheidung über die E xistenz  
einer wirklichen vertikalen Bewegung unm öglich  m acht. Es wird deswegen  
em pfohlen, den m ittleren Kilom eterfehler m 0 verläßlicher aus den Differenzen  
der doppelten Nivellierungen

zu bestim m en.

2  ' 9  Iтщ =  m0- 4  711"2 _o —
1

4 n
ff dd_4

ÍU
+

d d y i
L

( 1 0 )
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T H E  M E A S U R IN G  O F  V E R T IC A L  M O TIO N S O F T H E  E A R T H ’S CRUST 
IN  T H E  L IG H T  O F T H E  T H E O R Y  O F E R R O R S

J . BÖHM

SU M M A R Y

In  th e  course o f m ea su rin g  th e  v e rtica l m o tio n s o f th e  E a r th ’s c ru s t b y  w ay  o f r e i te ­
r a te d  precision  levelings, b esides th e  m ea su re m e n t erro rs , also o th e r (m o stly  period ic) m o tio n s  
sh aw  them selves, e x e rtin g  som e d is tu rb in g  in flu en ces. In  o rder to  e lim in a te  these to  a  m a x im a l 
e x te n t ,  th e  m easu rem en t c o n d itio n s should  be  v a r ie d  in  th e  second d irec tio n  of th e  lev e lin g , 
b u t  fo r th e  rep ea ted  lev e lin g  possib ly  th e  sam e o u g h t to  be chosen.

Since th e  “ m ea su re d ”  v a lu e  of th e  ch an g e  in  level A H  co n ta in s, besides th e  possib le  
re a l  d isp lacem en t, also th e  m easu rin g  erro r, i t  is n ecessary  to  decide f irs t ,  b y  m ean s of th e  
confidence  in te rv a l, w h e th e r  th e  v a lu e  A H  fo u n d  is  suffic ien t ev idence o f a  v e rtica l m o v em e n t. 
B esides th is , also th e  b asic  av erag e  k ilo m e te r-e rro r according to  th e  in te rn a tio n a l fo rm u la  
( a f te r  V í g n á l ) and  th e  in te rv a l  b re a d th  acco rd in g  to  S tu d e n t’ tab le s  o f d is tr ib u tio n  sh o u ld  
be  considered .

I t  is ad v an tag eo u s to  d irec tly  a d ju s t th e  leve l v a ria tio n s  m easu red  an d  a t  th e  sam e  
tim e , to  calcu la te  th e  re sp ec tiv e  m ean  e rro rs . I n  case o f a leveling  line be tw een  tw o  f ix e d  
p o in ts , th e  m ean  k ilo m e te r e rro r should  be d e te rm in e d  n o t from  th e  corrections b u t  f ro m  
th e  co n trad ic tio n s b e tw een  th e  rep ea ted  levelings.

M E SU R A G E S D E S M O U V E M E N T S V E R T IC A U X  D E  LA C R O Û T E  T E R R E S T R E  
A LA L U M IÈ R E  D E  LA T H É O R IE  D E S E R R E U R S

J .  BÖHM

R É S U M É

L ors des m esurages des m o u v em en ts v e r tic a u x  de la c ro û te  te rre s tre  p a r n iv e llem en ts  
de  p récision  ré ité rés , il f a u t  co m p te r, en  p lu s des e rreu rs  de m esurages, avec d ’a u tre s  m o u v e ­
m e n ts  (pour la p lu p a r t  p é rio d iq u es) d ’u n  e ffe t p e r tu rb a te u r . E n  v u e  de leu r é lim in a tio n  
m ax im u m , on d o it a u ta n t  que  possible v a r ie r  les cond itions de m esurage  d an s la seconde  
d ire c tio n  de n iv e llem en t e t  m a in ten ir , p a r  co n tre , les m êm es co nd itions au  m o m e n t des 
ré p é tit io n s .

Comme la v a le u r  «m esurée» du  c h an g e m e n t de n iv eau  A H  c o n tien t aussi, o u tre  le 
m o u v em e n t réel possib le , les e rreu rs  de m esu rag e , il im p o rte  de tra n c h e r  d ’ab o rd , a u  m o y en  
de l ’in te rv a lle  fid ucia ire , si la  v a le u r A H  tro u v ée  su ffit pour d é m o n tre r  u n  m o u v em en t v e r tic a l.  
A  c e t effe t, on d o it te n ir  co m p te  aussi de l ’e rre u r  m oyenne b asique  a u  k ilo m è tre , d ’a p rè s  
la  fo rm ule  in te rn a tio n a le  (se lon  V IGN A l ) ,  e t de la  la rg eu r de l ’in te rv a lle  su iv a n t les ta b le s  de 
d is tr ib u tio n  de S tu d e n t.

Il est a v an tag e u x  de com penser d irec te m en t les chan g em en ts  de n iveau , e t  c a lcu le r en  
m êm e tem p s les e rreu rs  m o y en n es co rresp o n d an tes . E n  cas d ’une  ligne de n iv e llem en t é ta b lie  
e n tre  deux  p o in ts fixes, l ’e rre u r  m oyenne a u  k ilo m è tre  do it ê tre  calculée non  p as  des c o r­
rec tio n s , m ais des c o n tra d ic tio n s  en tre  les d e u x  n iv ellem en ts ré ité rés .
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ИЗМЕРЕНИЕ ВЕРТИКАЛЬНЫХ ДВИЖЕНИЙ ЗЕМНОЙ КОРЫ С УЧЕТОМ
ТЕОРИИ ПОГРЕШНОСТИ

Й. Б ЕМ

РЕЗЮМЕ

При измерении вертикальных движений земной коры путем повторной точной 
нивелировки, помимо погрешностей наблюдений, мешающий эффект оказывают и другие 
(в большинстве случаев периодические) движения. Для максимального снижения этого 
эффекта при нивелировке во втором направлении следует по возможности изменить усло­
вия измерений, но в то же время при повторной нивелировке выбирать по мере возмож­
ности те же самые условия.

Поскольку измеренное изменение высоты А Н  содержит кроме возможного дейст­
вительного движения и погрешности измерений, сначала необходимо определить по ин­
тервалу надежности, может ли вообще измеренная величина А Н  служить в качестве до­
казательства наличия некоторого вертикального движения. Для этого необходимо вы­
числить основную среднюю погрешность в километрах по международной формуле 
(  В и н ь я л ) , а также диапазон интервала по таблице распределения Стюдента.

Наблюденные изменения высот целесообразно непосредственно выравнить и одно­
временно определить соответствующие средние погрешности. При наличии нивелиро­
вочной линии между двумя зафиксированными пунктами, средняя погрешность должна 
определяться не по поправкам, а по разности двойной нивелировки.
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ÜBER DAS VERHÄLTNIS DER STOCHASTISCHEN 
BEHANDLUNG VON SETZUNGSBEWEGUNGEN IN 

LOCKERMASSEN NACH J. LITWINISZYN 
ZUR LÜCKEN-DIFFUSIONS-THEORIE

W . B U C H H E IM , Freiberg/Sa.

[E ingegangen  a m  22. M ärz 1965]

E s w ird  gezeigt, d aß  d ie  v o n l .  L i t w i n i s z y n  vorgeschlagene m a th e m a tisc h e  B eh an d lu n g  
v o n  S etzungsvorgängen  in  L ockerm assen  e in en  Spezialfall e iner allgem eineren , vom  A u to r 
a n g ereg ten  B etrach tungsw eise  d a rs te llt, bei d e r n ich t die E in zelte ilchen , sondern  die L ücken, 
die sich  frei lassen, einem  D iffusionsprozeß  u n te rw o rfe n  sind. F ü r  zwei G renzfälle  w erden V er­
sch ieb u n g en  u n d  S enkungslin ien  fü r  eine w aag e rech te , u n b eg ren z te  S treck e , die zu sam m en ­
b ric h t, e in an d er gegenübergeste llt.

Die m athem atische Behandlung und Beherrschung der Bew egungsvor­
gänge von Lockermassen und mehr oder minder zerklüftetem  Felsgestein in 
natürlicher Lagerung au f der Basis einer w ohlbegründeten m athem atisch­
physikalischen Theorie tr itt in der G eom echanik und Gebirgsdruckforschung 
zum indest als anzustrebendes Ziel zunehm end in Erscheinung. Seit langem  
beschäftigt die Auflockerung des Gebirges in der U m gebung von unterirdischen, 
bergbaulich künstlich geschaffenen Hohlräum en und die dam it verbundene 
M assenbewegung, die sich bis zur Erdoberfläche durchsetzen kann, den Berg­
m ann, Markscheider, Geom cchaniker und schließlich auch den Geodäten. Wie 
der Verfasser anderorts ausführte [1], können aber weder eine kontinuum s­
m echanische Behandlung noch eine rein stochastische B etrachtung dem kom ­
plizierten Verhalten des natürlichen Gebirges voll gerecht werden. Der erste 
Standpunkt ist nur dem ungestörten (unzerklüfteten) Fels, der zweite nur 
losem  und hinreichend feinkörnigem  Sand einigermaßen angem essen. Es ist 
das Verdienst von J. L i t w i n i s z y n  und Mitarbeitern, in einer Reihe von  
Arbeiten die stochastische B etrachtungsw eise, ausgehend von sehr allgemeinen  
Postu laten  und den Ideen von M. v .  S m o l u c h o w s k i  und A. K o l m o g o r o w  
folgend, zunächst auf n ich t notw endig hom ogenes und isotropes Lockergut 
angew endet und die Ergebnisse mit R esultaten  von sorgfältig durchgeführten  
M odellversuchen verglichen zu haben [2, 3; hier auch w eitere Literaturhin­
w eise]. Dieses Vorgehen fu ß t im w esentlichen auf den folgenden vier Postulaten:

1. Die vertikale A bsenkung w(x,  y ,  z,; tj) in der H orizontalebene z =  zx 
zur Zeit t =  t1 bestim m t e i n d e u t i g  die Absenkung w(x, y ,  z2; i2) in einer 
beliebigen, darüber gelegenen H orizontalebene z =  z2 zur späteren Zeit f2 ]> t r  
(H ierbei wird die »Absenkung« sta tistisch  als das Volum en definiert, das 
durch eine (nicht zu kleine) E lem entarfläche in der H orizontalebene hindurch­

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



2 6 2 W. BUCHHEIM

gesunken ist, dividiert durch den F lächeninhalt.) Es gilt

w(x,  у ,  z2; t,) =  F { w ( x ,  y ,  z,; t,); zv  ty; z2, t,J, 

w obei F  einen Operator darstellt.

2. Die Operation F  is t l i n e a r .
3. Die Operation F  ist t r a n s i t i v ,  d. li.

У' 3̂’ з̂) =  F  I F  {ic(y, y , Z]; t2); Zj, z2, t2|  z2, L ’ з̂’ Lf 

=  F{tr(x, y ,  z,; «,); z„ t,; z3, t3}

4. 1st vo^> o, so is t  auch F  {гг} >  о, d. h. eine Absenkung eines H orizontes 
soll im  Hangenden w iederum  nur eine Absenkung zur Folge haben.

L i t w i n i s z y n  [4] hat nun gezeigt, daß aus 2. fo lgt, daß F  ein linearer 
Integraloperator sein m uß, der speziell im  zweidim ensionalen Falle zu einer 
quellenm äßigen D arstellung von  w(x,  z; t) von der Form führt:

w(x,  z; i) =  ( dtQ i (Ixq z0; ty) фи (Yq, I () : л*, z, t), (1)
,/ - 00 »/ - O»

z =  za bedeutet hier einen fest gewählten Horizont, auf dem für t0 =  ta die 
Anfangs-A bsenkung w a =  iu(:t, za, ta) gegeben ist.

D am it für t =  t„ und z =  za die Integraltransform ation (1) in die Iden­
t itä t  übergehe, muß übrigens (pL die E igenschaft haben:

<Pl (x o> za, t 0; X, za, t) =  ö(x — x u) ■ ö(t — i 0) (2)

(ö die Diracsche D elta-F unktion).
Der Kern (рь{х0, za, t 0; x,  z, t) muß nach L i t w i n i s z y n  ferner folgender 

D ifferentialgleichung genügen:

^Pl

3z
A { z ) dl V ±  +  B (z) 

3x2
Э2 <PL 

8t2
(3)

H ierbei wird der E in fachheit halber angenom m en, daß die physikalischen  
E igenschaften des Lockerm edium s, die in den K oeffizienten A,  В, C zur 
G eltung kommen, nur von  der Tiefe z abhängen.

E ine gewisse Schw äche dieses geistreichen und m athem atisch w ohl­
fundierten Verfahrens b esteh t darin, daß die p h y s i k a l i s c h e  B e d e u ­
t u n g  der K oeffizienten  А ,  В  und C n icht evident ist. Der Verfasser hat  
daher den Versuch unternom m en [5], durch ein relativ einfaches Modell der
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P h ysik  des Senkungsvorganges als eines stochastischen Prozesses näher zu  
kom m en. Das W esentliche dieser K onzeption besteht darin, daß n icht die 
B ew egung der Teilchen, sondern die V erschiebung der L ücken, die die Teilchen  
freilassen, einer stochastischen B etrachtung unterzogen wird. Dieses m uß  
zwar im  Endeffekt au f das Gleiche hinauslaufen, hat aber den Vorteil, daß die 
K onzentration der Teilchenlücken w esentlich  schwächer als die der Teilchen  
selbst ist und daher eine lineare N äherung viel weiter reichen muß. Für eine 
solche Betrachtung läß t sich also die w ohlbekannte Theorie der D iffusion  
schw ach konzentrierter Teilchen unter dem Einflüsse eines hom ogenen K raft­
feldes in Anspruch nehmen.

Die wesentlichen Postulate dieses Modells sind die vier folgenden:
I. Alle Gesteinslücken weisen den gleichen D iffusionskoeffizienten D  auf. 

D ies ist bestim m t weitgehend erfüllt, w enn das Medium aus nahezu gleich­
großen Teilchen besteht. Dann liegt das Volum en einer Lücke im D urchschnitt 
und m it nur geringer Streuung in  der N ähe des Teilchenvolum ens. ste llt  
für ein anisotropes Material einen sym m etrischen Tensor dar.

II. Da die Schwere eine Fallbew egung der wirklichen Teilchen nach unten  
bew irkt, haben die Lücken die T endenz, nach oben zu steigen. Ihr »Auftrieb« 
is t w egen ihrer nahezu einheitlichen Größe nahezu gleich und folglich auch  
ihre m ittlere Steiggeschwindigkeit. D ies führt zur D efinition einer L ücken­
bew eglichkeit E  (Proportionalitätskonstante zwischen m ittlerer Steiggeschw in­
digkeit und Auftriebskraftdichte). Für an und für sich anisotropes M aterial 
ste llt g  ebenfalls einen sym m etrischen, m it | )  koaxialen Tensor dar.

III. Unter der Voraussetzung I. ist der M assendichtedefekt <5 //. der A nzahl 
der Lücken pro V olum eneinheit proportional. Man kann daher einen D iffu ­
sionstensor J) und einen B ew eglichkeitstensor ^  für den M assendefekt d efi­
nieren. Im  allgem einen hängen beide Tensoren von der N atur des ungestörten  
M ediums an und für sich, aber auch vom  D ichtedefekt und vom  Spannungs­
zustand ab.

IV. M aterialgrenzen sind durch S tetigkeit der N orm alkom ponente der 
D ichtedefektstrom dichte charakterisiert. An der Erdoberfläche besteht keine  
R andbedingung, w eil hier die Lücken gleichsam  in den Außenraum  »ver­
dunsten«.

H ierm it ergibt sich für den D ich ted efek t <5 ц die fundam entale D iffusions- 
Differentialgleichung

w obei V7 den sym bolischen G radientvektor (Nabla-Operator) und g j den 
V ektor der Erdbeschleunigung bedeuten . Falls j )  und n icht von ô /х ab- 
hängen, ist die G leichung (4) linear in b ц.  In jedem  Falle m uß sie verträglich

(4)
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sein m it der E rhaltung der Masse, die durch die K ontinuitätsgleichung des 
M ediums ausgedrückt wird

- Q- ( f i - ~  0 ц ) +  \--(ft  — ó/i) Ï  =  0. (5)
8t

fi bedeutet die D ich te  des von Auflockerung noch nicht gestörten Materials, 
V seine analog w  (s.o .) definierte Verschiebungsgeschwindigkeit.

Die Bedingung der Verträglichkeit von (4) mit (5) lautet:

{ f i  —  ó f i )  v  =  ( ( D- V)  +  ( Ê - g 0 ) ) ô / i  +  ( V X A ) ,  (6)

w obei A  einen belieb igen  Vektor bedeutet, der zur Befriedigung von R and­
bedingungen benutzt werden kann. In Bereichen, wo Ô fi <§ fi, die Auflockerung  
also nur schwach ist, kann nach (6) v w iederum  linear durch dfi ausgedrückt 
werden :

v =  L ( { D . v )  +  ( E - g 0))öfi.  (7)
fi

Für ein an und für sich hom ogen-isotropes Material m it der konstanten  
Anfangsdichte fi0, der D iffusionskonstanten D u und der Beweglichkeit E 0 
ergibt sich mit А  =  0 aus (4) und (7)

ô/i =  (D 0 A + E 0 (g0 ■ v )) à fi (8a)

« =  —  (D0 V -r E ug0) »fi. (8b)

Sind die Verschiebungen r innerhalb des Mediums infolge der L ücken­
diffusion oder des Teilchennachfalls nur klein, so kann näherungsweise ge­
schrieben werden:

r ( x , y , z ; t )  =  Г dt' v (x ,y ,  z; t') =
J  0

1 ft
- •  d t ' ( D oV +  E 0 g0) ö f i ( x , y , z ] t ' )  =  (9)

Ио Jo
1 , t

=  - (D üV +  E 0g0) \  dt' ö f i ( x , y , z ; t ' ) .
^  Jo

W ählt man als Z eitpunkt t =  0 einen solchen, in welchem  im  ganzen Medium  
abgesehen von einzelnen , etwa bergbaulich geschaffenen Hohlräumen oder
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dgi. ô p =  О, V = 0  ist, so gilt wegen der dann möglichen V ertauschbarkeit 
aller Operationen m iteinander und wegen (4)

— D 0 A — E 0 (g0 - у )}  V =  
dt

=  ----- D 0A — E 0 (g0 • V)] —  {A> V +  E 0 g0} àfi =
I 9í I Mo

=  1 {D0 V +  E 0g0} \ ~  D 0A -  Е 0 (ga ■ V)1 ô/i =  0
Mo I 91 J

----- D UA — E 0 (g0- V ) \ r ( x , y , z ; t )  =
dt

=  (-7 -  - D 0 A ~  E 0 (g0 • v) j —  {£>0 V +  E u gu} •
I 3( J Mo

.-.f f g

dt' ô / i ( x , y , z ; t ' )  = ---- {D 0 V + E 0g0} I d t ' l —  -
0 Mo J о 18t

D 0 л  — E 0 (gu • V)| ÔM ( x , y , z ; t ' )  =  0.

(10a)

( 10)

D ie K om ponenten и, v, w von v und die K om ponenten и, v, iv des V erschie­
bungsvektors r selbst genügen also ebenfalls der fundam entalen Diffusions- 
D ifferentialgleichung (4). Im  zweidim ensionalen Falle ô p =  b/n(x,z; t)  und  
w  =  w(x,  z ; t) lautet die Grundlösung von (4), die für t =  t 0 in ö(x — x 0) • 
ö(t0 — ta) • b(z — s 0) übergeht, für b fi z. B.

(л'о’ 2o’ *0: ■*’z» 0
Ô (»Q -  tq) 

2 n ( t  t0) D o

(X-X„)‘ + ( z - Z 0 + E,g„(t-ta)y 
iD„(t-t0)

(И )

Mit ähnlichen Kernen q* ist nun eine quellenmäßige D arstellung z. B. von 
w(x , 2; t) möglich:

Et  E“I-  00 E -f- 00
w ( x , z ; t )  =  j  " d t 0 j_ ^ rf* 0Jo dz0w ( x 0, z 0; t0)<p%(xu, z 0, t 0; x , z , t )  . q 2\

In die gleiche Form l ä ß t  sich die Darstellung ( 1 )  von  L i t w i n i s z y n  

bringen, wenn wir schreiben

<P*(xo> zo’ *о5 z’ 0  =  <4zo — za) • 4>L(x0, z 0, t„; 2, t) . (13)

* t a  =  ta (*„, z()) bedeute t hierbei diejenige Zeit, für die im P unk te  (*0, z0) eine An­
fangsabsenkung vorgegeben wird.
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Dann gilt

w  (X, z; t) I 1 „ d í ° I -  » d x ° Jo+ dz0 W zod *o) <P*L (* 0, Z0, tg, X, Z, t) =

II „ d t » I dx° w  (*0’ z° ; *o) <Pl  (*o* za, tg; X, z, t ) .

( 14)

Die Formeln (12) und (14) lassen nun einen direkten Vergleich der 
stochastischen Theorie von L i t w i n i s z y n  m it dem Lückendiffusionsm odell zu. 
D ie D ifferentialgleichung, der <p h insichtlich x, z und t  genügt, ist die D if­
fusionsgleichung (4), in skalarer Schreibweise

ЭУв =  D p  I 32 <Pb  ! 92 У а  ! I 1 Э<p% , 1 5 a
02 Eg gg I dx2 dz2 I Eg gg 3t

D ie nach (13) erklärte K ernfunktion <p* der stochastischen Theorie von L i t ­
w i n i s z y n  genügt hingegen der D ifferentialgleichung (3) m it A  =  A 0 =  const., 
В  =  Bg =  const, und С  =  Cg =  const.

Э<Р* _  A  Q2(P* 
dz У u a*2

+ В  о
32(p* 

Э t2
+  ^0

э cpl
91

(15b)

Man ersieht hieraus, daß die stochastische Theorie m it dem Lückendiffusions­
m odell übereinstim m t, wenn

A g  =  -  B g =  0 C0 =  — i —  (16)
Eg gg Eg gg

gesetzt wird, aber in (15b) ein weiteres Glied A 0 92ç>*/9z2 hinzugefügt wird. 
D as Fehlen dieses Gliedes bedeutet offenbar eine Ausartung der Diffusions- 
Anisotropie der L ücken, indem  die zur z -R ichtung (Schwererichtung) gehörende 
D iffusionskonstante D oz =  0 ist. Die (11) entsprechende Grundlösung für 
Diffusionsanisotropie m it den H auptachsen x, y  und z des Tensors д  und den 
beiden H aupt-D iffusionskonstanten D 0x und D Uz la u tet nämlich:

(X -X 0)8 _  (? —Zq +  E qz go(f—!o))a
e  4 D „ ( f - i „ )  e  4D0l( t—t0)

< P % * ( X g , Z g , t o l X , Z A )  = à ( t g - t a)- _  • -  - -ЛГ ■ ( 17)
2)f j iD 0x(t i0) 2 | /л D 0z(t tg)

und dieser Ausdruck geht für D oz —*■ 
über, nämlich in

(pl(Xg,z0, t 0; X, z, t) ô(tg- t a) à ( z g - z

0  f Ü r  t  <  tg

0 in die Grundlösung m it B 0 =  0

(x-x,)»
« а д - «

E uz ë o ( t - t o ) )  • u  — für * > « 0
2 ]/7zD0x(t i0)

(18)
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da für D 0z — 0

( x - z a+ E,,z g a( t - t 0) y
4D 01( (- ( ,)

2 ] / n D 0z(t t0)
ö ( z Q E Ozgo(t to i)—  ̂(го za) ■ (19)

Wir setzen nun im Folgenden

z +  E n:go(t — fa) =  Za ( 20)

gleich derjenigen Tiefe, für welche bei t =  i 0 sich die Singularität der Grund­
lösung für die 2-R ichtung, d. h. für t =  ta die A nfangsstörung vorfindet. Zur 
Lösung des stochastischen Problem s (1), als Spezialfall der Lückendiffusions­
theorie formuliert, geht man zweckm äßig von einer quellenm äßigen D arstel­
lung von  v(x, z ; t) durch v(x0, 20; t0) aus, um  von der V oraussetzung verschwin­
dender Anfangswerte außerhalb des Quellgebietes der Störung frei zu werden. 
Als Kern kann dann q>* nach (18) verw endet werden, und wir erhalten

oder

v ( x , z ; t )  — J _ _ d t 0 | ^ d * 0Jo4 dz0v (x0, z0; t0) ■ ô (t0 — ta) • ô (z — z0 +  (2 la )

E o z 8 o  { t  G)) '  К  ( x  x0, t - t0)

V  (x , 2; t )

J _ _  dxü V (x0, 2 +  E oz g0 (f ta) ; ta) • K ( x  — x0, t — ta)

für z < , z a t ^ i a (21b)

0 für 2 >  za und z < , zai 1 < t a
mit

K  (x x0, t — t0) =  

W egen (9) ergibt sich

(x—x,)a 
^D0X(t—t0)

2 j!n D 0x(t t0)

für t <c to 

für t >  t0.

(x , z , t ) — [ d t 0 J"  ̂dx0 V (лг0, z -j- E 02g0 (t0 ta); fa)A (n ; x 0, (u ta) (22a)

also speziell für die Absenkung iv(x, 2; t), sofern sie schw ach ist

w  ( x ,  2 , f )  =  d t 0 j" ^  dx0w ( x0, 2  - ) -  E 0zga ( t u t a ) ;  t a )  • А  (л; л;0 , t0 ta). ( 2 2 b )

Durch D ifferentiation nach t erkennt man sofort, daß (22b) für t =  ta in die 
Id en titä t für w  übergeht, wie zu verlangen ist. Die E ntstehungszeit ta der

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



2 6 8 W. BUCHHEIM

A nfangsstörung kann übrigens noch von x 0 abhängen. Durch partielle  
Integration nach i u erhält man schließlich

w  (x, z , i) — dXÿ w  (x(), z E qz go (t ta), ta) К  (x Xq, t *a)

j > r
(23a)

dxu w (x0, 2 -f~ - ôz £>o (* U) ! *0) К  (x  x0, f0 tQ)
9t0

oder
«i (x, 2; f)

1
C?ín dx0 n> (x0, 2 -) E 0z gu) (t ta), t(|) Ь  (t„ t) К  (x xu, (0 ta)

3t0
A  (x x0, t0 ta)

(23b)

m it (2 +  E 0z g0) (t -  ta) =  2a für z < z a, t > t a 

0 für 2 >  2a und z < za ^ <  *0-

Die Unterdrückung dieses Gliedes bedeutet physikalisch  offenbar, daß 
ein Ausgleich der A uflockerung nur in horizontaler, aber nicht in vertikaler 
R ichtung eintreten kann, w ohingegen der nach oben hin wirkende Auftrieb  
der Lücken berücksichtigt bleibt. D ies dürfte auch genau dem Modell des

Í
» ' t l

0,5

4,0

Abb. 1 . Feld der defin itiven Verschiebung für eine bei x  =  0 , z  =  z 0 aufgefahrene Strecke 
vom Q uerschnitt Q0 bei iso troper Lücken diffusion D 0x =  Doz =  D ()

 ̂ * r  z E 0 g „ z aъ -- S -- a0 -- TV2,. zn A,

yicfa Techn. Hung. 52. (1965)
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-0,5

L10

Abb. 2. F e ld  d e r d e fin itiv e n  V ersch iebung  fü r  eine bei x =  0, z  =  z 0 au fg efah ren e  S treck e  
vom  Q u ersch n itt Q0 bei e x tre m  an iso tro p er L ü ck end iffusion  D ox =  D ul D oz =  0 (B ezeich­

nun g en  w ie in  A bb. 1)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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stochastischen Prozesses entsprechen, das L i t w i n i s z y n  selbst [6 ] seinen Glei­
chungen zugeordnet hat. Es fragt sich allerdings, bis zu welchem  Grade die 
Unterdrückung des A usgleiches in vertikaler R ichtung, der sich dem E m por­
steigen der Lücken infolge »Auftriebs« überlagert, s ta tth a ft ist. Hierüber 
können offenbar nur exakte B eobachtungen an natürlichen Lockermassen 
oder an M odellvorgängen, wie sie von L i t w i n i s z y n  und M itarbeitern begonnen  
worden sind, A ufschluß geben. In A bbildung 1 ist die Gesam tverschiebung  
im  hom ogen-isotropen Material dargestellt, die nach der Lückendiffusions­
theorie eine punktförm ige Auflockerung (Linienstrecke) an der Stelle x — 0, 
z =  z Q zur Zeit t =  t0 für t —*■ oo bei isotroper Lückendiffusion hinterläßt. 
W ie man sieht, sind auch Gebiete m it H ebung (w <  0) vorhanden. (D ie  
Stromlinien ähneln im  übrigen außerordentlich stark denjenigen, die O. 
J a c o b i  [7] bei M odellversuchen m it zähplastischem  P lastilin  fand.) N ach der 
stochastischen Theorie von J .  L i t w i n i s z y n  dagegen ist eine Hebung des 
Materials, wie sie a u f untertägigen Strecken z. B. als »Quellung der Sohle« 
in Erscheinung tr itt , n icht möglich. In Abbildung 2 ist zum Vergleich das 
entsprechende V erschiebungsbild w iedergegeben, das sich nach (23b) hei 
stochastischer B ehandlung, also bei extrem er A nisotropie der Lückendiffusion  
ergibt.

Physikalisch betrachtet kann A nisotropie der D iffusion in einem an und  
für sich hom ogen-isotropen Material nur durch die Anisotropie des mechanischen  
Spannungszustandes bestim m t, also ein Effekt höherer Ordnung sein. Die 
isotrope Diffusion eines D ichtedefektes andererseits kann nur m it Mikroseismik, 
Lösungsvorgängen und anderen isotrop wirkenden Erscheinungen in Zusam ­
menhang gebracht werden. Solche Phänom ene werden also von der bisherigen  
stochastischen Theorie von J .  L i t w i n i s z y n  offenbar nicht erfaßt. D ies 
dürfte jedoch n ich t in der Methode selbst begründet sein, sondern nur darin, 
daß sie vielleicht noch  einer M odifizierung bedarf.

Die technische Bedeutung unserer K enntnisse von  den Setzungsbew e­
gungen von Lockerm assen ist außerordentlich groß. Überall dort, wo es sich  
um  Tiefbau unter einem  losen Deckgebirge handelt, ist die rechnerische B ehand­
lung des Senkungsvorganges auf Grund von zuverlässigen Bodenparam etern  
für die Beurteilung der zu erwartenden Oberflächenveränderungen, aber auch  
von  Verformungen und Druckerscheinungen im  H angenden und Liegenden  
unerläßlich. Sow ohl die stochastische Behandlung dieser Vorgänge nach J. 
L it w in i s z y n  als auch unsere eigenen, etwas weiter ausgreifenden B etrach­
tungen stellen einen ersten Schritt dar, das Verhalten losen Deckgebirges 
zunächst rein sta tistisch  auf einer exakten  m athem atischen Grundlage zu 
behandeln. Die em pirische Nachprüfung der erhaltenen theoretischen R esultate  
kann sowohl im  M odellversuch erfolgen als auch durch m akroskopische oder 
markscheiderisch gestü tzte  Beobachtungen am natürlichen Objekt. W ün­
schenswert wäre, w enn hierbei aufgeklärt werden könnte, inwieweit extrem
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anisotrope Diffusion (stochastische N achfallbewegung) oder tota l isotrope  
Diffusion der Lücken den realen V erhältnissen besser gerecht wird, bzw. ob 
selbst bei isotropem  Ausgangsm aterial eine anisotrope Diffusion vorliegt. 
Wie die Figuren zeigen, sind die theoretischen M assenverschiebungen, die 
nach den beiden A nnahm en errechnet werden können, besonders in der N ähe  
des H ohlraum s recht unterschiedlich.
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ON T H E  R E L A T IO N  O F  T H E  STOCH ASTIC T R E A T M E N T  O F  T H E  SE T T L IN G  
O F L O O SE  R O C K  MASSES A C C O R D IN G  TO  J .  L IT W IN ISZ Y N , TO T H E  IN T E R S P A C E

D IF F U S IO N  T H E O R Y

W . BU CHH EIM

SU M M A R Y

T h e  m a th e m a tic a l tre a m e n t o f su b sidence  processes in  loose m asses, p ro p o sed  b y  
I. L itw in iszy n , is re p o rte d  to  be  a special case o f a  m ore general con cep tio n  s tim u la te d  b y  th e  
a u th o r , in  w hich  th e  in te rs tice s  be tw een  th e  single p a rtic les, h u t  n o t th e  p a rtic le s  them se lv es , 
a re  su b je c ted  to  a d iffusion  process. A s re g a rd s  tw o c ritica l p ro b lem s d isp lacem en ts a n d  
su b sid en ce  lines o f a  h o rizo n ta l, u n lim ite d  g a lle ry  cav ing  in  are  co m pared  w ith .

S U R  L A  R E L A T IO N  D U  T R A IT E M E N T  ST O C H A ST IQ U E, S E L O N  J .  L IT W IN IS Z Y N , 
D E  LA  S É D IM E N T A T IO N  D E  M ASSES D E  R O C H E S F R IA B L E S  AVEC LA T H É O R IE  

D E  LA D IF F U S IO N  IN T E R S P A T IA L E

W. BUCH HEIM

R É S U M É

L ’a rtic le  m o n tre  que le t r a i te m e n t m a th é m a tiq u e  d u  p rocessus de subsidence d a n s  
les m asses m eubles, p roposé  p a r  J . L itw in iszy n , e s t u n  cas spécia l d ’une  concep tion  p lu s  
généra le  préconisée p a r  l’a u te u r , selon laq u e lle  les v ides e n tre  les p a rticu le s  d é tachées, m ais  non  
les p a r ticu le s  elles-m êm es, so n t soum is à  u n  processus de diffusion . P o u r  d eux  prob lèm es s in ­
g u lie rs, on  com pare  les d ép lacem en ts e t  lignes de subsidence d ’une galerie  h o rizo n ta le  
illim itée  s’éb o u lan t.
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ОБ ОТНОШЕНИИ СТОХАСТИЧЕСКОЙ ОБРАБОТКИ ПРОЦЕССОВ 
ОСЕДАНИЯ РЫХЛЫХ МАСС ПО МЕТОДУ Й. ЛИТВИНИСЫНА К ТЕОРИИ

ЩЕЛЕВОЙ ДИФФУЗИИ

В. БУХГЕЙМ

РЕЗЮМЕ

В статье показано, что предложенная Й. Литвинишиным математическая об­
работка осадочных процессов в рыхлых массах является специальным случаем более 
общей концепции, указанной автором, при которой подвергаются процессу диффузии не 
отдельные частицы, а пустоты между ними. Для граничных случаев сопоставляются пере­
мещения и линии оседания горизонтального неограниченного штрека, который обвали­
вается.
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THE CHANGE OF ELLIPTICITY OF AN EXPANDING
EARTH

L. E G Y E D

C O R R ESPO N D IN G  M EM BER OF TH E  H UN G ARIA N  ACADEMY OF SCIEN CES

[M anuscrip t received Ju ly  15, 1965]

I t  has been show n th a t  th e  d ifference be tw een  th e  eq u ilib riu m  e llip tic ity  according 
to  B u l l a r d  and  th e  a c tu a l e llip tic ity  derived  from  a rtific ia l sa te llite  o b se rv a tio n s m ay  b e  
ex p la in ed  on th e  basis o f a D irac-cosm ology. The ra te  of d ev ia tio n  re su lts  in  a v iscosity  o f 
102e— 1027 poise for th e  in te rio r  of th e  E a rth .

It is known th a t the ellip ticity  [1] of an Earth in hydrostatic equilibrium  
(3,3632 ^  0 ,0006)-10  ~3 is greater than that of the actual Earth (3,3535 ^  
^  0,0003) • 10 “ 3 derived from high-precision satellite observations [2].

The purpose o f th is contribution is to show that if  the gravity constant 
is inversely proportional to a tim e parameter com parable to  the Earth age 
i.e. in the case of the Dirac-cosm ology, then the observed ellip ticity  m ay be 
regarded as the ancient ellip ticity  of an Earth in h idrostatic equilibrium  
which is retained by its viscous inner part.

For the ellip ticity  the Clairaut-equation is valid

M  =  m ass of th e  E a r th  
A  an d  C th e  m o m e n t of in e rtia  
со angu lar v e loc ity  
a eq u ato ria l rad iu s  
rt m ean  rad ius
Я a q u a n tity  o f an  o rder of m ag n itu d e  of 10 8

The gravity constant f  in the case of the D irac-cosm ology is f  =  xlt 
where я is a constant and t  a tim e parameter com parable w ith  the age of the  
Earth. The recent value of t  can be taken as 4,5 • 109 years.

In the case o f hydrostatic equilibrium

e =  3LJ.> -\—  m ------e2 ---------em
2 2 7

4 , 
/. 

7
where

J 2 =  (C -  4 ) /M a­
in =  о /  r3/ fM

(e the ellipticity, о the density as a function of radius)
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Therefore, in the case o f an Earth in hidrostatic equilibrium  the following 
expression is valid for the unit tim e

w here

de 2 Q dm Q 

e со dt t
5 Q  -\- 3 g0

Qk

2 a
a

Q =  =  0,513v 2e

Q0 =  th e  surface d ensity
=  th e  m ean  d ensity  of th e  E a r th  

a  =  th e  yearly  rad ius increase

The recent value o f dcojdt =  4,81 • 10 -22 radian se c -2  =  — 1,44 • 10-1° 
rad. se c _1/year [3]. ôe =  (2,9 ^  0,3) • 1 0 -3  In the case o f t — 4,5 • 109 year 
th e  value deje is p ositive only if  a >  0 i.e. in the case o f an expanding Earth.

It was shown th a t the minim um  rate of the expansion of the Earth 
am ounts to 0,6 ^  0,1 m m /year [4].

In this case the yearly value of

—  =  0.6  • 10—10

i.e . the value of 2,9 • 10 _3 m ay be obtained only in 4,8 • 107 years.
The maximum rate of expansion gives the radius of the Earth divided  

b y  its age. This is 1,4/m m  a year, and the above relative change of ellipticity  
m ay occur during 0,9 • 107 years.

I f  the difference betw een the actual ellipticity and the equilibrium ellip- 
t ic ity  can be ascribed to  v iscosity  the obtained tim e interval can be regarded 
as th e  relaxation tim e o f deform ations retarded by v iscosity . In the mantle 
th e  rigidity is alw ays higher than 1 • 1012 dyn c m -2 . Therefore, v iscosity, 
according to the M axwell relation is

and probably
ïj — nr  >• 3 • 1026 poise 

]> 7 • 1026 poise

N iskanen  [5] and recently Cr it t e n d e n  [6] show ed th at the viscosity  
o f the subcrustal m aterial is sm aller than 1021 — 2 • 1022 poise, at least to a 
restricted  depth. Therefore, the v iscosity  of the greater part of the m antle 
m ust exceed several tim es 1026 or 1027 poises. This excludes the existance of 
convection  currents in the greater part of the m antle.
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Som e new investigations [7] made the value of the equilibrium -ellipti- 
city determ ined by B u l l a r d  doubtful and give the impression that there is 
no remarkable difference between the ellip ticity  of the actual Earth and th a t  
of a hydrostatic one. In this case the above consideration fails to support 
the expansion of the Earth. The only conclusion which can be drawn is, th at  
in the case of the va lid ity  of a D irac-cosm ology and the expansion o f the  
Earth, the recent e llip ticity  is increasing in tim e. However this supports  
H o l m b e r g ’s suggestion [8 ] on the existance of an accelerating couple gen e­
rated by solar radiation.
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D IE  V E R Ä N D E R U N G  D E R  A B PL A T T U N G  D E R  SICH A U S D E H N E N D E N  E R D E

L. EG Y ED

ZU SA M M EN FA SSU N G

E s w urde  gezeig t, daß  der U n te rsch ied  zw ischen de r G le ich g ew ich t-A b p lattu n g  der 
E rde  n ach  B u l l a r d  u n d  der ta tsäch lich  b e s tim m te n  A b p la ttu n g  a u f  G rund  der B e o b ach tu n g en  
der k ü n stlich en  S ate lliten , im  Falle  einer D irac ’schen  K osm ologie e rk lä r t  w erden k a n n . D er 
U n te rsch ied  zw ischen den zwei W erten  fü h r t  zu  e in e r V isk o sitä t von  1026—1027 Poise fü r  d as 
Innere  de r E rde.

LA V A R IA T IO N  D E  L ’E L L IP T IC IT É  E N  CAS D ’U N E  T E R R E  E N  D IL A T A T IO N

L. EG Y ED  

R É S U M É

L ’a u te u r  m o n tre  que la d ifférence e n tre  l ’e llip tic ité  d ’équ ilib re  de la Terre selon B u l l a r d  
et l’e llip tic ité  actu e lle  dé te rm in ée  p a r le s  o b se rv a tio n s  de sa te llites  a rtific ie ls  p eu t ê tre  ex p liq u ée  
sur la base  d ’une cosm ologie de D irac. C ette  d ifférence  donne p o u r l’in té rieu r de la T erre  une  
v iscosité  de 1026—1027 poise.
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ИЗМЕНЕНИЕ СЖАТИЯ ЗЕМЛИ В СЛУЧАЕ РАСШИРЯЮЩЕЙСЯ ЗЕМЛИ

Л . Э Д Ь Е Д

РЕЗЮМЕ

В работе показано, что расхождение между равновесным сжатием Земли, опре­
деленным Б у л а р д о м , и фактическим сжатием, определенным по искусственным спутни­
кам, истолковывается на основе космологии Дирака. Вязкость внутренней части Земли 
по расхождению получается равной 102ß— 1027 п у а з .
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DYNAMISCHE MORPHOLOGIE DER SCHILDVULKANE

H. E R T E L , B erlin

[E ingegangen  am  16. M ärz 1965]

E s erw eist sich als m öglich , die E n tw ic k lu n g  de r S ch ildvu lkane  als ein h y d ro d y n am isch es 
P rob lem  anzusehen .

Island-T ypus oder aus lateralen Spalten beim  H awaii-Typus (vergl. z. B.: F . M. 
B u l l a r d  [1], H. P. Co r n e l i u s  [3], A . R it t m a n n  [6 ], N. T h e o b a l d  et A. 
G ama  [7], H. W e b e r  [8 ]) leg t den V ersuch nahe, die charakteristische, vom  
klassischen Vulkankonus abweichende Form  der Schildvulkane hydrodyna­
misch aus der Quellenström ung einer nach  und nach erstarrenden und dam it 
ihre Bew eglichkeit verlierenden F lüssigkeit (S i0 2-arme Lava) zu erklären.

Zur Vereinfachung der m athem atischen Behandlung setzen wir einen  
rotationssym m etrischen V ulkanapparat m it vertikalem  Schlot voraus und  
dam it nur einen Zentralkrater, von dem  aus die Lava sich gleichm äßig nach  
allen R ichtungen der Erdoberfläche ausbreiten möge. Die Achse des V ulkan­
schlots wählen wir als z-Achse, die in  der R ichtung zum Zenit positiv  
gezählt werde. Es sei r der horizontale A bstand von dieser Achse, so daß das 
rotationssym m etrische Profil des V ulkans zur Zeit t in der Form

genügen, wenn F r das L avavolum en bed eu tet, das in der Zeiteinheit die 
K oordinatenfläche r =  const (Zylinderm antel) durchström t. Für diesen Fluß  
F r des Lavavolum ens m achen wir als Funktion des Profilgefälles — 3z/3r 
und des Abstandes r vom  V ulkanschlot den Ansatz

D ie E ntstehung der Schildvulkane durch das Übereinanderfließen zahl­
reicher dünnflüssiger Lavaström e aus einem  zentralen Förderschlot beim

( 1 )

( 2)

( 3)
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m it der Bedingung, daß
l i m / ( r )0  (4 )
Г =  oo

sein muß, da erfahrungsgem äß F r m it wachsendem  r schneller gegen N ull 
konvergiert als das Profilgefälle. Eine einfache Funktion dieser Art ist

f ( r) =  ^ r R  — , (5)
z г

worin [X einen m it der Bew eglichkeit der Lava zusam m enhängenden, positiven  
Param eter bedeutet und der Faktor yr/2 aus Zweckm äßigkeitsgründen b eige­
fügt wurde; der Pol der Funktion (5) liegt im  Vulkanschlot.

Aus (2), (3) und  (5) resultiert m it der Abkürzung

R  =  r2
die D ifferentialgleichung

02 Э2 2
=  R -----

dt 8 R 2

( 6 )

( ? )

des Vulkanprofils; sie ist vom  Typus der eindim ensionalen W ärm eleitungs- 
bzw . D iffusions-G leichung, aber m it nichtlinearer R adialkoordinate R.

Als Integral der D ifferentialgleichung (7) wählen wir

2
R

• J& c
r2

. W ri
( 8 )

worin Q eine K onstante bedeutet und

Jlertc(x) =  Jx e r f c ( | ) d f  (9 )

den Spezialfall n =  1 der aus dem kom plem entären Fehlerintegral

e r fe  ( x ) = J < 0r>fc(x) = ( 10 )

durch wiederholte Integration  erhaltenen Funktionen

J í nr!c(*) =  ] x~ J (enric1>( £ ) ‘Í Í  ( И )

(n =  1, 2, 3, . . .) d a r s t e l l t  (D. R. H a r t r e e  [4], vergl. auch: H . S. C a r s l a w  
a n d  J .  C. J a e g e r  [2]).
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D aß (8) ein Integral von (7) darstellt, ergibt sich sofort, wenn m an  
beachtet, daß die Funktionen

R

2 у/а
( 12 )

(n == 0, 1, 2, 3, . . .) d e r  D if fe re n t ia lg le ic h u n g  (7) g e n ü g e n  (Hartree, 1. c .) .

+ Z

Abb. 1. D ie A bbildung 1 zeig t die E n tw ic k lu n g  eines S ch ild v u lk an s fü r  ( =  1 u n d  t =  4 
(a rb i trä re )  Z eiteinheiten . D ie Ä hnlichkeit d e r  P rofile  m it dem  id e a le n  Pro fil eines S c h ild ­
v u lk a n s  (vergl. z. В .: K . M i k o l a s c h e k  [5 ]) i s t  t ro tz  der V e re in fach u n g en  der T h eorie  b e ­
m erk e n sw e rt u n d  bew eist, d a ß  die w esen tlich en  F ak to ren  e iner d y n am isch en  M orphologie 
d e r Sch ild v u lk an e  in  de r T h eo rie  b e rü c k s ic h tig t w orden sind.

Z u r Z eitvariab len  t g eh ö rt in den. v o rs te h e n d e n  R ech n u n g en  ein b e sch rän k te r  V a r ia ­
b ilitä tsb e re ic h , da es ke ine  effusive D a u e r tä tig k e it  m it k o n s ta n te r  L av a fö rd eru n g  g ib t.

Der physikalische Charakter der Lösung (8) und die Bedeutung von  
Q ergibt sich aus der Berechnung des insgesam t geförderten L avavolum ens

f 2 n rzd r  =  4 Q ■ t -  Jerfc(O) =  t Q , (13)

wobei

Ä ( 0 )  =  4  (14)4
berücksichtigt wurde.

Das Integral (8 ) stellt also d ie räum lich-zeitliche E ntw icklung eines 
Schildvulkans bei konstantem  Fördervolum en (pro Zeiteinheit) dar und läß t  
erkennen, daß die Gipfelhöhe (z0 =  z für r =  0) bei konstanter effusiver T ä tig ­
keit proportional der Quadratwurzel aus der Zeit w achsen würde. Da

ist, ergibt (8):

Л'Ас(о)

г(0, г) =
2
71

Q-

(15)

(16)
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DYNAMIC MORPHOLOGY O F SH IELD  VOLCANOES

H. E R T E L

SUMMARY

I t  is possible to regard  th e  evolution of shield volcanoes as a problem  of hydrodynam ics.

M O R PH O LO G IE DYNAMIQUE DES VOLCANS E N  BOU CLIER

H. E R T E L

RÉSU M É

Il s’avère possible de considérer l’évolution des volcans en bouclier comme un problème 
hydrodynam ique.

ДИНАМИЧЕСКАЯ МОРФОЛОГИЯ ЩИТОВЫХ ВУЛКАНОВ
X . Э Р Т Е Л Ь

РЕЗЮМЕ

Оказывается возможным рассматривать развитие щитовых вулканов, как вопрос 
гидродинамики.
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ZUR FRAGE NACH DER REALITÄT 
DES GEOMAGNETISCHEN AUSSENFELDES

G. FA NSELAU
M ITTEILUNG AUS DEM  GEOM AGNETISCHEN IN STITU T DER DAW , POTSDAM, N R. 191 

[Eingegangen am  16. März 1965]

E s wird nachgewiesen, daß  sich ein reales geomagnetisches A ußenfeld aus P o ten tia l­
entw icklungen nicht ableiten läß t. Zum Nachweis herangezogen werden die Energiedichten 
der Glieder der verschiedenen O rdnungen für das Außenfeld sowie die V erteilung zonalnaher 
und zonalferner Param eter in  jeder Ordnung. W eder die A xialsymm etrie noch die Sym m etrie 
zum Ä quator t r i t t  in Erscheinung, wie dies bei dem  Ringstrom feld der Fall sein m üßte. Physi­
kalische Schlüsse, die gelegentlich ln  bezug au f  das Außenfeld aus Potentialentw icklungen 
gezogen werden, sind dem nach nicht signifikant.

D ie geophysikalische Forschung ist in der Mehrzahl der Fälle bei der 
D eutung des empirisch gewonnenen Beobachtungsm aterials gezwungen, den 
W eg der sogenannten »inversen« P otentialtheorie zu beschreiten, d. h. jenen  
W eg, der versucht, aus dem Beobachtungsm aterial rückwärts auf die Lage, 
die geom etrische K onfiguration und physikalische W irksam keit der Quellen 
zu schließen. Dieser W eg ist natürlich v ie ld eu tig  und birgt v iele Schwierigkeiten  
in sich, besonders dann, wenn es sich darum  handelt, die W irkung verschie­
dener Quellen voneinander zu trennen. Diese Schwierigkeiten treten in fast 
allen Disziplinen der G eophysik auf, sei es beim G eom agnetism us, der Geo- 
elektrizität, der Gravimetrie, den Spannungs- und Deform ationsfeldern, T em ­
peraturfeldern u. ä. m.

D ie physikalische D eutung des geom agnetischen Beobachtungsm aterials 
im globalen Sinn geht im allgemeinen von  einer numerischen Entw icklung des 
Potentia ls auf der Erdoberfläche in eine R eihe sphärisch-harmonischer F unk­
tionen aus. Wenn auch die Methoden zur A bleitung der Zahlenkoeffizienten  
dieser R eihen aus dem ausgeglichenen Beobachtungsm aterial — ben u tzt  
werden gewöhnlich W eltkarten — voneinander verschieden sind, so führt doch  
jede dieser Methoden letzten  Endes zu m ehr oder weniger signifikanten Para­
m etern des geom agnetischen Feldes. E s ist nicht leicht, die Signifikanz dieser 
Zahlenwerte exakt anzugeben, da sie v o n  vielen Faktoren abhängig ist. Erst 
wenn es gelingt, die Zahlenwerte m it Sicherheit über einen statistischen  
Störpegel zu erheben, können sie zur physikalischen D eutung benutzt werden.

Der analytischen D arstellung des P otentia ls des geom agnetischen Feldes 
liegen die Entwicklungen der drei K om ponenten X  (Nord), У  (Ost) und Z  
(vertikal nach unten) zugrunde. Die getrennte Entw icklung dieser drei Korn-
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ponenten gibt die M öglichkeit, zwei physikalische Fragen zu entscheiden. D ie  
eine führt zur F estste llu n g  eines potentiallosen A nteils im  geom agnetischen  
Feld , der sich in dem U nterschied der E ntw icklung der Nord- und O stkom po­
nente ausdrückt. Fernerhin ist es m öglich, einen A ußenanteil des w eitgehend  
ausgeglichenen Feldes festzustellen , wenn man die E ntw icklungen der Nord- 
und Y ertikalkom ponente m iteinander verbindet. Beide Teilfelder, das p o ten ­
tiallose und das A ußenfeld , haben sich, w ie man auf Grund der bisher vorlie­
genden Rechnungen feststellen  konnte, kaum  als signifikant erwiesen. D ie  
Potentialberechnung des G eom agnetischen Institu ts zur Epoche 1945 [1, 2] h at 
gezeigt, daß sowohl die Param eter des potentiallosen  Feldanteils wie auch jene  
des Außenfeldes im  allgem einen innerhalb des statistischen  Störpegels liegen, 
also kaum Anspruch au f Signifikanz besitzen. Ist bei dem potentiallosen A nteil 
die Frage nach der E xisten z heute m it ziem licher Sicherheit als negativ  
entschieden zu b etrachten , so trifft dies bei dem A ußenfeld noch nicht zu. 
Auch wenn man bedenkt, daß bei der Zusam m enfassung der geom agnetischen  
Teilverm essungen der einzelnen Länder zu einer W eltkarte eine w eitgehende  
Ausgleichung sta ttfin d et, wäre es vielleicht doch m öglich, einen au f allen  
Teilen der W elt vorhandenen A ußenteil des geom agnetischen Feldes m it zu  
erfassen. Die W eltkarten  werden für eine bestim m te Epoche gezeichnet; 
also müssen, da niem als die ganze Erdoberfläche zu einem  bestim m ten Z eit­
punkt einheitlich verm essen vorliegt, die Teil Vermessungen stets durch Säkular­
variationsreduktionen m iteinander vergleichbar gem acht werden. W enn also  
ein Außenfeld physikalische Bedeutung haben soll, dann nur insow eit, daß es 
selbst über längere Zeiträum e hinweg in den M essungen enthalten sein m üßte.

Für die physikalische D eutung des geom agnetischen Außenfeldes m uß  
m an prinzipiell zwei M öglichkeiten ins Auge fassen, einm al die erdnah bedingten  
Außenfelder und dann jene, die in großer Entfernung von der Erdoberfläche 
erzeugt werden. D ie in  Erdnähe entstehenden M agnetfelder sind zeitlich stark  
variabel. Der M ittelw ert dieser M agnetfelder wird sicher nicht im Jahres­
durchschnitt und auch nicht im D urchschnitt einer 11jährigen A ktivitätsperiode  
streng verschwinden, aber doch von Jahr zu Jahr regellosen Schwankungen  
unterworfen sein. Anders verhält sich der in Erdferne erzeugte A nteil des 
geom agnetischen A ußenfeldes. Er könnte durch kontinuierlich fließende  
sogenannte »Ringströme« erzeugt werden, die in den heute gut erforschten  
Van-Allenschen G ürteln physikalisch realisiert werden. E in fester B estan d teil 
dieses Außenfeldes könnte bestehen. Er würde sich wahrscheinlich im großen  
und ganzen nach geom agnetischen K oordinaten richten und gewisse Sym m e­
trie-E igenschaften aufw eisen m üssen. A uf Grund der A xialsym m etrie zur 
geom agnetischen A chse dürften im allgem einen nur zonale Glieder in der 
sphärisch-harm onischen Reihe auftreten. W egen der Sym m etrie zum geom a­
gnetischen Ä quator m üßten außerdem die Glieder der ungeraden Ordnung  
für diesen Feldanteil überwiegen. W egen des w eltw eiten  Charakters m üßten
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die Glieder der ersten Ordnungen in der Reihenentw icklung gegenüber den 
Gliedern der höheren Ordnungen deutlich  hervortreten. Es ist selbstverständ­
lich ein  sehr verlockendes Problem, aus den geom agnetischen Potentialberech­
nungen den Versuch zu unternehm en, R ückschlüsse n icht nur auf die E xistenz, 
sondern auch auf die geom etrische K onfiguration und Entfernung der Quellen, 
im vorliegenden Falle also der V an-A llenschen Gürtel, zu ziehen.

Bei solchen Überlegungen m uß man sich vor Augen halten, daß der 
num erische Wert der Param eter, speziell auch der W ert N ull, in w eitestem  
Maße abhängig ist von  dem der R echnung zugrunde gelegten  sphärischen  
K oordinatensystem . N ehm en wir die K oordinatensystem e der Einfachheit 
halber als zentriert im M ittelpunkt der Erde an, so ändern sich die Zahlen­
werte der Parameter in Abhängigkeit von  der Lage der Polachse des System s. 
Man könnte also, theoretisch gesehen, so verfahren, daß m an durch K oordina­
tentransform ation die Param eter von dem  geographischen K oordinatensystem  
auf andere System e um rechnet und das System  auswählt, bei dem die eingangs 
beschriebenen Sym m etriebedingungen des geom agnetischen Außenfeldes 
bestm öglichst erfüllt sind. Man muß also mehrere solcher K oordinatentrans­
form ationen durchführen und die Ergebnisse statistisch  m iteinander ver­
gleichen. Nur wenn ein K oordinatensystem  offensichtlich bevorzugt ist, d. h., 
daß die auf dieses System  bezogenen Angaben über die gew ünschten E igen­
schaften der Param eter außerhalb der statistischen Schwankungen gelegen  
sind, liegt eine gesicherte D eutungsm öglichkeit vor.

M athem atisch gesehen sind die D inge so: Das geom agnetische P otential 
drückt sich in einer sphärisch-harm onischen Reihe, wie fo lg t, aus:

V = К +  v, а У? I [a™ cos тА -)- sin тЯ] P™(&)
п = 1 m  = О I

[a™ cos mX -j- b„ sin  mX] P™(ß)
( 1 )

In (1) beziehen sich die о"', b"' auf den im Erdinnern erzeugten Feldanteil, die 
a™, ß™ entsprechend au f den außerhalb der Erde erzeugten Feldanteil. W ill 
man nun im  vorliegenden Fall etwas über die cc™, ß™, speziell also über die in  
diesen Zahlenwerten vorhandenen Sym m etrie-E igenschaften , wie sie oben  
erwähnt wurden, erfahren, so muß m an sich ein K riterium  verschaffen, das 
ein Überwiegen der zonalnahen Param eter charakterisiert. In  der in [1] zitier­
ten  Arbeit wurde zu diesem  Zweck folgender Vorschlag gem acht. S tatt der 
Param eter x™ und ß™ wird die Größe y™ den Betrachtungen zugrunde gelegt, wo

yf = <  + ßf (2)
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bedeutet. Auf diese W eise stehen für jede Ordnung n insgesam t n -f- 1 Zahlen­
w erte zur Verfügung. Man kann nun in erster Näherung diese W erte in zwei 
Gruppen einteilen, in die zonalnahen und die zonalfernen Parameter. Ist n 
eine ungerade Zahl, so steh t eine gerade Zahl von Param etern zur Verfügung. 
Ist n dagegen eine gerade Zahl, so steh t eine ungerade Zahl von Parametern  
zur Verfügung. D ie Trennung beider Gruppen ist also ohne Schwierigkeiten  
durchzuführen. B ei einer Teilung in zwei Gruppen muß also der Zahlenwert 
des m ittelsten Param eters zur H älfte der zonalnahen und der zonalfernen  
Gruppe zugerechnet werden. Um die so erhaltenen Zahlen werte für die ein­
zelnen Gruppen m iteinander vergleichen zu können, ist es notw endig, eine 
Normierung vorzunehm en. Dies geschieht, indem man den Zahlenwert für 
jede Gruppe stets durch die Summe aller y ™-Werte für die betreffende Ordnung 
dividiert. M athem atisch ergibt sich also folgendes:

( n - l ) / 2  n
^  (Уп Y /  (УпТ für n ungerade

D er Zahlenwert von  A n schw ankt zwischen den Größen 0 und 1 für eine rein 
sektorielle und eine rein zonale Verteilung. Selbstverständlich ist es ausreichend, 
den Zahlenwert für eine Gruppe, z. B. die zonalnahe, zu berechnen, der Zahlen­
w ert der anderen ist stets  die Ergänzung zu 1.

Die Berechnung der Größe A n muß nun zur Schaffung einer, wenn  
auch bescheidenen, statistischen  Grundlage für einige K oordinatensystem e  
vorgenom m en w erden, falls nicht schon die num erischen W erte der Param eter 
selbst ein überzeugend klares Bild der geforderten Sym m etrie-E igenschaften  
ergeben. Zur T ransform ation der Param eter a™, auf ein K oordinatensystem  
{ 0 ,  /1}, dessen Lage gegenüber dem ursprünglichen geographisch orientierten  
System  {#, A} durch die W inkel ü{) und A0 gemäß Abb. 1 charakterisiert wird, 
dienen die folgenden Ausdrücke [3]:

an{ftoAo) =  cos mX0 -\~ßn sin тЛ0) AP;m (&0), (4)
m = 0

ßn ( К  Ao) =  V  ( — <  sin mA0 +  ß™ cos mA()) B£'m (&0) , (5)
m = 0

m it A%,m, B%,m als bekannten  Funktionen von &0 allein.
Es sei bem erkt, daß bei diesen Transform ationen stets der Ausdruck

П

у
m = 0

[«)2+(ftm = J (y?)2
m=0

(6 )
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invariant bleibt. Diese Invarianz ist bem erkenswert, weil sie mit einer physi­
kalischen Eigenschaft, des M agnetfeldes und zwar m it dem M ittelwert siener 
E nergiedichte für jede Ordnung n eng verbunden ist. U nabhängig von jeder 
K oordinatentransform ation muß sich also eine der oben geforderten Sym m etrie-

N

Abb. 2

Eigenschaften des R ingstrom feldes, seine Symmetrie zum Äquator, schon in 
dieser invarianten Größe ausdrücken.

Betrachtet man die Zahlen

E n =  J  (yZT- (7)
m 0

so hat man der m ittleren Energiedichte jeder Ordnung proportionale Größen 
zur Verfügung. Die Zahlenwerte der E n für die ersten 6 Ordnungen n =  1 . . . 6 
der Potsdam er Potentialberechnung sind in Abb. 2 dargestellt. In der A bbil­
dung sind die Größen E n für die drei der Untersuchung zugrunde gelegten  
K oordinatensystem e dargestellt: für das geographische K oordinatensystem  
$ 0 =  0°, q>0 =  0°; für das geom agnetische K oordinatensystem  $ 0 =  11,4°,
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ср0 =  290,5° und für die Polarachse, die den geom etrischen M ittelpunkt der 
Erde m it dem geom agnetischen verbindet # 0 =  76,0°, cp0 =  153,6°. Selbst­
verständlich haben die K oordinatentransform ationen au f diese invarianten  
Größen E n keinen E in fluß . Es läßt sich sofort erkennen, daß die ersten Glieder 
a u f jeden Fall n icht gegenüber den höheren Gliedern überwiegen. Dem nach  
feh lt der erwartete globale Anteil. W eiterhin ist ersichtlich, daß ein llberw iegen  
der ungeraden O rdnungen gegenüber den geraden n icht vorhanden ist; viel-

Tabelle I
Zahlenwerte der Parameter des äußeren A nteils nach Osipov [4] sowie die entsprechenden Zahlen 

werte f ü r  die zonalnahen A n te ile  A n und die der Energiedichte proportionalen Größen E n

A nalysen 7 -19 A nalysen 14 und 15

n m Уп < 4 yS* A n En Уп ■dji En

1 0 — 6,6 3,4 0,13 344 —  5,5 0,51 59,5

l -  9,5 —  14,5 4,1 6,4 —  4,5 —  3,0

2 0 11,7 4,6 0,46 870 3,0 0,28 193

1 10,8 — 3,2 3,9 7,9 2,5 5,5

2 — 12,9 2,5 14,5 6,7 — 1,5 — 7,0

3 0 —  10,0 4,2 0,45 2388 - 2 , 5 0,44 213

1 — 15,2 5,3 13,5 15,9 0,5 —  5,0

2 -  8,2 —  1,2 4,1 5,3 —  3,5 4,0

3 —  7,6 —  17,6 5,9 5,7 —  3,0 —  1,5

4 0 —  11,9 7,6 0,50 2004 3,5 0,66 167

1 3,6 4,0 3,8 4,5 2,0 — 1,5

2 11,7 4,3 7,2 7,5 —  4,0 —  1,5

3 9.9 — 2,5 7,4 4,1 0,0 1,0

4 — 5,0 6,7 5,2 5,0 2,0 0,0

5 0 — 3,4 4,9 — 1,0

m ehr zeigt sich ein um gekehrtes Verhalten. Die Zahlenwerte für die geraden 
Ordnungen sind allesam t merklich größer als die für die ungeraden. Daraus 
lä ß t sich schließen, das sich die für das R ingstrom feld zu fordernde äquatoriale 
Sym m etrie aus den Param etern des geom agnetischen Außenfeldes nicht ablei­
ten  läßt.

Was die A xialsym m etrie anbelangt, so muß, wie oben bem erkt, innerhalb 
jeder Ordnung das V erhältnis der zonalnahen zu den zonalfernen Parametern  
untersucht werden. Die Zahlenwerte für die Größe A n — vergleiche (3) — sind 
in der Abbildung 2 ebenfalls für jedes der drei nach der Potsdam er P otentia l­
berechnung benutzten  K oordinatensystem e m it veranschaulicht. Die zonal­
nahe Gruppe der Param eter ist von unten her innerhalb des für jede Ordnung 
gezeichneten R echtecks eingetragen und durch Schraffieren gekennzeichnet.
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In der Verteilung der Größe für die zonalnahen und zonalfernen Param eter  
müssen sich hier U nterschiede für die drei K oordinatensystem e ergeben. D as 
geom agnetische K oordinatensystem  m üßte eine ausgezeichnete Stellung ein- 
nehmen und das zahlenm äßige Uberwiegen der zonalnahen Parameter den  
zonalfernen gegenüber am klarsten zum Ausdruck bringen, zum indest bei den  
ungeraden Ordnungen n =  1 , 3 ,  5. Man kann sich leicht überzeugen, daß auch  
diese Sym m etrie durchaus nicht klar zu erkennen ist, nur in wenigen Fällen  
wird der W ert 0,5 für die Größe A n überschritten, obwohl auch dieser W ert 
erst ein G leichgewicht zwischen beiden Gruppen bedeuten würde.

Analysen 
14 + 15

Mit der Frage nach der R ealität des aus geom agnetischen P oten tia l­
entw icklungen abgeleiteten  Außenfeldes befaßt sich auch O s ip o v  [4]. Zur 
Prüfung der Signifikanz der Param eter des Außenfeldes benutzt er 19 P o ten ­
tialentw icklungen, die für verschiedene Epochen, nach verschiedenen M etho­
den und unter V erw endung verschiedenen Beobachtungsm aterials durch­
geführt wurden. Als Argum ent für die Signifikanz der gewonnenen Param eter  
führt O s i p o v  zwei Fakten  an: einm al gleiche Größe eines Parameters unter  
Verwendung zeitlich verschieden gelegener Potentialentw icklungen bei g le i­
cher B erechnungsm ethode zum anderen gleiche W erte des Parameters für dieselbe  
Epoche unter V ariation der anderen Fakten, die der Entwicklung zugrunde 
liegen: Berechnungsm ethode und B eobachtungsm aterial. O s ip o v  glaubt,
daß die W erte yl,  y% und y \  auf Grund der von ihm  gew ählten Kriterien eine  
Signifikanz besitzen, die sich durch geringe Abweichung der Einzelwerte vom  
M ittelwert zeigt. In Tabelle I sind die M ittelwerte der Param eter für das geo­
m agnetische Außenfeld zusam m engestellt, wie sie sich aus den von O s i p o v  
benutzten Potentialentw icklungen ergeben. Von den 19 Berechnungen sind  
zusam m engefaßt die W erte für die Berechnungen 7 —19 einerseits und die 
für die Berechnungen 14 — 15 andererseits. Neben den M ittelwerten der Para­
meter selbst sind auch die Streuungen für diese M ittelwerte verzeichnet. Man
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T abelle  I I

Zahlenwerte der Transform alionsgröße A ftm (ß„) und В jj'm (//0) f ü r  <)0 =  11,4°

л%'т
n m 0 1 2

P
3 4 5 6

1 0 0,980271 — 0,197657

l 0,197657 0,980271

2 0 0,941397 — 0,335597 0,033834

1 0,335597 0,921863 — 0,193757

2 0,033834 0,193757 0,980466

3 0 0,884526 — 0,460512 0,074163 — 0,006105

1 0,460512 0,836654 — 0,294209 0,037081

2 0,074163 0,294209 0,922824 — 0,237350

3 0,006105 0,037081 0,237350 0,970696

4 0 0,811334 — 0,570823 0,125066 — 0,015833 0,001129

1 0,570823 0,727436 —0,373553 0,073485 — 0,007081

2 0,125066 0,373553 0,849067 — 0,348325 0,050674

3 0,015833 0,073486 0,348325 0,894087 — 0,271338

4 0,001129 0,007081 0,050674 0,271338 0,961122

5 0 0,723968 — 0,663912 0,184718 — 0,030884 0,003319 — 0,000212

1 0,663912 0,597781 — 0,434004 0,115009 -0 ,0 1 6 8 2 9 0,001355

2 0,184718 0,434005 0,761705 — 0,433526 0,096260 — 0,010367

3 0,030884 0,115009 0,433527 0,802565 -0 ,3 8 6 9 3 1 0,063600

4 0,003319 0,016829 0,096260 0,386931 0,866312 — 0,300374

5 0,000212 0,001355 0,010367 0,063600 0,300374 0,951642

6 0 0,624974 — 0,737392 0,250792 — 0,051902 0,007246 -0 ,0 0 0 6 8 8 0,000040

1 0,737396 0,451915 — 0,474875 0,159852 — 0,030665 0,003693 — 0,000260

2 0,250790 0,474877 0,663701 — 0,499161 0,146197 — 0,023597 0,002081

3 0,051902 0,159854 0,499161 0,698737 — 0,469547 0,116978 — 0,013898

4 0,007246 0,030666 0,146197 0,469547 0,758713 -0,419156 0,076263

5 0,000688 0,003693 0,023597 0,116980 0,419155 0,838991 — 0,325798

6 0,000040 0,000260 0,002081 0,013898 0,076263 0,325796 0,942252

erkennt, daß in der T at diese Streuung für die Werte y°, y% und y 5 sehr gering 
is t , daß aber auch für andere Param eter solche geringen W erte auftreten, 
m ithin  also auch diese Parameter m it dem selben Recht als signifikant ange­
sehen werden m üssen. Es handelt sich um  y l ,  y 2, y \ , y \ ,  also um  Param eter, 
die wegen der für das Außenfeld geforderten Sym m etrie-Eigenschaften eigent­
lich nicht auftreten sollten.
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T a b e l l e  I I  (Schluß):

Bn'm 
n m * 2

P
3 4 5 6

l  l 1,0

2 1 0,980271 — 0,197657

2 0,197657 0,980271

3 1 0,951164 — 0,306357 0,037827
2 0,306357 0,921863 — 0,237303

3 0,037828 0,237303 0,970699

4 1 0,913250 — 0,400181 0,075994 — 0,007223

2 0,400181 0,846228 -  0,348112 0,050662

3 0,075993 0,348112 0,894101 —0,271339

4 0,007223 0,050662 0,271339 0,961122

5 1 0,867266 — 0,482593 0,121028 — 0,017345 0,001382
2 0,482593 0,755214 — 0,432884 0,096126 — 0,010366

3 0,121028 0,432884 0,802618 — 0,386933 0,063600

4 0,017345 0,096216 0,386933 0,866312 — 0,300371

5 0,001382 0,010366 0,063600 0,300371 0,951641

6 1 0,814851 — 0,553764 0,171897 —0,032003 0,003798 — 0,000266

2 0,553764 0,651024 — 0,497629 0,146052 — 0,023587 0,002080

3 0,171897 0,497629 0,698897 — 0,469558 0,116980 — 0,013897

4 0,032000 0,146052 0,469560 0,758713 — 0,419157 0,076262

5 0,003798 0,023587 0,116980 0,419157 0,838992 — 0,325796

6 0,000265 0,002080 0,013896 0,076262 0,325796 0,942254

Osipov verw endet für w eitergehende Rechnungen die M ittelwerte der 
Param eter des geom agnetischen Außenfeldes, abgeleitet aus den P oten tia l­
entwicklungen 14 — 15 (Epoche 1955), und zwar speziell die W erte für y?, 
Уз und y%. Es zeigt sich, daß diese M ittelwerte beträchtlich  von den entspre­
chenden M ittelwerten für die A nalysen 7 —19 ab w eichen. In der Tabelle I sind  
außer den M ittelwerten y™, a™ der einzelnen Param eter und deren Streuung  
auch noch die Größen A n und E n in derselben W eise berechnet wie für die 
Potsdam er Potentialentw icklung 1945. Zum Vergleich m it den in Abbildung  
2 dargestellten W erten A n und E n für die Potsdam er Potentia lentw ick lung  
1945 sind auch diese W erte in derselben W eise in der A bbildung 3 wiedergegeben. 
Es zeigt sich, daß auch hier ein klares Uberwiegen der m ittleren Energie­
beträge für die ungeraden Ordnungen nicht zu erkennen ist, auch ein Ü ber­
wiegen der Beträge für die zonalnahen Parameter ist n ich t festzustellen, 
besonders auch nicht für die ungeraden Ordnungen. Man kann also mit R echt
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T abelle  I I I

Zahlenwerte der Transform ationsgröße A frm (!)„) und B 'frn (&u) f ü r  # 0 =  76,0°

AP myln
n m 0 1 2

P
3 4 5 6

1 0 0,241922 —  0,970296

l 0,970296 0,241922

2 0 —  0,412211 —  0,406574 0,815340

1 0,406574 —  0,882948 —  0,234736

2 0,815340 0,234736 0,529263

3 0 — 0,327486 0,420306 0,441061 —  0,722192
1 —  0,420306 —  0,612190 0,632402 0,220531
2 0,441061 — 0,632402 — 0,099723 —  0,628958
3 0,722192 0,220531 0,628958 0,184981

4 0 0,170512 0,480698 -0 ,3 1 0 6 8 4 —  0,462250 0,655482
1 —  0,480698 0,378925 0,595932 —  0,476943 —  0,206724

2 —  0,310684 —  0,595932 0,336410 —  0,025702 0,659172
3 0,462250 —  0,476943 0,025702 —  0,702680 —  0,253832

4 0,655482 0,206724 0,659172 0,253832 0,169323

5 0 0,336240 —0,118640 —  0,481025 0,226071 0,475726 —  0,603373

1 0,118640 0,664842 -0 ,2 2 4 0 2 7 —  0,564793 0,370150 0,194214

2 —  0,481025 0,224027 0,483591 —  0,173255 0,127485 —  0,662041

3 —0,226071 —  0,564793 0,173255 —0,236860 0,677110 0,292067

4 0,475726 —  0,370150 0,127485 —  0,677110 —0,307347 — 0,259770

5 0,603373 0,194214 0,662041 0,292067 0,259770 0,084502

6 0 0,007037 —  0,451422 0,025395 0,471619 — 0,156630 — 0,484125 0,560526

1 0,451422 — 0,010488 — 0,620258 0,110229 0,529605 —  0,292017 —  0,182982

2 0,025395 0,620258 —0,078259 —  0,363639 0,085048 —  0,208575 0,652335

3 —  0,471619 0,110229 0,363639 —  0,039706 0,389348 —  0,617953 -0 ,3 1 3 3 0 1

4 —  0,156630 —  0,529605 0,085048 —  0,389348 0,582644 0,303084 0,323769

5 0,484125 — 0,292017 0,208575 — 0,617953 —  0,303084 —  0,378090 -0 ,1 4 2 0 1 4

6 0,560526 0,182982 0,652335 0,313301 0,323769 0,142014 0,060296

schließen, daß auch die Rechnungen und Überlegungen von O sip o v  m it Sicher­
h e it nicht auf die reale E xistenz des geom agnetischen A ußenfeldes, abgeleitet 
aus Potentialentw icklungen, schließen lassen.

Man kann also w ohl zusam m enfassend feststellen , daß der statistische  
Störpegel solcher P otentialentw icklungen nicht geeignet erscheint, auf nähere
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T abelle  I I I  (Schluß):

к - т
n m l 2 3

P
4 5 6

l  l 1

2 1 0,241922 — 0,970296

2 0,970296 0,241922

3 1 — 0,176842 — 0,371150 0,911578

2 0,371150 — 0,882948 — 0,287491

3 0,911578 0,287491 0,293895

4 1 — 0,156664 0,202509 0,451953 — 0,854509
2 — 0,202509 — 0,555249 0,748268 0,301302

3 0,451953 — 0,748268 — 0,270545 — 0,403284

4 0,854509 0,301302 0,403284 0,128040

5 1 0,031571 0,256004 — 0,180475 — 0,506369 0,802798

2 —0,256004 0,198658 0,643013 — 0,624465 — 0,302613

3 — 0,180475 — 0,643013 0,544525 0,205260 0,464030

4 0,506369 — 0,624465 — 0,205260 — 0,522412 — 0,196436

5 0,802798 0,302613 0,464030 0,196436 0,100149

6 1 0,101524 — 0,011423 — 0,318199 — 0,140903 0,544394 — 0,756368

2 0,011423 0,403384 — 0,132862 — 0,679302 0,518777 0,298177

3 — 0,318199 0,132862 0,688098 — 0,378307 — 0,129346 — 0,497766

4 0,140903 — 0,679302 0,378307 0,054725 0,559143 0,244831
5 0,544394 — 0,518777 — 0,129346 — 0,559143 — 0,277138 — 0,168311

6 0,756368 0,298177 0,497766
•

0,244831 0,168311 0,054365

Einzelheiten über das Vorhandensein und die K onfiguration des geom agne­
tischen Außenfeldes zu schließen.

Ganz abgesehen davon aber muß noch bedacht werden, daß die Zahlen­
werte der Param eter für das geom agnetische A ußenfeld noch einer K orrektur 
wegen der Erdabplattung bedürfen. Man kann diese Korrektur hier n icht 
vernachlässigen, weil die num erischen Werte der Param eter an sich schon  
sehr klein sind. W ird diese Korrektur angebracht, so ergehen sich wesentlich  
andere Entfernungen des R ingstrom es als die aus den n icht korrigierten Para­
m etern berechneten.

Es sei darauf hingewiesen, daß in dieser Arbeit für die Potentialberech­
nung des geom agnetischen Feldes zur Epoche 1945 die Zahlen werte der Para­
m eter benutzt wurden, wie sie in  der Arbeit [1] angegeben sind. Es erwies 
sich als notw endig, diese Param eter späterhin in ihrer endgültigen Form etw as 
gegenüber den in [1] veröffentlichten W erten zu verändern. Diese W erte sind
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in  [2] angegeben. D ie Korrekturen sind nicht wesentlich, ändern also an den 
hier m itgeteilten Ergebnissen nichts.

Da die B enutzung verschiedener K oordinatensystem e bei der Verwen­
dung sphärisch-harm onischer R eihen in der Geophysik ganz allgem ein von 
erheblicher, vor allem  statistischer B edeutung ist, seien auch an dieser Stelle 
die Zahlenwerte der A p’m und B p,m für die beiden in dieser Arbeit benutzten  
K oordinatensystem e nach Berechnung von K a u t z l e b e n  in Tabelle II und III 
m itgeteilt.

Es sei mir g esta tte t, Herrn D ip .-P hys. W o l f  K r ä m e r  m einen besten  
D ank auszusprechen für die H ilfe, die er mir bei der Durchführung der Rech­
nungen und hei der graphischen D arstellung der Ergebnisse geleistet hat. 
Herrn Dr. K a u t z l e b e n  danke ich für die Durchsicht des M anuskriptes.
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O N  T H E  P R O B L E M  O F  R E A L IT Y  O F  T H E  E X T E R N A L  G E O M A G N ET IC  F IE L D

G. FANSELAU

SU M M A R Y

I t  is show n t h a t  i t  is im possib le to  d e riv e  a real ex te rn a l geom agnetic  fie ld  by  th e  
d e v e lo p m en t of th e  g eo m ag n etic  p o te n tia l in  spherica l harm onics. As a p ro o f o f these  densities 
o f  en erg y  of the  e x te rn a l geom agnetic  fie ld  ev ery  o rd er was used  as well as th e  d is tr ib u tio n  
o f  th e  param ete rs  in  e v e ry  o rd er in  re sp ec t to  th e ir  zonal ch arac te r. N e ith e r th e  sy m m etry  
to  th e  geom agnetic  ax is n o r  th e  sy m m etry  to  th e  geom agnetic  e q u a to r is to  be  seen as i t  should 
h a v e  been  in the  m ag n e tic  fie ld  p ro d u ced  b y  th e  rin g  cu rren t. P h y sica l fac ts  developed  from  
th e  p a ram ete rs  of g eo m ag n etic  e x te rn a l field  a re  therefore  n o t sign ifican t.

S U R  LE  P R O B L È M E  D E  LA R É A L IT É  D U  CHA M P G É O M A G N É T IQ U E
E X T É R IE U R

G. FANSELAU

R É S U M É

L ’a u te u r d ém o n tre  q u ’un  ch am p  géom ag n étiq u e  ex té rieu r ne  se laisse pas déduire 
d e s  d év eloppem en ts d u  p o te n tie l. P o u r le p ro u v e r, il u tilise  les den sité s  d ’énergie d u  cham p 
g éo m ag n étiq u e  e x té r ie u r  des d iffé ren ts  o rd res , a in s i que la d is tr ib u tio n  d an s chaque  ordre 
d e s  p a ram è tre s  selon le u r  c a ra c tè re  zonal. N i la sy m étrie  ax ia le, n i la  sy m étrie  à  l’éq u a teu r 
g éo m ag n étiq u e  ne so n t o b se rv ab le s  com m e il f a u d ra i t  dans un  cham ps m ag n é tiq u e  p ro d u it 
p a r  u n  c o u ran t c ircu la ire . P a r  con séq u en t, les conclusions physiques p o u v a n t ê tre  tirées  éven­
tu e l le m e n t des d év e lo p p em en ts  du  p o ten tie l ne so n t p o in t sign ificatives.
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К ВОПРОСУ О РЕАЛЬНОСТИ ВНЕШНЕГО ГЕОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

Г. Ф А Н З Е Л А У

РЕЗЮМЕ

Показана невозможность выведения реального внешнего геомагнитного поля из 
разложения потенциалов. В качестве доказательства применяется плотность энергии 
внешнего геомагнитного поля для каждого порядка, а также распределение параметров 
различного порядка с учетом их зонального характера. При этом не выявляется ни осе­
вая симметрия, ни симметрия к экватору, как это должно было бы иметь место в магнит­
ном поле, возбужденном циклическим током. Поэтому физические выводы, сделанные 
по параметрам внешнего геомагнитного поля, не имеют значимости.
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AUSGLEICHUNG KORRELIERTER BEOBACHTUNGEN 
NACH BEDINGUNGEN BEI SINGULÄRER 

KORRELATIONSMTÄRIX

V. K. H R IS T O V , Sofia 

[E ingegangen a m  23. F e b ru a r 1965]

W enn m an eine A usgleichung  nach b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  teilw eise d u rc h g e fü h rt 
h a t,  so sind  die ausgeglichenen  W erte  k o rre lie r t  u n d  m an kan n  d ie le tz te re n  m it den  ü b rig en  
B e o b ach tu n g en  einer w e ite ren  gem einsam en A usgle ichung  u n te rz ie h e n , jed o ch  u n te r  A n w en ­
d u n g  des a llgem einen P rin z ip s  der k leinsten  Q u a d ra te . Die K o rre la tio n sm a tr ix  is t in  d iesem  
F a lle  s ingu lär (deren  D e te rm in a n te  ist N u ll). T ro tz d em  is t das V e rfah re n  a n w en d b a r u n d  
fü h r t  zu  den  gleichen V erbesserungen  u n d  d e n  gleichen G ew ichten , w as an  einem  e in fach en  
B eisp ie l e rlä u te r t  ist.

Es seien n Beobachtungen /z m it der K orrelationsm atrix

1 Q l2 Qm

g i V g l  go h i g n

Q , =n,n

6 n 1 Gin

h i  g i g i F §2 ё п ( U

Q m G n2 1

Y g n  g i V g n g i ё п

gegeben, wo g ,  die G ewichte und Qjk d ie K orrelationskoeffizienten bedeuten. 
W enn wir die n Verbesserungen V(

V *  =  
1 ,n

I»1 » 2  • • • » n | |  , ( 2 )

die K oeffizientenm atrix der г - <  n Bedingungsgleichungen

P l  P i  - ■ ■ P n

A* = <h <h - ■ ■ in ( 3 )

und die r Absolutglieder ic,
G  r2 . . . rn

w* =  
l ,r

IIм7! Щ  • - • W r\ 1 (4)
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einführen, so können wir die Bedingungsgleichungen wie fo lg t aufschreiben

А* V 4- w  =  0 . (5)
r,n  n , 1 r, 1 r, 1

Das allgemeine Prinzip der kleinsten  Quadrate lau tet

V *  Q f 1 V  =  Min. (6 )
1 ,n  n ,n  n , 1

(S. W . K. H r i s t o v ,  »Verallgemeinerung des Prizinps der k leinsten Quadrate 
au f korrelierte B eobachtungen«, Isw estija  des Zentrallaboratorium s für Geo­
däsie bei der B ulgarischen Akademie der W issenschaften, B d. V, Sofia, 1964, 
in bulgarischer Sprache.)

Mit der sym m etrischen Matrix

N  =  A * Qi А  (7)
r ,r  r ,n  n ,n  n ,r

bilden wir die Norm algleichungen

N  к -j- w  =  0 (8 )
r,r  r, 1 r, 1 r ,l

für die sog. K orrelaten k,

k* =  \\k, k2 . . . kr\\ . (9)
V

Die Verbesserungen i>,- erhält m an dann nach

V =  Qi А  к . (10)
n , 1 n ,n  n ,r  r, 1

Die Summe der kleinsten Quadrate kann man nach

V *  Q r 1 V  =  —  k* i c  (11)
1 л n ,n  n ,  1 l , r  r , l

au f z\veifache W eise errechnen, und dam it bekom m t man den m ittleren  
Fehler /i der G ew ichtseinheit

V *  Q , 1 V

Die G ew ichtsm atrix der ausgeglichenen B eobachtungen /, i>, ist

Ç/+, =  Q i - Q i  a  N - 1 A* Q , . (13)
n ,n  n ,n  n ,r  r j  r ,n  n ,n
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In der H auptdiagonale haben wir gerade die reziproken W erte der Ge­
w ichte, so daß wir sofort den m ittleren Fehler der ausgeglichnen B eobachtun­
gen berechnen können.

Es kann der Fall eintreten, daß die Korrelationsmatrix singulär ist, d. h. 
deren Determinante Null  ist, beispielsw eise, wenn man ein T eilnetz vorerst aus­
geglichen hat. Auch in diesem Fall kann die Methode angew andt werden.

D a die Beobachtungen im allgem einen unkorreliert sind, d. h. die K orre­
lationskoeffizienten N ull sind, geht einfach die K orrelationsm atrix Q in 
die inverse G ewichtsm atrix P  über und um gekehrt — die inverse K orrelations­
m atrix in die G ewichtsm atrix

Qi =  P 1 =
n,n n,n

Qv1 =  p  =
n,n n,n

1
0 . . 0

g l

0
1

. 0
8 2

0 0 .
1

8 n

g l 0 . . 0

0 8 2  ■ . 0

0 0 . • 8 n

(14)

(15)

A bb. 1

W ir wollen das Verfahren am b esten  an einem einfachen Beispiel erläu­
tern. Es sei ein N ivellierungsnetz aus zw ei Schleifen gegeben ( Abb. 1), wo die 
Strecken m it gleichem G ewicht gem essen sind, weshalb wir g t =  1 setzen. 

D ie Bedingungsgleichungen lauten

V l  +  V2 +  V3 +  « h  =  0

—  v 3 +  V i  +  v b +  W 2 =  0

und dam it
1 1 1 0 0

0 0 - 1 1 1

(16)

(17)
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m it der G ew ichtsm atrix

P =  Q - 1
5,5 5,5

also auch

P  1= Q  =
5,5 5,5

Wir bekom m en nach (7)

N  =  
2,2

und nach (8)

m it der Lösung

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

3 — 1 1

1 3

3 — k2 +  u?i =  0

ki +  3 k.z -J- w2 0

3 1
к. =  - 1

со
 ! 1 — 10,1 8 '

1 3
k2 = ----- - w .  — — te,

8 8
10)

3 1
V1 = -------IC. — — 10,

8 1 8 “

3 1
V2 = ------- 10! — —  te.

8 1 8 '

1 1
vs = — Г «h + —  le.

4 4

1 3
v l = 1

03
 1 1 te.

8 ‘

1 3
Vb = ------- 10, — —  ui.

8 1 8 "

( 18)

(19)

( 20 )

( 21 )

( 22)

( 23 )
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Aus (11) folgt 

[pvv]
3 2 1 3 2

[fcw] =  y  U'l +  —  U\ W2 +  Y  w 2

und, da г =  2 ist, haben wir nach (12)

3
16

Mit

errechnen wir

Qi А  ■ N ” 1 ■ A *  Qi =
5.5 5,2 2,2 2,5 5,5

und dam it haben wir nach (13)

Qi  i-v =  Qi  —  Qi  A N ~ ' A * Q i
5,5 5,5 5,5 5,2 2,2 2,5 5,5

(24)

+  -
1 3
—  IV , w, H------
8 1 1 16

wî .

3/8 i /8  N

. 1/8 3/8 I

3/8 3/8 1/4 1/8 1/8

3/8 3/8 1/4 1/8 1/8

1/4 1/4 1/2 - 1 / 4 - 1 / 4

1/8 1/8 - 1 / 4 3/8 3/8

1/8 1/8 — 1/4 3/8 3/8

5/8 - 3 / 8 -1 /4 - 1/8 - - 1/8

— 3/8 5/8 --1 /4 - 1/8 - 1/8

1/4 - 1 / 4 1/2 1/4 1/4

— 1/8 - 1/8 1/4 5/8 --3 /8

— 1/8 - 1/8 1/4 — 3/8 5/8

(25)

(26)

(27)

(28)

Die Werte in der H auptdiagonale 5/8, 5/8, 1/2, 5/8, 5/8, sind gerade die 
reziproken Gewichte der ausgeglichenen Beobachtungen.

Jetzt gleichen wir nur die erste Schleife, also die erste Gleichung (16), aus

v[ +  v'2 v'3 +  w 1 =  0 .
Wir bekommen

, , , 1
V , =  Vo =  V t  = --------- W ,1 - 3  3 1

(29)

(30)
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m it der K orrelationsm atrix (13) der ausgeglichenen B eobachtungen Z, +  v\

2/3 - 1 / 3 - 1 / 3  1

Qi+v- = - 1 / 3 2/3 - 1 / 3
3,3

- 1 / 3 — 1/3 2/3

(31)

Wir verbinden nun diese ausgeglichenen B eobachtungen l4 +  v[, Z2 +  v2, 
Z3 +  t>3 mit den B eobachtungen t’4, v-0 in eine Ausgleichung. Die betreffende 
K orrelationsm atrix nach  (31) ist

2/3 - 1 / 3 - 1 / 3 0 0

— 1/3 2/3 - 1 / 3 0 0

IIЬ<53- - 1 / 3 - 1 / 3 2/3 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

Seine D eterm inante ist jedoch gleich Null

(32)

IGi+rl =  о , (33)
5,5

also ist die K orrelationsm atrix singulär.
Die Bedingungsgleichungcn lauten je tzt

tt ! И
v 2 +  V 3 0 =  0

v 3 “Ь v 5 H---— M>1 +  W 2 — 0 ,
о

(34)

wobei natürlich das A bsolutglied in der ersten Gleichung verschwindet und  
das Absolutglied in der zweiten Gleichung wegen Z3 -)- v'3 um  1/3 wx verändert 
wird.

Für die K oeffizientenm atrix N  erhalten wir aus (17) und (32) nach (7)

0 0
N  =  \\ I ,
2 2 I 0 8/3 I

also lauten die N orm algleichungen (8)

0 • Zcj +  0 ■ k, + 0  =  0
, 8  1

0 • Zc, +  • k, +  —  w± +  w2 =  0 .

(35)

( 36 )

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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D ie Lösung ist

=  unbestim m t

k0 = ------- w,
8

(37)

N ach (10) erhalten wir jedoch für die Verbesserungen v'l ganz bestim m te
W erte

näm lich

0 1/3

0 1/3
fr

V  = 0 - 2 / 3
5,1

0 1

0 1

unbestim m t
1 3

-----w 1 — ---W2 Í
li » 8 !

(38)

1 1
v'l =  — — W .------Wo

24 8

1 1
v'l =  — — W, ------Wo

24 8 "
1 1

v'l =
12

W, -j---- Wo
4

1 3
V4 =  -

8

1 3
»5 =  —— w , ------w9.

88

(39)

W enn wir dazu noch (30) hinzufügen, so kommen wir gerade auf (23). 
Die rechte Seite von (11) kann sofort berechnet werden. Wir haben mit 

(37) und (34)

— [km]
1 3 1

unb. x 0 + -8 » , + ---Wo
8 '

---W, +  Wo
3 1

1 * , 1 , 3= ---- M)r 4—  w. Wo H------ wö.
24 4 8

(40)

D ie linke Seite von (11) kann auch berechnet werden, jedoch durch 
einen Grenzprozeß.
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Wenn wir zu (40) auch die Verbesserungen aus der ersten Ausgleichung  
(30) hinzufügen, so kom m en wir gerade au f (24)

1 1
u>l + w

9 24

3 9 t 1
Щ + ■ -» i

8 4

- M>| -)---------W l  M>2 -)---------- W\
8

8

(41)

Durch einen Grenzprozeß können die reziproken Gewichte nach (13) 
le ich t errechnet w erden. Wir schreiben näm lich die M atrix (35) ein w enig  
m odifiziert auf m it e —► 0

N  =
8 0

2 , 2 0 8 / 3  1

und bekommen die inverse Matrix

N ~ 1 =
2.2 , 0 3/8

(42)

(43)

Dam it bekom m en wir

Qi+*A ■ N ~ 1  • A* Ql+V, =

5,5 5,2 2,2 2,5 5,5

0 1/3

0 1/3
'Í 1

0 ’
0 0 0 0

0 - 2/3 ‘ e

0
0 3/8 1/3 1/3 - 2 / 3  1

1

0 1

1/24 1/24 -- 1/12 1/8 1/8

1/24 1/24 -- 1/12 1/8 1/8

= — 1/12 - 1/12 1/6 - 1 / 4  - 1 / 4

1/8 1/8 -1 /4 3/8 3/8

1/8 1/8 --1 /4 3/8 3/8
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Aus (32) und (44) haben wir nach (13)

Qi+в =  Qi+v — Q i+v ' A  N - 1  A* Q[+v. —
5,5 5,5 5,5 5,2 2,2 2,5 5,5

5/8 - 3 / 8 - 1 / 4 - 1/8 - 1/8

— 3/8 5/8 — 1/4 - 1/8 - 1/8

— 1/4 - 1 / 4 1/2 1/4 1/4

- 1/8 - 1/8 1/4 5/8 3/8

- 1/8 - 1/8 1/4 - 3 / 8 5/8

was m it (28) vollkom m en übereinstim m t.
W ie man sieht, kom m t man, wenn man das verallgem einerte Prinzip 

der kleinsten Quadrate an w endet, zu den gleichen Verbesserungen und den 
gleichen Gewichten, sogar wenn die Korrelationsmatrix singulär  ist.

A D JU ST M E N T  OF C O R R E L A T E D  C O N D IT IO N A L  O B SER V A T IO N S IN  CASE O F A 
S IN G U L A R  C O R R E L A T IO N  M A T R IX

V. K . HRISTOV

SU M M A RY

I f  an  a d ju s tm e n t acco rd ing  to  con d itio n a l o bservations is p a r t ly  accom plished, th e  
a d ju s te d  v a lues will be  c o rre la te  a n d  can  be  su b jec ted  to  a fu r th e r  com m on  a d ju s tm e n t w ith  
th e  rem ain in g  o b se rv atio n s, in  a n y  case u n d e r  th e  ap p licatio n  of th e  g en era l p rincip le  of lea s t 
squares. In  th is  case, th e  co rre la tio n  m a tr ix  is a singular one ( th e  d e te rm in a n t  is zero). In  
sp ite  of th is , th e  p ro ced u re  is u tilizab le , lead ing  to  th e  sam e co rrec tio n s a n d  w eight; th is  
being  illu s tra te d  by  a sim ple exam ple.

LA C O M PE N SA TIO N  D ’O B SE R V A T IO N S C O N D IT IO N E L L E S C O R R É L É E S  EN  
CAS D E  M A T R IC E  D E  C O R R É L A T IO N  S IN G U L IÈ R E

V. K. HRISTOV

R É SU M É

Si la com pensa tion  d ’o b se rv a tio n s  conditionnelles e st p a r tie lle m e n t ex écu tée , les va leu rs  
com pensées so n t corrélées e t  p e u v en t ê tre  soum ises à une  co m p en sa tio n  com m une avec les 
a u tre s  ob se rv a tio n s, à co n d itio n  de l ’ap p lica tio n  du  principe  g én éra l des m o in d res carrés. 
E n  ce cas, la m atrice  de c o rré la tio n  e s t singulière  (le d é te rm in a n t e s t  zéro). Le procédé e s t 
to u te fo is  app licab le  e t  c o n d u it  a u x  m êm es corrections e t po ids, f a it  illu s tré  p a r  u n  exem ple 
sim ple p ré sen té  p a r l ’a u te u r .

УРАВНОВАНИЕ КОРРЕЛИРОВАННЫХ НАБЛЮДЕНИЙ ПРИ НАЛИЧИИ 
СИНГУЛЯРНОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ 

В . к. Х Р И С Т О В

РЕЗЮМЕ

При частичном выполнении выравнения определенных наблюдений выравненные 
величины являются коррелированными и могут подвергаться дальнейшему выравнению 
совместно с остальными наблюдениями, но с учетом общего принципа наименьших квад­
ратов. В этом случае корреляционная матрица является сингулярной (определитель равен 
нулю). Несмотря на это рассматриваемый прием применим, и он приводит к одинаковым 
поправкам и одинаковым весам, что иллюстрируется на простом примере.
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DIE PERSPEKTIVEN DER MODERNISIERUNG 
DER KLASSISCHEN TRIANGULATION

CZ. K A M E L A , W arszaw a 

[E ingegangen am  5. A pril 1965]

E s w u rd en  einige A sp ek te  der M odern isierung  de r k lassischen T rian g u la tio n  b esp rochen . 
Als ideales N e tz  w urde  e in  solches N etz m it S e iten län g en  von  20 4 - 50 k m  angesehen , in  dem  
m it g ro ß er G en au ig k e it alle W inkel u n d  S e iten  gem essen sind, u n d  w elches n ach  der M ethode  
der v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  ausgeglichen  w ird. A us den K o o rd in a te n  der P u n k te  
k ö n n en  d a n n  au f einer R eferenzfläche die D re ieck se iten  m it einer L änge von  200-f-300 k m  
sowie alle W inkel in  den  g roßen  D reiecken e rre c h n e t w erden. H ier is t  die ungarische  M ethode 
v o n  P rof. D r. St. H a z a y ,  P ro f. Dr. A. T á r c z y - H o r n o c h  u n d  Prof. D r. E . R e g ő c z i  sowie die 
po ln ische M ethode v o n  D r. T. K l u s s  an zuw enden . D as so e n ts tan d en e  N etz  w ird  h ier Z w ischen- 
T ria n g u la tio n sn e tz  g e n an n t. D ie P u n k te  des Z w ischen-N etzes so llten  sich m it den  L ap lace- 
P u n k te n  des k lassischen  N etzes decken. D iese T ria n g u la tio n  k a n n  m an  m it den  M essungen 
de r astro n o m isch en  T ria n g u la tio n  (nach  de r M ethode  von Y. V ä i s ä l ä )  sowie m it R a d a r-  
M essungen v e rs tä rk e n . D iese Z w ischen-T riangu lation  k ö n n te  m an  schon m it de r W elt- 
S a te lliten -T rian g u la tio n  v o n  1000 4- 3000 k m  lan g en  D reieckseiten  v erb inden . M an k a n n  
fo lgende re la tiv e  G enau ig k e iten  der S e iten b estim m u n g  in  den e rw äh n ten  T ria n g u la tio n e n  
e rw arten :

a )  in  der m o d ern isie rten  k lassischen T ria n g u la tio n  e tw a i  1/300 000,
b) in  der Z w ischen-T riangulation  e tw a  ^ 1 /2 0 0  000 bis i  1/300 000,
c) in  der S a te lliten -T rian g u la tio n  e tw a  1/100 000 bis ^ 1 /2 0 0  000.

1. Die klassische Triangulation und die Triangulation mit künstlichen Trabanten

Die großen kontinentalen G ebiete unserer Erde besitzen die klassischen  
Flächen-Triangulationsnetze mit Seitenlängen von etwa 20 — 50 km.

Die einzelnen kontinentalen Triangulationsnetze konnten bisher n icht 
m it genügender G enauigkeit über Ozeane verbunden werden. Mit der E n t­
wicklung der Technik sind neuerlich neue Lösungsm ethoden der Triangulation  
über Ozeane geschaffen worden, wie z. B. die Triangulation m it Hilfe der 
Beobachtungen von künstlichen Trabanten, wodurch man die ganze Erdober­
fläche m it Dreiecken von etwa 1000 — 3000 km  Seitenlängen bedecken kann.

U nter Verwendung von Radarwellen eventuell Laser-Strahlen erhält man  
ein N etz m it Seitenlängen von einigen zehn bis etwa einigen hundert und sogar 
tausend km.

Auch die astronom ische T riangulationsm ethode von Y. V ä i s ä l ä  sowie 
die H otinesche dreidimensionale Triangulation sollen hier erwähnt werden. 
In der H otineschen Triangulationsm ethode sollte man — meiner M einung 
nach — die m it Refraktion belastete M essung der Zenitdistanzen durch elektro­
m agnetische Entfernungsm essungen zw ischen denselben Punkten ersetzen,
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w odurch man die G enauigkeit der K oordinatenbestim m ung der Punkte  
erhöhen kann.

E s ist selbstverständlich , daß man bei der Betrachtung des W eltnetz- 
Problem s die M öglichkeit der Verbindung von  K ontinentalnetzen m it ver­
langter Genauigkeit haben  muß und außerdem  m üssen die bestehenden k lassi­
schen  H aupt-Triangulationsnetze nach einer M odernisierung ausgenutzt 
werden.

Die Perspektiven einer solchen M odernisierung m öchte ich hier skizzieren  
u nter der Annahm e, daß hei der Lösung der Aufgabe die bisherigen Errungen­
schaften  hinsichtlich der Steigung der G enauigkeit klassischer Triangulation  
berücksichtigt werden sollen.

2. Übergang von klassischer Triangulation zur Triangulation 
mit künstlichen Trabanten

Es ist klar, daß m an die klassische Triangulation m it Seitenlängen von  
20 — 50 km, mit der Satelliten-Triangulation (Seitenlängen von 1000 A 3000 km ) 
unm ittelbar nicht verbinden kann. Man sollte w enigstens noch eine Ordnung 
der Triangulation gründen, m it Seitenlängen von etw a 200-^300 km . Ich werde 
sie »Zwischen-Triangulation« nennen.

Man kann diese inm itten  liegenden Seitenlängen von 200-^300 km  au f  
verschiedenen W egen erhalten, von denen ich einige noch später erwähne. 
H ier will ich noch einm al unterstreichen, daß der Anschluß beider Triangula­
tionen  in H insicht a u f die Genauigkeit übereinstim m en m uß. Die klassische 
Triangulation bezieht sich auf irgendein Referenzellipsoid, dagegen wird die 
Zwischen-Triangulation und die Satelliten-Triangulation fast immer eine drei­
dim ensionale T riangulation. Der Ü bergang von einer klassischen zur dreidi­
m ensionalen T riangulation bietet keine Schwierigkeiten.

Ich habe schon erwähnt, daß man die Zwischen-Triangrdation verschie­
denartig erhalten kan n , wie z. B. aus der Radar-Laser-Triangulation oder der 
H otineschen T riangulation m it meiner Bem erkung über den Ersatz von Z enit­
distanzm essung (w egen des R efraktionseinflusses) durch R adar-Entfernungs­
m essung.

Hier wird nur die Modernisierung klassischer Triangulation besprochen, 
so daß man aus ihr E lem ente der Zwischen-Triangulation von hoher G enauig­
k e it erhalten kann.

3. Die Perspektiven der Modernisierung der klassischen Triangulation

Bei der M odernisierung der klassischen Triangulation m it Seitenlängen  
v o n  20-^50 km sollte m an beachten, ein Flächennetz (das das ganze K ontinent 
m it anliegenden D reiecken bedeckt) zu erhalten. In diesem N etz wäre er­
w ünscht, alle W inkel m it einer höchstm öglichen Genauigkeit sowie alle D rei­
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eckseiten m it annähernd derselben Genauigkeit zu bem essen; um die gegen­
seitigen G ewichtsverhältnisse der gem essenen W inkel und Seiten m öglichst 
richtig bestim m en zu können. In einem  solchen idealen N etz sollte m an, wie 
in jedem  astronom isch-geodätisch-gravim etrischen N etz, ziem lich dicht gele­
gene Laplace-A zim ute messen und m it großer G enauigkeit die astronom ischen  
K oordinaten der L aplace-Punkte bestim m en. Es wäre erw ünscht, daß jeder 
P unkt der Zwischen-Triangulation ein Laplace-Punkt sei.

Zur B estim m ung der L otabw eichungen und der Geoidhöhen in bezug  
au f ein Referenzellipsoid sollte m an nicht nur die astronom isch-geodätischen  
M essungen, sondern auch die entsprechenden gravim etrischen D aten aus­
nutzen . Nach der Durchführung entsprechender R eduktionen der auf der 
physischen Erdoberfläche gem essenen Größen zur R eferenz-Fläche m uß man 
das N etz nach der M ethode der verm ittelnden Beobachtungen ausgleichen.

Aus den ausgeglichenen K oordinaten der Punkte klassischer Triangula­
tion  m it Seitenlängen von 20 -y50  km  kann man die D reieckseiten (200 4- 
300 km) sowie die W inkel der Zwischen-Triangulation berechnen. Hier mögen  
einige Abarten des ungarischen Triangulierungsverfahrens (von Prof. Dr. St . 
H a z a y ,  Prof. Dr. A. T á r c z y - H o r n o c h  und Prof. Dr. E . R e g ő c z i ) sowie die 
polnische Methode der Berechnung langer Seiten und W inkel aus kleinen Drei­
ecken m it Erfolg angewandt werden.

Sind die Meereshöhen der Punkte bekannt, so können die obigerweise 
erhaltenen Dreieckseiten auf die räumliche Entfernungen zwischen diesen 
Punkten um gerechnet werden, die man weiterhin m it den Ergebnissen der 
astronom ischen Triangulation nach Y . V ä i s ä l ä  kom binieren kann, unter der 
A nnahm e, daß jeder Punkt der Zwischen-Triangulation gleichzeitig als Stand­
punkt für die astronom ische Triangulation gilt. Wie ich schon bem erkt habe, 
wäre es gut, wenn der Punkt gleichzeitig auch ein Laplace-Punkt im  klassi­
schen Triangulationsnetz wäre.

Von diesen Punkten aus kann man synchron die räum lichen Entfernun­
gen an die Flaren m it Hilfe von Radar bestim m en, und daraus ein kom bi­
niertes, räumliches Z w ischen-N etz erhalten. Das erhaltene Zwischen-Triangu- 
lationsnetz muß man nun an das Satelliten-Triangulationsnetz anschließen. 
N im m t man die kontinentalen  P unkte der Satelliten-Triangulation als Punkte  
der Zwischen-Triangulation, so ist der Anschluß beider N etze vereinfacht. A uf 
die Einzelheiten wollen wir hier n icht näher eingehen.

4. Schlußbemerkungen

Zum Schluß soll noch einiges über die G enauigkeitsfrage gesagt werden. 
D ies ist die Frage nach der gegenseitigen Ü bereinstim m ung der Genauigkeiten  
der M essungen in den einzelnen N etzen sowie zwischen den Triangulationen. 
W enn die klassische Triangulation E lem ente hoher G enauigkeit für die Zwi-
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schen-Triangulation liefern soll, so muß sie selbst sehr genau sein; das heißt, 
die W inkel- und Seitenm essungen sowie die astronom ischen Bestim m ungen  
m üssen höchst genau durchgeführt werden, unter Berücksichtigung gravi- 
metrischer Aufnahm en.

Man kann annehm en, daß in einem klassischen Triangulationsnetz 
höchster Genauigkeit die ausgeglichenen Seiten m it einer relativen Genauig­
k eit von etwa ^  1/300 000 bestim m t sind. In der Zwischen-Triangulation da­
gegen, die durch R adar-Entfernungsm essungen und andere verstärkt wird, ist 
ein relativer Fehler der Längenbestim m ung etw a ± 1 /2 0 0  000 ±  ±  1/300 000 
zu erwarten.

Diese G enauigkeit kann vorläufig bei der Satellitentriangulation nicht 
gesichert werden. M öglichkeiten zur Erhöhung der G enauigkeit des Satelliten- 
N etzes kann die A nw endung von speziellen geodätischen Trabanten geben. 
W ird die Satellitenbahn genau bekannt, so kann man unter Ausnutzung dyna­
m ischer Methoden für die Bestim m ung des Schwerpunktes der Erde in naher 
Z ukunft eine relative G enauigkeit der Bestim m ung von 2000 km langen Seiten 
in  Satelliten-Triangulation, von etwa ± 1 /1 0 0  000 bis ± 1 /2 0 0  000 erwarten.

Nach unserer A nsicht sind hier die neuen Errungenschaften der ungari­
schen Triangulation von  Prof. Dr. St . I I a z a y ,  Prof. Dr. A. T Á R C Z Y - H o r - 

ï ï o c h  und Prof. Dr. E . R e g o c z i  sowie der polnischen Triangulation von Prof. Dr. 
T. K l u s s  mit Erfolg anzuwenden. Natürlich ist der hier skizzierte Artikel 
diskutierbar. Ich hoffe, daß die Diskussion des Artikels zur weiteren Vervoll­
kom m nung der M ethode der Gründung des W eltnetzes führen wird. Dadurch 
ergeben sich weitere M öglichkeiten zur geom etrischen Untersuchung der 
Figur der Erde.

T H E  P E R S PE C T IV E S O F  A M O D E R N IZ A T IO N  O F CLASSICAL T R IA N G U L A T IO N

CZ. KAMELA

SU M M A RY

C ertain aspects o f a  m o d ern iza tio n  of classical tr ia n g u la tio n  are  d iscussed. As an  ideal 
one, t h a t  netw ork w ith  side  len g th s o f 204-50 km  are tak e n  in to  reg ard  in  w hich all angles 
a n d  sides are m easured  w ith  th e  u tm o s t precision , and  w hich  is a d ju s te d  according to th e  
m e th o d  of in te rm ed iary  o b se rv a tio n s . In  th is  case i t  is possible to  co m p u te , from  th e  p o in t 
co o rd in a te s , the trian g le  sid es w ith  a len g th  of 2004-300 km  a n d  all angles o f the  m ajo r 
tr ia n g le  on a reference p lan e . F o r th is  purpose , th e  H u n g a rian  m eth o d  of P rof. Dr. I. H a z a y , 
P ro f. D r. A. T á r c z y - H o r n o c h , Prof. Dr. E . R e g o c z i, fu r th e r  th e  Po lish  m eth o d  of Dr. T. 
K l u s s  are to be applied . T h e  n e tw o rk  developed in  th is  w ay is te rm ed  as in te rm ed ia ry  t r ia n ­
g u la tio n  netw ork. The p o in ts  o f th e  in te rm ed ia ry  n e tw o rk  should  coincide w ith  th e  L aplace- 
p o in ts  of the  classical n e tw o rk . T his so rt o f tr ia n g u la tio n  can  be co rro b o ra ted  b y  th e  m easu re­
m e n ts  of astronom ical t r ia n g u la t io n  (according to th e  m eth o d  of Y . V ä s iä l ä ), fu r th e r  by  
r a d a r  m easurem ents. T h e  in te rm e d ia ry  tr ia n g u la tio n  can  be th e n  be conn ec ted  to the  world 
sa te ll ite  triangu lation  w ith  tr ia n g le  sides of 10004-3000 km . Follow ing re la tiv e  accuracy  of 
th e  side-determ inations m a y  be expected  from  th e  tr ia n g u la tio n s  m en tio n ed :

a)  in the m o d ern ized  classical tr ia n g u la tio n : ab o u t ± 1 /3 0 0  000;
b) in  the in te rm e d ia ry  tr ia n g u la tio n : ab o u t ± 1 /2 0 0  000— ± 1 /3 0 0  000:
c) in  satellite  t r ia n g u la t io n :  a b o u t ± 1 /1 0 0  000 — ± 1 /2 0 0  000.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



M O D ERN ISIERU N G  D E R  KLASSISCHEN TRIA N GU LA TIO N 309

PERSPECTIVES D E M O DERNISATIO N  D E LA TRIA N G U LA TIO N  CLASSIQUE

CZ. KAMELA

RÉSUM É

Quelques aspects de la m odernisation de la triangulation  classique sont discutés. 
Comme réseau idéal, on adm et un réseau à côtés de 20 50 km  de longueur, dans lequel tous
les angles e t côtés sont mesurés avec une grande précision e t qui est compensé selon la mé­
thode des observations interm édiaires. Des coordonnées des points on p eu t calculer alors, sur 
une surface de référence, les côtés des triangles d ’une longueur de 200 -b- 300 km , e t tous les 
angles dans les grands triangles. On p eu t utiliser ici la m éthode hongroise des Prof. Dr. I. 
H a z a y ,  A. T á r c z y - H o r n o c h  e t E . R e g ö c z i ,  ainsi que la m éthode polonaise du Dr. 
T. K l u s s . Le réseau é tab li de cette  m anière est nommé réseau de triangu la tion  interm édiaire. 
Les points de ce réseau doivent coïncider avec les points Laplace du  réseau classique. Cette 
triangu lation  peut être renforcée par les mesures de la triangulation  astronom ique selon la 
m éthode de Y. V Ä IS Ä L Ä  e t par des mesurages au  radar. Cette triangu la tion  interm édiaire 
p eu t être liée à la triangulation  m ondiale à satellites, avec des côtés de triangles d ’une longueur 
de 1000 -Ь 3000 km. D ans les triangulations mentionnées, on peu t prévoir les précisions re la ti­
ves suivantes pour la déterm ination  des côtés:

a )  triangulation classique m odernisée: ±  1/300 000 environ;
b) triangulation in term édiaire: ±  1/200 000—±1/300 000 environ;
c )  triangulation à satellites; ±1 /100  000 — ±1/200  000 environ.

О ПЕРСПЕКТИВАХ МОДЕРНИЗАЦИИ КЛАССИЧЕСКОЙ ТРИАНГУЛЯЦИИ
Ц . Н А М Е Л А

РЕЗЮМЕ

Рассматриваются некоторые соображения по модернизации классической триан­
гуляции. В качестве идеальной сети принимается сеть со сторонами длиной в 20—50 к м ,  
в которой все углы и стороны замерены с высокой точностью и которая уравнивается 
методом промежуточных наблюдений. По координатам пунктов, на определенной поверх­
ности приведения, можно вычислить стороны треугольников длиной около 200—300 к м ,  
а также и все углы в большом треугольнике. При этом применяется венгерский .метод 
проф. д-ра Х а з а и ,  проф. д-ра А .  Т а р ц и - Х о р н о х  и д-ра Э . Р е г е ц и ,  а также польский метод 
д-ра Т .  К л у с с а .  Созданная таким образом сеть называется «промежуточной сетью» триан­
гуляции. Пункты промежуточной сети должны совпадать с пунктами Лапласа класси­
ческой сети. Такая триангуляция может подтверждаться измерениями астрономической 
триангуляции (по методу В е и з э л э ) ,  а также радиолокаторными измерениями. Эта триан­
гуляция уже может быть привязана ко всемирной триангуляции, проводящейся при 
помощи искусственных спутников с треугольниками с длиной сторон около 1000—3000 к м .  
В рассматриваемой триангуляции можно рассчитывать на следующие относительные 
точности определения сторон треугольников:

а )  при модернизированной классической триангуляции — около ±  1/300 000;
б )  при промежуточной триангуляции — от ±  1/200 000 до ±  1/300 000;
в ) при триангуляции искусственными спутниками — от ± 1/100 000 до ±  1/200 000.
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DAS NORMALSPHÄROID DER ERDE 
UND DIE DYNAMISCHE RESTIMMUNG 

SEINER GEOMETRISCHEN PARAMETER

K. L E D E R ST E G E R , Wien 

[Eingegangen am  22. Februar 1965]

Es gibt keine Gleichgewichtsfigur, welche m it der w irklichen E rde die R o ta tions­
geschwindigkeit und die Trägheitsm om ente gem einsam  hat. U nter B eachtung  der F lu treibung  
e rh ä lt m an jedoch die Gleichgewichtsfigur der E rde  für einen um  10m31s kürzeren S tern tag  
m it der O berflächenabplattung 1 : 296. F ür die heutige R otationsgeschwindigkeit erg ib t sich 
daraus das N orm alsphäroid der Erde, welches keine Gleichgewichtsfigur m ehr ist. N ur die 
W asserhülle h a t infolge der verm inderten F liehk raft die heutige A bp la ttung  1 : 298,3 ange­
nom m en, w ährend die A bplattung der inneren  Flächen gleicher D ichte zu groß und  
daher das Trägheitsm om ent C  etwas zu klein ist. Dieses N orm alsphäroid unterscheidet 
sich vom  Helm ertschen N iveausphäroid nur dadurch, daß an Stelle der wirklichen M asse­
funktion  das der Gleichgewichtsfigur der E rde  tr it t . Die einparam etrige Figur [ k 2E ,  a>, J .  
y 0] leh rt daß bei einer dynam ischen B estim m ung der geometrischen Param eter der N orm al­
figu r die A bplattung fas t ausschließlich vom  Fehler in J 2 abhängt, w ährend die H aup tfeh ler­
quelle fü r die Achse in der U nsicherheit von k 2E  liegt. Die aus den künstlichen Satelliten  
abgeleitete M assefunktion \ J t \ is t viel zu klein.

Derzeit wird noch fast allgemein das N iveauellipsoid als generelle B ezu gs­
fläche der Geodäsie betrachtet, w iewohl man längst w eiß, daß es sich dabei 
um  eine zwar m athem atisch  m ögliche Lösung, jedoch um  eine physikalische  
Fiktion  handelt. D as N iveauellipsoid beruht nämlich au f einer physikalisch  
unberechtigten W ahl der Stokesschen E lem ente, d. h. der Masse einer diese  
um schließenden äußeren N iveaufläche und der R otationsgeschw indigkeit. 
Zu jedem  physikalisch m öglichen System  dieser E lem ente E, S  und со gehört 
stets nur eine einzige »wesentliche« M assenanordnung, aus der alle übrigen, 
unendlich vielen zugehörigen M assenanordnungen des berühm ten Theorem s 
von  S t o k e s  — P o i n c a r é  durch Verschiebungen in hom ogenen, konzentrischen  
und konfokalen Ellipsoidschalen hervorgehen, wenn m an nur sphäroidische, 
rotations- und äquator-sym m etrische Flächen heranzieht. Im  Grenzfall können  
diese Verschiebungen natürlich auch in homogenen K ugelschalen m it dem  
M ittelpunkt im  Schwerpunkt erfolgen. Der obige Satz ist eine Verallgem eine­
rung des Satzes von  der strengen E indeutigkeit des D ichtegesetzes der G leich­
gewichtsfiguren. B ei diesen ist die G leichgewichtsanordnung die w esentliche  
M assenanordnung, während durch jede mögliche M assenverschiebung das 
G leichgewicht zerstört wird.

Der Satz von S t o k e s  —  P o i n c a r é  erfährt aber insoferne eine bem erkens­
werte Einschränkung, als die E lem ente keineswegs frei w ählbar sind. Vielm ehr  
gib t es zu E  und S  entweder gar keine oder nur eine einzige R otationsgeschw in­
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digkeit oder schließlich einen unendlichen, beschränkten W ertevorrat in со. 
B ei Beschränkung au f Gleichgewichtsanordnungen gibt es für das Ellipsoid  
S(a, e) nur die H om ogen ität und dam it allein die R otationsgeschw indigkeit des 
M acLaurinschen E llipsoides. Für die größere R otationsgeschw indigkeit der 
Erde ist das allgem eine N iveauellipsoid physikalisch unm öglich. In N äh e­
rung 4.0. repräsentiert jede Fläche S(a,  e , / 4) bereits unendlich viele G leich­
gewichtsfiguren, w obei das Minimum der R otationsgeschw indigkeit der ein- 
param etrigen G leichgew ichtsfigur, das M axim um  jedoch einer äußeren N iveau ­
fläche eines kleineren MacLaurinschen Ellipsoides zugehört. Aber schon in 
Näherung 6.0. fallen  für den Form param eter / 6 =  0 M axim um  und Minimum  
der R otationsgeschw indigkeit im G leichgew ichtsfalle w ieder zusammen.

Dam it sind die notw endigen Grundlagen für die D efin ition  des Norm al- 
sphäroides der Erde geschaffen. Da die Erde erfahrungsgem äß recht nahe im  
hydrostatischen G leichgew icht ist, liegt die Annahme nahe, daß dieses Gleich­
gewicht durch die B eseitigung der M assenunregelm äßigkeiten in der E rd­
kruste oder durch deren Regularisierung, etwa nach einem  geeigneten iso ­
statischen Modell, hergestellt werden kann. Bei dieser Regularisierung m üßte  
vor allem das H auptträgheitsm om ent C um die R otationsachse erhalten  
bleiben, soferne m an im  Potentialausdruck lediglich die E igengravitation und  
die Fliehkraft berücksichtigt. Denn dann liegt das in sich geschlossene M assen­
system  der Erde vor, für welches der Drehim puls a>C und daher mit со auch C 
erhalten bleiben m uß. Ferner liegt es nahe zu fordern, daß nach der Regulari­
sierung das äquatoriale Trägheitsm om ent A  des Norm alsphäroides mit dem  
arithm etischen M ittel der beiden tatsächlichen  Trägheitsm om ente A  und В  
zusam m enfällt, deren Differenz (В  — A )  hei der Regularisierung selbstver­
ständlich verschw inden muß. Dies ist gleichbedeutend m it der Forderung der 
Erhaltung der statischen  Abplattung , /2 =  [C — (A  -f- B ) j 2] : Ea~.

Nun kann die statische A bplattung m it hoher Sicherheit aus den B ahn­
störungen der künstlichen  Satelliten abgeleitet werden: J 2 =  108 310 • 1 0 ” 8, 
während die Präzessionskonstante die dynam ische A bplattung H  — [C — 
— (А-}-B)/2] : C liefert, wenn man das M assenverhältnis Erde-Mond kennt. 
B u l l a r d  [1] fand:

E =  81,271 M; H = ( 327 236 ±  59) • 1 0 - g . (1)

Mit den verw endeten W erten

E  =  5976,318 • 1024 g; a =  6,37829 • 108 cm (2)
folgt:

(C — A )  =  J 2 Ea- =  263,34 • 10« g cm 2 (3)

C =  (C — A) : H  =  80 472,91 • 1040 g cm 2 .
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Unter der V oraussetzung des stetigen D ichtegesetzes der einparam etrigen  
G leichgewichtsfiguren konnten früher [2] die drei Lösungen [E, со, a, J.,], 
[E, со, a, II] und [E, со, а, C] berechnet werden, die der Reihe nach au f die 
Reziprokwerte der A bplattung führten: e ~ x =  298,25; 297,38 und 299,69. 
N am entlich die sicher zu kleine A bplattung der letzten  Lösung, die den rich­
tigen Drehim puls aufw eist, ließ die hydrostatische Theorie als ungeeignet 
erscheinen. Dem gegenüber liefert die erste Figur dank der Verwendung der 
Stokesschen K onstanten  J a fast exakt die »tatsächliche« A bplattung der Erde, 
worunter wir natürlich die Abplattung des dem  Geoid zugeordneten H elm ert- 
schen R otations-N iveausphäroides vierten Ranges zu verstehen haben.

Die E xistenz des W eltmeeres, sowie die verschiedenen, auf seism ischem  
W ege erschlossenen U nstetigkeitsflächen der D ichte beweisen aber, daß die 
Erde kein stetiges D ichtegesetz besitzt, und es ist daher klar, daß die drei obigen  
G leichgew ichtsfiguren unmöglich identisch  sein können. Som it schien es n icht 
nur m öglich, sondern sogar ziemlich wahrscheinlich, daß ein kom plizierteres, 
vielparam etriges M odell existiert, das dem inneren Aufbau der Erde m öglichst 
w eitgehend gerecht wird und gleichzeitig die obige D efinition des Norinal- 
sphäroides befriedigt. So wurde zunächst unter Rerücksichtigung des W elt­
ozeans und der bekannten Tiefe der Kernoberfläche (ak — а — 2900 km ) ein 
sechsparam etriges Modell durchgerechnet. N ach Abhebung des Ozeans gem äß  
dem Prinzip der E ntblätterung verblieb eine vierparametrige F esterde, 
bestehend aus einem  heterogenen M antel und einem heterogenen Kern. Mit 
den D aten [E ', со, а', ak, ,Ц] ergeben sich begreiflicherweise noch oo2 L ösungen, 
deren G ültigkeitsbereich von vier Linien begrenzt ist. Von der Ecke A ,  dem  
einzig m öglichen W iechert-M odell, gehen zwei lineare Figurenreihen aus, 
die R eihe A  F  m it hom ogenem  Kern und die Reihe A B  m it homogenem M antel. 
Die Ecke В  ist m it dem einparametrigen Modell D  durch die Reihe B D  von  
Figuren m it verschw indendem  Dichtesprung Aq =  0 verbunden. Den A bschluß  
bildet die R eihe D F  von Figuren, für welche die Teilm asse E 1 zum A ufbau  
der M antelfigur mit der Gesamtmasse E  identisch ist. Im allgemeinen haben  
je unendlich viele Lösungen dasselbe T rägheitsm om ent C. Das M aximum von  
C gehört zum W iechert-M odell A, das Minimum zur Figur F  und es g ilt für 
die Gesam tfigur: 80 631 ■ 1040 <  C <  81 440 • 1040 g cm2, während der em pi­
rische W ert 80 473 • 1040 g cm2 um 158 • IO40 unter dem Minimum und um  
292 • 1040 g cm2 unter dem W ert der Figur ü  liegt [loc. cit. 2), Seite 113 — 117].

Ein achtparam etriges Modell, bei dem zwischen dem Meeresboden und  
der M anteloberfläche noch eine hom ogene K ruste der D ichte 2,67 eingeschoben  
war, brachte nur eine geringfügige Verschiebung und Verdrehung des G ültig­
keitsbereiches, verbunden mit einer kaum  nennenswerten Änderung der Träg­
heitsm om ente. Ein annähernd den herrschenden Vorstellungen der G eophysiker 
entsprechendes M odell hat ein T rägheitsm om ent C, das um  etwa 500 • 1040 g cm2 
oder um  0,6%  größer ist als der em pirische W ert. Die erwähnten, gering­
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fügigen Änderungen beim  Übergang vom  6 - zum 8-parametrigen Modell lassen  
k aum  hoffen, daß m it noch kom plizierteren Modellen die Diskrepanz zum  
Verschwinden gebracht werden kann. U m  diese Frage noch näher zu unter­
suchen , kann m an s ta tt  der statischen A bplattung das empirische T rägheits­
m om en t C festhalten . Dann ergibt sich, w ie nur kurz angedeutet sei, aus 
[E , со, а, C] eine einparam etrige Lösung m it maxim alem  J 2 und aus [E, со, а, 
ak, C] ein W iechert-M odell mit m inim alem  , /2. Ganz allgem ein wird sich bei 
vorgegebenem  C die statische A bplattung J 2 analog verhalten wie das Träg­
heitsm om ent C bei vorgegebenem  J 2. E s zeigt sich, daß das em pirische J 2 
beträchtlich  größer ist als das berechnete M axim um  und wir dürfen daher den  
defin itiven  Schluß ziehen, daß es überhaupt keine hydrostatische G leich­
gew ichtsfigur gibt, welche mit der w irklichen Erde die E lem ente [E , со, а, 
ak, J.,, C] gem einsam  hat.

Wir sind som it gezwungen, von der statischen zu einer dynam ischen  
B etrachtungsw eise überzugehen und s ta tt  des Norm alsphäroides die G leich­
gew ichtsfigur der Erde aufzusuchen. D abei hätten  wir vor allem zwei en t­
gegengesetzt wirkende Erscheinungen in B etracht zu ziehen. Durch die A bküh­
lu n g der oberen Schichten wird eine K ontraktion der Erde und dam it eine 
Verm inderung des Trägheitsm om entes C bew irkt, welche wegen der K onstanz  
des Drehim pulses im  geschlossenen System  m it einer Vergrößerung der R ota­
tionsgeschw indigkeit verbunden ist. D aneben resultiert aus dem Störpotential 
v o n  Sonne und Mond die bekannte Erscheinung der Flutreibung, die eine 
säkulare Verlangsam ung der R otationsgeschw indigkeit zur Folge hat. L etztere  
k an n  m it mäßiger Genauigkeit aus der D iskussion alter M ondfinsternisse  
abgele itet werden. Man schätzt, daß der Sterntag in etwa 120 000 Jahren um  
eine Sekunde zunim m t. Aber selbstverständlich  darf dies nicht linear nach  
rückw ärts extrapoliert werden. Überdies haben wir beide Erscheinungen zu 
trennen  und wollen daher unter der »Gleichgewichtsfigur der Erde« ein acht- 
param etriges hydrostatisches Modell verstehen , welches m it der wirklichen  
Erde die E lem ente [E , a, ak, J 2, C] gem einsam  hat, jedoch eine größere R o ta ­
tionsgeschw indigkeit besitzt. Die A bleitung dieser Figur überschreitet den 
R ahm en der vorliegenden Arbeit; sie m uß daher einer gesonderten U n ter­
suchung Vorbehalten bleiben. Es sei bloß erw ähnt, daß ein annähernd befrie­
digendes R esultat m it einer größeren R otationsgeschw indigkeit (ft)'2 =  
=  5,39624 • 1 0 -9  s e c -2), entsprechend einer Verkürzung des Tages um 10m 31s, 
gefunden werden kann. Die O berflächenabplattung dieses Modelles liegt je tz t  
bei ungefähr 1 : 296.

Die D eutung dieses Ergebnisses scheint nicht schwierig zu sein. W ährend  
sich  das leicht bew egliche Meer jederzeit der Verringerung der R otation s­
geschw indigkeit anpassen kann und heute die Abplattung 1 : 298,25 b esitzt, 
kon n ten  die inneren F lächen gleicher D ichte n icht mehr vollständig  der geän­
derten Fliehkraft folgen. Die Flächen gleicher Dichte fallen nicht mehr m it
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den schwächer abgeplatteten  N iveauflächen zusammen und das G leichgewicht 
is t gestört. D em entsprechend m uß das Trägheitsm om ent C hinter dem T räg­
heitsm om ent der zugehörigen G leichgewichtsfigur m it der heutigen R otations­
geschw indigkeit Zurückbleiben. D ie G leichgewichtsfigur der Erde g esta ttet  
auch noch die Berechnung der M assefunktion J 4, welche sich nur ganz gering­
fügig von der M assefunktion , / 4 des wirklichen Erdkörpers unterscheiden  
kann, und zwar nur infolge des W egfallens des E influsses der M assenstörun­
gen in der Erdkruste.

Die E lem ente [E, со, a, J 2, J 4] ermöglichen aber bereits die eindeutige  
A uflösung des H elm ertschen G leichungssystem s, vö llig  unabhängig vom  
Gleichgewicht. Das so definierte Norm alsphäroid ist im  Grunde auch gar keine  
G leichgewichtsfigur und wird sich nur infolge der M assenstörungen vom  H el­
m ertschen N iveausphäroid 4. R anges unterscheiden. T atsächlich werden 
die A bplattungen dieser beiden Figuren sehr nahe gleich groß sein, da ja zle 
bloß + 5/8 AJ4 ist. Auch das durch [E , со, а, J 2] definierte einparametrige 
Normalsphäroid hat, wie wir w issen, nahezu die richtige Abplattung. H in­
gegen fo lgt aus der R elation

/4
35 Js 7 ,  5—  e - -------e e ,

2 2
(4)

daß die Differenz in J t m it mehr als dem vierfachen B etrag in f t eingeht, 
wobei diese D ifferenz jetz t größer sein kann als der alleinige Einfluß der 
M assenstörungen. Man erkannt daraus, daß eine m öglichst exakte B estim m ung  
von J 4 gefordert werden muß, auch wenn die bisherigen Berechnungen gelehrt 
haben, daß die Abweichung des richtigen W ertes vom  W ert des einparametri- 
gen Modelles kaum  20 • 1 0 -8  übersteigen kann. Selbstverständlich könnte man 
die aus der verbesserten Lösung resultierende Fläche S(a, e, / 4) auch als N ähe­
rung 4.0. einer mehrparam etrigen G leichgewichtsfigur auffassen. Gewonnen ist 
dam it aber gar n ichts, weil diese G leichgewichtsfigur ebenso wie das frühere 
einparametrige Normalsphäroid ein zu großes Trägheitsm om ent C besitzen muß.

Für die weiteren Betrachtungen versuchen wir zunächst das System  
der Ausgangsdaten zu verbessern. Bekanntlich kann die Erdmasse nicht 
unm ittelbar bestim m t werden. Sie m uß bei der Definition der Figuren entweder 
durch die Äquatorschwere y 0 ersetzt werden, oder es m uß die dynam isch  
bestim m bare Größe k?E eingeführt werden. Für diese w ichtige K onstante hat 
R a b e  [3] auf Grund des dritten K eplergesetzes eine N eubestim m ung vor­
genom m en. In der Formel

k * E =  n% a% (5)
1 +  /M Z ^
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bedeuten П(£ die m ittlere W inkelbewegung und 0(£ die m ittlere D istanz Erde — 
M ond, p die M ondm asse in E inheiten der Erdmasse und ß  die Korrektion  
w egen des Einflusses der Sonne. Nach eingehender Erörterung der m öglichen  
Fehlereinflüße findet R a b e :

к- E  =  (398 620 ^  8 ) • 1015 cm3 sec 2 . (5a)

Dem gegenüber führt W . K aula  [4] zehn neuere B estim m ungen, vorwiegend  
aus künstlichen S atelliten  an, die das arithm etische M ittel

к- E  =  (398 606,24 ^  5,06) • 1015 cm3 sec 2 (5b)

ergeben. Für eine rein terrestrische B estim m ung von к2 E  ergibt das Helm ert- 
System  [loc. cit. 2), Seite  55/6, (9)] leicht

к2 E У» a
3 15

6 ~\---- J 2 ---------J i
2 8

(5c)

w enn man aus der G leichung für y 0 die geom etrische A bplattung m ittels der 
G leichung für J 2 elim iniert. Da der W ert (5a) mit dem früher verw endeten, 
offenbar noch zu großen Achsenwert а =  6,37829 ■ 108 cm gut überein­
stim m t, ist also zu erw arten, daß der W ert (5b) besser m it dem jüngsten  
Achsenwert von I. F i s c h e r  [5]: а =  6,378155 • 108 cm verträglich ist.

Der internationale Schwerewert im Äquator wurde bereits um 12 m gal 
verm indert (y 0 =  978,037 gal), um den Fehler des Potsdam er Schweresystem s 
zu tilgen; nach W . A. H e i s i c a n e n  [ 6 ]  wäre eine weitere Verringerung bis zu 
5 m gal zu erwarten. A uch die statische A bplattung ist etw as kleiner anzu­
nehm en: J 2 =  108 279 • 10“ 8. Schließlich sei die G ravitationskonstante m it 
66,7 • 10“ 9 cm3 g “ 1 s e c “ 2 angesetzt. Mit den A usgangsdaten:

k2 E  =  398 606,24 • 1015 cm 3 sec“ 2 oder E  =  5976,106 ■ 1024 g; 

со2 =  5,317496 • IO“ 9 s e c “2; а =  6,37818 • 108 cm; J 2 =  108 279 • 10“ 8 (6)

erhalten wir für das einparam etrige Norm alsphäroid nach den Formeln 
loc . cit. 2), Seite 65, (23)

i  =  346 141,3 • I O “ 8 ; e =  335 244,9 • I O “ 8 =  1 : 298,29 ;
(7)

y u =  978,0355 gal ; =  - 3 3 2 ,4  • 1 0 “ 8 ; /„ =  - 4 2 1 ,6  • 10 “ 8 .

Zu einer streng dynam ischen B estim m ung der geom etrischen Parameter 
m üssen die Figuren durch [fc2 E, ca, J 2, y 0] definiert sein. Man variiert je ein
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ßestim m ungsstiick  und berechnet die zugehörigen Änderungen von A chse  
a und A bplattung e. So findet man aus:

Лк- E  =  + 1 0  • 1015 : Aa =  + 8 0 ,0  m ; Ae =  +  2,0 • 10 -8

J , =  + 1 0 0  • IO“ 8: +  4,9 m ; + 1 5 0 ,6  • 10" s (8 )

y 0 =  + 1 0  mgal : — 32,3 m ; — 2,6 • 1 0 -8

Die W erte von J 4 und / 4 bleiben fast unverändert ; es ergibt sich der Reihe nach:

J 4 =  —332,4 • IO“ 8 ; / ,  =  - 4 2 1 ,6  • IO“ 8

- 3 3 2 ,7  • 10 - 8 —420,9 • 10 ~8 (9)

- 3 3 2 ,4  • IO“ 8 - 4 2 1 ,5  • 10 ~8

D ie A bplattung hängt fast ausschließlich vom  Fehler in J 2 ab; sie ergibt sich  
m it hoher Sicherheit, da der m ittlere Fehler von J 2 bei etw a + 2 0  • 1 0 _s liegt. 
Auch die U nsicherheit in y 0 ist verhältn ism äßig harmlos. Eine Verringerung 
um weitere 2 mgal hätte eine Achsenvergrößerung um 6,5 m zur Folge. Som it 
bleibt als hauptsächliche Fehlerquelle für eine dynam ische B estim m ung der 
geom etrischen Param eter des Norm alsphäroides die Unsicherheit in fc2 E.

W egen der oben betonten W ichtigkeit der M assefunktion werde noch  
ihr aus den Bahnstörungen der künstlichen Satelliten em pirisch abgeleiteter  
W ert an seinen Folgerungen geprüft. F ü gt man den aus (6 ) und (7) übernom ­
m enen D aten [/с2 E, <o, J 2, y 0] noch =  — 120 • 10~8 hinzu, so kann abermals 
das Flelm ertsche Gleichungssystem  aufgelöst werden und man findet vö llig  
unabhängig vom  Gleichgewicht aus:

2 e — 3 J  2 

2 V Ea- =  —
У о L

e +  2 e2 — 2 ее -j----- J 4
4

3 _ _ 5
1 + e -  —e — e2 +  e e ------- J .

2 2

( 10 )

in sukzessiver Approxim ation:

а =  6,3781674 • 108 cm ; e =  335 377,0 • IO“ 8 =  1 : 298,17 . (11)

Achse und A bplattung ändern sich also nur geringfügig, während sich für den 
Form param eter ein beträchtlicher positiver W ert ergibt:

/ t
35
8

J 4 =  +  509,5 • 10^s, ( 11a)

was gänzlich unm öglich ist, solange m an M assenkonzentration nach innen  
annim m t. T atsächlich folgt mit J 4 =  — 120 ■ 10 -8  und m it J 2 =  117,24 • 1 0 “ 8
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für die Funktion E  =  | J i  | : =  -f-1,02, während für das hom ogene E llipsoid
Emin =  15/7. M ithin is t  das Minimum des A bsolutbetrages von gleich
251,2 • IO“8.

H ält man gem äß (6 ) die D aten [E, со, a, J 2] fest, w om it natürlich auch  
i  =  346 141,3 • 1 0 “ 8 konstant ist, so liefert jede W ahl von nach der ersten  
G leichung (10) die geom etrische A bplattung e und sodann (4) den Form para­
m eter f v  Das absolu te Minimum von J i is t  m it dem absoluten Minimum von  
/ ,  gekoppelt: / 4 =  —65,4 • 10-8 . Es han d elt sich dabei natürlich um die 
äußere N iveaufläche eines M acLaurinschen Ellipsoides oder um ein W iechert- 
sches Grenzmodell m it gerade verschwindender M anteldichte. Mit der einpara- 
m etrigen Lösung (7), deren A bplattung bloß um 51 • 1 0 -8  kleiner ist, wird  
der G ültigkeitsbereich der G leichgewichtsfiguren überschritten. Das ein- 
param etrige N orm alsphäroid wäre also die G leichgewichtsfigur m it den m ax i­
m alen A bsolutbeträgen von J 4 und / 4.

Da wir aber J i der G leichgewichtsfigur der Erde zu entnehm en haben, 
bestim m en wir zu n äch st die oberen Grenzen von | , /4 | und | / 4 | aus der ein- 
param etrigen G leichgew ichtsfigur der R otationsgeschw indigkeit со2 =  
=  5,39624 • 1 0 -9  s e c -2 , für welche wir die übrigen Bestim m ungsstücke  
E , a und J 2 aberm als den Angaben (6) entnehm en. Man findet:

e =  337 796,3  ■ 10-8  =  1 : 296,04; J . =  - 3 3 6 ,5  • 10-8 ;
( 12)

/ 4 =  - 4 4 4 ,7  • IO-8 ; C =  80 274,9 • 1010 g cm2.

T atsächlich  muß diese G leichgewichtsfigur wegen der größeren R otation s­
geschw indigkeit in  der Parabel A  =  0 — siehe Fig. 6 , loc. cit. 2), Seite 63 — 
etw as oberhalb der F igur (7) liegen; sie hat demnach einen etwas größeren  
E -W ert, was m it einer geringen Zunahm e der A bsolutbeträge von J 4 und / 4 
verbunden ist. B eträchtlich  größer wird aber die Zunahme des M inim al­
betrages von I J 4 I sein , wenn wir die untere Grenze nicht mehr durch E min =  
=  15/7, sondern durch das W iechert-M odell m it der K erntiefe 2900 km  
(ak =  3,47818 • 108 cm ) festlegen. Für dieses W iechert-M odell [E, со, a, ak, J 2] 
finden  wir:

E 4 =  4550,328 • 1024 g ;  E M =  3811,361 • 1024 g ;  E k =
=  2164,745 • 1024 g; e =  337 818 • 1 0 -8  =  1 : 296,02 ;

ek =  196 269 • 1 0 -8  ; J 4 =  - 2 9 9 ,7  ■ IO-8  ; (13)
/ 4 =  - 2 8 3 ,6  • IO -8  ; C =  80 944,6 • 1040 g cm2 .

D er W ert (6) für die statische A bplattung führt auf die Differenz der Träg­
heitsm om ente (C — A )  =  263,24 • 1040 g cm2, woraus m it dem Bullardschen  
W ert (1) für die dynam ische A bplattung H  das Trägheitsm om ent C =
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=  80 444,2 • 1040 g cm2 des wirklichen Erdkörpers resultiert. Ohne daher das 
achtparam etrige Modell der G leichgewichtsfigur der Erde streng berechnen  
zu m üssen, liefert lineare Interpolation zwischen die einparam etrige Lösung  
(12) und das W iechert-M odell (13) bereits m it sehr guter Annäherung die 
M assefunktion J 4 der G leichgewichtsfigur der Erde: J i =  — 327,1 • IO-8 .

Fügt man dieses J 4 den A usgangsdaten (6) hinzu, so liefert das H elm ert - 
sche G leichungssystem  das Norm alsphäroid der Erde:

e =  346 141 • IO“ 8 ; e =  335 248,2 • IO“ 8 =  1 : 298,29 ;

/ 4 =  - 3 9 8 ,4  • 1 0 -8  ; hm = “ / 4 =  - 6 ,3 5  m ; ( u )

y 0 =  978,0354 gal ;

ß =  530 401,7 • IO- 8 ; ßi =  + 3 5 3 4 ,5  • IO“ 8 ;
W 0 =  62 637,4 • 10u  cm2 s e c “ 2

und die Formel für die theoretische Schwere lautet:

y  =  978,0354 [1 +  0,0053 0402 sin2 <p — 0,0000 0884 sin2 2 <p] gal . (15)

W iewohl sich diese Figur zahlenm äßig nur ganz geringfügig vom  früheren ein- 
param etrigen Norm alsphäroid unterscheidet, hegt dennoch ein sehr w esent­
licher Unterschied vor. Bezeichnet man allgemein eine M assenverteilung, 
w elche für eine bestim m te R otationsgeschw indigkeit im  hydrostatischen  
G leichgewicht ist, als »Gleichgewichtsanordnung«, so können wir unser R esultat 
wie folgt formulieren. D as neue Normalsphäroid ist gar keine G leichgew ichts­
figur und wir können im  Grunde bloß die Schar seiner äußeren N iveauflächen  
bestim m en; die Flächen gleicher D ichte der G leichgewichtsanordnung der Erde 
sind keine N iveauflächen mehr. W eil sich jedoch die W asserhülle der Gleich­
gewichtsfigur der Erde vollkom m en der verringerten F liehkraft angepaßt hat, 
fä llt dennoch die O berfläche des Norm alsphäroides m it der Meeresoberfläche 
der regularisierten Erde zusam m en.

Abschließend seien noch einige Bem erkungen hinsichtlich der E ntw ick­
lung der Erde gem acht. In der obigen Abschätzung, derzufolge sich der Tag 
in den letzten  120 000 Jahren um eine Sekunde verlängert hat, sind natürlich  
die entgegengesetzten E ffekte von K ontraktion und F lutreibung vereinigt. 
B ei der Berechnung der G leichgewichtsfigur der Erde wurde die Achse a als 
konstant angenom m en, d. h. von der K ontraktion abstrahiert, wodurch sich  
der Zeitraum von 120 000 Jahren noch verkürzen m üßte. Die Änderung des 
Tages um 631s könnte som it höchstens auf 76 Millionen Jahre führen. Dieser 
für die E ntw icklungsgeschichte der Erde befrem dend kurze Zeitraum m üßte  
sich noch weiter verringern, wenn man bedenkt, daß lineare E xtrapolation  
gar nicht erlaubt ist. D enn selbstverständlich waren beide E ffekte vorm als
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w esentlich stärker, der E ffekt der K ontraktion wegen der geringeren F estig ­
keit des Erdkörpers, der Effekt der Flutreibung wegen der größeren Mond­
nähe. H insichtlich der hier allein betrachteten F lutreibung ändert sich das 
Bild aber sofort, w enn m an die m it zunehm ender F estigkeit der Erde ver­
knüpfte Verringerung der N achgiebigkeit berücksichtigt. W äre die Erde bis 
a u f die W asserhülle starr, so wären die errechneten 63 U  , um welche die 
Um drehungszeit der G leichgew ichtsfigur der Erde kleiner ist als der heutige  
Sterntag, der reine E ffekt der Flutreibung. W äre um gekehrt die Erde eine 
ideale Flüssigkeit, so wäre sie auch heute noch im G lechgewicht und der aus 
der G leichgewichtsfigur nachweisbare E ffekt der Flutreibung bestünde einzig 
in  einer langsam en Verringerung der A bplattung, verbunden m it einer geringen 
Zunahm e des T rägheitsm om entes C. Ist die Erde aber plastisch, so stellen  
die 631b nur einen B ruchteil der tatsächlichen, durch die F lutreibung bewirk­
ten  Tagesverlängerung dar. D ieser Faktor ist 0 für die ideale Flüssigkeit und 
1 für die starre Erde. Er muß zur Zeit, als der Mond der Erde am nächsten  
w ar, d. h. vor 2 —4 Milliarden Jahren, am kleinsten gewesen sein.
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T H E  NORMAL SPH ER O ID  OF T H E  EARTH  
AND THE DYNAMICAL D ETERM INATION OF ITS GEOMETRIC PARAM ETERS

K. LED ER STEG ER

SUMMARY

No equilibrium figure exists, which in common w ith the real earth  has the ro tation  
velocity and the m om ents of inertia . Considering the effect of the tidal friction we gain the 
“ equilibrium  figure of the e a r th ” for a sidereal day shorter by 10m31s and for the flattening 
1 : 296. Therefrom we get th e  “ norm al spheroid of the ea rth ” for the present ro ta tion  velocity, 
which is no longer an equilibrium  figure. Only the w ater cover has obtained the present f la t­
tening 1 : 298,3, w hilst th e  fla tten ing  of the inner surfaces of constant density  is too great 
and therefore the m om ent of inertia  C  is too small. This norm al spheroid differs from H elm ert’s 
level spheroid only by th e  m ass function J v  which m ust be taken from the equilibrium figure 
and no t from the real ea rth . The one-param etric figure [k2E , со, J 2, y 0] shows th a t w ith a 
dynam ical determ ination of the geometric param eters of the norm al figure the flattening 
nearly exclusively depends on an error in J.r  whilst the main source of an error in the axis 
lies in the uncertain ty  of к 2 E .  The mass-function \ J A\ derived from artificial satellites is much 
too small.
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L E  SPH É R O ÏD E  NORMAL D E LA T E R R E  ET LA D ÉTERM IN A TIO N  
PR A T IQ U E  DE SES PA RA M ÈTRES G ÉO M ÉTRIQU ES

K. L E D E R ST E G E R

RÉSU M É

Il n ’y a aucune figure d’équilibre don t la vitesse de ro ta tion  e t les m om ents d ’inertie 
so ient les mêmes que ceux de la Terre réelle. Compte tenu  de l’influence de la friction de m arée, 
on o b tien t la «figure d ’équilibre de la Terre» pour un jo u r sidéral plus court de 10™ 31' et pour 
u n  aplatissem ent de la surface de 1 : 296. Pour la vitesse de ro ta tio n  actuelle, on obtien t 
le sphéroïde norm al de la T erre, qui n ’est plus une figure d ’équilibre. L ’enveloppe d ’eau est seule 
à p résen ter l’ap latissem ent actuel de 1: 298,3, l’aplatissem ent des surfaces intérieures d ’une 
densité constante est tro p  grand, et par là, le m om ent d’inertie C  trop  p e tit. Ce sphéroïde 
norm al ne diffère du sphéroïde de niveau de H elm ert que par sa fonction de masse . qui 
doit être  prise de la figure d ’équilibre au lieu de la Terre réelle. La figure à param ètre  unique 
( k - E .  to , J , ,  y0) m ontre que dans la déterm ination  dynam ique des param ètres géométriques de 
la figure norm ale, l’aplatissem ent dépend quasi exclusivem ent de l’erreur J , ,  tand is que pour 
l’axe, la source d ’erreur principale réside dans l’incertitude de k 2E .  La fonction de masse 
| J 4| développée à p a rtir  des satellites artificiels est trop  réduite.

Н О Р М А Л Ь Н Ы Й  С Ф Е Р О И Д  З Е М Л И  И  О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Е Г О  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Х
П А Р А М Е Т Р О В

К . Л Е Д Е Р Ш Т Е Г Е Р

Р Е З Ю М Е

Н е сущ ествует ф игуры  р авн овесия , к отор ая  им ела бы общ ие с реальн ой  Зем лей  
ск ор ость  вращ ения и м ом ент инерции. С уч етом  эф ф екта пр или вного  тр ен и я  все ж е  п о л у ­
ч ается  ф игур а Зем ли  д л я  звездн ы х суток , которы е короче на 10т 3 1 с, и с сж ати ем  п ов ер х­
ности  1 : 296. И з этого  д л я  соврем енной ск ор ости  вращ ения п о л у ч а ется  нормальны й  
сф ер ои д  Зем ли , которы й у ж е  не яв л я ется  ф и гур ой  равн овесия . Т ол ь к о  водны й покров  
х а р ак тер и зуется  соврем енны м  сж ати ем  1 : 2 9 8 ,3 , в то врем я, к ак  с ж а т и е  вн утр ен н и х  
п овер хн остей  равной плотн ости  завы ш ено, а  следовател ьно м ом ент ин ер ц и и  С является  
зан и ж ен н ы м . Этот норм альны й сф ероид отлич ается  от сф ероида у р о в н я  Г ельм ерта только  
по ф унк ции масс J 4, к отор ая  до л ж н а  вы водиться и з ф игуры  р авн овеси я , а  не и з реальной  
З ем л и . Ф игур а с одни м  парам етром  [L2E ,cu ,J2,y 0] показы вает, что при динам ическом  
оп р едел ен и и  геом етр и ч еск и х парам етров н ор м альн ой  ф игуры , с ж а т и е  зави си т  почти  
исклю чительно только от погреш ности в J 2, в то ж е  врем я, как  осн овн ой  источник п огреш ­
ностей  дл я  оси н аходи тся  в неоп р едел ен н ости  к 2Е .  Ф ун к ц и я  м асс ,Г4, вы веденная по ис­
кусственны м  спутни кам , яв л я ется  в зн ач и тел ь н ой  м ере за н и ж ен н о й .
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ZUR BESTIMMUNG DER DICHTE DES NEUTRALGASES 
IN DER HOHEN ATMOSPHÄRE AUS SATELLITEN­

BEOBACHTUNGEN

O. LUCKE, Berlin 

[Eingegangen am 16. März 1965]

Nach eingehenden B etrachtungen über die Fehlerquellen in  den K onstanten der 
Bewegungsgleichungen eines fliegenden Satelliten werden die gegenw ärtigen Methoden zur 
Bestim m ung der Gasdichte in der hohen Atmosphäre und  ihre Fehler diskutiert. D arauf 
wird ein neues V erfahren vorgeschlagen, das voraussetzt, daß  außer der Position und  der 
Zeit auch der G eschwindigkeitsvektor der Bahnkurve m it der re la tiven  Genauigkeit 10~4 
bekann t ist. Man könnte  dann die L uftd ichte auf Grund von aufeinanderfolgenden D urch­
gängen berechnen. A bschätzungen fü r kreisförmige und elliptische B ahnen scheinen ihre 
B rauchbarkeit zu erweisen. Eine Störungsrechnung, die verschiedene Einflüsse zu berück­
sichtigen gestatte t, wird angedeutet.

1. Einleitung

Die Erforschung der Atm osphäre in den Höhen 200 km  ist bekanntlich  
seit dem Start von  künstlichen Erdsatelliten in  eine P hase stürmischer E n t­
wicklung getreten. Für die B estim m ung der L uftdichte in  diesen H öhen, die 
in  dem vorliegenden A ufsatz betrachtet werden soll, hat sich  eine recht prim i­
tiv e  Methode bew ährt, näm lich die Abbremsung der Satelliten  durch das Gas 
in  dieser Sphäre.

Als es vor 25 Jahren zuerst gelang, M eßinstrum ente m it R aketen in  
große Höhen zu bringen, trat auch sofort die Frage auf, w ie dort der Luftdruck  
P , die Temperatur T, die D ichte g und das m ittlere M olekulargewicht M  zu 
m essen seien; vorausgesetzt, daß diese Begriffe überhaupt einen realen Sinn  
hätten . W enn außerdem  vorausgesetzt wird, daß auch die Zustandsgleichung  
für ideale Gase und die hydrostatische Gleichung gültig  seien:

P  — о =  p sH  m it H  =  =  Skalenhöhe ( la )
M  g M

d P
----- =  — Qg m it den üblichen Bezeichnungen ( lb )
dr

würde es genügen, zwei der genannten Größen als F u nktion  der Höhe über 
dem Erdboden h experim entell zu bestim m en. Leider gew innt man durch 
die erwähnte M ethode nur o(h). D ie bisherigen M essungen des Druckes oder
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besser der Temperatur oder des m ittleren M olekulargewichtes sind noch unzu­
reichend. Die schon w eit gediehenen K enntnisse von g(h) und seiner erstaun­
lichen Variationen sind aber m it vielen  anderen Forschungen in der Thermo- 
sphäre verbunden, so daß es angebracht erscheint, die A usw ertem ethode  
kritisch  zu betrachten und Vorschläge für ihre Verbesserung zu machen.

2. Die au f den fliegenden Satelliten wirkenden Kräfte

Wenn man die K räfte, die auf einen fliegenden Satelliten  der Masse 
m s wirken, und die G enauigkeit, m it der sie erfaßt werden können, betrachtet, 
ergeben sich Grenzen für das »Auflösungsvermögen« der Abbrem sungsm ethode 
bei der Erfassung der L uftdichteschw ankungen.

2.1 Beschreibung der Kräfte

Die genannten K räfte lassen sich in solche m it P oten tia l (ms Fi)  und 
solche ohne P otentia l (ms F 2) einteilen . D ie zuerst genannten werden im  
w esentlichen durch die G ravitationsfelder der Erde, der Sonne und des Mondes 
dargestellt.

E i =  grad (U  +  U R) , (2a)

U f f
r

CO ae
Г

^  [Cnm cos (mcf) +  S nm sin (m<p)] ■ P nm (cos $)} . (2b) 
m=o

U  is t das Potential der Schwerebeschleunigung durch die Erde (ohne Zentri­
fugalbeschleunigung), U R dasjenige der übrigen Massen.

Die Kräfte ohne Potentia l bestehen aus den Im pulsänderungen der mit 
dem  Satelliten zusam m enstoßenden Gas- bzw. P lasm ateilchen und den daraus 
resultierenden K räften  sowie aus dem Strahlungsdruck der Sonne.

Die durch den F lug im  Plasm a der hohen A tm osphäre entstehenden  
elektrom agnetischen K räfte, die auf den Satelliten wirken, wurden noch vor 
ein igen Jahren leb h aft diskutiert [I ]. D abei kann die Erregung m agneto­
hydrodynam ischer W ellen vernachlässigt werden [2].

E lektrom agnetische K räfte kom m en dadurch zustande, daß sich der 
S atellit im Flug durch das Plasm a elektrisch aufladen kann, wodurch er even­
tu e ll seine U m gebung polarisiert und durch das M agnetfeld der Erde eine 
Lorentzbeschleunigung erhält. Es hat sich aber gezeigt, daß die elektrische 
Spannung zwischen dem Satelliten  und seiner weiteren U m gebung wenige 
V o lt nicht übertrifft. D ie  dadurch erzeugte Abbremsung des Satelliten  mit nicht 
zu hohem Perigäum  (hp <  1500 km) beträgt nur w enige Prozent der durch 
das Neutralgas erzeugten Abbrem sung [3].
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Für den W iderstand des N eutralgases in der Tliermospliäre ist das Ver­
hältnis der m ittleren freien W eglänge der Moleküle zu den linearen Abm essun­
gen des Satelliten x der kennzeichnende Param eter. Für die m eisten Satelliten  
m it Perigäum shöhen hp >  200 km gilt x g> 1. D ie Erfahrungen der Ballistik , 
für deren Verhältnisse x <g 1 gilt (hydrodynam ischer Grenzfall), können nicht 
ohne weiteres benutzt werden.

Die von den M olekülstößen ausgeübten K räfte hängen ab:
a) Von der relativen  Geschwindigkeit des Satelliten  im Vergleich zur 

m ittleren M olekulargeschwindigkeit,
b) von der Tem peratur der Satellitenoberfläche,
c) von dem R eflexionsm echanism us bzw. dem Flaftverm ögen,
d) von der bei der Reflexion entstehenden D issoziation.
Die meisten dieser Größen können sich in w eiten Grenzen ändern [4], 

ohne die Summe der ausgeübten K räfte w esentlich zu beeinflussen. Daher 
kann diese Summe recht gut durch den aus der Punktm echanik bekannten  
A nsatz (nach N e w t o n ) für die Reibungskraft R  bei der Bew egung des M assen­
punktes im kontinuierlichen, widerstrebenden M ittel dargestellt wrerden.

mit

R =  ms W =  CD А  — vr v r =  — ms ui gvr vr

2 in

( 3 )

Allerdings ist Cd , der W iderstandsbeiwert (D rag-Coefficient), wesentlich  
größer als bei ballistischen  Problem en. Im übrigen bedeutet vr den Geschwin­
digkeitsvektor relativ  zur um gebenden Gasmasse und es gilt I  vr j =  vr. W  is t  
die resultierende W iderstandsbeschleunigung, die der R elativgeschw indigkeit 
entgegengesetzt ist. A  ist die A nsichtsfläche der Satelliten  von der Bahn­
tangente aus gesehen.

2.2 Abschätzung der Größenordnungen

Für Satelliten gewöhnlicher G estalt ergeben theoretische Berechnungen  
Cd =  2,1 2,3 in Übereinstim m ung m it empirischen Ergebnissen. Das ist so
zu erklären, daß bei x  1 die W echselwirkung des Satelliten  m it den M olekü­
len des Gases sich au f v iel größere E ntfernungen erstreckt als im hydrodyna­
m ischen Grenzfall m it x <g 1. Bei sehr tie f fliegenden Satelliten können Ü ber­
gangsfälle auftreten. Satelliten  taum eln häufig um ihren Schwerpunkt, drehen 
sich wie Propeller oder überschlagen sich. W enn die W inkel zwischen Satelli­
tenachse und B ahntangente zufällig verteilt sind, ist das durchschnittliche 
A  gleich einem V iertel der ganzen Oberfläche des Satelliten. Leider führen  
viele Satelliten teilw eise geordnete Bewegungen aus. Sehr häufig kommen
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Präzessionsdrehungen vor, die w ohl von  der W echselwirkung der schwach  
m agnetisierten E isen te ile  der Satelliten  m it dem erdm agnetischen H auptfeld  
herrühren.

W enn unter den Quasiperioden solche Vorkommen, die größer als die 
U m laufzeit des Satelliten  sind, können L uftdichteschw ankungen vorgetäuscht 
werden. Man elim iniert diese Fehler durch Vergleich m it den Ergebnissen von  
anderen Satelliten. D urch solche B ew egungen können die A -W erte bis auf 
50%  fehlerhaft sein. N ur bei kugelförm igen Satelliten ist A  genau definiert.

D ie absoluten B eträge der B eschleunigungen haben die folgenden Größen­
ordnungen:

a) grad (p/r) ^  10 [m/s2]. Der Term des G ravitationsfeldes m it der fo l­
genden Größenordnung ist:

b) 3/2 pajj/r4 C20 sin 2 ê  ^  3 • 1 0 ~ 3 sin 2 ■& [m/s2], während die übrigen 
höchstens von der Größenordnung w eniger 1 0~6 sind, insbesondere die Glieder 
m it C30 und C31.

c) Der B etrag v o n  W  in (3) ist kleiner als IO-5  [m /s2], w irkt sich aber 
durch die andauernd in  eine R ichtung wirkende Kraft bedeutend aus, beson­
ders bei der U m laufzeit.

d) D ie U m laufzeit ist für die D ichtebestim m ungen die w ichtigste Bahn­
größe. Daher spielen die m eisten Glieder der K ugelfunktionsentw icklung von  
U  nur eine geringe R olle. Für die hier verfolgten Zwecke sind die folgenden  
E ffekte wichtig:

Sowohl die B ahnebene als auch die Apsidenlinie (die Verbindungslinie  
von  Perigäum  und Apogäum ) führen R otationen aus. D ie zuerst genannte 
kann die W inkelgeschw indigkeit 10°/Tag nicht überschreiten. Beim  Satelliten  
Vanguard I war dieser Betrag 3°/Tag, während sich in  der B ahnebene das 
Perigäum  um 4,4°/T ag nach Osten drehte. D ie E xistenz der dritten  H arm o­
nischen Qo verursacht eine geringe Schw ankung der E xzen trizitä t der Bahn. 
D iese ist e =  1/cq ]ja'{ — 6], wenn die B ahn durch eine E llipse m it den H alb­
achsen a1 und b1 angesehen wird. D ie E xzentrizität des Erdäquators hat auch 
einen sehr geringen E ffek t bei der R otation  der Bahnebene.

e) Im  G egensatz zu diesen K räften  m it P otential spielt der Strahlungs­
druck der Sonne (und der Erde [5]) bei exzentrischen Bahnen eine große Rolle. 
D ieser Effekt, der vo n  der Größenordnung 10 A/m s [m/s2] ist (das Giorgi- 
System  der physikalischen E inheiten wird benutzt), ist ziem lich leicht zu erfas­
sen [6 ]. Er wird in  den folgenden Ausführungen nicht behandelt.

f) In Gleichung (3) kann oft vr durch v , die G eschwindigkeit in einem  
Inertialsystem , ersetzt werden, sofern es sich um Berechnungen der Luftdichte  
handelt. Wir benutzen daher in den fo lgenden  Berechnungen die Bew egungs­
gleichungen

d2 r _,
=  grad U +  W  . (4)
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E s ist ein glücklicher U m stand, daß in (4) die K oeffizienten von U  m ei­
stens nur kurzperiodische Störungen der K epler-Ellipse verursachen, die man  
für W  =  0 und U 0=  (ijr beobachten würde im G egensatz zu den »säkularen« 
Störungen durch W- Übrigens können die m eisten K oeffizienten in (2b) als 
bekannt angesehen werden.

Die Abbrem sung eines Satelliten  wirkt sich als Abnahm e der großen 
H albachse der K epler-Ellipse aus und wegen des dritten  Keplerschen Gesetzes 
auf die U m laufzeit x. x ändert sich dabei höchstens um  1 s/Tag K U 5 
relativ).

M ultipliziert man die G leichung (4) skalar m it v  und integriert zwischen  
den Bahnpunkten P l und P 2, so erhält man die Energiegleichung. Mit E  == 
=  1/2 v2 — U  und W  =  WQW (v im  Inertialsystem ) erhält man

E 2 — E l =  w j  g(r, 9o)v3 dt =  ZlE , (5)

wobei r, # , (p die K ugelkoordinaten bezeichnen.
B ei Satelliten m it nahezu elliptischen Bahnen m äßiger E xzentrizität 

0,02 <[ e 5  ̂ 0,15 oder 0,2 fin d et die Abbremsung im  wesentlichen in  der 
Um gebung des Perigäum s sta tt. D adurch schwingt sich der Satellit von Mal 
zu Mal weniger hoch in das A pogäum  hinauf. Der Energieverlust geht zu 
Lasten der potentiellen Energie in  der Um gebung dieses Punktes, während  
sich die Perigäum shöhe wenig ändert, e wird kleiner und die K rüm m ungs­
radien Гк sowohl im  Perigäum als auch im Apogäum  nehm en zu. In beiden  
Punkten gilt

ka,p

und deshalb m uß v2 auch im  D urchschnitt wachsen. A u f K osten der poten ­
tiellen Energie w achsen nach (5) sowohl die k inetische Energie als auch die 
Energiedissipation durch R eibung. D a außerdem m it abnehm endem  s auch  
die Bogenlänge s 0 der Ellipse kleiner wird, nim m t auch die U m laufzeit x ab. 
Für Bahnen m äßiger E xzentrizität ergibt sich daraus, daß A E  im wesentlichen  
proportional A x  ist.

3. Die übliche Methode zur Berechnung der Dichteschw ankungen

E s wird sich zeigen, daß m an zur B estim m ung von  gp, dem W ert der 
Dichte im Perigäum , Angaben über z lt , t ,  ê und andere Größen der Satelliten­
bahn braucht. D aher werden einige kurze Angaben über die M eßm ethodik  
und die B ahnbestim m ung gem acht.
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3.1 Beobachtungsmethoden

Man hat zunächst die optisch-photographischen M ethoden, die im all­
gem einen die Positionsw inkel zu einem bestim m ten Zeitpunkt liefern, von den 
M ethoden zu unterscheiden, die die Ausbreitung elektrom agnetischer W ellen 
v o m  Satelliten aus b en u tzen . Die E ntfernung des Satelliten wird neuerdings 
m it H ilfe von L ichtim pulsen  bestim m t, die von  Lasern ausgesandt werden.

W inkelm essungen zu  bestim m ten Zeitpunkten m ittels Präzisions-Satel­
litenkam eras vom T yp B aker-N unn [7] werden m it den G enauigkeiten 1" bis 
2" im  W inkel und 0*001 in  der Zeit ausgeführt. Das entspricht einer Entfer­
nungsgenauigkeit von 5 b is 10 m auf 1000 km.

Entfernungsm essungen m it Hilfe von  Lasern gelingen zur Zeit mit der 
G enauigkeit von 3 m a u f 1000 km [8 ].

Für Bestim m ungen der Luftdichte sind auch B eobachtungen geringerer 
G enauigkeit brauchbar, etw a 0*01 in der Zeit und entsprechend 0,'2 W inkel­
m inuten . Solche G enauigkeiten lassen sich m it relativ einfachen optisch-photo­
graphischen Methoden u n d  aus D opplereffekt- bzw. Interferom eterm essungen  
erzielen [9].

3.2 Zur Bestimmung der Bahnkurven aus Kamerabeobachtungen

D ie Auswertung der optisch-photographischen Beobachtungsergebnisse, 
die hier besonders b etrach tet werden soll, geht etwa nach dem folgenden  
Schem a vor sich [10]: M an beschränkt gemäß den vorstehenden Ausführungen  
U (r, ê ,  cp) in (4) auf

U 0 =  —  (6a)

und zerlegt
r =  R  -(- el .

R  gibt den S tandort des Beobachters im  geozentrischen Inertialsystem  
an, während r die P o sitio n  des Satelliten im  selben System  festleg t. | / |  =  1 . 
(e Z )‘ enthält außer der Satellitengeschw indigkeit die R otationsgeschw indigkeit 
der Erde.

Z -|- 2 e Z -f- e l =  R  -f- ——  (7a)
r3

m it z. В . ë =  d- e/dt2 .
Außerdem gilt

r2 =  e2 +  R 2 — 2 e(Z • R) . (7b)

Z, Z, Z werden aus den Beobachtungen des Satelliten w ährend der Zeit 
v o n  2 bis 5 Minuten gew onnen. R  und R  sind bekannt. Som it hat man für 
die 4 Unbekannten e, é, ë und r 4 Gleichungen. Es em pfiehlt sich , ë und ë aus
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den beiden ersten Gleichungen zu eliminieren. Man erhält eine Gleichung der 
Form

Jß
De =  A  — . (7c)

r3

Für sehr hoch fliegende Satelliten  ist l nahezu senkrecht zu l und l. 
D ann ist D  schlecht definiert und nahezu null. Wir beschränken daher die 
M ethode auf relativ t ie f fliegende Satelliten und gute Beobachtungsdaten. 
D ie Genauigkeit der D aten hat auch großen Einfluß auf die B estim m ung von  
I und T, die durch numerische D ifferentiation gewonnen werden.

Mit Hilfe von r und e gew innt man r ; aus drei oder mehr Vektoren 
?„ (v =  1, 2, 3, . . .) kann die elliptische Bahn bestim m t werden.

3.3 Die Bestimmung der Luftdichte

Eine eingehende Ableitung [10] ergibt, daß die relative Änderung der 
U m laufzeit in Abhängigkeit der L uftdichte bei B erücksichtigung der R otation  
der Atm osphäre durch

dr A r  _ 12л q(r ,d ,q>)  (1 -f- £ cos r/)3!2

dt X Jo Qp (1 — £ CO S I? )1/ 2

1 £  CO S Tj

m it

- d
1  - f -  £  COS f]

d  =  г m e (1 — fi)1̂2

dt]

( 8)

gegeben wird. D abei bedeuten: а =  1/2 (rp - f  ra), die große H albachse der als 
Ellipse angenom m enen Flugbahn, rj ihre exzentrische A nom alie, i den W inkel 
zwischen Bahnebene und Ä quatorebene, coe die R otationsgeschw indigkeit der 
Erde und qp die D ichte im  Perigäum . Man m acht zunächst den (1) entsprechen­
den Ansatz

Í r — r ) R T  kT
Q =  Qp e x p -------—— [m it H — —- =  — —zu- , der Skalenhöhe. (9)

I Я  J g M  gm

Dabei ist M  das m ittlere M olekulargewicht, für das m an aus D iffusions­
berechnungen ein M odell M  (r ,§ ,  q?) gewinnen kann [12]. D irektere Methoden 
anzuwenden ist wünschenswert, m  =  M jL. L  =  Loschm idtsche Zahl. H  kann 
streng durch

H = - (9a)
dq

dr
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als D ichteskalenhöhc definiert werden. Bei bekanntem  M  (r, cp) ist H  (r, 
cp) ein Maß für die Tem peraturverteilung.

Tatsächlich is t  die A tm osphäre nicht kugelsym m etrisch  aufgebaut, 
sondern zeigt regelm äßig eine A bplattung an den Polen und einen bedeutenden  
»Buckel«, dessen h öch ste  E rhebung bald nach dem Sonnenhöchststand ein- 
tr itt . Ferner ist m it unregelm äßigen Erhitzungen während und nach beson­
deren Ereignissen au f der Sonne zu rechnen, die ihre A k tiv itä t darstellen. Das 
kugelsym m etrische M odell (9) m it H  (r) ist daher noch zu  verfeinern.

Um  aus (8) die D ich te der Atm osphäre etw a im  Perigäum  zu berechnen, 
m ü ß te man daher das Gesetz der Dichteänderung längs der Bahn kennen. 
B ei Satelliten m it m äßiger B ahnexzentrizität 0,02 e % 0,2 ist allerdings 
der Beitrag zur A bbrem sung in der Um gebung des Perigäum s bei weitem  am 
größten. Man kann sich deshalb oft dam it begnügen, einen pp-W ert in der 
ersten  Näherung zu berechnen

T  ív e j 1/2

Qp ~  +  3 1 2л а Н  I
1 -  2 e -  +  0 ( e2, Я2’

8 ae
( 10)

Formeln, in denen e2 berücksichtigt wird, sind in [4] angegeben. Dieser 
erste W ert kann zur sukzessiven Verbesserung der gp-W erte dienen. W enn  
m an von der G enauigkeit der pp-W erte nicht mehr als 10% erwartet, was 
durch die Ausführungen im 2. A bschnitt nahegelegt wird, genügt die erste 
N äherung. Tatsächlich sind die w ichtigsten R esultate bisher in dieser W eise 
gew onnen worden.

r
3.4 Einige Resultate der bisherigen Auswertungen

Die bisherigen, recht m ühevollen Auswertungen haben erstaunliche 
Ergebnisse gezeitigt. W enn m an z. B. das N icoletsche M odell [12] für den 
m olekularen Aufbau der N eutralgasatm osphäre annim m t, kann nach (1) bzw.
(9) die Temperatur T  berechnet werden. Einige R esultate seien nach [10] 
zitiert.

Man findet, daß infolge der großen molekularen D iffusionsgeschw indig­
k e it die Temperatur oberhalb 300 km  Höhe m it der H öhe sehr wenig veränder­
lich  ist, so daß m an bequem  den repräsentativen Grenzwert angeben kann.

Für das N achtm inim um  T N gilt dann:

T N =  635° +  0°3 F 10,7 +  0°012 F%i7 [°K ] . (11a)

Hierbei ist F w 7 der tägliche W ert des Flusses der Radiostrahlung der 
Sonne in Einheiten 1 0 ~ 22 W att m2 H z -1 . F 10 7 ist sein m onatlicher M ittelwert. 
(11a) drückt den G ang der N achttem peratur während des Sonnenfleckenzyklus
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aus. W eiter gelten:

T  =  T  J1 -f- 0,4 cos4 —  xf

+  2°5 (F 10i7 — F 1M)

I i — 7. April
+  °°5 F 10,7 COS |4 7Г -

+  1?2 A p

(tägliche Variation) 

(27-tägige Schwingung) 

(halbjährliche Variation) 

(geom agnetischer Effekt).

(11b)

Dabei ist t die Zeit in Tagen, A p die dreistündige geom agnetische K enn­
ziffer und гр der geozentrische W inkel zwischen dem M axim um  des Buckels 
und dem Nullm eridian.

W enn die Sonne während des Fleckenm inim um s eine verschwindende 
A k tiv itä t zeigt, schw anken die Grenztemperaturen etw a zwischen 680 °K  
nachts und 950 °K am Tage. W enn die A ktiv ität während des M aximums voll 
en tfa ltet ist, erreicht sie etw a folgende Schranken: 2000 °K  nachts und 2700 °K  
am  Tage. Bei starken geom agnetischen Stürmen wird sie sogar in niederen 
Breiten 3000 °K übersteigen.

Die in (11b) zu letzt genannten E ffekte sind W irkungen der Plasm astrah­
lu n g  der Sonne, des sogenannten Sonnenwindes. A uf die interessante Inter­
pretation kann im R ahm en dieses A ufsatzes nicht eingegangen werden.

4. Vorschläge

Aus den vorstehenden Ausführungen folgen einige Feststellungen.
a) Zur B estim m ung von qp nach (10) werden außer den in w  zusam m en­

gefaßten Satellitendaten vor allen D ingen noch x, Ax, e und a benötigt. Die 
Berechnung von e erfordert einigen Aufwand, während x und a durch das
3. Keplersche Gesetz m iteinander verbunden sind.

r2/a3 =  4 л 21ц . (12)

D ie U m laufzeit x ist ziem lich leicht zu bestim m en, x is t  relativ  klein, etwa  
10 ~5 * * für niedere Satelliten , IO-7  bis 1 0 ~ 8 für höhere. Man hat also x aus den 
Änderungen der U m laufzeit nach mehreren Umläufen (Ax)n/nx zu bestim m en.

b) D am it hängt zusam m en, daß man von den Luftdichteschw ankungen  
nur die länger-periodischen erfaßt, w ie (11a, b) deutlich zeigen. Es ist nicht 
m öglich, die individuellen Züge jeder Variation zu untersuchen, sogar dann 
nicht, wenn man x als Z eiteinheit betrachtet.
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с) Die Berechnung der B ahnelem ente aus den B eobachtungen erfolgt 
im  wesentlichen gem äß den M ethoden der Astronom ie. D adurch werden die 
M öglichkeiten, die die sim ultane B eobachtung der Satellitenbahnen b ietet, 
nicht ausgeschöpft. D iese m achen aber Berechnungen m it größerer Genauig­
k eit möglich.

Aus diesen F eststellungen  folgen zwei Vorschläge, die nun besprochen 
werden sollen.

4.1 Die direkte Auswertung des Energieintegrals und des Drehimpulses

W enn sim ultane Satellitenpositionsbeobachtungen von  zwei oder mehr 
Stationen aus w ährend einiger hundert Sekunden 2 bis 5 Minuten) m it 
der Zeitgenauigkeit von  etwa OjOl und besser und den P ositionsbeobachtungen  
entsprechender G enauigkeit ausgeführt werden, können die K om ponenten des 
G eschw indigkeitsvektors bestim m t werden. Die G enauigkeit, m it der man den 
B etrag V erhält, dürfte 10 “ 4 oder besser sein.

Die Feststellungen  der P osition  f  (t) zu einem bestim m ten  Zeitpunkt 
und des G eschw indigkeitsvektors v (t ) werden mit denen nach einem oder 
w enigen Um läufen durch die Energie- und die Drehim pulsgleichung m iteinander 
in Beziehung gebracht. Wir benutzen die Energiegleichung (5)

-  и
2 rP,

=  E 2 — E 2 =  A E 12 =  w p(v, ê ,  cp)v3 dt 
l J  P,

(13a)

W enn man die Bew egungsgleichung (4) vektoriell m it f m ultipliziert, 
gew innt man für den Drehimpuls D  =  г X  v die G leichung

dt
D  =  w q v D  . (13b)

Die Änderung des Drehim pulses hat stets die B ichtung des Drehim pul­
ses. Wenn die F lugbahn des Satelliten  in  der 1. Näherung als ebene Kurve 
betrachtet wird, so bleibt auch bei Berücksichtigung des Luftwiderstandes 
(allerdings ohne die R otation  der Atm osphäre und ohne W indsystem e) die 
R ichtung von D  eine B ew egungsinvariante. In diesem Falle ergibt sich für 
den Betrag des Drehim pulses in zwei Bahnpunkten P x und P 2

D2 — Dj =  A D 12 =  exp [îcJ g(r, d, cp) v díj m it D =  r- r] . (13c)

r] ist dabei die exzentrische Anom alie.
Die Terme au f der linken Seite von  (13a) und (13c) werden aus den 

Beobachtungen erm ittelt, und zwar v\ 2/2 m it einem relativen Fehler von hoch-
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stens 10 4. Mit derselben G enauigkeit dürften die W erte von D x und D 2 zu  
erm itteln sein.

U ^ ±  =  re g (re ) ^  
r„ r r

wobei re der »Erdradius« ist, kann etw a m it einem Fehler von 10 -5 bestim m t 
werden. D ie K oeffizienten der E ntw icklung (2b) sind m it derselben G enauig­
keit bekannt.

B ei der Berechnung von v und r] ist darauf hinzuweisen, daß bei dem  
in 3.2 geschilderten und ähnlichen Verfahren noch größere Anforderungen  
an die B eobachtungen gestellt werden, weil vom  Vektor I die zweite A bleitung  
m ittels num erischer D ifferentiation gebildet werden muß.

W ährend auf den linken Seiten der Gleichungen (13a, c) keine w esen t­
lichen Vernachlässigungen nötig sind, ist es zweckm äßig, auf der rechten Seite  
bei der A usw ertung der Integrale die B ahnkurven als Ellipsen anzunehm en.

4.2 Die erste Näherung des Verfahrens

W enn die Polarkoordinaten der elliptischen Satellitenbahn wieder m it 
r, Tj bezeichnet werden, so wird sie durch die folgende Gleichung dargestellt:

»■ = — -------------------------------7-------- *wa(l-ecosfa-ifp). (14)1 - f  E COS (fj —  rlp) 1 + £  COS (Г) — Y]p )

Sie wird bekanntlich aus den beiden ersten Integralen

und

—  (f2 - f  Г2 Г72)
2 r

r- ij =  D

(15a)

(15b)
gewonnen.

W ir identifizieren: Ë  =  1/2 (Ex +  E,)  und D =  1/2 (D l -f- D.,). e und a 
bzw. p  =  a (1 — £2) lassen sich leicht aus E  und D berechnen. Es gilt:

p  =  D 2//t, «
I)

P
2 E

D-
P

2 E

Aus (13b) folgt

rJE, 2 =  tv QV2 ds £ — D [  _  u'2

(16)
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m it

und

und, wenn man über einen ganzen U m lau f vom  Perigäum  zum Perigäum  
integriert:

E ingesetzt erhält man:

Für g(r, {}, cp) werden nun ebenfalls vereinfachende Annahm en gem acht, 
die m ittlere V erhältnisse darstellen.

4.21 Das kugelsymmetrische Modell mit konstantem H

D ieses einfachste Modell wird etw as ausführlicher behandelt. Mit Hilfe 
von  (14) erhält m an

und aus (17b)

D ie Integrale können m it H ilfe der Integraldarstellung der Bessel- 
funktionen

ausgew ertet werden.
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Es gelten
ea . ea

iz = ----- und z =  — i -----=  — i ,  .
H  H

Da ferner 1 0(z) eine gerade und I^z)  eine ungerade Funktion ihrer  
Argum ente sind, erhält man:

A E r Qp ' 2 E  +
2 Ц

I0( i£) -  2 E eil^ iC ) (18a)

J,(i£) und — i l^ iÇ )  sind positive, m onoton w achsende Funktionen von  
£ =  ag/H. £ bew egt sich etw a zwischen den folgenden Grenzen. H is t  klein für  
geringe Höhen und zur N achtzeit, groß für die um gekehrten Verhältnisse. 
In den Höhen rp =  230 und 1230 km sind diese Grenzwerte 40 bzw. 240 km  
[14]. Ferner gilt:

aE =  y  ( rP +  ra) _  _ L  
2

1 + 1 -Ь e r _ s ( 1 -f-1  ) für e <g 1.

Man erhält die Tabelle I:

Tabelle I
W erte für g(l -(- e)

e =  0,2 0,1 0,05 0,02
(1 +  f ) =  0,24 0,11 0,053 0,02

Für Гр — 6600 und ep =  7600 erhält man daher die äußersten W erte:

40 ^  ^  0,6 .

Mit H ilfe dieser Zahlen werden die in (18a) vorkom m enden V erhältnisse 
e~!’ 10(i£) und —ie- f  fi(t£) abgeschätzt, indem  diese für die folgenden A rgu­
m ente £ berechnet werden.

Tabelle I I

W erte für die Verhältnisse e_ î J 0(i£) und — ie~' (i£)

Уs — 0,693 2,30 4,605 6,91 9,21
e - f I 0(t£) = 0,560 0,283 0,191 0,155 0,133
- i e - 4 ^ 0  = 0,213 0,210 0,169 0,143 0,126

Mit wachsendem  A rgum ent nehmen die V erhältnisse m onoton ab. Für  
£ £> 10 m üssen asym ptotische Entwicklungen von  f 0(i£) und — il^iÇ) b enutzt 
werden, weil die Tafeln diese W erte nicht mehr enthalten . V oraussichtlich  
werden sie für £ ^  20 kaum  kleiner als 0,1 sein. Genauere A bschätzungen  
sollen an anderer Stelle veröffentlicht werden.
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Man vergleicht nun die Formel (18a) m it einer für A E  eines Satelliten  
auf einer Kreisbahn m it der D ichte qp.

у-
A E  =  w ----- a2 ç(r])drj = ------g ( a ) a 2gp 2n.  (18b)

2 a Jo 2

Mit Cq =  2, A /m s =  10~ 3 bis 1 0 ~ 4, | w  | =  10~3 bis 1 0 -4 , g(a) =  9 [m/s2] 
erhält man für h =  330 km  (H  я« 75 km ), а =  6700 km aus (18b)

ZlE =  1,3 • 1011 qp .

Für eine Flugbahn m it dem selben Perigäum  rp =  6700 km , der E xzentri­
z itä t e =  0,1, C =  10, H  =  75 km erhält m an dagegen

AE  =  7,7 • 1010 Qp .

D ie pp-Werte in dieser Höhe sind m indestens von der Größenordnung 
1 0 _11 [kg/m 3]. Man schließt, wenn A E  m it der relativen G enauigkeit von 10 ” 4 
b estim m t werden kann, daß die vorgeschlagene Methode sich durchaus für 
die B estim m ung der G asdichte in der hohen Atmosphäre eignen m üßte, ihr 
V orteil besteht darin, daß man a m it H ilfe des 3. Keplerschen G esetzes а3 =  
=  т2,м/4л:2 oder ebenso w ie e gemäß (16) aus den Messungen v o n E  und D rela­
t iv  gut bestim m en kann. Auch geht das zunächst unbekannte H  in (18a) 
w eniger stark als in (10) ein.

4.22 Verallgemeinerungen

D ie bisherigen Ausführungen sind in mancher H insicht zu verbessern.
Am nächsten liegt es, Formeln zu entwickeln, die auch Glieder mit 

e2 enthalten . Dann würden die A usdrücke für v2, dsjdr] und r Glieder mit 
cos2 rj enthalten, die zwar leicht in solche mit cos 2 r] verw andelt werden 
kön n en , aber im E xponenten  m athem atische Schwierigkeiten bereiten. W ich­
tiger als eine quadratische Theorie wäre die Berücksichtigung von

a) der H öhenabhängigkeit von H(r)  und g(r),
b) der A bplattung der Flächen gleicher Dichte an den Polen,
c) der R otation der Atm osphäre,
d) des täglichen Ganges (des B uckels) der A tm osphärendichte am sub­

solaren Punkt.
Zu a):
Aus dP/dr =  — qg und P  =  QgH fo lgt d(ggH)ldr  =  — qg oder

t Г  ß  +  1 , 1  d H
Qg =  £ p g p exp j  ) h  d r \ mit ß  =  ~dr ' ^
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W enn ß — 0 ist, gilt

~P o p

g(r)
exp

Dieser Fall kann in der linearen Theorie leicht behandelt werden; da­
gegen sind Ansätze m it variablem H  kaum  bekannt.

Zu b):
Man nim m t an, daß die Flächen gleicher D ichte R otationsellipsoide sind  

f r (1 — cos2 &c). ist die geozentrische P oldistanz, fj die als bekannt 
anzusehende E xzentrizität. Man ersetzt r und rp in (14) durch r und rp und  
berechnet cos f)c m it H ilfe des Cosinussatzes. W enn man

Qp exp (1 -j- cos2 dc)

in eine nach £j fortschreitende Reihe entw ickelt und nach dem zw eiten Gliede 
abbricht, ist dieser Fall ebenfalls recht einfach zu behandeln. Diese Form  der 
Störungsrechnungen ist auch bei der quadratischen Theorie anzuwenden.

Zu c):
Auch der Einfluß der R otation der Atm osphäre kann durch eine geeig­

nete Störungsrechnung berücksichtigt werden.
Zu d):
Zur Berücksichtigung des täglichen  Ganges m acht man nach (11b) den 

A nsatz Q =  gs( l  -t~ 0,4 cos4 y/2), w obei qs die G asdichte im  subsolaren P unkt 
ist und y> die W inkeldistanz von diesem  Punkt. W iederum  ist cos4 xpj2 durch 
cos ni] und sin ni] auszudrücken und die Störungsrechnung anzuwenden.

Alle diese Vorschläge können erst genauer diskutiert werden, w enn die 
im vorigen A bschnitt dargestellte M ethode sich als praktisch erwiesen hat.

4.3 Die Dichtebestimmung mit Hilfe  des Drehimpulssatzes

Man ist versucht, auch die Form el (13c) zur D ichtebestim m ung zu 
benutzen. Man erhält für eine kreisförm ige Satellitenbahn in einer kugel­
sym m etrischen, ruhigen Atmosphäre

AD =  exp {wQp rp 2 я} .

W enn wieder die D aten | w  | =  1 0 -3 , rp — 6600 km , gp ^  10 _1° [kg/m 3] 
ben u tzt werden, erkennt man sofort, daß hieraus gp n icht bestim m t werden  
kann.
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ON T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  D E N S IT Y  O F N E U T R A L  GAS 
IN  T H E  U P P E R  A T H M O S P H E R E  A C C O R D IN G  TO  SA T E L L IT E  O B SER V A T IO N S

O. LÜCKE

SU M M A R Y

A fte r a d e ta iled  tr e a tm e n t  o f e rro r sources in  th e  co n stan ts  o f th e  m o tio n  e q u a tio n s  
o f a n  o rb itin g  sa te llite , th e  p re sen t m eth o d s for th e  d e te rm in a tio n  of gas d e n s ity  in  th e  u p p e r 
a th m o sp h e re , fu r th e r  i ts  e rro rs  a re  discussed. N e x t, a  novel p rocedure  is suggested  u n d e r 
th e  a ssu m p tio n  th a t ,  besides tim e  a n d  position , also th e  v e lo c ity  v ecto r o f  th e  o rb it is know n  
w ith  a re la tiv e  p recision  o f 10-4. I n  th is  case i t  w ou ld  be  possible to  co m p u te  th e  den sity  o f 
a ir  acco rd ing  to su b seq u e n t passages. E stim a tio n s  fo r c ircu la r and  e llip tical o rb its  seem to 
p ro v e  th e ir  usab ility . H in ts  are  g iven  for a p e r tu rb a tio n  co m p u ta tio n  p ro ced u re  allowing th e  
co n sid e ra tio n  of v a rio u s  in fluences.

D É T E R M IN A T IO N  D E  LA D E N S IT É  D U  GAZ N E U T R E  
D A N S L ’A T M O S P H È R E  S U P É R IE U R E  P A R  O B SER V A T IO N S D E  S A T E L L IT E S

O. LUCKE

R É SU M É

A près l’ex am en  d é ta illé  des sources d ’e rre u rs  d a n s  les co n stan tes  des équ atio n s de 
m o u v em e n t d ’un sa te llite  o rb ita n t ,  les m éthodes ac tu e lle s  de d é te rm in a tio n  de la densité  du  
g az  d a n s  l ’a tm osphère  su p érieu re  e t leu rs e rreu rs sons d iscu tées. L ’au te u r  p ropose  u n  n o u v eau  
p ro céd é  su p p o san t la co n n aissance, en  p lus de la p o sitio n  e t  du  tem ps, d u  v e c teu r  de v itesse  
de l ’o rb ite  avec une p récision  re la tiv e  de 10~4. P a r  ce p rocédé, la densité  de l ’a ir  p o u rra it se 
ca lcu le r  su r la base des p assages consécu tifs. Des e s tim a tio n s  p eu v en t au ssi ê tre  u tilisées p o u r 
les o rb ite s  c irculaires e t  e llip tiq u es. L ’exam en  d ’u n  p ro céd é  de calcul des p e r tu rb a tio n s  p e r­
m e t t a n t  de ten ir co m p te  des d ifféren tes in fluences te rm in e  l ’é tude .
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К ВОПРОСУ ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ ПЛОТНОСТИ НЕЙТРАЛЬНЫХ ГАЗОВ 
В ВЫСОКИХ СЛОЯХ АТМОСФЕРЫ ПО НАБЛЮДЕНИЯМ ИСКУССТВЕННЫХ

СПУТНИКОВ
о. Л У К Е  

РЕЗЮМЕ

После подробного обсуждения источников погрешностей постоянных, входящих в 
уравнения движения спутников, рассматриваются существующие методы для опреде­
ления плотности газов в высоких слоях атмосферы с оценкой их погрешности. Предла­
гается новый метод, при котором допускаетя, что кроме положения и времени известны 
и векторы скорости орбиты с отностельной точностью 10-4. При этом плотность воздуха 
может вычисляться на основе следующих друг за другом переходов. Оценки, выполнен­
ные для круговой и эллиптической орбит, свидетельствуют о применимости метода. 
Анализируется прием для высчисления помех, позволяющий учитывать различные 
воздействия.
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PRAKTISCHER EINSATZ DER MODERNEN 
INGENIEURGEOPHYSIK

O. M E ISS E R , Freiberg  

[E ingegangen  a m  30. M ärz 1965]

Die neuzeitliche W eiteren tw ick lu n g  d e r  k lassischen V erfah ren  d e r A n g ew and ten  Geo­
p h y s ik  u n d  das B esch re iten  n eu er p h y sik a lisch e r Meß- und  In te rp re ta tio n sw e g e  h ab en  fü r 
A nw endungen  der In g en ieu rg eo p h y sik  bei p ra k tisc h e n  U n te rsu ch u n g en  »in situ« neue  M öglich­
k e ite n  erschlossen. A n H a n d  v o n  d u rc h g e fü h rten  U n te rsu ch u n g en  w ird  der E in sa tz  solcher 
n eu er V erfah ren  fü r B a u g ru n d u n te rsu c h u n g en , M essungen an  T a lsp e rren , B auw erken  u n d  
im  B ergw erk  zur B estim m u n g  der b e n ö tig ten  geologischen B o d en k en n w erte  gezeigt.

Die Geophysik hat durch ihre w eltw eite Zusam m enarbeit insbesondere 
im Internationalen G eophysikalischen Jahr (IGY, 1957) und in der Zeit der 
Internationalen G eophysikalischen K ooperation (IGC) sehr große Fortschritte  
gem acht. Das Vordringen in den interplanetarischen R aum  (Satelliten) und 
die grundlegenden neuen Erkenntnisse über den Sonneneinfluß auf das physi­
kalische Geschehen um  und in der Erde ergeben starke Im pulse für weitere 
Untersuchungen. Die internationale Zusammenarbeit ist bestrebt, durch neue 
Programme die gewonnenen Erkenntnisse zu vertiefen und zu erweitern. 
Für die W eltraum forschung ist das Programm der ruhigen Sonne (Q uiet sun) 
1964 geplant. Dem  gegenüber nahm sich die Erforschung des Erdm antels und 
des Erdinnern weniger sensationell aus. Die Untersuchungen über den Aufbau  
des Erdkörpers, besonders des E rdm antels, werden im  »U pper M antle Project«  
(UM P) in den laufenden Jahren besonders gefördert. Für w irtschaftliche 
Zwecke interessieren unm ittelbar aber nur die allerobersten Erdschichten.

Das Gebiet der angew andten G eophysik hat durch die überaus starken  
Im pulse aus den Erkenntnissen über den M antelaufbau und betont m it den 
dabei neu erarbeiteten instrum enteilen Fortschritten (M agnetbandtechnik, 
kernphysikalische A nw endungen, Festkörperphysik) eine w esentliche Berei­
cherung erfahren. Die klassischen Verfahren der Prospektionsgeophysik haben 
w irtschaftlich bedeutende Erfolge bei der Suche nach E rdöl und Erdgas erzielt 
und zur Erm ittlung der T iefenstruktur der Erdkruste beigetragen. Trotzdem  
fehlen hier vielfach noch M ethoden, die einen direkten N achw eis von Boden­
schätzen gestatten. Zur A nwendung der klassischen Prospektionsm ethoden  
treten in der letzten  Zeit neue E insatzgebiete in der Bergbaugeophysik und 
Ingenieurgeophysik hinzu. Die in entsagungsvoller Stille ausgeführten Grund­
lagenforschungen sind sow eit fortgeschritten , daß m an mehr und mehr an 
einen wirtschaftlichen E insatz dieser neuen Verfahren m it Erfolg denken muß.
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Die G eow issenschaften: Geologie, Mineralogie und Geophysik bilden  
stofflich  im G egenstand eine kom plexe E inheit. In der A nw endung (Engineer­
ing) auf unsere obersten  Erdschichten werden diese G ebiete im  Rahmen der 
Ingenieurgeologie, der Felsm echanik und der Ingenieurgeophysik gemeinsam  
zum  Einsatz gebracht. D ie Anwendungsm öglichkeiten bei der Ingenieurgeo­
p h ysik  (Bauten) erstrecken sich auf

1. den Baugrund, seine geologische, stoffliche, physikalische und hydro­
log ische Beschaffenheit;

2. die G roßbauvorhaben selbst, als da sind Talsperren, Großfundamente, 
Straßen, Türme, Schornsteine, K ippen und Tagebaue, Tunnel, Kavernen, 
Schächte und T iefbaue (Bergwerk).

Der Einsatz der Ingenieurgeophysik wird erfolgen bei

1 . der Gründung zusam m en m it der ingenieurgeologischen Beurteilung;
2. dem Bau und  der Auswirkung des Baues auf den Untergrund;
3. der Ü berw achung des fertigen Bauwerkes.

D ie geologischen Bodeneigenschaften: Struktur, Petrographie, K luft- 
und Spaltenbildung, D ich te , Porosität, Durchlässigkeit m üssen m it den p h ysi­
kalischen Eigenschaften: »Gebirgsfestigkeit«, elastisches V erhalten, Theologi­
sches Verhalten, elektrische, kernphysikalische K ennw erte usw . so verbunden  
w erden, daß die entsprechenden Untersuchungen im Labor an Einzelproben, 
Probekörpern und M odellen sowie in situ m ittels geophysikalischer Verfahren 
vornehm lich als N ahverfahren, eine kom plexe Diskussion m it definierten E ich­
w erten zur Beurteilung des gesam ten Objektraumes gestatten . D ie geophysika­
lischen  Interpretationen ähneln den Nahverfahren bei Bohrlochuntersuchun­
gen, ganz besonders dann, wenn auch Messungen nach der T iefe in Bohrungen 
m it vorgenommen w erden können.

Für G ründungsuntersuchungen zur B estim m ung der geologischen Struk­
tur eignen sich m it verfeinerter M eßgenauigkeit und angepaßter Interpreta­
tionstechnik  die bekannten  gravim etrischen, elektrischen, seismischen und  
kernphysikalischen Verfahren. Die Kennziffern wie Porosität, E lastizitäts­
m odul, Poissonsche Zahl, K lüftung und Setzungsverhalten bei statischer oder 
dynam ischer B elastung können in angepaßter Form schon heute gut in situ  
b estim m t werden.

Zur Illustrierung der obigen allgem einen Ausführungen werden aus 
unseren zahlreichen praktischen Untersuchungen einige B eispiele angeführt.

In dem A uslaugungsgebiet der Mansfelder Mulde können aus über lOjäh- 
rigen, zeitlich und räum lich engen N ivellem ents die K urven gleicher Boden­
senkungsgeschw indigkeiten und das W andern der Senkungs- und H ebungs­
geb iete in der Ortslage von  Erdeborn beobachtet und für Schutzm aßnahm en  
ausgew ertet werden. D ie Zonen starker rezenter Erdkrustenbewegungen fallen  
— empirisch festgeste llt — m it einer gravim etrischen A nom alie, die von

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



PRAKTISCHER EINSATZ DER MODERNEN INGENIEURGEOPHYSIK 3 4 3

größeren Lockerm assen herrührt, zusam m en. Aus der Lage der Schw ere­
anom alie wird auch auf die Gefährdung einer H auptstraße durch E rdfälle  
geschlossen werden, wie m ittels seism ischer Vibratorm essungen (Schwingungen  
des Untergrundes im  Bereich von 20 — 80 H z) nachgew iesen wurde.

Für Fundam entgründung eines Schornsteins konnte von  der Baugrube  
(20 X 20 m) aus elektrisch und ham m erschlagseism isch das Durchsetzen eines 
Porphyrganges vorausgesagt werden. D ie daraufhin vorgenom m enen b a u ­
technischen Sicherheitsm aßnahm en ergaben in der Überwachung m ittels  
Schlauchw aagem essungen eine einwandfreie Standfestigkeit des 120 m hohen  
Schornsteines.

D ie statischen Großversuche an Felsverankerungen (Schlauchwaage) 
einer Talsperre ergaben m it seism isch (H am m erschlagseism ik,V ibratorm essun­
gen m it 700 Hz) bestim m ten elastischen K ennzahlen (E lastizitätsm odul, 
Poisson-Zahl, A nisotropie) eine B estim m ung der entsprechenden W erte m it 
der Tiefe und Übereinstim m ung m it der K lüftung des geologischen G esteins­
kom plexes (D iabas).

Seism ische, elektrische und kernphysikalische Untersuchungen an E lb e­
deichen zeigen kom plex einen kom plizierten Aufbau der Flußdäm m e, ihren  
V erfestigungszustand und eine ungefähre Beurteilung für ihre W asserdurch­
lässigkeit (Sickerlinie). Es konnten dabei wertvolle theoretische und experi­
m entelle U ntersuchungen über den Zusam m enhang von Porosität und W ellen­
geschw indigkeit in  A nsatz gebracht werden.

Gerade die B estim m ung der K lüftigkeit eines G esteinskom plexes aus 
den beobachteten  seism ischen W ellengeschw indigkeiten gestattet sowohl bei 
Talsperrengründungen wie im A nstehenden einer U ntertagestrecke w e it­
gehende Schlüsse au f die »Gebirgsfestigkeit« zu ziehen und die erforderlichen 
Arbeitsverfahren zur Schonung der G esteinsfestigkeit festzulegen.

D as V erhalten eines Bauwerkes, statisch  und dynam isch, wird aus seinen  
Setzungen und seinem  Schwingungsverhalten (A m plitude, Frequenz, D äm p ­
fung) in  V erbindung m it dem Baugrund über die Erkenntnisse bei Erdbeben  
hinaus auch bei Industrieerschütterungen (Sprengungen, Maschinen) heute  
einwandfrei beurteilt. Besonders auf die Überwachung von  Talsperren durch  
Präzisionsnivellem ents (Schlauchwaage ^ 0 ,0 1  m m ), Neigungsm essungen  
(Größenordnung 0,1 Bogensekunde) und Erschütterungsm essungen sei h in ­
gewiesen. Auch der unerwünschte A bfluß unter der Sperrmauer läßt sich geo­
physikalisch lokalisieren.

Es ist selbstverständlich, daß die hier angeführten industriellen geo­
physikalischen Beispiele bei den hohen Investsum m en für die Bauwerke als 
w esentliche Ergänzung des ingenieurgeologischen G utachtens sowohl einen  
E insatz der je tz t  schon verfügbaren Ingenieurgeophysik wie eine w eitere  
Intensivierung der entsprechenden Forschungen nach Grundlage und Erpro­
bung dringend erfordern.
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PR A C TIC A L  A P PL IC A T IO N S O F  M O D E R N  E N G IN E E R IN G  G E O PH Y SIC S

P R O F . O. M EIS SER

SU M M A R Y

T h e  m odern  d ev e lo p m en t o f  th e  classical m e th o d s  of app lied  geophysics and  th e  new  
w ay s o f physical m easu rem en ts  an d  in te rp re ta tio n  h a v e  opened new  possib ilités for th e  a p p lic ­
a tio n  o f engineering geophysics in  p ra c tic a l “ in  s i tu ”  investig a tio n s. O n  th e  basis o f a c tu a l 
in v es tig a tio n s , th e  ap p lic a tio n  of such  novel m e th o d s  fo r th e  in v es tig a tio n  of bu ild ing  s ites , 
fo r m easu rem en ts  on d am s, bu ild in g s a n d  in  m ines w ith  th e  aim  to  d e te rm in e  th e  necessa ry  
geo log ical p a ram ete rs  is show n.

L ’A P P L IC A T IO N  P R A T IQ U E  D E  LA  G É O P H Y S IQ U E  D ’IN G É N IE U R

O. M EISSER

R É S U M É

Le d év eloppem en t co n tem p o ra in  des p rocédés classiques de la géophysique  ap p liq u ée  
e t  les nouvelles tech n iq u es de m esurage e t  d ’in te rp ré ta tio n  physiques o n t  o ffe rt de n o u velles 
p o ss ib ilité s  pour les rech erch es p ra tiq u es  «in situ»  de la géophysique d ’ingén ieu r. Sur la  base  
des rech erch es effectuées, l ’a u te u r  m o n tre  l ’a p p lic a tio n  des n o u v e au x  procédés p e rm e tta n t  
la  d é te rm in a tio n  des p a ra m è tre s  géologiques nécessa ires dans les é tu d e s  de fo n d a tio n s, d a n s  
les m esures su r b a rrag es e t  b â tim e n ts  ou  d an s les recherches m inières.

ПРАКТИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ СОВРЕМЕННОЙ ИНЖЕНЕРНОЙ
ГЕОФИЗИКИ

О. М Е Й С Е Р

РЕЗЮМЕ

Современное развитие классических методов прикладной геофизики и освоение 
новых физических приемов измерения и интерпретации открыли новые возможности в 
области применения инженерной геофизики для исследования горных пород в условиях 
их естественного залегания. Опираясь на фактические материалы проведенных” исследо­
ваний, автор описывает применение подобных новых приемов в исследовании грунтов 
при строительстве, в измерениях, связанных с постройкой плотин, а также при горных 
работах для определения необходимых геологических параметров.
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DIE INTERNATIONALE GEODÄTISCHE BIBLIOGRAPHIE

H. P E S C H E L , D resden 

[E ingegangen am  22. M ärz 1965]

D er A u fsatz  g ib t eine Ü bersich t ü b e r E n tw ick lu n g  u n d  S ta n d  der zur w issenschaftlichen  
F o rsch u n g sarb e it u n e n tb e h rlic h en  D o k u m e n ta tio n  der G eodäsie.

Das A ufblühen der W issenschaft in den letzten  100 Jahren ließ die 
Zahl der Veröffentlichungen auf jedem  Gebiet exponentiell anwachsen. D ie  
Geodäten erkannten bereits sehr früh, daß eine zentrale Erfassung aller er­
schienenen Bücher und Fachartikel die Grundlage für jede ernste w issenschaft­
liche Arbeit darstellt, denn sie muß auf einem gründlichen Literaturstudium  
aufbauen. E ine Sam m lung bibliographischer H inw eise, geordnet nach T eil­
gebieten der Spezialw issenschaft, erm öglicht es, alle einschlägigen A rbeiten  
heranzuziehen, vorausgesetzt, daß diese Sam m lung vollständig ist und alle 
w ichtigen Beiträge schon kurze Zeit nach ihrem Erscheinen nachweist.

Bereits 1889 erschien die erste »Bibliographie Géodésique — Geodätische 
Literatur«. Das von Prof. B ör sch  in Potsdam  zusam m engestellte Verzeichnis 
war im Zentralbüro für die Internationale Erdm essung bearbeitet w orden. 
Diese Bibliographie gibt einen Ü berblick über die vorliegenden V eröffent­
lichungen zur Gradmessung und enthält Beiträge aus 17 Ländern. Sie ist die 
erste internationale Fachbibliographie der Geodäsie und umfaßt insgesam t 
25 Jahre. D as Vorwort enthält den D ank an die Fachkollegen Professor 
W it t r a m  aus R ußland und den Ungarn L. v . B o d o l a , der damals als D ozen t  
für Geodäsie am Polytechnikum  in B udapest wirkte.

F ast 50 Jahre später war es P e r r i e r , der französische Geodät und erste  
Generalsekretär der Internationalen A ssoziation für Geodäsie in Paris, der 
sich m it der H erausgabe einer neuzeitlichen geodätischen Bibliographie b e­
schäftigte. Sie erschien 1935 als B and 1 der Bibliographie Géodésique Inter­
nationale und erfaßte die Fachliteratur der Jahre 1928 — 1930 auf dem G ebiete  
der Höheren G eodäsie. Auch an dieser Erstausgabe hatte mit A. T a s s , dem  
Direktor des O bservatorium s B udapest, ein ungarischer Fachmann m itge­
wirkt und das Zustandekom m en dieses Literaturnachweises maßgeblich unter­
stü tzt. Seit 1952 hat Prof. Dr. TÁr c z y - H o r n o c h  von der Technischen H och ­
schule Sopron, M itglied der U ngarischen Akadem ie der W issenschaften, ak tiv  
an den Fortsetzungsbänden m itgearbeitet.
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D a die Bibliographie Géodésique Internationale zu den bibliographischen  
A ngaben von den w ichtigsten  Arbeiten kurze Referate bringt, kann m an sie 
als die erste internationale D okum entation  der geodätischen Fachliteratur  
bezeichnen. Sie erschien regelm äßig aller drei Jahre und erfaßte die zwischen  
den Generalversam m lungen der Internationalen  Union für Geodäsie und Geo­
p hysik  herausgekom m enen V eröffentlichungen. Notw endig gewordene V er­
änderungen in der äußeren Form und das starke A nwachsen der geodä­
tisch en  P ublikationstätigkeit ohne eine äquivalente personelle Verstärkung  
des Bearbeiterstabes verzögerten die H erausgabe um 5 bis 8 Jahre, so 
daß infolge der fehlenden A ktualität das Interesse der Abnehm er zu ­
rückging. Ihr Inhalt konnte m it der m odernen E ntw icklung in der Geo­
däsie nicht mehr Schritt halten, denn die Buchform ist für ein schnelles 
A uffinden  der gesuchten Literatur ungeeignet. Die letzte vollständige A us­
gabe des Jahres 1956 m it den A nnotationen 1949 — 51 fand nur ganz geringen 
A bsatz.

Für die w issenschaftliche geodätische Arbeit in der D eutschen  D em o­
kratischen Republik wurde die Inform ation und D okum entation dringend  
gebraucht. Nach einem  G edankenaustausch m it Prof. Dr. О. M e i s s e r  von  
der Bergakadem ie Freiberg über die M öglichkeiten einer geodätischen D oku­
m entation  richtete der Direktor des G eodätischen Instituts der Technischen  
H ochschule in Dresden eine D okum entationsstelle ein und betraute D ipl.-Ing. 
H .-J. P a u l  mit der Durchführung der dokum entarischen Arbeit. Mit der 
D okum entationsstelle für Geophysik an der Bergakademie Freiberg wurde 
engstens zusam m engearbeitet, was schon daraus hervorgeht, daß ab 1957 die 
E rgebnisse in H eftform  als »Montanwissenschaftliche Literaturberichte, Reihe 
C der Bergakademie Freiberg« erschienen. Für die Inform ationsarbeit bedeutend  
w ichtiger war jedoch die gleichzeitige H erausgabe als D okum entationskarten  
im  Form at D IN  А 6 , alle Angaben sow ohl m it Aufdruck der D ezim alklassi­
fik a tion  als auch m it Stichworten.

Mit dieser E inrichtung konnte eine ausreichende Inform ation für Lehre 
und Forschung der H auptfachrichtung Geodäsie und K artographie an der 
T H  Dresden, aber auch an allen geodätischen Forschungs- und E ntw icklungs­
stä tten  der D D R  erreicht werden. D en Studenten standen nunm ehr für ihr 
Selbststudium , insbesondere für die A usarbeitung ihrer Sem inarvorträge genü­
gend Literaturhinweise zu Verfügung.

W ie jede N euerung auf geodätischem  Gebiet wurde auch dieser D oku­
m entationsdienst zunächst m it V orbehalt aufgenommen. A nfangs herrschte 
die falsche Meinung vor, daß die persönliche Literatursuche nicht zu um ­
gehen sei. Jedoch bald erkannten die W issenschaftler den W ert des D oku­
m entationsdienstes und nutzten  seine V orteile aus. Die M itarbeiter des prak­
tisch en  Verm essungsdienstes erhielten die Inform ationen des R eferated ienstes  
in ihren Betrieben.
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Der W unsch nach größerer Breite und A ktualität der geodätischen  
D okum entation und Inform ation wurde laut. Er ließ sich nur durch eine gut 
organisierte Zusam m enarbeit aller w issenschaftlichen Einrichtungen der D D R  
auf geodätischem  G ebiet erfüllen. So wurden vom  D irektor des Geodätischen  
Institu ts der T H  Dresden m it den D irektoren des G eodätischen In stitu ts  
Potsdam  (Prof. Dr. R e i c h e n e d e r ) und des G eodätischen D ienstes in Leipzig  
(Dipl.-M athem . K r a m e r ) Vereinbarungen getroffen, denen später die R edak­
tion  der Fachzeitschrift »Vermessungstechnik« sich anschloß, wonach die er­
forderlichen Referate der in- und ausländischen Fachpresse gemeinsam  und  
sinnvoll verteilt erarbeitet wurden. Es beteiligten  sich an der Lösung der 
Aufgaben neben den genannten Einrichtungen noch die Dozenturen für Ver­
m essungswesen der H ochschulen für Bauw esen in W eim ar, Leipzig und C ott­
bus, die In stitu te  für M arkscheidewesen, für A ngew andte Geophysik sowie 
für Geodäsie und Fotogram m etrie der Bergakadem ie Freiberg, der K arto­
graphische D ienst in P otsdam  sowie der V E  В Carl Zeiss JE N A . Die Bearbei­
tung der Referate war term inlich gebunden und wurde als D ienstaufgabe  
vorgenom m en. D am it konnte die erforderliche Breite einer aktuellen Inform a­
tion  erzielt werden.

Sehr bald interessierten sich die ausländischen Fachkollegen für diesen  
Inform ationsdienst. D ie enge Freundschaft zw ischen den Soproner und D resde­
ner Instituten  und ihren Direktoren brachte dieses Interesse darin zum A us­
druck, daß Prof. Dr. A. T á r c z y - H o r n o c ii  als Erster seine Mitarbeit anbot, 
indem  er die ungarische Fachliteratur dokum entieren und als Kurzreferate in 
deutscher Sprache nach Dresden senden ließ. Ihm  folgten der bulgarische 
K ollege Prof. W . P e e w s k i , Sofia, und die M itarbeiter des niederländischen  
International Training Centre Fotogram m etrie in D elft unter Leitung von  
Prof. Dr. SCHERMERHORN.

Es zeigte sich sehr bald, wie durch A usw eitung der internationalen  
Kooperation A rbeitskraft, Zeit und Geld für die fachw issenschaftliche Infor­
m ation gespart werden kann, wenn die n ich t mehr zu um gehende L iteratur­
suche durch die D okum entation  auf v iele  Schultern verteilt wird. Ganz en t­
scheidend war bei dieser m ühevollen V orbereitung die Erkenntnis, daß für 
eine moderne Inform ation die V ollständigkeit und zugleich die A ktualität 
nur durch eine großzügige internationale Zusam m enarbeit erreicht werden  
kann, frei von  politischen und w irtschaflichen H em m ungen. Darüber hinaus 
hatte sich gezeigt, daß die freiwillige M itarbeit der interessierten D ien st­
stellen, die ihrerseits die D okum entation zur dienstlichen Aufgabe und gesell­
schaftlichen P flich t m acht, sich bewährte.

Es konnte m it einem  Minimum an K räften  ein Optimum an Inform a­
tion  erreicht werden, besser als m it B erufsdokum entalisten, denen die 
fachlichen K enntnisse für die Erfassung des wesentlichen Inhalts der V er­
öffentlichungen fehlen. D ie rasche A usw ertung der Fachliteratur für die
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D okum entation  bringt außerdem den eingesetzten Fachkollegen große 
V orteile  für ihre eigene w issenschaftliche Arbeit.

D a die Internationale A ssoziation für Geodäsie vor der E ntscheidung  
stand , ihre B .G .I. entw eder einzustellen oder neue moderne Form en für sie 
zu finden, fand der in  Dresden eingeschlagene W eg die Aufm erksam keit 
der Bibliographie-K om m ission der AIG. A uf der X II. G eneralversam m lung  
der IUGG in Helsinki stand das Problem  auf der Tagesordnung. Prof. B a r d a  
von der TH Delft erhielt als M itglied der Kom m ission den Auftrag, U nter­
suchungen und Beratungen über eine neue Form der B .G .I. m it E xperten  
durchzuführen. Obwohl schon in H elsinki der Weg von Dresden für eine 
Internationale D okum entation  bei der finanziellen Lage der AIG als der einzig 
gangbare erschien, brachte doch erst die Expertenkonferenz im Mai 1961 in 
D elft Klarheit. Dort wurden E inzelheiten  einer breiten Internationalen D oku­
m entation  diskutiert und festgelegt. Der Direktor des Geodätischen In stitu ts  
der T H  Dresden übernahm  es, bis zur X III . Generalversam m lung der IUGG  
1963 eine Internationale D okum entation  Geodäsie entsprechend dem Dresdner 
M uster in den vier Sprachen deutsch, russisch, englisch und französisch in 
H eften  und Karten herauszubringen. Außerdem wurde festgelegt, daß die 
bisherige Bibliographie Géodésique Internationale  für die Jahre 1952 bis 1960 
vom  Zentralbüro der AIG noch abgeschlossen werden sollte, um den Anschluß  
zur neuen Form herzustellen.

Als Dauerversuch erschienen seit Januar 1962 die K arteikarten der IGD  
in vier Sprachen, die R eferatehefte aus ökonom ischen Gründen weiterhin  
unter dem bisherigen N am en, »Montanwissenschaftliche Literaturberichte, Reihe 
G, Geodäsie«. Wie zu erwarten, fehlte das Verständnis der G eodäten für diesen  
N am en. Auf eine notw endige Nam ensänderung hatte Prof. Dr. TÁ r c z y - 
H o r n o c h  bereits 1962 bei einer Besprechung über Fragen der in terna­
tionalen  Zusam m enarbeit aufmerksam gem acht. Ab 1963 konnten die R e­
feratehefte als »Bibliographia geodetica« erscheinen, zumal von  diesem  Z eit­
punkt an die Herausgeberschaft vom  N ationalkom itee für Geodäsie und 
G eophysik der D D R  bei der D eutschen Akadem ie der W issenschaften  
übernom m en wurde. Offiziell trat die Bibliographia geodetica die N ach­
folgeschaft der Bibliographie Géodésique Internationale im Septem ber  
1963 an, als bei den Beratungen der AIG in Berkeley die D okum enta­
tion sstelle  des G eodätischen In stitu ts der TU Dresden als Zentralredaktion  
b estä tig t wurde.

B ei den Beratungen in D elft wurde em pfohlen, einige R egionalzentren  
für die IGD zu schaffen, wo die nationalen Veröffentlichungen in der L andes­
sprache sowie diejenigen um liegender Länder zu dokum entieren sind. D er­
artige Regionalzentren der AIG bestehen zur Zeit außer in Dresden in M oskau, 
W ashington, Paris, L ondon, H elsinki und Frankfurt/M ain. W eitere M itarbeiter 
für diese Regionalzentren stellen neben den früher schon aktiven In stitu ten
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in Sopron, Budapest und Sofia mehrere geodätische Einrichtungen in W ar­
schau, Prag, Oslo und Canberra.

Laufend müssen durch persönliche K ontakte der verantw ortlichen M it­
arbeiter im Dresdner Zentrum neue M itarbeiter gewonnen werden, damit die 
internationale Zusam m enarbeit aktiv iert und verbessert werden kann. So 
wurde auf der V II. Konferenz der Europäisch-asiatischen Region für die 
Internationale G eodätische und G eophysikalische Cooperation (Moskau Juni 
1964) eine Em pfehlung angenom m en, wonach alle N ationalkom itees der M it­
gliedsländer nationale Beauftragte für die Internationale G eodätische D oku­
m entation benennen sollen. A uf diese W eise kann eine feste und sehr nütz­
liche Mitarbeit gesichert werden.

In jährlich etw a 1300 Referaten werden aus allen Fachgebieten der 
Geodäsie die international w ichtigsten Arbeiten dokum entiert. Eine Ergän­
zungsbibliographie bringt außerdem noch etwa 1500 T itel und ein Register, 
so daß von weitgehender V ollständigkeit gesprochen werden kann. Die W ei­
terentw icklung der Publikationen wird in Zukunft eine Vergrößerung des 
U m fangs fordern, die heute weder notw endig noch m öglich ist. Der gezielten  
Auswahl der Referate kom m t som it ganz besondere B edeutung zu. Es wird 
eine hochwertige M itarbeit der G eodätischen In stitu te  aller Kulturländer 
gefordert.

Besonders erfreulich ist, daß der Jubilar, Prof. Dr. Dr. A. TÁr c z y - 
H o r n o c h , dem dieser Beitrag zu seinem  65. Geburtstag gew idm et wurde, mit 
seiner ganzen Person die Arbeiten an der Internationalen G eodätischen D oku­
m entation gefördert hat. Dafür sagen ihm wie auch seinen Vorgängern und 
M itarbeitern die Fachkollegen in aller W elt herzlichen Dank.

T H E  IN T E R N A T IO N A L  G E O D E T IC  B IB L IO G R A P H Y

H. PESCH EL

SU M M A RY

T h is is a su m m ary  o f th e  d ev elo p m en t and  p resen t s ta te  o f geodetic  d o cu m en ta tio n  
in d ispensab le  for sc ien tific  re sea rch  w ork.

LA B IB L IO G R A P H IE  G É O D É S IQ U E  IN T E R N A T IO N A L E

H . PESCH EL

R É SU M É

Le m ém oire d onne  u n  ap erçu  du  dévelo p p em en t e t de l ’é ta t  a c tu e l de la d o cu m en ta tio n  
géodésique, ind ispensab le  p o u r  to u t  t r a v a il  de recherche sc ien tifiq u e  in té re s sa n t la géodésie.
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МЕЖДУНАРОДНАЯ БИБЛИОГРАФИЯ ПО ГЕОДЕЗИИ

X. П Е Ш Е Л Ь

РЕЗЮМЕ

В статье дан обзор о развитии и состоянии геодезической документации, необходи­
мой для научно-исследовательских работ.
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MODELLE ZUR DEUTUNG DES ANOMALEN 
VERHALTENS GEOMAGNETISCHER VARIATIONEN 

ÜBER GROSSEN ZYLINDRISCHEN SEDIMENTBECKEN

E . P O R S T E N D O R F E R  u n d  G. P O R S T E N D O R F E R
M IT T E IL U N G  N R. 18 AUS DEM INSTITUT F Ü R  GEODYNAM IK JE N A  D ER  FORSCH U NG SGEM EINSCH AFT

D E R  DAW  ZU B E R L IN

[E ingegangen  am  10. M ai 1965]

D ie A rb e it u n te rs u c h t die M öglichkeit de r D e u tu n g  des anom alen  V erh a lten s  geo­
m ag n e tisch e r B a is tö ru n g en  in  N o rd d eu tsch lan d  d u rc h  ein S trom system , das im  B ere ich  de r 
m ag n e to -te llu risch  e rfa ß ten  g u tle iten d en  S ed im en te  fließ t.

D ie S tro m d ich tev e rte ilu n g  w ird  fü r  v e rsch iedene  M odelle g u tle iten d er Z onen im  S ed i­
m en tb e re ich , in  d e r tie feren  E rd k ru s te  u n d  im  E rd m a n te l th eo re tisch  u n te r  B e ac h tu n g  des 
S k ineffek tes u n d  p ra k tisc h  durch  e lek tro m ag n etisch  äq u iv a len te  M odellversuche a b g esch ä tz t. 
D ie m ag n e tisch e  d Z -W irk u n g  des S tro m sy stem s im  S ed im en tbere ich  fü r v o rgegebenen  geo­
lo g ischen  T ie fen b au  w ird  durch  A uszäh ld iag ram m e e rm it te lt  u n d  m it den ta tsä ch lich  gem es­
sen en  W erten  verglichen.

U ntersuchungen von W i e s e  [1] und S c h m u c k e r  [2] an geom agnetischen  
B aistörungen (T'?w 30 min) im norddeutschen Raum  zeigten, daß sich durch  
N orddeutschland etwa entlang der Linie Bremen — W ittenberge eine o st­
w estlich  gerichtete Grenzlinie zieht, die zwei Räum e m it entgegengesetzten  
Vorzeichen der ZlZ-Komponenten von  Baistörungen abgrenzt. M agneto-tellu- 
rische Sondierungen in Norddeutschland [3] erbrachten den N achw eis, daß 
die Sedim ente des norddeutsch-polnischen Sedim entbeckens m it W erten der 
m ittleren spezifischen Längswiderstände unter 2 —4 i h n  viel niederohm iger 
sind als bisher angenom m en wurde.

D ie V erm utung liegt nahe, daß das O st-W est-Strom system , w elches das 
anom ale Verhalten der zlZ-K om ponenten erklären würde, in erster L inie im  
Bereich des gutleitenden »Sedimentozeans« Norddeutschlands fließ t. D iese  
A nnahm e bedarf aber einer Prüfung in H insicht auf die Frage, wie sich  das 
V orhandensein zusätzlicher gutleitender Schichten in der tieferen hochohm igen  
K ruste bzw. im  oberen Erdm antel auswirken wird.

D azu wurden die Strom dichteverteilungen für drei Schichtenm odelle  
errechnet, die unter Berücksichtigung international vorliegender m agn eto te i­
lurischer Sondierungen und in Zusam m enarbeit m it dem V EB G heophysik durch- 
gefürter M essungen im Gebiet der Insel R ügen entworfen wurden (A bb. 1).

Die Berechnung erfolgte ausgehend von  dem von C a g n i a r d  gegebenen  
A nsatz für die Lösung der elektrom agnetischen W ellengleichung einer harm o­
nischen  ebenen W elle für horizontale Schichtung im elektrom agnetischen egs- 
System

E x =  A  ■ e~kz +  B e+kz (1)
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k =  У 4 n a  • со
1 i

I = -------------

= i ------ 1ÍT-Q  (em cgs.) p = ------- У \ 0 о Т  prakt. E in .

Я ,

2 7Г

1

i со
ЭЬ'х
9z

2 7t

(m agnetisches Feld)

Я у =  Л | В о+кг

( 2 )

( 3 )

X, у  =  kartesische H orizontalkoordinaten.
U nter B erücksichtigung der S tetigkeit der Tangentialkom ponenten von  

E  und Я  an der Grenzfläche zwischen den Medien 1 und 2

A x e klZl +  B x e+klZl =  A 2 e~k‘Zl B 2 e+k*Zl (4)

A x( - k x e~k̂ )  +  B l (kl e+k^ )  =  A 2( - k.,e~k^ )  +  B 2(k2e+k*zi) (5)

lassen sich die K oeffizienten A 2 und B2 errechnen, wenn man die K enntnis  
der K oeffizienten A x und B x im darunterlagernden Medium voraussetzt.

Modell А

1СГ6 1СГ5 1СГ4 10~3 1СГ2 1 0 ' 1 10° j / j 0

Abb. 1. А . S tro m d ic h tev e rte ilu n g  fü r vorgegebene K ru s te n -  u n d  M a n te ls tru k tu r  M odell A:
T yp  R üg en
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Modell В 

1 0 '6 10“5 10" 4 1 e r3 1 e r2 1 e r1 10° j / j о
10 ■1

0 _10

101 -

102 -

103 J

Abb. 1. B . S tro m d ich tev e rte ilu n g  fü r  v o rg egebene  K ru s ten - u n d  M a n te ls tru k tu r  
M odell B: T y p  Z en tru m  des n o rd d e u tsch e n  S ed im en tatio n sb eck en s

Modell C

10" 3 1 e r2 10" 1 10° 101 102 103 j / j о

10 -1 _

0 _10

101

* 1 0 2  - I

10 3 J

A bb. 1. C. S tro m d ich tev erte ilu n g  fü r  v o rg egebene  K ru sten - u n d  M a n te ls tru k tu r  
M odell C: T y p  südlich  des M itte ld eu tsch en  H a u p tab b ru c h es  (G eb iet an s teh e n d en  h o c h ­

ohm igen G ru n dgeb irges)
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Â 2 =  A.  • • (*2 +  fc]) +  B . • A -----(6 )
1 2 k2 1 2 k2

B 2 =  A . e - ^ t + h )  . (b— k i)_ +  B . e-*i(*r-*i). ^  +  fci . (7)
2 k2 1 2 fc2 V

D ie Trennung von R eal- und Im aginärteil von  yí2 und B 2 liefert (8) und (9).

? 1 1 

Abb. 2. Z u r E rk lä ru n g  der v e rw en d e ten  T eu fe n k o o rd in a ten

a 2 = K°2 +  
2

e'P» PJ - t ( ± -  ■ e p j

+ KCT2 — У° 1 B t • eP*
-ь £i 

Pi

+•515Tv p ./
2 К

<p = * L _ * L  у =  ^ -  +
1

ai = —
P i  P i P l Pi ót

f =
1Oi =  —

2 f a . Ói

_  W z  — к

=  (R e  -+- ilm  /lj)  • / • e,f (cos cp — i sin  cp) -f- 

-)- (R e  B 1 -f- i Im By) ■ g  • ev (cos гр — i sin  гр)

Re (A 2) =  e’p ■ f  (R e A x cos cp Im  A x sin cp) -f-

+  ev. g  (R e B y cos гр -)- Im  By sin гр) (8 )

Im (A 2) =  e'?/ (  — Re A x sin cp +  Im  A x cos cp)

-j- e4' g  ( — Re By sin гр -f- Im  By cos гр)
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Bo =  A ,  • - —-— ,_L 1 • e KP‘ P‘- ■ e 'P‘ P*' +
2 j+ 2

f a - f a  + ' ■ ( - - - ). 1  ?-------- [ L  . о  'P *  P J  ■ e  \ P i  P i /в  г
2 У  а .

В .ä =  (Не А , -)- i lm  /íj) ■ g e v • (cos ip -\- i sin ip) 
+  (R e By -f- i lm  B j) • f  e ~q> (cos cp -f- i sin cp) 

Re (B2) =  g e (Re A 1 ■ cos cp — Im  A x • sin cp) +

+  f  e ' 4’ (Re By • cos cp — Im  By sin cp) 
lm  (В,) =  g e~v (R e Ay sin cp -f- lm  Ay cos cp) -j- 

+  / e  ̂ (R e By sin cp -j- I m By cos cp)

Daraus lassen sich die Real- und Im aginärteile von E 2 errechnen.

z_

E 2 =  (Re A 2 -j- i Im  A 2) e P« • • Z \ 1 Gin---- I
Pi '

z

P i

-f- (Re B 2 i Im  В.,) ep- c o s --------- i s in ------=
P i  Pi

___ z z
— e P» Re Ao c o s ------- h i R e A 2 sin —

Pi P 2

z

Pi

i Im  A 2 c o s --------

z i  + — / z
Im  A 2 s in -----1 + 6  P* I Re B.? c o s --------- i Re J3, sin

P 2

z z
+  i Im B 2 c o s -------h Im  B,  s in ----

P i  " Pi

z

Pi
z

Pi

Re (E 2) — e Рг Re A 2 cos
Pi

Im  A 2 s in ----
Pi

+

T____ z  z
+  e Pi Re B 0 c o s ------- г Im  B., s in ----

Pi Pi

(9)

( 10)

-  —  /  I Z  ZIm  (E 2) =  e Pi I +  Re A 2 s in ------- h Im  A 2 c o s -----
V Pz P 2

+

i “I—
~ r  e  P 2 Re B2 sin

Pi
Im  B 2 cos

z

Pi

D en B etrag des elektrischen Feldes erhält man aus

\E2\ = | i (R e E 2) 4 ( I m £ 2)2 ( И )
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und daraus den B etrag der Strom dichte

h  =  *2 • \Ei\. (12)

Für das allerunterste Medium setzt man

Re (A)  =  1 

Im (A ) =  0 

R e (В ) =  0 

Im (ß )  =  0

Modell Sedimentbecken

Pm : D m '• H M “  PS : DS : HS
/ \

T = -=-r s T  -  2 2 6 0 s  -  3 8 m i nDÜ

E i n d r i n g t i e f e  p M  = ^  ] /  10p C M  • Т Й

p M -  1 , 1 3 c m  ps  = 3 3 , 6 k m

Abb. 3. E le k tro m a g n e tisc h e  Ä q u iva lenz  zw ischen M odell u n d  S edim entbecken

So kann man ausgehend vom  alleruntersten Medium sukzessiv die K oeffi­
zienten und dam it die Strom dichteverteilungen für alle darüberlagernden 
Schichten berechnen.

Die Ergebnisse der Rechnungen wurden in A bb. 1 eingetragen. Sie 
zeigen, daß im  Falle des Vorhandenseins einer gutleitenden Sedim entdecke 
m it M ächtigkeiten bis zu 10 km der H auptteil der den Baistörungen zuge­
ordneten Ström e ohne wesentlichen Skineffekt im  Sedim entbereich fließ t. 
D ie Ströme verlagern sich erst in größere Tiefen, wenn die Sedim entm ächtigkeit 
abnim m t bzw. ganz verschwindet.

Die Frage, ob an den Rändern gutleitender Sedim enttröge eine Strom - 
drängung des B aistörungsstrom system s auftritt, wurde durch einen M odell­
versuch untersucht. Die elektrom agnetische Ä quivalenz zu einem zylindri­
schen Becken lieferte eine langgestreckte A lum inium platte (Abb. 3), durch
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die ein 50 H z-W echselstrom  von 800 A  geschickt wurde. An den Rändern  
dieses Modells zeigte sich keine m eßbare zusätzliche Strom drängung.

Für eine erste grobe A bschätzung darf man also das gesam te Sedim ent­
becken als vom  Strom system  gleichm äßig durchsetzt betrachten.

Um  eine Verbindung zwischen dem  geologischen Tiefenbau eines zy lin ­
drischen Sedim entbeckens und den an einem  Punkt P  der Erdoberfläche zu 
erwartenden A Z-Äußerungen des S trom system s zu bekom m en, sei auf Abb. 4 
verw iesen.

D ie m agnetische W irkung eines zylindrischen Strom einheitselem entes

+ + + + + + +

Abb. 4. Zur B erechnung  der m a g n e tis c h e n  W irkung  eines S trom elem en tes

auf P  ist nach dem Biot-Savartschen G esetz

\ H \  =  —  c .
r

Dann ist die gesuchte V ertikalkom ponente

Mit

wird

H z =  \H\ • sin a — C • —  • sin a .
r

X
sin a  =  — 

r

Das ist dieselbe Beziehung wie für die A  g-Schwerewirkung eines zylindrischen  
E inheitselem ents auf den Punkt P , w en n  man die x- und z-K oordinaten ver­
tauscht. W ill man also bei vorgegebenem  geologischem  Tiefenbau die A Z-W ir- 
kung des zylindrischen Strom system s unter Vernachlässigung lateraler Ä nde-
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Abb. 5. V erlau f de r A Z -K o m p o n en ten  von B a is tö ru n g en  in einem  N -S -S ch n itt d u rch  d as N o rd d eu tsch e  S ed im en ta tio n sb eck en ; 
nach  dem  vorgegebenen  geologischen T ie fen b au  au sg ezäh lte  A Z -W erte , — re la tiv e r  V erlau f de r V e rtik a lk o m p o n en ten  von  B a i­

s tö ru n g en , en tn o m m en  u n d  um gezeichnet au s [1]

PO
R

S
T

E
N

D
O

R
F

E
R

 und G
. P

O
R

S
T

E
N

D
O

R
F

E
R



DEUTUNG DES ANOMALEN VERHALTENS GEOMAGNETISCHER VARIATIONEN 3 5 9

rungen des m ittleren spezifischen L ängsw iderstandes abschätzen, so bed ient 
m an sich m it V orteil um 90° gedrehter gravim etrischer Auszähl diagram m e 
für zylindrische Strukturen.

D as zur A uszählung verw endete Sedim entationsbecken wurde nach den  
in  [4, 5, 6 und 7] gem achten A ngaben über den geologischen Tiefenbau N ord ­
deutschlands entw orfen. Abb. 5 ze ig t das Ergebnis dieser A uszählung im  
Vergleich zu den über diesem Profil tatsächlich  gem essenen A Z -W erten von  
B aistörungen. D ie Differenz zw ischen den gem essenen und durch A uszählung  
erm ittelten  W erten können ihre U rsache in  folgenden Gegebenheiten haben:

1. Strukturelle Abweichungen des vorgegebenen Grundgebirgsaufbaues 
vom  tatsächlichen.

2. N ichtberücksichtigung gutleitender Sedim entgebiete südlich des M it­
teldeutschen  H auptabbruches.

3. Lokale Änderungen in den m ittleren spezifischen Längswiderständen  
der Sedim ente.

4 . Vorhandensein gutleitender Schichten im  tieferen K rustenniveau, w ie  
sie bisher nur auf der Insel Rügen m agnetotellurisch erfaßt wurden.

Es muß einer späteren U ntersuchung Vorbehalten bleiben, die gem essenen  
A Z -W erte m it den ausgezählten unter Abänderung der strukturellen und  
lateral-elektrischen Param eter w eiter anzupassen.
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M O D E L S F O R  T H E  IN T E R P R E T A T IO N  O F  T H E  ANOM A LO US B E H A V IO U R  
O F  G E O M A G N ET IC  V A R IA T IO N S O V ER  L A R G E  C Y L IN D R IC A L  SE D 1M EN TA L  B ASINS

E. PO R STE N D O R FER  and  G. PO RSTEN D O RFER

SU M M A R Y

T h e  p re sen t s tu d y  in v es tig a te s  th e  p o ss ib ility  o f an  in te rp re ta tio n  of th e  anom alous 
b e h a v io u r  o f  th e  geom agnetic  b a y  d is tu rb an ces in  N o r th  G erm any as a  consequence of a  c u rre n t 
sy s te m  flow ing  in  th e  sec tio n  of th e  good co n d u c tin g  sed im ents o b ta in ed  b y  m ag n e to -te llu ric  
m ea su re m e n ts .

T h e  d is tr ib u tio n  o f c u r re n t  d en sity  is e s tim a te d  fo r v arious m odels o f good con d u ctin g  
zones on  th e  sed im en tal ra n g e , in  th e  deeper c ru s t  a n d  in  th e  m an tle  th eo re tic a lly  considering  
th e  sk in  e ffec t and  p ra c tic a lly  w ith  th e  a id  o f e lec tro m ag n e tica lly  eq u iv a len t m odel e x p eri­
m en ts . T h e  m ag n e tic  Л Z -effec t of th e  c u rre n t  sy s te m  in  th e  sed im en ta l ran g e  fo r a  given 
geo log ical deep  s tru c tu re  is ca lcu la ted  w ith  n o m o g ram s an d  com pared  w ith  a c tu a lly  o b ta in e d  
m ea su re d  va lues.

M O D È L E S  P O U R  L ’IN T E R P R É T A T IO N  D U  C O M PO R TE M E N T  IR R É G U L IE R  
D E S  V A R IA T IO N S G É O M A G N É T IQ U E S A U -D E SSU S D E S G R A N D S BASSINS 

S É D IM E N T  A IR E S  C Y L IN D R IQ U E S

E. PORSTEN D O RFER e t G. PORSTEN D O RFER

R É S U M É

L ’ouv rag e  exam ine  la  possib ilité  d ’une  in te rp ré ta tio n  du  co m p o rtem e n t irrég u lie r des 
p e r tu rb a tio n s  de ba ies g éo m agnétiques en A llem agne  d u  N ord , p a r  un  systèm e de co u ran ts  
c irc u la n t d a n s  le dom aine des séd im ents bons co n d u c teu rs  co n trô lab les p a r  des m esurages 
m ag n é to -te llu riq u es .

L a  d is tr ib u tio n  de la  d ensité  des c o u ran ts  e s t  évaluée p o u r les d iffé ren ts  m odèles de 
zones co n d u ctrices  dans le dom aine  séd im en ta ire , d a n s  la c roû te  p lus p ro fonde  e t  dans le m a n ­
te a u , d ’u n e  façon  th éo riq u e  en  te n a n t  co m p te  de l ’effe t pellicu laire , e t  p a r  une  m éthode  
p ra tiq u e , à l ’aide d ’essais su r m odèles é lec tro -m ag n é tiq u e m e n t éq u iv a len ts . L ’effe t m ag n é tiq u e  
A Z  d u  sy s tèm e  de c o u ran ts  d an s le dom aine séd im e n ta ire  est évalué p o u r une  s tru c tu re  p ro ­
fo n d e  don n ée  au  m oyen de nom ogram m es, e t  co m p aré  au x  v a leu rs e ffec tiv em en t m esurées.

МОДЕЛИ ДЛЯ ВЫЯСНЕНИЯ АНОМАЛЬНОГО ПОВЕДЕНИЯ ГЕОМАГНИТНЫХ
ВАРИАЦИЙ НАД КРУПНЫМИ ЦИЛИНДРИЧЕСКИМИ ОСАДОЧНЫМИ

БАССЕЙНАМИ

Э. П О Р С Т Е Н Д О Р Ф Е Р  и Г . П О Р С Т Е Н Д О Р Ф Е Р

РЕЗЮМЕ

В работе рассматривается возможность выяснения аномального поведения гео­
магнитных бухтовых возмущений в северной части Германии при помощи системы токов, 
которая течет в толще хорошо проводящих осадков, охватываемой магнито-теллу­
рическими наблюдениями.

Распределение плотности токов оценивается для разных моделей хорошо проводя­
щих зон в осадочной толще, в глубокой части земной коры и в мантии теоретически с 
учетом скин-эффекта и практически при помощи опытов на эквивалентных по электро­
магнитным свойствам моделях. Магнитный A Z  эффект системы токов в осадочной толще 
для заданных глубинных геологических структур определяется по диаграммам и сопо­
ставляется с фактически наблюденными значениями.
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ÜBER DIE GENAUIGKEIT DER BESTIMMUNG DER 
ASTRONOMISCHEN REFRAKTION

K. R A M S A Y E R , S tu t tg a r t  

[E ingegangen a m  6. A pril 1965]

D ie astro nom ische  R efrak tio n  w ird  in  d e r  R egel n u r  aus de r sche inbaren  Z en itd is ta n z  
z, d em  L u ftd ru c k  u n d  d e r T em p era tu r im  B e o b a c h tu n g s o r t  berech n et. Z ur A b sch ä tzu n g  de r 
G renzen  d ieser V ere in fach u n g  w ird u. a. g eze ig t, d a ß  fü r einen m ittle ren  Z u stan d  d e r A tm o ­
sp h ä re  u n te r  A nn ah m e e in e r sphärischen  S c h ic h tu n g  de r E in flu ß  de r A tm o sp h äre  o b e rh a lb  
des B e o b ac h tu n g so rte s  n u r  0 ]'076-tan  z(l +  t a n 2«) b e trä g t.  F ü r  z <, 60° k ö n n en  d esh a lb  a u ch  
e rh eb lich e  A bw eichungen  d e r A tm osphäre  v o m  N o rm a lz u stan d  die R e frak tio n  h ö ch sten s  u m  
0*1 . . . 0"2  v e rfä lschen . R e frak tio n ss tö ru n g en  r ü h re n  h au p tsäch lich  v o n  S ch ich tn e ig u n g en , 
d. h . v o n  A bw eichungen  d e r F lächen  gleicher B re ch u n g sza h l von e iner sp h ärisch en  S c h ich tu n g , 
her. D e r E in flu ß  de r Sch ich tneigungen  w ird  u n te r  de r A nnahm e einer ex p o n en tie llen  A b ­
n ah m e m it der H öhe u n d  e in e r linearen  h o r iz o n ta le n  Ä nderung  u n te rsu ch t. I s t  die h o rizo n ta le  
Ä n d e ru n g  k lein , so is t  de r E in flu ß  der S c h ich tn e ig u n g e n  p ro p o rtio n a l zu  sec2 z  u n d  k a n n  au s 
der B e o b ac h tu n g  v o n  m eh re ren  S ternen in  v e rsch ie d en e n  Z en itd is tan zen  g e n äh e rt e rm i t te l t  
w erden .

1. E in le itu n g

D ie astronom ische Refraktion w ird in der Regel aus der scheinbaren  
Zenitdistanz, dem Luftdruck und der Tem peratur im B eobachtungsort erm it­
te lt. W eitere, die R efraktion beeinflussende Größen, wie z. B . der W asser­
dam pfdruck, der Zustand der A tm osphäre usw. werden nur ausnahm sw eise 
berücksichtigt oder können überhaupt n ich t erfaßt werden. Es soll deshalb  
nachstehend untersucht werden, m it w elchen Fehlern bei der R efraktions­
erm ittlung für Zenitdistanzen <  60° gerechnet werden muß und ob die 
G enauigkeit gesteigert werden kann.

2. B erech n u n g  der astronom ischen  R efrak tion  bei sphärischer S ch ich tu n g
der A tm o sp h ä re

Zur Berechnung der astronom ischen Refraktion zerlegen wir die A tm o ­
sphäre in dünne Schichten, die von F läch en  gleicher Brechungszahl n begrenzt 
werden. Bezeichnen wir die auf diese F lächen  bezogenen Einfallsw inkel des 
vom  Stern kom m enden Lichtstrahls m it i, so lautet die strenge G leichung  
für die R efraktion im  B eobachtungsort В

d n
R  =  e" t a n i ------- , q" =  206 265", (1)

J a  n
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w obei zwischen der Grenze Gr der A tm osphäre und В  zu integrieren ist. D ieses 
Integral ist lösbar, w en n  in jedem Punkt der Bahnkurve des vom  Stern k om ­
m enden Lichtstrahls die Brechungszahl n und  der Einfallswinkel i bekannt 
sind.

D ie Brechungszahl n kann nach [1] aus folgenden Gleichungen

Troposphäre:

Stratosphäre:

p  T0 e Tn
n - l = -------- 77 (v2 — ! ) --------- "7r(v2 ~  vi) ’ (2)

Po 1 Po i
T

n - l = — I - Pß- ( v ß -  1) (3)
К  Po

berechnet werden. E s bedeuten p  =  L uftdruck, T  =  absolute Tem peratur, 
p u =  760 Torr, T 0 =  absolute Tem peratur bei 0 °C, v2 =  Brechungszahl der 
trockenen Luft und v1 =  Brechungszahl des W asserdampfes jeweils beim  
Druck p 0 und der Tem peratur T0 , e =  W asserdam pfdruck,pß =  Partialdruck  
des Gases ß im G asgem isch der Luft, Vß — Brechungszahl des Gases ß  beim  D ruck  
p 0 und der Tem peratur T 0. Wir m üßten dem nach für jeden Punkt der L ich t­
strahlkurve die Größen p ,  T ,eh zw .p ß  und T  kennen, um n berechnen zu können. 
D ies ist praktisch n ich t m öglich, da uns die m om entanen W erte dieser Größen  
n ich t oder nur genähert bekannt sind. W ir können jedoch n für einen m ittleren  
Z ustand der A tm osphäre, über den wir heute bis etwa 700 km Höhe gut in for­
m iert sind [2], für jed e  Meereshöhe innerhalb dieses Bereiches berechnen. D ab ei 
genügt es, sich au f die unteren 60 . . .  70 km  zu beschränken, da oberhalb m it  
genügender G enauigkeit n =  1 gesetzt w erden kann.

Wir können auch  für einen m ittleren Zustand der Atm osphäre den  
wahren Verlauf der F lächen gleicher Brechungszahl erm itteln und bei der 
Berechnung der E infallsw inkel i berücksichtigen, wie dies von H a r z e r  [1] 
durchgeführt wurde. D adurch wird die Berechnung von (1) sehr kom pliziert. 
In  [1] wird jedoch auch  gezeigt, daß die den m eisten Refraktionstheorien  
zu Grunde liegende A nnahm e von konzentrischen K ugelflächen bis zu Z en it­
distanzen von etwa 80° sehr gute N äherungsw erte liefert. Wir wollen deshalb  
für die weitere B ehandlung des R efraktionsintegrals die N iveaufläche durch  
den B eobachtungsort В  durch die Schm iegungskugel in В  ersetzen und an n eh ­
m en, daß die F lächen  gleicher Brechungszahl zum M ittelpunkt M  d ieser  
K ugel konzentrische Kugelflächen sind. D ann kann (1) nach [3] S. 480/81  
ohne nennenswerten G enauigkeitsverlust in die Form

R
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gebracht werden. Hierin bedeuten R  =  R efraktion im  B eobachtungsort B, 
z =  scheinbare Zenitdistanz in  B, n0 =  Brechungszahl in B, n1 =  1 
— Brechungszahl an der Grenze der A tm osphäre, 1 — s =  a/r, a — R adius 
der Schm iegungskugel durch B , r =  A bstand vom  M ittelpunkt M  der K ugel­
flächen , n =  Brechungszahl der K ugelflächen vom  Radius r. Bezeichnen  
wir die Höhendifferenz zwischen einem beliebigen Punkt der Lichtkurve und  
В  m it h, setzen

a h
r =  а -)- h ; s =  1 ----------------- ^  —

a -f h а

und gehen zum W inkelm aß über, so erhalten wir nach einigen Um form ungen

a  J n ü
• d \ +

n ) +

ta n 3г —■tan 3 Z ■ g"
а

(4)

h d

Z a h l e n t a f e l  I

H
km D ruck Torr Dampfdruck

Torr Temp. °C
Standard Atmosph.

Druck Torr Temp. °C

0 1,000 282 56 760,3 4,8 +  9,4 760,0 +  15,0
l 254 53 673,1 3,2 +  4,6 674,1 +  8,5
2 228 61 594,6 1,9 +  0,1 596,3 +  2,0
4 184 53 460,9 0,8 —  10,7 462,5 — 11,0
6 148 74 353,0 0,2 — 23,7 354,2 —24,0
8 119 06 266,3 — 38,0 267,4 — 36,9

10 092 96 197,6 -4 9 ,6 198,8 -4 9 .9
12 069 68 145,1 — 54,2 145,5 —  56,5
16 037 35 77,8 —  54,1 77,7 —  56,5
20 020 10 41,8 —  54,1 41,5 —  56,5
24 010 85 22,5 —  54,1 22,3 -5 2 ,6
28 005 86 12,2 —  54,1 12,1 —  48,6
32 003 18 6,58 —  54,1 6,67 —  44,7
40 000 94 1,94 — 54,1 2,15 —  22,8
48 000 28 0,58 — 54,1 0,77 — 2,5
60 000 05 0,10 — 54,1 0,17 — 17,4
72 000 01 0,02 — 54,1 0,03 — 61,3

B rechungszah len  n der A tm osphäre  fü r  d ie W ellenlänge X =  574 m/i in  versch iedenen  M eeres­
höhen  H  fü r  eine m ittle re  D ruck- u n d  T em p era tu rv erte ilu n g  in  52°5 geographischer B re ite  
n ach  P . H arze r [1] u n d  V ergleich m it de r U. S. S ta n d a rd  A tm osphäre  1962 [2].
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In  Zahlentafel I sind die Brechungszahlen n nach [1] für einen m ittleren  
Z ustand der A tm opshäre für verschiedene Meereshöhen H  auszugsw eise  
angegeben. D ie m eteorologischen W erte sind zwar schon älteren D atum s, 
stim m en aber für H  <[ 32 km befriedigend m it neueren W erten überein, wie 
aus dem  Vergleich m it der U. S. Standard Atm osphäre 1962 hervorgeht. Die 
A bw eichungen für H  32 km sind unerheblich, da sich hier n nur zwischen  
1,000 003 und 1 ändern kann.

Mit den H arzerschen W erten und a =  6370 km erhalten wir für einen 
Ort im  M eeresniveau (H  =  0), wenn wir die m ittlere Brechungszahl im Meeres­
n iveau  m it nm bezeichnen,

о (nm -  1) =  58",282, у  Q" (nm -  l )2 =  0",0082,

—  I * h ■ d ( — 1 =  0",0762, 
a Jnm V n J

R m =  58",282 • tan г -  0",0762 • tan  z +  0",0082 ■ tan 3z —

— 0",0762 • tan 3 z =  58",206 tan z — 0",068 • tan 3 z .

(5)

( 6 )

R m s te llt die m ittlere Refraktion oder Norm alrefraktion im M eeresniveau für 
den in  Zahlentafel I niedergelegten m ittleren Zustand der A tm osphäre dar.

3. Abweichung des wahren Druck- und Temperaturverlaufs längs der Lichtbahn  
von den theoretisch angenom m enen W erten

Vergleichen wir (4) mit (6), so stellen wir fest, daß der E influß der 
A tm osphäre oberhalb des Beobachtungsortes für einen m ittleren Zustand

dRA =  — 0",0762 • tan z — 0",0762 • tan 3 z =  — 0",0762 • tan z (l -f- tan 2 z) (7) 

b eträgt. Aus nachstehender Tabelle

z 0° 20° 40° 60° 70° 80°
I dRA\ 0",00 0",03 0",11 0",53 1",79 14",33

fo lg t, daß dRA für z 60° nur w enige Zehntelsekunden beträgt. Im  Bereich 
z <7 60° können deshalb auch erhebliche Abweichungen vom  N orm alzustand  
der Atm opshäre (z. B . durch Tem peraturinversion in den unteren Schichten) 
die R efraktion höchstens um 0'T . . . 0"2 verfälschen. Hieraus fo lgt ferner, 
daß für z <C 70° die Refraktion im  w esentlichen nur von der Brechungszahl 
und  der scheinbaren Zenitdistanz im  Beobachtungsort abhängt.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)



GENAUIGKEIT DER BESTIMMUNG DER ASTRONOMISCHEN REFRAKTION 3 6 5

Daß die Schwankungen des Druck- und Temperaturverlaufs in der 
Atm osphäre die Refraktion nur sehr w enig beeinflussen, geht auch aus Zahlen­
tafel II hervor, in der die Norm alrefraktionswerte nach verschiedenen R efrak­
tionstafeln  zusam m engestellt sind. H ierbei berücksichtigen nur die W erte  
von H a r z e r  den wahren Druck- und Tem peraturverlauf für einen m ittleren  
Zustand der A tm osphäre, während die übrigen W erte auf H ypothesen beruhen, 
die teilw eise von der W irklichkeit erheblich ab weichen. Trotz der sehr unter­
schiedlichen und hei B e s s e l , G y l d é n  und R a d a u  als überholt zu bezeich ­
nenden Theorien stim m en die W erte für 2 <  80 bis auf wenige Z ehntel­
sekunden überein.

Zahlentafel II

z 40° 50° 60° 70° 80°

H arzer 48,7" 6 9 ,1 " 100 ,2" 158 ,1" 317 ,9"

Bessel 48 ,9" 6 9 ,3 " 10 0 ,6 " 158 ,7" 318 ,9"

G yldén 48,6" 6 9 ,0 " 10 0 ,1 " 15 7 ,9 " 317 ,7"

R ad au 48 ,6" 6 9 ,0 " 10 0 ,1 " 157 ,9" 317 ,7"

V ergleich versch iedener R efrak tionstafe ln  fü r  760 T o rr  L u ftd ru ck , -f-10° C T em p era tu r u n d
6 T orr W asserd am p fd ru ck

N och deutlicher wird die w eitgehende U nabhängigkeit vom  Druck- und  
Tem peraturverlauf in  der Atmosphäre, wenn wir annehm en, daß die Flächen  
gleicher Brechungszahlen horizontale E benen sind. In diesem Falle wird der 
Radius der sphärischen Schichten unendlich groß, so daß in (4) die In tegra l­
glieder wegfallen. Hieraus folgt, daß bei einer horizontalen und ebenen Schich­
tung der A tm osphäre die Refraktion nur von  z und n u abhängt und daß sie 
vom  Zustand der darüber liegenden A tm osphäre völlig unabhängig ist. D ie  
Tatsache, daß sich der Zustand der A tm osphäre trotzdem  entsprechend den 
Integralgliedern in  (4) auswirkt, ist nur durch die Krümmung der optischen  
Schichten der A tm osphäre bedingt.

4. Berücksichtigung des wahren Luftdrucks und der wahren Temperatur im
Beobachtungsort

D a nach den bisherigen U ntersuchungen R  fast ausschließlich nur von  
der Brechungszahl und der scheinbaren Zenitdistanz im B eobachtungsort 
abhängt, läßt sich aus (2) und (4) unter Vernachlässigung des sehr kleinen  
Einflusses des W asserdam pfdruckes die fast immer ausreichende N äherungs­
gleichung

R ~ R m - (8 )
Pm 2
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ableiten. Hierm it kann aus der N orm alrefraktion R m beim Druck p m und  
der Tem peratur T m die Refraktion R  beim  Druck p  und der Tem peratur T  
berechnet werden.

5. Einfluß der Schichtneigung

B ei der H erleitung der R efraktionsgleichung (4) wurde vorausgesetzt, 
daß die Flächen gleicher Brechungszahlen konzentrische K ugelflächen sind, 
die auf der L otrichtung im B eobachtungsort senkrecht stehen. D ies wird  
in W irklichkeit n icht zutreffen. Bezeichnen wir die Abweichung der wahren  
E infallsw inkel i von  den entsprechenden Einfallsw inkeln i* bei sphärischer 
Schichtung mit di und setzen

i =  i* +  di  ,

so erhalten wir aus der strengen G leichung (1)

R  =  Q tan i* А  +  е - Г ° _ д
n J Gr cos2 i*

dn
n

Beachten wir, daß das letzte Glied klein  ist, daß i* von z nur w enig  
abw eicht und daß n ^  1 ist, so erhalten wir den »Einfluß der Schichtneigung«  
aus

o" rB
d R ^ ----------  d i - d n .  (9 )

cos2 z Ja

Zur Diskussion dieser Gleichung gehen wir von einem m ittleren Zustand  
der Atm osphäre aus und suchen den Zusam m enhang zwischen n und der 
Meereshöhe H. Zu diesem  Zweck tragen wir in  einem halblogarithm ischen  
N etz die W ertepaare (n — 1) und H  nach Zahlentafel I auf. Dann können  
wir feststellen, daß log (n — 1) sehr genau durch zwei Gerade angenähert 
werden kann. D iesen Geraden entsprechen die Beziehungen

о ^  9 km  : (n -  1)H ^  (n 1)H=0 • е-°Д0931-н (10)

H ^ >  9 km  : (n — 1)H (n . е-о,ш о9( н - 9)* ( ц )

Hieraus erhalten wir durch D ifferentiation

0 < # < ; 9 k m  : d n ^ b ^ - e - “^  d H ,  

f f  ̂  9 km  : dn b.,-е~аг<-н ~9̂ -d H  , 

etj =  0,10931 , b1 =  — a^n  — 1)H=0; 

a , =  0 ,1 5 2 0 9 , b2 =  — a2 (n  -  1)H=9 .

* Die E x p o n en ten  en tsp rech en  den S te ig u n g en  d e r Sehnen zw ischen log (n — 1)я-о 
u n d  log  (n — 1)h=9 u n d  zw ischen  log (n — 1 )w_ 9 u n d  log (n — 1)h=52-
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D ie Schichtneigungen di  im B eobachtungsvertikal sind hauptsächlich  
vom  horizontalen Tem peratur- und D ruckgradienten der Atm osphäre ab­
hängig. D abei kann angenom m en werden, daß diese Gradienten in den höheren  
Schichten wegen der besseren A usgleichsm öglichkeiten n icht so große W erte  
annehm en wie in unm ittelbarer Nähe der Erdoberfläche. W ir setzen deshalb  
voraus, daß di längs der Lotlinie des Beobachtungsortes В  m it der H öhe  
exponentiell abnim m t, di  wird sich auch längs der Schnittlin ien  des Beobach- 
tungsvertikals m it den K ugelflächen ändern. Nehm en wir der E infachheit 
halber an, daß diese Änderung proportional zur H orizontalentfernung S  von  
В  ist, und daß der Proportionalitätsfaktor r) für alle K ugelflächen konstant 
ist, so können wir den Ansatz
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di  =  d iu( 1 -j- V ' S )e  ' H,l) (14)

m achen. Hierin bedeuten di  =  Schichtneigung im B eobachtungsvertikal in der 
Meereshöhe H  in der H orizontalentfernung S von В , d i 0 =  Schichtneigung in 
B, H u =  M eereshöhe von  В , г], у  =  K onstanten. H ieraus folgt m it S =  
=  (H  — H 0) tan z

d i  == d i0 • -|- г)-d i0 • tan  z (H  — ff,,) • (15)

Setzen wir (12), (13) und (15) in (9) ein und integrieren, so erhalten wir nach  
einigen Um form ungen

dR q" • dig ( ax(n  — 1)h =Ho
cos2 z [ ax -f- у

/ + i l t a n z |

V Oj - f  у /
+

+  (n — 1)h= . л - у ( 9 —H 0)

a 2 +  y «1 +  у (16)

4" V • tan  z (n — 1)H=9 

1
+

a2 +  У I «1 +  У

. p-y(9—H0)

9 — H 0 +

«2 +  У V
9 -  Я„ +

Dabei ist dR  positiv , wenn die unterste Schicht in Beobachtungsrichtung  
gesehen ansteigt, also d i0 positiv  ist. D a die Schichtneigung in 9 km H öhe  
w eitgehend abgeklungen sein wird, können die beiden letzten  Glieder ver­
nachlässigt werden. W ir erhalten dann die vereinfachte Gleichung

d R Q" -d ig
----------(n
cos2 z

1)h = Ho
«i G J ? ? -ta n z l  

«1 +  У l  «1 +  у
(17)
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Um  eine bessere V orstellung vom  E influß des Faktors у  zu erhalten, 
lösen  wir (14) für die L otlin ie von  B (S  =  0) nach у  auf und erhalten

У =

log
d i
dia

( H - t f 0) .  lo g e
(18)

B ezeichnen wir m it h die H öhendifferenz H  — H u, für w elche di =  0,1 d i0 
is t, so erhalten wir aus (18), (17) und (13)

d R
Q"■d i  „

(n — Ц

- l o g  0,1 _  2,30  
log e ■ h h

0,11  h
H ~ H o

2,30 +  0,11 h
rj • й • tan  z 

2,30 +  0,11 h

(19)

( 20 )

H ieraus folgt für H 0 =  0, d i0 im  Gradmaß und h in K ilom eter

d R  ~  Q’11 '' d i°o _______h  ! I  г »? • fe • t a n  z \
cos2z 1° 2 ,30 +  0,11 h  ' +  2,30 +  0 ,1 1 h  j

( 21 )

Ist  rj <[ 0,2, h ^  1 km , z <1 60°, so wird das von r] abhängige Glied <  |0,14j. 
Der Einfluß der horizontalen Änderung der Schichtneigung wird demnach für 
z 60° in vielen Fällen  vernachlässigt werden können. Setzen wir dem nach  
Г] =  0 , so stim m t (21) w eitgehend m it der Näherungsgleichung

d R  0 ,050” • d i0 • h • sec2z

überein, die von B o h r m a n n  [4] unter der Annahm e, daß die Schichtneigung  
linear m it der Höhe abnim m t und in der H öhe h abgeklungen ist, abgeleitet 
wurde.

N ach [4] ist d i0 im  w esentlichen vom  horizontalen Tem peraturgradienten  
d T /d S  im  B eobachtungsvertikal abhängig und es gilt genähert

d i0 ^  1,68° • d T /d S , (22)

w obei dT /dS  in Grad Celsius/km  einzusetzen ist. D am it erhalten wir aus (21) 
m it dT /d S  =  1° C/km, h =  1 km , rj =  0

z 0° 20° 40° 6 0 э

dR  0” 08 0” 09 0” 13 0 ” 31
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Hieraus folgt, daß schon ein geringer horizontaler Tem peraturgradient 
einen merklichen Einfluß auf die R efraktion haben kann. W ir müssen deshalb, 
wenn d T /d S  mehrere °C/km beträgt, was z. B. bei Beobachtungen in H anglagen  
oder an der Grenze zwischen W ald und Feld oder zw ischen größeren W asser­
flächen und Land, der Fall sein kann, m it erheblichen Refraktionsstörungen  
rechnen.

Der Einfluß der Schichtneigung, die durch ein horizontales Druckgefälle 
verursacht wird, ist nach [5] w esentlich kleiner und fä llt in der Regel nicht 
ins G ewicht. Ebenso kann der E influß der »normalen« Schichtneigungen bei 
einem  m ittleren Zustand der A tm osphäre, der nach [1] für z -< 65° <J 0,"08 
ist, vernachlässigt werden.

Im  Zusam m enhang mit der Schichtneigung sei noch au f die Saalrefrak­
tion  hingewiesen, die bei der B eobachtung durch den Schlitz einer B eobach­
tungskuppel auftritt, falls der A ustausch zwischen Luft innerhalb und außer­
halb der K uppel unzureichend ist.

6. Weitere Faktoren, w elche die Refraktion beeinflussen

D ie astronom ische V ertikalrefraktion ist auch noch vom  W asserdam pf­
druck, von  der W ellenlänge des Sternenlichts, von der Jahreszeit, der Tages­
zeit und vom  W ind abhängig. Der E influß der möglichen Schwankungen dieser 
Größen ist jedoch sehr gering und kann im Bedarfsfälle mit genügender 
G enauigkeit erfaßt werden. Nach [6 ] verursachen Luftw ogen in m ittleren  
H öhen der Troposphäre kurzperiodische Refraktionsschwankungen m it einer 
m ittleren Am plitude von  0,"7 und einer mittleren Periode von 1 M inute. 
Schließlich verursacht die Szintillation  R ichtungsschw ankungen m it Frequen­
zen zwischen 0,5 und 100 Hz und m ittleren Am plituden zwischen 0 ," 3  in 
Zenitnähe und 5" in H orizontnähe. D a diese Refraktionsänderungen kurz­
periodisch sind, läßt sich ihr E influß auf die Zenitdistanzm essung durch 
H äufung der Beobachtungen reduzieren.

7. Erfalirungswerte über die Genauigkeit der Refraktionserm ittlung

Um  das Bild über die G enauigkeit der R efraktionserm ittlung abzurunden, 
werden nachstehend die m ittleren Refraktionsfehler m R nach den U n ter­
suchungen von B a u s c h in g e r  (B) [8 ] und Co u r v o is i e r  (C) [7] aufgeführt.

0° 10" 20° 30°
ß ± 0 ,0 " 0,1 0,2 0,1
c ± 0 ,1 " 0Д 0,1 0,2

0 ,1 " sec2 z  ± 0 ,1 0 ' ' 0,11 0,12 0,15

в

50° 60° 70° 75° 80° 85°

0,2 0,3 0,5 0,7 1Д 1,8

0,2 0,3 0,5 0,8 l , i 2,4

0,20 0,30 0,56 1,11 2,14 5,87
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D iese W erte können für z <j 65° gut durch die Gleichung

angenähert werden.
mR =  i  0 ,1" • sec2z ( 23 )

8. Vorschlag zur Erm ittlung des E influsses der Schichtneigung

D ie bisherigen B etrachtungen haben gezeigt, daß der Fehler der Refrak­
tionsbestim m ung hauptsäch lich  von den Schichtneigungen, d. h. von den A b­
w eichungen der Sch ichten  gleicher Brechungszahl von konzentrischen K ugel­
schalen  herrühren. D ie G enauigkeit der R efraktionsbestim m ung läßt sich des­
halb nur dann nennensw ert steigern, wenn es gelingt, den E in fluß  der Schicht­
neigungen zu erfassen. D ies erscheint dann w enigstens genähert möglich zu 
sein , wenn der E influß der horizontalen Änderung der Schichtneigung vernach­
lässig t werden kann. D an n  fä llt in (17) und (21) das Glied m it rj weg. v ist 
also unabhängig von  z  und  der Einfluß der Schichtneigungen

dR v ■ sec2 z : r  =;c2 z; v =  n" J d i - d n ^ Q "  -d i0 • 1 (n l ) H=Htl
or a Y +  у

di° h
(24)

0, 11" •
1° 2,30 +  h

is t  proportional zu sec2 z.  Unterstellen wir, daß diese V oraussetzung zutrifft, 
und bleiben die Schichtneigungen über einige Zeit k onstant, so können wir 
v und die Fernrohrbiegung für einen bestim m ten Vertikal durch Messen der 
Zenitdistanzen von m ehreren Sternen bestim m en. Wir erhalten dann für jede 
Beobachtung mit

cos Z( =  sin cp sin 0,- -|- cos cp cos di cos t,- (25)

dz  =  cos a dq> -j- cos cp sina dt (26)

eine Fehlergleichung von  der Form

v/ =  -f- dz v sec2 Zj — b sin z,-

H ierin bedeuten z,- =  berechnete Zenitdistanz für eine N äherungsbreite cp und  
einen N äherungsstundenw inkel tj, öj =  D eklination des Sterns j ,  а =  Azim ut, 
dtp — Verbesserung v o n  cp, dt =  konstante Verbesserung von  tj, Vj =  Ver­
besserung, z'j =  gem essene Zenitdistanz, Rj  =  berechnete R efraktion, v =  ef­
fek tiv e  Schichtneigung, p ositiv , wenn die Schichten im Vertikal mit dem

-  (z] -}- Ri — z,)
4- 180

(27)
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A zim ut a ansteigen, b • sin z, == Fernrohrbiegung. Wir m üssen also m indestens 
drei Sterne m it verschiedenen Zenitdistanzen im V ertikal m it dem A zim ut 
a oder a -f- 180° beobachten, um die U nbekannten dz, v und b erm itteln zu 
können. B eobachten wir mehr als drei Sterne, so können wir die U nbekannten  
durch Ausgleichung bestim m en. D abei ist darauf zu achten, daß kleine und  
große Z enitdistanzen zu beobachten sind, da sonst v von dz nicht getrennt 
werden kann. Diese Forderung kann u. U . die Annahm e, daß v unabhängig  
von z  ist, in Frage stellen, da sich die horizontale Änderung der Schichtnei­
gung um so stärker bemerkbar m acht, je  größer z  ist. An H and der m ittleren  
Fehler der U nbekannten und der Verbesserungen v kann jedoch beurteilt 
werden, ob der A nsatz entsprechend (27) berechtigt war. Günstiger sind die 
Verhältnisse, wenn cp und t so genau bekannt sind, daß in (27) dz vernach­
lässigt werden kann. Dann können wir uns auf Zenitdistanzen <  45° . . . 50 
beschränken und haben bessere A ussichten, die effektive Schichtneigung v zu 
erm itteln. A uf w eitere Sonderfälle, z. B . cos a- dtp =  0 oder cos cp ■ sin a ■ dt =  0 
oder E lim ination der Fernrohrbiegung durch B eobachtung von diam etralen  
Sternen in etw a gleicher Zenitdistanz usw . soll hier nicht näher eingegangen  
werden.
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ON  T H E  AC C U R A C Y  O F T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  A STRO NOM ICAL
R E F R A C T IO N  

K. r a m sa y e r  

SU M M A R Y

In  n o rm al cases th e  astro n o m ica l re fra c tio n  is c a lcu la te d  o n ly  from  th e  a p p a re n t 
z e n ith -d is ta n c e s  a n d  th e  p ressu re  an d  te m p e ra tu re  o f th e  a ir a t  th e  o b se rv a tio n  s ta tio n . To 
e s tim a te  th e  lim it o f th is  sim plifica tion  i t  is show n th a t  th e  in flu en ce  of th e  a tm o sp h e re  
above th e  o b se rv a tio n  s ta tio n  fo r s ta n d a rd  c o n d itio n s an d  sp h erica l lay e rs  is  on ly  0('076 ta n  z 
(1-j- ta n 2 z). H ence fo r z < 6 0 °  even  th e  in flu en ce  o f essen tia l anom alies from  th e  s ta n d a rd  a t ­
m osphere  will be  <  0"2. T he m ain  source o f re fra c tio n  anom alies are  th e  inc lin a tio n s o f th e
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o p tic a l layers, th a t  is to  say  th e  d e v ia tio n  o f th e  lay ers  o f equal re fra c tio n  in d ex  fro m  
c o n ce n tric  spherical lay e rs . T h e  in fluence  o f th ese  in clin atio n s is in v es tig a te d  assum ing  
t h a t  th e y  are ex p o n en tia lly  decreas in g  w ith  a lt i tu d e  an d  th a t  th e  h o rizo n ta l change is lin ea r. 
I f  th e  la t te r  is sm all, th e  in flu en ce  of th e  in c lin a tio n s  o f th e  o p tica l lay e rs  is p ro p o rtio n a l 
to  sec2 z an d  m ay  he a p p ro x im a te ly  d e te rm in e d  b y  th e  o b se rv a tio n  o f severa l s ta rs  w ith  
d if fe re n t zen ith -d is tances.

S U R  LA P R É C IS IO N  D E  LA D É T E R M IN A T IO N  D E  LA R É F R A C T IO N
A STR O N O M IQ U E

K. RAMSAYER

R É SU M É

P o u r calculer la ré fra c tio n  a s tro n o m iq u e , on  n ’utilise  d ’o rd inaire  que la d istan ce  a p p a ­
r e n te  d u  zén ith  z, a insi que la p ression  e t  la te m p é ra tu re  de l ’a ir à la  s ta tio n  d ’o b se rv a tio n . 
P o u r  éva lu er les lim ites d ’un e  telle  sim p lifica tio n , l ’a u te u r  d ém o n tre , e n tre  a u tre s , que d an s 
les co n d itio n s norm ales de l ’a tm o sp h è re  e t  en  cas de s tra tif ic a tio n  sp h é riq u e , l ’o b se rv a tio n  
e s t  de  0,076 ta n  z /l-J - ta n 2z) seu lem en t. P a r  co n séq u en t, p o u r z =  60°, des éca rts  m êm e 
co n sid érab les  de l ’a tm o sp h è re  p a r  ra p p o r t  a u x  co n d itio n s norm ales n ’a ltè re n t  la ré fra c tio n  
que  de  O l"  . . . 0 "2  au  p lus. Les p e r tu rb a tio n s  de la ré fra c tio n  ré su lte n t en  p rem ier lieu des in ­
c lin a iso n s de couches, c’e s t-à -d ire  des éca rts , p a r  ra p p o r t  à une s tra tif ic a tio n  sp h érique, des 
su rfa ce s  a y a n t des ind ices de  ré fra c tio n  id en tiq u es . L ’in fluence des inclinaisons de couches e s t 
ex am in ée  en su p p o san t la d im in u tio n  ex p o n en tie lle  avec  l ’a ltitu d e  e t une  v a r ia tio n  ho rizo n ta le  
l in é a ire . Si ce tte  v a ria tio n  h o rizo n ta le  est fa ib le, l’in fluence des inclinaisons de couches e s t 
p ro p o rtio n n e lle  à sec2 z e t  p e u t  ê tre  calculée a p p ro x im a tiv em e n t de l’ob se rv a tio n  de p lusieu rs 
é to ile s  à d ifférentes d is tan c es  du  zén ith .

О ТОЧНОСТИ ОПРЕДЕЛЕНИЯ АСТРОНОМИЧЕСКОЙ РЕФРАКЦИИ
К . Р А М З А Й Е Р

РЕЗЮМЕ

Астрономическая рефракция вычисляется, как правило, только по кажущемуся 
зенитному расстоянию z, давлению воздуха и температуре, характерным для пункта на­
блюдения. Для выяснения ограничении подобного упрощения показано, что при нормаль­
ных атмосферных условиях и, принимая срефическую слоистость, влияние атмосферы 
над пунктом наблюдения составляет лишь 0,076 tanz( l  -f tan2 z). В связи с этим, при 
г <  60°, рефракция искажается, даже при более значительных отклонениях от нормаль­
ных условий атмосферы, не более чем на 0,1 — 0,2. Аномальные рефракции вызываются 
главным образом отклонениями оптических слоев, т. е. отклонениями плоскостей с рав­
ными показателями преломления от сферической слоистости. Влияние этих отклонении 
изучается с предположением, что последние уменьшаются с высотой по экспоненциаль­
ному закону, а горизонтальные изменения являются линейными. При небольших гори­
зонтальных изменениях влияние отклонений слоев пропорционально с е к 2 и может быть 
приближенно вычислено по наблюдениями над несколькими звездами при различных 
зенитных расстояниях.
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DIE RÄUMLICHE DREHSTRECKUNG*

К . R IN N E R , G raz 

[E ingegangen am  6. A pril 1965]

F ü r  die B erechnung  v o n  N etzen der d re id im en sio n a len  G eodäsie bestehen , w ie fü r  
ebene N etze , eine R eihe v o n  G rundaufgaben . Z u  d iesen  gehören  n eben  den einfachen A u fg ab en  
der P u n k tb e s tim m u n g  im  R a u m , durch  rä u m lich e  R ich tu n g en , W inkel u n d  S treck en  a u c h  
die O rien tie ru n g  eines B ü n d e ls  von  R a u m s tra h le n  u n d  die räu m lich e  D reh streckung . U b e r  
die le tz te re  w ird  in  dieser A rb e it  berich te t, w ä h re n d  a u f  die d a rau s  folgende O rien tie ru n g  
eines R au m b ü n d e ls  an  a n d e re r  Stelle e ingegangen  w ird , (s [4]).

E in e  räu m lich e  D reh streck u n g  ist eine l in e a re  T ran sfo rm a tio n , d u rch  welche die F o rm  
eines R au m n e tze s  e rh a lte n  b le ib t. Sie is t d u rc h  d re i V ersch iebungsgrößen , drei P a ra m e te r ,  
einer räu m lich en  D rehung  u n d  einem  M a ß s ta b s fa k to r , also d u rc h  in sg esam t 7 P a ra m e te r  
b e s tim m t. Sie e n tsp ric h t e in e r H e lm ert-T ran sfo rm atio n  im  R aum . In  de r vorliegenden A rb e it  
w ird eine L ösung  de r e in fach  b estim m ten  A ufgabe  besch rieb en , sowie a u f  zwei w eitere L ö su n g en  
e ingegangen, in  w elchen d re i en tsprechende P u n k te p a a re ,  also 2 Ü berb estim m u n g en  vo rlieg en . 
Schließlich  w ird  au ch  die A usgleichung des ü b e rb e s tim m te n  System s gezeigt. Die p ra k tisc h e  
A n w endung  w ird  an  Z ah lenbeisp ielen  v o rg e fü h rt, w elche in  fü r die H an d rech n u n g  g ee ig n eten  
V o rd ru ck en  b e rech n et w erden .

Ein räum liches N etz  N,  welches in  einem  örtlichen System  berechnet 
wird, kann als Modell für das endgültige, zu N  ähnliche N etz N L aufgefaßt 
werden und läßt sich daher durch eine V erschiebung, Streckung und D rehung  
mit N l zur Deckung bringen. Die T ransform ation, welche N  in N  ̂ überführt 
bezeichnen wir als räum liche D rehstreckung; wir können sie benutzen, um  
Zwangsanschlüsse zu erfüllen, oder p artielle  N etze zu einem  einzigen zusam ­
m enzuschließen.

Die räumliche Drehstreckung s te llt  eine konforme, lineare Transform a­
tion dar, welche durch 7 Parameter, dem  Streckungsfaktor, drei K om ponen­
ten des Schiebungsvektors und die drei Param eter einer räumlichen D rehung  
bestim m t wird.

1. A llgem eine Lösung

Zur B estim m ung der Parameter einer Drehstreckung muß eine A nzahl 
von zugeordneten K notenpunkten P , P L vorgegeben sein, welche wir A n ­
schluß-, Zwangs- oder Paßpunkte nennen wollen. Die Ortsvektoren der P u n k te

* B em erk u n g : D iese U n te rsu ch u n g  w ird  a u c h  in  Bd. VI. des »H andbuches d. V e rm es­
sungskunde« v o n  J o r d a n  — E g g e r t — K n e is s e , J .  B . M etzlersche V erlag sb u ch h an d lu n g , S t u t t ­
g a r t  in §. 102 au fgenom m en  w erden.
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3 7 4 к .  W i n n e r

im  System  N  seien m it x, die entsprechenden im  System  N L m it xL bezeichnet, 
c sei der V erschiebungsvektor, /.i der Streckungsfaktor und A die (orthogonale) 
M atrix, welche die räum liche Drehung bew erkstelligt.

Denken wir uns N  verschoben, bis ein Punkt P 0 m it seinem entspre­
chenden P 0L zusam m enfällt, so ist der V erschiebungsvektor c durch

H ierauf strecken wir das verschobene N etz N '  von P o/ aus m it dem  
F aktor /t

x "  =  / i ( x  —  X i )

und verdrehen das erhaltene N etz N "  um  eine durch P uL gehende A chse  
a um  den W inkel a , bis sich entsprechende Punktepaare decken. Der m ath e­
m atische Ausdruck für diese Operation wird durch die Gleichungen

X L =  X U L +  A ( X "  —  X " o )  ( 2 a )

=  x 0 L +  l " A ( X —  X o )
oder auch

X L  ~  c +  /<Ax
C =  x 0 L — /iA x « (2b)

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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gegeben. Durch Quadrieren der 2. Gin. (2a) erhalten wir eine geom etrisch  
leicht verständliche D arstellung für den Streckungsfaktor:

/1 = f ( * L  —  x 0l )2

(x - xo)2
(3a)

Dieser kann dem nach berechnet werden, wenn außer ( P 0, P HL) noch ein w ei­
teres entsprechendes Punktepaar (P , P L) gegeben ist.

Um  die M atrix A zu finden, denken wir uns die D rehung um 2 A chsen  
ausgeführt. Erst derart, daß ein Punkt P"± m it seinem  entsprechenden PlL 
zusam m enfällt und dann um die Achse ( P üL P 1L), bis ein weiterer P unkt P 2 
seine richtige R aum lage besitzt. Bezeichnen Ax, A 2 die zu diesen Drehungen  
gehörigen M atrizen, so ist die Matrix der Drehstreckung durch

А =  A ,A j (3b)
bestim m t.

Die Achse der ersten Drehung muß offensichtlich normal zu den V er­
bindungsgeraden (P 0/ P " j), (P üLP 1L) sein, der Drehw inkel xx wird von diesen  
eingeschlossen (s. Fig. 1). Bezeichnen wir die R ichtungen m it

s, = XlL X0L
1L ~  1 i

A l t  —  * o  L
(4)

so sind die E lem ente (a,, xx) der ersten Drehung durch die Beziehungen

COS * 1 =  s i * S 1L

s i n *1 =  1»! X  s, j

a S 1 X s lL
sin a A

bestim m t. Mit den K om ponenten (o1o2a:s) der R ichtung ax der Drehachse und  
dem Drehw inkel x1 können wrir nach [1] die 9 E lem ente a ik der Drehmatrix A x 
berechnen.

« i i =  (1 - cos * l )
2

«1 • COS X

«21 =  (1  - -  cos * l) a^dy + d i sin X]

« m =  (1  - -  cos * l ) CL j d g d i sin x l

«12 . ( 1  - -  cos a l ) d.ydX — «3 sin xx

«22 =  (1  - -  cos * l )
2

d 2 + cos x x

«32 =  (1  --  cos * l ) dyd:i «1 sin x x

«13 =  (1  — cos x l) «3«1 + d у sin x l

®23 =  ( 1 - -  cos « l ) d>yd у — «1 sin x x

«33 =  (1  - -  cos * l)
2

«3 + cos a,
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M it H ilfe der M atrix A x verdrehen wir das N etz N "  nach N " '  und bestim m en  
den O rtsvektor x2" eines weiteren N etzpunktes Pi"

хг" =  x„l +  M i  (x2 -  x .i)-

D am it können wir die E lem ente der zw eiten  Drehung le ich t bestim m en. Die 
D rechachse ist offensichtlich die Gerade ( Р п̂ Рц)

а, =  s lL (7a)

und den Drehwinkel x , erhalten wir aus der Gleichung

X2i. =  X()L +  A 2 (xó" X,„),

in welcher nur mehr a2 als U nbekannte auftritt. Zur B estim m ung von x2 
b enötigen  wir lediglich eine der drei skalaren Gleichungen, welche durch die 
obige Vektorgleichung verm ittelt werden. Wir brauchen daher von P.,L nur 
eine K oordinate zu kennen. Eine räum liche Drehstreckung ist som it bestim m t, 
w enn von  2 Anschlußpunkten alle drei und v on einem weiteren eine K oordinate 
gegeben sind.

Nehm en wir (wie üblich die H öhe) Z.iL als gegeben an, so folgt eine 
transzendente G leichung für a2

(« 1 « 3  (1  —  COS * 2)  —  «2  s i n  * 2 ) ( 4 "  —  X ü l )  +

+  (a2a3 (1 -  cos a2) +  a2 s in x2) (y'2" -  y 0L) +
+  (a\  (1 — cos xj) +  cos x2) (z2" -  z0L) =  z2/ — z 0L,

w elche wir leicht umformen können:

sin x2 A  -j- cos «2 В  -f- C — 0 

A  =  « i 0 4 "  —  J o l )  —  « 2  ( * 2"  “  * o t )

В =  _  03 D  +  z2" — zoi_ (7b)

C =  a3 D -  (z2L — z0 J

D =  a, (4 "  -  * 0L) +  a.  (yi" -  y 0L) +  a3 (z2" — z0L) .

D ie Gleichung b esitzt zwei Lösungen

tan =  1 _  (Л  =F M 2 +  ß 2 -  C2), ( 7c)
L H — C
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DIE RÄUMLICHE DKEHSTRECKUNG 3 7 7

m it welchen wir die für den Aufbau der Matrix A2 benötigten  Funktionen

sin a,

о a22 tan  — —
2

1 -j- tan2 - —-
2

1 — tan 2

cos a12 =
1 4- ta n 2

a„ (7d)

berechnen. Die Aufgabe hat zwei Lösungen, was auch aus geom etrischen Grün­
den leicht verständlich ist. Ein Zahlenbeispiel ist in Vordruck I  berechnet.

In der Regel ist eine größere Zahl von Anschlußpunkten m it allen drei 
K oordinaten (xyz) gegeben. In diesem  Fall liegen U berbestim m ungen vor, die 
wir zu einer Ausgleichung benutzen können. Hierzu benötigen  wir N äherungs­
w erte für die Param eter der D rehstreckung, welche wir nun nicht nach dem  
vorher beschriebenen Verfahren, sondern einfacher m it H ilfe von drei durch 
alle Koordinaten bestim m te A nschlußpunkte ermitteln w ollen.

D ie Achse a der G esam tdrehung muß in der Sym m etrieebene der Ver­
bindungsstrecke ( Р ц Р ' / )  eines entsprechenden Punktepaares liegen und kann  
daher als Schnitt von 2 derartigen E benen  bestim m t w erden.

Für die Sym m etrieebene ist der Verbindungsvektor

n i =  ( x "  -  x / l )  ( 8 a )

eine Norm ale (Bild 1), die Schnittgerade zweier Sym m etrieebenen, also die 
Drehachse a, muß daher parallel zum äußeren Produkt der Normalen n,,n2 
sein und durch P 0L hindurchgehen:

a parallel (nt X и ,). (8b)

Der Drehwinkel a wird von den beiden Ebenen (aP L) und (aP " )  eingesehlossen, 
is t daher gleich dem W inkel, den die R ichtungen

m, parallel a X (x" — \ 0L)

nia  parallel a X (x,l — x 0J  (8c)

der Normalen dieser Ebenen m iteinander bilden, und läß t sich aus der Bezie­
hung

cos а =  m, • m,x (8 d)

erm itteln . Mit (a, x) können wir unter Benutzung der Beziehungen (6 ) die 
E lem ente der Matrix A berechnen. U m  die Anwendung der Form elsystem e zu 
zeigen, haben wir das bereits berechnete Beispiel in Vordruck I I  nochm als 
ausgeführt.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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Vordruck I
Räum liche Drehstreckung m it sieben gegebenen Koordinaten

-I
jO

A ngaben A, «Л 1 «i’,2 ai, 3
У Z a tJ ! +0,9637172 -0,0802765 —0,2545686

4
P i =  7 
P2 =  8

+  9500,07 
+  6562,10 
+  14402,33

+  11 314,00 + 1 0  499,92
«2,1
«3,1

+  0,Ш880ЪЗ 
+0,2437430

+0,9890176 
— 0,1240965

+  0,1000271 
+0,9618678

+9000,79 
+  1492,30

+  921,22 
+2249,09 X '" У " ' Z " '

Po
P ,
P 2

+4357,010  
+4305,200  
4-6260 320

+  687,540 
-  203,860 

— 1813 804

+  1310,430
— 1100,191
— 70,188

X l y l Z l

P „ =  4 
Pi =  7 
P.,

+  4357,01 
+4305,20

+  687,54 
203,86

+  1 310,43 
-1100,19  

134,17

4. a2
Y '" _Y "л 2 Л0

— 0,0201542 
+  1903,310

-0,3467573
-2501 ,434

— 0,9377385
— 1380,618

А B с
1 . x „ , L- x 0 Y o.l ~ Y l  Z 0,l ~ Z o +  710,401 +  610,847 — 546,865

c —5143,06 — 10626,46 -9189,49 1
с - в

±  y A 2 +  В2 — С2
X ' Y ' Z '

— 0,0008637742 +  710,401 ±  760,751

Po +4357,01 +  687,54 +1310,43 
1625,57 i 8268,27 
9134,16 —6940,40

1. Lösung 2. Lösung
I j
P, +9259,27 а 2tan  1

о а2
tan X  =

2 ta n  +  = 

l + t a n * +  = 

1 t a n = + ^

— 0,0434910 

0,0018915

— 0,0869820 

1,0018915

+0,9981085

+  1,2707409 

+  1,6147824 

+2,5414818 

2,6147824 

— 0,6147824

2. ( X i - X ^ XL

r -
V

2 684 
794 594

5 811089
6 608 367 
2 570,674

8 631 668 
5 350 941 

91 751 494 
105 734 103 

10 282,709

0,2499997

НЯ
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Н
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x ' - x ; , Y '  - Y ' Z  Z'0

P o 0,00 0,00 0,00
p , — 2937,97 — 2313,21 — 9578,70
p , + 4902 ,26 — 9821,70 — 8 250,83

X " Y "  Z "

p„ + 4357 ,010 +  687,540 +  1 310,430
p , +3622 ,518 +  109,238 — 1 084,243
p 2 + 5582 ,574 — 1 767,883 -  752,276

3. X l,L - X o.L x r  -  x ; ' S,,„,L

J X -  51,81 734,492 2570,674
zIY — 891,40 578,302 ST.«
J Z -2 4 1 0 ,6 2 -2 3 9 4 ,6 7 3 2570,675

2+1X2 6608367 6608370

n , n 2 n 2 X n (

— 0,0201542 — 0,2857195 -0 ,1 1 2 0 6 1 8
—0,3467573 —0,2249611 — 0,2491558
— 0,9377385 — 0,9315347 +0,0945414

|re X « i | = 0,2890926

a i

—0,3876329 cos a ,  = 0,9573013
— 0,8618546 1 — cos a , = 0,0426987
+  0.3270281 sin a , = +0 ,2890926

sin a 2 =  
cos a 2 =  

1 — cos a 2 =

0,0868178 
+0,9962241 
+  0,0037758

+ 0,9719668 
—0,2351180 
+  1,2351180

a 2jI a/,i «1,2 «13

“ i ,/ 
a2,1 
a 3,i

+ 0,9962257
+ 0,0814387
-0 ,0 3 0 0 3 3 3

— 0,0813859
+0,9966782
+0,0029775

+ 0,0301760  
— 0,0005220 
+  0,9995445

^2,2 a/,l «1,2 «1,3

a l , i
«2,1
a 3,i

—0,2346168 
— 0,9028188 
+0,3603795

+0,9200823  
— 0,0866071 
+0,3820314

—0,3136936
+0,4212099
+ 0,8509873

5. fi ■ A ' a i,i a /,2 «1,3

®i,l
a2,i
a 3,i

+ 0,2396446 
+ 0 ,0467003 
+  0,0537530

— 0,0410525 
+ 0 ,2448146
— 0,0296710

— 0,0581808
+0,0196152
+0,2423430

fl ■ X" “i,i «1,2 «1,3

«i ,;
a 2,i

—0,0506135 
—0,1942044 
+  0,1490732

+ 0,2419347 
— 0,0163629 
+ 0 ,0608252

— 0,0374931 
+0,1565784  
+  0,1912521

6. P 2,l 1. Lösung 2. Lösung

Y l
7 l

+6415,056  
-1 4 6 9 ,8 6 1  
— 134,170

+  2042,028 
— 1395,692 

-  134,170
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V o rd ru ck  И

Räumliche Drehstreckung m it drei gegebenen P unkten

A ngaben l« X (X i '— X ' 01 m, m 2 111, X Ш.,

X Y Z 3425,864 
aX  (X 2,L X( 

3425,865
,/J

+  0,8655525 
+  0,0114106 
+0 ,5006880

+ 0,7113053
+0,2121458
+ 0,6701038

— 0,0985727
— 0,2238682 
+  0,1755071

P i = 1  
P 2 =  8

+  9 500,07 
+  6 562,10 
+  14 402,33

+  11 314,00 
+  9 000,79 
+  1 492,30

+  10 499,92 
+  921,22 
+  2 249,09 Im , X ni,J m l • m L, 1 — cos а

X l Y l Z L +  0,3010586 + 0,9536056 0,0463944

Po = *
P  i = 7  
P„ =  8

+  4 357,01 
+  4 305,20 
+  6 415,06

+  687,54 
— 203.86

+  1 310,43
1 1 0 0  IQ

A ja “ l,i ai, 2 «1,3

-  1 649,86 — 134,17
a i,i
a2,i
«3,1

+ 0 ,2396446 
+ 0 ,0467007 
+  0,0537531

— 0,0410528 
+ 0 ,2448146
— 0,0296711

— 0,0581809 
+ 0 ,0196152 
+ 0 ,24234301. Y o'L -  Y . Z q,L

9 189,49c — 5 143,06 — 10 626,46 4. X/, Y l Z l

Po 
P, 
P 2

X ’

+  4 357,01 
+  1 419,04 
+  9 259,27

Y '

+  687,54
— 1 625,67
— 9 134,16

Z '

+  1 310,43 
-  8 268,27 

6 940,40

Po
P\
p„

+ 4357,01
+4305 ,202
+ 6415 ,060

+  687,54 
— 203,861 
-1 6 4 9 ,8 6 0

+  1 310,43 
— 1 100,190 

134,170

Geg.: 3 P u n k te

1. V ersch iebungsvektor c 

X i =  X,- +  c

2. S treck u n g sfak to r +

x ;  ' =  x; +  fi (x ;  x i ,

=  x 0>L -  x„

(X,,L -  x 0tLy  
(X\  -  Xi)*

2. ( X , I . ) 1 (x ;  -  Xi)« ( * 2 , L - X o,l Y №  -  x ó )2

2 684 
794 594 

5 811 089

8 631 668 
5 350 941 

91 751 494

4 235 570
5 463 439 
2 086 869

24 032 153 
96 465 791 
68 076 196
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3. D rehm atrix A
г г

2J

V

6 608 367 
2 570,674 

0,2499997

105 734 103 

10 282,709 
0,2500000

1 1785878 188 574 140 
3 433,057 1 13 723,230 

f i  m ittel =  0,2499998

X ' i ~ X ' r i - У ' Z'i -  Z '

P o

P ,

P 2

0,00

2937,97
+4902,26

0,00 0,00
— 2313,21 9578,70
— 9821,70 -8250,83

X " У ' Z "

P »

Л
p 2

+4357,010 
+  3622,518 

+5582,574

+  687,540 +  1 310,430 

+  109,238 — 1 084,243 

— 1 767,883 — 752,276

3. n i Il O II! X n2 a

— 682,682 
+  313,098 
+  15,947

— 832,486
— 118,023 

-618,106

К  X n2l =

— 191 646
— 435 245 
+341 222

585 320

—0,3274205 
—0,7436031 
+  0,5829668

X2,L — X„| t X i ' - X J ' a x ( X . ' '- X + ) a X (X2iL- X 0>i)

+  2058,05
— 2337,40
— 1444,60

+  1225,564 

— 2455,423 
-2062,706

+  2965,265 
+  39,091 
+  1715,289

+  2436,836 
+  726,783 
+  2295,685

n l — X t ,L  n 2 — ^ 2  X 2 /

ii( X n2 II Drehachse a (a l f a 2, a 3)

mi II a X (Хг' ~  xo')î ni2 II a  X (X2>L — Xo L) 

cos a =  m 1 • m2, sin a  =  |m, X m2| 

m ,,m 2 Einheitsvektoren

D rehm atrix A aus a ( a , , a 2, a 3)  sin a, cos a berechnen

a i , l  --- (1 —  COS « ) a  ? + c o s a

«2,1 = (] —  c o s * ) «1 (lit • a 3 s in a

«3.1 ~ (1 —  CO s a) a  i «3 — Cio s in a

II (1 —  c o s a ) a„<h  - «3 s in a

«2,2 “ (1 —  c o s a) «1 "f" c o s a

«3,2 = (1 — c o s a) a„ «1 s in a

«1,3 = (1 —  c o s a ) «3 «1 + a 2 s in a

«2,3 = (1 —  c o s a) «3 a.. — a .1 s in a

«3,3 = (1 CO s a ) «3 c o s a
IIёГ a'iL, ( f 1 A) = ( « a )

4. Endgültige Transformationsformel 

XL =  X0jL +  (А (л) (X X 0)

Ы

Achtung ! Die Punkte P 0, P , und P 2 sind im Uhrzeiger­
sinn zu beziffern.
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V ord ru ck  I I I

Räum liche Drehstreckung durch M atrizenzerlegung

A ngaben 4. A ai i a'i J ai t 3

X Y Z “ í .í
a2,i
as,i

+  0,958 580 
+ 0 ,1 8 6  804 
+  0,215 012

— 0,164 212 
+  0,979 259
— 0,118 685

— 0,232 724 
+ 0 ,0 7 8  461 
+ 0 ,9 6 9  373

П = 4
P i =  ?
P , =  8

+  9 500,07 
+  6 562,10 
+  14 402,33

+  11 314,00 
+  9 000,79 
+  1 492,30

+  10 499,92 
921,22 

+  2 249,09 +  /1 “ /,2 ai, 3

Y ,. Z L “ I ,/ 
tt2,i
On t 

■

+ 0 ,2 3 9  645 
+ 0 ,0 4 6  701 
+  0,053 753

—0,041 053 
+  0,244 814 
—0,029 671

— 0,058 181 
+ 0 ,0 1 9  615 
+ 0 ,2 4 2  343

P 0 =  4
P x =  ? 
P 2 =  8

+  4 357,01 
+  4 305,20 
+  6 415,06

+  687,54
— 203,86
— 1 649,86

+  1 310,43
— 1 100,19
— 134,17 5. y l n Z l

1. Xo,L - Y 0,l  -  Y 0 Zo,L Po
p i
P2

+ 4  357,01 
+ 4  305,203 
+ 6  415,064

+  687,54
— 203,859
— 1 649,849

+ 1  310,43
— 1 100,190
— 134,170

c — 5 143,06 — 10 626,46 9 189,49

Geg.: 3 P u n k te

0

-  x 0,L)2

X' Y ' Z '

Po
Л
P 2

+ 4  357,01 
+  1 419,04 
+  9259,27

+  687,54
- 1 625,67
- 9 134,16

+  1 310,43 
- 8 268,27 

— 6 940,40

1. V erscnieDungsveKior

Xf =  X,- +  c

2. S treckungsfak to r

x r =  x +  +  / / ( X i -

c A o ,L л  

„ * -  (X-.̂
2. (Xix  -  X0iL)* (XJ -  X0)* (X2iL -  X0iI+  (XJ -  XJ)*

1 (Xi
Xi)

-  Xi)2

-  A X ') =  0

-  A Y ’ ) =  0

I I
2 684 8 631 668 4 235 570 ! 24 032 153 

794 594 ; 5 350 491 5 463 439 i 96 465 791 
5 811 089 91 751 494 i 2 086 869 68 076 196

3. B estim m ung der K oeffiz ien ten  a, b, c 
b(/IZL +  A Z") -  c(/l Y l +  A Y ") -  (A X l 

a(A Z L+ A Z " )  +  c(A X l +  Л Х ”) -  (/1Y ,
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4. B estim m ung der D reh m atrix  A
Г 2
г
ß

6 608 367 105 734 103 1 11 785 878 1 188 574 140 
2 570,674 ; 10 282,709 3 433,057 13 732,230 

0,2499997 | 0,2500000 ц  m itte l =  0,2499998

х ' - х ; Y '_ Y '1 1 0 z ' - z ;

Po 0,00 0,00 0,00
P, - 2  937,97 - 2  313,21 — 9 578,70
Рз + 4  902,26 — 9 821,70 — 8 250,83

А Х " 1Y " A Z "

X , -  Х„ - 734,492 — 578,302 — 2 394,673
Х 2 - Х 0 +  1 225,564 — 2 455,423 — 2 062,706

J X ,
L

j y L J Z L

X , -  х 0 — 51,81 — 891,40 — 2 410,62
Х 2 - Х 0 +  2 058,05 — 2 337,40 — 1 444,60

3. B estim m ung  von b u n d  с

+  (A Z l  +  A Z " ) -  (A Y l +  A Y " ) - + A X l  -  J X " )

X , -  х 0 — 4 805,293 +  1 469,702 — 682,682
Х 2 -  х „ — 3 507,306 +  4 792,823 — 832,486

6 = — 0,114592 c =  + 0 ,089838

B estim m ung von. a und  с

-  (A Z l  +  AZ") +  (A X l  +  A X " ) — ( A Y l  — J Y " )

X , -  х 0 + 4  805,293 — 786,302 +  313,098
Х 2 х 0 +  3 507,306 + 3  283,614 — 118,023

а = —0,050457 c =  +0 ,089837

с m itte l  =  + 0 ,089838

«1д = (! + а2 — 62 — с2)

«2,1 =  (2ab +  2с)

«з,| (2«с — 26)

«1,2 Д7 (2«6 -  2с)

«2,2 =- (1  —  « 2 +  6 2 —  С2)

«з.з =  (26е +  2а)

«1,з =  (2«с +  26)

«2,з =  -д р  (26с — 2а)

«3,3 =  (1 — я 2 — 62 +  с2)

IV =  1 +  а2 +  62 +  с2 /со,- ^ =

I« А =  (а/,/с)

5. E ndgü ltige  T ransform ationsform el:

Xí. =  *o,L +  (А //) (X -  X 0)

«/,*
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Im  Falle dreier gegebener Vergleichspunkte können wir auch eine für 
orthogonale Matrizen bestehende Id en titä t zur Bestim m ung von A benutzen. 
B ezeichnet Кд die zu A gehörige schiefsym m etrische M atrix, w elche aus den 
drei Parametern a, 6, c von  A gebildet werden kann,

0 — c b\
c 0 a
b a 0

(9a)

so b esteh t die Identität (siehe [2]):

А  =  ( Е - К д ) - 1 ( Е  +  Кд) (9b)

D iese setzen wir in die Gleichung (2a) und erhalten daraus die B eziehung

(E R a) ( x,  - x0L) +  (E  +  R4) ( x" — X,'/) =  0 , (10a)

w elche drei skalaren, linearen G leichungen für die Param eter a, b, c entspricht:

+  ( A z l  +  Az") b — (4X l +  Ay")  c — ( A x l  — Ax")  =  0 
— (Az,  +  Az") а +  (Axl +  Ax")  c — (A y L — A y " )  = 0

( 4 J L +  АУ")  « — (Ax l +  Ax") b — (Azl — Az") =  0
Ax"  =  x" — x'o, Ay"  =  y "  — y'ó, Az"  =  z"  — zó' (10b)

Axl =  x,  — x 0L Ay, =  y L -  y 0L Az,  = z L — z 0L

Da die Determ inante des System s verschw indet, sind nur zwei der Gleichungen  
unabhängig. Jeder zusätzlich zu P 0L gegebene Anschlußpunkt gibt daher An­
laß  zu 2 linearen Gleichungen für die Param eter, so daß diese aus insgesam t 
drei Anschlußpunkten m it einer U berbestim m ung gegeben sind. Aus den Para­
m etern  a, b, c lassen sich die E lem ente (а,к) der Matrix A erm itteln.

N «и =  1 + a2 — b- — C2

N «21 =  2 ab +  2c
N «31 =  2 ac -  26

N «12 =  2 ab -  2c
N #22 =  1 — «2 + 62 — C1

N «32 =  26c +  2a

N «13 =  2ac -|- 26
N «23 =  26c --  2a
N «33 =  1 — oa- — b- +  c2
N =  1 4- a- + b~ +  c~

Acla Techn. Hung. 52. (1905)

(10c)
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Das Form elsystem  wird in Vordruck I I I  für das bereits früher berechnete  
B eispiel angewendet.

2. Differentialforineln

N ach einem der im vorigen A bschn itt beschriebenen Verfahren seien  
N äherungen (fi), (A) bestim m t und wir wollen nun diese m it H ilfe von  Linear­
form en verbessern. Zu diesem Zweck denken wir uns die Verschiebung durch  
die Zuordnung zweier noch unbekannter Punkte P 0, P 0L gegeben

c  =  X I)L x 0 ( l l a )

und gehen von der aus (2) folgenden allgem einen Transform ationsform el

X/. =  x0L +  pA (x — x0) ( 11b)

der D rehstreckung aus. Sodann zerlegen wir die Matrix A in das Produkt aus 
der bekannten N äherungsm atrix (A) und einer D ifferentialm atrix dA  und  
beachten , daß wir letztere auch durch das D ifferential der zu A gehörigen  
schiefsym m etrischen Matrix dR^ ausdrücken können

А =  dA  (А) =  (E +  dRA) (A) =  (A) +  dRл (A). (12a)

Die M ultiplikation m it dRд kann bekanntlich  auch durch die vektorielle M ulti­
p likation  m it einem Vektor da ersetzt werden, dessen K om ponenten die drei 
Param eter von dR^ sind und den wir als Drehvektor bezeichnen:

О — da3 da., \ X ' d«j ’
dRA x = d a 3 0 - dai У = da.. x У

 ̂— da.. da1 о 1 U J da., z 1
( 12b)

Die Verbesserung d/< führen wir durch die Beziehung

=  (1 — d v)  Ы

ein. D am it erhalten wir aus (11b) die Gleichung

X L =  X 0 L +  ( !  +  d f<) Ы  ( E  —  ( A )  ( x  —  x 0 )  ,

(12c)

(11c)

aus welcher nach Vernachlässigung der Glieder 2. Ordnung die Transform a­
tionsform el

x L =  x uL +  (AxL) +  dfi (AxL) +  d R A (AxL) 

И а ) =  Ы  (A) (x -  X0) =  (xL) — (x0L)
(1 Id)

10 Acta Teclui. Hung. 52. (1965)
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V ordruck IV

Räum liche Dreh Streckung mittels Ausgleichung
oca>

A ngaben 2. W  W l W , \ W 3

X У Z P ,  —0,247 
P„ —3,873 
P2 —3,200 
P 4 —0,930
P->

+  1,248 + 2 ,2 5 2  
+ 0 ,021  + 0 ,2 4 7  
+ 0 ,6 8 3  + 1 ,6 9 7  
+ 0 ,8 1 7  1 + 0 ,2 9 5P , =  5

P 2 = 6

P 3 =  8

P > = 9
P à
S

+  1823,74 

+  18645,34 

+  14402,33 

+ 6003 ,79

+  10218,80

+  3511,41 

+  1833,50 

+  1492,30 

+ 2470 ,93

+ 2327 ,04

+ 2023 ,12  

+  8073,14 

+ 2249 ,09  

+ 9698 ,24

+ 5510 ,90

dfi =  —0,0009445 fi =  0,2499997

3. N orm algleichungen

dct, da2 da3 l
A'l y l Z l

+ 4,0177220  -0 ,9412984  
+  14,0071812

— 2,8855547 —0,0009164
-  0,5575863 +0,0008792 

+  10,2807777 +0,0015686
Л =  5 
P 2 =  6 

P 3 =  8 

P t — 9
P5
S

+  3330,93 

+  7079,02 

+ 6415 ,06  

+  3928,82

+  5188,46

— 1747,41

— 1253,94 

1649,86

-1 6 5 6 ,3 8

-1 5 7 6 ,9 0

924,98 

-1-1495,20 

134,17 

+  1190,59

+  406,66

R eduk tion  der N orm algleichungen

4,0177220 ! —0,9412984 

+  0,2342866 |+ 1 3 ,7 8 6 6 4 7 6

— 2,8855547 1 -0 ,0 0 0 9 1 6 4

— 1,2336331 +0,0006645 

+  8,0979670 , +0,0009699(A) «1,1 «1,2 «1,3
+  0,7182068 +0,0894802

da у da..
«l.i
«2,£

a 3,i

(c)

(,«)

+  0,9585694 

+  0,1869447 

+  0,2149335

— 5142,00 

fO ,250236

— 0,1643355 

+  0,9792245 

—0,1187989

10625,00

-0,2326769

+ 0,0785558

+0,9693763

9190,00

da..

+0,0001283  0,0000589 —0,0001198

4. sin  a ,  =  da, sin а =  da2 sin  a3 =  da3

+  0,0001283 0,0000589 —0,0001198
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1. x - x s У -  Ys Z  Z s cos a , cos a 2 cos a 3

P l
p„

p 3

P 4

Рь
2

— 8395,06 

+  8426,54 

+ 4183 ,53

— 4215.01

0,00

+  1184,37 

493,54 

- 834,74 

+  143,89

- 0 ,0 2

— 3487,78 

+  2562,24 

-3 2 6 1 ,8 1  

+ 4187 ,34

—0,01

+ 1,0000000 +  1,0000000 +  1,0000000

dA “/,1 <4,2 «,,3

®i.i 
a2,i 
«3 ,i

1,0000000
-0 ,0 0 0 1 1 9 8
+0,0000589

+0,0001198 
+  1,0000000 
+  0,0001283

— 0,0000589 
—0,0001283 
+  1,0000000

5. A a i, 1 «/,2 ai, 3
( JX )L ( X L -  X StL) ( Y l  - Y s l ) (Z L -  Z SiL)

a\ ,i 
a 2,í 
a 's,í

+  0,9585791 
+0,1868023 
+  0,2150139

— 0,1642112 
+0,9792594
— 0,1186829

— 0,2327246 
+ 0 ,0784593 
+ 0 ,9693727P l

Рг

P 3

Pi
P .

2

— 1859,343 

+  1892,373 

+  1227,740

— 1260,770

0,000

171,068

+ 323 ,629

— 72,953

— 79,607

+  0,001

— 1332,769 

+  1089,416 

541,404 

+  784,758

+  0,001

//A <4,i <4,2 <4,3

“ i,í
a2,i
a 3,I

+  0,2396445 
+0,0467005 
+ 0 ,0537534

— 0,0410528 
+0,2448146
— 0,0296707

— 0,0581811 
+  0,0196148 
+0,2423429

( X L) ( Y l ) (Z L) 6. endgültige K oord ina ten

P i +3331,177 — 1748,658 927,232 * l Y l Z L

P 2 + 7082,893 1253,961 +  1494,953
p , +3330,929 — 1747,413 — 924,983

P 3 +6418,260 — 1650,543 — 135,867 P ” +7079,019 — 1253,942 +  1495,199
P4 +3929 ,750 — 1657.197 +  1190,295 p 3 +  6415,062 — 1649,861 — 134,170

p , +3928,824 — 1656,381 +  1190,592
Pb Pb
S +5190,520 -1 5 7 7 ,5 9 0 +  405,537 s +  5188,458 -1 5 7 6 ,8 9 8 +  406,660
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fo lg t. Denken wir uns die Punkte ( P L) des N etzes (N)  nach P L transform iert, 
so werden wir K laffungen zwischen transform ierten und gegebenen A nschluß­
punkten P L, ( P i )  feststellen

d =  x L — (xL) .  (13a)

W ir bezeichnen die Differenz zwischen dem endgültigen und dem durch die 
N äherungstransform ation erhaltenen O rtsvektor m it

w  =  x L — (fi) (А) X =  x L — (x/,) , (13h)

die Verbesserung des Verschiebungsvektors mit

d c  =  x oL  -  Ы  ( A ) x » =  x ui. —  ( x o l ) ( 1 3 c )

und erhalten aus (13c) eine lineare B eziehung zwischen dem K laffungsvektor  
d und den U nbekannten dc, (Шд, d /л

d =  w — de — df i  (zlxL) — dR /V (ZlxL). (14a)

Daraus folgen drei skalare Gleichungen für die Koordinaten d c , von dc, die 
Param eter (da,) vo n  dR,A (oder da) und dfi

dx =  Wj — dc1 — (AxL) dfi ■ — (Azl ) da2 +  (AyL) da.A

d2 =  Щ — dc2 — (AyL) dfi +  ( A z l ) d a l ■ — (AxL) d a (14b)
d3 =  w3 — dc3 — ( A z l )  dfi — (A y L) da1 -)- (AxL) da.2.

Für n A nschlußpunkte erhalten wir ein System  von (3n) derartigen  
Gleichungen, das w ir in Analogie zum  Vorgang bei der ebenen Drehstreckung  
durch die Forderung nach einer m inim alen Quadratsum m e der verbleibenden  
R estklaffungen ausgleichen wollen. D as N etz (N)  wird dabei in seiner Form  
nicht verändert und  formtreu in die A nschlußpunkte eingepaßt.

Aus der Forderung [d2] =  Min. fo lg t in bekannter W eise ein N orm al­
gleichungssystem , w elches nach dem E inführen von Schwerpunktskoordinaten  
für die Punkte des N etzes (N)  zerfällt.

Aus (x оl) =  (x *t.) fo lgt [(xl) — (xol)] ~  0 und dam it berechnen wir:

n
[X/J [(x rJ] _

—  X SL.
n n

( x s l ) • (15a)

W egen der nach obigem  und (11c) geltenden Beziehung

[(x l) -  (xul)] =  Ы  (A) Iх -  Xu] =  0

Acta Techn. Hang. (1965)
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folgt x 0 =  xs. Für den Näherungswert (c) des Y erschiebungsvektors besteht 
som it die Gleichung

(c) =  (x oL) — x() =  (xSL) — x s (15b)

und mit dieser und (15a) erhalten wir:

c =  (c) +  de =  xs / — x s  . (15c)

Das heißt, die Verschiebung des N etzes (N)  m uß in aller Strenge so erfolgen, 
daß die Schwerpunkte der N etze (N)  und N L zusam m enfallen. Auch die Ver­
besserung d /и können wir in Schwerpunktskoordinaten explizit darstellen

j.. _  i w i (Axi.) +  w2 (Лу») +  Щ n  , ,
[(ÄxLf  +  ( A y Lf  +  (AzlY]

Für die K om ponenten von  d R A (oder des D rehvektors da) verbleibt ein Nor­
m algleichungssystem  m it 3 Unbekannten:

[(4YlY +  ( A z L ? V al -  \{Axl )l (4ft)]d«2 -  № l) {Azl) ]  daA +  К (Azl) -
-  Щ (4T l)] =  0

[{AzLf  +  [ à x Lf ]  da., — [(Azl ) (AyL)} da3 +  [w3(AxL) ------- щ  (AzL)] =  0

[{AxLf  +  {AyL) f  da3 +  K  (AyL) -  w2 {AxL)\ =  0 . (17)

Mit den erhaltenen W erten bilden wir die M atrix d A nach (6 ) in welche wir

oc =  )/dof -|- da | +  dal
xax =  dax, txa2 =  da,,  ota3 =  da3 (18a)

einführen. Wir können d A aber auch m it einer beliebigen aus 3 Drehungen  
gebildeten M atrix berechnen, wenn wir darin sin o, =  da, setzen. Aus dA, 
d/i berechnen wir verbesserte Raumlagen für die N etzpunkte:

(V ) i  =  x /-s +  ( / ‘)i (A)i (x — xs)
( 4 )i =  (1 +  dfz) Ы  (18b)
(A )i =  dA  (A) .

Das Verfahren setzen wir fort, bis d /i genügend klein wird und dA genügend  
m it der E inheitsm atrix übereinstim m t. N ach n Iterationen bestehen die 
Transformationsformeln

x L =  xLS +  fiA (x — x s )

H =  ( l  +  d^n) (1 +  d/<„_1) (ц)  . . . (1 +  d /t,) (/<) (19)
А =  d A n dAn_x . . . dAt (A) ,

in welchen wir der System atik  wegen dA =  d A 1 und d /и — d  fix gesetzt haben. 
In  der Regel werden 1 b is 2 Iterationen genügen. Die Anwendung auf das 
bereits mehrfach behandelte Beispiel wird im  Vordruck 1 V  gezeigt.

Аса Techn. Hung. 52. (196.5)
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L IN E A R  C O N FO R M A L  T R A N S FO R M A T IO N  IN  SPA C E

K. R IN N E R

SU M M A R Y

As basis for th e  ca lcu la tio n  of th ree -d im en sio n al geodetic n e tw o rk s th e  know ledge  of 
a  n u m b er of fu n d a m e n ta l ta sk s  is needed , w h ich  correspond to  th e  well k n ow n  fu n d a m e n ta l 
ta sk s  in  tw o-d im ensional calcu la tions. To th e se  fu n d am en ta l ta sk s  o f space tr ia n g u la tio n  
f i r s t  all m ethods fo r p o sitio n in g  a  single p o in t b y  m eans of d irec tio n s , angles an d  len g h ts  in  
th e  space belong; in  ad d itio n  also th e  process o f  o rien ta tin g  a  b u n d le  o f ra y s  in  space a n d  th e  
l in e a r conform al tra n s fo rm a tio n  in  space.

T he p ap er deals w ith  th is tra n s fo rm a tio n , while th e  p ro b lem  m en tio n ed  before  will 
be th e  ob jec t of a n o th e r  pub lica tio n .

T he linear co nfo rm al tran s fo rm a tio n  in  space has 7 p a ra m e te rs , 3 of th e m  can  be 
in te rp re te d  as tran s la tio n s , 3 as ro ta tio n s  a n d  th e  la s t  one as a scaling  p a ram e te r. T h e  t r a n s ­
fo rm a tio n  is th e  analoge in  space to  th e  well k n o w n  tw odim ensional H e lm e rt tran s fo rm a tio n .

In  th e  p ap er a so lu tio n  for th e  g en era l p rob lem s is p resen ted , in  w hich on ly  7 co rres­
p o n d in g  d a ta  (coo rd in a tes) are  given. B esides, 2 o th e r solu tions a re  de riv ed  fo r th e  case in 
w h ich  3 corresponding  p o in ts  (9 co o rd in a tes) a re  available. F in a lly  fo rm ulas fo r a d ju s tin g  
o v er de te rm in ed  d a ta s  a re  considered.

F o r  all so lu tions d ig ita l exam ples a re  calcu la ted , using a fo rm  specially  su itab le  fo r 
calcu la tio n  a t desk m achines.

LA T R A N S F O R M A T IO N  L IN É A IR E  DANS L ’E SPA C E

K. R IN N E R

R É S U M É

Comme base des calcu ls des ré sea u x  de la  géodésie trid im en sio n n e lle , il im p o rte  de 
c o n n a ître  un  c e rta in  n o m b re  de tâch es fo n d a m e n ta le s  co rresp o n d an t à celles, b ien  connues, 
d es calcu ls b id im en sio n n els . Ces tâches fo n d a m e n ta le s  de la  t r ia n g u la t io n  d an s  l’espace 
c o m p re n n en t d ’ab o rd  to u te s  les m éthodes de d é te rm in a tio n  d ’u n  p o in t singulier p a r  les 
d irec tio n s , angles e t d is tan c es , le procédé d ’o r ie n ta tio n  d ’un fa isceau  de ray o n s  e t la t r a n s ­
fo rm a tio n  linéaire  d an s l ’espace.

L ’étude  tra i te  de  c e tte  tra n s fo rm a tio n ; le p roblèm e m en tio n n é  fera  l ’o b je t d ’une  a u tre  
p u b lica tio n .

L a tran s fo rm a tio n  linéa ire  dans l ’esp ace  a 7 p a ram ètre s , d o n t 3 p e u v en t ê tre  in te r ­
p ré té s  com m e des tra n s la t io n s , 3 com m e des ro ta t io n s  e t le d ern ier com m e u n  fa c teu r  d ’échelle. 
L a  tran s fo rm a tio n  e st l ’ana lo g u e , dans l ’e sp ace , de la tran s fo rm a tio n  b id im ensionnelle  bien  
con n u e  de H e lm ert.

L ’é tu d e  p résen te  u n e  so lu tion  p o u r les p rob lèm es g énéraux , d a n s  laquelle  ne  f ig u ren t 
que  7 données co rre sp o n d a n tes  (coordonnées). E lle  donne aussi d e u x  a u tre s  so lu tio n s p o u r 
le cas où  l’on ne d ispose que  de 3 p o in ts  c o rre sp o n d a n ts  (9 coordonnées). E nfin  l ’a u te u r  p ren d  
en  co n sid éra tio n  des fo rm u le s  p o u r la c o m p en sa tio n  de données su rd é term in ées.

P o u r chaque so lu tio n , l ’au te u r  d o n n e  des exem ples n u m ériq u es  u til isa n t des fo rm es 
a p p ro p rié e s  pour les calcu ls p a r  ca lcu la trices  d ig ita les.
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КОНФОРМНАЯ ЛИНЕЙНАЯ ТРАНСФОРМАЦИЯ В ПРОСТРАНСТВЕ

К . Р И Н Н Е Р

РЕЗЮМЕ

В основе вычисления трехмерных геодезических сетей лежит ряд основных задач, 
соответствующих хорошо известным из двухерных вычислений основным задачам. В круг 
этих задач пространственной триангуляции входят, в первую очередь, все методы опре­
деления одиночного пункта при помощи направлений, углов и расстояний в пространстве 
а также процесс ориентирования пучка лучей и конформная линейная трансформация 
в пространстве.

В настоящей работе рассматривается эта трансформация, а ориентирование пучка 
лучей обсуждается в другой статье.

Конформная линейнейная трансформация в пространстве характеризуется 7 парамет­
рами; три из них могут рассматриваться как трансляция, три как кручение, а последний 
— как параметр шкалы. Трансформация соответствует хорошо известной двумерной транс­
формации Гельмерта в пространстве.

В статье дается решение задачи, в которой имеется лишь 7 соответствующих дан­
ных (координат). Кроме того, рассматривается два дополнительных решения для случая 
грех соответствующих пунктов (9 координат). В заключение приводятся формулы для 
выравнения переопределенных данных.

Для каждого решения приводятся числовые примеры с использованием формы, 
особо удобной для вычислений при помощи настольных вычислительных машин.
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BETRACHTUNGEN ZUR PASSPUNKTBESTIMMUNG 
DURCH MESSTISCHPHOTOGRAMMETRIE 

BEI TERRESTRISCH-PHOTOGRAMMETRISCHEN 
AUFNAHMEN VON BRAUNKOHUENTAGEBAUEN

W. R Ü G E R , Fre iberg /Sa  

[E ingegangen a m  27. M ärz 1965]

E s w erden  ein a n a ly tisch -p h o to g ram m etrisch es  u n d  ein  g rap h isch -p h o to g ram m etrisch es 
V erfah ren  zu r P aß p u n k tb es tim m u n g  bei T a g e b a u a u fn a h m e n  beschrieben , ih re  G e n au ig k e it 
und  d e r b e n ö tig te  Z eitau fw an d  m it den d e r  k lassisch -g eo d ä tisch en  B estim m ung  v e rg lich en , 
w obei sich d as  g raph isch -p h o to g ram m etrisch e  V erfah ren  als d as w irtsch aftlich ste  e rw iesen  h a t.

1. Bedeutung der photogrammetrischen Aufnahm e im Tagebau

Im  letzten  Jahrzehnt sind v ie le  Tagebaubetriebe, insbesondere solche 
des Braunkohlentagebaus, dazu übergegangen, klassisch-geodätische M essun­
gen durch photogram m etrische M essungen zu ersetzen. Dabei werden sowohl 
Verfahren der Luftbildm essung als auch der Erdbildm essung für die A uf­
nahme von T agebauen eingesetzt. Professor T a r c z y - H o r n o c h  bat schon  
1932 in einem Vortrag »Die Photogram m etrie im  D ienste des Bergbaus« [1] 
vor der Generalversam m lung der U ngarischen Photogram m etrischen G esell­
schaft au f die besondere Bedeutung der Photogram m etrie für den Bergbau  
hingew iesen und die Grenzen ihrer A nw endung aufgezeigt. Aber erst im  letzten  
Jahrzehnt konnte sich die Photogram m etrie im Bergbau in breiterem Maße 
durchsetzen.

In dieser Epoche begannen die Markscheider selbst [2, 3, 4] sich der 
photogram m etrischen Meßtechnik zu bedienen, während früher fast aus­
schließlich solche A rbeiten an photogram m etrische Spezialunternehm en ver­
geben wurden. Es ist verständlich, daß diese neuen Bedingungen die B estre­
bungen zur weiteren Rationalisierung der photogram m etrischen T agebau­
aufnahm e förderten.

2. Zur Frage der Notwendigkeit von Paßpunkten und deren B estim m ung

D er Tagebau, seine Größe und seine B etriebsart, die eingesetzten Geräte 
für G ewinnung, Förderung und den Versturz von Abraummassen und die 
ständige Veränderung von  Abbau- und K ippenstrossen stellen der A nw endung  
der Erdbildm essung, m it der sich diese Arbeit ausschließlich beschäftigen
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soll, für das m arkscheiderische Aufmaß besondere Bedingungen. Durch diese 
B edingungen ist der w irtschaftliche Vorteil einer terrestrisch-photogram m e­
trischen Tagebauaufnahm e mehr als bei A ufnahm en für rein topographische  
Zwecke von einer absolut zuverlässigen Paßpunktbestim m ung abhängig, da 
w egen der im allgem einen schnellen Veränderungen des Objekts keine nach­
träglichen Paßpunktbestim m ungen oder W iederholungsaufnahm en gem acht 
w erden können. Zur E inhaltung der Genauigkeitsforderungen für die riß- 
lichen Darstellungen, die im B raunkohlentagebau der D D R  in der Regel im  
M aßstab 1 : 2000 zu zeichnen sind, werden die Stand- und Paßpunktkoordi­
naten  x , y , z  bei terrestrisch-photogram m etrischen Tagebauaufnahm en m it 
H ilfe klassisch-geodätischer Verfahren bestim m t. D ie gebräuchlichsten Ver­
fahren sind die trigonom etrischen E inschneideverfahren für die L agebestim ­
m ung und die trigonom etrische H öhenübertragung für die H öhenbestim m ung  
der Stand- und P aßpunkte. Es ist nachgew iesen, daß die B estim m ung der 
Paßpunkte mit klassisch-geodätischen M ethoden, d. h. m eist durch R ichtungs­
und Zenitw inkelbeobachtungen m it H ilfe von  Theodoliten etw a die H älfte  
der Feldarbeitszeit in Anspruch nim m t. Im  allgem einen wird durch diesen  
A ufw and der w irtschaftliche Vorteil des terrestrisch-photogram m etrischen  
Aufnahm everfahrens nicht in Zweifel gestellt. Es gibt aber eine R eihe von  
A ufgaben, bei denen eine schnelle B ereitstellung von Karten- und P lan­
m aterial besonders w ichtig  ist. Gerade solche Aufgaben förderten die B estre­
bungen, klassisch-geodätische Verfahren durch photogram m etrische zu erset­
zen. Es ist deshalb naheliegend, den Aufwand für die Paßpunktbestim m ungen  
durch W ahl anderer Bestim m ungsverfahren zu verringern. Hierfür bieten  
sich photogram m etrische Verfahren geradezu an. Es soll deshalb im  folgenden  
untersucht werden, w elche G enauigkeit der Paßpunktbestim m ung durch Meß­
tischphotogram m etrie und welche w irtschaftlichen Vorteile dam it erzielt wer­
den können. Dieses Bestim m ungsverfahren ist bei Aufnahm en in m ittleren  
und kleinen M aßstäben für topographische Zwecke vor allem auf E xp ed itio ­
nen üblich, hei großm aßstäblichen Tagebauaufnahm en jedoch wegen der 
höheren G enaugkeitsforderungen kaum angew andt worden.

Es läßt sich dam it die Aufgabe form ulieren:

1. Es ist die G enauigkeit des photogram m etrischen E inschneideverfah­
rens hei Verwendung der terrestrischen photogram m etrischen Aufnahm e- und 
Auswerteausrüstung: Phototheodolit 19/1318, Stereokom parator 1818 und 
Stereoautograph 1318 des V EB Carl Zeiss Jena zu ermitteln.

2. Es ist eine im  H inblick auf die G enauigkeit und auf den Zeitaufwand  
günstige Methode des photogram m etrischen Einschneidens von Paßpunkten  
bei Tagebauaufnahm en zu erarbeiten.
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3. Grundlagen der Untersuchung

Die Untersuchungen gehen aus von  dem als bekannt vorauszusetzenden  
Verfahren der M eßtischphotogram m etrie, bei dem von  m indenstens zwei 
bekannten Standpunkten unter einem  großen B asisverhältnis m it konver­
gierenden Aufnahm erichtungen M eßbilder aufgenom m en werden. Aus diesen  
M eßbildern können die Richtungen v o n  den Standpunkten nach den zu 
bestim m enden N eupunkten auf verschiedene W eise gewonnen werden, die 
dann zur rechnerischen oder unm ittelbar graphischen Bestim m ung der K oor­
dinaten benutzt werden. Voraussetzung für eine genaue Punktbestim m ung  
nach diesem  Verfahren ist eine einwandfreie äußere und innere Orientierung  
der Meßbilder, die über R ichtungskontrollpunkte kontrolliert und gegebenen­
falls verbessert werden können.

Grundlage der Untersuchung bildeten  zwei vollständige terrestrisch­
photogram m etrische Aufnahmen von Braunkohlentagebauen. Die Aufnahm e 
des Tagebaues D eutzen  (Bild 1) lag  bei Beginn der Untersuchungen fertig  
vor. An dieser wurde nachträglich die M ethodik erprobt. In die A ufnahm e  
des Tagebaues R oßbach (Bild 2) wurden von Beginn an system atische U nter­
suchungen zu Fragen der Genauigkeit und der W irtschaftlichkeit der photo­
gram m etrischen Paßpunktbestim m ung einbezogen. Zur Beurteilung der 
Genauigkeit der photogram m etrischen Paßpunktbestim m ung war die gleich­
zeitige geodätische Bestim m ung der Paßpunktkoordinaten erforderlich. Für  
diesen Vergleich zwischen photogram m etrischer und klassisch-geodätischer 
Bestim m ung fanden 16 Punkte V erw endung, die von bis zu 4 Standpunkten  
eingeschnitten wurden. Standpunkte des photogram m etrischen Einschneidens 
waren gleichzeitig die linken Standpunkte der Basen der stereophotogram m e­
trischen Tagebauaufnahm en, so daß keine zusätzlichen Aufnahmen für das 
photogram m etrische Einschneiden erforderlich waren. G leichzeitig wurden  
auch auf diesen Standpunkten die R ichtungen beobachtet, die zur k lassisch­
geodätischen B estim m ung der Paßpunktkoordinaten erforderlich waren. D ies  
erm öglichte einen direkten Vergleich zwischen der geodätischen und der 
photogram m etrischen R ichtungsbestim m ung. Die Aufnahm erichtung wurde 
aus der Basisrichtung und dem jew eils eingestellten Verschwenkungswinkel 
abgeleitet und für die graphische A usw ertung auf der K artierungsunterlage  
(z. B. A 3a(R) in B ild 2) festgelegt. A ls R ichtungskontrollpunkte dienten  
8 am Tagebaurand oder in größerer Entfernung liegende singalisierte F est­
punkte (z. В. A 5 — (Ro) in Bild 2) sow ie gegenüberliegende A ufnahm e­
standpunkte. D ie K ontrollrichtungen sind an den Aufnahm estandpunkten  
durch kurze Pfeile (B ild  1 und 2) angegeben. A uf den insgesam t hierfür 
benutzten 11 M eßbildern des Tagebaus R oßbach (Bild 2) kam en durchschnitt­
lich 1 bis 2 R ichtungskontrollpunkte und 5 bis 10 zu bestim m ende Punkte  
zur Abbildung.
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Photogrammetrísd) bestimmte Paßpunkte 
m it Bestimmungsrichtungen

Richtungskontrotpunkfe

100 5, 0 1oo 2oo m
lm  11 lixiJ___ 1___ 1____1___ 1

Bosen m it Kontrollnichtungen

B ild  1
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AS-(Lu) k iu N )

1

А За (N)

-V Phonogram metrisch bestimmte Ftißpunkte 
m it Bestimmungsrichtungen

Richtungskontroüpunkte

Bosen m it konfrollrichtungen

B ild  2

1oo r .  0  loo 2x> m
Li hUi ul_____I_____I
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4. Die Untersuchungsverfahreii

4.1.  Analytisch-photogrammelrisches Einschneiden

Am Stereokom parator 1818 des V E B  Carl Zeiss Jena wurden in  den 
M eßbildern die B ildkoordinaten der zu bestim m enden Punkte und der Ricli- 
tungskontrollpunkte durch zweim aliges Anfahren gem essen. Da für die P aß­
punktbestim m ung durch M eßtischphotogram m etrie keine besonderen A uf­
nahm en angefertigt worden waren, sondern die für die Tagebaukartierung  
vorgesehenen Stereoaufnahm en verw endet wurden, konnte bei der B ild ­
koordinatenm essung die rechte P latte zur besseren Punktidentifizierung durch 
Stereobetrachtung m itgenutzt werden.

Die Berechnung der Richtungen und H öhenwinkel aus den Bildkoor­
dinaten und der K am m erkonstante des P hototheodolits erfolgte nach den 
bekannten Grundformeln. Die Paßpunktkoordinaten wurden als Vorwärts­
einschnitte in den m öglichen K om binationen der gem essenen Richtungen auf 
einer Doppelrechenm aschine bestim m t, w obei Schnitte unter einem W inkel 
10g >  y  >  190g n icht berücksichtigt wurden. Bei U berbestim m ungen erfolgte 
eine graphische A usgleichung mit H ilfe der W inkelhalbierenden in den fehler­
zeigenden Figuren.

Die H öhenbestim m ung erfolgte ohne K ontrolle der äußeren und inneren  
O rientierung der A ufnahm e. Erdkrüm m ung und Refraktion wurden berück­
sich tigt.

D ie Messungen nach dem analytisch-photogram m etrischen Verfahren 
au f Grund der Tagebauaufnahm e D eutzen  (Bild 1) wurden zur E rm ittlung  
der R ichtungsgenauigkeit für photogram m etrisch m it dem Phototheodolit 
19/1318 bestim m te R ichtungen benutzt. Es ergaben sich zunächst aus den 
D oppelm essungen die mittleren Fehler der gem essenen Bildkoordinaten:

mx. =  ^  0,004 mm mz, =  ^  0,008 mm

Di. ;se m ittleren Fehler stellen ein Maß der Beobachtungsgenauigkeit mit 
dem Stereokom parator 1818 dar. Sie zeigen den Meßfehler bei der Auswertung  
der Meßbilder in A bhängigkeit von der Identifizierbarkeit der Punkte. Der 
U nterschied zwischen mx, und mz, ist keine Folge unterschiedlicher Meß­
genauigkeit am Stereokom parator in  x ' - und z ' -R ichtung, sondern der unter­
schiedlichen Identifizierbarkeit der Paßpunkte nach R ichtung und H öhe, was 
besonders bei V erw endung in der N atur Vorgefundener Paßpunkte auftreten  
kann.

Aus den U nterschieden zw ischen den mit dem Zeiss-Theodolit 030 
gem essenen R ichtungen und den photogram nietrisch bestim m ten Richtungen  
wurde der m ittlere Fehler ma einer photogram m etrisch bestim m ten R ichtung  
bestim m t. Mit H ilfe der R ichtungskontrollpunkte wurde der system atische
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V erschwenkungsfehler Acp, auf dessen U rsachen hier nicht eingegangen werden  
soll, abgeleitet. D ie Ergebnisse en th ä lt Tabelle I. D ie W erte stellen D urch­
schnittsw erte aus den auf einem Stan d p u n k t ausgeführten Aufnahm en dar. 
Der m ittlere R ichtungsfehler ma se tz t  sich aus Meß- und Identifizierungs­
fehlern sowie aus R estfehlern der äußeren und inneren Orientierung zusam m en. 
Er gib t ein Bild über die äußere G enauigkeit der photogram m etrischen R ich ­
tungsm essung. Sein W ert von durchschnittlich ^  0,7° entspricht einer linearen  
Querabweichung von  i l l  cm/km.

T abelle  1

G enauigkeit der photogramm etrischen Richtungsmessung  
mit Zeiss-Phototheodolit 19/1318

ma =  m ittle rer R ich tu u g sfeh le r
Acp =  V erschw enkungsfehler
E  =  du rchschn ittliche  A u fn ah m een tfe rn u n g

Aufnahmebasis ma A(p E

1 (L, N , R ) ±  0C,89 — 0C,51 ±  0C,25 0,9 km

5 (N, R ) ±  0°,76 —  0°,91 ±  0' ,42 1,0 km

8 (L, N , R ) ±  0°,53 -  2C,05 ±  0C,23 1,0 km
10 (L, N , R ) ±  0',64 -  0C,39 ±  0C,55 1,1 km

M ittel ±  0C,70 - 0°,97 ±  0C,41 1,0 km

Aus den unverbesserten wie aus den m it H ilfe von R ichtungskontroll­
punkten orientierungsverbesserten analytisch-photogram m etrisch  bestim m ten  
R ichtungen wurden die Koordinaten der Paßpunkte berechnet. D ie hierbei 
erzielte Lagegenauigkeit auf Grund der Berechnungen im Tagebau R oßbach  
(Bild 2) zeigt Tabelle II . Hierbei wird der aus Überbestim m ungen berechnete  
Fehler m it »innerer Genauigkeit«, der aus den Differenzen zwischen p h oto­
gram m etrischer und klassisch-geodätischer Punktbestim m ung m it »äußerer 
Genauigkeit« bezeichnet. Das Ergebnis genügt den praktischen A nforderun­
gen, w enn man diesen W erten die K artiergenauigkeit von 0,2 mm 0,4 m 
im M aßstab 1 : 2000) und die G enauigkeit der M odelleinpassung am Stereo­
autographen ( i  0,2 bis 0,3 mm Abi, -j- 0,4 m bis ^  0,6 m im  M aßstab  
I : 2000) gegenüberstellt.

4 .2 . Graphisch-photogrammetrisches Einschneiden

D ie Untersuchung wurde am Stereoautographen 1318 des V EB Carl Zeiss 
Jena ausgeführt. B ekanntlich  erhält m an den gerätebezogenen Standpunkt 
auf der K artierungsunterlage, wenn m an lediglich  im linken Bild einzelne
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Tabelle II

Genauigkeit des analytisch-photogrammetrischen  
Einschneideverfahrens

Bestim m ungs­
strahlen

Anzahl 
der Punk te Innere G enauigkeit Äußere Genauigkeit

i

4

3

2

Lagefehler

3

8

5

)hne R ichtungskor  

i  0,23 m 

±  0,25 m

trolle

i  0,26 m 

i  0,30 m 

i  0,57 m

4 +  3 +  2 16 - ±  0,39 m

Lagefehler m it Richtungskontrolle

4 3 +  0,10 m ±  0,12 in

3 8 i 0 , 1 4  m +  0,16 m

2 5 _ zL 0,32 m

4 +  3 +  2 16 , —, ± 0 ,2 0  m

Höhenfehler ( ohne Horizontverbesserung)
4 3 +  0,06 m ± 0 ,0 3  m

3 7 ±  0,11 m ± 0 ,1 4  m
2 4 i  0,13 m ±  0,17 in

4 + 3  +  2 14 ±  0,11 ш zL 0,13 m

P unkte in beliebig kleiner und großer E ntfernung y  des Basiswagens anfährt, 
in diesen Stellungen die zugehörigen x -W erte auf die K artierungsunterlage  
abnadelt und entsprechende Punkte verbindet. Der Schnittpunkt aller so  
erhaltenen Strahlen ergibt den gerätebezogenen Standpunkt der A ufnahm e  
au f dem Zeichentisch. Dieser Punkt kann m it H ilfe eines E instellm ikroskops 
oder einer einfachen E instellschablone festgelegt werden.

Für das graphisch-photogram m etrische Punkteinschneiden wurde diese 
Standpunktsbestim m ung nur einm al für die K am m erkonstante des verw en ­
deten Phototheodolits durchgeführt. D anach wurden die einzelnen M eßbilder, 
die von 5 Standpunkten (A 1, A 2a, A 2b, А За, А 5 in Bild 2) aus aufgenom ­
m en worden waren, nacheinander in den linken Bildträger des S tereoau to­
graphen eingelegt, die K artierungsunterlage m it dem jeweiligen A u fn ah m e­
standpun kt unter dem gerätebezogenen Standpunkt eingestellt und nach den  
R ichtungskontrollpunkten orientiert. D anach wurden die zu bestim m enden  
Paßpunkte bei verschiedener Stellung des Basisw agens angefahren und die 
R ichtung auf der K artierungsunterlage abgenadelt. D ie Verbindung dieser  
beiden R ichtungspunkte ergab jew eils eine Bestim m ungsrichtung für einen  
Paßpunkt. Es wurde darauf geachtet, daß diese R ichtungspunkte in der
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T ab e lle  I I I

Vergleich der Verfahren zu r  P aßpunktbestim m ung

Klassisch-
geodätisch

A nalytisch­
photogramm.

Graphisch­
photogram m .

P u n k ta n z a h l ................................ 16 16 16

Z eitaufw and  ............................ 35 h 35 h 8 h

A nteile der A u ß en arb e it 25% * *

A nteile der A usw ertearbe it 75% 100% 100%

* W erden B ilder von  S tereobildpaaren  d e r T agebauaufnahm e v erw endet, so e n ts te h t 
kein  A ufw and  fü r A ußen arb e iten .

E rre ich te  G enauigkeit

I I
der L a g e ........................................  j ; I _ 9,2 cm , i  23 cm

der H ö h e ........................................ | j ^  2,4 cm i ^  5 cm

D ie  Z ahlenangaben  sin d  durchschn ittliche  F eh ler, die aus den  A bw eichungen gegenüber 
den klassisch-geodätisch  b estim m ten  P a ß p u n k tk o o rd in a te n  und  H öh en  berechnet w urden . 
Die M axim alabw eichungen betrugen  beim g raph isch -p h o to g ram m etrisch en  V erfah ren  in  der 
Lage 45 cm  und  in de r H öhe — 11 cm.

N ähe des Paßpunktes und zwar vor u n d  hinter diesem lagen. Dabei erfolgte 
die Orientierung bezüglich der E ntfernung m it Hilfe des noch nicht einge­
paßten Modells.

Für die H öhenerm ittlung am Stereoautographen m üssen die einzelnen  
M odelle eingepaßt und orientiert w erden, da für eine genaue photogram m e­
trische H öhenbestim m ung die E ntfernung bekannt sein m uß. A uf der Grund­
lage der orientierten K artierungsunterlage wurden m it dem Einpaßm ikroskop  
am Zeichentisch die einzelnen zuvor n ach  Lage erm ittelten Paßpunkte einge­
stellt, der Punkt im  linken  Bild m it der M eßmarke der H öhe nach angefahren  
und die Höhe am Höhenzähler abgelesen. D abei dienten 1 bis 2 höhenm äßig  
bekannte Punkte pro Bild zur K ontrolle des Aufnahm ehorizontes und dam it 
praktisch der E instellung des H öhenzählers. Es ergaben sich für die Lage- 
und für die H öhenbestim m ung folgende durchschnittlichen Fehler

L̂age ”  rb 0,23 m Ĥöhe == zt ^ 0 5  m.

5. Genauigkeits- und W irtschaftlichkeitsvergleich

In Tabelle III sind drei Verfahren der Paßpunktbestim m ung, klassisch­
geodätisch, analytisch-photogram m etrisch und graphisch-photogram m etrisch  
gegenübergestellt. D ie  W erte zeigen, daß die Paßpunktbestim m ung nach den
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untersuchten Verfahren m it ausreichender Genauigkeit durchgeführt werden  
kann. Der durchschnittliche Lagefehler lieg t innerhalb der Zeichengenauigkeit, 
die für den M aßstab 1 : 2000 m it ^  0,4 m  angenom m en werden kann.

Der besondere V orteil der graphisch-photogram m etrischen B estim m ung  
lieg t in dem gegenüber den anderen Verfahren sehr geringen Zeitaufw and, 
der nur etwa 25%  des Zeitaufwandes der klassisch-geodätischen sowie der 
analytisch-photogram m etrischen B estim m ung beträgt.

6. Einschätzung des graphisch-photogram m etrischen Verfahrens

Die Ü berlegenheit hinsichtlich des Zeitaufwandes des graphisch-photo- 
gram m etrischen E inschneidens ist eindeutig. Das Verfahren b ietet dann prak­
tisch e Vorteile, w enn ein Tagebau von  mehreren Seiten her aufgenom m en  
w erden muß, so daß sich gegenüberliegende Standlinien ergeben. Das ist bei 
G esam taufnahm en eines Tagebaues m eist der Fall. E s kann unw irtschaftlich  
w erden, wenn nur eine Abbaufront aufzunehm en ist. B ei regelm äßig w ieder­
kehrenden A ufnahm en, bei denen A ufnahm estandpunkte und R ich tu n gs­
kontrollpunkte erhalten bleiben und sich nur im  inneren Bereich des T agebaus 
Veränderungen ergeben (z. B. K ippenstandsaufnahm en), können Paßpunkte  
m it rückbaren G leisanlagen verbunden werden und so ihre Lage bezüglich  
des A ufnahm eobjektes etwa beibehalten , aber bei jeder Aufnahm e auf ein ­
fach ste  W eise m itbestim m t werden. E s kann so das N euaufstellen von P a ß ­
punkten , das erfahrungsgem äß einen hohen anteiligen Zeitaufwand fordert, 
verm ieden werden.
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C O N SID E R A T IO N S O N  T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F  M IN O R  C O N TR O L PO IN T S B Y  
W A Y  O F P L A N E -T A B L E  PH O T O G R A M M E T R Y  IN  T E R R E S T R IA L -P H O T O G R A M  - 

M ETR IC A L S U R V E Y IN G  IN  B R O W N  COAL S U R F A C E  M IN IN G  W O R K S

W. RÜGER

SU M M A R Y

A n an aly tic -p h o to g ra m m e tric  a n d  a  g ra p h ic a l-p h o to g ram m etric  p rocedure  fo r th e  
d e te rm in a tio n  of th e  p o in ts  of m iner co n tro l in  su rface  m in ing  su rv ey s are described , th e i r  
a cc u rac y  and  re q u ire d  tim e-co n su m p tio n  co m p ared  w ith  th o se  of th e  classical g eo d etica l 
d e te rm in a tio n s; b e in g  th a t  th e  g rap h ica l-p h o to g ram m etrica l p ro ced u re  h ad  been  p ro v ed  to  
b e  th e  m ost econom ical.
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L ’E X É C U T IO N  D U  CANEVAS D E  R E S T IT U T IO N  AV EC P H O T O G R A M M É T R ÏE  
P A R  IN T E R S E C T IO N  D A N S LES L E V É S  T E R R E S T R E S  P H O T O G R A M M É T R IQ U E S 

D E S M IN E S  D E C H A R B O N  A C IE L  O U V E R T

W. R Ü G E R

R É S U M É

L ’a u te u r  d écrit u n  procédé a n a ly tiq u e -p h o to g ra m m é triq u e  e t un  a u tre  g ra p h iq u e -  
p h o to g ram m étriq u e , p o u r  l ’exécu tion  du  c a n e v a s  de re s t i tu t io n  dans les levés des m in es à  
ciel o u v e r t,  e t  com pare  le u r  précision e t le u r  dép en se  de tem p s à celles de la d é te rm in a tio n  
géodésique classique. Le p ro céd é  g ra p h iq u e -p h o to g ram m étriq u e  se m o n tre  le p lus économ ique  
des d e u x  procédés.

НЕКОТОРЫЕ СООБРАЖЕНИЯ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ СВЯЗУЮЩИХ ТОЧЕК 
МЕНЗУЛЬНО-ФОТОГРАММЕТРИЧЕСКИМ МЕТОДОМ ПРИ НАЗЕМНОЙ 

ФОТОГРАММЕТРИЧЕСКОЙ СЬЕМКЕ ОТКРЫТОЙ РАЗРАБОТКИ БУРЫХ
УГЛЕЙ

в .  Р Ю Г Е Р

РЕЗЮМЕ

Дается описание аналитического и графического фотограмметрических методов 
определения связующих точек при съемках открытой разработки, причем рассматривается 
их точность и затрата времени в сопоставлении с классическими методами геодезии. 
Наиболее экономичным оказывается графический фотограмметрический метод,
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DIE BESTIMMUNG DER LOTABWEICHUNG r, 
FÜR POTSDAM AUS STERNBEDECKUNGEN

H . U. SA N D IG , D resd en  u n d  P o tsd am  

[E ingegangen am  17. M ärz 1965]

A us 73 in  den  J a h re n  1955 bis 1959 v isue ll e rfa ß ten  S tern b ed eck u n g en  du rch  den  M ond 
w ird , u n te r  B erü ck sich tig u n g  des M on d ran d p ro fils  n ach  H a y n  u n d  W e im e r , die (ab so lu te ) 
L o tab w eich u n g  1/ in  B ezug au f das H a y fo rd -E llip so id  fü r  den  H e lm ert-T u rm  in  P o tsd a m  
(E u ro p äisch es D a tu m ) ab g ele ite t. Die n ach  zw ei v e rsch iedenen  V erfah ren  e rm itte lte n  W erte  
( +  2"9 u n d  -• 273) b e fin d en  sich in h in re ich en d er Ü b ere in stim m u n g  zu den  von  an d eren  A u to re n  
au f g rav im etrisch em  W ege e rm itte lten  W erten .

Die V erwendung von Sternbedeckungen durch den Mond für geodätische  
Zwecke ist nur gelegentlich versucht worden. Von besonderer B edeutung sind  
die Versuche von O ’K e e f e  und seinen M itarbeitern, die einerseits die A bleitung  
des Ä quatorradius der Erde zum Ziel h atten  [1], zum anderen den Anschluß  
von Inseln  im P azifik  an ein F estpunktfeld  bezweckten [2]. 1949 hat H o p ­
m a n n  [3] den Versuch unternom m en, die über tausend Sternbedeckungen, 
die B a t t e r m a n n  in den Jahren 1884 bis 1903 in Berlin beobachtet hatte , für 
geodätische Zwecke auszunutzen. D abei h atte  sich herausgestellt, daß diese 
B eobachtungsreihe vor allem in der Lotabw eichung in Länge zu völlig unm ög­
lichen W erten führt. H o pm a n n  erklärt diese Diskrepanz durch eine unge­
wöhnlich große persönliche Gleichung des Beobachters B a t t e r m a n n . Außer­
dem wird darauf hingewiesen, daß die B eobachtungen nicht wegen des Profils 
des M ondrandes korrigiert worden waren, das ja erst zu Beginn des ersten  
W eltkrieges von  H a y n  erstmals erm ittelt worden war.

Seit 1955 werden im G eodätischen In stitu t in Potsdam  auf dem H el­
m ertturm  durch H . K r ü g e r  und andere Mitarbeiter des Institu ts die dort 
erreichbaren Sternbedeckungen durch den Mond m it einem 15 cm Cassegrain- 
Spiegelteleskop nach der Tasterm ethode beobachtet. D ie Beobachtungen sind  
(zusam m en m it den W idersprüchen A a  in  der D istanz Stern-M ondzentrum) 
in mehreren M itteilungen der Astron. Nachr. veröffentlicht worden [4]. D a  
K r ü g e r  und ein weiterer Beobachter ihre persönliche Gleichung m it einem  
künstlichen Stern bestim m t hatten  [5 ], schien eine Berechnung des ver­
bleibenden system atischen , die L otabw eichung enthaltenden U nterschiedes 
lohnend, zum al für den Helm ertturm  bereits gravim etrische Bestim m ungen  
der L otabw eichung durch W o l f  [6], H o p m a n  [7], A r n o l d  [8] u. a. Vorlagen. 
Da ein Fehler im  M ondort der Ephem eride m it vollem  B etrag in das Ergebnis
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eingeht, konnten nur Beobachtungen der Jahre Verwendung finden, für die 
durch die zentrale B earbeitung aller au f der ganzen Erde beobachteten Stern­
bedeckungen die K orrektionen der M ondephermeride erm ittelt worden waren. 
D ies bedeutet, daß nur die B eobachtungen bis einschließlich 1959 verw endet 
w erden konnten. Insgesam t standen som it 73 Beobachtungen zur Verfügung, 
die in  den Jahren 1955 bis 1959 an gestellt worden waren.

D a die B estim m ung der L otabw eichung in Breite aus Beobachtungen  
au f nur einer S ta tion  prinzipiell ungünstig  ist (siebe z. B. die D arstellung  
vo n  B e r r o t h  u . H o f m a n n  [9]) so habe ich mich bei dem Versuch, die P o ts­
dam er B eobachtungen auszuwerten, au f die Lotabweichung in Länge b e­
schränkt. Eine vorhandene größere L otabw eichung in Breite (die nach den 
vorliegenden gravim etrischen Ergebnissen unwahrscheinlich ist) würde dann  
zw ar die Ergebnisse der einzelnen B eobachtungen verfälschen, doch wird im  
M ittel aus einer großen Zahl von B eobachtungen die infolge der Lotabw eichung  
fa lsch  angenom m ene Breite sich im  w esentlichen in einer Vergrößerung der 
zufälligen  Streuung äußern und nur einen verschw indenden system atischen  
E influß  haben.

D ie Berechnung der Längendifferenz astronom isch m inus geodätisch  
geschah auf zw ei verschiedenen W egen, einem nahezu strengen Verfahren 
und  einem Näherungsverfahren. Das Näherungsverfahren ist der geringen  
B eobachtungsgenauigkeit der visuellen  Sternbedeckungen angepaßt, in jedem  
F alle  kann es zur Sicherung gegen grobe Fehler im strengen Verfahren m it 
V orteil verw endet werden. Es verlangt nur einen m inim alen Rechenaufwand.

Zur A ufstellung der Fehlergleichung für das strenge Verfahren wurden  
drei U nbekannte eingeführt: E ine Verbesserung der Länge AX als L ängen­
differenz astronom isch minus geodätisch, eine Verbesserung A k u des m ittleren  
Mondradius k a (ausgedrückt in E inheiten  des m ittl. Äquatorradius der Erde) 
und  eine Verbesserung Ал„ der m ittleren M ondparallaxe jt0. Dabei ist natürlich  
klar, daß aus dem  M aterial von n icht einm al 100 visuellen Sternbedeckungen  
keine verbürgten Verbesserungen des Mondradius und der M ondparallaxe 
erw artet werden können. Der Sinn der M itnahm e dieser Unbekannten war 
der, fehlerhafte K orrektionen wegen des Mondrandprofils dort zur Ausw ir­
k u n g  zu bringen, d. h. aufzufangen, so daß sie sich in AX nicht auswirken  
können. Die R ich tigk eit dieser Ü berlegung wird sich bei dem späteren V er­
gleich  der nach den beiden M ethoden gewonnenen Ergebnisse zeigen. Im  
A bsolutglied der Fehlergleichung gehen außer den Differenzen Aa  bzw. А к, 
die sich aus der G egenüberstellung von  B eobachtung und Berechnung ergeben, 
die Fehler der M ondephem eride und die K orrektionen wegen des M ondrand­
profils ein. Die Fehlcrgleichung la u tet dann:

k a Ak0 +  (M m  +  N n) АХ +  P  ~ ~ ~  =  L  — M A x  -  NAÔ -  к .
s i l l  7Vq s i n  71
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Dabei bedeuten la und Ab die V erbesserungen der M ondephemeride, die aus 
den vom  R oyal Greenwich O bservatory in H erstm onceux gegebenen A L  und  

IR, bezogen auf die M ondbahn, erm ittelt w erden müssen. Аш' is t die R an d ­
korrektion des Mondes, die für die zur B eobachtungszeit gehörende L ibration  
und den Positionsw inkcl der B edeckung den Kartenwerken von H a y n  [10 ], 
W e im e r  [11] oder W a tts  [12] entnom m en wird. D ie K oeffizienten L , M , 
N , P  haben die bei D e  B a l l  [13] angegebene Bedeutung. Sie ergeben sich  
aus der B edingungsgleichung für den »Schattenkreis« in der B esselsch en  
Fundam ental ebene

(*o +  dx  -  Í)2 +  (y 0 +  dy  — r))2 =  (k0 +  A k f  .

Dabei sind x üy u die für den B eobachtungszeitpunkt (TU.,) berechneten K oor­
dinaten des M ondzentrums und f , r] die astronom isch bestim m ten a u f ein 
N orm alellipsoid bezogenen K oordinaten des Beobachtungsortes in b ezu g  auf 
die Fundam entalebene. N ehm en wir nunm ehr fürs erste an, daß d ie L otab ­
w eichung in  cp für den B eobachtungsort verschw indend ist. Es w ird dann der 
den geodätischen (lotabweichungsfreien) K oordinaten entsprechende Ort in 
der Fundam entalebene die gleichen K oordinaten | ,  r] zu einem  Z eitpunkt 
haben, der sich von dem B eobachtungszeitpunkt um den B etrag AX unter­
scheidet. D abei ist A). die L otabw eichung in L änge, ausgedrückt im  Z eitm aß. 
Die diesem  Zeitabschnitt entsprechenden Änderungen der K oordinaten  des 
M ondzentrum s in der Fundam entalebene sind dx  und dy. Sie m üssen  die 
B edingungsgleichung des Schattenkreises erfüllen. Ihre Beziehungen zu den 
Ä nderungen Aoc und Ab der äquatorialen geozentrischen K oordinaten  des 
M ondzentrum s werden durch die K oeffizienten  der Fehlergleichung v erm itte lt. 
Für den sicherlich vorliegenden Fall, daß Acp von  Null etwas versch ieden  ist, 
gibt dieses Verfahren im einzelnen Fall natürlich fehlerhafte R esu lta te; im 
M ittel aus einer großen Zahl von Sternbedeckungen wird der E in flu ß  von  
Acp jedoch  fast völlig herausfallen, da dann alle Lagen der scheinbaren M ond­
bahn in  B ezug auf den Stern Vorkommen w erden, je größer die Z ahl desto  
besser verteilt. Ich habe dieses eigentlich für Längenbestim m ungen gedachte  
Verfahren für den vorliegenden Zweck angew andt, weil nur geozentrische  
W erte in die K oeffizienten der Fehlergleichung eingehen, weil es mir in  über­
sichtlicher W eise zu gestatten  schien, nur die Lotabweichung in  L änge zu 
berücksichtigen, und vor allem , weil der größte Teil der für die B erechnung  
der K oeffizienten  nötigen D aten  von H. K r ü g e r  in Potsdam  b ereits fertig  
berechnet vorlag. Die A ufstellung der Fehlergleichungen war so m it relativ  
rasch zu bewerkstelligen. D ie H auptarbeit bestand  in der E rm ittlu n g  der 
Randkorrektionen, wozu zunächst die L ibrationen zu berechnen w aren. Die 
Positionsw inkel lagen ebenfalls bereits vor. D as Randprofil w urde sowohl 
aus den K arten von I I a y n  [10] als auch denen von W e im e r  [11] entnom m en,
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um  V ergleichsm öglichkeiten  zu haben. E s erw ies sich, daß die H aynschen  
K arten  den W eim erschen etwa ebenbürtig sin d , obwohl letztere m it einem  
b ed eu ten d  größeren In stru m en t und w esentlich  m ehr Material erhalten wurden. 
A u s den Differenzen der 58 Korrektionen der R andpunkte, für die aus beiden  
K artenw erken Aa>' entnom m en werden k o n n ten , ergibt sich ein m. F. von  
^  0"31 für eine P rofilentnahm e, wenn beide K artenwerke als gleich genau  
angenom m en werden. G ibt man Hayns G enauigkeitsangabe von ^  0"25 vor, 
so w ürde der W eim ersche A tlas, für den vom  A utor leider keine G enauigkeits­
angaben  gem acht w erden, nur ^  0"36 erreichen. So erstaunlich im m er wieder 
die hohe Zuverlässigkeit der Haynschen A rbeiten  ist, so ist auf der anderen  
S e ite  doch die K enntn is des Mondrandprofils noch  recht m angelhaft für die 
vorliegende Aufgabe, u n d  ein Erfolg ist auch b ei einem objektiven B eobach­
tungsverfahren (R egistrierung des P hotostrom s, den der Bedeckungsstern  
erzeugt) nur durch eine große Häufung vo n  Beobachtungen zu erwarten. 
L eider lag zur Zeit der Durchführung der R echnungen  der inzwischen erschie­
nen e A tlas des M ondrandprofils von W a t t s  [12] noch nicht vor.

D ie Berechnung der Librationen, E n tn a h m e der R andkorrektionen, 
B erechnung der K oeffiz ien ten , Aufstellung der Fehlergleichungen, B erück­
sich tigu n g  der persönlichen Gleichung und E rm ittlu n g  der Verbesserungen  

I /, А л 0 und A k 0 sow ie auch  die Rechnungen nach  dem im folgenden beschrie­
benen  N äherungskontrollverfahren hat Herr G. L a n d m a n n  in Berlin im  
R ah m en  seiner D ip lom arb eit als Fernstudent an der T U  Dresden nach m einer  
A n leitu n g  durchgeführt, w ofür ihm auch an dieser Stelle gedankt sei.

D as erwähnte Näherungsverfahren geht w ieder von der B ed ingungs­
g leich u n g des »Schattenkreises« in der F undam entalebene aus

(x  -  I)2 +  (y — }?)2 =  (T~ .

w enn  a  der aktuelle M ondradius in B ogensekunden ist. Diese G leichung führt 
zu W idersprüchen A a  =  ff' — a für jede einzelne Sternbedeckung. D iese Aa  
w erden nun in eine K om p on en te in R ichtung der M ondbewegung und in eine 
senkrecht dazu zerlegt, nach  der Beziehung

lcr == pAL'  -(- q A B ' .

B ezeichnet man m it q den Positionsw inkel der Mondbewegung und m it 
x den Positionsw inkel des Sterns, so ist

p  =  cos (g — x) und q =  sin (p — x) .

A uch diese Größen lagen  in Potsdam  b ereits fertig berechnet vor, so 
daß die K ontrollrechnung nur in einer B estim m u n g der AL' und A B '  durch
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Ausgleichung, für jeden Jahresabschnitt gesondert, bestand. D ie so erm ittelten  
L'  wurden den vom  Sternbedeckungszentrum  in H erstm onceux zur Verfügung  
gestellten [14] L  gegenübergestellt und die Differenzen AL  — L ’ — L  über 
die m ittlere M ondbewegung in  Zeit verw andelt. U nter den bei der ersten 
Methode gem achten Voraussetzungen wird im  M ittel aus einer großen Zahl 
von Sternbedeckungen dieser Zeitunterschied gleich der Lotabweichung in  
Länge für den B eobachtungsort sein, w obei hier noch hinzukom m t, daß die 
Bew egungsgeschw indigkeiten des Mondes in  der B ahn so verteilt sein m üssen, 
daß sich die m ittlere B ew egung ergibt, m it deren Reziproken die AL  m ul­
tipliziert werden. Es werden sich also U nterschiede zwischen den nach der 
ersten und nach der zw eiten  Methode gew onnenen Lotabweichungen ergeben. 
Die Rechnungen zeigten, daß diese A bw eichungen zunächst unverhältnis­
mäßig groß waren. Sie wurden wesentlich geringer, wenn an die Aa  die bei 
der ersten Lösung erhaltenen A k 0 angebracht wurden. D am it ist die oben 
behauptete Zweckm äßigkeit der Aufnahme einer Verbesserung des Mondradius 
erwiesen. A k u ste llt keine Verbesserung des m ittleren Mondradius dar, sondern 
gestattet lediglich den U m stand zu berücksichtigen, daß die angebrachten  
Korrektionen für die aktuellen Randpunkte nicht auf den m ittleren Mondradius 
führen.

Die Ergebnisse (für AA umgerechnet in Bogensekunden) zeigt die folgende 
Zusam m enstellung :

.Tahi 1. Verf.

A  ;
2. Verf.

A \
2. Verf.

AK korr. weg. Ak0 Ak0 • 10 e A n  0

1955 +o;'87 ±  979 +  8719 +  2,18 +  6,6 +  84 ±  86 + 0 7 1 0  ±  0742

1956 — 5,19+12,0 -4 ,10 —4,10 ±  6,8 +  3 + 1 0 5 +0 ,07  +  0,62
1957 -13 ,50+ 14,8 -7 ,10 -1 1 ,7 4  ±  9,8 +  97 ±  121 +  0,44 ±  0,58
1958 +  1,08 +  8,4 +  2,46 +  0,27 ±  7,1 +  90 ±  73 — 0,85 ±  0,41
1959 — 3,45 +  6,2 -  5,73 — 5,73 ±  4,1 -  16 ±  30 +  0,20 ±  0,27

M i t t e l ■ -  4"8 ±  4,4 17З 378 ± 4 ,8 +  5 4 +  35 +  0,02 ±  0,17

Die M ittelwerte und ihre mittleren Fehler wurden aus einer A usgleichung  
des Gesam tm aterials erhalten. Für die Schlußbetrachtungen sollen nur diese 
M ittelwerte hinzugezogen wrerden.

Nach Ausweis der m ittleren Fehler können die Ergebnisse kaum  dem  
Vorzeichen nach als gesichert gelten. Die R eihe der Einzelw erte zeigt jedoch, 
daß AA negativ  sein m uß. U m  einen V ergleich m it den auf gravim etrischem  
W ege über die Stokes’sche Formel erhaltenen Ergebnissen zu bekom m en, 
berechnen wir r] =  —AA cos cp und erhalten im  Vergleich zu den Ergebnissen  
von W o l f  [6], H o p m a n n  [7] und A r n o l d  [8] aus Sternbedeckungen
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п
1. Verfahren +  2";9 ±  2",7
2 . Verfahren +  2;'3 ±  3 '0

aus Sch were werten
H . W olf +  1"3
J . H o pm a n n  -j- 2"4
K . A r n o l d  -f- 1"9

Die W erte beziehen sich auf das H ayford-Erdellipsoid und auf die alte  
konventionelle Länge von Potsdam .

D ie Ü bereinstim m ung der gravim etrisch und geom etrisch erm ittelten  
W erte ist unerwartet gut. D ie m itgeteilten  m ittl. Fehler bewahren freilich  
davor, dieser Ü bereinstim m ung zu v iel W ert beizum essen. Sie erm utigen  
jedoch  den Verfasser, die Versuche m it verbesserten H ilfsm itteln  fortzusetzen . 
A m  L ohrm ann-Institut der Technischen U niversität Dresden wurde am 30cm  
R efraktor eine lichtelektrische Apparatur adaptiert, m it der in den le tz ten  
M onaten bereits ein halbes D utzend Bedeckungen hellerer Sterne erfaßt 
w erden konnten. D ie G enauigkeit is t  besser als ^  0*01 und gesta ttet, die 
W inkeldurchm esser der Sterne abzuleiten, sow eit es sich um  R iesensterne  
handelt. E ine zw eite derartige Apparatur wird im kom m enden Jahr vom  
G eodätischen In stitu t P otsdam  übernom m en und an einem  größeren F ern­
rohr adaptiert werden. D am it ist die zeitliche Erfassung des Phänom ens m it 
aller w ünschenswerten G enauigkeit und frei von system atischen  Fehlern  
gesichert. E in Problem  bleibt nach wie vor die Erfassung der M ondrand­
korrektion, doch ist zu hoffen, daß der A tlas von W atts [12], der je tz t  in  
P otsdam  vorliegt, eine w esentliche G enauigkeitssteigerung bringen wird. D ie  
U ngenauigkeiten in der K enntnis des M ondrandprofils werden jedoch  nach  
w ie vor eine große H äufung von Sternbedeckungen erforderlich m achen, 
bevor ein hinreichend gesicherter W ert der L otahweichung angegeben werden  
kann.
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T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F  T H E  POTSDAM  D E F L E C T IO N  O E  T H E  P L U M B L IN E  »?
FR O M  STA R  OCCU LTATION S B Y  T H E  M O ON

H. U. SANDIG

SU M M A RY

F ro m  73 o ccu lta tio n s o f s ta rs  b y  th e  m oon  o bserved  v isu a lly  be tw een  1955 an d  1959 
th e  co m ponen t »? o f  th e  (ab so lu te ) deflection  o f th e  p lum bline  is d e riv ed  for th e  H e lm ert- 
T u rm  a t P o tsd a m  (E u ro p ea n  D a tu m ) w ith  re sp e c t to  th e  H ay fo rd  E llipso id . The co rrec tio n s 
fo r th e  m arg in a l Zone w ere ta k e n  from  th e  c h a rts  o f  H a y n  and  W e i m e r . T he resu lts  o b ta in e d  
b y  tw o d iffe ren t m eth o d s ( + 2 " 9  and  + 2 "3 ) a re  in  su ffic ien t co rrespondence  w ith  th e  re su lts  
d e riv ed  from  g rav im etric  d a ta .

D É T E R M IN A T IO N  D E  LA D É V IA T IO N  D E  LA  V E R T IC A L E  »? D E  POTSDAM , 
S U R  LA B A SE D E  L’O C C U LTA TIO N  D ’É T O IL E S

H. U. SANDIG

R É SU M É

Sur la  base  de 73 o ccu lta tio n s d ’étoiles o b servées v isu e llem en t e n tre  les années 1955 
e t  1959, e t  en  co n sid éra tio n  d u  pro fil de la lune selon  H a y n  e t W e i m e r , on  d éd u it la d é v ia tio n  
(abso lue) de la v e rtica le  »? p o u r la H elm ert-T u rm  de P o tsd a m  (donnée eu ropéenne) en  re la tio n  
avec  l ’ellipsoïde H ay fo rd . Les va leu rs  calculées selon  deu x  procédés d iffé ren ts  (+ 2 "9  e t •- 2"3) 
s o n t  en acco rd  sa tis fa isa n t avec  les va leurs d ’a u tre s  a u te u rs  calculées p a r  grav im étrie .

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОТКЛОНЕНИЯ ОТВЕСА »? ДЛЯ ПОТСДАМА ПО 
ПОКРЫТИЯМ ЗВЕЗД

X . У . С А Н Д И Г

РЕЗЮМЕ

На основе 73 покрытий звезд Луной, определенных визуальным методом за период 
1955—1959 гг. с учетом профиля края Луны по Х а й н у  и В е и м е р у ,  выводится (абсолютное) 
отклонение отвеса »? для башни Гельмерта в г. Потсдаме (Европейская дата) по отношению 
к эллипсоиду Хейфорда. Значения, полученные двумя методами (+2,9" и +2,3") хорошо 
совпадают со значениями, определенными другими авторами гравиметрическим способом.
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ÜBER MARKSCHEIDERISCHE MESSERGEBNISSE ZUR 
FESTSTELLUNG DER DURCH BERGMÄNNISCHEN 
ABBAU VERURSACHTEN GEBIRGSBEWEGUNGEN

H. S P IC K E R N A G E L , L eoben 

[E ingegangen am  31. M ärz 1965]

In  d en  fo lgenden  U n te rsu ch u n g en  w ird  ü b e r die A u sw ertung  v o n  m ark sch e id e risch en  
M essungen b e r ic h te t, d ie zur B eo b ach tu n g  v o n  ab b au b e d in g te n  P u n k tb ew eg u n g en  u n te r  
T age d u rc h g e fü h rt  w orden  sind. Die M essungen w aren  an g ese tz t, u m  e inen  B e itrag  zu  d e r 
fü r  das F o rsch u n g sg eb ie t der B e rg sch ad en k u n d e  so b ed eu tsam en  F rag e  zu  leisten , ob d ie 
zur V o rau sb e rech n u n g  der an  der T agesoberfläche  zu e rw arten d en  E in w irk u n g en  des b e rg ­
m än n isch en  A b b au es en tw ickelten  V ors te llu n g en  ohne E in sch rän k u n g  ü b e r tra g b a r  sind  a u f  
den B ew egungsab lau f, de r sich im  G ebirgsinneren  vo llz ieht.

D ie m itg e te ilten  E rgebnisse  b e tre ffen  n u r  die v e rtik a le  K o m p o n en te  des B ew egungs­
ab laufes, w eil w eite rgehende  U n te rsu ch u n g en  den  U m fang  der A rb e it zu  sehr v e rg rö ß e rt  
h ab en  w ürd en .

Mit dem unterirdisch betriebenen bergm ännischen A bbau einer Lager­
stä tte  ist zw angsläufig eine Störung des in dem betroffenen G esteinsschichten­
verband (nach bergmännischem Sprachgebrauch: Gebirgsschichtenverband) 
vor B eginn des Abbaus allseitig herrschenden Spannungszustandes verbunden. 
Als Folge der hierdurch auftretenden Spannungsanom alien versuchen sich  
die m it Schaffung des Abbauhohlraums ihrer U nterstützung bzw. ihres G egen­
lagers beraubten hangenden und liegenden Schichten der L agerstätte in den  
H ohlraum  hinein zu bewegen, um diesen schließlich wieder zu Verfällen. 
So wird durch den bergm ännischen A bbau ein B ew egungsvorgang ausgelöst, 
der sich durch das anstehende Gebirge bis zur Tagesoberfläche fortsetzen kann  
und in der R egel auch fortsetzt. U nter dem E influß der dam it verbundenen  
absinkenden und verschiebenden Lageveränderungen, der vertikalen und  
horizontalen K om ponente des Bew egungsvorgangs, treten die von  der T ages­
oberfläche her bekannten Schäden, die sogenannten Bergschäden auf.

A uf dem W eg zwischen Abbauhorizont und N iveau der Tagesoberfläche  
durchlaufen die absinkenden Bew egungen die verschiedenartigsten Gebirgs- 
schichten; verschiedenartig, sowohl hinsichtlich  ihrer physikalischen E igen­
schaften als auch ihres geologischen Schichtenaufbaus, ihres Schichtenein- 
fallens und ihrer M ächtigkeit. So kom m t es, daß die übertage sichtbar werden­
den »Bodenbewegungen<< durchaus n icht ident sein m üssen m it den innerhalb  
des Gebirges stattfindenden Bew egungen der einzelnen G ebirgsschichten, den  
sog. »Gebirgsbewegungen«.

W ill man die K enntnisse über die als Folge des bergm ännischen Abbaus 
eintretenden Boden- und G ebirgsbewegungen einer w enigstens in etwa a ll­
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gem ein  anwendbaren L ösung zuführen, dann ist es unum gänglich, die einzelnen  
Param eter zu bestim m en, die den A b lau f der u n t e r t ä g i g e n  B ew egun­
gen, also der G ebirgsbewegungen, bestim m end beeinflußen. Zwar ist es ange­
sich ts ihrer Vielzahl und ihrer z. T. vo n  N atur aus gegebenen w echselvollen  
A usbildung zw eifelhaft, ob es überhaupt gelingen wird, eine einzige, allgem ein  
gültige Lösung des Problem s zu finden; aber auch eine nur regional gültige 
L ösung, m it deren H ilfe  wir in der Lage wären, den A blauf der Bew egungen  
vom  N iveau der abgebauten  Lagerstätte bis zur Tagesoberfläche zu erfassen  
und  im  voraus zu bestim m en, würde vor allem auch für die B elange der 
Grubensicherheit sow ie für die E rhaltung und U nterhaltung der Grubenbaue 
einen entscheidenden Fortschritt darstellen.

E s erhebt sich die Frage, welche W ege gangbar sind, um das gesteckte  
Ziel zu erreichen, bzw . ihm  näher zu kom m en. Hier fä llt erschwerend ins 
G ew icht, daß es untertage nur an relativ w enigen Stellen m öglich ist, den A blauf 
der Gebirgsbewegungen zu messen. A llerdings ist es m öglich, die B eobachtun­
gen bis zu einem gew issen  Grad durch U ntersuchungen an geeigneten Modellen 
zu ersetzen. D ennoch  aber können auch  die um sichtigsten  M odellversuche 
n ich t der M eßergebnisse über die in der N atur tatsächlich  stattgefundenen  
Bew egungen entbehren. Erst die Folgerungen, die sich bei vergleichender  
B etrachtung der in der N atur gem essenen B ew egungsabläufe m it den am Modell 
dem onstrierten herausstellen , können schrittw eise einen Ersatz für ein etw a­
iges Fehlen von M eßergebnissen in der zw ischen der Tagesoberfläche und dem  
A bbauhorizont o ft gegebenen Beobachtungslücke darstellen.

W enn wir vo n  den Meßverfahren absehen w ollen, die nur eine relative  
A ussagekraft b esitzen  (z. B. K onvergenzm essungen), dann sind es vor allem  
die auch aus dem übertägigen V erm essungsw esen her bekannten M eßverfah­
ren, m it deren H ilfe die durch Lageveränderungen fix ierter M eßpunkte sich t­
bar werdenden B ew egungen der G ebirgsschichten zu erfassen sind. D ie in 
verm essungstechnischer H insicht einw andfreie Anw endung der M eßverfahren 
wird untertage allerdings in oft nicht vorzustellender W eise durch den A blauf 
des Betriebsgeschehens sowie durch die E nge und Art der Grubenbaue er­
schw ert; außerdem verlangt die Forderung nach einer unveränderten Lage 
des M essungsanschlusses eine häufige W iederholung von  K ontrollm essungen. 
D ie oft extrem kurzen Polygonseiten zw ingen zur A nw endung zw angszentrier­
ter W inkelm essungen und zur V erm eidung von Fehlm essungen als Folge 
unbem erkt eintretender R efraktionseinflüsse em pfiehlt sich vor allem in gas­
haltigen  L agerstätten  eine Kontrolle des von den M essungen durchquerten  
W etterstrom s.

In vereinfachter W eise werden die zur Messung der G ebirgsbewegungen  
benötigten  F estp u n k te  in der unm ittelbaren  U m gebung des Streb- oder 
Streckenhohlraum s, also in der Firste und  in der Sohle einer Strecke, verm arkt. 
H ierzu werden etw a 30 bis 50 cm lange H olzpflöcke in Bohrlöcher eingetrieben
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und in diesen wird der M eßpunkt markiert. D ie an solchen Festpunkten  
gem essenen Bewegungen sind jedoch, wie vor allem  durchgeführte H öhen­
m essungen erkennen lassen, nicht allein durch die als Folge des Abbaus ein­
tretende Senkungsbewegung der Schichten bestim m t. Sie werden vielm ehr  
gleichzeitig von  anderen Einwirkungen überlagert, deren Ursache in D ruck­
auswirkungen zu erblicken ist, die eine Folge der durch die Senkung der 
G ebirgsschichten gleichzeitig hervorgerufenen Bruchbewegungen des den  
Streckenhohlraum  um gebenden G esteinsm antels darstellen. Bei Meßergeb­
nissen, die an solcherweise verm arkten Festpunkten  erzielt werden, besteht 
daher die Aufgabe darin, die unterschiedlichen Einflüsse der Senkungsbew e­
gung von  den durch Druckauswirkungen verursachten Bewegungen vonein ­
ander zu trennen.

Im  nachfolgenden sollen als erstes Ergebnisse von M essungen diskutiert 
werden, die wir auf Punkten durchgeführt haben, deren Verm arkung in der 
U m gebung einer Strecke erfolgte. Ferner sollen danach H öhenm eßergebnisse 
erörtert werden, die in einem mehr als 600 m tiefen Schacht zur Verfolgung  
des Senkungsvorgangs vom  N iveau des Abbaus bis zur Tagesoberfläche erzielt 
wurden.

D ie erstgenannten M eßergebnisse wurden erm ittelt bei der Beobachtung  
eines Querschlags in 600 m Teufe ( =  —530 m N N ), der m it einem rund 250 m 
langem  Streb in geringem vertikalem  A bstand von etwa 10—40 m unterbaut 
wurde. Der Abbau erfolgte in einem  rund 155 cm m ächtigen Steinkohlenflöz  
m it einem  m ittleren Schichteneinfallen von 15B; es wurde ohne Versatz gebaut.

D ie A nzahl der verm arkten Punktpaare betrug 29. Von diesen konnten  
jedoch 7 Punktpaare (Nr. 21 bis 29) nach der dritten Messung nicht mehr 
beobachtet werden, weil der Querschlag aus Gründen der W etterführung  
hinter dem Punkt 22 zugesetzt werden m ußte. D ie Punktpaare 12 und 13 
konnten nur 7mal beobachtet werden, w eil sie danach infolge eines Strecken­
bruchs vorzeitig  fortfielen. Die B eobachtungsm essungen erstreckten sich über 
einen Zeitraum  von insgesam t 1 Jahr und 5 M onaten. In dieser Zeitspanne 
wurden die M essungen 18mal durchgeführt. Zur Zeit der stärksten Einw irkun­
gen wurden die M essungen in A bständen von  je 14 Tagen wiederholt.

Lage und Schnitt des A bbaus zeigen Abb. 1 und la . D ie A usw ertung  
der M essungen ließ erwartungsgem äß erkennen, daß der nördliche Teil der 
Beobachtungslinie, das sind die Punktpaare 1 bis 11, Bew egungen erfuhren, 
die nur von den Druckauswirkungen des Streckenhohlraum s bestim m t wurden. 
Aus diesem  Grund sollen die Punktpaare 1 bis 11 hier nicht näher betrachtet 
werden.

Aber auch bei der Punktfolge 14 bis 22 zeigen sich neben den A usw ir­
kungen des Senkungsvorgangs noch solche Bew egungen, die durch dynam ische  
A usw irkungen gekennzeichnet sind. Verständlicherweise zeigen sich die D ruck­
ausw irkungen umso stärker, je  in tensiver die Abbaueinwirkungen auf die
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Abb. 1. G ru n d riß lic h e  Lage der B eo b ac h tu n g sp u n k te  ü b e r dem  A b b au

Abb. la .  Lage der B e o b ac h tu n g sp u n k te  ü b er d em  A b b au  d a rg este llt im  E in fä llen  der S ch ich ten

Zerstörung des den Streckenhohlraum  um gebenden G esteinsm antels hinwirken  
können. Das ist z. B . umso mehr der Fall, je weicher der betreffende G esteins­
schichtenverband is t  und je näher der A bbau zu dem Streckenhohlraum  liegt. 
Da das hier betrach tete  Flöz m it 15г nach Süden einfällt, so daß der lotrechte  
A bstand zwischen dem  Abbau und der Beobachtungslinie nach Süden hin 
größer wurde, stand  von vornherein zu erwarten, daß sich die Druckauswir­
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kungen bei den w eiter nach Süden verm arkten Beobachtungspunkten in 
geringerem Maße zeigten als bei den w eiter nach Norden hin verm arkten  
Punkten. Auch schon die Feststellung, daß die beiden nördlich gelegenen  
Punktpaare 12 und 13 als Folge eines Streckenbruchs vorzeitig  ausfielen, 
bestätigte diese Erwartung; und die M eßergebnisse über die an den Punkten  
14 bis 22 stattgefundenen Bewegungen bestätigen  diese Tendenz.

In den Abb. 2a — c sind gleichzeitig als Beispiel für die an den übrigen  
Punkten gem essenen Bewegungen die an den Punktpaaren 14, 17 und 21 
gem essenen Senkungsabläufe wiedergegeben. Für jedes P unktpaar ist die verti-

Abb. 2a. S en k u n g sv erlau f am  P u n k tp a a r  14

kale Lageveränderung des in der Sohle und des in der F irste des Querschlags 
verm arkten Punktes getrennt dargestellt.

Am Punkt 14 zeigt der in der Streckensohle angebrachte Festpunkt, der 
16 m über dem A bbau-H orizont lag, zu Beginn der Abbaueinwirkungen unter 
dem Einfluß der Verform ungskräfte eine stark aufwärts gerichtete Bew egung. 
D iese erreicht zu dem Zeitpunkt, in dem das Punktpaar durch den Streb unter­
fahren wird, eine m axim ale Hebung von  rund 840 mm. Der in der Strecken­
firste angebrachte Beobachtungspunkt hingegen zeigt nur zu Beginn des 
Bewegungsablaufs eine sehr geringe, innerhalb der M eßgenauigkeit liegende, 
scheinbare Aufw ärtsbew egung, um anschließend einer eindeutigen A bw ärts­
bewegung zu folgen. D iese hatte zu dem Zeitpunkt der Strebunterfahrung  
schon eine Größe von fast 180 mm erreicht, so daß sich unter dem E influß  
der Abbaueinwirkungen die Streckenhöhe im Bereich des Punktpaares 14 um  
mehr als 1000 mm verringert hatte.
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A b b .  2 b . Senkungsverlauf am Punk tpaar 17

Nach Überschreiten des H ebungsm axim um s zeigt sich auch an dem in 
der Streckensohle verm arkten Punkt der Beginn einer steil abwärts führenden  
Senkungskurve. Allerdings konnte diese nicht weiter verfolgt tverden, weil 
die durch die H ebung der Streckensohle eingetretenen Erschwernisse für den 
Föderbetrieb so sehr störten , daß der Querschlag durchgesenkt werden m ußte,
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w om it die B eobachtung des Sohlenpunktes eine Unterbrechung erfuhr. D ie  
Auswertung der später nach Erneuerung des Punktes durchgefiihrten M essun­
gen läßt erkennen, daß bei größerer Entfernung des Strebstandes beide M eß­
punkte eine annähernd gleichgerichtete B ew egung erfahren.

Aus dem für das Punktpaar 17 (Abb. 2b) gezeigten Senkungsverlauf ist  
zu erkennen, daß die H ebung der Streckensohle vernachlässigbar gering ist. 
Auch das Punktpaar 21 (Abb. 2c) zeigt einen ähnlichen Senkungsablauf wie 
das Punktpaar 17.

W enngleich die H ebung der Streckensohle ab Punktpaar 17 nur noch sehr 
gering in Erscheinung tritt, so ist dennoch übereinstim m end bei allen B eob­
achtungspunkten ein großer, verbleibender Senkungsunterschied zwischen den 
in der Streckenfirste und den in der Streckensohle verm arkten Punkten fest­
zustellen. Dieser U nterschied stellt eine echte Folge der Druckauswirkungen  
dar, die auch nach Beginn des Senkungsvorgangs noch eine anhaltende relative  
Aufw ärtsbew egung der Streckensohle verursachen. Sie kom m t in Form einer 
gegenüber dem Firstpunkt geringeren Absenkung der Streckensohle zum  
Ausdruck.

Es ist nun die Frage von Bedeutung, ob auch die in der Streckenfirste 
verm arkten B eobachtungspunkte unter dem E influß der Druckauswirkungen  
vertikale Lageveränderungen erfahren haben. Einwirkender Abbaudruck hätte  
sich durch eine zusätzliche A bwärtsbewegung der Streckenfirste in den Strek- 
kenhohlraum  hinein auswirken müssen, so daß eine Vergrößerung der schon  
als Folge der Schichtenabsenkung zu erwartenden Senkung eingetreten wäre. 
Zur Prüfung dieser Frage haben wir Senkungsvorausberechnungen durchge­
führt, die, für alle B eobachtungspunkte ein rechnerisches Senkungsm axim um  
von 1400 mm ergeben haben. Die tatsächlich  gem essenen Senkungen liegen  
aber im  M aximum nur zwischen 977 und 1207 m m  und die m ittlere m axim ale  
Senkung beträgt dem nach 1070 mm. Die gem essene Senkung ist also nicht 
größer als die rechnerisch zu erwartende, sondern sie liegt um  mehr als 300 mm  
unter dem errechneten Betrag. Diese Feststellung zeigt, daß die in der Strek- 
kenfirste angebrachten Punkte nicht nur keine durch Druckauswirkungen  
verursachte zusätzliche Absenkung erfahren haben, sondern ganz erheblich 
hinter den »Sollwerten« der Senkungen zurückgeblieben sind.

Das vorstehend genannte Ergebnis ste llt keinen E inzelfall dar. H o f f ­

m a n n  [4], G r ä b s c h  [2 ] und wir selbst [6] haben über das Zurückbleiben 
der untertage gem essenen Senkungsbeträge gegenüber den rechnerisch zu 
erwartenden wiederholt berichtet. Wir konnten diese Erscheinung auch bei 
Beobachtungspunkten feststellen , deren Verm arkung außerhalb der den 
Streckenhohlraum  um gebenden Lockerungszone erfolgt war, die also nicht von  
dynam ischen Auswirkungen betroffen wurden. A ngesichts der besonderen  
Bedeutung, die diese zunächst überraschende F eststellung z. B . für die A bbau­
planung im Bereich von Schachtsicherheitspfeilern besitzt, haben wir an ande­
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rer Stelle [7] den Vorgang näher untersucht. Damals schon haben wir die A uf­
fassung vertreten, daß der Senkungsunterschied auf eine im Gebirge vorüber­
gehend verbleibende Schichtenauflockerung zurückzuführen ist, die erst bei 
w eiterer Ausdehnung des Abbaus rückgebildet wird. Mit dieser A ufassung  
stim m en zwar auch einige andere Autoren, wie z. B. H ausse  [3], F a yol  [1] 
u n d  K öhne [5J u. a. überein; es werden in der Literatur aber auch gegenteilige  
M einungen vertreten. Für den Fall, daß die Deutung einer vorübergehenden  
Schichtenauflockerung zu R echt bestehen würde, wäre aus ihr weiterhin zu 
folgern, daß die für die Tagesoberfläche zur Vorausberechnung von B odensen­
kungen entw ickelten V orstellungen n icht ohne weiteres auf Berechnungen  
anzuw enden sind, die der B estim m ung der innerhalb des Gebirgskörpers zu 
erwartenden Bew egungen dienen sollen.

Es soll deshalb an H and von  Meßergebnissen die Frage der vorüber­
gehenden Schichtenauflockerung als Folge des bergm ännischen Abbaus noch  
näher untersucht werden. D en Ergebnissen liegen H öhenm essungen zugrunde, 
die wir in einem über 600 m tiefen  zu Tage führenden Schacht eines Stein­
kohlenbergwerks in W estfalen durchführen konnten.

Bei den dam aligen M essungen lag der im  Ruhrgebiet relativ seltene Fall 
vor, daß von einem neu abgeteuften Schacht aus in einem bisher unverritzten  
F eld  der bergm ännische Abbau in einem  einzelnen Flöz erstm alig begonnen  
w urde. Vor der A ufnahm e des Abbaus wurde in dem Schacht eine aus 25 P unk­
ten  bestehende B eobachtungslin ie angelegt.

Die H öhenm essungen wurden m it H ilfe eines 300 m langen eingehängten  
Schachtteufenm eßbandes unter B eachtung der für Präzisionsm essungen dieser 
A rt notwendigen M aßnahm en durchgeführt. Der m ittlere Teufenfehler je 300 m 
M eßbandlänge wurde bei den durchgeführten M essungen ziem lich konstant 
m it 8 mm bestim m t.

Im Rahm en dieser kurz gefaßten A bhandlung sollen lediglich die Meß­
ergebnisse besprochen werden, die über den Senkungsablauf der P unkte 1 — 20 
(A bb. 3) Auskunft geben. Von den P unkten lag die Punktfolge 1 —18 oberhalb 
des abgebauten F lözes, während der P unkt 20 um 15 m tiefer als der Abbau  
in  der Schachtsäule verm arkt war. Der 11 m über dem Abbau verm arkte  
P u n k t 19 soll unberücksichtigt bleiben, weil seine Lageveränderung sehr stark  
vo n  dynam ischen Auswirkungen bestim m t wurde. Ferner sollen nur die 
Ergebnisse für jeden 2. P unkt der B eobachtungslinie behandelt werden.

Uber die Ergebnisse der insgesam t l im a i  durchgeführten M essungen 
g ib t <1 ie Zahlentafel I A uskunft. Schon auf den ersten Blick ist zu erkennen, 
daß die Größe der Senkungen in starkem  Maße von der Llöhenlage des B eob­
achtungspunktes abhängig ist. D as Gebirge sinkt über dem Abbauhohlraum  
n ich t in Form eines in sich geschlossenen ganzen Blocks nach, sondern ganz 
offensichtlich m it einer aus den Senkungsunterschieden ablesbaren Schichten­
auflockerung, die ihr M aximum bei der 6. Messung zwischen den Punkten
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Hohe über Abbau Teufe

Abb. 3. S ch a ch tsc h n itt m it L age der M eß p u n k te

15 und 17 erreichte. Hier, in der H öhenlage zwischen 111 und 60 m über dem  
Abbau erreicht die Auflockerung der G esteinsschichten 86 m m . Sie m acht 
auf 51 lfm bezogen, 1,7 mm je lfm aus, was einem  Verhältnis von  rund 2%0 e n t­
spricht. Allerdings tvird sich die Auflockerung nicht in dieser durch die V er­
hältniszahl angegebenen G leichm äßigkeit über den ganzen Gebirgsschichten- 
verband verteilen; sie wird vielm ehr an einzelnen Schichtfugen größere Beträge  
erreichen und das zwischen den Fugen liegende G esteinsm ittel gar nicht oder 
nur wenig beanspruchen. Auch läßt sich aus der Z ahlentafel I die Größe der 
in der Um gebung des Abbaus in der Schachtsäule auftretenden Kürzungen  
ablesen, die hier bis zu einem Betrag von 2% anwachsen. E s sei schließlich
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auch noch auf das Verhalten des P unktes 20 hingewiesen, der unter dem E in ­
flu ß  der E xpansivkraft des G esteinsverbandes eine vorübergehende A ufw ärts­
bew egung, also eine H ebung in den Abbauhohlraum  hinein erfährt, die einen  
H öchstw ert von 69 mm  erreicht.

Vergleicht m an den Ablauf der an den einzelnen Punkten gem essenen  
Senkungsbeträge m iteinander, wobei m an die E ndsenkungen jew eils gleich  
100%  setzt, dann läß t sich für alle P unkte eine recht gut übereinstim m ende  
Tendenz des Senkungsablaufs erkennen (s. Abb. 4).

Z a h le n ta fe l  I

Beob.-
P k t.

Höhenlagen: Ergebnisse (Senkungen: — 0 H ebungen : - f)  der

Über d. 
Abbau

U nter d. 
Tagesoberfl.

4. 6. 8. 9. 10. 11.

M e s s u n g

m m mm m m mm mm mm mm

l + 4 6 2 7 —  45 —  158 - 3 1 5 —  489 - 7 1 5 - 7 5 5

3 +  413 56 -  47 —  160 —  318 - 4 9 6 - 7 1 7 —  758
5 +  361 —  108 -  52 —  168 - 3 3 3 - 5 1 3 —  724 —  764

7 +  313 —  156 —  54 —  176 361 —  535 —  740 —  774

9 +  262 -207 63 —  194 —370 —  549 —  743 —  776

11 +  211 —  258 -  75 —  220 - 4 0 1 —  579 —  743 —  774

13 +  162 307 - 9 2 —  255 —432 —  600 —  745 —  762
15 +  111 — 358 - 1 1 7 - 2 9 6 —459 — 613 — 739 — 7 5 5

17 +  60 -4 0 9 — 174 — 382 - 4 9 5 - 6 1 1 — 711 — 724

18 +  36 — 433 — 213 — 395 - 5 0 1 611 — 733 747

19 +  11 458 +  12 +  4 -  28 — 91 338 350

H ö h e n. 1 a g e  d s A b h a u s

20 15 484 +  69 +  65 +  51 +  18 - 8 - 1 1

Es sei nun die Frage erörtert, ob die Begriffe für die Senkungsvoraus­
berechnung, wie sie für die Tagesoberfläche entw ickelt worden sind, auch auf 
die hier in der Schachtsäule und dam it innerhalb des Gebirges verm arkten  
B eobachtungspunkte anwendbar sind. In den nicht näher zu erörternden 
Rechenverfahren sp ielt der sog. E inwirkungsfaktor eine besondere R olle. 
D ieser berücksichtigt die Erfahrung, daß ein im Schw erpunkt der »Einwir­
kungsfläche« liegender A bbau eine größere Senkung hervorruft als eine gleich 
große am Rand gelegene Abbaufläche.

D ie Tatsache, daß zwischen der Entwicklung des Einwirkungsfaktors 
und dem Senkungsverlauf eine gesetzm äßig erscheinende A bhängigkeit besteht, 
geht auch aus den in der Schachtsäule gem essenen Senkungsbeträgen hervor. 
A us den Abb. 5a und 5b, in denen für die Punkte 1 und 5 die gem essenen
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Senkungen den für die gleichen B eobachtungspunkte jew eils erm ittelten  
A nteilen des E inwirkungsfaktors gegenübergestellt sind, ist dieses Verhalten  
gut zu erkennen. Auch für alle übrigen P unkte der Beobachtungsreihe zeigte  
sich ein gleichartiger Vorgang.

Will man nun die Frage untersuchen, ob sich die für die Tagesoberfläche 
entw ickelten Rechen verfahren auf die unter Tage vorliegenden Verhältnisse 
ohne weiteres übertragen lassen, dann ist es notw endig, zu prüfen, ob die durch  
Rechnung erhaltenen Größen der Senkungsbeträge in befriedigender W eise  
mit den gem essenen W erten übereinstim m en.

Teufe 
in m

Abb. 4. S en k u n g san te ile  der B eo b ac h tu n g sp u n k te  je  M essung

Schon bei der Besprechung der in den Abb. 2a bis 2c wiedergegebenen  
Senkungen wurde festgestellt, daß die in dem Querschlag gemessenen Sen­
kungsbeträge bei w eitem  nicht die Größe erreichten, wie sie sich nach B erech­
nung hätte einstellen m üssen. In gleicher W eise liegen auch die in der Schacht­
säule gem essenen Senkungsbeträge zum indest für die t ie f  gelegenen P unkte  
der Beobachtungslinie erheblich niedriger, als aus den Größen des die E n t­
wicklung der A bbaufläche kennzeichnenden Einwirkungsfaktors e gefolgert 
werden m ußte. Zwar wäre es m öglich, die U nterschiede rechnerisch durch E in ­
führung eines »Zeitfaktors« auszugleichen; die hierzu angestellten  U ntersuchun­
gen haben jedoch ergeben, daß solche Zeitfaktoren bei der Anwendung unter­
tage fast für jede Bezugshöhe andere Größen erhalten m üßten. Außerdem  
würde die Einfügung in rechnerischer H insicht einen Ringschluß darstellen. 
Aus diesem Grund erscheint uns die E inführung eines nur für die jew eilige  
Teufe gültigen, nicht allgem ein anwendbaren Zeitfaktors unzulässig und es
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Abb. 5a. A bhängigkeit zw ischen  Senkungen  u n d  E in w irk u n g sfak to r, gem essen am  P u n k t 1

mm

Abb. 5b. A bhängigkeit zw ischen  S enkungen  u n d  E in w irk u n g sfak to r, gem essen am  P u n k t 5

wird einer weiteren A rbeit V orbehalten  b leib en , die Problem atik des Z eit­
faktors noch näher zu  b etrach ten .

Stellen wir nun die für die einzelnen B eobachtungspunkte erm ittelten  
Einwirkungsfaktoren den gem essenen Senkungsbeträgen gegenüber, wie das 
die A bb. 6 erläutert, dann zeigt sich folgendes Ergebnis:

Für den rund 400 m unter dem P un k t 1 liegenden Meßpunkt 17 ergibt 
sich schon zum Z eitpunkt der 4. M essung die Größe des E inw irkungsfaktors 
m it 100% . Der zu dieser Zeit gem essene Senkungsanteil des Punktes m acht 
aber nur 24% aus. Bei der 6. Messung (Einwirkungsfaktoren =  100%) erreich­
te  der Senkungsanteil die Größe von 53% . Die Senkungsanteile liegen also 
erheblich niedriger als aus der Größe der für den Punkt 17 gültigen E inw ir­
kungsfaktoren zu folgern war. Anders allerdings sieht die R echnung aus, wenn  
die gem essenen Senkungsanteile des P unktes 17 ins V erhältnis gesetzt werden  
zur Größe der für dieselben Z eitabschnitte erm ittelten Einwirkungsfaktoren
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für den tagesoberflächennahen P unkt 1. Hiernach ergibt sieb näm lich für die
4. und 6. Messung in der G egenüberstellung ein Einwirkungsfaktor von  
36% bzw. 50%  für den Punkt 1 und ein Senkungsanteil von 24%  bzw. 53%  für 
den P un k t 17. Für die Punkte 1 und 18 zeigt die G egenüberstellung: 36%  bzw. 
50% Einw irkungsfaktor für den P unkt 1 und 27%  bzw. 53% Senkungsanteil 
des Punktes 18.

U m  die sich aus der vorstehend beschriebenen relativ guten Ü berein­
stim m ung bereits andeutende Schlußfolgerung weiter zu verdeutlichen, wurde 
der die Lage und Ausdehnung der A bbaufläche bewertende Einwirkungsfaktor

c/o

Abb. 6. V e rh ä ltn is  zw ischen Senkungen u n d  E in w irk u n g  der A bbaufläche  (O =  N u m m er
des B e o b ac h tu n g sp u n k te s )

e für alle Beobachtungspunkte erm ittelt und dem jew eiligen Senkungsanteil 
der Punkte gegenübergestellt. Das Ergebnis zeigt die Zahlentafel II, in der zum  
Ausgleich kleinerer U ngenauigkeiten ein etwas gröberer A usw ertem aßstab  
gewählt wurde. Dazu wurden die Endsenkungsbeträge und der volle E in ­
w irkungsfaktor von 100% jeweils in 15/15tcl geteilt.

Aus einem Vergleich der in der Zahlentafel II wiedergegebenen W erte  
wird ersichtlich, daß der jew eilige Senkungsanteil der zu tiefst gelegenen  
Punkte, z. B . 15, 17 und 18, in keiner W eise übereinstim m t m it dem Verhalten  
der für diese P unkte erm ittelten Faktoren e. Überraschenderweise zeigen  
dagegen die Senkungsanteile dieser P u n k te in dem selben Maß ein A nwachsen, 
wie der Einwirkungsfaktor für den höchstgelegenen Punkt 1 größer wird. 
Für den A blauf des Senkungsvorgangs der bis zu 426 m unterhalb des Punk-
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te s  1 gelegenen B eobachtungspunkte ist dem nach nicht etwa die Größe der auf 
die H öhenlage der einzelnen Punkte zu beziehenden Einwirkungsfaktoren m aß­
geblich, sondern die au f den nahe der Tagesoberfläche gelegenen P unkt 1 zu  
beziehende A usdehnung des Abbaus.

In dieser auffallenden A bhängigkeit der Senkungen unter Tage von der 
Größe der für über Tage gültigen Einwirkungsfaktoren finden wir überzeugend

Z ah le n ta fe l  II

Beob.-
Pkt.

Höhen unter 
Tagesoberfl. 

m

A n t e i 1 e von e und s bei der
4. 8. »■ 10. 11.

Mes u n g

e 1 s e s e 8 e s e » e

l — 7 5 1 8 3 10 6 12 10 13 14 14 15

3 56 6 1 8 3 10 6 13 10 13 14 14 15

5 -1 0 8 7 1 9 3 и 7 13 10 14 14 14 15

7 — 156 8 1 10 3 12 7 14 10 14 14 15 15

9 — 207 9 1 11 4 13 2 15 10 15 14 15 15

11 — 258 10 2 12 4 14 8 15 11 15 15 15 15

13 — 307 12 2 14 5 14 9 15 12 15 15 15 15

15 - 3 5 8 14 3 15 6 15 9 15 12 15 15 15 15

17 — 409 15 4 15 8 15 10 15 12 15 15 15 15

18 -  433 15 4 15 8 15 10 15 12 15 15 15 15

e =  E in  W irkungsfaktor, s =  Senkungen; jew eils in  1/15 T eilen (15/15 =  volle E in ­
w irkung); (15/15 =  E n d senkung).

die Annahm e b estä tig t, daß der Senkungsvorgang innerhalb des Gebirgskör­
pers bestim m t wird von  dem Nachbrechen der G esteinsschichten und deren 
G ew icht. Dem nach is t  es nicht zulässig, bei Vorausberechnungen für unter  
T age gelegene P unkte m it einer auf die jew eilige H öhenlage der Punkte bezoge­
nen »Einwirkungsfläche« zu rechnen. W eiter läß t sich aus dieser F eststellung  
folgern, daß auch die für die Tagesoberfläche entw ickelten Vorstellungen über 
den »Grenz«- und »Bruchwinkel« nicht ohne weiteres nach untertage über­
tragen werden können. Sozusagen noch zur B estätigung unserer Ausführungen  
sei auch wieder au f das Verhalten des in der Zahlentafel I genannten Punktes  
20 aufmerksam gem acht, der unterhalb des Abbaus liegt. Es ist zu erkennen, 
wie dieser anfänglich durch die freiwerdenden Expansivkräfte gegen die R ich­
tu n g  der Schwerkraft eine Hebung erfahrende Beobachtungspunkt m it A nw ach­
sen der durch das Nachbrechen der G esteinsschichten wieder wirksam werden­
den A uflast in seine ursprüngliche A usgangslage zurückgedrückt wird. Auch 
dieser Bew egungsvorgang läßt das Vorhandensein einer vorübergehend wirk­
sam en »Schichtenauflockerung« erkennen.
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ON T H E  R E SU L T S O F  U N D E R G R O U N D  SU R V E Y S F O R  T H E  D E T E R M IN A T IO N  
O F R O C K  D ISPLA C EM EN TS D U E  TO M IN IN G  O P E R A T IO N

H. SPICK ERN A G EL

SU M M A RY

T he follow ing an a ly sis  rep o rts  on the  in te rp re ta tio n  of u n d e rg ro u n d  surveys p e rta in in g  
to  th e  ob se rv a tio n  of p o in t m ovem en ts due to w ork ings in th e  u n d e rg ro u n d . T he su rv ey s were 
m ade w ith  th e  p o in t o f view  to  m ake a c o n tr ib u tio n  to a v ery  im p o r ta n t  q u estion  in  th e  
field  o f dam ages due to  m in in g  operations. T his q u estio n  is, if  i t  is possib le to  tran sfe r, w ith o u t 
re s tr ic tio n s , th e  developed  conception  of th e  p reca lcu la tio n  of th e  dam ages expected  on  th e  
surface  to  the  rock m o v em en ts  going on w ith in  th e  solid rocks.

T h e  resu lts  p re sen te d  deal only w ith  th e  v e rtica l co m p o n en t o f th e  rock m o v em en t 
because fu r th e r  in v es tig a tio n s  w ould exceedingly increase  the  size o f th is  pub lica tion .

M E SU R A G E S G É O M É T R IQ U E S  S O U T E R R A IN S  P O U R  LA D É T E R M IN A T IO N
D ES M O U V E M E N T S D E  R O C H ES P R O D U IT S  P A R  LES O P É R A T IO N S

M IN IÈ R E S

H. SPICK ERN A G EL

R É SU M É

L ’a u te u r  donne l’in te rp ré ta tio n  des ré su lta ts  des m esures géom étriques effectuées 
en vue  de l’o b se rv a tio n  des dép lacem ents de p o in ts  ré su lta n t des tra v a u x  so u te rra in s. Ces 
m esures d ev a ien t se rv ir de co n trib u tio n  à la q u estio n  trè s  im p o r ta n te  des dom m ages de 
surface  causés p a r des t r a v a u x  d ’exp lo ita tion . Le prob lèm e se pose de  savo ir s’il e s t possible 
d ’ap p liq u e r sans re s tr ic tio n  la n o tion  de p réca lcu l des dom m ages de surface  aux  m ou v em en ts 
qu i se p ré sen te n t d an s les ro ch es solides à la su ite  des tra v a u x  m iniers.

Les ré su lta ts  p ré sen té s  ne se ra p p o rte n t q u ’à la com posante  v e rtica le  des m ouvem en ts 
de roche, des recherches p lus é tendues d é p assan t le cad re  de l ’é tude .
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О РЕЗУЛЬТАТАХ МАРКШЕЙДЕРСКИХ РАБОТ ПО ОПРЕДЕЛЕНИЮ 
СМЕЩЕНИЙ ГРУНТА, СВЯЗАННЫХ С ГОРНЫМИ РАБОТАМИ

X . Ш П И К Е Р Н А Г Е Л Ь

РЕЗЮМЕ

В настоящей работе рассматриваются вопросы интерпретации маркшейдерских 
измерений, проведенных под днейвной поверхностью для определения смещений грунта, 
обусловленных горными работами. Измерения проводились для выяснения вопросов, 
весьма существенных для анализа ущерба от горных работ. В частности ставится вопрос, 
можно ли без всяких ограничений перенести представления, разработанные для пред­
варительного вычисления ожидаемых на поверхности воздействий горной выработки, на 
движения, происходящие внутри горных пород.

Описанные результаты охватывают лишь вертикальный компонент смещений, 
поскольку дальнейшие исследования превзошли бы объем настоящей работы.
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ZUR DEUTUNG DIFFERENTIALTHERMOANAUYTISCHER 
UNTERSUCHUNGEN AN TITANOMAGNETITEN 
REI VERWENDUNG VON UNMAGNETISCHEM 
UND MAGNETISCHEM VERGUEICHSMATERIAU

H. S T IL L E R
(M ITTEILUNG AUS DEM GEOM AGNETISCHEN IN ST ITU T D ER  DAM , POTSDAM, N R. 192) 

[E ingegangen  am  16. M ärz 1965]

Die D ifferen tia lth e rm o an a ly se  w ird zu r U n te rsu ch u n g  des M ag n e tits  von  K iru n a , von  
sy n th e tisc h e m  H ä m a tit  u n d  des T ita n o m a g n e tits  v o m  H u tb e rg  verw en d e t. D as In e rtm a te r ia l  
is t  A120 3. D ie A usw irkungen , die sich beim  E rse tz en  von  A L 0 3 d u rc h  M ag n e tit u n d  H ä m a tit  
a u f  die R e su lta te  der A nalyse  ergeben, w erden  d isk u tie rt.

1. Einleitung

D ie bei der A bkühlung m agnetischer Proben im M agnetfeld erzeugte 
therm ische M agnetisierung wird in ihren E igenschaften von therm isch beding­
ten  Phasenänderungen im  Material beeinflußt. Deshalb b ietet es sich an, 
ergänzend zur Messung der Tem peraturabhängigkeiten m agnetischer Para­
m eter auch Größen wie die W ärm ekapazität hzw. die spezifische W ärme oder 
m it ihnen zusam m enhängende Param eter zu untersuchen.

In der Mineralogie und B austoffkunde steht für schnelle R elativ Unter­
suchungen des therm ischen Verhaltens interessierender M aterialien die D iffe­
rentialtherm oanalyse (DTA) zur V erfügung. Bei diesem Vefahren werden in 
einem  Ofen die zu untersuchende Probe (Pr) und die Vergleichsprobe (Vgl) m it 
konstanter G eschwindigkeit aufgeheizt. D ie beim  U ntersuchungsvorgang  
registrierte Temperaturdifferenz

AT =  \TPr -  T vgi\ ( 1)

wird in A bhängigkeit von der ebenfalls aufgezeichneten Tem peratur T Vgi der 
Vergleichsprobe aufgetragen. Ist die Vergleichsprobe ein Material w ie A1.,03, 
das im  interessierenden Tem peraturbereich (bis etwa 700 °C) keine P hasen­
änderungen erleidet, so führen Phasenänderungen in der Probe (Pr), die en t­
weder W ärme verbrauchen oder freigeben, zu verschiedenen Zunahm en ö T Pr 
der Tem peratur des Probenm aterials pro Zeiteinheit verglichen m it dem  
Tem peraturzuwachs ö T y gi des Vergleichsm aterials. D am it zeigt die gem essene 
D ifferenz A T  = f ( T v g i )  Variationen, die m it den Phasenänderungen in der 
Probe (Pr) korreliert werden können.

Mit diesem Verfahren wurden von Stiller und Vollstädt [1], Voll- 
städt und Stiller [2] und Vollstädt [3] synthetische und natürliche Eisen-
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oxide untersucht. D abei gelang der Nachweis von chem ischen Phasenände­
rungen (Oxidation) und von m agnetischen Phasenübergängen (ferri- bzw  
antiferrom agnetische C U R IEtem peraturen) in  Ü bereinstim m ung m it den 
T em peraturabhängigkeiten der Spontanm agnetisierung.

In der vorliegenden Arbeit werden die D TA -K urven von M agnetit 
(K iruna), synthetischem  H äm atit und von  T itanom agnetit vom  H utberg in 
Sachsen bei A120 3 als Yergleichsm aterial m iteinander verglichen. Zur D iskus­
sion der H äm atitkurve werden die therm odynam ischen Rechnungen zur D ar­
stellung der W ärm ekapazität von ferro- und ferrim agnetischen M aterialien, 
w ie sie in der A rbeit [1] nach B e l o w  [4] benutzt wurden, auf die W ärm e­
kapazität eines A ntiferrom agnetikum s (H äm atit) übertragen. D ie beim  Ü ber­
gang zu anderen Vergleichsm aterialien eingetretenen Änderungen der DTA- 
K urven von T itanom agnetit vom  H utberg werden hinsichtlich ihres Inform a­
tionsgehaltes geprüft.

2. D T A -Resultate bei A1.,03 als Vergleichsniaterial

2.1 Vorbemerkungen

Durch die kon stan te A ufheizgeschw indigkeit, deren K onstanz besonders 
kontrolliert wird, ist gew ährleistet, daß der Probe Pr und dem Vergleichs­
m aterial Vgl pro Z eiteinheit gleiche W ärm em engen ÔQ zugeführt werden, die 
zu den Tem peraturzunahm en ÖTPr und 0 T Vgi führen. D a die M essungen  
gew öhnlich bei k on stan tem  Druck p  und ohne M agnetfeld (H  — 0) durch­
geführt werden, so hat man gemäß [1] durch B etrachtung der W ärm ekapazi­
tä t  der m agnetischen Probe

—  Í  r)Q  \(T 'P r)  H=o, p« const I . . . .  I ( 2 )
V o i  p r / я = 0 ,  p const

einen günstigen Zugang zur D iskussion der D TA -K urven.
Verbraucht eine Phasenänderung in der Probe W ärme, so wird A T  

kleiner, da die pro Z eiteinheit beiden M aterialien zugeführte gleiche W ärm e­
m enge in der Probe Pr eine kleinere Tem peraturerhöhung verursacht als in 
der Vergleichsprobe, die keine Phasenänderung aufw eist. D ie Funktion A T - 
=  f(Tvgi)  zeigt eine A bnahm e (endotherm er Vorgang). W ird durch einen V or­
gang in der Probe Pr W ärm e erzeugt, so tritt das U m gekehrte ein (exotherm er 
Prozeß).

2.2 Ergebnisse und Interpretation  
2.21 Magnetit und H äm atit

In den A bbildungen 1 und 2 werden die D T A -K urven von M agnetit aus 
K iruna [1] und von synthetischem  H äm atit [3] angeführt, um  Vergleiche m it 
der in Abb. 3 dargestellten K urve von T itanom agnetit vom Hutberg und m it
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Abb. 1. D T A -K urve  v o n  M ag n e tit (K iru n a , Schw eden) T  — 750 °C, A  10 °C /m in, E  =  1/3

1/3

den späteren Ergebnissen vornehm en zu können. Für M agnetit ergibt sich auf 
Grund der Arbeiten [1 — 3] unter der V erwendung der Beziehung (B elow  [4])

^ p,h=q —• 8J Ф,) 2 a 'T  —  (J 2),
3T~ 8 T

(3)

wo J = a‘l„,, Ф0 der unm agnetische Teil des therm odynam ischen P otentials, 
a' ein K oeffizient, T  die Tem peratur und a s und a 0 die Spontanm agnetisierun­
gen (R esultierende der U ntergitterm agnetisierungen) pro 1 p bei der Tem pe­
ratur T  und 0 °K sind, die folgende Interpretation der D T A -R esultate (s. 
Tabelle I).
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Der auf der A bbildung 1 hinter 700 °C erscheinende endotherme peak  
gehört bereits zur A bkühlungskurve. Man sieht, daß das zweite Glied der 
G leichung (3) im B ereich von 380 — 575 °C signifikant wirksam wird, da das 
Aufbrechen der A ustauschkopplung (Verschwinden der Spontanm agnetisie­
rung) Wärme verbraucht.

D ie in A bbildung 2 zu sehende K urve von H äm atit zeigt einen anderen  
V erlauf als die von M agnetit. Da H äm atit das stabile Endprodukt des O xyda-

Abb. 3. D T A -K u rv e  de r P ro b e  H  — 19 (H u tb e rg  bei S chönau) Vgl. =  A120 3 
T  =  700 °C, A  =  10 °C /m in, E  =  1/3

tionsprozesses Fe30 4 —► y  — Fe20 3 — <x — Fe20 3 ist, werden auch keine sign i­
fikanten  O xydationsbereiche beobachtet. Die Erhöhung bei 300 °C kann mit 
Störeffekten in Verbindung gebracht werden.

Der m agnetische A nteil der W ärm ekapazität von antiferrom agnetischen  
Materialien läßt sich m it Hilfe der therm odynam ischen Theorie, wie sie nach

T abelle  I

D T  A-Ergebnisse f ü r  M agnetit von K iruna

Tem peraturen
°C endotherm  exotherm

bis 280 en d o th e rm er B ereich

280—380 ex o therm er B ereich

380— 570 en d o th e rm er Abfall

^ 5 0 0 ex o therm er V organg

я ^ 5 7 5 endo th erm e  Spitze

f « 6 8 5 endo therm e Spitze

U rsache

T ro ck n u n g  von W asser 

O b erflächenoxydation  de r K örner 

A bnahm e der S pon tanm agnetisierung  

O x y d a tio n  der inneren  Teile der K ö rn er 

Schroffe Ä nderung von  Cp von M agnetit hei Tc 

Schroffe Ä nderung von Cp von o x y d a tio n sb ed in g ­

tem  H ä m atit bei T c
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B elow  [4] für M agnetit bereits angew endet wurde, ebenfalls günstig beschrei­
ben. Man kann zu diesem  Zweck von  derselben R eihendarstellung ausgehen, 
w ie sie bei M agnetit für den CURIEtem peraturbereich verw endet wurde:

Ф - Фа +  a j~  - f  b j 1 +  . . . (4)

Ф„ enthält alle unm agnetischen A nteile  des therm odynam ischen P o ten ­
tials. Beim  Übergang zum  antiferrom agnetischen Fall m uß man die U n ter­
gitterm agnetisierungen (oA)s  und (Ob )s berücksichtigen, die gegeneinander 
gerichtet sind. Das führt m it

а =  ctj — a2 ,

(°a)s —°S ! (°b)s —os , J = M
q»

а,,/- = <h_1 Ms-  +  L
2 1 Ы 2 K )2 J

а,,/ ' = — а. (°a)s (— °b)s
К) Ы

kJ' =ц Ы 1 I (°b)s I
2 1 К )4 K )4 i

(5a)

(51.)

(5c)

(5d)

(5e)

zum folgenden Ausdruck für das therm odynam ische P otentia l des Antiferro- 
m agnetikum s bei H  — 0:

ф  =  ф о + л ( М  
2 IK)2

Mit

+  a 2 ( ° A ) s ( a B ) s  +
ß I M s 

2 1 Ы 4

ax — a2 =  a '(T  — Tq) +  • • •

(qß)s I
Ы 4 I ■

( 6 )

( 7 )

und unter Berücksichtigung der B eziehung (5b) ergibt das den Ausdruck

Ф =  Ф,, +  a '(T  -  TC)J 2 +  ßJ* +  . - .

aus dem man m ittels der G leichgewichtsbedingung

ЭФг =  2 a' (T  -  T c ) J  +  4 ß j*  =  0

(8 )

(9)

und der daraus folgenden Formel

.Я
2ß

(T  — T c) , ( 10 )
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das therm odynam ische Potential folgenderm aßen darstellen kann:

D ie Formeln

Ф Фп-  —  (Т
2 ß

T cf  •

w o S die Entropie bed eu tet,

C

( И )

und

ergeben dann: 
für T  <  Tc

für T  >  Tc :

und für T  =  Tq:

Э J 2 _  a! 
Э T  ~  2 ß

C — T  0200  +  T  a '2- 
p QT2 ß

(12a)

=  T d~ Ф° 2 6 ' T  dJ1 , 
QT2 Э T

(12b)

Cp =  t  02 0 (1 ,
p QT2

(13)

ACp =  Cp - C n = T c^ -  
ß

(14)

entsprechend den A usdrücken, wie sie für die R esultierende der U ntergitter­
m agnetisierungen v o n  M agnetit erhalten wurden [1]. D ie Gleichungen (3) und  
(12b) entsprechen einander.

Von der form elm äßigen D arstellung her haben wir som it ganz analoge  
Verhältnisse wie beim  M agnetit, nur daß keine resultierende M agnetisierung  
wirksam  wird, die bei hohen Tem peraturen offenbar sehr starken E influß  
haben kann (s. A bb. 1). Das zweite Glied der Gleichung (12b) (m agnetischer  
A nteil der W ärm ekapazität) hat bereits dicht oberhalb 300 °C (s. Abb. 2) einen  
merklichen E influß . B eim  M agnetit is t  das nicht erkennbar, weil zw ischen  
300 und 400 °C ein O xydationsbereich lieg t. Der m agnetisch  bedingte endo­
therm e Abfall erstreckt sich bis zur antiferrom agnetischen C U R IEtem peratur  
hin, wo bei Tc =  680 °C eine deutlich erkennbare endotherm e Spitze lieg t. 
D ie auf Grund der therm odynam ischen Theorie m it H ilfe der U ntergitter- 
m agnetisierung erreichte Zerlegung der W ärm ekapazität in einen m agnetischen  
und einen unm agnetischen Anteil gesta tte t som it die q u a litative Interpretation
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der m agnetisch bedingten E ffekte bei der D ifferentialtherm oanalyse von  
H äm atit.

Ausführungen über die D arstellung des unm agnetischen A nteils der 
W ärm ekapazität und über M öglichkeiten zur quantitativen  Trennung von  
m agnetischen und unm agnetischen K om ponenten der W ärm ekapazität fin d et  
m an in  den Arbeiten [6] und [7]. G leichungen, die (3) und (12b) entsprechen, 
kann man auch auf der Basis der M olekularfeldnäherung erhalten [5]. D ie  
therm odynam ischen Rechnungen nach B e l o w  haben jedoch  den V orteil, daß 
bei ihnen alle einschränkenden V oraussetzungen über die E ntw icklungskoeffi­
zienten wegfallen. Für die D TA -K urve vo n  synthetischem  H äm atit haben wir 
som it nach der obigen Diskussion die folgenden Interpretationsm öglichkeiten:

T ab e lle  II

D TA-E rgebnisse von synthetischem H äm atit

Tem peratur­
bereich °C endotherm /exotherm U rsache

bis 150 endo therm er B ereich T ro ck n u n g

310— 320 exotherm e Spitze S tö re ffek t (?)

320— 6E0 endo therm er B ereich A bnahm e der U n te rg itte rm ag n e tis ie ru n g

^ 6 !  0 endo therm e Spitze Schroffe Ä nderung von Cp bei Tc

2.22 Titanomagnetit vom Hutberg

D ie Abb. 3 zeigt eine typische D TA -K urve vom  T itanom agnetit vom  
H utberg (Probe H 19). Ein analoges Verhalten bei der D ifferentialtherm o­
analyse zeigen alle anderen untersuchten Proben, nur daß die einzelnen peaks 
mehr oder weniger stark ausgeprägt sind. Durch die nicht vo llständ ig  m ögliche 
Separation bleiben sehr viele Verunreinigungen durch B estan d teile  des um ­
gebenden Gesteins enthalten. Außerdem  sind im T itanom agnetit gegenüber 
dem verhältnism äßig reinen M agnetit von  Kiruna neben T itanionen auch 
andere Beim engungsionen enthalten, die die DTA-K urven bei D iffusionsvor­
gängen aller Art beeinflussen.

Der T itanom agnetit kann auch n ich t als hom ogen angesehen werden. 
Alle diese Gründe führen dazu, daß der natürliche T itanom agnetit ein w esent­
lich  anderes DTA-Verhalten zeigt als der Magnetit von  K iruna. Der endo­
therm e Bereich bis 150 °C kann sicher durch Trocknung erklärt werden. 
Er wird abgelöst durch einen exotherm en Bereich, der gew öhnlich  bei 300— 
400 °C beendet ist. Für diesen Tem peraturbereich sind E ntm ischungs- bzw. 
O xydationsvorgänge typisch. Oberhalb 400 °C wird der E in fluß  des m agne­
tischen  Teils der Gleichung (3) als endotherm er Vorgang m erklich, und hei 
500 °C liegt der CUR IEtem peraturbereich, der bei den T itanom agnetiten  vem
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H utberg etwa 50 °C um faßt und sehr schwach ausgeprägt ist. Wir erhalten  
also folgende Ergebnisse:

Tabelle III

D T A -E rgebn isse  f ü r  Titanom agnetit vom Hutberg

Tem peraturen
°c endotherm /exotherm U rsache

bis 150 e n d o th e rm er B ereich T rocknung

150—300 
bis 400 e x o th e rm e r B ereich E n tm isch u n g en , schw ache O xydationen

400—480 e n d o th e rm e r A bfall A bnahm e d e r S p o n tan m ag n e tis ie ru n g

«^500 e n d o th e rm er B ereich Ä nderung  von  C bei de r C U R IE tem p era tu r Tc

Charakteristisch ist die nur schwach ausgeprägte und w eit ausgedehnte 
Anom alie bei Tc. D as is t  auch verständlich, da die Größe ACp  stark von

a) der therm ischen G eschichte des Materials,
b) der K onzentration  der K om ponenten und Beim engungen,
c) dem polykristallinen Charakter des Materials

abhängen kann. So erhöhte nach B e l o w  [4] das Tem pern einer Cu-Ni-Legie- 
rung bei 1000 °C m it zunehm ender Dauer die Größe ACp  und machte den Ü ber­
gang schärfer. D agegen  führte das Tempern einer M n-Ni-Legierung bei 380 °C 
m it zunehmender D auer zu einer Verringerung von ACp  verbunden m it einer 
Verwaschung des C U R IEtem peraturüberganges.

K onzentrationsschw ankungen führen zu unterschiedlichen Tc-W erten in  
verschiedenen T eilbereichen des M aterials und dam it zur Existenz eines 
C U R IEtem peraturbereiches im M aterial. Ähnlich werden auch die K ristallite  
eines polykristallinen Materials wirksam.

Man hat som it auch für die natürlichen T itanom agnetite keine definierte 
CURIEtem peratur zu erwarten, sondern einen CURIEtem peraturbereich, w as 
im  Einklang m it den DTA-Ergebnissen steht.

3. DTA-Resultate des Titanom agnetits vom  Hutberg bei M agnetit und Häm atit
als Vergleichssubstanz

3.1 Vorbemerkungen

Bei autom atischer E inschaltung eines konstanten Tem peraturgradienten  
in der Vergleichsprobe wird wegen der Tatsache, daß das Vergleichsmaterial 
nicht mehr therm isch inert ist, beispielsweise bei einem  exotherm en Vorgang 
in der Vergleichsprobe weniger W ärme benötigt, um  die beabsichtigte T em pe­
raturzunahme zu erreichen. Da von der W ärmezufuhr sow ohl die Probe Pr als 
auch Vgl betroffen sind, so würde das bedeuten, daß die Tem peraturzunahm e
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der zu untersuchenden Probe geringer werden muß und au f der DTA-Regi- 
strierung als ein endotherm er B ereich erscheint, wenn nicht in  Pr ebenfalls 
gleichzeitig ein starker exotherm er E ffek t auftritt. Bei einem endotherm en  
Vorgang im  Vergleichsm aterial m üßte das Um gekehrte festzustellen  sein.

Abb. 4. D T A -K u rv e  der P ro b e  H  — 19 (H u tb e rg  bei Schönau) Vgl. =  M ag n e tit (K iru n a) 
T  =  700 °C, A  =  10 °C /m in, E  =  1/3

3.2 Magneti t  von K ir un a als Vergleichsmaterial

A u f der Abbildung 4 ist ein B eisp iel einer DTA -K urve von  Titanom agne- 
tit  m it M agnetit von K iruna als V ergleichssubstanz angegeben. Die anderen 
untersuchten Proben zeigen das gleiche Verhalten. Man beobachtet beim Ver­
gleich zw ischen Abb. 4 und den Ergebnissen der Tabelle I folgende Überein­
stim m ungen (Tabelle IV):

Tabelle IV

Vergleich m it Tabelle I

T e m p e ra tu r ­
b ereich  °C M agnetit K iru n a  (T a b . I) T i ta n o m a g n e tit

bis 280 endotherm exo therm

280— 380 exotherm end o th erm

380— 570 endotherm exo therm

*«500 exotherm endo therm

^ 5 7 0 endotherm exo therm

D ie Vorgänge im  Vergleichsm aterial sind also in der erwarteten W eise 
auf den DTA-K urven erkennbar. D as is t  besonders deshalb deutlich sichtbar, 
weil die Vorgänge im T itanom agnetit verhältn ism äßig schwach sind.D ie CURIE-
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tem peratur des T itanom agnetits fä llt leider mit einem  geringen exotherm en  
peak im  Vergleichsm aterial zusam m en, so daß der bei 500 °C erscheinende 
endotherm e Knick (Abb. 4) nicht eindeutig auf die C U R IEtem peratur des 
T itanom agnetits zurückgeführt werden kann.

3.3 Hämati t  als Vergleichsmaterial

E in Beispiel für eine solche Registrierung ist in Abb. 5 zu sehen. D ie bei 
den anderen Proben erzielten R esultate sind analog. D ie Ergebnisse der A bbil­
dung 5 werden in der Tabelle V m it den R esultaten der Tabelle II verglichen.

О  О

Abb. 5. D T A -K urve de r P ro b e  H  — 19 (H u tb e rg  bei S ch önau) Vgl. =  H ä m a ti t  ( sy n th .)
T  =  700° С, A  =  10 °C /m in, E  =  1/3

Aus der Tabelle II  wird ersichtlich, daß einige Vorgänge in der unter­
suchten  Probe diejenigen in der V ergleichssubstanz überwiegen. D as betrifft 
den Bereich bis 150 °C, wo die Trocknungseffekte im  T itanom agnetit stärker 
sind als im H äm atit, und das C U R IEtem peraturgebiet des T itanom agnetits  
von  480 — 530 °C.

Tabelle V
Vergleich m it Tabelle I I

T e m p e ra tu r ­
b e re ich  °C H ä m a ti t  (T ab . II) T itá n o m  ag n e ti t

bis 150 en d o th erm endo therm

310 — 320 exotherm endo therm

320 680 end o th erm exotherm  (u n te r­
brochen  bei 
4 8 0 - 530 °C)

480— 530 — end o th erm

««680 en d o th erm ex o therm
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U nter U m ständen bietet sich au f diesem  W ege eine erweiterte A nw en­
dungsm öglichkeit des benutzten Verfahrens an, die auf der Verwendung von  
m agnetischen V ergleichssubstanzen beruht, in denen bekannte Änderungen  
bekannter In ten sitä t vor sich gehen.

Zum Schluß sei Herrn Dipl.-M in. V o l l s t ä d t  dafür gedankt, daß er mir 
das Probenm aterial zur Verfügung gestellt und die Durchführung der M essun­
gen organisiert hat.
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ON T H E  IN T E R P R E T A T IO N  OF D IF F E R E N T IA L  T H E R M A L  A N A LY TIC A L 
IN V E S T IG A T IO N S O F  T ITA N O M A G N ET ITE S U N D E R  T H E  A P PL IC A T IO N  

O F  N O N -M A G N E T IC  AND M A G N E T IC  CO M PA R ISO N  M A TE R IA L S

H. STILLER

SU M M A R Y

D ifferen tia l th e rm a l analysis is ap p lied  to  th e  in v es tig a tio n  of m ag n e tite  (K iru n a), 
sy n th e tic  h e m a tite  a n d  tita n o m a g n e tite  (H u tb e rg ). T h e  in e r t  m ate ria l is A L 0 3. T he in fluence  
o f th e  su b s ti tu tio n  of A120 3 b y  m ag n e tite  and  h e m a tite  on  th e  re su lts  of th e  ana ly sis  o f t i t a n o ­
m ag n e tite  is discussed.

S U R  L ’IN T E R P R É T A T IO N  DES R E C H E R C H E S  T H E R M O A N A L Y T IQ U E S 
D IF F É R E N T IE L L E S  D E  T IT A N O M A G N É T IT E S  AVEC A P P L IC A T IO N  

D E  M A T É R IA U X  NO N  M A G N É T IQ U E S E T  M A G N É T IQ U E S

H. STILLER

R É S U M É

L ’analyse  th e rm iq u e  différentielle  e st ap p liq u ée  à  l ’é tu d e  de m ag n é tite s  de K iru n a , 
d ’h é m a tite s  sy n th é tiq u e s  e t  de tita n o m a g n é tite s  de H u tb e rg . L a sub stan ce  in e rte  e st A120 3. 
Le rem p lacem en t p a r  m ag n e tite  e t p a r  h é m a tite  de A120 3 exerce sur les ré su lta ts  de l ’an aly se  
de la t ita n o m a g n é tite  une  influence qui e st ex am in ée  p a r  l ’a u teu r.
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ОБ ИНТЕРПРЕТАЦИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНО-ТЕРМИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
ТИТАНОМАГНЕТИТОВ С ПРИМЕНЕНИЕМ НЕМАГНИТНОГО И 

МАГНИТНОГО СРАВНИТЕЛЬНЫХ МАТЕРИАЛОВ

X. Ш Т И Л Л Е Р

РЕЗЮМЕ

Термографический анализ применяется для исследования магнетита (Кируна), 
синтетического гематита и титаномагнетита горы Хутберг. Инертным материалом является 
А1г0 3. В настоящей работе рассматривается влияние замены А120 3 магнетитом или гема­
титом на результаты анализа титаномагнетита.
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DER EINFLUSS VON KORRELATIONEN AUF DIE 
UNREKANNTEN EINER AUSGLEICHUNG

H . W O L F , B onn  

[E ingegangen a m  8. M ärz 1965]

E s w ird  eine a llgem eine Form el au fg este llt , w elche den U n tersch ied  zw ischen den  
E rgeb n issen  zw eier A usg leichungen  an g ib t, v o n  d enen  — bei dem selben B e o b ac h tu n g sm a te ria l 
— die eine m it  u n d  die a n d ere  ohne B erü ck s ich tig u n g  v o n  K o rre la tio n en  d u rc h g e fü h rt w ird .

Von vielen der in  eine Ausgleichung einzuführenden Größen weiß m an, 
daß sie gewisse Korrelationen untereinander besitzen . Es können diese K orre­
lationen entweder bereits Mährend der M essung zustandegekom m en sein, 
indem  die M essungsgrößen aus physikalischen Gründen von einer bestim m ten  
Einflußgröße, und dam it auch untereinander, abhängig sind; —• oder es 
ergeben sich die Korrelationen dadurch, daß man die Originalm essungen  
zunächst einer Vor-Ausgleichung unterw orfen h at, deren Ergebnisse dann als 
»Beobachtungen« in eine weitere A usgleichung einzuführen sind (die im  fo lgen ­
den als die H aupt-Ausgleichung bezeichnet werden soll).

W enn es in der Regel auch schw ierig ist, die physikalische K orrelation  
zahlenm äßig anzugeben, so bereitet es au f der anderen Seite keinerlei Schw ie­
rigkeiten, die mathematische K orrelation in R echnung zu stellen, da m an die 
erforderlichen Korrelationsbeträge, ausgedrückt durch entsprechende @-Matri- 
zen, hei G elegenheit der erwähnten V or-A usgleichung gleichsam  als N eben­
produkt m itgew innt.

Es en tsteh t sodann die Frage, ob es m öglicherw eise lohnt, diese K orrela­
tionen in der A usgleichung zu berücksichtigen, oder oh man v ielleich t nicht 
besser in der H auptausgleichung diese K orrelationen unterdrücken soll. S e it­
her rechtfertigte man die Vernachlässigung der K orrelationen immer m it dem  
etwas höheren Rechenaufwand, der hierdurch en tsteh t. Nachdem  heute aber 
schon ein Großteil der geodätischen B erechnungen auf elektronischen R echen­
anlagen durchgeführt wird, ist eine solche A rgum entation nicht mehr recht 
überzeugend.

Bei einer anderen Gelegenheit wrar bereits [1] die Frage gestellt und  
beantw ortet worden, w ie stark die A bw eichungen in den ausgeglichenen  
Größen sind, wenn m an einmal mit  und  einm al ohne Korrelation ausgleicht. 
Da jene Ausführungen [1] auf die nach einer »bedingten« A usgleichung übrig­
bleibenden Verbesserungen beschränkt wraren, so soll nachstehend versucht
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werden, für die U nbekannten xv  x2, . . . x u die Änderungsbeträge m it einer 
allgem einen Form el anzugeben. Man verfährt dann so, daß mau sich zunächst 
die A usgleichung ohne Berücksichtigung von  irgendwelchen K orrelationen  
durchgeführt denkt, w orauf eine zw eite A usgleichung vorgenom m en wird, in 
der dann die K orrelationsbeträge vo ll berücksichtigt werden. B eiden A us­
gleichungen soll genau dasselbe B eobachtungsm aterial zu Grunde gelegt 
werden.

In den aufzustellenden Verbesserungsgleichungen sei mit w  der Vektor 
der Absolutglieder bezeichnet und m it В  die M atrix der K oeffizienten bei den 
U nbekannten. D ie U nbekannten selbst ergeben den Vektor x n im  »nicht-korre- 
lierten« Fall, bzw. den Vektor x, wenn die K orrelationen berücksichtigt werden. 
D ie an den B eobachtungen anzubringenden Verbesserungen seien im  Vektor  
V zusam m engefaßt (im  nicht-korrelierten F all), bzw . im  Vektor e  (bei B erück­
sichtigung der K orrelation). D ie G ew ichte für den nicht-korrelierten Fall 
seien enthalten in  der Diagonal-M atrix P  gemäß

p  =

P l, 0 •
0 , p. , .

. ., 0 

. ., 0 _
0 , . 

0 , l/<?22, .
. ., 0 
. ., 0

0 , 0 . • *9 Pn 0, o ,  . • llQnn
w obei n die A nzahl der B eobachtungen bedeutet. (D ie Anzahl der U nbekann­
ten  war m it и bezeichnet worden.) Für den Fall der korrelierten B eobachtun­
gen dagegen seien die folgenden K orrelationen aus den Vor-Ausgleichungen

@

der M atrizen-Schreibe weise):

@12’ - •’ @1/1
@12’ @22’ ' •’ @2/1 (2)

@1.’ @2/1’ ' • •’ Qnn
D ann ergeben sich für die Durchführung der Ausgleichung nach verm ittelnden  
B eobachtungen die folgenden Z usam m enhänge, vg l. Wolf, a. a. 0 . [2], Seite  
140, bzw. 138:

ohne K orrelation mit  K orrelation

Verbesserungsgleichungen: V =  BXfy -(- w  (3a) e =  Bx  -f- w  (3b)
Ausgleichungsprinzip : V 1 Pv  — m in eTQ~1 e =  m in
N  orm algleichungen : N 0 x„ -f- B TP w  =  0 N x  -f- B 1 @-1  Mi =  0

(4a) (4b)
worin JV0 =  B TP B  (5a) N  =  B TQ ~ 1 В  (5b)
so daß H II 1 03 ? x =  B TQ ~ 1 tv

(6a) (6b)
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G esuchte D ifferenzen in den Unbekannten: N ach (6a) und (6b) ist:

X -  x 0 =  ( N q 1 B t P  -  N - 1 B TQ~')w =  ( N q 1 B t P  -  Z)w  , (7)

worin Z  =  ( B T Q - 1 B ) - 1 B T Q - K  (8)

Aus (1) und (2) gew innt man folgendes, wobei m it E  die E inheitsm atrix  
bezeichnet werden soll:

Q =  P - i  +  A Q ,
worin | / 1 Ç |< |P _1|. (9)
Dann gilt: Q - 1 =  (P  +  ЛQ ) - 1 =  ( Р - Ц Е  +  P A Q ) ) - 1
oder Q - 1 =  (E  +  P A Q ) - 1 P.

B enutzt man die bekannte N eum annsche R eihe, v g l. W o l f , a. a. O. [2], Seite 
163, so erhält man w egen (9):

Q - 1 =  ( E  -  PAQ  +  P A Q P A Q  T  ■ ■ -)P 

oder m it P A Q P  =  S  (10)

Q - 1 =  P(E -  A Q P  +  AQS T  . . . ) ■

D am it gew innt man aus (8), wenn die angedeuteten kleinen Größen höherer 
Ordnung nicht m itgeführt werden sollen:

Z =  ( B TP ( E  -  AQ P  +  A Q S ) B ) ~ 1 B TP (E  -  A Q P  +  AQS)  

oder m it (5a):

Z  =  (E — N q 1 B t P A Q (P  -  S ) B ) ~ 1 N q 1 B tP ( E  -  A Q P  +  AQS) .

Verwendet man auch hierbei wieder die N eum annsche R eihe [2], so wird:

Z  =  (E +  No“ 1 B TP A Q (P  -  S ) B ( E  +  N B TP A Q( P  -  

-  S ) B ) N ö 1 B TP ( E  -  / ÎQP  +  zlÇS)

oder m it N ^ 1 B TP A Q ( P  — S)B  =  R  :

Z = ( E  +  R( E +  R ) ) { T 0 -  7 \  +  T2) , 

worin T 0 =  N q 1 B r P

=  No“ 1 B TP A Q P  

T, =  N q 1 B t PAQS .
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Zerlegt man R  schließlich noch in  i i ,  und R.,, wobei

R 1 =  N ö l B TP A Q P B  

R 2 =  iVo“ 1 B TP A Q S B  

R  =  R 1 — R.z , so ergibt sich

E  +  R (E  +  R)  =  E  +  К +  R 1 =  E  +  Ri  -  R> +  R l  -  2 Äj R 2 +  RÍ  ,

oder hei Vernachlässigung von kleinen Größen III. und höherer Ordnung:

E  +  Щ Е  - f  R)  =  E  +  R,  -  R,  +  Ä? .
D am it wird

Z =  T 0 -  A\  +  T2 +  Ä! T 0 -  R l T 0 +  RÏ T 0 , oder

Z =  iVo"1 B TP  N g 1 B TP A Q P  +  iVo“ 1 B TP A Q S  +

+  N g l B TP A Q P B N g 1 B TP  -  N - 1 B TP A Q P B N g l BTP A Q P  

-  iV“ 1 B TP A Q S B N g 1 B TP  +

+  ЛГ-1 B J A Q P B N - 1 B TP A Q P B N ö l BTP

und mit (10):

Z =  N g l B TP  -  N ~ l B TS(E  -  B N ~ l B TP)  +  N g l B TAQS(E -

-  BNg  1 ß r P ) -  N ö l B TS B N ö 1 B TS(E  -  B N g 1 P r P) , oder 

Z =  jV0- 1 ß TP  +  ( - N g 1 B TS +  N g l B TPAQS  -

-  N g l B TS B N g l B TS)(E - B N g 1 BTP) .

Da aber aus (3a) m it (6a) folgt:

V =  — BNg  1 B TPw  +  w =  ( E -  B N g 1 B TP)iv,

so erhält man aus (7) und dann m it (10):

X -  x 0 =  N 0 ' B T(S -  P A Q S  +  S B N g 1 B TS)v , oder 

X -  x 0 =  N g ] B TP (E  -  A Q P  +  A Q P B N - '  B TP)A Q Pv  .

Nun ist, v g l. W o l f , a. a. 0 .  [2], Seite 140:

B N - '  B T =  QM

die (l-M atrix der ausgeglichenen Beobachtungen (l -f- v), so daß

X  -  x 0 =  N „ l B TP ( E  -  AQ P  +  AQPQb) P)AQPv  . (11)
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Für viele Zwecke dürfte es genügen, wenn man sich z. B. nach Abschluß  
der »nicht-korrelierten« Ausgleichung für die Verfälschungen (x — я 0) nur 
in überschlägiger W eise interessiert, so daß man dann in (11) auch die kleinen  
Größen II. Ordnung vernachlässigen darf. D am it erhält man für die Zwecke 
von A bschätzungen, d. h. um eine »Voraussage« zu treffen, um  welchen B etrag  
die Ergebnisse x der »korrelierten« A usgleichung noch von den ohne K orrela­
tionen (bereits) berechneten xu abw eichen werden, den einfachen Zusam m en­
hang:

X -  x0 =  N ö 1 B T P A Q P v  . (12)

Hierin kom m en also nur die in der »nicht-korrelierten« Ausgleichung en th a lte ­
nen Größen vor, sow ie die gegebenen K orrelationsbeträge AQ.

Im übrigen liefert (11) noch

B(x -  x 0) =  Qw  P (E  A Q P  +  AQPQ(l) P)AQPv  . (13)

Das ist aber nach (3a) und (3b) zugleich der Einfluß der Korrelation AQ  auf 
die Verbesserungen, indem  nämlich

B(x —  x u) =  e —  V  .

D am it ist der Korrelationseinfluß a u f  die ausgeglichenen Werte der Beobach­
tungsgrößen definiert. Hiermit hat m an den Anschluß an die Formel (3, 8) 
der а. а. О. [1] genannten Arbeit des Verf. gefunden. Es gilt m ithin ganz 
allgem ein, — gleichgültig, ob die A usgleichung nach verm ittelnden oder nach  
bedingten B eobachtungen durchgeführt wird:

e v — Q(l) P(E  -  A Q P ( E  -  Qw  P ± . .  . ))AQPv  , (14)

w om it die Frage nach  dem Unterschied der Ergebnisse von Ausgleichungen, 
die einm al mit  und zum  anderen ohne K orrelationen vorgenom m en worden  
sind, hinreichend beantw ortet sein dürfte.

SCHRIFTTUM

1. Wolf, H .: On the im portance of correlations w ith in  geodetic com putations (im D ruck).
2. W o l f , H .: A usg leichungsrechnung  nach  d e r M ethode de r k le in sten  Q u ad rate . D ü m m le rs

V erlag  B onn.
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T H E  IN F L U E N C E  O F  C O R R E L A T IO N S U P O N  T H E  U N K N O W N S O F  AN A D JU S T M E N T

H. WOLF

SU M M A R Y

A  general fo rm u la  is e stab lished  w h ich  desc rib es th e  d ifference be tw een  th e  re su lts  
o f tw o  a d ju s tm e n ts ; — one  of th em  is to  be p e rfo rm e d  w ith  th e  fu ll co n sid era tio n  o f a ll co rre ­
la tio n s  and th e  o th e r  a d ju s tm e n t w ith o u t a n y  c o rre la tio n  — b o th  a d ju s tm e n ts  b e in g  b ased  
u p o n  ju s t  the  sam e v a lu e s  o f observations.

IN F L U E N C E  D ES C O R R É L A T IO N S  S U R  LES IN C O N N U E S 
D ’U N E  C O M PE N SA T IO N

H. WOLF

R É S U M É

L ’au teu r é ta b l i t  une  form ule générale  d é c r iv a n t la différence e n tre  les r é su lta ts  de 
d e u x  com pensa tions — basées su r les m êm es v a le u rs  d ’o b se rv a tio n  — d o n t l ’une  a é té  e ffec tuée  
en  te n a n t  com pte des co rré la tio n s, e t l’au tre  en  les nég ligean t.

О ВЛИЯНИИ КОРРЕЛЯЦИЙ НА НЕИЗВЕСТНЫЕ УРАВНИВАНИЯ

X. ВОЛЬФ

РЕЗЮМЕ

Выводится общая формула, определяющая разности результатов двух различных 
уравниваний; одно из уравниваний проводится с полным учетом всех корреляций, а 
другое — без всякой корреляции. При этом в основу обоих видов уравниваний входят 
одни и те же величины наблюдений.
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DIE ANWENDUNG YON NÄHERUNGSFORMELN BEI DER 
ABSTECKUNG VON KREISBÖGEN

W. Z IL L , D resden  

[E ingegangen am  29. M ärz 1965]

F ü r  einige bei de r A b steckung  von  K re isbogen  angew endete  N äherungsfo rm eln  w erden  
N om ogram m e angegeben , die den A nw endungsbere ich  in  v e rsch ied en en  G en au igkeitss tu fen  
zeigen. E in  V orschlag  zu r V erbesserung  der b e k a n n te n  V ie rte lm eth o d e  f ü h r t  zu neuen  F o rm eln  
sow ohl fü r  gleiche als a u ch  fü r  ungleiche B ogenlängen .

1. Einleitung

D ie Berechnung der A bsteckungselem ente für Kreisbogenpunkte erfolgt 
im allgem einen m it H ilfe trigonom etrischer Funktionen oder nach Bogen- 
abstecktabellen. D abei ist m eist die Lage der T angenten in der Natur gegeben. 
A u f ihrem  Schnittpunkt wird der T angentenw inkel gem essen, der gleich dem  
Zentriwinkel des abzusteckenden K reisbogens ist. Durch eine weitere Größe, 
z. B . den Radius, ist die Lage des K reisbogens eindeutig bestim m t. Bei kurzen  
B ogenstücken und großem Radius können die notw endigen A bsteckungs­
elem ente m it einfachen Näherungsform eln entweder unm ittelbar berechnet 
oder kontrolliert werden. In fast allen Fällen genügt dazu der Rechenschieber 
als R echenhilfsm ittel. Infolge der bequem en H andhabung sind die N äherungs­
form eln in der Praxis sehr beliebt, jedoch besteht noch zu wenig Übersicht 
über ihre G enauigkeit und som it über die Grenzen ihres Anwendungsbereichs. 
Zur K lärung dieser Frage sollen besonders die im folgenden dargestellten  
Nom ogram m e beitragen.

2. Absteckung nach rechtwinkligen Koordinaten von der Tangente aus

D ieses A bsteckverfahren wird für einfache Aufgaben am häufigsten ange­
w endet. Dabei ist entw eder der A bschnitt auf der Tangente oder aber die B ogen­
länge bei bekanntem  R adius vorgegeben.

2.1 Gegeben der Radius  R  und die Abszisse x auf  der Tangente, gesucht die 
Ordinate y

Man erhält aus der Abbildung in Nomogramm 1 die bekannte Beziehung

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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B ezeichnet man das erste Glied der Reihe mit y ' ,  so kann man auch 
schreiben:

y = y' y'-
2 R

y’3
2 R2

+ • • •

D ie Reihe konvergiert nicht sehr gut. Aus Nom ogram m  1 ist ersichtlich, 
für welche W erte von x und R m an у  in den Genauigkeitsgrenzen von 1 mm, 
5 m m  und 10 mm  sowohl für das erste als auch für das zw eite Glied der Reihe  
erhält.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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E ntw ickelt m an die W urzel in eine R eihe, so ergibt sich:
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2.2 Gegeben der R adius R  und die Bogenlänge b, gesucht die Abszisse x  und 
die Ordinate y

Man erhält für x:

14 .icta Techn. Hung. 52. (1965)
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und entsprechend für у:
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B ezeichnet m an das erste Glied der Reihe m it y ' ,  so kann m an auch  
schreiben:

y  =  y '
y ' 2

6 R
y ’3 

90 R2

Das Nom ogram m  2 zeigt den Anwendungsbereich sow ohl für die x- als 
auch für die y-W erte jeweils in den Genauigkeitsgrenzen 1 m m , 5 m m  und  
10 m m .

3. Absteckung nach Polarkoordinaten mit Hilfe von Pheripheriewinkeln und
Sehnen

Bei diesem Verfahren ist m eist die Bogenlänge des G esam tbogens m it 
dem  zugehörigen Zentriwinkel gegeben. Man steckt nach gleichen B o g en ­
längen ab, die sich durch Teilung der G esam tbogenlänge in n gleiche T eile  
ergeben. Der zur E inzelbogenlänge zugehörige Peripheriewinkel is t  dann  
gleich dem gesam ten Zentriwinkel, geteilt durch 2n. Bei der A bsteckung wird  
noch die zur Einzelbogenlänge zugehörige Sehne benötigt. D ie D ifferenz  
zw ischen der bekannten Bogenlänge b und der zu berechnenden Sehnenlänge  
s ergibt sich zu:

b — s =  b — 2 R sin x .

D abei wird m i t a  der zum Bogen b gehörige Peripheriewinkel bezeichnet. In  eine 
R eihe entwickelt, erhält man:

oder

=  b - b

=  b

2 R 1
a 3a -------------
6

b  i -
b3

u - j -
24 R2

b3

120 5040

b3

+ w obei a =
2 R

b'°
24 R2 1920 R 4

Diese R eihe konvergiert etw as besser. Aus dem N om ogram m  3 kann  
m an ersehen, bis zu welchen Bogenlängen und R adien m an die Sehne 
m it einer G enauigkeit t on 1 m m , 5 mm und 10 mm gleich dem B ogen setzen  
kann und welcher A nw endungsbereich sich nach Verbesserung durch das erste 
G lied der Reihe ergibt. Die A bsteckung ist dann ohne V erw endung von  T afel­
werken mit genauen W erten m öglich.

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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4. Näherungsweise Absteckung von K reisbogenzw ischenpunkten nach der
Viertelmethode

Hierbei wird vorausgesetzt, daß 3 gleichabständige P unkte eines K reis­
bogens in der N atur gegeben sind. Der R adius braucht dabei nicht bekannt 
zu sein. W eitere in  der M itte der beiden B ogenstücke gelegene Zwischenpunkte 
erhält man durch A bsetzen von einem V iertel der G esam tpfeilhöhe p  auf der 
Sehnenm itte nach bogenaußen. Dieses Verfahren wird vor allem  auf der B au ­
stelle häufig angew endet. In Form der 2/8-M ethode ist es auch für K urven  
m it stetig  veränderlicher Krümmung anw endbar. Für die Vergrößerung des 
Anwendungsbereichs hat P u w e i n  1952 in  der Zeitschrift des Österreichischen 
Ingenieur- und Architektenvereins, H eft 7/8, Seite 71, folgende Formel ange­
geben:

14* Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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w obei nach der A bbildung im N om ogram m  4 die G esam tsehne m it s bezeichnet 
wird. Sie muß zusam m en m it p  in der N atur gem essen werden, wenn sie n icht 
aus vorhergehenden Rechnungen bereits bekannt ist.

4.1 Vorschlag fü r  eine Verbesserung der Viertelmethode

Mißt man nur die Teilsehne sx und die G esam tpfeilhöhe p , so hat m an  
bedeutend weniger M essungsaufwand, w eil die Teilsehnen ohnehin zur F e s t­
stellung ihres M ittelpunktes beim  A bsetzen der Pfeilhöhen p 1 durchgem essen  
werden müssen. Außerdem  kann m an dann nach der strengen B eziehung  
R  =  s\j2p den R adius des K reisbogens berechnen. Sollte der Radius bekannt 
sein, so kann die M essung v o n p  entfallen , man berechnet p  streng aus p^= s^/2R.

Es bestehen die beiden Proportionen:

Sl 2 R

Daraus erhält man

P i  =  R

о
ST

Pl =

und
2 ( R  — P i) Ks? — P2

_fl_ l/ s2 — „г un(l mit R  = -
2p 2p

I 1 -  4 -2p 2p

D ie Wurzel in eine R eihe entw ickelt, gibt

P ,  =  — +  '  + - — ■ + . . .
4 16 s‘i 32 si

U nter Vernachlässigung des 3. Gliedes kann man schreiben:

Zur gleichen Lösung kom m t m an, wenn in die unter A bschnitt 2.1 a b g e­
leitete  Reihe y = p x, x  =  sJ2  und R  =  s\f2p gesetzt wird. D ie hier entw ickelte  
Näherungsformel ist um ein geringes schärfer als die von P u w e i n  angegebene. 
Ihr Anwendungsbereich wiederum in den Genauigkeitsgrenzen von 1 m m , 
5 mm und 10 mm ist im Nom ogram m  4 dargestellt.

Acta Techn. Hung. (196:-.)
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4.2 Anwendung der Viertelmethode bei ungleichen Bogenlängen

Sind nach Bild 1 in der Natur 3 beliebige Punkte gegeben, so ist durch 
sie ein Kreisbogen bestim m t. Mißt man die Sehnen sa und sb und die G esam t­
pfeilhöhe p ,  so können B ogenzw ischenpunkte über den halben Sehnen m it den 
Pfeilhöhen p a und p b abgesteckt werden.

Es gelten folgende Proportionen:

P -  =  -* t -  und ____ ^
sa 2 R  2 ( R  Pa) \ s l - p *

P a  =
2 p P 2 m it К  —

2 p

s a s b s a s b f l - P 2
P a 2 p 2 p 4

Acta Techn. Hung. 52. (1965)
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E ntw ickelt man die W urzel in eine Reihe, ergibt sieh:

U nter Vernachlässigung des dritten Gliedes kann man schreiben:

D as heißt, die im  A bschnitt 4.1 vorgeschlagene Verbesserung der V iertel­
m ethode läßt sich in sehr bequem er W eise auch für den allgem einen Fall 
ungleicher B ogenlängen anwenden. Allerdings ist die G enauigkeit der P feil­
höhe noch v o n  dem Verhältnis sa : sb bzw . sb : sa abhängig. D ie T eilsehnen­
längen sollten also nicht allzu unterschiedlich sein. H ervorzuheben ist auch 
hier die M öglichkeit der strengen Berechnung des Radius aus den beiden T eil­
sehnen und der G esam tpfeilhöhe nach der oben angegebenen Formel.

A P P L IC A T IO N  O F  A P P R O X IM A T IO N  FO R M U L A S IN  T H E  SE T T IN G  O U T O F  ARCS
O F  C IR C L E S

W . ZILL

SU M M A R Y

F o r severa l ap p ro x im a te  fo rm u las u sed  fo r th e  se ttin g  o u t o f arcs o f circle nom ogram s 
a re  given th a t  show  th e  scope of a p p lic a tio n  in  d ifferen t degrees o f accu racy . A proposa l 
fo r im p ro v in g  th e  w ell-know n “ V ie rte lm e th o d e ”  (m ethod  of q u a rte re d  m id -co o rd in a tes) 
im p lies  new  fo rm u las fo r equal as well as u n e q u a l leng ths o f ares.

Acta Techn. Hung. 52. (1065)
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A P P L IC A T IO N  D E S FO R M U L E S  D ’A P P R O X IM A T IO N  DANS 
L E  JA L O N N E M E N T  D ’ARCS D E  C E R C L E S

W. ZILL

R É S U M É

L ’a u te u r  donne des nom ogram m es p o u r  quelques fo rm ules approchées u tilisées d an s 
le ja lo n n e m e n t d ’arcs de  cercles, qu i en m o n tre n t le cham p d ’a p p lic a tio n  d an s les d iffé ren ts  
degrés de  précision. U n e  p ro p o sitio n  re la tiv e  a u  p e rfec tio n n em en t de la «V iertelm ethode» 
(procédé  u til isa n t la d iv is io n  en  4 p a rtie s  de la flèche) co n d u it à de nouvelles fo rm ules v a lab les  
p o u r des longueurs d ’arcs  égales e t inégales.

ПРИМЕНЕНИЕ ПРИБЛИЖЕННЫХ ФОРМУЛ ДЛЯ РАЗБИВКИ 
ОКРУЖНОСТИ НА ДУГИ

в. цилл  

РЕЗЮМЕ

Для некоторых приближенных формул, применяемых для разбивки окружности 
на дуги, даются номограммы, показывающие области их применения для различных 
степеней точности. Приводится предложение по усовершенствованию известного метода 
«четвертей», в результате чего получаются новые формулы для дуг как с равной, так и с 
неравной длиной.

- tela Techn. Hung. 52. (1965)





BOOK R E W I E V  B U C H B E S P R E C H U N G  C O M P T E  R E N D U  
D E  L I V R E S  -  О Б З О Р  К Н И Г

A nta l Т ár czy -H or noch :

M A R K S C H E ID E R IS C H E  ST U D IE N

V erlag der U n g arisch en  A k adem ie  der W issenschaften , B u d a p es t, 1963. 1010 Seiten

D er F ach w elt is t  b e k a n n t, d a ß  ungarische T rad itio n e n  im  B e rg b au  w eit ins M itte la lte r  
zurückre ichen . N ic h t se lten  h a b e n  m arkscheiderische  E rfah ru n g e n  u n d  N euerungen b e fru c h ­
te n d  au f die E n tw ic k lu n g  a n d e re r  L än d er e ingew irk t. W ertvo lle  B e iträ g e  sind vor allem  a u f  
in s tru m en te llem  G eb iet u n d  in  riß lich er D a rs te llu n g  von  u n g a risch en  P ersön lichkeiten  g e ­
le is te t w orden. D ie B e rg ak ad em ien  Schem nitz  u n d  S opron  sind die b e k a n n te n  G e b u rtss tä tte n  
w issenschaftlichen  L ebens m it e in e r R eihe erfo lg re icher G edanken.

Als jü n g s te s  G lied in  d ieser K e tte  kön n en  w ir A n ta l T árczy -H o rn o ch  b e trach ten . V ier 
Ja h rz e h n te  in te n s iv e r A rb e it h a b e n  ih n  zu einem  in  a llen  E rd te ile n  h o ch  geschätzten  W issen ­
sch a ftle r gem acht. Im  J a h re  1963 gab er den e rs ten  B an d  »M arkscheiderische Studien« h e rau s , 
d ie einen g u ten  E in b lick  in  d ie V ielseitigkeit u n d  G rü n d lich k e it se iner w issenschaftlichen 
A bhan d lu n g en  a u f  m ark sch e id e risch em  F ach g eb ie t gew ähren . B e tra c h te t  m an  seine A rb e iten  
im  R ah m en  der V erw endung  fü r  die A usb ildung  a u f  H ochschulebene, so s te llt  m an  u n e in ­
g esch rän k t fe st, d a ß  seine S tu d ie n  eine h e rv o rrag en d e  G rund lage  fü r  m arkscheiderische 
Spezia lvorlesungen, Sem inare  u n d  K o n su lta tio n en  b ilden .

Im  fo lgenden sei es m ir g e s ta t te t ,  m eine lan g jäh rig en  E rfa h ru n g e n  beim  M arkschei­
d e in s ti tu t  der B erg ak ad em ie  F re ib e rg  u n te r  dem  g e n an n ten  A sp ek t in  wenigen Zügen zu 
um reißen.

Die beiden  e rs ten  w issenschaftlichen  A rb e ite n  v o n  T árczy -H o rn o ch  haben  ihm  f rü h ­
zeitig  n ich t n u r  die fü r  seine lan g jäh rig e  H o c h sc h u ltä tig k e it e rfo rd erlich en  akadem ischen 
G rade, sondern  w as noch  v iel b ed eu tu n g sv o lle r is t ,  die H o ch sch ätzu n g  au f in te rn a tio n a le r  
E b en e  em gebrach t. Seine b eso n d e rs  anschaulichen  u n d  pädagog isch  g u t  d u rch d ach ten  A u s­
fü h ru n g en  in  der A n w endung  v o n  m ath em a tisch en  K en n tn issen  au f d ie D arstellende  G eom etrie  
u n d  d a m it au f m ark sch e id e risch e  P ro je k tie ru n g sau fg a b e n  kom m en  zu m  A usdruck  in  »Neue 
G esich tsp u n k te  zu r rech n e risch en  L ösung der M arkscheideraufgaben«  u n d  in  der A rbeit »Das 
V erw erferproblem  im  L ich te  des M arkscheiders«. D a  die m ath em a tisch e  D urchdringung  v iel 
vo llkom m ener is t  als die zeichn erisch en  M ethoden  de r D arste llen d en  G eom etrie , w endet sich 
T árczy -H o rn o ch  w eitg eh en d  d e r rechnerischen  B estim m u n g  v o n  P u n k te n , G eraden u n d  
E b en en  im  R au m  zu u n d  b e h a n d e lt  die B eziehungen  zw ischen G eraden  u n d  G eraden, G eraden  
u n d  E b en en  sowie E b en en  u n d  E b en en . Zur V erein fach u n g  c h a ra k te r is ie r t  er eine E b en e  
d u rch  S te ig rich tu n g  u n d  S te igw inkel. A uf diese W eise w erden die W in k e lfu n k tio n en  p o sitiv . 
M athem atische  G ew a n d th e it u n d  v e rb lü ffende  K la rh e it  in  der A b h an d lu n g  füh ren  den S tu d ie ­
ren d en  aus der V e rk ram p fu n g  sch ü le rh a fte r  V o rs te llu n g en  in  eine gelockerte  G edankenbe­
w eglichkeit. L au fen d  w erd en  die B eziehungen  u n d  A nw endungen  zu m  B ergbau  aufgezeig t, 
w o durch  die B eispiele a n sp rec h e n d  u n d  in te re s sa n t w irken , so d aß  a u f  diese W eise der E in ­
d ru ck  einer tro ck en en  M aterie  ü b e rh a u p t  n ich t e n ts te h t. D ie E rz ieh u n g  zum  w issenschaftlichen 
D enken  w ird d u rc h  d ie re ich lich  angezogenen L ite ra tu rs te lle n  n a c h h a ltig  gefördert, da  die 
im  S ch rifttu m  b esteh en d en  A n g a b en  v e rm erk t, ih re  B ra u ch b a rk e it u n te rsu c h t u n d  ev tl, 
als unzu länglich  v e rb esse rt o d e r e rg än z t w erden. M it G en u g tu u n g  n im m t der Leser von der 
D a n k b a rk e it u n d  V ereh ru n g  K e n n tn is , die T árczy -H o rn o ch  w ied erh o lt seinem  L ehrer u n d  
M eister Prof. A ubell zo llt. R ich tu n g w e isen d  g ren zt er das A ufg ab en g eb ie t zw ischen Geologie 
und  M arkscheidekunde  ab , in d em  er den m a th e m a tisc h e n  Teil des V erw erferprob lem s e in­
schließlich  der g e sam ten  P ro je k tie ru n g  dem  M arkscheider zuw eist, w ä h ren d  die B earbe itung  
g en etischer F rag en  au ssch ließ lich  dem  Geologen V o rbehalten  b leib t. In  g leicher K la rh eit lassen  
sich  h in  u n d  w ieder a u f tre te n d e  Ü b erschneidungen  in  de r V o rra tserfa ssu n g  lösen. W ährend  
die gesam te E rk u n d u n g  u re ig en stes  G ebiet der G eologen d a rs te llt, i s t  d ie E rfassung und  
E in sch ä tzu n g  b e trieb lich e r V o rrä te  A ufgabe des M arkscheiders, da  d ie P ro jek tie ru n g  de r
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L ag e rs tä tte n e n d sc h a fte n  u n d  d a m it die B e stim m u n g  der K reuzlin ien  eine de r u n erläß lich en  
V o rau sse tzu n g en  fü r die flächenm äß ige  A b g ren zu n g  zum  In h a lt h a t.  D as S treb en  n ach  K la r ­
h e it  k o m m t n ich t z u le tz t d a r in  zum  A u sd ru ck , d a ß  eine S y stem atik  in  d e r N o m e n k la tu r im  
U n te rsch ie d  zu der b ish e r sehr u n tersch ied lich en  B ezeichnung gleicher G rö ß en  bei je d e r  sich 
b ie te n d e n  G elegenheit a u fg este llt w ird. A uch  in  d ieser H insich t w eist T árczy -H o rn o ch  v o ra u s ­
b lic k e n d  d e r F ach w elt d ie S ch ranken , die fü r  e in  gegenseitiges V e rs teh e n  eine w o h ltu en d e  
V o rau sse tzu n g  sind. B isw eilen  b estehende  Zw eifel d e r stud ierenden  G e n e ra tio n  in  de r a llu m ­
fa sse n d en  M ach tste llung  m ath em a tisch en  D en k en s w erden  in vielerlei V a ria n te n  im m er w ieder 
au fs n eu e  ü b er jed en  Zw eifel e rhaben  z e rs tre u t, so d aß  Fehlschlüsse n u r  a u f  G rund  räu m lich  
u n z u lä n g lic h er V o rs te llu n g en  au fgedeck t w erd en  k önnen . Bei aller H o c h ac h tu n g  geg en ü b er 
v o rh a n d en e m  G ed an k en g u t m it p räziser A n g ab e  de r Quellen t r i t t  de r ju n g e  G elehrte  m it  
se in er erschöpfenden  B earb e itu n g  u n d  b isw eilen  ü b e rtr ieb en e r B esch eid en h e it in  die Ö ffe n t­
lic h k e it. D ie w oh ltuende  A rt, m it der e ingehende  R ezensionen  der F a c h w e lt b e h an d e lt w erden , 
k e n n ze ic h n e t die Ü b erleg en h eit H o rn o ch sch er G edankenfülle . B eispiele h ie rfü r b ie ten  seine 
V erö ffen tlich u n g en  »B eitrag  zu r A u srich tu n g  d e r V erw erfungen« u n d  »Ü ber d ie ex ak te  B e h a n d ­
lu n g  des V erw erferproblem s«. Gegen Ü b e rh eb lich k e ite n  zeigt sich T árczy -H o rn o ch  b e w u ß t 
ag gress iv . E r such t g e rad ezu  den M e in u n g sstre it u n d  p a r ie r t seinem  G egner m it Ü berlegenheit.

N eu  au fk o m m en d en  M eßm ethoden  w e ist e r  den  P la tz  zu, de r ih n e n  g eb ü h rt. B ei a lle r 
B e d eu tu n g , die der P h o to g ra m m e trie  fü r  d e n  B e rg b au  zukom m t, sc h lie ß t T árczy -H o rn o ch  
seine A usführungen  in  dem  A rtikel »Die P h o to g ra m m e trie  im  D ienste  des B ergbaues« m it 
d e n  W o rte n : »Kein M eßverfah ren  is t  u n iv e rsa l u n d  so auch die P h o to g ra m m e trie  n ich t. 
W ir sin d  eine w issenschaftliche G esellschaft, d e ren  Ziel n ich t so seh r d ie P ro p ag an d a , als 
eh er d ie sachliche E rk en n u n g  der T a tsa ch e n  is t  u n d  deshalb  dü rfen  w ir in  gegebenen F ä llen  
a u ch  v o r  F ests te llu n g en  n eg a tiv en  S innes n ic h t zurückschrecken.«

M aßgebender A n te il in  der V erv o llk o m m n u n g  der A usgleichung v o n  E in re ch n u n g s­
zügen , offenen P o lygonzügen  und  im  V o ran sch lag  v o n  D urchsch lagszügen  m it einer R eihe  
v o n  V erö ffen tlichungen  k o m m t T árczy -H o rn o ch  in  de r in te rn a tio n a len  F ach w elt zu. Fo lgende  
A rtik e l s tam m en  aus se iner Feder:

1. Ü ber die A usg leichung  der E in rech n u n g szü g e
2. G enauigkeitsvo ransch läge  bei D urchsch lagszügen
3. Ü ber die v e rk n o te te n  E in rech n u n g szü g e
4. Zur F eh le rth eo rie  der offenen P o lygonzüge
5. Die du rch  d en  E in rech n u n g szu g  e rz ie lb a re  O rien tieru n g sg en au ig k eit
6. D er E in flu ß  der regelm äßigen F e h le r  a u f  die O rien tierungsgenau igkeit der E in ­

rechnungszüge
7. Gene au igkeitsvo ransch läge  bei D u rch sch lag sk e tten
8. Die g ü n stig s te  G ew ich tsverte ilung  im  ausgeglichenen E in rech n u n g szu g
9. E ine w eite re  M ethode zu r s tren g en  A usgleichung der E in rechnungszüge .
M it beisp ie lloser G rü n d lich k e it u n d  m ath e m a tisc h e r V e rs ie rth e it w erden die in  der 

M ark sch eid ek u n d e  b e k a n n te n  P rob lem e in  ih re r  gesam ten  B reite  u n d  T iefe b eh an d e lt. Ü b e r­
se tzu n g e n  in  m ehrere  S prach en  m ögen ein  M a ß sta b  fü r ihre G üte sein.

E in  um fangre iches A rb e itsg eb ie t s te ll t  a u ch  die A u se inanderse tzung  m it O rien tie ru n g s­
m essungen  dar. M aßgebend  sind  nach fo lg en d e  T hem atas:

1. Das m arkscheiderische  S te ilsch ach tp ro b lem
2. F e h le rth eo re tisch e  S tu d ien  ü b e r  d a s  S ch ach tansch lußdre ieck
3. Die g ü n stig ste  G ew ich tsverte ilung  im  ausgeglichenen S ch ach tan sch lu ß d re ieck
4. Ü ber das S ch ach tlo tp ro b lem .
Diese S tu d ien  sind  vielfach G eg en stan d  in te rn a tio n a le r  A usein an d erse tzu n g en  gewesen. 

V o r a llem  in der d e u tsch en  F a c h lite ra tu r  h a b en  sie eine Reihe v o n  E n tg eg n u n g en  ausgelöst.
E in  beliebtes T h em a  von T árczy -H o rn o ch  is t die B eschäftigung m it d e r  V ervo llkom m ­

n u n g  der Z w angszen trie rung . H ier seien g e n a n n t:
1. Die D rehhü lsen zw an g szen trie ru n g
2. Z w angszen trie rungen  u n d  ih re  B e d eu tu n g  bei T u n n elab steck u n g en
3. Die D rehpris in en au sfte llu n g , eine w e ite re  Z w angszen trierungsm ethode.
E rs tau n e n sw e rt is t  sein G edäch tn is au s S tu d ien  m it der F rü h g esch ich te  der M ark  scheide

k ü n d e  u n d  ih re  k ritisch e  E in sch ä tzu n g . Sie k o m m en  zum A usdruck  in :
1. Zur G esch ich te  des G rubenrißw esens
2. Z ur V erein h e itlich u n g  des G rubenrißw esens.
M it diesen A n g ab en  sind n u r  die b ed eu tu n g sv o llen  V erö ffen tlichungen  e rw äh n t, denen 

in  de r A usb ildung  v o n  S tud ieren d en  d e r F a c h ric h tu n g  M arkscheidew esen ak tue lle  B e d eu tu n g  
zu k o m m t. Ih r  S tu d iu m  w irk t erzieherisch  in  de r G ründlichkeit sow ie G ew an d th e it u n d  is t 
geeignet, die L iebe zum  B eru f zu w ecken u n d  die heranw achsende G en era tio n  d a fü r zu b e ­
g e is te rn . K . Neubert
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