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CONTRIBUTION TO THE INVESTIGATION 
OF TRANSISTORY MOVEMENTS OF ROTORS 

ON PASSING THROUGH THE CRITICAL REVOLUTION

A. R IP IA N U  and N . SIR B U
CLUJ, ROMANIA

[M anuscript received January 11, 1961]

We considéré a shaft sustained at its  extrem ities by two supports. In the m iddle o f  the 
shaft a rotor is fixed , whose plane of sym m etry is norm al to the geom etrical axis o f  th e  shaft 

I t  is carried out a qualitative and q u antitative  study of the relative rotary m otion  
w hich is executed by the plane of flexion o f the shaft in comparison w ith  the rotary m otion  
of the rotor, when the v e lo c ity  o f the shaft is equal or near to the critical rotary m otion. 
Here it  is performed an analytica l study of the curve w hich represents the variation  o f value 
of the ratio toy/cocr betw een the angular v e lo c ity  coy o f the plane of flexion  of the shaft, and the 
angular critical ve loc ity  a>cr depending on the tim e t.

In the last part o f the article, the general formulae found as part o f a num erical exam ple  
are applied and it is drawn the curve of variation of the ratio 0 )j/o)cr =  f ( t )  w hich perm its us 
to  deduce the transistory m ovem ents.

I. The General Treatm ent o f  the Problem

1. In troduction

A ro to r  passing  th ro u g h  th e  c ritic a l rev o lu tio n  is acco m p an ied  by  
tra n s is to ry  m o vem en ts w hich  do n o t a p p e a r  w hen  th e  ro ta ry  v e lo c ity  o f  th e  
ro to r  is rem oved from  th e  c ritica l v e lo c ity  o f  ro ta tio n .

In  o rder to  e ffec tu a te  th e  in v e s tig a tio n  o f tra n s is to ry  m o v em en ts  a sh a ft 
w ill be considered h a v in g  a c ircu la r sec tio n  su s ta in e d  b y  tw o  su p p o rts  s i tu a te d  
a t  th e  ex trem ities .

A  disk is fix ed  to  th e  m iddle  o f th e  sh a f t w hich re p re se n ts  th e  ro to r  
h av in g  th e  ec c e n tr ity  e in  com parison  w ith  th e  axis o f th e  sh a f t . T h e  p lane 
o f th e  d isk  is p e rp en d icu la r  to  th e  g eo m etrica l axis o f th e  sh a ft a n d  e re p re ­
sen ts  th e  d istance  b e tw een  th e  cen tre  o f g ra v ity  o f th e  d isk  an d  th e  ax is  of 
th e  sh a ft.

In  Fig. 1, A  w as n o te d  as th e  p o in t o f in te rsec tio n  b e tw een  th e  geom e­
tr ic a l axis o f th e  f lex ió n á l sh a ft an d  th e  p lan e  o f th e  d isk , a n d  w ith  G th e  
cen tre  of g rav ity  o f th e  disk .

In  th e  follow ing in v es tig a tio n  o f  th e  e lastic  h ysteresis  o f  th e  m a te ria l 
o u t o f  w hich th e  sh a f t is c o n stru c ted  will be neg lected  th e  effec t, as w ell as 
th e  effect o f th e  p ro p e r w eigh t o f th e  sh a f t, considering  as neglig ib le th e  m ass 
o f  th e  sh a ft as com pared  to  th e  m ass o f  th e  disk.

1* Acta Techn. Hung. 49 (1964)



4 A. RIPIANU and N. SIRBU

T hrough  th e  fa s te n in g  o f  th e  disk in  th e  c e n tre  o f th e  sh a ft, th e p  lane  
o f  th e  d isk  does n o t c h an g e  d u rin g  th e  ro ta ry  m o tio n , an d  th u s  th e  gyroscopic 
e f fe c t is rem oved (c lea red  aw ay).

A s long as th e  r o ta r y  v e lo c ity  a> o f th e  s h a f t  (o f th e  d isk) is c o n s ta n t an d  
re m o v e d  from  th e  c r itic a l v e lo c ity  a)cn th e  p la n e  o f  flex ion  o f th e  sh a ft tu rn s  
( ro u n d )  w ith  th e  sam e r o ta r y  velocity  as th a t  o f  th e  sh a ft, so th a t  th e  cen tre

o f  g ra v ity  G o f th e  d isk  rem a in s  placed c o n s ta n tly  in  th e  p lane o f flex ion  
o f  th e  sh a ft, in  th e  p o s itio n  rep re sen ted  in  F ig . 2a, w hen a )< c o cr an d  in  F ig . 
2b w h en  со >  cocr.

W hen the  ro ta ry  v e lo c ity  со of th e  sh a f t  (o f th e  disk) is c o n s ta n t an d  
e q u a l  w ith  th e  c ritica l v e lo c ity  a>cn th e  ro ta ry  v e lo c ity  of th e  flex iónál p lane  o f 
th e  sh a f t  cojis no lo n g er e q u a l w ith  th e  c ritica l v e lo c ity  of ro ta tio n  o f  th e  d isk  
cocr, b u t  varies, o sc illa tin g  som ew here a b o u t th e  c o n s ta n t value cocr w h ich  
p ro v o k e s  from  th e  in it ia l  p lan e  of flexion a l te rn a tiv e  flexions of th e  sh a ft 
o n  d iffe ren t levels. B ecau se  o f  these  m ovem en ts th e  cen tre  o f g rav ity  G o f th e  
d isk  does no t rem a in  p e rm a n e n tly  placed in  th e  flex ió n á l p lane o f th e  sh a ft
(F ig . 1).

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



TRANS1ST0RY MOVEMENTS OF ROTORS 5

In  th e  following th e  t r a n s i to ry  m o v em en t will be s tu d ie d , w hich  is 
rep re sen ted  b y  th e  re la tive  r o ta r y  m otion  o f th e  flex iónál p lan e  o f  th e  sh a ft 
in  com parison  to  th e  shaft (d isk ), w hich tu rn s  (round) w ith  a c ritic a l c o n s ta n t 
v e lo c ity  o f ro ta tio n  wcr.

W e a d o p te d  a C artesian  gu ide  m ark  o f reference O x y z  (F ig . 1) o f w hich 
ax is  Oz coincides w ith  th e  g eo m etric  axis o f th e  unflex ional sh a f t ( th e  geom etric  
ax is  of th e  su p p o rts) and  th e  ax es o f w hich Ox an d  Oy are p laced  in  th e  p lane 
o f  th e  d isk .

2. Notations

The follow ing n o ta tio n s  w ill be used:

*о;Ус 
/ =  OA

e =  AG
У =  <  AOy

the co-ordinates o f  intersection point A  between the geom etric axis of 
the flexiónál sh aft and the plane of the disk (F ig. 1). 
the co-ordinates o f  the centre of gravity  G o f the d isk , 
the m axim um  arrow o f the shaft, representing the d istance from  point 
A  to the geom etric axis o f the unflexional shaft (the geom etric axis of 
the supports)
the eccentricity o f  calage of the disk on the shaft.
the rotary angle o f  the flexiónál plane of the shaft, form ed b y  the arrow 

/  =  О A and ax is Oy.
V Va — G A B  the rotary angle o f the shaft (of the disk), formed by the eccentricity  e 

and axis Oy.
<f0 the value of th e  angle (<p -)- <pu) at the initial m om ent, w hen  cp =  0.
V» =  G A C  the relative rotary angle o f the shaft (o f the disk) in  com parison w ith  the

flexiónál plane o f  the shaft.
w cr the velocity o f critical rotation o f the shaft (of the disk).
w=za>e =  d(<p-\-<p0)/dt  the rotary v e lo c ity  o f the shaft (o f the disk) equal the rotary velocity

of eccentricity e.
Wf =  dy/dl  the rotary v e lo c ity  o f the flexiónál plane of the shaft equal w ith  the

rotary velocity  o f the arrow / .  
m  the mass of the disk fix ed  on the shaft.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



6 A. RIPIANU and N. SIRBU

M

la

к

the m om ent o f  couple applied to  th e  d isk  which provokes the rotary  
m otion o f th e  d isk  (of the shaft).
the m om ent o f  m echanical inertia o f the d isk  in  com parison to the normal 
axis o f th e  p lan e  of the disk and passing through its centre of gravity  G. 
the e lastic  c o n sta n t o f the shaft.

3. The deduction o f  the mathematical expression o f  the transistory move­
m en ts  in  the general case

T h e d ifferen tia l e q u a t io n  o f th e  ro ta ry  m o tio n  o f  th e  disk , in  th e  general 
c ase  o f  a variab le  r o ta r y  v e lo c ity  w =  dcp/dt, is :

r d 2cp
dt2

— M  — m  em\r [x  cos (cp - f  cp0) — у  sin  (cp -f- ç>0) ] .

T h e  eq u a tio n s  of d y n am ic  eq u ilib riu m  of th e  d isk  in  re la tio n  to  axis Ox an d  Oy 
a re :

-  d ' x °  + k , =  0 ,
df-

d 2 y a

dt2
ky  =  0 .

A cco rd in g  to  Fig. 1

W e k n o w  th a t

x a =  x  +  e sin (<p +  <p„) , 

У о = У  +  e cos {cp +  cp0) .

к

In tro d u c in g  these te rm s  in '."  th e  equa tion  o f  d y n a m ic  equ ilib rium  o f th e  
d isk , th e  system  o f d if fe re n tia l  equations is o b ta in e d :

dt2
d 2 у  

di-

■ +  0>îr X =  — e

+  ы \гУ  =  -  e

d 2

df- 

d 2 

dt2

sin  (cp +  <p0) , 

cos (cp +  <p0) ,

( 1 )

( 2)

w h ere  cocr, e and  <p0 r e p re s e n t  constan ts a n d  cp cp(t) rep re sen t a fu n c tio n  
g iv e n  b y  tim e  t.

E q u a tio n  (2) is in fe r re d  from  (1) rep lac in g  cp0 b y  cp0 -f- л/2.
T h e equations (1) a n d  (2) m ay also be w r it te n  in  th e  form :

d 2x  2 / d2 . d 2 j

dt2 I dt2 dt2 !

d 2y  „ ( d2 . d 2 .
-----—- -f- u>lrУ —  ■— « cos <p0 --------cos cp — sm  cp0 --------- sm  cp .

dt2 I dt2 dt2

(3)

(4)

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



TRANSISTOR Y MOVEMENTS OF ROTORS 7

L et us w rite :
X (t)  =  — X cos q>u -|- y  sin ip0 , (5)

Y(l)  =  X sin  9?0 -f- y  cos (pu.

F ro m  (3) an d  (4) u sing  (5) we o b ta in :

d 2X  v  d 2 .
— — - +  Mcr X  =  e — sin cp, 

dt- dt-
(6 )

d * Y  „ d 2
---------- f a>jr Y  =  — e ---------cos <r .

dt2 d t2
(7)

T he m o d ifica tio n  o f va riab le  is p e rfo rm e d :

t =  t 0 s ,

w here <0 is a positive  co n stan t. 
L e t us w rite :

X ( t)
e

- =  X , ( ,)  ;
e > <p( 0  =  <Pi(s)-

H ence

±  d-  x m
e d t2

1 d2 x i (s)-,
e

d 2
y W =  T 7 7 y ^to <**2tl  ds2 dt2

d<p(t) _  d<Pi(s)
dt t0 ds

We w rite :
P — Mcr t (, >  0 .

( 8 )

E q u a tio n s  (6) and  (7) becom e:

X i  (s) +  P 2 (s ) =  sin 9Т(5) »

-4— Y i (s) +  P~Y l(S) = ------ .as- a s2

(9)

( 10)

T hese tw o  d iffe ren tia l equa tions are  in  th e  fo rm  o f eq u a tio n

d2Z(s)

ds2
P ' Z (s) =  f ( s ) ,

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



8 A. RIPIANU and N. SIRBU

th e  g en era l in te g ra l o f w h ich  is: 

Z  =  A  cos p s  -f- В  sin p s  

L e t us assum e th a t

1 f s
—  /(cr) • sin  p(s  — o') • da.
P  Jo

c o n se q u e n tly  in  (8)
? ( 0) =  <р Щ  =  о ,

9>(°) =  9>i(°) =  0 .

( И )

( 12)

T o fin d  th e  genera l in te g ra ls  of d iffe ren tia l eq u a tio n s  (9) an d  (10), w ill 
be  u se d  (11) an d  w ill be tw ice  in teg ra ted  b y  th e  m e th o d  o f p a rts . W e o b ta in :

X t(s) =  A  cos p s  -f- В  sin  p s  -f- sin  ^ ( s )  —  p  s in  9̂ ( 0) sin p(s  —  a) d a ,

Yt(s) — C cos p s  +  D  sin  p s  —  cos <ft(s) +  p  | o cos <рг(о) sin p(s  —  a) d a , (13)

А ,  В , C, D,  rep re sen tin g  c o n s ta n ts  of in te g ra tio n . W e assum e th a t  th e  co n ­
d itio n s :

x(t) =  x '( t)  =  y(t) — y ' ( t )  =  0 (14)

arc  fu lfilled  in  th e  m o m en t t =  0. In  th a t  case fro m  (5) resu lts

X (0) =  X '(0 )  =  Y(0) =  Y '(0 ) =  0 ,

a n d  fro m  (8) re su lts :

* i (0 )  =  X i(0 ) =  Y](0) =  Y i(0) =  0 .

In tro d u c in g  th ese  co n d itio n s in to  (13) we o b ta in  th e  values o f in te g ra tio n  
c o n s ta n ts

A  =  0, В  =  0, C =  1, D  =  0 .

T he g en era l in teg ra ls  (13) becom e:

X j(s) =  sin g9j(s) —  p  j o sin (Pi{a) s in  p(s  —  a) da  

Y1(s) =  cos p s  —- cos +  p  | 0 cos cp^a) sin p(s  —  a) d a

In  acco rd an ce  w ith  (8) we w rite :

*(0
e

* i ( sK —  =  J i ( s )- 
e

(15)

( « ! )

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



TRANSISTOR Y MOVEMENTS OF ROTORS 9

F rom  (5), (8) an d  (8X) i t  is in fe rred :

*i(s ) =  — * i ( s) COS <p0 +  Y ^s) sin <p0 ,

J i ( s) =  X i(s) 8«n <Po +  y i(s) cos 9V
W e assum e:

<Po =  0 .

(16)

(17)

F ro m  F ig . 1, ta k in g  (16) in to  co n sid e ra tio n , we o b ta in  th e  te rm  o f ro ta t io n  
angle y  o f th e  sh a ft sag:

, . x(t) — X J s )
y(t) =  a rc  ta n  — —— =  y ,(s) =  a rc  t a n -------— - .

y(t)  y i ( s )

The fu n c tio n  is defined  as

/ i W = - ^ - ,  Á ( s ) = - ^ ~ .
со.

Successively  we o b ta in :

fi(s)
to.

1 d  1 d  ,  x d s
r ( t )  = ------------=(orr as at(ocr dt

1 A-1(s)Y Í(s) - Y 1(s) X 1'( s )
(18)

w„ t,СГ *0 X \(s )  +  Y?(s)

/* ( * )  =
«V  wcr dt

1 d T (t) _  1 d ^ s )  =  (19)
w cr ds dt cocrt0

In tro d u c in g  in to  (18) th e  expressions (15) we o b ta in :

ç4(s) [1  —  cos p s  cos ^ ( s ) ]  —  p  s in  ps  s in  qpx(s) —

—  P <Pi(s) Jo cos |V i(s) —  9>iH ] 8in P(s  —  a) d о  +  p* j o { sin fq ^ s)  —

—  q’i(o ')] cos p(s  —  or) 4" si*1 <Pi(cr) cos p  or} d  a  -f-

+  P3 [[„  cos <pY(o)  sin p(s  —  о ) d o  J"o sin  cp^a) cos p(s  —  a) d o  —

cp\{o) sin  p(s  —  o) d o  P c o s q ^ a )  cos p ( s — <r)dcr|— / , ( « ) =  —  (20 )JO i p

1 —  2 cos ps  cos <Pi(o) +  cos2 ps  -)- 2p  |o |co s  ps  cos <Pi(o) —

—  cos [ ^ ( s )  —  9E,i(°r)] } sin  p( s —  o) d o  +

+  p 2 I [0 sin 9?,(er) sin p(s  —  o) d o j +  [ [0 cos ^(cr) sin p(s  —  o)  d o j J

—  sin Jo

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



10 A. RIPIANU and N. SIRBU

4. T he  deduction o f  the mathematical expression o f  the transistory movements  
in  the particular case, when (f ̂ s )  — ps

F o r  d raw ing  th e  cu rve  (Cj) hav in g  th e  e q u a tio n  S  =  f ^ s )  th e  p a r t ic u la r
case :

9h(s) =  Ps (21)

w ill be  a d o p te d  co rrespond ing  to  a u n ifo rm  ro ta t io n  of th e  sh a ft (disk) w ith  
th e  c r itic a l angle ve lo c ity  wcr.

T h e  b ra n c h  o f  th e  cu rv e  (Cj) w ill be  c o n s tru c te d  correspond ing  to  th e  
p o s itiv e  v alues o f s, n am ely , th e  b ra n c h  s i tu a te d  on th e  r ig h t side o f  th e  
ax is  OS.

In tro d u c in g  in to  (20) th e  expression  (px(s) given b y  (21), e ffe c tu a tin g  
th e  in te g ra tio n s  a n d  in tro d u c in g  th e  n o ta t io n

we o b ta in  th e  e q u a tio n :

Ш

и =  p s  , 

u2 +  s in 2 и
и2 +  2u sin и cos и  -f- sin2 и

( 22 )

5. T he  s tudy  o f  the variation o f  the fu n c t io n  S  =  f ( s )  and o f  its derivatives
and  the drawing o f  the representative curves o f  variation corresponding to these

func tions

D eriv in g  from  th is  we o b ta in :

m  =  2 p  У  (22a)
И

H ere  are

A  — — u 3(cos2 u —  sin2 u) u2 s in  и  cos и -f- u sin2 и —  sin3 и  cos и ,

B  =  (u2 2u sin и cos и sin2 и)2.

L et us in tro d u c e  th e  n o ta tio n :

r =  2u — 2p s .

E q u a t io n  f i ( s )  =  0 m ay  be w ritten  in  th e  fo rm :

r — sin  r

2(1  — cos r) r cos r  — sin  r

2

/  — 
2

\

Vs ,n T  /

= / з ( гЬ

(22b)

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



TRANSISTOR Y MOVEMENTS OF ROTORS 11

■where

Mr)
r — sin  r

r COS r — sin  r
O m ittin g  the  d e r iv a tiv e ,

W e o b ta in

. r2 sin r — (1 — cos r) (r  -f- sin  r) .
/ з ( г) =  ------------ 7--------------Г-—---------—  - 0 ■(r cos r — sin  r)-

r / \ 1 rr = L ( r ) = -  tan y 1 +
9 +  ta n 2

л г
1 +  ta n -  —

/ r
1 r /  9 +  ta n -  —

ta n  — 1 /
2 2 1 +  ta n 2 Z -

(23)

(24)

L e t us draw  th e  cu rv e  (C4) having th e  e q u a tio n  R  = / 4(r) (F ig. 3) an d  in tro d u ce  
th e  n o ta tio n :

r
a  =  tan -

2

H a v in g  tw ice d e riv ed  successively fu n c tio n  / 4(r), we o b ta in :

_  1 , , 9 +  2u +  a2
f l  4 ( V (1 -f a)(9 - i - a ) j ’

f l(r)  =  —  f «  (1 +  a)
4

27 — 19a — 15a2 -  a3 
(1 +  a) (9 +  a) JA(1 +  «) (9 + ^ f

(25)

E q u a tio n  f l ( r )  =  0 le ad s  to :

6 4 a(a3 +  16a2 -f- 53a -f" 54) =  0 .

As a  ^  0, th e  re su lt o f  th is  is th a t  th e  p o in ts  o f  in flex ion  of cu rv e  (C4) have  
abscissa  r =  2 к л  (к  w hole num ber).

F o r 0 <  r <  я  from  (25) re su lts  in  / 4(r) >  0. L e t us d raw  th e  curve 
(C5) hav ing  th e  e q u a tio n  R  — f$(r) (F ig  4). F o r  th is , th e  sign of

]/(! + a) (9 + a)

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



12 A. RIPIANU and N. SIRBU

w ill b e  changed  in to  (25). T he p o in ts  o f in flex ion  o f  th e  curve h av e  th e  ab sc is­
ses r  =  2 k n  (к  w hole n u m b er).

T h e  eq u a tio n : f '5(r) =  0 is w ritte n :

Fig. 3

T h e e q u a tio n  P( a) =  0 has a p o sitiv e  ro o t:

cq (1 <  cq <  2 ) .

W e in tro d u c e  th e  n o ta tio n : v =  ta n  (r/2) 
F ro m  (24) we o b ta in :

T a b le  I  is d raw n u p  so as to  in tro d u ce  th e  n o ta tio n :

P(a)  =  a 3 +  a 2 —  a  —  9 =  0 .

lim
г- >(2к+1)л 

(к whole number)

Л ---  Л
----- r =  я г г  t a n  I/ a  -----

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



TRANSISTORY MOVEMENTS OF ROTORS 13

r 0 2^ л  2л—2 г. 2л

f i ( r )
1
2 0 + + 1 + + 0 -  — - 1

2

Ш 0 i 1 Л(2 г,) t t 0 t t - U  Ч) 4 4 0

O n th e  basis o f  th is  tab le  th e  cu rv e  (C5) (F ig  4) is d raw n .
W e can observe from  Fig. 4, t h a t  th e  cu rve  (C5) c a n n o t in te rse c t th e  f irs t 

b ise c tr ix  hav ing  e q u a tio n  R  =  r, b ecau se  for л  <  r <  2 л ,  f l ( r )  <  0 is o b ta in ed

so th a t  those o f cu rv e  (C5) rem ain  p laced  u n d e r th e  ta n g e n t d raw n  a t  curve 
(C5) a t  th e  po in t o f  co -o rd inates ( л ,  0) w hich is p a ra lle l to  th e  f irs t  b isec trix . 
As / 5(2тг -f- r) =  / 5(r), th e  resu lt is t h a t  curve (C5) is m ade o f  id e n tic a l areas 
w ith  th a t  com prised  from  am ong th e  po in ts  o f abscissa  r =  0 ; r =  2 л .

T herefore, in  (24) th e  re la tio n  r  =  f . (r )  does n o t h o ld , so th a t  th e  ro o ts  of 
/з ( г )  are  th e  abscissa  o f  th e  in te rse c tio n  po in ts  o f th e  f irs t  b isec tr ix  w ith  th e  
cu rv e  (C4) w hich is rep resen ted  in  f ig  3. T hese ro o ts  will be n o te d  w ith :

rik [2k л  <  r2k <  (2k  +  1) я ;  fc =  1; 2 ; 3; . . . ] .

B esides these  ro o ts , e q u a tio n  /з (г )  =  0 has also th e  ro o ts : r =  2 к  л  (к =  1; 
2; 3; . . . ) .

T he curve (C3) w ill be d ra w n  hav in g  th e  e q u a tio n  R  =  f 3(r) (F ig  5).

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



14 A. RIPIANU and N. SIRBU

T h e function  / 3(r) fro m  (23) tak es  an  in fin ite  g rea t v a lu e  for

\ к л  <  rk < k  +  ~ л  ; к =  1 ; 2 ; 3 ; ...
L 2

■where rep resen ts th e  ro o ts  o f th e  eq u a tio n : r =  ta n  r.

T ab le  I I .  is c o n s tru c te d . O n th e  basis o f T ab le  I I ,  th e  cu rve  (C3) is d raw n
(F ig  5).

In  T able I I :  r2k <  r2fc (k  =  1; 2; 3; . . . ) .  In d e e d , to  assum e th is , c o n tra ry  
to  a ll reaso n , th a t  r 2* >  r2k. I n  th is  case acco rd ing  to  T ab le  I I I ,  i t  could  he 
d e d u c e d  th a t  / 3(r) is a n n u le d  fo r a va lue  o f r  com prised  b e tw een  r2* a n d  (2fc Ц- 
+  V)n,  w h a t is exc luded  b y  th e  fo rm u la  (23) ta k in g  in to  co n sid e ra tio n  th a t  
r >  s in  r.

L e t us p u t:

U r )  = (26)

A da  Techn. Hung. 49 (1964)
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D e r iv a tin g  from  th is  we o b ta in :

m  =
r

2 s in3 —
2

r

2  ,

Table III

r 2 кл r2 к r-i к (2Л+1)я

M r ) 0 + + 0 -  — — -  -

U r ) + 1 t t /з (г гк) ; f =F°o I 1 — 1

T a b le  IV  is co n stru c ted . F ro m  Fig 5, we in fer:

f 2k <  2 к л  +  —  <  2 f k (к — 1 ; 2 ;  3 ; . . . ) .  
2

T h u s , rep resen ting  th e  c u rv e  hav ing  th e  e q u a tio n : R  =  ta n  r (F ig . 6) we 
o b se rv e  th a t :

h e n c e

71
r =  к л  -|----- >  ta n  r  =  1 ,

4

л
rk >  к л  -|— — .

I n  F ig . 5 th e  curve (C3) h a s  b een  rep resen ted  h a v in g  eq u a tio n  R  =  / 3(r) and  
c u rv e  (Ce) having i ? = / e(r). F ro m  th e  tw o  cu rv es, position  th e  po in ts  of 
in te rs e c tio n  we infer t h a t  e q u a tio n  (22j) has th e  ro o ts :

r =  r'0 ( л  <  ró <  2 л)  and  r =  r'2k an d  

r =  r"2k [2A: л  <  r2k <  (2к +  1) л  <  r'2k<  2(к +  1) я ] ,  

к =  1; 2 ; 3 ; . . .

T h is  re su lts  in  e q u a t io n /( ( s )  =  0 given b y  (22) h a v in g  th e  ro o ts :

s n = -----
Л Л

2p  ( 2 p

к л

<  s ó <  —
P

and  s =  s2k an d

s2 к
, 2k  -f-1  „ A -|- 1 . i n q<  s2k < ------------ л  <  s2k < -----------л;  k =  1 ;2 ; 3 ;...

p  ~ 2p p

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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IS A. RIPIANU and N. SIRBU

T ab le  У  is co n s tru c te d . O n th e  grounds o f T ab le  У , curve (CL) is so c o n s tru c te d  
as to  h a v e  th e  e q u a tio n  S  =  / x(s) (Fig. 7), w h ere  f ^ s )  is given b y  (18) and  
(22). In  th e  sam e fig u re  cu rv e  (C) has been  d ra w n  h av in g  th e  e q u a tio n  S =  
=  f , ( s )  — 1 w here / 2(s) is g iven  b y  (19) an d  (21).

Fig. 7

T o d e te rm in a te  th e  p o in ts  o f in flex ion  o f cu rves (C3) and  (C6) th e  sign 
o f f l ( r )  a n d /д (г) m u s t be  s tu d ied . F ro m  (26) w e o b ta in :

/e '(r) = -----^ ----- [sin2 M — 4n sin и cos и  -f- u2 ( 1 -f- 2 cos2 u) j,
4 s in 4 и

w h ere  и  =  r/2 .
F o r  /e ( r )  =  0 i t  is necessary  th a t :

u 2 cos u i  cos2 и  — 1 .
sin  u 1 +  2 cos2 и v ;

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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B u t
U

sin U
>  1

fo r и ф  0. W e in tro d u c e  th e  n o ta tio n : ß  =  cos и. I f  ß  >  0 we o b ta in :

0  <
2ß  +  V2ß2 -  1

1 +  2 /8= ^ 1 .

th is  re la tio n  can  be w ritte n  in  th e  form :

(/9 — l )2 (2/32 +  1) >  0 .

H av ing  th e  sam e co n d itio n  ß  >  0, we o b ta in

since

0  <
2ß -  \2{Р  -  1 

1 +  2ß2 ~
< 1 ,

2^  —  2ß  +  1 >  0 .

W hen  /3 <  0, we w rite  jő =  — <5 (d >  0). In  th is  case

2a +  ]/2/r-~  1 -  2Ô +  }/20n- — 1
1 ^  1 +  2/32 “  1 +  2d2

and
2ß  -  j/2/ő2 -  1 — 2d — У2d2 — 1

1 +  2ß1 1 +  2d2

as th is  re la tio n  can  be w ritte n  in  th e  form :

( d — l )2 (2d2 +  1) >  0 .

As a re su lt th e  re la tio n  (27) can n o t ta k e  p lace  fo r и =/= 0 so th a t  /e ( r )  =f= 0 
for r j í  0, an d  th u s  in  F ig . 5 th e  cu rve  (Ce) h a v in g  th e  eq u a tio n  R  =  / e(r) h as  
no po in ts  o f in flec tio n .

F ro m  (23) e ffe c tu a tin g  a double d e riv a tio n  we o b ta in :

/ з ( г ) = ^ -  (27,)

H ere  are

C =  r3( l  +  sin2 r) —  2r2 sin r ( l  —  cos r) —  3r sin2 r +  2 sin3 r 
D  =  (r cos r  —  sin  r)3.

2 *  +lcla Teclw. Hung. 49 (1964)



20 A. RIPIANU and N. SIRBU

I t  sh o u ld  be analysed  if  th e  fu n c tio n

/ 7(r) =  r3( l  +  sin2 r) —  2 r2 sin  r ( l  —  cos r) —  3 r sin2 r +  2 s in3 r (28) 

m a y  c h an g e  its  sign.
F o r  th is  th e  e q u a tio n  / 7(r) =  0 will be w ritte n  in  th e  fo rm :

(2 — cos2 r)
sin r

2 (1 — cos r)
r

sin r
- 3 +  2 =  0 .

sin r

L e t u s  in tro d u c e  th e  n o ta tio n s :

, p =  cos r.
sin  r

T h e  fo rm e r e q u a tio n  becom es:

P e{z) =  (2 —  p2)z3 —  2(1 —  p)z2 —  3z +  2 =  0 . (29)
I f  we w rite

/ . ( • )  =  <2 = 1)S ; Ш  =  U  - Йz 2 +  z

T h e  fo rm e r eq u a tio n  m ay  also be w ritte n :

/ . ( * )  = / . ( * ) •
B y  d e r iv a tio n  we o b ta in :

2 z -  1
fs(z)

2“
; / '( z )  =  - 2(1 -  q) 2 +  g - <  0 .

(2 +  z)2

A ssu m in g  0 <  q <  1 we d raw  th e  cu rv e  (C8) h av in g  th e  e q u a tio n  Z  =  f s(z) 
a n d  th e  cu rve  (Си) hav in g  th e  e q u a tio n  Z = / 9(z) (F ig  8). W e in fe r fro m  F ig . 8 , 
t h a t  e q u a tio n  (29) has th e  fo llow ing ro o ts :

9?j(r) <  0 (w hich can b e  g re a te r  o r less th a n  — 1);

0 <  cp2(r) <  +  1; <p3(r) >  +  1.
W e o b se rv e  th a t

— / 9(z) =  2 g Z ~  1 . (30)
do  9 ’ 2 +  z

I n  F ig . 9, 10, 11, th e  cu rv es  (Cs) a n d  (C9) were re p re se n te d  resp ec tiv e ly  
fo r  th e  follow ing cases:

— 1 <  p <  0 ; q =  0 ; q =  — 1 ;

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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W e observe t h a t  also in  th e se  cases th e  d is tr ib u tio n  o f th e  roo ts <px; <p2, ç>3; is 
m a in ta in ed  like  in  th e  case 0 <  g <  +  1 re p re se n te d  in  F ig 8 .

F o r g =  1 th e  e q u a tio n  (29) becom es:

Л (» ) =  ( z - l ) 2 ( * +  2) =  0

F o r O < C p <  +  l  accord ing  to  Fig. 8 , we o b ta in :

. . . 2 1 
<Рз(г) <  — —  <  —  

1 +  Q Q

such  as th e  p o rtio n  (P 3) from  (C9) w hich in te rse c ts  (C8) in the  p o in t o f  in te r ­
section  h av in g  th e  abscissa  <p3(r), is inc lu sed  in  th e  in te rv a l -(-1 <  z  <  1/g 
fo r w hich from  (30) is in fe rred

~ m < o .
d g

T he p o rtio n  (P j) , s im ila rly  defined  as (P 3), is in c lu d e d  in  th e  in te rv a l — 2 <  
<  г <  0 fo r w hich  from  (30) we infer

-£-/,(*)< o.do

A'.ta Techn. Hung. 49 (1964)
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F o r Q =  0 th e  e q u a tio n  (29) becom es

P 0(z) =  2z3 —  2z2 —  3* +  2 =  0 ,

h av in g  th e  roo ts:

9h(0) =  «1 (— 2 <  % <  — 1) ,

q?2(0) — *2 ^  Z2 ^  1) 1

<b(°) =  z3 ( !  <  z3 <  2)-

TRANSISTOR Y MOVEMENTS OF ROTORS 23

F o r Ç3 =  — 1 (29) becom es

P_,(z) =  z3 —  4 z2 —  3z +  2 =  0 ,

hav in g  th e  roo ts:

/ i l  1 / 1 1  5 - / Ï 7  . 5 - f  /1 7
7y( -  !) =  - ! .  9 t ( — 1) =  -  —j r ~  . f t ( -  !) = ------^----

F or q —  —  1/2 (29) becom es

4 P  4 (z) =  7z3 —  12z2 —  12z +  8 =  0 ,

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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h a v in g  th e  ro o ts :
1

<PI - - 2

1<P2 —

2

1
Та 2

— ’ 24 ( 2 <  24 ■<

=  25 (0 <  25 <  1) , 

=  M 1 <  26 <  2 ) •

1 ) ,

F ro m  th is  th e  re su lt is t h a t  i f  q grows from  0 to  1 (nam ely  r falls from  л /2  
to  0) th e  po rtio n s (P 4) a n d  ( P 3) of the  cu rve  (C9) from  Fig. 8 , ap p ro ach es  
Oz a x is , so th a t  ç>1(r) falls fro m  zx to  — 2 an d  Ç53(r) falls from  z3 to  1.

F ro m  (29) th e  re su lt is

I f

t h a t  is 

in  F ig . 9, 

th e re fo re ,
1 / 4
~ < V i  (r) ■О

F ro m  (30) th e  re su lt  is th a t  (P x) eo rresp o n d s to

QZ—  1 <  o ; j  / 9(2) <  0 .
dg

I f —  - 1-  <  Q <  0 ,
2

(P.) co rresp o n d s to

-/-/.(*)>  o.do

H a v in g  in  (30) q <  0; z  >  0, (P 3) co rresponds to

y / 3W < 0 -
do

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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A nd so th e  re su lt id  t h a t  if  q grows fro m  — 1 to  0 ( th a t is r falls fro m  л  
to  nj2) <p3(r) th is  falls from

5 +  KÏ7
2

to  z3. I f  o grow s from  — 1 to  — 1/2 ( th a t  m ean s t h a t  r  falls from  л  to  2тг/3) 
<Pj(r) falls from  — 1 to  z4.

I f  q grow s from  — 1/2 to  0 ( th a t m ean s r t h a t  falls from  2л /3  to  л /2 )  
<Рх(г) falls from  z4 to  zv

T able V I is c o n s tru c te d . W e no te

fio(r) =  ~  " •
sin r

Table VI

r 0 Л

T
2 л

T " Л

4>\(r) -  2 f t  *1 t  t *1 f t  - 1

<Pz(r) +  1 1 1
5 +  КГ7 

2

W e o b ta in  th ro u g h  d e riv a tio n

/ Í  o(r ) =
sin r — r cos r

U sing for rk th e  a d o p ted  n o ta tio n  in  (25x) T ab le  V II  is con stru c ted .
C onsidering  th a t  r* =  ta n  rk accord ing  to  (25x) we can see th a t :

l / lo ( r*)| = sin rn ta n  rL.
=  l / l + ^ , ( f c = l ; 2 ; 3 ;  . . . ) .

/ 1  +  t a n2 rk

I f  in  (29) we change r  w ith  2 л  —  r o r 2 л  - f  гРД г) th is  does no t becom e m o d i­
fied , so th a t  in  T able V I:

<рх(2 л  —  r) =  <рх{2л +  r) =  ç>4(r);

<р3(2 л  —  г) =  (р3(2 л  +  r) =  <p3{r);

For any r : |?i(r)| <  2; 1 <  |ç>s(r)| <

(k =  1; 2; 3; . . . )  

5 +  KÏ7

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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F o r r  >  2 л:  | / 10(r)| >  |/1  r | ,  hence:

0 <  9?3(r) <
5 +  1/17 I I

Г
<  5 <  f  l  +  4 я 2 <  Kl +  r i <  | / 10(г)| =  j -,----- - . (31)

sin  г

F o r г >  r t : |У^о(г) I >  j / l  +  rf, hence: 

\<Pl(r)I <  2 <  K l +  r i  <  l / m ( r )[ = г
sin r

(32)

A fte r h av in g  in  (2?!): / g(r) =  0 i t  is n ecessa ry  in  (28) / - ( r )  =  0 a n d  th e n  
in  (29):

-—-—  =  9?г(г) re sp ec tiv e ly  ———  =  9?3(r) o r : 
sin r s in  r

— ^ ( r ) ]  re sp ec tiv e ly
r

sin  r
=  Ы г)\-

These re la tio n s  are ex c lu d ed  b y  (32) re sp ec tiv e ly , b y  (31) for r >  r1 re sp e c tiv ­
ely r >  2 л .

F o r fj <  r <  2 л  th e  re la tio n  /з ( г )  =  0 shou ld  lead  to

r
s in r

=  b i( r ) |  ,

because in  th is  case r/s in  r  <  0 <  <p3(r), th e re fo re , also th e  re la tio n  rjsin r =  
=  <p3(r) is excluded fo r r  >  rv

T his m eans th a t  fo r  r >  from  (23) is o b ta in e d : f 3(r)=f=Q a n d  in  con­
sequence th e  b ran ch  o f th e  cu rve  (C3) from  F ig . 5, co rrespond ing  b y  th e  values 
r  >  Г] o f  th e  abscissa do n o t p resen t p o in ts  o f  in flex ion .

6. Conclusions

T he re la tio n  (22), T ab le  Y and  th e  cu rves tra c e d  in  F ig . 7, p e rm it th e  
d e te rm in a tio n  of th e  v a r ia t io n  of th e  ro ta ry  v e lo c ity  (Of o f th e  f le x ió n á l p lane 
o f th e  sh a f t som ew here ro u n d  th e  c o n s ta n t v a lu e  o f th e  c ritica l r o ta ry  velocity  
tocr o f th e  sh a ft (of th e  d isk).

I t  can  be observed  t h a t  th e  ro ta ry  v e lo c ity  (Of o f th e  f le x ió n á l p lane  of 
th e  sh a ft oscillates som ew here  ro u n d  th e  c o n s ta n t v a lue  wcr o f  th e  critical 
rev o lu tio n  o f  th e  sh a ft.

O n th e  basis o f th e  resu lts  o b ta in e d  in  th is  w ork, we m a y  d e te rm in e  
q u a n tita tiv e ly  th e  t r a n s is to ry  m ovem en ts w h ich  ta k e  place on  th e  passing  
o f  a ro to r  th ro u g h  th e  c ritic a l velocity , in d iffe ren t to  w hich case i t  m a y  ap p ea r 
in  th e  m echan ical eng ineering .

A eta Techn. Hung. 49 (1964)
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I n  th e  case of rig id  s h a f ts  o f  a tu rb in e  th e  re v o lu tio n  of w ork ing  co n d itio n s 
n  r o t /m in  m ust be sm a lle r  th a n  th e  critical re v o lu tio n  ncr ro t/m in  w ith  a t  
le a s t  500— 800 ro t/m in , t h a t  is :

ncr — n  -)- 500 —  800 ro t/m in  .

I n  th e  case of an  e la s tic  sh a ft o f a tu rb in e  th e  rev o lu tio n  o f  w ork ing  
c o n d itio n s  n ro t/m in  m u s t b e  g re a te r  th a n  th e  c ritic a l rev o lu tio n  n cr ro t/m in  
w ith  a t  least 500— 800 ro t /m in , th a t  is:

n  =  n cr -|- 500 — 800 ro t/m in  .

K now ing  from  th e  q u a n t i ta t iv e  p o in t o f v iew  th e  tra n s is to ry  m o v em en ts  
w h ic h  arose  during th e  p a ss in g  o f  ro to rs th ro u g h  th e  zone of critica l rev o lu tio n , 
w e c a n  determ ine th e  su p p le m e n ta ry  stresses w h ich  arise in th e  sh a f t o f  th e  
tu r b in e .

7 . The taking again u n d er a new fo rm  o f  the relations (22) and  (22a) 

I n  th is  work th e  fo llo w in g  su b stitu tio n  w ere used :

t — 11 j N : p  — o)cr t q$ и — p s .

A d o p tin g  for th e  c o n s ta n t  t 0 th e  value t 0 —  1, we o b ta in :

t =  s ; p  — mcr; u =  a>cr t .

cpfs) =  an d  f f s )  = f  (t) =  .

I n  th is  case:

T h e  re la tio n  (22) becom es

Á  (t) =  —
Cüçr t2 +  sin2 COcr t

or

m  =  1 -

w \r t2 +  2 (Dcr t sin (Ocr t COS COcr t +  sin2 a>cr t 

2 (o.r t sin o>„ t cos mrr t

со2r t2 +  2 aocr t sin (ocr t cos <ocr t -f- sin2 cocr t 

B y  d e r iv a tio n  we o b ta in

m  =  2c

— wfr t3 (cos2 cocr t — sin2 wcr t) +  w2r t2 s in  a>cr t cos wcr t +  
+  a>cr t s in 2 mcr t — sin3 mcr t cos w cr t 

(co2r t2 -f- 2 cocr t sin a>cr t cos w cr t 4- sin2 mcr t)2

(33)

(33a)

(34)

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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II. Numerical Examples

1. The calculation o f  the m a x im u m  values o f  the angle o f  rotation corresponding  
to the relative movement between the fle x ió n á l p la n  o f  the shaft and the rotor when 
the revolution o f  the shaft is  in  the close v ic in ity  o f  the critical revolution or is

equivalent to this one

W e adopt for the critical revolution of the turbine the value

ncr =  2200 rot/m in.

T he corresponding critical angular v e loc ity  will then have the value:

COcr =  ”  3p20-°-  =  230.3832 rad/sec.

In order to set up the curve g iven  by relation (33) or (33a):

S = / , ( • )  = /,(« ).

we can successively give for t growing values and can calculate the corresponding values for 
/,(« ) w ith the help of the relation (33) or (33a). Thus, Table VIII is drawn in w hich were pu t  
down the values given to l and the corresponding values found for /,(:) .
On the basis o f the figures from  Table VIII, the curve S = /((< ) is drawn, representing both  quali­
ta tiv e ly  and quantitatively  ju st those transistory m ovem ents which arise during the passing  
of rotor through zone of critical revolution n c r —  2200 rot/m in (F ig  12). From th is figure we 
find  that the m axim um  value w hich can be attained by S =  f v(t) is:

nam ely

and hence

S =  / ,( ( )  =  1,6428 ,

1,6428 ,

(of ~  1.6428 cocr - 1.6428 230.3832 =  378.4735 rad/sec

1  his is the highest value achieved by the angular ve loc ity  cof o f the flexiónál plane o f the 
shaft o f the turbine.

From relation (33a) it  can be seen that in proportion to the growing o f the tim e t the 
value of the function f t(t) approaches the unit, and at the lim iting value when the tim e l 
takes values infin itely  great:

lim  /,(«) =  1
f oo

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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Table VIII

N r l sec m N r t sec /.(«)

l 0.0001 0.500065 21 0.0097 1.6296
2 0.001 0.5067 22 0.0098 1.63606
3 0.0015 0.5153 23 0.0099 1.6402
4 0.002 0.5277 24 0.00995 1.6414
5 0.0025 0.54426 25 0.00999 1.624388
6 0.003 0.565613 26 0.01 1.6420071
7 0.035 0.59245 27 0.01001 1.6420223
8 0.004 0.62569 28 0.01002 1.642114
9 0.0045 0.66651 29 0.01003 1.642121

10 0.005 0.7163 30 0.01004 1.642109
11 0.0055 0.77676 31 0.0101 1.6415
12 0.006 0.84965 32 0.0102 1.63865
13 0.0065 0.92288 33 0.0103 1.63402
14 0.0067 0.9755 34 0.0104 1.62633
15 0.0068 0.9961 35 0.0105 1.617091
16 0.0068182 1.0000 36 0.0106 1.605775

0.0069 1.0173 37 0.0107 1.59254
38 0.0108 1.57762

1 0.007 1.0000 39 0.0109 1.56112
2 0.0071 1.06122 40 0.011 1,543206
3 0.0072 1.08407 41 0 0112 1.50381
4 0.0073 1.1075 42 0.0114 1.46072
5 0.0074 1.1314 43 0.0115 1.438187
6 0.0075 1.15578 44 0.0116 1.415232
7 0.0078 1.23145 45 0.0117 1.39196
8 0.0077 1.20596 46 0.0118 1.3685
9 0.008 1.2536 47 0.0119 1.344978

10 0.0082 1.33552 48 0.012 1.32152
11 0.0084 1.38714 49 0.0121 1.298255
12 0.0086 1.43731 50 0.0122 1.275134
13 0.0088 1.484541 51 0.0123 1.252358
14 0.009 1.524 52 0.0124 1.229991
15 0.0091 1.5476 53 0.0125 1.208068
16 0.0092 1.5659 54 0.0126 1,18662
17 0.0093 1.58258 55 0.0127 1,165715
18 0.0094 1.59725 56 0.0128 1,1453912
19 0.0095 1.61013 57 0.0129 1.125654
20 0.0096 1.62094 58 0.013 1.106528
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N r l sec / . о N r t sec /.(«)

59 0.0131 1.088043 36 0.017 0.801684
60 0.0132 1.07021 37 0.0172 0.804246
61 0.0133 1.053014 38 0.0174 0.808058
62 0.0134 1.036482 39 0.0176 0.813103
63 0.0135 1.020602 40 0.0178 0.819355
64 0.0136 1.005371 41 0.018 0.826043
65 0.0136364 1.0000 42 0.0182 0.83536

43 0.0184 0.845058
1 0.0137 0.990802 44 0.0186 0.855856
2 0.0138 0.97686 45 0.0188 0.86772
3 0.0139 0.963551 46 0.019 0.880569
4 0.014 0.950866 47 0.0192 0.89447
5 0.0141 0.938797 48 0.0194 0.909272
6 0.0142 0.91858 49 0.0196 0.924955
7 0.0143 0.916443 50 0.0198 0.941446
8 0.0144 0.906133 51 0.02 0.95867
9 0.0145 0.896378 52 0.0201 0.967524

10 0.0146 0.997183 53 0.0202 0.97653
11 0.0147 0.878521 54 0.0203 0.985662
12 0.0148 0.870382 55 0.0204 0.994913
13 0 0149 0.862756 56 0.0204546 0.999999
14 0 015 0.855624
15 0.0151 0.84898 1 0.0205 1.00426
16 0.0152 0.84281 2 0.0207 1.023197
17 0.0153 0.837242 3 0.021 1.051886
18 0.0154 0.831848 4 0.0215 1.095984
19 0.0155 0.827026 5 0.022 1.14241
20 0.0156 0.822651 6 0.0225 1.17868
21 0 0157 0.818687 7 0.023 1.2045
22 0.0158 0.81553 8 0.0235 1.217384
23 0.0159 0.812 9 0.02375 1.218516
24 0.016 0.00922 10 0.237 1.21861
25 0.0161 0.80628 11 0.02375 1.218557
26 0.0162 0.80515 12 0.024 1.216212
27 0.0164 0.801965 13 0.0245 1.20154
28 0.0166 0.800507 14 0.025 1.175415
29 0.01672 0.800322 15 0.0255 1.140925
30 0.01673 0.800302 16 0.026 1.10733
31 0.01675 0.80032 17 0.0265 1.0665
32 0.01679 0.8004 18 0.027 1.026376
33 0.0168 0.800428 19 0.02725 1.001672
34 0.01685 0.800614 20 0.0272728 1.000000
35 0.0169 0.800888
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th a t  is , a t the lim iting value w hen t -*■ <*= :

— — =  1 therefore, cor =  cocr
cocr 1

n a m ely , th e  transistory m ovem ents disappear and the flex ión á l plane of the shaft revo lves  
w ith  th e  sam e angular ve loc ity  as the rotor, i.e. the critica l angular velocity  cocr.

F rom  F ig 12, we find that the am plitude of the ringlets o f the curve S = / i ( t )  som ewhere  
rou n d  th e  straight line S =  1 is progressively subtracted  in  proportion to the growing tim e t. 
A t th e  m om ent t =  0 it was assum ed that cp(l) =  0 and th a t y(t) — 0 (Fig 1) therefore, the  
angle o f  difference:

y>(i) =  <p(t) -  y(l) =  0.

F rom  F ig 12, we find that th e  angles o f m axim um  difference \p take place at the poin ts  
C, E ,  G  a .s .o ., i.e. adopting as above t u =  1, at the m om ents:

2cocr

3 71 
2co[r
5л

2.230.3832 

Зл
2.230.3832  

5я

=  0,0068182 sec, 

=  0,0204546 sec, 

=  0 ,034091 sec.
° 2cocr 2.230,3832 

A t th e  m om ent t, the angle o f rotation  of the flex ión á l plane has the value:

(y)i, =  <>‘cr Г  / i ( ' )  dt ,

and th e  angle o f rotation (p o f the rotor:

(?>)< 1 =  <»CC *1-

T he angle  o f  difference xp a tta ins the highest value at the m om ent

(v)h  =  (<p)h -  (•/)(, = "cr [<i — J o '/iM  di ] (35)

and  is graphically  represented by the area of the ringlet A B C  from  Fig. 12 which m ust be m u lti­
p lied  w ith  ojcr. Replacing the expression  of f_(t) from  (33a) in to  (35) we obtain:

B u t

(vOfi =  2co“r J 0
t sin (Ocr t COS OJcr t

o|r t2 +  2cocr t sin 0 )cr t cos cocr t +  sin2 ojcr l
dl , (36)

h =
Л

2 л п сг
30

15 15
n~  ~  2200 - 4 -  =  0,0068182 sec. 

440

W e had previously found: cocr =  230,3832 rad/sec.
T he integral (36) cannot be effected . In order to  fin d  the value of (i/>)(l the area is plani- 

m etred b y  the ringlet A B C  from  F ig . 12 and we fin d  49,2166 cm2.
T he scales which had been used were:

the scale o f abscissa 1 cm  -> 0,0005 sec , 

the scale o f ordinates 1 c m ->  0 .1 .

W e obta in : «две =  49,2166 0,00005 =  0,00246083 sec.
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W e calcu la te  th e  value  o f th e  angle o f difference (у>)<. a t  p o in t C:

(y>)(l =  cocr tABC =  230.3832 • 0.00246083 =  0.56693 rad

rep re sen tin g  th e  m ax im u m  difference v’max a t p o in t C.
A t p o in t E  for

t — /3 — 3tj Зл
2<",r

З я 3 - 3 0  3 - 3 0
n  ncr 2ncr 2 • 2200

30

3
Y~-

• 3
У20 -  =  0.0204546 sec

th e  angle of difference (y)),s w ill have  th e  value:

(V)t3 -  2cuîr j o t sin (I)cr t COS 0)cr t
+  2OJcr t sin 0)cr t COS COcr t 4" sin2 Mcr 1 d t. (37)

T h e  in te g ra l (37) c an n o t be e ffec ted . In  o rder to  f in d  th e  v a lu e  of (y))y, th e  a rea s o f  th e  r in g le ts  
A B C  an d  D íj  are p lan im etred  a n d  to ta liz ed  from  w hich  th e  a rea  o f th e  rin g le t C D  is su b tra c ­
te d ,  th e  whole being th e n  m u ltip lied  again  w ith  rh e  c ritica l an g u la r v e loc ity  cocr.

T he area  o f th e  r in g le t CD  is eq u iv a len t to  th e  n u m b e r of seconds:

I с о  =  48.9562 • 0.00005 =  0.00244781 sec.

T h e  a rea  of th e  rin g le t D E  is eq u iv a len t to  th e  n u m b er o f seconds

‘DE =  18.0927 • 0.00005 =  0.000904635 sec.

We have ca lcu la ted  th e  v a lu e  of th e  angle o f d ifference (yi)(j a t  p o in t E:

(V’)f3 =  01cA‘aBC +  ‘de — ‘co) —
=  230.3832(0.00246083 +  0.000904635 — 0.00244781) =  0.21141 r a d .

A t p o in ts D  an d  F  th e  va lues of th e  angle o f d ifference y> are  m uch  sm alle r. 
So, a t  th e  m o m en t

( =  I, =  2«t =  0.0136364 sec,

th e  ang le  o f difference yi has th e  value:

( v h i  =  (j>cA ‘ a BC — ‘CD) =
=  230.3832(0.00246083 -  0.00244781) =  0.002999589 ra d .  

T h e  a rea  o f th e  rin g le t E F  is e q u iv a len t to th e  n u m b er o f seconds 

t£ p =  18.2749 • 0.00005 =  0.000913745 sec.

A t th e  m om ent
t =  i4 =  4 it =  0,0272728 sec, 

th e  angle of difference y) has  th e  value:

(v’)(4 =  ú)cA‘aBC + ‘DE — ‘CD — ‘EF) =
=  230.3832(0.00246083 +  0.000904635 -  0.00244781 -  

-  0.000913745) =  0.000901 ra d .

2. Conclusions

Owing to  these  tra n s is to ry  m ovem ents w hich  are q u a n tita tiv e ly  m easu red  
b y  th e  above p rescribed  m e th o d , th e  sh a ft o f th e  tu rb in e  is su b je c te d  to  in ­
fluences o f to rsion  an d  to  a lte rn a tin g  bends.

3 Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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O n th e  basis o f  a re s is ta n c e  ca lcu la tio n , we w ill be able to  prec ise ly  
d e te rm in e  the  u n ited  s u p p lim e n ta ry  efforts w h ich  a p p ea r in  th e  sh a ft ow ing 
to  th e s e  influences. O n th e  b a s is  of th e  ca lcu la tio n  o f  th e  u n ited  su p p lim e n ta ry  
e ffo r ts  we will be ab le  to  d ra w  a conclusion in  c o n n ec tio n  w ith  th e  p o ssib ility  
o f  re s tr ic tin g  th e  c r it ic a l  d o m ain  som ew here ro u n d  th e  c ritica l rev o lu tio n  
w h ic h  is now 1000 -1- 1600 ro t/m in  th u s bein g  ab le  to  b rin g  th e  re v o lu tio n  
o f  w o rk in g  conditions n e a r  to  th a t  of c ritica l rev o lu tio n .
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B E ITR A G  ZUM S T U D IU M  D E R  T R A N S IS T O R IS C H E N  B E W E G U N G E N  
D E R  R O T O R E N  B E I  D E M  D U R C H G A N G  D U R C H  D IE  K R IT IS C H E  

G E S C H W IN D IG K E IT
A. RIPIAN U  u. N. S IR B U

ZU SA M M EN FA SSU N G

E s wird eine g e rad e  W elle  angenom m en, d e ren  b e id e  E n d en  au f L ager g e s tü tz t  sind. 
I n  d e r  M itte  der W elle w ird  e in  R o to r  befestig t, so d a ß  se ine  Sym m etrieebene  sen k rec h t zur 
g eo m e trisch e n  Achse d e r W elle  lieg t. M an u n te rn im m t e in  q u a lita tiv e s  u n d  q u a n ti ta t iv e s  
S tu d iu m  der re la tiven  B ew eg u n g en , die die B iegungsebene d e r W elle in  B ezug a u f  die R o ta ­
tio n sb ew eg u n g  derselben , a lso  a u c h  die des R o to rs, a u s fü h r t ,  w enn die G eschw indigkeit der 
W elle  g leich oder in de r N ä h e  d e r  k ritischen  G esch w in d ig k eit ist.

Z u diesem Zwecke w ird  e in e  analy tische U n te rsu c h u n g  der K u rv e  d u rc h g e fü h rt , die 
d ie  V a ria tio n  des V e rh ä ltn isse s  о r/o:cr der W in k e lg esch w in d ig k eit ojj der B iegungsebene der 
W elle  u n d  der k ritischen  W in k elgeschw ind igkeit w cr d e r  W elle in  A bhäng igkeit v o n  de r Zeit 
d a r s te l l t .  Im  letz ten  Teil des A u sfa tze s  w endet m an  d ie  g e fu n d en en  allgem einen B eziehungen  
a u f  e in  num erisches B eisp ie l a n  u n d  m an zeichnet d ie K u rv e  des V erhältn isses cUf/o>cr =  /  (f). 
d ie  d ie  transis to rischen  B ew eg u n g en  zu e rm itte ln  e r la u b t.

C O N T R IB U T IO N  A T É T U D E  D E S  M O U V EM EN TS T R A N S IT O IR E S  D E S R O T E U R S  
A L E U R  P A S S A G E  P A R  LA V ITESSE C R IT IQ U E  D E  R O T A T IO N

A. RIPIA N U  e t N. S IR B U

RÉSU M É

O n considère u n  a rb re  a p p u y é  aux e x trém ités  su r  d e u x  paliers. A u m ilieu  de l’a rb re  
e s t  f ix é  u n  ro teu r, d o n t le p la n  de  sy m étrie  est n o rm a l à  l’ax e  géo m étriq u e  de l ’a rb re .

O n  en trep ren d  u n e  é tu d e  q u a lita tiv e  e t q u a n ti ta t iv e  d u  m o u v em en t re la tif  de ro ta t io n  
e x é c u té  p a r  le p lan  de f le x io n  d e  l ’a rb re  par ra p p o r t  a u  m o u v em e n t de ro ta tio n  de celui-ci, 
e t  d o n c  du  ro teu r, lo rsq u e  la  v ite sse  de l’arbre  est égale  o u  rap p ro ch ée  de la  v ite sse  c ritiq u e  
de  ro ta t io n . A cette  fin , on  f a i t  u n e  é tude  an a ly tiq u e  de  la  co urbe  qu i rep ré sen te  la  v a r ia tio n  
de la  v a le u r  du ra p p o rt Wj/aJcr e n tr e  la  v itesse an g u la ire  Wj d u  p lan  de flex ion  de l’a rb re  e t la 
v i te s s e  angulaire  c ritiq u e  (ocr, e n  fo n c tio n  du  tem p s (.

D an s la dernière  p a r t ie  d e  l ’article , on a p p liq u e  les fo rm ules générales tro u v ée s  dans 
le  c a d re  d ’un  exem ple n u m é r iq u e  e t  l’on trace  la c o u rb e  de  v a r ia tio n  du  ra p p o rt  (j)r/(ncr =  f ( t ) ,  
q u i  p e rm e t de déduire les m o u v e m e n ts  tran s ito ires .

Acid Techn. Hung. 49 (1964)
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К ВОПРОСУ ИЗУЧЕНИЯ ПЕРЕХОДНЫХ ДВИЖЕНИЙ РОТОРОВ 
ПРИ ПЕРЕХОДЕ ЧЕРЕЗ КРИТИЧЕСКУЮ СКОРОСТЬ

А. Р И П И А Н У  и Н. С Ы Р Б У

Берется вал, опирающийся на два подшипника. В середине вала прекреплен ротор, 
плоскость симметрии которого нормальна геометрической оси вала. Проводится качест­
венное и количественное изучение относительно вращательного движения плоскости 
изгиба вала по сравнению с его вращательным движением и, значит, с вращением ротора, 
когда оборот вала равен или приближается к критическому обороту. Для этого анали­
тически изучается кривая, представляющая изменение соотношения a>f/(ocr между угло­
вой скоростью (Of плоскости изгиба вала и критической угловой скоростью «>сг, в зависи­
мости от времени i. В заключительной части статьи полученные общие формулы при­
меняются в числовом примере и приводится кривая изменения соотношений (of/(ocr = f( i ) ,  
что позволяет вывести переходные движения.

3 * Ada Techn. Hung. 49 (1964/





ZUR BERECHNUNG DER FLACHEN, 
DOPPELT GEKRÜMMTEN SCHALEN 

MIT VERÄNDERLICHER KRÜMMUNG

B. K L IM O W
H OCH SCHU LE F Ü R  BAUW ESEN  LE IPZ IC  

[E ingegangen  am  2. O k to b e r 1962]

In  der vorliegenden A rb e it w ird  die W lassow sche T heorie  der flach en , d o p p e lt  gek rü m m ­
ten  Schalen  au f den Fall v e rän d e rlich er K rü m m u n g en  au sg edehn t. Die v o n  W l a s s o w  angege­
benen  F o rm eln  ergeben  sich  als Spezia lfa ll aus den h ier en tw ick elten  G le ich u n g en . D ie T orsion 
d e r F läch e  w ird bei den  v o rlieg en d en  U n te rsu ch u n g en  vernach lässig t. M it d ieser A rb e it w ird 
e in  seh r g roßer Teil de r d o p p e lt g ek rü m m ten  Schalen , die in  der P ra x is  V orkom m en oder 
V orkom m en können , e rfa ß t. U n te r  an d eren  w ird  a u ch  eine B uckelsehale  b e h a n d e lt .  Diese 
Schale  k a n n  als D ach- o d er Zw ischendecke an g ew en d e t w erden. Die A u fgabe  w ird  m it Hilfe 
de r G alerk inschen  M ethode u n te r  V erw endung  u n en d lich er trig o n o m e trisch er R e ih en  gelöst. 
E s is t b e k a n n t daß  die tr ig o n o m e trisch en  R eihen , v o m  S ta n d p u n k t des In g e n ie u rs  au s  gesehen, 
sch lech t konverg ieren  u n d  e inen  re la tiv  g roßen  R ech en au fw an d  e rfo rd e rn . I h r  V orte il ist 
je d o c h  d ie schnelle u n d  e infache E n tw ick lu n g  der L ösung . Am Schluß w erd en  e in ige  Zahlen- 
beispicle angegeben.

1. E in le itu n g  und G rundlagen  der B erechnung

D as P rob lem  d er B erech n u n g  d o p p e lt g ek rü m te r S chalen  m it  v e rä n d e r­
lich e r K rü m m u n g  h a t  fü r  die In g en ieu rp rax is  große B ed eu tu n g . D ie Lösung 
dieses P rob lem s is t v o r allem  d a ru m  in te re ssa n t, da  sich aus d e r  e rgebenden  
L ösung  alle Spezialfälle k o n s ta n te r  K rü m m u n g  ab le iten  lassen .

D en  A u sg an g sp u n k t d er fo lgenden B eh an d lu n g en  b ild en  d ie  W lassow - 
schen  G leichungen ([1] Seite  250):

V2V2(T +  S/ltv  =  0 , (1)
E h

Yt<p +  K K * x * W - Z ( X ly )  =  0 . ( 2)

D ie e rs te  dieser G le ichungen  (1) is t eine geom etrische u n d  s te llt d ie V e rträ g lic h ­
keitsb ed in g u n g en  d er V errü ck u n g en  d a r, die zw eite (2) is t  e ine  s ta tisch e . 
D abei is t <p(x, y )  die S p an n u n g sfu n k tio n , die die K rä fte  N x, N y, u n d  N xy 
b e s tim m t,

N X

N y

9 -cp

Э 2<p 
dx2

(3)

(4)

N  =  N  =  —1 ’ xq x ж yx
8  -<p

dx • 9у
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u n d  w (x , у )  —- die Y e rsch ieb u n g sfu n k tio n  —  die alle  M om ente u n d  Q u er­
k r ä f te  b e s tim m t:

К

My =  К

M

Э2 W Э2 w
--------------- 1_ v _.........-

Эл;2 Эу2

Э2 W Э2 w
---------- г v ------

8у 2 Эл:2

Э2 W
д у д у

xy— —  К (l — V)

Qx =  —  к  —  v 2 w ,
Эл;

Qx — —  к  w .

( 6 )

(")

( 8 )

( 9 )

( 10)

H ie r  is t  К  die B ieg este ifig k e it

К  = E h 3

12(1 -  v-)
( 11)

u n d  \ 2, \ fc2-D iffe re n tia lo p e ra to re n  zw eiter O rd n u n g :

Э2 82

Эл:2 Эу2

Э
к 2..3 +  — к , —

Эл; Эл; ду ду

( 12)

(13)

D ie  G rundg le ichungen  s in d  au f G rund  d e r A n n ah m e au fgeste llt, daß  
d ie K rü m m u n g en  der M itte lf lä c h e  nu r bei der B e rech n u n g  der inneren  K rä f te  
b e rü c k s ic h tig t w erden, so d a ß  der A usdruck  fü r  d as  Q u ad ra t des L inien- 
e le m e n ts  der M ittelfläche

ds- =  Л- d ar +  B - d ß~

u n a b h ä n g ig  vom  G auß’sc h e n  K rü m m u h g sm aß  d iese r F läch e  is t. Die B ez ieh u n ­
g en  (3) b is (13) gelten fü r  k a rte s isc h e  K o o rd in a ten

а =  X ,  ß  =  у  und  А  - - В  =  1.

W e n n  m an  in ein k leines F lä c h e n s tü c k  ein o r th o g o n a le s  K o o rd in a ten sy stem  
le g t , so u n te rsch e id e t s ich  d ieses  n ich t von  einem  en tsp rech en d en  K o o rd in a ­
te n s y s te m  der G ru n d riß eb en e  dieser F läche. D ie p o sitiv en  R ich tu n g en  der

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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in n e ren  S c h n ittk rä fte  s in d  am  Bild 1, die positiv en  R ich tu n g en  d e r äußeren  
K rä f te  u n d  V ersch iebungen  sind  in B ild 2 darg este llt.

Z (x , y )  is t eine belieb ige  v e rtik a le  B elastu n g  der Schale . Als flache 
S chalen  w erden  von P ro f. W l A SSO W  [1] solche Schalen  b eze ich n e t, bei w elchem

Bild 1. P ositive  R ichtungen der Schnittkräfte

Bild 2. Positive R ichtungen  der äußeren Kräfte und Verschiebungen  

das V e rh ä ltn is  der S cha lenp fe ilhöhe  zu der k leinen  Seite (B ild  3)

b e trä g t .
B ei unseren  w e ite ren  E n tw ick lu n g en  is t auch  der E in f lu ß  d er Torsion 

d e r F läch e  ve rn ach lässig t.

2. R andbedingungen

Die A ufgabe lösen w ir fü r  den  F a ll, d aß  die S ch a len rän d er in  d er eigenen 
E b en e  a b so lu t steif, s e n k re c h t dazu  als ab so lu t nachg ieb ig  a b g e s tü tz t  sind. 
So e rh ä lt  m an fo lgende R an d b ed in g u n g en  (B ild 3):

fü r X  == 0, X  =  а : Nx =

ОIIII»IIX§

(14)

für у  == 0, у  =  l>: Ny = М у — и — W  =  0 , (15)

Acta Techn. Н и щ . 49 (1964)
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d a s  h e iß t ,  daß  an den  S c h a le n rä d e rn  die N o rm a lk rä f te , die B iegem om ente, 
d ie  N o rm alv e rsch ieb u n g en  w,  w elche bei schw ach  g en e ig ten  Schalen m it den 
v e r t ik a le n  D urchb iegungen  id e n tis c h  sind, und  die T an g en tia lv e rsch ieb u n g en  
in  R ic h tu n g  des S c h a le n ra n d e s  N ullw erte h ab en .

3. Lösung der Aufgabe

F ü r  die gegebenen R an d b e d in g u n g e n  (14) u n d  (15) k a n n  m an  die L ösung 
in  d e r  F o rm  einer d o p p e lt tr ig o n o m etrisch en  u n e n d lic h e n  R eihe angeben , 
w e n n  m a n

=
ТП71

und  ц п =
П71

s te l l t  : (15a)
V b

(f {x, y ) __ у ^  -A mn  s i n X  sin  [Лп У ■> (16)
m a

Щ х , у ) =  V
m

B m n  Sin
n

X  sin  fjLn У ■ (17)

D iese  G leichungen e rfü llen  d ie  R andbed in g u n g en .
D ie vertika le  B e la s tu n g  k ö n n en  wir auch  m it e in e r ähnlich  geb ilde ten  

R e ih e  d a rste llen :

Z { x , y )  =  J Z ^ C mn sin /lm * s in  fin у .  (18)
m  n

D ie V erw endung  von d o p p e lt  tr ig o n o m etrisch en  u n en d lich en  R eihen fü r  das 
G le ich u n g ssy stem  (1) u n d  (2) g ib t  fü r  k o n s tan te  K rü m m u n g  und  S chalendicke 
e ine  e in fach e  und schnelle L ö su n g . Aber im  F alle  e in e r  v erän d erlich en  K rü m ­
m u n g  k a n n  M ethode n ic h t an g ew en d e t w erden . In  d iesem  Falle k an n  ab e r

A d a  Techn. Hung. 49 (1964)
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die L ösung m it d er V a ria tio n sm e th o d e  n ach  G a l e r k i n  le ich t e n tw ick e lt w erden
[2]. D an n  w ird  das G le ichungssystem  (1) u n d  (2) folgenderw eise d a rg e s te llt:

\  2 V 2 <P — Íк,
Эл: 1

*»2
дх +

dw 

d y .
sin  Xm X sinJMn y  dx dy

(19)

0 ,

8 <p

9y
( 20 )

-\- К V2 \ 2 tc — Z (x i y ) } sin x  s*n Ип У d x  d y  =  0 .

D ie e rs te  G leichung (19) d rü c k t den G edanken  au s, d aß  die A rbeit d e r M em b ran ­
k rä f te  a u f  die e lem en ta ren  V errückungen  d e r S cha len m itte lfläch e  g leich  N ull 
is t . D ie zw eite G leichung (20) b esag t, d aß  die A rb e it der rad ia l g e ric h te te n  
äu ß e ren  K rä fte , die m it den  v e rtik a len  K rä f te n  id en tisch  is t, a u f  die n o rm a len  
V ersch iebungen  au ch  N ull is t.

Bild 4. Das Gesetz der K rüm m ungsänderungen

4. K rü in m u n g sv erän d eru n g en

Als a llgem einen F a ll nehm en  w ir eine d o p p e lt g ek rü m m te  Schale  m it 
den v erän d erlich en  K rü m m u n g en

k1 =  k°1 +  y1y  (2 1 )

k2 =  k2 — x2(x2 — ax) ( 2 2 )

an  (B ild  4), w obei k\ u n d  lil die K ru m m ü n g e n  in  xz- u n d  y z -E b en e  u n d  
x i bzw . ^ -w illk ü rlic h e  B eiw erte  sind .

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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F ü r  den  F a ll x 1 —  x 2 =  0, e rh ä lt m a n  eine d o p p e lt g e k rü m m te  
S ch a le  m it  k o n s ta n te n  K rü m m u n g e n . M ögliche F o rm v aria tio n en  sin d  in  B ild
5 a n g eg eb en . Sind au ch  die K rü m m u n g en  kJ =  kJ =  0? so b ek o m m t m an  die 
g e le n k in g  gelagerte R e c h te c k p la tte . W eite re  F o rm v a ria tio n e n  sin d  im  Bild
6 u n d  7 fü r  x v  хг И 0 d a rg e s te llt .

5. N um erische A u sw ertu n g  der V aria tionsg le ichungen

Z u r  Lösung der V aria tio n sg le ich u n g en  (19) u n d  (20) m üssen w ir fo lgende 
D o p p e l-In te g ra le  b e rech n en :

1 rrab
Jx  = ------ V i(p s in  x  sin Mn У d x  d y  ;

E h JJ oo
(23)

Л  = Í 1

я

9 к 8 Н '
! +

9 , Эм: 
А*

9 * 2 э * Эу
/С1

З у

" 9 к Э?) 1 9 к . М
9 *

п-2
. “ 9 *

г
9 *

к  1
3 y j J

rab
J i =  К  11 nn V4 W  s in  Am x  sin /лп y d x  d y  ;

sin  Am x  sin fxny  d x  d y  ; (24)

sin  Xm x  sin finу  dx d y  ; (25)

(26)

Л  =
■*Cab

(27)I oo Z (x ' У) s in  * sin ^ У  dx  dy  

D ie  A u sw e rtu n g  g ib t fü r  d a s  m, n -te  G lied d e r R eihe folgende R e su lta te :

(28)
4 Eh

J 2 =

Л  =

ab
4

ab
4

El +  kJ Mn +  ~  x l M n *2

к® Цп +  к" Mn +  ~  х \  Мп +  х 2

Ъ , а ' 1

6 2

AS, «-_____ 1
6 2

ab
J 4 . ^  (^m “b МпУ~ E mn -,

4

г — ^  с
•J 5 —  . •

4

W erd en  die v e rk ü rz te n  B ezeichnungen

Ex =  -f- ,

L , =  k2 -(- k x ~  * i Mn х г
Ei, <* - 1

B m*, (29) 

A ,n r , (30)

(31)

(32)

(33)

(34)
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u n d  die In teg ra lw erte  (28)— (32) e in g e fü h rt, so v e rän d ern  sich die V a ria tio n s­
g le ichungen  (19) u n d  (20) fo lg en d erm aß en :

H ie ra u s  e rh ä lt m an :

T, 2
1 1л шп

E h
+  L  > B mn — 0 , (35)

— A rnn + К Ц  B mn Cmn =  0 . (36)

C-2. Cmn (37)mn h1 , ’
A

12(1 —  V2)

Cmn
к  r4 , 12(1 — V2)

Ц  +
h?

Ц
(38)

S ind  die B eiw erte A mn u n d  B mn b e k a n n t, so folgen fü r die S p an n u n g s- u n d  
V ersch ieb u n g sfu n k tio n en  die A usd rü ck e

<p(xi у) =  —  У
, N  L 2 C m n s i n  Am s e i n f i n y

h-
m " Ц +  —  ------4

12(1 — v)

ir//„  .л _  1 v  V  L'iC»>n sin ^ m* s in / i„ j
K „  12(1 — v2) r9 'Л m n Ц  _|------Ï------- L  Ц

h~

,39)

(40)

Im  Falle k o n s ta n te r  K rü m m u n g en  se tz t m an  xx — x2 =  0, u n d  e rh ä lt 
d ie  W erte :

? ( * i  y) =
m n

1

(Mm +  k l P n )  C m n  sin } >n *  SÍD f l n у

(k2 X2m - f  k, -(- — —------—  (Am +  Hn) '
12(1 —  v ? )

ß m  -! ■ /«n)- Cmn sin Xm X  sin ц п уv(x1 y )  = ----- —
K  m Г  Ä  +  t ä Y  +  12(1, 7  V'1] (К  +  К  Ц*)*

h-

(41)

(42)

L ieg t eine ebene P la t te  vor, so is t k{ =  k?t =  0. D am it e rh ä lt  m an d
iv(x, y )  —  F u n k tio n  in  fo lgender F o rm :

C m n  s i n  Am X  s i n  n n y
Щ * х  У )  =  2  2

Hn)1
(43)
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D as i s t  ein  b e k a n n te r  A u sd ru c k  fü r die D u rch b ieg u n g sg fu n k tio n  d er eb en en  
P la t t e  u n d  d ien t d ah e r als g u te  K ontro lle  fü r  u n se re  A bh an d lu n g .

In  allen obigen A u sd rü c k e n  sind die D o p p e lre ih en  m it m , n =  1, 3, 5 . . .  
zu  b e rech n en .

6. B es tim m u n g  des B elastungsbeiw ertes Cm n

F ü r  den p ra k tisc h  tä t ig e n  Ingen ieu r is t es w ich tig , die B eiw erte  C m n  
fü r  g le ichm äßig  ü b er die g e sam te  Schalenfläche v e r te il te  B e lastung  u n d  fü r  
e in e  k o n z e n tr ie rte  L a s t —  P  an  beliebiger S telle d e r  Schale zu k en n en . A uch  
d ie  e in se itige  teilw eise B e la s tu n g  der Schale m it g le ichm äß ig  v e r te ilte r  L a s t 
is t  w ich tig . Die B eiw erte  d e r  zwei ersten  B e las tu n g sfä lle  sind b e k a n n t, sie 
s in d  u n te r  anderem  au ch  in  d e r  A rbeit [1] zu fin d en .

a) Gleichmäßig verteilte Belastung  —  q über die gesamte G rundrißfläche  
der Schale :

C m n  =  —
16 q

1
m nn- (44)

m , n =  1, 3, 5

b ) E in ze lk ra ft Z (x , у ) =  — P  an  irgendeinem P u n k t der Schale m it den K o o r­
d in a te n  x 0, y 0, no rm al z u r  S cha len fläche , w as m it u n se ren  H y p o th esen  n o rm a l 
z u r  лсу-E b en e  id en tisch  is t

C m n  =  — -------sin Xm x 0 sin /uny 0 ,
ab

m . n =  1, 3, 5 . . . .

(45)

c) Gleichmäßig verteilte Belastung  —  q nur über H älfte der Schalen­
flä c h e . D en  B eiw ert C m n  b e s tim m t m an in  d iesem  F alle  als B eiw ert d e r 
F o u rie r-R e ih e

q{x, у)  =  У, j s  c mn sin Xm X sin  Un у
m n

n a c h  d e r Form el

Cmn
4 q r ral2b 

ab JJoo
sin  Xm X sin /i n у  dx dy 8  q

т п л 2

m , n =  1, 3, 5 . . .

(46)
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7. Berechnung der inneren Schnittkräfte und ßiegeinom ente  
für den allgem einen Fall doppelt gekrüm m ter Schalen 

mit veränderlichen Krüm m ungen

N ach der B estim m ung  d e r B eiw erte  A m n , B m n  und  Cm n  k a n n  m an  
le ic h t die in n e ren  K rä fte  der Schale  n ach  (3) b is (10) ausw erten . D ab e i w erden  
die Z w ischenw erte  (33) u n d  (34) v e rw an d t.

a) M em brankräfte:

02 w
N x = ----- — =  — ^> ' У  A mn u l  sin Am я; sin ц п у  =

Э у  m n

__ ^  L 2 C m n u l  s in  Am X sin /< „ y
~  h2
L 2 +

~ y y
m n

12(1 -  v2)
4

(47)

N„ 82 (f 
Qx2 =  — £  2 2  A mn Kn S»!» *  «in fin У =

у  у  L i C m n X2m sin  ).m X sin ц пу  

m ~  Lf-f----------- 2-------Ц
1 2 (1 — V2)

(48)

N  =  Nxy yx
0 “ <P

У  У  A mn K  f i n  C° S  Kl X  COS Цг у  =
дх  Эу

Y  ^ 2 î'in fin Стп COS Am X  COS [ l x  у

ц  +
h2

12(1 - V 2)
ц

(49)

b) Biegem om ente :

, ,  ь Л Э 2 1С , Э2 и>
M v =  К  I---------- V -

Qx2

—m n

Эу2

;-m +  vK n) Ц  Cmn Sin x  A n  f in у  
12(1 V2 )

L l +  *  L ‘

(50)

M  =  K i -
02 ív 02 w

8 y 2 8 x 2 ]

y  y  ( f i n  +  vK n) Ц  Cmn sin  A m X  sin fin у
12(1 у2)

1 +  *>

(51)
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M xy =  M v x =  - K { l - v )
02 w

d x d y

_ /1    \ -V1 X" ^m k^mn c o s  Ят  X COS fin у
'  v> ti*  12П — V2)m n Ц  +  ± 4 ± -----  > Ц

h-

c) Q uerkräfte :

Qx =  — К -----у 2 ic =  -  К
dx

9 3 W  ^  03 IV

Qx2 d x d y 2

(*-m  +  K n  + n )  Ц  C m n  c o s  A »  x  s i n  Iх  n У

m - v f i
h2

+ 2 2

u n d  analog

Q y 2 2
( К  +  /6 i An) L 1 C m n  c o s  F n  У sin A n *  

4 12(1 - V 2)

1 +  V  L >

(52)

(53)

(54)

6. Einige F o rn iv a ria tio n e n  der F läch en  d er doppelt g ek rü m m ten  
Schalen  a ls  Spezialfälle d er a llgem einen  Lösung

a) Flache elliptische Paraboloid-Schale  (B ild  5a)
In  diesem  F a lle  is t :

К — k'l =  c o n s t., (55)

к. =  kl! =  co n st. (56)

D a m it bek o m m t m a n  die folgenden W erte  au s  (47), (48) u n d  (49) fü r  die 
S c h n ittk rä f te :

iVv
16 q X ’

m n

N v =  -  - l  6q X ’

N xy =  N y x = - - - J -  2 2

( Щ An I- К  n f )  ,M2 si II A m x  sin j i n y

( К  +m +  К  t i )2 +  h 2 ( t i  +  t i ) 4
12(1 -  V2)

№ t i  +  к  y t in )  +m s in  An x  sin  Iх п У

( k " t i  +  К  t i ) 2 + (А, +  t i r

(57)

(58)

л 2

12(1 -  г2)

{ k j  t i  +  k I t i )  Ап И п  c o s  An *  c o s  /Ь, У _

(k\ t i  +  t i ) 1 +  - ( A„ +  /А )'
12(1 — у2)

(59)
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A nalog  vere in fachen  sich  die A usdrücke (53) u n d  (54) fü r Q u erk räfte .
I s t  die Schale e in  T eil der K ugelfläche m it dem  R adius R , so w ird  in  

den  obigen  F orm eln  k, =  k ,  =  1/R.

b) Hyperbolische Paraboloid-Schale (B ild  5b)

In  diesem  F a ll h a b e n  die K rü m m u n g en  kj u n d  k , versch iedene V o r­
ze ichen . W enn w ir die S chale  nach  Bild 5b n e h m e n , d. h. die K rü m m u n g  
k, n a c h  u n te n  gew ölb t u n d  die K rü m m u n g  k ,  n a c h  oben gew ölbt, so m üssen 
w ir in  den  A usd rücken  fü r  die S ch n ittk rä fte  (57) b is (59) und  fü r die M om ente 
(60) b is (62) fo lgende K rü m m u n g sw erte  e in se tz e n :

c) Zylinderschale  (B ild  5c)

L ieg t eine Z y lin d e rsch a le  vor, so se tz t m a n  in  den G leichungen  fü r  die 
K rä f te  u n d  M om ente die K rü m m u n g en

К = -  к?,

к, =  -f- к'о•2 •

Im  S onderfall e in e r  P seu d o sp h äre  s te llt  m a n  

—  fc? =  k® =  co n st.

1
R

k , =  0

A cta  Techn. Hung. 49 (1964)
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ein . E rs e tz t  m an  dazu au ch  x  d u rch  a R  u n d  y  d u rch  ß R , so e rh ä lt m an  auch  
die L ösung fü r die s ta rk  geneig te  Z y linderscha le . D ie geom etrischen  H y p o ­
th esen  (A  =  В  =  1) fa llen  bei d er Z y linderschale  fo rt.

Bild  6. E inige Form variationen doppelt Bild  7. W eitere Form variationen doppelt
gekrüm m ter Schalen gekrüm m ter Schalen

d) Schalen m it veränderlichen K rü m m u n g en  (B ild  6 u n d  B ild  7)

F ü r  versch iedene F o rm v a ria tio n e n  d e r f lach en  doppe lt g e k rü m m te n  
Schalen  (K onoidschale , S h ed a rtig e  Schale, Z y linderschale  m it v e rä n d e rlich e r  
K rü m m u n g ) e rh ä lt m an die S c h n ittk rä f te  u n d  M om ente aus den  G le ichungen  
(47) bis (52) m it dem  zugehörigen  B e lastungsg lied  Cmn nach  (44), (45) u n d  
(46), w enn m an  in diese F o rm el die e n tsp re c h e n d en  K rü m m u n g en  e in se tz t.

4 Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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е) Blickeischale (B ild  8)

Im  F alle  e iner B uckelschale  k ö n n en  die K rü m m u n g en  in  fo lgender 
W eise angegeben  w erden

fei =  *i(by —  У1) » 

fc2 =  x 2(ax  —  X2) .

(63)

(64)

D a n n  b e k o m m t m an  an  stelle  der G le ichungen  (33) u n d  (34) die A usd rücke 
fü r  L j- u n d  L ,-W erte , die m an  ohne A b le itu n g en  sofort schreiben  k a n n :

J1B — tfn +  Ип »

l j 2 B
tHhb2 1

+  x2
« 2 1

6 2 6 2

(65)

( 66)

D ieses E rg eb n is  b e ru h t a u f zwei V o rau sse tzu n g en : 1. Die T orsion  d er F läche  
w ird  v e rn ach lä ss ig t, 2. Die H a u p tk rü m m u n g e n  sind  du rch  die G leichungen  
(63) u n d  (64) gegeben.

D ie D u rch b ieg u n g sfu n k tio n  (n eg a tiv  n a c h  u n ten ) h a t d a n n  die F o rm  
(fü r F a ll  g leichm äßig  v e r te ilte r  L ast)

iv (x ,y )  =
m  n

m n
(KÍn +  Ип) sin  И'п У

R
(67)

— {^т~КИпУ +
12(1 -  v2) 

hr
И°пЬ2 1 I +2 2I 6

is t. S e tz t  m an  den W e rt (44) und  die L lB u n d L aB-W erte  nach  (63) u n d  (64) in  die 
G le ichungen  (47)— (54) ein , so ergeben sich  die A usdrücke fü r die S c h n itt­
k rä f te , B iegem om ente  u n d  Q u erk räfte  d e r B uckelschale.
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9. Z ahlenbeisp iel

Z ur V erd eu tlich u n g  der A nw endung  der oben  en tw ick e lten  F orm el u n d  
zu r P rü fu n g  der K o n v erg en z  der R e ih en  sollen zwei B eispiele d u rch g erech n e t 
w erden .

1. Beispiel Elliptische Paraboloid-Schale über quadratischem Grundriß mit konstanten 
Krümmungen ( B i ld  5a).

Abmessungen:

=  b 10,00 m, fc, =  k..
1

2V 0,04, h =  0,08 m , f a + / * = / -  2 • 0,50 =  1,00 m,

q -  gleichm äßig verteilte  B elastung über die gesam m te Schalenfläche, 
V - 0,3 =  Poisson’sche Zahl.

a)  Membrantheorie. D ie Schnittkräfte sind m it folgendem  A usdruck gegeben ( W l a s s o w ):

т л  . n 7t
, ,  sin —r— sin —X—

N x = N y =  - 16f  2 2 - -------------------------—
71 m n  m k(m2 +  n2)

(für a =  b und für den Punkt x — y  — о /2).
N ach Ausrechnung erhält m an folgende W erte:

für m, n =  1 ,3  N x =  Ny =  — 9,00 q,

m, n  =  1, 3, 5 N x - Ny  =  —15,00 q,

m, n =  1, 3, 5, 7 N x =  Ny  =  — 10,80 q.

Der letzte Wert zeigt eine Abweichung von 15,8%  gegenüber dem  aus der D ifferentialgleichung  
erm ittelten  Wert

A x =  N y =  =  - 1 2 ,5  q.

b)  Biegetheorie. N ach  Einsetzen der W erte

o =  b ,  

kt =  k2 =  к ,

ergibt sich aus (57) — (58) für den Punkt x  =  у  =  a/2 der Ausdruck

IVY =  iVv 16g
n 2 2 2

n
m

. . т л  . П7Г
fe s,n —  sin

fe2 (m2 +  n2) - f
/ l2 71*

12(1 -  r2) aT
(m2 +  n2)2

Der Einfluß des zw eiten Gliedes im  Nenner kann vernachlässigt werden, w eil es gegenüber 
dem  ersten Glied verschw indend klein ist. A uf diese W eise bekom m t man praktisch gleiche 
W erte wie nach der M em brantheorie oben.

D ie B iegem om ente im  Punkt x =  у  — a/2 sind durch folgenden Ausdruck gegeben:

Mv My =  ^ - 2 2

n . m n  nn
IrT Sl°  ~2~  8№ ~2~

(m2 +  n2)2 +  12 (1 fc2O* AT6

4* Лс*а Techn. Hung. 49 (1964)
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S etz t m an v — 0, so erhält man für

m, n =  1, 3 

m, n =  1, 3, 5 

m, n =  1, 3, 5, 7 

m, n =  1, 3, 5 , 7, 9

=  M y =  —0,056 q,

M x =  M y =  + 0 ,0 1 1  q.

M x =  My =  - 0 ,0 1 9 5  q.

M x =  My =  —0,0010 q ^  0 ,0 0 .

D iese  S chale  m it f / a  =  1/10 trägt also praktisch  als Membran.

2. Beispie l .  Buckelschale (B ild 8)
A bm essungen:

а =  b =  10,00 m, f  — 0 ,50 m, ky =  k2 jq =  x., — 0,0016 =  x, h =  0,08 m, 

q =  gleichmäßig verteilte  B elastung in Mp/m2 

v =  0,3

D u rch b iegu n g  im  M ittelpunkt der Schale nach Gl. (67)

tvB =  —
16g

71- К

_ , . m n  . n 7 i
L iB s m — sin -

V  У ___ -______ ________ - —
"  П 12(1 -  r2)

IXfR H------------- , - r ------- ' - я г

1,50g
К

für m, n =  1 , 3 ,  als erste N äherung.
Z um  V ergleich  sei die Durchbiegung der ebenen P latte m it gleichen A bm essungen angegeben

Wp — — 0,0443 q E h 1
40,6 q

К

D ie D urchb iegung der B uckelschale beträgt also nur 1/27 von  derjenigen der P la tte .

Biegemomente :

16gм х =  му =  vJ -tt* w  “  mn
(Am +  v( in )L \B sin Am л: sin fin у

f t  , l2 О -•* >  Г,4 8  +  12 - p —  4 2B

Im  P u n k t X =  y  — a/2 ergibt sich für m, n =  1 ,3

m ax M x =  m ax M y  =  -J-0,0425 q.

Normalkräfte:

N x =  Ny  =  - 4 7 2 2
, 1 / 4  L 2b sin Am X sin //„ y

i-lß +
h- LU

12(1 -  r2)

Im  P u n k t X =  у  — a/2 wird für m, n =  1 , 3 ,

m ax 7VX =  m ax Ny  =  — 29,65 g .

B e i einer 1 0 ,0 x 1 0 ,0  m  w eit gespannten  Decke m it einer B elastung von  0 ,500  M p/m 2 
wird also  N x =  Ny =  —14,825 M p/m . B ei einer Schalendicke von  8,0 cm  ergibt sich die 
B etondruckspannung

14 825 , 0 г , , 2Ohri =  v:— Т777Г =  l ° w  kp /cm 2.M 8 x 1 0 0
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W ählt man die Schalendicke zu 3,0 cm, so werden die Betonspannungen etw a 50,0 
kp/cm 2 erreichen, und die Schale erhält nur eine leichte konstruktive Bewehrung. An den 
Rändern der Schale treten Schubspannungen auf, die das R andgebiet auf Zug beanspruchen. 
Diese K räfte erreichen beträchtliche W erte, trotzdem  bleibt die Lösung w irtschaftlich.

Es muß noch gesagt werden, daß ein ähnlicher Schalentyp von Prof. P u c h e r  entw ickelt 
wurde [3]. Der Unterschied zu der hier behandelten Schale besteht nur in der Lagerung 
der Schale. Bei P u cher  stü tzt sich die Schale über elastische Randglieder auf vier E ckstiele  ab. 
In der vorliegenden Arbeit dagegen werden die Schalenräder durch vier Binderscheiben  
unterstützt, die in ihrer Ebene unendlich steif, normal dazu aber unendlich w eich angenom ­
men wurden.
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ON T H E  CALCULATION O F SHALLOW  SH E L L S W ITH D O U B L E , V A R Y IN G
CU RVATURE

B. KLIMOW

SUM M ARY

In the present paper the author extends W la sso w ’s theory of shallow  shells w ith  a double 
curvature to the case o f a varying curvature. The form ulae of V lasov  are special cases for 
equations developed in this paper. In these investigations the torsion of the surface is neg­
lected . The paper covers a very  large section referring to shells w ith  double curvature, or 
possibly encountered in practice. A m ongst others a buckle shell is treated. This shell can be 
used as roof or an interm ediate ceiling. The problem is solved w ith  the aid of Galerkin’s m ethod  
using infinite trigonom etric series. It is well known th a t from  the point of v iew  of the engi­
neer, the trigonom etric series do not converge well and that th ey  require a relatively  large 
am ount of com putation work. N evertheless, they have the advantage of sim ple and quick 
developm ent of. solutions. F inally , several numerical exam ples are dealt with.

CALCUL DE VOILES PLATS D O UBLEM ENT CO UR BES A C O U R B U R E  V A R IA B L E
B. KLIMOW

RÉSUM É

La théorie de V lassov, valable pour les voiles p lats à double courbure, est étendue au 
cas des courbures variables, les form ules données par W lassow apparaissant com m e des cas 
particuliers des équations développées par l’auteur. La torsion de la surface m édiane est 
négligée. L’étude em brasse un groupe extrêm em ent étendu de vo iles à double courbure in té­
ressant ou pouvant intéresser la pratique. Elle porte, entre autres, sur les vo iles nom m és 
«Buckelschale» par Pucher, qui peuvent être utilisés com m e toitures et com m e planchers. 
Le problèm e est résolu par la m éthode de Galerkine, à l’aide de séries trigonom étriques in ­
finies. On sait que les séries trigonom étriques convergent mal, et exigent de l’ingénieur un 
calcul assez fastid ieux. E lles présentent cependant l’avantage d’une déduction rapide et 
sim ple des formules. Q uelques exem ples numériques donnés par l’auteur term inent l’étude.
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К РАСЧЕТУ ОБОЛОЧЕК ДВОЯКОЙ И ПЕРЕМЕННОЙ КРИВИЗНЫ
Б . КЛ И М О В

РЕЗЮМЕ
В работе теория пологих оболочек двоякой кривизны, созданная проф. Власовым, 

распространяется на случай оболочек переменной кривизны. Формулы, полученные 
Власовым для постоянной кривизны, рассматриваются как частный случай решения 
оболочек переменной кривизны. При этом автор пренебрегает кручением плоской по­
верхности. Работа охватывает большую часть оболочек двоякой кривизны, которые 
встречаются или могут встретится в практике. Задача решается методом Бубнова — 
Галеркина при помощи двойных тригонометрических рядов. Известно, что эти ряды плохо 
сходятся и требуют громоздких вычислений. Однако, эти ряды обладают и несомненным 
достоинством, так как дают возможность быстро и просто получить решение. В конце 
работы даны числовые примеры.
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BEITRAG ZUR THEORIE
DER VIERSEITIG GESTÜTZTEN RECHTECKPLATTEN

A. SC H W E R T N E R

K A N D ID A T D E R  TECH N ISCH EN  W ISSENSCHAFTEN 
PLANUNGSBÜRO F Ü R  T IE FB A U  D E R  H AU PTSTA DT BUDAPEST

[E ingegangen am  5. März 1962]

Verfasser gibt eine N äherungsm ethode für die Lösung des Problems der in zw ei R ich­
tungen tragfähigen P latte. Er ersetzt die P latte durch einen Trägerrost, der aus unendlich  
vielen sich senkrecht kreuzenden Trägern besteht. Zum lückenlosen Z usam m enpassen der 
Trägerelem ente werden außer vertikalen K räften auch Drehm om ente herangezogen. Die 
W irkung letzterer wird durch die Einführung eines annähernden fik tiven  K räftesystem s  
ersetzt. D ie Anwendung des m itgeteilten  Näherungsverfahrens wird an einem  Z ahlenbeispie  
erläutert.

D ie  LAGRANGF.-schen D i f f e r e n t ia lg le i c h u n g e n  d er  P la t t e n t h e o r i e

Э4 w
+  2

8 ' u)
+

Э4 w к
8 * ' dx2 8 j 2

fe;

1CD

8- rnx
+  2

9 2t
+

92 m v
dx"- 9 х д y 0 y 2

erw iesen  sich in  der In g e n ie u rp ra x is  im  a llgem einen  als schw erfällig  fü r  die 
B erech n u n g  der v ierse itig  g e s tü tz te n  R e c h te c k p la tte n . Es is t d ah e r w ü n sch en s­
w ert, e in  e infacheres R ech n u n g sv e rfah ren  zu en tw ickeln . D ie fo lgenden  
E rö rte ru n g e n , in w elchen ein ab g eän d e rtes  R ech n u n g sv erfah ren  v o rg esch la ­
gen w ird , sollen als ein  so lcher V ersuch  au fg e faß t w erden.

Im  L aufe des vo rzu sch lag en d en  B erech n u n g sv erfah ren s w ird  die P la tte  
zu e rs t als ein to rs io n sfre ie r B a lk en ro s t b e tra c h te t  u n d  es w erden  ih re  B iege­
m o m en te  e rm itte lt . D en B a lk en ro s t b ild en  u n en d lich  viele, dx u n d  dy  b re ite , 
sich rech tw in k lig  k reu zen d e  B alken . Es w ird  v o rau sg ese tz t, daß  das P ro b lem  
des aus ü b e re in an d e r liegenden  B alken  a u fg e b a u te n  B alkenrostes e in w an d fre i 
oder m it e iner fü r  die In g e n ie u rp ra x is  g enügenden  G enauigkeit ge lö st w erden  
k an n  (B ild  1).

D ie B alkenachsen  des soeben e rw ä h n te n  R ostes bilden im  b e la s te te n  
Z u s ta n d  die F läche:

« V  =  Fp(x,y).
Die B iegem om ente m px u n d  m py d e r B alken  m üssen  die G leichung

3~m px Э2 m pL

dx- dy-
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b efried ig en . G elingt d ie  e inw andfre ie  Lösung des B alken rostes, d an n  is t auch

Э4 w ^  d 4 w  p
dx> ' 8y l ~  N  ' ^

Bei dem  to rs io n sfre ien  B alkenrost b ild en  ab e r die U nter- u n d  O b er­
f lä c h e n  d e r B alken  ke in e  zu sam m en h än g en d en  F läch en . Die g le ich g erich te ten  
B a lk en  liegen n ach  B ild  l b .  stufenw eise n eb e n e in a n d e r. Die e inw andfre ie  
F läch e  b e n ö tig t in  b e id en  R eihen  der B a lk en  T orsion .

D en  en d g ü ltig en  Z u s ta n d  eines nach  x  g e ric h te te n  u n d  m eh re re r n a c h  
y  g e r ic h te te r  B a lken , v e ran sch au lich t B ild  2. Z u r V erw irk lichung  dieses 
Z u s ta n d e s  genüg t es, die n a c h  y  g erich te ten  B a lk e n  m it den T orsio n sm o m en ten  
tyx zu b e la s ten . D ies b e n ö tig t  aber eine gewisse Ä n d eru n g  der B iegem om en te .

Z u r U n te rsu c h u n g  d e r A u fe in an d erw irk u n g  d er nach  x  u n d  y  g e rich ­
te te n  B a lk en  d ien t B ild  3. D ie B ilder 3a u n d  3b v e ran sch au lich en  die im  B ild  2 
ü b e re in a n d e r  liegenden  E lem en te  dx • dy ■ h d e r  n ach  x  u n d  y  g e ric h te te n  
B a lk en , im  g e te ilten  Z u s ta n d . Die F läch en  d e r  E lem en te  ü b e r tra g e n  die 
e ingeze ich n e ten  in n e re n  K rä f te .
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N ach B ild 3b b e s te h e n  zw ischen d er L a s t p cx, d e r Q u erk ra ft rx u n d  dem  
T o rsionsm om en t tyx die fo lgenden  B eziehungen:

Die L ast p cx w irk t a u f  das B a lkene lem en t des B ildes 3a in  e n tg eg en ­
g ese tz te r  R ic h tu n g , d enn  diese L ast is t eine in n e re  K ra f t  im  B a lk en ro s t. 
D iese L ast sowie die Q u e rk ra ft rx u n d  das B ieg em o m en t m cx genügen  den 
G leichungen

9  m cx

dx
—

9 rx
8*

u n d  h ieraus a b g e le ite t is t:

& m cx
dx- — Pcx- ( 6)

W erden die B a lk en e lem en te  der B ilder 3a u n d  3b —  der W irk lich k e it 
en tsp rech en d  —  in  das E le m e n t des B ildes 3c v e re in ig t, so versch w in d en  in 
d iesem  die e in a n d e r  g leichen , ab er en tg eg en g ese tz t g e rich te ten , m it rx und
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p cx b e n a n n te n  K rä fte , u n d  m a n  s ieh t, d aß  d u rch  die T o rsio n sm o m en te  tyx 
d ie B ieg em o m en te  m px v e rä n d e r t  w erden . Im  B ild  3c sind  n u r  die Ä nderungen  
d e r B ieg em o m en te  sowie d er T o rsio n sm o m en te  eingezeichnet. Z w ischen  diesen 
g ilt d e r  Z usam m en h an g :

Qm cx =  9tyx
dx  8y

H ie ra u s  fo lg t, nach  D iffe ren z ie ru n g

Э2 mcx _  3 4 yx =  0

0л:2 8* 8 j
( 8 )

W ird  derselbe G ed an k en g an g  m it den  T o rsio n sm o m en ten  txy d e r n ach  
X  g e r ic h te te n  B alken  sow ie m it den  in n e ren  K rä f te n  p c y  u n d  d en  Ä n d eru n g en  
m cv d e r  B iegem om ente m py d e r  n ach  у  g e rich te ten  B alken  d u rc h g e fü h rt, so 
e rh ä l t  m a n  die G leichungen :

Э - txy_
8 * 8 у

P c x  ’

Э2 m Cy 

9y -
P c y  1

Э2 m cy

9J 2

9 “ tXy _ Q
9 * 9 j

(9)

( 10)

( И )

D a  txy =  tyx =  t is t , fo lg t als Sum m e d er G le ichungen  (8) u n d  (11):

Э2 m cx 2 82 t Э2 m cy _  Q

Э*2 9* 8у  9y -
( 12)

E s is t  se lb s tv e rs tän d lich , d aß  die B iegem om ente  der P la t te  gleich jen en  
des B a lk en ro s te s  sind , w enn a u ß e r  d er ta tsä c h lic h e n  L ast a u f  die B alken  der 
R ic h tu n g  X  noch die L a s t p cx u n d  a u f  jen e  d er R ich tu n g  у  noch  die L ast p cy, 
a b e r  in  en tg eg en g ese tz te r R ic h tu n g  w irk t. D ie B iegem om ente  b es tim m en  
a b e r  a u c h  eindeu tig  die D u rch b ieg u n g  der P la t te . N ach  d iesem  G ed an k en g an g  
is t  sie d ie  D ifferenz d er D u rch b ieg u n g en  wp u n d  wc des B a lk en ro s te s :

w  =  w p — w c . (13)

D e r  D u rch b iegungste il w c k a n n  ab er als Folge einer in  R ech n u n g  zu 
s te lle n d e n  f ik tiv e n  Last p c b e t r a c h te t  w erden , es is t d ah er

Э1 w c +  Э4 w c p ^  +  p cy_  =  p c
8* ' dy* N  N  N
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W eiter m u ß
Э2 m cx Э2 m cy 

dx2 Qy2
=  Pc

sein. D ieses R e su lta t  in  die G leichung (12) e in g ese tz t, liefert

2 Э - t

d x d y
=  P c ‘

Die T orsio n sm o m en te  b en ö tig en  som it d ieselbe ged ach te  L ast als d ie B iege­
m om en te  m cx u n d  mcy. Sie m üssen  auch  dieselbe D urchb iegungsfläche  lie fern . 
E s m uß  also

Э4 tc _ | _ 3 4 m’ _ 2  3 1 w Pc
dx* 0y* d x2 d y-  N

(15)

sein. D ie d u rc h  T orsion e rzeug te  P la tte n f lä c h e  icc is t aber gleich d er e n d g ü lt i­
gen F läch e  ui. T e ilt m an d ah e r die L a s t p  der P la t te  in  die Teile p, u n d  p m —  p,,  
so k an n  die G leichung (1), in  zwei Teile g e sp a lte t, wie folgt an g esch rieb en  
w erden :

84 ui Э4 u) p  — p t 

Эл;4 8 j 4 N

2 3 4ic =  p,
d x2 0y2 IS

(16)

E s m u ß  n a tü rlic h  p t =  p c sein , da sow ohl im  F alle  der G le ichung  (15) 
als au ch  im  F alle  der G leichung (16) die gleiche L ast D rehung  h e rv o r ru f t .  
D an n  is t a b e r auch

ic =  w c =  ív p — u)c
und

w c = (17)

W ird an  S telle  von  p t der W ert p c e in g ese tz t, so folgen aus den G le ichungen  
(15) bzw . (16)

Э4 ui „ Э4 ic, Э4 ic, ,,
+ 2 - „  c - - =  0 ,

Эл4 Эл2 Qy2 0y4

0 4 IV О Э 4 u>
+

d* ui p  -
Эл4 0л2 dy2 dy*

(18)

D ies sind  die Z usa tzg le ichungen , m it w elchen  die u n te r  (1) g e n a n n te  
L ag range-sche  G leichung e rw e ite rt, die G ru n d lag e  des neuen B e re c h n u n g s­
v e rfah ren s  b ild e t. D ie Z usa tzg le ichung  des u n te r  (2) genann ten  is t d ie  G lei­
chung  (12).
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W e n n  p c — p l 2 is t , w ird  die L ösung b eso n d e rs  einfach, d enn  in  d iesem  
F a lle  is t

82 ™Px I 82 m py _  Q 2 m cx ! 82 m cy =  P_

dx2 8y°~ dx2 dy2 2 ’

Э2 1 p
dx  8y  2

Die fiktive Last

Im  K o o rd in a te n sy s te m  des B ildes 1 g e n ü g t im  allgem einen als 
g le ich u n g :

А л  л
=  p rh----  c o s -----x  • c o s ------у .

N  2 а 2 b

D a es s ich  u m  B alken  h a n d e lt , m uß  e in erse its

dwc
< Pcx:

d x

А  л
P c o --------------s m

N  2 a

m cx= N ^  =  - p c0A
dx

л 2

( 2 a f

TZ TZ
У ’2 a

X  * cos ■
2 b

р л с TZ- /V* , one л
LUS -Л/ L'vio

2  a 2b

Pcx -

8 т сх II "a ri O ьЪ
. Л 3 TZ

dx ( 2 a ) 3 2 a

8 т сх
— Pin 1

JT4 TZ

dx ( 2 a ) 4
V/ vl о А/

2 a

2 b

л

l b

У •

u n d  a n d e rse its

< P c y = -
Э Wc 
d y

Pc0
N  2b

7Z , 7Z
c o s -------- X  • s in --------- у  .

dcp
m c y = N ‘ ~ ~  =  —  P co  A

dy (2b)2
cos

2a

2 а
X  ■ cos

2b

2b
-y-.

dm
cy =  +  P c  0 Í

9y (2 b f
4

TC t TL
c o s -------- x  s m --------- у  .

2a 2b

P cy - - dr”  -
dy (2 b)*

TZ TZ
c o s -------- X  • c o s ---------у

2a 2b

Z u sa tz -

(19)

(20a)

(21a)

(22a)

(23a)

(20h)

(21b)

(22b)

(23b)

se in .
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Die S um m e d er L asten  p cx u n d  p cy u n te r  (23a) und  (23b) lie fe rt d ie L as t

w enn

n
Pr =  Prn * cos-----x  * cos

2 a
гг

1 16 a 4 • b4
7tX

(2«)4
+

7tX

(26)'
7tX a 4 -)- 64

(24)

(25)

is t. D as T o rsio n sm o m en t w ird  d u rch  die G le ichung  (12) bestim m t. E s  m u ß  also

2 •
Э2 1

8x 3y
d2 m cx

d x2
Э2 m cy

Эу2
=  Pcx  +  Pcy  =  Pc

sein . D urch  In te g ra t io n  fo lg t:

t
1 2a

~VPc0 ' 7t
2b . 71 7t

-  • sm -----x  • s in ----- y .
n  2a 2b J

(26)

M an e rk e n n t, d aß  alle D a ten  fü r die B erech n u n g  der v ierseitig  g e la g e rte n  
P la t te  zu r V erfü g u n g  s teh en , w enn der W e rt p c0 der fik tiv en  L a s t e rm it te l t  
is t. D iesen W e rt h a t  die f ik tiv e  L ast an  d e r S telle x  =  y  =  0 , also  im  
K o o rd in a te n a n fa n g sp u n k t. Z ur B estim m u n g  dieses W ertes d ien t die G le ich u n g  
(17). A llgem ein is t :

Tt
cos

2a
x cos

71 W
----  v =  —Í
26 2

G elink t es, die D urchb iegung  des B a lk en ro s te s  in  der F orm

anzusch re iben ,

7t 7t
Wn =  Wn(x • COS------  X  • c o s -----y

P P 2a 2b
d a n n  is t:

Pc»
N

2Л
■ IV /X) • (27)

Beispiel

Als B eispiel d ie n t  eine in  der M itte  m it d e r K ra f t  P  b e la ste te  P la tte . D ie P la t te  h a t 
die S e iten ab m essu n g en  lx =  2а u n d  L  — 2b (B ild  4a). D ie B iegem om ente des B a lk e n ro s te s  
die zu erst zu b e s tim m en  sind , w erden wie fo lg t e rm it te lt .  D ie L as t P  w ird, schon  im  v o rh in e in  
in  zwei S tre ck e n la s te n  g e te ilt , in  R ech n u n g  g es te llt, w ie dies bei der B e rü ck s ic h tig u n g  de r 
so g en an n ten  m itw irk e n d en  P la tte n b re ite  in de r In g e n ie u rp ra x is  auch  sonst ü b lic h  is t .
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6 2 A. SCHWERTNER

A m  Balkenrost w irken alle Balken am Tragen m it. D ie den Forderungen genügenden  
Streck en lasten  sind nach Bild 46:

Px =  Pxo ' cos X  , La

Py =  Pyо ' c o s ~ ^ y -

(28)

D ie einzelnen  Balken des R ostes sind also in ihrer M itte m it p x, bzw. py  belastet. U nter d iesen  
L asten  kann m an die D urchbiegungen der Balken m it den  Gleichungen

1  1  ха яЖ  ^ (2°> С° 8Ж * ’
(29)

N
1

Ж Px(2b)3 cosY b y

В

Abb. 4

in  R echnung stellen. Die tatsächlichen Durchbiegungen eines Balkens mit der Öffnung lx =  2a 
folgen zwar der Gleichung

-ÍU  • [0,25я2(я -  x) -  0 ,0833(a  -  ж)3] , (30)

der durch die Anwendung der Gl(29) begangene Fehler is t  aber bedeutungslos, er hat näm lich  
in  den Zehnteln der Öffnung die W erte 0% , + 0 ,7 2 % , + 1 ,5 1 % , + 2 ,8 6 % , —1,95%  und 0% . 
Solche kleine Fehler beeinträchtigen die R esultate der Ingenieurpraxis nicht. D ie B edingung, 
daß an jeder Stelle wx =  u\, sei, wird erfüllt, wenn

Pyo :
63

~ Г  ■ Pxo (t/m )

ist . D ie  Sum m en der Streckenlasten

2  а Г 71  l + a 4 а
“  Px>' ж  1

sin—— X
2  a J — a

II
У 

1 x

r  + b 4 b
(t)= 1 b Py dy =  —  Pyo

71 J

m üssen aber auch die L ast P  liefern. Es muß som it

P  =  P x +  Py =  - L  (Pxo “ +  Pyo b) 

sein . A us den Ergebnissen unter (31) und (32) folgt:

Pxo =

Pyo

л
“ 3 Р (t/m )

4 я4 +  6 4 ’

Л
6 3  Р (t/m )

4 я4 +  6 4 ■

(31)

(32)

(33)

(34)
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Som it wird die D urchbiegungsfläche des Balkenrostes eindeutig durch die G leichung

1
\

я
“24

о3  6 3  я  я
—;—;—г-г- Р  COS —— X • COS —  V 
а 4 +  6 4 2 о 26 ^

bestim m t. In der M itte der P la tte , also im  K oordinatenursprung x =  у  =  0 ist:

1  я  а 3 Ь3

ТлТ р .
ро ÍV 24 а4 +  6 4 

N ach der Formel (27) berechnet sich nun die K onstan te  p c0 der gedachten L ast zu
„ 3  _ |_  f, 31

Pc» +
2  I (2 a ) 4 1 (2 b) 4 J 24 a<

und es sind weiter, nach (23a) und (23b).

64 P  =
768 d T ’ (t/m2)

Pcv =
Я* а 3 P 71

768 а 4 -)- 6 4 6 2a

Pcy =
Я5 6 3 P 71

768 а4 +  6 4 6 2a

* ' cos í b  y ' t̂//m2^

* • cos^b  y - (t/m 3)

(35)

(36)

(37)

Die B iegem om ente m x der P latte  sind nach den vorangehende Ausführungen gleich  
denen der Balken m it den Ö ffnungen lx =  2a des Balkenrostes, und es ist:

Hier ist

PX 2 ryx ' s

und nach der Formel (21a) gilt:

r‘p x

• , \ 71— *) = ^ - ^ ( a - ^ P c o s - J - y (tm /m )

192
а • 6 3 я  я  . , .

Р  с о , — X -  cos ^ у . (tm /m )

Die größten B iegem om ente ergeben sich an der Stelle  x =  0 m it dem W erte

a b 3 ( тс Ti3 ^ _  7Г ab 3 7i
mx max =  ^ r q ü b T  ( t  “  I 9 2  )  **«»■ ^  У =  »-2313 P  cos —  y .  (38)

Die analoge Berechnung, durchgeführt m it Balken der Ö ffnungen ly =  26 liefert das R esu lta t

(38a)
Ьа3 тс

"ymax =  0,2313 P  cos —  ж.

Die Torsionsm om ente werden durch die Form el unter (26) bestim m t:

1 =  Ш Р  Bin- £ r x s i n W y - (tm/m)

Der G rößtwert liegt an der Stelle  х  =  а, у  =  6 , m it

=  0,806 P . (tm /m )

Dieser W ert des T orsionsm om entes ist also unabhängig von  den Abm essungen der P latte .
Der Stützendruck auf der Seite A  der P latte  setzt sich aus drei Teilen zusam m en. 

Die Teile sind Reaktionen von  B alken m it den Öffnungen l < =  2a. Der Stützendruck aus der 
tatsächliche Last ist:

_  Py _ n _
AP~ 2 ~  8

6 3 я
—-------— P  cos — -  у .
а* -4- 6 4 26 ‘
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64 A. SCHWERTNER

D ie f ik t iv e  Last p cx liefert entgegengesetzt gerichtete Stützendrücke. Diesen W ert bestim m t 
die Form el (22a), an der S telle  x  =  a. Es ist

A c =  - 48
« 3 • b ' 

« 4  b' (2a ) 3 C0S 26 У 384
6 3 71

T »  P c o s  2b y -

D ie fik tiv e  Last pcx, w elche in  diesem  Falle Torsion bew irkt, liefert mit A p g leichgerichtete  
Stützendrücke. Aus (23b) b estim m t, ist ihr Wert:

Ac : J оPcy '

Л a3 6 3 Л 4 2  a 71
P co s  —

: =  "48" a4 +  fe4 ‘ ( 2 b)‘ ' л

Л 4 . .. ü  _  . I V P  cos
Л

384 a1 +  6 4 ! b 1 ~2b У •

У =

A ls Sum m e der drei T eilw erte ist

A — Ap - j-  A c -f- -Ac — 

b3 _  Г n  л* n x ( a V I  л
= a i + b* P  [ в ШГ + [“TJ J C0S IT  J

P  |o,1393 +  0,2538 cos x .  (t/m )
63

a4 +  64

A n der Seite В  der P la tte  fo lg t der Stützendruck der Form el

6 VI
В  =  -

а 3 Г—  -----P O .
а* +  b4 L

1393 +  0,2538 (4 )'
Л

co s——  X .  
2а

(t/m )

(39а)

(39b)

Man muß aber die S tü tzen  so gestalten, daß sich  dort die Torsionsm om ente ausbilden  
können . Ist dies nicht der F all, dann heben sich die P la tteneck en  von den Stützen ab. Es kann 
sich  dann das K räftespiel der P latte  nicht einw andfrei ausbilden, wie dies aus Versuchen  
w ohlbekannt ist.

Tafel I

a 1 + a* 1

1 + a4

a
, 1 + a4

a3
l+a>

1 . 0 2 , 0 0 0 0,5000 0,5000 0,5000

1 , 1 2,464 0,4058 0,4464 0,5402

1 . 2 3,045 0,3284 0,3941 0,5675

1,3 3,856 0,2593 0,3371 0,5698

1,4 4,842 0,2065 0,2891 0,5667

1,5 6,063 0,1649 0,2474 0,5567

1 , 6 7,554 0,1324 0,2118 0,5422

1.7 9,352 0,1069 0,1818 0,5253

1 . 8 11,496 0,0870 0,1566 0,5073

1,9 14,032 0,0713 0,1354 0,4888

2 , 0 17,000 0,0588 0,1176 0,4705
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Zur Auswertung der R esu ltate  wird b a a gesetzt. Die G leichungen der Stützen  
drücke sind dann

A a 3 . P  \ 0,1393 +  0,2532 ( - L ) ]
n

1  +  a4 a 1 26 У

B  =
1 P

10,1393 +  0,2532 a‘j cos
71

1  +  a4 a 2  a

und die der größten B iegem om ente:

mxmax ~  0,2313

m y  m ax  =  0 * 2 3 1 3  ^ ^  P ■

Unter der Voraussetzung, daß a ^  6 , also n 5  1 ist, wurden die K oeffizienten  der 
obigen Formeln in der Tafel I. ausgew iesen. Es fä llt auf, daß die W erte der letzten  Säule 
kleiner werden, wenn b größer als 1,32a ist. Dieser Fehler der lediglich eine F olge der unrich­
tigen  groben Annahm e der fik tiven  Last ist, kann in der Praxis als bedeutungslos betrachtet 
werden.

CO NTRIBUTIO NS TO T H E  T H E O R Y  OF REC TANG ULA R SLABS SU P P O R T E D  ALONG
ALL FO U R SID E S

I A. S C H W E R IN E R  1

SUM M ARY

Author gives an appropriate m ethod related to the solution of the problem  of two- 
w ay load bearing slabs. He starts out from a beam grid consisting of innum m erable elem ents 
intersecting each other at right angles. To adjust the tw o-w ay load bearing e lem en ts author 
applies, in addition to vertical forces tw isting m om ents too , and replaces the effect o f the 
la tter  by introducing an approxim ate fictious force system . A num erical exam ple proves 
the expedience of the application o f the discussed approxim ate m ethod.

CO NTRIBUTIO N A LA T H É O R IE  DES PL A Q U E S R E C T A N G U L A IR E S  
A P P U Y É E S  SU R  LES Q U A TR E CÔTÉS

I A. S C H W E R IN E R  |

RÉSUM É

L’auteur donne une m éthode d’approxim ation pour la solution  du problèm e des plaques 
ayant une capacité portante en deux directions. Il part d’un grillage com posé d’élém ents de 
nom bre infini se croisant perpendiculairem ent. En plus des forces verticales, l’auteur applique 
aussi des m om ents de torsion pour la jonction  en deux directions des élém ents. L’effet de ces 
m om ents se trouve rem placé par l’introduction d’un systèm e approché de forces fictives. 
La possibilité d’une application avantageuse de la m éthode approchée décrite par l’auteur 
est illustrée par un exem ple num érique.
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66 A. SCHWERTNER

К ТЕОРИИ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНОЙ ПЛАСТИНЫ, ОПИРАЮЩЕЙСЯ С ЧЕТЫРЕХ
СТОРОН

I А. Ш В Е Р Т Н Е Р  I

РЕЗЮМЕ

Автор дает приближенный метод решения проблемы пластины, которая способна 
воспринимать нагрузки в двух направлениях.Метод исходит из пространственной решетки, 
состоящей из бесконечного множества перпендикулярно секущих друг друга элементов. 
Кроме сил, перпендикулярных к связям двояконаправленных элементов, применены и 
крутящие моменты. Влияние этих последних подменяется путем введения приближенной 
фиктивной системы сил. Возможность целесообразного применения изложенного приб­
лиженного метода подтверждается числовым примером.
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DETERMINATION OF OPTIMUM 
CONDITIONS OF CAPILLARY COMPENSATED 

HYDROSTATIC SLIDEWAYS

I. H A R K Á N Y  л
D EV ELO PM EN T IN STITU TE OF M ACHINE TOOL W O RK S, HALÁSZTELEK 

[Manuscript received Ju ly  19, 1962]

This paper presents the determ ination of the greatest stiffness and least power con­
sum ption of capillary com pensated hydrostatic  slidew ays, prestressed and non-prestressed, 
respectively . Design equations for determ ining the optim um  values o f supply pressure, pocket 
pressure, length of free-periphery of slideways rim , thickness o f land o f slideways rim , v iscosity , 
capillary-discharge coefficient and power consum ption are determ ined, other variables held 
constan t. The paper determ ines the operative conditions w hich correspond strictly  or approxi­
m ately  to the conditions assum ed in the equations. D iagram s show the effect o f discrepancy  
betw een optim um  and actual conditions on the stiffness o f  slidew ays.

C c [cm 6/kpsec] 
F  [cm 2]
F t [cm 2] 
•fedtem2]
F p [cm2]
K ,  K ,
L  [cm]
N  [H P ]
IV, [H P ]
IV. [H P ]  
p '  [kp]
Pps |kp ]
Qc [cm :i/sec]
Ql [cm 3 /sec] 
b [cm]

dc [cm] 
h [cm] 
lc [cm ]
Ps [kp/cm 2]
Pp I kp/cm 2] 
s [kp/cm ]
•V  [kp/cm ]
V [cm /sec]
7) [kpsec/cm 2]
^pump
opt (index)

Symbols

capillary discharge coefficient; 
total area of slideway surface;
area of land of slideway surface w ithout corners;
reduced (effective) area o f slidew ay surface;
area o f pockets;
constants;
w idth of land;
total power consum ption;
power com sum ption of pum ps;
power used for m oving w ith  uniform speed;
total load on the slideways;
prestress;
flow  through capillary;
flow  through land of slidew ay surface;
b =  26, -f- 262, length od free-periphery o f slidew ays (where fluid flow s
out o f pocket);
diam eter o f capillary;
clearance o f slideways;
length of capillary;
supply pressure;
pocket pressure;
stiffness o f non-prestressed slidew ays; 
stiffness o f prestressed slidew ays; 
translatory speed of m oving part o f slidew ays; 
absolute v iscosity  of lubricant; 
efficiency of supply pump; 
optim um , optim um  value.

I. In tro d u c tio n

T h e  dem ands in  slidew ays o f som e h igh p rec ision  m echan ine too ls aroused  
co n sid e rab le  in te re s t in  h y d ro s ta tic  slidew ays.
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68 t. HARKÁNYI

T he slideways, the m oving  part o f which is perm anently  (or tem porarily) floa ted  by  
a flu id  m edium  pressed betw een  th e  adjacent surfaces, m o stly  into  pockets form ed in them , 
are ca lled  hydrostatic slidew ays. O nly pure fluid-friction is generated betw een the adjacent 
surfaces w hich scarcely resists th e ir  relative m ovem ent.

T he plan of a four-pocket hydrostatic  slideways is show n in Fig. la ;  F ig lb .  shows th e  
axo n o m etric  representation o f th e  pressure distribution o f the same slideway m ade perspective

t

C.j
Fig. 1. Principle o f hydrostatic  slideways 

a)  Plan of the s lid ew ay , Fp surface o f pockets; Ft surface of land; 
b)  pressure distribution of th e  siidew ay shown in F ig . a)  represented by section  lines; 

c)  sim p lified  pressure d istr ibu tion  which replaces the one seen in Fig. b) to facilita te  com pu­
tation
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OPTIMUM CONDITIONS OF CAPILLARY COMPENSATED HYDROSTATIC SLIDES'AYS 69

by a few section lines; Fig l c  shows a rough approxim ation of pressure distribution used in 
com putations.

The advantage of this type of slidew ay against the usual ones operating fu lly  or partially  
on boundary friction is the pure fluid-friction, and the resulting m uch sm aller friction coeffi­
cient proportional to the translational speed. The friction coefficient, as it  is d irectly  proportio­
nal to the translational speed, elim inates stick slip.

Fig. 2.  Sketch of non-prestresscd hydrostatic slidew ays

Fig. 3. Sketch of prestressed slidew ays a =  load carrying pockets; b — prestressing pockets;
c =  side guide pockets

T he com plete  freedom  from  stick  slip ren d ers  th e  h y d ro s ta t ic  slidew ays 
ex cep tio n a lly  su itab le  fo r precise a d ju s tm e n ts . T he s tiffn ess  o f th e  h y d ro ­
s ta tic  slidew ays is genera lly  m u ch  sm aller th a n  th a t  o f th e  u su a l ones; so in 
cases w hen f lu c tu a tin g  forces a c t on th e m  e. g. g rind ing  or c u ttin g , it  is a d v a n ta ­
geous to  m ake th e  slidew ays as s tif f  as possible.

T he h y d ro s ta tic  slidew ays m ay  be m ade in  tw o  w ay s; u su a l (non-pre- 
s tressed ) and  p res tre ssed .

Fig. 2 shows the sketch  of the sim plest form of the usual hydrostatic  slidew ays, the 
load acting on them  is constant. The clearance is determ ined b y  the flu id-flow  and the dif­
ference between pocket pressure and am bient pressure, therefore it  m ay be constant or variable. 
Fig. 3 shows the sketch  of prestressed hydrostatic slidew ays. It is assum ed that the external 
load is negligible com pared to the rate o f prestress, th a t m eans the forces generated by the 
pressures acting on the opposing surfaces, thus the clearance is constan t. This assum ption is 
based on easier m athem atical m anageability and is fulfilled to a very  good approxim ation  
in the case o f structures applied in m achine tools.
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T h is  p ap er d e te rm in es th e  o p tim u m  cond itions o f  b o th  p re s tre ssed  an d  
n o n -p re s tre s se d  cap illa ry  c o m p e n sa te d  h y d ro s ta tic  slid ew ay s; w hen  d e te rm in ­
in g  o p tim u m  pressure ra t io , n o t  th e  pressure ra tio  d ire c tly  b u t  th e  o p tim u m  
s u p p ly  pressure or p o ck e t p re ssu re  is d e te rm in ed , d ep en d in g  on o p era tiv e  
c o n d itio n s . I t  also deals w ith  th e  o p tim u m  g eom etrica l d im ensions, v iscosity , 
c a p i l la ry  discharge coeffic ien t a n d  pow er co n su m p tio n . L a te r  th e  d e te rm in a ­
t io n  o f  op tim u m  co n d itio n s w ill be  ex ten d ed  to  orifice co m p en sa ted  h y d ro ­
s t a t i c  slidew ays.

II. Stiffness of S lidew ays in  the Case o f Capillary Compensation

F lu id  consum ption  o f  slid ew ay s accord ing  to  [1, p . 17 (12)] is:

Q ,=
bh3p p
12 r jL

( 1 )

a n d  th e  flow  th ro u g h  c a p illa ry  accord ing  to  [2, p . 148 (5— 13)]:

<?c = n o  C, ( P s — P p )  =  C c ( P s - P p ) = C c \P s  —
128 rjlc I,

( 2 )

w h e re  Cc w ill su b seq u en tly  b e  n a m e d  cap illa ry  d isch arg e  coeffic ien t as rec ip ­
ro c a l  o f  h y d rau lic  re s is tan ce .

L o a d  cap ac ity  of s lid ew ay s  m ay  be d e te rm in ed  b y  fo rm u la

P  = (3)

i f  w id th  o f lan d  L  is sm all c o m p a re d  to  pock e t d im ensions, th e  p ressu re  drop  
a lo n g  th e  w id th  of lan d  is th e n  ap p ro x im a te ly  lin ea r. As i t  will su b seq u en tly  
b e  seen , endeavoring  for g r e a t  stiffness m eans g re a t lo a d  c a p a c ity  an d  th e  
l a t t e r  is g rea te r w hen c o n s id e rin g  th e  sam e effective a re a  ( F red) an d  pock e t 
p re s s u re  (p p) in  th e  case o f  sm a ll w id th  of lan d , c o n se q u e n tly  co m p u tin g  w ith  
a l in e a r  pressure drop  is a g o o d  ap p ro x im a tio n . F o r  th e  sake  o f co m p en sa tin g  
th e  n o n -lin e a r pressure d ro p , th e  pressure a t  th e  co rners a re  to  be neg lec ted  
as sh o w n  in Fig. 1 [1].

S u b s titu tin g  (1) in to  (3), a n d  considering th e  c o n tin u ity  th e o re m  Qi =  Qc:

Q c = ~ ^ -  =  Cc(P s - p p) ,  (4)
12 r)L
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fro m  th is

P p =

a n d  re se ttin g  th is  in to  (3)

P  =  Fred P p

F c Ps________

bh3l l2  7]L +  Cc

F c P s  F red

bh3i l 2 r j L  +  Cc
(5)

As th e  stiffness of th e  s lidew ays is th e  f irs t  d eriva tive  o f  th e  lo ad  on 
th e  slidew ays w ith  respect to  d isp lacem en t, th is  m eans th e  c lea ran ce  v a r ia tio n  
m ay  he w ritte n  a f te r  red u c tio n :

d P  36 r] Fred L  Cc p s bh-
dh ~  F  h(i +  24 r) L b h 3 Cc +  144 t f  L  '- C2c

(6)

E q u a tio n  (6) m ay  be app lied  to  th e  u su a l, th is  m eans, n o n -p re s tre ssed  h y d ro ­
s ta t ic  slidew ays (F ig . 2).

In  th e  case o f p restre ssed  slidew ays (F ig . 3), w here th e  o p p o sin g  p a r ts  of 
slidew ays load  each  o ther

Sps - 2s ,

ta k in g  in to  considera tion  th a t  fro m  a p ra c tic a l p o in t of view

if P p s ^ P

III. Optimum Pressure R atio o f Capillary Compensation

S u b s titu tin g  th e  doub led  e q u a tio n  (6) in to  (4) a fte r re d u c tio n  w e o b ta in

6 F,red
ps P p

P p

p .
( 7 )

I f  h is c o n s ta n t in  th e  case o f  p re s tre sse d  slidew ays, th e n  p s su p p ly  p res­
su re  is c o n s ta n t, th e  f irs t d e r iv a tiv e  o f th e  stiffness of slid ew ay s sps w ith  
re sp ec t to  pock e t pressure p p is :

ps, ds
Sps ~

dp l

a t  th e  ex trem e  v alue  sps =  0 c o n seq u en tly

, 2Pn _=  0
Ps

P s  =  2 Pp ,
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fro m  th is  pp =  Ps/2. T h e  seco n d  deriv a tiv e :

Sps _ 6 Frecl 2

d p 2p h Ps
< 0 ,

c o n se q u e n tly  th e  e x tre m e  v a lu e  is m ax im u m , t h a t  m eans o p tim u m  v a lu e .
T h e  stiffness o f  p re s tre s se d  slidew ays is o p tim u m  w hen th e  p o ck e t 

p re ssu re  equals th e  h a lv e d  su p p ly  pressure, a s su m in g  fixed  supp ly  p ressu re  
a n d  f ix e d  clearance. In  th e  case of p restressed  s lid ew ay s th e  above co n d itio n s 
a re  e x a c tly  fulfilled, th e  c lea ran ce  is c o n s ta n t (fo r m an u fac tu rin g  reaso n s), 
th e  su p p ly  pressure is c o n s ta n t  (given su p p ly  u n it)  an d  the  pocket p ressu re  
is v a r ia b le . S u b s titu tin g  p p =  ps/2  in to  (7), th e  e q u a tio n  w hich g ives th e  
g re a te s t  stiffness, we o b ta in  th e  g rea test s tiffn ess  o f  slidew ays

Sps max
l - * FredPs

h

T h e  stiffness o f n o n -p re s tre sse d  slidew ays b y  th e  sam e reason  is

3 F„
Pp

P p

W hen the pocket pressure is constant and the su p p ly  pressure is variable, th e  extrem e  
value o f slideway stiffness equals:

s'  =  -

the second derivative is:

3 F red (  - 2  Pp  ̂ 3 F re(i 2 Pp
h l  Ps 1 h P ?s

d 2 s 3F red Í 4Ps P p )  ^
0 ,

d p i h { p i  )

0;

consequ en tly  s' is m axim um , th a t  m eans optimum value. E xtrem e value appears th is tim e  
at Ps — " t  so s' =  0 cannot be fu lfilled; but this expression  refers to the fact th a t in the  
case o f non-prestressed slid ew ays, where pp =  p / F Ted is determ ined  by the weight (p lus load) 
and construction of the w hole structure, the greatest possib le supply pressure ought to be 
reached to attain the greatest possib le slideway stiffness.

N o n-p restressed  s lid ew ay s  w ith  c o n s ta n t c lea ran ce  generally  c a n n o t be 
o p e ra te d  because ta k in g  in to  consideration  fo rm u la  (1) in  th e  p rac tice  a flow  
w h ich  v a rie s  p ro p o r tio n a te ly  to  pocket p ressu re  p p does n o t occur t h a t  m eans 
th e  lo a d  according to  fo rm u la  is p p — P j F red so th e  above o p tim um  can  only  
be  ta k e n  from  design v ie w p o in t in to  co n sid e ra tio n .

In  th e  case of v a r ia b le  c learance, s u b s ti tu t in g  h from  E qu . (1) in to  th e  
d o u b le d  form ula (6), c o n s id e rin g  (4) we o b ta in

w here

_  K  ( P s P p - P p Y '•
bps JV

Ps

2.625 Frcdb'l» 
rfh JjiU C'J‘

=  c o n s t.

( 8 )

(9)
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The stiffness o f prestressed slidcw ays has an extrem e value where its first derivative  
w ith respect to pocket pressure is equal to zero, thus:

/ dsps
sPs — ~T~ “Pp - * (

(PsPp -  Pp)’l* 

Ps r=
K  2/3 (Ps Pp -  Pp) ‘ / 3 (2p s /),, -  3p'j,)Pi 

P5

sim plifying and setting equal to zero:

divided by

„  2 2  Ps Pp — 3 p i
K  ч —<---- ï 1— Wl------  =  03 (PsPp — P p ) '3 Ps

к
(Ps Pp — Pp)1/a

and

from  this

2Ps Pp — Зрр =  0  

2 P s  =  3 p p  ,

2
Pp Ps-

Substitu ting th is into the second derivative and neglecting the coefficients o f  the  
binom ial expression:

(3Pp — 6 Pp) (1.5Pp — P p ) -----3  (3PÎ — 3pp)( lpp  — 3p*p) =  —3Pp 0.5Pp <  0 ,

thus the extrem e value is a m axim al one, so this is the greatest stiffness required.

P restressed  slidew ays c a n n o t be o p e ra te d  w ith  variab le  c lea ran ce  
because th e  c learance  can only be a d efin ed  v a lu e  fo r co n stru c tio n a l reaso n s, 
so th is  expression  is on ly  a help  from  th e  design  v iew po in t.

The su p p ly  p ressu re  was c o n s ta n t in  th e  above in v es tig a tio n s , w hile 
th e  pock e t p ressu re  w as va riab le  to  d e te rm in e  th e  o p tim u m  stiffness. V ariab le  
p o ck e t p ressu re  develops only in  p re s tre ssed  slidew ays, because o n ly  th e  
p o ck e t p ressu re  v a rie s  in  th is  ty p e  o f slid ew ay s (n a tu ra lly  s im u ltan eo u sly  in  
b o th  sides of th e  p o ck e ts , so t h a t  th e  lo ad  c a p a c ity  g en era ted  b y  th e  p ressu re  
in  one set o f p o ck e ts  equalizes th e  e x te rn a l lo ad , besides th e  lo ad  c a p a c ity  
o f th e  opposing p restressin g -p o ck e ts).

In  n o n -p restre ssed  slidew ays p o ck e t p ressu re  p p is a c o n s ta n t v a lu e  
d e te rm in ed  b y  th e  load  and  o th e r  o p e ra tiv e  co n d itio n s, and  su p p ly  p ressu re  
p x m ay  be a v a ria b le  va lue .

T he slidew ay stiffness based  on a n a lo g y  w ith  fo rm ula  (8) is:

w here

s =  K i (2i P p - p W \
Ps

( 10)
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F ro m  s '  — ds/dps

- “ F p P s —  ( P s P p  -  P p )  =  0

is g a in ed , from  w hich  p s == 3p p. The second  d e riv a tiv e  is:

2  Pp [ P p P s  +  ( P s P ' p — P p Y U] 

9  ( P s P ' p — P p ) 'UP s

Fig. 4.  S lidew ay stiffness versus pressure ratio p j p p  in  th e  case of prestressed and non-pre 
stressed slidew ays and capillary com pensation

T h e above in e q u a lity  is fu lfilled  w h e n e v e r (ps P p— p p) >  0 t h a t  m ean s 
P s  >  Ppi  w hich  is n a tu ra l ly  fu lfilled  in  th e  case o f p s =  3p p; so p s =  Ърр 
m e a n s  a m ax im u m  va lue .

F ro m  (10) s u b s ti tu t in g  K Y and  p s =  3p p a f te r  red u c tio n  we o b ta in :

0.696 Fredb'l’Po
^opt

r]'l* L ll> C'J>

F ig . 4 show s th e  c h a ra c te ris tic  o f  th e  stiffness o f  p res tre ssed  h y d ro ­
s ta t ic  slidew ays p lo tte d  ag a in s t p o ck e t p re ssu re  p p assum ing  p s =  10 k p /cm 2
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su p p ly  p ressu re ; m oreover i t  re p re se n ts  th e  ch a rac te ris tic s  o f th e  s tiffn e ss  
o f  n o n -p restre ssed  slidew ays assum ing  1 k p /c m 2 pocket pressure.

T he fea tu re s  o f  th e  slidew ays are  re p re se n te d  on Fig. 4.

IV. Optimum Constructional Features and Operative Conditions

D eriv a tin g  E q u . (6) w ith  re sp e c t to  th e  d ifferen t v ariab les  w e can 
d e te rm in e  th e  va lu e  o f each  v a riab le  g iv ing  o p tim u m  slidew ay s tiffn ess . F ro m  
E q u . (6) d e riv a tin g  w ith  respect to  L  a f te r  re d u c tio n  we arrive  a t :

_  ds  _  36 г] Fred CcPs bh3(b3 h6 — 144 r? L n- C2) 

dL  ^  (b2he -f- 24 »? Lbh3 Cc +  144 rj'1 L 1 C1)1

E q u a liz in g  (11) to  zero we o b ta in :

bh3

~  12 v C c ‘
( 12)

A fter d e te rm in in g  th e  second d e r iv a tiv e , neglecting  d e d u c tio n  and  
in se rtin g  (12), th e  n u m e ra to r  is

— 48 rj Cc b3 h3 <  0 ,

so th e  ex trem e  v a lu e  is m ax im u m , th u s  L  in  (12) rep resen ts th e  o p tim u m  
v a lu e , L  =  L opt.

rj an d  Cc in  E q u . (6) are like te rm s  to  L , th u s  we m ay  s im p ly  w rite :

Vopt
bh3

12 LCc ’
Cc opt

bh3 
12 rjL

(13)

E q u . (12) a n d  (13) m ay be ap p lied  to  b o th  th e  usual an d  p re s tre sse d  
h y d ro s ta tic  slidew ays since d ifference in  th e  stiffness of th e  slid ew ay  ty p e s  
appears in  th e  coeffic ien ts only.

T he le n g th  o f  free-periphery  b ap p e a rs  in  an  o th e r co m b in a tio n  th a n  
L ,  rj o r Cc, so th e  ex trem e  value h as  to  be d e te rm in e d  sep a ra te ly . D iffe re n ­
t ia tin g  E q u . (6) w ith  respect to  b a n d  s im p lify in g  it  we o b ta in :

w here

e ' _  ds _  A— ~ rr  — _  »
db В

(14)

A  =  36 rjLFred CcPt h- [(b'2h6 +  24 v  Lbh3Cc +  144 r/2 L-  Cc2) — b(26/i2+ 2 4  v  L h 3Cc)] 
and
В  =  (62 Л« +  24 rj Lbh3 Cc +  144 rç2 L 2 C2c)2 .
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T o  d e te rm in e  th e  e x tre m e  v alue  i t  is su ff ic ien t to  exam ine th e  b ra c k e te d  
te r m  o f  th e  n u m e ra to r , e q u a tin g  th is  to  zero  we arrive  a t:

12 r) L  Cc 
h3

(15)

D ifferentiating (14) w ith  respect to b it is again  sufficient to exam ine the num erator  
o f th e  resulting differential qu otien t. O m itting the particulars of the investigation

-  2 4 »? Lh3 Cc 496 r fV -C l  -  (496 r f V C l  -  288 r f l ï Q  +  288»/2L2Cf2) 96 r, L C ch ‘

is th e  resu lt, thus the free-periphery of the slidew ays determ ined by Equ. (15) g ives the  
g rea te st , th a t means optim um  stiffness o f slidew ays, therefore b =  b0,lt.

D ifferentiating Equ. (6 ) o f  slidew ay stiffness w ith  respect to clearance h no extrem e  
va lu e  resu lts, this also follow s from  the consideration th a t  by suitably decreasing the clearance 
th e  possib le  displacem ent can be reduced beyond all lim its, thus according to relation  s = dp/d/t 
th e  stiffn ess  increases m onotonously .

A s can be seen from  E qu. (6 ) slideway stiffness varies proportionally to  th e  surface 
area o f  slidew ays and supp ly  pressure p s, consequ en tly  no extrem e value can be found
b y  m od ify in g  these variables.

A s i t  can  be seen from  th e  form ulae o f o p tim u m s  w ith  respect to  w h ich ev er 
v a r ia b le ,  th e  equ a tio n s fo r d e te rm in in g  o p tim u m  slidew ay stiffness a re  id e n ­
t ic a l  to  each  o ther, shou ld  we w an t to  d e te rm in e  th e  g rea test s tiffn ess . T h is 
m e a n s  t h a t  th e re  is no s im u ltan eo u s  e x tre m e  va lu e  w ith  respect to  v a ria b le s  
L ,  rj, Cc, an d  b th e re fo re  if  th e  o p tim u m  is fix e d  w ith  respect to  one o f th e  
v a r ia b le s , so m odify ing  a n y  one of th e  o th e r  v a riab les (L, Cc an d  b) in  an y  
sen se  th e  slidew ay s tiffness decreases. M odify ing  w ith  th e  p ro p e r a m o u n t 
tw o  o r m ore  v ariab les  (re fe rred  to , L , rj, Cc a n d  b) in  th e  fo rm ula  d e te rm in ­
in g  o p tim u m  stiffness th is  n a tu ra lly  b rin g s a b o u t an o th e r o p tim u m , w hich  
m ig h t b e  id en tica l to  th e  o p tim u m  stiffness a t ta in e d  b y  an o th e r c o m b in a tio n  
o f  v a r ia b le s .

F ig . 5 shows a few  ca lc u la ted  v alues o f  slidew ay  stiffness p lo tte d  a g a in s t 
w id th  o f  la n d  L .  I t  can  be seen  from  th e  co u rse  o f curves 3— 7, t h a t  ch an g in g  
v isc o s ity  rj or d ischarge coeffic ien t Cc th e  v a lu e  o f  g rea te s t stiffness is th e  sam e, 
b u t  th e  locus of o p tim u m  is changed , th is  m ean s  th a t  i t  can  be fo u n d  a t  d if­
f e r e n t  v a lu es  o f w id th  o f la n d . M odifying th e  c learance  h, as can  be seen  from  
c u rv e s  1— 3, th is  in fluences n o t only  th e  locu s b u t  also th e  n u m erica l v a lue  
o f  o p tim u m  stiffness.

V. L east P ow er C onsum ption o f  H y d ro sta tic  Slideways

P o w er con su m p tio n  o f h y d ro s ta tic  slid ew ay s is com posed of th e  p u m p in g  
a n d  f r ic tio n  pow er loss:

N = N 1 +  N 2 Q v P s  +  >1 F l v '-

7500 t)pump 75 Л
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No 1 2 3 4 5 6 7

V 0.000 0005 0.000 000 5 0.000 000 5 0  0 0 0  0 0 0  2 0 . 0 0 0  0 0 0  1 0 . 0 0 0  0 0 0  1 0 . 0 0 0  0 0 0  1

Cc 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0 50 1 0

b 24 24 24 24 24 24 24
h 0 . 0 0 2 0.005 0 . 0 1 0 . 0 1 0 . 0 1 0 . 0 1 0 . 0 1

F  red 80 80 80 80 80 80 80
Ps 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0

Pp 5 5 5 5 5 5 5

Fig. 5. Slideway stiffness versus w idth of land L, in the case o f different operating charac­
teristics

Since th e  sh ea rin g  force g en era ted  be tw een  th e  surface o f th e  slidew ays 
accord ing  to  [1] p . 6. is

Pfr=

b ased  on th is , th e  pow er loss g en era ted  be tw een  th e  surfaces o f th e  slidew ays 
d u rin g  th e  tr a v e l  o f th e  m oving  p a r t

_P/rv _  Ц F, у2
2 75 75 A

In se rtin g  fo rm u la  (1)

у  _  b h 3 P p P , ______ y F 'V *  _  b h 3 p p p s y F , v *

1 2 ^ L 7 5 0 0 V m p  ^  75 A " 90 000 rjL Vpump 75 A
(16)

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



78 I. h a r k A n y i

W e can  de te rm ine  fro m  fo rm u la  (16) a c learance  h a t  w h ich  th e  pow er 
loss o f  th e  h y d ro s ta tic  slid ew ay s is th e  le a s t, o th e r  v a riab les  held  c o n s ta n t. 
D iffe re n c ia tin g  E q u . (16)

d N  bh2 p n p .  rjFjV2
N '  =  •

____ __  bh2p pp s______________
dh  30 000 rj L  t;pump 75 h

e q u a t in g  to  zero an d  re g ro u p in g :

b h 'P cP s

fro m  th is

a n d

400 rj L  t^pump
V F, V2,

hA =  V2 F l V2 400 Vpump

bPpPs

h =  hopt
V2 FjV2 400 L  »/pump =  4 47 V 1' v'1, F r  L '1, V(

bp p Ps

pump

b'Up'p'Ps'4
Since

N ’ --
d 2 N  
dh2

2  bh3 Pp Ps
30 000 tj h  ??pump

jnFpV^_
^  37.5 h3

co n seq u en tly  at clearance h determ ined b y  Equ. (17) the value of power loss is the least,, 
th a t m eans the optim um .

In  the practice it  is of secondary im portance to attain  the optim um  clearance regarding,, 
pow er loss beside other requirem ents, nam ely, slidew ay stiffness, precision o f m anufacture, 
oil consu m ption . Besides its  value generally cannot be freely fixed  in the case o f non-pre- 
stressed  hydrostatic  slidew ays, because hopA depends on the load besides the variables in its 
form ula.

D ifferentiating Equ. (16) o f  power loss w ith  respect to  v iscosity  of lubricant we can 
fin d  an  extrem e value:

IV' =

re g ro u p in g

e x p re ss in g  rj

V =

d N
d>]

Vopt

bb3 PpPs 
90 000 L  r]pump

b h 3 P p  p s__

90 000 L ^pump

1

V2

F fv r f  

75 h

Fpv2 
75 h

=  0 ;

bh4 Pp p s b h -  р'рг p'J2

1 200 L V m  F, V2 34.63 L 1'2 ^ mp F ]1* v

(18)

(19)

since  th e  second d e riv a tiv e  is:

TV" bh3 Pp pA
90 000 Epump

>  0 .

E q u . (18) gives th e  le a s t v a lu e  o f N ,  so (19) gives th e  o p tim u m  viscosity ,.
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T he lu b r ic a n t v isco sity  giving th e  le a s t  pow er loss is an  a t ta in a b le  
o p tim u m  in  th e  case o f p restressed  slidew ays p ro v id ed  th a t  all o th e r  v a r ia b le s  
are k n o w n ; in  th e  case o f no n -p restressed  slid ew ay s th e  d e te rm in a tio n  o f  r/opt 
m ig h t be in e x a c t because  o f th e  m o d ifica tio n  o f  clearance due to  in c id e n ta l  
load  v a r ia tio n .

Example .  Let us investigate  the prestressed slidew ays of the table of a surface grinder. 
L ength of guidew ays is 200 cm. Length of frec-periphery of slideways b =  1650 cm . Further  
data: L =  1 cm, rj =  2 • 10 “ 7 kp sec/cm2, p s — 15 kp /cm 2, p p =  10 kp/cm 2 based on form ula  
P p/ps = 2 / 3  valid at the optim um  stiffness of pretressed slidew ays F re(j =  1400 cm2, h =  10 ~ 3  cm  

Based on (4)

Cc =
bh<

1 2  7) L(ps
Pp ^  1.375

k p se c .

Fig. 6. Variation of clearance versus pocket pressure

Capillary throttling based on (2)

dc 128»; Cc 128 • 2 • 10 ~ 7 kpsec/cm 2 1.375 cm 5/kpsec
-7—  ------------------ -------------------------- ------ ----------------------- -—=------- r=<I1 2  • 1 0  ~ 8 cm J.lc n л

E.g.  if  l c =  2.28 cm, dc =  0.04 cm.
This capillary can be manufactured sim ilarly to  printed circuits. Oil consu m ption  

also based on (2 )

Qc =  Cc(ps — p p) =  1.375-iCm—  5 —— 6 . 8 8  — —- «X 0.413 1/min.
F kpsec cm 2  sec

The stiffness o f slidew ays from the doubled ( 6 )

_  9 ,  ___________72 7] E red L C c p s bh2________
!>s ~  b* he +  24 7] Lbh3 Cc +  Ш  г/г L* C? ~

72 • 2 • 1 0 - ’ • 1400 • 1 • 1.375 • 15 • 1650 • (1 0 ~ 3 ) 2 

~  16502-(1 0 ~3)| +  24 -2  • IO - 7 • 1-1650 • (1 0 - 8 ) 3  • 1.375 +  144 • (2 • 10 ~ 7) 2 - 1  • 1 .375 2  ^

1 2 . 8  • 1 0 « ^ - P- -  =  1280 —P~  .
cm  jum

If the w eight o f the table is 500 kp, the external load (cu ttin g  force) is 50 kp so the slidew ay  
is displaced 550 kp/1280 kp///m  =  0.43 / m  in its  counterpart, thus the in itial clearance  
of 10 fitn becom es 9.57 f im  at the lower surface and 10.43 /пт at the upper surface, as­
sum ing th a t the hydrostatical pressure varies in versely  proportionally to  the clearance  
variation, which is a good approxim ation according to  F ig . 6  in case of such a sm all change.
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D IE  BESTIM M UNG  D E R  OPTIM ALEN V E R H Ä L T N IS SE  D E R  DURCH K A P IL L A R E  
D R O SSE L U N G  K O M PE N SIE R T E N  H Y D R O STA TISC H EN  B E T T F Ü H R U N G E N

I. H A RK Á N Y I

ZUSAM M ENFASSUNG

Im  vorliegenden A ufsatz wird die Bestim m ung der größten Starrheit und der geringsten  
L eistungsaufnahm e der durch kapillare Drosselung kom pensierten , vorgespannten bzw . nicht 
vorgespann ten  hydrostatischen B ettführung vorgeführt. D as Studium  erstreckt sich, un ter  sonst 
fe stg e leg ten  Bedingungen, auf die Bestim m ung des op tim alen  W ertes für den Förderdruck, 
den K am m erdruck, den freien U m fang der D ich tun gsfläch e, die Breite der D ichtungsfläche, 
die V isk o sitä t, die kapillare Durchlässigkeit sowie für den Leistungsverbrauch. Im  A ufsatz  
w erden  die B etriebsverhältn isse festgestellt, unter denen  die im  Laufe der A bleitung voraus­
g ese tz te n  Bedingungen annähernd oder genau vorherrschen. Der Einfluß, den das Maß der 
A b w eich u n g  von den optim alen Verhältnissen auf die Starrheit der Bettführung ausüb t, 
w ird durch Diagram me veranschaulicht.

D É T E R M IN A T IO N  DES CONDITIONS OPTIMA D E  CONDUITES H Y D R O ST A T IQ U E S  
CO M PENSÉES PA R  O B T U R A T IO N  CAPILLAIRE

I. H A R K Á N Y I

RÉSUM É

L’étude présente la  déterm ination de la rig id ité m axim um  et du débit m in im um  des 
co n d u ites  hydrostatiques prétendues ou non, com pensées par obturation capillaire. E lle  
s’é ten d  égalem ent à la déterm ination , dans des cond itions données, des valeurs op tim a  de la 
p ression  d’alim entation, de la  pression de cavité, de la longeur de la circonférence libre de la 
bride, de l ’épaisseur de bride, de la viscosité, de la perm éab ilité  capillaire et du débit. L ’auteur  
d é fin it  les conditions de service dans lesquelles les cond itions supposées au cours de la dédu c­
tio n  so n t approxim ativem ent ou exactem ent produ ites. L’influence que l’écart par rapport 
a u x  cond itions optim a exerce sur la valeur de la r ig id ité  de conduite est illustrée par des 
diagram m es.
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ОПТИМАЛЬНЫХ РЕЖИМОВ ГИДРОСТАТИЧЕСКИХ 
ПРОВОДНИКОВ, КОМПЕНСИРОВАННЫХ КАПИЛЛЯРНОЙ ЗАГЛУШКОЙ

и . х а р к а н и

РЕЗЮМЕ

В данной работе показано определение наибольшей жесткости и наименьшей 
потребляемой мощности предварительно напряженного или не имеющего предвари­
тельного напряжения гидростатического провода, компенсированного капиллярной 
заглушкой. Рассматривается также определение наиболее выгодных значений давления 
питания, полостного давления, длины свободного периметра края провода, толщины 
края провода, вязкости, капиллярной пропускаемое™, а также расхода мощности при 
прочих неизменных условиях. В работе определяются производственные режимы, при 
которых принятые для вывода условия удовлетворяются приближенно или полностью. 
Влияние масштаба отступления от оптимального режима на значение получающейся 
жесткости провода наглядно изображено диаграммами.
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HYPERBOLIC PARABOLOIDICAL SHELLS 
OVER POLYGONAL PLAN

K. SZMODITS
DOCTOR O F TECHN ICA L SC. 

BUILDING R ESEA R C H I IN ST IT U T E , BU DA PEST

[Manuscript received A ugust 21, 1962]

The paper deals w ith the dim ensioning of shell structures the plan form  o f w hich is 
a regular polygon. The shells in question consist o f  hyperbolic paraboloidal shell sectors 
joined to each other along the diagonal ribs. The edges o f these shells lying above th e  lateral 
sides of the investigated  polygonal sectors are entirely free, where in compliance w ith  boundary  
conditions all edge forces have to disappear. H ow ever, owing to  reasons of sy m m etry  axial 
forces acting along the edges joined to th e  ribs are in  equilibrium , while m em brane shear 
forces are borne b y  the ribs them selves. Therefore, no boundary conditions are to  be found  
here. For a constant load and dead load approached by a polynom  the deduced stress function  
constitutes an exact and closed solution. T he paper further deals w ith the d im ensioning o f the  
ribs and is com pleted b y  a numerical exam ple.

1. In tro d u c tio n

Shells consisting  of h y p erb o lic  p a rab o lo id ica l elem ents a n d  u se d  to  
cover p lan s o f reg u la r polygonal sh ap e  m a y  p re se n t aesth e tica lly  a t t r a c t iv e  
so lu tions o f g re a t v a r ie ty . The id e n tic a l h y p e rb o lic  parabo lo id ica l e le m e n ts  
b u ild ing  u p  th e  shell are  jo ined  a long  th e  d ia m e te rs  o f th e  reg u la r  p o ly g o n  
an d  one o f  th e ir  geom etrica l m ain  axes is th e  ax is  o f sy m m etry  o f th e  tr ia n g le  
in c lu d ed  b y  a d ja c e n t d iam eters (F ig . 1). A rches re s tin g  on d iscreet fo u n d a tio n s  
are  fo rm ed  a long  th e  jo in t line o f each  p a ir  o f  a d ja c e n t shell e le m e n ts , i.e., 
over each  d iam e te r. Ow ing to  sy m m e try  th e  co m p o n en ts  norm al to  th e  p lan e  
o f th e  arches o f  forces tra n sm itte d  fro m  th e  e lem en ts  to  th e  arches a re  b a la n c e d , 
while th e  co m p o n en t ly ing  in  th e  p lan e  o f th e  a rches is carried  b y  th e  a rch  
itse lf. In  keep ing  w ith  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s o f  su p p o rt of th e  h y p e rb o lic , 
parab o lo id ica l e lem en ts, th e  edges along th e  sides of th e  po lygon a re  free 
edges w here no edge forces develop . The b o u n d a ry  conditions c o n ta in  no 
c rite ria  co ncern ing  th e  edge forces d ev e lop ing  a long  th e  arches. A cco rd in g ly  
th e  v e rtic a l lo ad  on th e  shell e lem en ts  is c a rr ie d  b y  th e  diagonal a rch es .

F o r d ead  lo ad  th e  shell can  be  an a ly sed  b y  th e  m em brane th e o ry , i.e., 
w ith o u t ta k in g  th e  b en d in g  s tre n g th  of th e  shell e lem ent in to  c o n s id e ra tio n . 
A so lu tion  o f  th is  p rob lem  was p u b lish ed  b y  F . C a n d e l a  in  th e  J o u r n a l  o f  the 
A C I ,  V. 32 (1960), October, pp . 353—-371 (G enera l F orm ulae fo r M em b ran e  
S tresses in  H y p erb o lic  P a rab o lo id ica l Shells). A  d isad v an tag e  to  th is  so lu tio n  
is th e  in v o lved  num erica l w ork re su ltin g  from  th e  use o f th e  oblique c o o rd in a te
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s y s t e m  in  s a t i s f y in g  t h e  b o u n d a r y  c o n d it io n s .  A n  o r t h o g o n a l  c o o r d in a t e  s y s t e m  

i s  u s e d  in  t h e  s o lu t io n  t o  b e  d e s c r ib e d  h e r e a f t e r  i n  w h ic h  t h e  s t r e s s in g  fo r c e s  

a r e  e x p r e s s e d  in  a  c lo s e d ,  f i n i t e  fo r m  a n d  w h ic h  is  c o n s e q u e n t ly  a p p r e c ia b ly  

s i m p le r  t h a n  t h e  s o l u t io n  b y  Ca n d e l a .

2. C alcu la tion  of the  Shell E lem en ts

T h e  shell e lem en t o v e r th e  polygon se g m e n t shou ld  be described  b y  th e  
fo rm u la  :

z ( 1 )

T h e  d e a d  load  on th is  su rface  should be a p p ro x im a te d  b y  th e  fu n c tio n

q =  P / l  + * *  +  ** =  P V l  +  cex* +  p y *  ~

** p ( l  +  ax2 +  by2),

w h e re  p  is th e  w eight o f  a shell elem ent o f  u n i t  surface area. T he c o n s ta n ts  
a  a n d  b are  d e te rm in ed  b y  p e rim e tra l co llo ca tio n  in  a w ay as to  y ie ld  id e n tic a l 
v a lu e s  fo r  th e  ex ac t a n d  a p p ro x im a tin g  d e a d  w e ig h ts  a t th e  p o in ts  R  a n d  Ô.

P u c h e r ’s well k n o w n  equ a tio n s d e fin in g  th e  m em brane forces a re , for 
th e  a p p ro x im a tin g  d e a d  w eig h t are

N x -\- N'xy =  0; N ÿ  -f- N xy =  0 ,  ^

a N x —  ß  N y +  p ( l  +  ax2 +  by2) =  0 ,
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w here th e  o v erh ead  d ash  deno tes reduced  s tre ss in g  forces o b ta in ed  b y  p ro je c t­
ing  th e  stressing  forces to  th e  x, y  p lane a n d  b y  re la tin g  th e  s tre ss in g  force 
to  th e  p ro jec ted  in fin ite s im a l e lem ent, w hile co m m a an d  p o in t ind ices d en o te  
d iffe ren tia tio n  acco rd in g  to  x  and  y ,  re sp ec tiv e ly .

E qs. (2) an d  th e  above b o u n d a ry  co n d itio n s  are  sa tisfied  b y  th e  fo llow ing 
s tressing  forces:

N y = - ^ ( y 0 - y Y ,
a

N x =  -

N

1 -)- a x 2 -f- by2
aß

( J o  — y  Y (3)

pa
xy х ( У о ~ У ) -

T he above E q s. (3) th u s  form  th e  so lu tio n  o f  th e  s tru c tu ra l shell p ro b lem .

3. C alculation of th e  A rches

In  an inc lined  p lan e  inc lud ing  th e  ang le  q w ith  th e  y  axis, i.e., a long  th e  
p arab o lica l a rches b e tw een  th e  shell e lem en ts , th e  stressing  forces Nç  an d  
Ntq  o f th e  m em b ran e  s tre ss  cond ition  d esc rib ed  b y  E q . (3) can be ex p ressed  
w ith  th e  fam ilia r re la tio n sh ip  re la tin g  to  p la n e  s tre ss  cond itions (F ig  2) in  
th e  follow ing m an n e r:

N ( =  N x cos2 q> -|- N y s in2 <p — N xy sin 2 <p,

N ^  =  ( N x — N y) sin (p cos <p +  N xy (cos2 cp — sin2 <p).

T he eq u a tio n

(4 )
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o f  th e  sh e ll surface is in  th e  £, rj sy s tem  o f co o rd in a tes  (F ig. 1):

z =  —  (£2 cos2 cp £r\ sin  2 cp -f- r f  s in 2 <p) —

О
— —  (t]2 cos2 <p — £rj sin  2 (p -(- £2 sin2 <p),

__птшПТПИПИИ
p

/cos \F \

#  /  x

Fig. 3

w h e n c e  fo r £ =  0
Э z
----  =  ta n  о =
d£

V
2

(a -)- ß ) sin  2 <p.

T h e  a rc h  is su b jec ted  to  th e  v e rtic a l co m p o n en t 2N  £ ta n  Q o f th e  forces 
N  £ a c tin g  from  tw o sides a n d  to  th e  sh ea rin g  forces 2N in. T he v e r tic a l load  
o n  th e  a rc h  is th u s (F ig  3.):

41T1 ?/ — —
q = 2  N  £r)-----------f- 2 ta n  q =  2 ta n  & -|- 2 N ç  ta n  p (5)

co s$
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w h e r e  ô =  ô(r j )  is  t h e  s lo p e  o f  t h e  a r c h . T h e  h o r iz o n t a l  f o r c e  o n  t h e  a r c h  is :

РОЯ Î?
p  =  2 N i v ^ - —  =  2 N i v c o t & .  ( 6 )

s in  и

4. N um erical E xam ple

Let us determ ine the stressing forces in the shell elem ents o f the shell roof over the 
quadratic plan shown in Fig. 4 for case o f dead load. The w eight o f the unit surface of the 
shell is p  — 0.3 Mp/m2.

The equation describing the shell surface is:

2  =  0 .08*2 -  0 .0 15y2.

The exact dead-load function  is

q =  0.3 f f ~ ±  0.0256** +  0.0009y*.

Determ ination of the approxim ating dead weight by peripheral collocation:

/ 1  ±  2,56 ±  0.09 =  1.910 ,

/ 1  +  0 .64  -I- 0.09 =  1.315.

The collocation functions are thus :

1 -I- 100a +  1006 =  1.91 

1 +  25a ±  1006 =  1.315

a — 0.00794 Д -  ; 6  =  0.00116 Д -  
n r  in-

Table I

Sign o f  poin t xm Ут
M y —  M n

N*— fm2 ' m Nг' ^ Г

la ± 0 . 0 0 . 3 3 5 - 2 . 0 9 5

1 6 ± 2 . 5 0 . 3 5 0 - 2 . 1 8 5

lc ± 5 . 0 1 0 . 0 0 . 3 9 4 - 2 . 4 6 0 0 . 0 0 0 . 0 0

Id ± 7 . 5 0 . 4 6 9 - 2 . 9 3 0

le ± 1 0 . 0 0 . 5 7 2 - 3 . 5 8 0

2 a ± 0 0 . 3 2 0 - 2 , 0 1 7 4 0 . 0 0

2 6 ± 2 . 5 7 . 5 0 0 . 3 3 4 - 2 . 1 0 2 4 — 0 . 0 9 3 1 ± 0 . 1 8 6

2 c ± 3 0 0 . 3 7 9 — 2 . 3 8 2 4 ± 0 . 3 7 2

2d ± 7 . 5 0 . 4 5 4 - 2 . 8 5 7 4 ± 0 . 5 5 9

3 a ± 0 . 0 0 . 3 0 8 — 1 . 9 9 4 8 0 . 0 0

3 6 ± 2 . 5 5 . 0 0 . 3 2 3 — 2 . 0 8 9 8 - 0 . 3 7 2 5 ± 0 . 3 7 2

3c ± 5 . 0 0 . 3 6 8 - 2 . 3 6 9 8 ± 0 . 7 4 5

4a ± 0 . 0 0 2 . 5 0 . 3 0 2 - 2 . 0 4 2 0 — 0 . 8 3 8 0 . 0 0

4 6 ± 2 . 5 0 0 . 3 1 7 - 2 . 1 3 7 0 —  0 . 5 5 9

5a 0 . 0 0 . 0 0 . 3 0 0 - 2 . 1 5 4 0 - 1 . 4 9 0 0 . 0 0
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and th e  approxim ating dead w eight is

q =  0.3(1 +  0.00794*2 +  О.ООПбу2).

T he stressing forces:

N x =  - 1 ,8 7 5 ( 1  +  0.00794*2 +  О.ООПбу2) -  0.00279(10 -  у )2 , 

Ny  =  —0.0149(10 -  у )2 ,

N xy =  —0.0298х(10 -  у ) .

T he stressing forces at d ifferent p o in ts of the shell are presented in Table I.

ZUSAM M ENGESETZTE H Y PE R B O L ISC H E  PAR A BO LO ID SC H A L E  
Ü B E R  E IN EM  V IE L E C K G R U N D R ISS

K. SZMODITS

ZUSAM M ENFASSUNG

Im  Aufsatze wird die B em essung von über einem  regulären Vieleckgrundriß aufgebauten  
Schalenkonstruktionen b ehan delt, die aus entlang der D iagonalrippen aneinander angeschlos­
senen  hyperbolisch paraboloidalen Schalensektoren zusam m engesetzt sind. D ie Ränder der 
über den  untersuchten G rundriß-Sektoren liegenden Schalen, die über den Seiten des V iel­
eckgrundrisses hegen, sind vo llkom m en frei, wo im  Sinne der R andbedingungen säm tliche 
R an dk räfte  zu verschwinden haben. Entlang der an die D iagonalen angeschlossenen Ränder 
sind aber die Axialkräfte a u f Grund der Sym m etrie im  G leichgew icht, während die Membran- 
Scherkräfte von den R ippen aufgenom m en werden, daher bestehen hier überhaupt keine 
R andbedingungen. Die abgeleitete Spannungsfunktion liefert im  Falle einer ständigen Belastung  
und einer durch ein P olyn om  angenäherten E igen last eine exakte, geschlossene Lösung. 
D er A ufsatz  befaßt sich ferner m it der Bem essung der R ippen und ist auch durch ein Zahlen­
beisp ie l ergänzt.

V O U E S  COMPOSÉS E N  PA R A B O L O ÏD E  H Y P E R B O L IQ U E  CONSTRUITS  
S U R  U N E  BASE PO LY G O NA LE

K. SZMODITS

RÉSUM É

L ’auteur traite du calcul de voiles com posés de paraboloïdes hyperboliques construits 
sur un  polygone régulier et se recontrant le long des arcs diagonaux de ce dernier. Dans les 
v o iles  étudiés construits sur les segm ents du plan, le bord correspondant au côté de la base 
p oly g o n a le  est un bord libre, où to u te s les forces de rive doivent disparaître selon les conditions 
au contour. Mais com me pour des raisons de sym étrie, les forces axiales son t en équilibre le 
lon g  des bords situés le long des diagonales et les cisaillem ents de m em brane sont équilibrés 
par les arcs, il n’existe pas ici de conditions au contour. La fonction de tension  donnée pour 
une charge constante et un poids propre approché par un  polynôm e perm et une solution de 
form e fin ie . L’auteur traite encore du dim ensionnem ent des arcs et term ine l’étude par un 
ex em p le  numérique.
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КОМБИНИРОВАННАЯ ОБОЛОЧКА ИЗ ГИНЕРБОЛУЧЕСКИХ НАРАБОЛОИДОВ 
НАД МНОГОУГОЛЬНЫМ ОСНОВАНИЕМ

К. с м о д и ч

РЕЗЮМЕ

Статья занимается расчетом оболочек, состоящих из гиперболических парабо­
лоидов, сопряженных вдоль диагональных ребер правильного многоугольника, служа­
щего основанием. Край оболочек над исследованными сегментами основания представ­
ляет собою свободный край, где по краевым условиям должны исчезнуть все действу­
ющие по краю силы. Однако, вдоль краев, расположенных вдоль диагоналей, по причи­
нам симметрии осевые силы находятся в равновесии, а мембранные срезающие усилия 
поглощаются ребрами, и поэтому здесь нет краевых условий. Сообщенная функция нап­
ряжения для постоянной нагрузки и нагрузки от собственного веса, приближенного 
многочленом, дает строгое замкнутое решение. Статья занимается также расчетом ребер 
и приводится числовой пример.
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RÉSISTANCE DU BÉTON ET DES FILS EMPLOYÉS 
DANS LES BÉTONS PRÉCONTRAINTS PAR ADHÉRENCE, 

SOUMIS A DES CHARGES PULSATIYES

R. K O ZAK
ÉCOLE PO LY TECH N IQ U E D E POZNAN 

[M anuscript présenté le 5. O ctobre, 1962]

Les recherches décrites portaient en principe sur les m atériaux em ployés dans les 
bétons précontraints par adhérence. Les résu ltats de ces recherches ainsi que la m éthode  
em ployée par l’auteur p eu v en t être appliqués, pour la p lupart, aux bétons précontraints par 
c lavetage. On peut constater  en général qu’en cas d ’in fluences dynam iques et pulsatives, la 
résistance des m atériaux em ployés dans les bétons précontraints dim inue en m oyenne de 
50%  en comparaison de la résistance à la charge statique.

In tro d u c tio n

Les élém ents e t  co n stru c tio n s p ré c o n tra in ts  so n t soum is à des charges 
non  seu lem ent s ta t iq u e s , m ais, à un  degré v a r ia b le , d y n am iq u es  aussi.

Les élém ents de  p lan ch ers  e t de fo n d a tio n s  de l’a rc h ite c tu re  in d u strie lle , 
les fo n d a tio n s des m ach in es , les re v ê te m e n ts  p ré c o n tra in ts  des ro u te s , les t r a ­
verses e t les po n ts  de  to u s  typ es su b issen t des réac tio n s  d y n am iq u es cons­
ta n te s .

Les réactions d y n am iq u es  a y a n t  une g ra n d e  in fluence  su r la durée des 
co n stru c tio n s  p ré c o n tra in te s , l ’a u te u r  a fa it des é tu d es  sy s tém a tiq u es  su r les 
p r in c ip a u x  m a té r ia u x  em ployées d a n s  les b é to n s  p ré c o n tra in ts .

Le b u t de ses rech erch es é ta it  l ’é ta b lis se m e n t des tensio n s-lim ites  m ax im a 
ju s q u ’auxquelles des ten sio n s au g m en tées  p a r  des in fluences d y n am iq u es 
p e u v e n t p a ra ître  p é rio d iq u em en t, à p a r t  les te n s io n s  s ta tiq u e s . Les ré su lta ts  
de ces recherches p e rm e tte n t  aussi de  d é te rm in e r  les coeffic ien ts de sécurité  
de la construc tion  en  b é to n  p ré c o n tra in t p o u r les charges d y nam iques.

Comme l’é te n d u e  des q u a n tité s  de charges a é té  fixée , su r la base des 
ty p e s  é trangers, au  n o m b re  de 2 m illions de v ib ra tio n s  p o u r les d iffé ren ts cas 
de charges, les rech e rch es  au ra ien t exigé des ex p érien ces  de longues années. 
A ussi l ’au teu r a -t-il a d o p té  l’usage d ’u n  c e r ta in  n o m b re  d ’ap p are ils  n o u v eau x  
d ’un e  conception o rig in a le , qui on t perm is de sim p lifie r la  m éth o d e  e t réd u ire  
a in si la  durée des rech erch es  à que lques années à peine.
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1. Étude du béton

E n  é ta t  non chargé, le b é to n  su b it g én éra lem en t une p ré c o n tra in te  qui
s’é lèv e  de  150 à 250 k g /cm 2.

E n  v u e  de co n sta te r  la  ré s is ta n c e  des b é to n s  au x  v ib ra tio n s  d y n a m iq u e s , 
l ’a u te u r  a fa it des essais de ré s is ta n c e  à la  charge s ta tiq u e  a insi q u ’a u x  c h a r­
ges p u lsa tiv e s  variab les, s u r  des é p ro u v e tte s  cy lin d riq u es de 0  8 cm . Ces 
essa is  o n t  é té  fa its sur un p u ls a te u r  un iv erse l p rév u  p o u r les forces de :

0 à 20 to n n es,
0 à 50 ,,
0 à 100

Le p u ls a te u r  trav a ille  au x  fré q u e n c es  de 250 e t 500 v ib ra tio n s /m in . L a  résis­
ta n c e  a u x  v ib ra tio n s d y n a m iq u e s  a é té  choisie te lle  que le b é to n  so it écrasé 
à d e u x  m illions de v ib ra tio n s .

L a  résistance  du  b é to n  à la  s tr ic tio n  s ta tiq u e , é tab lie  com m e m oyenne 
de 6 c y lin d re s  d ’essai de 8 cm , s’é lev a it à 570 kg/cm 2. Le b é to n  u tilisé  p o u r 
les b é to n s  p réco n tra in ts  d o it a v o ir  u n e  résis tan ce  de 500 à 600 k g /cm 2.

a )  A d m e tta n t une p ré c o n tra in te  d u  b é to n  de ad =  150 k g /cm 2, on a 
so u m is  6 cylindres d ’essai de 8 cm  de R w =  570 kg/cm 2 à des v ib ra tio n s  d y n a ­
m iq u e s  à  p a r t ir  de ad =  150 k g /cm 2 ju s q u ’au x  d ifféren tes lim ites  au g m en tées  
g ra d u e lle m e n t, chaque fois p o u r  2 m illions de v ib ra tio n s .

A p rè s  2 m illions de v ib ra t io n s , les é p ro u v e tte s  é ta ie n t usées à ag =  380 
k g /c m 2. L a  résistance d e s tru c tiv e  s ’é lev a it à ag =  380 kg/cm 2. =  0,666 R w.

L es quo tien ts  des te n s io n s  co rresp o n d an tes  s’é lèv en t à:

a d 150

° g 380

°d 150

R lv 570

_ 380

R w 570

0 ,3 9 5 ,

0 ,2 6 3 ,

0,666.

b )  A d m e tta n t une  p ré c o n tra in te  d u  b é to n  de ad =  250 k g /cm 2, on a 
so u m is  6 cy lindres d ’essai de 8 cm  de R w — 570 kg/cm 2 à des v ib ra tio n s  d y n a ­
m iq u e s  à p a r t i r  de ad — 250 k g /cm 2 ju s q u ’au x  d iffé ren tes lim ites au g m en tées  
g ra d u e lle m e n t, chaque fois p o u r  2 m illions de v ib ra tio n s .

L a  d estru c tio n  a v a it lie u  ap rès  2 m illions de v ib ra tio n s  à erg =  425.. 
k g /cm 2. L a  résistance d e s tru c tiv e  s’é lev a it à ab =  425 kg/cm 2 =  0,740 R w.
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Les q u o tien ts  des tensions co rresp o n d an tes  s ’é lèv en t à:

<*d 250

ag 425

<*d 250

K 570

ag 425

K 570

=  0,588 , 

0 ,4 4 0 , 

=  0 ,745 .

Les figures 1 e t  2 re p ré se n te n t l ’in s ta lla tio n  u tilisée  po u r les recherches. 
Les recherches d é c rite s , ainsi q u ’u n  certa in  n o m b re  d ’é tu d es in d irec tes  o n t 
perm is de fixer l’é te n d u e  des ré s is tan ces  m ax im a ag d u  b é to n  en cas d ’au g m en ­
ta t io n  des tensions in férieu res ad de zéro à 0,9 R w s ta tiq u e .

Fig. 1. Pulsatcur universel de 250 et 500 vibrations/m in. L’éprouvette  cylindrique de béton  
de 0 8  cm  y  est soum ise à 2  millions de vibrations pulsatives

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



9 4 R. KOZAK

F ig . 2 . D ispositif spécial p o u r  l’é tu d e  p u lsa tiv e  de cy lin d res de b é to n  d an s u n  p u lsa te u r  u n i­
versel

L a  fig . 3 illu stre  les ré su lta ts  de ces recherches.
Ils  ne sont v a lab le s , en  p rinc ipe , que p o u r  le b é to n  de q u a lité  R w = 5 7 0  

k g /c m 2, m ais co n co rd en t assez b ien  avec les ré su lta ts  d ’a u tre s  a u te u rs .

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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Le d iagram m e p e rm e t d ’é ta b lir  les conclusions su iv an tes :
1° E n  fonction  de l ’a u g m e n ta tio n  de la  p ré c o n tra in te  du  b é to n  ad, la 

ré s is ta n c e  à la s tr ic tio n  d u  b é to n  soum is à une  charge  d y n a m iq u e  s ’acc ro ît; 
p a r  co n tre , la  différence e n tre  la  ten sio n  p ré c o n tra in te  in itia le  errf e t  é c ra sa n te  
Og d im inue .

2° L ’a u g m en ta tio n  e ffec tive  des ten sio n s dan s le b é to n  so u m is à des 
ch a rg es  d ynam iques é q u iv a u t en p ra tiq u e  à 5 —10%  to u t  au  p lus des ten sio n s 
s ta t iq u e s ;  on p eu t donc a d m e ttre  que p o u r c e tte  q u a lité  de b é to n , la  ré s is tan ce  
à la fa tig u e  du  b é to n  se tro u v e  b ien  au-dessus de la  lim ite  de p ré c o n tra in te .

3° La résistance  d u  b é to n , au  m oins d eu x  fois p lus g ran d e  q u e  la  p ré ­
c o n tra in te , su ffit p o u r l’adm ission  des accro issem en ts de ten s io n s  p ro d u ite s  
p a r  une  réaction  d y n am iq u e , si l ’on dispose de coefficients de sû re té  de v a leu r 
assez élevée.

2. Étude des fils

2.1 . Caractéristique des f i l s  em ployés dans les bétons précontraints

Les fils d ’acier de p e t i t  d iam è tre  e t de h a u te  rés is tan ce  so n t les é lém en ts  
de la  p ré c o n tra in te  du  b é to n . On o b tie n t des fils de h a u te  ré s is ta n c e  p a r  un 
é tira g e  rép é té  à fro id . A m esure  de la  d im in u tio n  du  d iam è tre , on o b t ie n t  des 
fils d ’une plus h a u te  ré s is tan ce  à la  ru p tu re . Ces fils so n t c a ra c té r isé s  p a r:

a )  le coefficient d ’é la s tic ité  E ,  qui s’élève de 1,900 000 à 2,100 000 kg/em -;
b)  ffo.oi la lim ite  d ’é la s tic ité  à l’a llo n g em en t résiduel A  l x =  0 ,01%  

s’élève de 40 à 70%  de la  ré s is tan ce  à la ru p tu re  du  fil;
a J ао,г la  lim e de p la s tic ité  à  l ’a llo n g em en t résiduel A 12 — 0 ,2 %  

s ’élève de 80 à 90%  de la  ré s is tan ce  à la  ru p tu re  du  fil;
d )  e =  ( 1 1 )Д  — a llo n g em en t u n ita ire  d u  fil;
e )  R zr — lim ite  de ru p tu re  du  fil.
E n  Pologne, on u tilise  p o u r  les b é to n s  p ré c o n tra in ts  des fils  de 1,0, 1,5 

e t 2,5 m m  de d iam ètre , e t  à l ’é tra n g e r  des fils lisses e t en ta illé s  ju s q u ’à un 
d ia m è tre  de 5 m m , in c lu s iv em en t. On a c o n s ta té  e x p é rim e n ta lem e n t q u ’à
2,0 m m  de d iam ètre , des g lissem en ts de fils  p e u v e n t d é jà  se p ro d u ire . E n  
gén éra l, les fils a rran g és d a n s  le b é to n  so n t sim ples e t d ro its . P o u r  am élio re r 
l’ad h ésio n  du  bé to n , on p e u t aussi fa ire  usage de fils en tre lacés e t  e n ta illé s . 
E n  P o logne, on em ploie o rd in a ire m e n t des fils é tirés à fro id  san s t r a i te m e n t  
f in a l. Le procédé de re lâ c h e m en t a u ra it  co n sid é rab lem en t am élio ré  l ’ho m o ­
g én é ité  d u  fil, ainsi que  to u te s  les ca ra c té ris tiq u e s  de la ré s is tan ce .

2 .2 . Résistance des f i l s  à la rupture statique

A fin  d ’é tu d ie r les c a ra c té ris tiq u e s  de ré sis tan ce  des fils de h a u te  ré s is­
ta n c e  p ro d u its  en P ologne, on a d ’ab o rd  soum is à la  ru p tu re  des fils  de 1,0,
1,5 e t 2,5 m m  de d iam è tre .
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Les recherches d e v a ie n t  dém on tre r les lim ite s  d ’élastic ité , de p las tic ité  
e t  de  résistance à la  r u p tu r e  s ta tiq u e . C o n fo rm ém en t à la  norm e polonaise  
P N -H . 04310 c o n c e rn a n t le s  fils fins d ’u n  d ia m è tre  in fé rieu r à 6 m m , on a 
m e su ré  l’allongem ent su r  u n e  longueur de 250 m m , q u a n d  les norm es déta illées 
d e s  recherches ne p ré v o y a ie n t  pas une a u tre  lo n g u e u r. E n  dehors des essais 
d e  ré sis tan ce  sur fils s im p le s , on a aussi soum is à la  ru p tu re  des fils d o u b lem en t 
e n tre la c é s , les fils e n tre la c é s  é ta n t  égalem ent u tilisé s  dan s les b é to n s p ré c o n t­
r a in ts .

2 .3 . Recherches sur f i l s  s im p le s

Des essais s ta t iq u e s  d ’é tirag e  des fils o n t  é té  effectués su r une  m ach ine  
d e  tra c t io n  h y d ra u liq u e , e n tr e  les lim ites de fo rce  é tira n te  de 500 kg  e t de

F ig . 4. D ispositif spécial pour la  fix a tio n  des fils sur des roues à coulisses de 0  100 m m , é 
m inant la f issu ra tio n  prématurée des fils  dans les mâchoires

1000 kg , selon le d ia m è tre  des fils. La f i l t r a t io n  des fils de h a u te  rés is tan ce  
p a r  des m âchoires c o n iq u e s  norm ales est d iffic ile . Les ré su lta ts  so n t d ivers, 
le u r  d ispersion est c o n s id é ra b le , la  ru p tu re  se p ro d u i t  to u t  p rès de la  m âcho ire .

E n  vue de ré d u ire  l ’in flu en ce  défavo rab le  de la  f ix a tio n  p a r  coins, on a 
f ix é  les fils dans u n  a p p a re i l  spécialem ent c o n s tru it ,  d ans lequel les ex trém ité s  
d e  fils  son t bobinées à d e u x  to u rs  sur des p o u lies  de 100 m m  de d iam ètre  
(fig . 4 ). La longueur m e su ra b le  é ta it de 250 m m .

Tableau 1

Caractéristiques mécaniques des f i ls
V aleurs normatives Valeurs réelles

M oyenne 
en  m m

Écarts 
admissibles 

en mm

L im ite
Allongement

m inim um
«20

Expérimentales

de p la s tic ité  
02

kg /m m 2

de résistance 
Rzr

kg/m m2
^oa

kg/m m 2
Rzr

kg/m m2
Allongement

«20

1 , 0 ± 0 , 0 2 2 0 0 250 3 185 250 2 , 8

1,5 ± 0 ,0 3 190 240 3 233 248 3

2 , 0 ± 0 .0 4 180 230 3 non étudié

2,5 ± 0 ,0 5 170 2 2 0 3 186 214 2 , 8
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Fig. 5. D iagram m e tensions-allongem ents des fils de 0  1,2 m m  
Rzr =  205 kg/m m 2, a 0 2 =  185 kg/m m 2, cr0 0 2  =  132 kg/m m 2, cr0 0I =  124 kg /m m 2. 

2 ,8 % de l’allongem ent m esuré après la rupture du fil, pour une longeur m esurable  
l tl =  150 mm .

Fig. 6. Diagram m e tensions-allongem ents des fils de 0  1,5 m m  
K2r =  248 kg/m m 2, tr0  2 =  233 kg/m m 2, cro oi =  187 kg/m m 2, <70,oi =  166 kg /m m 2 

a — 3% de l’allongem ent m esuré après la rupture du fil, 
pour une longueur m esurable /„ =  250 mm.
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Le T ableau  I  m e t en  v u e  les m oyennes de  5 essais de ru p tu re  de fils de 
d iffé re n ts  d iam ètres , en  com paraison  avec les ex igences n o rm atives.

Les m esures des d é fo rm atio n s  on t é té  e ffec tu ées  à l’aide d ’ex te n so m è tre s  
de  200 m m  de base .

Les d iag ram m es des tensions et a llo n g em en ts  des fils de 1,5 e t  2,5 m m  
s o n t rep résen tés su r  les f ig u re s  5, 6 e t 7.

Les m esures des a llon g em en ts  après r u p tu r e  o n t donné,

p o u r  la longueur m e a su ra b le  1 =  150 m m , u n  allongem ent de 3 ,0 % ,
„  „  „  „  1 =  250 m m  „  „  „  2 ,8 % .

Fig. 7. D iagram m e tensions-allongem ents des fils  de 0 2,5 mm  
R zr =  214 kg/m m 2 a a 2 =  186 kg/m m 2 cr0>oa =  147 kg/m m 2 <7 00l =  126 kg/m m 2 

a — 2 , 8 % de l’allongement m esuré après la rupture du 
f il, pour une longueur m esurable l0 =  250 mm  

c — 56%  réduction de la diam ètre

Sur le base des rech e rch es  effectuées, o n  a p u  co n sta te r q u ’av ec  l ’a u g ­
m e n ta tio n  de la lo n g u e u r  m esurable, l ’a llo n g e m e n t m esuré après la  ru p tu re  
d im in u e .*

2 .4 . Recherches sur f i l s  entrelacés

E n  vue d ’a u g m e n te r  l ’adhésion des fils  d a n s  les bétons p ré c o n tra in ts , 
o n  em plo ie parfo is des f ils  en trelacés. D ans le cas donné, on u tilisa it des fils

* Pour plus de d éta ils , vo ir  l’article Problèm es de résistance et technologie des fils  
de haute  résistance. — R o m a n  K ozak , lnzyn ieria  i B udow nictw o  (1961), Nr. 4.
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en tre lacés  d eux  à deu x , d ’u n  d ia m è tre  de 1,2 ou de 1,5 m m , c h a q u e  p a ire  de 
fils a y a n t  un  pas d iffé ren t d é p e n d a n t du  d iam è tre .

L a tresse  en fil do u b le  0  1,2 m m  a v a it  un  pas de 5 cm
,, ,, ,, ,, ,, 0  1,5 m m  ,, ,, ,, ,, 10 cm

A fin  de défin ir les c a ra c té ris tiq u e s  de résis tan ce  des fils d o u b lem en t 
en tre la c és , e t plus sp éc ia lem en t p o u r  d é te rm in er la  différence e n tre  la  résis­
ta n c e  à la  ru p tu re  a u x  charges s ta tiq u e s  des fils sim ples e t des fils  en tre lacés , 
on s’es t servi d ’une m ach in e  de tra c tio n  h y d rau liq u e  p o u r te n d re  les fils 
d o u b lem en t en tre lacés. L a  f ix a tio n  des fils a é té  effectués au  m o y en  de poulies, 
avec  le d isp o sitif  dé jà  d é c r it. Les ré su lta ts  des recherches é ta ie n t les su iv a n ts :

F ils  de 0  1,2 m m  doublement entrelacés

L a résistance  à la  ru p tu re  d u  fil s’élève à R'r — 186/m m 2. P a r  c o n tre , la 
ré s is tan ce  d ’un fil d ro it R r =  205 kg/m m 2.

Les ré su lta ts  d ’essais d é m o n tre n t que
1° la résistance  à la  ru p tu re  des fils en tre lacés  de 0  1,2 m m  es t de 

10%  in fé rieu r à celle des fils d ro its .

F ils  de, 0  1,5 m m  doublem ent entrelacés

L a résistance  à la ru p tu re  d u  fil s’élève à R'r =  212 kg /m m 2. P a r  co n tre , 
la  ré s is tan ce  d ’un  fil d ro it  R , =  248 kg/m m 2.

Les ré su lta ts  d ’essais d é m o n tre n t ici que
2° la  résistance à la  ru p tu re  des fils en tre lacés  de 0  1,5 m m  e s t de 15%  

in fé rieu re  à celle des fils d ro its .

2 .5 . Recherches sur fils  soum is à des tractions alternées

E n  vue de défin ir les ré s is tan ces  m ax im a  des fils à des ch a rg es  d y n a ­
m iques a lte rnées, l ’a u te u r  a fa it  des recherches su r des fils so llic ités p a r  des 
forces de tra c tio n  p u lsa tiv e s .

D ans ce b u t, on a fa it  une  in s ta lla tio n  spéc ia lem en t conçue p o u r les 
rech erch es sur la ru p tu re  p a r  fa tig u e  des fils. C ette  in s ta lla tio n  p e rm e t de 
ro m p re  des fils de d iffé ren tes  lo n g u eu rs , e t aussi des fils d o u b lem en t en tre la c és , 
u tilisés  dan s les s tru c tu re s  p ré c o n tra in te s . L a figu re  8 illu s tre  le sch ém a de 
l’in s ta lla tio n  tra v a illa n t av ec  des forces de tra c tio n  a lte rnées.

L ’ap p are il de fa tig u e  des fils e s t co n tin u é  p a r  d eux  p o u tre s  en  C fo rm a n t 
d e u x  caisses, dans lesquelles so n t disposées 4 roues p rév u es p o u r  2 fils , à  
sav o ir  d eu x  roues d ’an crag e  e t d eu x  roues de ten s io n . Au m ilieu  de l’a p p a re il 
se tro u v e  placé un  m o te u r é lec triq u e  de 1500 to u rs /m in  d ’une p u issan ce  de 
0,25 H P , d o n t l’arb re  p lacé  e x c e n tr iq u e m e n t fa it  to u rn e r  des d isq u es te n d e u rs  
de fils . U n co m p teu r en reg is tre  le nom bre  de to u rs  du  m o te u r e t  le n o m b re

7* Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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des cycles p ro d u its . P o u r  é v i te r  la  fissu ra tio n  des fils  d ans les coins, on enrou le  
les e x tré m ité s  de ceux-ci s u r  des disques de 100 m m  de d iam è tre . L a  f ix a tio n  
d es  e x tré m ité s  des fils se f a i t  su r le cô té d ’u n  d isq u e  ro n d  ra in u ré , à l ’aide 
d ’u n e  v is  de serrage. L es d é ta ils  de ce tte  in s ta lla tio n  so n t illu stré s  su r les 
f ig u re s  9, 10 e t 11.

P o u r  la  p ré c o n tra in te  d es  élém ents de b é to n , les fils son t te n d u s  ju s q u ’à 
u n e  v a le u r  défini. D es te n s io n s  su p p lém en ta ires  p e u v e n t a p p a ra ître  dans 
les f ils  à  la  su ite  de v ib ra t io n s  dynam iques. Le b u t  p rin c ip a l des expériences 
é ta i t  la  d é te rm in a tio n  de la  différence e n tre  les ten sio n s in itia les  des fils, 
d i te s  lim ite  inférieure de te n s io n , e t la lim ite  su p é rie u re  des tensions de ru p tu re

a  S

F ig . 8. Schém a d’un d isp ositif m écanique spécial pour la rupture pulsative des fils de haute
résistance

a  —  cylindre excentrique
b —  anneau de réglage excentrique
c —  anneau retenant le d isq u e de fixation  des ex trém ités de fils
d — disque pulsatif
e —- disque fixe (pour le réglage de la prétension du fil)
/ — fil

a p rè s  d e u x  m illions de v ib ra t io n s . On a effec tu é  d e u x  m illions de chan g em en ts  
de  te n s io n s , co n fo rm ém en t a u x  norm es é tra n g è re s . L a  ten sio n  in itia le  des fils 
e s t  o b te n u e , après f ix a tio n  de  leurs ex trém ité s , à  l ’a ide  d ’une vis de p e t i t  pas 
d isp o sée  su r la tra v e rse  d u  cad re . Le m esu rage  des ten sio n s in itia le s , c ’est-à- 
d ire  de  la  lim ite in fé rieu re  d e  tension  a é té  e ffec tu ée  a u  m oyen d ’u n  ex tenso- 
m è tr e  H uggenberger de 200  m m  de b ase . L a  ré g u la tio n , dans des lim ites 
d é f in ie s , des tensions su p é rie u re s  dites lim ite  su p é rieu re  de ten s io n  ag, a été 
f a i t  à  l ’aide de roues e x c e n tr iq u e s  réglées su r  lesquelles a v a ie n t é té  fixées les 
e x tré m ité s  des fils. U ne m a c h in e  de tra c tio n  re n d  possib le  l’é tu d e  de fils d ’une 
lo n g u e u r  a llan t de 0,5 à 4 ,0  m . P a r  conséquen t, l ’a p p a re il p e rm e t de d é te rm in e r 
les ré s is tan ces  à la  ru p tu re  à  des charges v a r ia b le s  de fils  de d iffé ren tes  lo n ­
g u e u rs . L a p ré tension  des fils  p ro d u isa n t la  p ré c o n tra in te  p e u t v a r ie r  dan s des 
l im ite s  considérables s u iv a n t  la  résistance à  la  ru p tu re  du  fil.

P o u r  les fils de 0  1 ,2 , 1,5 e t 2,5 m m  u tilisé s  d an s  les s tru c tu re s  p ré ­
c o n tra in te s  ad — 105 k g /m m 2, on a a d o p té  com m e m in im um  u n e  tension  
ap e llée  tension  in itia le  in fé r ie u re , qui co rresp o n d  à la  ten sio n  m oyenne des fils.
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Fig. 9. D isques servant à fixer  les fils de chaque côté  de la com mande électrique  
de la machine p u lsative

F ig. 10. P rototype d’un dispositif m écanique pour l’étude des charges pu lsa tives  
de quatre fils de 0,5 m de longueur. Les vis placées en bou t servent à la prétension des fils
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2 .5 .2 . F ils  droits

L es recherches su r la  ru p tu re  des fils à des tensions v a riab les  o n t  donné 
les r é s u l ta t s  su iv an ts :

Fig. 11. P roto typ e  d’un dispositif m écanique pour l’é tude  des charges pu lsatives de quatre  
fils lo n g s de 0,5 à 4 m. Ce d isp ositif perm et la rupture de fils de n’im porte quelle longueur, 

à droite e t  à gauche de la  com m ande

F il  de  0  1,2 m m

d ’u n e  résis tan ce  à la ru p tu re  s ta tiq u e  R zr =  205 kg/m m 2 (fig . 5), p ré ­
c o n t r a in t  ju s q u ’à =  105 k g /m m 2 e t é tiré  e n su ite  à p lusieurs rep rises à p a r t i r  
de la  p lu s  h a u te  tension  ag — 162 kg /m m 2. A la  te n s io n  m ax  ag =  128 k g /m m 2, 
ce f il s ’e s t  ro m p u  après 2 m illions de te n s io n s  variab les . Les q u o tie n ts  des 
te n s io n s  s ’é lèv en t à

105

205
=  0,51 ,
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a 23

R z r 205

aü 133

R zr 205

I l s’en su it de là  q u ’ u n  fil d ro it de 0  1,2 m m  p e u t ê tre  te n d u , en p lus des 
v ib ra tio n s  d y n am iq u es de a =  ag — crd =  128 — 105 =  23 k g /m m 2, si la 
ten s io n  in itia le  s’élève à ad =  105 kg /m m 2.

Tableau II

Résistance fina les des f i ls  de 0  1,2 mm à Rzr — 205 
kg/mm 2 en cas de tensions variables

№  d’ordre des 
éprouvettes

Tensions en kg/m m2
Nombre des vibrations

Vd

1 105 1 2 2 > 2  0 0 0  0 0 0

2 105 123 > 2  0 0 0  0 0 0

3 105 128 2 052 400

4 105 134 711 400

5 105 138 444 300

6 105 162 47 000

Le T ab leau  I I  e t le d iag ram m e  de la  fig. 12 ré su m e n t les ré su lta ts  n u m é ­
riq u es des recherches.

Il resso rt de ces expériences que la rés is tan ce  d u  fil soum is à des tensions 
v a riab les  s’élève à 65%  de la  ré s is tan ce  à la ru p tu re  s ta t iq u e .

F il de 0  1,5 m m

d ’une rés is tan ce  à la  ru p tu re  s ta tiq u e  R zr — 248 kg /m m 2 (fig. 6), p ré ­
c o n tra in t ju s q u ’à ad — 105 k g /m m 2 e t é tiré  e n su ite  à p a r t i r  de la  tension  
m ax . ag =  197 kg /m m 2. A la  te n s io n  m ax . ag —  138 k g /m m 2 ce fil s ’e s t ro m p u  
ap rès  2 m illions de ten sio n s. Les q u o tien ts  des ten s io n s  s’é lèv en t à

105

R z r 248

a 33

R zr 248

%  _ 138

R z r 248

=  0 ,4 2 , 

=  0 ,1 3 3 , 

=  0 ,555 .
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104 R . KOZAK

F ig . 12. D iagram me de la  résistance du fil de 0 1,2 m m  aux charges pu lsatives ainj  =  105 
k g /m m 2, crsup =  128 kg/m m 2. R ésistan ce  du fil aux charges statiqu es R zr =  205 kg/m m 2

F ig . 13. D iagram me de la résistance du f il de 0 1,5 m m  aux charges pu lsatives ainf  — 105 
k g /m m 2, aSUp =  138 kg/m m 2. R ésistan ce  du fil aux charges statiques R zr =  248 kg/m m 2
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RÉSISTANCE DU BÉTON ET DES FILS 105

I l s’en su it de là  q u ’u n  sim p le  fil d ro it de 0  1,5 m m  p eu t ê tre  te n d u ,  en  plus 
des v ib ra tio n s  d y n am iq u es  de cr =  ag — ad =  138— 105 =  33 k g /m m 2, si la 
ten s io n  in itia le  s’élève à crd =  105 kg /m m 2.

Le T ab leau  I I I  e t  le d iag ram m e de la  fig . 13 i l lu s tre n t les ré s iilta ts  
n u m ériq u es des expériences.

Tableau III

Résistances fin a les des f i ls  de 0  1,5 mm à RZr =  248 
kg/m m 2 en cas de tensions variables

№ d’ordre des 
éprouvettes

Tensions
Nombre des vibrations

a*

î 105 128 > 2  0 0 0  0 0 0

2 105 132 2 052 400

3 105 138 2  0 0 0  1 0 0

4 105 150 598 900

5 105 187 40 000

6 105 197 14 200

F il de 0  2,5 m m

d ’une résis tan ce  à la  ru p tu re  s ta tiq u e  R zr — 214 kg /m m 2 (fig . 7), p réco n ­
t r a in t  ju s q u ’à ad =  105 k g /m m 2 e t é tiré  e n su ite  à p lusieurs re p rise s  à p a r t ir  
de la  ten sio n  m ax . ag ~  170 kg /m m 2. A  la  te n s io n  m ax . ag =  123 k g /m m 2, le 
fil s’est ro m p u  après 2 m illions de ten sio n s v a riab les .

Les q u o tien ts  des ten s io n s  s’é lèv en t à

ad 105

R ,r 214

a

COrH

1

Rzr 214

ag 123

Rzr 214

=  0 ,4 9 , 

=  0 ,084 ,

- 0 ,575 .

I l s’en su it de là  q u ’un  fil de 0  2,5 m m  p e u t ê tre  te n d u  en p lus des v ib ra tio n s  
d y n am iq u es  de a =  ag — ad =  123 — 105 =  18 kg /m m 2, si la  te n s io n  in itia le  
s’élève & od =  105 k g /m m 2.

Le T ab leau  IV  e t  le d iag ram m e de la  fig . 14 m e tte n t en v u e  les ré su lta ts  
nu m ériq u es des expériences.

Le T ab leau  Y m e t en  co m p ara iso n  la  rés is tan ce  des fils de 0  1,2, 1,5 e t
2,5 m m  à des tensions v a ria b le s , à 2 x 1 0 e v ib ra tio n s .

Le d iagram m e de la  fig u re  15 donne la  com paraison  des ré s u lta ts .
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Tableau IV

Résistance f in a le s  des f i ls  de 0 2,5 mm à R zr = 2 1 4  
kg/m m 2 en cas de tensions variables

№  d ’ordre des 
éprouvettes

Tensions
N om bre des vibrations

«d *0

î 105 170 162 0 0 0

2 105 147 500 000

3 105 133 1  0 0 0  0 0 0

4 105 126 1 500 000

5 105 123 2  0 0 0  0 0 0

F ig . 14. Diagramme de la résistance  du fil de 0 2,5 m m  au x  charges pulsatives =  105 
k g /m m 2, oSUp =  123 kg/m m 2. R ésistance du fil aux charges statiques Rzr =  214 kg/m m 2

2 .5 .3 . F ils  entrelacés ( 2 x  0  1,5 m m )

A fin  de d é te rm in e r la  rés is tan ce  des fils  d o u b le s  to rd u s  à des ten sio n s 
v a r ia b le s , on a dans une  m a c h in e  de tra c tio n , soum is à la ru p tu re  des fils d o u ­
b les en tre lacés  de 0  1,5 m m , de R zr — 248 k g /m m 2, à pas de tresse  de 5 cm. 
L es fils soum is à une te n s io n  in itia le  ju sq u ’à ad — 105 kg /m m 2 se so n t ro m p u s
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à la ten s io n  ag =  121 k g /m m 2 après 2 m illio n s de tensions v a r ia b le s . Les 
q u o tien ts  des tensions s’é lèv en t à

105

R;r 248

a 16

R;r 248

au 121

R zr ~ 248

0,425  ,

0 ,0 6 4 5 ,

0 ,4 9 , a g ~  0,5 R zr •

Tableau У

Comparaison des résistances des f i ls  de 0 1,2; 1,5 et 2,5 mm en cas de 
tensions pulsatives

Tensions

0  et Rzr du fil (T^-inférieures 
cr^-supérieures 

en kg/cm2
Baisse

Différence 
de tensions

Fil de 0  1,2 m m  

Rzr =  205 kg/m m 2

ad =  10 500 

og - 1 2  800

« !  =  0,62 Rzr 2300

Fil de 0  1,5 mm  

Rzr =  248 kg/m m 2

ad =  10 500 

<jg =  13 800
=  0,56 Rzr 3300

Fil de 0  2,5 mm  

R2, =  214 kg/m m 2

ad =  10 500 

ag =  12 300
R ! =  0,57 Rzr 1800

Fig. 15. Comparaison de la résistance aux charges p u lsa tiv es des fils de 0  1,2 m m , 1,5 mm
et 2,5 mm

ytcla Techn. Hung. 49 (1964)
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I l  s ’e n s u i t  de ces essais que  les fils en tre lacés  de 0  1,5 m m  se r o m p e n t  p lus 
v i te  q u e  les fils d ro its de m êm e d iam ètre . L a  b a isse  de la  résistance  à  la  ru p tu re  
p a r  r a p p o r t  au x  fils d ro its  e s t  de 10%  e n v iro n .

a =  og — ad =  121 — 105 =  16 kg /m m 2.

L a  fig u re  16 illu s tre  les ré su lta ts  des essa is .

F ig . 16. Comparaison de la résistance des fils droits de 0  1,5 mm et des fils doubles entrelacés  
(2 X  0  1,5 mm ). Ligne pleine: résistance d’un sim ple f il  droit ad — 105 kg/m m 2; o g =  138 
k g /m m 2. Ligne interrompue: résistance d’un fil dans les fils doubles entrelacés a  d =  105 

k g /m m 2; ag — 121 kg/m m 2. R ésistance du fil au x  charges statiques R zr =  248 k g /m m 2

2 .5 .4 . F ils  entrelacés ( 2 x  0  2,5 m m )

O n a soum is à des essa is de tr a c t io n  des ép ro u v e tte s  de fils  dou b les  
e n tre la c é s  de 0  2,5 m m , de  R zr =  214,0 k g /m m 2, à pas de tresse  de  5 cm . Les 
fils  so u m is  à une ten s io n  in itia le  ju s q u ’à ad =  105 kg/m m 2 se so n t ro m p u s  à 
la  te n s io n  crg =  110 k g /m m 2, ap rès 2 m illions de tensions variab les . L es q u o ti­
e n ts  d e s  tensions s’é lèv en t à

105
R zr 214,0

a 5

“i? 7 ” 214,0

==47 

=  0 ,0234

a.

R :r

110
214,0

=  0,515 ag =  0,5 R zr.
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I l re sso rt de ces essais que les fils en tre lacé  de 0  2,5 m m  se ro m p en t 
p lus v ite  que les fils d ro its  de m êm e d ia m è tre . L a baisse de la  ré s is tan ce  à la 
ru p tu re  p a r  ra p p o r t a u x  fils  d ro its  est de

a — ag — ad =  110 — 105 =  5 kg /m m 2 en v iro n .

L a figure 17 d o n n e  les ré su lta ts  des essais.

Fig. 17. Comparaison de la résistance des fils droits de 0  2,5 mm et des fils  doubles entrelacés 
(2 X  0  2,5 mm). Ligne pleine: résistance d’un sim ple fil droit od =  105 kg/m m 2; Og =  123 
kg/m m 2. Ligne interrom pue: résistance d’un fil dans les fils doubles entrelacés. Résistance 

du fil droit aux charges statiques R zr — 214,0 kg/m m 2

T H E  STRENG TH  OF T H E  CONCRETE A N D  RO UND STR ESSING  W IR ES  
OF STRESSED CONCRETE STR UCTU RES A FFE C T E D  B Y  PU L SA T IN G  FORCES

R . K OZAK

SUM M ARY

The investigations dealt w ith  in the paper refer chiefly  to the stren gth  o f m aterials of 
stressed concrete structures w ith  bound wires, the stressing of which w as perform ed with  
the aid o f wedging. I t  can be established, in general, th a t the strength  o f stressed concrete 
subjected to the effect o f  dynam ic and pulsating forces is by 50% lower th an  if  the sam e con­
crete is affected b y  statica l forces.
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D IE  FESTIGKEIT D E S  BETONS U N D  D E R  D R A H T E IN L A G E N  
V O N  DURCH  P U L S IE R E N D E  K R Ä FTE B E A N SP R U C H T E N  SP A N N B E T O N ­

V E R B U N D K O N S T R U K T IO N E N

R. KOZAK

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie im  Aufsatze b eh an d elten  Untersuchungen beziehen sich hauptsächlich auf die 
F estig k e it  der m it Hilfe von  H a ftu n g  vorgespannten Spannbeton-V erbundkonstruktionen. 
E s k an n  im  allgemeinen fe s tg es te llt  werden, daß im  Falle der W irkung dynam ischer und  
pu lsierender Kräfte die F estig k eit des Spannbetons um  50%  niedriger liegt als im Falle sta ­
tisch er  Beanspruchungen.

П РО Ч Н О С Т Ь П РО В О Л О Ч Н О Й  АРМ АТУРЫ  И Б Е Т О Н А  Н А П Р Я Ж Е Н Н Ы Х  
Б Е Т О Н Н Ы Х  К О Н СТРУ К Ц И Й  С ПРИЛИПАЮ Щ ЕЙ АРМ А ТУ РО Й . П О Д В Е Р Ж Е Н ­

Н Ы Х  ПУЛЬСИ РУЮ Щ И М  В О ЗД Е Й С Т В И Я М  

Р. К О ЗА К

РЕЗЮ МЕ

Исследования, описываемые в данной статье, рассматривают прочность материалов 
напряженных расклинкой бетонных конструкций. Вообще можно установить, что под 
воздействием динамических и пульсирующих нагрузок прочность напряженного бетона 
уменьшается на 50% по сравнению с прочностью при статической нагрузке.
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UNTERSUCHUNG VON KENNZEICHNENDEN DATEN 
DER LINEAREN SCHWINDUNG VON GRAUGUSS

GY. N Á N D O R I
K A N D ID A T D E R  T E C H N ISC H E N  W ISSENSCHAFTEN

L E H R S T U H L  F Ü R  E ISE N H Ü T T E N K U N D E  D E R  TE C H N ISC H E N  UNIVERSITÄT F Ü R  S C H W E R IN D U S T R IE ,
M ISKOLC

[Eingegangen am  2. Novem ber 1962]

Die chem ische Zusam m ensetzung, enthaltend die üblichen fünf B egleitelem ente, das 
Gefüge und die U ntersuchung der Festigkeitseigenschaften  genügen in den m eisten  Fällen 
nicht zur Aufklärung der U nregelm äßigkeiten h insichtlich der Schwindung v o n  Graugußteilen. 
Zur näheren U ntersuchung der Schw indungseigenschaften von Grauguß w urde das Verfahren 
zur M essung der linearen Schw indung verw endet. A uf Grund der aus den V ersuchen gewon­
nenen Ergebnisse wurde nachgew iesen, daß eine unm ittelbare Beziehung zw ischen der gesam­
ten vorperlitischen Schw indung ( / ) ,  gem essen am  Probekörper m it genorm tem  Durchmesser, 
und der Änderung der F estigkeitseigenschaften , ferner der des Gefüges b esteh t. D iese drei 
kennzeichnenden E igenschaften  des Graugusses ändern sich gem einsam  zw ischen engen 
Grenzen. A uf Grund der M eßergebnisse wurde festgestellt, daß die Brinellhärte m it der gesam­
ten vorperlitischen Schw indung ( / ) ,  in  folgender Beziehung steht: H B  — 322f  -j- 52. Auf 
Grund des Zusam m enhanges, ( /  =  —0,6 lvp -f- k) errechnet aus den D aten  der gesam ten vor- 
perlitischcn Schwindung (b) und der D ehnung (d), kann man nützliche Folgerungen erhalten 
hinsichtlich der Beurteilung von  Faktoren, die Schwindungshohlräum e und innere Spannungen  
im  Grauguß verursachen. Vorliegenden A rbeit w ünscht jene in der G ießerei auftretende 
Erscheinung zu erklären, w onach zwischen dichten G ußstücken und G ußstücken  m it K ont­
raktionshohlräum en h insich tlich  der chem ischen Zusam m ensetzung oft keine wesentlichen  
Abweichungen zu finden  sind; die U ntersuchungsm ethode der linearen Schw indung ist auch 
in diesen Fällen für den N achw eis der Schw indungseigenschaften geeignet.

Г. E in le itu n g

Beim  E rs ta r re n  v o n  G rau g u ß  t r i t t  ein  w esentlich  g eringeres Schw inden 
ein  als im  F alle  v o n  S ta h l; d ah er e ig n e t sich  der G rauguß  fü r  d ie  H erste llu n g  
v o n  G u ß stü ck en  m it k o m p liz ie rte r F o rm , o ft sogar ohne die V e rw en d u n g  von 
A ufgüssen. Die A rt d er Speisung  is t e in fach er u n d  biliger als d ie jen ig en  V er­
fa h re n , die beim  S ta h l v e rw en d e t w erden .

Die E rs ta r ru n g  v o n  G rau g u ß  b e g in n t m it der D eh n u n g , v e ru rsach t 
d u rch  das A usscheiden  des K ohlensto ffes in  F o rm  von G ra p h it. D ieser V organg 
is t  v e ra n tw o rtlic h  fü r  die b e k a n n te  E rsch e in u n g , d aß  das S ch w in d en  des 
G raugusses heim  Ü b erg an g  von  d er Schm elze bis zum  E r s ta r r e n  w esentlich  
geringer is t als das S chw inden  des S tah les . Die g en an n te  g ü n s tig e  Schw in­
dungseigenschaft b e d e u te t jed o ch  n ic h t soviel, daß  die G ießere ifach leu te , 
die sich m it d er H e rs te llu n g  von  G rau g u ß stü ck en  b e sc h ä ftig e n , n ic h t oft 
d u rch  un regelm äßige  S chw indungsersche inungen  vor schw ierige A ufgaben  
geste llt w erden . D u rch  das S chw inden  k ö n n en  innere u n d  ä u ß e re  L u n k e r im
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G ra u g u ß  au ftre ten , seh r o f t je d o c h  w erden die G u ß s tü c k e  du rch  M ikro lunker 
u n d  d u rc h  poröse S te llen  (B ild  1), die zw ischen d e n  D e n d rite n  a u f tre te n  u n d  
b e re i ts  be i kleiner V e rg rö ß e ru n g  zu erkennen  s in d , u n b ra u c h b a r  g em ach t. 
D e ra r t ig e  Fehler k o m m en  a u c h  häufig  bei G u ß s tü c k e n  vo r, die m an  w äh ren d  
la n g e r  Z e it fehlerlos h e rg e s te l l t  u n d  an deren  H ers te llu n g sv e rfah ren  keine 
w e se n tlic h e n  Ä nderungen  v o rg en o m m en  h a t. D ie ch em isch e  Z usam m ense tzung , 
u n te r  B erücksich tigung  d e r ü b lich en  fünf E le m e n te , g ib t keine ausre ichende 
E rk lä ru n g , und  auch  d ie  G efü g eu n te rsu ch u n g  e ig n e t sich  n ich t zu r F e s ts te l­
lu n g  d e r  u n m itte lb a re n  Z u sam m enhänge . I n  d en  v e rg an g en en  Ja h rz e h n te n

B ild  1. Kennzeichnende G esta lt der interdendritischen P orositä t in  Graugußstücken

s in d  v ie le  V erö ffen tlichungen  ersch ienen , die sich  m it d en  E igenschaften  u n d  
U n reg e lm äß ig k e iten  d er S ch w in d u n g sersch e in u n g en  b e im  G rauguß b esch ä f­
t ig e n . D ie F estste llung  d e r  U rsach en  von S ch w in d u n g s-U n reg e lm äß ig k e iten  
u n d  in te rd e n d ritisc h e r P o r o s i tä t  lä ß t noch eine R e ih e  v o n  u ngelösten  F ra g e n  
fü r  d ie  Forschung  offen .

II . Vergleich d er M eß v erfah ren  zur M essung  der räum lichen  
und  l in e a re n  Schw indung von  G rau g u ß

D e r G rauguß, a u f  N o rm a lte m p e ra tu r  a b g e k ü h lt , n im m t ein k leineres 
V o lu m e n  ein als im  f lü ss ig e n  Z u s tan d ; diese R a u m v e rm in d e ru n g  e rg ib t sich  
au s  d re i H a u p tk o m p o n e n te n :

a)  R a u m v erm in d e ru n g  im  flüssigen Z u s ta n d  bis zum  B eginn d er 
E r s ta r r u n g ;

b)  R au m v erm in d e ru n g  w äh ren d  der E rs ta r ru n g ;
c)  R a u m v erm in d e ru n g  w äh ren d  der w e ite re n  A bküh lu n g  von  d er 

E r s ta r r u n g  bis zur Z im m e rte m p e ra tu r .
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Die V o lu m en v erm in d eru n g  im  S ch m elzzu stan d  is t fü r die B eu rte ilu n g  
d er A usb ildung  v o n  S ch w in d u n g sh o h lräu m en  n ic h t von  B ed eu tu n g , denn  
w äh ren d  dieses V organgs v e rm in d e rt sich led ig lich  das N iveau  des M eta ll­
spiegels.

D er K o n tra k tio n s lu n k e r  e n ts te h t w ä h re n d  d e r K ris ta llb ild u n g ; die 
innere  S tru k tu r , die D ic h th e it des G ußstückes b ild e t sich  in  d ieser P h ase  aus.

W äh ren d  d er A b k ü h lu n g , die der E rs ta r ru n g  fo lg t, v e rm in d e rt sich  das 
V olum en des G u ß stü ck es w eite r, im  P rin z ip  d em  D eh n u n gskoeffiz ien ten  e n t ­
sp rechend . D ieser V org an g  b e e in flu ß t je d o c h  n ic h t m ehr w esen tlich  die 
G röße der S ch w in d u n g slu n k er, die w ährend  d e r K ris ta llb ild u n g  e n ts ta n d e n  
sind .

700 800 900 1000 1100 1200 1300
°C ►

B ild  2. Änderung des spez. V olum ens von weißem und grauem  Gußeisen in A bhängigkeit von
der Tem peratur [1]

D as V olum en  des G raugusses v e rm in d e rt sich  im  flüssigen  Z u s ta n d  bis 
zu m  B eginn  der E rs ta r ru n g ; w ährend  der h ie ra u f  fo lgenden  A b k ü h lu n g s­
periode v e ru rsa c h t d e r ausscheidende G ra p h it e ine  b e d e u te n d e  V erg rö ß eru n g  
des V olum ens (B ild  2). D iese V o lu m en v erg rö ß eru n g  (D ehnung) v e rh in d e r t  
die A usb ildung  v o n  zu sam m en h än g en d en  S ch w in d u n g slu n k ern .

Die G röße des sich  b ild en d en  S ch w in d u n g slu n k ers  im  G rau g u ß  h ä n g t 
v o n  der M enge des au ssch e id en d en  G rap h its  (M EG ) a b ; je  g rößer die e u te k ­
tisch e  G rap h itm en g e  is t , m it u m  so k le inerem  S ch w in k u n g slu n k er k a n n  m an  
rech n en  [2]. Die im  G rau g u ß  v o rh an d en e  e u te k tisc h e  G rap h itm en g e  h ä n g t 
v o n  den  die G ra p h itb ild u n g  fö rd ern d en  K o m p o n e n te n , h a u p tsä c h lic h  v o n  
S i-G ehalt u n d  von  d er A b k ü h lu n g sg esch w in d ig k e it ah . E ine  in  id ea le r W eise 
langsam e A b k ü h lu n g  v o rau sg ese tz t, g ib t das B ild  3, das lediglich von  g ru n d ­
sä tz lich e r A r t is t u n d  v iel F rag liches e n th ä lt, d ie  ausscheidende G rap h itm en g e  
in  A b h äng igke it v o m  S i-G eh alt an . D en g rö ß te n  B e tra g  v o n  M EG  w ird  d u rc h  
die S ättig u n g sg ren ze  (Sc =  1), der k le inste  B e tra g  d u rc h  das L ösungsverm ögen  
fü r  au s ten itisch en  K o h le n s to ff  b e s tim m t; die m ax im a le  th eo re tisch e  G ra p h it­
m enge k a n n  sich zw ischen  den  beiden  G renzen  ä n d e rn  [3].
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Z w ischen  der M EG  u n d  d e r  G röße d e r im  G rauguß  e n ts ta n d e n e n  S chw in­
d u n g sh o h lrä u m e  k an n  m a n  e inen  u n m itte lb a re n  Z u sam m en h an g  fe s ts te llen  
(B ild  4 ). A u f diesem  Z u sam m en h an g  b e ru h e n  im  w esentlichen  die M eß m eth o d en  
z u r M essung  der räu m lich en  S chw indung  [4— 5].

D ie  S chw in d u n g slu n k er w erden  an  zw eckm äßig  au sg eb ild e ten  tec h n o lo ­
g isch en  P ro b ek ö rp ern  gem essen , deren  F o rm  u n d  A bm essungen  in  v e rsch ied e ­
n e n  V a ria tio n e n  b e k a n n t s in d  u n d  deren  eingehende B esch re ib u n g  in  den 
e in z e ln e n  zu sam m enfassenden  A rb e iten  u n d  F a ch b ü ch e rn  zu f in d e n  s ind  [6].

4.0

3.5

3.0

2.5

15

10

0,5

1,0 15 20 2,5 3,0 3,5 4,0 3,5 5,0
Si %

B ild  3. Im  grauen Gußeisen geb ild ete  eutektische G raphitm enge in A bhängigkeit v o m  Si- und
C-Gehalt [3]

D er Z u sam m en h an g , gezeigt im  B ild  4, e n th ä lt  neben  se in e r g ru n d ­
sä tz lic h e n  B edeu tu n g  eine R eihe  von  U n sich erh e iten . In  der P ra x is  g eh t die 
A u ssch e id u n g  des e u te k tisc h e n  G ra p h its , infolge der v e rä n d e rlich e n  A b­
k ü h lu n g sg esch w in d ig k e it, fe rn e r  infolge d e r spezifischen E ig e n sc h a fte n  der 
E in sa tz s to ffe , n ich t u n g e h in d e r t  v o r sich, d a h e r is t die Größe d er S ch w in d u n g s­
lu n k e r  in  der P rax is  im m er g rößer, als sie a u f  G rund  des v o rh e r g e n a n n te n  
Z u sam m en h an g es  zu e rw a r te n  w äre.

D ie B estim m ung  d e r M E G  is t eine schw erfällige u n d  langw ierige  A uf­
g a b e . D er räum liche L u n k e r  k a n n  n u r  in  dem  F a ll rich tig  g e w e rte t w erden , 
w e n n  am  P ro b ek ö rp er ke in e  P o ro s itä t  e n ts te h t  u n d  die gesam te  S chw indung  
k o n z e n tr ie r t ,  in  einem  H o h lra u m  e n ts te h t.

E s  is t schw er, fü r  d en  M eßw ert d er räu m lich en  Schw indung  eine  Bezie­
h u n g  m it den E rgebn issen  d er ü b rig en  U n te rsu ch u n g sv e rfah ren , die fü r die 
Q u a l i tä t  des G raugusses k en n ze ich en d  sin d , zu fin d en . D ie w ä h re n d  der 
P rü fu n g e n  e rh a lten en  M eßw erte  bew egen sich  in engen G renzen  u n d  daher

—
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k a n n  m an  keine g u t au sw ertb are  E rg eb n isse  e rh a lte n . D as V erfah ren , das 
die lineare  S chw indung  m iß t, g ib t b e re its  au sfü h rlich e re  A u fk lä ru n g  ü b e r die 
V o lu m en än d eru n g en  im  G rauguß u n d  ih r  ze itlich e r V erlau f k a n n  m it g roßer 
G enau igkeit v e rfo lg t w erden . Die P rü fu n g e n  k a n n  m an  an  g en o rm ten  P ro b e ­
k ö rp e rn  d u rch fü h ren , in  dieser W eise k ö n n en  die gem essenen W erte  m it den  
ü b rig en , fü r die Q u a litä t des G ußeisens c h a ra k te ris tisch e n  D a ten  verg lichen  
w erden .

B ild  4. Gerechnete W erte der Volum enänderungen bei Grauguß in Abhängigkeit von  der 
Menge des eutektischen  G raphits [4— 5]

Zwecks M essung der lin ea ren  S ch w in d u n g  w urden  viele A p p a ra te  
k o n s tru ie r t, die alle ein  gem einsam es H a u p tm e rk m a l besitzen , n äm lich , d aß  
m a n  die lineare  L än g en än d eru n g  eines —  m eisten s in  Sand  gegossenen —  
stab fö rm ig en  P ro b ek ö rp e rs  in  F u n k tio n  d e r Z e it, vom  S ch m elzzu stan d  bis 
zu r vo llkom m enen  A b k ü h lung  m iß t. F ü r  die M essung der L än g en än d e ru n g en  
w erd en  k o n s tru k tiv e  A usführungen  v o n  v e rsch ied en er A nordnung , zu r E rh ö ­
h u n g  der M eßgenau igkeit, v erw en d e t [7— 8].

Bild 5 zeig t die c h a ra k te ris tisch e n  K u rv en fo rm en  der linearen  S chw in ­
d u n g . Die v e rtik a le  Achse zeigt die L än g en än d e ru n g en  des P ro b ek ö rp e rs  in  
m m , oder die D e h n u n g  bzw. V e rk ü rzu n g  des P ro b ek ö rp ers  in  P ro z e n te n , 
bezogen  a u f  seine u rsp rüng liche  L änge :

А 1 [ % ] = Ь л LÍ9-100. (1)
io
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H ie r  b e d e u te n

A l  d ie  L än g en än d eru n g  in  P ro zen ten , % ;
d ie  Länge des P ro b ek ö rp e rs  zum  Z e itp u n k t der M essung;

/ 0 d ie  Länge des e in g efo rm ten  P ro b ek ö rp e rs .

D ie h o riz o n ta le  Achse s te llt d ie A b k ü h lu n g sze it d a r.
D ie  e in fachste  F o rm  d e r S ch w in d u n g sk u rv e  im  F alle  von  G ußeisen  m it 

w e iß e r B ru ch fläch e  zeig t die K u rv e  1 in  B ild  5. D ie anfängliche D e h n u n g  des

B ild  5. Kennzeichnende D aten  der linearen Schw indungskurven von G ußeisen

G ra u g u sse s  s te llt die E n tfe rn u n g  (d) a u f  K u rv e  2 u n d  3 dar. Die S ch w in d u n g s­
k u rv e  ze ig t deu tlich  die e u te k to id e  U m w an d lu n g  y —  a, w odurch  die K u rv e  
a u f  je  e in en  A b sch n itt v o r u n d  n a c h  dem  P e r l i tp u n k t g e te ilt w ird . D ie G röße 
( / )  z e ig t die gesam te v o rp e rlitisch e  S ch w indung , die u m  den  B e tra g  d e r m it 
(d ) b e z e ic h n e te n  D ehnung  g rö ß er is t  als die m it (b) bezeichnete , w ah re  v o rp e r­
litis c h e  Schw indung . Im  G ru n d e  genom m en d e u te t  der B e trag  (b) an , b is zu 
w e lc h e m  G rad  sich die L änge  des u n te rsu c h te n  P rob ek ö rp ers  im  V erg leich  
z u m  e in g e fo rm ten  P ro b e k ö rp e r w äh ren d  des A bküh len s bis zum  P e r l i tp u n k t  
v e rk ü rz te .  D en  B e trag  (a) n e n n t  m a n  die w ah re  oder die tech n isch e  S chw in ­
d u n g , d e r  die V erm in d eru n g  ü b e r die volle  L änge des u n te rsu c h te n  P ro b e ­
k ö rp e rs  im  V ergleich zu r P ro b e  w äh ren d  d er vo llen  A b k ü h lu n g sze it zeig t. 
D ie se r  W e rt b e d e u te t bei d e r Mo deli-H e rr  S tellung  das sog. S ch w in d m aß , u m  
d as m a n  die M odellkan ten  v e rg rö ß e rt. D er B e tra g  (c) bezeichnet die G röße des 
S c h w in d en s  nach  dem  P e r l i tp u n k t;  e r b e trä g t  bei M etallen  a u f E isen b asis , bei 
S ta h l ,  b e i G ußeisen v o n  w eißer u n d  g rau e r B ru ch fläch e  e tw a  1 % . W e n n  am
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P e r li tp u n k t im V e rla u f  d e r eu tek to id en  U m w an d lu n g  eine sek u n d äre  G rap h it-  
ausscheidung  s ta t t f in d e t ,  k a n n  m an  au ch  ü b e r  d iesen  V organg  du rch  die 
G röße des B e trag es (g ) A u fk lä ru n g  e rh a lten .

A us den D a te n  d e r lin earen  S ch w in d u n g sk u rv en  k an n  m an  le ich t e rk e n ­
n en , d aß  der G rau g u ß  sich  lediglich d u rch  d ie  v o rp e rlitisch e  S chw indungs­
größe von  der S ch w in d u n g  des G ußeisens m it w eißer B ruch fläche  u n d  des 
S tah les u n te rsc h e id e t.

A us den  D a te n  d e r linearen  S ch w in d u n g sk u rv en  k a n n  m an  je d o c h  
b ed e u te n d  m ehr A ufsch lüsse  e rh a lten , als das im  F a lle  der U n te rsu ch u n g  d e r 
räu m lich en  S chw indung  allein  m öglich w äre. D ie D eh n u n g , v e ru rsa c h t d u rc h  
die A usscheidung  des G rap h its  w äh ren d  des e u te k tisc h e n  u n d  e u te k to id e n  
U m w and lungsp rozesses, w ird  von  der L än g e n ä n d e ru n g  des P ro b ek ö rp ers  
angezeig t; die b e id en  V orgänge k ö nnen  v o n e in a n d e r  ze itlich  g e tre n n t w erden . 
M an k a n n  die Ä n d e ru n g  d er D ehnung  (d) u n d  d ie  w ah re  vo rperlitisch e  S chw in­
du n g  (b) im  R a h m e n  v o n  U n tersu ch u n g en , die u n te r  versch iedenen  B e d in ­
gungen  d u rc h g e fü h rt w u rd en , verg leichen , w enn  die A b k ü h lungsgeschw ind ig ­
k e it id en tisch  is t. Z w ischen  der L ä n g e n ä n d e ru n g  u n d  dem  G efüge k a n n  ein 
u n m itte lb a re r  Z u sam m en h an g  festg este llt w erd en , d er w iederum  in  u n m itte l­
b a re  B eziehung  g e b ra c h t w erden  k a n n  zu d en  F es tig k e itsw erten , gem essen 
am  g en an n ten  P ro b e k ö rp e r. W enn d er W e rt d er w ah ren  v o rp e rlitisch en  
S chw indung  (b) w ä c h s t, so w ächst auch  die M enge des geb u n d en en  K o h le n ­
sto ffs C zu L a s te n  des eu tek tisch en  G rap h its , u n d  d ieser V organg  s te h t in  u n ­
m itte lb a re m  Z u sam m en h an g  m it der E rh ö h u n g  d e r B rin n e llh ä rte  u n d  d er 
Z erre iß fes tig k eit [9].

Im  V erlau f d e r U n te rsu ch u n g  d er l in e a re n  S chw indung  k a n n  m an  zu  
d er F es ts te llu n g  gelangen , d aß  es bei der P rü fu n g  des G ußeisens g enüg t, sich  
n u r  a u f  die D a te n  des A b sch n itts  zu b e sch rän k en , d er v o r dem  P e r l i tp u n k t 
lieg t, da  w äh ren d  d e r n a c h  dem  P e r li tp u n k t sich  vo llz iehender A b k ü h lu n g  
eine U m w an d lu n g  n ic h t m ehr v o rk o m m t, n eu e  W erte  fü r  die A u sw ertu n g  
n ic h t gew onnen w erd en , n u r  die P rü fze it w ird  in  u n n ü tz e r  W eise v e rlä n g e rt.

III. Z u sam m en h an g  zw ischen D aten  d er lin ea ren  Schw indung 
u n d  den  Festigkeitse igenschaften  des G raugusses

D ie D a te n  d e r lin e a re n  S chw indung v o n  G rau g u ß  sind  im  w esen tlichen  
L ä n g en än d e ru n g en w erte , die an  einem  s tab fö rm ig en  P ro b ek ö rp e r fe s tg es te llt 
w u rd en ; diese W erte  s teh en  im  Z u sam m en h an g  m it der A usb ildung  des 
G efüges. D em zufolge k a n n  m an  a u f  eine u n m itte lb a re  B eziehung  fo lgern , 
die zw ischen den  am  P ro b ek ö rp e r fe s ts te llb a ren  M eßw erten  u n d  den  F e s tig ­
ke itse ig en sch aften  b e s te h t. Z ur U n te rsu ch u n g  d ieser B eziehungen  w u rd en  
V ersuche au sg e fü h rt. Im  R ah m en  dieser V ersuchsre ihe  w u rd en  n ah ezu  200 
M essungen zw ecks B estim m u n g  der lin ea ren  S chw indung  an  P ro b ek ö rp e rn
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v o n  30 m m  D urchm esser, 350 m m  L än g e , die in  nasse S an d fo rm en  gegossen 
w u rd e n , d u rch g e fü h rt. D ie B esch re ib u n g  der Y ersu ch se in rich tu n g  u n d  der 
Y e rsu c h sm e th o d e  ist in  e in er frü h e re n  A rb e it e ingehend  b esch rieb en  w orden  
[9]. D a s  fü r  die V ersuche e rfo rd e rlich e  flüssige G ußeisen w urde  u n te r  B e tr ie b s ­
v e rh ä ltn is s e n  in  K a ltw in d -K u p o lö fen  (v o n  700— 800 m m  D u rch m esse r) m it 
s a u e re r  A u sfü tte ru n g  u n d  in  e inem  L ab o ra to riu m so fen  n ach  T a m m a n  von  
8 k g  I n h a l t  geschm olzen. D ie chem ischen  u n d  m echan ischen  G e fü g eu n te r­
s u c h u n g e n  w urden  an  den  gegossenen  P ro b ek ö rp e rn  d u rc h g e fü h rt, u n d  es 
w u rd e  v e rsu c h t, zw ischen d en  in  d ieser W eise gew onnenen  W e rte n  eine 
B e z ie h u n g  zu  finden .

I m  V erlau f der A u sw ertu n g  d e r Y ersuchsergebnisse  k o n n te  eine lineare  
B e z ie h u n g  zw ischen der g e sam ten  v o rp e rlitisch en  S chw indung  ( f )  u n d  der 
B r in e llh ä r te  e rm itte lt  w erden . D iese B eziehung  is t aus dem  B ild  6 zu  ersehen . 
D ie G le ich u n g  der G eraden , die d u rc h  den  P u n k tsc h w a rm  d er M eßw erte  
g e leg t w u rd e , la u te t:

H B  =  3 2 2 / +  52 , ( 2 )

/
H B
322

0,16 . (3)

D ie  G leichungen ergeben  m it e in er S tre u u n g  von  ^ 5 — 10%  die zw ischen 
d e r B r in e llh ä r te  und  der g e sam ten  v o rp e rlitisch en  Schw indung  ( f )  b e s teh en d e  
B e z ie h u n g , u n d  zw ischen C hargen , die in  den  versch iedenen  Ofen geschm olzen  
w u rd e n , ze ig t sich gleichfalls k e in e  w esen tliche  A bw eichung. D ieser Z u sa m m e n ­
h a n g  b e le u c h te t deu tlich  den  S inn  des m it ( f )  b e z e ic h n te n  A b sc h n itts  der 
S c h w in d u n g sk u rv e , ( f )  b e d e u te t  n äm lich  die Sum m e (d -j- b) d e r D ehn u n g  
u n d  d e r  w ah ren  v o rp e rlitisch en  S ch w in d u n g . D er W ert von  ( f )  w ä c h s t p ro p o r­
t io n a l  d e r  B rin e llh ärte , m it a n d e re n  W o rten , w enn im  G ußeisen d e r In h a lt  
an  g e b u n d e n e m  C w äch st, so v e rm in d e r t  sich p ro p o rtio n a l die M E G ; die 
V e rg rö ß e ru n g  von  ( / )  w ird  b e i V e rm in d e ru n g  von  (d ) d u rch  die E rh ö h u n g  
v o n  (b) v e ru rsa c h t; die V e rm in d e ru n g  d e r D ehnung  is t geringer als die V er­
g rö ß e ru n g  von  (6).

B ei den  niedrigen W e rte n  von  ( / )  e n th ä lt  bei einem  F e rr it-G ru n d m a te ­
r ia l  d a s  G efüge viel G ra p h it; d ieser Z u s ta n d  w ird  d u rch  kleine B rin e llh ä rte , 
fe rn e r  in  d e r S ch w indungskurve  d u rc h  e inen  großen  W ert von  (d) u n d  einen 
k le in e n  W e rt von (b) g ek en n ze ich n e t.

D ie  B eziehung zw ischen  d e r B rin e llh ä rte  u n d  der Z e rre iß fes tig k e it des 
G u ß e isen s  w ird  durch  fo lgende G le ichung  [10] au sg ed rü ck t, die im  B ereich  
v o n  15— 40 kg/m m 2 fü r die P ra x is  v e rw en d b a re  W erte  lie fe rt:

HB  =  100 • 4,3oß. (4)
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Die B eziehung, au sg ed rü ck t d u rc h  die G leichung (4) k a n n  au ch  im  
R ah m en  ihres G ü ltigke itsbere iches m it den  W e rte n  der g esam ten  v o rp e rliti-  
schen  S chw indung ( / )  in V erb in d u n g  g e b ra c h t w erden :

H B  =  3 2 2 / 4 -  52 =  100 +  4,3 aB ,
w oraus

/  =  0,15 4- 0,013 e B (5)
u n d

<ts = 7 5 / —  11. (6)
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B ild  6. Beziehung zw ischen der gesam ten vorperlitischen Schwindung ( / )  und der Brinell- 
härte, festgestellt an G ußeisenstäben von  30 m m  Durchm esser und 350 m m  Länge

Die W erte  d e r  Z erre iß fes tig k eit, die a n  einem  g en o rm ten  P ro b e s ta b  
v o n  20 m m  D u rch m esse r, en tn o m m en  aus d em  u n te rsu c h te n  P ro b ek ö rp e r, 
gem essen w urden , ergeben  die d u rch  die G le ichungen  (5) u n d  (6) d a rg e s te ll­
te n  B eziehungen m it  e iner S treu u n g  wie sie bei der B rin e llh ä rte  a u f tr a t .  
E in e  A bw eichung e rg ib t sich led ig lich  im  F a lle  des w eichen R oheisens u n d  
des G ußeisens, d a  die B eziehung in  d er G le ichung  (4) bei W erten  u n te r  15 
kg /m m 2 ungenau  w ird . So z. B. k a n n  die H ä r te  v o n  P ro b ek ö rp e rn , m it e iner 
Z erre iß fes tigkeit v o n  10— 14 k g /m m 2, die au s  w eichem  R oheisen  gegossen 
w u rd en , zw ischen 90— 130 H B  sch w an k en . In  d iesen  F ä llen  b ie te t  die B ezie­
h u n g , die im  B ild  6 d a rg este llt w u rd e , k e ine  genauen  W erte  in  bezug  a u f  
Z erre iß festigkeit u n d  gesam te v o rp e rlitisch e  S chw indung  ( /) .  D ie b es teh en d e  
B eziehung  zw ischen ( f ) u n d  der B rin e llh ä r te  b ie te t auch  in  diesen F ä llen  
rea le  W erte .
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A u s dem  im  B ild  6 d a rg e s te llte n  Z u sam m en h an g  geh t n ic h t h e rv o r, 
in  w e lc h e m  V erhältn is die G rö ß en  (d) u n d  (b) im  W e rt v o n  ( / )  v e r t r e te n  sind . 
D ie  in  d en  G ußeisenstücken  s ich  b ild en d en  L u n k e r u n d  P o ren  s te h e n  n äm lich  
in  e n g e m  Z usam m enhang  m it  d e r an fän g lich en  G röße der D eh n u n g . I n  der 
le tz te n  Z e it b esch äftig ten  sich  viele V erö ffen tlich u n g en  gerade m it  d ieser 
F ra g e .

E s  is t  b ek an n t, d a ß  G ußeisen  m it K u g e lg ra p h it sich n u r  d a r in  vom  
G u ß e ise n  m it lam ellarem  G ra p h it  h in s ich tlich  d er V o lu m en än d eru n g  u n te r ­
s c h e id e t , d aß  seine an fä n g lic h e  D eh n u n g  fünf- bis zehnm al g rö ß e r is t. 
J e  g rö ß e r  die anfängliche D e h n u n g  des G ußeisens m it K u g e lg ra p h it is t ,  in  
u m  so h ö h e rem  M aße e n ts te h e n  in  ih m  L u n k e r u n d  P o ro s itä t [11]. M ehrere  
V e rö ffe n tlic h u n g en  e r lä u te rn  die n e u a rtig e  F e s ts te llu n g , daß  fü r  die E n t ­
s te h u n g  v o n  äußeren  u n d  in n e re n , d u rch  die S chw indung  h e rv o rg eru fen en  
L u n k e r n  au ch  die ü b e r tr ie b e n  große, an fän g lich e  D eh n u n g  v e ra n tw o rtlic h  
se in  k a n n .  F orm en v o n  k le in e r  F e s tig k e it k ö n n en  n ic h t der D e h n u n g  des 
e r s ta r r e n d e n  M etalls w id e rs te h e n ; F o rm en  v o n  g ro ß er F es tig k e it, w ie z. B . 
m it  Z e m e n t- , und  W asse rg la sb in d u n g , b e sch rän k en  die an fäng liche  D eh n u n g  
u n d  d a d u rc h  u n te rs tü tz e n  sie d ie  d ich te  S tru k tu ra u sb ild u n g  der G u ß stü ck e  [12]

B e i d er A usbildung  d e r  S ch w in d u n g sh o h lräu m e  d er G rau g u ß stü ck e  sp ie lt 
d ie  D e h n u n g  eine g rößere R o lle  als die darau ffo lg en d e  S chw indung . D iese 
s c h e in b a r  w idersp rechende F e s ts te llu n g  e rsch e in t im m er h äu fig e r  in  der 
L i t e r a tu r ;  sie w ird je d o c h  a u c h  d u rch  die E rg eb n isse  e iner b e re its  v o rh e r  
v e rö f fe n tlic h te n  A rbeit b e s tä t ig t  [13].

B e i d er gesam ten  v o rp e rlitisc h e n  S chw indung  d er G u ß e isen so rten  v o n  
v e rs c h ie d e n e r  Q u a litä t ä n d e r t  sich  das V e rh ä ltn is  v o n  (d ) zu (6). N a c h  den  
o b e n  e r lä u te r te n  A n sich ten  e rsch e in t es seh r w ich tig , d aß  n eben  d em  W e rt 
v o n  (f  ) a u c h  das V erh ä ltn is  zw ischen  der w ah ren  vo rp e rlitisch en  S ch w in d u n g  
(b) u n d  d e r D ehnung (d) b e rü c k s ic h tig t w ird .

D a s  V erhältn is zw ischen  d e r D eh n u n g  u n d  d er w ah ren  v o rp e rlitisch en  
S c h w in d u n g  s te h t m it d em  G efüge u n d  den  F es tig k e itse ig en sch aften  in  engem  
Z u sa m m e n h a n g . D ieser Z u sa m m e n h a n g  is t im  B ild  7 zu  sehen.

W e n n  m an aus d en  W e rte n  der S ch w in d u n g sk u rv en  die D iffe ren z  
cl —  b b i ld e t ,  dann  k ö n n en  d ie  G u ß e isen so rten  in  zwei große G ru p p en  g e te ilt 
w e rd e n :

1. d — b =  (— )

d e r  zah len m äß ig e  W ert d e r  w a h re n  v o rp e rlitisch en  Schw indung  is t  g rö ß er 
als d e r  B e tra g  der D eh n u n g , d e r W ert v o n  d  —  b is t h ierbei n e g a tiv . E in e  
d e ra r t ig e  E igenschaft b e s i tz t  d e r P e r litg u ß  u n d  die S toffe des M asch in en ­
g usses v o n  g u te r Q u a litä t (B ild  7, K u rv e  1).

2. d —  b = ( + )
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d e r zah lenm äßige W e rt d e r w ahren  v o rp e rlitisch en  S chw indung is t  geringer 
als der von d er D e h n u n g , dem nach  is t d er B e tra g  d  —  b p o sitiv  (B ild  7, 
K u rv e  2).

Bei ein igen b e so n d e re n  w eichen R o h e isen so rten  g ib t es keine m eß b are  
Schw indung  v o r d em  P e r l i tp u n k t (Bild 7, K u rv e  3), da  die E rs ta r ru n g  des 
P ro b ek ö rp ers  bei e in e r so s ta rk e n  D ehn u n g  s ta t t f a n d ,  daß  die gem essene

Länge des Probestabes 350mm 
Durchmesserdes Probestabes 30mm

\ 7. 2. 3.
d,
% 0,16 0,25 0,41
b,
% 0,2b 0,02 m

i 0,4-1 0,26 0,30

d-b - +

Sc Q92 095 V2

HВ 197 734 120

бв 22,4 14,3 14,1

B ild  7. Änderung des V erhältn isses der gesam ten vorperlitischen  Schwindung ( / )  zu  der 
D ehnung (d ), ferner der wahren vorperlitischen Schw indung (b) im  Falle verschiedener Guß- 

t  Jeisensorten

L änge am  P e r l i tp u n k t g rö ß e r w ar als das L ä n g e n m a ß  der P ro b e . In  der 
täg lich en  P rax is  t r i f f t  m a n  allerd ings sehr se lte n  e inen  ähn lichen  F a ll an .

M an stelle die D iffe ren z  d er D ehnung  (d ) u n d  d e r w ahren  v o rp e rlitisch en  
S chw indung  ( / )  in  fo lg en d er F o rm  d a r u n d  b eze ich n e  sie als Schw indungs- 
fa k to r  :

± A l vp =  d — b.  (7)

D er d oppe lte  W e rt v o n  ^  A lvp b e d e u te t, d a ß  im  Falle des G ußeisens 
bei der gesam ten  v o rp e rlitisc h e n  Schw indung ( f )  d e r W e rt von (d) oder d er 
v o n  (b) den g rö ß eren  A n te il au sm ach t.
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W en n  m an die im  V e rla u f d er V ersuche e rh a lten en  W erte  v o n  ( f )  und  
d e r B rin e llh ä rte  als F u n k tio n  v o n  +  A lvp d a rs te llt , so e rh ä lt  m a n , ähn lich  
d em  B ild  6, eine lin eare  B ez iehung , wie sie aus dem  Bild 8 e rs ic h tlic h  ist. 
D ie  G leichung  der G erad en , die d u rc h  den  P u n k tsc h w a rm  g e leg t w erden 
k a n n , la u te t :

/ =  —  0,6/1 lrp - f  0 ,4 . (8)

6B

34

26

19

12

B ild  8. Änderung der gesam ten vorperlitischen Schw indung ( / )  und der B rinnellhärte in 
A bhängigkeit von  dem  Schw indungsfaktor (Л lrp)

W enn  m an diese G leichung  u n d  die G leichung (3) z u sam m en z ieh t, 
d a n n  e rg ib t sich fo lgende B eziehung

H B ------0,16 =  — 0,6  A l 0 .4 .
322 P

A us ih r  e rg ib t sich die B eziehung  zw ischen  dem  S ch w in d u n g sfak to r ^  A l„p 
u n d  d e r  B rine llhärte  in  F o rm  der fo lgenden  G leichung:

H B  =  —  193,2 A lvp +  180. (9)

D ie G leichungen (8) u n d  (9) fassen  an sch au lich  die B ez iehung  zw ischen 
d en  v o r  dem  P e r li tp u n k t m eß b a ren  W erten  d er lin earen  S ch w in d u n g sk u rv en  
u n d  d en  F estig k e itse ig en sch aften  zusam m en . D ie Ä nderung  des V orzeichens 
v o m  S ch w in d u n g sfak to r (A l1jp) ze ig t an , w elchen  A nteil die D e h n u n g  (d ) 
u n d  d ie  w ahren  v o rp e rlitisch e  S chw indung  (b) an  der gesam ten  v o rp e rlitisch en
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S chw indung  des G ußeisens h a t.  D ah e r k a n n  die Ä nderung  der W e rte  von  
(d) u n d  (b) in  m it den F es tig k e itse ig en sch a ften  Z usam m enhang  g eb rach t 
w erden . D ie im  B ild  8 d a rg este llte  B ez ieh u n g  zeig t ferner, d aß  sich  d er ab so ­
lu te  W ert von  ( /)  v e rm in d e rt, w enn  die D eh n u n g  des G ußeisens im  V ergleich  
zu r w ah ren  v o rp e rlitisch en  S chw indung  w äch st. D as b e d e u te t m it an d eren  
W o rten , d aß  w enn die G ra p h ita u ssc h e id u n g  w äch st (die gebundene C-M enge 
v e rm in d e rt sich), so v e rm in d e rt sich , in fo lge d er größeren M enge an  e u te k ­
tisch em  G rap h it oder der geringeren  A b k ü h lu n g sg eschw ind igke it, im  gleichen 
V erh ä ltn is  die B rin e llh ä rte  u n d  d er a b so lu te  W ert von ( /) .

D er S ch w in d u n g sfak to r (A lvp) des P erlit-G ußeisens is t n e g a tiv , d. h. 
die lineare  S ch w indungskurve  e n th ä lt  e inen  größeren  (b) und  einen  k le in eren  
(d) A b sc h n itt. D iese E rsch e in u n g  is t die Folge von  der größeren , g eb u n d en en  
M enge an  C u n d  d er k le ineren  M enge an  eu tek tisch em  G rap h it. J e  n e g a tiv e r  
der W ert von  A lrp au sfä llt, um  so g rö ß er w ird  die B rin e llh ärte  u n d  d er ab so lu te  
W ert von  ( f) .

D er S ch w in d u n g sfak to r (A lvp) d e r w eichen  F errit-R o h eisen  u n d  G u ß ­
eisen is t po sitiv , d. h ., in  der lin e a re n  S chw indungskurve  ist d e r zah len ­
m äßige W e rt von  (d) g rößer als d e r v o n  (b), infolge des A usscheidens e iner 
großen  M enge an  eu tek tisch em  G ra p h it u n d  wegen des geringeren  G ehalts  
an  geb u n d en em  K ohlensto ff. J e  g rö ß er d e r positive  W ert von  A lvp au sfä llt, 
u m  so k le in e r w ird  d er W ert von (f ) u n d  die B rin e llh ä rte .

W enn  m an  die G leichung (8) in  fo lgende F orm  b rin g t:

/  =  — 0,6 A l,,p +  к (10)

u n d  den W ert der K o n s ta n te n  m it к b e ze ich n e t, so kann  m an  dei v e rsch ied e ­
nen  W erten  von  к  para lle le  G eraden  z iehen  (B ild 8).

W enn
к  >  0,4

is t, d a n n  versch ieben  sich die G eraden  n ach  den  positiven  W erten  v o n  A l,p, in 
diesem  F a ll w ächst der B e trag  von  (d) im  V ergleich zu (b) a u f  d e r lin ea ren  
S ch w in d u n g sk u rv e . Im  Bild 8 sind  die E rg eb n isse  von U n te rsu ch u n g en  h in ­
sich tlich  d er lin ea ren  Schw indung  d a rg e s te llt , die an  G ußstücken  m it g roßen  
äu ß eren  u n d  inneren  L u n k ern  u n d  po rösen  S te llen  ausg efü h rt w u rd e n ; s ä m t­
liche P u n k te  fallen  in  das G eb iet к  >  0,4. D ieser U m stan d  b e k rä f t ig t  die 
oben  e r lä u te r te n  A nsich ten , w onach  die D eh n u n g  von großem  A u sm aß  in 
enger B eziehung  m it den  S ch w in d u n g san o m alien  des G raugusses s te h t .

W enn  die K o n s ta n te  der G le ichung  (10)

к <  0,4

is t, dann w äch st der W ert von  (b) im  V erg leich  zu (d) a u f  der lin earen  S ch w in d u n g s­
k u rv e . In  d iesem  F ä llen  w ird  der n e g a tiv e  W e rt лоп /I lrp g rößer. J e  g rößer
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d e r n e g a tiv e  W ert von  A lvp is t ,  in  u m  so s tä rk e re m  M aß w achsen ( / )  u n d  (b); 
das h e iß t  soviel, d aß  die w ä h re n d  der Z e ite in h e it s ta ttf in d e n e  K o n tra k tio n  
h ie rm it  v e rh ä ltn isg le ich  w ä c h s t. D ieser V o rgang  k a n n  zu r U rsache v o n  in n e ­
re n  S p a n n u n g e n  in  den  G u ß s tü c k e n  w erden  u n d  m it der E n ts te h u n g  v o n  
R isse n  in  Z u sam m en h an g  s te h e n .

A u f  G ru n d  des b ish er G esag ten  is t es e rs ich tlich , d aß  die v o rp e rlitisch e  
L ä n g e n ä n d e ru n g  des P ro b e k ö rp e rs  v o n  g en o rm tem  D urchm esser, d e r im  
R a h m e n  d e r M essungen d e r lin e a re n  S ch w in d u n g  g ep rü ft w urde , in  Z u sa m ­
m e n h a n g  s te h t m it der A u sb ild u n g  des G efüges u n d  d er F es tig k e itse ig en ­
sc h a f te n . I n  der K en n tn is  d e r g esam ten  v o rp e rlitisc h e n  S chw indung ( / )  e r ­
h ä l t  m a n  n ü tz lich e  F o lg e ru n g en  h in sich tlich  d e r B eu rte ilu n g  von  F a k to re n , 
die d ie  S ch w in d u n g slu n k er des G raugusses u n d  die in n e ren  S p an n u n g en  v e r ­
u r s a c h e n , sofern  le tz te re  e in g eh en d er u n te r s u c h t  w erden .

IV. Der Zusam m enhang zw ischen den W erten der linearen Schwindung  
und der chem ischen Z usam m ensetzung

E s  w urde  v e rsu c h t, zw ischen  den im  L au fe  der V ersuche gew onnenen  
W e r te n  d e r lin ea ren  S chw indung  u n d  d er chem ischen  Z u sam m ense tzung  d er 
P ro b e k ö rp e r  genau  denselben  Z u sam m en h an g  zu  fin d en , wie er im  F a lle  d er 
F e s tig k e itse ig e n sc h a fte n  e rh a lte n  w urde.

D ie  chem ische Z u sam m en se tzu n g  so llte  in  v ersch ied en er W eise g ek en n ­
z e ic h n e t w erden , d. h . d u rch  den  S i-G ehalt o d e r d en  äq u iv a len ten  K o h le n s to ff  
(C -f- 1/3 Si). A m  zw eck m äß ig sten  ersch ien  es, die D a te n  der linearen  S chw in ­
d u n g  in  A b h än g ig k e it v o n  d em  allgem ein  b e k a n n te n  S ä ttig u n g sg rad  (S c) zu  
u n te r s u c h e n . Diese V erg leiche ze ig ten  n ic h t m eh r dieselben e in d eu tig en  
Z u sa m m e n h ä n g e , w ie sie d u rc h  die G le ichungen  (2), (5), (9) u n d  (10) d a rg e ­
s te l l t  w e rd en . D ieser U m sta n d  b e d e u te t keinesw egs soviel, daß  kein  enger Z u ­
s a m m e n h a n g  zw ischen der chem ischen  Z u sam m en se tzu n g  des G ußeisens u n d  
d e r Ä n d e ru n g  der Schw indungs- u n d  F estig k e itse ig en sch a ften  b e s te h t u n d  in  
d ie se r B ez ieh u n g  in  der L i te ra tu r  u n d  in  d er P ra x is  e in g eb ü rg erten  Z u sam m en ­
h ä n g e  n ic h t  zu tre ffen d  w ären . D ie chem ische Z u sam m ense tzung  des G u ß ­
e isens b e d e u te t  ab er in  d e r tä g lich en  P ra x is  die K en n tn is  der ü b lich en  fü n f  
E le m e n te , au ß erd em  ü b en  je d o c h  noch  an d e re  F a k to re n  einen E in f lu ß  a u f  
d ie  A u sb ild u n g  des G efüges, a u f  die F es tig k e its -  u n d  g ieß techn ischen  E ig e n ­
s c h a f te n  aus, so z. B . die fre i gew ordenen  G ase, die S purenelem en te  u n d  die 
n ic h tm e ta ll is c h e n  E insch lüsse . I h r  E in flu ß  is t  schw er k o n tro llie rb a r, u n d  sie 
k ö n n e n  Ä n d eru n g en  v e ru rsa c h e n , fü r  die m a n  d u rc h  die K en n tn is  d er fü n f  
E le m e n te  allein  ausre ichende  E rk lä ru n g  e rh a lte n  k an n .

A u s den  A rb e iten  v o n  A . W a g n e r  [ 1 4 ]  u n d  F . R o l l  [ 1 5 ]  is t die T a tsa c h e  
b e k a n n t ,  d aß  u n te r  B e rü ck sich tig u n g  d er ü b lich en  fü n f  E lem en te  im  gegos­
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senen  R oheisen  bei d e rse lb en  Z u sam m ense tzung  u n d  u n te r  denselben B e d in ­
gungen , der G eh a lt an  geb u n d en em  K o h len sto ff  v ersch ied en  sein k an n . A u f 
G ru n d  des geb u n d en en  C -G ehaltes h a t m an  die R o h e isen so rten  in  zwei G ru p p en  
g e te ilt, je  n ach  ih ren  h a r te n  u n d  w eichen E ig e n sc h a fte n ; ih re  W irkung  k o m m t 
au ch  n ach  dem  U m schm elzen  zur G eltung.

E s is t eine b e k a n n te  E rsch e in u n g  in  d er G ießere i, d aß  die H ä rte , die 
g ieß techn ischen  E ig e n sc h a fte n  von  G u ß stü ck en  id e n tisc h e r  Z usam m en se tzu n g  
v e rän d erlich  sein  k ö n n en , also an  G u ß stü ck en , v o n  gleichen A bm essungen  
u n d  in  derselben  G ießerei h e rg es te llt, zeitw eise abw eich en d e  H ä rte n  gem essen  
w erden  k ö nnen  [16].

D ie h ie r e r lä u te r te n  E rsch e in u n g en  w u rd en  in  d er le tz te n  Z eit v o n  
W . P a t t e r s o n  [10] zu sam m en g efaß t, u n d  die S ch w an k u n g en  in  der H ä r te  
d e r  G rau g u ß stü ck e  d u rch  fo lgende m a th em a tisch e  B ez iehung  g ekennze ichne t:

R H
H B

100 + 4 , 3  a B ( И )

u n d  er n a n n te  diese, fü r  d ie  Q u a litä t des G ußeisens kennzeichnende G röße 
die » re la tive  H ä rte « . D e m n ach  is t die Q u a litä t e in er G ußeisensorte  u m  so 
besser, je  k le iner die B rin e llh ä r te  im  V ergleich z u r Z erre iß fes tig k eit is t. N ach  
A nsich t von  W . P a t t e r s o n  können  v o r der l in e a re n  B eziehung zw ischen  
B rin e llh ä rte  u n d  Z e rre iß fes tig k e it A bw eichungen  a u f tre te n , die m it den  spez i­
fischen  E ig en sch aften  d e r E in sa tzsto ffe  u n d  d en  m eta llu rg isch en  V e rh ä lt­
n issen  (z. B . Ü b e rh itzu n g , Im p fu n g  des Schm elzens) in  Z u sam m enhang  s teh en .

A. C o l l a u d  [ 1 7 ]  b e tr a c h te t  diese S ch w an k u n g en  n ich t als an o m a l; 
au ß ero rd en tlich e  A b w eich u n g en  fan d  er se lb st d a n n  n ic h t, w enn er die re la tiv e  
H ä rte  als F u n k tio n  des S ä ttig u n g sg rad es  u n te rsu c h te .

Bei der A u sw ertu n g  d e r  im  V erlau f der V ersuche gew onnenen  E rgebn isse  
wie es in  den B ildern  6 u n d  8 zu sehen is t, k o n n te  d ie  in  der G leichung (4) 
au sg ed rü ck te  B eziehung  zw ischen  der Z erre iß fes tig k e it u n d  der B rin e llh ä rte  
d en  W erten  aus d e r L i te r a tu r  en tsp rech en d  d a rg e s te ll t  w erden , d a rü b e r  
h in au s  jed o ch  w urde  eine lin e a re  B eziehung zw ischen  d e r B rin e llh ä rte  u n d  d er 
gesam ten  v o rp e rlitisch en  S chw indung  ( f )  n achgew iesen .

Als es v e rsu c h t w u rd e , die im  V erlau f d er e ig en en  V ersuche gew onnenen  
D a te n  in  A b h än g ig k e it v o n  der chem ischen  Z u sam m en se tzu n g  d a rzu ste llen , 
w urde  eine d e ra rtig e  S tre u u n g  der E rgebn isse  g e fu n d en , d aß  ih re  D ars te llu n g  
in  einem  D iag ram m  als n ic h t  erfo rderlich  e rsch ien . Zw ecks w eite re r K lä ru n g  
d ieser F rage  w u rd en  aus d en  V ersu ch sd a ten  30 versch ied en e  M eßergebnisse 
au sg ew äh lt, deren  chem ische  Z usam m ense tzung , u n te r  B erücksich tigung  d e r 
ü b lich en  fü n f  E lem en te , fa s t  die gleiche w ar, u n d  d ie B rin e llh ä rte  w urde  in  
F u n k tio n  der g esam ten  v o rp e rlitisch en  S ch w in d u n g  ( f )  d a rg este llt. D ie so 
gew onnene B eziehung  is t  d em  B ild  9 zu e n tn e h m e n .
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A us den  ex trem en  W erten  d e r chem ischen  Z u sam m en se tzu n g  w urde  die 
u n te re  u n d  obere G renze des S ä ttig u n g sg ra d e s  (Sc) e rrech n e t. D ie A b b ild u n g  
ze ig t in  au ffa llender W eise, se lb st bei a n n ä h e rn d  iden tisch er Z u sam m en se tzu n g , 
die B ez ieh u n g , die zw ischen d er g e sa m te n  vo rp erlitisch en  S ch w in d u n g  (J) u n d  
d e r  B r in e llh ä r te  fes tg este llt w u rd e  (B ild  6 , G leichung 2). D ie Z e rre iß fes tig k e its ­
w e rte , gem essen an  den P ro b e n k ö rp e rn , en tsp rech en  in n e rh a lb  d e r G ü ltig ­
k e itsg re n z e  der B eziehung, die in  d e r G leichung  (4) a u sg ed rü ck t w u rd e .

A us den W erten  des B ildes 9 k a n n  festg este llt w erden , d a ß  eine u n m it ­
telbare Beziehung  zwischen dem Gefüge, den Festigkeitseigenschaften des Gußeisens  
u n d  der linearen Schw indung in  dem vorperlitischen Abschnitt  vorhanden ist, 
u n d  d a ß  sich diese drei k en n ze ic h n en d e n  E igenschaften  in n e rh a lb  enger 
G re n z e n  gem einsam  än d e rn . D ie gem einsam e Ä nderung  v o n  diesen  drei 
F a k to re n , u n te r  B erü ck sich tig u n g  g le icher A bk ü h lu n g sg esch w in d ig k e it, is t 
e ine  F u n k tio n  der chem ischen  Z u sam m en se tzu n g , die sich je d o c h  n ich t allein 
a u f  d ie  K en n tn is  der fü n f E le m e n te  b e sch rän k en  kan n . Mit a n d e re r  W o rten , 
die gem einsam e Ä nderung  v o n  den g e n a n n te n  drei F a k to re n  is t n ic h t u n b e ­
d in g t e ine  F u n k tio n  der chem ischen  Z u sam m en se tzu n g , a u sg e d rü c k t d u rch  
die ü b lic h e n  fü n f E lem en te .

Im  In te resse  der e ir g eh en d eren  U n te rsu ch u n g  dieser F ra g e  k a n n  d ie  
B r in e llh ä r te  m it dem  S ä ttig u n g sg ra d  in  B eziehung g eb rach t w erden . Diese 
V e rk n ü p fu n g  k an n  a u f  G ru n d  d er G le ichung  (4), sowie u n te r  B e rü ck sich tig u n g  
d e r v o n  P . H e l l e r  u n d  H .  J u n g b l l t h  [ 1 7 ]  e rlä u te rten  B ez ieh u n g  erfolgen, 
w o n a c h  die am  genorm ten  P ro b e k ö rp e r  v o n  30 m m  D u rch m esse r gem essene 
Z e rre iß fes tig k e it m it dem  S ä ttig u n g sg ra d  in  fo lgender B eziehung  s te h t:

D a

so is t

oB =  100,6 —  80 S c .

oB =  ------ 23,5 =  100,6 -  80 S c ,
4,3

H B  =  532,5 —  344 S c .

( 12)

(13)

W e n n  m an m it d er in  d ieser W eise e rh a lten en , als n o rm a l an zusehenden  
B r in e llh ä r te  die v o n  W . P a t t e r s o n  d e fin ie rte  re la tiv e  H ä r te  a u sd rü c k t, so 
e rh ä l t  m a n  folgende B eziehung :

R H  =
H B

532,5 — 344 S c
(14)

In  d iesem  F all w urde eine B ez ieh u n g  zw ischen der re la tiv e n  H ä r te  u n d  
d em  S ä ttig u n g sg ra d , der die ü b lich en  fü n f  E lem en te  e n th ä lt , d a rg e s te llt .
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Im  Bild 9 w urden  die W erte  der re la tiv e n  H ä rte , die m it H ilfe der 
G leichung (14) e rrech n e t w erden  k o n n te n , angegeben . D ie zu r B erechnung  
erfo rderlichen  D a ten  e n th ä lt  au ch  die A b b ildung . A us d er B eziehung , die im 
B ild  d a rg es te llt is t, g eh t d eu tlich  h e rv o r, d aß  G u ßeisenso rten  m it nahezu  
derse lben  S ä ttig u n g  u n d  Z u sam m en se tzu n g  (allerd ings n u r  die fü n f  B eglcit- 
e lem en te  b e rü c k s ic h tig e rd ) v o n e in a n d e r seh r abw eichende F es tig k c its - und  
S chw indungseigenschaften  aufw eisen  kö n n en . D as B ild 9 v e ra n sc h a u lich t auch 
die B eziehung, die von  A. W a g n e r  u n d  F . R o l l  a u f G ru n d  v o n  p ra k tisc h e n

B ild  9. Beziehung zwischen der Brinellhärte und der vollen  gesam ten vorperlitischen Schw in­
dung bei Gußeisen von  annähernd gleicher chem ischer Zusam m ensetzung und Sättigung

B eo b ach tu n g en  fe s tg es te llt w u rd e , u n d  w ovon m an  sich in  d e r  täg lich en  
P rax is  ü berzeugen  k a n n . U n te r  B ertieb sv e rh ä ltn issen  k a n n  m an  erheb liche 
S chw ankungen  h in sich tlich  d er F estig k e itse ig en sch aften  des G ußeisens, ferner 
d er e rrech n e ten  u n d  ta ts ä c h lic h e n  Z u sam m en se tzu n g  d er O fenbesch ickung  
b eo b ach ten . U n te r  Z u g ru n d e leg u n g  der g leichen chem ischen  Z u sam m en ­
se tzu n g  k a n n  m an  genau so sp rö d e  G u ß stü ck e  von  g roßer H ä rte  o d er w eiche 
G u ß stü ck e  m it n ich t au sre ich en d er H ä r te  e rh a lte n . In  k en n ze ich n en d e r W eise 
w erden  diese V erh ä ltn isse  von  d en  S ch w in d u n g sk u rv en  u n d  von  den  übrigen  
D a te n  im  B ild  10 v e ra n sc h a u lich t. E in e r Schm elze von  H ä m a tit-R o h e ise n  
w urde  in  versch iedenen  M engen M etall-A s zugegeben ; d ieser Z u sa tz  v e rä n d e rte  
die u rsp rü n g lich en  E ig en sch a ften  des R oheisens. M it diesem  B eisp iel sollte 
d e m o n s tr ie rt w erden , d aß  R oheisen  u n d  G ußeisen  au ß er den  fü n f  B eg le it­
e lem en ten  im m er noch  S p u re lem en te  in  geringer M enge e n th a lte n , die m an 
in  d er täg lich en  P rax is  n ic h t b e a c h te t, o bzw ar sie a u f  das G efüge, a u f  die 
Schw indungs- u n d  F es tig k e itse ig en sch a ften  des G ußeisens eine W irk u n g  aus­
üben  können , ü b e r w elche die K e n n tn is  d er üb lichen  chem ischen  Z usam m en-
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S e tzu n g  keine ausre ichende  E rk lä ru n g  g ib t. E s  is t  b e k a n n t, d aß  die an fä n g ­
lich e  D eh n u n g  auch  m it d e r  M enge der g e lösten  u n d  frei gew ordenen  Gase 
im  Z u sam m en h an g  s te h t . M it vorliegenden  A u sfü h ru n g e n  so llte  eine E rk lä ru n g  
f ü r  d ie  allgem ein b e k a n n te  G ieß ere i-E rfah ru n g  gegeben  w erden , w onach  
zw isch en  der chem ischen  Z u sam m en se tzu n g  v o n  d ic h te n  u n d  L u n k e r e n t ­
h a l te n d e n  G ußstücken  k e in  w esen tlicher U n te rsc h ie d  b e s te h t. D ie U n te rsu -

+-

5
5
Cb
c:
Ci<c

•Ç4j
Ci

гI n.

S5

I
II 7,0

7,4

7,2

7,0

0,8

0,6
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0,2

0,0

0,2

0,4

Oß
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7,2

7,4

Länge des Probestabes ■ 350mm 
Durchmesser des Probestabes 30mm 
*+ Menge i/on A s in der Größenordnung von 10~) 

qualitativ durch Spektse/anaiyse bestimmt.

Kurve 2, ЗА Hämatit Roheiser
^  ////L flö

\ 3 ___
*- Minute 
___ 1___ 1___

? Í.A \ \ 6 N4 70 2 4 76 78

\  7

4 \ 2

1 3

Probenummer 7 2 3 4

C% ЗАО 3,41 338 3,38
Si% 205 2,11 W3 1,93

Mn% 0,64 054 0,56 054
p% 00960,0960104 0,102
S % 0,039 0053 0,0500050

d % 021 0,14 0,12 0,11
b % 0,07 0,22 0,25 029
f  % 0,28 0,36 0,37 0,40
Alyp №  -0,08-0,13-0,18

HB 134 152 167 172
6B 14,3 15,0 Wß 17,7

As -  + + +

B ild  10. Änderung der Schw indungs- und Festigkeitseigenschaften  eines grauen Gießereirohei­
sens durch  Einwirkung eines A s-Z usatzes

c h u u g  d e r linearen  S c h w in d u n g  eignet sich , se lb s t bei a n n ä h e rn d  g leicher 
Z u sam m en se tzu n g , zu m  N ach w eis  der V e rän d e ru n g en  v o n  S chw indungseigen­
s c h a f te n .
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INVESTIG ATIO N OF T H E CH ARACTERISTIC DA TA OF LIN EAR S H R IN K A G E
OF T H E  G R A Y  IR O N

GY. N Á N D O R I

SU M M A R Y

The chem ical com position concerning the f iv e  com m only known e lem en ts are not 
alw ays suitable to determ ine directly the irregular shrinkage behaviour of the gray iron. The 
m ethod of linear shrinkage measuring have been used for the investigation o f th e  shrinkage  
behaviours of the gray iron. According th e  results o f the investigations carried o u t on the 
standard specim en bars m ay bee seen th at the w hole linear shrinkage m easured before the 
perlit point ( / )  is in close relation w ith  the change of the microstructure and th e  m echani­
cal properties. These typical properties o f the gray iron are changing w ith in  close lim its. 
According the results o f the measuring of the linear shrinkage m ay be found th e  connection  
betw een  Brinell hardness and the whole linear shrinkage before the perlit poin t ( / )  and m ay  
be expressed by the n ex t equation: H B  =  3 2 2 / -+- 52. The r e la t io n /  =  —0,6 A lvp к  calcu­
lated  from  the data o f the real linear shrinkage before the perlit point (6 ) and th e  expansion  
(d) shows useful conclusions for the origin of o f the inside porosity and stresses o f  gray iron 
castings. This paper presents inform ations for the foundry experiences in the case i f  th e  che­
m ical com position o f  the casting containing deleterious shrinkage porosity and castings 
w ithou t these defects are nearly the sam e. The m ethod  of the measuring of the linear shrinkage  
are suitable in these case for the shrinkage properties o f the gray iron.

É T U D E  D E S D O N N ÉES CA RAC TÉRISTIQ UES D U  RETRAIT L IN É A IR E
D E  LA FO N T E  G RISE

GY. N Á N D O R I

R É SU M É

L’étude de la com position chimique con ten an t les cinq élém ents habituels e t  celle de la m ic­
rostructure et des propriétésm écaniques ne perm etten t pas, dans la plupart des cas, de découvrir  
les anom alies du retrait de la fonte grise. E n vu e  de l’étude plus détaillée des propriétés de 
retrait de la fonte, l ’auteur a appliqué la m éthode de m esure du retrait linéaire. Les résu ltats  
des essais effectués perm ettent de dém ontrer que le retrait tota l jusqu’au point p erlitique ( / )
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m esuré sur une éprouvette de diam ètre standard est en rela tion  directe avec la variation  de la 
m icrostructure et des propriétés m écaniques. Ces trois propriétés caractéristiques de la  fonte  
grise varient ensem ble dans d’étro ites lim ites. Les résu lta ts d’essais ont permis de constater  
qu’entre la dureté B rinell e t  le retrait total avant le p o in t perlitique, existe la relation  su i­
van te: H B  =  3 2 2 /+ 5 2 .  Sur la  base de la r e la t io n ( /= — 0,6 A l,p k), calculée des données 
du retrait réel avant le p o in t perlitique (b) et la d ila ta tio n  (d), on peut faire des conclusions 
u tiles pour l’évaluation des facteurs produisant les retassures e t  les contraintes intérieures de 
la fon te . L’étude se propose d’expliquer ce phénom ène observé lors de la fonte, que des fon tes  
com pactes ou renferm ant des retassures présentent so u v en t une com position chim ique peu  
différente. La m éthode d’ex a m en  du retrait linéaire p erm et, m êm e dans ce cas, de relever la  
variation  des propriétés de retra it.

И С С Л ЕДО ВА Н И Е Х А Р А К Т Е Р Н Ы Х  Д А Н Н Ы Х  Л И Н Е Й Н О Й  УСАДКИ  СЕРОГО
Ч УГУНА

Д. Н А Н Д О Р И

РЕЗЮ М Е

Химический анализ по обычно принятым пяти элементам, определение структуры 
и механических свойств в большинстве случаев не могут служить для непосредственного 
уяснения анормальной усадки чугунных отливок. Для более тщательного исследования 
усадочных свойств чугуна, применен метод замера линейной усадки. Из результатов 
исследований сделан вывод, что полная усадка до перлитной точки (/), замеренная на 
образце стандартного диаметра, непосредственно связана с изменением структуры и 
механических свойств. Эти три характерных свойства серого чугуна в узких пределах 
изменяются совместно. На основе результатов измерений установлено, что твердость 
по Бринеллю связана с усадкой до полней перлитной точки следующим образом: НВ =  
=  3 2 2 / +  52. Действительная усадка (Ь) до полной перлитной точки и разбухание (d) 
на основе рассчитанной по этим данным зависимости ( / =  —0,6 А 1гр -р к) позволяют сделать 
полезные выводы относительно оценки факторов, приводящих к образованию усадочных 
раковин и внутренних напряжений в сером чугуне. Работа дает ответ на вопрос о том, 
что зачастую между химическим составом плотных и содержащих усадочные раковины 
отливок нет существенной разницы, и что метод исследования линейной усадки и в таких 
случаях пригоден для выявления изменений усадочных свойств.
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STUDY OF THE DIRECT REDUCTION

A. SC H E D E L

[M anuscript received N ovem ber 13, 1962]

Author describes the theoretical reasons w hich had justified the exam in ation  of the  
action of reducing agents introduced in to  the interior o f  the iron ore by grinding and briqu ett­
ing. In course of the reduction under laboratory conditions of iron oxids briquettes contain­
ing breeze in c ity  gas, it  was found that a coke pow der quantity  containing not m ore than  
1 1 % carbon was enough to  bring about the com plete reduction of the iron oxide to  m etallic  
iron at tem peratures below  1100° C, that is, in the solid phase. Exam ination o f th e  process 
has shown th at, as a result o f the processes of reduction , uniform ly distributed elem en tary  
carbon is deposited w ithin  the briquette, th a t is the briquette is carbonized, w hereby a favour­
able physical state for direct reduction arises. The author calls the above process “ flu id ity  
in the solid sta te” . In the process the reduction o f C 0 2, formed by the reduction process and  
the decom position of the carbonates to CO, in itiates an autocatalytic  process in w hich the  
same carbon atom  m ay repeatedly participate in the reduction process. The experim ents  
carried out so far are not sufficient to allow for final conclusions, therefore, the author suggests 
th a t further experim ents should be carried out.

T he ex ten siv e  s tu d y  o f th e  reac tio n  m echan ism  of iron  ores ra ise d  a 
n u m b e r o f new  v iew p o in ts  w hich  has m ade i t  necessary  to  reco n s id e r how  
closely th e  con d itio n s o f ideal red u c tio n  cou ld  he realized  in th e  c lassic  b la s t  
fu rn ace  an d  how  th ese  cond itions could be m e t w ith  by  physical co m p o sitio n , 
p re p a ra tio n  an d  m e th o d  of ad d itio n  of th e  fu rn ace  m ix tu re . In  a d d it io n , an  
ever in creasin g  n u m b e r o f specialists m a in ta in  th a t  th e  presen t sy s te m  o f p ig  
iron  an d  stee l p ro d u c tio n  is o u t o f d a te , as m ore  and  more p rocesses h av e  
becom e know n  b y -p assin g  th e  p ro d u c tio n  o f  p ig  iron  in th e  d irec t p ro d u c tio n  
o f  steel. T h ey  are , th e re fo re , o f th e  op in ion  t h a t  th e  tim e  is ripe fo r th e  fu n d a ­
m en ta l reassessm en t o f th e  co n serv a tiv e  m e th o d  o f iron  and  steel p ro d u c tio n . 
L e t us now  consider th e  d e ta ils  o f th ese  q u es tio n s :

T hree  q u a r te rs  of th e  h e a t req u irem en t o f  th e  b la s t fu rnace are , in  genera l 
m et w ith  b y  th e  o x id a tio n  o f ca rb o n , an d  one q u a r te r  by  th e  h e a t  c o n te n t 
o f th e  b la s t. In  p rin c ip le , th e re  is no d ifference  betw een  th e  tw o , as th e  a ir  
h ea te rs  are  also h e a te d  b y  th e  to p  gas xvhich is fo rm ed  th ro u g h  th e  o x id a tio n  
o f ca rb o n . In  th e  c u s to m a ry  b la s t fu rnaces 7 6 .3 %  of th e  carbon u sed  is firin g  
coal, w hile 19 .3%  is used  for re d u c tio n  a n d  4 .4 %  for th e  c a rb o n iz a tio n  o f  
pig iron . T he en e rg e tica lly  ideal s ta te  w ould  be reach ed  if  h ea tin g  a n d  re d u c ­
tio n  cou ld  be se p a ra te d . In  th is  case th e  c a rb o n  oxidized to  CO., co u ld  be  
u tilized  fo r h ea tin g , th u s  p ro v id in g  th e  g re a te s t h e a t p roduc tion , w hile  re d u c ­
tio n  w ould  be p erfo rm ed  b y  p u re  carb o n , ca rb o n  m onoxide an d  h y d ro g e n .
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E ssen tia lly , re d u c tio n  is th e  rem oval o f  th e  oxygen  of iron  oxide. A s one 
C a to m  b in d s tw o o x y g en  a to m s, while CO b in d s  only  one, th u s  —  n e g le c t­
in g  th e rm o d y n a m ic  co n sid e ra tio n s  —  o n ly  h a l f  th e  q u a n tity  o f  c a rb o n  is 
n e e d e d  fo r d irec t re d u c tio n  as for th e  in d ire c t one. The q u a n tity  o f  ca rb o n  
n e c e ssa ry  for th e  re d u c tio n  o f  one atom  or one e q u iv a le n t Fe from  th e  v a rio u s  
iro n  ox ides is show n in  T ab le  I.

Table I

Iron
oxide

R eduction

Ind irec t Direct In d irec t Direct

Atom W eight, %

Fe20 3 1.50 0.75 32.20 16.10

Fe30 , 1.33 0.67 28.64 14.32

FeO 1 . 0 0 0.50 21.46 10.73

T h e g rea te r e ffic ien cy  o f d irect re d u c tio n  ju stifie s  th e  sea rch  fo r a 
te c h n ic a l so lu tion  w h ich  w ou ld  correspond to  th e  b es t possible p h y sica l con­
d itio n s  o f d irec t re d u c tio n .

T h ere  are s till a n u m b e r  of specialists w h o  are  o f th e  opinion t h a t  from  
th e  v iew p o in t o f th e  u ti l iz a tio n  of h ea t, a n d  th u s  o f general econom y, d irec t 
r e d u c t io n  is less fa v o u ra b le  th a n  in d irec t re d u c tio n . To say  th e  le a s t th e se  
v iew s  are  b iased  a n d  n o t  confirm ed  b y  fa c ts . A cco rd ing  to  P a v l o v  [ 1 ]  th e re  
a re  a lre a d y  such  fu rn aces  w h ich  consum e less h e a t  in  th e  overall p rocess th a n  
th e  th e o re tic a l re q u ire m e n t ca lcu la ted  fo r in d ire c t  redu c tio n  alone.

F o r  th e  sake o f a c c u ra cy  we w ish to  d e a l here  w ith  th e  u n eq u iv o ca l 
d e f in it io n  of d irec t a n d  in d ire c t reduc tion . A cco rd in g  to  older te x tb o o k s , d u rin g  
d ire c t  red u c tio n  CO is fo rm ed  w hich in d ire c tly  carrie s  on th e  re d u c tio n . T his 
e rro n e o u s  concep tion  w as, how ever, re fu te d  b y  th e  experim en ts c a rr ie d  o u t 
in  v a c u o  b y  B a u k l o h  a n d  D ü r r e r  [ 2 ]  w ho p ro v e d  th a t  in  d irec t re d u c tio n  
C 0 2 is also d irec tly  fo rm ed . I f  the  q u a n ti ty  o f  ca rb o n  is n o t m ore th a n  is 
n e e d e d  for th e  b in d in g  o f  th e  oxygen o f th e  iro n  oxide in  th e  fo rm  o f C 0 2 
a n d  th e  co n tac t b e tw een  th e  carbon an d  iro n  ox ide  partic les is su ffic ien tly  
in t im a te ,  th e n  at the appropriate  temperature o n ly  C 0 2 can be form ed  theoretic­
a lly .  N a tu ra lly , th is  is b u t  th e  th eo re tica l l im it  w h ich  is va lid  for m ix tu re s  of 
m o le c u la r  d isp ersity . I t  w o u ld  be d ifficu lt to  im ag in e  th a t  in  th e  p resence  
o f  su ffic ien t q u a n ti ty  o f  oxygen  a t an  a p p ro p r ia te  te m p e ra tu re  th e  o x id a tio n  
p ro cess  were to  ta k e  p lace  n o t in  one s te p , b u t  accord ing  to  ox ide  s tages 
s te p  b y  step , se p a ra te ly .

T h  is m istak e  o f  th e  o lder tex tb o o k s m ig h t p e rh ap s be ex p la in ed  b y  th e  
f a c t  t h a t  d irec t re d u c tio n  does n o t ta k e  p lace  a t  te m p era tu res  below  900° C,
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an d  a t  h igher te m p e ra tu re s  th e  fo rm ed  C 0 2 is no longer s tab le  in  th e  presence 
o f  ca rb o n , b u t  is red u ced  to  CO acco rd in g  to  th e  following p rocess

C 0 2 +  C ^  2 CO.

H ow ever, th is  is no longer th e  re d u c tio n  o f  th e  iron ore, b u t  o f  th e  carbon 
dioxide  fo rm ed , an d  th u s , no longer a n  in it ia l  b u t  a secondary  p ro cess . T h ere ­
fo re , in  th e  p re sen t s tu d y  we u n d e rs ta n d  b y  d irec t red u c tio n  th e  red u c tio n  
in i t ia te d  b y  th e  solid ca rb o n  an d  b y  in d ire c t redu c tio n  th e  re d u c tio n  due to  
th e  carb o n  m onoxide gas, b o th  re su ltin g  in  carb o n  dioxide.

I n  th e  b la s t fu rn ace  th e re  is so l i t t le  possib ility  of c o n ta c t b e tw e e n  ore 
a n d  carb o n  is so sm all th a t  d irec t re d u c tio n  based  on such  a c o n ta c t  can 
o n ly  be b u t  sligh t. T hus, d irec t re d u c tio n  is m a in ly  based  on e le m e n ta ry  carbon  
p re c ip ita te d  b y  th e  B o u d o u a rd  re a c tio n . T he experim en ts c a r r ie d  o u t by  
H o r u n o v  [3] have , how ever, show n t h a t  e lem en ta ry  carbon  is p re c ip ita te d  
on  th e  surface o f th e  ore partic les  a n d  on ly  p en e tra te s  th e  ore i t s e l f  to  a neg­
lig ib le  e x te n t. In  th e ir  ex ten siv e  s tu d y  B a u k l o h  and E g e r  [4] h a v e  fo u n d  a 
co rre la tio n  betw een  th e  p o ro s ity  o f th e  ore an d  th e  q u a n tity  o f  p re c ip ita te d  
e le m e n ta ry  carbon . B o n e  e t al. [5] h a v e  m ad e  som ew hat d iffe re n t o b se rv a t­
ions. N am ely  these  a u th o rs  h av e  fo u n d  t h a t  th e re  are a b so lu te ly  n o  p rec ip i­
ta te s  on th e  surface o f solid m a g n e tite  a n d  s in tered  glassy p a r tic le s  in  th e  
fu rn ace , while large q u a n titie s  of th e  ca rb o n  form ed b y  cleavage is  deposited  
in  th e  pores of th e  so ft, c ru m b ly , s in te re d  partic les. I t  is q u ite  p ro b a b le  th a t  
th e  reason  o f th is  difference in  po in ts  o f  v iew  m ig h t be found  in  th e  e x p e rim e n ­
ta l  m eth o d s. B o n e  ex am in ed  sam ples ta k e n  from  th e  furnace w h e re  th e  high 
v e lo c ity  of th e  gas b lew  th e  carb o n  o ff th e  sm o o th  surfaces a n d  in  acco rd an ce  
w ith  th e  law s o f  tu rb u le n c y  th is  ca rb o n  w as deposited  on th e  p a r tic le s  h av in g  
less ve lo c ity , i.e. in  th e  pores an d  vo ids o f th e  ore. The ex p e rim en ts  m en tio n ed  
f ir s t  w ere, on th e  o th e r  h an d , ca rried  o u t in  th e  lab o ra to ry .

E d s t r ö m  [ 6 ]  s tu d ie d  th e  d im en sio n a l changes of iro n  o x id e  c ry sta ls  
d u rin g  red u c tio n  an d  fo u n d  th a t  w hen  4 m m  long Fe20 3 c ry s ta ls  w ere  reduced  
a t  1000° C in  CO th e  ore con sid erab ly  e x p a n d e d  and  th e  c h a ra c te r is tic  porous 
s tru c tu re  developed. T he a p p a re n t in crease  in  volum e reach ed  40  to  50% . 
A ccording to  E d s t r ö m  “ th e  fo rm a tio n  o f  gaps is an  essen tia l p a r t  o f the  
diffusion process. T he m eta llu rg ica l e x a m in a tio n  of so-called d iffu s io n  pairs 
o f  e lem en ts, w ith  d iffe ren t an d  c h a ra c te r is tic  diffusion coeffic ien ts h a s  show n 
th a t  considerab le  p o ro s ity  develops in  t h a t  p a r t  o f th e  sam p le  w h ic h  loses 
m a te r ia l an d  th e re b y  suffers a loss o f  w e ig h t, as a consequence o f  n o n u n ifo rm  
d iffusion . This is th e  so called  K irk en d a ll e ffec t. In  W iberg’s o p in io n  m a te ria l 
m ig ra tio n  tak es  p lace th ro u g h  d iffusion  in  th e  solid so lu tion” .

A ccord ng to  th e se  ex p erim en ts  th e  iro n  form ed from  m a g n e ti te  is 
f in e ly  porous, w hile th e  one fo rm ed  fro m  F e20 3 has large e lo n g a te d  pores. 
T h is  s tru c tu re  can  a lre a d y  be observed  in  th e  w iistite  stage. A t th e  F e 20 3—F e 30 4

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



134 A. SCHEDEL

re d u c tio n  stage th e  in c re a se  o f  th e  pores is n eg lig ib le . A t th e  w iistite  an d  
m e ta llic  iron  red u c tio n  s ta te  th e  increase o f th e  p o re s  can , how ever, he g re a te r  
th a n  th e  space set free b y  th e  reduction  an d  th e  o re  m ay  expand  to  a n  even 
g re a te r  e x te n t. This is p ro b a b ly  due p a rtly  to  th e  fa c t  th a t  th e  oxygen  lib e ­
r a te d  b y  th e  red u c tio n  o f  th e  iron  ore needs a t  th is  te m p e ra tu re  fa r m ore 
sp ace  th a n  w hen b o u n d  to  iron .

E d s t r ö m  assum es t h a t  existence of th re e  ty p e s  o f bounds in  ca lc ined  
p e lle ts  an d  b riq u e tte s , n a m e ly : a slag, a m a g n e tite  an d  a h em atite  ty p e  of 
b o n d . I n  th o ro u g h ly  o x id iz e d  pellets and b r iq u e t te s  th e re  are only h e m a tite  
b o n d s , w hich are o p en ed  a t  th e  beginning o f re d u c tio n , in  the  w iistite  s tag e , 
a n d  a v e ry  coarse, p o ro u s  s tru c tu re  develops. W h e n  F e20 3 is red u ced , th e  
p o ro s ity  o f the  ore w ill be  considerab ly  g re a te r  t h a n  m ig h t be expec ted  from  
th e  changes of th e  specific  v o lu m e . Thus, in  th e  F e 20 3 —  w iistite  re d u c tio n  —  
w ith o u t  change in  v o lu m e  —  th e  w iistite co n ta in  1 6 %  pores. On th e  o th e rh a n d  
F e 20 3-m ag n e tite  re d u c tio n  re su lts  in  20%  p o ro s ity  a n d  F e 20 3-w iistite re d u c tio n  
in  3 8 %  ac tu a l p o ro s ity . T h is  extensive e x p a n s io n  h as  a highly  d e tr im e n ta l 
e ffec t on  th e  s tre n g th  o f  th e  ore, b u t th e  a d d itio n  o f 0 .5%  CaO is a lre a d y  
su ff ic ie n t to  have a s tro n g  in h ib itin g  effect on  th e  expansion  of th e  pe lle ts . 
A cco rd in g  to  m icroscopic  e x am in a tio n s  th e  h e m a ti te  partic les are jo in e d  b y  
a g rey  m em brane, p ro b a b ly  o f  calcium  fe rrite s , w h ic h  ac ts  as a good b in d in g  
m e d iu m  during  re d u c tio n .

H ow ever, in  th e  b la s t  fu rn ace  not only th e  c a rb o n , b u t  also th e  h y d ro g en  
w h ich  is alw ays p re se n t in  a  b igger or sm aller q u a n t i ty ,  will ex ert a red u c in g  
e ffec t. A ccording to  th e  ex p e rim en ts  ca rried  o u t  b y  S t a l h a n e  and  M a l m - 

b e r g  [7] hydrogen  re d u c e s  w ith  a four tim es  g re a te r  velocity  th a n  ca rb o n  
m o n o x id e . E u c k e n  [8 ] a t t r ib u te s  the  h igher re d u c tio n  velocity  of h y d ro g en  
to  th e  g rea te r m o b ility  o f  th e  H 2 m olecule a n d  co n seq u en tly  to  th e  g re a te r  
d iffu sio n  velocity  o f th e  l a t t e r  according to  th e  fo llow ing  form ula:

w h ere  w  is th e  m ean  v e lo c ity  of th e  gas m olecu le , R  th e  gas c o n s tan t, T  th e  
a b so lu te  te m p e ra tu re  a n d  M  th e  m olecular w e ig h t o f  th e  gas. I f  th is  fo rm u la  is 
a p p lie d  to  tw o gases u n d e r  iden tica l co n d itio n s th e n

T h u s , th e  ra tio  b e tw een  th e  red u c tio n  v e lo c ity  o f  h y d ro g en  and  th e  re d u c tio n  
v e lo c ity  o f carbon  m o n o x id e  is:

w  = 0.92 ]/3 • R  ■ T I M

w 0.92 i 3 - К T  Л/, _  /  M  ,
0.92 У3 • R  ■ TIM., M 1
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T s e l i s h e v  in v estig a ted  th e  red u c in g  effect of m ix tu res co m p o sed  of 
ca rb o n  m onoxide an d  h y d ro g en  [9]. T ab le  I I  gives th e  re s u lts  w hich 
T s e l i s h e v  o b ta in e d  w ith  gases c o n ta in in g  v a ry in g  q u a n titie s  o f  h y d ro g en  
a n d  carbon  m o n o x id e  a t  600° C.

Table II

Compositions of gas D uration of reduction, minutes

co% H,%
5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55

Progress of reduction,%

39.2 — 14 2 1 27 32 37 41 44 47 50 54 —
41.6 0.90 1 1 2 1 28 36 42 47 52 57 60 63 6 6

39.5 1.90 18 30 38 46 53 59 65 69 73 77 80

39.0 4.15 2 2 35 44 52 59 63 69 73 76 80 82

I f  from  T ab le  I I  tu e  q u a n t i ty  o f H 2 is expressed  in  p er c e n t  CO -)- H 2 
a n d  th e  ve lo c ity  of th e  red u c tio n  is c a lc u la ted  b y  tak in g  th e  re d u c tio n  w ith  
p u re  CO (w ith o u t H 2) as being 100%  a n d  th e  resu lts  com pared  to  th is  value, 
th e  d a ta  of T ab le  I I I  are o b ta in e d .

Table III

H a
C O + H , 1 ’ 0/0

D uration of reduction, minutes

5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Average

Progress of reduction, %

_ 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 1 0 0 _
2 . 1 1 79 1 0 0 104 113 114 144 118 1 2 1 1 2 0 117 112.5
4.58 129 143 141 144 143 144 147 147 146 143 143.9

9.62 157 167 163 163 160 154 157 155 152 148 157.6

In  th e  ca lcu la tio n  of av e rag es  th e  low est and  highest f ig u re s  w ere left 
o u t o f co n sid era tio n .

T able IV  show s th e  v a lu es  o b ta in e d  th e  percen tage re d u c tio n s  b y  CO 
a n d  H 2, re sp ec tiv e ly , when th e  re d u c tio n  w ith  pu re  carbon m o n o x id e  is ta k e n

Table IV

Composition of gas Participation in reduction

Overall,
%

Tselishev’s d a ta

Surplus, %
co% H ,% co% H ,% Average, %

1 0 0 . 0 0 — 1 0 0 . 0 0 — 1 0 0 . 0 0 1 0 0 . 0 0 ___

97.89 2 . 1 1 97.89 7.89 105.78 112.50 6.77
95.42 4.58 95.42 17.13 112.55 143.90 31.35
90.38 9.62 90.38 35.98 126.36 157.60 31.27
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as b e in g  100%  (c a lc u la te d  w ith  a 3.74 tim es  g re a te r  H 2 red u c tio n  v e lo c ity  
t h a n  th e  CO red u c tio n  v e lo c ity  as ob ta ined  f ro m  th e  E ucken  fo rm ula).

In  add ition  to  th e  c a lc u la te d  values of T ab le  IV  th is  also shows T se lish ev ’s 
d a ta .  T h e  com parison o f  th e s e  values shows a fa r  h ig h e r  red u c tio n  th a n  m ig h t 
h a v e  b een  concluded f ro m  th e  reduction  velo c ities  o f  th e  gases in  th e  m ix tu re , 
in d ic a tin g  a synergetic , a u to c a ta ly tic  action  o f  H 2. T h e  o p tim um  o f th is  sy n e r­
g e tic  effect can only be a p p ro x im a te ly  d e te rm in ed  f ro m  th e  d a ta  a t our d isposal. 
A p p a re n tly  th is o p tim u m  lies a t  600° C ro u n d  a H 2 co n ten t, co rresp o n d in g  
to  5 %  CO con ten t, w h e re  th e  reduction  v e lo c ity  o f H 2 is 10.58 tim es  th e  
re d u c tio n  velocity  o f CO.

H ydrogen  gas c o n tr ib u te s  in three w ays to  th e  red u c tio n . F irs t i t  has a 
d ire c t  reducing  effect, s e c o n d  from  th e  w a te r  v a p o u r ,  w hich resu lts  fro m  th e  
re d u c tio n , hydrogen  a n d  c a rb o n  m onoxide o r c a rb o n  dioxide are fo rm ed  
u n d e r  th e  action o f c a rb o n  a n d  finally  u n d e r  th e  ac tio n  of w a te r v a p o u r  of 
C 0 2 h y d ro g en  and  c a rb o n  m onoxide are fo rm e d  from  th e  h y d ro ca rb o n s . 
T h ese  reactions are as fo llo w :

Fe20 3 +  n H 2 2 F e30 4 -J- H 20  (v a p o u r)  -f- (n —  1) H 2 ,
2 F e30 4 -f- (n— 1) H 2 6 FeO +  2 H 20  (v ap o u r) -f- (n— 3) H 2 ,

6 FeO -f- (n— 3) H 2 6 Fe -|- 6 H 20  (v a p o u r)  -f- (n— 9) H 2.

H 20  (vapour) -)- CO H 2 +  co2 a t  a n y  tem p era tu re
2 H 20  (vapour) -)- С 2 H 2 +  C 0 2 <  800° C,
H 20  (vapour) +  C H 2 +  CO >  800° C.

2 H 20  (vapour) +  C H 4 ^ 4 H 2 +  C 0 2 <  600° C,
H ,0  (vapour) -f- C H 4 3 H 2 +  CO <  600° C,

C H 4 +  C 0 2 ^ 2 H 2 +  CO <  600° C.

T h e  in tro d u c tio n  o f  th e  reducing m ed iu m  in to  th e  in te rio r of th e  ore 
a p p e a re d  th e  sim plest so lu tio n  for increasing  d ire c t  red u c tio n , i.e. th e  a u to ­
c a ta ly t ic  effect of H 2. I t  is possib le  to  ach ieve th is  d u rin g  th e  b r iq u e ttin g  of 
th e  o re  pow ders. T he H u m b o ld t-D e m a g  process fo r  low  sh a ft fu rnaces in d eed  
in v o lv e s  th e  p re p a ra tio n  o f  b r iq u e tte s  co n ta in in g  co a l pow der w hich are  b o u n d  
w ith  lim e.

A t th e  R esearch  I n s t i t u t e  for Iro n  a n d  S te e l In d u s try  we w ished  to  
s tu d y  th e  effect o f - re d u c in g  agents in tro d u c e d  in to  th e  ore. The fo llow ing 
e x p e rim e n ts  were c a rr ie d  o u t  in  co llabo ra tion  w ith  L. V i s n y o v s z k y  an d  
M rs. J .  H o l l ó :

T w en ty  five m illim e tre  h ig h  cylinders w ith  25 m m  d iam eter were p re p a re d  
o f  9 7 %  p er cent p u r ity  iro n  o x ide  and  gas w orks co k e  con ta in ing  75.4%  ca rb o n  
w ith  th e  add ition  o f 0, 5 , 10, 15 and  20%  2 m m  d ia m e te r  g round coke p o w d er 
(b reeze). These cy lin d ers  w ere  p reheated  15 m in u te s  in  a ir and  th e n  k e p t  for 
45 m in u te s  a t the  d esired  te m p e ra tu re  in such  a w a y  th a t  th e  com bustion  b o a t
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w hich  held  one each  of th e  pelle ts  co n ta in in g  0, 5, 10, 15 an d  20%  coke pow der, 
w as in tro d u c e d  in to  a q u a r tz  tu b e  a n d  p laced  in to  th e  silite  ro d  fu rn ace . 
A c u rre n t o f c ity  gas passed  a t  a r a te  o f  3 cm  p e r sec th ro u g h  th e  q u a rz  tu b e . 
A ccord ing  to  th e  Gas W orks th e  com p o sitio n  o f th is  gas w as th e  follow ing

co 2 4.20 ,%
H eav y  h y d ro ca rb o n s 1.60% ,

O, 0 .20% ,
CO 15.00% ,
C H 4 23.20% ,
H 2 32.10% ,
N 2 23.70% .

T he degree o f  red u c tio n  w as ca lc u la ted  from  th e  decrease o f th e  q u a n ti ty  
o f  oxygen  p re se n t in  th e  iro n -ox ide . T he re su lts  a re  sum m ed u p  in  th e  follow ­
in g  T ab les V— X . As th e re  is no s ig n if ican t d ifference b e tw een  th e  re d u c tio n  
a t  400° an d  500° C, in  T ab le  V on ly  th e  re d u c tio n  ca lcu la ted  fro m  th e  overa ll 
oxygen  loss is g iven. T he d is tr ib u tio n  o f th e  various oxides a n d  m eta llic  
iro n  is g iven fo r th e  h igher te m p e ra tu re s . U n d e r “ T o ta l”  th e  re d u c tio n  of 
th e  oxygen  c o n te n t o f iron  oxide is show n.

Table V

Reduction o f  iron oxide — coke powder mixtures

Composition, % Percentage reduction at

Iron  oxide Coke powder 400° C 500° C

1 0 0 — 12.50 17.69

95 5 12.99 23.92

90 1 0 11.01 16.92

85 15 10.82 16.40

80 2 0 10.25 16.80

Table VI

1 0 0 % iron oxide

T em perature, Degree and d istribution of reduction, %
c

Fe I I I Fe II Fe m etal Total

600 47.83 40.65 11.25 26.97

700 0.30 45.20 54.50 72.00

800 — 51.50 49.30 68.80

900 2.30 52.80 44.90 67.70

1 0 0 0 0 .2 2 78.50 21.28 52.50

1 1 0 0 — 47.50 53.10 70.66

1 2 0 0 1 .0 0 41.30 57.70 73.28
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Table VII

9 5 %  iron oxide, 5 %  coke powder

Degree and distribution of reduction, %
° c Fe I I I F e l l Fe m etal Total

6 0 0 4 5 . 6 7 4 2 . 7 0 1 1 . 6 6 2 7 .8 0

7 0 0 — 4 9 .7 0 5 0 . 3 0 6 9 .3 0

8 0 0 — 6 3 .9 0 3 6 . 5 2 6 0 . 8 0

9 0 0 0 . 3 8 6 2 .8 0 3 6 . 8 2 6 0 .9 0

1 0 0 0 1 . 8 0 7 6 .7 0 2 1 . 5 0 5 0 .5 0

1 1 0 0 0 . 3 1 3 2 .1 9 6 7 . 5 0 8 2 . 6 0

1 2 0 0 — 1 5 .7 2 8 0 . 6 0 8 7 . 4 4

Table VIII

9 0 %  iron oxide 1 0 %  coke powder

Degree and distribution of reduction , %
°c

Fe I I I F e l l Fe m eta l Total

6 0 0 3 5 . 1 2 5 0 .6 0 1 4 . 2 8 3 4 .1 0

7 0 0 0 . 3 5 6 1 .2 5 3 8 . 4 0 6 1 .3 0

8 0 0 — 6 3 .8 0 3 7 . 8 0 6 1 .8 0

9 0 0 0 . 4 4 6 4 . 2 8 3 5 . 2 8 5 9 .5 0

1 0 0 0 0 . 6 5 7 3 .3 0 2 6 . 0 5 5 3 .8 0

1 1 0 0 — 1 1 .4 0 8 8 . 9 0 9 2 . 3 0

1 2 0 0 1 . 1 6 3 .4 9 9 4 . 9 0 9 7 . 5 0

Table IX

8 5 %  iron oxide, 1 5 %  coke powder

Tem perature,
°C

Degree and d istribution of reduction, or

Fe I I I F e l l Fe m etal Total

6 0 0 3 2 . 8 0 4 9 . 1 0 1 8 . 1 0 3 7 . 2 0

7 0 0 2 . 7 8 6 0 .3 0 3 6 . 9 2 6 0 . 0 0

8 0 0 4 . 0 0 6 2 .6 0 3 3 . 4 0 5 7 .5 0

9 0 0 0 . 2 9 6 0 .2 8 3 9 . 4 3 6 2 .4 0

1 0 0 0 2 . 9 0 7 2 .8 0 2 4 . 3 0 5 1 .9 0

1 1 0 0 — — 1 0 0 . 0 0 1 0 0 .0 0

1 2 0 0 — — 1 0 0 . 0 0 1 0 0 .0 0
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Table X

80% iron oxide, 2 0 % coke powder

Tem perature,
C°

Degree and d istribu tion  of reduction, %

Fe I I I F e l l Fe metal Total

600 24.78 51.70 23.52 43.60
700 9.62 48.00 42.38 65.20

800 0.15 54.50 45.38 66.70

900 0.60 58.80 40.60 63.80
1 0 0 0 1.80 50.50 47.70 67.16

1 1 0 0 — — 1 0 0 .0 0 1 0 0 .0 0

1 2 0 0 — — 1 0 0 .0 0 1 0 0 .0 0

T he resu lts  o f th e se  ex p e rim en ts  w ere checked re p e a te d ly  a n d  in  one 
o f  th e  con tro l ex p e rim en ts  th e  ra te  o f  h e a tin g  a fte r 350° C was 200° C p e r hour. 
T h e  resu lts  did n o t a lte r  th e  slope o f  th e  cu rv es , excep t th a t  as th e  t im e  needed  
to  reach  th e  desired  te m p e ra tu re  w as lo n g er, th e  ra tio  of in d ire c t red u c tio n  
in creased .

T he resu lts  c a n n o t be app lied  to  th e  conditions in  th e  b la s t  fu rn ace , 
b ecau se  th e  red u c in g  pow er o f th e  c ity  gas used  is several tim es g re a te r  th a n

F ig. 1

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



1 4 0 A. SCHEDEL

t h a t  o f  th e  fu rnace  gas a n d  n e ith e r  is th e  iro n  o re  a p u re  iron  oxide. I t  is, 
h o w ev e r, p robab le  t h a t  in  th e  furnace gas th e  r a t io  o f th e  d irec t re d u c tio n  
o f  th e  pieces w ith  b reeze  w o u ld  be g rea te r, c o n se q u e n tly  th e  erro r in v o lv ed  
is  n o t  g rea t, when in  F ig . 1 th e  resu lts are p re s e n te d  fo r th e  h ea t d is tr ib u tio n  
o f  a  h y p o th e tica l b la s t  fu rn a c e .

I t  can  be seen F ig . 1 t h a t  up to  a b o u t 600° C th e  breeze added  to  th e  
b r iq u e t te  has no s ig n if ic a n t effect, while b e tw e e n  650° an d  900° C i t  h in d e rs  
re d u c tio n . In  th is  te m p e ra tu re  in te rva l th e  b r iq u e t te s  w hich co n ta in  b reeze  
w ere  n o t  reduced  to  th e  sa m e  degree as th o se  w ith o u t  i t .  A bove th is  te m p e ra ­
tu r e  th e  breeze a c c e le ra te d  th e  reduction  p rocess to  such  a degree, t h a t  a p p ­
ro x im a te ly  40— 50 p e r  c e n t  o f  th e  rem ain ing  re d u c tio n  was com pleted  a t  a 
100° C te m p e ra tu re  in te rv a l .

I t  is v e ry  re m a rk a b le  t h a t  betw een 600° a n d  1000° C th e  q u a n tity  o f  th e  
re d u c e d  m etallic  iro n  d ro p s  considerably  a n d  a re -o x id a tio n  zone develops. 
T h e  re -o x id a tio n  o f th e  m e ta llic  iron  does n o t  e x ceed  th e  ferrous oxide s tag e  
a n d  th e  q u a n tity  o f th e  re -o x id ized  m etallic  iro n  exp ressed  in  p e rcen tag e  o f 
th e  p rev iously  red u ced  m e ta llic  iron  is as fo llow s:

w ith o u t  breeze 6 1 .0 0 % ,

w ith 5 %  breeze 5 7 .3 0 % ,

w ith 10%  breeze 3 2 .2 0 % ,

w ith 15%  breeze 3 1 .5 0 % ,
w ith 20%  breeze 1 0 .4 6 % .

O n ly  in  th e  te m p e ra tu re  in te rv a l  betw een 900° a n d  1000° C was an y  ev idence  
o f  a re -o x id a tio n  u p  to  th e  s tag e  of ferric ox id e  fo u n d .

In  b riq u e tte s  w ith o u t  breeze, re -o x id a tio n  is  p ro b ab ly  caused b y  th e  
re d u c tio n  of th e  C 0 2 d u e  to  th e  m etallic iro n  a t  te m p e ra tu re s  above 600° C, 
acco rd in g  to  the  fo llow ing  eq u a tio n :

2 F e  +  C 02 ^  2 F eO  +  C .

T he d a ta  of th e  e x p e rim e n ts  so far c a rr ie d  o u t  are  n o t su ffic ien t fo r th e  
d e te rm in a tio n  of th e  m in o r  ox idation  o b se rv ed  w ith  b riq u e tte s  co n ta in in g  
b re e z e , b u t  i t  is p ro b a b le  t h a t  p a r t  of th e  o x id iz in g  cap ac ity  of v a p o u r  a n d  
C 0 2 a re  used up  b y  th e  c a rb o n  presen t. T he p rocesses w hich tak e  p a r t  are  
f i r s t

2 H 2 + C ^  C H 4 

2 H 20  +  C ^ 2 H , +  C 0 2 

C 02 +  C ^  2 CO
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G um z’s d iag ram s [10] for these  m ain  s ta te s  o f  equ ilib rium  are  show n 
in F ig . 2.

In  o rder to  e s ta b lish  th e  d irec tion  o f th e  processes for th e  re e s ta b lish m e n t 
o f th e  eq u ilib riu m , th e  carb o n  co n ten t o f th e  red u ced  b riq u e tte s  w as also 
de te rm in ed . T ab le  X I  gives th e  carbon  c o n te n ts  fo r th e  ex perim en ts o f T ab le  
V— X , while th e  c a rb o n  co n ten ts  for tho se  e x p e rim e n ts , w here th e  r a te  o f 
h e a tin g  w as 200° C p e r h o u r, are  show n in  T ab le  X I I .

Table XI

Iro n
oxide,

%

Breeze,
%

Q u a n tity  o f  c a rb o n , %

4 0 0 5 0 0 6 0 0 7 0 0 8 0 0 9 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 2 0 0 °  C

1 0 0 _ 0 . 4 2 0 . 5 0 0 . 5 6 1 .0 0 0 . 5 5 0 . 5 4 * 0 . 5 0 0 . 4 1 0 . 2 5

9 5 5 4 . 3 0 4 . 0 3 3 .6 1 4 . 2 8 4 . 0 8 3 . 7 2 3 .9 0 2 . 8 3 0 . 5 6

9 0 1 0 6 . 4 7 7 . 2 0 7 . 1 8 9 . 8 5 6 . 9 9 6 . 4 3 7 . 8 0 6 . 5 0 1 . 4 7

8 5 1 5 1 0 . 1 6 9 . 5 8 9 . 4 8 1 1 .4 7 9 . 4 9 9 . 9 5 1 0 .7 8 1 0 . 4 4 3 . 8 5

8 0 2 0 1 4 . 7 3 1 2 . 9 5 1 2 .7 7 1 2 .9 0 1 6 . 1 2 1 7 .8 1 1 6 .9 7 1 3 .4 1 9 . 1 5

Table XII

Iro n
oxide,

%

B r e e z e ,

%

Q u a n tity  o f  c a rb o n , %

o rig in a l 8 0 0 9 0 0 1 0 0 0 1 1 0 0 1 2 0 0 °  C

1 0 0 _ _ 0 . 4 7 1 .1 0 0 . 4 2 0 . 5 6 5 .5 1

9 5 5 3 . 7 7 3 .2 0 5 . 0 5 5 . 3 5 3 . 5 0 1 1 . 8 9

9 0 1 0 7 . 5 4 7 . 4 0 1 1 . 0 4 7 . 9 0 5 . 3 5 1 5 . 3 4

8 5 1 5 1 1 .3 1 1 0 .6 0 1 2 . 5 0 1 2 . 0 0 7 . 5 8 1 5 . 5 2

8 0 2 0 1 5 . 0 8 1 3 .8 0 1 4 . 9 0 1 7 . 1 0 1 4 .5 6 1 9 . 9 7

I t  is n o te w o rth y  th a t  a f te r  45 m in u tes  h e a t  tre a tm e n  th e  a m o u n t o f  
carbon  in tro d u c e d  b y  th e  breeze did n o t decrease  u p  to  1000— 1100° C, ev en  
increasing  a t  c e r ta in  s tag es , b u t  above 1100° C i t  b eg u n  to  decrease ra p id ly . 
O n th e  o th e r h a n d , in  th e  case of slow h e a tin g  th e  re c ip ita tio n  of e le m e n ta ry  
carb o n  was fa r m ore  ra p id  100%  red u c tio n . The most important fa c t  however, 
is that i f  the breeze exceeds 10% , the quantity  o f  the carbon added does not de­
crease up to the completion o f  reduction and can, therefore, be used afterwards fo r  
heating purposes.

The m easu red  q u a n titie s  of ca rb o n  seem  to  co n firm  th e  a ssu m p tio n  th a t  
b riq u e tte s  w ith  b reeze  gain  in  carbon  c o n te n t o v er 1000° C an d  n o t on ly  on 
th e  surface, b u t  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  w ith in  th e  b r iq u e tte . T he d a ta  so fa r 
are  n o t su ffic ien t to  su p p o rt th is  process b y  th e rm o d y n a m ic  ca lcu la tio n s , 
b u t  th e re  is no  n eed  fo r th is , for if  th e  b r iq u e t te  w hich co n ta in s  breeze  is
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c o n s id e re d  as a closed sy s te m  th e n  o n ly  th e  in itia l an d  te rm in a l s tag es  are 
th e  d ec is iv e  ones. The in te rm e d ia te  changes in  s ta te , how ever n u m ero u s  or 
w h a te v e r  th e ir  d irec tion  —  are  exp ressed  in  th e  f in a l s ta te . The intermediate  
changes o f  state might, however, change the p hys ica l  composition o f  the briquette, 
because by increasing its carbon content they m odify  it in a direction which  
corresponds to the ideal state necessary fo r  direct reduction. N am ely  th e  p re c ip i­

ce

t a t e d  c a rb o n  su rrounds th e  ore p a rtic le s  w ith  a lay e r o f e le m e n ta ry  carb o n  
a n d  th u s  d ire c t red u c tio n  is acce le ra ted .

T h e  follow ing reac tio n s p a r tic ip a te  in  ca rb o n iza tio n :

C 0 2 +  C ^  2 CO,

C 0 2 -f- H 2 =̂=i: 2 H 20  (v ap o u r)  -(- CO,

CO„ 2 H 2 2 H 20  (v ap o u r) C,

C 0 2 -)- 4 H 2 2 H 20  (v ap o u r) -)- C H 4,

C 0 2 +  C H 4 ^ 2 H ,  +  2 C O .

In  a d d itio n  m eth an e  decom poses acco rd in g  to  th e  eq u ilib riu m  eq u a tio n  

C H 4 ^ 2 H 2 + C

as sh o w n  on  th e  d iagram  o f F ig . 2. A t te m p e ra tu re s  h igher th a n  800° C H„ 
re a c ts  w ith  CO a r d  w a te r v a p o u r  an d  ca rb o n  are  fo rm ed . This show s t h a t  th e re  
are  s e v e ra l w ays of red u c in g  C 0 2 to  CO or ca rb o n . F u r th e r  th e re  is a process 
ta k in g  p la c e  w ith in  th e  ore b r iq u e tte  to  w h ich  so fa r n o t enough  a tte n tio n  
h as  b e e n  p a id . A t te m p e ra tu re  ab o v e  600° C, C 0 2 i t  is a lread y  h ig h ly  o x id a tiv e  
a n d  o x id ize s  th e  p re c ip ita te d  m e ta llic  iro n  acco rd in g  to  th e  eq u a tio n
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2F e  +  C 0 2 =  2 F eO  +  C.

T h u s, as C 0 2 m ig h t have a fu r th e r  u sefu l role in red u c tio n , i t  seem ed 
a p p ro p ria te  to  in v e s tig a te  w h e th e r th e  a d d itio n  of lim estone p o w d er to  th e  
b r iq u e tte d  ore p o w d er will help to  p ro m o te  th e  reduc tion  of C0 2 p ro d u ced  
b y  th e  c a lc in a tio n  o f C aC 03 or n o t. To c la rify  th is  problem  I  a sk ed  I .  H o l l ó  

of th e  R esearch  I n s t i tu te  of th e  S teel I n d u s t r y  to  carry  ou t th e  fo llow ing 
ex p erim en ts:

F o u r b r iq u e tte s  each  were p ressed  w ith  w a te r  of
a) pu re  h e m a tite ;
b) 83 .33%  h e m a tite  an d  16.67%  lim esto n e  ground to  p ra tic le s  o f  less 

th a n  1 m m  d ia m e te r ;
c) 76 .92%  h e m a tite , 15.39%  lim esto n e  g ro u n d  to  pa rtic le s  o f less th a n  

1 m m  d iam e te r  a n d  7 .69%  coke pow der g ro u n d  to  partic les o f less th a n  0.5 m m .
These b r iq u e tte s  were h ea ted  in  th e  tu b e  furnace described  ab o v e  in  

a c u rre n t of to w n  gas to  900° C an d  1000° C resp ec tiv e ly , k e p t a t  th e se  te m p e ­
ra tu re s  fo r one h o u r  an d  cooled in  a c u r re n t o f  to w n  gas. The degree o f  re d u c ­
tio n  w as ca lc u la ted  from  th e  0 2 loss. T h e  re su lts  are show n in  T ab le  X I I I .

I t  can  be s ta te d  th a t  th e re  is no d o u b t th a t  th e  ad d itio n  o f  lim estone  
pow der to  th e  ore pow der p rom otes re d u c tio n . T he experim en ts  d id  n o t  in ­
clude th e  c la rific a tio n  of th e  p rob lem  w h e th e r  th is  phenom enon can  be  tra c e d  
b a c k  to  an y  of th e  above m en tio n ed  ch em ica l reac tio n s, or w h e th e r th e re  are 
an y  c o n tr ib u tin g  ph y sica l causes. T he firm n e ss  of the  red u ced  b r iq u e tte s  
w hich co n ta in ed  lim estone  was m uch  h ig h e r th a n  th e  firm ness o f th o se  m ade 
o f p u re  h e m a tite . T h u s  th e  conclusion m ig h t be d raw n th a t  lim esto n e  h a d  a 
fav o u rab le  effect also on th e  p hysica l p ro p e r tie s  of th e  ore b r iq u e tte .

Table X III

R eduction  degree,
%

C content,
%

n) Pure hem atite: 

900° C 82.1 0.38

1 0 0 0 °  c 81.9 0.40

b) H em atite -j- limestone: 

900° C 87.4 0.60

1 0 0 0 °  c 96.5 0 .6 8

c) H em atite +  lim estone +  

+  coke:
900° C 6 3 .5 5.72

1000° C 98.7 5.00
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T h e  red u c tio n  of C 0 2 to  CO in  th e  p resence  o f  ca rb o n  is h igh ly  im p o r ta n t  
f ro m  th e  v iew po in t o f im p ro v in g  th e  efficiency o f  sh a f t  fu rnaces in  th e  c e m e n t 
in d u s t r y ,  w here several e x p e rim e n ts  were c a rr ie d  o u t w ith  th is  a im . J u n g  

[11] in  th e  M endeleev I n s t i tu te  fo r C hem ical T ech n o lo g y , g round 10%  a n th r a ­
c ite  w ith  90%  lim e sto n e  so t h a t  w hen p assed  th ro u g h  a No. 4900 m esh  th e  
re s id u e  w as n o t m ore th a n  1 0 % . This m ix tu re  w as h e a t  tre a te d  in  an  o x y g en  
free  a tm o sp h e re  w here 5 7 %  o f th e  CO, re su ltin g  from  th e  d isso c ia tio n  of 
C a C 0 3 w as reduced  to  CO. T h e  efficiency o f th is  p rocess obviously d ep en d s on 
th e  m e sh  size of th e  p o w d er o b ta in e d  b y  g rin d in g .

T h e  effect of te m p e ra tu re  an d  c o n ta c t t im e  on th e  red u c tio n  o f  CO, 
w as s tu d ie d  in  deta il in  th e  p ro d u c tio n  of p ro d u c e r  gas. The d iag ram  o f th is  
p ro c e ss , as given by F aber  [12], is show n in  F ig  3.

T h e  q u a n tity  of CO, re d u c e d  in  u n it t im e  is, how ever, a fu n c tio n  n o t  
o n ly  o f  te m p e ra tu re  b u t  also  o f  th e  physica l s ta te ,  th e  partic le  size o f coal. 
T h e o re tic a lly , w hen ca rb o n  o f  m olecular d isp e rs ity  is gasified, th e  q u e s tio n  
o f  t im e  does n o t arise, o n ly  te m p e ra tu re  is in v o lv e d . This is th e  basis o f  gas 
m a n u fa c tu re  b y  f lu id ity .

T h u s  th e  carbon  d io x id e , w hich  is fo rm ed  d u rin g  reduc tion , reg a in s  its  
r e d u c t iv i ty  according to  th e  above eq u a tio n s  a n d  an  a u to c a ta ly tic  p rocess 
ta k e s  p lace  in  w hich th e  sam e carb o n  a to m  m ig h t p a r tic ip a te  several tim es  in 
th e  r e d u c tio n  process.

I f  th e  b riq u e tte s  c o n ta in in g  breeze are co n sid e red  as closed sy stem s a n d  
th e  C 0 2 fo rm ed  during  th e  re d u c tio n  of th e  iro n  oxide is com pletely  re d u c e d  
to  C O , a t  te m p e ra tu re s  over 900° C b y  th e  c a rb o n  in  th e  b r iq u e tte , th e  n u m b e r  
o f c a rb o n  a tom s w hich p a r t ic ip a te  re p e a te d ly  in  th e  red u c tio n  o f th e  iro n
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Table XIV

N um ber of reduced 
Fe atoms

Carbon atom s used for reduction

c° C1 C2 C3 C‘ c. c*

2 2 1 — — — ___ ___

8 6 3 2 1 — — —

32 24 12 6 3 2 1 —

128 96 48 24 6 3 2 1

oxides increases as in a chain  reac tio n  acco rd ing  to  th e  a rith m e tic a l p ro g re s­
sion show n in  T ab le  X IY .

In  th e  p re se n t case th e  ex p o n en ts  o f C rep re sen t th e  n u m b e r o f  tim es 
th e  sam e ca rb o n  a to m  has p a r tic ip a te d  in  th e  red u c tio n  cycle. I n  th e  case 
o f  in d ire c t red u c tio n  1.5 carb o n  a to m s, in  th e  case o f d irec t re d u c tio n  0.75 
ca rb o n  a to m s are  n ecessary  fo r th e  re d u c tio n  o f one Fe a tom . If , h o w ev er, 
th e  C 0 2 fo rm ed  in  th e  closed sy s tem  is red u ced  to  CO, th e n  0.75 C a to m s  are  
also enough  fo r in d irec t red u c tio n . T he theoretical sav ing  in carbon  w h ich  can  
be ach ieved  b y  th e  red u c tio n  o f C 0 2 is 5 0 %  m ax im um .

In  th e  p reced ing  ex p erim en ts  th e  m icroscopic  ex am in a tio n  h as  show n 
th a t  in  th e  pore fo rm ed  w ith in  th e  b r iq u e tte a n  even ly  d is tr ib u te d  la y e r  of 
fine e le m e n ta ry  carbon  w as d ep o sited , w h ich  com pletely  co a ted  th e  iron  
oxide pa rtic le s . B y  ca rb o n iza tio n  o f th e  b r iq u e tte  a favourab le  s itu a tio n  arose 
fo r d irec t red u c tio n , w hereby  w ith  th e  a d d itio n  of 15%  breeze (11 .31%  ca rb o n ) 
com plete  re d u c tio n  was ach ieved  a t  a te m p e ra tu re  below  1100° C. T h is s ta te  
m ig h t be called  f lu id i t y  in the solid state , because  as in  flu id ity , w h ere  ev e ry  
p a rtic le  is su rro u n d ed  by  gas, here e v e ry  p a rtic le  is su rro u n d ed  b y  solid  
carbon .

T he p ro d u c tio n  of b r iq u e tte  is s im p ly  a questio n  of b in d er a n d  i t  seem s 
th a t  b y  th e  p ro d u c tio n  of an  a d e q u a te  q u a lity  o f ferrocem ent th e  p ro b lem  
could  be so lved . P re p a ra tio n  for e x p e rim e n ts  on th e  com m ercial scale are 
notv in  progress an d  these  ex p erim en ts  a re  d estin ed  to  decide how  fa r  th e  
la b o ra to ry  re su lts  can  be rep ro d u ced  in  com m ercia l p lan ts . If, h o w ev er, on ly  
som e o f th e  la b o ra to ry  resu lts  can  be rea lized  in  com m ercial p lan ts , th is  m ig h t 
be enough  to  cause a fu n d a m e n ta l change in  th e  p resen t m e ta llu rg ica l p ro c e ­
d u res, because a lread y  so m uch could be e s tab lish ed  th a t  th e  th e  in tro d u c tio n  
o f th e  red u c in g  ag en t in to  th e  in te r io r  o f  th e  ore accelerates th e  re d u c tio n  
process. T he ad v a n ta g e s  w hich can be ach iev ed  in th is  w ay  raise th e  q u e s tio n  
w h e th e r it  m ig h t n o t be possible to  b r iq u e tte  on th e  analogy  o f th e  fe rro co k e  
all fu rn ace  m ix tu re s , inc lud ing  fu rn ace  coke, in  a ground  and  in m ix ed  s ta te . 
N am ely  th is  w ould  offer th e  p o ssib ility  o f ap p ro ach in g  th e  ideal co m p o sitio n
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of th e  m ix tu re s  b y  u s in g  dressed  ores w ith  th e  n ecessary  and  su ffic ien t q u a n ­
t i ty  o f  slag  a n d  b a s ic ity , a n d  ev en tu a lly  to  a u to m iz e  th e  en tire  m e ta llu rg ica l 
p la n t. In  th is  p rocess th e  question  o f  fu rn ace  coke does n o t arise, as a n y  coke 
w ith  low  ash  a n d  su lp h u r  co n te n t is a d e q u a te , as th e re  are no re q u ire m e n ts  
w ith  re sp e c t to  s tre n g th .

F in a lly  i t  is o f  rem ark ab le  in te re s t t h a t  to ta l  red u c tio n  ta k e s  p lace  is 
th e  so lid  ph ase  w ith o u t fusion of th e  m ix tu re , th u s  if  a su itab le  tech n o lo g y  
is d ev e lo p ed , a p o ss ib ility  o f d irec t steel p ro d u c tio n , sim ilar to  pig fu rn aces , 
arises.
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Ü B E R  D IE  D IR E K T E  R E D U C T IO N
A. SCH ED EL

ZUSAM M ENFASSUNG

Der Verfasser berichtet über die theoretischen G rundlagen, die zur Untersuchung der 
W irkung von  R edu ktionsm itte ln  führten, die in  das Innere des Eisenerzes durch M ahlen und  
B rikettieren eingeführt wurden. Bei der unter Laboratorium sverhältnissen durchgeführten  
R eduktion  in  L euchtgas des m it K okspulver verm ischten  E isenoxydbriketts wurde das ganze 
E isenoxid  bereits bei Zugabe von  11% K ohlen stoff enthaltender K okspulverm enge unter  
1100° C, also noch in  fester Phase, zu m etallischem  E isen  reduziert. Im  Laufe der U n ter­
suchung konnte der Verfasser feststellen, daß als E rgebnis der Vorgänge innerhalb des B riketts  
die A usscheidung von  gleichm äßig verteiltem  elem entarem  K ohlenstoff erfolgt und ein für den 
V erlauf der unm ittelbaren Reduktion günstiger physikalischer Zustand erreicht wird. D ies 
nennt der Verfasser »F luidisation in fester Phase«. D urch R eduktion des im  Laufe der R eduk­
tion  und der Zersetzung der Karbonate entstehenden C 0 2 zu CO wird ein autokatalytischer  
V organg in Gang gese tz t, in dem  dasselbe K oh len stoffatom  mehrmals an der R eduktion  
te iln im m t. D ie bislang durchgeführten Versuche sind noch nicht ausreichend, um  endgültige  
Folgerungen ziehen zu können, deswegen em pfieh lt der Verfasser die Durchführung weiterer  
E xperim ente.

R E C H E R C H E S SU R  LA R É D U C T IO N  DIRECTE
A. SCH ED EL

RÉSUM É

L ’auteur fa it connaître les raisons théoriques a y a n t nécessité l’exam en de l’action  des 
agents réducteurs in troduits dans le minerai de fer par broyage fin et par briquettage. A u cours 
de la réduction  en gaz d ’éclairage de briquettes d ’o x y d e  de fer à fines de coke, effectuée dans
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des conditions de laboratoire, to u t l ’oxyde de fer s’est réduit jusqu’au fer m étallique au- 
dessous de 1100° C, c’est-à-dire en phase solide, en cas d’addition de fines de coke contenant 
11% de carbone. Au cours de son exam en, l ’auteur a constaté  qu’en résultat des processus 
qui se déroulent, le carbone élém entaire uniform ém ent réparti dans la briquette se précip ite, 
en créant ainsi un état physique favorisant la réduction directe, appelé «fluidisation en  phase 
solide» par l’auteur. Au cours de ce processus, la réduction  en CO du C 02, produit lors de la 
réduction et de la décom position des carbonates, déclenche un processus autocata ly tiq ue  où 
le m êm e atom e de charbon participe plusieurs fois à la  réduction. Les essais déjà effectués  
étant insuffisants pour perm ettre de tirer des conclusions défin itives, la réalisation de n ou veau x  
essais est proposée par l’auteur.

ИССЛЕДОВАНИЕ ПРЯМОГО ВОССТАНОВЛЕНИЯ
A. ШЕДЕЛЬ

РЕЗЮ М Е

Автор знакомит с причинами, обусловившими необходимость исследования действия 
восстановителей, вводимых в железную руду путем размола и брикетирования. При 
лабораторном восстановлении в светильном газе брикетов окиси железа, содержащих 
коксовую пыль, введение кокса уже в количестве, содержащем 11 % углерода, дает в 
результате полное восстановление всей окиси железа до чистого металла при температуре 
ниже 1100° С, то есть еще в твердой фазе. При исследовании этого явления оказалось, 
что в результате происходящих реакций в брикетах выделяется равномерно распределен­
ный элементарный углерод, то есть брикет насыщается углеродом и, таким образом, соз­
даются физические условия, благоприятные для протекания прямого восстановления. 
Автор называет это явление «флюидизацией в твердой фазе». В этом процессе восстанов­
ление углекислого газа, образующегося при восстановлении и при распаде карбонатов, 
до угарного газа является началом такого автокаталитического процесса, при котором 
один и тот же атом углерода несколько раз участвует в реакции восстановления. Про­
веденные опыты еще не дают достаточного основания для окончательных выводов, по­
этому автор предлагает продолжение опытов.
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BAUSTATISCHE BERECHNUNG VON RADIAL 
BESCHAUFELTEN LAUFRÄDERN MITTELS 

DER BECK’SCHEN METHODE

E. PÁSZTOR
K A N D ID A T D E R  TECH N ISCH EN  W ISSENSCHAFTEN 

LE H R STU H L F Ü R  K A LO RISCH E M ASCHINEN D E R  TECH N ISCH EN  U NIV ERSITÄ T, B U D A P E S T

[Eingegangen am 17. Dezem ber 1962]

Die vorliegende Arbeit entw ickelt das Becksche baustatische Verfahren für Scheiben 
in  der W eise weiter, daß dieses zur genauen baustatischen Berechnung v o n  Z entrifugalkom ­
pressoren und Zentripetalturbinen, bei denen sich das relative spezifische G ew icht in  der 
Funktion des Scheibenradius ändert, geeignet wird soll. Die relative Ä nderung des spezi­
fischen Gewichtes der radialen Laufräder wird durch die Schaufeln verursacht, die an den 
Seitenwänden der Scheibe befestigt sind. Die Abhandlung zeigt, daß in dem  F all, w enn y rei ф 
Ф konst, ist, die Beckschen H yperbeln durch graphische Integration bestim m bar sind. 

In dem  behandelten gegebenen Eall zeigen diese eine Abweichung von 5 4- 8 % v o n  jenen 
H yperbeln, die m ittels der Annäherungsm ethode berechnet wurden.

I. D ie P rob lem ste llung

Die B ecksche b a u s ta tisc h e  B erech n u n g  bzw . K o n tro lle  fü r  S cheiben 
is t  eine b evorzug te  R ech n u n g sa rt d er schnell ro tie ren d en  S ch e ib en  m it 
g ro ß er U m fangsgeschw ind igkeit. A us dem  S tu d iu m  der zu V erfü g u n g  s te h e n ­
den  L ite ra tu r  der B eckschen  b a u s ta tisc h e n  B erechnung  fü r S ch e ib en  [1— 4] 
is t festzuste llen , d aß  das gesam te V erfah ren , in  seinen zur Z e it b e k a n n te n  
F o rm en , n u r fü r die B erech n u n g  der a u f  ih rem  U m fang g le ichm äß ig  b e la s te ten  
Scheiben  geeignet is t.

D ie Schaufeln  d er Z en trifu g a lk o m p resso ren  u n d  der Z e n tr ip e ta ltu rb in e n  
( B ild  1) be lasten  die Scheibe n ich t a u f  ih rem  U m fang , sondern  auch a u f  ih re r  Seite, 
so d a ß  ihre W irk u n g  zu sam m en  m it der sch e in b a ren  E rh ö h u n g  des spezifischen 
G ew ichtes des S cheibenw erksto ffes zu b e rü ck sich tig en  ist. D as re la tiv e  spe 
zifische G ew icht des a u f  diese A rt zur b a u s ta tis c h e n  U n te rsu c h u n g  v o rb ere i­
te te n  Scheiben W erkstoffes ä n d e rt sich also in  d er F u n k tio n  des S che iben ­
rad iu s  [yre 1 = / ( r ) ] .

F ü r  die genaue b a u s ta tisc h e  U n te rsu c h u n g  von  S cheiben  m it  v e rä n d e r ­
lichem  spezifischem  G ew icht sind  die b ish e r b ek an n ten  V a r ia tio n e n  d er 
B eckschen  M ethode u n gee igne t. Zw eck d ieser A rbeit is t es, d ie  B ecksche 
M ethode in  der R ic h tu n g  w eite rzu en tw ick e ln , daß  diese zu r b a u s ta tis c h e n  
B erech n u n g  solcher schnell ro tie ren d en  S cheiben  geeignet w ird , d ie e n tla n g  
ihres R ad ius ein  v e rän d erlich es  spezifisches G ew icht haben . Z u r  zu sä tz lich en  
S p an n u n g sän d eru n g  d er e inseitig  e in m ü n d en d en  L aufräder, d ie  sich  aus der 
asy m m etrisch en  B e la s tu n g  e rg ib t, siehe die L ite ra tu ra n g ab e n  [7] u n d  [5].
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I I .  B estim m ung der s ic h  aus der S chau fe lb e lastu n g  der Scheiben 
ergebenden sc h e in b a re n  E rhöhung  des spezifischen  Gewichtes

A u s dem  einseitig  e in m ü n d e n d e n  L a u fra d  n a c h  B ild  2 [6] sch n e id en  
w ir  a m  R ad iu s  r einen R in g  m i t  der Dicke dr au s .

D  as G ew icht des R in g e s  m it der D icke dr, s a m t den dazu gehörenden  
S ch au fe le lem en ten , is t

dG (2 n  rh -f- ■ 1 d’2 h 2 dr  =  y j  1 (á i +  ôi) К 2
l 2 2 2 7t rh

2 л  r h d r ,

Bild l

( 1 )

wo y  d a s  ta tsäch liche  sp ez ifisch e  Gewicht d e r S cheibe , 
z  d ie  Schaufelzahl d e r  S che ibe  ist.

S e tz e n  wir das G ew ich t d e r  Scheibe u n d  ih res  R inges m it der D icke dr 
in  B ez ieh u n g  zu dem  G ew ich t des gleich d im e n s io n ie rte n  R inges der Scheibe,
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so is t die aus der S ch au fe lb e las tu n g  sich ergebende  zusätz liche  E rh ö h u n g  des 
spezifischen  G ew ichtes bzw . das u n te r  B erü ck sich tig u n g  der S ch au fe lb e lastu n g  
ge ltende  re la tiv e  spezifische G ew ich t d er Scheibe zu b es tim m en :

Zrel ~  У 1 !
(^ 1  + 2̂)

9
h y z 

t2 л  rh
( 2)

A us dem  A usdruck  (2) is t zu e rseh en , d aß  y rel =  f ( r ) ,  da  у  u n d  z K o n s ta n te n  
s ind ; d1, d2, h, hx s in d  ab e r einzig  u n d  a lle in  F u n k tio n e n  des R a d iu s .

III. D ifferentialgleichung der schnell laufenden Drehscheibe 
mit entlang dem Radius veränderlichem  spezifischem  Gewicht 

und veränderlicher Temperatur

D ie A rt der B estim m u n g  d e r D iffe ren tia lg le ichung  von  S cheiben  is t in 
d er L ite ra tu r  au sfü h rlich  besch rieb en , d a h e r b e h a n d e lt die v o rliegende  A rbeit 
diese n u r  in  den  w ich tig eren  P h asen , im  In te re sse  der V erw irk lich u n g  des 
g e s teck ten  Zieles, u n te r  B erü ck sich tig u n g  des Z usam m en h an g es y rel =  f(r).

A u f das S cheibenelem en t n a c h  B ild  3 w irk en  fo lgende K rä f te :
a)  Z e n tr ifu g a lk ra ft

dC — ^ rcl hr1 a>-dr dip ;
g

b)  rad ia le  K rä f te

R ,  bzw . R  -\----  dr  ;
dr

c) T a n g e n tia lk ra f t

w o R  =  er,, hr dip ; 

T  =  о ht d r .

A us dem  G leichgew icht der K rä f te :

dC d R  — 2 T  sin d ^  =  0 .
2

( 3)
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D a d R  =  d(hr a) d <p u n d  2 s in  (d <pj2) ^  d 99 is t , g e s ta lte t  sich  die G leichung
(3) fo lg en d erm aß en :

=  (4)
dr  g

D ie ta n g e n tia le  und ra d ia le  spezifische D eh n u n g  is t :

Et =  —  =  ( ° t  —  v a r )  +  ©  , (5)
r  E

»

e r —  К  -  ™ t )  +  0  > ( 6 )
d r  E

w o r  d ie  Poissonsche Z ah l i s t ,
u  d ie  R ad ia le  V ersch ieb u n g  des Scheibenelem entes m it dem  R ad iu s  r. 

I n  d en  A usdrücken (5) u n d  (6) d rü ck t & die aus d er u ng le ichm äß igen  
E rw ä rm u n g  stam m ende z u sä tz lic h e  D ehnung  aus:

Q —  Г* a d t , (7)
J t о

wo a  d ie  lineare  W ärm e d e h n za h l des S ch e ib en m ateria ls  is t, a = f ( t ) ;  
t 0 T e m p e ra tu r  des A n fa n g s ra d iu s  r 0 der Scheibe.

M it H ilfe der G le ich u n g en  (5) und  (6) w ird  a t u n d  ar fo lg en d erm aß en  
a u s g e d rü c k t:

f r / . .  J ..
(8 ) 

(9)

E ' A* - в +  v
du

— ©1
1 — V2 r dr

E du - в +  v
u

- 0 ]
1 — V2 dr r

D ie  D iffe ren tia lg le ichung  d e r Scheibe k a n n  m it H ilfe der G leichgew ich ts­
g le ic h u n g  (4) sowie der D eh n u n g sg le ich u n g en  (8) u n d  (9) fo lgenderm aßen! 
a n g e sc h rie b e n  werden:

d 2 и 

d r2
dh d u , r dh u
dr d r h dr r2

1 -  V2 У,,, <0- Г

E  g

d G в dh
dr  + h dr

( 10 )

D e r Z usam m enhang  (10) is t  die D iffe ren tia lg le ich u n g  d er Scheibe, 
m it  v e rä n d e rlich e r  T e m p e ra tu r  u n d  v e rän d erlich em  re la tiv em  spezifischem  
G ew ich t e n tla n g  dem  R a d iu s .

Im  F a lle  einer Scheibe m i t  k o n s ta n te r  D icke (bei der w irk lichen  b a u ­
s ta t is c h e n  R erechnung is t d ie  Scheibe im m er in  R in g e  m it s tä n d ig e r D icke
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n ach  B ild 4 au fzu te ilen ) w ird  die G leichung (10), m it E in fü h ru n g  d er B ed in ­
gung  h — k o n s t., die fo lgende:

oder

IV. B erech n n n g  der Scheibe m it s tän d ig e r D icke

W ird  die G leichung (12) in te g rie r t u n d  d e r Z u sam m en h an g  y re] =  f ( r)  
b e rü c k s ic h tig t, so w ird

wo d er innere  R ad iu s  d er Scheibe m it s tän d ig e r D icke u n d  C1 die In te g ra tio n s ­
k o n s ta n te  is t. N ach  einer w iederho lten  In te g ra tio n  is t:

(14)

Im  In te resse  d er B estim m u n g  d er S p an n u n g en  at u n d  a r [G leichungen  (8) 
bzw . (9), m uß  der D iffe re n tia lq u o tien t du/dr  g eb ilde t w erden .

rdr d r - (15)
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W erd en  die G le ichungen  (14) u n d  (15) in  die G leichungen  d er S p an n u n g en  
a t u n d  err, (8) bzw . (9) s u b s t i tu ie r t ,  so e rh a lte n  w ir n ach  d er D u rch fü h ru n g  
d e r  n o tw en d ig en  a lg eb ra isch en  O pera tionen  fo lgende A u sd rü ck e :

EC,

l — i»

E C ,
+

( 1 + r )  r2 

to2 (1 — v) Гг

E  Г
& r d r - E 0 -

r “ J r

r2g ш ; y Ttlrdr ■ dr  —
VOJ

7 ;
(16)

У rel r d r  ,

A u f G rund d er Z u sam m en h än g e  (16) u n d  (17) is t die S p an n u n g  der 
S ch e ib e  m it s tän d ig e r D ick e , die in  der F u n k tio n  des R ad iu s  eine v e rän d erlich e  
T e m p e ra tu r  u n d  ein v e rä n d e rlich e s  spezifisches G ew ich t y rel h a t ,  schon  zu 
e rre c h n e n .

D ie In te g ra tio n s k o n s ta n te n  C, und  C2 sin d  aus den  R an d b ed in g u n g en  
d e r  b e rech n e ten  Scheibe zu  e rm itte ln .

D ie in  den G le ich u n g en  (16) u n d  (17) v o rk o m m en d en  In te g ra le  sind  m it 
g ra p h isc h e r  In te g ra tio n  zu b es tim m en . F ü r  ih re  B estim m u n g  m üssen  b e k a n n t 
se in :

a )  Die T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  en tlan g  d en  R ad iu s  d er Scheibe, d. h. die 
F u n k t io n  i = / ( r ) ;

b)  die lineare W ä rm e d e h n za h l in der F u n k tio n  der T e m p e ra tu r , а =  f( t);
c )  die Ä n d eru n g  des spezifischen G ew ichtes y r i =  f ( r) ;
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d)  im  In te resse  der E rh ö h u n g  der R ech n u n g sg en au ig k e it is t es zw eck­
m äßig , die V erän d eru n g  des E la s tiz itä tsk o e ffiz ie n te n  in  der F u n k tio n  der 
T e m p e ra tu r , E  =  f ( t ) ,  zu b e rü ck sich tig en .

Die g raph ische  B estim m u n g  d é s in té g ra is  Q — \ rr Or dr e rfo lg t wie im
B ild 5.

In  K en n tn is  der F u n k tio n e n  a =  f ( l )  u n d  t =  / ( r )  k a n n  & in  d e r F u n k tio n  
des R ad ius m it g rap h isch er In te g ra t io n  b e s tim m t w erden , da d er Z u sam m en ­
h an g  t =  f ( r )  b e k a n n t is t, fe rn e r m it H ilfe d er g rap h isch en  In te g ra t io n  die 
F u n k tio n  Q = f ( r ) .

Die B estim m u n g  der in  den  G le ichungen  (16) u n d  (17) v o rk o m m en d en  
ü b rigen  g rap h isch en  In te g ra le  e rfo lg t in  e iner vö llig  äh n lich en  W eise.

V. Spaiinungsberechiiung der Scheibe mit veränderlicher D icke 
und veränderlichem spezifischem  Gewicht m ittels der graphischen

Methode von Beck

Die B ecksche g raph ische  K o n s tru k tio n  im  F alle  y  — k o n s t, w ird 
von  einer um fassen d en  L ite ra tu r  b e h a n d e lt, also w ird  die v o rliegende  A rb e it, 
sich a u f  diese s tü tz e n d , den  G ang d e r  K o n s tru k tio n  n u r  in  dem  M aße b esch rie ­
b en , wie dies die B eh an d lu n g  des F a lles  y r | =f= k o n s t, e rfo rd e rt.

Die B ezeichnung  x  =  1/r2 e in fü h ren d , lassen  sich die G le ichungen  (16) 
u n d  (17) in  d er fo lgenden  F o rm  au fsch re ib en :

a, — A  -f- B x  — T (x ) (18)

ar =  A  — B x  — R ( x ) , (19)

. E C ,  E C 2
1 — v 1 4- v

T(x)  =  E  0  -  E Q X +
j2 (1 — v)

r'-g
Г 1 yrel r d r

Jr, - J Г1
dr  4-

g

cJ Y T' i 'dr;

R  (x) =  E Q X
« 2 (1 -  V) Г

CO2 f r
----- Zrel r d r .
g  Jr,

dr

( 20 )

( 21)

Die G le ichungen  (18) u n d  (19) in dem  K o o rd in a te n sy s te m  la u t  B ild  6 
d a rs te llen d , e rgeben  sich im  F alle  e in e r  Scheibe m it s tä n d ig e r  D icke die S p an ­
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n u n g e n  als D ifferenz d er G e ra d e n  A  -(- B x bzw . А  -— В х sowie d er S egm ente 
d e r  H y p e rb e ln  T(x),  bzw . R (x ) .

D ie Scheibe m it v e rä n d e rlic h e r  Dicke n a c h  B ild  4 a u f  R inge s tän d ig e r 
D ick e  au fte ilen d  — w ird  d e r Ü b e rg a n g  zw ischen d en  e inzelnen  R ingen  du rch  
die K o n tin u i tä t  der S p a n n u n g e n  a r sowie d u rch  d ie  G leichheit d er D ehn u n g  
d e r s ich  b e rü h ren d en  R in g flä c h e n  g ew ährle iste t.

A u s der K o n tin u itä t  d e r  S p an n u n g en  or is t

°rfti ^1 =  °Vft2 1 (22)

w o orhi bzw . arh2 S p an n u n g en  s in d , die zu gleichem  R ad iu s , ab e r v e rän d e rlich en  
S ch e ib en d ick en  gehören.

A us der G leichheit d e r  D eh nungen  is t

^1 hi ^hi ̂ ' /.'i   ^thü ^/l2

Ehi E hl

D e r G an g  der B estim m u n g  d e r  S p an n u n g en  is t  d e r fo lgende:
a )  M it Hilfe d er Z u sam m en h än g e  (20) bzw . (21) s ind  die H y p erb e ln  

T (x )  b zw . R(x)  zu b e s tim m e n ;
b)  a u f  G rund d er R a n d b ed in g u n g en  bzw . d e r ang en o m m en en  A nfangs­

b e d in g u n g e n  k an n  die -\-x i  un<l  — x \ v e rb in d en d e  G erade gezogen w erd en ;
c)  das in  den P u n k te n  x 2 zw ischen der G erad en  u n d  d er H y p erb e l 

g em essene  Segm ent g ib t die S p an n u n g  im  R inge m it dem  R ad iu s  r2, ab er 
n o c h  d e r D icke hx e rw ach en d e  S p an n u n g  an ;

d )  die S p an n u n g ssp rü n g e  bzw . die in  d er Scheibe m it dem  R ad iu s  r2, 
a b e r  sch o n  der D icke h2 e rw a c h e n d en  S pan n u n g en  lassen  sich m it den  Z u sam ­
m e n h ä n g e n  (22) bzw . (23) b e re c h n e n ;

(23)
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e)  die S pan n u n g ssp rü n g e  in  d er O rd in a te  x 2 bem essend , k ö n n e n  die 
B eckschen  G eraden  des n äch sten  R inges w ieder gezogen, d an n  die S p a n n u n g s ­
sp rü n g e  b es tim m t w erden;

f )  bis zu dem  le tz te n  S c h n itt  d er Scheibe an lan g en d , w erden  die R a n d ­
b ed in g u n g en  des U m fanges im  a llgem einen  n ic h t b e fried ig t; a u f  G ru n d  des 
L in ea ritä tsp rin z ip s  k an n  die K o n s tru k tio n  u n te r  B ed ingungen , die v o n  der 
v o rh e rig en  abw eichen , w iederho lt u n d  aus zwei K o n s tru k tio n e n  d e r w irk liche  
S p an n u n g szu s tan d  im m er b e s tim m t w erden .

VI. A nw endung  des V erfahrens

D as in  der vorliegenden  A rb e it beschriebene V erfah ren , das zu r B e rech ­
n u n g  von  Scheiben geeignet is t, die ih rem  R ad iu s  e n tla n g  ein v e rän d e rlich es  
spezifisches G ew icht h ab en , u n te rsc h e id e t sich  im  w esen tlichen  v o n  d en  in 
d e r L ite ra tu r  m itg e te ilten  M ethoden  in  der B estim m u n g  der H y p e rb e ln  T(x)  
u n d  R(x).

Die H y p erb e ln  sind , in  d er F u n k tio n  ih res R ad iu s , bei S che iben  m it 
s tä n d ig e r  T e m p e ra tu r , im  F alle  v o n  y rei =  y ‘ =  k o n s t., m it d en  fo lgenden  
Z u sam m en h än g en  zu bestim m en :

1 +  3v / œ 2

2 g X

3 -(- V y' (JO2

8 g X

(24)

(25)

D a sich die G lieder, w elche die T e m p e ra tu rsp an n u n g  d e te rm in ie ren , bei 
B erü ck sich tig u n g  d er V erän d eru n g  des re la tiv e n  spezifischen  G ew ich tes n ich t 
ä n d e rn , können  die zwei V erfah ren  am  e in fach sten  im  F alle  v o n  S ch e ib en  m it 
s tä n d ig e r  T e m p e ra tu r  verg lichen  w erden .

Z ur B erechnung  von  S cheiben  m it v erän d erlich em  spezifischem  G ew icht 
s ind  —  an n ä h e rn d  —  auch  die Z u sam m en h än g e  (24) bzw . (25) g ee ig n e t, w enn 
w ir die form elle S u b s titu ie ru n g  y ril == y '  anw enden . Diese A n n ä h e ru n g s ­
m e th o d e  b e rü ck sich tig t aber n ic h t, d a ß  у гЛ eine s te tig e  F u n k tio n  des R a d iu s  ist.

Im  In te resse  des V ergleiches zw ischen e x a k te m  u n d  a n n ä h e rn d e m  V er­
fa h re n , von  id en tisch en  A n fan g sbed ingungen  ausgehend , k ö n n en  bei S cheiben  
m it verän d erlich em  spezifischem  G ew icht y r, [ die B eckschen  H y p e rb e ln  
n a c h  beiden M ethoden  b e s tim m t u n d  die A bw eichungen  b e w e rte t w erden .

Die A usg an g sd a ten  der B erech n u n g  sin d  im  F a lle  eines Z e n tr ifu g a l­
k om presso rs, ohne m ittle re  B o h ru n g , H a u p tm a ß e  im  B ild  7 (d e r A n lasser 
p a ß t  gesondert an  die Scheibe), die fo lgenden:

n =  50 000 /m in , to =  5240/sec.

A da Techn. Hung. 49 (1964)



158 E. PÁSZTOR

D e r S che ib en d u rch m esser D 2 =  180 m m ; v =  0,3; S chaufe lzah l z =  20; 
d u rc h sc h n ittlic h e  S ch au fe ld ick e  <5 =  2,6 m m .

D ie V eränderung  des re la tiv en  spezifischen  G ew ichtes e n tla n g  dem  
S c h e ib e n ra d iu s  is t im  B ild  8 zu  sehen, das m a x im a le  spezifische G ew ich t is t 
d a s  1 ,4-fache des sp ez ifisch en  G ewichtes des S cheibenw erksto ffes .

D ie  zur B estim m u n g  d e r B eckschen H y p e rb e ln  ohne T e m p e ra tu r­
s p a n n u n g  notw endigen  g ra p h isc h e n  In te g ra le  s in d  im  B ild  9, die H y p erb e ln

a b e r  im  B ild 10 zu sehen . W ir  h ab en  die H y p e rb e ln , infolge d er bei den  k leinen 
A b m essu n g en  der A b b ild u n g e n  notw endigerw eise  a u ftre te n d e n  d a rs te llu n g s­
te c h n isc h e n  S chw ierigkeiten , n ich t in der F u n k tio n  x  =  1/r2, sondern  in  der 
F u n k t io n  des R ad ius r d a rg e s te llt .

D ie m it Hilfe d e r e x a k te n  M ethode (g rap h isch e  In te g ra tio n )  e rh a lten en  
O rd in a te n  der H y p e rb e ln  R ( x ) ,  T(x) sind u m  e tw a  5— 8%  k le iner als die m it 
H ilfe  d e r  G leichungen (24) u n d  (25), nach  d e r S u b s titu ie ru n g  y  — y r t b e rech ­
n e te n  H yperbeln .

D ie m it H ilfe d e r F o rm e ln  (24) u n d  (25) der A n n äh eru n g sm eth o d e  
b e re c h n e te n  Segm ente d e r  H y p e rb e ln  R '(x )  u n d  T ' ( x ) sind  no tw end igerw eise  
g rö ß e r  als die e x a k te n  W e r te , da die A n n ä h e ru n g sm e th o d e  n u r  die dem  
g eg eb en en  R adius z u g e h ö re n d e n  W erte des re la tiv e n  spezifischen  G ew ichtes
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b erü ck sich tig t, w äh ren d  w ir den  r =  rl zu g eh ö ren d en  W ert d er g rap h isch en  
In te g ra tio n , u n te r  B erü ck sich tig u n g  d er zw ischen r  =  0 und  r =  rx A b sc h n itte s  
v o rh an d en en  Ä n d eru n g  des re la tiv e n  spezifischen  G ew ichtes, e rh a lte n  h ab en . 
Bei in  F u n k tio n  des R ad ius s te ig en d em  spezifischem  G ew icht is t  d e r du rch

0 1 2  3 4 5 6 7 r fern)
B ild  9

T(x) R'M
m R ( * ) ^ /
TM / /
RU) / // /
[kp/cm9] / /  T‘(x)

/ У
m

0 7 2 3 4 5 6 7 r (cm) 9

B ild  10

In te g ra tio n  e rh a lten e  D u rc h sc h n ittsw e rt des re la tiv e n  spezifischen G ew ichtes 
k le iner als der dem  gegebenen R ad iu s  zugehörende  W ert des spezifischen  
G ew ichtes, die Segm ente der H y p e rb e ln  R (x )  u n d  T(x)  sind also k le in e r  als 
die Segm ente d er H y p erb e ln  R '( x )  u n d  T '(x ) .  B ei dem  in F u n k tio n  des R ad iu s  
sieh  v e rm in d ern d en  spezifischen  G ew icht is t  die Lage u m g e k e h rt, d ie d u rch  
g raph ische  In te g ra tio n  gew onnenen  H y p e rb e ln  R (x)  und  T(x)  liegen  ü b e r  den 
H y p e rb e ln  R '(x )  und  T '(x) .
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D ie sich aus d er M odifiz ierung  der H y p e rb e ln  ergebende Ä n d e ru n g  der 
S p an n u n g sv e rte ilu n g  h ä n g t  au ch  vom  P ro fil d e r Scheibe ab, jed o ch  s in d  die 
h ie r  fo lgenden  a llgem einen  Fo lgerungen  ziem lich  u n ab h än g ig  vom  S ch e ib en ­
p ro fil.

U n te r  B e rü ck sich tig u n g , daß  die in den  S ch e ib en  erw achende S p a n n u n g  
im  allgem einen  F a ll d em  W e r t  der O rd inaten  d e r  H y p e rb e ln  p ro p o rtio n a l is t, 
s in d  — je  nach  G e s ta ltu n g  der F u n k tio n  y re\ =  f ( r )  — zwei g ru n d leg en d e  
F ä lle  m öglich.

1. Bei y reI =  f ( r ) ,  in  d e r  F u n k tio n  des R a d iu s  zunehm end , is t R (x )  <  
<  R '( x )  u n d  T(x)  <  T \ x ) ,  also sind die m it H ilfe  d er in  der A b h a n d lu n g  
m itg e te il te n  ex ak ten  M e th o d e  (graphische In te g ra t io n )  e rh a lten en  S ch e ib en ­
sp a n n u n g e n  kleiner als d ie  m itte ls  S u b s titu tio n  y rel =  y,  m it Hilfe d er H y p e r ­
belg le ich u n g en  (24) u n d  (25) berechneten  a n n ä h e rn d e n  S pannungen .

2. Bei y re] =  f { r ) ,  in  F u n k tio n  des R a d iu s  ab n eh m en d , is t die Lage 
u m g e k e h r t,  R(x)  >  R '( x ) ,  bzw . T{x) >  T '(x ) ,  a lso  sind  die im  F a lle  der 
e x a k te n  M ethode e rh a lte n e n  S cheiben sp an n u n g en  g rö ß er als die a n n ä h e rn d e n  
S p an n u n g en .
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C ALCULATION O F  T H E  ST R E N G T H  O F  T H E  R U N N IN G  W H E E L S  
W IT H  R A D IA L  B L A D IN G  B Y  T H E  M E T H O D  O F B E C K

E. PÁSZTOR

SUM M ARY

In  th e  pap er th e  a u th o r  im p ro v es th e  m eth o d  o f B eck  fo r th e  s tre n g th  ca lcu la tio n  
o f  d iscs, in  order to  a p p ly  i t  to  th e  ex ac t s tre n g th  c a lc u la tio n  of discs o f cen trifu g a l com ­
p re sso rs  an d  cen trip e ta l tu rb in e s  th e  specific w eigh t o f w h ich  v a rie s  as a  fu n c tio n  o f th e  disc 
ra d iu s . T he v a ria tio n  o f th e  re la t iv e  specific w eigh t o f  th e  r a d ia l  ru n n in g  wheels is c au sed  b y  
th e  b lad e s  fix ed  to  th e  side o f th e  disc. The paper show s t h a t  in  case o f y re] ф const, th e  h y p e r ­
b o lae  o f B eck can be d e te rm in e d  b y  graphical in te g ra t io n ;  in  th e  case tre a te d  b y  th e  a u th o r  
th e y  show  approx . 5 -r 8 %  d e v ia t io n  from  th e  h y p e rb o la e  c a lcu la ted  b y  th e  a p p ro x im a te  
m e th o d .
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C A LC U L D E  LA R É SIST A N C E  D E S  R O U E S  A A U B ES R A D IA L E S  
PA R  LA  M É T H O D E  D E  B E C K

E .  P Á S Z T O R

R É S U M É

L’é tu d e  dév elo p p e  la m éthode de  B eck  re la tiv e  a u  calcu l de la  ré s is tan ce  des d isques, 
en  l’é te n d a n t aussi a u  calcu l exact de la  ré s is ta n c e  des com presseurs cen trifuges e t  des tu rb in e s  
c en trip è te s  à po ids spécifique re la tif  v a r ia n t  en  fo n c tio n  d u  ra y o n  de d isque . L a  v a r ia tio n  
d u  po ids spécifique re la t i f  des roues à  a u b es  ra d ia le s  e s t due a u x  aubes fixées su r  le cô té  du  
d isq u e . L ’é tu d e  d é m o n tre  qu ’au  cas de y re| ф c o n st, les hyperbo les de B eck p e u v e n t  ê tre  
d é te rm in ées p a r  in té g ra t io n  graph ique . D a n s  le cas é tu d ié , elles m o n tre n t u n e  d iffé ren ce  de 
5 à  8%  env . p a r  r a p p o r t  aux  hyp erb o les calcu lées selon la m éthode  approchée.

Р А С Ч Е Т  М Е Х А Н И Ч Е С К О Й  П Р О Ч Н О С Т И  Р А Б О Ч И Х  К О Л Е С  С Р А Д И А Л Ь Н Ы М И  
Л О П А С ТЯ М И  М Е Т О Д О М  Б Е К К -А

Э .  П А С Т О Р

Р Е З Ю М Е

В работе дается дальнейшее усовершенствование способа расчета прочности дисков 
Бекк-а таким образом, что этот способ становится пригодным для точного расчета меха­
нической прочности центробежных компрессоров с относительным удельным весом, 
меняющимся в зависимости от радиуса диска, и центростремительных турбин. Относи­
тельное изменение удельного веса радиальных рабочих колех создается лопастями, 
прикрепленными к боковой стенке диска. Исследование показывает, что при у 0т н .  Ф конст., 
гиперболы Бекк-а могут быть определены путем графического интегрирования, причем 
определенные таким образом гиперболы в рассматриваемом случае имеют отклонение 
порядка прибл. 5 -у 8% от рассчитанных методом приближения.

11 Ada Techn. Hung. 49 (1964)





ERGEBNISSE VON MODELLVERSUCHEN 
ÜBER DIE GRUNDWASSERABSENKUNG 

DURCH VAKUUMBRUNNEN

G. Ö L L Ő S
K A N D I D A T  D E R  T E C H N I S C H E N  W I S S E N S C H A F T E N

M. D E L I, CS. S Z O L N O K Y
L E H R S T U H L  I .  F Ü R  W A S S E R B A U  A N  D E R  T E C H N I S C H E N  U N I V E R S I T Ä T  F Ü R  B A U -  U N D  

V E R K E H R S W E S E N ,  B U D A P E S T

[E ingegangen: am  7. J a n u a r  1963]

D er A ufsatz  b e h an d e lt die K lärung v o n  G ru n d fra g en , wie sie sich bei V a k u u m b ru n n e n , 
a n h an d  der S ickerung im  p e rm an en ten  Z u s tan d  e rh eb en . E s is t zu hoffen , d a ß  diese b e re its  
a u f  k o n k re te n  M essergebnissen beruhende h y d ra u lisc h e  B e trach tungsw eise  g ru n d leg e n d e r 
B e d eu tu n g  den A u sg an g sp u n k t einer Zahl th e o re tis c h e r , im  L ab o ra to riu m  oder in  de r P ra x is  
d u rc h zu fü h re n d e r F o rsch u n g sarb e iten  b ilden  w ird , die eine e indeu tige  und d e fin itiv e  B e s tim ­
m ung  der versch iedenen  h y d rau lisch en  G ese tzm äß ig k e iten  zulassen.

1. E in le itu n g

G leichzeitig  m it d e r E n tw ick lu n g  v e rsch ied en er M ethoden  d er G ru n d ­
w asse rab sen k u n g  zeig t sich  ein im m er g rößeres In te resse  fü r die je  e x a k te re  
K lä ru n g  d er F rag en  d er dazugehörigen  H y d ra u lik . Dies is t d u rch au s v e r s tä n d ­
lich , da  in  einem  k o n k re te n  Fall, ohne die g rü n d lich e  K en n tn is  der H y d ra u lik , 
die W ah l d er r ich tig en  u n d  zw eckm äßigen  W asse rab sen k u n g sm eth o d e  k a u m  
ge tro ffen , u n d  die W asserab sen k u n g  se lb s t in  d er Regel a u f op tim a le  W eise 
n ic h t d u rc h g e fü h rt w erden  kann . A uf G ru n d  d er E rfah ru n g en , die bei G ru n d ­
w asse rab sen k u n g sa rb e iten  im  In- und  A u slan d  gesam m elt w orden sin d , h ab e n  
sich zw ar die G esich tsp u n k te  h e rau sg eb ild e t, d ie fü r  die P rax is  m e is ten s  als 
m aßgeb lich  angesehen  w erden kö n n en , je d o c h  g ib t es in  der H y d ra u lik  
eine Z ah l von F ra g e n  g rund legender B ed eu tu n g , deren  th e o re tisc h e  
K lä ru n g  n och  a u s s te h t, oder die n ic h t e in d e u tig  ausgeleg t w erden  k ö n n en . 
B esonders t r if f t  dies eben  fü r die G ru n d w asse rab sen k u n g  d u rch  V a k u u m ­
b ru n n e n  zu.

In  U n g arn  is t die A nschneidung  u n d  L ösung  zah lre icher v a k u u m h y ­
d rau lisch e r F rag en  v o r allem  m it dem  N a m e n  v o n  S z é c h y , K . [24, 25, 26, 27] 
u n d  V a s t a g h ,  G. [29, 30] v e rk n ü p ft. A us dem  au slän d isch en  F a c h sc h r if t tu m  
v erd ien en  die A rb e iten  v o n  A b r a m o v ,  К . S .  [1], A r u t j u n j a n ,  N. R . [2], 
G ä r t n e r ,  G. [3], J e s e n ä F ,  J .  [6], M a r i u p o l s k i j ,  G. M. [11], M a t s c h a k , 

H . [9, 10], M ö l l e r ,  B. [12] und  S e n n ,  A. [19] besonders h erv o rg eh o b en  zu 
w erden .
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N eb en  den an  G ra v ita tio n sb ru n n e n  im  L ab o ra to riu m  d u rc h g e fü h rte n  
F o rsc h u n g sa rb e ite n  w u rd en  in  U n g arn  zu  B eg inn  des J a h re s  1962 au c h  
L a b o ra to r iu m sv e rsu ch e  in  bezu g  a u f  die H y d ra u lik  an g este llt.1

I n  d er vorliegenden  A b h an d lu n g  w erd en  die E rgebn isse  d ieser a n fä n g ­
lic h e n  F o rsch u n g sa rb e it [18] k u rzg e faß t d a rg e leg t, w obei fo lgende G ru n d ­
f ra g e n  d e r  H y d rau lik  a n g e sc h n itte n  w erd en :

B ild  1. P ie zo m e te r-D ru ck m eß sy s tem . Im  V o rd e rg ru n d  is t  die M essung der aus dem  B ru n n e n
ab g esau g ten  W asserm enge  zu  sehen

1. E ingehende A n aly se  der D ru c k v e rh ä ltn isse , wie sie sich in  d e r B ru n ­
n e n u m g e b u n g  h e rau sb ild en ;

2. U n tersch ied  der D ep ressio n sk u rv e  fü r  G rav ita tio n s- bzw . V a k u u m ­
b r u n n e n  u n d  A uslegung d e r K u rv e  fü r die V ak u u m b ru n n en u m g eb u n g ;

3. V ergleich der E rg ieb ig k e it des G ra v ita tio n sb ru n n e n s  m it d e r des 
V a k u u m b ru n n e n s ;

4 . B em erkungen  ü b e r  die g egenw ärtige  K o n s tru k tiv e  A u sg e s ta ltu n g  d e r 
V a k u u m b ru n n e n .

1 D ie F o rsch u n g sarb e iten  im  h y d rau lisch en  L a b o ra to r iu m  des L eh rs tu h ls  I  fü r  W asse r­
b a u  w u rd e n  im  A u ftrag  des U n te rn eh m en s  fü r  K a n a l-  u n d  W asserle itu n g sb au  des M in is te ­
r iu m s  fü r  B auw esen  g e le iste t. A ls tech n isch er K o n tro lle u r  der F o rsch u n g sarb e it fu n g ie r te  
H e r r  G. K a r á d i, dem  w ir fü r  seine M itw irkung  u n d  v e rtv o llen  R atsch läge  b e s ten  D a n k  sagen 
m ö c h te n .
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D a unseres W issens v o r B eginn der F o rsc h u n g sa rb e it die V a k u u m ­
b ru n n e n h y d ra u lik  an  M odellen n ich t g ep rü ft w u rd e , d ü rfte  es zw eckm äß ig  
sein, das im  fo lgenden  zu r A nw endung k o m m en d e  V ersuchsverfah ren  u n d  
die V ersu ch sv o rrich tu n g  se lb st kurz zu b esch re ib en .

2. M odellversuchsverfahren

Im  F a ll des a n g e w a n d te n  hydrau lisch en  S ickerm odells s te llte  die B e s tim ­
m u n g  d er im  g esam ten  S ickersystem  a u f tre te n d e n  P iezom eterd rücke  die vom

B ild  2. P iezom eter D ru c k ta fe l zum  M essen des V ak u u m s im  kö rn ig en  M ittel u n d  V o rr ich tu n g  
zu r H e rs te llu n g  bzw. R egulierung  n ied rig e re n  V akuum s

m eß tech n isch en  S ta n d p u n k t aus w ich tigste  F ra g e  d a r. Die zu d iesem  Z w eck 
d u rch g e fü h rten  P rü fu n g e n  ließen die fo lgende M eß v o rrich tu n g  zur E rm itt lu n g  
d er P iezo m ete rd rü ck e  als geeignet e rscheinen :

a )  Die in  e inem  vom B runnen  entfernt liegenden Feld  a u ftre te n d en  P iezo ­
m ete rd rü ck e  k a n n  m a n  sow ohl beim  G ra v ita tio n s -  w ie auch  beim  V a k u u m ­
b e tr ie b  des B ru n n en s m it e iner bere its  zu r U n te rsu c h u n g  von G ra v ita tio n s ­
b ru n n e n  e ingese tz ten  D ru ck m eß v o rrich tu n g  b es tim m en  (zwei D ru c k ta fe ln  
im  B ild  1 links), bei w elcher die G um m isch läuche, die sich den in  der se itlich en  
G renzw and  des M odells e in g eb au ten  P ie z o m e te rd ru ck h ä h n e n  an sch ließen , m it
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d e n  G lasrö h ren  einer v o m  N iv eau  der o b eren  E bene der w a sse ru n d u rc h ­
lä s s ig e n  S ch ich t au sg eh en d en  D ru ck ta fe l, d ie e tw as höher als die H ö h e  H  
d e r  G ru n d w asse rsch ich t lie g t, v e rb u n d e n  sind .

b)  D ie v o ran g eh en d  im  P u n k t а)  gesch ild erte  M eß v o rrich tu n g  m u ß te  
—  u m  sie zu r M essung d e r  P iezo m e te rd rü ck e , w ie sie in der unmitterbaren  
U m gebung des B runnens  a u f tre te n , geeignet zu m achen  —  v e rv o llk o m m n e t

Achsenlinie d es B runnens-

-Wassereirrführende Wand Brunnenm antel -

S L

V V

I I I II I I ! Il I
Sandiger Ton 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
fjU rsprüngliche Wasserspiegellage

b-Oepressionskun/e

Sand .
fk=4,75. 70~3 cm /secj •

Tonring 
7,5mm

!- 72,5mm

V777^777777Y77777777777777777777/7777777rY777777777777727777777777777777ib
I W asserundurchlässige S ch ich ty

Si , _ f  §
!• I ct. cü 
‘ i _ ±

R= 150 cm

-.’ I', у : BJaswand ■ '■

— R=150cm- 
Draufsicht

Wasserundurchlässige
Wand

-^ _ y r0=7,5 mm

D raufsicht

B i ld  3. Charakteristische A bm essungen der zur Prüfung eines Einzelbrunnens und einer 
Brunnenreihe hergestellten Versuchs Vorrichtung

w e rd e n . M an h a tte  au ch  die D ru ck ta fe l, w egen des V akuum s im  kö rn ig en  
M itte l , au ch  u n te rh a lb  d er oberen  E b en e  d er w asserdurch lässigen  S ch ich t zu 
v e r lä n g e rn  (B ild 2, D ru c k ta fe l links).

3. V ersu ch sv o rrich tu n g

Z u r Lösung der im  P u n k t  2 g esch ild e rten  F o rsch u n g sau fg ab e  w u rd en  
zw ei u n te rsch ied lich  a u fg e b a u te  M odelle a n g e fe rtig t.

1. Zur Untersuchung des hydraulischen Vorgangs beim  Einzelbrunnen w urde ein Sek­
toren rau m  ausgestaltet, der die Grundrißform eines K reisausschnittes hat (B ild  3, D eta il »A«). 
D ie  radialgerichtete Abm essung desselben beträgt 150 cm.

D er Radius der im  M ittelpunkt des Sektorenraum es angeordneten 1/6 B runnenm antel­
f lä ch e  is t  r 0  =  7,5 mm . Der B runnenm antel hat einen  A bschnitt, der bis zur H öhe v o n  12 cm  
h in a u f perforiert ist. Der »K iesfilterzylinder« ist aus Sand aufgebaut, dessen K orndurchm esser  
zw ischen  1 und 2 m m  liegt. D er R adius ist =  12,5 m m , die Höhe des Z ylinders beträgt
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22 cm. Ein Vergleich der gew ählten Werte r() und r'0 des Modells m it den entsprechenden  
W erten der tatsächlich angew andten Brunnen ergab, daß im  Fall des M odells der Umrech- 
nungsbeiwert A für die geom etrischen Abm essungen gleich  6  festgesetzt werden kann.

Die W asserdurchlässigkeit des Materials der wasserführenden Sch ich t liegt mit 
к 4,75 • 10 - 3 cm /sec eben an der Grenze der W asserdurchlässigkeit, die nach jetziger 
Auffassung im allgem einen die Herstellung eines Vakuum brunnens noch rechtfertigt. 
D iese Sachlage aber ist in dem  vorliegenden Fall günstig , da der Brunnen auch als G ravita­
tionsbrunnen betrieben wird. D ie wasserführende Schicht ist 50 cm stark. O berhalb derselben 
befindet sich eine T onschicht, deren Dicke 13,5 cm  beträgt.

B ild  4. W irkungsschema der Vorrichtung zur H erstellung und Regulierung niedrigeren Vakuums
im  Brunnen

Die ursprüngliche Stärke der G rundwasserschicht II,  wie sie vor der A bsenkung bestan­
den hatte , war für jede Versuchsvariante gleich und betrug 45 cm. Der kontinuierliche Nach­
schub des Wassers erfolgte durch eine aus Siebgewebe angefertigte, senkrechte, K reiszylinder­
fläche, die sich 150 cm vor der M ittellinie des Brunnens entfernt befand.

Der Brunnen schloß sich den Grenzwänden des Sektorenraum es (M etall- bzw . Luftwand) 
luftd icht an.

2. Selbstverständlich ist zur Prüfung eines Brunnens der Brunnenreihe eine anders­
geartete Vorrichtung erforderlich. In diesem  Fall werden die w asserundurchlässigen, zu 
einander parallel engeordneten Grenzwände des Sickerraum es (Bild 3, D eta il »B«) unter der 
Annahm e gewählt, daß sich die Brunnen in der W irklichkeit in A bständen von  je 2,00 m 
voneinander entfernt befinden. Aufbau und W irkungsweise des Brunnens sind dieselben 
wie des unter Punkt 1 beschriebenen Brunnens, jedoch  wurde dieser n icht zum  Sechstel, 
sondern zur Hälfte ausgebildet.

Das Vakuum  im  Brunnen wurde bei höheren Depressionen (sow ohl iin  Fall eines 
Einzelbrunnens wie auch in dem  einer Brunnenreihe) m it der im  Bild 1 gezeigten  Säugpum pe, 
bei kleineren Depressionen hingegen m it der aus der B ild 4 ersichtlichen Unterdruckregler 
hergestellt. Dieser hält das Vakuum  im Brunnen in gleichbleibender H öbe aufrecht und

Ada Techn. Hung. 49 (1964)



168 G. ÖLLŐS, M. DELI und CS. SZOLNOKY

zer leg t das aus dem Brunnen k o m m en d e  Wasser— L uft-G em isch , wodurch die V orrichtung  
auch  zur Bestim m ung der W asser-ergieb igkeit herangezogen w erden kann. Der linksseitige  
G laszy linder wird durch eine W asserstrahlpum pe angesaugt. Im  oberen Teil des G laszylinders 
lä ß t sich  das Vakuum, der D ifferenz  der im  Manometer h ergestellten  W asserspiegellage en t­
sp rech en d , durch Betätigung e in es N adelventils stab ilisieren. Selbstverständlich herrscht 
a u ch  im  rechten Glaszylinderraum  derselbe Unterdrück. D ieser entreißt dem  Brunnen eine 
gew isse  M enge der aus W asser u n d  L uft bestehenden M ischung, die sich im  rechtseitigen  
Z ylinder zerlegen läßt. Das v o m  B ru n n en  gelieferte W asser entleert sich auf diese W eise in 
ein  u n ter  dem  rechtseitigen Z ylin der befindlichen Glasrohr. D er untere A bschn itt dieses 
R ohres ragt in einen Raum  h in ein , w o die W asserspiegellage (durch Regelung m ittels eines 
Ü b erfa lls) in  gleichbleibender H ö h e  gehalten  wird

4. P iezom eter D ru ckverte ilung  im  k ö rn ig e n  M ittel, 
d as  den  B runnen u m g ib t

D ie  H y d rau lik  d e r G ra v ita tio n sb ru n n e n  b e r u h t ,  ebenso wie die eines 
je d e n  S ickervorganges, a u f  d e m  S tröm ungsb ild . D ie K en n tn is  desse lben  is t 
a u c h  f ü r  die A u sg esta ltu n g  d e r  Y a k u u m b ru n n e n h y d ra u lik  von  g ru n d leg en d er 
B e d e u tu n g . K om m t ja  d u rc h  d e n  U m stan d , d aß  s ich  d as  V akuum  im  B ru n n e n  
a u c h  a u f  einen gewissen T e il des körnigen M itte ls  in  d er B ru n n en u m g eb u n g  
e r s t r e c k t ,  der K en n tn is  des im  ganzen S ick e rsy s tem  d ad u rch  v e rw ick e lte r 
w e rd e n d e n  S ick erströ m u n g sb ild es  besondere B e d e u tu n g  zu. D er V ak u u m - 
b ru n n e n  w irk t sich, b ild lich  g esp ro ch en , im  V erg leich  zu m  G ra v ita tio n sb ru n n e n  
a u f  d ie  W a sse rd u rch läss ig k e it des körnigen M itte ls  e rhöhend  aus, u n d  die 
z a h le n m ä ß ig e  B e rü ck sich tig u n g  dieses U m stan d es  s te h t ,  vom  th e o re tisc h e n  
S ta n d p u n k t  aus, ohne Z w eife l m it dem  S trö m u n g sb ild  (das h e iß t m it der 
V e r te i lu n g  des P ie z o m e te rd ru ck s )  in  Z u sam m en h an g .

D a s  »A nsteigen« d e r  W asse rd u rch läss ig k e it is t  d a ra u f  zu rü ck zu fü h ren , 
d a ß  in fo lge  der A n w e se n h e it eines V akuum fe ldes im  kö rn igen  M itte l der 
h y d ra u lis c h  ta tsäch lich  w irk sa m e  B ru n n en d u rch m esse r größer als d er geo­
m e tr is c h e  is t. F ü r die V a k u u m h y d ra u lik  is t also n ic h t  der geom etrische B ru n ­
n e n d u rc h m e sse r  au ssch lag g eb en d , v ielm ehr is t  es e in  anderer, d u rc h  die 
H ö h e  des V akuum s im  B ru n n e n  bed in g te r, v e rä n d e rlic h e r  h y d rau lisch e r du rch - 
m e sse r , den  m an zu b e rü c k s ic h tig e n  h a t.

E in  V ak u u m b ru n n en  k a n n , solange d er W assersp iegel in  ih m  n ic h t 
u n te r  d a s  B odenniveau  h e ra b g e su n k e n  ist, w ah rsch e in lich  noch a n n ä h e rn d e r  
als e in  G ra v ita tio n sb ru n n e n  angesehen w erd en .2 I n  diesem  F a ll t r i t t  das 
g rö ß te  D ruckgefälle  in  d e r  u n m itte lb a re n  U m g e b u n g  des B ru n n e n m a n te ls  
a u f  (B ild  5). Da der D u rc h m e sse r  des B ru n n en s  (u n d  die p e rfo rie rte  F ilte r ­
f lä c h e  des M antels) ä u ß e r t  k le in  is t , b ilde t sich in  d e r  U m gebung  des B ru n n en s  
b e re i ts  im  Fall eines G ra v ita tio n sb e tr ie b e s  e in  b each tlich es  h y d rau lisch es  
G efä lle  h e rau s. W ie b e re its  a u s  anderen , von  d en  V erfassern  an  G ra v ita tio n s ­

2 Selbstverständlich g ib t es b e im  Vakuum brunnen th eoretisch  — auch für (S / H ) <  1,0 — 
nie e in en  G ravitations-A bsaugungsabschnitt.
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b ru n n e n  an g este llten  P rü fu n g en  k la r  h e rv o rg in g  [15, 16], e rs tre c k t sich  die 
P iezo m e te rd ru ck v e rte ilu n g  au ch  bis a u f  eine gewisse H öhe des ü b e r  dem  
ab g esen k ten  G rundw assersp iegel b e fin d lich en  R au m es, des K a p illa ra b sc h n itts  
h in au f.

D ie D epressionskurve  (vo rläu fig  h a n d e lt  es sich in  diesem  F a ll u m  einen  
E in ze lb ru n n en ) b e fin d e t sich noch  a u f  e in em  ganz hohen  N iv eau . D erse lbe  
F a ll lieg t auch  bei dem  in d er P rax is  h e rg e s te llte n  V akuum  vor. D en  B ew eis 
h ie rfü r  fü h r t  das B ild  6; ein V ak u u m , w elches dem  B ild e n tsp re c h e n  w ü rd e , 
lä ß t  sich  in  d er W irk lich k e it im  B ru n n e n  ü b e rh a u p t n ich t m ehr h e rs te ile n .3 
E s k a n n  also fe s tg es te llt w erden , d aß  eine G ru n d w asse rab sen k u n g , die den 
A n fo rd e ru n g en  g erech t is t, d u rch  e in en  einzigen V a k u u m b ru n n e n  k a u m  
b ew erk ste llig t w erden  kan n .

W ie dies aus der G eg en ü b erste llu n g  d er B ilder 5 u n d  7 h e rv o rg e h t, 
w ird  im  F a ll e iner B ru n n en re ih e , w enn  s /H  =  1,00 is t, d e r G ru n d w a sse rsp i­
egel —  also schon  bei G ra v ita tio n sse n k u n g  —  tie fe r  zu liegen k o m m en .

D ie günstige  W irkung  e iner B ru n n en re ih e  t r i t t  besonders b e im  V a k u u m ­
b e tr ie b  k la r  zu tag e  (B ild  6 u n d  8). Im  F a ll eines E in ze lb ru n n en s  e rs tre c k t 
sich  das V ak u u m , w enn  s /H  =  3,84 is t, n o ch  a u f  einen v e rh ä ltn ism ä ß ig  k le i­
nen  R au m  der p e rfo rie rten  F ilte rfläch e  des B ru n n en m an te ls . H a n d e lt  es sich 
h ingegen  um  eine B ru n n en re ih e , w ird  das V ak u u m  bereits bei e in e r V e rh ä lt­
n iszah l von  s /H  =  2,56, was zugleich e in e r V erlagerung  der g an zen  A b sa u g ­
fläche  a u f  ein  ganz t ie f  u n te n  liegendes N iv eau  zu r Folge h a t ,  in  b e a c h tlic h em  
M aße a u f  das um gebende körn ige M itte l überg re ifen .

A u f G ru n d  d er B ilder 5 b is 7 lassen  sich  die von  den V erfassern  e rb ra c h ­
te n  F o rschungsergebn isse  b e tre ffs  d er B esch affen h eit der V e rte ilu n g  des 
P iezo m e te rd ru ck s  a u f  das A bsaugungsfe ld  in  d er B ru n n en u m g eb u n g  fo lg en d er­
m aß en  zusam m enfassen :

1. Solange s /H  <  1,00 is t, e x is tie re n  in  d er B ru n n en u m g eb u n g  zwei 
A rte n  v o n  D ru ck fe ld e rn  (B ild  9a).

a )  U n te rh a lb  des ab sen k ten  G rundw assersp iegels  können  p o sitiv e  W erte  
des P iezo m e te rd ru ck s  b e o b a c h te t w e rd en .4

3 In  dem  A ufsatz wurde die H öhe des bis zur wasserundurchlässigen Sch ich t herab­
gesenkten Brunnenvakuum s durch das V erhältn is s /H  ausgedrückt (s is t  die v o n  der 
ursprünglichen Grundwasserspiegellage gem essene A bsaugung, H  die Stärke der G rundwasser­
schicht über der oberen Ebene der w asserundurchlässigen Schicht). Beim  M odell se tz t  ein 
beträchtliches Übergreifen des Vakuum s auf das körnige M ittel hei s /H  =  1.0 ein . W enn  
angenom m en wird, daß für die im  Feld erbauten Vakuum brunnen der H öchstw ert des her­
stellbaren Vakuum s bei 6,0 m  W assersäulenhöhe lieg t, so entspricht diesem W ert im  M odell­
versuch, da hier A =  6  ist, nach der vorangehenden Auslegung der W ert s =  100 cm . D iesem  
W ert von  s entspricht also s /H  =  100/45 =  2,2.

4 D ie auf Grund unserer M eßm ethode erhaltenen positiven p / у -W erte sind dahingehend  
auszulegen, daß sich die ihnen entsprechende W assersäulenhöhe in den P iezom eterröhren  
noch über der oberen Ebene der w asserundurchlässigen Schicht einstellt. Die in  der K apillar­
zone gem essene Verteilung p /у  wird auf Grund der in  diesem  Sinne vorgenom m enen A us­
wertung der D ruckdaten als positiv  bezeichnet.
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b )  O berhalb des a b g e se n k te n  W asserspiegels, b is  zu  einer gewissen H öhe 
d e r  K ap illa rzone  h in a u f , ze igen  sich ebenfalls p o s itiv e  D ru ck w erte . D ie 
K a p illa rz o n e  wird im  fo lg e n d e n  oberes V akuum fe ld  g e n a n n t.5

2. Im  Fall, daß  s /H  >  1 ,00 is t, greift das V a k u u m  au ch  au f den R au m  
des k ö rn ig e n  M ittels ü b e r , d a s  sich  dem B ru n n e n m a n te l ansch ließ t (B ild  9b). 
A u ß e r  d e r D ru ck v e rte ilu n g , w ie sie in den P u n k te n  l a  u n d  16 besch rieben  
w o rd e n  is t , t r i t t  auch  e in  a n d e re s , un teres V a k u u m fe ld  auf. In  diesem  sind  
a b e r  d ie W erte p jy  b e re its  n e g a tiv . Oberes u n d  u n te re s  V akuum feld  s teh en  
a b e r , b is  im  B runnen  d as  V a k u u m  eine gew isse H ö h e  n ic h t e rre ich t h a t,  
m ite in a n d e r  n ich t in  V e rb in d u n g  (z. B. B ild 6).

3. V on einem V a k u u m  gew isser Höhe an  b ild e n  das obere u n d  u n te re  
V a k u u m fe ld  ein m ite in a n d e r  zu sam m enhängendes S y s te m  (B ild 9c). Die beiden  
F e ld e r  s ind  von e in an d er d u rc h  die Linie m it d em  W e rt p]y  =  ^ 0  g e tre n n t.

A us dem Bild 2 g e h t um fassen d  h ervo r, d a ß  d e r  D ruck  zw ischen den 
F e ld e rn  oberhalb  u n d  u n te r h a lb  der D epressionskurve  kon tin u ie rlich  is t, fe rn er 
d a ß  v o n  der Stelle des W asse rn ach sch u b s a u sg e h e n d  das N iveau  der P iezo­
m e te rd rü c k e  in den m ite in a n d e r  in  Z u sam m en h an g  s teh en d en  oberen  und  
u n te r e n  V akuum feldern  —  ä h n lic h  wie dies u n te r  d en  U m stän d en , die im  Feld 
u n te r h a lb  der D ep re ss io n sk u rv e  obw alten , d e r F a ll  is t —  stän d ig  s in k t. 
D ie  p /у -Linie m it dem  W e r t  -f-0 is t also die L in ie  m it dem  höchsten  W ert 
im  o b e re n  V akuum feld .

5 . D ie D epressionskurve

D e r K enn tn is d e r D epressionskurve  k o m m t in  der V ak u u m b ru n n e n ­
h y d ra u l ik  aus fo lgenden  G rü n d e n  B edeu tung  zu :

a )  Die K urve t r e n n t  d en  zw eiphasigen T e il des S ickersystem s vom  
o b e re n  V akuum feld  (B ild  9 a).

b)  Sie gibt den am  tie f s te n  liegenden P u n k t  d e r  W assersp iegelabsenkung  
an  d e r  A ußenseite  des B ru n n e n m a n te ls  an, dieses D a tu m  is t fü r die K lä ru n g  
des v e r tik a le n  A breißens d e r  W asserspiegel zu b e id e n  S eiten  des M antels von 
g ru n d le g e n d e r B ed eu tu n g .

c)  Sie liefert A u sg a n g sd a te n  für die B e s tim m u n g  der A usdehnung  des 
k ö rn ig e n  Bereiches, d e r  a ls F o lg e  der G ru n d w asse rab sen k u n g  als en tw ässe rt 
a n g e se h e n  werden k a n n .

B ev o r au f die E r ö r te ru n g  der E ig e n sc h a fte n  der D epressionskurve  
e in g eg an g en  wird, soll an g e n o m m e n  w erden, d a ß  d iese lbe  eine k rum m e L in ie  
d a r s te l l t ,  deren P u n k te  sich  im  N iveau  der W asse rsäu len h ö h e  befin d en , w elche 
zu  d e n  du rch  diese P u n k te  h in d u rch g eh en d en  P ie z o m e te rd ru ck lin ien  g eh ö rt.

5  Durch diese B enennung der Kapillarzone soll a n ged eu tet werden, daß in dieser 
Zone dem  Vakuum nur dann eine bedeutende Rolle zukom m t, w enn es sich mit dem  unteren 
V akuum feld  berührt.
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E s w erden  also die D ep ressionskurven  fü r d en  G rav ita tio n s- bzw . V a k u u m ­
b ru n n e n  a u f  die gleiche W eise ausgeleg t. M it d ieser A nschauungsw eise k a n n  
in  bezug a u f  die D epressionskurve  a u f  G ru n d  d e r von  den V erfassern  d u rc h ­
g e fü h rten  M odellversuche das fo lgende a u sg e sa g t w erden:

B ild  9. Grundfälle des Depressionskurvenverlaufs um  den Vakuum brunnen herum und die 
der A usgestaltung verschiedenartiger Piezom eterdruckm esser  

Im  Feld m it positivem  Vorzeichen liegt das p /y-N ivcau  über der oberen Ebene, in dem  m it  
negativem  unter der oberen Ebene der wasserundurchlässigen Schicht.

1. B eim  G ra v ita tio n sb ru n n e n , ab e r au ch  u n te r  A nw endung eines U n te r ­
d rucks gew isser H ö h e , schn e id e t die D ep ress io n sk u rv e  das sich in  der B ru n n e n ­
um gehung  befind liche  K iesfilte r in  der Zone o hne  P e rfo ra tio n  (B ilder 5 b is  7).

2. E rh ö h t m an  den  U n te rd rü c k  im  B ru n n e n , w ird  zw ar d er P u n k t  
der K u rv e , w elcher sich  neben  dem  B ru n n e n m a n te l b efin d e t, e n tla n g  d e r  
E rzeu g en d en  des M in d ests ick e rq u ersch n itts  (Z y linders) ebenfalls a u f  e in  
tie fe r gelegenes N iv eau  absinken , jed o ch  n u r  b is zu einem  gewissen G ra d . 
Bei einem  ü b e r d ie  gai ze H öhe d e r w asse rfü h ren d en  S chich t p e rfo r ie r te n

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



1 7 6 G. ÖLLÖS, M. DELI und CS. SZOLNOKY

G ra v ita tio n sb ru im e n  k a n n  d ieser P u n k t d e r  A b sen k u n g  der K u rv e  th e o re tis c h  
a ls  e in  P u n k t  angesehen  w erden , d er der A b sen k u n g  zur B ru n n en so h le  zuge­
o rd n e t  is t . Die D epressionskurve  fü r  d en  Y ak u u m b ru n n e n  k a n n  h ing eg en  
u n te r  k e in en  U m stän d en  die p e rfo rie rte  F ilte rf lä c h e  des B ru n n e n m a n te ls  
sc h n e id e n .

Im  F a ll näm lich  —  w ie dies aus d e m  B ild  96 h erv o rg eh t —  d a ß  der 
im m e r  tie fe r  absin k en d e  P u n k t  der D ep ressio n sk u rv e  P  m it dem  P u n k t  R  
d e r  G renzlin ie  jojy =  ± 0  des u n te re n  V ak u u m fe ld es  (dieser w ird  m it s te igen-

B i ld  10.  Depressionskurve und Verteilung des P iezom eterdrucks im  Fall eines n ich t bis zur 
wasserundurchlässigen Schicht herabgesenkten V akuum brunnens (Prinzipielles Schem a)

d e m  U n te rd rü c k  vom  o b eren  N iveau  d er p e rfo r ie r te n  M antelfläche sich  im m er 
m e h r  en tfe rn e n d , h ö h er zu  liegen k o m m en ) zusam m enfä llt, w ird  e r  e n tla n g  
d e r  K u rv e  p /y  =  ^ 0  in  d en  P u n k t S  h e ra b g le ite n  (B ild 9c).

D as u n te re  V ak u u m fe ld  ü b t also a u f  d ie  H öhenlage der D epressio n sk u rv e  
v o m  h y d rau lisch en  S ta n d p u n k t aus gesehen  eine W irkung  aus, die m it  der 
V e rlä n g e ru n g  des B ru n n en d u rch m esse rs  b zw . b ild lich  gesprochen  m it der 
E rh ö h u n g  der W asse rd u rch lässig k e it des in  der u n m itte lb a re n  B ru n n e n ­
u m g e b u n g  b e find lichen  kö rn igen  M itte ls e in h e rg e h t.

3. Im  F all, d aß  das obere bzw . u n te re  V akuum fe ld  ein z u sa m m e n h ä n ­
g en d es  S ystem  abgeben  (B ilder 9c u n d  8), schn e id e t die D ep ressio n sk u rv e  
d ie  o b ere  E bene  der w asse ru n d u rch läss ig en  S ch ich t. D arin  b e s te h t d e r  g ru n d ­
le g e n d e  U n te rsch ied  zw ischen  den D ep re ss io n sk u rv en  fü r den ü b e r  d ie ganze 
H ö h e  d er w asse rfü h ren d en  S ch ich t p e rfo r ie r te n  bzw. G ra v ita tio n s-  u n d  
V a k u u m -B ru n n e n .

4 . D as im  P u n k t  5.2 fo rm ulie rte  h y d ra u lisc h e  P rinz ip  h a t  s e lb s tv e r­
s tä n d l ic h  auch  fü r  S chw eb eb ru n n en  G ü ltig k e it. In  diesem  F a ll d ü r f te  die
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D epressionskurve  aller W a h rsch e in lich k e it n ach  a u f  die im  B ild  10 gezeig ten  
W eise —  das B ild  is t n u r  als eine sch em atisch e  D arste llu n g  a n zu seh en  —  u n te r  
die B runnensoh le  h e rab sin k en .

N ach  Sch ilderung  der m öglichen  A rte n  des K u rv e n a b la u fs , l ä ß t  sich 
fo lgende F rag e  g run d leg en d er B e d e u tu n g  ste llen : bis zu w elcher T iefe  h e rab  
k a n n  d er u n te r  dem  u rsp rü n g lich en  G rundw assersp iegel b e fin d lich e  B o d en ­
ra u m  vom  S ta n d p u n k t der B au g ru b e  bzw . d er D u rch fü h ru n g  d e r F u n d ie ru n g

A

C

B rundw asserspiegellage

■Feuchtigkeitsgehalt

Wasserundurchlässige Schicht

B ild  11. Auslegung der durch verschiedene wyi F euchtigkeitsgehalte gekennzeichneten  D epres­
sionskurvenschar um  den Brunnen herum , bei der Beurteilung der Form  des v o m  Standpunkt 

der Fundierung aus als ta tsäch lich  entw ässert anzusehenden Sickerfeldes

aus als im  zure ichenden  M aße e n tw ä sse r t b e tra c h te t  w erden? W elche H inw eise 
v e rm ag  diesbezüglich  die D ep ressio n sk u rv e  zu geben?

Die A n tw o rt k a n n  a u f  G ru n d  des B ildes 11 gegeben w erd en . D as F e ld  
A B C ,  w elches sich u n te rh a lb  des A b sc h n itts  A B  der D epressio n sk u rv e  b e fin d e t, 
b e s te h t aus zwei P h asen  (G rund  u n d  W asser), h ingegen is t das d a rü b e r  liegende 
u n te re  bzw . obere V ak u u m fe ld , die e in  zusam m enhängendes S y s te m  b ild en , 
als ein  D re ip h asen sy stem  (b esteh en d  aus G ru n d , W asser u n d  L u ft)  an zu seh en . 
In  d iesem  Feld  ist der F e u c h tig k e itsg e h a lt höh en b ed in g t u n d  ä n d e r t  s ich  von  
P u n k t  zu P u n k t. W ie aus d er K u rv e , die die A rt der F e u c h tig k e itsv e r te ilu n g  
d a rs te ll t , h e rv o rg eh t, geh ö rt zum  P u n k t  y  =  0 der W ert w v  I n  d em  u n m it te l ­
b a r  d a rü b e r  liegenden , geschlossenen K ap illa rb e re ich  is t d e r F e u c h tig k e its ­
g e h a lt v o n  derselben  G rö ß en o rd n u n g  wie wv  D ie u n m itte lb a r  ü b e r  d e r  D ep re s­
s io n sk u rv e  liegende G rundzone  is t vom  S ta n d p u n k t d er F u n d ie ru n g  aus

12 Acta Techn. Hung. 49 (1964)



178 G. ÖLLÖS, M. DELI und CS. SZOLNOKY

u n te r  keinen U m stä n d e n  als bereits e n tw ä sse r t an zusehen . N och in  e iner 
b e trä c h tlic h e n  H öhe d ieses V akuum feldes b ew eg t sich  das W asser zum  B ru n ­
n en  h in  u n d  sickert — eb e n so  wie dies im u n te r  d e r D epressionskurve  liegenden  
F e ld  d ï r  Fall is t -— s tä n d ig  n ach . O berhalb d e r D ep ressio n sk u rv e  A B  (en tlan g  
w e lch er der W asse rg eh a lt gleich u \  ist) b e f in d e t sich also eine S char von  
D ep ressionskurven  u n d  zu  einer jeden  K u rv e  g eh ö rt ein un tersch ied lich er 
W asse rg eh a lt wyl, w y2, . . . .  D iese W asse rg eh a ltsw erte  sind  d ad u rch  g ek en n ­
z e ic h n e t, daß

w yi > w y 2 > w y 3 >  . . . (1)

is t .  I n  A bhäng igkeit v o m  s tru k tu re lle n  A u fb au  d iese r w asserfüh renden  S ch ich t 
g ib t es über der D ep re ss io n sk u rv e  А В in irg e n d  e in e r H öhe у  eine du rch  den 
W asse rg eh a lt wy g ek en n ze ich n e te  K urve, o b e rh a lb  w elcher die G rundzone 
v o m  S ta n d p u n k t d e r F u n d ie ru n g  aus p ra k tis c h  als en tw ässe rt angesprochen  
w e rd e n  k an n . S e lb s tv e rs tä n d lic h  e rfäh rt die L age eine w eitere  K o m p lik a tio n  
in  b ezu g  au f die als au sch lag g eb en d  an gesehene D epressionskurve  m it dem  
F e u ch tig k e itsw ert w y im  F a ll ,  daß  durch Ö ffn u n g  der B augrube , bei A b b au  
d e r  oberen , w asse ru n d u rch läss ig en  Schich t, d e r a tm o sp h ärisch e  D ru ck  in 
u n m itte lb a re r  N ähe d e r D epressionskurve m it d em  F eu ch tig k e itsg eh a lt ivy 
e in g e fü h rt wird. 6

6. A breißen des W assersp iegels  zu beiden S eiten  des B ru n n en m an te ls

Die K enn tn is  d e r  G esetzm äß igkeit, w e lch er die be iden , an  der In n en - 
u n d  A ußenseite  des B ru n n e n s  befind lichen  W assersp iege l (hk bzw. hb) im  
v e r tik a le n  A breißen fo lg en , le iste t in der r ic h tig e n  B eurte ilung  des E rfolges 
d e r  W asserabsenkung  w e rtv o lle  Hilfe. D er V e r la u f  des A breißens s te llt auch  
die F u n k tio n  des E in z e lb ru n n e n s  bzw. die e in e r B ru n n e n re ih e  a u f  eine d u rch au s 
kenn ze ich n en d e  W eise h e ra u s . Es dürfte  au c h  e in leu ch ten , daß  im  le tz te re n  
F a ll  die E n tfe rn u n g  d e r V ak u u m b ru n n en  v o n e in a n d e r  vom  h y d rau lisch en  
S ta n d p u n k t aus n ic h t g le ich g ü ltig  sein k a n n .

Die von den V e rfa sse rn  d u rch g efü h rten  B erech n u n g en  hab en  gezeigt, 
d a ß  die G esetzm äß igkeit des A breißens im  G ra v ita tio n s a b s c h n itt  des E in ze l­
b ru n n e n s  m it der fo lg e n d e n  Gleichung b e sc h rie b e n  w erden  k an n  [15]:

h ,  - h b =  0,228
/ /  ( H  -  hbf  

r„ H
( 2 )

E s sei nun  bespielsw eise hb =  0. Die D ep re ss io n sk u rv e  schneidet in diesem  
F a ll -— wie das B ild  12 e rk e n n e n  läß t —  den  B ru n n e n m a n te l in der H öhe von

A d a  Techn. Hung. 49 (1964)
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h k =  37 cm  (hk/ H  =  0,82); es h an d e lt sich h ie rb e i um  einen E in z e lb ru n n e n . 
D er W ert von  hk e rg ib t sich  aus der G leichung zu  40 cm (hk/H  =  0 ,89 ).6 D ie 
h o h e  W assersp iegellage is t ein  k la re r Beweis d a fü r , daß  sich durch e inen  
Einze lbrunnen  verhältnismäßig kleinen Durchmessers (gleichgültig, ob es sich  
u m  einen Gravitations- oder V akuum brunnen  handelt)  eine wirkungsvolle G ru n d ­
wasserabsenkung kaum  durchführen läßt.

-S/H > 1 0 - -s/H <1,0-

-  V " +h„/H

r W

A
-H

-0

Bild 12. V ertikales Abreißen der W asserspiegel (hk bzw. hh) an der Innen- und A ußenseite des 
B runnenm antels beim  E inzelbrunnen (K urve /(a") und bei einem  Brunnen der B runn en­

reihe (K urve „b") in  den Abschnitten S/H  < 1 , 0  und S/H >  1,0

Die im  B ild 12 gezeigte K u rv e  „o" (die s ich  a u f  den Fall eines E in z e l­
b ru n n en s  bez ieh t) lä ß t k la r  e rk en n en , w elcher G rad  des A breißens d en  v e r ­
sch iedenen  V ak u u m w erten  h in zu g eh ö rt. D er an n äh eru n g sw eise  als eine G erad e  
an zu seh en d e  K u rv e n a b sc h n itt fü h r t  auch  den  B ew eis, d aß  die D ep ressio n sk u rv e  
bere its  bei einem  V akuum , das n u r  im M odellversuch  hergestellt w erden  k a n n , 
noch  den  B ru n n e n m a n te l sch n e id e t, dann  von  d e r  H öhe an , wo sich d as  obere  6

6 Bei der W ahl von r(l in  der Gleichung sollte der U m stand berücksichtigt w erden, 
daß der Brunnen nur auf dem U nterteil, über 12 cm perforiert ist. Andererseits m üßte m an  
der Anw esenheit des K iesfilters wegen des Brunnenradius r„ vergrößern. Es ist zw eckm äßig , 
vorderhand annäherungsweise m it einem  Wert für r„ zu rechnen , der den tatsächlichen geo­
m etrischen Abm essungen des perforierten Rohres entspricht.

12* Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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u n d  u n te re  Y akuum fe ld  a n e in a n d e r an sch ließ en  —  die e tw a  bei hk =  15 bis 
20 cm  liegen d ü rfte  —  (hk/ H  =  0,3 — 0 ,445) d en  B ru n n en m an te l j ä h  v e r lä ß t 
u n d  d ie  obere E bene  d e r  w asse ru n d u rch läss ig en  Schich t sch n e id e t. D e m e n t­
s p re c h e n d  k rü m m t sich  d ieser u n te re  A b s c h n it t  der K urve  „ a ”  p lö tz lich  
a b w ä r ts .  Es k an n  also  fe s tg e s te llt w erden , d a ß  ein A breißen a u c h  im  F all 
e in es  Y ak u u m b ru n n en s  a u f t r i t t .  D er W e rt d esse lben  lä ß t sich im  Y ak u u m - 
a b s c h n i t t  au f G rund  d e r v o n  den  V erfassern  d u rch g efü h ren  V ersuche fü r  einen 
E in z e lb ru n n e n  m it H ilfe  d e r  fo lgenden, an n äh eru n g sw eise  g ü ltigen  B ez ieh u n g  
b e re c h n e n :

h k =  0 ,288 H

3r
0,32

H
(3)

w o hk das W assern iv eau  a n  der A ußenseite  des M antels (oberhalb  d e r  w asser­
u n d u rc h lä ss ig e n  S ch ich t [m ], H  die H öhe d e r  u rsp rüng lichen  G ru n d w a sse r­
s c h ic h t  [m ], r 0 den  zu m  p erfo rie rtem  B ru n n e n m a n te l g eh ö ren d en  R ad ius 
[m ], h v das V akuum  u n te rh a lb  der oberen  E b e n e  der w asseru n d u rch lässig en  
S c h ic h t [m ] (H öhe d e r B ru n n en so h le ) b e d e u te n . D ie G leichung (3) b e z ie h t sich 
a u f  e in en , bis zu r w asse ru n d u rch lässig en  S c h ic h t abgesenk ten  B ru n n e n  u n d  
e in  hom ogenes, k ö rn iges M itte l.7 In  der F o rm e l is t  der W asseru n d u rch lässig - 
k e itsb e iw e r t к noch  n ic h t  m it  b e rü ck s ich tig t.

Im  F all einer B runnenre ihe  is t das A b re iß e n  der W asse rn iv eau s —  wie 
a u s  d e r  K urve  „6”  h e rv o rg e h t —  b e d e u te n d  k le in e ren  A usm aßes. D ie  V ersuche 
h a b e n  ab er gezeigt, d a ß  s ich  der F all, w o h k =  0 is t, bei den  in  d e r  P rax is  
v o rg en o m m en en  P u m p a rb e ite n  ohne w e ite res  herb e ifü h ren  lä ß t.

D er H ö h e n u n te rsc h ie d  zw ischen b e id e n  K u rv e n  s te llt k la r  h e ra u s , daß  
e in e r  r ich tig en  W ah l d e r E n tfe rn u n g  der B ru n n e n  einer B ru n n en re ih e  v o n e in ­
a n d e r  große B ed eu tu n g  z u k o m m t. Die K u rv e  ,,6 ”  gehört näm lich  zu  irg en d e i­
n e m  gegebenen B ru n n e n a b s ta n d . Soll d a h e r  d ie  F rage n ach  d em  o p tim a le n  
B ru n n e n a b s ta n d  g e p rü f t w erd en , is t e ig e n tlic h  auch die K e n n tn is  d er im  
g e s tr ic h e lte n  Feld  b e fin d lic h e n  K u rv e n sc h a r ,,6”  erforderlich . D ie g em einsam e 
A n a ly se  der h ier in  b ez u g  a u f  die H y d ra u lik , den W asse rn ach sch u b , die 
W asse rd u rch läss ig k e it, d ie zeitliche V erzö g eru n g  der W asse rab sen k u n g  u n d  
B e trie b sk o s te n  o b w a lte n d e n  U m stän d e  g eb en  also die G e s ic h tsp u n k te  an, 
d ie  a n h a n d  der L ösung  d e r  th eo re tisch en  u n d  p ra k tisc h e n  F rag en  d e r  V a k u u m ­
b ru n n e n  s te ts  zu b e rü c k s ic h tig e n  sind. D ie u n te re  G renzkurve der K u rv e n sc h a r  
g e h ö r t  der Galerie m it se n k re c h te r  W an d  a n  (wo der B ru n n e n a b s ta n d  gleich 
N u ll  is t) . Es w ürde sich  a lle r  W ah rsch e in lich k e it nach lohnen , im  Z uge d er

7 H ierzu ist zu bem erken , daß in Gleichung (3) zw ecks Veranschaulichung des Sicker­
vorgan ges für r 0 e igentlich  der hydraulische und n ich t der geometrische W ert einzusetzen  
w äre.
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fo lgenden  F o rsch u n g sa rb e iten  die K u rv en sch a r bzw . alle die e n tsp rech en d en , 
an g e fü h rte n  h y d rau lisch en  P a ra m e te r  d u rch  M odellversuche zu b es tim m en .

E s is t zu b em erk en , d aß  die V erfasser e rs t bei B eend igung  ih re r  M eß arb e iten  
d av o n  u n te r r ic h te t  w u rd en , d aß  A r u t j u n j a n ,  R . N . V ersuche ü b e r die G alerie 
m it sen k rech te r W an d  d u rc h g e fü h rt h a tte  [2].8

7. W assererg ieb igkeit

D ie K en n tn is  d e r dem  B ru n n en  zu e n tn eh m en d en  W asserm enge is t  fü r 
den  E n tw u rf  des g e sam ten  W asserabsenkungsvorganges u n d  v o r a llem  fü r 
die W ah l der geeigneten  V o rrich tu n g en  sowie die V oraussage d er zu  e rw a r te n ­
den  Z e itd au er der W asse rab sen k u n g  von  fu n d a m e n ta le r  B ed eu tu n g .

W ie bere its  aus dem  v o ran g eh en d  G esag ten  h ervo rgehen  d ü rf te , g ib t 
es in  den  einzelnen T eilen  des S ickersystem s R äu m e , die in  h y d ra u lisc h e r 
H in s ich t u n te rsch ied lich  g e a r te t  sind. D ad u rch  ä n d e rn  sich die h y d rau lisch en  
V orausse tzu n g en  fü r  die B ew egung des W assers zum  B ru n n en  h in . Infolge 
d e r V ak u u m w irk u n g  is t  au ch  die D u rch le itu n g  des oberen V ak u u m fe ld es  viel 
g rößer, als dies bei G ra v ita tio n sb ru n n e n  m it fre ie r O berfläche d e r F a ll w ar 
(B ild  9c). A nhand  d er E n tfe rn u n g  der D epressionskurve  vom  B ru n n e n m a n te l 
e rh e b t sich sofort die F ra g e , in  w elcher W eise die D ep ressio n sk u rv e  d u rch  
die B ru n n en erg ieb ig k e it gekennzeichnet w erden  k ö n n te . Die D ep ressio n sk u rv e  
is t  zweifellos gew isserm aßen  a u f  eine an d ere  A rt als die des G ra v ita tio n s ­
b ru n n e n s  zu h a n d h a b e n . D er M odellversuch t r ä g t  zu r rich tig en  B eu rte ilu n g  
d er F rag e  w esen tlich  be i (B ild  13).

Die geom etrischen  E ig en sch aften  der W asse re rg ieb ig k e itsk u rv e  fü r  den 
Einzelbrunnen  fü h ren  zu fo lgenden  F ests te llu n g en :

1. D ie W assererg ieb ig k e itsk u rv e  lä ß t  sich  in  zwei A b sch n itte  zerlegen:
a )  in  einen, wo S j H  1,0 u n d  b) in  e inem  an d eren , wo S / H  >  1,0 ist.
2. D er Ü berg an g  v o n  dem  einen zum  a n d e ren  A b sch n itt is t k o n tin u ie r ­

lich . D ies b e d e u te t, d aß  die im  G ra v ita tio n sb e tr ie b  erzielbare H ö ch ste rg ieb ig ­
k e it (bei hi, =  0) zug le ich  die M indesterg ieb igkeit bei V a k u u m b e trie b  d a r ­
s te llt. D iese T a tsach e  k a n n  ab e r auch d u rch  die A nalyse des p h y sik a lisch en  
V organges, wie er sich  in  u n m itte lb a re r  N ähe des B ru n n en s a b sp ie lt, unzw ei­
d eu tig  e rk lä r t w erden . B ei E rh ö h u n g  des V ak u u m s w ird  sich g le ichzeitig  das 
u n te re  V akuum feld  k o n tin u ie rlic h  v e rb re ite rn  u n d  das V ak u u m  in  d en  darin  
liegenden  P u n k te n  an s te ig en . N u n  spielt aber in  der B ee in flussung  der Wasser­
menge, die in den B ru n n e n  gelangt, eben dieses V akuum fe ld  die entstcheidende 
hydraulische Rolle.

8  Der Aufsatz wurde dem  Laboratorium  vom  H errn B a lly  R. I. dem  D irektor-Stell­
vertreter der W issenschaftlichen Forschungsanstalt für W asserwirtschaft, B ukarest, anläßlich  
einer persönlichen B egegnung zur Verfügung gestellt. D ie Verfasser m öchten dem  genannten  
Herrn für seine liebenswürdige H ilfe besten Dank sagen.
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3. D ie W assererg ieb ig k e it e rh ö h t sich k o n tin u ie rlic h . B eim  M odellver­
su c h  h a t t e  sie ih ren  H ö c h s tw e r t (u n d  dies d ü rf te  au ch  aller W ah rsch e in lich k e it 
n a c h  f ü r  den ta tsäch lich en  B ru n n e n b e tr ie b  zu tre ffen ) im  F all, d aß  das e rre ich ­
b a re  m ax im a le  V ak u u m  h e rg e s te ll t  w urde.

D ie  W asse re rg ieb ig k e itsk u rv e  fü r e inen  B ru n n e n  der B ru n n en re ih e  is t 
im  W esen  m it der eines E in ze lb ru n n en s  id e n tisc h . Die v o ran g eh en d  in  den

P u n k te n  1 bis 3 fo rm u lie rten  h y d rau lisch en  G ru n d p rin z ip ien  h ab en  au ch  h ier 
G ü lt ig k e it .  Jedoch  k o m m t d ie K urve  h ier b e re its  e iner G eraden  n ä h e r , als 
d ies  b e im  E inze lb runnen  d e r  F a ll ist. D iese T a tsa c h e  h a t ih re  E rk lä ru n g  
in  d e n  h y d rau lischen  U m s tä n d e n , die aus der B runnenreihe  re su ltie re n . (Die 
e x tr e m e  K urven lage  s te llt  d ie  G alerie m it d er v e r tik a le n  W an d  da r.)

N u n  soll an h an d  des B ildes 8 die F ra g e  an g esch n itten  w erd en , was 
fü r  e in e n  V erlauf die S ick ers tro m lin ien  beim  E n tfe rn e n  der D epressio n sk u rv e  
v o n  B ru n n e n  nehm en. D as B ild  14 lä ß t e rk e n n e n , d aß  die D epressio n sk u rv e  
im  W e se n  keinen E in flu ß  a u f  den  V erlau f d er S tro m lin ien  a u sü b t; je n e  w ird  
v o n  d ie sen  sozusagen d u rc h sc h n itte n . S e lb s tv e rs tä n d lic h  w ird  die F o rm  des 
b ru n n e n se itig e n  S tro m lin ie n a b sc h n itts  von d er D epressionskurve  ausg eh en d  
s t r e n g  genom m en auch  v o n  d e r W asse rd u rch laß fäh ig k e it b e e in flu ß t, w elche 
v o m  F eu c h tig k e itsg e h a lt a b h ä n g t  u n d  sich von  P u n k t  zu P u n k t ä n d e r t . L e tz t­
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g en an n te  W irkung  g e h t jed o ch  au s dem  B ild  n ic h t h ervo r. Die K lä ru n g  
dieses V erhaltens d er S trom lin ien  is t von g roßer B e d e u tu n g , da a u f diese W eise 
d er V organg, der sich  im  S ickersystem  vo llz ieh t, gew isserm aßen  v e re in fa ch t 
u n d  au ch  th eo re tisch  le ich te r c h a ra k te ris ie r t w e rd en  k an n .

A u f G rund e in e r G egenüberste llung  b e id e r K u rv e n  (B ild 13) lä ß t  sich 
die b ek an n te  T a tsa c h e , d aß  falls s /H  <[ 1,0 is t, d ie  E rg ieb ig k e it eines E in z e l­
b ru n n en s  größer als die eines B ru n n en s  der B ru n n e n re ih e  is t, aufs neue  u n te r  
Bew eis stellen. D ie T a tsa c h e  ab e r, d aß  an d er S te lle , wo sich die A b sch n itte  
s /H  <i 1,0 und  s /H  >  1,0 der E rg ie b ig k e itsk u rv e n  e in an d er ansch ließen , die 
G eom etrie  der K u rv e n  k o n tin u ie rlich  b le ib t, h a t  z u r  u nzw eideu tigen  F olge, daß  
die E rg ieb igkeit des E in ze lb ru n n en s  zu B eginn d e r H e rs te llu n g  des V ak u u m s im  
B ru n n en  größer als die eines B ru n n en s  der B ru n n e n re ih e  is t. Diese E rgebn isse  
d er M odellversuche la u fe n  also den  L ite ra tu ra n g a b e n  zuw ider[25], die besagen , 
d aß  bei einem  V ak u u m  gleicher H öhe einem  B ru n n e n  einer B ru n n en re ih e  m ehr 
W asser als einem  E in ze lb ru n n en  en tn o m m en  w erd en  k an n . A uf G ru n d  von  
E rfah ru n g en , die a n h a n d  p ra k tisc h e r W asse rab sen k u n g en  gestam m elt w orden  
sin d , w eist S z É c h y  d a ra u f  h in , d a ß  der G ru n d  fü r  eine so g ea rte te  W asse r­
erg ieb igkeit du rch  die größere S ta b ili tä t  des V a k u u m s, also durch  den  höheren  
W ert desselben b e d in g t is t [25]. D a es w ü n sch en sw ert w äre, die F ra g e n  der 
W assererg ieb igkeit v o n  V ak u u m b ru n n en  so b a ld  wie m öglich e in d eu tig  zu 
k lä ren , m uß  der L ösung  dieser A ufgabe in den z u k ü n ftig e n  F o rsch u n g sa rb e iten  
besondere  A u fm erk sam k e it gesch en k t w erden.

Die W assererg ieb igke it eines E in ze lb ru n n en s  w ird  von S z É c h y  a u f  G ru n d  
d er folgenden Ü b erleg u n g  b e rech n e t: die a u f  d ie  V ak u u m w irk u n g  z u rü c k ­
zu fü h ren d e  zu sätz liche  E rg ieb ig k e it w ird nach  d e r  A nalogie der u n te r  a r te s i­
schem  D ruck  b e fin d lich en , im W asser s teh en d en  F ilte rb ru n n e n  b e rü ck s ich tig t.

W ird  die S tä rk e  d e r W assersch ich t u n te r  a rte s isch em  D ruck  d er H öhe 
m  der F ilte rfläch e  g le ichgesetz t, e rg ib t sich d er Ü b ersch u ß  zu

2 я  m(s — m)  

ln R/r0
(4)

h inzu  kom m t noch die a u f  G rav ita tio n se in w irk u n g  e in ström ende  W asserm enge

H -  — hl/я к  
ln R/r0

(5)

W enn also hh =  m  u n d  s =  (p  — p 0)/y is t, e rh ä lt  m an  für

q„ =  +  9-
я  к

ln  R/ra
[IH +  2 m • 3m2). ( 6 )

Aus der G le ichung  lä ß t sich die E rg ie b ig k e it des in  der W irk lich k e it 
he rs te llb a ren  V a k u u m a b sc h n itts , d e r zum  E in z e lb ru n n e n  gehört (u n d  d e r, da
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Я =  6 i s t ,  dem  M odellw ert h in zu g eh ö rt, w elcher der G röße s =  90 <  100 
e n ts p r ic h t) ,  m it h in re ich en d e r G enau igkeit e rrech n en . (F ü r s is t  d e r  W e rt der 
g e s a m te n  A bsenkung v o m  u rsp rü n g lich en  G rundw assersp iegel e in zuse tzen .)

V o n  der G leichung (5) au sg eh en d  w ird  —  u n te r  V erw endung  des B ildes 
13 —  d ie  einem  B ru n n en  d e r V ak u u m b ru n n e n re ih e  zu en tn e h m e n d e  W asser­
m e n g e  a u f  G rund der V e rsu c h sd a te n  a n n ä h e rn d  fo lgenderm aßen  b e re c h n e t: 

W e n n  die E rg ieb ig k e iten  (q1 aus d er G leichung  (5), bzw . q ) ,  d ie  zu  den 
W e r te n  s =  H  beim  E in z e lb ru n n e n  bzw . b e i e inem  B ru n n en  d er B ru n n e n re ih e  
g e h ö re n , b e k a n n t sind , lä ß t  s ich  der Q u o tien t дг/дх anschreiben .

N a c h  M ultip lika tion  d e r  G leichung m it d iesem  u n d  u n te r  B e rü c k s ic h ti­
g u n g  d es  U m standes im  B ild  13, daß  d e r K u rv e n a b sc h n itt, d e r be i einem  
B ru n n e n  der B ru n n en re ih e  ta ts ä c h lic h  h e rg es te llt w erden  k a n n , be inahe  
g e ra d e  is t ,  lassen sich die fo lg en d en  G le ichungen  ansch re iben :

^ G ^ 0 , 9 ,
9i

Q =  H 1 +  0,001 H h r , (7)
ln  R /r0

w orin  hv die Depression unter der oberen Ebene der wasserundurchlässigen Sch ich t,

H  die ursprüngliche Stärke der wasserundurchlässigen Schicht, 

r 0  der zum perforierten B runnenm antel gehörende Radius ist.

I n  die G leichung s in d  d ie n u m erisch en  W erte  [m] u n d  [m /m in ] e inzu­
se tz e n . A u f  diese W eise w ird  d e r  d u rch  A d d itio n  d er rech ten  Seite d e r  G leichung 
e r h a l te n e  Z ahlenw ert die D im en sio n  m 3/m in  h a b e n  (0,001 is t, d a  e r  sich  au f 
G ru n d  d e r  W assererg ieb igkeit des M odellversuchs ergab , als e in  W e r t  an zu ­
se h e n , d e r  die D im ension d e r  G eschw ind igkeit h a t) .

D e r  bei den M od ellv ersu ch en  an g ew an d te  B eiw ert к  in  G le ich u n g  (7) 
h a t  f ü r  d en  Fall G ü ltig k e it, d aß  sich die B ru n n e n  in  A b s tä n d e n  v o n  2 m 
v o n e in a n d e r  befinden , u n d  d e r  S ick errau m  eine hom ogene B esch affen h e it 
a u fw e is t .

8. H ydravdische G esich tsp u n k te  zu r A u sg esta ltu n g  von V ak u u m b ru n n en

E in e  grundlegende V o ra u sse tz u n g  is t  h ie r in  der lu f td ic h te n  V erb in d u n g  
d e r  L e itu n g  m it dem  F i l te r ro h r  u n d  der S a u g p u n p e  gegeben. S e lb s t be i einer 
so g e a r te te n  A usg esta ltu n g  w ird  d u rch  das k ö rn ig e  M itte l u n d  die O berfläche 
d es  F ilte r ro h rs  L u ft e in g e sa u g t, ein  U m sta n d , d e r m ehr oder m in d e r  auch 
d e n  W irk u n g sg rad  der P u m p e  b e e in trä c h tig t. D ie Menge d ieser F a lsch lu ft
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h ä n g t v o r allem  v o n  d em  s tru k tu re lle n  A u fb au  der w asse rfü h re n d en  Schich t 
u n d  von  dem  d e r D eck sch ich t, se lb s tv e rs tä n d lic h  ab er auch  v o n  d e r  H öhe des 
V akuum s im  B ru n n e rn  u n d  d av o n  ab , wie t ie f  die p e rfo rie rte  M ante lfläche  
u n te r  dem  G elände h in a b re ic h t.

A ußerdem  soll n u n  noch  die W irk u n g  g e p rü ft w erden, die a u f  die A nw esen­
h e it der K ie sfilte rsch ich t, die den  B ru n n e n m a n te l u m g ib t, z u rü c k z u fü h ren  ist.

Die vom  K ie sfilte r  gespielte  h y d rau lisch e  Rolle is t m it d e rjen ig en  des 
K iesfilte rs  wie es u m  d en  G ra v ita tio n sb ru n n e n  angew endet w ird , iden tisch . 
M an soll s te ts  d a n a c h  tr a c h te n , d u rch  V erg rö ß eru n g  des B ru n n en d u rch m esse rs  
günstigere  h y d rau lisch e  U m stän d e  zu schaffen .

Hild 14. Verlauf der Sickerström linien beim  Entfernen der Depressionskurve v o m  Brunnen
m antel, wie es B ild 8  zeigt

B eim  V a k u u m b ru n n e n  k a n n  das K ie sfilte r d rei versch ied en e  W irkungen  
au sü b en :

1. Bei V e rg rö ß eru n g  des B ru n n en d u rch m esse rs  w ird  die A bsaugfläche  
—  u n te r  gleicher D epressio n  —  tie fe r  zu liegen kom m en.

2. D ie E rg ie b ig k e it des B ru n n en s e rh ö h t sich, w o d u rch  d ie  zu r E n t­
w ässerung  eines gegebenen  S ickerraum es b e n ö tig te  Z eit v e rk ü rz t  w ird .

3. D as W asse r w ird  in  d er F ilte rsc h ic h t sozusagen g e sp e ic h e rt, w as die 
k o n tin u ie rlich e  A b sau g u n g  b eg ü n stig t.

M it H ilfe des K iesfilte rs  lassen  sich  alle d re i W irk u n g en  o h n e  Zweifel 
le ich te r  erzielen . A u f G ru n d  d er in  der S tu d ie  darg e leg ten  A nschauungsw eise  
is t  ab er au ch  a u f  die w ahrsche in lich  m eh r oder m in d er s ta rk  z u ta g e  tre te n d e  
n eg a tiv e  Rolle des K iesfilte rs  h inzuw eisen : er e rh ö h t die in  d e n  B ru n n en  
gelangende L u ftm en g e  (es sei den n , d aß  d er B ru n n e n  n ach  o ben  h in  he rm etisch  
a b g ed ich te t is t).
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D u rc h  das körn ige M itte l  v erm ag  die L u ft a u f  die fo lgenden k en n ze ich ­
n e n d e n , vom  h y d rau lisch en  S ta n d p u n k t  aus v e rsch ied en en  W eisen in  den  B ru n ­
n e n  z u  gelangen (B ild 15):

|i  Q - h L u f t Gelände

Y77777.: 77777777777777777777777777)
-Wasserundurchlässige Schicht

B i ld  15. A rt der auf У akuum W irkung in  Richtung auf die perforierte Brunnenfläche hin vor  
sich geh en d en  Luftström ung (Prinzipielles Schem a)

B i ld  16.  Yorgeschlagene, in h y d rau lisch er  Hinsicht günstige A usgestaltungsw eise des Vakuum -
brunnens

a )  Vom  R aum  u n te r h a lb  der A bsaugfläche au s (1), dieser b ild e t zw ar 
e in  Z w eiphasensystem , d o c h  e n th ä lt  er (zu m in d e s t im  gelösten  Z u s ta n d ) 
e ig e n tlic h  auch L uft.

b)  Vom  d re 'p h as ig en  V a k u u m ra u m  aus, d e r o b e rh a lb  der A bsau g fläch e  
l ie g t  (2), insbesondere d u rc h  d en  O berteil d esse lb en  können  b e trä c h tlic h e  
M en g en  L u ft in den B ru n n e n  —  bzw . zunächst in  d en  K ie sfilte rrau m  gelangen .
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c) D a es sich  u m  ein V ak u u m  h a n d e lt, is t die L u ft b e s tre b t, bis zu  e in e r 
gew issen E n tfe rn u n g  vom  B ru n n e n  weg, a u c h  d u rch  das G elände zu  d e r 
S telle  (K iesfilter) n ied rigeren  P o te n tia ls , die u n m itte lb a r  an das körn ige M itte l 
an g ren z t, h in zu g e lan g en  [3].

d)  Vom G elän d e  aus w ird die L u ft —  so w e it dies m öglich ist —  g rö ß te n ­
te ils  in  der R ic h tu n g  des Pfeiles 4 zum  K iesfilte r  zu s trö m en  tra c h te n .

Die L u ft w ird  vom  langen  K iesfilte r sozu sag en  gesam m elt u n d  in  den 
In n e n ra u m  des B ru n n e n s  gele ite t [5], ein  U m sta n d , d er den W irk u n g sg rad  des 
B ru n n en s b e e in trä c h tig t. F ern er i t  es auch  w ah rsch e in lich , daß  beim  b e t r ä c h t ­
lichen  Ü bergreifen  des B ru n n e n v a k u u m s a u f  das körn ige M ittel die h y d ra u l i ­
sche K iesfilte rw irk u n g  ohnehin  E in b u ß e  e rle id e t. Die F o rschungsergebn isse  
d e r V erfasser lassen  also e rk en n en , daß hinsichtlich der H ydraulik  das K iesfi l ter  
zweckmäßigerweise eher nur der perforierten Brunnenmantelfläche entlang a u s ­
gestaltet werden soll ( B i ld  3)■ D as K iesfilte r ü b t  a b e r m ehrere F u n k tio n e n  aus. 
E s is t daher au ch  d a ra u f  h inzuw eisen , daß  falls u m  den B ru n n en  h e ru m  k eine  
n a tü rlic h e  F ilte rsc h ic h t a u sg e s ta lte t w erden k a n n , das K iesfilte r e inen  w irk ­
sam en  Schutz gegen  die S o h len au flan d u n g  zu g ew ähren  verm ag.

D a der B ru n n e n b a u  v e re in fa ch t w erden  k ö n n te , h a lten  die V erfasse r 
d a fü r , die F o rsch u n g sa rb e iten  zu r K lä ru n g  d ieser F ragen  (sowohl im  L a b o ra ­
to r iu m  w ’e auch  im  Feld) ba ld m ö g lich st au fs  P ro g ram m  zu se tzen . D u rc h  
S am m lung  und  A u sw ertu n g  der b e o b a c h te te n  D a te n  ließe sich dieses P ro b le m  
d e r Lösung z u fü h re n .
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R E S U L T S OF M ODEL TESTS ON G R O U N D  W ATER LEVEL L O W E R IN G
B Y  VACUUM  W ELLS

G . Ö L L Ő S , M . D E L I  a n d  C S . S Z O L N O K Y

SU M M AR Y

T he object of the paper is the elucidation  o f the basic questions relating to  seepage  
in  th e  perm anen t state. This hydraulic treatment o f th e  problem  is o f basic im portance and is 
based on concrete measurements; it is hoped th at i t  w ill be the starting point for num erous theo­
retica l, laboratory and field  research, which w ill perm it to establish unam bigiously th e  various 
hyd rau lic  relations.
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RÉSULTATS D ’ESSAIS SU R  M ODÈLES R É D U IT S CO NCERNANT L’ABAISSEM ENT  
P A R  LE V ID E  D E  LA N A P P E  PH R É A T IQ U E  

g. Ol l ó s , m . d e l i , et es. s z o l n o k y

RÉSUM É

L’étude se propose d’élucider les problèm es fond am entaux de l’écoulem ent permanent 
relatifs à l’abaissem ent par le v ide. Les auteurs espèrent que cette  vue hydraulique d’une 
im portance fondam entale servira de poin t de départ à de nom breuses recherches théoriques, 
pratiques et de laboratoire sur la base desquelles les différentes lois hydrauliques pourront 
être déterm inées exactem ent et d’une façon univoque.

РЕЗУЛЬТАТЫ МОДЕЛЬНЫХ ОПЫТОВ С ЦЕЛЬЮ ПОНИЖЕНИЯ УРОВНЯ 
ГРУНТОВЫХ ВОД ВАКУУМНЫМИ КОЛОДЦАМИ

Г. ЭЛЛЁШ, М. ДЕЛИ и Ч. СОЛЬНОКИ

РЕЗЮМЕ

Исследовались основные вопросы просачивания постоянного режима вакуумных 
колодцев. Можно надеяться, что этот весьма важный, уж е основывающийся на конкретных 
замеренных данных гидравлический взгляд послужит исходной точкой целого ряда теоре­
тических, лабораторных и практических исследовательских работ, на основе которых 
различные гидравлические закономерности можно будет установить однозначно и 
определенным образом.
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DIE HALBLEITERTHEORIE DER SCHLEIFKONTAKTE 
ELEKTRISCHER MASCHINEN

E. KUCZOGI
I. ANDESINSPEKTOR AT FÜR ELEKTRIZITÄTSWIRSCHAFT DES MINISTERIUMS FÜR SCHWERINDUSTRIE,

BUDAPEST

(E ingegangen am 22. Januar 19621

Anhand von M essungen, die wir an Schleifringen in Funktion der Tem peratur vor­
genom m en haben, konnte bewiesen werden, daß am Schleifring ein K upferoxydulfilm , also 
bekanntlich ein Halbleiter der T ype p  sich bilden m uß, welcher m it dem  ursprünglichen  
Kupfer eine Sperrschicht bildet und in A bhängigkeit von der Spannung dieselbe Polarisierung  
bewirkt, wie sie bei der G leichrichtung auftritt. Bei A noden-K ohlenbürsten ist die Sperr­
schicht also durchlaßgerichtet, während sie bei negativen K ohlenbürsten sperrt. D ie Punkt- 
(N adel-) Gleichrichtung kom m t dadurch zustande, daß der Strom  nicht durch die ganze 
B ürstenfläche, sondern nur durch kleine Oberflächen fließt. In den Fällen, in w elchen die 
Kupferbürste auf Stahlring läuft, können die auftretenden Erscheinungen in gleicher Weise 
erklärt werden.

I. Einleitung

Im  Z u sam m en h an g  m it dem  h a lb le ite ra rtig en  U b e rg an g sw id e rs tan d  von 
K o h le n b ü rs te n , die a u f  K u p fe r  bzw . B ronzsch leifringen  lau fen , s ind  in  den 
jü n g s t vergangenen  Ja h re n  m ehrere  A rb e iten  ersch ienen  [1— 3], doch  k o n n te  
die F rag e  b isher noch  n ic h t zu fried en ste llen d  bere in ig t w erden . N ac h s te h e n d  
w erden  w ir au sfü h ren , d aß  diese E rsch e in u n g  eben  m it H ilfe d er H a lb le ite r ­
th eo rie  restlos e rk lä r t w erden  k an n .

Bei K o h len b ü rs ten , die a u f  K u p fe rrin g en  lau fen , n im m t die C h a ra k te r i­
s tik  d er Ü b erg angs-S pannung  U (I)  ex p o n en tia len  V erlauf, u n d  d er a u f  der 
n eg a tiv en  B ü rste  m eß b are  S p an n u n g sab fa ll is t m it der p o sitiv en  B ü rs te  v e r­
g lichen größer. Die Ä n d eru n g  der G röße der Ü bergangs w id e rs tän d e  —  R (J)  — 
s te llt m an  seit A rnold  d u rch  eine h y p e rb e la rtig e  K u rv e  d a r. U m  jede 
Z w eid eu tig k e it zu ve rm eid en , bezeichnen  w ir— wie bei jed em  zw eipoligen  V er­
b ra u c h e r üb lich  —  die po sitiv e  A n o d en -B ü rste  als d iejen ige, in d e r d e r S trom  
von d er B ü rste  zum  S chleifring  f lie ß t, u n d  als die n eg a tiv e  K a th o d e n -B ü rs te , 
m it d e r S tro m lic h tu n g  vom  S chleifring  zu der B ü rste .

IE. Die Meßmethode

U m  die infolge m ech an isch er Schw ingungen  u n te r  den  B ü rs te n  ev en t, 
a u f tre te n d e n  L ich tb o g en ersch ein u n g en  zu e lim in ieren , w urde  zu r D u rc h ­
fü h ru n g  d er M essungen eine A k k u m u la to re n b a tte rie  m it 10 V K le m m e n ­
sp a n n u n g  v erw en d e t, m it e inem  in R eihe gesch a lte ten  in d u k tio n sfre ie n  R egel­
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w id e rs ta n d  [1]. D em zufo lge  w ar die S p an n u n g  zw ischen  K o h len b ü rs te  u n d  
S c h le ifr in g  im m er k le in e r  a ls  die F u n k e n sp a n n u n g  (sh o rt arc) 14 -F 15 V olt 
d es  K u p fe rs . Die A n g a b e n  d e r  u n te rsu ch ten  B ü rs te  w aren : Morganite E G  14, 
A  —  2 0 x 3 0  m m , v =  27 m /s u n d /?  =  160 g/cm 2. D ie A noden-, die K a th o d en - 
so w ie  eine H ilfsbü rste  lie fe n  a u f  drei n e b e n e in a n d e r  liegenden  B ah n en , so 
d a ß  d ie  beiden B ü rs te n sp a n n u n g e n  gesondert gem essen  w erden  k o n n te n .

B ild  1. Spamiungsfall U  ( / )  der A n oden  und K athodenbürste der üblichen D arstellungsw eise  
entsp rech en d. Die K athoden- u n d  Anodenwiderstands-C harakteristik R  (I) zeigt am  Anfang 

der Kurven den für H a lb le iter  typischen charakteristischen ansteigenden A st

Alle au fgenom m enen  C h a rak te ris tik en  k ö n n e n  als d y n am isch  b e tra c h te t  
w e rd e n , da zw ischen d e r  A u fn a h m e  der e inze lnen  P u n k te  —  u m  die K riech e r­
sc h e in u n g  (creep p h e n o m e n a )  auszuschließen —- d e r D a u e rz u s ta n d  (ca. 30 
M in u te n )  n ich t a b g e w a r te t , so n d e rn  von d en  k le in e re n  S trö m en  au sg eh en d  die 
zu sam m en g eh ö ren d en  A n g a b e n  in  m öglichst ra sc h e r  A ufeinanderfo lge  (die 
A u fn a h m e  einer C h a ra k te r is t ik  dauerte  u n g e fä h r zw ei M inu ten) au fgenom m en 
w u rd e n .

III. M essungen in  Abhängigkeit von der Stromstärke

W enn m ann  die M essungen  beliebig o ft w ied e rh o lt, k a n n  im  B ereich  
d e r  k le inen  S tröm e (B ild  1) in  der Ü b e rg a n g ssp a n n u n g -C h a rak te ris tik  der 
K a th o d e n h ü rs te  eine M u ld e , im  Bereich d e r  g rö ß eren  S trö m e jed o ch  ein
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S a tte l  b e o b a c h te t w erden  [2]. D ie Ü b erg an g s-C h a rak te ris tik  d e r  A noden­
b ü rs te  ü b e rs te ig t bei g rö ß eren  S trö m en  (h ier bei 40 A) die C h a ra k te r is tik  der 
K a th o d e n b ü rs te . In  d e r W id e rs ta n d sc h a ra k te r is tik  d er K a th o d e n b ü rs te  
k ö n n en  A nfangsbereiche m it p o s itiv en  K oeffiz ien ten  b e o b a c h te t w erden . 
Ä h n lich  is t  es auch  bei d er A n o d en b ü rs te , jed o ch  in  g eringerem  M aße. W enn 
w ir die A rb e its-H y p o th ese  von  F . S c h r ö t e r  [3] in  B e tra c h t z ieh en , lä ß t  sich 
d ie  E rsch e in u n g  fo lg en d erm aß en  e rk lä ren : a u f  dem  Schleifring  e n ts te h t  eine 
m it K oh len te ilch en  b e d e c k te , Cu20  K u p fe ro x y d u l-H a lb le ite rsc h ic h t (T y p en )

i/=27 m/s

B ild  2. D ie Charakteristiken des B ildes 1, dargestellt, wie bei G leichrichtern üblich

[4], die zusam m en m it dem  K u p fe r des K u pferringes eine S p e rrsc h ic h t b ilde t, 
also eine G le ich rich te rw irk u n g  a u sü b t [5].

B ei H a lb le ite rn  (T ype p )  w äch st —  wie aus d er H a lb le ite r- th eo rie  
b e k a n n t —  die D icke d e r S p errsch ich t, w enn  der H a lb le ite r  im  V ergleich 
zum  M etall n eg a tiv  is t. D ies e n tsp r ic h t d e r S p errich tu n g . I s t  a b e r  d er H a lb ­
le ite r  im  V ergleich zum  M etall p o s itiv , so b e d e u te t dies D u rc h la ß ric h tu n g . 
W en n  n u n  die K o h len b ü rs te  a u f  einem  Schleifring  lä u ft, so is t  d ie B ü rs te  eine 
G eg ene lek trode , so d aß  d er K u p fe ro x y d u l-H a lb le ite r  u n te r  d e r A n o d en b ü rs te  
d em  M etall gegenüber p o s itiv  w ird . D ies b e d e u te t n ach  den  v o rs te h e n d e n  
A u sfü h ru n g en  die D u rc h la ß ric h tu n g , u n te r  e iner n eg a tiv en  B ü rs te  ab e r die 
S p e rrich tu n g .

W en n  m an  das B ild  1 w ie bei G le ich rich te rn  üb lich  a u fz e ic h n e t, jed o ch  
h ie r m it g leichen S trom - u n d  gleichen S p an n u n g s-M aß stäb en , so e n ts te h t 
w egen d e r A b h än g ig k e it d e r S tro m le itu n g  v o n  der S tro m ric h tu n g  eine den 
G le ich rich te rn  ähnliche C h a ra k te ris tik .
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1. Mathematische Zusam m enhänge

M ath em atisch  la ssen  s ich  die E rsch e in u n g en  se lb st bei tech n isch en  
K u p fe ro x y d u l-G le ic h ric h te rn  ziem lich schw er v erfo lg en .

D e r G rund h ie rfü r  i s t  u n te r  anderem , d a ß  das a u f  dem  Schleifring  
e n ts ta n d e n e  K u p fe ro x y d u l k e in  E in k ris ta ll is t. D ie  e in fach ste  G leichung der 
C h a ra k te r is tik  U(I)  is t  a u fg ru n d  der D io d en theo rie  [5] im  F alle  eines H a lb ­
le ite r-M e ta llk o n tak te s  :

j  =  Ирл e x P(— e V J k T ) [1 —  ex p (— e V B/kT )]  , (1)

d a b e i is t :

с-(кТ /2я т * ) ’/г; 

j  Stromdichte;

VD das D iffusionspoten tia l;

VB die auf die Sperrschicht fallende B erührungsspannung; wenn U die ganze 
Spannung ist, is t  U  >  V ß ;

npn die freie E lek tronen- oder die Lochladungs-D ichte; 

к  die B oltzm ann-K onstante; 

e die E lem entar-L adung des Elektrons.

I n  Sperrsch ich t b e t r ä g t  der S ä ttig u n g sw ert des S perrstrom es

j s  =  и p n  ev e x p ( — e V J k T ) . (2 )

D a h e r  la u te t  die en d g ü ltig e  G leichung:

j  —  J s [ l  —  exp(— e V ß /k T ) ]  . (3)

F ü r  d e n  S trom  des M e ta ll-H a lb le ite r-K o n ta k te s  e rh a lte n  w ir au fg ru n d  der 
D iffu sionstheo rie  den W e r t:

j  =  o [(V D - f  V в ) 8.T Ne/y.]V2 exp(— e E ß/fcT )[l —  exp(— e V B/kT )] ,  (4)

w o b e i X die D ie le k tr iz itä tsk o n s ta n te  der M aterie  u n d  о den spezifischen  
L e itu n g sk o effiz ien ten  b e d e u te t .

D iese G leichungen g e lte n  jedoch  n u r  fü r  d ie  A n fan g sab sch n itte  der 
C h a ra k te r is tik  U(I);  bei g rö ß e re n  S pannungen  ab e r, also  p rak tisch  in  unserem  
F a ll ,  s in d  sie ungü ltig . A us d e r  C h arak te ris tik  d e r Durchlaßrichtung  lä ß t  sich 
d e n n o c h  vom  G e s ic h tsp u n k t d e r  q u a n tita tiv e n  W e rtu n g  das D iffusionspo ten ­
t ia l  V D bestim m en  (B ild  3). U n te r  B erü ck sich tig u n g  der K o n s tru k tio n e n  des
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B ildes können  w ir die G röße des in  R eihe  geschalte ten  W id e rs ta n d e s  R a 
(A usb re itung ) bzw . den  B a h n w id e rs ta n d  e rh a lten . S tö ren d  w irk t hierbei 
die W ärm ew irk u n g  des S trom es. A us B ild  1 e rg ib t sich u n te r  B e rü ck sich tig u n g  
von B ild 3

VD - 0,75 Y
und

R a =  0,017 O h m .

A uch  im  F alle  d er Sperrcharakteristik  e n tsp r ic h t z. B. die D iodeng le ichung

B ild  3. K onstruktion des D iffusionspotentials und des tem peraturunabhängigen Ausbreitungs­
widerstandes aus der Durchlaßcharakteristik

einem  s ta rk  id ea lis ie rten  M odell. W en n  m a n  hingegen in  d er D iodeng le ichung  
(3) au ch  noch  die S p ieg e lk ra ft u n d  den  T unneleffek t b e rü c k s ic h tig t, dann  
besch re ib en  die so e rw e ite rten  G le ichungen  [(5) bzw . (6)] die E rsch e in u n g en  
w irk lich k e its treu e r. D ie v o rgenom m enen  K o rrek tio n en  gelten  im  S ä ttig u n g s­
b ere ich  der S p e rrich tu n g , angegeben  d u rc h  die » Is t-W ert«  K u rv e  im  B ild  4. 
W enn  z. B . der T u n n e le ffek t v o rh e rrsc h t, k a n n  der v o re rw ä h n te  A b sch n itt 
d er S p e rrc h a ra k te r is tik  d u rch  die K orrek tio n sg le ich u n g

j  =  j s  ex p [( V D +  V B) 8e3 л  N/x] x J k T  (5)

a u sg e d rü c k t w erden .

W enn  h ingegen  die S p iege lk ra ft d o m in ie r t, g ilt die G leichung

j  =  j s  e x p [ (F D +  V в ) e7 я  N ß x ^ / k  T . (6)

13* Acta Techn. Hung. 49 (1964)



196 E. KUCZOGI

D ie in  d en  G leichungen v o rk o m m en d en  K o n s ta n te n  sin d  fü r  uns n ich t v o n  
In te re s s e ,  u n d  es h a t  a u c h  n ic h t  viel S inn, sie a u fg ru n d  der v o rh an d en en  
C h a ra k te r is tik e n  a u sz u re c h n en , weil sich sehr große S tre u u n g e n  ergeben w ü rd e n . 
M it gew issen  voraus an g en o m m e n e n  K o n s ta n te n  [5] k ö n n en  jedoch  belieb ig  
g e w ü n sc h te  C h a ra k te ris tik e n  in  ih rem  V erlau f r ic h tig  d a rg es te llt w erden .

2. D a s  Phänomen der P u n k t - ( N adel-) Gleichrichtung

B ei im  Z u sam m en h an g  m it B ild 1 u n d  5 a n g e fü h rte n  E rsc h e in u n ­
g en  kom plizieren  sich  d ie  V erhältn isse  n och  w e ite r . A bw eichend v o n  
d e n  P la tte n g le ic h ric h te rn  l ä ß t  sich näm lich  an  d e r  S p e rrc h a ra k te ris tik  eine

- -U

B ild  4. Die Sperrcharakteristik  bei kleinen Spannungen im  Ideal- und Ist-Fall

en tsc h ie d e n e  H ö c h s tsp a n n u n g  b eobach ten , w elche be i d er P u n k tg le ic h ric h ­
tu n g  (bzw . N a d e lg le ich rich tu n g ) in  sehr c h a ra k te r is tis c h e r  W eise a u f t r i t t  
(z. B . K ris ta lld e te k to r)  u n d  d ie  m an  U m k e h rsp a n n u n g  (peak  b ack -v o ltag e , 
tu r n o v e r  voltage) n e n n t. D iese  S p itzen sp an n u n g  is t  ä u ß e rs t te m p e ra tu ra b ­
h ä n g ig , w as w ahrschein lich  d ie  bei P u n k tk o n ta k t  a u f tre te n d e  e rhöh te  W ä rm e ­
w irk u n g  v eru rsach t. D ie D u rc h la ß c h a ra k te r is tik  g eg en ü b er der S p e rrc h a ra k ­
te r i s t ik  is t weniger te m p e ra tu ra b h ä n g ig . D ie G rö ß e  d er H ö c h tssp an n u n g  
h ä n g t  v o n  der R e in h e it des H a lb le ite rs  (Cu20 )  sow ie d e r S perrsch ich t u n d  v o n  
d e r  F o rm ie ru n g  ab. D ie G rö ß e  der H ö c h s tsp a n n u n g  u n d  der G le ich rich te r­
w irk u n g  w ird, wie die B e o b a c h tu n g e n  e rgaben , d u rc h  Schliff u n d  P o lie ru n g  
d e r O berfläche noch  w e ite r  v e rrin g ert. D as g le ichzeitige  A u ftre ten  d ieser 
E rsc h e in u n g e n  b ew irk t, d a ß  d ie  an  den S c h le ifk o n ta k te n  elek trischer M asch i­
n e n  m eß b are  Sperr- u n d  D u rc h la ß c h a ra k te r is tik  m it dem selben  M aaßstab  d a r ­
g e s te ll t  w erden k an n .

D ie von uns a u fg en o m m en en  H y s te re se -C h a rak te ris tik e n  (B ild  5) 
s t im m e n  form ell m it d en  in  d e r  L ite ra tu r  a u ff in d b a re n  C h arak te ris tik en  ü b e r­
e in , w elche sich a u f  N a d e lg le ich rich te r  beziehen  [5].
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Vom  G esich tsp u n k t d er P o la r itä t  is t je d o c h  bei N ad e lg le ich rich tu n g  der 
H a lb le ite r-T y p e  p  die M eta llnadel in  S p e rric h tu n g  p o sitiv  u n d  in  der D u rc h ­
la ß ric h tu n g  n e g a tiv . D ies b e d e u te t, d aß  die R olle der M eta lln ad e l in  allen  
b e id en  F ä llen  eben  das G ru n d m e ta ll (K upfer) sp ie lt. D iese E rsch e in u n g  k a n n  
p ra k tis c h  fo lg en d erm aß en  au fg e faß t w erden . Z w ischen d er K o h len b ü rs te

B ild iß .  D ie H ysterese-C harakteristik U (I)  und R (I)  der B ürsten . D iese sind m it der H y ste ­
rese-C harakteristik  der Punktgleichrichtung identisch

(G egenelek trode) u n d  dem  K u p fe ro x y d u l (H a lb le ite r)  f lie ß t d er S tro m  d u rch  
die v o n  H olm  v o rau sg ese tz ten , e lem en ta ren , k le in en  O b erfläch en  a wie ü b e r 
» N ad e lsp itzen «  gegen das K u p fe r-G ru n d m e ta ll zu . A u f diese W eise w ird  die 
Z ah l d e r » N ad e lsp itzen « , w elche sich vom  K u p fe r  h e r gegen den  H a lb le ite r  
sozusagen  p a ra lle l e in sch a lten , in  e rs te r L inie d u rc h  die A n zah l d er zw ischen 
B ü rs te  u n d  K u p fe ro x y d u lsch ich t b efin d lich en , k le in en  E le m e n ta rf läc h e n  a 
b e s tim m t. O b erh a lb  e in er gewissen A nzahl v o n  P u n k te n  h ab e n  w ir es b e re its  
m it  P la tte n g le ic h ric h tu n g  zu  tu n .

V o rsteh en d  h a b e n  w ir q u a lita tiv  bew iesen , d aß  die von  u ns gem essene 
S p an n u n g -S tro m  C h a ra k te r is tik  U (I)  den bei P u n k tg le ic h ric h tu n g  g em ach ten  
E rfa h ru n g e n  e n tsp r ic h t, doch  lä ß t  sich die E rsc h e in u n g  m a th e m a tisc h , se lb st 
n a c h  den  bei den  P la tte n g le ic h ric h te rn  g eb räu ch lich en  N äh eru n g s-M eth o d en  
n ic h t b eh an d e ln .
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IV. M essungen, in  A bhäng igke it von der T em p era tu r

1. D ie Temperaturabhängigkeit der Halbleiter 

D a s  L eitverm ögen d e r H a lb le ite r  is t

B ild  6. D ie  Änderung des K athodenbürsten-W iderstandes in  F unktion der Schleifringtem pe
ratur R/;(t)

w ob ei q die E lem entarladung des Elektrons;

n, p  die Zahl der E lek tron en  bzw. der Löcher pro V olum eneinheit; 
p n, (ip die B ew eglichkeit der E lektronen bzw. Löcher bedeutet.

D e r W ert g  is t von  d em  M ate ria l, der T e m p e ra tu r  u n d  d er B esch a ffen ­
h e i t  des L ad u n g sträg ers  ab h ä n g ig . D ie T e m p e ra tu rab h ä n g ig k e it v o n  g  is t

g  = c T - ’l■. ( 8 )

I m  A u sd ru c k  des L e itv e rm ö g en s  w ird  der W e rt g  be i s te ig en d er T e m p e ra tu r  
k le in e r , die Z ahl der T rä g e r w ä c h s t jed o ch  sehr schnell, so d aß  sch ließ lich  der 
W id e rs ta n d , wie fü r H a lb le ite r  c h a ra k te ris tisch , s ta rk  s inken  w ird .

D a s  A nsteigen d er Z ah l d e r L a d u n g s trä g e r is t  n äm lich  be i In tr in s ic -  
le i tu n g  —  K u rv en ast C —  D  (B ild  6) —  w enn  d er P o te n tia lu n te rsc h ie d  
A i E  zw ischen  der oberen  K a n te  des V alenzbandes u n d  der u n te re n  K a n te  des 
L e itb a n d e s  herrsch t [8 ]:

n ----- v (T )  exp
5 8 0 0 •A

T
(9 )
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wo n  die E le k tro n e n z ah l je  cm 3 b ezeichnet u n d

v(T)  =  5 • 1015 • T l i ( 10)

is t . Im  Falle e in er b e s tim m te n  E x trin s ic le itu n g  der T ype n —  K u rv e n a s t 
A  —  В  (B ild 6) —  w en n  A e E  der P o te n tia lu n te rsc h ie d  zw ischen d em  D onor­
n iv e a u  u n d  der u n te re n  K a n te  des L e itb an d es  is t, wo N  die D o n o rzah l je  
cm 3 b ed e u te t [8 ]:

n
11 600 A e E

T
4 N  11 600 А E  

~ v ( f y exp  T
( 11)

2. Die Temperaturabhängigkeit des Kathodenwiderstandes

In n erh a lb  des K u p fe rrin g es  haben  w ir H e izk ö rp er a n g e b ra c h t, um  die 
v o rau sg ese tz te  H a lb le ite re ig en sch a ft der a u f  dem  Schleifring  sich  b ildenden  
d ü n n e n  p a tin ie r te n  S ch ich t au ch  in  A b h än g ig k e it von  der T e m p e ra tu r  zu 
u n te rsu ch en . Die T e m p e ra tu r  des Schleifringes w urde  m it H ilfe eines T h erm o ­
e lem en ts  gem essen. D ie H e izk ö rp er w urden  v o n  a u ß en  h er ü b e r zw ei kleinere 
Schleifringe m it G le ich stro m  gespeist. B ild 6 zeig t eine zw ecks V erm eidung  
d e r S tro m w ärm ew irk u n g  m it k leiner S tro m stä rk e  (s =  0,13 А /cm 2, I  =  0,8 A) 
u n d  som it kleiner S p a n n u n g  aufgenom m ene C h a ra k te r is tik  des K a th o d e n w id e r­
s tan d es .

Aus (2) fo lg t, d a ß  die A n fan gsle itfäh igke it d er S p errsch ich t in  S perr­
r ic h tu n g  m it der L a d u n g sd ic h te  n 0 des H a lb le ite rs  —  n u r  in  d er u n m itte lb a re n  
U m gebung  der M eta llfläch e  —  also m it d er L e itfäh ig k e it des H a lb le ite rs  
se lb st p ro p o rtio n a l is t  [10]:

I - I =  j s - =  c o n s t .— — =  co n st. T .  ex p  ( — ФП81кТ).  (12)
I d VB jo k T  T Vl p

A us d ieser G leichung k a n n  au ch  die H öhe d er S p errsch ich t Фр8 b e rech n e t 
w erden .

D em  K u rv e n a s t А  —  В  links vom  K u rv e n te il m it p o s itiv em  T em p era ­
tu rk o effiz ien ten  ( В  —  C) e n tsp r ic h t die E x tr in s ic le itu n g  des v e ru n re in ig te n  
H a lb le ite rs . Am A n fan g  des Teils m it p o s itiv en  T e m p e ra tu rk o e ffiz ie n te n  ist 
das A k zep to rn iv eau  v o llb e se tz t. M it der T e m p e ra tu r  w äch st d er W id e rs ta n d  
ebenso  wie bei m e ta llisch e r L e itu n g , jed o ch  wie bei Cu20  c h a ra k te ris tisc h , im 
V ergleich  zu a n d e ren  H a lb le ite rn , in  viel k le inerem  T e m p e ra tu rg e b ie t [11]. 
Schließ lich  t r i t t  v o llk o m m en e  In tr in s ic le itu n g  ein , w elche im  u ns in terressie- 
ren d e n  B etrieb sb ere ich  (C —  ü )  lieg t. B eim  Ü b erste ig en  der Z im m e rte m p e ra ­
tu r  e rre ich t näm lich  die Z ah l d er L ad u n g s träg e r die M enge d er d u rc h  die Ver-
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u n re in ig u n g  bed ing ten  L a d u n g s trä g e r , die d o m in ie ren d e  W irk u n g  d er V er­
u n re in ig u n g  verschw indet u n d  d as  V erhalten  des H a lb le ite rk ris ta lls  K u p fe r­
o x y d u l w ird  dem  V e rh a lte n  des re inen  H a lb le ite rs  en tsp rech en .

I m  F alle  der In tr in s ic le i tu n g  (C — D) w en n  sich das F e rm i-N iv eau  in  
d e r M itte  der v e rb o ten en  B a n d b re ite  b e fin d e t, g e h t die Gl. (12) in  die Gl. 
(9) ü b e r .

W e n n  Ai E  die v e rb o te n e  B an d b re ite  zw ischen  der oberen  K a n te  des 
V a le n z b a n d e s  und  der u n te r e n  K a n te  des L e itb a n d e s  in  V o lt d a rs te ll t , is t  der 
K a th o d e n w id e rs ta n d , m it k le in e r  S p errsp an n u n g  gem essen, bei In trin sic le i-

B ild  7. D ie Darstellung des K athodenbürsten-W iderstandes im  halblogarithm ischen
Maßstab

tu n g  a u fg ru n d  der H a lb le ite r th e o rie

R к r0 exp
2 k T

w o b ei q die E lem entarladung des E lektrons 1,602 • 10 1 9  Coulomb; 
k  d ie B oltzm ann-K onstante 1,38 ■ IO- 2 3  Joule/K °; 
r0  eine K onstante bezeich net.

M it diesen Z a h le n w e rten  w ird:

K =  rо e x p
A iE  • 5800

rn exp  (B /T ).

W e n n  m a n  nun  b e id e rse itig  lo g a rith m ie rt:

(13)

(14)

ln  R K =  ln  r 0 -f- B / T . (15)
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D en v o rs te h e n d e n  Z u sam m en h an g  in  h a lb lo g a rith m isch em  N etz d a rg e s te llt , 
e rh a lte n  w ir eine G erade , w elche die O rd in a te  im  P u n k t r 0 sch n e id e t u n d  
deren  R ic h tu n g s ta n g e n te  В  is t. W enn  w ir n u n  im  B ild  7 die gem essenen  
W erte  in  ha lb lo g a rith m isch em  M aßstab  d a rs te llen , e rh a lte n  w ir als B e s tä tig u n g  
des e rw a rte te n  H a lb le ite r-C h a rak te rs  ebenfalls eine G erade. U n te r  B e rü c k ­
sich tig u n g  des gem essenen  G esam tw id erstan d es R e e rg ib t sich aus dem  D ia ­
gram m

В  -  3220 °K .

D ie G röße des A u sb re itu n g sw id erstan d es R a, w elcher k o n s ta n te n  C h a ra k te r  
h a t ,  h ab e n  w ir au fg ru n d  d er D u rc h la ß c h a ra k te r is tik  (B ild 3) b e re its  im  V o r­
h e rg eh en d en  fe s tg e s te llt, e r is t:

R a -  0,017 O h m .

N ach  A bzug  dieses W ertes  is t die W id e rs ta n d sä n d e ru n g  R j  das h a lb le ite n d e n  
K u p fe ro x y d u ls  aus T afel I  zu en tn eh m en .

Tafel I

t, °c T, "K R, */ R/ber

62,0 335,0 0,162 0,145 0,145

71,0 334,5 0,125 0,108 0 , 1 0 2

80,5 353,5 0 , 1 0 0 0,083 0,0816

D ie Ä n d eru n g  des W id erstan d es des a u f  dem  Schleifring  e n ts ta n d e n e n  
K u p fe ro x y d u l-H a lb le ite rs  b esch re ib t au fg ru n d  d e r  v o rs teh en d en  M eßw erte  
fo lgende G leichung:

R f bir =  2,27 • IO“ « e x p (3 7 1 0 /T ). (16)

Die aus d er G leichung b e rech n e ten  W erte  s ind  ebenfa lls aus T afel I  e rs ich tlich . 
E s is t a u f  G ru n d  von

Ai E  • 5800 =  3710 ,

A t E  =  0,64 V .

Dies b e d e u te t eine günstige  K ongruenz m it dem  in  d er F a c h lite ra tu r  fü r  das 
K u p fe ro x y d u l m itg e te ilte n  W ert Zl; E  =  0,72 V  [8 ].
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D ie H öhe der S p e rrsch ich t b e trä g t , n ach d em  w ir in  Gl. (12)

g e s e tz t  h a b e n

Фps
q - A j E

2

&pS =  0,32 e V ,

in  g u te r  Ü b ere in stim m u n g  m it den  fü r  K u p ro x -G le ich rich te rn  in  d e r L ite ra tu r  
a u f f in d b a re n  A ngaben  [5, S eite  333].

B ild  8. D ie  Änderung des K athodenbürsten-W iderstandes in  Funktion des Strom es bei Ver­
schiedenen Schleifring-A nfangstem peraturen

W ir k ö nnen  also fe s ts te lle n , d aß  w en n  w ir den  K u rv e n te il (C —- D) 
in tr in s ic le i te n d  auffassen , u n d  d em e n tsp re c h en d  rechnen , oder ab e r die H öhe 
d e r S p e rrsc h ic h t, wie oben  an g eg eb en  b e rech n en , u n d  die zwei R e su lta te  m it 
d e n  e n tsp re c h e n d en  V erö ffen tlich u n g en  v erg le ichen , der V ergleich in  beid en  
F ä lle n  u n se re  A uffassung  g u t  b e s tä tig e n  w ird .

N a c h  F . S c h r ö t e r  soll die G le ichung  (14) die F o rm

R K =  r0 exp
В

. T 0 +  cVK t
(17)

h a b e n  [2— 3], wobei Vp d ie den  F ilm  e rw ärm en d e  W ärm ele is tu n g  b e d e u te t. 
D iese  G le ichung  is t ab e r, a u f  G ru n d  der C h a ra k te r is tik  U(I)  b e re c h n e t, zum  
N ach w e is  des H a lb le ite r-C h a ra k te rs  n ic h t geeignet, da die aus d er C h a ra k ­
te r i s t ik  U (I)  b e rech n e ten  K a th o d e n w id e rs ta n d sw e rte  in  e rs te r L in ie  Span-
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nungsab liäng ige  W id e rs tä n d e  sind , wo zw ar die se lb ste rw ärm en d e  W irk u n g  
des S trom es eine R olle sp ie lt, jed o ch  n ich t in  en tsch e id en d em  M aße. D iese 
B eh a u p tu n g  b e s tä tig e n  die bei versch iedenen  S c h le ifrin g -A n fan g stem p era tu ren  
gem essenen K a th o d e n -W id e rs ta n d sc h a ra k te r is tik e n  in  F u n k tio n  d e r S tro m ­
s tä rk e  —  Rfc(f) (B ild  8) —  d u rch au s. D er C h a ra k te r is tik  R k(i) (B ild  6) zufolge 
s ind  w ir näm lich  e in e r R in g te m p e ra tu r  von  71° C b e re its  über den A b sc h n itt  
m it positiven  T e m p era tu rk o effiz ien ten  h in au s , u n d  tro tz d e m  v e rrin g e rt sich 
d e r W id ers tan d  bei A nw achsen  der S tro m stä rk e  n ic h t, wie in  Bild 6 an gegeben , 
so n d ern  es fo lg t z u e rs t ein  K u rv en te il m it p o s itiv em  T em p era tu rk o effiz ien  
te n  u n d  größerem  W id e rs ta n d , u n d  e rs t s p ä te r  schm ieg t sich die C h a ra k ­
te r is tik  Rfc(f), be i e in er B asis des L o g arith m u s g rö ß e r als e, w ieder d er C h a ra k ­
te r is t ik  Rk(t) an .

Im  v o rs te h e n d e n  h a b e n  w ir also d u rch  te m p e ra tu ra b h ä n g ig e  M essungen  
bew iesen , daß  d e r a u f  dem  Schleifring  e n ts te h e n d e  F ilm  K u p fe ro x y d u l- 
H a lb le ite r  ist, d e r b e k a n n tlic h  m it M etall (h ie r K u p fer) eine fü r die T y p e  p  
c h a rak te ris tisch e  S p e rrsch ich t b ild e t, die w ied e ru m  sp a n n u n g sab h än g ig  is t 
u n d  in  der b esch rieb en en  W eise G le ich rich te rw irk u n g  h a t  (B ilder 1— 2).
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V. W eitere F o lg eru n g en

Es is t eine lä n g s t b e k a n n te  T a tsach e , d a ß  die um gebende A th m o sp h ä re  
a u f  den U b erg an g sw id e rs tan d  von  B ü rs ten , w elche a u f  K u p ferrin g en  lau fen , 
E in f lu ß  h a t:  der W id e rs ta n d  s in k t zum  B eisp iel s ta rk  in sehr hoch  f lie g e n ­
d en  F lugzeugen . D ie d u rc h  V ersuche gew onnenen  D a te n  [6 ] zeigen, d a ß  in  
n o rm a le r L u ft, d ie bei versch iedenen  a th m o sp h ä risc h e n  D rucken  a u fg en o m ­
m en  C h a ra k te ris tik e n  U ( I ) in  F u n k tio n  d e r L u ftd ru ck -V errin g e ru n g  sich  
im m er m ehr e in e r v ie l n ied riger liegenden , lin e a re n  C h arak te ris tik  n ä h e rn . 
D ies fü h rt sch ließ lich  zu  einem  k o n s ta n te n  O h m sch en  C h arak te r, d as  h e iß t 
ab e r, daß  die e x p o n e n tia le  F o rm  d u rch  die O x y d a tio n  des S ch le ifringes 
v e ru rsa c h t w ird .

Im  W asse rs to ff aufgenom m ene C h a ra k te r is tik e n  U (I)  bew egen sich  au ch  
bei Ä nderung  des W assers to ffd ru ck es u n v e rä n d e r t  a u f  derselben n ied rig en  
G eraden , weil sich  h ie r ke in  K u p fe ro x y d u lfilm  b ild en  kan n .

A n K o h len rin g en  d u rch g e fü h rte  M essungen h ab e n  wegen des F eh len s  
des K u p fe ro x y d u l-F ilm es  gleichfalls lineare  C h a ra k te ris tik e n  U (I),  also k o n ­
s ta n te n  Ü b erg an g sw id e rs tan d  ergeben.

A uf G ru n d  e igener, ab er auch  sonstiger M essungen  [7] is t uns b e k a n n t, 
d a ß  bei K u p fe rb ü rs te n , w elche a u f  S tah lrin g en  lau fen , die P o la r itä t  g eg en ü b er 
d e r K o h le n b ü rs te -K u p fe rrin g  A nordnung  eine U m k eh ru n g  e rfä h rt. D ies lä ß t  
s ich  n u n  le ich t e rk lä re n . D ie K u p fe rh ü rs te  ü b e rz ie h t den  K upferring  m it e in er 
K u p fe ro x y d u lsch ich t. Im  F alle  positiv er B ü rs te  is t  die K u p fe ro x y d u lsch ich t
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—  T y p e  p  —  im  V erhä ltn is  zu r M e ta llb ü rs te  n eg a tiv , was S p e rr ic h tu n g , bei 
n e g a t iv e r  B ü rs te  ab e r p o s itiv , w as D u rc h la ß ric h tu n g  b e d e u te t.

D ie  im  A rtike l besch rieb en e  T heorie  v e rm itte l t  eine r ich tig e  E rk lä ru n g  
d e r  b e i S ch le ifk o n tak ten , a b e r  au ch  bei ru h e n d e n  K o n ta k te n  a u f tre te n d e n  
E rsc h e in u n g e n . Es is t d a h e r die V erw en d u n g  des d u rch  R. H o l m  e in g e fü h rte n  
B eg riffs  » F rittu n g «  n ic h t e rfo rd e rlich  [8 , 9 ].
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SEM I-CONDUCTOR T H E O R Y  OF T H E  SL ID IN G  CONTACTS OF ELECT RIC AL
M ACH INES

E . KUCZOGI

SU M M AR Y

On the basis of m easurem ents carried out on slip rings at various tem peratures, it  has 
been proved  th at the cuprous oxide film  is a typ ica l p -ty p e  sem i-conductor, form ing a barrier 
layer w ith  the base copper. In function  of tem perature it  causes polarity effects as experienced  
w ith  rectify in g . Hence w ith  an anodic carbon brush the barrier layer conductifs, w hile it 
blocks w ith  a negative carbon brush. The point contact rectification is caused b y  th e  cur­
ren t n o t flow ing  on the whole surface of the carbon brush, but only across sm all con tact areas. 
For a copper brush sliding on a steel ring the phenom ena can be explained in a sim ilar w ay.

A P P L IC A T IO N  DE LA T H É O R IE  D E  LA SEM I-CONDUCTIVITÉ A U X  CONTACTS 
A FRO TTEM ENT D E S M ACH INES ÉLECTRIQ UES

E. KUCZOGI

R ÉSU M É

A  la base de mesures fa ites sur des bagues collectrices en fonction de la tem pérature - 
l’a u teu r  prouve la sem i-conductivité de ty p e  p  de la couche d’oxyde de cuivre qui co n stitu e , 
av ec  la  base de cuivre, une couche de barrage et produ it, en fonction de la ten sion , le  phé­
nom èn e de polarité observé lors du redressem ent. D onc, en cas de balai de charbon p ositif,
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la  couche de barrage est de sens direct, tand is qu’en cas de balai négatif, e lle  e st de sens 
inverse. Le phénom ène du redressem ent à po in te  est dû à ce que le courant circule sur de 
petites surfaces au lieu de la surface totale  du balai. E n  cas de balai de cuivre g lissan t sur une 
bague d ’acier, les phénom ènes qui se produisent on t une explication analogue.

ПОЛУПРОВОДНИКОВАЯ ТЕОРИЯ СКОЛЬЗЯЩИХ КОНТАКТОВ 
ЭЛЕКТРИЧЕСКИХ МАШИН

Э. К У Ц О Г И

РЕЗЮМЕ

На основе измерений, проведенных в функции температуры на контактных кольцах, 
доказано, что пленка закиси меди относится к полупроводникам типа р, которая с основ­
ной медью образует запирающий слой и в функции напряжения создает явление поляр­
ности, наблюдаемое при выпрямлении. Следовательно, в случае анодной угольной щетки 
запирающий слой является пропускающим, а в случае угольной щетки отрицательного 
полюса — запирающим. Явление точечного выпрямления вызывается тем, что ток течет 
не через всю поверхность, а через небольшие поверхности угольной щетки. Также в слу­
чае медной щетки, скользящей по поверхности стального кольца, явления можно объя­
снить схожим образом.
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DER WIRKUNGSGRAD EINES PLANETENGETRIEBES 
MIT DOPPELANTRIEB

Z. T E R P L Â N
KAN D IDA T D E R  TECH N ISCH EN  W ISSENSCHAFTEN 

LE H R STU H L F Ü R  M ASCH INENELEM EN TE AN D E R  TECHN ISCHEN  H OCHSCHULE 
F Ü R  S C H W ER IN D U STR IE , M ISKOLC

[Eingegangen am  13. April 1963]

D iese Arbeit untersucht die W irkungsgradänderungen des m echanischen T eiles eines 
konkreten (m echanischen und hydrodynam ischen) Getriebes m it L eistungsverzw eigung. 
Der m echanische Teil arbeitet als P lanetengetriebe m it Doppelantrieb. Das eine Sonnenrad  
wird vom  Antriebsm otor angetrieben, dessen D rehzahl konstant ist, das andere Sonnenrad  
wird vom  auf veränderliche Drehzahl einstellbaren T urbinenteil angetrieben, die N utzle istung  
ist also an dem  an die Planetenräder angeschlossenen Steg abzunehmen. Der Verfasser schreibt 
den allgem einen Zusam m enhang für den W irkungsgrad des Planetengetriebes m it D oppel­
antrieb an und dann, nach Festlegung der B ereichsgrenzen des praktischen B etriebes, ana­
lysiert und beschreibt er die K urve der W irkungsgradänderung.

I. E inleitung

E s k o m m t o ft v o r, d aß  der W irk u n g sg ra d  ep izyklischer G e trieb e  d am it 
e rled ig t w ird , d aß  er sehr g u t sei, w oraus fo lg t, d a ß  bei A nschluß  a n  ein  anderes 
G etriebe  der W irk u n g sg rad  dieses T eiles b e in ah e  als 100%  b e tr a c h te t  w er­
den  k a n n .

D er W irk u n g sg rad  d er P la n e te n g e tr ie b e  wie auch  der P la n e te n g e tr ie b e  
m it D o p p e lan trieb  h ä n g t v o n  m eh re ren  F a k to re n  ab, u n d  u n te r  gew issen 
g ü n stig en  U m stä n d e n  h ab e n  sie w irk lich  e in en  g u ten  W irk u n g sg ra d . Ü ber 
die W irk u n g sg rad u n te rsu ch u n g  der P la n e te n g e tr ie b e  is t auch  in  d e r u n g a ­
rischen  F a c h li te ra tu r  zu lesen. L ite ra tu r  ü b e r  d en  W irkungsg rad  d e r  G etriebe  
m it D o p p e lan trieb  is t schon  se ltener.

II. Schema und Betriebsverhältnisse des zu untersuchenden Getriebes

In  B ild  1 z. B . is t das Schem a eines G etrieb es  zu sehen, wo d ie  L e is tu n g  
P I sich  in  zwei Teile te il t .  D er eine Zw eig ( P h )  g eh t du rch  e inen  h y d ro d y n a ­
m ischen  D reh m o m en tw an d le r, der a n d e re  Zw eig ( P m) du rch  d as  a u ß e n v e r­
z a h n te  S o n n en rad  des P lan e ten g e trieb es  in  R ic h tu n g  des Steges des P la n e te n ­
g e triebes (Р ц ) . So is t  das P la n e te n g e tr ie b e  e ig en tlich  ein P la n e te n g e tr ie b e  m it 
D o p p e la n tr ie b , dessen  in n e n v e rz a h n tes  S o n n en rad  vom  T u rb in e n te il  des 
h y d ro d y n am isch en  D reh m o m en tw an d le rs  an g e trieb en  w ird. N e h m e n  w ir an,
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d a ß  d ie  L e is tu n g  P t u n d  d ie  D rehzah l rii des A n trie b sm o to rs  k o n s ta n t s in d , so 
is t  die D reh zah l n5 des S teges in nerha lb  gew isser G renzen  d ad u rch  zu  ä n d e rn , 
d a ß  d u rc h  S ch au fe lv e rs te llu n g  im  h y d ra u lisc h e n  D reh m o m en tw an d le r die 
D re h z a h l n4 der T u rb in e  v e rä n d e r t  w ird.

B ild . 1. Schem a eines G etriebes m it L eistungsverzw eigung, bestehend aus einem  hyd rod yna­
mischen G etriebe und einem  P lanetengetriebe m it Doppelantrieb

Bezeichnungen :
P l  is t die Eingangsleistung u n d  Р ц  die Ausgangsleistung; Р ц  is t  d e r hydraulische, P м  der mechanische 
Leistungsteil; Sz is t die B ezeichnung für die Pumpe, T  fü r die T u rb ine  und V für die Leitschaufel, 2 ist 
die Bezeichnung fü r das tre ibende Sonnenrad, 4 für das andere tre ibende (innenverzahnte) Sonnenrad

und 5 für den Steg.

B ild  2 zeig t die a u f  das P la n e te n ra d  w irk e n d e n  U m fan g sk rä fte , die 
v o n  d e r B ew egung des P lan e ten g e tr ieb es  m it D o p p e la n tr ie b  u n ab h än g ig  sin d .

B ild  2. D ie  auf die P lanetenräder B ild  3. R elative  G eschwindigkeitspläne des P lan eten ­
w irkenden K räfte getriebes m it D op pelan trieb . Für i2, <  1 treib t das

Getriebe ins Schnelle, für i 25 =  1 ist das G etriebe eine 
Kupplung, son st tre ib t das Getriebe ins L angsam e. 
ид ist als k o n sta n t angenom m en, weil das G etriebe 

an den M otor d irekt angeschlossen ist

In  B ild  3 is t h ingegen d e r re la tiv e  G esch w in d ig k e itsp lan  des P la n e te n g e tr ie b es  
m it  D o p p e lan trieb  zu  seh en . W eil das P la n e te n g e tr ie b e  m it D o p p e la n tr ie b  
zw ei F re ih e itsg ra d e  h a t ,  so k an n , falls das R a d  2 vom  A n trieb sm o to r m it 
k o n s ta n te r  D rehzah l (n2 =  П]) an g e trieb en  w ird , d as  R ad  4 th e o re tisc h  im  
V e rh ä ltn is  dazu m it e in e r  be lieb ig  großen D re h z a h l im  gleichen oder e n tg e g e n ­
g e se tz te n  S inn lau fen , u n d  so is t i25 =  n2/n 5 b e lieb ig  zu ändern . P ra k tis c h  
h a b e n  se lb s tv e rs tä n d lic h  d ie  D rehzah lg renzen  des R ades 4 B esch rän k u n g en .

A d a  Techn. Hung. 49 (1964)



Diese B esch rän k u n g en  sind  die fo lgenden :
a )  E s is t n ic h t w ahrsche in lich , d aß  au ch  eine besch leun igende Ü b er­

se tzu n g  b e n ö tig t w ird , das h e iß t i25 <  1 k o m m t se lten  vor.
b)  W enn  n4 e inen  n 2 en tg eg en g ese tz ten  S inn  h a t, d an n  is t  w egen  des 

u n v e rä n d e rte n  K räfteg le ichgew ich ts am  P la n e te n ra d  das R ad  4 n ic h t  m e h r  ein 
tre ib en d es  R ad , sondern  w ird  ein ge triebenes R a d , u n d  desw egen s in k t  der 
W irk u n g sg rad  b ed eu ten d .

c)  W enn  n4 in  en tg eg en g ese tz tem  S inn  so groß  w ird, daß  n5 N u ll w ird  
oder a u f  n2 bezogen sein V orzeichen sich u m k e h r t,  d an n  is t der S teg  5 n ich t 
m eh r g e trieben , u n d  so h a t  das P la n e te n g e tr ie b e  keinen S inn m eh r.

DER WIRKUNGSGRAD EINES PLANETENGETRIEBES MIT DOPPELANTRIEB 2 Ш

III. Allgem einer W irkungsgrad-Zusam m enhang des P lanetengetriebes
mit Doppelantrieh

D ie G rundg le ichungen  fü r  die W irk u n g sg ra d u n te rsu c h u n g  s in d  die 
fo lgenden :

1. Die a u f das P la n e te n ra d  w irk en d en  M om ente sind in G le ichgew ich t:

M 2 +  M 4 + M 5 =  0 . (1)

2. D as L eistungsg le ichgew ich t des P lan e ten g e tr ieb es  m it D o p p e la n tr ie b :

(M 2 co2 +  M, (o4)r)2i_>s +  M 5 M5 =  0 . (2)

3. W enn  co5 =  0 is t, d .h . ,  w enn es sich  u m  ein  Z ah n rad g e trieb e  h a n d e lt ,
d a n n  is t be im  L e is tu n g sflu ß  2 4

M , 0)2 r/24 +  M 4 со4 =  0 , (3)
w oraus fo lg t, daß

t

M 2 — ~ f j 24 - f  M 4 =  M 2 u 42 tj24 - f  M 4 =  0 . (4)
"h

In  d ieser A b le itu n g  is t nach  B ild 4 

w2 r,
*24 —  T  —

W i  Г 2

wo i die B ezeichnung fü r die k in em atisch e , и fü r  die geom etrische  Ü b e r­
se tzu n g , r fü r den T eilkreis u n d  z  fü r die Z äh n ezah l is t.

—  =  u 42, (5)
z.

14 Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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4 . A u f G rund  v o n  äh n lich en  E rw äg u n g en  is t  fü r  den F a ll at4 =  0 beim  
L e is tu n g s f lu ß  2 -> 5 fo lg en d es zu sch re iben :

u 62 rjTo +  M 5 •—  0 . ( 6)

5. Schließlich  k a n n  d e r  Z u sam m en h an g  zw ischen  den zwei k in e m a ti­
sch en  Ü b erse tzu n g en  (ii5 u n d  i25) fü r das P la n e te n g e tr ie b e  m it D o p p e la n tr ie b  
a b g e le ite t  w erden. N ach  B ild  5 k an n  näm lich  d as  G leichgew icht d er re la tiv e n  
U m fan g sg esch w in d ig k e iten  angeschrieben  w e rd e n  (M ethode von  P o p p in g a ):

VA  —  V A  —  v b  ~  v b  •> (?)

d . h .
r 4 ( w 5  —  c o 4 )  ,

B ild  4. G eschw indigkeitsplan des Planeten- B ild  5. D ie  U m fangsgeschw indigkeiten des 
getrieb es, w enn es als e in faches Zahnradgetriebe P lan etenrades relativ zum Steg sind gleich  

in  Betrieb ist, für <u5 =  0 ( v 'b —  v B  =  v A■—  v 'a )

u n d  n a c h  O rdnen  w ird

d. h .

a>4 =  1  - Г2 0>2

W5 G W 4

Ü5 =  1  +
1

(U s
«42

( 8 )

D ie G leichung (8) k a n n  gleich fü r den  F a ll  co4 =  0, d. h . i45 =  0 k o n tro l­
l ie r t  w e rd en , da aus d e r L ite ra tu r  der Z u sa m m e n h a n g  u42 =  1 —  u52 b e k a n n t 
is t :

Gs =  0 =  1 +  - 1—  (»25 — U  »
«42

d. h .
î 25 =  U 52 —  1  M42 • ( 9 )

A d a  Techn. Hung. 49 (1964)
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M it den  e rw ä h n te n  Z u sam m en h än g en  u n d  B ezeichnungen k a n n  au s (2) 
angesch rieben  w erden , daß

У =  4*4-5
M 5 w 5 M ,

M 2 w 2 +  M A o>4

D a a u f  G ru n d  von  (6)

u n d  a u f  G ru n d  v o n  (4)

ft>4

M 2 oi5 w&

M 5
M ,

Ma

M.,

U52 4-25 ’

l42 Vl4

( 10)

( 11 )

( 12)

geschrieben  w erden  k a n n , so is t es m öglich , d en  Z usam m enhang (10) u m z u ­
schre iben :

У = U52 У 25 u&2 У25
ft), ft),

— M.12 У24 —  H------~ *25 U I2 У24 *45
(13)

W enn  (11) u n d  (12) in (1) e in g ese tz t w e rd en , so ist

412 M42 У 24 M 2 l)‘2a M 2 =  0 ,

und  n ach  V ere in fach u n g

Also w ird  aus (13)

У

U42 rhi  +  U52 425 =  1 •

1 **42 *?24

*25 U42 У24 *45

(14)

(15)

IV. Die W irk u n g sg rad u n te rsu ch u n g

So s te h t also d er allgem eine Z u sa m m e n h a n g  fü r den W irk u n g sg ra d  des 
P lan e ten g e trieb es  m it D o p p e lan trieb  zu r V e rfü g u n g , fü r den F a ll e in es  L ei­
stungsflu sses 24 —> 5. H öchstens m u ß  n o ch  k o n tro llie r t w erden, ob s ich  die 
R ich tu n g  des L eistungsflusses des e in fa c h e re n  Z ahnradge triebes in  d e r  G lei­
chung (4) fü r  ft)5 =  0 u m k e h rt, weil in  d iesem  F a ll s ta t t  rj2i, y42 =  l / y 24 in  d er 
F orm el b e n ö tig t w ird .

W enn  m an  die U n te rsu ch u n g en  fü r  d en  F a ll  i2S =  (ojw^ >  0 d u rc h fü h r t ,  
und  den F a ll des k u p p lu n g sa rtig en  B e trie b e s  m it i.a  =  1 au ssch ließ t, d an n

14* Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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ü b e rz e u g t B ild  6 und  7 d a v o n , d aß  m it r;42 n u r  fü r  den  Fall <  1, d as  h e iß t  
fü r  d e n  F a ll  e iner besch leu n ig en d en  Ü b e rse tz u n g  gerechnet w erden m u ß , w eil 
sich  d a s  V orzeichen  v o n  a>2 n u r  d an n  ä n d e r t .

A u c h  diesen F a ll aussch ließ en d , k a n n  d e r  Z usam m enhang (15) a u f  
G ru n d  v o n  (8) w eiter v e re in fa c h t w erden:

B ild . 6. F ür den Fall i2 5  <  1, also  
für e in e  beschleunigende Ü b erset­
zung, ä n d ert sich das Vorzeichen des 
L eistu n gsflu sses des einfachen Zahn­
radgetrieb es, und so muß m an s ta tt  

T] 2 4  m it r/ , 2  =  1  /%,, rechnen

B ild  7. Im  F all i2 5  >  1, also für eine Ü b ersetzu ng in s  
Langsame ändert sich das Vorzeichen des L e istu n g s­
flusses des ein fach en  Zahnradgetriebes n ich t, u n d  so 
kann man m it r/ 24 rechnen, unabhängig davon , ob das 

V orzeichen v o n  0)J(o2 positiv oder n eg a tiv  is t

o d e r, w eil es rich tig e r is t, in  F u n k tio n  von  i52 =  l / i 25 =  ü)5/ft)2 zu su c h e n , u n d  
in  A n b e tr a c h t  dessen, d a ß  a>2 =  k onst, u n d  co5 v e rän d erlich  is t, fe rn e r , u m  
e tw a ig e  V o rze ich en v erw irru n g en  zu v e rm e id e n , m it j n42 | =  — ui2 re c h n e n d :

Ü2Í1 +  \и *г\Уи) _

1 — V u +  h i V u i 1 +  K 11)
(17)

1^421

A c ta  T e c h n . H u n g . 49 (1964)

I n  d ieser F orm el ä n d e r t  sich i52 v o n  0 b is  1 (weil wir vom  F a ll , d aß  
i52 >  1 i s t ,  abgesehen h a b e n ). Zwecks U n te rsu c h u n g  der Ä n d e ru n g  v o n  
I u42 I i s t  es zw eckm äßig , die u n te re  u n d  die o b e re  G renze, die p ra k tis c h  Vor­
k o m m e n , zu  u n te rsu ch en . M it B en ü tzu n g  d e r B ezeichnungen  von B ild  4 u n d  
d e r T a ts a c h e , daß  das M ax im u m  der g eo m e trisch en  Ü bersetzung  d er e in fa c h e n  
Z a h n ra d p a a re  m it e le m e n ta re r  V erzahnung  u n g e fä h r  5 ist:
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M it diesen B ezeichnungen  u n d  m it d e r A n n ah m e T]2i 0,9 k a n n  d er 
Z u sam m en h an g  (17) schon  au sfü h rlich e r u n te r s u c h t  w erden.

B ild  8 zeig t rj2i^.5 in  F u n k tio n  v o n  i52 fü r  den  F a ll, daß  n42 die k o n s ta n te n  
W erte  1,4; 3; 5 u n d  11 a n n im m t (T a fe ll) . A us d en  D iag ram m en  is t ab zu lesen ,

Tafel I

V =  »?24-5 =

Der Wert von 

*52(1 ~b 1ц п 1 ^ 2 4 )__________

1 I?21 “Ь lS2 ^24(1 "Ь lu42̂ )
-40б2 » lu4

•ß +  C(i5 2  ; |u42|),

V u =  0,9

\  “<l

*» X
1,4 2 3 5 8 11

0,05 54,0 59,5 6 6 , 0 74,2 81,2 85,0
0 , 1 0 71,5 75,5 80,5 8 6 , 0 90,0 92,5
0,25 88,3 90,0 92,5 94,5 96,8 97,0

0,50 95,5 96,5 97,5 98,0 99,2 99,3
0,75 98,3 98,5 98,7 99,0 99,3 99,5

d a ß  d er W irk u n g sg rad  bei einem  kle inen  W e rt von  i52 (d. h . bei e inem  g roßen  
W e rt v o n  i25) sch lech t is t. A ber bei b e s tim m te n  W e rte n  von  i52 u n d  i42 is t  d er 
W irk u n g sg rad  des P lan e ten g e trieb es  m it D o p p e la n tr ie b  besser als der W irk u n g s­
g rad  r]2i des als einfaches Z ah n rad g e trieb e  b e trieb en en  P lan e ten g e tr ieb es . 
D ie u n te re  G renze d ieser P u n k te  k an n  aus d e r  B ed ingung , daß  im  Z u sam m en ­
h an g  (17) 7] =  r\2^5 =  T]2i is t, e in fach  b e re c h n e t w erden . A us d ieser G leich­
h e it is t  näm lich  fü r  r)2i ^  0,9

0,09

0,19 +  0 ,09:u ,2!
(19)

Tafel II
Der Wert von i*62, ivenn ^2 4 — >5 == Vu

1 И42 ! 1,4 3 5 1 1

1 i «  1 0,284 0,1095 0,14 0,076

W ir h ab en  die se lten  v o rk o m m en d en  K u rv e n  fü r i52 >  1 n ic h t einge- 
ze ich n e t. D an n  is t 1 >  t]24̂ 5 >  T)2i, d. h. sehr gu t.  N ehm en  w ir den  Z u sam m en ­
h a n g  (17) zu r G rund lage , so d aß  s t a t t  r]2i  1 / t]í2 z u  su b s titu ie re n  is t:

*52 1
VA2 »52 (»?42 +  l« 4 2!)

1 -  —  +  Í 5 2 —  ( 1

V n  V i2
U4-‘l) ^42 — 1 +  ‘52 (1 +  |m42|)

( 2 0 )

Acta Tech n. Hung. 49 (1964)
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B ild  8. D er W irkungsgrad des P lanetengetriebes m it D oppelantrieb in F unktion von  i52, nur 
für Ü b ersetzu ng ins Langsam e und für einige konstante  W erte von  | u4 2  |. D ie P unk te, bei 
denen  sich  das Vorzeichnen von  to4 /tü2 ändert, sind besonders hervorgehoben (s. T afel I— III

und F ußnote*)

* D as Vorzeichen von  co4 ändert sich, wo va/ vq =  2, d. h. r2co2/(r4— r2) a>5 =  2 ist. 
w oraus i ä 2  =  0 ,5 /( l +  I и42 |) ist

1 “ 42 i 1,4 3 5 1 1

»52 0,2085 0,125 0,083 0,0415

»?24->5 0,855 0,842 0,835 0,835

N achw eis des beinahe g leichen W irkungsgrades:

_  »a г ( !  +  [Ц4г1 V u)_________
24 1 —  % 4  +  »524 V 1 2 Ü  +  I “ 4 2 I)

2 1 +  |u12|
(1 +  |u42| %4)

1 — Vu 2 1 +  |u42| Vu(l  +  l«42l)

W enn 1 +  |u42| лг 1 +  1“ 4 г1 Vu »s t , so ist

=  - r h u
1

2 -  0,9
W enn (1 +  |u42| t/24)/( 1 +  |u42|) tj2i ist, dann ist

Vu __ M
»?24-5 = 2 — % 4  2 — 0,9

0,9 .

«й 0 ,82 .

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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W en n  i52 =  1 is t, d a n n  is t n ach  (20) »7 =  1; w enn  i52 ->• oo, d a n n  e rh ä l t  m an 
als E rg eb n is  den  Z usam m enhang

___ ^42 +  lU42!
» —  У

1 +  К г|

d e r fü r  den F a ll, d aß  | u i2  | =  0 is t, r j =  r ji2  e rg ib t, w äh ren d  er fü r  | u 4 2  | —> o o  » 7  =  1 
e rg ib t, d. h . unsere  o b enerw ähn te  B e h a u p tu n g  is t bewiesen.

B ild  9 zeig t »724_,5 in F u n k tio n  v o n  | u42 | fü r die k o n s ta n te n  W erte
i52 =  0,05, 0,1, 0,25 und  0,75 (d. h . fü r  die Ü b erse tzungen  iM =  20, 10, 4 und  
1,33). Die S c h n ittp u n k te  | u*2 | d e r e n tsp re c h e n d en  K urven  m it rj2i —  k o n st, 
e rg ib t die G leichung

,  0 , 0 9 - 0 , 1 9  i52

die au s  (19) d u rch  U m o rd n en  gew onnen  w erd en  k an n  (Tafel I I I ) .  A us diesen 
K u rv e n  k a n n  jeden fa lls  fe s tg este llt w erd en , d a ß  geom etrische Ü b e rse tzu n g en  
n42 m it einem  größeren  A b so lu tw ert e in en  besseren  W irk u n g sg rad  sichern , 
w enn  dem  n u r  keine an d eren  v e rzah n u n g sg eo m etrisch en  u n d  F es tig k e its -  
H in d ern isse  en tg eg en steh en . Dieses D iag ram m  is t dann  von B e d e u tu n g , w enn 
das G etrieb e  m it e iner k o n s ta n te n  k in e m a tisc h e n  Ü berse tzung  in  B e tr ie b  ist.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)

B ild  9. B ild 8 für konstante i52 und veränderliche | u42 | um gezeichnet
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Tafel III

D er Wert von | u4 2 1, wenn  =  rj2i

*52 0,25 0.1

1 “ 42  1 1,87 7,9

V. Schlußw ort

D iese A rb e it h a t  s ich  ausschließlich  m it  d em  D o p p e la n tr ie b -P la n e te n ­
g e tr ie b e te il des in  B ild  1 schem atisch  d a rg e s te llte n  zu sam m en g ese tz ten  
G e trieb es  b e fa ß t, w ä h re n d  der h y d ro d y n a m isc h e  Teil u n b e a c h te t b lieb . 
D ieser w ird  ab e r in  [1] e ingehend  u n te rs u c h t, w o jed o ch  der m echan ische  
T eil a u ß e r  a c h t gelassen  w ird . Die A u sa rb e itu n g  b e ru h t  au f der in  [2] b e sc h rie ­
b en e n  M ethode.
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E F FIC IE N C Y  O F P L A N E T A R Y  G E A R S W IT H  TWO D R IV E S

Z. T E R P L Á N

SUMMARY

T he paper deals w ith  th e  change in the effic ien cy  o f  th e  mechanical part o f a given  
(hydrodynam ic and p lanetary) gear w ith power flo w  bifurcation . The m echanical part is a 
p lan etary  drive w ith  tw o in p u ts. One of the sin gears is driven  by the constant-speed drive  
m otor, th e  other one is driven b y  the adjustable-speed turbine part of the hydrodynam ic  
torque converter; hence th e  o u tp u t power is obtained a t th e  crank connected to th e  sa tellite  
w heels. The author establishes the general expression for th e  efficiency of the tw in-drive p la ­
netary  gear and after estab lish ing th e  practical lim its o f  th e  operation, he traces and analyzes  
the diagram s of efficiency variation .

L E  R E N D E M E N T  D E S E N G R E N A G E S P L A N É T A IR E S A  DO UBLE COMMANDE

Z. T E R P L Á N

RÉSUM É

L ’étude exam ine les varia tion s du rendem ent de la partie mécanique d’un réducteur  
de v itesse  hydrodynam ique e t  m écanique avec bifurcation de la puissance. La partie m écanique  
fonctionne com m e un engrenage p lanétaire à double com m ande. L’une des roues solaires est  
com m andée par le m oteur de v itesse  constante, l’autre roue solaire étant com m andée par la

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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partie turbine, de v itesse  variable, du convertisseur de couple. La puissance u tile  est donc 
obtenue à la barrette porte-satellite  tournante. L ’auteur étab lit l’expression générale pour le 
rendem ent du réducteur planétaire à double com m an de, e t  après fixation des lim ites  pratiques  
du fonctionnem ent, fa it connaître et analyse les courbes de variation du rendem ent.

КОЭФФИЦИЕНТ ПОЛЕЗНОГО ДЕЙСТВИЯ ПЛАНЕТАРНОЙ ПЕРЕДАЧИ С
ДВОЙНЫМ ПРИВОДОМ

3. ТЕРПЛАН

РЕЗЮМЕ

Работа занимается анализом изменения кпд механической части одной конкретной 
передачи с отбором мощности (гидродинамическим и механическим). Механическая 
часть работает в качестве планетарной передачи с двойным приводом. Одно солнечное 
колесо приводится приводным двигателем с неизменным числом оборотов, а другое сол- 
уечное колесо — турбинной частью гидродинамического трансформатора, которую можно 
установить на различное число оборотов, следовательно полезную мощность можно 
получить на коленчатых рычагах, соединенных с солнечными колесами. Автор выводит 
общую зависимость к. п. д. планетарной передачи с двойным приводом, затем после уста­
новления практических границ действия приводятся и анализируются кривые изме­
нения кпд.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)





ON THE INTERNAL EDGE BEAM OF PARABOLOIDAL 
SHELLS OF REVOLUTION HAVING A CIRCULAR 

SKYLIGHT OPENING

P. CSONKA
DOCTOR OF TE C H N IC A L SCIENCES

W O RK IN G  COMMUNITY FO R  BUILDING SCIEN CES O F T H E  HUNG ARIA N  ACADEMY O F SCIEN CES,
B U D A PE ST

[Manuscript received  M ay 3, 1963]

One of the authors earlier papers [1] referred to a paraboloidal shell o f  revolution  
having an eccentrically located skylight opening. The shell was supported b y  a sole-ring  
resting on a wall, w hile th e  skylight opening w as bordered by an edge beam. The load acting  
on the shell consisted o f a uniform ly d istributed vertical force system .

In the aforem entioned paper it was assum ed th a t in the soie-ring as well as in  th e  edge 
beam  o f the opening m erely axial forces arise. Conditions ensuring the realization o f the above  
assum ption could easily  be satisfied along th e  external periphery of the shell. H ow ever, on 
th e  edge of the opening, boundary conditions could on ly  be fulfilled by app ly ing  an edge 
beam  having a varying specific weight, i.e . a varying cross section.

In the present paper the value of the load to  be set in  action on the edge beam  of the 
opening is established in such a way, that th e  sum  of force com ponents perpendicular to  the  
plane of the edge beam  should equal zero at each point o f the axis line of sam e. The satisfaction  
o f  th is condition as well as o f the postulate th a t the value o f the stress function  o f th e  shell 
should be constant everyw here along the edge o f the opening, or vary according to  a p lane, is 
su ffic ien t to ensure the rise o f m erely axial forces in the edge beam  of the opening.

The numerical exam ple given in the present paper vertifies the fact that in cases occur- 
ing in practice, thus, if  the diam eter of the opening is sm all in comparison to th at o f th e  shell, 
and i f  the opening is on ly  slightly  eccentric, th e  value of the load obtained for th e  specific  
load on the edge beam  hardly differs from th e  average one. In this case the artificial regulation  
o f  the load acting on the edge beam of the opening m ight be neglected.

1. Introduction

In  one of his e a rlie r papers [1] a u th o r  d ea lt w ith  p a rab o lo id a l m e m b ra n e  
shells o f rev o lu tio n , h av in g  an  ec c e n tr ica lly  p laced  c ircu lar v e n ti la t in g  or 
sk y lig h t opening  (F ig . 1). The in v e s tig a te d  shell w as su p p o rted  b y  a so le -ring  
re s tin g  on a w all, w hile th e  opening w as b o rd e re d  b y  an  edge beam .

A ccord ing  to  th e  a ssum ption  o f  th e  a fo rem en tio n ed  p ap e r th e  so le-ring  
o f  th e  in v e s tig a te d  shell as well as th e  edge b eam  ro u n d  th e  o p en in g  do no t 
re s is t bend ing  an d  tw is tin g  effects, th u s ,  th e y  are  m erely  able to  b e a r  ax ia l 
fo rces. In  resp ec t to  th e  sole-ring o f  th e  shell, b o u n d a ry  co n d itions re su ltin g  
fro m  th e  above a ssu m p tio n  could be  sa tis f ie d  w ith o u t an y  d iff ic u lty , w hile 
in  th e  case o f th e  edge beam  ro u n d  th e  open ing  th e  sa tis fa c tio n  o f  th e se  
b o u n d a ry  cond itions w as b o und  to  th e  ap p lic a tio n  o f an  edge beam , th e  speci­
fic  w eigh t, i.e ., th e  cross section  o f  w h ich  varies.
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T h e q u o te d  p a p e r  d id  n o t give in fo rm a tio n  on  th e  m ode how  to  re g u la te  
th e  specific  w eigh t o f  th e  edge beam  a ro u n d  th e  opening  a t  d iffe ren t p o in ts  
o f sam e. F o r  th e  sak e  o f sa tisfy in g  th e  b o u n d a ry  cond ition  re fe rrin g  to  th e  
edge o f  th e  open ing  a m ass co m pensa tion  is to  be app lied  w hich req u ires  th e  
change o f th e  specific  w eig h t of th e  edge b e a m  to  a ce rta in  degree; th e  p a p e r  
in  q u e s tio n  d id  n o t c o n ta in  an y  in d ica tio n  in  re sp e c t to  th e  req u ired  degree  
o f  th is  change.

T h e  p re se n t p a p e r  w ishes to  su p p le m e n t th e  ab o v em en tio n ed  d e fi­
ciencies o f  th e  ea rlie r p ap e r.

X
h

F ig. 1. Paraboloidal shell of revolution having an eccentrically  located circular opening

2. Assum ptions, notations

T h e follow ing d ed u c tio n s  w ill s ta r t  o u t fro m  th e  assu m p tio n s of p a p e r  
[!]• As sy s tem  o f co o rd in a te s  th e  cy lin d rica l co o rd in a tes  0 (r, cp, z) o r P(s, f ,  z) 
show n in  F ig . 2 will be used . In  th ese  sy stem s o f co o rd in a tes  th e  m idd le  su rface  
o f th e  shell is c h a ra c te riz e d  b y  th e  eq u a tio n s

or

( 1 )

z -----(s2 +  2 cs cos ip) .
a2

( 2 )

T h e load  a c tin g  on th e  shell is a ssu m ed  to  consist o f v e rtic a l forces 
w hich  a re  u n ifo rm ly  d is tr ib u te d  over th e  a rea  o f  th e  p lan-form  o f th e  shell. 
T he specific  v a lue  o f  th is  lo ad  re la te d  to  th e  a rea  of th e  p lan -fo rm  w ill be
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d en o ted  b y  Z 0. T he  specific value o f  th e  lo a d  ac ting  on th e  edge b e a m  of 
th e  open ing , re la te d  to  th e  len g th  o f th e  h o riz o n ta l p ro jec tion  o f  th e  edge 
beam  w ill be ch a rac te rized  b y  th e  lo a d  fu n d tio n  g =  g(tp). The a v e ra g e  va lu e  
of lo ad  g w ill be d en o ted  b y  th e  le t te r  g 0, w hile th e  d ev ia tion  b e tw e e n  th e  
a c tu a l an d  th e  av erag e  value of th e  lo a d  b y  th e  le t te r  sym bol Ag. A cco rd in g ly

g =  gu +  A g .  (3)

T he s tre ss  s ta te  o f th e  shell is to  be  ch a rac terized  b y  P u c h e r ’s stress 
fu n c t io n  F (s, if>). T he  surface d e te rm in e d  b y  th e  end  poin ts o f th e  o rd in a te s  
of th e  s tress fu n c tio n  is called stress surface.

P u c h e r’s s tre ss  fu nc tion  has to  s a tis fy  th e  d ifferen tia l e q u a tio n

Э2 F  J _1_ 3 F  ( J _  Э2 F  ! Z„ q2 Q

3s2 s 3s s2 dtp- 2 h
(4)

K now ing  th is  s tre ss  fun c tio n , re d u c e d  in te rn a l  forces ns, nsu, nus, n u (F ig . 3) 
c a n  be co m p u ted  from  th e  follow ing fo rm u la e :

nS

1 d F  +  1 32 F
s 3s s2 3y>2

n cl, — —

n u
Э2 F  

3s2

1 / 1  3 F \
3« I s dtp j

(5)
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F ig . 3. Reduced internal forces ns, nsu, nm 
and nu

Fig. 2. Coordinates 0 (r , <p, 2 ) and P(s, <p, 2 )
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3. Conditions referring to the edge beam  o f the opening

A s accord ing  to  a ssu m p tio n  the  edge b e a m  o f th e  opening does n o t  
re s is t  b en d in g  and tw is t in g  forces, th u s , th e  ax is  line of sam e m u st be  th e  
fu n ic u la r  curve o f th e  lo ad in g  forces. T h e re fo re , th e  stress surface a n d  th e  
v e r t ic a l  cy linder led  th ro u g h  th e  axis line o f  th e  edge beam  m u st in te rs e c t  
e a c h  o th e r  in  a p la n a r  cu rv e  [2]. A ccord ing ly , in  respect to  va lues o f  th e  
s tre s s  fu n c tio n  b e long ing  to  po in ts ly ing a lo n g  th e  axis line th e  co n d itio n

[ Л /  =  d0 +  d 1 cos ip (6 )

can  be  se t up . In  th e  ab o v e  fo rm u la  [F ], d en o tes  th e  value of the  stress fu n c tio n  
a lo n g  th e  axis line, w hile q u a n titie s  d f) an d  d l a rc  co n stan ts .

A lth o u g h  th e  s a tis fa c tio n  of cond ition  (6 ) is necessary, y e t i t  is n o t  
su ffic ie n t to  ensure t h a t  th e  ax is line of th e  edge b eam  of th e  opening  sh o u ld  
be th e  fu n icu la r cu rv e  o f th e  load ing  forces. T h is  req u ire s , in ad d itio n , fo r th e  
lo a d in g  forces now here  to  p ro tru d e  from th e  f i t t in g  p lane of th e  axis lin e  o f 
th e  edge  beam . T he la t t e r  cond ition  is sa tis f ie d , i f  a t  each p o in t of th e  ax is  
line  th e  sum  of force co m p o n en ts  acting  p e rp e n d ic u la rly  to  the  f i t t in g  p lan e  
o f  sam e  equals zero.

F o r  se ttin g  u p  th e  afo rem en tioned  p o s tu la te ,  f irs t of all forces a c tin g  
on th e  edge beam  sh o u ld  be  determ ined . T hese  fo rces  are to  be c h a ra c te riz e d  
b y  th e  specific v a lu es  o f  sam e re la ted  to  th e  le n g th  of th e  axis line (F ig . 4). 
T h e  h o rizo n ta l c o m p o n en ts  o f forces tra n s fe r re d  from  th e  shell to  th e  edge 
b e a m  are

ns and nsu,

w hile  th e  vertica l co m p o n e n ts  of these forces a re

0Z

3s
and

s=b

dz

dip s=b

To th e se  forces th e  lo a d  a c tin g  d irec tly  on th e  ed g e  b eam  should still be a d d e d , 
w h ich  shou ld  be c h a ra c te r iz e d  by  the  load  fu n c tio n

g =  g(v>) •

T h u s , th e  specific v a lu e  o f  v e rtic a l forces a ffe c tin g  th e  edge beam  is:

2 h
bns c(nc cos ip — n su s in  ip) -f- ga~

2h
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K now ing  th e  h o riz o n ta l an d  v e rtic a l forces ac ting  on th e  b eam , th e ir  
com p o n en ts  being  p e rp en d icu la r to  th e  p lan e  o f  sam e can also be d e te rm in ed . 
I f  th e  d irec tion  of th e  n o rm al of th e  p lan e  o f  th e  edge b eam  p o in tin g  to w a rd s  
th e  in te rio r  o f th e  open ing  is d eno ted  b y  m , a n d  th e  d irec tion  of th e  ta n g e n t of 
th e  p la n a r  p ro jec tio n  o f  its  axis line p o in tin g  to w a rd s  th e  increasing  ^ -d ire c tio n  
is d en o ted  b y  и (F ig . 5), th e n

cos (ms) =  — sin (mz) • cos y>,

cos (m u) =  -f-sin(mz) • sin-yi.

Fig. 4. The edge beam  of the opening and forces 
acting on sam e

T h u s, th e  m -d irec ted  com ponen t o f th e  h o riz o n ta l force ns is

ns cos (ms) =  — ns sin(m z) • cos y i ,

w hile th e  m -d irec ted  com ponen t o f th e  h o riz o n ta l force nsu can  be exp ressed  
b y  th e  e q u a tio n

nsu cos (mi) =  -f- nsu sin(m z) • sin y  ,

p ro v id ed  t deno tes th e  d irec tio n  p e rp e n d ic u la r  to  rad iu s  r. T his d ire c tio n  is 
to  be reg a rd ed  as po sitiv e  if  p o in tin g  to w a rd s  th e  increasing , i.e ., p o sitiv e  
(^-direction. A t th e  sam e tim e  th e  m -d irec ted  com ponen t of th e  v e r tic a l 
force V is

2 h
a-

bns +  c(ns cos y> — nsu sin y>) + ga2
2 h

cos (m z).
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T h u s , th e  p o stu la te , th a t  a t  e a c h  p o in t of th e  ax is  line th e  sum  of th e  m -d irec ted  
fo rc e  co m p o n en ts  shou ld  be e q u a l to  zero, c a n  he expressed  as g iven  below :

—  ns sin  (mz) • cos xp -j~ nsu sin (m2) • sin  xp -f- 

2 h
bns -f- c (n s cos xp — nsu s in  xp)

2 h
cos (m2) =  0 .

H e re f ro m , tak in g  fo rm ula

ta n  (m 2) =
02
0 S

2 he

s=rp—0

i n to  co n sid e ra tio n , th e  re la tio n

fo llo w s, a n d  using fo rm u la

g =  —
2 bh

à 2

th e  e q u a tio n

1 J3F 1 a2 F
s 0s s2 Qxp2

g  =  Z„b +
2 bh 02 F  

0s2 ( 7 )

is a r r iv e d  a t. The re a liz a tio n  o f  th e  a ssu m p tio n  th a t  th e  edge b eam  o f th e  
o p e n in g  shou ld  no t be su b je c te d  to  b en d in g  a n d  tw is tin g  forces, req u ire s  
in  a d d i t io n  to  th e  sa tis fa c tio n  of p o s tu la te  (6 ) also th a t  o f co n d itio n  (7).

4. D eterm ination o f the load function  g =  g (xp)

I n  p a p e r [1] th e  s tre ss  fu n c tio n  of th e  p ro b lem  was se t up  in  th e  fo rm

f  =  f 0 +  f 1 +  f2 +  f 3 +  ■ ■ . .

A m o n g  th e se  functions F 0 w as one o f th e  p a r t ic u la r  so lu tions of th e  d iffe ren ­
t i a l  e a q u tio n s  of th e  p ro b lem  h av in g  th e  v a lu e

? _ ■Zq a <
0 _  8 h

+  ■
a°- 62 
4 h

w h ile  F j ,  F 2, F 3 . . . w ere p o te n tia l  fu n c tio n s . A m ong th e  la t te r ,  th o se  th e  
in d ic e s  o f  w hich are odd  n u m b e rs , can  be a b rid g ed  inside th e  e x te rn a l edge
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line  in to  a h a rm o n ic  p o te n tia l function  G(r, (p), w hile , those  th e  ind ices o f 
w hich  are even n u m b e rs , can  ou tside th e  in te rn a l  edge line be u n ite d  in to  a 
harm on ic  p o te n tia l fu n c tio n  H(s, ip). The gen era l fo rm  of these  fu n c tio n s a re :

G(r,<p) - C2 

H  (s, ip) =  D 2

U sing  th e  above n o ta tio n s ,

Г \2
-— cos 2 <p -(- C s

cos 2 f - j ~ D 3

a

b 2 
s

r y  ,
-----  C O S j  ( f
a

cos 3 ip -f-

F  =  F0 +  G +  H .

( 8 )

(9)

( 10)

K now ing fu n c tio n s  F u, G, H , th e  lo ad  fu n c tio n  g = :g(ip) can  be d e te r ­
m ined  from  fo rm u la  (7):

=  Z 0b
2 bh 82
a 2 8s2

(■F0 +  G +  H ).

I t  w ould be ex p ed ien t to  tra n sfo rm  th is  fo rm u la  w ith  th e  a id  o f th e  easily  
verifiab le  re la tio n

2 bh Э2z 0 ь +  F0 =  g0
a- 8s-

in to  th e  folloлving fo rm :

, i l l  3 - . . .  ,
H)

T h u s, th e  d ev ia tio n  from  th e  average value g u is

( П )

. 2 bh Э2
=  — ( С +  Я) .

a2 os-
( 12)

The values 92H /9 s2 figu rin g  in fo rm u la  (12) can  be co m p u ted  d irec tly , 
w hile th e  ca lcu la tio n  o f va lu es  82G/ds2 needs c e r ta in  co n sid era tio n . F o r th is  
ca lcu la tio n  i t  shou ld  be know n  th a t

92 2 / \ Э2 . • 9 / 4 Э2 . 9 /  , Э2cos2 (ip — 9?) ----------- (- sin2 (ip — cp) --------------sin  2 (ip — <p)
8s2

fu rth e rm o re  th a t

8r2 81'1 9 r 8f

cos2 (у» — ge) =  s in2 (ip — (p) -f- cos 2 (ip — 99).
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T a k in g  th e  above re la tio n s in to  co n sid e ra tio n ,

82 G . „ , . I 92 G Э2 G

8 s2
-  =  sin2 ( v  — <p)- \ -  4

or- Э t2
. Q-G . 0 /  . 82 G

+  ccs 2 (гр — 9?) • ------------- sin  2 (y> — cp) • --------  .
8 r2 8 r 8i

H o w e v e r, th e  function  G is a p o te n tia l  fu n c tio n , th u s , th e  f irs t  te rm  on th e  
r ig h t-h a n d  side of th e  above fo rm u la  is eq u a l to  zero. C onsidering  th a t

Э2 G
8r 8t

8
8r

1 8 G

r dip
i t  is o b v io u s

Э2 G n , . Э2 G . . . a | 1  EG
=  cos 2 (ад — or) • ----------- \- sin 2[(ад — or) • ----- ------------

8s2 8r2 8r [ r Qtp

U sin g  th e  above re la tio n  fo rm u la  (12) can be tran sfo rm ed  in to  th e  form

A g  =
2 bh

cos 2 (гр — cp) •
82 G 

8 r2

-\- s in  2 (ip — w) ■----
8r

1 dG

r d <p )
+

Э2 H  

9 s2

(13)

H o w e v e r , w ith  respect to  (8) a n d  (9)

Э2 G
8 r2

1 dG

1
r2

r dcp !

1.2 Ca

1
r2

cos 2 çr -f- 2.3 C3 cos 3 9?

1.2 C2 sin  2cp 2.3 C 3

a  id
8 

dr

a n d  so
02 о , I 8Г

cos 2 (гр — cp)-------G -f- sin 2 (гр — cp) • -— -----------
8r2 Эр r Qcp

sin 3 cp -\- .

1
r2

2.3  C

1.2 C

1
r 2

a

+  3 .4C , 

1.2 C.,

2

r .3

[cos 2 (гр — <p) • cos 2 <p — sin 2 (гр — cp) • sin  2 99] 4  

[cos 2 (гр — cp) ■ cos 3 9̂  — sin  2 (гр — cp) • sin 3 99J —(—

[cos 2 (гр — cp) ■ cos 4 9 9  — sin 2 (гр ~  cp) - sin  4 9?]4~  • • • j =
r

о
r
a

cos 2 гр 4- 2.3  C3 

+  3.4 C4

cos (2 гр 4  9r) 4 -

cos (2 гр 4  2 9т) 4  • • •
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W ith  th e  above su b s titu tio n , an d  ta k in g  in to  co nsidera tion  t h a t  a t  th e  place " 
s =  b th e  re la tion

8- H
0s2

1
b°-

[2.3 D., cos 2 y> -|- 3.4 D3 cos 3 ip -\- 4.5 D t cos 4 y) - . . .  J

is  v a lid , fo rm ula  (13) m igh t fin a lly  he tra n sfo rm e d  in to  th e  fo rm  g iven  here­
u n d e r:

A g =  —
j 1

1.2 C2
r 2

cos 2 %p b 2.3 C3
' Г

1 f2 a a
cos (2 xp -(- Ç?) -f-

+  3.4 C4
r p 

a
cos (2 yi -)- 2 q>) . . .

ft2
[2.3 D 2 c o s  2 y> -(- 3.4 D 3 cos Ъгр 4.5 D , cos 4 y> -)- . . . ] |  .

(14)

To sa tisfy  th e  p o s tu la te  fo r th e  edge b eam  o f th e  opening  n o t  to  be  sub jec­
te d  to  b end ing  and  tw is tin g  effec ts, s till req u ires  in  ad d itio n  to  th e  fu lfilm en t 
o f cond itio n  (6), th a t  th e  specific w eigh t g o f th e  edge beam  sh o u ld  d e v ia te  from  
th e  average  v alue  g 0 b y  th e  lo ad  v a lu e  A g w h ich  is d e te rm in ed  b y  fo rm u la  (14).

T he above cond itio n , i.e ., t h a t  th e  load  v a lu e  g should  d e v ia te  from  the 
average  b y  th e  v alue  Ag  d e te rm in e d  by  fo rm u la  (14), could  be  e n su red , in 
p rin c ip le , b y  th e  ap p lica tio n  o f an  edge b eam  h av in g  a v a ry in g  cross section. 
H ow ever, if  th e  d iam e te r  o f th e  open ing  is in  com parison  to  t h a t  o f  th e  shell 
re la tiv e ly  sm all an d  th e  positio n  o f  th e  open ing  is only s lig h tly  e ccen tr ic , the  
v a lu e  Ag  is in  com parison  to  th e  av erag e  va lu e  g 0 so sm all t h a t  a n  a rtific ia l 
re g u la tio n  o f th e  effec tive  w eig h t o f th e  edge b eam  m ig h t be  d isreg a rd ed . 
N am ely , th e  m o d ifica tio n  specified  in  th e  sense o f fo rm ula  (14) is less th a n  the 
d ev ia tio n  in  w eight, w hich  ow ing to  inaccu racies of th e  e x e c u tio n  m ig h t or 
m ig h t n o t occur w hen  p ro d u c in g  th e  edge beam .

To verify  th e  s ta te m e n t t h a t  th e  above m en tioned  s im p lif ic a tio n  in 
cases occuring  in  p rac tice  conduces to  an  in sig n ifican tly  sm all e r ro r  o n ly , the  
n u m erica l exam ple  given h e re u n d e r  is p re sen ted .

N um erica l exam ple

T he geom etrical d a ta  o f th e  shell shou ld  be  (F ig . 6):

n — 20,0 m, 

b =  4,0 m, 

c =  8,0 m,

h =  10,0 m.
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T he shell should be loaded  b y  a uniformly d istributed  load

Z 0 =  250 kp/m 2 ,

and  th e  average load of the edge b ea m  of the opening should  he

go =  2 0 0  kp/m .

T h e  problem to be so lved  con sists  in the determ ination o f  the regulation o f the load 
o f  th e  edge  beam in such a w a y  th a t  th e  edge beam should  n o t be affected b y  bending and 
tw is t in g  forces.

F ig . 6. Numerical exam p le F ig. 7. P o in ts o f adjustm ent

T he above numerical e x a m p le  precisely complies w ith  th e  exam ple dealt w ith  in paper 
[ 1 ]. therefore, the required ca lc u la tiv e  data can be taken  over from  paper [1 ] w ithout any  
m o d ifica tion :

C, =  1924,32, C 3 =  515,51, C4 =  155,78, C5  =  50,36,

C, =  16 ,9 7 , C7 =  5,87, C8  =  2 ,09 ,
and

D2 =  - 1 0 8 ,8 4 ,  D 3 =  - 6 ,9 1 ,  D l =  - 0 ,4 9 ,  D -  =  - 0 ,0 3 .

T h e  v a lu e  Л g  sought for can be com p u ted  according to  form ula (14):

J 0  [2 ' 192‘-!2 (w ) ’ 2<" +

+  ' - j 3  c o s (2 y> +  <p) +  12 ■ 155,78 (: « r
V  1' г у

-I c o s(2 y> 4- Здз) +  30 • 16,97 I
, 2 0 , 0  J
f r

- 1 cos(2y> +  5<p) +  56 • 2,09 |
к 2 0 , 0  )

-----jg- [ 6  ■ 108,84 cos 2if> +  12 • 6,91 cos 3y)

-(- 20 • 0,49 cos 3ÿ> +  30 • 0,03 cos 4 y ] [ .
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Performing the com putation at points O', 2', 4 ' o f the internal edge line (F ig . 7), for 
th e  load values g  =  g(tp) and Л g  =  Л g(tp) the  valued com piled in Table I are obtained:

Tabele I

Values o f  the load function along the 
internal edge line

V * kp/m g kp/m

0 - 5 ,9 9 194,00

30 - 2 , 6 8 197,02
60 +  3,25 203,25
90 +  5,38 205,38

1 2 0 +  2,23 202,23
150 - 2 ,7 0 197,30
180 - 4 ,9 6 195,04

The diagram of values g  =  g(y>) p lotted  on the base of the above calculation  is presented  
in  Fig. 8 .

g(kp/m)

150 —

100 -

50  -

0  i -------- 1—:------- 1----------- t--------- +-------- 4 H-------> <l>
3 0  6 0  9 0  120 150 180

Fig. 8. D iagram  of the load function g  =  g(y)

As can be seen, the value o f g  deviates from  the average value g 0  =  200 kp /m  at m ost 
b y  6  kp/m , i.e ., m axim um  by 3% . This deviation  is in com parison to d ev iation s in w eight, 
w hich are unavoidable in construction  really insign ificantly  sm all. For th is very reason, in the  
g iv en  case as well as in similar cases the regulation of the load of the edge beam  b y  an artificial 
in terference is quite unnecessary.
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Ü B E R  D E N  IN N E R E N  R A N D T R Ä G E R  D E R  MIT EIN E M  K R E ISFÖ R M IG E N  
OBERLICHT V E R S E H E N E N  R O TA TIO N SPARA BO LO ID-SC H A LEN

P. CSONKA

ZUSAM M ENFASSUNG

Ein früherer A ufsatz des Verfassers [1] bezog sich auf eine Rotationsparaboloid- 
M em branschale die durch eine ausm ittig  gelegene, kreisförm ige O berlichtöffnung durch­
brochen war. Die Schale Avar durch einen auf einer Mauer aufliegenden Sohlring gestü tzt, 
w ährend der Rand der Ö ffnung durch einen Randträger begrenzt war. Als B elastung war eine 
gleichm äßig  verteilte, vertika le  B elastung berücksichtigt worden.

In dem erwähnten A u fsatz  wurde vorausgesetzt, daß im  Randträger der Öffnung und im  
Sohlring bloß Axialkräfte en tsteh en . Die hierauf bezüglichen B edingungen konnten am  äußeren  
R an de der Schale leicht b efried igt werden, während am R ande der Öffnung die R andbedin­
gun gen  nur im Falle der A n w endu ng eines Randträgers erfüllbar waren, dessen spezifisches 
G ew icht sich nach einer gew issen  Regel änderte, d. h. im  Falle eines Randträgers m it ver­
änderlichem  Querschnitt.

Im  vorliegenden A u fsatz  w ird der Wert der den R andträger beanspruchenden B elastung  
derart bestim m t, daß die Sum m e der auf die Ebene des R andträgers senkrechten K raftkom ­
pon en ten  in allen P unkten der Achsenlinie des R andträgers gleich Null sei. Die Erfüllung  
dieser Bedingung und die B efried igung des P ostu lates, daß der W ert der Spannungsfunktion  
der Schale entlang des Ö ffnungsrandes konstant zu sein, oder sich nach einer Ebene zu ändern 
h a t, isr hinreichend um zu sichern , daß im Randträger der Ö ffnung bloß A xialkräfte entstehen  
können.

Im  Aufsatz wird an H and eines Rechnungsbeispieles nachgew iesen, daß in den in der 
P rax is vorkom m enden F ä llen , d. h. wenn der Ö ffnungsdurchm esser im Vergleich zum  Scha­
lendurchm esser klein und die A u sm ittigk eit der Ö ffnung bloß gering is t ,  w eicht der B ela­
stu ngsw ert der sich für die spezifische Belastung ergibt vom  D urchschnittsw ert kaum  ab. 
in  solchen Fällen kann von  einer künstlichen Regulierung der Belastung des am Rande der 
Ö ffnung befindlichen R andträgers abgesehen werden.

D E  Г A N N E A U  D E  R IV E  S U P É R IE U R  D E S VO ILES E N  PA R A B O L O ÏD E  
DE R É V O L U T IO N  A Y ANT U N E  O U V E R T U R E  CIRCULAIRE

P. CSONKA

RÉSUM É

Une étude antérieure de l’auteur (1) a été consacrée aux voiles en paraboloïde de révo­
lu tion  ayant une ouverture circulaire de position excentrique. Le voile éta it supporté par un 
anneau de rive inférieur rep osan t sur un mur circulaire, le bord de l’ouverture éta it lim ité  
par un anneau supérieur. Com m e charge, on a considéré une force verticale uniform ém ent 
répartie.

L’étude en question  su pp osait que dans les anneaux de rive inférieur et supérieur ne 
peu ven t se produire que des forces axiales. Les conditions de cette  hypothèse pouvaien t 
être aisém ent satisfaites sur la  rive extérieure du vo ile , m ais sur la rive de l ’ouverture, les 
conditions de contour ne p o u v a ien t être satisfaites que par application d’un anneau de rive 
de section  variable, donc a y a n t une charge spécifique varian t selon une certaine règle.

Pour la charge à app liquer sur l’anneau de rive de l’ouverture, le présent article déter­
m ine une valeur telle, que la  som m e des com posantes de force norm ales au plan de l’anneau  
de r ive  so it égale à zéro dans to u s les points de son axe sta tiq u e. La satisfaction  de cette  con­
dition  et de l’exigence que la va leur de la fonction de ten sion  du voile soit constante le long  
de la rive de l’ouverture ou  varie su ivant un plan, su ffit pour assurer que des forces axiales 
seules se produisent dans l ’ann eau  de rive de l’ouverture.

L ’auteur présente un  exem p le numérique pour dém ontrer que dans les cas pratiques, 
c’est-à-dire quand le d iam ètre de l ’ouverture est petit par rapport à celui du voile et l’ouverture 
est peu  excentrique, la va leu r  de charge obtenue pour la charge spécifique de l’anneau de rive 
ne s’écarte que peu de la va leu r m oyenne. Dans ces cas, la m odification  artificielle de la charge 
app liquée à l’anneau de rive p eu t être négligée.
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О ВНУТРЕННЕЙ КРАЕВОЙ БАЛКЕ ОБОЛОЧЕК С ФОНАРЕМ, ИМЕЮЩИХ 
ФОРМУ ПАРАБОЛОИДА ВРАЩЕНИЯ И ОПИРАЮЩИХСЯ НА КРУГООБРАЗНОЕ

ОСНОВАНИЕ
П, Ч О Н К А

РЕЗЮМЕ

Одна из прежних работ [1] автора занималась эксцентрично расположенной, про­
битой отверстием мембранной оболочкой, опирающейся на кругообразное основание и 
имеющей форму рифленого параболоида вращения. Оболочка опиралась на опорное 
кольцо, уложенное на стенную кладку, край отверстия был заделан краевой балкой. 
Нагрузка была принята в виде вертикальной, равномерно распределенной нагрузки.

В упомянутой работе предполагалось, что в опорном кольце и в краевой балке 
отверстия возникают лишь осевые усилия. Условия, обеспечивающие такое предполо­
жение, легко выполнимы для внешнего периметра оболочки, для края отверстия, однако, 
краевые условия могут быть удовлетворены лишь при наличии удельной нагрузки, 
меняющейся по определенному правилу, то есть при применении краевой балки пере­
менного сечения.

В настоящей работе нагрузка на краевую балку отверстия выбирается таким об­
разом, чтобы сумма перпендикулярных плоскости балки составляющих сил была равна 
нулю в любой точке оси краевой балки. Выполнение этого условия, а также того требо­
вания, чтобы значение функции было постоянным вдоль края отверстия, достаточно для 
обеспечения и того, чтобы в краевой балке отверстия возникали лишь осевые усилия.

Приводится числовой пример, подтверждающий, что в практических случаях, 
то есть тогда, когда диаметр отверстия мал по сравнению с диаметром оболочки и отвер­
стие имеет лишь небольшую эксцентричность, значение нагрузки, определяющей удель­
ную нагрузку, мало отличается от среднего значения. В этих случаях можно отказаться 
от искусственного регулирования нагрузок краевой балки.
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DIE AUSBILDUNG YON KRISTALLEN 
AUS DEN METALLPULVERKÖRNCHEN 

BEIM SINTERN VON WOLFRAMSTÄBEN

J. N E U G E B A U E R *

Unter M itwirkung von  

T. SIMON** und J . TREM M EL***

Beim Sintern eines W olfram stabes erscheinen zuerst K ristallite, deren Durchm esser  
der Sum m e von ungefähr drei M etallpulverkörnchen entspricht. Bei G K -artigen W olfram ­
sorten (K , Si, Al) w achsen  diese weiter nicht, oder es g ibt ein anom ales K ristallw achstum . 
B ei n icht G K -artigen W olfram sorten wachsen die K rista llite  aequiaxial. E inzelne M etall­
pulverkörnchen bleiben während der Ausbildung der K ristallite  bzw. K ristalle unberührt 
zurück. Es w ird-angenom m en, daß das K ristallw achstum  bei G K -(K , Si, A l)-artigem  W olfram  
durch Anhäufungen v o n  Verunreinigungen an der K orngrenze bedingt ist.

Es is t eine b e k a n n te  T a tsach e  in  d er P u lv e rm e ta llu rg ie  u n d  in sbesondere  
in der M etallurg ie des W olfram s, daß  die F o rm  u n d  die G röße der M eta ll­
p u lv erk ö rn ch en , n eb en  dem  E in flu ß  d er Z u sä tze , einen  sehr b ed eu ten d en , 
ja  sogar v ielle ich t den  w esen tlichsten  E in f lu ß  a u f  das G efüge des d a rau s  d u rch  
S in te rn  h e rg es te llten  M eta llkörpers d a rs te llen .

D er S in te rv o rg a n g  w urde sowohl e x p e rim en te ll wie auch  th e o re tisc h  
viel u n te rsu c h t, d och  is t es noch w eit n ic h t m öglich , aus den  b e o b a c h te ten  
p hysikalischen  u n d  chem ischen  E ig e n sc h a fte n  des M eta llpu lvers a u f  das 
zu e rw arten d e  G efüge des S in te rs tab es  zu sch ließen .

U nsere U n te rsu c h u n g e n , welche d u rc h  o p tisch e  bzw . e lek tro n en o p tisch e  
B eo b ach tu n g en  an  zum  Teil oder völlig  g e s in te r te n  S tä b e n  an g este llt w urden , 
fü h rte n  zu den fo lgenden  E rk en n tn issen .

W ird  aus e inem  W olfram pu lver, dessen  K o rngröße  zum  g rö ß ten  Teil 
zw ischen 1 u n d  2,5 lieg t, m it 1 T onne/cm 2 P re ß d ru c k  ein S tab  g ep reß t, so 
b e finden  sich die e inzelnen  M eta llp u lv e rk ö rn ch en  in  d iesem  S tab  noch  völlig  
in  ih re r  u rsp rü n g lich en  F o rm , als e tw as a b g e ru n d e te  R h o m b d o d ek aed er.

W ird  der S ta b  d u rc h  d irek ten  S tro m  b is 2000° C e rh itz t , w as n a tü r lic h  
in  Schu tzgas, z. B . in  W assers to ff erfo lg t, so ä n d e r t  sich die K orn g rö ß e  n ich t 
w ah rn eh m b ar, a b e r zw ischen  einzelnen K ö rn c h e n  k om m en  »B rü ck en «  zu s tan d e . 
M eistens sieh t m a n  diese V erb indungen  n u r  zw ischen je  zwei K ö rn ch en ,

* F orschungsinstitut für Technische P hysik  der Ungarischen Akadem ie der W issen­
schaften, und W olfram laboratorium  der Tungsram  A . G.

** Tungsram A. G.
*** Institu t für Strukturforschung der U ngarischen Akadem ie der W issenschaften.
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G ru p p e n  aus m ehreren  K ö rn c h e n  sin d  se lten . Dieses B ild  f in d e t m a n  sow ohl 
an  d e r  O berfläche  des S tabes w ie au ch  an  einer B ruch fläche .

B ei w eiterem  S in te rn  w ä c h s t die Z ahl der V erb indungen  zw ischen  den  
K ö rn c h e n , bei höheren  T e m p e ra tu re n  k om m en  im m er m ehr solche G ru p p e n  
v o r , in  w elchen  n ich t n u r  zw ei, so n d e rn  m ehrere  K ö rn ch en  m ite in a n d e r  v e r ­
b u n d e n  s in d . M erkw ürdigerw eise k o m m en  o ft solche G ru p p en  v o r, w o v ie r 
K ö rn c h e n  in  einer Lage m ite in a n d e r  V erb u n d en  sind , wie v ie r b e n a c h b a r te  
E c k e n  eines R h o m b o d o d ek aed ers  in  u n d  u m  die d reizäh lige S y m m etriach se . 
E s s c h e in t die A nnahm e w ah rsch e in lich , d aß  die »B rücken«  in  so lcher O rien ­
ta t io n  le ic h te r  zustan d e  k o m m e n  als in  e iner an d eren  R ich tu n g .

B ei w eiterem  E rh ö h en  d e r T e m p e ra tu r  w erden  k o m p a k te re  F o rm e n  
s ic h tb a r . D iese ragen  aus d er O b erfläch e  des S tabes e tw as h eraus. Ih re  A b m es­
su n g e n  s in d  so, als w enn d ie  o ben  besch rieb en en  G ruppen  aus e inze lnen  
P u lv e rk ö rn c h e n  zu g rößeren  R h o m b o d o d ek aed ern  ausgefü llt w ären . D as 
gan ze  R h o m b d o d ek aed e r is t n ic h t  s ic h tb a r , n u r  drei, in e inzelnen  F ä llen  v ie r 
F lä c h e n  ra g e n  aus der O b erfläch e  h e rau s . Die A bm essungen  d ieser G ebilde 
b e tra g e n  u n g efäh r 4— 8 /г, w as d er S um m e von  drei K ö rn ch en d u rch m esse rn  
d e r G rö ß en o rd n u n g  nach  e n ts p r ic h t.

D ie V orgänge beim  w e ite re n  K o rn  W achstum  w eisen bei m an ch en  W olf­
ra m -M e ta lla r te n  q u a lita tiv e  U n te rsch ied e  auf. Diese U n tersch ied e  sin d  so 
a u s g e p rä g t , daß  m an m it ih re r  H ilfe  zw ischen zwei A rtg ru p p e n  v o n  W o lfram  
u n te rs c h e id e n  kann .

D iese zwei G ruppen  v o n  (ü b rigens 99,99%  re inen  oder noch  re in e ren ) 
W o lf ra m a r te n  w erden auch  in  ih re r  tech n isch en  V erw endung  u n te rsc h ie d e n . 
Z u  d e r  e rs te n  G ruppe gehören  das » u n d o p ed «  W olfram , u n d  jen e  W o lfra m ­
a r te n , d ie als M eta llpu lver zw ar Z u sä tze  e n th a lte n  h ab en , diese a b e r  im  
k o m p a k te n , b ea rb e ite ten  u n d  re k ris ta llis ie r te n  M etall keine au sg ep räg te  G K  
(g ro ß k ris ta llin e  bzw . »non sag«) E ig en sch a ften  h e rv o rru fen . M it a n d e ren  
W o r te n , w enn  m an aus so lchen  M e ta lla rte n  G lüh lam penw endeln  h e rs te ll t , so 
b e s te h e n  diese nach  dem  G lü h en  aus k le inen  K ris ta llen , sind  b rü c h ig  u n d  
v e rfo rm e n  sich  w ährend  lä n g e re n  G lühens u n te r  dem  eigenen G ew icht.

D ie  zw eite G ruppe v o n  W o lfra m m e ta lla r te n  e n th ä lt  als M eta llp u lv e r 
so lche  Z u sä tze  (z. B. K , Si, A l), w elche au ch  im  k o m p a k te n , b e a rb e ite te n  u n d  
re k ris ta ll is ie r te m  M etall so w irk sam  sind , d aß  sie die G k -E ig en sch aften  h e r ­
v o rru fe n . A us solchen M e ta lla r te n  h e rg este llte  G lüh lam p en w en d eln  z. B . 
w eisen  lan g e , überlappende  K ris ta lle  au f, sind  w eniger b rü ch ig  u n d  v e rfo r­
m en  s ich  w äh ren d  des lä n g e re n  G lühens u n te r  dem  eigenen G ew icht n ic h t 
(G K , N S D  M eta lla rten  des H an d e ls) .

W as n u n  das K o rn w a c h s tu m  in  d er le tz te n  P hase  des S in te rn s  b e tr if f t , 
so g e sc h ie h t dies b e id e r  e rs te n  (»undoped«) G ruppe d u rch  no rm ales W a n d e rn  
d e r g e rad lin ig en  G renzen d e r e inzelnen  K ris ta llite , w odurch  aeq u iax ia le  
K ris ta lle  en ts te h e n , die um  so g rö ß er sind , je  m ehr Z eit oder je  höhere  T em ­
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p e ra tu r  zum  W ach stu m  zu r V erfügung  s ta n d . Im  allgem einen  e n ts te h e n  aber 
n ic h t allzu große K ris ta lle , da die T re ih k ra f t des W ach stu m s m it d e r K o rn ­
größe ab n im m t.

W enn m an  solche g esin te rte  S täb e , z. B . bei 500— lOOOfacher V er­
g rößerung , an  der O berfläche b e o b a c h te t, so s ieh t m an  die u rsp rü n g lich en , 
u n g efäh r 8 ц  b re ite n  K ris ta llite  als aus der O berfläche  h e rau srag en d e  G ebilde. 
D ie vor dem  W eite rw achsen  s ic h tb a r  gew esenen K orngrenzen  s ind  a b e r  n ich t

B ild  l .  Oberfläche eines gesinterten W olfram stabes ohne Zusätze. Vergrößerung 500 X . 
D ie Korngrenzen sind durch therm isches Ä tzen sichtbar, die früheren, bereits abgerundeten  

K ristallite sind ebenfalls sichtbar, weil sie aus der Oberfläche herausragen

m eh r v o rh an d en , diese h ab en  sich e rw e ite rt u n d  gehen je tz t  z iem lich  gerad lin ig  
n ic h t selten  d u rch  die u rsp rü n g lich en  K ris ta llite  h in d u rch . D ies is t  im  Bild 1 
zu  sehen.

Bei G K -artig en  W o lfram m eta llen  dagegen f in d e t m an  nie a n d e re  K o rn ­
grenzen  als die d er u rsp rü n g lich en , u n g efäh r 8 [Л b re ite n  K ris ta ll i te , auch 
d a n n  n ich t, w enn d er S tab  bis zu m  D urch sch m elzen  e rh itz t  w u rd e . (E ine 
A usnahm e b ild e t die Schm elze se lb st.) Bei e inzelnen  M e ta lla rten  d ieser G ruppe 
k o m m t es aber v o r, d aß  schon im  g es in te rten  S tab  die G K  (g ro ß k ris ta llin e ) 
E ig en sch aft zum  V orschein  k o m m t. D as k a n n  m an  m it dem  M ikroskop  oder 
E lek tro n en m ik ro sk o p  so b eo b ach ten , daß  m an  n ach  fo rtg e se tz te m  S in te rn  
im m er m ehr b e n a c h b a rte  K ris ta llite  f in d e t, zw ischen denen die u rsp rü n g lich e  
G renze n ich t m ehr s ic h tb a r  is t. N ie ab e r f in d e t m an  eine neue G renze. Im  Bild 2 
is t das gu t s ic h tb a r. D ieser V organg  f in d e t in  ganz u n reg e lm äß ig em  N ach­
e in a n d e r  s ta t t ,  u n d  so e n ts te h t zu e rs t ein  au ß e ro rd e n tlich  b u n te s  G eb ilde von 
K ris ta lliten  m it z ick-zackigen  G renzen . E n d lich  e n ts te h t  aus vielen  T au sen d en , 
j a  sogar vielen M illionen K ris ta llite n  ein e inziger G ro ß k ris ta ll.
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D u rc h  B eo b ach tu n g  d e r  K r is ta l l i ts tru k tu r , en tw ed er an  d er S ta b o b e r­
f lä c h e  o d e r an einer B ru c h flä c h e , k an n  m an  so im m er en tsch e id en , ob das 
M e ta ll d ie  F äh igkeit zu r B ild u n g  von  großen  K ris ta lle n  u n d  d e r F o rm b e s tä n ­
d ig k e it  als G lühkörper b e i h o h e n  T e m p e ra tu ren  b e s itz t.

A ls E rk lä ru n g  fü r  d en  U n te rsch ied  im  K ris ta llitw a c h s tu m  zw ischen 
G K  u n d  n ich t G K -M ateria l k a n n  folgendes an g en o m m en  w erden :

B e i n ich t G K -a rtig em  W o lfram m eta ll b e s tim m e n  das W a c h s tu m  n ich t 
v o rw ie g e n d  die V eru n re in ig u n g en  oder Z u sä tze . B ei G K -a rtig en  ab er w irken  
d ie Z u sä tz e  an der K o rn g re n z flä ch e  in  so lchem  M aße w a c h s tu m h in d e rn d ,

B ild  2. Oberfläche eines G K -W olfram stabes (K , Si, Al Z usätze) nicht vollständ ig  gesintert. 
E lek tron en optisch  1700fach vergrößert. Die K ristallitgrenzen fehlen an m ehreren Stellen,

und so entstanden größere K ristalle

d a ß  e in  K o rn w ach stu m  g a r n ic h t  s ta t tf in d e t . W as h ie r bei der w eite ren  K ri­
s ta l l is a t io n  geschieht, is t  v ie lle ic h t m it dem  W ach sen  von  G asb lasen  in  einem  
S c h a u m  verg le ichbar, d. h . n ic h t  der B la se n in h a lt, sondern  die W än d e  e n t­
s c h e id e n  den  V organg. W en n  diese zerp la tzen , k o m m t der In h a lt  d er b e n a c h ­
b a r te n  B lasen  no tw end igerw eise  in  G leichgew icht. E tw as  än liches gesch ieh t 
be i d e n  K ris ta lliten . D ie W ä n d e  sind  h ier die a n  den  K ris ta llitg ren zen  ange­
h ä u f te n  V erun re in igungen , a lso  die R este  der Z u sä tze . W enn  d u rc h  die e rh ö h te  
th e rm is c h e  Energie eine » W a n d «  d u rch re iß t, also  die A n h äu fu n g  der V eru n ­
re in ig u n g e n  sich v e rä n d e r t , w ird  ein  sp ru n g artig es  K o rn w a c h s tu m  erm ög lich t. 
D ie A n h ä u fu n g  von  V eru n re in ig u n g en  k a n n  sich  d u rch  phy sik a lisch e  oder 
c h e m isc h e  Z u sta n d sä n d e ru n g  v e rän d e rn . D a n ic h t die K ris ta llite  se lb st, 
s o n d e rn  die A n h äufungen  d e r  V eru n re in ig u n g en  den  W ach stu m sv o rg an g  
b e s tim m e n , kom m en ganz un rege lm äß ige  G ebilde z u s tan d e , u n d  das W ach s­
tu m  w ird  durch  die K ris ta llg rö ß e  n ich t e in g e sc h rä n k t, so, wie es auch  
be i d e r  d u rch  D ispersion  b e d in g te n  se k u n d ä re n  R e k ris ta llisa tio n  d e r Fall 
is t [1].
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Es sch e in t also, daß  eine sich  bei höh eren  T e m p e ra tu re n  auflösende 
» S c h a u m stru k tu r«  die w esen tliche  B ed ingung  fü r  die G K  (N SD ) E ig en sch af­
te n  is t.

Diese A nnahm e s te h t m it m eh re ren  T a tsa c h e n  und  T heorien  im  E ink lan g .
Die u rsp rü n g lich e  B esch re ib u n g  des G K -E ffek tes von  T . M i l l n e r  und 

P . T u r y  [ 2 ]  sch re ib t die B ild u n g  von  g roßen  K ris ta llen  in n e re n  S p an n u n g en  
zu , e rreg t d u rch  gewisse Z u sä tze . Diese rü h re n  nach  P . T u r y  [3] daher, 
d aß  en tsp rech en d  gew ählte Z u sä tze , hei d er T e m p e ra tu r  d er K ris ta llisa tio n  
einen  D am p fd ru ck  au sü b en d , in  dem  M eta llk ö rp e r einen S p a n n u n g sz u s ta n d , 
bzw . bei ih rem  H e rau sd am p fen  einen  S p an n u n g sab fa ll h e rv o rru fe n . D ies­
bezüglich  w ird  von  P . T u r y  a u f  die Ä h n lich k e it m it dem  d u rc h  eine  K a lt­
b e a rb e itu n g  v e ru rsa c h te n  K ris ta llisa tio n sp ro z e ß  hingew iesen.

O bzw ar diese A nnahm e eine an d ere  is t, als die e iner »sich  au flö senden  
S c h a u m stru k tu r« , e n th ä lt  sie ebenfa lls den  G edanken , d aß  d em  K ris ta ll­
w ach stu m  eine chem isch -physikalische  Z u s tan d sän d e ru n g  den  W eg  b e re ite t.

Es is t so le ich t e rk lä rlich , w aru m  bei A u fe in an d e rsch ich tu n g  v o n  GK 
u n d  n ich t G K  M etallpu lvern  die g roßen  K ris ta lle  beim  S in te rn  in  d ie  n ich t-G K  
S ch ich t [4] n ic h t h ineinw achsen .

B eim  V erm ischen  dagegen  v o n  G K  u n d  n ich t-G K  M e ta llp u lv e r kann  
ein  G K -a rtig e r S tab  e rre ich t w erd en . In  d iesem  F all bek o m m en  n ä m lic h  die 
K orngrenzen  d er n ich t-G K  K ö rn e r  V erunre in igungen  von  den  G K  K ö rn ern , 
u n d  das v e ru n re in ig u n g sb ed in g te  anom ale  K o rn w ach stu m  k a n n  sich  ausb ilden .

Aus der A nnahm e der » S c h a u m stru k tu r«  folgt n o tw en d ig e rw e ise , daß 
diese S tru k tu r  n u r  a u f  p u lv e rm e ta llu rg isch em  W ege e rre ich t w e rd en  kann , 
u n d  beim  Schm elzen zug runde  g eh t. M an k an n  annehm en , d a ß  sich  diese 
S tru k tu r  aus e inem  geschm olzenen  M etall au ch  d ann  n ich t w ied e r au sb ild e t, 
w enn die chem ische Z u sam m en se tzu n g  d azu  geeignet w äre.

D ie A nnahm e von  J . S. M e i j e r i n g  u n d  G. D. R i e c k  [5— 6 ], w onach 
in  den  gezogenen W o lfra m d rä h ten  die » D o tie ru n g sh äu te«  d ie  R e k ris ta lli­
sa tio n  b estim m en , b eh an d e lt das P ro b lem  d er K ris ta llb ild u n g  b e im  S in tern  
n ic h t. Ob die H ä u te  bei der R e k ris ta llisa tio n  aus einer frem den  P h a se  b esteh en , 
wie M e i j e r i n g  u n d  R i e c k  [5] das b e h a u p te n , is t fraglich . D ie A n n a h m e  von 
M i l l n e r , P r o h á s z k a  und  N e u g e b a u e r  [ 7 ]  sowie von M a n n e r k o s k i  [ 8 ] ,  daß 
die H ä u te  a to m d isp erse r N a tu r  sin d , sch e in t w ahrschein licher.

Bei den  W o lfra m m e ta lla rte n  m it G K  C h a ra k te r  k o n n ten  w ir e ine  w eitere 
in te re ssa n te  E rsch e in u n g  b e o b a c h te n . Bei d er oben b esch rieb en en  K ris ta llit-  
b ild u n g  u n d  dem  W ach stu m  b le ib en  einzelne u rsp rü n g lich e  P u lv e rk ö rn c h e n  
u n b e rü h r t . D iese erscheinen in m itte n  d er g roßen  K rista lle  in  ih re r  u rsp rü n g ­
lichen  F orm  als In se l besteh en . U n ser B ild  3 zeig t solche e in g e lag e rte  K ö rn ­
chen  an  e iner B ruch fläche  eines G K  S tab es , dessen K ris ta lle  d en  ganzen 
Q u e rsch n itt ausfü llen . (B ek an n tlich  b r ic h t das W olfram  v o rw ieg en d  m it 
sp rö d em  in te rk ris ta llin e m  B ruch .)
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D ie U rsache d ieser E rsc h e in u n g  k ann  m a n  s ich  so vo rste llen , d aß  die 
In se lk ö rn c h e n  en tw ed er d u rc h  ih re  V orgeschichte o d e r d u rch  ihre Lage eine 
S o n d e rs te llu n g  zw ischen d en  a n d e re n  K örnchen  e in g en o m m en  haben . In  ih re r 
c h e m isc h e n  Z u sam m en se tzu n g  k o n n ten  sie z. B . d a d u rc h  von  den ü b rig en  
a b w e ic h e n , daß sie F re m d s to ffe  in  anderer V e rte ilu n g  u n d  A rt an  der O b er­
f lä c h e  e n th a lte n . D as k a n n  v o m  E n tsteh u n g sw eg  d e r  K ö rn e r h e rrü h re n  [9]. 
I h re  L age konn te  d a d u rc h  e in e  besondere se in , d a ß  sie m it allen N achbar-

B ild  3. Bruchfläche eines gesin terten  GK-Stabes, elek tronenop tisch  18 OOOfach vergrößert. 
Im  großkristallinem  G efüge s in d  unveränderte M etallpulverkörnchen sichtbar

k ö ríte tte n  und  auch m it d em  G roßkrista ll e in en  W in k e l bilden, der beim  
K ris ta llw a c h s tu m  u n g ü n s tig  is t .

M i n o r u  O z a s a  [ 1 0 ]  b e r ic h te t  darüber, d a ß  e in  Z usam m enhang  von  
A l20 3-Z u sa tz  und  P o re n z a h l im  S in terstab  b e s te h t .  N ach  m einer M einung 
h a n d e l t  es sich h ierbei n ic h t  n u r  um  Poren. P h o to  9 des g en an n ten  V erfassers 
ze ig t ziem lich  gut s ic h tb a r  d ie  U m rißform en v o n  R h o m b d o d ek aed ern , die 
d e r  V erfasser fü r P o ren  h ä l t .

*

W ir sind P. T u r y  u n d  T h . M i l l n e r , die u n se re  A rb e it m it ih ren  E r fa h ru n ­
gen  u n te r s tü tz t  h ab en , zu  D a n k  v erp flich te t.
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T H E  GROW ING OF CRYSTALS OUT OF M ETALPO W D ER G R A IN S  
IN T H E  SIN T E R IN G  PROCESS OF TUNG STEN RODS

J .  N E U G E B A U E R ,  T .  S I M O N  a n d  J .  T R E M M E L

SUM M ARY

B y  sintering a tungsten rod, from  the powder particles first little  crysta llites grow, 
the diam eter o f which corresponds approx, to three tim es th a t o f the m etal pow der particles. 
These crysta llites don’t grow further in tun gsten  species o f GK like character (K , S i, A l-dope), 
but build great crystals by union. In the other, not GK-like tungsten species, the crystallites  
grow aequiaxial. Some particles o f the m etal powder rem ains intact through th e  w hole s in t­
ering process. I t  is supposed th a t the growing o f crystals in GK-like tungsten  is determ ined  
b y  the walls o f the crystallites and not by the crystallites them selves.

CRISTALLISATION A PA R T IR  D E  G RAINS D E  PO U D R E S M É T A L L IQ U E S  
P E N D A N T  LE FRITTA G E D E S B A R R E S D E  TUN G STÈNE

J . N E U G E B A U E R , T. SIMON e t J . TREM M EL

R ÉSU M É

A u frittage des barres de tungstène, il se produit d ’abord des cristallites don t le d ia­
m ètre éq u ivau t à la grosseur de trois grains de poudre m étallique environ. Chez les tun gstènes  
de type GK (avec addition de K , Si et A l) on ne constate  pas l’accroissem ent des crista llites, 
qui se réunissent en form ant de gros cristaux. Chez les tungstènes purs ou d ifférant du type  
GK, l’accroissem ent des cristallites est équiaxial. Certains grains de poudres m éta lliques res­
ten t inchangés lors de la form ation des crista llites et des gros cristaux. L’auteur suppose  
que dans les barres de tungstène de type GK (avec addition de K, Si, A l), la crista llisation  
est déterm inée non par les cristallites, m ais par les parois de celles-ci.

ОБРАЗОВАНИЕ КРИСТАЛЛОВ ИЗ ЗЕРЕН МЕТАЛЛИЧЕСКОГО ПОРОШКА 
ПРИ СПЕКАНИИ ВОЛЬРФАМОВЫХ ПРУТКОВ

Й .  Н Е Й Г Е Б А У Э Р ,  Т .  Ш И М О Н  и  Й .  Т Р Е М М Е Л

РЕЗЮМЕ

При спекании вольфрамовых прутков в первую очередь образуются такие кри- 
сталиты, размер которых соответствует размеру трех зерен металлического порошка. 
В случае вольфрамов GK (с добавками К, Si, Al) их рост не наблюдается, а происходит 
объединение большого числа кристаллитов в крупные кристаллы. У чистых вольфрамов, 
не носящих характера GK, рост кристаллитов происходит эквиаксиально. Некоторые 
зерна металлического порошка при образовании кристаллита и макрокристалла остаются 
неизменными. Можно предположить, что в прутках вольфрама характера GK (т. е. с 
добавками К, Si, Al) рост кристаллов определяется не кристаллитами, а их «стенками».
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HISTORICAL DATA CONCERNING THE DEVELOPMENT 
OF GEAR WHEELS BEFORE THE WORLD WAR I*

E. V ID É K Y

D. ENG. SC.

D uring  th e  f ir s t  years of th e  X I X th  c e n tu ry , th e  gear w heel w as h a rd ly  
b e t te r  know n in th e  w orld th a n  b y  th e  E g y p tia n s  or th e  Chinese som e th o u sa n d s  
o f  y ea rs  ago. E v en  th e  b rillian t co n cep ts  o f L eo n a r d o  da  Vin c i d id  n o t  p rove  
to  be effective in  m ach in ery . O n th e  o th e r  h a n d  a sensation  w as c re a te d  in 
th e  w a tc h m a k e r’s a r t  and  p a r tic u la r ly  in  H u n g a ry  w here M árto n  Szo n tÁGH 
o f Ig ló , a jack -o f-a ll-trad es  c o n s tru c te d  th e  w orld-know n ch u rch -c lo ck  in  
th e  to w n  of R ozsnyó.

H ence, th e  clock of R ozsnyó sh o u ld  be a H u n g arian  p r io r ity  ! I t  is tru e  
t h a t  in  U berlingen , a fam ous ch u rch -c lo ck  h a d  a /read y  ex isted  in  1540, an d  
th e  epoch  of A rch im ed es  an d  o th e rs  w ere a lre a d y  acq u a in ted  w ith  lif tin g  
gears —  b u t th ese  have  rem ained  th e  co n cep ts  an d  are no t be co n sid e red  as 
p ra c tic a l re su lts .

In  course o f  tim e , no d o u b t, a lre a d y  in  1893 H u n g ary  left fo re ig n  c o u n t­
ries b eh in d ; De L aval w orked  w ith  a 30 000 r . p . m . herringbone g e a r  d rive  
m ech an ism . B u t in  ou r c o u n try  th e re  a p p e a re d  som e new  c o n s tru c tio n s , 
to o . A huge bevel gear p lan e r in  th e  Ganz W orks  in  B uda is to  b e  re m e m ­
b e re d  b y  m eans o f w hich bevel gears w ere o u t for th e  revo lv ing  b e d  p la te s  
o f  locom otives. T h is m ach ine-too l w as c o n s tru c te d  in  the  day s o f  D irec to r  
G u l d e n  an d  was tra n s fe rre d  to  th e  W agon  W ork s in  K őbánya. I  w as m y se lf 
w o rk in g  on i t  sev era l tim es, b u t  w h a t becam e  its  d estiny  is n o t k n o w n . My 
co lleague Jó zse f  K ond o ro ssy  w ho w as en g ag ed  in  th e  G anz W o rk s a t  th a t  
tim e  also rem em b ers  th is  tool. T h e re  w as, b esides, a g enera tive  b e v e l gear 
p la n e r  c o n stru c ted  on th e  basis o f  th e  la te s t  p rincip les and  w o rk in g  in  th e  
A rm a m en ts  Factory  w hich is described  in  th e  bo o k  “ G ear C u ttin g  M a c h in e ry ”  
b y  th e  A m erican  R a lp h  F la n d er s  an d  w hich  has some resem b lan ce  to  th e  
G leason  ty p e  A m erican  m ach ine .

* This is an abstract o f the m anuscript dated  27th  April, 1959 of Prof. D . E ng. Em il 
V i d é k y  who passed aw ay in the autum n o f  1960. The original in Hungarian is guarded by  
the Group for Recording and Collecting Technical R elics o f  the Ministry of E d u cation  (B u d a­
pest IX .,  K inizsi u. 39). I t  was Eng. Béla S z ő k e  w ho called the attention to th is m anuscript 
w hich contains interesting historical data concerning the developm ent of the correct construc­
tional principles o f gear wheels, but also to  the internationally  acknowledged priority  of 
author in pointing out these constructional princip les. The E ditor
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L ooking b a c k w a rd s , I  well rem em ber a n o th e r  p rio rity -like  ta s k  I  h a d  
to  solve while a s s is ta n t a t  th e  B u d ap est T e c h n ic a l U n iversity . T he gears o f 
tra m w a y s  in M iskolc a n d  P ozsony  d e te r io ra te d  a t  a dangerous ra p id lity  an d  
th e  m anagers co n su lted  P ro fesso r Cser h á ti o f  th e  T echnical U n iv e rs ity  w ho 
le ft th is  problem  to  m e to  solve. The gears w ere  th e  p roduction  o f th e  G anz 
W ag o n  W orks w here th e  eng ineer in  charge , M r. Som m er , d irec ted  th e  w orks. 
W h ils t w orking in  th e  d ra w in g  class, I  d iscussed  w ith  m y s tu d en ts  d eep ly  an d  
w ith  p a r tic u la r  in te re s t  th e  construction  of to o th  d iagram s and  rea lised  th e  
l im itin g  necessity  o f in v o lu te  gears, called a t  th e  tim e  release, im p ac t ( la te r  on 
in te rfe ren ce , i.e. u n d e rc u t) .  T his problem  h ad  n o t  y e t  been pub lished  an y w h ere , 
I  o n ly  found  from  th e  R e in eck er W orks c a ta lo g u e s  th a t  th e ir  m ach ines w ere 
n o t ab le  to  cu t gears b e lo w  a certa in  to o th  n u m b e r. A fte r careful co n sid e ra tio n s 
I  ad v ised  Mr. Som m er  to  tu rn  w ith  g rea t care  1,5 m m  of the  tip  circle o f th e  
g ea r to o th  belonging  to  th e  tram w ay  d rive , a n d  to  ro u n d  off th e  edges o f th e  
to o th  b y  m eans o f a b lu n t  file by  a fu r th e r  0,5 m m . The resu lt was s ta r tl in g . 
T h e  life of tra m w a y  gears  becam e m ore th a n  d o u b led , th a t  of p in ions m ore 
th a n  50-fold.

W hilst co n tin u e in g  to  s tu d y  th is  p ro b lem , I developed th e  k in em a tic s  
o f  u n d e rc u t and , in  c o n n ec tio n  herew ith , th e  s till perm issible lim it o f line 
p re ssu re  w ith  th e  H e r tz  eq u a tio n s  for stress. A ll th is  has been pu b lish ed  in  th e  
Z . d. V. Östr. Ing. и. A rch ,  in  1908; b y  th is , fo re ig n  countries w ere m ad e  to  
acknow ledge m y p r io r i ty  in  th is  field.

W hen  I was u n d e rg ra d u a te  a t th e  B u d a p e s t T echnical U n iv e rs ity , ju s t  
befo re  th e  tu rn  of th e  c e n tu ry , th e  professor o f  th e  C hair of M echanical U n its  
w as M r. E m il A sbóth  w ho h a d  left for R iga in  h is  y o u th  and  had  th e re  o b ta in e d  
his d ip lom a of m e c h a n ic a l engineer. H e h ad  a n  excellen t p rac tica l sense an d  
g re a t experience a n d  w as la te r  in v ited  to  be G enera l M anager o f th e  G anz 
W o rk s. He ta lk ed  H u n g a r ia n  im perfec tly  a n d  u se d  fu n n y  expressions, h av in g  
a lm o s t en tire ly  fo rg o tte n  his m other to n g u e . . . . B u t I  le a rn t from  h im  
R e le a u x ’to o th  d ia g ra m  co n stru c tio n  ex ce llen tly .

T he place of p ro fe sso r E m il Asbóth  w as f ille d  b y  E m il Sc h im a n ek  w ho 
cam e a t  th e  U n iv e rs ity  fro m  th e  Ganz W ork s a n d  whose ass is tan t p ro fesso r 
I becam e in 1901, le a v in g  th e  Locom otive D e p a r tm e n t of th e  M ÁVAG fa c ­
to ry ;  w here I could  th o ro u g h ly  acquire th e  k n o w leg d e  of in d u str ia l d raw in g , 
a n  im p o r ta n t an d  u se fu l know ledge, from  H u b e r t  D vorzsak , m y severe , b u t  
fa ir  chief. P rofessor S c h im a n e k  laid a g rea t s tre s s  on theo re tica l know ledge 
w h ich  again  was v e ry  u se fu l to  me. F ro m  a m o n g  m y pupils it  w as T h eo d o r 
v o n  K ármán who la te r  becam e m y a s s is ta n t a n d  d istinguished h im se lf in 
m a th e m a tic s . I t  w as he  w ho firs t called  m y  a tte n tio n  to  th e  s tu d y  o f 
H e r tz  stresses w hich  le a d  to  sign ifican t re su lts  in  m y  researches w ith  gears, 
a n d  w ith  which I  co u ld  o b ta in  for m y c o u n try  th e  p rio rity  acknow ledged  
a b ro a d .
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T he Ganz Works  s ta r te d  to  p ro d u c e  in  series cars called Á R P Á D  w hich 
becam e sp read  all o v e r th e  w orld, f i r s t  o f  a ll because of th e  su p e r io r ity  o f  th e  
Je n d ra s s ik  m o to rs, b u t  also because o f  th e  h igh  q u a lity  of tra n sm iss io n  gears 
w hich  h a rd ly  ev e r w ore ou t. T hese f i r s t  gears cam e from  Z u rich - b u t  th e  
fo llow ing gears w ere a lready  p ro d u ced  b y  th e  H ungária  m e th o d . I t  w as a t 
th is  tim e  th a t  we p re p a re d  the  d e ta ile d  A  inverse  tab le ; m y  c o lla b o ra to r  Mr. 
P olgár  gave g re a t assistance in  c a lc u la tio n s , —  a c o m p u ta tio n  req u ired  
co n sid e rab ly  less tim e  w ith  th is  ta b le  th a n  w ith  th e  com pu ting  m e th o d  called  
M aag. log. A. T he M AAG-gears w ere a lre a d y  produced  a t hom e b y  m ean s of 
in d u s tr ia l M A A G -planers. The to o th -c u t t in g  m achine p a rk  h ad  also  g re a tly  
developed . The R einecker, P fa u te r , S u n d e r la n d , G leascn an d  d iffe re n t MAAG 
m ach ines en larged  th e  gear p ro d u c tio n  to  a considerable n u m b e r; ev en  p a r t  
o f  rack -sh ap ed  c u tte rs  was m a n u fa c tu re d  a t  hom m e; earliest w as th e  p ro d u c ­
tio n  o f  S u n d erlan d  c u tte rs  for g rin d in g -m ill gears cast accord ing  to  p a tte rn s . 
N ew  gear w orks grew , th e  sm all f a c to ry  o f  D rabek  was a lre a d y  fu rn ish ed  
w ith  a M A A G -m achine, the  H u n g a ria n  G ea r F a c to ry  Serényi db W eisz A lb in  
possessed large eq u ip m en ts , —  th e  H o fh e rr  &  S ch ran tz  W orks d isp o sed  o f  a 
H e id en re ich -H arb eck  bevel gear p la n e r  a n d  o th e r u p -to -d a te  m ach in es . 
T h ere  w as even a tim e  w hen I m yself (e a rlie r , a t  th e  very  beg inn ing  o f  progress) 
e s tab lish ed  a sm all to o th -c u ttin g  sh o p  ca lled  O rth o d o n t, b u t  la c k in g  an y  
com m ercia l sense, m y  sm all in v ested  c a p ita l  soon m elt aw ay an d  I  w as b o u n d  
to  give i t  u p , w hereas W eisz  A lbin , fo r in s ta n c e , who d u ring  th e  w a r  w orked  
w ith  m e in a m ilita ry  car-repair shop  a n d  le a rn t  m uch from  m e, su cceed ed  in 
develop ing  his busin ess  in to  a g ig an tic  co n ce rn  w here he allow ed m e, o u t of 
g ra t i tu d e , to  c a rry  o u t num erous e x p en s iv e  experim en ts.

O nce, d u rin g  m y  researches on th e  d iffe ren t causes o f to o th  p ro file  
d e te rio ra tio n  an d  p itt in g , a t th e  s ta t io n  G lion  o f th e  R ocher de N ay  rack  
ra ilw a y  n ea r M o n treu x  I de tec ted  a r a th e r  in te re s tin g  k ind  o f p i t t in g  on  th e  
to o th  p ro files of th e  cheek , the  orig in  o f  w h ich  could no t be u n d e rs to o d  o th e r­
wise th a n  b y  a v o lta ic  arc induced  d u r in g  th e  co n tac t o f to o th  w h en  th e y  
are  se p a ra tin g  a n d  som e F o u cau lt c u r re n t  is in te rru p te d ; here  th e  v o lta ic  
arc  sp a rk s  over th e  in te rm ed ia te  oil f ilm . I  cam e to  the conclusion  o f  th is  
process from  th e  e ffec t of the  p i t t in g  c ra te r  exam ined  m icroscop ica lly . A t th e  
b o tto m  of th e  c ra te r  a sm all m ound  d ev e lo p ed  w ith  a sh in ing t ip  w h ich  ob­
v io u sly  re su lted  from  m elting . I th o u g h t  we could m ake th e  oil c o n d u c tiv e  
an d  th u s  th e  c u rre n t w ould flow th ro u g h  i t  w ith o u t any  v o lta ic  a rc  fo rm a tio n . 
In  th is  m an n er, p i t t in g  could be a v o id ed . T h is  idea was once su ccessfu lly  used  
in  th e  G A N Z  W orks  w hen the  E g y p tia n  a g e n t asked for an  e x p e r t  to  com e 
over w ith o u t de lay , since th e  ir r ig a tio n  o f  th e  ricefield was in  th e  g re a te s t 
d an g e r as a consequence  of the  d e te r io ra t io n  o f th e  gears. T he d ire c to r  o f  th e  
Ganz Works  h ad  m e called and  in s tru c te d  m e to  leave a t once, as th e  p lane  
was re a d y  to  s ta r t .  I  rem em bered  th e  G lion  p itt in g  and  asked  th e m  b y  cable
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f i r s t :  1 . w h e th e r th e  to o th  p ro file  surface w as f lu f fy  from  s tan d in g  iro n d u s t 
(i.e. w h e th e r  th e  to o th  h ad  becom e m agnetic), 2 . w h e th e r  th ere  was a m o u n d  
a t  th e  b o t to m  o f th e  p i t t in g  c ra te r  and  w h e th e r  th is  m ound  h ad  a sh in n in g  
t ip .  —  T h e  cable w as d isp a tc h e d  th e  answ er w as p o s itiv e . As an  answ er to  th e  
a b o v e  I  cab led  th e m  to  a d d  g ra p h ite  to  th e  oil. T h e  rep ly  arrived  in  no tim e : 
th e  p i t t in g s  h a d  ceased , e v e ry th in g  was in  o rd e r. —  T his was how I  d e p riv e d  
m y se lf  o f  som e p le a sa n t w eeks in  E g y p t. B y  w a y  o f com pensation , h o w ev er, 
I  d isco v e red  th e  u rg e n t n ecess ity  of m ak in g  a n  in ten se  of th e  p ro b lem  o f 
lu b r ic a tio n .

B y  th is  tim e , oil congresses were m ee tin g  a ll o v e r th e  world. I ca re fu lly  
s tu d ie d  a g rea t a m o u n t o f th e se  rep o rts , p a r t ic u la r ly  th o se  p a r ts  w hich re fe rre d  
to  g e a r lu b ric a tio n . I  rea lised  th a t  b y  th e  im m en se  n u m b er of re v o lu tio n s , 
w ith  th e  h igh ly  im p o r ta n t  req u irem en ts  o f  space  a n d  w eight red u c tio n , th e re  
w as o n ly  th e  oil film  re m a in in g  u n in te r ru p te d  a n d  su ffic ien tly  th ick  d u rin g  
o p e ra t io n  w hich  could  m ake th e  perfec t liq u id  f r ic tio n  ce rta in  th e  h y d ro d y n a m ic  
c o n d itio n s  of w hich shou ld  be de te rm in ed  a n d  e ffe c tu a te d . N ow adays th is  is 
u n d e rs to o d  an d  accep ted  b y  foreign  sc ien tis ts  to o . M y la s t p u b lica tio n  also  
d iscu ssed  th is  p ro b lem , w hereas I  w ould r a th e r  p re fe r  to  leave th e  H u n g a r ia n  
h is to ry  o f  gear p e rfec tio n  to  m y  younger c o n tem p o ra rie s , who are m o v in g  
w ith  fre sh  energy  in  th e  sc ien tific  jung le  o f  th e  new  w orld.
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DATA ON THE HISTORY OF METALLE RGY 
IN HUNGARY

IX.
RESU LTS O F M ETALLURGICAL RESEA RCH ES C A R R IE D  OUT ON T H E  TER R ITO R Y  

O F T H E  VAS COUNTY U N TIL T H E  E N D  OF 1961*

A. S C H L E IC H E R

D. ENG. SC.

[M anuscrip t rece ived  O c to b er 1, 1962]

1. P re lim in arie s

As fa r  as we know , th e  re p o rt o f V ilm os L ip p  from  1875 is th e  e a r lie s t 
w hich  concerns m e ta llu rg y  in  th e  archeo log ical l i te ra tu re  of H u n g a ry  c o n c e rn ­
ing  V as C o u n ty  [1]. F ro m  th e  archeological a n d  also m eta llu rg ica l p o in t  of 
v iew , Vas C o u n ty  is m ost rem ark ab le  b ecau se  o f th e  bronze o ccu rence  in  
V e lem szen tv id  kn o w n  b y  th e  ex p erts  from  all o v e r th e  w orld an d  d esc rib ed  
in  fu ll de ta ils  b y  th e  exp lo rers [2]. T h is, we sh a ll n o t  discuss here, b u t  —  re g a rd ­
ing  its  h igh  s ign ificance  an d  in te n d in g  to  co m p le te  ou r s tu d y  —  an  a b s t r a c t  
is g iven  u n d e r  [2] from  a descrip tion  of th e  p lace  o f  occurence in  V elem  [14]. 
I t  seem s w o rth w h ile  to  m en tion  here th a t  a cco rd in g  to  one a rch iva l d a te  [8 ], 
42 b ronze  sickles w ere found  in 1841 in  th e  u p p e r  fo rest o f K őszeg, b e n e a th  
th e  “ Teufels T isc h ”  (T able o f th e  D evil). T h ree  o f  th ese  bronze sickles a re  now  
to  be seen in  th e  N a tio n a l M useum , th e  o th e rs  h a v e  becom e m islaid in  K őszeg . 
A t th a t  tim e , th e se  f in d s  were qua lified  as re m a in s  from  th e  Celts, a n o th e r  
p ro o f in  a d d itio n  to  th e  fin d s of V elem szen tv id , th a t  in  th e  p re h is to r ic  age 
th is  reg ion  h a d  a developed  m eta llu rg y  of b ro n ze . E v e n  th e  finds o f S ág h eg y  
are  a p ro o f h e reo f, th o u g h  th is  is a lread y  o u ts id e  th e -e rr ito ry  of V as C o u n ty  
in  V eszprém  C o u n ty , b u t  airline d is tan ce  o f 50 k m  betw een  V elem  a n d  S ág ­
hegy  is no rea so n  n o t to  com pare, to  a c e r ta in  deg ree , th e  tw o fin d s a n d  th u s  
to  p ro v e  th a t  th e  se ttle m e n t of Sághegy has m u c h  in  com m on w ith  t h a t  o f 
V elem , an d  is ev en  eq u a l to  i t  concern ing  its  b ro n ze  a r t . [11] The H u n g a r ia n  
b ronze  fin d s  o f  K eresz tes  should  be m en tio n ed  h e re , to o  [12]. F u r th e r  d a ta  are  
o m itte d  here , since o u r exp lo ra tions ch iefly  re g a rd  th e  opening o f tra c e s  o f 
iro n  fu rn aces .

A t th e  e x tre m e  edge of th e  W este rn  fro n tie r  o f H u n g a ry  before 1918, in 
th a t  p a r t  o f V as C ou n ty  w hich w as an n ex ed  to  A u stria  a fte r 1921, sev e ra l

* D r. A la d á r  S c h l e i c h e r  w ho in th e  m ean tim e  h as  p assed  aw ay  had h ad  th e  in te n tio n  
to  use th e  ab ove  p a p e r  as an  in tro d u c tio n  to  a  series o f p a p e rs  d iscussing ex ca v a tio n s  in  th e  
V as C ou n ty . T h ese  ex ca v a tio n s  were in ia ted  b y  th e  M eta llu rg ic -H isto riea l C om m ission  of 
th e  M in istry  o f M eta llu rg y  an d  M achine In d u s try  a n d  D r. A lad ár S c h l e i c h e r  w as ch arg ed  
w ith  th e ir  co n tro l. T h e  ex cav a tio n s  a re  co n tin u ed  b y  th e  M e tallu rg ic -H isto riea l C om m ission  
a n d  th e ir  re su lts  w ill be  re p o rte d . The E ditor
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t r a c e s  are  know n  p o in tin g  to  a developed  m e ta llu rg y  of iron  in  th e  h is to rica l 
ag e . O n  th e  te r r i to ry  a n n ex ed  to  A u s tr ia  a n d  m o stly  belonging to  th e  fo rm er 
V as C o u n ty , B arb  re p o rts  o f  no less th a n  27 p laces of occurence [3] w here 
tra c e s  o f  m e ta llu rg y  o f iro n , w ith  severa l o th e r  fin d s b u t ch iefly  slag  c ru sts , 
w ere  fo u n d  d a tin g  from  g re a tly  d iffe ren t ages, as a tu h o r  and  his co llab o ra to rs  
s ta te d .

F o r  a b e tte r  know ledge of th e  p re lim in a rie s , it  is n ecessary  to  q u o te  
w o rd  b y  w ord  one p a r t  o f  th e  S e c re ta ry ’s R e p o rt of L ip p  [1]:

“ I t  fo r long seem ed q u ite  u n u su a l th a t  th e  h illy -dow ny region o f  V ashegy , 
E g y h á z a s  an d  G yepűfüzes shou ld  be so r ic h  in  iro n  slag, th o u g h  th e re  n o th in g  
k n o w n  is o f  iron  p ro d u c tio n , m ines or fo u n d rie s  and  n e ith e r  n a tu re  itself, 
n o r  s c r ip ts  reveal an y  tra c e s . This en igm a is now  solved. L ast a u tu m n , w hilst 
d ig g in g  a d itch  in  th e  fo rest o f  G yepűfüzes, th e re  appeared  a t  a d e p th  o f 2— 3 
m e te rs , te n  ro u n d  co n e-sh ap ed  iron  fu rn aces  o f  1 m  heigh t an d  1 m  b ase  d ia ­
m e te r , one beside th e  o th e r. I t  seem s th e se  fu rn aces  were b u ilt s e p a ra te ly  for 
e a c h  m e ltin g  an d  m eltin g  cou ld  be ca rried  o u t  on ly  a round  an d  below  th e  fire , 
th e  fu rn a c e s  h av in g  been p rov ided  w ith  s h o r t  legs. C onsidering th e  ra th e r  
p r im it iv e  fo rm  o f th ese  fu rnaces as well as th e  g rea t n u m b er of tu m u li  ly ing  
in  th e  n e a r  n e ighbourhood  w hich  h a d  been  d u g  over several tim es, we becam e 
m o re  a n d  m ore convinced  th a t  we h ad  m e t one o f th e  n o tab le  m a n ife s ta tio n s  
o f  th e  I ro n  Age —  e t nom ine  et o m in e” .

T h e  club re p o rt o f 1876 [1] anew  d iscusses th e  finds o f G yep ű fü zes: 
. . . “ T h e  region of V ashegy  is covered w ith  iro n  slag here and  th e re  fo rm ing  

la y e rs , a lth o u g h  th e  w r itte n  relics o f th e  h is to r ic a l age do n o t an y w h ere  m en­
t io n  iro n  m ines, iron  p ro d u c tio n  in  o u r C o u n ty , n e ith e r  are th e ry  fo u n d  th e re  
t o d a y . . . ” .

C o n seq u en tly , th e  peop le  liv ing  in  th e  Iro n  Age b ro u g h t c ru d e-iro n  
fro m  th e  n e ighbouring  N oricum  in S ty r ia  an d  processed it  in to  d iffe ren t 
h o u se h o ld  goods an d  a rm s found  sc a tte re d  a ro u n d  everyw here. T h e  o th e r  
co n seq u en ce  is th a t  V as (“ iro n ” ) C o u n ty  g o t its  nam e from  its  fo rm e r flouri- 
ch in g  iro n  in d u s try , i.e. a lre a d y  before  th e  R o m an  Age.”

T h e  te r r i to ry  describ ed  b y  L ip p  w as a n n ex ed  a fte r W orld  W a r  I  —  as 
a lre a d y  m en tio n ed  —  to  A u stria , b u t  th e  v e ry  p lace, nam ely  th e  reg io n  o f th e  
E a s te r n  side o f th e  V ashegy , has rem a in ed  in  o u r co u n try  an d  th u s  i t  can  he 
e x p e c te d  th a t  th is  g ro u n d  is s till h id ing  m e ta llu rg ic a l finds for com ing  e x c a v a ­
t io n s ,  th e  descrip tion  o f L ip p  being, a t  th e  sam e tim e , a n o th e r p ro o f  o f how  
im p o r ta n t  th e  co opera tion  o f archeo log ist a n d  m eta llu rg is t is for ju d g in g  finds 
o f  th is  k in d . N am ely , th e  re p o r t  in  q u estio n  c o n ta in s  some erroneous m e ta llu r ­
g ica l conclusions w hich  w ill be —  in  th e  fo llow ing  —  co rrec ted  a n d  co m p le ted  
to  sav e  exp lo rers th e  tro u b le  o f be ing  m isled . L i p p , of course, is to  be  b lam ed  
f ro m  a d is tan ce  of n ea rly  90 years, such  a n  o rgan ised  co o p era tio n  be in g , in  
h is d a y s , q u ite  inconceivab le .
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T here  is fo rm  all th e  d a ta  of L ipp  f irs t  o f  a ll, th e  d a te  concern ing  th e  “ iron 
fu rn aces”  i.e. iro n -sm eltin g  fu rnaces, w h ich  sh o u ld  be corrected . H e  believes 
th e  te n  fu rnaces s ta n d in g  in  a row , one b e n e a th  th e  o ther, are re m a in s  o f  th e  
Iro n  Age. I t  shou lds be know n, how ever, t h a t  from  am ong th e  iro n  fu rn aces  
d iscovered  so fa r, th e re  w ere fu rnaces an y w h e re  hav in g  a i m  h e ig h t a n d  1 m 
base d iam ete r, w hereas th e  a t tr ib u te  “ ro u n d  con ica l” is m islead ing , g iv ing 
th e  im pression  as if  th e y  were rick -sh ap ed  fu rn aces  which were n o t  u sed  for 
iron -sm elting , b u t  for cerem ical purposes. B u t shou ld  the a t t r ib u te  “ ro u n d ” 
concern cy lin d rica l bodies of uniform  d ia m e te r , th e  ra tio  d ia m e te r: h e ig h t is 
also u n u su a l, th e  fo rm er fu rnaces of 1 m  h e ig h t h av in g  had  a d ia m e te r  o f  0.6 to  
0.8 m  or, on th e  c o n tra ry , a d iam ete r o f  1 m  involved  a g ra te r  h e ig h t;  th is  
la t te r  case being  ra th e r  ra re . F o r these  d im ensions th e  d a ta  [4] o b ta in e d  a fte r  
G il le s  give som e in fo rm atio n . T he h y p o th es is  t h a t  th ere  really  w ere ce ram ica l 
fu rnaces is su p p o rte d  b y  L ip p ’s s ta te m e n t t h a t  th e  furnaces h a d  s h o r t  legs 
an d  were fed b y  a fire  m ade u n d e r th e m .

T his in fo rm a tio n  en tire ly  excludes th e  a ssu m p tio n  th a t  th e  fu rn a c e s  in 
question  could  h a v e  been  used for iro n -sm e ltin g . F irs t, hea tin g  c a rr ie d  our 
from  below  an d  p rac tica lly  in th e  open a ir , w ou ld  involve such  a n  im m ense  
loss o f h e a t as w ould  n o t to  be su ffic ien t a t  a ll fo r m elting  iron ore , b u t  w ould  
be su ffic ien t fo r p o tte ry  bak in g ; th e  m ore so since th e  tw o fu rnaces o f  th e  te n  
p laced  a t  th e  ends suffered  th e  g rea te s t h e a t loss, whereas the  te m p e ra tu re  
of th e  o th e r e ig h t fu rn aces , s tan d in g  one besid e  th e  o ther —  p ro b a b ly  sh e l­
te red  e.g. b y  a d itc h  —  w ould be less in flu en ced  by  rad ia tio n  loss.

I t  shou ld  be m en tio n ed  th a t  it  is n o t  q u ite  im possible to  u se  fu rn aces  
su p p o rted  by  legs in  m e ta llu rg y  A grico la , fo r in s tan ce , expounds in  w ritin g  as 
well as in  d raw ings a fu rnaces s tan d in g  on  legs an d  heated  from  b e low . B u t 
th is  fu rn ace  w as ra th e r  caned ron -shaped  a n d  se rv ed  to  m elt m e rc u ry  ore [5]. 
In  th e  course o f dev e lo p m en t o f th e  b la s t  fu rn a c e  in  th e  f irs t q u a r te r  o f  th e  
X lX tl i  c e n tu ry  a b la s t fu rnace  was b u ilt  in  S c o tla n d  w ith  open h e a r th  a n d  its  
sh a ft p laced  a t  a cast-iro n  curb  based  on c a s t- iro n  supports  [6 ]. B u t  in  our 
days to o , th e re  are exam ples o f b la s t fu rn aces  p laced  on iron s u p p o r ts , like 
tho se  in  Chile, w here  in  regions shaken  b y  e a r th q u a k e s  the  h e a r th  is f ix e d  by  
th ick  stee l p la te s , these  steel p la tes be ing  ab le  to  resists even an  e a r th q u a k e  
of 60 cm  m o v em en t [7]. N evertheless, tw o  fa c ts  ought no t be  n e g lec ted . 
F irs t, i t  is o u t o f  q u estio n  th a t  in  an c ien t tim e s  th e y  should h av e  b u i l t  such 
an  iron  or, as a m a t te r  o f fac t, steel s tru c tu re . In  th e  second place, th e  h e a r th  
—  for b o th  th e  above m en tioned  ty p e s  o f  o u r days — stood  on  th e  sam e 
level as th e  g ro u n d  an d  iron legs on ly  su p p o rte d  the  curb  o f  th e  b la s t 
fu rnace .

I t  can  be th u s  concluded  th a t  th e  fu rn aces  of Lip p , to  all a p p e a re n ce s  
served  th e  p u rp o se  o f ceram ics, b u t since he  h im se lf m entioned co n sid e rab le  
n u m b er o f slag  occurrences as well as n u m e ro u s  tu m u li, it m u st b e  assu m ed
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t h a t  th is  reg ion  w as r a th e r  p o p u la ted  an d  th e  in h a b ita n ts  were also o ccu p ied  
w ith  iro n -m eltin g .

I n  his second re p o r t  L ip p  expressed h is h o p e  o f still find ing  a c o n s id e r­
a b le  n u m b e r  of such  fu rn a c e s  in  th e  region o f  th e  V ashegy. This hope w as n o t 
fu lf ille d  u n til  1937, y e a r  o f  th e  pub lica tion  o f  th e  w o rk  of B arb  [3]. T h is  w ork  
d iscu sses  in  all d e ta ils  (see pages 135 to  138) th e  re su lts  o f ex cav a tio n s o n  th e  
V a sh e g y  carried  ou t on b e h a lf  o f A ustria . T hese  e x c a v a tio n s  nearly  ev e ry w h ere  
show  n o th in g  b u t slag  re m a in s  and  4 to  5 cm  d ia m e te r  clay-pipe fra c tio n s  
c o v e re d  w ith  slag. T h e re  w ere  only tw o p laces w h e re  th e  presence o f a fu rn a c e  
co u ld  be  assum ed.

I t  is tru e  th a t  to d a y  V ashegy  itse lf  a n d  th e  w hole d istric t is a p a r t  o f 
A u s tr ia , neverthe less th e  ex cav a tio n s  of L ip p  h a s  been  discussed h ere  in  all 
d e ta i l ,  L ip p  being a H u n g a r ia n  archeologist (he w as  a P rem o n s tran t c an o n  an d  
p ro fe sso r  o f a g ram m ar schoo l a t S zom bathely ) w hose w ork has r a th e r  b een  
fo rg o tte n , a lth o u g h  i t  w as th e  f irs t and —  d is re g a rd in g  th e  lite ra tu re  c o n c e rn ­
in g  V elem szen tv id  a n d  o th e r  places of b ro n ze  occurence m en tio n ed  in  th e  
P re lim in a rie s  —  th e  o n ly  w ork  done on m e ta llu rg y  as far as V as C o u n ty  
is c o n ce rn ed .

2. G eneralities

A fte r  these  p re lim in a rie s  and co n sid e rin g  th e  fac t th a t  th e  fo rm e r 
H u n g a r ia n , now A u str ia n  p a r t  of Vas C o u n ty  h as  produced  find ings in  h re a t  
n u m b e rs  w hich p ro v ed  iro n -sm eltin g  —  as ab o v e  m en tio n ed  —  i t  seem ed  in ­
c re d ib le  th a t  th e  iro n  p ro d u c in g  ac tiv ity  o f th e  an c ien ts  should h av e  ceased  
b e y o n d  th e  new  f ro n tie r  a r tif ic ia lly  d raw n.

T h is  is th e  rea so n  w h y  th e  C om m ittee  fo r  th e  H isto ry  of M e ta llu rg y , 
u n d e r  th e  auspices o f th e  m in is te r of m e ta l lu rg y  and  m achine in d u s try ,  
d ec id ed  to  explore th e  te r r i to r y  in  question ; th e  r e s u lts  are given in  th e  fo llow ­
in g , b u t  a lready  here  i t  sh o u ld  be m en tio n ed  t h a t  th e  researches o f th e  f ir s t  
y e a r  ach iev ed  re m a rk a b le  re su lts .

W h en  th e  w ork  s ta r te d ,  th e  C om m ittee  s e n t  circulars to  th e  e x e c u tiv e  
co u n c il o f 110 p arish  councils  in  Vas C oun ty  re q u e s tin g  th em  to  give in fo rm a ­
t io n  as to  w h e th e r in  th e ir  d is tr ic t were to  b e  fo u n d  slag or o th e r  re m a in s  
m a k in g  i t  p robab le  t h a t  th e re  h ad  been iro n -sm e ltin g  in  form er tim es .

T h e  c ircu lar w as an sw ered  by  only 18 p a r ish e s  an d  5 th e reo f w ere  p o si­
t iv e . T h e  ad d itio n a l re su lts  we ob ta ined  la te r  o n , in  sp ite  of th is  p a s s iv ity , are 
m o s tly  due  to  p riv a te  p e rso n s  whose nam es w ill b e  m en tioned  w hen re n d e rin g  
a c c o u n t o f  th e  re su lts  in  a ll details.

B efo re  com ing to  th is  p o in t, it  is th o u g h t n ecessa ry  to  cite all d a ta  p u b ­
lish e d  in  connection  w ith  o u r sub jec t. Som e o f th e  b e tte r  know n w o rk s of 
re fe re n ce  are m en tio n ed  h e re , even if  th e y  do n o t  co n ta in  d a ta  of m e ta llu rg ica l 
in te r e s t ,  in  order to  sav e  th e  fu tu re  exp lo rers f ro m  tak in g  troub les in  v a in .
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As f irs t  exam ple  le t  us m e n tio n  th e  g rea t w ork of M á ty ás  B É L  often  
c ite d  in  our p rev ious s tu d ie s ; i t  gives d e ta iled  in fo rm atio n  on th e  H u n g a ria n  
co u n tie s , b u t  does n o t co n ta in  a n y  d a ta  concern ing  our su b jec t. S z e n t l é l e k y  
w rites  ab o u t th e  tow n o f S zo m b a th e ly  [9]. I t  seem s pecu lia r t h a t  th e re  is no 
tra c e  o f  slag tip s  or o th e r  f in d in g s w h ich  m ig h t prove fo rm er iro n -sm e ltin g  in  
th e  p lace-nam e re p e rto ry  of P e s t y  from  1864, w hich of cou rse , em b races  th e  
w hole V as C ou n ty  of th o se  d ay s  [10]. H ow ever, th e re  h av e  b een  fo u n d , —  as 
a lre a d y  m en tio n ed  u n d e r source [3] —— in  th e  te r r i to ry  a n n ex ed  to  A u s tr ia  a 
b r e a t  n u m b er o f  such  trace s  an d  —  as sha ll be seen —  even th e  p re se n t te r r i ­
to ry  o f th e  C ou n ty  has, so fa r a lre a d y  show n five places o f  su ch  occurrence . 
T h e  ind ifference o f th e  v illagers en co u n te red  w ith  even to d a y  is q u ite  in ex ­
p licab le ; th e  m ore  so as in  th e  six ties  an d  seven ties of th e  la s t  c e n tu ry , th e re  
w as n o t only L ip p  in  S zo m b a th e ly , b u t  also F lóris R ö m er , th e  excellen t 
a rch eo lo g is t in  K őszeg w ho w as as B en ed ic tin e  professor, a n d  in  th o se  days 
F e ren cz  P u l s z k y , Ján o s  E r d y , Im re  H e n s z l m a n n , etc . also c a rr ie d  o u t th e ir  
a rcheo log ical w orks of g enera l in te re s t .
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BERECHNUNGEN DES WALZDRUCKES 
UND WALZMOMENTES BEI FEINWALZSTRASSEN
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D E R  U N G A R ISC H E N  A K A D E M IE  D E R  W ISSEN SCH AFTEN
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LEHRSTUHL FÜR HÜTTENMASCHINENBAU, TECHNISCHE UNIVERSITÄT 
DER SCHWERINDUSTRIE, MISKOLC

I E ingegangen am 13. Mai 1963]

D iese Arbeit will eine einfache M ethode zur Berechnung der W alzparam eter ((); P; M )  
verm itteln , dabei wird eine neue M ethode zur Berechnung der Abhängigkeit der Verform ungs­
festigk eit von der V erform ungsgeschwindigkeit angegeben

k f  =  k/o 0  +  0,05 • ф) [kg /m m 2]. 
wo

i s t .

<P =
Ah,Durchschn.

^Durchschn. d Durchschn.

I. Einführung

B eim  W alzen von P ro fils täh len  m uß  der G eleji’schen T h eo rie  e n tsp re ­
chend  sow ohl das e in lau fende , als auch  das auslau fen d e  P ro fil q u a d ra tie r t  
w erden , es is t ab e r n ich t genau  b e s tim m t, wie z. B . dieses Q u a d ra tie re n  au f 
die B re ite  angew endet w erden  m uß  bzw . wie d er E in sp an n b o g en  u n d  dam it 
die g ed rü ck te  O b erfläche  b e rech n e t w ird . D er Zw eck d ieser A rb e it  is t, die 
n ö tig en  P a ra m e te r  g en au er anzugeben . D am it k an n  m an  e in este ils  die Be­
rü h ru n g sfläch en  des W erk stü ck es  an  Stelle g eom etrischer K o n z e p tio n  auch 
d u rch  B erechnungen  genügend  genau  b estim m en  u n d  au ß erd em  k a n n  m an  die 
V erfo rm u n g sfestig k e it als F u n k tio n  d er V erfo rm ungsgeschw ind igke it b e rü ck ­
sich tigen .

Bei der A u sa rb e itu n g  d e r B erech n u n g sm eth o d en  h a t  d e r  V erfasse r die 
d iesbezüg lichen  V ersuchsm essungen  des L eh rstu h ls  fü r  H ü tte n m a sc h in e n b a u  
u n d  die von G. Z o u h a r  [1] v e rö ffen tlich ten  M eßergebnisse b e n u tz t .  Im  
e rs te n  F a ll b e tru g  das E n d m a ß  des W alzstü ck es 8 m m  D u rch m esse r, w ährend  
es im  zw eiten  F a ll q u a d ra tisc h e n  Q u e rsch n itt m it 6,6 m m  K a n te n lä n g e  h a tte .

II. B estim m ung der gedrückten Oberfläche

B eim  W alzen  q u a d ra tisc h e r  S tücke  k a n n  die g ed rü ck te  O b erfläch e  ein­
fach  aus dem  Z u sam m en h an g

Q  =  ld ■ bk [m in-]
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b e re c h n e t  w erden [2 ], wo
Id =  \ R  Ah  [m m ]

d e r g ed rü c k te  Bogen u n d
, b% +  ^2 r 1 bk =  [m m ]

die  m itt le re  B reite des S tü c k e s  im  W alzspalt is t .

Bild 1
D e r W ert von h2 is t richtig  6,6.

A u ch  beim  P ro filw a lzen  w äre  die A n w en d u n g  d ieser e in fachen  F o rm el 
w ü n sch en sw ert. Aus G rü n d e n  d e r G enauigkeit m ü ssen  ab er gegenw ärtig  die 
g e d rü c k te n  F lächen  m it H ilfe  v o n  P la n im e trie re n  b e s tim m t w erden , w as 
je d o c h , wie Bild 1 ze ig t, schw ierig  und  lan g w ierig  is t , u n d  es is t  deshalb  
zw eck m äß ig , die fo lgende B erech n u n g sm eth o d e  an zu w en d en  (B eze ich n u n ­
gen  n a c h  Bild 2).

D as  P ro fil s tim m t m it  dem  Q uersch n itt des H o h lrau m es n ic h t ganz 
ü b e re in  (dam it sich k e in  G ra t  b ilde t). D esha lb  m u ß  zu e rs t das w irkliche 
P ro f i l  des W alzstückes b e s t im m t w erden, w as m it H ilfe  d er H o h lrau m ze ich ­
n u n g  d u rc h  P lan im e trie ren  e rfo lg t.

W ü rd e  m an die Q u a d ra tu r  m it H ilfe d er w irk lichen  B reite  b d u rc h ­
fü h re n , so w ürde m an  m it d e m  A usdruck

u n d  b e i B erücksich tigung  d e r  H ö h en v errin g eru n g  die d u rch sch n ittlich e  H öhe

/
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des ein- u n d  au slau fen d en  S tückes b e s tim m e n ; dies b e d e u te t a b e r  eine s ta rke  
A bw eichung  von  dem  d u rch  M essen b e s tim m te n  W ert. D ies is t  v e rs tä n d lic h , 
weil die B re ite  ü b e rh a u p t n ich t b e a c h te t w erden  k o n n te . M an k a n n  die w irk­
lichen  V erhä ltn isse  v iel besser a n n ä h e rn , w enn bei der Q u a d ra tu r  u n d  für 
d as  e in laufende wie fü r  das au slau fen d e  P ro fil die m ittle re  B re ite  b e n u tz t 
w ird , die d u rch  dem  A u sdruck

gegeben  ist.
Im  Zuge d er B erech n u n g  m u ß  ab e r d a ra u f  g each te t w e rd e n , d a ß  das 

S tü c k  v o r jed em  H o h lrau m  um  90° v e rd re h t w ird.

b I +  b 2
к — ~

Bild 2

D er B erechnungsgang  w ird  in  den T afe ln  I  und I I  b ek an n tg eg eb en . 
M ittle re  H öhe des q u a d ra tie r te n  P ro fils :

M ittle re  H ö h en v errin g eru n g :

^ ^ n om  =  ^ k x  ^/i2*

M ittle re r a k tiv e r  W alzen d u rch m esse r:

■^nom =  £>0 ^ ^ n o iir

W ürde m an  die g ed rü ck te  F läch e  m it d er Form el

nom

nom

nom •

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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b e s tim m e n , so bekäm e m a n  k e in  richtiges E rg e b n is , w eil die versch iedenen  
D u rc h m e sse r  n ich t a u f  e in m a l an  das W erk stü ck  g e lan g en  (aus Bild 1 g u t zu 
e rse h e n ).

A u s den zeichnerischen  B estim m ungen  is t zu e rseh en , daß  der g ed rü ck te  
B ogen  an n äh ern d

I __ ^dnom +_  ̂ dmax
'dD urchschn . —

i s t ,  w o Zdmax der größ te  zu  ( A h max) H ö h en v e rrin g e ru n g  gehörende g ed rü ck te  
B o g en  is t :

D min

2
■Ah

w o b ei A hmax =  hx — h2

u n d
■^min =  A h max .

D ie  wirkliche g e d rü c k te  O berfläche k an n  a lso  aus dem  Z usam m enhang

Q  ^dD urchschn. ’ b‘l [m m  ]

e r re c h n e t  w erden.
D er Ç -W ert des fe r tig e n  D rah tes  von 8 m m  D u rch m esser, der m it H ilfe  

des V iereck -O v al-B lo ck p lan es b estim m t w urde , w e ic h t n u r wenig von  dem  
ze ic h n e risch  b estim m ten  W e r t  ab  (Tafel I u n d  B ild  3). A uch bei dem  V ie r­
k a n t s ta h l  von 6,6 m m  K a n te n lä n g e  bekom m t m an  zw ischen  b erech n e ter u n d  
g em essen e r gedrück ter O b e rf lä c h e  gute Ü b e re in s tim m u n g  (Tafel I I  u n d  B ild  
4). Im  le tz te ren  Fall w u rd e  d ie  M essung so d u rc h g e fü h r t , daß  das W alzw erk  
w ä h re n d  der A rbeit a b g e s te ll t  u n d  das fre igeleg te  S tü c k  fo to g rafie rt w urde  
(B ild  5 u n d  6). Die g ed rü c k te  O berfläche k an n  d a n n  a u f  dem  L ich tb ild  p lan i- 
m e tr ie r t  w erden.

A u f  G rund der V e rsu ch sw erte  sch läg t G. Z o u h a r  eine F orm el zu r 
B e re c h n u n g  der g ed rü ck ten  O berfläche  vor. W ird  e in  V ie rk an t oval g ew alz t 
(B ild  7), so ist

Q = K  b2y l d +  9 {xb0 +  6 , ) Л ( 1  — у )

w ird  a b e r  ein Oval q u a d ra tis c h  gew alzt (B ild 8 ), so is t

Q =  br y ld +  ~ ( bo +  M V i 1 — y)-
ÎLi

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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S t i c h z a h l  

B ild  3

B ild  5

B ild  6

.4cta Techn. Hung. 49 (1964)



Tafel I

Blockplan des Profils  von 8 mm Durchmesser und die Berechnung der gedrückten Fläche
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0 38 18 460 34 13,5

I l 26 ,6 26,6 354 23 15,4 20,5 22,4 17,3 5,1 7,4 300 294 ,9 292,6 27,4 32,9 30,15 693 6 8 8 +  0,7

II 2 31,0 14,0 260 27 9 ,6 23,0 15,4 11,3 4,1 5,0 330 325 ,9 325 ,0 25,8 28,6 27 ,2 735 804 — 8 , 6

I 3 2 0 , 0 2 0 , 0 203 18,5 1 1 , 0 16,2 16,0 12,5 3,5 7,0 300 296,5 293 2 2 , 8 32,4 27 ,6 510 496 +  3 ,2

i l 4 23,5 10,5 150 20,5 7,3 17,2 1 1 , 8 8,7 3,1 3,5 330 326 ,9 326,5 22,5 24,0 23,25 458 502 — 8 , 8

u i 5 15,5 15,5 118,5 13,5 8 , 8 1 2 , 0 12,5 9,9 2 , 6 5,0 340 337,4 335 20,9 28 ,9 24,9 336 353 — 4,8

IV 6 17,6 8,5 8 8 15,5 5,7 13,2 9 ,0 6,7 1,3 2,5 280 278,7 277,5 13,5 18,6 16,1 250 240 + 4 ,1

V 7 1 2 , 0 1 2 , 0 71 1 0 , 8 6 , 6 9 ,6 9,2 7,4 1 , 8 3,5 300 298 ,2 296,5 16,4 22,7 19,1 206 187 +  1 0 , 1

VI 8 13,0 7,0 54 1 1 , 0 4 ,9 9,7 7,3 5,6 1,7 1,5 330 328,3 328,5 16,7 15,7 16,2 178 170 +  4 ,7

VII 9 8 , 0 8 , 0 50,5 8 6,3 7,5 7,2 6,7 0,5 3,0 340 339,5 339 9,2 22,4 15,8 126,5 127 — 0,4
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Tafel II

Blockplan des zeichnerisch bestimmten Profils  von 6,6 mm Kantenlänge und Berechnung der gedrückten Fläche
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I 3 36,2 10,2 273 32,0 8,5 28,1 13,3 9,7 3,6 14,1 445 441 ,4 430,9 28,2 55,0 39,1 1250 1362 — 8,2

I 4 22,2 22,2 218 20,5 10,6 15,3 17,8 14,2 3,6 9,8 445 441 ,4 435 ,2 28,2 46,1 37,1 760 692 +  9,8

и 5 23,1 10,5 159 21,0 7,6 18,0 12,1 8,8 3,3 4,5 360 356,7 355,5 24,3 28,2 26,2 550 579 — 5,0

i l 6 16,2 16,2 130 14,0 9,3 12,2 13,0 10,7 2,3 4,8 360 357 ,7 355,2 20,2 29 ,4 24,8 347 372 — 6,7

i n 7 17,6 7,4 97 15,5 6,3 13,5 9,6 7,2 2,4 4,1 280 277,6 275,9 18,2 23,8 21,0 326 377 — 13,5

i n 8 12,6 12,6 78 11,0 7,1 9 ,2 10,5 8,5 2,0 5,0 280 278 275 16,8 26,2 21,5 237 245 — 3,3

i n 9 15,1 5,2 52 13,0 4 ,0 11,0 7,1 4,7 2,4 3,7 280 277,6 276,3 18,3 22,7 20,5 266 288 — 7,6

H l 10 9,3 9,3 45 9,3 4,8 7,2 7,25 6,25 1,0 3,7 280 279 276,3 11,9 22,7 17,3 161 162 — 0,6

ÍO

B
E

R
E

C
H

N
U

N
G

E
N

 
D

E
S

 
W

A
L

Z
D

R
U

C
K

E
S

 
U

N
D

 
W

A
L

Z
M

O
M

E
N

T
E

S
 

B
E

I 
F

E
IN

W
A

L
Z

S
T

R
A

S
S

E
N



258 jM . v o it h

D ie  in  n ach steh en d en  F orm eln  a n g ew en d e ten  B ezeichnungen e n ts p re ­
ch en  d e n e n  der B ilder 5 u n d  8 . A ußerdem  is t  h ie r

ld = f R - ( h 0 —  h j)

u n d  y  sow ie К  sind  K o n s ta n te n , die e x p e rim e n te ll bestim m t w erd en  [3].

/

V orstehende  Z u sam m en h än g e  sind  re c h t  kom pliz iert und  a u ß e rd e m  
s in d  sie bei den e inze lnen  P ro filen  u n te rsc h ie d lic h  g earte t. A uch  d ie V e r­
s u c h sk o n s ta n te n  h än g en  v o m  gew alzten P ro f il  ab , und  ihre B estim m u n g  is t 
n u r  d u rc h  M essung m öglich .

H ingegen  h a t  d er A u sd ru ck

Q ~  ^dD urchschn. '  ^2

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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allgem eine G ü ltig k e it u n d  fü r seine A n w en d u n g  sind V ersu ch sd a ten  n ich t 
nö tig .

III. Bestim ung des auftretenden Walzdruckes

Bei der B erech n u n g  des W alzd ru ck es w urden  fü r den B lo c k p la n  des 
V ie rk a n ts ta h le s  m it 6,6 m m  K a n te n lä n g e  zw ei verschiedene M e th o d en  zum  
V ergleich  b e n u tz t.

Die d u rch  B erech n u n g  gew onnenen  W alzd rücke  w erden in  b e id e n  F ä l­
len  m it den  gem essenen  W erten  v erg lichen .

IV. B estim ung des W alzdruckes m it der Geleji’schen Theorie

N ach  G eleji’s T heorie is t die G röße des au ftre ten d en  W alzd ru ck es  [2]:

u n d  da

ц  =  0,94 -  0,056 • V — 0,0005 • t,

V =  W alzg esch w in d ig k e it [m /sec].

is t, sind  die U m lau fgeschw ind igke iten  d e r  W alzen  (v) in jed em  F a ll  gleich. 
H ie r seien einige B em erkungen  g e m a c h t. B eim  P rofilw alzen  is t

und

h/a +  hk2
2

w enn  die v o rs te h e n d e n  B ezeichnungen  au c h  h ie r  angew endet w e rd en . 
D ie K o n s ta n te  C is t gleichfalls eine F u n k tio n  von [4]

17* Acta Techn. Hung. 49 (1964)'
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D ie V erfo rm u n g sfestig k e it is t eine F u n k t io n  m it v ier V e rän d erlich en :

AVO

k f  =  f  (t ; cp; cp; M a te ria lb esch affen h e it) ,

f[°C] die Temperatur der V erform ung, 

cp die Größe der Verform ung und  

ÿ [se c —1] die G eschw indigkeit der V erform ung bedeutet.

S te h t  beim  W arim v a lzen  zu r R e k r is ta ll is a tio n  Z eit zur V erfügung , so 
k a n n  d ie  W irk u n g  v o n  cp v e rn ach läss ig t Averden. D a n n  ist

kf  =  f  (t; cp; M a te ria lb esch affen h e it) .

D ie  W ir k u n g  d e r  V e r fo r m u n g s g e s c h A v in d ig k e i t  k a n n  Avie f o l g t  b e r ü c k ­

s i c h t i g t  A verden [5 ] :
kf =  kf0 • c/n.

H ie r is t  k f  die V erfo rm u n g sfestig k e it, die zu  e in e r  gegebenen V erfo rm u n g s­
geschAvindigkeit g eh ö rt, Avährend kf() jene  V erfo rm u n g sfestig k e it is t, d ie zu 
d e rse lb e n  V erfo rm ung  g e h ö rt, Avobei die V erform ungsgeschA vindigkeit d e r 
E in h e it  e n tsp r ic h t, cp b e d e u te t  die V erform ungsgeschA vindigkeit. D er E x p o n e n t 
n h ä n g t  von der T e m p e ra tu r , von der M ate ria lb esch affen h e it u n d  v o n  d e r 
G röße d e r  V erfo rm ung  ab .

D ie  V erform ungsgeschA vindigkeit is t be im  W alzen

V  Г - П—  [sec x] , 
G

u n d  b e im  P r o filA v a lz e n :

Ф =  A^Ourchschu. . V - - - - - - - - [ s e c - 1 ] ,
^ D u rc h sc h n . ^d D urchschn .

 ̂ ^ D u rc h s c h n . =  -~  ( ^ ^ ш а х  “I” ^ ^ n o m )  [ m m ] ,  

v =  W a lz g e s c h A v in d ig k e it  [ m m /s e c ]  .

W eil der E x p o n e n t n unsicher und  scliAver b e s tim m b a r ist, n ä h e r t  m an  
d ie  Ä n d e ru n g  d er V erfo rm u n g sfestig k e it in n e rh a lb  kleiner B ereiche m it 
G e ra d e n  an .

B eim  Schm ieden  [6 ] is t

Kfo ' 1 + 0 ,0 2 - =  fc/o ‘ ( 1 +  c ‘ Ф)-

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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A nalog  dazu beim  W alzen  is t

k, =  kj0 • ( 1 +  c'-<p),

Yerfbrmungsfbstigkeit kfjkgfinnf] S t  ic h  z a  hl
B ild  9 B ild 10

w o n ach  V ersuchen an  F e in w a lz s traß en  c 0,05. So ist:

A:/ =  A/o - ( 1 + 0 ,0 5 - ф )  =

+  0,05 z ^/?Durchschn. V kg

^ D u rch sch n . ^dD urchschn. J m m 2

D ie A b h än g ig k e it d e r V erfo rm u n g sfestig k e it von  d er T e m p e ra tu r  und  
d e r  M ate ria lb esch affen h e it w ird  im  B ild  9 v e ran sch au lich t [7]. D ie M a te ria l­
b esch affen h eit is t M st 3b, bei w elchem  die k a lte  Z ugfestigkeit (XB =  40 kg /m m 2 
b e trä g t .

M it H ilfe des n ach  dem  obigen b es tim m ten  V erfo rm u n g sw id erstan d es 
w urde  d er W alzd ru ck  b e re c h n e t, in  T afel I I I  zu sam m en g efaß t u n d  m it den  
gem essenen  W erten  des B ildes 10 verg lichen . W ie m an  s ieh t, is t die Ü b e re in ­
s tim m u n g  rech t g u t.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



A
cta 

Techn. H
ung. 49 (1964)

Tafel III

Berechnung des Walzdruckes nach dem Gelejischen Prinzip
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t

P  gemessen

t

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 i6 17

I
0

1 1 8 , 0 2 , 9 4 2 , 1 1 0 4 0 0 , 3 4 3 , 3 4 1 3 , 0 0 , 7 2 2 0 , 0 2 , 0 2 , 7 5 , 4 1 8 , 1 4 0 , 2 4 2

I 2 1 8 , 0 2 , 0 2 2 , 9 9 9 6 0 , 3 6 3 , 2 3 6 , 2 0 , 3 4 5 1 4 , 2 1 , 7 1 3 , 1 5 , 3 1 7 , 1 1 7 , 9 1 5

I 3 1 1 , 5 3 , 4 1 , 9 1 0 0 0 0 , 3 6 3 , 5 7 9 , 0 0 , 7 8 3 0 , 0 2 , 5 3 , 1 7 , 8 2 7 , 8 3 5 , 0 3 6

I 4 1 6 , 0 2 , 3 2 2 , 6 9 5 3 0 , 3 8 3 , 5 5 7 , 2 0 , 4 5 1 8 , 2 1 , 9 2 3 , 7 7 , 1 2 5 , 2 1 9 , 1 1 8

и 5 1 0 , 4 5 2 , 5 2 , 4 9 7 0 0 , 3 7 3 , 5 6 3 , 9 0 , 3 7 3 2 1 , 3 2 , 1 6 3 , 5 7 , 6 2 7 , 0 1 5 , 0 1 9

i l 6 1 1 , 8 5 2 , 1 2 , 8 9 3 8 0 , 3 9 3 , 5 5 3 , 5 5 0 , 2 9 9 1 8 , 1 1 , 9 0 5 3 , 9 7 , 4 4 2 6 , 4 9 , 2 1 2

i n 7 8 , 4 2 , 5 2 , 4 9 1 6 0 , 4 0 3 , 6 7 3 , 2 5 0 , 3 8 7 2 6 , 7 2 , 3 8 4 , 2 1 0 , 0 3 6 , 7 1 2 , 0 1 2

u i 8 9 , 5 2 , 2 6 2 , 6 8 7 4 0 , 4 2 3 , 7 7 3 , 5 0 , 3 6 8 2 5 , 6 2 , 2 8 4 , 9 1 1 , 2 4 2 , 1 1 0 , 0 1 2

i n 9 5 , 9 3 , 4 7 1 , 8 5 8 0 9 0 , 4 6 4 , 2 7 3 , 0 5 0 , 5 1 7 3 7 , 7 2 , 8 8 6 , 1 1 7 , 5 7 4 , 8 1 9 , 8 1 6

u i 1 0 6 , 7 5 2 , 5 6 2 , 3 8 5 0 0 , 4 4 4 , 0 2 2 , 3 5 0 , 3 4 8 3 0 , 2 2 , 5 1 5 , 3 1 3 , 3 5 3 , 5 8 , 6 8
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V. B estim m ung des W alzdruckes m it der Sims-M ethode

N ach der M ethode v o n  Sim s is t die G röße des a u f tre te n d e n  W alzd ruckes

[8 ], [9]
P  =  k}  ■ УК. ■ A h  ■ bk ■ qp =  qP ■ k} ■ Q,

wo bk -] [R -A h  =  Q die g ed rü ck te  O berfläche;

P -------►
Bild 11

4P — f
R n

h*rt“2 nom
F u n k tio n  m it zwei V erän d erlich en , 

Ahr
<P

'D urchschn. , 
h *
n l  nom

k*f =  f *  (tp; t; <p*; M ateria lbeschaffenhe it) F u n k tio n  m it v ie r V e rän d e r­
lichen  b e d e u te t. D ie W erte  d er F u n k tio n en  qP u n d  kf  sind  im  e rw äh n ten  
S c h rif ttu m  in ein N o m o g ram m sy stem  z u sam m en g e faß t. D as N om ogram m  für 
qP is t im  B ild 11 zu  sehen.

Die M engen, die im  v o rig en  A b sch n itt m it  dem selben  B u c h s ta b e n  b e ­
ze ichne t w urden , ab e r zah len m äß ig  un te rsch ied lich e  W erte  h ab en , w u rd en  im  
zw eiten  F a ll m it e inem  S te rn  bezeichnet. M an s ie h t z. B . einen  U n te rsch ied  
im  Z ah lenw ert fü r die V erfo rm ungsfestigke it, w eil n a c h  d e r S im sschen M ethode 
die V erfo rm ungsgeschw ind igkeit aus der lo g a ritm isch en  V erfo rm ung  b e s tim m t 
w erden  m uß:

Ф* =  - ----- -------- <P* =  -------- —  - ln  - ^ - [ s e c - 1].
^dDurchschn. ^dDurchschn. ^ k 2

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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D e r bedeu tende U n te rsc h ie d  zw ischen der G elejischen u n d  S im sschen 
M e th o d e  b es teh t in  d er A r t  d er B estim m u n g  des m ittle re n  V erfo rm u n g s­
w id e rs ta n d e s  kk, der n a c h  S im s

К  =  k f  ■ ? p [ k g / m m - ]
is t .

? — ► 
B ild  12

D e r G ang der B e re c h n u n g  k a n n  aus d er T afel IV  ersehen  w erd en ; die 
R e s u l ta te  sind aber in  das B ild  10 e ingezeichnet.

E s  k an n  festg este llt w e rd en , d aß  die n ach  d er G elejischen  M ethode 
e r re c h n e te n  W erte die gem essenen  E rgebn isse  viel besser a n n ä h e rn  u n d  zur 
V o rn a h m e  der B erechnung  n ic h t so viele H ilfsd iag ram m e n ö tig  sind .

wo

VI. B estim m u n g  des V erfo rm ungsm om entes

N a c h  der M ethode v o n  G eleji is t das V erfo rm ungsm om en t:

M k k - F  • R  =  k k - A h  ■ b ■ R  =

=  k k - b - ( ] / A h - R f  =  ( k k -b]/Ah- R ) - ] /A h  - R  

D a s  gleiche nach  d er S im sschen  M ethode:

P - liDurchschn. •

M* 2 • R - ■k*,-bl  ■ ьк ■ Чап

4m  = f *
h*no

eine  F u n k tio n  m it zwei V erän d e rlich en  is t (B ild 12).
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Tafel IV

Berechnung des Walzdruckes mit der Simsschen Methode

&< *
's ■g »•
S*

2 А о
A -V* -fi àA A

«
1

А

I II
A
£3

<
II

-fiM
4P

•fi
•5

•5■c U
A
i3 t * / ^berechnet P* ĝemeeeeu

иJS (Л S * - -в a-e *r.-C a
Q

Q■’S ■a (berechnet)

N ô- *
•ô-

mm mm mm mm sec-1 c° kg/mm* mm2 t t
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

I

0

1 13,0 31,1 0,42 11,5 19,4 1,50 1,76 0,565 53,0 16,0 1040 15 2225 50,0 42
I 2 6,2 32,8 0 ,19 12,3 18,0 1,22 1,29 0 ,254 36,4 10,5 996 15 1050 19,2 15
I 3 9,0 24,3 0 ,37 8,5 26,2 1,55 1,37 0 ,314 39,1 12,0 1000 15,5 1250 30,1 36
I 4 7,2 26,8 0 ,27 10,6 21,0 1,40 1,25 0 ,223 37,1 9,0 953 16 760 17,0 18

I I 5 3,9 15,0 0,26 7,6 23,5 1,40 1,38 0,321 26,2 18,4 970 18,5 550 14,2 19
I I 6 3,55 15,1 0,235 9,3 19,3 1,30 1,21 0,191 24,8 11,5 938 15,5 347 7,0 12

I I I 7 3,25 11,5 0,28 6,3 2 2 , 2 1,40 1,33 0 ,285 21,0 20,4 916 19,5 326 8,9 12
I I I 8 3,5 13,1 0,267 7,1 19,7 1,32 1,24 0,216 21,5 15,0 874 19,8 237 6 , 2 12
I I I 9 3,05 8,9 0,342 4,0 35,0 1,75 1,51 0,411 20,5 30,1 809 26 266 12,1 16
III 10 2,35 10,0 0,235 4,8 29,2 1,42 1,16 0 ,149 17,3 12,9 850 19 161 4,3 8
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Tafel V

Bestimmung des Wnlzmoments

о
о

N ach dem Gelejischen P rinzip N ach der M ethode Sims

Z
ei

ch
en

 
de

r 
W

al
ze

S
tic

hz
ah

l flА

1

■^
be

re
ch

ne
t.

1
d

1V
s f

k f

СЧ
"a
§

Q
II
аоflec

!

Ii2n nom h •Tin
N
"aоfl
Q

Чм M *erechnet •^gemessen

mm t mkg mkg kg/m m 2 mm mm* mm mkg mkg

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

I
0

l 53 ,0 40,2 2130 1704 15 2 17 ,4 47 100 36,5 0 ,565 19,4 0 ,054 2790 1704

I 2 36,4 17,9 652 576 15 220,1 48 500 22,6 0 ,254 18,0 0 ,014 460 576

I 3 39 1 35,0 1370 1027 15,5 2 2 0 ,7 48 900 28,1 0 ,314 26,2 0 ,016 681 1027

I 4 37,1 19,1 710 538 16 220 ,7 48 900 15,3 0 ,223 21,0 0 ,010 240 538

h 5 26 ,2 15,0 393 493 18,5 178,3 31 900 18,0 0 ,321 23,5 0 ,0165 350 493

и 6 24,8 9 ,2 228 316 15,5 178,8 31 900 12,2 0 ,191 19,3 0 ,0095 114 316

i n 7 21 ,0 12,0 252 270 19,5 138,8 19 200 13,5 0 ,285 22,2 0 ,0 1 5 0 151 270

h i 8 21,5 10,0 215 245 19,8 139 19 300 9,2 0 ,216 19,7 0 ,0105 74 245

h i 9 20 ,5 19,8 405 283 26 138 ,8 19 200 11,0 0 ,411 35,0 0 ,0205 225 283

h i 10 17,3 8 ,6 148 144 19 139,5 19 400 7,2 0 ,149 29,2 0,0050 27 144

V
O
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D er G ang d er B e rech n u n g  is t aus d er T afe l Y zu ersehen.
N ach  dem  im  B ild  13 gegebenen D iag ram m  n ä h e r t  das m it d e r  G eleji- 

schen  M ethode e rrech n e te  M om ent die gem essenen  E rgebn isse  v iel b esse r an 
als das nach  der S im sschen  M ethode.

Bild 13

SCHRIFTTUM 1 2 3 4 5 6 7 8 9

1. ZoUHAR, G.: U m form ungskräfte beim  W alzen in  Streckkaliberreihen. Freiberger For­
schungshefte В 52 (1960), 175.

2. Ge l e j i , S.: K ohógéptan (H üttenm aschinenlehre). T ankönyvk iadó, B udapest 1953; 258.
3. Z o u h a r , G.: D etto w ie [1], Seite 29 — 32.
4. G e l e j i , S.: Die Berechnung des m ittleren Yerform ungsw iderstandes. Stahl und Eisen

(1957), 931.
5. Ge l e j i , S.: A nagy a lakváltozásokat létrehozó képlékeny fém alakítás m echanikájának

továbbfejlesztése (W eiterentw icklung der M echanik der duktilen M etallbearbeitung  
durch große Verform ungen). M T A  Müsz. Tud. Oszt. Közi.  17 (1955), 83.

6 . Ge l e j i , S.: Bildsam e Form ung der Metalle in R echnung und Versuch. A kadem ischer
Verlag, Berlin 1960, 152.
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CALCULATION OF THE ROLLING PRESSURE AND TORQUE 
ON SMALL-SECTION ROLL TRAINS

M. VOITH

SUMMARY

A uthor aims at estab lish in g  a sim ple m ethod for the calculation of the rolling charac­
ter istic s  (Q , P , M )  of com posite profiles. Am ongst others he presents a new  m ethod  for calcu­
la tin g  th e  dependence o f th e  deform ation strength on th e  speed of deform ation

w here
k j  =  kj0 (1 -f- 0,05 ‘<p) fk g /m m 2]

f  ^ a v e r a g e  

^ a v e r a g e d a v e r a g e
[sec Q.

CALCUL POUR LA DÉTERMINATION DE LA PRESSION ET DU COUPLE 
DE LAMINAGE SUR LES TRAINS DE LAMINOIRS FINISSEURS

M. VOITH

RÉSUMÉ

L ’étude propose une m éth od e simple pour la déterm ination par voie num érique des 
caractéristiques de lam inage des sections profilées (Q; P ; M ).  Elle donne égalem ent une 
n o u v elle  m éthode pour le calcu l de la  relation entre la résistance à la déform ation et la vitesse  
de déform ation

k j  =  +  0,05.ÿ>) [k g /m m 2 (
où

4> =
ш о у  

^  m o y

V

Id m o y
[sec Q.

РАСЧЕТНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДАВЛЕНИЙ И МОМЕНТОВ ПРОКАТКИ НА 
МЕЛКОСОРТНЫХ ПРОКАТНЫХ СТАНАХ

М. ВОЙТ

РЕЗЮМЕ

В работе сделана попытка дать простой способ расчетного определения харак­
теристик (Q ; P; М)  прокатки сложных профилей. В рамках некоторого отступления 
дается новый метод расчета зависимости сопротивления деформации от скорости дефор­
мации

где
Ау =  fc/o• (1 +  0,05'ф) [кг/мм2],

<Р = ' [сек '].
ld ср
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THE PERMISSIBLE DEVIATION OF THE INNER  
DIAMETER OF A MAIN UPSTREAM AND DOWNSTREAM 
FROM A PRESSURE DIFFERENCE DEVICE FOR FLOW

MEASUREMENT

G. S. VASY

M A C H I N E  D E S I G N  B U R E A U ,  B U D A P E S T  

[M anuscript received February 21, 1962]

W hen designing p. d. devices for flow  m easurem ent in p ipes, the true (average) inner  
diam eter of the m ain, on its  upstream  and downstream  side, is , in general, not known. Thus 
it is im portant for the designer to  know what deviation is perm issible in case o f standard  
tubes and what tolerance is to  be specified in case o f  non-standard ones for different types  
of p. d. devices at various area ratios. In the paper the author describes a m ethod to  calculate  
the permissible percentage deviation  z ) D %  of the inner d iam eter satisfying the condition  
th a t the throat diam eters (or in case o f segm ental orifice p late , the d;t =  ■ D  values)
com puted w ith the high and low  lim its o f D  are equal to  th e  allow ed high and low  lim its o f 
the throat diam eter (or d^),  respectively . The results are determ ined for standard orifice p late  
w ith  corner taps, the sam e w ith  D  and D /2 taps, standard (ISA 1932) nozzle, ISA-nozzle  
entrance type Venturi tu b e, conical entrance type V enturi tu b e, segm ental orifice plate, 
double orifice plate, quarter-circular nozzle, and sem icircular nozzle.

Furthermore, the deviations of the height o f the throat o f  segm ental orifice plates 
satisfy ing the same requirem ents as ±Zld%  for concentric p . d. devices are also calculated . 
For comparison the probable deviations of the inner d iam eter are also given in a diagram  
for som e B. S. tubes.

Symbols

«i
On
± z la
± ila
±  Aa% 
В

c
c*
D

D , j .
l̂ nH'an

J V
D.,
± A D

± A D
± A  D%

height o f the throat o f a segm ental orifice [m m  or in.];
=  a ±  Aa,  perm issible high lim it o f  a [m m  or in .];
— a — A a,  perm issible low lim it o f a [m m  or in .];  
perm issible bilateral tolerance of a [m m  or in .];
=  ± à a / a ;
=  ± 1 0 0  • /IS =  ± 1 0 0  • Aa/a;
a constant in E qu. (1), ( la ) , and in the equation  for C*; its value depends 
upon the un its o f the quantities o f th ese  equations; when the m etric or 
British u n its g iven  in this table are used , i t  equals num erically 0 .01252 or 
1890 respectively  [m '/2/sec  or B ritish]; 
coefficient o f discharge after B. S. 1042: 1943;
=  Q I (B  • e • К я • / l /у , • (p, — p;)) [m 2 or B ritish];
design value of the inner diameter o f th e  m ain, after tube standard or 
drawing [m m  or in.];
outer diam eter o f the m ain, after tube standard or drawing [m m  or in .];  
actual m ean value of the inner diam eter calcu lated  as the arithm etical m ean  
of all B x,f  va lues measured after the prescriptions of a standard for flow  
m easurem ent [m m  or in .];
a m easured inner diam eter of pipe cross section  at x  and <p [m m  or in .]; 
=  D  ±  A D ,  perm issible high lim it o f D  [m m  or in .];
— D  — A D,  perm issible low  lim it o f D  [m m  or in .];
perm issible bilateral deviation of D,  ca lcu lated  w ith  respect to the accuracy  
of flow  m easurem ent [mm or in .];
=  ± A D / D ;  _
=  ± 1 0 0  • A D  =  ± 1 0 0  • AD ID;
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± .J D mean p re sc rib ed  b il- .te ra l to le ran ce  o f D mean a f te r  s tan d ard  fo r flow  m easu rem en t
[m m  or in .] ;  j

z i l^ D  m ean =  '^ ■ ^ m e a t i /^ m e a n l
± r l D„ ca lcu la te d  p ro b a b le  b ila te ra l d e v ia tio n  of D  afte r tu b e  s ta n d a rd  [m m  or in .] ;  
± A D p%  =  ± 1 0 0  • A D pjD-,
i / iD st b ila te ra l to le ran c e  of D  a f te r  tu b e  s ta n d a rd  [mm or in .] ;
A R x ,<p =  D x,<p —  D mean [mm or in.];
4 D * *  =  A D X^ /D n lean’
±Zl.D* a change  o f D  [m m  or in .];
d  in  th is  p a p e r  d iam e te r  of th e  th ro a t o f an axially  sy m m etric  p . d. device

c a lcu la ted  w ith  D  [m m  or in .] ;
djd =  Ÿm  • D  — Y f /F  • D;  eq u iv a len t d iam e te r  of th ro a t n o t  h a v in g  c ircular

cross se c tio n  [m m  or in .];
dj =  d ±  Ad,  v a lu e  of th e  th ro a t  d ia m e te r  calcu la ted  w ith  D t [m m  or in .];
d2 =  d  • Ad,  v a lu e  of th e  th ro a t  d iam e te r  calcu la ted  w ith  D 2 [m m  or in .] ;
d * v a lu e  of th e  th r o a t  d iam e te r  c a lcu la te d  w ith  D mean [m m  or in .] ;
± z l d  b ila te ra l to le ra n c e  of d as p rescrib ed  b y  a  s tan d ard  for flow  m easu rem en t;

in g en era l =  ± 0 .0 0 1 d  (in som e s ta n d a rd s  th is value  is v a lid  o n ly  below 
m =  0 .45 , w h ile  ± 0 .0 0 0 5 d  is g iven  ab ove  m  0.45) [m m  o r in .] ;

±  Ad  =  -f- Ad/d;
± A d %  =  ± 1 0 0  • A d  =  ± 1 0 0  • Ad/d;
AiAdid  =  0.001 • djd, p rescribed  b ila te ra l to le ran ce  of [m m  or in .] ;
± A d id%  =  ± 1 0 0  • AdiJdid;
A d * =  d* — d  [m m  or in .] ;
F  =  D27t/ 4 a rea  o f p ip e  [m2 or sq . in .] if  D  ta k e n  in  m or in. re sp ec tiv e ly  (in B. S.

1042 Ay  is u sed );
f  area  o f th r o a t ;  fo r c ircu lar cross sec tion : f  =  d2тг/4 [m2 or sq . in .]  if  d  ta k e n

in  m  or in . re sp ec tiv e ly  (in B. S. 1042 A2 is used); 
fx  = / ±  A f h ig h  lim it o f /  [m2 or sq. in .];
f y  — f —Af,  low  lim it o f /  [m2 or sq . in .] ;
± / 1 /  =  ± z l /% /1 0 0  • / ,  p rescribed  b ila te ra l  to le ran ce  of /  [m2 or sq . in .] ;
± 4 1 %  =  ± 2 /1 3 %  o r =  ± 2 A d id% ;
G =  Q • yy r a te  o f flow  [kg /hour o r lb /h o u r];
K c c o m p ress ib ility  coefficien t o f flow ;
K bl co rrec tio n  fa c to r  for b lu n tn ess  o f o rifice  edge;
KR =  K v ■ Kr ■ K bl • K,;
K-r co rrec tio n  fa c to r  for roughness o f th e  in n er surface of th e  m ain ;
K t te m p e ra tu re  co rrec tio n  fac to r fo r th e  th r o a t  d iam eter o f th e  p .d . dev ice;
K y  co rrec tio n  fa c to r  for v iscosity  effec ts (i.e. for th e  R eyno lds n u m b e r) ;
m  area  r a tio ;  in  g en era l m  - f / F ,  a n d  if  th e  th ro a t  has a c irc u la r  cross section:

m =  d2/ D 2;
Px  ab so lu te  p re ssu re , u p s tre am  ta p p in g  [kp /m 2 or lb /sq . in .] ;
p 2 ab so lu te  p re ssu re , d o w n stream  ta p p in g  [kp/m 2 or lb /sq . in .] ;
P i  — p 2 d iffe ren tia l p ressu re  [kp/m 2 or lb /sq . in .] ;
Q =  G/уу  r a te  o f  flow  [m 3/h o u r or cu. f t ./h o u r] ;
s design th ic k n e ss  of th e  pipe w all a f te r  s ta n d a rd  or d raw in g  [m m  or in .];
± As  prescrib ed  b i la te ra l  to le rance  of s [m m  or in .];
X a co o rd in a te  m easu red  along th e  ax is o f th e  m ain  [m m  or in .] ;
a =  СЦ 1 — m 2 coefficien t of flow , in c lu d in g  velocity  o f a p p ro a c h  fa c to r;
dy value  o f a c o rre la te d  w ith  D ,;
a 2 value  of a c o rre la te d  w ith  D 2;
Aa/A(ma)  change ra tio  o f  th e  fu n c tio n  a =  f 2(ma)  a t  th e  po in t (m a, a );
Ух d en sity  o f f lu id ,  u p stre am  tap p in g  [k p /m 3 or lb /cu . f t .] ;
£ exp an sio n  fa c to r ;
<p an  a n g u la r  co o rd in a te  in  a  cross sec tion  of th e  m ain  [degree].
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The s ta n d a rd s  fo r flow  m easu rem en t in  a m ain  using pressure d ifference 
d ev ices1 p rescribe ce rta in  req u irem en ts  fo r th e  in n e r  d iam ete r D  o f th e  m a in . 
T h u s , e.g. The G erm an  S ta n d a rd  Code D IN  1952 [1] requ ires a v e ry  a c c u ra te  
m easu ring  of D x fo r a ce rta in  le n g th  o f p ip e  co n ta in in g  th e  p .d . dev ice, an d  
all th is  m ust be done before calculating  th e  la t t e r  one. The m ain  m u st be  t ru ly  
cy lind rica l for a d is tan ce  of 2D  on th e  u p s tre a m  side of th e  p .d . dev ice. T he 
d ev ia tio n  A D X ф o f  an y  d iam ete r m easu red  in  th is  d istance , due e ith e r  to  
d iscrepancies from  th e  c ircu lar cross sec tion  o r to  tho se  from  th e  cy lin d rica l 
sh ap e  m u st lie w ith in  A D mean%  =  ± 0 .5 %  fo r m  >  0.3 and  ± 2 %  for m  <  0.3 
re la te d  to  th e  a rith m e tic a l m ean v a lu e  of a ll d iam eters  m easu red  (D m an). 
T he B ritish  S ta n d a rd  Code B. S. 1042 : 1943 [2] gives essen tia lly  th e  sam e 
req u irem en ts  h u t  allow s only a d ifference o f 0 .5 %  fo r all d iam eters from  one 
a n o th e r, and  a t  a ll va lu es  of m.

The m easu rin g  of all requ ired  in n e r  d ia m e te rs  can  be m ade on ly  w h en  
m e te rin g  in  ex is tin g  p ipelines is w a n te d , i.e . w h en  th e  ca lcu la tion  an d  th e  
design  of th e  p .d . dev ice is p receded  b y  th e  c o n s tru c tio n  an d  in  ly in g  dow n 
th e  m ain . H ow ever, in  new p lans, th e  m ain  a n d  th e  p.d device, in  g en era l, 
a re  to  be designed essen tia lly  at the same time  a n d  th u s  th e  req u ired  m easu rin g  
o f th e  inner d iam ete rs  c an n o t he p rev io u sly  m a d e . O f course, before th e  in s ta l la ­
tio n  o f the  p .d . dev ice, th e  D x<tp v a lu es  shou ld  be found  and  th e ir  m ean , to o .2 
B u t th e n  a co rrec tio n  fac to r is to  be used  fo r  th e  read ings of th e  seco n d a ry  
device.

H ow ever, th e  use of a co rrec tion  fa c to r  d iffering  considerab ly  from  th e  
u n ity  is ra th e r  to  be avo ided . Now, th e  p a r t ic u la r  co rrection  fac to r due to  th e  
difference o f D  an d  D mean m ay  be ta k e n  as a p p ro x im a te ly  equal to  u n ity  if  
th e  respective  p a r t ia l  e rro r o f th e  m e a su re m e n t is sm all and  th u s  its  e ffec t 
on th e  to ta l  p ro b ab le  e rro r  is neg lig ib ly  sm all.

The cond itions necessary  to  fu lfill th is  re q u ire m e n t w ill be now  e x a m in e d .
A ssum e th a t  th e  b ila te ra l to le ran ce  ± A Ű  of th e  in n er d ia m e te r  is 

d e te rm in ed  so t h a t  th e  d iam ete r d* o f th e  th r o a t  ca lcu la ted  for a D mcan ly in g  
betw een  th e  h igh  an d  low lim its  D 3 =  D  ±  | A D  \ an d  D2 =  D  —  \ A D  \,. 
resp ec tiv e ly , will he w ith in  th e  allow ed h ig h  a n d  low lim its  of th e  th r o a t  
d iam e te r  d c a lcu la ted  fo r th e  designed in n e r  d ia m e te r  D,  i.e. | d* —  d  | ±  A d
(F ig . 1). T hen , th e  e x tra  p a r tia l e rro r  due to  th e  difference | D mean— D  | 
w ill n o t be g re a te r  th a n  th e  p a r tia l  e rro r  due  to  th e  perm issib le d e v ia tio n  of 
th e  th ro a t  d iam e te r . A nd  as i t  is , in  g en era l, A d  =  ± 0.001 or sm alle r, th e  
m en tio n ed  e x tra  e rro r  o f th e  flow m e a su re m e n t —  or r a th e r  th a t  o f p ro d u c in g  
th e  w orking d iffe ren tia l p ressure —  w ill be  <  0.002. Now th is  v a lu e  causes 
on ly  a sm all change in th e  to ta l  p ro b a b le  e rro r  o f th e  p .d . device ( th e  la t te r

I*

1 Referred to as “ p. d .” devices.
2 In practice, th is is often om itted.
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b e in g  o f  th e  o rder ± 0 .0 0 5 ) ,  w hile for th e  to ta l  p robab le  e rro r o f  th e  e n tire  
f lo w  m easu rem en t (in c lu d in g  th e  errors d u e  to  th e  secondary  dev ice, e tc .)  its  
e ffe c t w ill be qu ite  neg lig ib le .

T h e  to lerances o f  th e  in n e r  d ia m e te r  o f s ta n d a rd  tu b es are  d e te rm in e d  
in  th e  respective  s ta n d a rd s . I t  is to  be n o te d  th a t  th e  B ritish  S ta n d a rd s  do 
n o t ,  in  general, d ire c tly  g ive th e  to le ran ces o f th e  in n er d iam e te r, b u t  tho se  
o f  th e  o u te r  d iam ete r an d  th e  w all th ic k n e ss .3 T he  probable deviation  o f th e

F ig .  1. The inner diam eter of the m ain, the throat diam eter, their tolerances and d eviation s

in n e r  d iam e te r  m ay  be ca lc u la ted  from  th e ir  va lu es  [see E q u . (7)]. T he i.d . 
to le ra n c e s  of n o n -s ta n d a rd  —  u su a lly  w elded  —  tu b e s  are  to  be g iven  b y  th e  
d es ig n e r.

N ow , th e  designer h a v in g  due reg a rd  fo r th e  req u irem en ts  o f one o f th e  
a b o v e  m en tio n ed  s ta n d a rd s , shou ld  have to  ca lcu la te  th e  p .d . device in  such  a 
w a y  t h a t  th e  to lerances o f th e  in n e r d ia m e te r  p resc rib ed  for th e  ran g e  in c lu d in g  
th e  ca lc u la ted  v alue  o f m  shou ld  n o t be g re a te r  th a n  those  o f th e  u se d  tu b e  
o r  th o s e  to  be used . T h u s , th e o re tic a lly , th e  designer could choose a tu b e  
s ta n d a r d  fu lfilling  th e se  re q u ire m e n ts  or in  case o f n o n -s ta n d a rd  tu b e s  p re ­
sc r ib e  th e  to lerances n eed ed .

H ow ever, th e  d ev ia tio n s  ±Zl.Dp (o r ± / Ш 5() de te rm in ed  b y  th e  tu b e  
s ta n d a rd s  are in  m o st cases considerab ly  g re a te r  th a n  those  re q u ire d  b y  th e  
s ta n d a rd s  for flow  m e asu rem en t. A nd, th e re fo re , s ta n d a rd  tu b e s  cou ld  be 
a p p lie d  on ly  in  few  cases fo r  flow  m e a su re m e n t on th e  u p s tre a m  a n d  d o w n ­
s tr e a m  side of a p .d . dev ice (cf. F ig . 5 a n d  F ig . 7).

3 A s an exception see e .g . B . S. 3014 : 1958 (W elded A ustenitic Stainless S tee l Tubes 
for  M echanical, Structural and General Engineering Purposes), where for cold drawn welded  
tu b e s  th e  same permissible variations are given for th e  outside diam eter as for the inside one  
(p. 12, tab le  4).
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B u t th e re  are  tw o  reaso n s for n o t accep ting  th e  ab o v e  m en tioned  rigo rous 
p resc rip tio n s of th e  s ta n d a rd s . F irs t, th e  to le ran ces  o f th e  in n e r d iam e te r  as 
g iven by  th e  re q u ire m e n ts  o f flow  m easu rem en t m u s t be a con tinuous fu n c tio n  
o f th e  a rea  ra tio : A D  =  f ( m ) .  A nd , second, A D  m u s t also depend  on th e  ty p e  
o f th e  p .d . device. B o th  co n d itio n s  follow from  th e  fa c t th a t  b o th  a =  / j(m )  
an d  a =  f .^m a)  a re  co n tin u o u s  fu n c tio n s . T h is m a y  be v isualised  b e t te r  b y  
assum ing  th a t  a c e r ta in  v a lu e  o f met has been  ca lc u la ted  fo r a given va lu e  
of D ,  an d  th e n  th e  co rresp o n d in g  values of a , m , an d  d w ere also de te rm in ed . 
I f  now , a sm all change is m ad e  in  th e  value o f D ,  a n d  th e  ca lcu la tion  is re p e a te d , 
th e  new  ma  v a lue  w ill also  be  found  to  be c h an g ed  to a small extent. T he 
changes in  a , m, an d  d w ill, in  general, be sm all, to o . T h e ir  values w ill d ep en d  
on th e  slope o f th e  cu rv e  a =  f 2(ma) a t  th e  c a lc u la ted  va lu e  of ma  an d , o f 
course, th is  depends on th e  ty p e  o f th e  p .d . dev ice (see F igs. 2 an d  4).

In  th is  w ay  th e  d ifferences Ad* co rresp o n d in g  to  an y  given ch an g e  
^  A D * m ig h t be ca lcu la ted . B everse ly , from  m a n y  se ts  o f  co rre la tive  va lu es  th e  
allow able d ev ia tio n  ± A D  co rrespond ing  to  a g iven  to le ran ce  of th e  d iam e te r  
o f th e  th ro a t  ^ A d  could  be d e te rm in ed  to o , h o w ev er, in  a cum bersom e w ay .

In  o rder to  av o id  th is , a m eth o d  o f c a lc u la tio n  has been w orked  o u t as 
follow s. As th e  re su lt , th e  A D  % — f ( m ) cu rves a re  g iven  fo r s ta n d a rd  a n d  for 
severa l n o n -s ta n d a rd  p .d . devices. F rom  th e se  cu rv es i t  is easy  to  f in d  th e  
b ila te ra l to le rances o f th e  in n e r  d iam ete r ± A D  s a tis fy in g  th e  re q u irem en t th a t  
th e  d iam eters o f  th e  th r o a t  d i an d  d2 ca lcu la ted  w ith  th e  co rrespond ing  h igh  
an d  low  lim its  D x an d  D 2, re spec tive ly , are ju s t  th e  h igh  an d  low lim its  fo r 
d  as de te rm in ed  b y  a s ta n d a rd  for flow  m e a su re m e n t, i.e. d1 =  d -f- Ad,
d., =  d  —  Ad.

T he s ta r tin g  fo rm u la  is th a t  used fo r c a lc u la tin g  th e  d iam e te r  o f th e  
th ro a t  w hen th e  ra te  o f flow  is know n. T h a t is , w ith  th e  sym bols used :

m a — Q
B eD 2K r V l l y 1 - ( p l — p 2)

( 1 )

N ow , w hen th e  in n e r  d iam e te r tak es  its  h igh  an d  low lim its  th e  co rre ­
spond ing  lim it va lu es  o f m a  w ill be:

2 k r n i v i - ( P i - P 2)

T here  th e  in d ex  1 belongs to  th e  up p er (-{-) sign  an d  th e  index  2 to  th e  low er 
(— ) one. T he p a r t ia l  co rrec tio n  fac to rs K v  K n  a n d  K bl o f K R an d  th e  ex p an sio n  
fac to r  e depend  on m ; K r an d  K bl m oreover also on D. H ow ever, fo r sm all 
changes of D  as are  considered  here, th e  change o f m  w ill be sm all to o , a n d  th u s

\m a )i =
B e D a 1 ±  -

A D %
100
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th e s e  fac to rs  could be ta k e n  as c o n s ta n ts . U sing th e  sym bol

B e K R ] f l ly 1 - ( p i  — p 2)

w h e re , on  th e  r ig h t-h a n d  side a ll fa c to rs  a n d  q u a n titie s  in  th is  d ev e lo p m en t are 
c o n s ta n ts  or m ay be co n sid e red  as c o n s ta n ts , we o b ta in :

(m a)j
C*

D 2 1 ; à D %  ]2 ' 
100 ]

( lb )

I f  A D °/o/100  is assum ed to  be  on ly  a sm all fra c tio n  of u n ity , th e  r ig h t-h a n d  side 
o f  ( l b )  m a y  be w ritte n  as:

C* c* c* 1 T  9 AD%
D 2

A 7) 0/  \2
1 ±  D2

100 1
1 ±  2

100
D 2 100

M oreover as su b s ti tu t io n  o f C* in  (1) gives:

C*
rna = ------

D-

e q u a tio n  ( lb )  will take  th e  fo rm :

(m a)i

a n d  h en ce :

ma ■ (m a )2 =  m a ■ 1 4 -  2

i  A (m a)  =  A1 {ma) ■ 2 A D %
100

( l c )

( ld)

( le )

I t  fo llow s, therefo re , th a t  th e  re la tiv e  change o f (ma) is tw ice th a t  o f D  b u t 
w ith  a n  opposite  sign.

N o w , from  th e  d e fin itio n  o f m  an d  from  ( lc )  th e  sq u are  o f d  will be:

d'1 =  m D -  = -----  (2 )
a

a n d  i ts  h ig h  and low lim its  a re  re sp ec tiv e ly :

d\ =  ш, D \  =  — , d\  =  m2 D \  =: —  .
a i a .

(2a)
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T h e n ex t step  w ill be  to  o b ta in  th e  values o f a x a n d  ar  N ow , if  th e  d e riv ­
a tiv e  d a /d (ma) a t  th e  v a lu e  (ma) co rresp o n d in g  to  D  o r in  its  v ic in ity  th e  
change ra tio

Aa  d a---------  -----------
A(ma)  J(mrl) d(m a)

Fig. 2. The curve a = / 2(m a) o f a pressure difference device (standard orifice plate w ith corner
taps)

is know n  [e.g. from  a d iag ram  rep re sen tin g  a — f 2(ma),  see F ig . 2 .] , as on ly  
sm all changes of a a n d  (m a) are supposed  to  o ccu r, th e  values a l a n d  a 2 
m ay  be  calcu lated  as follow s. C om parison o f th e  ch an g e  ra tio  an d  eq u a tio n  
( le )  gives:

Zla = (m a) 2
A D %

100
Aa

A (m  ■ a)
(3)

a n d  hence:

a i  =  a  T  m a  2
2 1

A D %  _Aa  

100 A(m • a)
— m  2 Л Р %

100
A a

A(ma)
(За)

W hence by s u b s titu tio n  in to  (2a):

C* 1
Zla

« 1 0 0 z l( m a )
(4a)
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F in a lly , w ith  reg a rd  to  E q u . (2), we shall h ave:

di =  d  J1 -j- ni A D %
100

A a

A (m a)
(4b)

T herefore, th e  re la tiv e  change o f th e  d iam e te r o f th e  th r o a t  co rre la tiv e  
to  a g iven  dev ia tion  o f  th e  in n e r  d ia m e te r  of th e  m ain  w ill be:

A d %  =  ±  A D %  m
A a

A (m a) .1 (5a)

a n d  rev e rse ly  the  p erm issib le  d ev ia tio n  of th e  in n er d iam e te r  co rre la tiv e  to  
a g iv e n  to lerance o f th e  d ia m e te r  o f th e  th ro a t :

± A D %  =  ± A d %
1
Aa

A (ma)

H e n c e  th e  ra tio  of b o th  d e v ia tio n s :

(5b)

A D %

A d % m

1
A a  1 

Zl(ma)

( 6)

T h u s  th e  perm issib le  d e v ia tio n  of th e  in n e r d iam ete r o f th e  m a in , fo r 
a g iv e n  to le rance  o f th e  d ia m e te r  o f  th e  th ro a t ,  depends on th e  p ro d u c t o f th e  
a re a  r a t io  m  and  th e  ch an g e  ra t io  [Aa/A(m a )]. As for an y  g iven  ty p e  o f p .d . 
d ev ice  th e  la t te r  one d im in ish es  w ith  th e  grow ing o f m, th e  a llow ab le  to le ran ce  
o f  th e  in n e r  d iam eter w ill b e  th e  g re a te r , th e  sm aller m  is.

A s th e  fu nc tion  a  =  f 2(ma)  is m a th e m a tic a lly  n o t k n o w n  b u t  on ly  
f ro m  d a ta  o f ex p e rim en ta l re su lts  (e.g. as a cu rve  rep re se n te d  in  a d iag ram ), 
fo r  th e  num erica l c o m p u ta tio n  o f  AD °/0 we h av e  to  d e te rm in e  th e  change 
ra t io s  Aa/A (m a)  a t  v a rio u s  v a lu es  o f  m  ( th e  change ra tio  h as  ju s t  th e re fo re  
b e e n  u se d  in s tead  of th e  d e r iv a tiv e ) . I n  c a rry in g  o u t th e  c o m p u ta tio n s , “ ro u n d ”  
v a lu e s  o f  th e  area ra tio  m ,  d iffe rin g  from  each  o th e r b y  0.05 (in  case o f th e  
s e m ic irc u la r  nozzle b y  0.025) w ere chosen  a n d  m u ltip lied  b y  th e  co rresp o n d in g  
v a lu e  o f  flow  coefficient a. N e x t, th e  A a  a n d  Zl(ma) values w ere c o m p u te d  as 
th e  d iffe rences of th e  a p p ro p r ia te  a d ja c e n t va lues of a an d  (ma),  re sp e c tiv e ly 4, 
a n d  a lso  th e ir  ra tio . W e th e n  h a v e  th e  change ra tio s  co rre sp o n d in g  to  th e  
in i t ia l  v a lu e s  of m  as th e  m e a n  o f th e  a d ja c e n t va lues o f th e  p re v io u s ly  d e te r ­
m in e d  ra tio s . The fin a l re su lt  is th e  v a lu e  o f AD°/0 co rrespond ing  to  Ad°/0 =  0.1.

4 T he first and last values o f  Aa and Zl(ma) were extrapolated.
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PERMISSIBLE DEVIATION OF TH E INNER DIAMETER OF A MAIN UPSTREAM 279

F ig . 3. The pressure difference devices dealt w ith  in this paper
a  — standard  orifice p la te  w ith  corner taps; b — standard  orifice p la te  w ith  D  and D/2 taps; c/1 and  с/2 — standard  (ISA 
1932) nozzle; Af 1 and d/2 -  ISA-nozzle entrance ty p e  Venturi tube ; e -  c o n ic a l  entrance type  V en tun  t u b e -  segm ental 

orifice p la te; g — double orifice p la te ; h — quater-circular nozzle; i — semicircular nozzle

Acta Techn. Hung. 49 (1964)i
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Fig. 4. The curve a =  fi,(m a) for various types o f pressure difference devices
■Symbols: 1 — standard  orifice p la te  w ith  corner ta p s; 2 — standard orifice p la te  w ith  D  and D j2 tap s; 3 — stan d a rd  (ISA 
1932) nozzle; 4 — ISA-nozzle entrance ty p e  V en tu ri tu b e ; 5 — conical en trance ty p e  V enturi tube ; 6 — segm ental orifice 

p late; 7 — double orifice p la te ; 8 — quarter-circular nozzle; 9 — sem icircular nozzle

T h e  calcu lations w ere m a d e  fo r s ta n d a rd  orifice p la te  w ith  co rn e r ta p s , 
s ta n d a r d  orifice p la te  w ith  D  a n d  D/2  ta p s , s ta n d a rd  (ISA  1932) nozzle , ISA- 
nozzle e n tra n c e  ty p e  V e n tu ri tu b e , conical en tra n c e  ty p e  V en tu ri tu b e , segm en­
ta l  o rifice  p la te , double orifice  p la te , q u a rte r-c irc u la r  nozzle, an d  sem ic ircu la r 
nozzle  (F igs. 3 and  4)5. (N o te  see on page 282.) T h e  AD°/0 — f ( m )  cu rves 
a re  re p re se n te d  in F ig . 5. M oreover th e  d a ta  o f c o m p u ta tio n  fo r s ta n d a rd  
o rifice  p la te  w ith  co rner ta p s  are  given by  w ay  o f illu s tra tio n  in  T ab le  I.
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PERMISSIBLE DEVIATION OF THE INNER DIAMETER OF A MAIN UPSTREAM 2H1

T he tre n d  of th e  cu rves is s im ila r to  th a t  of a h y p e rb o la  w ith  axes 
p a ra lle l to  th e  re sp ec tiv e  c o o rd in a te  axes. As can  be seen fro m  F ig . 5, th e  
d ecrease  o f AD°/0 w ith  in c reasin g  m  below  Z lD %  — 0.5 is sm all fo r  a ll th e  
co n sid ered  ty p es  o f p .d . devices. T h is  va lue  belongs to  m ^  0 .5 , w ith  th e  
e x c e p tio n  o f th e  q u a rte r-c irc u la r  nozzle.

F ig . 5. The perm issible bilateral deviation  o f the inner diam eter for various pressure difference 
devices as a function  o f  the area ratio: A U %  =  f(m)

Symbols: 1 — standard  orifice p la te  w ith  corner ta p s; 2 — standard  orifice p la te  w ith D  and D/2 tap s; 3 — s ta n d a rd  (ISA 
1932) nozzle; 4 — I5A-aoBzle en trance type V eitu ri tu b e ; 5 — conical entrance type V enturi tu b e ; 6 — segm ental orifice 

p late; 7 — double orifice plate; 8 — quarter-circular nozzle; 9 — sem icircular nozzle

N ow , considering  th e  s tr a ig h t  lines rep resen tin g  th e  to le ra n c e s  o f  the  
in n e r d iam ete r a f te r  D IN  1952 (i.e. ± 2 %  for m <, 0.3 an d  ± 0 .5 %  fo r m  >  0.3) 
a n d  th o se  a fte r  B .S. 1042 (i.e. a d e v ia tio n  of 0 .5%  fo r all va lues o f  m ), ev id en tly  
th e  ca lcu la ted  va lu es  do n o t ag ree w ith  th ese  a t  all. E .g . in  case o f  s ta n d a rd  
orifice  p la te  (w ith  co rn er ta p s)  fo r m ^  0.47 a m ore rigo rous to le ra n c e  is 
necessary , while fo r m <  0.2 a g re a te r  to le ran ce  is perm issib le  th a n  t h a t  acco rd ­
ing  to  D IN  1952.
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Table I

Computation of the perm issib le deviation o f the inner diameter fo r  a standard orifice plate
with corner taps

Til a m  • a
A a  =

=  cii+ l -  a ,

A(rna) =

=  ( " > “ )<+1 -  
-

Aa
A(m a) U m a)], m • b & L

AD%

(0.003) (0.0297) (0 . 1 0 1 )
0.05 0.598 0.0299 0.1165 0.00583 (17.14)

0.004 0.0303 0.132
0 . 1 0 0.602 0.0602 0.1628 0.01628 (6.14)

0.006 0.0310 0.1936
0.15 0.608 0.0912 0.2068 0.03102 3.225

0.007 0.0318 0 . 2 2 0
0 . 2 0 0.615 0.1230 0.2463 0.04926 2.03

0.009 0.0330 0.2725
0.25 0.624 0.1560 0.2825 0.07061 1.417

0 . 0 1 0 0.0342 0.2925
0.30 0.634 0.1902 0.3008 0.09024 1.108

0 . 0 1 1 0.0356 0.309
0.35 0.645 0.2258 0.351 0.1229 0.814

0.015 0.0382 0.393
0.40 0.660 0.2640 0.3955 (1.1582 0.632

0.016 0.0402 0.398
0.45 0.676 0.3042 0.4185 0.1884 0.531

0.019 0.0433 0.439
0.50 0.695 0.3475 0.4465 0.2233 0.448

0 . 0 2 1 0.0463 0.454
0.55 0.716 0.3938 0.466 0.2563 0.390

0.024 0.0502 0.478
0.60 0.740 (1.4440 0.4925 0.2955 0.338

0.028 0.0552 0.507
0.65 0.768 0.4992 0.527 0.3426 0.292

0.034 0.0622 0.547
0.70 0.802 0.5614 0.5645 0.3952 (1.253

(0.042) (0.0722) (0.582)

I f  th e  p rescribed  v a lu e  o f  A d %  is n o t e q u a l to  0.1, th e  values o f ZlD%. 
r e a d  o ff  in  the  d iag ram  a re  to  be reduced  p ro p o r tio n a lly  (e.g. in  case o f A d°/0 =  
=  0 .0 5 , A D %  w ill a lso  b e  h a l f  as large as th e  re a d  o ff  va lue).

A s for th e  se g m e n ta l orifice i t  shou ld  be  m e n tio n e d  th a t  a lth o u g h  th e  
t h r o a t  d iam eter has no  m e a n in g  in  th is  case, th e  m e th o d  developed  can  be 
a p p lie d  to o . Indeed , in s te a d  o f  m =  d2/D 2, w e h a v e  to  use m = f / F .  N ow , 
th e  re q u ire m e n t fo r th e  to le ra n c e  of th e  th r o a t  d ia m e te r  to  have  a certa in  
v a lu e  (e.g . Ad°/0 =  ^ 0 .1% ) is obviously e q u iv a le n t to  a re q u ire m e n t fo r th e  
to le ra n c e  of the  th ro a t  a re a  to  be tw ice as la rg e  as th e  fo rm er one (e.g. Af°/0 =  
=  rbO-2). And as

D 2( 1 ±  A D % l l 0 0 y  D 2( 1 ± 2 A D % I 1 0 0 ) 
d2( 1 ±  A d % l  100)2 Ъ ( 1  ±  2 / ld % /100) ’

5  The values of m  and a for th e  standardized p .d . devices (i.e. standard orifice plate  
w ith  corner taps, standard orifice  p late  w ith  D  and D /2  tap s, standard (ISA 1932) nozzle, 
IS A -nozzle  entrance typ e  V entu ri tu b e , and conical entrance ty p e  V enturi tube] were taken  
from  th e  Hungarian Standard M NOSZ 1709 — 56 [3], w hile for segm ental orifice plate data of 
[4], for double orifice plate th o se  o f  [5], for quarter-circular nozzle those of [6 ], and for sem i­
circu lar nozzle those of [7] w ere u sed ; the latter ones after a drawn curve a =  f f m ) .

I t  is to be noted th a t th e  d a ta  for m and a for standard orifice plate w ith  corner taps, 
for standard  (ISA 1932) nozzle, and  for ISA-nozzle entrance ty p e  Venturi tube in [3] are the  
sam e as in  [1]. The data for standard  orifice plate w ith D  and D /2  taps, and for conical entrance 
ty p e  V en tu ri tube were taken  from  [2], the a values being com puted from those of the coeffi­
c ie n t o f  discharge C given in th e  la tter .
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PERMISSIBLE DEVIATION OF THE INNER DIAMETER OF A MAIN UPSTREAM 28.4

ob v iou sly  the ratio o f  the deviation  o f F  ~  D 2 and that o f /< ~  d~ is according  
[6] equal to the ratio d D % /d d % , i.e . A F ° / J A f %  =  A D % /A d % .

Thus it is clear th a t the calcu lated  value AzAD °/0 is the perm issible  
d eviation , giving the throat areas calculated  w ith  the appropriate high and 
low  lim its D } and D 2, respectively , differing from that calculated  w ith  the 
design diameter D  b y  the perm issible deviation  ± /1d% . Again introducing  
the equivalent diam eter o f  throat:

dtd= V m - D  =  VflF-D,  ( 7 )

ob viou sly , the d,d values calculated w ith  D г and D 2, respectively , w ill differ 
from  d id corresponding to  D  by A d ,d°/0 =  A d % .

The throat area o f the segm ental orifice plate is usually  g iven  by the  
h e ig h t a. We have also to deal w ith  its tolerance AzAa. A ccording to  our 
startin g  conditions, it  m ust have such a value so as to  assure the th roat areas 

and f 2 corresponding to the high and low  lim its and a2, respectively , 
should  differ from the throat area f  corresponding to the design height a  by  
th e  perm issible deviation  of A f,  or the com puted d ,d values b y  A d id from  d,d 
correlative to a. Therefore, we have to  determ ine the change ratio A a 0/ 0/A d°/0. 
T he relation betw een the height o f  the throat and its area is given b y  the 
equation:

Introducing the area ratio, we have:

1
(9)

First, we have to  determ ine the d erivative d(a /D )/d (d jd/D ) ,  as it  gives, 
m ultip lied  by the ratio (dl(J/D )/(a /D ), approxim ately the ratio A a /A d id:

or again if  A d ,d =  0,001:
i d

d (a/D) d J D =  103 • A a . (10a)

In order to obtain the d erivative, first take the square root on both  
sides o f (9). Thus, we obtain d i(t/D  as a function  of (a/D):
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w h ere  on ly  th e  -f- sign  assu res  a geom etric  m ean in g . D iffe ren tia tio n  a f te r  
(a /D ) gives:

d (d J D )  =  _ i  ï alD  -  (alD )2 (9Ь \
A(a/D) n  d id/D

F ig. 6. The permissible bilateral dev iation  of tbe height o f  the throat o f segm ental orifice p lates  
as a fu n ction  of the throat ratio: zla • 1 0 3  =  / (m )

N ow , as in  th e  ra n g e  o f defin ition  (0 <  a/D  <  1) th e  d e riv a tiv e  
d (d id/D )/d(o/D ) is now here  ze ro , we have fo r th e  in v erse  function :

à (a /D ) n_ d J D
d ( d J D )  4 Уа/D -  (a /D )2 * 1

T h e  curve re p re se n tin g  103 • Aa  =  f ( m )  is show n  in  Fig. 6 . As m a y  be  
seen , th e  value of th e  p e rm iss ib le  deviation  A a  is a b o u t one and  half, tw o  tim es  
g re a te r  th a n  th a t  o f Adid.

H ow ever, i t  m u st n o t  b e  fo rgo tten  th a t  w hile in  case of concen tric  p .d . 
d ev ices , th e  sa tisfac tio n  o f  th e  conditions fo r th e  dev ia tio n s of th e  in n e r  
d ia m e te r  of th e  m ain  a n d  th e  th r o a t  d iam eter, a n d  o f  o th ers  p rescribed  in  th e  
s ta n d a r d  for flow  m e a su re m e n t assures th e  re q u ire d  accu racy , all th is  is n o t 
en o u g h  fo r a segm enta l o rifice  p la te . T hen  th e  th r o a t  a rea  is n o t e n tire ly  
d e te rm in e d  b y  th e  h e ig h t o f  th e  th ro a t b u t  also d ep en d s on th e  tru e  sh ap e  
o f  th e  a c tu a l cross sec tion  o f  th e  m a in .6

6  This deficiency cannot be corrected by bordering th e  bottom  of the throat w ith  a 
piece o f tolerated arch, for if  th e  actu a l cross section of the m ain is wider, eddies cause an  
ad d ition al error, and if it is narrow er, th e  use of the piece w ould  be senseless.
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The developed  m ethod  of c a lc u la tio n  is based  on tw o a ssu m p tio n s . F ir s t ,  
n o t on ly  th e  va lu e  o f | A d  | % , b u t  t h a t  o f | A D  | %  is sm all to o . Second , 
th e  in n e r cross sec tio n  of th e  m ain  re ta in s  its  c ircu la r shape fo r a ll v a lu es  o f  
D  ly in g  betw een  th e  h igh and  low  lim it. T he f irs t  condition  m eans t h a t  th e  
ca lc u la ted  values o f  AD°/0 m ay be considered  as reliab le only to  a sm a ll p e r­
cen tag e  lim it (say  3 4 -4 % ), and  g re a t va lues o fz lD %  for sm all va lu es  o f  m  a re  
su ita b le  only  for ap p ro x im ativ e  in fo rm a tio n . B u t in p rac tice  these  g re a t v a lu es  
a re  m uch  g rea te r  th a n  th e  to le ran ces d e te rm in ed  b y  th e  s ta n d a rd s  fo r tu b e s  
o r —  in  case o f n o n -s ta n d a rd  tu b e s  —  th e  usual ones.

H ow ever, th e  second co n d itio n  is genera lly  no t satisfied  in  p ra c tic e  
e x c e p t w hen s tra ig h t  pipe len g th s  o f  fin ish ed  in n e r surface are  used  i.e . i f  th e  
in n e r  d iam ete r is less th a n  a p p ro x im a te ly  3 inches (usually  in case o f  q u a rte r-  
c irc u la r  and  sem ic ircu la r nozzles). T h e  ex ac t shape  of th e  in n er su rface  can  
in  genera l be d e te rm in ed  only ju s t  befo re  th e  in s ta lla tio n  of th e  p .d . d ev ice . 
N ow , if  th e  a c tu a l in n e r  d iam ete r o f  th e  m ain  is defined  as D mea„, i t  is obv ious 
f i r s t  th a t  th is  v a lu e  m u st lie b e tw een  th e  ca lcu la ted  high and  low lim its  D x an d  
D 2 resp ec tiv e ly . Second, th e  d e v ia tio n s  A D X (p= D Xv, —  D  m u s t rem ain  
w ith in  a ce rta in  lim it. The value o f  th is  lim it c an n o t be ev a lu a ted . N ev e rth e le ss , 
p ro b a b ly  we m ay  a tta in  th e  n e c e ssa ry  accu racy  even in th e  case o f  single 
ho les, i f  Dj >  D x v >  D r  The use  o f a n n u la r  p ressure ch am b ers  w ould  
po ssib ly  m ake a g re a te r  d ev ia tion  to le ra b le  too .

Now, in  case of welded n o n -s ta n d a rd  tu b es  and  in te rn a lly  su rface- 
f in ish e d  pipe le n g th s , th e  to le ran ce  n ecessary  for th e  inner d ia m e te r  m ay  be 
ta k e n  from  F ig . 5. On th e  o th e r h a n d , in  case of s ta n d a rd  tu b es from  th e  fig u re  
we have  to  check  th e  to lerance  d e te rm in e d  b y  th e  tu b e  s ta n d a rd . As th e  
B ritish  S ta n d a rd  specifications fo r  tu b e s  in  genera l give th e  to le ra n c e  only 
fo r  th e  o u te r d ia m e te r  and  th e  w all th ick n ess , th e  probably  d ev ia tio n  fo r th e  
in n e r  d iam ete r is to  be ca lcu la ted  b y :

AD„ =  ±  ]/AD0' d'Y  +  2(As)* (11)

o r its  p ercen tage  va lu e  by :

A D p%  =  1 0 0 - A D pID .  (11a)

As an i l lu s tra tio n , th e  p ro b a b le  d ev ia tio n s of th e  in n er d ia m e te r  o f  th e  
tu b e , expressed  in  percen tage , h as  b een  ca lcu la ted  for: 1. cast iron  f la n g e d  p ipes 
a f te r  B . S. 2 0 3 5 :1 9 5 3 , Classes A  a n d  D ; 2. stee l tu b es  su itab le  fo r  screw ing  
to  B . S. 21 p ipe  th re a d s , a f te r  B . S. 1387 : 1957, lig h t an d  m ed iu m  w elded , 
m ed iu m  an d  h ea v y  seam less m a n u fa c tu re d , an d , 3. steel tu b es  fo r  m ech an ica l 
s tru c tu ra l  an d  g enera l eng ineering  pu rp o ses  a f te r  B . S. 1775 : 1951, sec tion  
th re e , H FS  —  h o t fin ished  seam less stee l tu b e s . T he A D p°/0 v a lu es  in  fu n c tio n  
o f  D  are show n in  F ig . 7. I t  also i l lu s tra te s  th e  effect of th e  g rea te r  w all th ick n ess  
fo r  increasing  th e  A D p%  values.
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Fig. 7. The probable deviations of the inner d iam eter o f several standard tubes 
l / a  a n d  1 /b  -• c a s t iron  flan g ed  p ip e s  a f t e r  B . S. 2035:1953, Classes A  a n d  D  re s p e c tiv e ly ;  2 /a, 2 /b , 2/c, a n d  2 /d  — s te e l tu b es  
s u i ta b le  fo r  screw ing to  B . S. 21 p ip e  th r e a d s ,  a fte r  B . S. 1387:1957, l ig h t  a n d  m ed iu m  w elded , m ed iu m  a n d  h e a v y  seam less 
m a n u fa c tu re d ,  resp ec tiv e ly ; 3 /a , 3 /b , a n d  3 /c  — steel tu b es  fo r  m e c h a n ica l s t r u c tu r a l  a n d  genera l eng ineering  p u rp o ses  a f te r  

B . S . 1775.1951, sec tio n  th re e ,  H F S  — h o t fin ished  seam less s te e l tu b e s ,  l ig h t ,  m ed iu m , an d  h e a v y , re sp ec tiv e ly

As can be seen f ro m  th is  figure, fo r in n e r  d iam eters less th a n  ab o u t 
3 "  (o r 70 m m ), th e  p ro b a b le  d ev ia tion  su d d e n ly  increases fo r a ll ty p e s  of 
tu b e s .  T h u s th e  re c o m m a n d a tio n  of B. S. 1042 : 1943 (in p a ra . 29) is ju s tif ie d ; 
th e  sam e is e s tab lish ed  in  D IN  1952 for d ia m e te rs  D  <  70 m m  (see [1], P- 14, 
p a ra .  1,52).

I f  th e  to le rances o f  th e  ou te r d iam e te r  a re  n o t  o f b ila te ra l sy stem  (i.e. 
th e  h ig h  an d  low lim its  do n o t lie sy m m e tr ic a lly  to  th e  design o .d .), th e n , 
in  c o m p u tin g  th e  p ro b a b le  dev ia tio n  of th e  in n e r  d ia m e te r , i t  is reco m m an d ed  
to  con sid er th e  av erag e  v a lu e  o f th e  lim itin g  v a lu e s  as a design o u te r  d iam e te r 
a n d  th e  devia tion  o f  th e s e  from  th e  la t te r  ones as b ila te ra l to le ran ces .7

7 This has been done for the here considered tu b es as regards the outside diam eters 
after B . S. 1387 :1957, tw o  series o f these after B . S. 1775 :1951 , and the thicknesses after 
B. S. 2035 :1935. The plus to lerance of the wall th icknesses after B . S. 1387:1957 (not given  
in  th e  standard) was taken  as equal to the minus one.
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A s m ay  be e stab lish ed  from  th e  f ig u re , th e  p robab le  d ev ia tio n s  o f  th e  
in n e r  d ia m e te r  o f s ta n d a rd  tu b e s  sa tis fy  th e  re q u ire m e n ts  only for sm a ll v a lu es  
o f  m, w ith  th e  excep tion  o f c a s t iron  tu b e s  o f  la rg e  d iam eters. T h e  e ffec t o f 
th e  w all th ick n ess  to  increase  th e  v a lu e  o f  A D p°/0 can  be well seen  in  th e  
d ia g ra m . F o r  th is  reason , i t  is m ore a d v a n ta g e o u s  to  use h igh tensile  s te e l tu b e s .

O n th e  o th e r  h a n d , i t  m u s t be k e p t in  m in d  th a t  th e  p robab le  d e v ia tio n  
o f th e  in n e r  d iam e te r m ay  d iffe r from  th e  av e rag e  dev ia tio n  d e te rm in e d  b y  
s ta t is t ic a l  m e th o d s. U n fo rtu n a te ly , sy s te m a tic  re su lts  are ra re , n e v e rth e le ss , 
i t  seem s th e  s ta tis tic a l m ean  m ay  be c o n sid e rab ly  sm aller th a n  th e  p ro b a b le  
d e v ia tio n .

F in a lly , le t us n o te  th e  fo llow ing: H ith e r to  i t  was in  general s ta te d  in  
h an d b o o k s  on ly , th a t  inaccu racies o f m a n u fa c tu r in g  an d  dev ia tio n s fro m  th e  
re q u ire m e n ts  o f th e  s ta n d a rd  fo r flow  m e a su re m e n t, for sm aller a re a  ra tio s  
cause  sm alle r ad d itio n a l erro rs th a n  fo r g re a te r  ones. Some au th o rs  h a v e  o v e r­
e s tim a te d  th e  a d v a n ta g e  of decreasingm , as a g a in s t o th e r  ad v an tag es  c o n n e c te d  
b y  in c rea s in g  i t  (decrease o f  p ressu re  loss; e.g . see [6 ]). Now, an  im p o r ta n t  
re su lt  o f  th e  m eth o d  developed  is to  m ake i t  possib le  to  num erica lly  d e te rm in e  
th e  la rg e s t a rea  ra tio  allow able fo r a g iven (or p ra c tic a lly  rea lizab le) to le ran ce  
o f  th e  in n e r  d iam e te r  A D .  T h u s i t  su p p lem en ts  th e  design m e th o d  fo r  p .d . 
dev ices o f  sm all p ressu re  loss (see e.g . [7]).
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T O L E R A N Z E N  D E S IN N E R E N  R O H RDU RCH M ESSER S  
B E I D U R C H FLU ßM ESSU N G  MIT DROSSELG ERÄ TEN

G. S . V A SY

ZUSAM M ENFASSUNG

B ei dem E ntw urf von  Drosselgeräten zur D urchflußm essung in Rohrleitungen ist der 
genaue W ert des inneren Rohrdurchmessers (D ) an der Meßstrecke im  allgem einen nicht 
bek an n t, da die R ohrleitung noch nicht gebaut is t . D eshalb  ist es für den K onstrukteur von  
besonderer Bedeutung, w elche Abweichungen (Л D % )  des inneren Rohrdurchmessers bei ver­
schiedenen Arten von  Drosselgeräten und bei gegebenen W erten des Ö ffnungsverhältnisses 
(m ) für genormte Leitungsrohre zugelassen werden können , bzw. welche Toleranzen für n icht 
genorm te Leitungsrohre vorgesehen werden sollen, ohne daß der entsprechende Teil-M eß- 
fehler einen gewissen W ert übersteigt.

Der Verfasser h at zur Bestim m ung dieser T oleranzen des inneren R ohrdurchm essers 
e in  Verfahren ausgearbeitet a u f dem  Grunde der E rforderung, daß der m it dem  oberen bzw. 
unteren  Grenzwert von  D  gerechnete Ö ffnungsdurchm esser (d; bzw. im  Falle von  Segm ent­
blende der W ert dц  =  yiii • D ) dem  m it dem oberen bzw . unteren zulässigen Grenzwert des 
m it dem  geom etrischen W ert v o n  D  gerechneten Öffnungsdurchm esser gleich ist. D as Ergebnis 
w urde für Norm blenden, M eßblenden m it D ruckentnahm e in D  und D /2  (nach B. S. 1042 : 
1943), Norm düsen, Venturinorm düsen, konische V enturidüsen  (nach B. S. 1042 : 1943), 
Segm entblenden, D oppelb lenden , Viertelkreis- und H albkreis-D üsen angeführt und als K urven  
ЛD°/0 = / ( m )  in einem  D iagram m  dargestellt (s. B ild  5).

Außerdem  bestim m t er, gem äß der oben erw ähnten  Erforderung die Toleranzen der 
Ö ffnungshöhe der Segm entblende (a ; s. Bild 6 ).

D ie angewendete M ethode beruht auf zwei A nnahm en: 1. AD %  ist  klein; 2. der Quer­
sch n itt des Rohres an der M eßstrecke ist ein geom etrischer Kreis.

Zum  Vergleich w urden für einige genormte R ohre (nach B. S.) die w ahrscheinlichen  
A bw eichungen des inneren Durchm essers (ADp%) gegeben (s. Bild 7). M it H ilfe dieser 
D iagram m e ist es leich t, bei gegebener Toleranz von D  u n d  bei gegebener Art des D rossel­
gerätes den höchsten zulässigen W ert von  m zahlenm äßig festzustellen.

LES T O LÉR A N C ES D U  DIAM ÈTRE IN T É R IE U R  D ’U N E  CO NDUITE  
E N  CAS D E  M E SU R E  D U  D ÉBIT À L’A ID E  D ’U N  SYSTÈM E D É PR IM O G È N E

G. S. V A SY

RÉSUM É

L ’ingénieur fa isant le projet d’un systèm e déprim ogène pour la mesure de débit de 
flu id es, ne connaît pas en général à l’avance la valeur vra ie  des diamètres intérieurs de la  
condu ite  (D ) à l’am ont e t  à l ’aval du systèm e, la conduite n ’ex istan t pas encore. C’est pourquoi 
il lu i im porte de connaître la tolérance du diamètre intérieur de la conduite (A D % ) en cas de 
divers typ es de systèm es déprim ogènes et de valeurs d ifférentes du rapport des sections ouvertes 
(m ), qu’il s’agisse de la valeur zlD %  admissible pour des tu y a u x  normalisés, ou de celle qui doit 
être prescrite pour des tu y a u x  hors norme, sans que l ’erreur partielle dépasse une valeur donnée.

L ’auteur avait élaboré une m éthode de calcul de ces tolérances, com pte tenu  de la 
cond ition  que le diam ètre d  de la  section m inim um  du systèm e déprimogène (ou en cas de 
diaphragm e segm entaire, le  diam ètre di(t =  ym • D ), calculé avec la lim ite m axim um  ou m ini­
m um  de D , soit égal respectivem ent au m axim um  ou au m inim um  adm issible de d, calculé  
avec la  valeur géom étrique de D . Le résultat est donné dans un abaque (voir fig . 5) pour les  
sy stèm es déprimogènes su ivan ts: diaphragme norm al (ISA  1932), diaphragme avec prise de 
pression sur le tuyau à D  en am ont et D /2  en aval (d ’après B . S. 1042 :1943), tuyère norm ale 
(ISA 1932), V enturi-tuyère, V enturi classique (du ty p e  H erschell), diaphragme segm entaire, 
deux  diaphragm es en séries, tuyère  en quart de cercle e t tuyère  en demi-cercle^

L a m éthode appliquée repose sur deux hyp othèses: 1. la déviation A D %  est petite;  
2 . les sections de la conduite en am ont et en aval du sy stèm e déprimogène sont des cercles géo­
m étriques.

E n  outre, conform ém ent à la condition m entionnée ci-dessus, il déterm ine, les to lé ­
rances de la flèche de la section  ouverte du diaphragme segm entaire (a, voir fig . 6 ).
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E nfin , pour faire une comparaison, la déviation  probable du diamètre intérieur (ЛВр% ) 
est donnée dans un abaque (voir fig . 7.) pour des tu yau x  de conduite norm alisés (d ’après 
des B . S.). Il est facile de trouver la plus grande valeur de m admissible pour une tolérance  
probable de D et pour le type du systèm e déprim ogène appliqué.

ДОПУСКАЕМОЕ ОТКЛОНЕНИЕ ДИАМЕТРА ТРУБОПРОВОДОВ ПРИ 
ИЗМЕРЕНИИ РАСХОДА С ПОМОЩЬЮ СУЖАЮЩЕГО УСТРОЙСТВА

Г. С. ВАШИ

РЕЗЮМЕ

При проектировании сужающих устройств, служащих для измерения расхода 
протекающих в трубопроводах флюидов (жидкостей, газов или паров), точное значение 
внутреннего диаметра вообще в месте монтажа не известно. Поэтому при проектировании 
важно знать, какой допуск можно принять по внутреннему диаметру трубопровода при 
различных сужающих устройствах и относительных сечениях, если труба трубопровода 
является стандартной, или же какой допуск следует задать для нестандартной трубы 
трубопровода, чтобы удовлетворительная частная погрешность измерения не превысила 
бы определенное значение. Автор для определения допускаемого отклонения (Ли %) 
внутреннего диаметра трубы (В) разработал метод на основе того требования, что диаметр 
прохода, рассчитанный, исходя из верхнего и нижнего пределов D, (или же в случае сег­
ментной диафрагмы значение did =  уйШ) равен допускаемым верхним и нижним пре­
дельным значениям диаметра отверстия d (соотв. значение dld), рассчитанного на основе 
геометрического значения В., Результаты даются для двух различных нормальных диа­
фрагм (отбор давления в углах, соотв. на расстоянии В и В /2), для нормального сопла 
(ISA 1932), нормальной расходомерной трубы (ISA 1932), конической расходомерной 
трубы, сегментной диафрагмы, сдвоенной диафрагмы для соплы с профилям четвер­
ти круга. Кроме того, определяется для сегментной диафрагмы допуск на высоту сег­
ментного отверстия, соответствующий упомянутым выше требованиям. Для сравнения 
сообщается значение расчетного вероятного допуска для стандартных трубопроводных 
труб.
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НОВЫЙ ДАТЧИК ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ПОЛУПРОВОДНИКА

А. ЛЁРИНЦИ » П. СЕБЕНИ
ИНСТИТУТ ТЕХНИЧЕСКОЙ 

ФИЗИКИ ВЕНГЕРСКОЙ 
АКАДЕМИИ НАУК

НАУЧНО ИССЛЕДОВАТЕЛЬ­
СКИЙ ИНСТИТУТ ПРОМЫШ­

ЛЕННОСТИ ТЕХНИКИ 
СВЯЗИ

(■Поступило 9-го апреля 1962 г.]

В данном сообщении описывается два новых вида датчиков перемещения, рабо­
тающих на основе эффекта Холла. Опытные датчики, разработанные авторами, имеют 
большую длину действия и выходной сигнал с датчиков в определенном месте полезного 
диапазона перемещений можно установить на ноль. Один из этих типов датчиков осно­
вывается на внешней специальной цепи, а второй — на необычном геометрическом оформ­
лении полупроводниковой монокристаллической пластинки.

При измерениях расстояний, необходимых в области механики, во 
многих случаях требуется, чтобы измеренное значение можно было бы на­
блюдать на определенном расстоянии от места выполнения измерения. Эта 
проблема, входящая в круг дистанционного измерения при автоматизации 
производственных процессов, приобретает весьма важное значение. Одним 
из наиболее распространенных методов решения задач по дистанционному 
измерению является пропорциональное преобразование измеряемых вели­
чин в электрические величины [1]. В данном сообщении приводится краткое 
описание такого датчика перемещения, действие которого основано на 
использовании эффекта Холла, возникающего на полупроводниках.

Эффект Холла заключается в следующем: кусок проводника поме­
щается в магнитное поле с индукцией В, по этому проводнику пропускается 
ток силой I, и между его концами перпендикулярно к направлению магнит­
ной индукции и тока возникает напряжение, так называемое напряжение 
Холла, величина которого будет

где d — размер образца в направлении магнитного поля;
Ан — характерная для данного материала постоянная Холла, которая 

в случае германия и кремния равна 0,005—0,5 м3/асек. Для метал­
лов значение этой постоянной меньше на несколько порядков.

Здесь следует отметить, что в дальнейшем мы ограничимся только такими 
случаями, при которых полупроводниковая пластинка размещается в пер­
пендикулярном к пластинке магнитном поле, а именно в плоскости ней­
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трали воздушного зазора магнитной цепи, т. е. параллельно поверхностям, 
ограничивающим воздушный зазор.

Из приведенной выше зависимости, определяющей значение напря­
жения Холла, видно, что в случае заданных материала и размеров и при 
установленной силе тока, UH пропорционально магнитной индукции. По­
этому принципиально любая конструкция, основанная на эффекте Холла, 
применима в качестве датчика перемещения, если в перемещении участвует 
сама пластинка полупроводника, размещенная в поле с неоднородной маг­
нитной индукцией. (В рассматриваемом поле магнитная индукция является 
строго монотонной функцией места.) Следовательно, в этом случае возни­
кающее напряжение Холла является функцией перемещения, но эта зави­
симость как правило является нелинейной и асимптотически стремится 
к нолю, так как вблизи воздушного зазора магнитной цепи изменение маг­
нитной индукции вообще происходит по такой закономерности. В резуль­
тате этого обстоятельства ноль построенного таким образом прибора будет 
неопределенным.

Уже известен такой датчик перемещения [2, 3], который использует 
эффект Холла полупроводников. Однако, описанный Ф. Куртом датчик, 
имеет тот недостаток, что преобразование перемещения в электрический 
сигнал требует затраты механической работы из-за перемагничивания, воз­
никающего при работе механизма.

Для решения упомянутых проблем мы считаем подходящим показан­
ный на рис. 1 датчик, который по существу представляет собою два зонда 
Холла (каждая из двух частей, а и b полупроводниковой пластинки, раз­
мещенной между двумя полюсами магнита, является отдельным зондом 
Холла). Кривая «а» на рис. 2 показывает напряжение на зонде Холла, рас­
положенного ближе к магниту, как функцию перемещения, а кривая «6» — 
напряжение на зонде Холла, расположенного дальше от магнита. На ри­
сунке видно, что эти две кривые могут быть совмещены друг с другом при 
сдвиге их вдоль оси X.

Если кривую «а» сжать вдоль оси напряжения с таким расчетом, 
чтобы ее неизменный участок пересекал кривую «Ь» на ее прямолинейном 
участке и если исходить из разности этих двух кривых, тогда получается 
такая результирующая, которая линейно пересекает линию ноля. Реализи- 
руя эти соображения, разработана показанная на рис. 1 схема. Подвод тока 
примененный в середине полупроводниковой пластины, служит для двух 
целей. С одной стороны, разделяет два зонда Холла по цепи питания, а 
вследствие этого становится возможным осуществить сжатие (упомянутое 
выше) уменьшением тока зонда Холла «а» с помощью сопротивления Rt . 
С другой стороны, подвод тока в середине в значительной степени умень­
шает напряжение, возникающее на контактах 2 и 5 вследствие непосред­
ственного воздействия тока питания. Естественно, что напряжения £72и Us
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в случае подходящим образом выбранных расстояний компенсируют друг 
друга. На рис. 3 показано напряжение, которое возникает между контак­
тами 2 и 5 в зависимости от перемещения. Чувствительность такого датчика 
перемещения равна 4 мз/мм, характеристика переходит через ноль и является 
линейной на участке длиной около 5 мм.

Менее наглядным, но удовлетворительным и более простым является 
датчик показанный на рис. 4. Прямая, соединяющая контакты, служащие
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Рис. 4

для отвода пропорционального перемещению напряжения, не перпенди­
кулярна к направлению тока, текущего по длине пластинки полупровод­
ника, поэтому на них даже без магнитного поля возникнет некоторое опре­
деленное напряжение. В случае подходящим образом выбранного магнит­
ного поля это напряжение компенсируется напряжением Холла, таким 
образом получается точка ноля характеристики, которая даже в случае 
изменения тока питания остается в определенном конструкцией месте.
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Характеристика такого датчика перемещения показана на рис. 5. Харак­
теристика имеет линейный участок в несколько миллиметров, чувствитель 
ность датчика перемещения равна 20 MejMM.

Важно отметить, что у обоих типов чувствительность пропорциональна 
току питания.

ЛИТЕРАТУРА

1. Туричин, А. М. : Измерение неэлектрических величин электрическим методом. Тех-
издат, Будапешт 1956.

2. К и н в т, F.: Der H all-G enerator und seine Anw endung in der M esstechnik. Nachrichten­
technische Fachberichte 20 (1961), 19.

3. Gr u b b s , W. J . :  H a ll e ffec t devices. Bell System  Techn. Journal 38 (1959), 853.

A N E W  D ISPL A C E M E N T  T R A N SD U C E R  U S IN G  SEMICONDUCTORS

A. LÖRINCZY and P. S Z E B E N I

SUMM ARY

The paper deals w ith  tw o new types o f d isp lacem ent transducers based on the H all 
effect. The experim ental transducers have great operating len gth  and can be zeroed. One 
typ e  is based on a special external circuit, the other is  based the special geom etric shape  
o f  the sem i-conducting m onocrystal plate.
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EIN N E U E R  W E G U M FO R M E R  MIT H A L B L E IT E R N

A . L Ő R IN C Z Y  u n d  P .  S Z E B E N I

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  Arbeit beschreibt zw ei neue Arten von  W egumformern die auf dem  H all-E ffekt 
b eru h en . D ie experim entellen Um form er haben einen großen Arbeitshub und kön nen  auf Null 
e in g es te llt  werden. Der eine T yp  beruht au f einer äußeren K unstschaltung, der andere auf 
e in er  speziellen  geom etrischen A usbildung der H albleiter-E inkristallplatte.

N O U V E A U X  T R A N SM E T T E U R S D E  DÉPLACEM ENT U TILISANT  
D E S  SEM I-CONDUCTEURS

A . L Ő R IN C Z Y  e t  P . S Z E B E N I

RÉSUM É

L ’étude présente deux n ou veau x  transm etteurs de déplacem ent basés sur l ’effe t Hall. 
L es m od èles d’essai des transm etteurs on t une grande longueur de fonctionnem ent et leur 
zéro e s t  ajustable. L’un des m odèles est basé sur un  circuit artificiel extérieur, e t  l ’autre sur la 
form e géom étrique spéciale donnée à la plaque m onocrystalline sem i-conductrice.
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WARMING UP OF WET MINE AIR

I. T A R JÁ N

CA N D . O F  T E C H N . SC.
D E P A R T M E N T  F O R  M IN E  M A C H IN E R Y  T E C H N IC A L  U N IV E R S IT Y  F O R  H E A V Y  IN D U S T R Y , M IS K O L C  

[Manuscript received February 26, 1962]

In the paper relying on m easurem ents carried out in deep mines, the w arm ing up of 
mine air is dealt w ith , taking the cooling effect o f evaporation  into consideration. U nder a 
su itab le sim plifying condition, verified by experience a solution was found in a form  suitable  
for general com putations. The application o f the m eth od  is shown in a practical exam ple.

The so lu tio n  of problem s em erg ing  w ith  a ir  condition ing  o f m in es, m ore 
p a r tic u la r ly  th e  co m p u ta tio n  o f th e  w a rm in g  up  o f th e  air flow ing  th ro u g h  
sh a f ts  and  d r if ts , ta k in g  besides th e  rock  h e a t ,  also th e  v ap o riza tio n  o f  w a te r , 
o x id a tio n  an d  o th e r  h ea tin g  or cooling  e ffec ts  a n d  th e  an n u a l an d  d a ily  f lu c tu ­
a tio n s of th e  in ta k e  a ir te m p e ra tu re  in to  co n sid e ra tio n , have b e e n  su b je c t 
o f  sc ien tific  in v es tig a tio n s  on v e n til la tio n  o f  m ines carried  o u t in  th e  la s t 
decade  [1].

In  th e  course  o f these  te s ts  on  th e  c o n d itio n in g  of m ine a ir i t  w as possib le 
to  d e te rm in e  th e  w arm ing  of sam e, b o th  in  a single d rifts  and  in  a n e tw o rk  
o f  d rifts  as w ell. T he re la tionsh ips in v o lv ed  a re  v e ry  in tr ic a te  even  in  th e  case 
w hen  only  th e  h e a t flow ing from  ro ck  to  d r if t  are  tak en  in to  c o n s id e ra tio n , 
ev en  neg lec ting  th e  influence o f o th e r  h e a t  effects and  th a t  o f e v a p o ra tio n . 
B y  in tro d u c in g  th e  eq u iv a len t cy lin d e r th e  in tr ic a te  re la tio n s w ere  m ade 
su ita b le  for p ra c tic a l co m p u ta tio n s.

U n til now  th e  h ea t effect due  to  w a te r  ev ap o ra tio n  w as ta k e n  in to  
co n sid e ra tio n  o n ly  w hen an a ir  flow  th ro u g h  a horizon ta l sh ift o r d ra f t  was 
concerned ; th e  d iscrepancy  b e tw een  th e  re su lts  and  m easu rem en ts  how ever 
in d ica te  th a t  th e y  do no t express w ith  a d e q u a te  accuracy  th e  a c tu a l p h en o m ­
en a  invo lved .

H ith e r to  i t  was no t possib le  to  d e te rm in e  by co m p u ta tio n  to  w hich 
degree a ir  flo w in g  in  a ne tw ork  o f  d r if ts  is w arm ed  up, s im u lta n e o u s ly  in ­
fluenced  b y  ro ck  h e a t and  w a te r  e v a p o ra tio n . T his could be done  o n ly  if  by  
a single fo rm u la  th e  effect o f e v a p o ra tio n  in  a h o rizon ta l d r if t  co u ld  be  t a ­
k en  in to  co n sid e ra tio n  du ly  d esc rib in g  th e  physica l p h en o m en o n  in v o lv ed , 
one su itab le  concern ing  an a ir  flo w  in  a  n e tw o rk  of drifts.

In  th e  fo llow ing , based  on m e a su re m e n ts  carried  ou t in deep  m in es, th e  
cooling effect o f ev ap o ra tio n  in  a h o riz o n ta l d rif t is to  be d iscussed .
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T he d iffe ren tia l e q u a tio n  describ ing  th e  w arm ing  up of w et m in e  a ir 
s im u lta n e o u s ly  consid erin g  b o th  th e  cooling  e ffec t of ev ap o ra tio n  a n d  th e  
ro c k  h e a t  as well, i t  follow s [2 ]:

d r
dz

q , 9 db
V  • cp cp dz

w h ere  r  =  T K—  T 0; T K re p re se n ts  th e  in i t ia l  ro c k  tem p era tu re  a t  d r if t  leve l 
[°C ], T 0 th e  a ir  te m p e ra tu re  in  an y  o p tio n a l p o in t of th e  d rift [°C], q =  
=  Я F  (ip) • т  is th e  h e a t flow ing  from  th e  ro c k  in to  th e  d rift, w hile Я s ta n d s  
fo r  th e  th e rm a l c o n d u c tiv ity  o f th e  rock s u rro u n d in g  th e  d rift [kcal/m , h , °C].

d ß

ß

T h e  function  is a m o n o to n o u sly  d im in ish in g  one w ith  positive v a lu e  g iven  
in  ta b le  [5]; ip =  a • t /R 2 in  w hich a is th e  te m p e ra tu re  co n d u c tiv ity  [m 2/h ] , 
t th e  le n g th  of tim e  [m ], R  th e  rad ius o f  th e  d r if t  [m ], z the  le n g th  o f  th e  
d r i f t  [m ], Cp th e  specific  h e a t o f  th e  air [k ca l/m 3, °C], an d  V  the  vo lum e o f  th e  
a ir  f lo w in g  th ro u g h  th e  d r if t  d u ring  a u n ity  o f  tim e , while q rep re sen ts  th e  
e v a p o ra tio n  h ea t o f w a te r  [kcal/g].

T h e  f irs t m em ber in  th e  rig h t side of th e  d iffe ren tia l equation  com prises 
th e  ca lify in g  effect o f ro ck  h e a t ,  th e  second th e  cooling effect of e v a p o ra tio n .

S y m b o l b in  th e  e q u a tio n  s tan d s  for th e  a m o u n t of v ap o u r th a t  go t in to  
th e  a ir  fro m  th e  w et d r if t  b y  ev ap o ra tio n  o r in  o th e r  w ords, th e  q u a n t i ty  o f  
v a p o u r  ta k e n  up  a t  an y  o p tio n a l p o in t of th e  d r if t  b y  th e  air flow ing th ro u g h  
sam e . T h e  in v estig a tio n s h i th e r to  m en tioned  c o n ce rn in g  th is  question  p re sc rib e d  
a c o n d itio n  of e v a p o ra tio n  g iven  b y  th e  fo rm u la  b — b(z) and  d ep en d in g  on 
th e  fo rm  o f th e  fu n c tio n  p re se n te d  an  e x p o n e n tia l  or linear co n d itio n  o f  
e v a p o ra tio n  [3].

I f  an  expo n en tia l co n d itio n  of e v a p o ra tio n  p revails , th e  v a p o u r a lo n g  
a d r i f t  b e in g  z whose le n g th  is Z  is e s tab lish ed  b y  th e  equation

b b(Z)
1 -  e~kz

a - k Z

w hile fo r  a linear co n d itio n  th e  form ula

6 =  b(Z) —
z

is v a lid .
B o th  form ulae are  a p p ro x im a tio n s , as th e  ev ap o ra tio n  tak in g  p lace  in  

a m in e  d r if t  is n o t a w ell-d efin ed  phenom enon . W h a t  can  be m easured  is th e  
v a p o u r  c o n te n t o f th e  a ir  e n te r in g  th e  d rift a n d  th e  to ta l  am oun t of v a p o u r  
h a v in g  com e in to  being  till th e  end of th e  d r if t  [6(Z )].
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U nder th e  lin e a r  co n d itio n  o f e v a p o ra tio n  th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  could 
be  m ore co n v en ien tly  h an d led  an d  th e  so lu tio n  m ore  easily  fo u n d , and  in m any  
cases m igh t be fo u n d  th e  so lu tions to  m o st p ra c tic a l d em an d s as to  accu racy . 
E v e n  in  th e  m ost sim ple case, how ever, i t  has n o t been  possib le to  ta k e  th e  
cooling  effect o f e v a p o ra tio n  w hen a d r if t n e tw o rk  w as concerned  in to  con­
s id e ra tio n , as th e  re la tio n sh ip s  o b ta in e d  w ere v e ry  in tr ic a te  an d  could no t 
be ap p lied  for p ra c tic a l purposes.

B o th  lin e a r  a n d  e x p o n en tia l cond itions o f e v a p o ra tio n  h a d  th e  com m on 
fe a tu re  th e y  b o th  describe  i.e. to  es tab lish  th e  a m o u n t o f v a p o u r  hav in g  got 
in to  th e  a ir  as a fu n c tio n  o f th e  sh a ft le n g th .

F ro m  th e  p o in t o f th e  sh a ft onw ards, w here  th e  a ir  has reach ed  th e  s ta te  
o f sa tu ra tio n  a t  a n y  p o in t o f sam e, so m uch  w a te r  w ould  e v a p o ra te , th a t  th e  
a ir  w ould  becom e s a tu ra te d  a t  th e  given te m p e ra tu re . A ccord ing ly  in  th is  
case th e  co n d ition  o f  e v a p o ra tio n  is d ire c tly  o b ta in e d  as th e  fu n c tio n  of th e  
m ine a ir  te m p e ra tu re

bt = m  ■

In  an  earlie r p a p e r  th is  re la tio n sh ip  —  th e  v a p o u r c o n te n t o f th e  a ir  
s a tu ra te d  w ith  v a p o u r  —  was a p p ro x im a te ly  g iven w ith  an  exaggera ted  
accu racy  b y  a po ly n o m  o f fo u rth -d eg ree  over th e  te m p e ra tu re  dom ain  betw een  
10 an d  50 °C [3]. A ccord ing ly  th e  so lu tion  of th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  rep resen ts 
an  in tr ic a te  re la tio n sh ip  even fo r th e  s a tu ra te d  sec tio n , one n o t su itab le  to  
be app lied  for d r if t  n e tw o rk s.

W hen  th e  w arm in g  up  o f th e  m ine a ir  caused  by  ro ck  h e a t an d  th e  
s im u ltan eo u s cooling dow n due to  ev ap o ra tio n  is to  be in v e s tig a te d , one has 
to  s ta r t  from  a co n d itio n  o f ev ap o ra tio n  th a t  is eq u a lly  v a lid  for b o th  th e  
u n s a tu ra te d  as w ell as fo r s a tu ra te d  sec tion , one com prising  th e  ev ap o ra tio n  
as a d irec t fu n c tio n  o f te m p e ra tu re . On e v a p o ra tio n  on ly  v a p o u r  is form ed 
o n  th e  liq u id  su rface , g e ttin g  in to  th e  a ir  a d ja c e n t to  th e  liq u id  surface b y  
m eans o f diffusion an d  convection . In  s ta te  o f  eq u ilb riu m  th e  am o u n t of h ea t 
n eed ed  to  b rin g  a b o u t an  increase in  th e  v a p o u r  c o n te n t o f th e  a ir  is ev en tu a lly  
covered  by  th e  h e a t  c o n te n t o f th e  air. T he e ffec t o f e v a p o ra tio n  is observab le  
as a change ta k in g  p lace in  a ir  te m p e ra tu re ; fu r th e r  th e  change in  v a p o u r 
c o n te n t is possib le  o n ly  b y  m easuring  th e  d ry  a n d  w et te m p e ra tu re . As a 
consequence o f th is  i t  is co rrec t to  give th e  v a r ia tio n  o f e v a p o ra tio n  ta k in g  
p lace a long  th e  d r if t  b a y  be d e te rm in ed  in d ire c tly  b y  w ay  o f th e  fu nc tion  
te m p e ra tu re  vs. d r if t  len g th .

In  th e  s a tu ra te d  sec tion  th e  e v a p o ra tio n  w ith  (p =  1 re la tiv e  v ap o u r 
c o n te n t is g iven  as a co n d itio n . T his co n d itio n  a n d  th e  v a p o u r  c o n te n t p e r ta in ­
in g  to  th e  s a tu ra te d  s ta te  bt =  b ,(T 0) as d e te rm in a b le  b y  m eans o f th e  cu rve  
i —  X can be g iven  w ith  an y  op tio n a l a c c u ra cy  in  ta b u la r  fo rm . As th e  cu rve  
i —  X show s, th e  d iag ram  <p — 1 m ay be co n sid ered  as a p p ro x im a te ly  a s tra ig h t

2ЯУ
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o v e r  th e  tem p e ra tu re  d o m a in  ly in g  betw een  20 a n d  30 °C, an  e v a p o ra tio n  
c o n d itio n  involv ing  th e  fo llow ing  re la tio n sh ip  to  ex is t w ith in  th is  in te rv a l

b t =  bt ( To) ~ a o +  a i To-

O r, in  o ther w ords, th e  ra t io  o f  h e a t to  m o istu re  ta k e n  up  b y  th e  m ine a ir  
is c o n s ta n t

dbt
-----— =  a . .
dT0

F ig. 1

L e t  us now exam ine th is  a ssu m p tio n  in  th e  case o f th e  u n s a tu ra te d  
s ta te  i .e . wdien

db
JT U

=  £ ,

f ro m  w h ic h  w ith  the  co n d itio n s 2 = 0 , T 0 =  T 00, b =  b0 as e v a p o ra tio n  con­
d itio n s  th e  form ula

6 =  fc0 +  f ( T 0 _ T u0)
is o b ta in e d .
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F ig. 3

F ig. 6
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Fig. 8

ScsERBANi a n d  K r e m n ie v  in th e ir  b o o k  “ A ir Cooling and  D ry in g  in  
D eep  M ines”  [4] g ive d ia g ra m s  for b =  b(z) a n d  T 0 =  T 0(z), these  w ere ta k e n  
fro m  m easu rem en ts  c a r r ie d  o u t in  th e  coal b a s in  D onbass. E lim in a tin g  th e  
sh if t  le n g th  z th e  re la tio n sh ip s  betw een m o is tu re  c o n te n t and  te m p e ra tu re  
b =  b ( T 0) for th e  sh a f t  D o n b ass  No. 17— 17 a t  th e  d e p th  H  =  855 m , a t  deep 
level (F ig . 1), fu r th e r  fo r  th e  shaft D onbass N o . 4/21 a t  d ep th  o f H  =  680 
(F ig . 2) an d  th e  in c lin e d  s h a f t  D onbass “ K o m so m o lec”  a t  th e  d ep th  o f 620—  
533 m  (F ig . 3) w ere p lo t te d .
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B ased  on ind igenous m e a su re m e n ts  th e  p lo ts  rep resen tin g  th e  m o is tu re  
c o n te n t vs. te m p e ra tu re  ta k e n  fo r th e  in c lin ed  sh a ft in  S a jó szen tp é te r I I .  a n d  
fo r Pécs are  g iven in  F igs. 4 i.e . 5 to  9.

I t  is ch a rac te ris tic  for all m e a su re m e n ts , th a t  th e  cond ition

b — bn -{- £ (T0 — Tuo)

is v a lid , f  =  c o n s ta n t, acco rd ing ly

d b
-------=  £ =  c o n s ta n t
dT0

an d  th e  ra tio  of h ea t to  m o is tu re  ta k e n  u p  b y  th e  m ine a ir m ay  w ith  a fa ir  
a p p ro x im a tio n  be considered  as c o n s ta n t in  th e  u n sa tu ra te d  sec tion , to o . T h u s , 
as to  th e  u n s a tu ra te d  s ta te  th e  a fo resa id  co n d itio n  m eans, t h a t  w h en  th e  
te m p e ra tu re  of th e  a ir  flow ing th ro u g h  th e  d r if t changes by  one °C, th e  c o n s ta n t 
m o is tu re  in ta k e  £ [g/m 3] ta k e s  p lace . A cco rd ing ly  th e  cooling e ffec t o f  th e  
e v a p o ra tio n  m ay  genera lly  be ta k e n  in to  co n sid e ra tio n  if  an e v a p o ra tio n  
fa c to r  con fo rm ing  to  experience  is chosen .

T h u s th e  re la tio n sh ip s  o b ta in e d  fo r th e  d ry  an d  sa tu ra te d  s ta te s  a p p e a r  
as special cases w hen describ ing  u n s a tu ra te d  sec tion .

T he d iffe ren tia l eq u a tio n  o f  th e  w arm in g  u p  o f th e  a ir u n d e r  th is  co n ­
d itio n  will be as follows:

d r  A F(y) Q db dr
dz V  • cp cp d r  dz

or a rra n g e d  in  a n o th e r w ay

d r  j  q db

dz Cp d r
t I M r

Г - с р

R ely in g  up o n  th e  aforesaid

db _  _  db 
dr  dT0

th u s
dr X-F(y>)

dz ~  -  V-Cp

=  — f ,

1

1 +  (e/cp)f

T h e  so lu tion  of th e  d iffe re n tia l e q u a tio n  is, w hen z — 0 , T 0 =  T 0

T =  Tq • exp A • F(y)_ 1
v - c p  1 +  (elcp) T

3 Acta Techn. Hung. 49 (1964)



304 I. TARJÁN

I n  th e  d ry  case, w h ere  th e re  is no e v a p o ra tio n  (£ =  0) th e  well kn o w n  
so lu tio n

r  =  r 0 • exp m < p )  ;
Vcp \

is o b ta in e d . T he d ifference  betw een  th e  fo rm u lae  o b ta in ed  for th e  so-called  
d ry  a n d  w et case show s i ts e lf  on ly  in  th e  m u ltip ly in g  fac to r in  th e  e x p o n en t

1

1 +  (qIcp) • £

w h ile  in  o th e r re sp ec ts  th e  re la tio n sh ip  is id e n tic a l for b o th  cases.
A fte r  th e  s a tu ra te d  s ta te  has been re a c h e d  £ =  th e n  th e  fo rm u la  

d e sc rib in g  th e  w arm in g  u p  o f th e  a ir is as fo llow s:

;.F(y>) l ___

v  ■ cp 1 +  te/cp) • ° i

T h e  m oistu re  c o n te n t o f th e  a ir en te rin g  th e  d r if t w ith  th e  in itia l v a p o u r 
c o n te n t  b0 and  te m p e ra tu re  T 00 w ill increase  a lo n g  th e  d rift, its  g row th s is 
d e te rm in e d  by  th e  e v a p o ra tin g  coefficient £ a n d  b y  m eans of eq u a tio n

r  =  {TK— T'0) exp

b — +  £ (Г0 T00) — a0 -)- a ,  • T'0 — bt

th e  te m p e ra tu re  Tó a d e q u a te  fo r th e  s ta te  o f  s a tu ra t io n  to  be d e te rm in e d

T '  — 1 о —
®0 — 0̂ +

R e ly in g  upon  th e  o rig in a l eq u a tio n , th is  w ill be th e  case at place

z V - c P
Я • F{y>)

■ In

T h e  process o f e v a p o ra tio n  as i t  occurs a long  th e  d rift m ay  be co m p u ted  
b y  th e  re la tio n sh ip  ty p ic a l  o f  th e  s a tu ra te d  c o n d itio n .

T h e  course o f th e  m o is tu re  in ta k e  a long  th e  d rif t is from  th e  fo rm u la  
dbjdr  —— £.

h — b0 =  — £ (r — r0) =  £ (T0 — T00 ) =  £ • r0 1 — exp

1

1 +  (elcp) ■ £

>)
V - c p
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As m ay  be seen , th is  eq u a tio n  is, a p a r t  fro m  th e  fac to r  f  th e  sam e as 
th e  one

To -  T„ о =  t0 1 — exp
AF(y) 1

v-Cp  i  +  (e/cp) - f
• z

describ ing  th e  h e a t in ta k e . T hus th e  m o is tu re  in ta k e  along  th e  d rift h as  an  
ex p o n en tia l c h a ra c te r .

L e t us now  ex am in e  in  w h a t w ay  th e  v a r ia tio n  o f th e  ev ap o ra tin g  coef­
fic ien t in  th e  re la tio n  estab lish ed  fo r th e  in s a tu ra te d  s ta te  will in fluence th e  
w arm in g  up of th e  a ir.

a )  A long th e  d r if t  th e  te m p e ra tu re  o f  th e  m ine  a ir  will rise, t h a t  is to
sa y  T 0 >  T 00 w hen

-------- - > 0 ,
1 +  ielcp) ■ I

i.e.

dT„ Q

R ep ro d u c in g  th is  case on p lan e  b —  T 0 th e  s tra ig h ts  b =  60 
+  £ ( T 0— T 00) re p re se n tin g  th e  e v a p o ra tio n  p rocess s ta r t  from  p o in t 
[60; T 0()] and  p roceed  w ith in  th e  ang le  ■& m a rk e d  in  fig u re  (Fig. 10) in  th e  
d irec tio n  of th e  in c reasin g  values T n.

I f  th e  d irec tio n a l ta n g e n t of th e  e v a p o ra tio n  s tra ig h t proceeds w ith in  
ang le  $  is f  =  0 no change in  th e  v a p o u r  c o n te n t  w ill ta k e  place d u rin g  th e  
w arm in g  up of th e  m ine a ir, th is  is a d e q u a te  to o , in  th e  case of th e  d ry  d r if t .

3* Acta Techn. Hung. 49 (1964)



306 I. T A R JÁ N

W h e n  w ith in  angle #  0 <  £ <  oo d e te rm in es  th e  d irec tio n  o f  th e  e v a p ­
o ra t io n  s tra ig h t, th e  m ine d r if t  is a w et one, th ere  e v a p o ra tio n  is going on 
a n d  in  sp ite  of th is  th e  a ir  w ill w arm  u p  as th e  te m p e ra tu re  rise  d u e  to  rock  
h e a t  exceeds th e  cooling e ffec t o f e v a p o ra tio n . In  th is  angle  ra n g e , in  case 
t h a t  0 <  £ <1 av th e  v a p o u r c o n te n t o f th e  m ine a ir will increase  d u e  to  e v a p ­
o ra t io n  w ith o u t ever re a c h in g  th e  s ta te  o f  sa tu ra tio n . W hen  <  |  <  oo 
th e  in ta k e  o f m oistu re  by  th e  m ine a ir  becom es so v igorous, t h a t  som ew here 
w i th in  th e  d rif t th e  a ir  becom es s a tu ra te d  b y  v ap o u r, w hereupon  th e  te m p e ra ­
tu r e  v a r ia t io n  m ay  be d e te rm in e d  b y  m ean s o f th e  re la tio n sh ip  v a lid  fo r th e  
s a tu r a te d  s ta te .

I f  w ith in  angle û  —  ср/д <  £ <  0, th is  m eans, th a t  a d ecrease  in  th e  
v a p o u r  c o n te n t o f th e  m ine a ir , a co n d en sa tio n  would ta k e  p lace , w hile th e  
te m p e r a tu r e  rises. T his case w as n o t in v e s tig a te d .

b)  T h e te m p e ra tu re  o f  m ine  a ir  is c o n s ta n t along th e  d r if t ,  T 0 =  T 00 
i f  £ =  oo. In  th is  case th e  v a p o u r  c o n te n t o f th e  a ir w ill in c rea se , w hile th e  
te m p e r a tu r e  rem ains u n ch an g ed  u n ti l  th e  s ta te  of s a tu ra tio n  a t  p o in t

o f  th e  d r if t  is reached , w here re ly in g  u p o n  th e  aforesaid , th e  te m p e ra tu re  is 
as h ig h  as

n  —  h Л- £ . T

is  o b ta in e d . M aking th e  s u b s ti tu t io n  1 /f  =  fi a n d  app ly ing  th e  ru le  o f  B ernou lli 
a n d  l ’H o sp ita l

c)  A long th e  d rif t th e  a ir  te m p e ra tu re  w ill decrease i.e.
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th u s
db

d Z
=  f  <  - ZR.

Q

R ep resen tin g  th is  case on p la n e  b —  T 0 th e  s tra ig h ts  b =  fc0 -f- 
-|- I  ( T 0— T 00) w h ich  describe th e  e v a p o ra tio n  process, s ta r tin g  o u t fro m  
th e  p o in t [fr0; T 00] a n d  proceed w ith in  th e  an g le  dom ain  tp in  th e  d ire c tio n  
to w ard s  d im in ish ing  T 0-values.

F o r th e  c o m p u ta tio n  of th e  w arm in g  up  o f  th e  w et a ir a p rac tica l e x a m p le  
u sing  th e  follow ing d a ta  was w orked  o u t:

T K =  40°C, original tem perature at drift level; 
a =  2 . 8  • 1 0 _ 3 m 2 /h , tem perature condu ctiv ity  of th e  rock surrounding the drift; 
l =  1 0 4 h, length  o f ventilation  time;

R  =  1 m, radius o f th e  drift;
A =  1.7 kcal/m  ■ h • °C, therm al conductiv ity  o f the rock surrounding the drift;
V =  23 100 m 3 /h , am ount of air flowing through the drift;

T„0 =  20°C, tem perature of the air entering the drift;
=  1 2  g/m 3, m oisture content of the air entering th e  drift;

Cp =  0.3 kcal/m 3, °C, specific heat of the air under constan t pressure referring to the air vo lu m e. 
W ith these data

Further

V> =  - ^ - = 2 8 ,  F (V) =  2 .7 2 . [5]

VjJCjP
/  • F(v)

1500 m .

Substituting these  values into the relationship describ ing the warming up o f the air, 
the formula

т =  T“exp[ ~ W  t + ï t ï )

th a t is to say, the w arm ing up of the air as a function o f the drift length is described b y  the  
relation

T„ =  40 — 20 • exp
1500 1

1
+  1.8 £)•

The curves in F ig. 11 drawn as fu ll lines at th e  different evaporation co effic ien ts  
f  [1 / ( 1  +  1.81)] show the variation coefficients o f air tem perature as a function of drift len gth .

The air flow ing  through the drift w ill becom e saturated depending the in te n s ity  o f  
evaporation when its tem perature is as high as

rp' _  «о — b0 +  £ • T00
Í - *

Relying on the i — x diagram with a fairly good approxim ate linear interpolation  valid  
in the temperature range between 2 0  and 30°C, the form ula

is obtained.
B y substitu ting a„ and a.

+  a, ■ T„ =  1.16 • T„ -

Tk =
20 • I  — 17.7  

£ -  1.16

5.7 g /m 3

The mine air is to have this temperature at point

*' =  1500 (1 +  1.8£) In 4 0 4” y r

in the drift.
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In  the particular case, w hen  £ -> oo

z ' ( £ - * o o ) =  1500 • 1.8 2°  - L -260 ~  17-7 =  7 4 3  m .

In  Figure 11 a dotted  line represents the v aria tion  in the warming up o f th e  air after 
th e  saturated  state has been reached. Relying on th e  figure it can be seen, th a t w ith o u t arti­
f ic ia l cooling only by evaporation , the lowest tem perature that can be obtained is

T 0 (Z  =  2000 m ) =  24 .4°C .
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DIE E R W Ä R M U N G  VO N N A SSE N  G R U B E N W E T T E R N

I .  T A R J Á N

ZUSAM M ENFASSUNG

A u f Grund von M essungen, die in tiefliegenden  Gruben durchgeführt wurden, wird die 
E rw ärm ung von G rubenwettern untersucht, w obei die Kühlwirkung des V erdam pfens m it­
berück sich tig t wird. M it einer zw eckm äßigen, durch die Praxis belegten vereinfachenden B edin­
gun g w urde die Lösung in  einer allgem einen und zur Durchführung von B erechnungen geeig­
n e te n  F orm  erhalten. D ie A nw endung der B erechnungsm ethode wird anhand eines praktischen  
B eisp iels gezeigt.
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L’É C H A U FFE M E N T  D E  L ’AIR  D E  M IN E  H UM IDE

I. T A R JÁ N

R É SU M É

L’étude partant de mesures faites dans des m ines profondes, exam ine l’échauffem ent 
de l ’air de mine en tenant com pte de l’effet refroidissant de l ’évaporation . A vec une condition  
de sim plification utile et confirm ée aussi par la pratique, la solution s’ob tien t sous une forme 
générale se prêtant bien au x  calculs. Un exem ple pratique illustrant l ’app lication  est présenté 
par l’auteur.

Н А Г Р Е В  ВЛАЖ НОГО В О З Д У Х А  В Ш АХТА Х

И . Т А Р Ь Я Н

РЕЗЮ М Е

Исследуется нагрев воздуха шахт, принимая во внимание охлаждающее действие 
испарения, исходя из данных замеров, проведенных в глубоких шахтах. При целесооб­
разном и поддержаном практикой упрощающем условии получено общее решение, под­
ходящее для проведения расчетов. Применение решения показано автором на практи­
ческом примере.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)





ÜBER EINE FRAGE DER EXPERIMENTELLEN UNTER­
SUCHUNG DES DYNAMISCHEN PLASTISCHEN ZUGES

GY. BÉDA

K A N D ID A T D E R  TECHNISCHEN V ISSEN SC H A FTEN  
TECHN ISCHE U N IV ERSITÄ T F Ü R  D IE  SCH W ERIN D U STRIE L E H R S T U H L  F Ü R  M ECHANIK, M ISKOLC

[E ingegangen am 15. Novem ber 1962]

Der im Laufe des dynam ischen Zuges entstehende m ehrachsige Spannungszustand  
kann m it Hilfe des In tegralm ittels der kinem atischen und F estigkeitsw erte durch die Bewe- 
gungs- und Form änderungsgleichungen beschrieben werden, die den einachsigen Spannungs­
zustand kennzeichnen. D as für den Querschnitt gebildete In tegralm itte l der G eschw indigkeit 
des Querschnittes des Prüfkörpers kann nach der in [2] beschriebenen Methode m it der besten  
Annäherung durch die A nw endung eines bandförmigen Prüfkörpers gemessen werden. A uf 
Grund der in [2] und [3] m itgeteilten  Versuchsergebnisse ist der H öchstw ert der quergerichte­
ten  Geschwindigkeit des Bandes kleiner als 2% des In tegralm itte ls der G eschwindigkeit im  
entsprechenden Querschnitt.

1. Die U n te rsu c h u n g  des dynam ischen  V e rh a lte n s  des M ateria ls w ird  
im  allgem einen  d u rch  die H erb e ifü h ru n g  der E rsc h e in u n g  des d y n am isch en  
Zuges vo rgenom m en. Im  L aufe  der P rü fu n g  w ird  ein zy lind rischer, k u rze r 
oder langer S tab , e in  D ra h t  oder ein dünnes B a n d  ve rw en d e t, w obei der 
dynam ische  Zug d u rc h  eine ku rz  an h a lten d e  B e la s tu n g  oder e inen  Schlag  
h ervo rgeru fen  w ird . W en n  die die E rsch e in u n g  b esch re ibende  D iffe ren tia l­
g leichung  bezüglich  d e r G eschw ind igkeit, des F o rm ä n d e ru n g s- u n d  S p an n u n g s­
zu stan d es  von e rs te r  O rd n u n g  is t, so ste llen  die im  verw en d eten  P rü fk ö rp e r  
e n ts ta n d e n e n  W ellen  schw ache bzw. s ta rk e  W ellen  d a r.

Im  Bereiche d e r e la s tisch en  F o rm än d eru n g en  k ö n n en  die U n te rsu ch u n g en  
d ieser A rt in v ieler H in s ic h t als abgeschlossen b e t r a c h te t  w erden. Im  B ereiche 
d e r p lastischen  F o rm ä n d e ru n g e n  is t dies je d o c h  bei w eitem  n ich t d er F all. 
D as N achstehende  soll sich  eben  an  diese F rag e  a n k n ü p fe n .

W ir wollen z u n ä c h s t die G leichungen b e tra c h te n , die —  u n te r  V o rau s­
se tzu n g  geringfügiger F o rm än d e ru n g en  —  die E rsc h e in u n g  des d y nam ischen  
Zuges beschreiben . E s sei zu  diesem  Zweck ein rech tw in k lig es  K o o rd in a te n ­
sy s te m  xyz  g ew äh lt, u n d  zw ar d e ra r t, daß die z-A chse m it der Achse des P rü f ­
s ta b e s  zu sam m en fä llt, w äh ren d  die x- u n d  y -A ch sen  im  Q u ersch n itt des 
P rü fs ta b e s  liegen.

W enn die B ew egungen  in  R ich tu n g  der x- u n d y -A c h se n  (die B ew egungen 
in  Q uerrich tung) v e rn a c h lä ss ig t u n d  v o ra u sg e se tz t w ird , daß  im  L aufe  der 
F o rm än d e ru n g  die Q u e rsc h n itte  eben b leiben  [1], so w ird  die E rsch e in u n g
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d u rc h  das D if'feren tia lg le ichungssystem

9 f f z

dz
dvz dsz

31 6í

F ( è  1 , I ,)  =  0

( 2 )

(3)

(1 )

b e sc h rie b e n , wo t>z die K o m p o n e n te  der G eschw ind igkeit in  d e r R ic h tu n g  z, 
o z b z w . ez die S p an n u n g  b zw . die spezifische D eh n u n g  in  R ic h tu n g  d e r z -Achse 
u n d  p die D ichte des P rü fk ö rp e rs  b e d e u te t. Bei der A n sch re ib u n g  dieser 
G le ich u n g en  w urde das G ew ich t des P ro b estab es  v e rn ach lä ss ig t, u n d  so w ird  
a u c h  im  nachfo lgenden  v o rg eg an g en . S e lb stred en d  gehören d iesen  G le ichungen  
n o c h  d ie  die A rt d er B e la s tu n g  a u sd rü ck en d en  A nfangs- u n d  R a n d b e d in g u n ­
gen  zu . D ie d ritte  G le ich u n g  s te ll t  die M ateria lg le ichung  d a r , d ie n a c h  der 
F a c h l i te r a tu r  m ehrere  F o rm e n  a n n eh m en  k a n n . Die V erän d erlich en  f lt . . ., 
d e r  F u n k tio n  F  s te llen  irg en d w elch e  k in em a tisch en  u n d  F e s tig k e itsp a ra m e te r  
d a r .

V o n  den in  den  G in. (1), (2) u n d  (3) v o rkom m enden  F u n k tio n e n  wollen 
w ir  v o rau sse tzen , d aß  sie n a c h  ih re n  V erän d erlich en  m in d esten s e in m a l dif­
fe re n z ie rb a r  sind. D iese V o ra u sse tz u n g  w ollen w ir auch im  n a c h s te h e n d e n  
im m e r  beib eh a lten .

E s  is t üblich, diese G le ich u n g en  an  S telle  der L ag rangeschen  K o o rd in a te n  
m it  H ilfe  der E u le rsch cn  K o o rd in a te n  anzusch re iben . Im  w e ite ren  wollen 
w ir  s te ts  die L ag rangeschen  K o o rd in a te n  ve rw en d en , u n d  so geben  die K o o rd i­
n a te n  x y z  s te ts  die L age irg en d e in es  P u n k te s  des P ro b estab es  v o r  d e r B elas­
tu n g  a n .

W en n  w ir au ch  w e ite r  n u r  geringfügige F o rm än d e ru n g en  b e tra c h te n , 
w e n n  w ir  ferner die B ew eg u n g  in  d er Q u errich tu n g  n ich t v e rn ach lä ss ig en  und  
ü b e r  d ie  F o rm än d e ru n g  des Q u e rsch n itte s  n ich ts  v o rau sse tzen , so g e lten  die 
fo lg e n d e n  G leichungen:

dv . . .
9 —— =  Ф V  (4)

3t

1
2

( V O Ï + ®  Oy) ( 3 )

F ( f „ . . . , f , ) = 0 .

In  d ie se n  G leichungen s te ll t  Ф den  S p an n u n g s te n so r u n d  A den F o rm ä n d e ru n g s ­
te n s o r  d a r .

I n  den  G leichungen (1) u n d  (2) is t au ch  d er U m stan d  e n th a lte n , d aß  im 
F a lle  des dynam ischen  Z uges ein  e in ach sig er S p a n n u n g sz u s ta n d  e n ts te h t ,  und  
d a ß  d ie  x y z -A chsen die H a u p tr ic h tu n g e n  des S pannungs- u n d  F o rm ä n d e ru n g s ­
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zu stan d es  angeben . A u f G ru n d  d er G le ichungen  (4) u n d  (5) tr if f t  d ies jed o ch  
n ic h t zu. A u f G ru n d  d er G leichung (5) k o m m t n äm lich  im  a llgem einen  z.B . 
eine W in k e län d eru n g  y zy v o r, da

ÖVz +  9/y  =  9Zzy
dy  0z 9t

is t, u n d  V im  allgem einen  eine F u n k tio n  von  x , y , z  u n d  t  d a rs te llt .
W ird  die A n n ah m e b e ib e h a lte n , daß  die H a u p tr ic h tu n g e n  des S p a n n u n g s ­

u n d  des F o rm än d e ru n g szu s tan d es  zu sam m en fa llen , so m uß im  a llgem einen  
au ch  die S p an n u n g  r zy a u f tre te n .

2. D as M essen des im  L aufe des d y n am isch en  Zuges e n ts ta n d e n e n  m eh r­
achsigen S p an n u n g szu stan d es  s te l l t  eine ä u ß e rs t  verw ickelte  ex p e rim en te lle  
A ufgabe d a r. E ine  augenfä llige  Schw ierigkeit w ird  d ad u rch  v e ru rs a c h t, daß  
die gem essenen G rößen  s te ts  das In te g ra lm itte l  ü b e r einen geo m etrisch en  
B ere ich  der in  den G le ichungen  v o rk o m m en d en  G rößen  d a rs te llcn . Im  fo lgen­
den  w ollen w ir diese G leichungen  in  d er W eise an sch re ib en , d aß  w ir fü r  jede  
in  ihnen  v o rk o m m en d e  G röße das In te g ra lm itte l  ü b e r  den Q u e rsc h n itt  von 
d e r F läche  A  des P ro b e s ta b e s  b e rech n en . D as In te g ra lm itte l  e in er F u n k tio n  
f  üb e r den Q u e rsch n itt A  möge m i t /b e z e ic h n e t  w erd en , d. li.,

/
1

А

D a m it e rh a lte n  w ir d u rc h  die B ild u n g  des In tc g ra lm itte ls  d er b e id e n  Seiten  
d er G leichung (4):

Ф V d  А  . ( 6 )

N un wollen w ir den  H am ilto n sch en  O p e ra to r  у  als die S um m e v o n  zwei 
O p era to ren  an sch re ib en , von  d enen  der eine O p e ra to r  y 0 in  d er E b e n e  des 
Q u ersch n itte s , der an d ere  O p e ra to r  дк/dz  in  d e r R ich tu n g  z, se n k re c h t zum  
Q u ersch n itt w irk t. D a m it e rh a lte n  w ir fü r  d ie  lin k e  Seite d er Gl. (6):

7 L ° viA = -T ÏL * v“‘A + î к .

W ird  n u n  das e rs te  G lied d ieser Id e n t i tä t  m it H ilfe des S atzes v o n  G auss- 
O stro g rad sk ij u m g efo rm t u n d  im  zw eiten  G lied  an  Stelle des in  K lam m er 
s teh en d en  A usdruckes ф  geschrieben , so w ird  (6) zu

1
А

Ф у  d A
1
А Ф Ф п ds -f- 

с

а

0Z
Ф к ,
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w o n  d ie  nach  au ß en  w e isen d e  N orm ale d er d en  Q u e rsch n itt b eg ren zen d en  
K u rv e  C  und  ds das W e g e le m en t der K u rv e  C d a rs te llt .

D a  der M antel des d y n am isch  gezogenen P ro b estab es  u n b e la s te t  is t, 
so g i l t  in  jedem  P u n k t des M antels

Ф n =  0 ,
u n d  d a m it

j) c Ф n ds =  0 .

F ü r  Gl. (6) e rg ib t s ich  schließlich  die fo lgende  F orm :

Q v  8 ( ф  к )  / 7 ч

Т ~ — ъ Г -  <7)

W en n  die gleiche R e c h n u n g  m it Gl. (5) d u rc h g e fü h rt w ird , so e rh ä lt  m an :

3 ~  1 , 1
— A = ------- (T) (n  О V +  V O n )  ds  -4-------

Э* 2 A  j e '  2

3 -, - . _
-----(к О V 4- V О к ) .
3 2

( 8 )

D er Q uersch n itt des P ro b estab es sei e in  R ech teck . Die K o o rd in a te n ­
a c h se n  X  u n d  у  seien in  d e r  W eise gew ählt, d a ß  sie m it den S y m m etrieach sen  
des Q u e rsch n itte s  zu sam m en fa llen . W enn die m it  d er x-Achse p a ra lle le  Seite 
des Q u ersch n itte s  gleich 2 a  u n d  die m it d er y - A chse paralle le  S eite  gleich 2b 
i s t ,  so e rg ib t sich fü r  d ie F läch e  des Q u e rsc h n itte s  4ab — A ,  u n d  v i = v x 
s te l l t  e in e  ungerade F u n k t io n  v o n  x und eine g e rad e  F u n k tio n  v o n  y,  v j  =  vy 
e in e  g e rad e  F u n k tio n  v o n  x ,  eine ungerade v o n  у  u n d  v Ü =  vz e ine gerade 
F u n k t io n  von sowohl x  w ie  a u c h  von у  dar.

D a m it erh a lten  w ir:

v — v ,  к ■

F ü r  d ie  G in. (7) u n d  (8 ) e rg ib t  sich:

Эйг d ö z
Ц ■

8 1

ИC
D

1

0 д т хг
, w oraus

оIIINX

d z

0 —
Этуг

, w oraus

ОIIIN

d z

(K e in e  d e r beiden G rößen  
Z e it se in )

k a n n  näm lich  au ssch ließ lich  eine F u n k tio n  der

Эйг Эёг

Эг 3*
(8a)
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2 ( ”
—  vx ( a , y , z , t ) d y  =  - —  , 
A  ót

2 [a . , w  àË
vy (x i h, z, t) d x  =  —- i - ,

A  J _ a ót

=  xz == =  0

ót ót ót

(8b)

(8c)

Die F orm  d e r G leichungen (7a) u n d  (8a) s tim m t m it der d e r G le ichungen  
(1) u n d  (2) üb ere in . Die G leichungen des d y n am isch en  Zuges fü r  d a s  In te g ra l­
m it te l  der ü b er d en  Q u ersch n itt des P ro b e s ta b e s  b erechneten  k in e m a tisc h e n  
u n d  F estig k e itsk en n zah len  sind  v o m  gleichen  T y p  wie die G le ich u n g en , die 
d em  einachsigen S p an n u n g szu s tan d  e n tsp re c h e n .

Die in  den  G leichungen (7a) u n d  (8a) vorkom m ende G esch w in d ig k e it 
vz k a n n  m it d er b e s ten  A n n äh e ru n g  an  einem  bandfö rm igen  P ro b e k ö rp e r  
gem essen w erden . E s sei ein rech tw in k lig es  K o o rd in a ten sy stem  x ,  y ,  z d e ra r t 
g ew äh lt, daß  die г-A chse in die L än g sach se  des B andes u n d  у  in  d ie E bene 
des B andes falle. D ie x-Achse s te h t  so m it se n k re c h t a u f  der E b en e  des B an d es. 
F ü r  ein  dünnes B a n d  können  w ir a u ß e rd e m  vorau sse tzen , d aß  v y v o n  x  u n a b ­
h än g ig  is t. F ü r  e in  b a n d  ä n d e rt s ich  so m it von  den G leichungen  (7a), (8a), 
(8b), (8c) allein die Gl. (8c).

E s is t näm lich

d . h ., die Gl. (8c) w ird  von der F o rm  von

2 , . Зёу
—— 2a V (b, z, t) = ---- y-  ,
A  dt

bzw .

- i - * y (M ,* )  =  - p * -  (9)
b dt

se in .
D as M essen d er G eschw ind igkeit vz k a n n  m it Hilfe e iner in  d e r  ganzen  

B re ite  des B an d es ang ek leb ten  S p u le , a u f  e lek trischem  W ege, u n te r  V er­
w en d u n g  des N eu m an n sch en  G esetzes v o rgenom m en  w erden [2 ]. D ab e i w ird  
d ie in  der Spule in d u z ie rte  S p a n n u n g  d e r G eschw indigkeit vz p ro p o r tio n a l sein.

3. W ir w ollen nun  die G rö ß e n o rd n u n g  d er q u e rg e ric h te te n  B ew egung 
fü r  e in  10 m m  b re ite s  u n d  0,1 m m  dickes K u p fe rb a n d  au f G ru n d  d e r  im  L aufe 
des dy n am isch en  Zuges e rh a lte n e n  M eßergebnisse  ins A uge fa ssen  [2], [3]. 
D ie k u rz  a n d a u e rn d e  B elastung  e r re g te  in  dem  B an d  eine sch w ach e  p lastisch e
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W elle . D ie M eßergebnisse  e rg eb en  die G esch w in d ig k e it d er F ro n t der sch w ach en  
W elle  u n d  die G esch w in d ig k e iten  der e inzelnen  Q u e rsc h n itte , u n te r  d e r V o r­
a u sse tz u n g , daß  die E rs c h e in u n g  m it Hilfe d er G le ich u n g en  (1) u n d  (2) b e sc h rie ­
b e n  w erd en  k an n . A us d e m  vo ran g eh en d en  g e h t es jed o ch  k la r h e rv o r, d aß  
e ig e n tlic h  n ich t die G le ich u n g en  (1) und  (2), v ie lm e h r  die G leichungen (7a), 
(8a ), (9) rich tig  s in d . Im  w eite ren  w ollen w ir u n se re  B erechnungen  u n te r  
B e rü ck sich tig u n g  d ieses U m sta n d e s  vo rn eh m en .

U n te r  der V o ra u sse tz u n g , daß  das M a te r ia l des B andes in k o m p ressib e l 
i s t ,  e rg ib t sich fü r  die K o n tin u itä tsg le ic h u n g e n  d ie  fo lgende F orm :

ex +  ey  4 '  £ Z  —  0  .

F ü r  das B and is t ex a n n ä h e rn d  ey gleich, so m it is t

2ey ег — 0 . ( 10 )

D u rch  D iffe ren z ie ru n g  d er G leichnung (10) n a c h  der Zeit u n d  u n te r  
B erü ck sich tig u n g  des In te g ra lm itte ls  über den  Q u e rs c h n itt  des B andes e rh a lte n  
w ir:

S i ’ +  2 ^  =  0 ,
Э t dt

w elche G leichung a u f  G ru n d  der Gin. (8a) u n d  (9) zu der G leichung

vy ( b , z ,  t ) 11)

f ü h r t .  A u f G rund d iese r G le ichung  können  w ir n u n  die G rößenordnung  d er 
Q uergeschw ind igke it e in sc h ä tz e n . vy(b, z, t) s te ll t  d ie  am  R ande des B an d es 
a u f tre te n d e  G esch w in d ig k e it у  in  der A c h se n ric h tu n g  d a r, die m u tm a ß lic h  
g rö ß e r als die in  den  in n e re n  P u n k te n  des B an d es  a u ftre te n d e n  G eschw ind ig ­
k e ite n  v y is t. A uf G ru n d  d e r  im  M eßbereich e rh a lte n e n  D aten  [2, 3] is t

v y (b, г, t) <  0,02 vz (г, t ) .

SCHRIFTTUM

1. Качанов, Л. M .:  Основы теории пластичности. Москва 1956.
2. Беда, Д ь . :  Метод исследования пластичной волны. A c ta  Techn. Hung. 38 161 — 187.
3. BÉDA, Gy.: M ethode zur B estim m u n g  der M aterialgleichung. Nehézipari M űszaki Egyetem

Közleményei  22, 271 — 286.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



EXPERIMENTELLE UNTERSUCHUNG DES DYNAMISCHEN PLASTISCHEN ZUGES 317

A PRO BLEM  CONCERNING E X P E R IM E N T A L  INVESTIGATION  
OE DYNAMIC PLASTIC TRACTION

G Y . BÉD A

SU M M A R Y

The m ultiaxial s ta te  o f stress arising during dynam ic traction can be described, as far 
as the integral mean of th e  kinem atic and stren gth  values is concerned, b y  the equations of 
m otion and of deform ation characterizing th e  un iaxial state  o f stress. The integral m ean of 
the v e lo c ity  of the cross section , taken over th e  cross section of the test specim en, can best be 
m easured when using a ribbon-shaped specim en, w ith  the m ethod described in [2]. On the base 
of th e  experim ental results reported in [2] and in [3], the m axim um  value of the transversal 
v e lo c ity  o f the ribbon is sm aller than 2 % o f th e  integral m ean of the velocity  taken  over the  
corresponding cross section .

U N  PR O BLÈM E R E L A T IF  A L’ESSAI D Y N A M IQ U E  D E  TRACTION PL A ST IQ U E

GY. BÉD A

R É SU M É

L ’éta t de contrainte m ultiaxial se produisant au cours de la traction dynam ique peut 
être décrite par les équations de m ouvem ent e t  de déform ation caractérisant l ’éta t de con­
train te  m onoaxial, en se basant sur la m oyenne intégrale des quantités ciném atiques e t  s ta ti­
ques. La m oyenne intégrale de la vitesse de la section de l’éprouvette, se rapportant à la section  
transversale, peut être m esurée avec la m eilleure approxim ation en utilisant une éprouvette  
en form e de ruban, su ivan t la méthode décrite sous [2]. D ’après les résultats expérim entaux  
[2] e t  [3 ], la valeur m ax. de la vitesse transversale du ruban est moins que 2% de la m oyenne  
intégrale de la v itesse dans la section correspondante.

О Д И Н  ИЗ ВОПРОСОВ ОПЫ ТНОГО И С С Л ЕДО ВА Н И Я  ДИ Н АМ И Ч ЕС КО ГО  
ПЛАСТИЧЕСКОГО ВО Л О Ч ЕН И Я

Дь. БЕДА

РЕ ЗЮ М Е

Многоосевое напряженное состояние, получающееся при динамическом воло­
чении, может быть описано при помощи уравнений движения и деформации, характер­
ных для одноосного напряженного состояния, если воспользоваться интегральным сред­
ним значением кинематических и прочностных количеств. Интегральное среднее зна­
чение скорости сечения образца, взятое по этому сечению, с наилучшим приближением 
можно замерить в случае применения лентообразного образца, применяя метод, описан­
ный в (2). Результаты опытов согласно (2) и (3) показали, что наибольшее значение попе­
речной скорости ленты меньше, чем 2% от интегрального среднего, взятого в соответ­
ствующем сечении.
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DE LA DIFFÉRENCE MOYENNE DES TEMPÉRATURES 
DES DEUX MILIEUX DANS LE TRAITEMENT THERM I­
QUE A CONTRE-COURANT ET A COURANT PARALLÈLE

GY. SASVÁRI et K. SEITZ

IN STITU T D E R E C H ER C H ES CHIMIQUES DE L‘ACAD ÉM IE D ES SCIENCES DE H O N G RIE 

[M anuscrit présenté le 17 décem bre 1962]

La m éthode traditionnelle utilisée pour le calcul approxim atif du chauffage con siste  à 
considérer la m oyenne logarithm ique de la différence de tem pérature existant entre le m ilieu  
chauffant et le m ilieu chauffé. L’article démontre que cette  m éthode ne peut s’utiliser u ’en 
connaissance de la tem pérature des deux milieux à l’entrée et à la sortie de l’appareil, et m êm e  
alors ne permet de calculer que la longueur d’appareil nécessaire. Pour le calcul du chauffage, 
les auteurs préconisent l’em ploi d’une température m oyenne calculée par une autre m éthode. 
A la différence de la m éthode traditionnelle, en connaissance de deux valeurs de tem pérature  
ainsi que des quantités et constantes thermiques des deux m ilieux, elle perm et le calcul 
sim ple des deux valeurs de température inconnues et de la longueur d’appareil nécessaire.

D ans le calcu l des récu p é ra teu rs  e t fo u rs  à rég im e con tinu , la  lo n g u e u r 
d ’ap p a re il nécessaire  s ’o b tie n t, selon la m éth o d e  co n n u e , en u tilisan t la  m o y en n e  
lo g a rith m iq u e  de la  d ifférence de te m p é ra tu re  v a riab le  qui ex iste  e n tre  le 
m ilieu  ch au ffan t e t le m ilieu  chauffé. D ans les ap p a re ils  réels, la te m p é ra tu re  
d u  m ilieu  ch a u ffa n t (appelé  p ar la su ite : gaz de  fum ée) e t du m ilieu  c h au ffé  
(appelé : charge) v a rie  d an s  chaque section  de  l ’ap p e re il, aussi e n te n d ra - t-o n  
to u jo u rs  sous te m p é ra tu re  du  gaz, resp . de la  c h a rg e , la tem p éra tu re  m o y en n e . 
La te m p é ra tu re  m oyenne  en ten d u e  dans ce sens e s t le q u o tien t du  c o n te n u  en 
ch a leu r e t de la ca p a c ité  th e rm iq u e . Si la te m p é ra tu re  in itia le  t'k e t te rm in a le  t ' 
d u  gaz, e t la te m p é ra tu re  in itia le  tk e t te rm in a le  tv de la charge so n t co n n u es , 
alors la  d ifférence m oyenne  logarithm ique  d es  te m p é ra tu res  se ra , d a n s  les 
systèm es à c o n tre -c o u ra n t:

A t M — {t'k -  о  -  {t,: -  tk)

ln tk
K — tu

[°C] ( 1 )

e t  d an s les systèm es à c o u ra n t parallè le :

{tk ' tk) {tv t„)
Лгм

] n h — к
г а ( 2)

D ésignons p a r  la coo rdonnée  de d istance  0 la sec tio n  in itia le  de l’a p p a re il  co r­
re sp o n d a n t à l’e n tré e , e t  p a r  L  la section te rm in a le  co rresp o n d an t à la  so r tie  de
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la  c h a rg e . A insi, d a n s  les systèm es à c o u ra n t  parallè le , tk =  t '( 0), t'v —  t ' (L),  
tk —  i(0 ), tv =  t(L),  d an s  ceu x  à c o n tre -c o u ra n t tk — t'{L), t'v =  i '(0 ) , tk —  t(0), 
e t  en fin  tv — t(L).  Les expressions (1) e t (2) p e u v e n t d ’ailleurs ê tre  ob ten u es 
d e  la  d ifférence des é q u a tio n s  (8) resp . (9), de  la  m anière p lu sieu rs fois d éc rite s  
d a n s  la  l i t té ra tu re .

E n  cas de c o n tre -c o u ra n t, la  te m p é ra tu re  m oyenne de la  ch a rg e  est 
d o n n é e , dans ch aq u e  p o in t, p a r  ce tte  é q u a tio n  d ifféren tielle  sim ple o b te n u e  du  
b i la n  th e rm iq u e  d u  chauffage:*

A  =  2 ^  J L  (3)
a x  v j yc  w

A p rè s  su b s titu tio n  des te m p é ra tu re s  m o y en n es  (1) e t (2), l ’é q u a tio n  (3) s ’est 
tra n s fo rm é e  en une  éq u a tio n  norm ale. E n  cas de co n tre -co u ran t:

t r L    '/ (ht ty) (ty tk)
L  w ln  (t'k — t v) — ln  (t'v — tk)

e t  en  cas de c o u ra n t p a ra llè le :

ty tn   ____ (tk tk) {tv
L* w ln ( t ’k — tk) — ln  (f,' — t l:)

(4)

(5)

D es fo rm ules (4) e t (5), la  lo n g u eu r d ’a p p a re il nécessaire  pour le ch au ffag e  de la 
c h a rg e  à la  te m p é ra tu re  tv se ra , dans les sy s tè m e s  à co n tre -co u ran t:

2 w  __  L 11: __ tk tv

4 {tk ty) {ty tk) t„ tk

e t  d a n s  ceux à c o u ra n t para llè le :

j  * _**’ ______ L tk______  tk tk
Ч к tk) {tv î t „  tv

( 6 )

(7)

Les n o ta tio n s  f ig u ra n t  dans les é q u a tio n s  (3) — (7) son t les su iv a n te s :

V

У
c
a
f
r

w
Я
le

[m /s]
[kp /m 3] 
[kcal/kp °C] 
[kcal/m 2h °C]
[m 2]

[m j

vitesse  d’avancem ent de la charge; 
poids spécifique de la charge; 
chaleur spécifique de la charge; 
coefficient de transm ission de chaleur; 
section transversale de la charge;
facteur de correction tenant com pte  de la différence entre la tem pérature  
superficielle et la tem pérature m oyenne;
V • / • y  ■ c ; 
к a  r;
circonférence de la charge.

* Pour la déduction et l ’explication des facteurs figurant dans les équations (3 ), ( 8 ), (9),
( 1 0 ) e t  ( 1 2 ), voir notre publication  antériure [1 ].
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L ’u tilisa tion  des m oyennes (1) e t  (2) p résen te  les d é sa v a n ta g e s  su iv a n ts .
P o u r calculer les m oyennes, il fa u t  co n n a ître  les q u a tre  v a le u rs  de 

te m p é ra tu re  à l’e n tré e , resp . à la so rtie  de l ’a p p a re il (t'k, t'v, tk e t tv). O r ces 
q u a tre  tem p éra tu res  n e  p e u v e n t ê tre  dé te rm in ées que p a r  des m esu res effec tuées 
su r  un  app are il en fo n c tio n n e m e n t. L ors de l ’é tab lissem en t des p ro je ts  d ’un  
a p p a re il, on ne d ispose p o u r le ca lcu l que de tro is  te m p é ra tu re s  a u  p lu s . On 
c o n n a ît la  te m p é ra tu re  in itia le  tk de la  charge , qu i co rrespond  g é n é ra le m en t à la 
te m p é ra tu re  de l ’a ir  a m b ia n t à laq u e lle  fo n c tio n n era  l ’a p p a re il. On p e u t  aussi 
co n sid érer comme connues la  te m p é ra tu re  te rm in a le  t„ de la  ch a rg e , r é p o n d a n t 
à u n e  p rescrip tion  tech n o lo g iq u e , e t  la  te m p é ra tu re  in itia le  t'k d u  gaz de  fum ée, 
qu i p e u t  ê tre  réglée à tra v e rs  l ’in s ta lla tio n  de chau ffage. P a r  c o n tre , la  te m p é ­
ra tu re  te rm in a le  t ' d u  gaz à la so rtie  de l ’ap p a re il e s t to u jo u rs  in co n n u e .

Des équations (4) e t  (5) éc rites à l ’aide des m oyennes, seule la  lon g u eu r 
d ’a p p a re il inconnue p e u t  ê tre  d é te rm in ée  en connaissance  des q u a tre  te m p é ­
ra tu re s  en question , m ais si, en co n n a issa n t la longuer d ’ap p a re il e t tro is  po in ts  
de te m p é ra tu re , on ch erch e  à é ta b lir  le q u a trièm e  p o in t, celu i-ci ne  p e u t  pas 
ê tre  d é te rm in é  d ire c te m e n t des é q u a tio n s  tra n sc e n d e n te s  (6) e t  (7).

L ’u tilisa tion  des m oyennes selon (1) e t (2) p ré sen te  p a r  co n tre  l ’a v a n ta g e  
que seules les c a ra c té ris tiq u e s  de la  ch arg e  d o iv en t ê tre  connues, la  connaissance  
de celles d u  gaz n ’e s t p a s  nécessa ire .

Le chauffage à c o n tre -c o u ran t, re sp . le g ra d ie n t th e rm iq u e  se p ro d u isa n t, 
d an s  ce cas, le long de l ’axe de l ’a p p a re il, se tro u v e  ca rac té risé  p o u r la  charge 
aussi b ien  que p o u r le gaz p a r  le sy stèm e  d ’éq u a tio n s  d iffé ren tie lles  su iv a n t:

dt q . , .
—  =  - (« -  0  . 

dx  tv

d t ’
dx - * ) • ( 8 )

Le systèm e d ’éq u a tio n s  r e la tif  au  chauffage  à c o u ra n t p ara llè le  se ra :

dt q ,
—  =  — (* -  0 ,
dx  ív

dt'
dx

4
tv' ( * '- * )■ (9)

Les systèm es d ’éq u a tio n s  (8) e t (9) se ra p p o r te n t à des ap p a re ils  fo n c tio n n a n t 
sans p e rte  de paro i, donc idéalisés d an s  ce sens.

L a solu tion  d u  systèm e d ’éq u a tio n s  (8) se ra , avec les co n d itio n s  aux  
lim ites  t(0) =  tk e t  t ' (L ) =  tk :

Charge Gaz

t — AemX +  B  , t '  =  rA emX -f- B  , (10)
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L a  solution d u  s y s tè m e  d ’équations (9) se ra , avec  les cond itions au x  
l im ite s  i(0) =  tk e t t'(0 ) =  tk :

o ù

C harge

i =  A* em*x +  B * ,

Gaz

t' — B*  — rA *  em"x,

A *

B*

h  ~  t 'k .
1 +  Г ’

G +  rtk . 
1 +  r ’

со* =  -  - î -  (r +  1) .
CO

( 12)

(13)

S u r la  base  des éq u a tio n s (10), la  différence des te m p é ra tu re s  de la charge e t 
d u  g az  se ra , en n ’im p o rte  q u e l lieu  x:

t' —  t =  (r -  l ) A e mx =  A T .  (14)

E x p r im o n s  la m oyenne in té g ré e  de l’expression (14) e n tre  0 e t L, c ’est-à-d ire  
le lo n g  de la longueur to ta le  de l ’appare il:

A T  =  -------— A  (emL
wL 1) (t'k -  tk)

(r -  1) (1 _  e m L )  

œL (1 — remL)
(15)

E n  ca s  de chauffage à c o n tre -c o u ra n t, l ’exp ression  (15), sem b lab lem en t à 
l ’e x p re ss io n  (1), est la m o y e n n e  des d ifférences de te m p é ra tu re  v ariab les  qui 
e x i s te n t  en tre  les gaz de fu m é e  e t la charge , c e tte  m oyenne  é ta n t  déd u ite  
n o n  p a s  de l ’équation  d iffé re n tie lle , mais de sa  so lu tio n .
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On calcule, de m êm e, la  m oyenne p o u r la d ifférence de te m p é ra tu re  
o b ten u e  des équ a tio n s (12) qu i se r a p p o r te n t  au  chauffage à c o u ra n t p a ra llè le . 
L a  différence des te m p é ra tu re s  se ra , en ch aq u e  lieu  x:

t ' - t =  — ( r + l ) A * e ‘'>L =  AT *  (16)

e t la m oyenne in tég rée  de l ’éq u a tio n  (16), e n tre  0 e t L:

A T *  =  A *( 1 -  e"‘‘L) -  (t'k -  tk) -  - - L  . (17)
w* L co*L

A vec les m oyennes (15) e t (17), les éq u a tio n s  co rresp o n d an t a u x  é q u a tio n s  (4) 
e t  (5) s ’écriro n t sous la  form e su iv a n te .

L ’éq u a tio n  e x p rim a n t la te m p é ra tu re  te rm in a le  de la  c h a rg e , é tab lie  à 
l ’a ide  de la m oyenne (15):

b = W — b) — —' H l h  • (18)
1 — remL

L ’éq u a tio n  e x p rim a n t la te m p é ra tu re  te rm in a le  de la c h a rg e , é tab lie  à 
l ’a ide de la m oyenne (17) e t se r a p p o r ta n t  au  chauffage à c o u ra n t  para llè le :

1 _ e“*É
b =  (*fc bi) 1 - f  r

(19)

De l ’éq u a tio n  (18) se r a p p o r ta n t  au  chau ffage  à co n tre -co u ran t, on ex p rim e  la 
lon g u eu r d ’ap p are il nécessaire:

CO
(20)

De l ’éq u a tio n  (19), on exp rim e enfin  la lon g u eu r d ’app are il L :

L* _ L l n
CO*

i - ( i + r ) 4
h

( 21 )

Les éq u a tio n s (18) e t (19) é tab lies avec les m oyennes (15) e t (17) so n t d ’une 
ap p lica tio n  beaucoup  plus é ten d u e  que les équ a tio n s co rre sp o n d a n te s  étab lies 
avec les m oyennes lo g arith m iq u es (1), resp . (2), généra lem en t u tilisé e s .

1° P o u r d é te rm in e r la  lo n g u eu r d ’a p p a re il L  nécessaire, il su f f it  de con­
n a ître  tro is  va leu rs de te m p é ra tu re  à l’e n tré e , resp . à la so rtie  de  l ’ap p are il, 
e t com m e nous l ’avons d it ,  ces tro is  v a leu rs  de te m p é ra tu re  p e u v e n t to u jo u rs  
ê tre  considérées com m e connues.

2° Avec une longuer d ’a p p a re il d o n n ée , la te m p é ra tu re  te rm in a le  de la 
charge  p e u t ê tre  calculée d ire c te m e n t des éq u a tio n s (18) e t (19), celle-ci é ta n t 
co n ten u e  ex p lic item en t d an s  les d eu x  éq u a tio n s.
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3° On p eu t c o n s id é re r  com m e d é sa v a n ta g e u x  que le calcul des m oyennes 
(15) e t  (17) nécessite , en  p lu s  des ca rac té ris tiq u es  de  la  charge, la connaissance  
d e s  ca rac téris tiq u es d u  g az  de  fum ée. On d o it d o n c  co n n a ître  la section  lib re  
( / ' )  de  l ’appareil, à t r a v e r s  laquelle  s’effectue l ’éco u lem en t d u  gaz, la v itesse  
d ’écou lem en t e’ d u  g az , le p o id s  spécifique y '  d u  gaz  à la te m p é ra tu re  m oyenne, 
e t  e n fin  la chaleur sp é c if iq u e  c’ m oyenne d u  gaz . C’e s t seu lem ent en co n n a is­
sa n c e  de tou tes  ces v a le u rs  que  le fac teu r iv' e s t d o n n é . I l  es t tou tefo is  év id en t 
q u e  p a r  la co n stru c tio n  co n v en ab le  de l ’a p p a re il, les c a rac té ris tiq u es  d u  gaz 
p e u v e n t  être choisies de te l le  so rte  qu’elles p re n n e n t les valeurs p révues dans 
l ’a p p a re il  en fo n c tio n n e m e n t.

Nous d ém o n tro n s  e n f in  que les m oyennes (1) e t (2), resp . (15) e t  (17) 
s o n t  des expressions e sse n tie lle m e n t id en tiq u es . L e b ilan  th e rm iq u e  d u  c h a u f­
fa g e  to ta l ,  en c o n tre -c o u ra n t aussi bien q u ’en c o u ra n t  p ara llè le , s’exprim e p a r  
la  re la tio n  sim ple:

™'{t'k — =  w (tk — tv) . (22)

N o tre  d ém o n stra tio n  se l im ite ra , p ar la su ite , a u  sy s tèm e  à c o n tre -c o u ran t.
D e l’équation  (10), on  p e u t  exprim er l ’a b a is se m e n t de te m p é ra tu re  to ta l  

d u  gaz  dans l ’ap p are il:
tk — té =  г A  ( e ^ - 1 ) .  (23)

O n p e u t ,  de m êm e, e x p r im e r  l ’élévation  de te m p é ra tu re  to ta le  de la ch a rg e :

*v - t k =  A(e<°L - l ) .

D e l ’éq u a tio n  (22), il s ’e n s u i t  d irec tem en t:

W tk tv
V = ----- = -------------- .

w' tv — tk

D es éq u a tio n s (10) e t  (24), o n  p e u t déduire la  r e la tio n  ci-dessous:

A T  =  l ^ ± ( t v - t k) .  (26)
coL

D es éq u a tio n s (25) e t (26), il  v ien t:

[ ( » ; - * ; ) - ( * , - » * ) ] .  (27)
0)1 j

L ’é q u a tio n  (27) s’éc rira , a p rè s  reg roupem en t des te rm e s :

A T  =» - 1— [(fi -  tv) -  (T -  tk) ] . (28)

(24)

(25)
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D ans une  é tap e  successive, de l ’éq u a tio n  (10) on déterm ine  la d iffé ren ce  
£ ' _ £ •

t'k - t v =  A ( r -  l ) e - 4  (29)

De la m êm e é q u a tio n , on d é te rm in e  aussi la  d iffé rence  de te m p é ra tu re  t'v — tk :

t'v - t k =  A ( r -  1 ) .  (30)

On d ivise en su ite , l ’un  p a r l ’a u tre , les d e u x  cô tés des équations (29) e t  (30).

=  e ° > L  .  ( 3 1 )

t'v -  tk

L ’éq u a tio n  (31) e s t éc rite  sous form e lo g a rith m iq u e :

coL =  ln  *к ~ * к . (32)
tv — t k

E t l ’éq u a tio n  (32) es t enfin  su b stitu ée  d an s l ’éq u a tio n  (28):

A T  = -----**) -  =  A tM . (33)
ln (t'k -  t„) -  lu  (t'r -  t k)

Avec l ’éq u a tio n  (33), nous avons o b te n u  à n o u v e a u  la différence m o y en n e  
lo g arith m iq u e  des te m p é ra tu re s , ex p rim ée  d é jà  p a r  la  form ule (1).

Si au  lieu  de la  so lu tion  (10) se r a p p o r ta n t  a u  co n tre -co u ran t, on p a r t  de 
la so lu tion  (12) v a lab le  po u r le c o u ra n t p a ra llè le , alors p a r des é ta p e s  co rre s­
p o n d a n t e x a c te m en t a u x  équations (22) — (33), on o b tie n t à nou v eau  la  fo rm u le  
de la différence m oyenne lo g arith m iq u e  d es  te m p é ra tu re s , se r a p p o r ta n t  au  
c o u ra n t para llè le  e t  d écrite  p a r la  form ule (2 ).
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ON T H E  M E A N  T E M PE R A T U R E  D IF F E R E N C E  B E T W E E N  TH E TW O M E D IA  
IN  CO UNTER-FLOW  A N D  IN  P A R A L L E L -FL O W  HEATING

GY. SASVÁRI an d  K . SEITZ

SUM M ARY

The traditional m ethod for the approxim ate calculation of heating is based  on the  
logarithm ical tem perature difference betw een th e  heat supplying and the h ea t receiving  
m edium . The authors show that th is traditional m ethod  can be used only w h en  th e  four 
extrem e values o f tem perature are known and ev en  so, it  is suitable only for ca lcu la ting  the  
necessary dim ensions of the apparatus. For the ca lcu lation  of the warm ing-up, th e  authors
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propose  э mean tem perature calculated by an other m ethod, which perm its to  calculate, 
u n lik e  the traditional m ethod , the two unknown ex trem e temperatures as w ell as th e  neces­
sary  dim ensions of the apparatus, if  two extrem e tem peratures and the q u a n tita tiv e  and 
th erm a l data of the tw o m edia are known.

Ü B E R  D E N  M ITTLERE N T E M PE R A T U R U N T E R SC H IE D  ZW ISCHEN ZW EI M E D IE N  
B E I GEGENSTROM - UN D  BEI G LEICH STRO M ERW ÄRM UNG

GY. SASVÁRI und  K . S E IT Z

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie  herkömmliche M ethode für die annähernde Berechnung der Erwärm ung beruht 
a u f dem  logarithm ischen U nterschied  zwischen dem  wärm eübergebenden und dem  wärm e- 
aufn eh m en den  Medium. D ie A rbeit weist nach, daß die herköm m liche Methode nur in K enntnis 
der v ier  Extrem tem peraturen brauchbar ist und auch so sich nur zur Berechnung der notw en­
d igen  A pparateabm essungen eignet. Die Verfasser sch lagen  für die Berechnung der Erw är­
m ung eine nach einer anderen M ethode berechnete M itteltem peratur vor, welche im  G egen­
sa tz  zu m  herköm m lichen Verfahren in K enntnis v o n  zw ei Extrem werten der Tem peratur  
sow ie der quantitativen und wärm etechnischen K on sta n ten  der beiden Medien die einfache  
B erech n u n g  sowohl der unbekannten zwei E xtrem tem peraturen als auch der benötigten  
A pparateabm essungen  erm öglicht.

О РАЗНОСТИ СРЕДНЕЙ ТЕМПЕРАТУРЫ, ВОЗНИКАЮЩЕЙ МЕЖДУ 
ДВУМЯ СРЕДАМИ ПРИ ПРОТИВОТОЧНОМ И ПРЯМОТОЧНОМ НАГРЕВЕ

Д .  Ш АШ ВАРИ и к. С Е Й Т Ц

РЕЗЮМЕ

Традиционным методом приближенного расчета нагрева является учет логариф­
мической разности температур между передатчиком и приемником тепла. В данной работе 
показано, что традиционный метод может быть использован только в случае четырех 
крайних значений температуры и даже в таком случае пригоден только для расчета 
необходимых размеров аппарата.

Авторы для расчета нагрева предлагают среднюю температуру, рассчитанную при 
помощи другого метода; этот метод расчета в противоположность традиционному позво­
ляет произвести простой расчет как двух неизвестных значений температуры, так и не­
обходимых размеров аппарата при заданных двух значениях температуры, а также 
количественных и термодинамических постоянных данной среды.
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CAND. OF TECHN . SC.
TECHNICAL U N IV ER SITY , BU D A PEST

[M anuscript received D ecem ber 20, 1962]

M O D E L  I N V E S T I G A T I O N S  I N T O  S E E P A G E

From  am ong the laboratory studies carried out in H ungary into seepage phenom ena  
com prehensive inform ation is presented in th is paper on those occurring under flood  levees, 
in the environm ent of gravity  wells, horizontal filter  w ells, as well as in  karstic rock m edia. 
The references have, how ever, been extended to  encom pass all research m aterial available in  
H ungary on the subject.

Studies into underseepage under flood levees were concerned prim arily w ith  the  
hydraulic gradient line of pressures (uplift) acting on the underside of the levee body and on  
the cover overlying the waterbearing layer, further w ith  the flood control m easures aim ing at 
th e  aversion of levee ruptures.

The investigation  of hydraulic conditions in the environm ent of gravity  vertica l wells 
related in the first order to  steady seepage phenom ena taking place in the im m ediate v ic in ity  
of the well.

H orizontal filter  w ells were studied w ith  the aim  of determ ining the relationships 
betw een the param eters controlling the hydraulically  m ost advantageous filter length.

The developm ent of a suitable m odel technique and gaining insight into  the fundam ental 
hydraulic phenom ena w as the purpose of the stu dy  conducted on vacuum  w ells.

Studies on the m ovem ent of water in fissured rock included the developm ent of a new  
m odel technique, as well as qualitative dem onstration o f som e of the more im portant hydraulic  
problems.

I. In tro d u c tio n

E v e r  since th e  deve lopm en t o f m odel law s th e re  has been  a te n d e n c y  
to w ard s  an  increased  ap p lica tio n  of scale m odels to  th e  d e ta iled  in v e s tig a tio n  
o f th e  p h y sica l p h en o m en a  p e rta in in g  to  th e  m o v em en t of w a te r . T h is in te re s t 
is u n d e rs ta n d a b le  in  th e  case o f seepage in  subsu rface  p o rous, o r fissu red  
ro ck  m ed ia  as w ell, since th e  h y d rau lic  b o u n d a ry  cond itions o f seepage p a tte rn s , 
th e  s tru c tu ra l  co m position  o f th e  m ed iu m , th e  non -un ifo rm  co n d itio n  of flow , 
as well as th e  in flu en ce  o f hydro log ica l, chem ical an d  o th e r fac to rs  are in  m an y  
in s tan ces  unaccessib le  to  an y  p ositive  e v a lu a tio n  unless m odel te s ts  a re  re ­
cu rred  to .

O ne of th e  in d ica tio n s  of th e  ra p id  gain  in  p o p u la r ity  o f seepage m odel 
te s tin g  is its  im p en d in g  accep tance  even  in  special fields su ch  as e.g. h y d ro ­
geology w here th e  d ifficu lties a tte n d in g  th e  rep ro d u c tio n  o f th e  s tru c tu ra l  
com position  of th e  w a te rb ea rin g  rock  fo rm a tio n s  are w idely  k now n .

M odel in v e s tig a tio n s  in to  seepage p h en o m en a  were s ta r te d  in  H u n g a ry  
in  1949 b y  P ro f. E . N é m e t h  w hen th e  p a r tic u la rs  o f seepage u n d e r  th e  T isza lök
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w e ir  a n d  pow er s ta tio n  w ere  cleared . Seepage m odels fo u n d  in creasin g  a p p lic a ­
t io n  fro m  th e n  on fo r th e  so lu tio n  of p ro b lem s a rising  b o th  in  re sea rch  an d  
p ra c tic e .

O w ing to  th e  lim ite d  space  av a ilab le , th e  re su lts  m en tio n ed  in  th is  p a p e r  
a re  n ecessa rily  re s tr ic te d  to  a few  p ro b lem s on ly , b u t  all m a te ria l re la tin g  
to  la b o ra to ry  in v e s tig a tio n s  o f  seepage h as  been  in c lu d ed  in  th e  b ib lio g ra p h y  
a t ta c h e d .

II . S tudies in to  seepage u n d er flood  levees

L a b o ra to ry  s tu d ies  r e la tin g  to  flo o d  levees [21 — 25] are  c lassified  
a m o n g  th e  im p o r ta n t p ro b lem s o f n a tio n a l s ign ificance . T he aim  o f th e se  in ­
v e s tig a tio n s  is th e  d e te rm in a tio n  o f th e  h y d ra u lic  g ra d ie n t of u p lif t  p re ssu re s , 
a c t in g  u n d e r  b o th  n a tu ra l  a n d  a r tif ic ia lly  in flu en ced  conditions on th e  levee 
b o d y  a n d  on th e  u n d ers id e  o f  th e  to p  cover overly in g  th e  w a te rb ea rin g  lay e r. 
A n  a d d itio n a l o b jec t is th e  d e te rm in a tio n  o f th e  m ost econom ical m e th o d s  
a n d  m easu res for red u c in g  th e  d an g er o f  levee ru p tu re s  u n d e r co n d itio n s  
p re v a ilin g  in  H u n g ary .

E x p e rim e n ta l w ork  on th e se  prob lem s w as ca re fu lly  founded , th o ro u g h ly  
p la n n e d  an d  p ro p erly  in s tru m e n te d . F ro m  am ong  th e  resu lts  o b ta in e d  th e  
fo llo w in g  ones are deem ed w o rth y  of m e n tio n in g :

a)  The h y d rau lic  g ra d ie n t c h a ra c te ris tic  fo r th e  levees along th e  Szigetköz 
se c tio n  o f th e  D anube R iv e r  could  be e s ta b lish e d  b y  m odel te s ts  a n d  in  th e  
k n o w led g e  th e reo f th e  fo llow ing  design fo rm u la  cou ld  be proposed :

hx =  0.65 h —  0.0033 X ,

w h e re  hx is th e  u n k n o w n  u p l i f t  p ressu re , h is th e  p ressu re  in  m e tre s  w a te r  
c o lu m n  a t  th e  p o in t o f seep ag e  e n try , re la te d  to  th e  in te rface  o f th e  tw o  
la y e r s , a n d  x  is th e  d is tan ce  o f  th e  p o in t consid ered  from  th e  n e a re s t seepage 
e n t r y .  (T his fo rm ula app lies to  a g rave l la y e r  of u n ifo rm  —- 62 m —  th ick n ess .)

b)  Since th e  w a te rb e a r in g  la y e r  u n d e rly in g  th e  Szigetköz levees is of 
v a r ia b le  th ick n ess , i t  becam e  n ecessa ry  to  d e te rm in e  th e  effect of th e  th ic k n e ss  
o f  th e  g rav e l lay er on p re ssu re  co n d itio n s. As rev ea led  b y  m odel te s ts , th e  
h e a d  loss occurring  in  th e  im m e d ia te  v ic in ity  o f th e  p o in t o f seepage e n try  
in c re a se s  to g e th e r  w ith  th e  th ic k n e ss  of th e  w a te rb e a rin g  layer. O n th e  o th e r  
h a n d , th e  in itia l h ead  loss is sm alle r in  th in n e r  la y e rs , y e t th e  overa ll slope o f 
th e  g ra d ie n t  line is s teep e r.

c)  W ith  a view  to  th e  p o te n tia l  m e th o d s  o f red u c in g  u p lif t p ressu res a f u r ­
th e r  q u e s tio n  to  be answ ered  w as th e  effect o f  a sh ee t w all d riv en  a t  th e  w a te r ­
side  to e  o f  th e  flood levee a n d  th e  in flu en ce  o f  a w ell row  on th e  p ro te c te d  side.
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M odel te s t h av e  show n th e  effect of th e  sh ee t w all alone to  he m o d e ra te  
on th e  m ag n itu d e  o f u p lif t . T h ereu p o n  i t  has been  suggested  to  c re a te , in 
a d d itio n  to  th e  sheet w all a row  o f pressu re  re lie f  wells on th e  p ro te c te d  side o f 
th e  lev ee , a t  a d istance  o f  a b o u t 8 m from  th e  to e . P ressu res  d e te rm in e d  for 
one case ta k e n  from  th e  m odel a re  show n in  F ig . 1. T he v e r tic a l leg  a —  c 
in  th e  d iag ram  deno tes th e  h e a d  loss over th e  sh ee t w all, w hile th e  fu ll line 
b in d ic a te s  th e  h ead  loss o ccu rrin g  u n d e r th e  com bined  effect o f  th e  shee t 
w all a n d  th e  re lie f well a t  th e  ex trem e  en d  o f th e  d raw dow n  cu rv e  c rea ted
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Fig. 1. H ydraulic gradient in  the case of a sheet wall and well in a 15 m deep waterhearing 

layer overlaid by an im pervious cover

b y  th e  well. The g ra d ie n t lin e  1 re la te s  to  th e  u n d is tu rb e d  s ta te  e x is tin g  before 
th e  co n stru c tio n  of th e  sh e e t w all and  th e  well. G rad ien t line 2 d ev e lo p ed  u n d er 
th e  e ffec t o f th e  shee t w all, w hile line 3 u n d e r  th e  com bined  e ffec t o f  th e  sheet 
w all an d  th e  row  o f re lie f  w ells. As rev ea led  b y  an  in sp ec tio n  o f  th e  curves, 
w ells an d  sheet w all c u to ff  used  in  co m b in a tio n  are like ly  to  y ie ld  fav o u rab le  
re su lts , h u t  th e  use o f a ro w  o f wells a lone, as could  be in fe rre d  fro m  these 
e x p e rim e n ts , c an n o t be reco m m en d ed  even  if  th e  w a te rb e a rin g  la y e r  consists 
o f  sa n d  w ith  a red u ced  p e rm e a b ility .

d ) The n e x t q u es tio n  to  be answ ered  w as th e  d is tr ib u tio n  o f  pressure 
u n d e r  th e  levee an d  in  th e  im m ed ia te  v ic in ity  th e re o f  w ith o u t a to p  cover 
(F ig . 2a) an d  in  th e  p resence  of one (F ig . 2b). T he fu ll th ic k n e ss  o f  th e  soil 
la y e r  in  th e  p ro to ty p e  w as 14 m  in  th is  case overla in  b y  a 1.5 m  th ic k  to p  cover 
o f  c lay . F igs. 2a— b i l lu s tra te  th e  p ressu re  g rad ien ts  in  th e  tw o  cases for a 
g ro u n d w a te r  level o f — 1.5 m  an d  th e  d ischarge  em erg ing  to  th e  su rface  is 
also  show n. As is c lea rly  to  be seen from  th e  fig u re , i f  th e re  is no  to p  cover 
p re se n t, th e n  th e  fu ll h e a d  p rev a ilin g  on th e  foreshore d rops u n d e r  th e  levee 
b o d y  itse lf  to  a v a lue  d e p en d in g  on th e  g ro u n d w a te r  stag e  (i.e. th e r e  is a high
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F ig .  2.  H y d ra u lic  g rad ien t in  a  w a te rb e a r in g  layer of coarse  sa n d  w ith  no to p  cover, re spec tive ly ,
u n d e r  a  c lay  layer of low p e rm e a b ility

h y d ra u l ic  g rad ien t u n d e r  th e  levee). The re d u c tio n  in  p ressu re  is how ever 
a p p ro x im a te ly  linear w h ere  th e re  is a top  cover p re se n t, an d  th is  red u c tio n  
s t a r t s  im m ed ia te ly  a t  th e  p o in t  o f seepage e n try .  T h e  h y d rau lic  g rad ien t is, 
th e re fo re ,  lower th a n  in  th e  p reced in g  case. T h e  b en e fic ia l effect o f th e  to p  
co v e r o n  th e  safety  o f th e  le v e e  could be d e m o n s tra te d  p ositive ly .

e )  T he model te s ts  f u r th e r  y ielded m uch  v a lu a b le  in fo rm a tio n  on th e  
p ro p a g a tio n  of changes in  p re s su re  along th e  u n d e rs id e  o f th e  to p  cover. Such 
c h a n g e s  a re  b rough t a b o u t b y  v a ria tio n s  in  th e  r iv e r  s tag e . T h is in fo rm a tio n  
r e la te d  th u s  to  n o n -stead y  p h e n o m e n a . For th e se  s tu d ie s  th e  v a ria tio n s  in  stage  
w ere  co nsidered  as m o v e m e n t o f an  o sc illa to ry  c h a ra c te r . R ely ing  on th e
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th e o re m  a d o p ted  in  physics, th a t  v ib ra tio n s  in  e lastic  m edia w ith  in te rn a l 
f r ic tio n  are  p ro p a g a te d  w ith  a f in ite  v e lo c ity  to  a fin ite  d istance , th is  th e o re m  
w as assu m ed  to  ap p ly  to  th e  n o n -s te a d y  m o v em en t of g ro u n d w a te r  as well. 
T he t r e n d  o f p ressu re  v a ria tio n s a t  v a rio u s  d istan ces  from  th e  r iv e r  b ed  an d  
caused  b y  th e  period ic  changes in  h e a d  a t  th e  p o in t of seepage e n t r y ,  i.e ., in 
th e  r iv e r  b ed , is il lu s tra te d  in  F ig . 3. T h e  w a te r  level in  th e  r iv e r  b e d  v a ried  
acco rd in g  to  th e  period ica l fu n c tio n  1 com posed  o f s tra ig h t sec tio n s . This 
v a r ia tio n  w as accom pan ied  a t d iffe ren t d is tan ces  from  th e  bed  b y  th e  changes

Fig. 3. V ariation of pressure w ith  tim e at different distances from the bed

in  p ressu re  rep re se n te d  b y  th e  cu rves 2  to  8. T he  p robab le  local p e a k  o f  re la tiv e  
p ressu re  a t  v a rious d istances from  th e  b ed  can , accord ing  to  th e se  e x p e rim e n ts , 
be ca lcu la ted  from  th e  re la tio n sh ip :

П т„  =  0.65
1.2

д .0 .1 2  j0  0 08

w here x  is th e  d is tan ce  from  th e  r iv e r  b ed  [m ], an d  i is th e  r a te  o f  change in 
s tag e  in  th e  bed  [cm /hour].

f )  H y d ra u lic  seepage m odels h e lp ed  again  to  p red ic t th e  m o v em en t 
o f g ro u n d w a te r  a long  th e  lower re a c h  o f  th e  V ág R iver u n d e r th e  in fluence  
o f b a c k w a te r  from  th e  N agym aros w eir a n d  pow er s ta tio n . T h e  p ro b lem  in 
th is  case w as to  d e te rm in e  th e  m ean s b y  w hich  a h arm fu l rise in  th e  ground- 
w a te r  s tag e  a t  th e  p ro tec ted  side co u ld  be p re v e n te d  while th e  lev ee  foreshore 
w as in u n d a te d  as a re su lt of b a c k w a te r . T h e  p o te n tia l a lte rn a tiv e s  com prised  
tw o  in te rc e p tin g  canals on th e  p ro te c te d  side , a row  o f re lief w ells, a n d  a com ­
b in a tio n  o f re lie f wells an d  in te rc e p tin g  can a ls . I t  was d e m o n s tra te d  b y  the  
e x p e rim e n ts  th a t  su p p ly  to  th e  g ro u n d w a te r  from  th e  fo reshore can  be p re ­
v e n te d  h y d ra u lic a lly  b y  tw o in te rc e p tin g  canals ru n n in g  p a ra lle l to  th e  bed.
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Fig. 4a  — b. Elem entary and active  boils

g )  Some of th e  p a r tic u la rs  of n o n -s te a d y  seepage th ro u g h  th e  levee 
b o d y  cou ld  also he s tu d ie d  b y  scale m odels, w h ich  offered th e  o p p o r tu n ity  
fo r ch eck in g  the  th e o re tic a l re la tionsh ips d ev e lo p ed  earlie r for n o n -s te a d y  
seep ag e  across th e  levee b o d y  [26]. Successful in v e s tig a tio n s  were ca rried  o u t 
a t  th e  L a b o ra to ry  o f th e  I .  In s t i tu te  for H y d ra u lic s , T echnical U n iv e rs ity , 
B u d a p e s t ,  b y  M. S z a l a y  w ho on a viscous m odel s tu d ie d  th e  seepage con d itio n s 
u n d e r  an  im perm eab le  fo u n d a tio n  slab in th e  p resen ce  of cu to ff w alls.

h )  A n in d ica tio n  o f im p en d in g  levee ru p tu r e  is th e  fo rm atio n  of bo ils. 
M odel te s ts  helped to  th ro w  lig h t on th e  re la tio n sh ip s  govern ing  th is  p h e n o m ­
en o n  as well b y  H . L a m p l  [27]. T he o b jec t o f th e se  ex p erim en ts  w as to  gain
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b e t te r  in sigh t in to  v e r tic a l seepage, and  as a re su lt  th e  cond itions o f  b o il 
fo rm a tio n  could be v isua lized .

E le m e n ta ry  boils develop  (Fig. 4a) w hen  th e  w a te r  em erg ing  to  th e  te r ra in  
su rface  has su ffic ien t v e lo c ity  to  set th e  sm alle r g ra in s  o f th e  soil in to  m o tio n  
an d  m ove th em  b ack  an d  fo rth  w ith in  a sp h e re , h av in g  a d iam etre  o f m illi­
m e tre  o rder.

As soon as th e  ris in g  w a te r is capab le  o f  c a rry in g  th e  fine grains aw ay , 
th e se  are rep laced  b y  la rg e r ones, w hich a lre a d y  becom e an obstacle  to  th e  
flow  of w a te r. O w ing to  th e  ad v an c in g  c la ss ifica tio n  o f th e  soil p a rtic le s  a 
live boil develops, on th e  ex te rn a l slope of w h ich  fin e  gra ins o rig in a tin g  from  
th e  in te r io r  of th e  c ra te r  are deposited  (F ig . 4 b ).

In v es tig a tio n s  re la tin g  to  boil fo rm a tio n  h a v e  been  ex ten d ed  to  cover 
also th e  p rob lem  o f re liev ing  pressure  b y  m ean s  o f f i l te r  wells.

I I I . Studies in to  g rav ity  wells

R esearch  in to  th is  p roblem  is of p a r t ic u la r  in te re s t and  a c tu a lity  as in 
H u n g a ry  th e  soil cover over th e  m a jo r p a r t  o f  th e  c o u n try  consists o f po rous 
rock . In  view  o f th e  large  n u m b er o f wells c o n te m p la te d , or a lread y  ex is tin g , 
th e  s tu d y  of econom ical and  tech n ica l p ro b lem s arising  in connection  w ith  
th e  w ith d raw a l of w a te r  th ere fro m  is h igh ly  d esirab le .

These ex p e rim en ts  w ere ca rried  o u t u s in g  a m odel sec to r sh ap ed  in  p lan  
[28 — 33]. In  1962 an  ex p e rim en ta l in s ta lla tio n  w as m ade av a ilab le , w hich  
p e rm itte d  in v e s tig a tio n s  in to  seepage, n o t o n ly  a ro u n d  a single iso la ted  w ell, 
b u t  also along row s o f wells (F ig . 5).

Fig. 5. Experim ental equipm ent for the investigation  of well groups
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T h e  prob lem s in v e s tig a te d  so fa r  b y  m odel te s ts  on wells d raw in g  on 
g ro u n d w a te r  inc lude  a)  th e  free seepage su rface  on th e  w ell m a n tle ;  b)  th e  
d ra w d o w n  cu rve ; c)  th e  d isch arg e  (y ie ld ); d )  th e  h y d rau lic  e ffec ts  o f an  in ­
h o m o g en eo u s  w a te r-y ie ld in g  m ed iu m ; e)  th e  h y d rau lics o f w ell f i l te rs , an d
f )  th e  e ffec t o f th e  c ap illa ry  fringe  on th e  free g ro u n d w ate r su rface  a n d  th e  
h y d ra u l ic  p h enom ena  ta k in g  place in  th is  fringe .

O w ing to  th e  n a tu re  o f  th e  p ro b lem  th e  m odel ex perim en ts w ere concerned  
p r im a r i ly  w ith  s te a d y  seepage o ccu rrin g  in  th e  im m ed ia te  v ic in ity  o f  th e  well 
m a n tle .

Fig. 6. Vertical position o f drawdown curves around a well of sm all diam eter

T h e  sign ificance o f in v e s tig a tio n s  o f th is  ch a ra c te r  is co n sid e rab le , since 
th e  w ell th eo rie s  re ly in g  on D a rc y ’s seepage th eo rem  do n o t ac c o u n t fo r th e  
h y d ra u l ic  p a t te rn  a c tu a lly  o b se rv ed  a ro u n d  th e  well. The fu n d a m e n ta l sign i­
f ic a n c e  o f  th e  sm allest seepage cross sec tio n , i.e ., th e  one a ro u n d  th e  well 
m a n t le ,  on  th e  seepage p a t te r n  in  th e  e n tire  seepage system  w as, h o w ev er, 
d e m o n s tra te d  b y  th e  m odel te s ts  th e m se lv e s . C onsequen tly , w hen  s tu d y in g  
th e  h y d ro d y n a m ic  cond itions p rev a ilin g  in  th e  in te rio r  of th e  sy s te m  in  th e  
case o f  am p le  w a te r su p p ly , th e  in v e s tig a tio n s  shou ld  be d irec ted  from  th e  sm all 
seep ag e  cross sections to w a rd s  th e  la rg e r ones ra th e r  th a n  in  th e  o p p o site  
d ire c tio n . As show n also b y  th e  ex am p le  in  F ig . 6 , one of th e  fac to rs  g o v ern in g  
b o th  th e  sh ap e  an d  th e  v e r tic a l p o s itio n  o f th e  draw dow n curve  is r 0, i.e ., th e  
s m a lle s t  seepage cross sec tion  co rresp o n d in g  th e re to .

F ro m  am ong th e  e x p e rim e n ta l re su lts  th e  follow ing ones are  w o r th y  
o f  m e n tio n in g :

a )  H u n g a ria n  resea rch  re la tin g  to  th e  free seepage surface on th e  w ell 
m a n tle  p ro v id e d  th e  fo u n d a tio n s  fo r a w ell th e o ry  in  w hich th e  p h e n o m e n a  
a c tu a l ly  o ccu rrin g  are acco u n ted  for.

O n ce  th e  v e rtic a l r if t  b e tw een  th e  w a te r  levels h k and  hb on th e  e x te rn a l  
a n d  in te r n a l  su rface of th e  w ell m a n tle  a n d  re la te d  to  th e  w ell b o tto m , h as
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been  exp lo red  in  d e ta il, th e  shape of th e  d ra w d o w n  curve in  th e  v ic in ity  o f  
th e  well m a n tle  as w ell as th e  v e rtic a l d is tr ib u tio n  o f  ve locity  a lo n g  th e  w ell 
m an tle  could  be d e te rm in e d  as th e  m ost im p o r ta n t  fu n d a m e n ta l d a ta . F o r  th e  
difference b e tw een  th e  w a te r  levels on th e  tw o  sides o f th e  well m an tle , en su in g  
as a re su lt of th e  h ead  loss in  th e  porous m e d iu m  th e  ex p erim en ts , y ie ld ed  
th e  follow ing ex p ressio n :

h k — К  = 0.228

3

( Я  - K Y

H

In  th e  above ex p ressio n  H  is th e  o rig inal d e p th  o f  th e  w a te r lay e r, r 0 is th e  
rad iu s  of th e  w ell. F o r  th e  tim e  being th is  e q u a tio n  does n o t inc lude  e.g . th e  
coeffic ien t к o f th e  w a te rb e a rin g  lay e r, a lth o u g h  obv iously , th is  to o  w ill h a v e  
to  be ta k e n  in to  co n sid e ra tio n , as d e m o n s tra te d  b y  th e  m odel te s ts  a c tu a lly  
perfo rm ed  in  1962 b y  J .  G rÖiÓ [34]. As a f i r s t  s te p , how ever, th e  effect o f  th e  
well rad iu s  r 0 h a d  to  be cleared , all th e  m ore so as th e  effect o f r H is a d o m in a n t 
fac to r  e.g. in  th e  o p e ra tio n  o f tu b e  wells. As th e  su b se q u e n t step  of d ev e lo p m e n t 
in  la b o ra to ry  re sea rch , a t te m p ts  m u st he m a d e  to  in v es tig a te  th e  co m b in ed  
effect o f th e  g rave l f i l te r  a ro u n d  th e  well, th e  f i l te re d  m an tle  su rface  a n d  th e  
fac to rs  a ris in g  from  th e  inh o m o g en eity  o f th e  seepage p a tte rn , d u rin g  th e  
d e ta iled  s tu d y  o f  th e  w a te r  level difference.

b)  T he  g eo m e try  o f th e  d raw dow n c u rv e s  has been c leared  b y  th e se  
s tu d ies. T he d raw d o w n  curves have  been  fo u n d  to  issue from  th e  lev e l h k 
defined  b y  th e  e q u a tio n  g iven in  th e  p re c e d in g  p a ra g ra p h  a) ,  r a th e r  th a n  
from  th e  w a te rlev e l in  th e  well. J u s t  as th e  v a lu e  Л/£, th e  v e rtic a l p o s itio n  o f  
th e  d raw dow n  cu rve  is also m a te ria lly  in flu e n c e d  b y  r 0. T hus for in s ta n c e , fo r 
a ra tio  H / r 0 =  30 th e  d raw dow n curves a ssu m e  a h igh position  even  a t  a 
d raw dow n  a p p ro a c h in g , or equal to , th e  fu ll e x te n t  (F ig. 6). T hese re s u lts  
re la tiv e  to  th e  d raw d o w n  curve  c o n tr ib u te d  also  to  a m ore ex ac t u n d e rs ta n d in g  
o f  th e  h y d rau lic s  o f g ro u n d w a te r  low ering b y  g ra v ity  wells.

c)  As fa r  as th e  w ell y ield  is to  be c o n ce rn ed , i t  could  he e s ta b lish e d  
p o sitiv e ly  fro m  th e se  ex p erim en ts  th a t  —  fo r s te a d y  seepage c o n d itio n s  —  
m ax im u m  y ie ld  can  be  a tta in e d  a t  fu ll d ra w d o w n  in  th e  well (hb =  0) a n d  n o t 
a t  an y  in te rm e d ia te  v a lu e . Ow ing to  th e  d iffe ren ce  in  w a te r levels d ev e lo p in g  
on th e  tw o  sides o f th e  f i l te r  surface, th e  w ell y ie ld  m ay  be d iv id ed  in to  th re e  
p a r ts  (F ig . 7). H a v in g  in tro d u c e d  th e  p rin c ip le  o f  th e  p a r tia l m odel well (F ig . 8), 
n u m erica l va lu es  cou ld  be d e te rm in ed  fo r th e  d ischarge  Q2 en te rin g  in to  th e  
space below  th e  w a te r  level in  th e  w ell, th e  d isch arg e  =  2 r0 л  (Л* —  h b) 
a rriv in g  th ro u g h  th e  so-called  free seepage su rface  on th e  f i l te r  su rface , an d  
f in a lly  fo r th e  d isch arg e  Q 3 seeping d ire c tly  fro m  th e  cap illa ry  fringe  in to  th e  
well a t a n y  g iven  d raw d o w n  s. The fu ll well y ie ld  is th u s  o b ta ined  as th e  su m :

Q  —  Q i  +  Q> +  <?з •

5 Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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Fig.  7. Changes in y ield  entering into the well through the free seepage surface on the well 
m a n tle  and the well m antle under the watersurface in the well (Qn respectively Q.z) p lotted  
a g a in st drawdown (s /H ). Q3 is the yield seeping in to  the well directly from the capillary  fringe

Fig. 8. Model well resolved into  parts
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In  th e  know ledge of th e  in d iv id u a l d ischarge  co m p o n en ts  th e  seepage v e lo c ity  
a lo n g  th e  heigh t o f th e  well m an tle  can  also be  ca lcu la ted .

d )  I t  could be estab lish ed  from  th e  m o d e l te s ts  th a t  fu r th e r  e x te n s iv e  
te s ts  are desirable b o th  in  th e  la b o ra to ry  a n d  p a ra lle l th e re to  in  th e  fie ld , 
fo r exp lo rin g  th e  o p tim u m  dim ensions o f w ell f il te rs . As in d ica ted , fo r in s ta n c e , 
b y  th e  ex perim en ts ca rr ied  o u t so far, th e  e ffec t o f  th e  well f ilte r on re s is tan ces  
m a y  be  qu ite  ap p rec iab le . I t  is, therefo re , reco m m en d ed  to  con tinue  ex te n d e d  
resea rch  for rep lac ing  th e  f i l te r  fabrics c u r re n tly  u sed  in  H u n g a ry  w ith  m ore 
u p -to -d a te  an d  h y d ra u lic a lly  m ore e ffic ien t f i l te r  ty p es .

Fig. 9 a —b. Basic hydraulic conditions influencing the optim um  length of the well filter

e)  A nother im p o r ta n t  p roblem  is th e  d e te rm in a tio n  of th e  b e s t screen  
le n g th  for th e  well. I t  has been p ositive ly  d e m o n s tra te d  b y  e x p e rim e n ts  th a t  
th e  d e te rm in a tio n  o f th e  op tim u m  screen le n g th  fo r wells of sm alle r d ia m e te r  
is u n av o id ab le  for b o th  h y d rau lic  an d  econom ica l reasons. T h is p o in t was 
re p e a te d ly  em phasized  b y  th e  au th o r in  his p a p e rs  read  before th e  H u n g a ria n  
H y d ro log ica l Society . As revealed  b y  F ig . 9 a , e.g . in  th e  case o f a w ell su n k  
in to  an  aqu ifer u n d e r a rte s ia n  pressure m o st o f  th e  w a te r en te rs in to  th e  well 
in te r io r  a t th e  u n d ers id e  o f th e  u p p e r im p e rm eab le  lay er (p o in t A ) ,  con­
se q u e n tly  th is  is th e  p o in t w here th e  h ig h e s t seepage velocities (umax) occu r in  
th e  sy s tem . The low est p l y  value along th e  sec tio n  o f  th e  well m an tle  p e n e tra tin g  
in to  th e  w a te rb ea rin g  la y e r  occurs a t th e  h e ig h t of th is  p o in t. I t  sh o u ld  be 
obv ious thesefo re , t h a t  u n d e r  th e  given se t o f  h y d ra u lic  conditions th e  g re a te s t 
lo ad  on th e  w a te rb e a rin g  la y e r  is a t  th e  e le v a tio n  o f p o in t A .  P ro ceed in g  dow n­
w ard s th e  seepage v e lo c ity  o f w ate r p a rtic le s  a t ta in in g  th e  well m a n tle  decreases 
u n til  a t  a ce rta in  e lev a tio n  th e  seepage v e lo c ity  v becom es zero . I n  o th e r
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w o rd s , th e  m an tle  su rface  b e tw een  th e  p o in ts  В  a n d  C is p rac tica lly  su p e rflu o u s  
f ro m  th e  hydrau lic  p o in t o f  view .

O f course, th e  h y d ra u lic  c rite ria  o u tlin e d  above m ay  u n d erg o  c e r ta in  
c h a n g e s  during  to  serv ice  life  o f th e  well (F ig . 9b). I f  for in s tan ce , th e  p e rm e a ­
b i l i ty  o f  th e  lay er decreases in  th e  im m ed ia te  v ic in ity  of th e  w ell as a re su lt 
o f  in te r n a l  erosion a n d  ch em ica l ac tion , or th e  w ell resistance in c reases , th e n  
th e  v e lo c ity  d is tr ib u tio n  ex p ressed  b y  cu rv e  1 w ill be rep laced  b y  th e  one 
a c c o rd in g  to  curve 2,  w h ic h  involves an  in c re a se d  o p tim um  screen  le n g th . 
A n o th e r  ty p ica l case is w h ere  th e  suction  p o in t is lo ca ted  w ith in  th e  p e rfo ra te d  
p ip e  sec tio n . The d is tr ib u tio n  o f velocities is th e n  described b y  cu rv e  3. T he 
v a lu e  v'max occurs a t  th e  h e ig h t  o f th e  su c tio n  p o in t an d  th erefo re  th e  o p tim u m  
le n g th s  o f  the  p e rfo ra te d  m a n tle  surface ab o v e  a n d  un d er th e  su c tio n  p o in t 
m u s t  b e  determ ined .

I t  w ill be p erce iv ed  fro m  th e  foregoing t h a t  o v er th e  u p p er, u n p e r fo ra te d  
s e c tio n  o f the  well th e  d isch arg e  Q en te rs , u n d e r  th e  given se t o f h y d ra u lic  
c o n d itio n s , in to  th e  in te r io r  o f th e  well from  th e  su rro u n d in g  g ra n u la r  m ed iu m  
b y  fu lly  com plying w ith  th e  p rincip le  of le a s t re s is tan ce . The c h a ra c te r  o f th e  
v e lo c i ty  d is trib u tio n  cu rv es  1, 2  an d  3 as w ell as th e  o p tim um  screen  le n g th  
a re  g o v ern ed  b y  th is  c ircu m stan ce .

T h e  princip le o f  le a s t  res is tan ce  app lies n a tu ra l ly  to  an y  o th e r  ty p e  of 
m o v e m e n t of th e  f lu id  p a r tic le s  as well.

I t  can  be sa tis fa c to r ily  reco rded  th a t  b e y o n d  lab o ra to ry  re se a rc h , fie ld  
m e a su re m e n ts  on e x is tin g  w ells have  a lread y  also  b een  in itia te d  for d e te rm in in g  
th e  o p tim u m  len g th  o f w ell screens. In  v iew  o f th e  la rg e  n u m b er of w ells a lre a d y  
o p e ra t in g , or aw aitin g  to  b e  su n k  in  H u n g a ry , i t  is desirable to  ga in  a b e t te r  
u n d e rs ta n d in g  of th e  n u m e ro u s  fac to rs g o v ern in g  th e  op tim u m  le n g th  o f  th e  
w e ll sc reen  of w hich th e  ra d iu s  of th e  w ell r 0 a n d  th e  coefficient “ k ”  o f th e  
w a te rb e a r in g  lay er are  o b v io u sly  th e  m ost im p o r ta n t  ones.

f )  In  th e  c a p illa ry  frin g e  th e  e q u ip o te n tia l lines u n d e r th e  d raw d o w n  
c u rv e  w ere show n b e y o n d  d o u b t to  co n tin u e  u p  to  a ce rta in  h e ig h t [35]. 
I n  o th e r  words th e re  e x is ts  a h y d rau lic  g ra d ie n t b e tw een  tw o a d ja c e n t p o in t:  
(p o in ts  1 and 2) on th e  s tre a m lin e  w ith in  th e  th ree -p h ase  c a p illa ry  fringes

r  __ jPi____ P2
У У

A L  =
А Н
~ A L '

i .e . ,  th e  w a te r m oves to w a rd s  th e  well. E x p e r im e n ts  carried  o u t in  H u n g a ry  
w i th  th e  help o f th e  p a r t ia l  m odel well d e m o n s tra te d  th a t  from  th e  low er 
p a r t  o f  th e  cap illa ry  frin g e  con n ec tin g  to  th e  w ell m an tle , from  th e  sec tio n  
E — F  in  Fig. 10, w a te r  m a y  e n te r  d irec tly  in to  th e  w ell in te rio r, t h a t  is to  say  
t h a t  th e  w a te r pa rtic le s  in  th is  space are p laced  u n d e r  a sligh t p o sitiv e  p re ssu re  
w h ic h  is sligh tly  h ig h er th a n  th e  a tm o sp h eric  one a n d  necessary  fo r o v erco m in g
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th e  a ttra c tiv e  force o f  m olecular o rig in  p rev a ilin g  b e tw een  th e  p artic les . T h is 
h y d ra u lic  p h en o m en o n  is n a tu ra lly  e q u iv a le n t to  a s lig h t rise o f th e  free w a te r  
su rface  in  th e  v ic in i ty  o f th e  w ell m an tle . H a v in g  recogn ized  th e  ex istence  
o f  th e  d ischarge fro m  th e  cap illa ry  fringe th e  fo llow ing  re la tio n  was developed  
fo r  e s tim a tin g  th e  fu ll d ischarge Q o f  th e  m odel w ell:

Q =  nk
I P  -  hi 
In R /r 0 + К

3

H  — hb — 0.228
f  h  (H  -  h„r

Г0 H
In jR/r0

In  ad d itio n  to  th e  n o ta tio n s  in tro d u c e d  ea rlie r, hc is th e  d ischarg ing  h e ig h t 
o f  th e  cap illa ry  fr in g e , R  is th e  ra d iu s  o f th e  ra n g e  a ffec ted  b y  th e  well. T he 
ev id en ce  gained fo r th e  d ischarge from  th e  c a p illa ry  frin g e  as well as fo r th e  
h y d ra u lic  co n d itions w ith in  th is  frin g e  p ro v id es  a s a tis fa c to ry  basis fo r th e  
q u a n ti ta t iv e  e v a lu a tio n  of these  in flu en ces  d u r in g  th e  m odel te s ts .

g )  The c o n d itio n  of seepage in  th e  seepage sy s te m  a ro u n d  th e  w ell is 
fa r  fro m  un ifo rm . T h e  h y d rau lic  co n d itio n s fo r th e  occurrence  of a seepage 
ra n g e  w hich d e p a r ts  from  la m in a r  flow , an d  is th u s  e ith e r  of a tu rb u le n t  
c h a ra c te r , or fu lly  tu rb u le n t ,  have  b een  re la te d  to  th e  o ccu rrence  of a d ifference 
in  w a te r  levels a t  th e  tw o  sides o f  th e  well m a n tle . In  th is  re sp ec t th re e  cases 
can  be  discerned (F ig s . 11a— c):

In  fine g ra in ed  soils and  a t  sm all d raw dow n  v a lu e s , w hen  th e re  is p r a c t i ­
ca lly  no difference b e tw een  th e  e x te rn a l an d  in te rn a l  w a te r  levels, th e  seepage 
o ccu rrin g  over th e  e n tire  porous su rface  su rro u n d in g  th e  well m an tle  is in  
th e  la m in a r range o f  flow  (Fig. 11a).

A fter the  d e p a r tu re  of w a te r levels seepage flow  o f a tu rb u le n t c h a ra c te r  
occurs a t the  h e ig h t o f  th e  w a te r  level w ith in  th e  w ell, resp ec tiv e ly  s ta r ts
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to  s p re a d  th e re fro m  (F ig . l i b ) ,  s till  th e  en tire  fie ld  a long  th e  w ell m an tle  
does n o t  assum e sim u ltan eo u sly  a tu rb u le n t  ch a rac te r. T here  is v e ry  likely  a 
close re la tio n sh ip  betw een  th is  p ro b lem  an d  th e  chem ical co m p o sitio n  of th e  
w a te r  a n d  th e  soil, since th e  o ften  a ll to o  conspicuous process o f la y e r  clogging 
c a n n o t  be tra c e d  re liab ly  in  space a n d  tim e  unless all re le v a n t h y d ra u lic  and  
ch e m ic a l fac to rs are s im u lta n e o u s ly  ta k e n  in to  considera tion .

I n  th e  la s t s tage  o f d e v e lo p m en t th e  lin e a r  seepage law  ceases to  be a p p li­
cab le  to  a n y  p a r t  o f th e  po rous cross sec tio n  along th e  well m a n tle  (F ig . 11c).

T h e  la b o ra to ry  ex p e rim en ts  c a rr ie d  o u t b y  I . V. N a g y  a n d  G. K a r á d i  

fo r  d e te rm in in g  th e  v a lid ity  lim its  of th e  lin ea r  seepage law  shou ld  be m en tio n ed

F i g .  1 1 .  B asic d e fin itio n s re la tin g  to  th e  seepage p a tte rn  a ro u n d  th e  well

a t  th is  ju n c tu re  [36, 37]. B ey o n d  th e ir  ap p rec iab le  scien tific  s ign ificance  these 
e x p e r im e n ts  c o n tr ib u te d  v a lu a b le  in fo rm a tio n  to  th e  in v e s tig a tio n s  in to  th e  
d e v e lo p m e n t of th e  n o n -u n ifo rm  co n d itio n s  o f seepage a ro u n d  th e  w ell, w hich 
w ere  o u tlin e d  above, an d  in to  th e  e ffec ts  arising  there from .

As revealed  b y  th e  la b o ra to ry  ex p e rim en ts , th e  u p p e r v a lid i ty  lim it 
o f  D a rc y ’s law  is a t  Re X ^  5. E x p e r im e n ta l resu lts  have  b een  p lo tte d  in a 
c o o rd in a te  system

R e X =  / ( R e )

(F ig . 12). The sam e in v e s tig a tio n s  gave  as reasons for th e  d isc o n tin u a tio n  
o f  th e  co n d itio n  R e X =  co n st, th e  in c rease  of th e  effects due to  in e r t ia  forces 
a n d  th e  d evelopm en t of local tu rb u le n c e .

T h e  la b o ra to ry  in v e s tig a tio n s  w ere ex te n d e d  to  th e  low er v a lid i ty  lim it 
o f  D a rc y ’s law  as well. Seepage w as a lre a d y  found  to  s ta r t  a t  th e  sm allest 
g r a d ie n t  w henever th e  w a te rc o n te n t o f  c lay  was sm aller th a n  th e  l im it  below  
w h ic h  w a te r  is p resen t in  a b o u n d  fo rm  only . The re la tio n sh ip  b e tw e e n  th e  
w a te rc o n te n t  and  th e  in itia l g ra d ie n t is illu s tra te d  in  Fig. 13. T he conclusion  
to  b e  draw 'n from  these  ex p e rim en ts  is t h a t  th e  low er lim it is g o v ern ed  e ssen tia lly
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b y  th e  rheological p ro p e rtie s  of th e  b o u n d  w a te r  envelop ing  th e  soil p a rtic le s . 
T hese resu lts  should  be in te rp re te d  as v a lu ab le  p rog ress in  th e  d irec tio n  defined  
b y  sim ilar stud ies m ad e  earlier in  H u n g a ry  [38, 39, 41].

I t  can  be e s ta b lish e d , in g en era l, th a t  th e  d ev e lo p m en t o f  a co rrec t 
ap p ro ach  to  well h y d ra u lic s  was e ffec tive lly  p ro m o te d  b y  th e  m odel te s ts ,
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Fig. 12. E xperim ental data on the upper lim it o f va lid ity  of D arcy’s law

Fig. 13. R elationship  between the water content (te) and the initial gradient

in asm u ch  as th ey  o ffe red  insigh t in to  th e  p a r tic u la rs  o f p h en o m en a  w hich  
are  n o rm ally  inaccessib le  to  o b se rv a tio n  in  n a tu re , an d  p ro v id ed  a c tu a l d a ta  
on h y d rau lic  p a ra m e te rs  w hich cou ld  o therw ise  n o t h av e  been  m easu red  for 
econom ical reasons.

In  e v a lu a tin g  th e  resu lts  o f m odel te s ts  on p rob lem s re la tin g  to  wells 
i t  shou ld  be conceded  w ith o u t b ias  in  th e  in te re s t  of fu r th e r  d e v e lo p m en t, 
th a t  th ese  resu lts  p r im a rily  a ffec t th e  h y d ra u lic  aspects  o f th e  p ro b lem . 
T here  rem ain  h o w ev er, fu r th e r  q u es tio n s  u n an sw ered  in  th is  f ie ld , w h ich  can 
be cleared  b y  f ie ld  o b se rv a tio n s o n ly . A n ex am p le  fo r these  is th e  selection
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o f  th e  sign ifican t p a r t  o f  th e  draw dow n curve  fo r th e  ca lcu la tio n  o f  th e  coeffi­
c ie n t  “ A” . As was c le a rly  d e m o n s tra te d  b y  K . U b e l l , only  an  in te rm e d ia te  
s e c tio n  o f  the  d raw d o w n  cu rv e  can be re p re se n te d  b y  a m a th e m a tic a l curve 
w h ic h  is tru ly  su itab le  fo r  th e  ca lcu la tion  o f th e  coeffic ien t “ A”  [41].

A llow ance fo r th e  h y d ro lo g ica l fac to rs  w h ich  a ffec t th e  seepage p h en o m ­
e n o n  besides th e  h y d ra u lic  ones is a t p re se n t h a rd ly  feasib le in  m odel te s ts . 
H o w e v e r , in  full a p p re c ia tio n  of th e  role p la y e d  b y  th ese  fa c to rs  i t  shou ld  
b e  em p h asized  here a g a in , t h a t  m odel te s ts  a n d  fie ld  o b se rv a tio n s on well 
p ro b le m s  m ust be e v a lu a te d  b y  a un ifo rm , c losely  re la te d  a p p ro ach . In  th is  
m a n n e r  i t  will be possib le  to  develop on th e  b as is  o f su b seq u en t re sea rch  a 
g e n e ra l well th e o ry  in  w h ich  all re le v a n t fa c to rs  are  acco u n ted  for. These 
in v e s tig a tio n s  will p ro b a b ly  rev ea l some fa c to rs  or p re sen tly  u n k n o w n  o rder 
o f  m a g n itu d e  to  be u n im p o r ta n t  an d  p ra c tic a lly  negligible.

T h e  c ircum stance  t h a t  th e  cond ition  o f seepage in  th e  sy s te m  a ro u n d  
th e  w ell varies w ith  d is ta n c e , p resen ts a fu r th e r  im p o r ta n t  fie ld  fo r resea rch . 
B e y o n d  a few in itia l a t te m p ts  [41, 42] h a rd ly  a n y  th e o re tic a l know ledge is 
a v a ila b le  w hich could  le a d  to  a so lu tion .

IV. Investigations into horizontal filter wells

T h e  object o f th e  co rresp o n d in g  m odel te s ts  [44] was to  rev iew  th e  
fu n d a m e n ta l  h y d rau lic  p ro b le m s of iso la ted  h o riz o n ta l f i l te r  wells in  an  inc lusive  
m a n n e r .  The n ecessity  o f  su ch  in v es tig a tio n s  w as m ade n ecessary  b y  th e  
d iv e r s i ty  of opinion —- re f le c te d  b y  accounts in  th e  l i te r a tu r e —  on th e  h y d rau lic  
a p p ro a c h  to  the o p e ra tio n  o f  h o rizon ta l f i l te r  w ells

T h e  ex p erim en ta l r e s u lts  o b ta in ed  re la te  p r im a rily  to  a)  th e  e x p lo ita b ility  
o f  th e  f i l te r  cy linder a ro u n d  th e  h o rizon ta l b ra n c h ;  b)  th e  s tu d y  o f th e  fac to rs  
a f fe c tin g  th e  o p tim u m  le n g th  o f  th e  b ran ch ; c)  th e  p a rtic id a rs  o f in filtra tio n  
f ro m  th e  bed to w ard s th e  b ra n c h ; and  d )  th e  y ie ld  o f in d iv id u a l b ran ch es .

a )  The analysis o f  seepage  conditions a ro u n d  th e  b ra n c h  rev ea led  th a t  
th e  seepage  field a ro u n d  b ra n c h  can, in  m o st cases, be d issolved in to  th ree  
ty p ic a l  p a r ts  even i f  th e  f i l te r  cy lin d er a ro u n d  th e  h o riz o n ta l b ra n c h  is p e rfec tly  
d e v e lo p e d  (Fig. 14). I n  g e n e ra l, m ost o f th e  w a te r  en te rs  in to  th e  h o rizo n ta l 
b r a n c h  a t  its  end aw ay  f ro m  th e  sh a ft, from  space  I .  W a te r  from  space  I I  f ilte rs  
a t  a  slow er ra te  in to  th e  f i l te r  cy linder, re sp e c tiv e ly  in to  th e  in te r io r  o f th e  
b r a n c h . W here th e  w a te rb e a r in g  lay e r is r a th e r  deep  an d  th e  o rig in a l g round- 
w a te r  flow  was in  th e  d ire c tio n  of th e  b ra n c h  ax is , g ro u n d w a te r la y e r  I I I  m ay  
p e rc o la te  aw ay co m p le te ly  u n u sed  over th e  b ra n c h .

T h u s , i t  could b e  e s ta b lish e d  th a t  th e  fu ll ex p lo ita tio n  o f  th e  f ilte r  
c y lin d e r  from  the  p o in t o f  v iew  o f in filtra tio n  is u su a lly  im possib le.
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b) The d e te rm in a tio n  of th e  o p tim u m  b ran ch  le n g th  is im p o r ta n t  from  
te c h n ic a l an d  econom ical po in ts  o f  v iew  alike. As w as rev ea led  b y  th o ro u g h  
an a ly ses  th e  o p tim u m  b ra n c h  le n g th  m u s t nev er be n eg lec ted , reg a rd le ss  o f the  
h y d ra u lic  b o u n d a ry  cond ition . W h ere  for in s tan ce  excessive h y d ra u lic  in te r ­
fe ren ce  betw een  th e  p e rfo ra ted  b ra n c h  sections a ro u n d  th e  s h a f t  is to  be 
av o id ed , th e  o p tim u m  an d  a t th e  sam e  tim e  econom ical b ra n c h  le n g th  can  be

Fig. 14. Seepage field  around the horizontal filter branch and its hydraulically  practicable
division

Fig. 15. Seepage pattern. The section of the branch surface adjacent to the shaft is  unperforated.
0 = 1  cm

a t ta in e d  b y  th e  inc lusion  of an  u n p e rfo ra te d  section . T he d e v e lo p m en t o f  th e  
seepage  p a tte rn  a ro u n d  th e  b ra n c h  in  th is  case is il lu s tra te d  in  F ig . 15.

c)  A well defin ed  d iscreet in flu en ce  range  p e rta in s  to  each  o f  th e  b ran ch es 
in  in te rc e p tin g  th e  w a te r  in f i l t ra t in g  from  th e  bed . T he q u es tio n  o f  o p tim u m  
b ra n c h  len g th  n a tu ra l ly  arises in  th is  case, too .

d )  As fa r as th e  y ield  of in d iv id u a l b ran ch es is concerned , th e  ex p e rim en ts  
o ffe red  valu ab le  in fo rm a tio n  an d  co n c re te  com parab le  d a ta  on th e  in te rfe ren ce  
b e tw e e n  b ran ch es , as well as on th e  im p o r ta n t role of h y d ra u lic  b o u n d a ry  
co n d itio n s in  th e  case o f b ranches d raw in g  on g ro u n d w ate r, or on th e  r iv e r  bed .

As rev ea led  b y  research  c a rr ie d  o u t so fa r  an d  ex p erien ce  g a in ed  in 
m easu rin g  tech n iq u es , p ro p erly  se lec ted  m odel te s ts  are  like ly  to  p ro v e  su itab le  
fo r  in v es tig a tio n s  in to  th e  p ro p e rtie s  of row s of f i l te r  w ells a rra n g e d  along
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r iv e r  b ed s, in  ad d itio n  to  th e  a lm o st com plete ra n g e  o f  h y d ra u lic  d e ta il p roblem s 
a s so c ia te d  w ith iso la te d  h o r iz o n ta l filte r wells.

O ne of the  m ost im p o r ta n t  problem s re m a in in g  to  be solved in th e  n ear 
f u tu r e  is the  a rra n g e m e n t o f  th e  branches in  p la n , an d  th e  lo ca tio n  o f th e  
s c re e n  surfaces a long  th e  b ra n c h e s  for o b ta in in g  t ru ly  o p tim u m  h y d rau lic  
w ell efficiency u n d e r a n y  g iv en  set of b o u n d a ry  co n d itio n s  o f seepage. In  th e  
ca se  o f  horizontal f i l te r  w ells  s ited  along a r iv e r  b e d , a n o th e r  w ay  of s ta tin g  
th e  p ro b lem  could be h o w  to  in te rc e p t a bed sec tio n  w ith  h o rizo n ta l f ilte r  wells 
in  th e  hydrau lica lly  m o s t fav o u rab le  m anner.

V. Investigations into vacuum  wells

T he object o f th e s e  m o d e l experim en ts is th e  s tu d y  of th e  fu n d a m e n ta  
p ro b le m s  in the  h y d ra u lic s  o f  vacuum  wells a r ra n g e d  a)  s ing ly , or b)  in  a row  
[45 , 46 ]. The p rim a ry  a im  o f  these  in v es tig a tio n s  w as th e  d e te rm in a tio n  of
a )  th e  draw dow n c u rv e , b)  th e  p iezom etric h e a d  a n d  c)  th e  h y d rau lic  p a ra ­
m e te rs  of the dep ression  f ie ld  in  the  g ran id a r m ed iu m .

T he problem  a t ta c k e d  b y  these s tu d ies  w as s ig n ifican t from  b o th  th e  
th e o re tic a l  and  p ra c tic a l a sp e c t, y e t the  h y d ra u lic  co n d itio n s for th e  successful 
o p e ra t io n  of v acu u m  w ells w ere no t su b je c te d  to  la b o ra to ry  in v es tig a tio n s  
e i th e r  a t  home or a b ro a d . F ie ld  pum ping  te s ts ,  on th e  o th e r  h a n d , u su a lly  
fa ile d  to  provide a d e ta i le d  and  positive in fo rm a tio n  on th e  phenom ena 
in v o lv e d . The d iv erg en ce  o f  opinion concern ing  th e  se lection  of th e  p roper 
m e th o d  of g ro u n d w a te r  low erin g  th e  p ro p er o p e ra tio n  an d  a rran g em en t of 
th e  wells can be e x p la in e d  b y  th is  c ircum stance.

T he results o b ta in e d  b y  th e  hyd rau lic  seepage m odel can  be sum m arized  
as follow s:

a )  A dopting fo r th e  d raw dow n curve th e  d e fin itio n  com m only used  in  
c o n n ec tio n  w ith  g ra v ity  w ells —- according to  w h ich  th e  draw dow n curve  is 
m a d e  up  of a series o f p o in ts  w hich  are loca ted  a t  th e  h e ig h t of th e  w a te r co lum n 
p e r ta in in g  to  th e  p ie z o m e tr ic  g rad ien t lines o f  e q u a l v a lu e  passing  th ro u g h  
th e m  —  it  was fo u n d  t h a t  u n d e r  a ce rta in  v a c u u m  w ith in  th e  well th e  d raw ­
d o w n  curve still in te rs e c ts  th e  un p erfo ra ted  w ell m a n tle , w hile above a ce rta in  
v a c u u m  it departs f ro m  th e  la t te r  (Fig. 16), i.e . does n o t in te rse c t it  an y  longer. 
T h is  is th e  essen tia l d iffe re n c e  betw een a g ra v ita t io n a l  d raw dow n  curve an d  
o n e  a round  a v acu u m  w ell.

This principle r e la t in g  to  th e  draw dow n cu rv e  re ta in s  its  v a lid ity  if  th e  
im p e rm eab le  lay er is a t  a g re a t  dep th  u n d e r th e  w ell b o tto m , w hen th e  d raw ­
d o w n  curve m ay ev en  d escen d  below th e  h e ig h t o f  th e  la t te r .

ß )  F rom  th e  p o in t  o f  v iew  of g ro u n d w ate r low ering  th e re  is th u s , acco rd ­
in g  to  th e  no ta tions o f  F ig . 17, above the  draw  dow n cu rv e  defined  in  p a ra g ra p h
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Fig. 16. Beyond a certain magnitude o f th e  vacuum  in the well the drawdown surface departs
from  the well m antle

Fig.  17. D efin ition  of the drawdown surface from the point o f v iew  of unwatering

a ) ,  a se t of d raw d o w n  curves o f  d iffe re n t m o istu re  c o n te n ts  wy, to  w hich  th e  
re la tio n sh ip

w l >  w yl >  w y2 >  . . .

ap p lie s . In s te a d  o f  th e  curve p e r ta in in g  to  IP], one o f th e  cu rves lo c a te d  h igher 
(iVy) will be obv iously  sig n ifican t fo r g ro u n d w a te r  low ering.

y )  As fa r as th e  d is tr ib u tio n  o f  p iezom etric  heads in  th e  g ra n u la r  m ed ium  
is  concerned  th re e  cases m ust be  d iscerned  (F igs. 18a— c):

In  th e  case o f g rav ity  well o p e ra tio n  a tw o -p h ase  v a c u u m  fie ld  develops 
u n d e r  th e  d raw dow n  curve, an d  a  th re e -p h a se , so-called  u p p e r  v a c u u m  fie ld  
c a n  be observed  above i t  (F ig. 18a).
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In  th e  case o f a sm all v a cu u m  in  th e  w ell th e  low er, s im ila rly  th ree -p h ase  
v a c u u m  fie ld  also becom es no ticeab le  a ro u n d  th e  screen  su rface  o f th e  well in  
a d d it io n  to  th e  tw o  fie ld s m en tio n ed  before  (F ig . 18b).

T hree  fields develop  also in  th e  case o f a h ig h er v a c u u m  in th e  well, b u t 
th e  u p p e r  and  low er v a c u u m  fields a lread y  m erge an d  a co h eren t sy stem  is 
fo rm ed  (F ig . 18c).

Fig. 18. Fundam ental cases o f the character of the distribution of piezom etric pressures around
vacuum  wells

T he expansion  o f th e  depression  in to  th e  g ra n u la r  m ed ium  im plies th a t  
th e  p e rm e a b ility  (fc) o f  th e  seepage sy stem  m a y  be reg a rd ed  as increasing , 
m e a n in g  a t  th e  sam e tim e  t h a t  th e  geom etric  ra d iu s  ( r 0) o f th e  v acu u m  well 
m u s t be rep laced  b y  a so-called  h y d rau lic  ra d iu s , w hich  depends on th e  m ag ­
n i tu d e  o f th e  depression  in  th e  well, an d  is th u s  v a ria b le . T h is rep lacem en t is 
ju s t i f ie d  since th e  e ffec t o f th e  v acu u m  on th e  w ell y ie ld  is eq u iv a len t to  th e  
in c re a se  of the  g eo m etrica l w ell d iam eter.
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As a lread y  d e m o n s tra te d  by  th e  ab o v e  p re lim in ary  resea rch  re su lts , 
th e  m odel te s ts  m a y  w ell be regarded  su ita b le  for gain ing  a b e tte r  in s ig h t in to  
fu r th e r , a t  p resen t, n o t  all too  clearly  u n d e rs to o d  problem s of th e  h y d ra u lic s  
o f v a cu u m  wells.

VI. Investigations into the m ovem ent o f water in fissured rocks

T he p re re q u is ite  for th e  p rac tica l re a liz a tio n  o f any  reaso n ab le  w a te r  
po licy  is th e  e x p lo ra tio n  of th e  ava ilab le  w a te r  resources as to  th e ir  q u a lity  
an d  q u a n ti ty . B ey o n d  th e  s tru c tu ra l co m p o sitio n  o f w a te rb ea rin g  говк fo rm a ­
tio n s th e  role of h y d rau lic s  also becom es s ig n if ic a n t as soon as th e  w a te r  s ta r ts  
to  m ove since th is  m o v em en t is governed  b y  th e  law s of flu id  m o tio n . T he 
necessity  o f re la tin g  hydro lo g y  an d  h y d ra u lic s  is th u s  ev iden t.

T he law s co n tro llin g  th e  m ovem en t o f  w a te r  in  porous rocks are  re la tiv e ly  
m uch  b e t te r  u n d e rs to o d  th a n  those a p p ly in g  to  p henom ena in f is su red  ro ck s , 
since th e  fo rm er m a y  u sua lly  be considered  to  be uniform .

T he re la tio n sh ip s  governed  by  a )  th e  g eo m etry  of th e  fissu res , b)  th e  
k ine tics  of w a te r m o v em en t an d  c)  th e  m a te r ia l p roperties of th e  f lu id  are  
m ore in v o lved  in  th e  case of fissu red  rocks. T he re la tio n sh ip  for an y  p a r t ic u la r  
fissu re  m ay  be ex p ressed  in  th e  follow ing genera l form :

À =  <p R e , —  , Ф ,
О

w here e is th e  a b so lu te  roughness of th e  fis su re  in  th e  case of an y  p a r t ic u la r  
ty p e  o f surface ro u g h n ess , ô is th e  a p p ro p r ia te ly  selected  ch a ra c te ris tic  le n g th  
re la tin g  to  th e  cross sec tio n  of th e  in d iv id u a l fissu re , while Ф1 is a d im ension less 
te rm  expressing  th e  effect o f a p a r tic u la r  ty p e  o f roughness.

F o r  an y  p a r tic u la r  ty p e  or roughness =  const, and  th u s th e  p ro b lem  
is e ssen tia lly  red u ced  to  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  fu nc tion

Я =  у)

w hich  applies to  e ith e r  th e  lam in ar, t ra n s i to ry ,  or, th e  tu rb u le n t ra n g e  o f 
m otion .

In  a n y  sy stem  o f fissures com posed o f  in d iv id u a l fissure e lem en ts , v a rio u s  
losses occur as a re su lt  o f w all fric tio n , b en d s  an d  local co n trac tio n s .

A ll these  losses o f  d iffe ren t orig in , as w ell as th e  te rm s exp ressing  a ll th e  
g eom etrica l, k in e tic  p ro p ertie s  of th e  f is su re d  sy stem  and  th e  m a te r ia l p ro p ­
erties  o f  w a te r  a re , how ever, su b jec t to  v a r ia tio n  w ith  b o th  tim e a n d  lo c a tio n . 
F o r th is  reason  th e  s ta t is t ic a l  average o f all th e se  te rm s m ust be used  in  c h an g in g  
over from  th e  in v e s tig a tio n  of w a te r m o v e m e n t in  th e  in d iv id u a l f is su re  to  
th a t  o f  p henom ena occu rring  in  th e  en tire  sy s te m . D epending  on local co n d itio n s
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th e  t r u ly  effective a n d  sign ifican t h y d ra u lic  p a ra m e te rs  can he d e te rm in e d  
on th e  basis o f a c tu a l fie ld  m easu rem en ts . Y e t a n  increasing  te n d e n c y  can  
in  re c e n t years  be o b se rv ed  all over th e  W o rld  to w a rd s  s tudy ing  hydrogeo log ica l 
p h en o m en a  in  re d u ced  scale system s, i.e. on scale  m odels. This ten d en cy  becam e  
m an ife s t w hen  th e  N a tio n a l Geological A u th o r i ty  p laced an  o rd er w ith  th e  
H y d ra u lic  L a b o ra to ry  o f th e  I. In s ti tu e  fo r  H y d ra u lic s , T echnical U n iv e rs ity , 
B u d a p e s t, for th e  p e rfo rm an ce  of ce rta in  m odel investiga tions.

Q =  9000 cm3/m in

F ig. 19. T h e  effec t o f a h o rizo n tal f issu re  on  th e  seepage p a tte rn

In  th e  m odel te ch n iq u e  developed  b y  th e  a u th o r  [47, 48] re lian ce  is 
p u t  on th e  an a lo g y  e x is tin g  betw een  th e  m o v e m e n t of w a te r w ith in  th e  sy s te m  
o f fissu res u n d e r p re ssu re  an d  th e  p ipe sy s te m  o f th e  m odel.

T he idealized  fissu re  system  in  th e  tw o -d im en sio n a l m odel is m ad e  up  
o f PY C  p lastic  p ipes a n d  th e  geom etrical p ro p e r tie s  of th e  fissures in  th e  p ro to ­
ty p e  can  be re p ro d u c e d  to  a fa ir e x te n t in  th e  m odel.

In  th e  m odel th u s  c rea ted  th e  occu rren ce  a n d  developm ent o f losses due  
to  fr ic tio n , bends an d  co n trac tio n s can be  o b se rv e d , th e ir  m ag n itu d e  can  be 
d e te rm in e d , th e  co n d itio n  of flow , i.e. w h e th e r  lam in ar, tra n s ito ry , o r fu lly  
tu rb u le n t  can  be e s tab lish ed , an d  th e  n o n -u n ifo rm ity  of th e  fissu re  p a t te r n  
as w ell as th e  in e r t ia  force can be allow ed fo r  to  th e  desired degree.

F ro m  am ong  th e  experim en ts  ca rried  o u t on th e  tw o d im ensional m odel 
th e  fo llow ing are  d eem ed  w o rth y  o f m e n tio n in g :
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a )  In  the  case o f  a hom ogeneous system  h y d ra u lic  conditions p e rta in in g  
to  th e  im m ed ia te  v ic in i ty  o f a tap p in g  p o in t m a y  be considered  as being 
a p p ro x im a te ly  id e n tic a l, regard less of th e  lo ca tio n  o f  th e  ta p p in g  p o in t along 
th e  p e rim e te r of th e  sy s te m . These ex p e rim en ta l re su lts  clearly  p o in t to  th e  
conclusion th a t  in  th e  case o f  any  flu id  m o v e m e n t, regard less o f th e  q u a lity  
o f  th e  m edium , th e  m o s t im p o r ta n t ta sk  is to  d e te rm in e  th e  h y d ra u lic  condi-

F ig . 20. T hree-d im ensional m o d e l constru c ted  for th e  s tu d y  o f w a te r  m o v em en t in  fissu red
rocks

tio n s  in  th e  sm allest c ross section of a h y d ro d y n a m ic a lly  co h e ren t w a te r 
sy s tem , re spec tive ly , in  th e  im m edia te  v ic in ity  th e re o f.

ß )  I f  a system  o f fis su re s  in  w hich th e  w a te r  u n d e r  pressure is ta p p e d  a t 
sev era l p o in ts , th e n  in d iv id u a l  seepage influence  fie ld s equal in  n u m b e r  to  th a t  
o f  th e  ta p p in g  p o in ts  is c re a te d . This s itu a tio n  m a y  arise e.g. in  th e  case of 
sp rin g s s itu a te d  close to  each  o ther.

As fa r  as th e  o p tim u m  d ep th  of e x p lo ra to ry  boreholes is co n cern ed  it  
cou ld  be estab lished  t h a t  in  a system  u n d e r u n ifo rm  h y d ro s ta tic  p re ssu re  th e  
e x ten s io n  o f  th e  w ells b e y o n d  a certa in  d e p th  is n o t  p rac ticab le  a n y  m ore 
since a g rea te r  d e p th  is p ra c tic a lly  no t acco m p an ied  b y  an y  increase  in  y ield .
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A  non-un ifo rm  fissu re  p a t te r n ,  w hich is m o s t o ften  en co u n te red  in  n a tu re  
c a n  a lso  be sim ula ted  b y  a scale  m odel (F ig . 19): th e  large h o riz o n ta l fissu re  
c o n n e c tin g  i t  to  th e  le f t-h a n d  fa u lt  was found  to  govern  h y d ra u lic  cond itions 
i f  th e  sy s te m  is ta p p e d  u n d e r  th e  fissure . The a lm o s t id en tica l o rd e r o f m ag n i­
tu d e  o f  p iezom etric h ead s in  th e  space above is a n  in d ica tio n  o f  th e  fa c t th a t

^ s t a t i o n a r y  p ie z o m e t r i c  surface

dynamic piezometric surface

A

В

\ СЭ

So__ D

■+0
оЧо

/ / / /

clo.a<o

s u p p l y

Fig. 21. D e fin itio n  o f  th e  p iezom etric  su rface  above a  k a rstic  sy s tem

th e  w a te r  from  th is  space  p ra c tic a lly  does n o t c o n tr ib u te  u n d e r  th e  g iven  set 
o f  co n d itio n s  to  th e  y ie ld , a lth o u g h  its  p e rm e a b ility  is also ap p rec iab le .

A  th ree-d im en sio n a l scale  m odel was also co n s tru c te d  d u rin g  1962 a t  the  
I .  I n s t i t u t e  for H y d ra u lic s  (F ig . 20). The fu n d a m e n ta l h y d ra u lic  prob lem s 
r e la te d  to  fau lts  h av e  also b e e n  s tud ied .

F ro m  am ong th e  re su lts  o b ta in ed  d u rin g  th e  in v e s tig a tio n  in to  th ree- 
d im e n s io n a l phenom ena th e  sh ap e  of th e  p iezo m etric  surface sh o u ld  b rie fly  
b e  m e n tio n e d  in  th is  re p o r t  (F ig . 21). T he th ree -d im en sio n a l m odel show n 
in  F ig . 20 is tap p ed  a t  th e  p o in ts  А, В, C an d  D . T h e  h o rizo n ta l p lan e  b o u n d in g  
th e  w a te rb e a rin g  sy s tem  o f fissu res  from  ab o v e , i.e. passing  th ro u g h  p o in t A  
is a s su m e d  to  be im p e rm eab le . A bove th is  p la n e  th e  s ta tic  h ead  H  a c ts  on the
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w ate rb ea rin g  sy stem . A  con tin u o u s supp ly  o f  w a te r  is ensured  th ro u g h  th e  
la te ra l an d  b o tto m  su rface  to  th e  segm en t space . T he p iezom etric  su rfaces  
p e rta in in g  to  th e  p jy  v a lu es  w hich ensue in  th e  im perm eab le  p lan e  d efin ed  
above , w ill be d iffe ren t d epend ing  on th e  p o in t w here a k a rs tic  sy s te m  u n d e r  
a s im ila r p ressu re  is ta p p e d  (e.g. by  a p u m p in g  te s t  a f te r  th e  d rillin g  o f  an  
e x p lo ra to ry  borehole). T h e  c h a ra c te r  of th e  sh ap e  o f these  surfaces sh o u ld  be 
in te rp re te d  in  th e  fo llow ing  m an n er (F ig. 21).

a )  W ith  th e  ta p p in g  p o in t located  in th e  im p erm eab le  p lane (in p o in t A )  
th e  re la tiv e ly  sh o rt sec tio n  of th e  co rrespond ing  p iezom etric  p lan e , d e n o ted  
p lane A ,  a d ja c e n t to  th e  p o in t of ta p p in g , w ill be  v e ry  steep . This s teep  sec tio n  
ap p ro ach es alm ost a sy m p to tic a lly  th e  v e rtic a l passing  th ro u g h  p o in t A ,  w h ich  
is due to  th e  fac t t h a t  th e  role p lay ed  b y  th e  in e r tia  force is s ig n ifican t in  th e  
im m ed ia te  \ ic in i ty  o f  th e  p o in t of ta p p in g  o n ly .

b)  W ith  th e  ta p p in g  p o in t loca ted  low er th a n , b u t  s till in th e  v ic in ity  
of, th e  prev ious level (in  p o in t B),  th e  shape o f th e  co rresponding  p iezo m etric  
surface w ill be sim ilar to  th e  form er, b u t w ill be  s itu a te d  above it .

c)  W ith  th e  sy s te m  ta p p e d  a t considerab le  d e p th  below th e  u p p e r  
im perm eab le  p lane (e.g . a t  po in ts  C or D), th e re  will be accord ing  to  th e  
ex p erim en ts  h a rd ly  a n y  d ro p  in  th e  p iezom etric  su rface , and  even th is  s lig h t 
low ering  will follow a s lig h tly  inclined  s tra ig h t line.

F ro m  th e  an a ly sis  o f th e  above fu n d a m e n ta l cases th e  fo llow ing basic  
p rinc ip le  can be d eriv ed  fo r th e  p rac tice : th e  use o f th e  p iezom etric  su rface  as 
p a ra m e te r  is essen tia lly  im possib le unless th e  sy s tem  is ta p p e d  in  i ts  u p p e r  
b o u n d a ry  p lane (in p o in t A  in  Fig. 21). W ith  ta p p in g  effected a t  a c e r ta in  
level, or p o in t (e.g. p o in ts  C or D)  th e  g eo m e try  o f th e  p iezom etric  su rface  
does n o t y ield  an y  m ore  in fo rm atio n  on th e  n a tu re  of h y d rau lic  p h en o m en a  
ta k in g  p lace in  th e  im m e d ia te  v ic in ity  o f th e  p o in t o f tap p in g .

I t  is expec ted  t h a t  th e  developm ent o f th e  m odel te s tin g  m e th o d  in t ro ­
duced  fo r th e  in v e s tig a tio n  of h y d rau lic  p h en o m en a  in  ka rs tic  sy s tem s , w ill 
e v en tu a lly  p e rm it th e  rea liza tio n  of th e  scale m odel idealized  of k a rs tic  sy s tem s 
of d iffe ren t s tru c tu ra l p a tte rn s . T he m odel law  ap p ly in g  to  these m odel te s ts  
is n o t y e t  know n, th e  d a ta  derived  from  th e  ex p e rim en ts  are, th e re fo re , p r i­
m arily  o f a q u a lita tiv e  c h a ra c te r . In  th e  in te re s t  o f th e  un d e lay ed  e x p lo ra tio n  
o f a su ita b le  m odel law  th e  necessity  of c o n s tru c tin g  a scale m odel a rises , in  
w hich th e  ex tensive  in v e s tig a tio n  of a p ro to ty p e  k a rs tic  system  w o u ld  be 
possib le. T he p ro to ty p e  sy stem  should  n a tu ra l ly  be know n su ffic ien tly  from  
b o th  s tru c tu ra l an d  h y d ra u lic  po in ts  o f v iew . T he q u a n tita tiv e  e v a lu a tio n  
o f p a ra m e te rs  in  th e  scale  m odels should  becom e possible b y  th e  co m p ariso n  
of th e  co rrespond ing  h y d ra u lic  d a ta .
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V II. Concluding re m a rk s

T h e  sc ien tific  re su lts  p re se n te d  in  th is  p a p e r  w hich cover a fa ir ly  w ide 
f ie ld  re f le c t th e  g rea t in te re s t  w hich  was fo r th e  la s t  decade show n in H u n g a ry  
to w a rd s  in v es tig a tio n s  w ith  th e  seepage m odel. S uch  investig a tio n s a re n a tu ra l ly  
th e  m o re  v a lu ab le , th e  b e t te r  th e  law s of m ech an ica l s im ila rity  can be com plied  
w i th  in  s im u la tin g  th e  p ro to ty p e  ph en o m en o n  in  th e  m odel. I t  shou ld  th e re fo re  
b e  re g a rd e d  as a w elcom e d ev e lo p m en t th a t  th e  law s govern ing  seepage m odels 
h a v e  b e e n  explored  a t  th e  sam e  ra p id  ra te  as th e  m odel te s ts  th em se lv es , and  
t h a t  th e  co rrespond ing  s tu d ie s  w ere in it ia te d  in  H u n g ary .

I t  w i l l  b e  r e c a l l e d  t h a t  t h e  s e e p a g e  m o d e l  l a w  r e l a t i n g  t o  t w o - p h a s e  

s e e p a g e  w a s  e s t a b l i s h e d  b y  E .  M o s o n y i  a n d  G .  K o v á c s  [ 4 9 ,  5 0 ] .  I n  t h e  d e r i v a ­

t i o n  t h e  r e l a t i o n s h i p  g r a v i t y  a n d  f r i c t i o n a l  f o r c e s  w e r e  a l l o w e d  f o r  s i m u l ­

t a n e o u s l y .

A long w ith  th e  e x te n s io n  o f seepage m odel te s tin g  to  th e  s tu d y  of 
in c re a s in g ly  invo lved  p h en o m e n a , a process u rg e d  an d  con tro lled  b y  th e  devel­
o p m e n t  o f w ate r-resou rces m an ag em en t, th e  in v es tig a tio n  of m odel law s 
m u s t  o f  necessity  be in te n s if ie d  an d  m odel law s concern ing  ex p e rim en ts  in  
c o n n e c tio n  w ith  v a cu u m  w ells an d  w a te r  m o v e m e n t in  fissu red  rocks m u s t be 
d e v e lo p e d  in  th e  n ea r fu tu re .

P ro ceed in g  in  th is  d ire c tio n  th e  seepage m odel te s ts  w ill c e r ta in ly  be 
a b le  to  p la y  th e  role a ssigned  to  th e m  in  g en era l hyd rau lics .
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M O D E L L U N T E R S U C H U N G  VON S IC K E R V O R G Ä N G E N
G. ÖLLŐS

ZUSA M M ENFASSUN G

D ie A rbeit in fo rm ie rt ü b e r  d iejenigen u n g arisch en  L ab o ru n te rsu ch u n g e n  v o n  S icker­
v o rg ä n g e n , welche über S ick erv o rg än g e  u n te r  H o ch w asse rsch u tzd äm m en , in de r U m gebung  
v o n  B ru n n e n  m it freiem  W assersp ieg e l, in  H o riz o n ta lb ru n n e n , in  V ak u u m b ru n n en  u n d  in 
K a rs ts y s te m e n  Ü berblick  b ie te n . D as  L ite ra tu rv erze ich n is  u m fa ß t  jed o ch  das gesam te  u n g a ­
r is c h e  F o rschungsm ateria l.

D ie U n te rsuchungen  d e r  S ickererscheinungen  u n te r  H och w assersch u tzd äm m en  e r ­
s t r e c k e n  sich in e rster L in ie a u f  d ie  hydrau lische  D ru ck lin ie , w elche a u f  den D am m k ö rp er bzw. 
a u f  d ie  u n te re  Ebene de r ü b e r  d e r  w asserführenden  S ch ich t liegenden  D ecksch ich t w irk t, des 
w e i te re n  au f die H o c h w a sse rsc h u tzb a u ten , welche die A b w eh r der D am m b ru ch g efah r b e ­
zw ec k e n .

D ie U n tersuchung  d e r h y d ra u lisc h e n  P roblem e bei B ru n n e n  m it freiem  W asserspiegel 
b e z ie h t  sich in e rster L in ie a u f  d ie  p e rm anen ten  S ick ere rsch ein u n g en  in u n m itte lb a re r  U m ­
g e b u n g  des B runnens.
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Die Untersuchung der H orizontalbrunnen hat in erster Reihe die K lärung der Zusam ­
m enhänge zwischen den Param etern zum G egenstand, die die günstigste Länge der Fassungen  
beeinflussen.

Die U ntersuchungen über Vakuum brunnen bezw ecken die Ausarbeitung des M odell­
versuchsverfahrens sowie die Klärung der grundlegenden hydraulischen Vorgänge.

D ie bisherigen U ntersuchungen über die W asserbewegung in rissigem Gestein erstrecken  
sich au f die Ausarbeitung des neu eingeführten M odellversuchsverfahrens, ferner au f die 
qualitative Darstellung einiger w ichtigsten hydraulischen Grundprobleme.

É T U D E  D E  LA FILTRATION S U R  M ODÈLES RÉD U ITS

C. ÖLLÖS

RÉSUM É

Certaines recherches de laboratoire sur la filtration , et notam m ent la filtration  sous les 
digues et au voisinage des p u its à surface libre, dans les pu its à drains horizontaux et les puits 
à vide, enfin sur la filtration  se produisant dans les calcaires est décrite dans un exposé som m aire 
suivi d ’une notice bibliographique em brassant l ’ensem ble des travaux de recherches effectuées 
en Hongrie.

Les recherches concernant la filtration sous les d igues portaient avant to u t sur la  ligne  
de pression hydraulique agissant sur le plan inférieur du recouvrem ent, ainsi que sur les travaux  
de protection contre le danger de rupture de la digue.

L ’exam en des problèm es hydrauliques des p u its verticaux à surface libre se rapportait 
en premier lieu à la filtration  perm anente se produisant dans la voisinage im m édiat du puits.

L ’étude des puits à drains horizontaux se proposait surtout d’élucider les rapports des 
param ètres déterm inant la longueur de drain la plus favorable du point de vue hydraulique.

Les recherches sur l’hydraulique des puits à v id e  avaient pour objet l’élaboration du 
procédé d’essai sur m odèles et l’éclaircissem ent des phénom ènes hydrauliques fondam entaux.

Les recherches relatives à l’écoulem ent d’eau dans les roches fissurées se rapportaient 
au procédé d’essais sur m odèles nouvellem ent in troduit, ainsi qu’à l’exam en q u a lita tif  de 
quelques problèmes hydrauliques fondam entaux.

МОДЕЛЬНЫЕ ИССЛЕДОВАНИЯ ЯВЛЕНИЙ ФИЛЬТРАЦИИ
Г. ЭЛЛЁШ

РЕЗЮМЕ

Исследование дает обобщенные сведения о проводившихся в Венгрии лабора­
торных исследованиях, касающихся явлений фильтрации, наблюдающихся под павод­
ковыми плотинами, вокруг колодцев со свободной поверхностью, в дренажных колодцах, 
вакуумных колодцах, а также в карстовых системах. Перечень литературы, однако, дает 
полный материал по проведенным в Венгрии исследованиям.

Исследования фильтрации под паводковыми плотинами рассматривают, в первую 
очередь, тело плотины и гидравлическую линию давления, влияющую на нижнюю плос­
кость покровного слоя над водоносным слоем, а также сооружения, предназначенные 
для предотвращения опасности прорыва плотины.

В отношение отвесных колодцев со свободной поверхностью исследования гид­
равлических явлений, в первую очередь, рассматривают постоянные процессы фильт­
рации, происходящие в непосредственном окружении колодца.

Исследование дренажных колодцев, в первую очередь, рассматривает вопрос 
выяснения зависимости параметров, влияющих на гидравлически наиболее выгодную 
длину дрена.

Исследования вакуумной гидравлики преследуют цель разработки метода выпол­
нения опытов на моделях, а также относятся к выяснению основных явлений гидрав­
лики.

Проведенные до сих пор исследования движения воды в пронизанных трещинами 
породах распространяются на разработку нововведенного метода опытов на моделях, а 
также на показ качественного смысла некоторых наиболее важных основных вопросов 
гидравлики.
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ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG ELEMENTARER 
PLANETENGETRIERE

Z. LÉVA I

K A N D I D A T  D E R  T E C H N I S C H E N  W I S S E N S C H A F T E N
L E H R S T U H L  F Ü R  K R A F T F A H R Z E U G E  T E C H N I S C H E  U N I V E R S I T Ä T  F Ü R  B A U I N D U S T R I E  U N D  V E R K E H R ,

B U D A P E S T

[E ingegangen am  7. März 1963]

Die Planetengetriebe können in zwei große Gruppen geteilt werden, je nachdem  ob die 
verw endeten Planetenräder m it beiden Sonnenrädern unm ittelbar käm m en, oder ob sie paar­
w eise, übereinander, m ittelbar gekoppelt sind (Bild 4). Im  Bild 5 sind säm tliche V ariationen  
beider Gruppen dargestellt. Das K egelradplanetengetriebe bedeutet qu alita tiv  keinen neuen  
T yp , denn jedes seiner Ausführungen entspricht irgendeinem  Stirnradplanetengetriebe (B ild  6 ). 
Jedes P lanetengetriebe ist dem nach irgendeine Abart der im  Bild 8  gezeigten zwei G rundtypen.

Die kinetische U ntersuchung des P lanetengetriebes kann m ittels analytischer oder 
graphischer M ethode durchgeführt werden. Für die erstere verwendet m an die von  W i l l i s  
[ 2 ]  vorgeschlagene Gleichung, für die zw eite Art lieferte K u t z b a c i i  die entsprechende Grund­
lage. Die K utzhachsche M ethode kann jedoch nicht hei Planetenräderpaaren (B ild  4) ver­
w endet werden. Für den letzteren Fall wird die in den Bildern 13 —14 gezeigte M ethode vorge­
schlagen. D as wesentliche dieser M ethode besteht darin, daß man den m it Strich bezeichneten  
V ektor der Um fangsgeschw indigkeit des Sonnenrades — das nicht un m itte lbar m it dem  
untersuchten Planetenrad käm m t — nicht auf dem  wirklichen Um fang des Sonnenrades  
aufträgt, sondern auf dem  R adius, der von  einer Geraden abgetrennt wird, die durch die 
B erührungspunkte des zw ischengeschalteten Planetenrades gelegt wurde. Im  w eiteren  V erlauf 
stim m t dieses Verfahren m it der K utzbachschen M ethode überein.

Die P la n e ten g e tr ieb e  s ind  a llgem ein  b e k a n n te  M echanism en. I n  jed em  
P la n e te n g e tr ie b e  (Bild 1) s ind  zwei se lb stän d ig e  Z ah n räd e r 1 u n d  2, jed o ch

2

B ild  2

m it e iner gem einsam en  A chse, zu f in d e n , die m ite in an d e r n ich t u n m it te lb a r  
k äm m en , so n d e rn  über die sog. P la n e te n rä d e r  4. D iese le tz te ren  n e n n t  m an  
desw egen P la n e te n rä d e r, weil sie n ic h t n u r  um  ih re  eigene A chse ro tie re n , 
sondern  au ch  u m  die beiden  S o n n en räd e r um lau fen  können . Die P la n e te n rä d e r  
s ind  n äm lich  am  sog. S teg  3 g e lag e rt, im  V ergleich  zu den  S o n n e n rä d e rn  ex zen ­
tr isc h , u n d  d ieser Steg k an n  gleichfalls eine D rehbew egung a u s fü h re n .
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A us jedem  P la n e te n g e tr ie b e  führen  dre i W ellen  h e rau s, von  denen zwei 
zu  d en  S onnenrädern  g e h ö re n  u n d  eine W elle zu m  S teg  (B ild 2). D ie w ich tig sten  
B a u te ile  des P la n e te n g e tr ie b e s  sind  die S o n n e n rä d e r u n d  d er Steg. Diese w erden  
d ie H au p te lem en te  des P lan e ten g e tr ieb es  g e n a n n t.

Sow ohl die S o n n e n rä d e r  als auch die P la n e te n rä d e r  können  innen - oder 
a u ß e n v e rz a h n t sein. P la n e te n iä d e r  m it In n e n v e rz a h n u n g  fan d en  keine

p ra k tis c h e  A nw endung . P la n e te n rä d e r  m it A u ß en v e rz a h n u n g  k ö nnen  von  
e in fa c h e r  oder d o p p e lte r  A u sfü h ru n g  sein. D ie le tz te re  is t  d an n  von B ed eu tu n g , 
w en n  die D urchm esser d e r  b e id en  vere in ten  R ä d e r  u n g le ich  sind , d .h . D 41 =j= D.., 
(B ild  3).

Die P la n e te n g e tr ie b e  können  in  zwei g roße  G ru p p en  geteilt w erden , je  
n a c h d e m , ob die in  ih n e n  verw endeten  P la n e te n rä d e r  m it beiden  S onnen­
rä d e rn  u n m itte lb a r  o d e r n u r  m it dem  einen  k ä m m e n . Im  le tz te ren  F a ll sind  
d ie  P la n e te n rä d e r p a a rw e ise  auszuführen , u n d  h ie rb e i w ird  von  P la n e te n ­
rä d e rp a a re n  gesprochen  (B ild  4).

Im  Bild 5 sind  sä m tlic h e  V ariationen  d er b e id e n  G ruppen  v e ran sch au lich t. 
I n  d en  beiden  F e ld e rn  l in k s  sin d  die P la n e te n g e tr ie b e a r te n  zu sehen, bei denen
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Bild 6

die P la n e te n rä d e r  (die e in fach en  oder die d o p p e lten ) m it beiden  S o n n en räd ern  
k äm m en . In  den  rech ts  gezeig ten  P lan e ten g e tr ieb en  sind  die P la n e te n rä d e r  
paarw eise  zu f in d en ; sie k äm m en  einerseits m ite in a n d e r, an d erse its  m it  einem  
d e r S onnenräder.

O ft v e rw en d e t m an  in  den P lan e ten g e tr ieb en  K egelräder, diese A n o rd ­
n u n g  b e d e u te t jed o ch  q u a li ta t iv  keine neue B a u a r t , denn  jed es  K egelrad- 
P la n e ten g e tr ieb e  e n ts p r ic h t irgendeinem  S tirn ra d -P la n e te n g e tr ieb e , U n te r­
sch iede b estehen  led ig lich  h in sich tlich  der W erte  der m it ihnen  e rre ich b aren
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Ü b erse tzu n g en  (B ild 6). A us d iesem  G rund w ird  in  den  w eiteren  A usfüh rungen  
a u f  d ie  K eg e lrad -P lan e ten g e tr ieb e  n ich t w e ite r eingegangen .

In  der P rax is k a n n  es a u c h  V orkom m en, d aß  die drei A chsen der P la n e te n ­
g e tr ie b e k o n s tru k tio n  n ic h t n a c h  den am  A nfang  vo rlieg en d er S tud ie  e rw äh n ten  
K r i te r ie n  ausgeführt s in d , w o n ach  näm lich  zwei A chsen  zu den S o n n en räd ern , 
e ine  dagegen  zum  S teg  g eh ö ren  sollen. In  d iesem  F a ll h an d e lt es sich im m er 
u m  e in  zusam m engese tztes P lan e ten g e trieb e , d . h . die K o n s tru k tio n  k an n  
in  zw ei oder m ehrere e in fach e  P lan e ten g e trieb e  zerleg t w erden (B ild  7).

. П

X
_T  L

D ie B au a rten  d e r P lan e ten g e tr ieb e  zu sam m en fassen d , k an n  m an  aus- 
sa g e n , d aß  jedes P la n e te n g e tr ie b e  irgendeine spezielle  V aria tio n  d er im  B ild  8 
g eze ig ten  zwei G ru n d ty p e n  d a rs te llt. So z. B ., w en n  m an  aus der A bb ild u n g  
v o n  d e r  linken  Seite a u sg e h t, u n d  das eine S o n n e n ra d  m it A u ß en v erzah n u n g , 
d a s  a n d e re  m it In n e n v e rz a h n u n g  v e rsieh t, e rh ä lt  m an  die V a ria tio n , die im  
B ild  5 u n te r  Ib  v e ra n sc h a u lic h t is t. W enn au ß e rd e m  noch  D 41 — D i2 is t , d an n  
g e la n g t m an  zur B a u a r t  Ia .  G enau  so gew inn t m an  aus dem  G ru n d ty p  der 
r e c h te n  Seite z. B. die B a u a r t  IV d, im  Falle eines innen - u n d  eines a u ß e n v e r­
z a h n te n  Sonnenrades, w en n  D 41 =  D 412 is t, bzw . die B a u a r t  IV a, w enn o b en d re in  
n o c h  die B eziehung D i2 =  D 421 b esteh t.

D ie P lan e ten g e trieb e  k ö n n en  k in em atisch  n a c h  der M ethode von  W illis 
d u rc h  die G ru n d ü b e rse tz u n g  gekennzeichnet w erd en , w o ru n te r  m an  den 
Q u o tie n te n  der re la tiv e n  W in kelgeschw ind igkeiten  der be iden  S o n n en räd er 
im  V erg leich  zum  K o rb  v e r s te h t ,  d. h.
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oder in  ab so lu te r W inke lgeschw ind igke it a u sg ed rü ck t, da

!
Ci)., —  C O 2  —  C O 3  ,

f t ) '  =  C O j  —  0 ) 3  ,

b _  to2 — ft)3 
ft>l — ft)3 ( 1 )

Die In d e x e  1 und  2 w erd en  h ie r —  u n d  auch  w eiterh in  s te ts  —  den  zen tra len  
R äd e rn , d er In d ex  3 dem  S teg  zugeo rdne t.

W enn  m an die G le ichung  (1) u m fo rm t, e rh ä lt m an  die k in em atisch e  
G rundg le ichung  des P la n e te n g e tr ie b es :

bu>L — co2  — ( 1  — b)  ft>3  =  0  . ( 2 )

4 Л  =
i  t L

r a
T
I

+
r a
TÍL

B ild  9

W ie ersich tlich , b e s itz t  u rsp rü n g lich  jedes P la n e te n g e tr ie b e  zwei F re i­
h e itsg rad e . M itu n te r b eg eg n e t m an K o n s tru k tio n e n , bei denen  das P la n e te n ­
g etriebe  m ehrere  F re ih e itsg ra d e  b e s itz t, diese sind  jed o ch  eben fa lls  zu sam m en ­
gesetz te  P la n e ten g e tr ieb e  (B ild  9). P lan e ten g e trieb e-A u sfü h ru n g en  m it einem  
F re ih e itsg ra d  gew innt m a n  gleichfalls aus P lan e ten g e tr ieb en  m it zwei F re ih e its ­
g raden  d ad u rch , daß  m an  den  einen  F re ih e itsg rad  u n te rb in d e t (d u rc h  V erriege­
lung  des einen  H au p te le m e n tes ).

D ie K o n stan te  b ,  die in  d er k in em atisch en  G ru n d g le ich u n g  v o rk o m m t, 
h ä n g t v o n  den geo m etrisch en  A bm essungen  des P la n e te n g e tr ie b es  ab. Ih r  
W ert k a n n  am  e in fach sten  bei со3 =  0 b e s tim m t w erden , d en n  in  d iesen  F ällen  
v e rw a n d e lt sich das P la n e te n g e tr ie b e  in  ein  einfaches Z a h n ra d g e tr ieb e , bei 
dem  die Ü berse tzung  zw ischen  den R äd ern  1 u n d  2  aus dem  Q u o tie n te n  der 
Z ah n rad d u rch m esser in  e le m e n ta re r  W eise b e s tim m t w erden  k a n n :

D 2

D.
D,41

(3)

oder im  F alle  von P la n e te n rä d e rp a a re n :

^  _ _  __  - ^ i  Д 12 -^412

D 2 D 41 D 421

D ie D urchm esser s in d  m it einem  V orzeichen an zu se tzen , u n d  zw ar der 
des au ß en v e rzah n ten  R ad es  p o sitiv , der des in n e n v e rz a h n ten  R ad es  n eg a tiv .
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D em en tsp rech en d  k a n n  au ch  das V orzeichen  d er G ru n d ü b erse tzu n g  
p o s i t iv  oder negativ  sein . Im  B ild 5 w urden die P la n e te n g e tr ie b e  so geo rdne t, 
d a ß  in  den  beiden oberen  F e ld e rn  die G etriebe m it n e g a tiv e r , in  den beiden  
u n te r e n  Feldern  die m it p o s it iv e r  G ru n d ü b e rse tzu n g  u n te rg e b ra c h t sind . 
W e n n  die geom etrischen A bm essungen  b e k a n n t sin d , k an n  m it H ilfe der 
G ru n d g le ich u n g  die K in e m a tik  eines jeden  belieb igen  ein fachen  oder zu sam m en ­
g e se tz te n  P lan e ten g e trieb es  b zw . e iner P la n e te n g e tr ie b ek o n s tru k tio n  (z.B . eines 
S ch a ltg e tr ieb es)  e infach  u n te r s u c h t  und  genau  b e re c h n e t w erden . In  der P rax is  
w ird  je d o c h  oft eine S ch n e llu n te rsu ch u n g  b e n ö tig t, bei d er die G enau igkeit

v o n  k e in e r  en tsche idenden  B e d e u tu n g  ist. F ü r  d iesen  Zw eck e n tsp r ic h t am  
b e s te n  die graphische M e th o d e .

Z u r  U n tersu ch u n g  des G ru n d ty p s , d a rg es te llt im  B ild  8 links, fan d  die 
v o n  K u tz b a c h  vo rg esch lag en e  M ethode eine v e rb re ite te  A nw endung , die au f 
d e m  G ru n d sa tz  der K in e tik  b e ru h t ,  w onach, w enn  die G eschw indigkeit eines 
in  e in e r  E bene sich b ew eg en d en  s ta rre n  K örpers in  zwei P u n k te n  b e k a n n t is t, 
sie a n  je d e r  beliebigen S te lle  b e s tim m t w erden k a n n . K utzbach  b e tra c h te te  
d a s  P la n e te n ra d  als e in en  d e ra r tig e n  s ta rre n  K ö rp e r , d a  es m it allen  drei 
H a u p te le m e n te n  des P la n e te n g e tr ie b e s  einen gem einsam en  P u n k t b e s itz t:  
se in  M itte lp u n k t b e f in d e t s ic h  am  Steg, u n d  an  se in em  U m fan g  k ä m m t es m it 
d e n  S o n n en räd ern . V on d ie sen  drei P u n k te n  k a n n  m an  zw eien eine beliebige 
U m fan g sg esch w in d ig k e it v e rle ih e n , die du rch  e in en  V e k to r  d a rg es te llt w ird  
(B ild  10). Jed e r V ek to r d e r  U m fan g sg esch w in d ig k e it s te h t  n a tü r lic h  sen k rech t 
a u f  d e r  G eraden, die die M itte lp u n k te  des P la n e te n g e tr ie b es  u n d  des P la n e te n ­
ra d e s  v e rb in d e t. Die G erad e , d ie  die E n d p u n k te  d e r b e id en  V ek to ren  v e rb in d e t,
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t r e n n t  e in erse its  den  G esch w ind igke itsvek to r des d r itte n  B e rü h ru n g sp u n k te s  
ab , an d ere rse its  das M o m en tan zen tru m  des P lan e ten rad es  (0 4).

Die W inkelgeschw ind igkeiten  d er e inzelnen  E lem ente des P la n e te n ­
getriebes bzw . die m it ihnen  v erh ä ltn isg le ich en  S treck en  w erden d u rc h  R ad ien , 
die d u rch  den  M itte lp u n k t des P la n e te n g e tr ie h es  und  die E n d p u n k te  der 
V ek to ren  gezogen w erden , a u f  einer G erad en  ausgeschn itten , d ie  a n  einer 
beliebigen S te lle , p a ra lle l zur V e k to re n ric h tu n g  gezogen wird.

D iese M ethode k an n  jedoch  —  wie b e re its  oben erw äh n t —  n u r  d an n  
v erw en d e t w erd en , w enn die P la n e te n rä d e r  m it beiden  S onnenrädern  u n m it te l ­
b a r  k äm m en . Im  nachfo lgenden  w ird ein neues g raphisches V erfahren  b esch rie ­
ben , das au ch  im  F alle  von P la n e te n rä d e rp a a re n  verw endet w erden  k a n n .

Im  B ild  11 w urde  der zu u n te rsu ch en d e  G ru n d ty p  in S e ite n a n s ic h t d a r ­
geste llt.

D en zwei F re ih e itsg rad en  en tsp rech en d  nehm e m an die W in k e lg esch w in ­
d igkeiten  tu., u n d  o)3 bzw . die V ek to ren  U2u n d  V  3 an . V on den beiden  P la n e te n ­
rä d e rn  sollen z. B . die 42— 421 u n te rsu c h t w erden , und  d em en tsp rech en d  soll 
der V ek to r V 3 a u f  seinen M itte lp u n k t bezogen  w erden . D as andere P la n e te n ra d  
—  im  vo rliegenden  F a ll 41— 412  —  k a n n  a u c h  als zw ischengeschalte tes R ad  
g en an n t w erden . D ie G erade, die die E n d p u n k te  d er beiden V ek to ren  v e rb in d e t , 
e rg ib t m it ih rem  S c h n ittp u n k t das M o m en tan zen tru m  ( 0 4) des R ad es 42— 421, 
die U m fangsgeschw ind igke it des d r it te n  E lem en te s  —  im  gegebenen F a ll die
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des e in en  Sonnenrades —  w ird  n ich t angegeben , w eil es m it ihm  keinen  g em ein ­
sa m e n  P u n k t  b es itz t.

D e r E n d p u n k t des V ek to rs  V \  liegt n ich t a u f  d er G eraden, die die E n d ­
p u n k te  d e r V ek to ren  U2 u n d  V  a verb in d e t. D a  je d o c h  zw ischen den U m fan g s­
gesch w in d ig k e iten  —  ä h n lic h  den W inkelgeschw ind igkeiten  —  eine lin ea re  
B ez ieh u n g  b e s te h t, g eh ö rt z u r  W in k e lg eschw ind igke it w 1 auch noch  ein  V e k to r  
U j, dessen  E n d p u n k t m it d en  E n d p u n k te n  d er V e k to re n  V2 und  V3 a u f  d e rse lb en  
G era d e n  lieg t, w obei le tz te re  einen beliebigen W e r t  haben können .

D ieser V ek to r Vj is t  n a tü r lic h  n ich t die U m fangsgeschw ind igke it des 
R a d e s  1, sondern  die G eschw ind igkeit eines m it  ih m  ro tierenden  g e d a c h te n  
R a d e s  m it dem  R ad iu s  R j. N un  soll der W e rt von  R j b e s tim m t w erd en . 
E n tsp re c h e n d  der lin e a re n  B eziehung:

y ,  -  v ;____=  v 3 - v ? 5
R i  — R 3 R i2 R 42

w o rau s sieh

R[ ^  R 3 +  R t2 I я -  ^  .
V3 -  V2

e rg ib t.
D ie U m fan g sg esch w in d ig k e iten  durch die W in k e lg eschw ind igke iten  au s-  
g e d rü c k t:

V{ =  R[ сох,

V2 =- (R3 +  R 4 2 )  ш2 ’

V3 =  R 3 W3 .

N a c h  E in se tzen  d ieser W e rte  u n d  nach der en tsp re c h e n d en  U m o rd n u n g  e rh ä lt  
m an  :

R ' = :  R  ( R 3 +  f l j2) (w3 — ft>2)
R 3 W 3 —  ( Й З  +  R 4 2 )  W 2 +  R 12 Ш1

D en beiden  F re ih e itsg ra d e n  e n tsp re c h e n d  soll angenom m en w e rd e n :

(«1 =  1,

co3 =  0 .

D a n n  e rh ä lt  m an  n a c h  d er k inem atischen  G ru n d g le ich u n g  (2), daß

is t ,  d . h .
со2 =  b

R 1 R \ u * 4 2

R n R i 2 1 R 3 +  R ',2
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N ach  E in se tzen  der W inkelgeschw ind igkeiten  e rh ä lt m an als E n d e rg eb n is :

R[
R s

R n Rax
Rx R̂  12

(5)

D ieses E rgebn is k an n  jed o ch  n ich t befried igen , da ein re in  g raph isches 
V erfah ren  g esuch t w ird .

Im  B ild  12 w urden  w ieder die M itte lp u n k te  u n d  B e rü h ru n g sp u n k te  der 
R ä d e r  d a rg e s te llt. M an lege eine G erade  du rch  d it B e rü h ru n g sp u n k te  des

zw ischen g esch alte ten  P lan e ten rad es  41— 412. D iese G erade sch n e id e t die 
G erade 00 .,  im  P u n k t Q. N un ziehe m an  eine G erade para lle l zu r G erad en  0 0 2 
d u rch  den  B e rü h ru n g sp u n k t des R ades 1. D ie so gew onnenen A b sc h n itte  b e ­
zeichne m an  m it a, b u n d  c.

Info lge d er Ä h n lichke it der D reiecke k an n  angeschrieben  w erd en :

n _R i  12 b
z R., R 421

H ierau s  w ird  z in  folgender W eise a u sg e d rü c k t:

2 =  Я 3 +
a R \ i

R 4 12 - ь

In  d iesem  A u sd ru ck  sind  n u r  a u n d  b u n b e k a n n t. E ben fa lls  a u f  G ru n d  
der Ä h n lich k e it der D reiecke k an n  m an  sch re iben :

—  = ----- bzw . a =  R u  R '
R ,  R i  +  R u  Rx  +  R n
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u n d
R 41

R n z  +  R 421 R i  +  R 41
bzw. b =  R 41 R .112 4- R 4

R i  +  R n

W en n  m an  die W e rte , die m an  fü r  a u n d  b e rh ie lt, in  die F o rm el fü r  z 
e in s e tz t ,  so b ek o m m t m an  n ach  d er e n tsp re c h e n d en  U m form ung:

R3
Z I  R n  R 421 

R i  R 412

D ie G leichungen  (5) u n d  (6) verg le ichend , k a n n  festgeste llt w erden , d aß  
z =  -Ri is t . D e r R ad iu s  R [  k a n n  au ch  in  der W eise g rap h isch  b e s tim m t w erden , 
d a ß  e r m it der G erad en , die d u rch  die B e rü h ru n g sp u n k te  des dazw ischen  ge­
s c h a lte te n  P la n e te n ra d e s  geleg t w ird , aus d er G erad en , die du rch  die M itte l­
p u n k te  des u n te rsu c h te n  P la n e ten rad es  u n d  des S o n n en rad es geh t, au sg e sc h n it­
te n  w ird .

N ach  dem  v o rh erg eh en d en  is t der A b la u f  des g raph ischen  V erfah ren s 
d e r fo lgende:

V on den m ite in a n d e r  k äm m en d en  zwei P la n e te n rä d e rn  w äh lt m an  n a c h  
B e lieb en  ein R ad  aus. A n d iesem  w erde die K o n s tru k tio n  in  der W eise d u rc h ­
g e fü h r t , d aß  m an  an ste lle  des n ic h t k ä m m e n d e n  S onnenrades ein m it ih m  
g em ein sam  ro tie ren d es , zw eites, jed o ch  ged ach tes  u n d  käm m endes S o n n en rad  
m it d em  R ad iu s  R '  a n n im m t, das von  den  K o p p e lu n g sv erh ä ltn issen  des 
P la n e te n ra d e s  a b h ä n g t;  in  d ieser W eise e rh ä lt m an  ein einfaches P la n e te n ­
g e tr ie b e , hei dem  die K u tzb ach sch e  M ethode b e re its  an w en d b ar is t. D ie 
W in k e lg esch w in d ig k e iten  des g ed ach ten  R ad es m it dem  R ad ius R '  s tim m en  
n a tü r l ic h  m it denen  des S onnenrades ü bere in , das n ic h t m it dem  u n te rsu c h te n  
P la n e te n ra d  k äm m t.

D ie E in fach h e it des V erfah ren s w ird  an  e inem  B eispiel dargeleg t.
E s sei die B a u a r t  IV d  der P la n e te n g e tr ie b e  gew äh lt, bei dem  R 41 =  R 412 

is t ,  d . h . das eine P la n e te n ra d  ist n ich t d o p p e lt a u sg e fü h rt. Z u erst w ird  dieses 
P la n e te n ra d  als G ru n d lag e  un se re r K o n s tru k tio n  gew äh lt, das R ad  42— 421 
w ird  n äm lich  das zw ischengeschalte te  P la n e te n ra d  (B ild 13).

D as zen tra le  R a d  2  is t  n ich t u n m itte lb a r  m it d em  u n te rsu c h te n  P la n e te n ­
ra d  g ek o p p e lt. D u rc h  die B e rü h ru n g sp u n k te  des dazw isch en g esch a lte ten  
P la n e te n ra d e s  gezogene G erade schn e id e t den  R ad iu s  R^ des g ed ach ten  
S o n n en rad es  ab.

N ehm e m an die W in kelgeschw ind igkeiten  m l u n d  co2 an . M an zeichne ein  
die zu  ih n en  gehörenden  V ek to ren  V4 u n d  V2 d e r  U m fangsgeschw ind igkeit. 
(A uch  d er V ek to r V 2 k a n n  eingezeichnet w erden  am  w irklichen U m fang  des 
R ad es  2, doch das is t  v o n  ke iner beso n d eren  B ed eu tu n g .) Die E n d p u n k te  
d e r V ek to ren  V4 u n d  V3 v e rb in d en d e  G erade sch n e id e t den E n d p u n k t des

(6 )

Acta Techn. Hung. 49 (1964)



ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG ELEMENTARER PLANETENCETRIEBE 367

V ek to rs  V3 ab . W enn  m an diesen a u f  die G erade  d er W in ke lgeschw ind igke iten  
p ro jiz ie rt, e rh ä lt  m an die m it a>3 v e rh ä ltn isg le ich e  S trecke.

W en n  hei dem selben P la n e te n g e tr ie b e  die K o n s tru k tio n  fü r das P la n e te n ­
ra d  42— 421  d u rch g efü h rt w ird , m u ß  m an  m it den gleichen A u sg a n g sd a te n  
zu dem selben  E rgebn is gelangen (B ild  14).

Im  zw eiten  F all k an n  m an  jed o ch  b e o b a c h te n , daß  der D u rch m esse r des 
d azw iscb en g esch a lte ten  R ades —  da es kein  D oppclrad  is t —  a u f  d ie  K in e ­
m a tik  des P lan e ten g e trieb es  keinen  E in flu ß  au sü b t.

D ies is t  auch  allerd ings aus d e r F o rm el des R '  abzulesen . D ie F o rm e l 
w urde fü r  d en  F a ll angeschrieben , d aß  das P la n e te n ra d  41— 412  als zw isch en ­
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g e sc h a lte te s  R ad  an g eseh en  w urde, w enn n ä m lic h

d a n n  la u te t  die F o rm e l:
-R41 — ^412 i s t ,

1 -  ( R . J R , )  ’

d . h .,  d er R adius des g e d a c h te n  R ades h ä n g t n ic h t von  der A bm essung des 
zw isch en g esch alte ten  P la n e te n ra d e s  ab. W en n  e r n ic h t abhäng ig  is t , d an n  
k a n n  e r auch u n en d lich  g ro ß  sein. D ieser U m s ta n d  ve re in fach t noch  w e ite r 
d ie  K o n s tru k tio n , d e n n  e r m ach t das A u fze ich n en  des zw ischengeschalte ten , 
n ic h t  d oppelten  P la n e te n ra d e s  überflüssig . D e r  R ad iu s  R '  k an n  au ch  m it

B ild  15

H ilfe  d er T angen te , die zum  käm m enden  S o n n e n ra d  u n d  zum  anderen  P la n e te n ­
ra d  gezogen w ird , g ew o n n en  w erden. D ie T a n g e n te  en tsp rich t näm lich  dem  
U m fa n g  eines zw isch en g esch alte ten  P la n e te n ra d e s  m it einem  u n en d lich en  
R a d iu s  (Bild 15).

D a jedoch  das n ic h t  doppelte  P la n e te n ra d  n a c h  B elieben als zw ischen­
g e sc h a lte t oder n ic h t zw ischengeschalte t an g eseh en  w erden k an n , is t es o ffen­
s ic h tlic h , daß  die ob igen  A usführungen  v e ra llg em e in ert w erden k ö n n en : 
w en n  in  einem  P la n e te n g e tr ie b e  von den m ite in a n d e r  k äm m enden  P la n e te n ­
rä d e rn  das eine kein  D o p p e lra d  is t, d an n  is t seine A bm essung  a u f die K in e m a tik  
des P lan e ten g e trieb es  v o n  keinem  E in flu ß . W e n n  keins von  den beid en  ein 
D o p p e lra d  is t, d a n n  k a n n  d er D urchm esser d e r  b e id en  P la n e te n rä d e r —  vom  
S ta n d p u n k t  der ä u ß e re n  K in e m a tik  des P la n e te n g e tr ie b es  —  beliebig  sein.

D em nach  s in d  led ig lich  die A bm essungen  d er beiden  S o nnenräder u n d  
des dopp e lten  P la n te n ra d e s  von B elang . D asse lbe  k an n  aus den F o rm eln  
(3) u n d  (4) en tn o m m en  w erden .
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Z u le tz t seien die P la n e te n g e tr ie b e  noch  vom  S ta n d p u n k t d er M om ente 
u n d  d e r L e istungen  u n te rs u c h t. E s is t  o ffensich tlich , daß  die a u f  die drei 
A chsen  des P lan e ten g e trieb es  w irk en d en  M om ente u n te r  allen U m stä n d e n  im  
G leichgew icht s teh en :

M 1 -f- M 2 +  A f 3 =  0 .

D as V erh ä ltn is  zw ischen den  e inzelnen  M om enten  k an n  m an  in  K e n n tn is  
d er geom etrischen  A bm essungen  des P lan e ten g e tr ieb es  a u f d ieser G ru n d lag e  
le ic h t angeben , w enn m an  die in n e ren  V erlu ste  a u ß e r ach t lä ß t:

In  F o rm  von P ro p o rtio n en  a u sg ed riick t:

E s is t zu ersehen , d aß , im  G egensatz  zu den zwei k inem atisch en  F re ih e its -  
g ra d e n , bei der A nnahm e eines e inzigen  M om entes (einer L e is tu n g ) b e re its  
d e fin ie rte  M om en ten v erh ä ltn isse  (L e is tu n g sv erh ä ltn isse ) e rh a lten  w erd en .

M it H ilfe der im  R ah m en  d ieser A rb e it angebenen  F orm eln  (2), (7) u n d  
(8) k ö n n en  G eschw ind igkeits-, M om enten- u n d  L e is tu n g sv e rh ä ltn isse  aller 
A rte n  von  P lan e ten g e tr ieb en  u n d  K o n s tru k tio n e n  m it P la n e te n g e tr ie b e n  
e in fach  u n d  genau  u n te rsu c h t w erd en ; du rch  das em pfohlene g rap h isch e  V er­
fa h re n  können  andererse its  die k in em a tisch en  V erhältn isse  dieser A u sfü h ru n g en  
schnell k o n tro llie rt w erden .
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Z. L É V A I

SUMM ARY

Planetary gears can be divided into two big groups according to whether the satellite  
w heels are in direct contact w ith  both sun wheels or w hether by pairs, indirectly (F ig. 4) 
F ig . 5 shows all variants o f both  groups. The planetary drive w ith bevel gears is not a qualita­
t iv e ly  new type, because each  bevel gear planetary drive corresponds to some spur gear plane­
ta ry  drive (Fig. 6). E v ery  p lanetary drive is therefore som e variant of the tw o basic types  
show n in Fig. 8.

The kinem atic exam in ation  of the planetary drive can be carried out analytica lly  or 
graphically . For the first, E qu. (2) proposed by W i l l i s  m ay be used, while the latter m ethod  
has been founded by K u t z b a c h . B ut the m ethod o f K utzbach  cannot be used for pairs of 
p lan etary  wheels (F ig. 4). For such cases the author proposes the m ethod shown in Figs. 13 
and 14, the essential o f w h ich  is th a t the vector of circum ferential speed, marked by ('), o f the  
sun w heel not being in direct contact w ith the planetary w heel under exam ination is not drawn 
on th e  real circum ference of the sun wheel, but is reported to the radius intersected  by a 
stra ig th  which passes through th e  points of contact o f  the interm ediary gear. For the rest, 
the m ethod agres w ith  th a t o f K utzbach.

ANALYTIC EXAM INATION OF PL A N E TA R Y  DRIVES

E X A M E N  A N A L Y T IQ U E  DES TRAINS D ’E N G R E N A G E S PL A N É T A IR E S

Z. L É V A I

RÉSUM É

Les engrenages planétaires peuvent être classés en deux grands groupes, su ivant que 
leu rs roues satellites engrènent directem ent avec les deux planétaires ou qu’elle engrènent par 
paires indirectem ent, l’une à travers l’autre (fig. 4). Sur la fig . 5, on trouve toutes les variantes 
des deux groupes. Les engrenages planétaires à roues coniques ne constituent pas un type  
n ou veau , car ils correspondent toujours à un train d ifférentiel à roues cylindriques (fig. 6). 
Chaque train planétaire constitue donc une variante spéciale des deux types fondam entaux  
représentés fig . 8.

L’exam en ciném atique de l ’engrenage planétaire p eu t se faire par la m éthode analytique  
o u  graphique. Pour la prem ière, l’auteur utilise l’équation (2) proposée par W i l l i s . La deuxièm e  
m éth od e, fondée par K u t z b a c h ,  ne saurait être u tilisée  pour des paires de roues satellites  
(fig . 4). Pour de tels cas, l ’auteur propose la m éthode présentée figures 13 et 14, dont l’essentiel 
e st  que le vecteur v itesse  circonférentielle (’) du planétaire n ’engrenant pas directem ent avec  
le sa tellite  exam iné est tracé, au lieu  de la circonférence réelle du planétaire, sur le rayon inter- 
sec té  par la droite passant par les points de contact du satellite  intermédiaire. Par la su ite, la 
m éth ode à  suivre est identiqu e à  celle de K u t z b a c h .

АНАЛИЗ ПЛАНЕТАРНЫХ МЕХАНИЗМОВ
3 .  Л Е В А И

РЕЗЮМЕ

Планетарные механизмы можно разбить на две большие группы — в зависимости 
от того, сцепляются ли имеющиеся в них сателлиты непосредственно с обоими солнечными 
шестернями или же попарно друг через друга (рис. 4). На рис. 5 показаны все возмож­
ные варианты обоих групп. Планетарный механизм с коническими колесами не пред­
ставляет собою качественно другой тип планетарного механизма, так как любой такой 
планетарный механизм соответствует планетарному механизму с цилиндрическим коле­
сом (рис. 6). Следовательно, любой планетарный механизм представляет собою какой- 
либо специальный вариант показанных на рис. 8 двух основных типов.
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Кинематический анализ планетарного механизма можно осуществить аналити­
ческим или графическим методом. Для аналитического исследования можно пользо­
ваться уравнением (2), предложенным Виллисом, а второй метод разработан Кутцбахом. 
Однако, метод Кутцбаха нельзя применить для пар сателлитов (рис. 4). Для такого 
случая мы предлагаем метод, показанный на рис. 13 — 14; суть его заключается в том, 
что вектор окружной скорости, обозначенный через (’), не сцепленного непосредственно 
с исследуемым сателлитом солнечного колеса строится не на действительном диаметре 
солнечного колеса, а на радиусе, отсекаемого прямыми, пересекающими точки контакта 
промежуточного сателлита. Дальнейший ход построения совпадает с методом Кутцбаха.
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LOSSES CAUSED BY THE HALE EFFECT AND THEIR  
INFLUENCE ON THE EFFICIENCY OF THE THERMAL 

CYCLE IN MHD GENERATORS*
D. HALÁSZ
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and

K. SZE N D Y

D. OF TECH N . SC.
P O W E R  STA TIO N  EN G IN E ER IN G  IN S T IT U T E , BUDAPEST 

[M anuscript received March 16, 1963]

The best mean for th e  calculation of the tw o-d im ensional phenomena in the M HD  
generator is the m ethod o f com plex numbers. W ith th is , th e  characteristic behaviour of the  
three principal generator types: the cross-field generator w ith  undivided electrodes, the sam e 
type w ith  segm ented electrodes and the longitudinal field  generator (so-called H all generator) 
has been determ ined. Furtherm ore, the condition for th e  H all generator being identical, 
independently o f the H all constan t, w ith the segm ented cross-field generator and w ith  the  
cross-field generator having electrodes loaded separately b y  pairs, and thus working w ith  the  
best attainable efficiency, has been found by the authors. Those losses which rem ain in the  
working gas in the form o f heat — am ongst others, the H all loss too — are not to ta l losses 
from  the point of view  o f the therm odynam ic cycle, because heat being introduced into  the  
working gas, the generator uses them  anew. Final loss is caused only by the increase of the  
entropy of the gas and the am ount of this loss is equal to  th e  product of the entropy increase  
and of the mean tem perature of heat rem oval. Taking in to  account that practically the ratio  
of the tem peratures of heat introduction and of heat rem oval is about 8  — 1 0 , the loss in the  
cycle is 1 / 8  — 1 / 1 0  of the loss heat.

Symbols
j  =  Г А ;
V g gas velocity , m eters/second ;
В  m agnetic induction , weber/m eter 2 =  Vs/m 2;
E  electric field strength , volts/m eter;
E 0 internal electric field  strength , volts/m eter;
i  current density, am pers/m eter2;
b., electron m obility , m eters2/v o lts  second;
r gas resistance, ohm s m eter;
q electronic charge, 1.6 X 10 ~ 19 coulomb;
n number of free electrons per cubic meter;
ß  H all coefficient (ß  =  b2 В ), dimensionless;
S displacem ent factor defined  in Eq. (3);
S, о  absolute value and the phase angle of displacem ent factor S;
q charge density o f ionised gas, couloinbs/m 3;
p , p h p i  specific useful power (ou tp ut), specific power loss and specific extracted power (input) 

w atts/m eter3;
к loss factor or loss rate, defined as p j p  -f- p,-, d im ensionless.

I. Introduction

T he H all effect a n d  its  in fluence  on losses h a v e  been  th e  su b jec t o f  m an y  
in v es tig a tio n s  [1] an d  h a v e  lead  to  th e  a d o p tio n  o f  special s tru c tu ra l e lem en ts  
(e.g. segm en ted  e lec tro d es). N o tw ith s ta n d in g , th is  p roblem  has n o t been

* A preliminary short com m unication of the sam e object has been published in volum e  
44, 451 — 453 of this periodical.
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so lv e d  e ith e r  from  th e  p o in t o f  v iew  o f sc ien tific  in v estig a tio n s, o r w ith  re sp ec t 
to  th e  p rac tica l so lu tions.

N o t m uch has b e e n  sa id  concern ing  th e  in fluence  o f losses on  th e  effi­
c ie n c y  o f  th e  th e rm a l cycle , i.e . on th e  k ilo w a tt-h o u rs  o b ta in ab le  f ro m  1 kg 
o f  co m b u stib le .

I n  th e  follow ing an  a t te m p t  is m ade to  solve th e  questions ra ise d .

II. The phenom ena developing in the M HD generator

T h e  phenom ena c a n  be  d iscussed  in  a tw o  d im ensional space , th e re fo re , 
i t  is  a p p ro p ria te  to  in v e s tig a te  th e  p rob lem  b y  com plex  values, as c a n  be seen 
in  th e  p a p e r  [2]. F o r th e  sak e  o f  sim p lic ity  th e  re su lts  are show n in  th e  fo llow ing.

T h e  b as ic  field e q u a tio n :

.h e re
E  =  E 0 +  S i

E „ =  - j B

1
S = + J B

qn

W e c a n  in tro d u ce  th e  fo llow ing  v alues:

a n d
62 nq

ß =  B b v

T h e re la tion  can  be  seen  in  F ig . 1 a n d  2. O bviously

ßsin a =  - ,
n  +  ß 2

( 1 )

( 2)

(3)

(4.1)

(4.2)

(5.1)
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cos a  - -
У i + ß 2

ta n  a — ß,

S  cos a  =  г.

(5.2)

(5.3)

(5.4)

F u r th e r  th e  specific pow er a n d  pow er loss can  be w ritte n  in  th e  fo llow ing  fo rm :

p  = —E  i cos (e —  9)  (6)

pi =  S  i- cos a  =  r i2. (7)
an d

T he a n g u la r  d isp lacem en ts e, a  can  he seen in  F ig . 3. T hus, th e  fo llow ing 
re la tio n  can be w ritte n :

E  cos в =  S  i cos (#  -f- a)
an d

E  sin  e =  S  i sin (& <r) —  E 0

w hich  s u b s titu te d  in to  th e  o u tp u t pow er eq u a tio n  

p  =  E 0i sin & —  S i2 cos a.

T h ere fo re , th e  specific in p u t  pow er ta k e s  a v e ry  sim ple form :

' I л
p t == p  p , =  E ^ i  sin 9 — — E 0 i c o s ------\ -9  . (8)
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F ro m  eq u a tio n  (2) th e  in te rn a l fie ld  s t r e n g th  of th e  M H D  g e n e ra to r  is 
p e rp e n d ic u la r  to  gas v e lo c ity  v ec to r v. The in p u t  p ow er is th e  n eg a tiv e  v a lu e  
o f th e  sca la r  p ro d u c t o f  in te rn a l  fie ld  s tre n g th  v e c to r  E 0 and  c u rre n t d e n s ity  
v e c to r  i.

T h e  loss ra te  can  eas ily  be d e te rm in ed  fro m  E q . (7) and  (8) in  th e  fo llow ing
fo rm :

k  = Pi

P i

S i  cos a  

E u sin  §
( 9 )

E  Öt

S u b s ti tu t in g  E q . (5.4)

k _ ri
E 0 s’ n ■&

T h e loss ra te  also sh o w n  in  Fig. 4 can  be o b ta in e d  as:

O B

( 10)

( 11 )

So, th e  loss ra te  is th e  q u o tie n t of tw o  p ro je c tio n s , w here th e  d e n o m in a to r  is 
th e  p ro je c tio n  of th e  in te rn a l  field s tre n g th  v e c to r  a n d  th e  n o m in a to r th e  p ro ­
je c t io n  o f  vo ltage  d ro p  v e c to r  Si (see Fig. 4).

III. The loss rate o f  different M HD generator configurations

T h e loss ra te  is d e fin ed  as th e  q u o tie n t o f  pow er loss caused  b y  th e  
in te rn a l  res is tan ce  a n d  th e  in p u t pow er of th e  g e n e ra to r . The in te rn a l re s is tan ce  
is th e  rec ip ro ca l v a lu e  o f  th e  c o n d u c tiv ity  o f io n ised  gas, w hich is th e  w o rk in g  
m e d iu m  o f th e  M H D  g e n e ra to r . The fric tio n  e ffec t o f  gas to  th e  w all, th e  h e a t 
losses, th e  m ag n e tiz in g  p o w er loss, e tc . are n o t  considered  in  th is  p ap e r. T he
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aim  is to  show  how  th e  basic  c o n fig u ra tio n  o f  th is  new m ach ine  e ffec ts  th e  
loss r a te .

Tw o basic  co n fig u ra tio n s  can  be e s ta b lish e d  [1], i.e. th e  t ra n s v e rs a l ly  an d  
th e  ax ia lly  w ork ing  g en e ra to r. In  th e  f irs t  c o n fig u ra tio n  th e  p ow er e x tra c tio n  
is t ra n s v e rs a l to  th e  gas flow ; in  th e  second co n fig u ra tio n  th e  p ow er e x tra c tio n  
is ax ia l. T he transversally working generator can  be seen in  Fig. 5 a n d  6 . F ig . 5

Fig. 5

E
- r * —

Ш

- Л Л Л А Л г -
- Л Л Л М г -
- w m -
-лшлг-
-wwv----
-VVVVV—1

Fig. 6

Fig. 7

show s a g en e ra to r w ith  co n tin u o u s e lec tro d es, w here th e  e lec trical f ie ld  m u st 
be tra n sv e rsa l. The F ig . 6 th e  e lectrodes are  sp lit  u p  in to  iso la ted  p a irs  o f  elec­
tro d e  seg m en ts . E ach  segm en t p a ir  has its  s e p a ra te  load . In  th a t  case th e  c u r re n t 
d e n s ity  m u st be tra n sv e rsa l, b u t  th e  e lec trica l fie ld  s tre n g th  m a y  a lso  h av e  
an  a x ia l co m p o n en t. T he axially  working generator  is rep resen ted  in  F ig . 7 a n d  8 
b y  seg m en ted  au x ilia ry  e lec trodes, w here th e  a u x ilia ry  electrodes a re  sh o rt 
c irc u ite d  b y  p a irs . T herefo re , in  th is  case th e  pow er e x trac tio n  is o b ta in e d  b y
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c u r re n t  a n d  vo ltag e  co m p o n e n ts  p e rp en d icu la r to  th e  au x ilia ry  e lec trode  p a irs . 
T h e  g e n e ra to r  load  is c o n n e c te d  to  th e  f irs t a n d  la s t  electrodes on ly .

O n th e  basis o f th e  re la tio n  rep resen ted  in  C h a p te r  I I  we can  derive  th e  
fo llow ing :

a )  T he  in te rn a l f ie ld  s tre n g th  E 0 d ep en d s  on  ex te rn a l co n d itio n s, i.e . 
th e  gas v e lo c ity  \ g a n d  th e  m ag n e tic  in d u c tio n  В  d e te rm in e  th e  in te rn a l  f ie ld  
s t r e n g th  E 0 as show n b y  E q . (2).

b)  F o r secu ring  a low  loss ra te  i t  is s u ita b le  to  have a h igh  in te rn a l 
f ie ld  s tre n g th . F u r th e r , th e  loss ra te  can be d e c re a sed  if  th e  vecto rs o f in te rn a l 
f ie ld  s t r e n g th  a n d  c u r re n t  d en sity  are p a ra lle l. So & =  zr/2 an d  sin  #  =  1, 
th e re fo re , th e  d e n o m in a to r  o f  E q . (10) will be th e  h ighest.

F i g .  8

c)  T he re s u lta n t e lec tr ic  field  s tre n g th  E  m u s t be secured by  th e  e lec tro d e  
sy s te m  to o . T he re s u l ta n t  e lec tric  field  s tre n g th  can  be ev a lu a ted  from  E q . (1) 
a n d  F ig . 1.

C ond ition  b)  c an  n o t  be  secured  in  all cases. E .g . th e  tra n sv e rsa lly  w o rk ing  
g e n e ra to r  w ith  c o n tin u o u s  e lec trodes, as show n  in  F ig . 5, can give on ly  a t r a n s ­
v e rsa l re s u lta n t  fie ld , a n d  since  th e  in te rn a l f ie ld  s tre n g th  E 0 is also tra n sv e rsa l, 
th e  e lec tric  fie ld  d ro p  Si m u s t also be t r a n s v e rs a l  to  th e  gas flow . T here fo re , 
th e  c u r re n t  d en sity  v e c to r  i c an n o t be p a ra lle l to  th e  in te rn a l fie ld  s tre n g th , 
th u s  & ф  л /2, an d  sin  #  <  1.

T h e  c u rren t d e n s ity  can  be d e te rm in ed  fro m  th e  loss ra te  on th e  basis 
o f  E q . (10)

к E 0 sin &
( 12)

a n d  th e  o u tp u t pow er fro m  E q . (8)

P = C ^ ,  (13)
r

w h ere  th e  o u tp u t p o w er coeffic ien t

C  =  к (/ —  k) sin2 # . (14)

T h e  follow ing d iscu ssio n  shows th e  e ffec t o f  th e  d ifferen t co n fig u ra tio n s  
on th e  in te rn a l loss o r on th e  loss fac to rs, a n d  so we get th e  re la tio n  fo r d is­
cu ssin g  th e  m ach ine .
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a) Transversally working generator with continuous electrodes (F ig .  5 ) .  
T he re s u lta n t e lec tric  fie ld  is tra n sv e rsa l to  th e  gas s tre a m . T herefo re, 

ű  -f- a — я /2, so th e  o u tp u t  pow er coeffic ien t w ill be

С =  к (l —  k) cos2 о
or, su b s titu tin g  E q . (5.2)

k ( l - k )

Var.ß

(15)

ß) Transversally working generator with segmental electrodes (F ig .  6 ).  
In  th a t  case th e  iso la ted  w orking pa irs  secure th e  tra n sv e rsa l cu rren t 

d e n s ity . T herefore,

so th e  o u tp u t pow er coeffic ien t

C =  k(l  —  k). (16)

T he o u tp u t coeffic ien t C is show n for th e  v a r ia n ts  1. an d  2. in  F ig . 9. 
y) A x ia l ly  working generator with axia l resultant electric, f ie ld .
T he electric  fie ld  s tre n g th  vecto rs E 0, E , th e  c u rre n t d e n s ity  v ec to r i, 

a n d  th e  electric  fie ld  s tre n g th  d rop  Si can  be seen in  F ig . 10. So, in  t h a t  figure

sin  [ я  — (#  -j- cr)] =  —-— -----. (17)
r i

I f  th e  H all coeffic ien t ß  an d , so, th e  d isp lacem en t angle a  is given, 
from  E q . (17) th e  ang le  $  can  be d e te rm in ed . T h e  e v a lu a tio n  o f th e  o u tp u t 
coeffic ien t can  be m ad e  b y  m eans o f th e  p a ra m e te r  E J r i .  F u r th e r , th e  loss ra te  
к can  be ca lcu la ted  b y  E q . (11). The o b ta in ed  loss ra te  can  be s u b s ti tu te d  in to  
E q . (14) to  express th e  o u tp u t  coeffic ien t. E .g . in  T ab le  I .  th e  in d iv id u a l 
va lu es  are  show n fo r a H a ll coefficient o r ß — 10.
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Tabic I

Individual values fo r  a H all coefficient o f  ß  =  1 0

B .
r i

к
C =  k ( l  -  k )  .

• s in 2 O'

1 0 .0 1 .0 5 .7 ° 0

9 . 8 0 . 3 8 1 5 .7 ° 0 . 0 1 7 3

9 . 5 0 . 2 4 5 2 5 .7 ° 0 . 0 3 4 5

9 . 0 0 . 2 2 3 0 .2 ° 0 . 0 4 4 5

7 .5 0 . 1 8 5 4 7 . 2 ° 0 . 0 8

5 .0 0 . 2 2 5 6 5 .7 ° 0 . 1 4

2 .0 0 . 5 0 5 00 jS* l""
o

0 . 2 5

1 .5 0 . 6 7 8 7 .0 ° 0 . 2 2 1

1 .2 0 . 8 3 8 8 .5 ° 0 . 1 4 1

1 .0 1 .0 9 0 . 0 U 0

T h e  o u tp u t coeffic ien t fo r  th is  v a r ia n t is show n in F ig . 11. I f  th e  H all 
c o e ffic ien t ß  is lower th a n  10 , th e  perfo rm ance  of th e  m ach ine  can  be e n co u n te r  
w ith  d ifficu lties , w hich can  b e  avo ided  b y  th e  tra n s v e rs a l flow  of c u rre n t d e n ­
s i ty . T h is  so lu tion  can be ca lled  as th e  v a r ia n t.
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Ô) The axially working generator w ith  transversal current density .
I t  is obvious t h a t  to  o b ta in  th e  m in im u m  loss in  a given co n d itio n  th e  

a n g u la r  d isp lacem ent m u s t be # =  7t /2 .T h is  re la tio n  is sa tis fied  in  th is  v a r ia n t .  
In  t h a t  case th e  re la tio n  for th e  co e ffic ien t C is id en tica l to  t h a t  o f  v a r ia n t  ß
(F ig . 11).

IV. Valuation o f losses, with regard to the efficiency of the heat 
cycle (or the heat consum ption per kilowatt-hour)

In  the p receding  ch ap te rs  it has b e e n  show n how  th e  o u tp u t p e r  cu . m e te r  
(o r, w h en  keeping th e  o u tp u t  u n c h a n g e d  th e  vo lum e of th e  g en e ra to r) changes 
w ith  v a ry in g  H all fa c to rs , and  th e  m a g n itu d e  of losses p er cu. m e te r  h as  also 
b e e n  exam in ed , b u t  th e  effect of losses on  th e  overall efficiency of th e  g e n e ra to r  
o r , in  o th e r  w ords, the number o f  kilowatt-hours that can be produced by the 
generator from  1 kg o f  combustible h as  n o t  been  d ea lt w ith .

T h is is, how ever, o f u tm o st im p o r ta n c e , since
a )  a h igher effic iency  d im in ishes th e  q u a n ti ty  o f co m b u stib le  passin g  

th ro u g h  th e  g en e ra to r in  a second, a n d  th u s  th e  p rice  an d  size o f th e  g e n e ra to r  
a n d  th e  fuel costs a re  also reduced ;

b)  th e  re la tio n  b e tw een  th e  o v e ra ll efficiency an d  specific costs  o f th e  
g e n e ra to r  is no t u n eq u iv o ca l. The o p tim u m  has to  be found  for each  in d iv id u a l 
case , a n d  th is  o p tim u m  will h a rd ly  fa ll w ith in  th e  reg ion  of low  effic iencies;

c)  up  to  th e  p re se n t, th e  v a lu e  к  =  0 .2, i.e. th e  load ing  fa c to r  == 0 .8 , 
w as p re fe rred  for th e  design. The fo llow ing  ex am in a tio n s c learly  p ro v e  th a t  
i t  is adv isab le  to  a p p ro ach  th e  v a lu e  o f к  =  0.5 an d  load ing  fa c to r  =  0.5 
m o re  closely.

F ro m  th e  p o in t o f view  of th e  th e rm a l cycle, th e  M H D  g e n e ra to r  is 
e sse n tia lly  a gas tu rb in e  hav ing  an  in f in ite  n u m b e r o f stag es , a n d  th u s ,  th e  
th e rm o -d y n a m ic  law s ap p ly ing  to  gas tu rb in e  can  accord ing ly  he m ad e  use of. 
M ak in g  use of E q s. (18) an d  (19)

dV =  d Q - ^ L .  (20)

T h is  m eans th a t  th e  effective cycle loss is only  Ту 2/T -tim es th e  fr ic tio n  h ea t. 
I f  T 4 =  3300 °K an d  1 \  2 =  400 °K , th e  0 .12-tim es fric tion  h e a t w ill he the  
e ffec tiv e  energy loss. T his fac to r is in  p o in t 5 (a t 2600 °K) 400/2600 =  0.154 
a n d  its  m ean v alue  m ay  be ab o u t 0 .137 .

C onsequently  in  F ig . 9 th e  d iffe ren ce  b e tw een  th e  peaks o f  th e  p a rab o le  
a n d  th a t  of th e  ß  =  0 parabo le  h as  to  m u ltip lied  b y  0.137, i.e. th e  d ifference 
b e tw e e n  the  p a rab o les  su b s ta n tia lly  d isap p ears  and  all th e  p a ra b o le s  will 
lie below  th a t  of / 3 = 0 ,  v e ry  close to  th e  la t te r .  This m eans that the overall
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efficiency o f  the generator is not determined by the values o f  k, these only exerting  
a secondary influence.

A certa in  c o u n te r-e ffe c t how ever e x is ts ; th e  r a te  of th e  req u ired  co m p res­
sion  w ill increase . I f ,  w ith  th e  ideal g e n e ra to r , th e  e n tro p y  d rop  re su ltin g  a t  
iso th e rm a l com p ressio n  is A S ,  th e  fric tio n  h e a t  in  th e  ex p erim en ta l g e n e ra to r  
a m o u n ts  to  3 0 % , a n d  th e  h ighest m ean  te m p e ra tu re  —  w hich m ay  be co n ­
sid e red  as c o n s ta n t —  is

(T 4 - f  T s)/2, th e n ,  since /IS  =  Q/T,  i ts  rise  w ill be

0 3 T
A A S  =  — —— =  0.3 A S .

T

T he com pression  w o rk  in  th e  ideal case w ill be

A L  =  A R T  l n * -  =  T A S  ,
Pi

A S  - A R  In .
Pi

F ig . No. 12 re p re s e n ts  th e  th e rm a l cycle o f  th e  M H D  g en era to r in th e  
e n tro p y  d iagram  in  an  id ea lized  w ay. In  case o f  th e  u su a l a rrag em en t th e  h e a t 
o f h o t flu e  gases (2600° K ) leav ing  th e  g e n e ra to r  is u tilized  in h ea t exchangers, 
s te a m  boilers, s team  tu rb in e s , etc. T he re p re se n ta tio n  o f such  a sy stem  in an  
e n tro p y  d iagram  is r a th e r  com plica ted  an d  does n o t lend  itse lf  for d raw ing  
b as ic  conclusions. T h e re fo re , th e  ac tu a l h e a t cycle o f  th e  g en era to r is su b s titu te d  
b y  a n o th e r  cycle sh o w n  in  F ig . 12, h av in g  a th e rm a l efficiency equal to  th e  
a c tu a l  one and  th e  co n c lusions are to  be b a se d  on th a t  eq u iv a len t cycle. 
T h e  processes ta k in g  p lace  w ith in  th e  g en e ra to r  a re  in d e p e n d e n t of th e  equip-
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m en t a t ta c h e d  to  i t ,  hence  in  case o f th is  id ea lized  cycle th e  lower te m p e ra tu re  
lim it (T] 2) has to  be dete rm in ed  acco rd in g  to  th e  efficiency of th e  a c tu a l  
cycle.

T h e  losses described  above a n d  show n in  F igs. 10 and  11 a re  o f  su ch  
n a tu re  t h a t  in  th e  fo rm  of fric tion  h e a t  th e y  re m a in  in  th e  pow er g e n e ra tin g  
gas. I t  is know n th a t  in  a gas tu rb in e  —  a n d  th e  M H D  g enera to r as w ell —  th e  
fric tio n  h e a t is p a r t ly  u tilized  for pow er g e n e ra tio n , be ing  added  to  th e  in d u c e d  
h ea t o f su b seq u en t stag es . This, h ow ever, im p lies a ce rta in  rise o f  e n tro p y  
an d  th u s  o f losses as w ell. I f  th e  h e a t  loss a m o u n ts  to  dQ , th e  e n tro p y  rise  is :

C onsequen tly  th e  loss o f th e  cycle is:

(18)

d V  =  T1>2 d S (19)

if  T 12 is th e  low est te m p e ra tu re  o f  th e  cycle. T h is  is va lid  for th e  e n tro p y  rise

P i

P i

as well:

A S  +  A A S  =  1.3 A S  =

and
P i =  1 ata  ,

th e n

In p i
i.e.

P i  =  P i

I f , fo r in s ta n c e , p 2 =  10 k g /sq . cm  a n d  p 2 =  20 kg/sq. cm , th e  e n tro p y  
d iag ram  w ill be t h a t  d raw n  in b ro k en  line. T h e  in le t cross section o f th e  g e n e ­
r a to r  w ill be red u ced  to  half, a t th e  sam e tim e  th e  o u tle t  cross sec tion  re m a in s  
u n ch an g ed , in  o th erw ise  iden tica l co n d itio n s . N e ith e r  will th e  le n g th  ch an g e  
s ig n if ican tly , as th e  h e a t u tilized  in  th e  g e n e ra to r  is increased  1 .3 -tim es , a t  
th e  sam e tim e  n a t ta in s  an a lm o st doub le  v a lu e  (n o t ex ac tly  th e  d o u b le , 
because  io n iza tio n  w ill decrease, ow ing to  h ig h e r pressure).

W ith  a su itab le  selected  scale th e  area  o f  th e  id ea l d iagram  (6,1 ,  5, 4 , 3, 2, 
7) is id e n tic a l w ith  th e  h ea t c a p a c ity  o f  1 k g  g as-a ir  m ix tu re . T he d ia g ra m  
is o f  a g en e ra to r w o rk ing  w ith  30 %  loss a n d  1 .3-tim es larger.

V. C onclusions

M aking use o f  th e  com plex ca lcu lus th e  p h en o m en a  ta k in g  p lace  in  th e  
M H D  g en e ra to r a re  exam ined  b y  m eans o f  re la tio n s  equally  v a lid  fo r  a n y  
g en e ra to r  co n fig u ra tio n . The in fluence  o f  th e  m a g n itu d e  of th e  H all co e ffic ien t
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u p o n  d iffe ren t g e n e ra to r  con figu ra tions is sh o w n  and  values id e n tic a l w ith  
th o s e  disclosed in  l i te r a tu r e  are ob ta in ed .

T he e n tro p y  d ia g ra m  of th e  g en e ra to r  is rep resen ted  in  id ea lized  fo rm , 
th o u g h  v e ry  n e a r ly  ap p ro ach in g  a c tu a l co n d itio n s. The th e rm o d y n a m ic  
in v e s tig a tio n  leads to  th e  conclusion th a t  th e  in flu en ce  of th e  d esc rib ed  losses 
a s so c ia te d  w ith  th e  H a ll fac to r  and  also th e  in fluence  of th e  in le t losses a re  
c o n s id e ra b ly  low er w ith in  ce rta in  lim its , o w ing  to  th e  recovery  o f h e a t  loss 
in  th e  g en e ra to r a n d  n e ith e r  th e  specific h e a t  consum ption , n o r th e  cost o f 
th e  g e n e ra to r  are  su b s ta n tia l ly  effected  b y  th e s e  losses.
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D IE  D U R C H  D E N  H A L L -E FFE K T  V E R U R SA C H T E N  V E R L U ST E  
U N D  IH R  E IN F L U ß  A U F  D E N  W IR K U N G SG R A D  DES W Ä R M E K R E ISL A U FS

D . H A LÁ SZ u n d  K . S Z E N D Y

ZUSAM M ENFASSUNG

E s ist zw eckm äßig, die zweidim ensionale V orgänge im  Hall-Generator m it H ilfe der 
k om p lex en  Zahlen zu untersuchen . A uf diese W eise w urde das charakteristische V erhalten der 
drei G enerator-H aupttypen: des Querfeldgenerators m it ungeteilten und des Q uerfeldgene­
rators m it segm entierten E lektroden sowie das des L ängsfeld- (sogen. H all-) G enerators be­
stim m t. W eiterhin wurde die Bedingung für die Id e n titä t  des Hall-Generators — unabhängig  
v o n  der H all-K onstante — m it dem  Querfeldgenerator m it segm entierten E lektroden und m it 
paarw eise gesondert belasteten  Elektroden festgelegt, und so auch die Bedingung dafür, daß 
der H all-G enerator m it dem  erzielbaren größten W irkungsgrad arbeitet. Es wurde auch fe st­
g e ste llt , daß diejenigen V erluste, welche als W ärme im  Arbeitsgas bleiben — unter anderem  
auch  der H all-Verlust — vom  Standpunkt des energieerzeugenden Kreislaufs n icht gänzlich  
verloren  sind, weil sie der Generator, als ins A rbeitsgas eingeleitete W ärme, von neuem  auf­
a rb e ite t. E ndgültigen V erlust verursacht bloß die V ergrößerung der Entropie des G ases, und  
dieser V erlust ist gleich dem  Produkt aus der E ntropievergrößerung und der m ittleren  T em pe­
ratur der W ärm eabführung. U n ter Beachtung der T a tsach e , daß das Verhältnis der W ärm ezu- 
u n d  A bführungstem peraturen praktisch ungefähr 8 ^ 1 0  is t , ist der K reislaufverlust 1/8 — 1/10 
der Verlustwärm e.

LES P E R T E S D U E S A L’EFFE T  H A L L  E T  L E U R  IN FL U E N C E  
SU R  L E  R E N D E M E N T  D U  CYCLE TH ERM IQ UE

D . H A L Á SZ  e t  K . S Z E N D Y

RÉSUM É

Les phénom ènes bid im ensionnels apparaissant dans le générateur M HD sont à traiter  
de préférence par le calcul com plexe. Par cette m éthode, les auteurs ont déterm iné le com por­
tem en t caractéristique des trois principaux types de générateurs: à champ transversal avec  
électrodes non divisées, resp. avec électrodes segm entées, e t  à champ longitudinal (générateur  
d it de H all). Ils ont déterm iné ensuite la condition de l ’identité  du générateur de H all — in ­
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dépendam m ent de la constante de Hall — avec les générateurs à électrodes segm entées, char­
gées séparém ent par paires, identité qui fa it que le générateur fonctionne avec un rendem ent 
m axim um . Du point de vue du cycle therm ique produisant l’énergie, les pertes restan t dans le 
gaz de travail sous forme de chaleur ne constituent pas des pertes absolues, car le générateur  
les u tilise à nouveau com m e chaleur introduite dans le gaz de travail. Une perte d éfin itive  n’est  
causée que par l’accroissem ent de l’entropie du gaz; la valeur de cette perte est égale au 
produit de l ’accroissem ent de l ’entropie et de la  tem pérature m oyenne d’enlèvem entde la chaleur. 
É tant donné que le rapport de l’introduction et de l ’en lèvem en t de la chaleur est pratiquem ent 
de 8  -r 1 0  env., les pertes dans le cycle atteindront 1 / 8  à 1 / 1 0  de la chaleur de perte.

ПОТЕРИ, ВЫЗВАННЫЕ ЭФФЕКТОМ ХОЛЛА, И ИХ ВЛИЯНИЕ НА КПД
ТЕПЛОВОГО ЦИКЛА
Д . Х А ЛА С и К . С Е Н Д И

РЕЗЮМЕ

Двухмерные явления, протекающие в генераторе MHD, целесообразно трактовать 
при помощи комплексных чисел. Таким способом определено характерное поведение трех 
основных видов генераторов, а именно: нерасчлененного, далее имеющего сегментиро­
ванные электроды генератора с поперечным полем и, наконец, с продольным полем (т. н. 
Холла). Затем установлено и то условие, что генератор Холла независимо от коэффи­
циента Холла является идентичным сегментированному и нагруженному в отдельности 
по парам электродов генератору с поперечным полем, и таким образом можно добиться, 
чтобы он работал с максимальными значениями кпд. Далее установлено, что потерн, 
которые в качестве тепла остаются в рабочем газе, — так, между прочим, также потери 
Холла, — с точки зрения энерговырабатывающего теплового цикла не означают полных 
потерь, так как генератор, как тепло, переданное рабочему газу, вновь перерабатывает 
их. Окончательные потери вызваны только ростом энтропии газа, и величина их является 
произведением роста энтропии и средней температуры отвода тепла. Исходя из того, что 
отношение средних температур подвода и отвода тепла практически равно прибл. 8 ч- 10, 
потери теплового цикла составляют всего лишь 1/8 1/10 часть тепловых потерь.
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STABILITY ANALYSIS OF ARCHES WITH VERTICAL
LOAD

M. RÓZSA

CAND. OF TECH N . SC.
H UN G ARIA N  SC IEN TIFIC  IN ST IT U T E  FOR STRUCTURAL E N G IN E E R IN G , BUDAPEST 

[M anuscript received April 25, 1963]

This paper presents a new m ethod for com putation for the determ ination of the critical 
vertical load of arbitrary arches, reducing the stab ility  analysis o f fix ed  and two-hinged sy m ­
m etrical arches to th at o f straight, com pressed bars.

T echn ical l i te ra tu re  [1—3] gives several ta b le s  fo r th e  d e te rm in a tio n  
of th e  c ritica l va lues o f th e  v e rtic a l lo ad  on arches. T hese  tab le s , re la te d  to  
p arab o lic  an d  c a te n a ry  arches w ith  flex u ra l r ig id ity , v a ry in g  accord ing  to  
v a rio u s ru les , have  g en era lly  been  co m p u ted  on th e  basis  o f  L o k sh in ’s d iffe ren ­
tia l  eq u a tio n s  [4], th a t  is b y  a s ta tic a l m e th o d , b a se d  on th e  assu m p tio n  th a t  
th e  angle be tw een  th e  d irec tio n  o f load  and  th e  ta n g e n t  to  th e  cen te r line o f  
th e  a rch  rem ain s c o n s ta n t d u rin g  buck ling . T his h y p o th e s is , in tro d u c e d  fo r 
th e  sim p lifica tio n  o f th e  ca lcu la tio n s, is n o t co rrec t a n d  is like ly  to  give v a lu es  
fo r th e  c ritica l load  s ig n if ican tly  less th a n  th e  re a l ones. A nd  even fo r th is  
a ssu m p tio n , use o f th e  s ta tic a l m et hod is n o t ju s tif ie d , a system  o f ro ta t in g  
forces n o t be ing  co n se rv a tiv e .

O nly  th e  ta b le s  o f  H il m a n  [5] an d  D isc h in g e r  [6 ], re la te d  to  p a rab o lic  
arches o f a f le x u ra l r ig id ity  v a ry in g  accord ing  to  th e  fo rm u la  К  — K c cos a 
( K c be ing  th e  f le x u ra l r ig id ity  a t  th e  crow n, a th e  ang le  betw een  th e  ta n g e n t 
to  th e  cen te r  line o f th e  a rch  an d  th e  h o rizo n ta l) a re  b ased  on ca lcu la tio n s 
assu m in g  th e  c ritica l lo ad  as rem ain in g  v e rtic a l d u rin g  buck ling .

T his p a p e r  describes a c o m p u ta tio n  m e th o d  fo r th e  critical lo ad  on 
arbitrary  arches for a lo ad  rem ain in g  v e rtic a l d u rin g  buck lin g , an d  reduces 
th e  s ta b ili ty  analysis  o f th e  fix ed  an d  tw o-h inged  a rch es to  th a t  of a s tra ig h t , 
com pressed  b a r. T he s ta b il i ty  analysis  is re la te d  to  th e  case w hen th e  c e n te r  
line o f th e  a rch  in  its  o rig inal u n b u ck led  shape is th e  fu n ic u la r  curve for th e  
lo ad , hence no m o m en t, on ly  ax ia l com pressive fo rce  is ac tin g  on th e  cross- 
sec tions o f  th e  arch .

T he co m p u ta tio n  is b ased  on th e  follow ing a ssu m p tio n s :
a )  th e  a rch  consists o f an  ideally  e lastic  m a te r ia l;
b)  ax ia l d e fo rm a tio n  o f th e  a rch  p ro d u ced  b y  com pression , is neg lig ib le ;
c)  sh ea r d e fo rm a tio n  is neglig ib le;
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d )  th e  d irec tion  o f th e  v e r tic a l load s an d  th e ir  p o in t o f  ap p lica tio n  on 
th e  arch  re m a in  u n c h a n g e d  d u rin g  buck ling ;

e)  d isp lacem ents can  occur on ly  in  th e  p lane o f th e  a rc h ;
f )  th e  d isp lacem en ts  p ro d u ced  b y  th e  buck ling  are  in fin ite ly  sm all. 
T h e  s ta b ility  an a ly s is  has to  d e te rm in e  th e  critica l va lu es  H  15 H 2, . . ., H n

o f  th e  h o rizo n ta l th r u s t  o f  th e  a rch . To each  o f th e  c ritica l h o riz o n ta l th ru s ts  
b e lo n g  one (or m ore) b u ck lin g  fo rm s. T he values H v  H . . ., H n fo rm  a 
m o n o to n o u s  increasing  series. G enera lly , how ever, only  th e  f ir s t  c ritica l value

X

is o f  p ra c tic a l im p o rtan ce , hence on ly  d e te rm in a tio n  o f H  == i f ,  will be 
in v e s t ig a te d  here.

L e t  us deduce th e  d iffe ren tia l e q u a tio n  o f th e  buck led  sh ap e  o f  an  a rb itra ry  
a sy m m e tr ic a l arch. L e t th e  e q u a tio n  o f th e  u n b u ck led  cen te r  line o f  th e  a rch  
be  у  =  f ( x )  in  th e  c o o rd in a te  sy s tem  o f F ig . 1, an d  A B  an  e lem en t of th e  
c e n te r  lin e . The cen te r line b e ing  th e  fu n ic u la r  curve fo r th e  lo ad , in  p o in t A  
o f  a b sc issa  x  th e  fo llow ing re la tio n  ex is ts  (F ig . 1):

w h ere

<h; _  V ( x )
d x  г H ( 1 )

V (x )  —  vertical force transm itted  from  le ft to right at the cross-sectinn of point A ; 
H  —  horizontal thrust.

A fte r  b u ck lin g  of th e  a rc h , e lem en t A B  ge ts  in to  position  A ' B ' .  D en o tin g  b y  
r) th e  v e r tic a l com ponen t o f  th e  d isp lacem en t o f a p o in t o f th e  c e n te r  line, an d  
b y  q> th e  angu lar ro ta tio n  o f th e  ta n g e n t to  th e  cen te r line , th e  follow ing
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re la tio n  can be w ritte n :

th a t  is:

<p ds — r j ' d x -  — =  Y]' ds  , 
d x

<p =  r ) ' . ( 2)

H ere an d  in  th e  follow ings, b y  ' a lw ays th e  deriv a tiv e  of som e v a ria b le  
w ith  re sp ec t to  th e  abscissa  x  of th e  in itia l, u n b u c k le d  shape of th e  c e n te r  line 
is d eno ted .

The b en d in g  m o m en t p ro d u ced  in  th e  a rc h  is:

w here

M  =  — К  -  — =  — к
ds У 1 +  У 2 91

M  — bending m om ent;
К  — flexural r igid ity of the arch.

Tw ice d iffe ren c ia tin g  th e  above ex p ressio n  w ith  resp ec t to  x  a n d  ta k in g  in to  
co n sid e ra tio n  (2), we o b ta in :

AT
/1  +  / 2

( 3)

A fter b u ck lin g  o f th e  arch , in th e  le f t-en d  cross-sec tion  ad d itio n a l h o riz o n ta l 
reac tio n  A H ,  a d d itio n a l v e rtica l reac tio n  A V  an d  —  in case o f a f ix e d -e n d  
a rch  — fix ed -en d  m o m en t A M  w ill a c t. T a k in g  th e se  add itiona l fo rces a n d  th is  
m om en t in to  co n sid e ra tio n , th e  in c re m e n t o f  th e  m om ent a t a le n g th  dx  o f th e  
p ro jec tio n  o f  th e  a rch  (before buck ling ) is , acco rd in g  to  F ig 1:

d M  =  — ( V  -L- A V )  (dx  — rj'y'dx) ( H  Д Щ  (dy  -f- rj’ dx) .

T his in c re m e n t is in d e p e n d e n t of th e  fix ed -en d  m om ent A M .  D iv id in g  
th is  eq u a tio n  b y  dx  an d  ta k in g  (1) in to  a c c o u n t, we ob ta in :

M '  =  (H y ' -f- A V) г}’ y ’ —  A V  -\- A H y ’ -j- (H  A H )  rj’.

F o r th e  assu m ed  in f in ite ly  sm all d e fo rm a tio n  A V  and  A H  are a lso  in f in ite ly  
sm all, th e re fo re , te rm s A V r j 'y '  an d  A H r j '  as sm alls o f a h igher o rd e r , can  be 
neg lec ted , t h a t  is:

M '  =  H(1 +  у ' 2 )  y\’ —  A V  +  A H y .

D iffe ren c ia tin g  th is  e q u a tio n  w ith  re sp ec t to  x  gives:

M "  =  [ //(1  +  y '2) Tj’] ’ +  A H y " . (4)

B y  e lim in a tin g  M "  from  eq u a tio n s (3) a n d  (4) we ob tain  th e  d iffe re n tia l 
eq u a tio n  o f th e  b u ck led  shape o f a rches:

К
Y i + y '2

[ H ( l  +  y ' 2) f]’]' +  A H y " . ( 5 )
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L e t u s  ex am in e  th is  d iffe re n tia l eq u a tio n  f ir s t  fo r th e  general case of asym m etrica l  
arches. D iv id in g  (5) b y  y "  a n d  d iffe ren tia tin g  g iv es:

\k  „  1 rf ]
// r

L K l + У 2 =  -  II f(i + У 2)чТ
y" у"

T h is  l in e a r  d iffe ren tia l e q u a tio n  of fifth  o rd e r  is an  eigenvalue p ro b le m  fo r 
th e  fu n c tio n  rj, h av in g  so lu tio n s only for d e f in ite  values of H  —- i.e. fo r  th e  
e ig en v a lu es .

S o lu tio n s of d iffe re n tia l equa tion  (6) h a v e  to  sa tisfy  the  fo llow ing c o n ­
d itio n s :

а )  (от f ix e d  a rch es:

^ (0) =  V'( 0) =  rj(l) =  r]'(l) =  0 ,

w here  l — sp an ; (abscissa  o f th e  left end o f th e  a rc h  is tak en  as 0).

(ц V'y'dx =  0.

T h e  l a t t e r  cond itio n  ex p resses  th a t  the  h o r iz o n ta l p ro jection  o f th e  a rc h  is 
c o n s ta n t .

b )  fo r two-hinged  a rch es:

4 ( 0 ) =  4 ' ( 0) =  r , ( l )  =  n " { l )  =  0 ,

[! y ' y 'dx  =  0 .

c )  fo r one-hinged a n d  three-hinged a rch es tw o  differen tia l e q u a tio n s  o f  
ty p e  (6 ) a re  to  he w ritte n , a n d  accordingly  10 in te g ra tio n  co n stan ts  are  to  be 
d e te rm in e d .

F o r  parabolic  a rch es is y "  =  c o n s ta n t, th e re fo re  (6) can be s im p lif ie d :

К
1

W + F *
н [ (  1 + У 2) »/']". (6 a)

T h e  d e te rm in a tio n  o f th e  c ritic a l force for a sy m m e tr ic  arches can be d o n e  th e  
m o st s im p ly  b y  m eans o f th e  ite ra tio n  process acco rd in g  to  H . A. S c h w a r z , 
t h a t  c a n  b e  p ro g ram m ed  fo r e lec tron ic  d ig ita l c o m p u te rs  w ith  ease. I n  th e  case 
o f  d if fe re n tia l eq u a tio n  (6) th e  Schw arz i te ra t io n  fo rm u la  is as follow s:

1 Л"
к  r v il

K i + У 2  J

г

[(1 +  y '2)Vk-iY
у" у"

1 ,2 ,3 , .

w here  rj0 can  be assu m ed  a rb itra r ily , ex cep t t h a t  i t  canno t be o rth o g o n a l to  
th e  f i r s t  e ig en fu n c tio n . A fte r  a due n u m b er o f  i te ra tio n s , functions r jk -i  an d
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rjk are  p ro p o rtio n a l to  each  o th e r, a n d  fo rm ula

H = 4 h = L
Vk

gives th e  c ritica l v a lue  o f  th e  h o rizo n ta l th ru s t .
L e t us exam ine  symmetrical arches. As kn o w n  from  li te ra tu re , fo r fix ed  

a n d  tw o-h inged  sy m m e tric a l arches antisymmetrical  buck ling  alw ays occurs 
a t  a load  below  th a t  o f sy m m etrica l buck lin g , th u s  only  th e  case o f th e  a n t i ­
sy m m etrica l b u ck ling  w ill be ex am in ed  here . A t a n tisy m m etrica l b u ck lin g  
o f sy m m etrica l a rches th e  h o rizo n ta l th ru s t  rem ain s u n ch an g ed , hence A H y "  
in  E q . (5) d isap p ears . T h u s th e  d iffe ren tia l eq u a tio n  for sy m m etrica l, f ix ed -en d  
an d  tw o-h inged  arches is:

К
У1 + / 2

=  - Я [(1 + y ' 2)v  ')' ( 8 )

E ig en v a lu e  p rob lem  (8) is a special case of e igenvalue  p rob lem  (6). B o u n d a ry  
co n d itio n s are 
for fixed  arches:

a n d  for tw o-h inged  arches:

(9a)

(9b)

w here ax is у  of th e  c o o rd in a te  system  is assum ed  to  be in th e  ax is o f sy m m e try  
o f  th e  arch .

H ere cond ition

j +^ V' y ' d x  =  0

ex p ressin g  th e  h o rizo n ta l p ro jec tio n  o f th e  a rc h  as being  c o n s ta n t is a lw ays 
sa tis fied , since th e  in te g ra l of th e  p ro d u c t o f  sy m m etric  fu n c tio n  rj' an d  of 
a n tisy m m e tr ic  fu n c tio n  y ' alw ays d isap p ears . In s te a d  o f b o u n d a ry  co n d itio n s 
a t  b o th  ends of th e  a rch , cond itions fo r b o th  ends o f th e  h a lf  a rch  can  be 
in tro d u c e d . D ue to  a n tisy m m e try  of buck lin g , in  th e  crow n th e re  is:

4 (0) =  q '( 0 )  =  0. (9c)

E q u a tio n s  (8) an d  (9) can  be considered  as e igenvalue  prob lem s of th e  b u ck lin g  
o f  a s tra ig h t, com pressed  b a r . N am ely , th e  d iffe ren tia l eq u a tio n  o f th e  b u ck led

Ada Techn. Hung. 49 (1964)
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s h a p e  o f  a s tra ig h t, co m p ressed  b a r  Is as follow s:

\D r ,"Y  =  -  [ i v y ] '  (10)
w h ere

r/ — deflection;
D  — flexural rigidity;
N  — axial com pressive force.

C o m p a rin g  d iffe ren tia l e q u a tio n s  (8) an d  (10), i t  ap p ears  th a t  for th e  s ta b ili ty  
a n a ly s is  an y  fixed  or tw o -h in g ed  sy m m e tric a l a rch  can  be s u b s ti tu te d  b y  a 
s t r a ig h t  com pressed b a r  w ith  a f le x u ra l r ig id ity  of:

D =  К  - - --------- =- ,
Ki + / 2

a n d  w ith  an  ax ia l com pressive  force of:

N ' =  Щ 1 + У ' 2).

( 11)

( 12)

T h e  le n g th  of th e  s tra ig h t b a r  can  be ta k e n  as eq u a l to  sp an  l of th e  a rc h , b u t 
in  th is  case only a n tisy m m e tr ic a l b u ck lin g  shapes of th e  b a r  could he ta k e n  
in to  a c c o u n t, due to  co n d itio n s  (9c). I t  is m ore  ex p ed ien t to  assum e th e  len g th  
o f  th e  su b s ti tu tin g  s tra ig h t  b a r  to  be eq u a l to  th e  h a lf  sp an  of th e  a rch , for 
th e n  a ll its  buck ling  shap es co rrespond  to  th e  b u ck lin g  shapes o f th e  arch . 
F o r  a f ix e d  a rch  th is  b a r  is a ssu m ed  to  be f ix e d  a t  one an d  h inged  a t  th e  o th e r, 
a c c o rd in g  to  cond itions (9a) a n d  (9c), w hile fo r a tw o -h in g ed  a rch  i t  is assum ed  
to  h e  h in g ed  a t b o th  en d s, acco rd ing  to  co n d itio n s (9b) an d  (9c).

A ccord ing  to  E q s. (11) an d  (12) a ll m eth o d s for s ta b ility  an a ly sis  of 
s t r a ig h t  b a rs  can be ap p lied  to  th e  s ta b il i ty  analysis  o f fix ed -en d  a n d  tw o- 
h in g e d  sy m m etrica l a rches. I t  is especia lly  c o n v en ien t to  use V ianello ’s m e th o d . 
T h is  m e th o d  can be ap p lie d  to  an y  b eam  in a n u m erica l fo rm , is easily  
p ro g ra m m a b le  for e lec tro n ic  co m p u te rs . T h e  ite ra tio n  fo rm ula  o f Y ianello ’s 
m e th o d  in  case of d iffe re n tia l e q u a tio n  (8) is:

К
1

К Г + 7 1
~ [ ( l + / 2K - i ] ' ,  (A =  1 ,2 ,3 , . . . ) . (13)

A f te r  a  due n u m b er o f i te ra tio n s , fu n c tio n s  fjk_ j an d  rjk w ill be p ro p o rtio n a l, 
to  e a c h  o th e r, an d  E q . (7) g ives th e  c ritica l v a lu e  o f th e  h o rizo n ta l la te ra l  force.

E xam ple 1. Let us determ ine the critical horizontal thrust of a tw o-hinged parabolic 
arch o f equation у  =  x~ and of span 2a according to  F ig . 2. The flexural rigidity o f the arch is:
к  =  \  r + Y \  ______

According to Y ianello’s m eth od , since / l  +  y ' 2 =  / l  -f- 4x2, Eq. (13) can be written, 
fo r  th is  case as:

I v ’icV =  — [(1 +  4* 2) j?*_1] ' ,  (к =  1, 2, 3 ,. . . ) .
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(1 4 )

D eterm ination of constants Ct, C2, C3 from  conditions

gives:
<PÍ(Q) ?>i(«) =  Г  <Pidx =  0

<Pi =  —
7

T5~

Substitu ting th is into the right side of (14), after integrations and determ ination of the con 
stan ts o f integration we obtain:

Introducing angular rotation <p according to  (2):

L et <pu =  1, then  integrating according to  E q . (14), gives:
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In stea d  of further continuing th e  iteration , we determ ine the critical value of H  by  m eans o f  
th e  energetic method of T im o s h e n k o  [7]. Due to the equa lity  o f internal and external works:

h =  ------------------------ .
Í  fa sW J 'i1  +  4 x 2)d x

S u b stitu tin g  the corresponding functions and integrating, we obtain:

1 1.36818 +  4.40704a2 +  3 .84146a1
— a 2 ' 0 .13852  +  0.65993a2 +  1.11402a1 +  0.66064a« '

T his formula can readily be generalized  for the case o f an arbitrary two-hinged parabolic arch 
h a v in g  a flexural rigidity va ry in g  according to

In troducing the r e la t io n //!  g ives

w here

K = K c y 1 + y '2.

(4) -
„  Kc
H==i r v

v<//0  =
39.508  +  509 .043(///)2 +  1774.859 (J /l)1 

1 +  1 9 .0 5 6 6 (//!)2 +  128.6769( / /Í ) 4 +  305 .2336(//!)«
(15)

V alues у» computed from form ula (15) are in a good accordance w ith  values given by D is c h in g e r , 
as can  be seen from Table I.

Table I

Values " f y>(f/l) for two-hinged parabolic arches

//' 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

According to (15) ................... 39.50 37.19 31.55 25.05 19.36 14.95

A ccording to D ischin g er  . . 39.4 37.2 31.6 25.1 19.4 15.0

Exam ple 2. Let us determ ine the critical horizontal th ru st o f fixed  parabolic arches 
h a v in g  a flexural rigidity vary in g  according to

К  =  K c ■ •

T he com putation is the sam e as for Example 1, only th a t boundary condition (p \a ) =  0 is 
v a lid  instead of (p(a) =  0. A s a f in a l result, the following form ula is obtained:

80.821 +  643 .487(//()2 +  1477.282( / / l ) 1 
w / /  '  1 +  1 1 .3 5 5 8 (//i)2 +  4 7 .7 5 3 5 (///4) +  7 3 .5 5 2 9 (//i)«  ' V ’

Table II

Values o f  y>(f/l) fo r fixed parabolic arches

ffl 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

According to (16) ................... 80.82 78.15 70.95 61.20 51.05 41.90

According to D isch in g er  . . 80.8 78.4 70.8 61.1 51.1 41.8
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V alues ifi com puted from  formula (15) are in  a good accordance with those given  b y  D ischincer 
(Table II).

Exam ple 3. L et us determ ine the critical horizontal thrust of a tw o-h in ged  catenary  
arch o f span 2a (F ig . 3), o f the equation y  =  cosh  x  and of constant flexural r ig id ity  К  — 1. 

Since
/ l  -f- y '2 =  cosh  x ,

iteration form ula (13) can be written as:

Ы ь - i Vk]  =  ~  [cosh2 * Vk- l]' ’ (fe = 1’2’ 3---)-  <17>

Let 9?() =  cosh 2x -j- A  cosh x  -\- B.
D eterm ination of constants A  and В  from  conditions

<f'(a) =  0
and

[ o 9„(*) d *  =  0
g i v e s :

A  =  — 4 cosh  a ,

1.5 sinh  2a 
a

S u b stitu tin g  expression of (p0 into formula (17) and integrating, we obtain:

where from  the given boundary conditions the co n sta n ts o f integration are:

Su bstitu tin g  function  9>j into the right side of (17) and integrating, gives:

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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F u n ctio n s (f ., and <рг are nearly proportional to each other, perm itting use of form ula (7). 
L et a — 1 m  and К  — 1 M pm2, then from the above form ulae:

g>i(0)
94(0)

5.61 and f f i( l)
9 4 (0

5.60 ,

hence w ith  a good approxim ation: H  ^  5.6 Mp.
B y  interpolating values from  the table of D i n n i k ’s book [2] H  ^  5,2 Mp is ob ta ined . 

The difference between the tw o va lu es is due to the fa c t th e t D i n n i k  —  sim ilarly to  
L o k s h i n  —  assum es the angle betw een  the direction of th e  load and the tangent to  the  
center lin e  of the arch as being constan t during buck ling, w h ich  gives for the criticai load  
va lu es le s s  than  the real ones.

L e t a =  2 m, then  from  th e  g iven  formulae:

94(0)
94(0)

0.231 and ffi(2)
94(2)

=  0.227 .

H ence
H  0.23 M p .

T he corresponding table o f D i n n i k  can hardly be used for th is case, the interval in  the  
tab le be ing  excessive. The approxim ate value obtained b y  interpolation is H  ^  0.21— 0.25  
M p, in  good  accordance w ith  the above value.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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STA BII .IT Ä T SU N T E R SU C H U N G VON B O G E N T R Ä G E R N  MIT V E R T IK A L E R  LAST

M. R Ó ZSA

ZUSAM M ENFASSUNG

In der Arbeit wird ein neues Berechnungsverfahren gezeigt, m it dessen H ilfe der kritische  
W ert des Seitendrucks eines beliebigen Bogenträgers berechnet werden kann, der durch ein 
verteiltes K räftesystem  belastet wird, das seine vertikale R ichtung während der A usknickung  
beibehält. Das Verfahren führt die Untersuchung der sym m etrischen eingespannten Bogen  
und der Zweigelenkbogen auf die Untersuchung der S tab ilitä t von geradachsigen gedrückten  
Stäben zurück.

E X A M E N  D E  LA STA BILITÉ DES ARCS SOUM IS A DES CHARGES
VERTICALES

M. R Ó ZSA

RÉSUM É

L ’auteur présente une nouvelle m éthode de calcul perm ettant de déterm iner la valeur  
critique de la poussée latérale d’un arc de forme quelconque, chargé par un systèm e de forces 
réparties et m aintenant sa direction verticale pendant le flam bage. Le procédé ram ène l ’exam en  
de la stab ilité  des arcs sym étriques encastrés ou à deux articulations à celui de la sta b ilité  des 
barres droites com prim ées.

ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ АРОЧНЫХ БАЛОК С ВЕРТИКАЛЬНОЙ
НАГРУЗКОЙ

М. РО Ж А

РЕЗЮМЕ

Статья знакомит с новым методом расчета критического значения бокового дав­
ления на любую арочную балку, нагруженную распределяющейся системой сил и сохра­
няющую вертикальность при любом прогибе. Метод приводит исследование устойчивости 
жестко закрепленной и двухшарнирной симметричной арочной балки к исследованию 
устойчивости прямоосных сжатых стержней.
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ALLGEMEINER SPANNUNGSZUSTAND DES BETONS

L. PALOTÁS

DOKTOR D ER  TE C H N ISC H E N  W ISSENSCHAFTEN
L E H R S T U H L  F Ü R  RA U STO FFLEH RE TE C H N ISC H E U N IV ERSITÄ T F t  R B A U -U N D  V E R K E H R E N  ESEN ,

BU D A PEST

[E ingegangen am  13. Mai 1963]

D ie Bew ertung der F estigkeitszustände von B eton- und Stah lbetonkonstruktionen  
stöß t au f m anche Schwierigkeiten.

D ie  m öglichen Betrachtungen über Beziehung zw ischen Festigkeit und F orm änderung  
sowie über die gegenseitigen Beziehungen der verschiedenen Festigkeiten (B ild  3) kön­
nen nur m it Vorbehalt auf den Beton als einen annehm bar zweiphasigen elasto-v iskosen  
S to ff übertragen werden. Da bleibende viskose Form änderungen vor dem B ruch  und auch  
abklingende plastische Formänderungen bei g leichzeitiger Steigung der eigenen F estig k e it beim  
B eton ein treten , ist auf die durch eine gem essene, beobachtete Änderung b ed in gte  Spannung  
nur in K enntn is der „Vorgeschichte“ zu schließen.

F'ür den Beton als einen elastoviskosen, spröden Stoff dürfte vor allem  die Mohrsche 
Bruchtheorie der Hauptschubspannungen  in Frage kom m en. Diese Theorie deckt sich  am  besten  
m it den Versuchsergebnissen, es dürften aber auch W idersprüche im  Laufe der A usw ertung  
der Versuchsergebnisse auftauchen, insbesondere im  zwei- oder dreiachsigen Spannungszustand , 
wo eine w esentlich  andere B eanspruchungsm öglichkeit als im  einachsigen Sp annungszustand  
des B etons besteht.

Für K larstellung des Problem s leg t der A ufsatz die bisherigen V ersuchsergebnisse und 
theoretischen Betrachtungen aus und gibt V orschläge zur Kennzeichnung der Sp annungs­
zustände der B eton- und Stahlbetonkonstruktionen und zu praktisch verw endbaren B ezie­
hungen (S. Formeln  (22) —(25), B ilder 9 —10).

I . A llgem eine B em erkungen

D er B e to n  k a n n  u n te r  die elastoviskosen S toffe  gereih t w erden , es b e s te h e n  
d a h e r keine e indeu tigen  u n d  rev ersib len  B eziehungen  zw ischen S p a n n u n g e n  
u n d  F o rm ä n d e ru n g e n ; b le ibende F o rm ä n d e ru n g e n  e lastov iskosen  C h a ra k te rs  
tr e te n  b e re its  bei k leinen  S p an n u n g en  au f, die im  B ru ch stad iu m  in  p la s tisc h e , 
b le ib en d e  F o rm än d e ru n g en  ü bergehen  k ö n n en . Die Z eit, die T heologischen 
E ig en sch a ften  spielen  bei der B ew ertu n g  des B etons h insich tlich  d e r  F e s tig ­
k e its leh re  eine große Rolle. D ie ü b lich en  F estig k e itsk en n w erte  d e r  P ra x is  
s te llen  n u r  B ew ertungsg rößen  d a r, w elche gegebene Prüfbedingungen,  gegebene 
B e to n q u a li tä t  usw . kennzeichnen, sie b e s itzen  a b e r  keine allgemeine Gültigkeit.  
S e lb s tv e rs tä n d lic h  b es teh t die M öglichkeit, B eziehungen  zw ischen e in ze ln en  
F es tig k e itsk e n n w e rte n  sowie F estig k e its- u n d  F o rm ä n d e ru n g sk e n n w e rten  fü r 
die P ra x is  m it e iner gew issen S tre u u n g  au fzu ste llen  und  m it d e ren  H ilfe  die 
F es tig k e itse ig en sch aften  des B etons e in h e itlich  anzugeben .

9 Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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II . Z u sa m m e n h ä n g e  au f G rund d er V ersuchsergebnisse

D ie D ru ck fe s tig k e it is t  der w ichtigste K e n n w e r t  fü r B eton, u n d  so w ird 
sie fü r  die K lassifiz ierung  des B etons v e rw en d et. I n  d en  versch iedenen  L ä n d e rn  
w e rd e n  versch iedene P rü fu n g sm e th o d en , v e rsc h ie d e n e  P robekörper (W ürfe l, 
Z y lin d e r , Prism en) fü r  die K ennzeichnung  d er B e to n d ru c k fe s tig k e it e in g e fü h rt. 
I n  U n g a rn  u n d  auch  in  a n d e re n  L ändern  in E u ro p a  b e n ü tz t  m an fü r die B e s tim ­
m u n g  d e r D ru ck fe s tig k e it B etonw ürfel m it e in e r  K an ten län g e  von  20 cm  
(sog. , ,W ürfelfestigkeitil , K ) .  D ie Ergebnisse d e r D ru ck p ro b en  w erden v o n  der 
G e s ta lt  u n d  von den  M assen  der P ro b ek ö rp er b e trä c h tlic h  b ee in flu ß t.

D en  E in fluß  d e r W ü rfe l m it versch iedenen  K a n te n lä n g e n  au f die B ru c h ­
fe s tig k e itsw erte  h a b e n  v ie le  Forscher b e o b a c h te t u n d  haben  auch v e rsu c h t, 
die w ahrsche in lichen  U rsa c h e n  der V ersch ied en h e it k larzuste llen . D ie P rü fe r ­
g eb n isse  u n d  die d a ra n  a n fü g te n  E rk lä ru n g en  s in d  ab e r n ich t e in d eu tig . D er 
g rö ß ere  Teil der F o rsc h e r: B u r c h a r t z , G r a f ,  G e h l e r , B a u s c h i n g e r , F ö p p l , 

W ä s t l u n d , W r i g h t , V o e l l m y  und viele a n d e re  h a b e n  festgeste llt, d aß  die 
A b n a h m e  der K anten länge  eine Zunahme der Bruchfestigkeitswerte bedingt. 
D ie  E rk lä ru n g en : das V e rh ä ltn is  von F läch en  u n d  R au m in h a lten  n im m t im  
F a lle  ab n eh m en d er K a n te n lä n g e  zu ( B u r c h a r t z ) ;  die R eibung is t zw ischen  
d e n  D ruck fläch en  u n d  P ro b e k ö rp e rn  ganz v e rsc h ie d e n  ( G e h l e r , B a u s c h i n g e r  

u n d  F ö p p l ) ;  die E rh ä rtu n g sb e d in g u n g e n  s ind  be i W ürfe ln  m it v ersch ied en en  
K a n te n lä n g e n  n ich t d ie  g le ichen  ( V o e l l m y ) [1 ]; die D eform ation  d er D ru c k ­
f lä c h e n  is t  bei g rö ß eren  W ü rfe ln  größer ( R ü s c h ) [ 2 ]  usw . —  sind jed o ch  n ic h t 
v ö llig  befriedigend.

I m  Laboratorium f ü r  Beton- und Stahlbetonbau  w urden V ersuche m it 
W ü rfe ln  von v e rsch ied en en  K an ten län g en  (a == 2 , 4 , 7, 10, 15, 20 u n d  30 cm ) 
u n d  m it Beton- u n d  M örtelm ischungen  v o n  versch iedenen  G rö ß tk ö rn e rn  
(D  =  3, 5, 10, 15 u n d  30 cm ) du rchgefüh rt. N a c h  d er A usw ertung  d e r V er­
suchsergebn isse  —  d u rc h g e fü h r t  und a u sg e w e rte t d u rch  H a l á s z  u n d  T e v a n  

—  e rh ä lt  m an die in te re s s a n te  T atsache, d aß  d ie  W ü rfe l m it einer K a n te n lä n g e  
k le in e r  oder größer als 15 cm  gleichfalls a b n e h m e n d e  W ü rfe lfestigkeiten  lie fern  
(B ild  1, gestrichelte  L in ie ). U nsere V ersuche s te h e n  m it den V ersuchen  von  
L ’ H e r m i t e  in  E in k la n g .

D ie b aupo lize ilichen  V orschriften  (B estim m u n g en ) nehm en im  a llgem ei­
n e n  abn eh m en d e  F e s tig k e ite n  m it zu n eh m en d er W ü rfe lk an ten län g e  an  (B ild  1, 
v o ll ausgezogene L in ie).

A u f G rund v e rsc h ie d e n e r  V ersuchsergebn isse  w urde es e in d eu tig  fe s t­
g e s te llt , daß  ein B e to n  m it  k leinerer F e s tig k e it n ah ezu  die gleiche P r ism e n ­
fe s tig k e it  (ор) lie fe rt w ie d ie  W ürfe lfestigkeit. Im  F a lle  jü n g ere r B e to n e  u n d  
w e n n  die R ich tu n g  d e r  D ru c k k ra f t  m it der R ic h tu n g  der B earb e itu n g  gleich­
la u fe n d  is t, e rg ib t s ich  e in e  größere V e rh ä ltn isz a h l zw ischen der P rism en- u n d  
d e r  W ü rfe lfestig k eit. E in ig e  d e r von den F o rsc h e rn  vorgeschlagenen  Z u sam m en ­
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hänge zw ischen ap u n d  К  — im  allgem einen e in  V e rh ä ltn is  /t/a =  3 in  B e tr a c h t  
gezogen —  w u rd en  im  B ild  2 darg este llt.

D ie E rg eb n isse  d er am  B eton  v o rg en o m m en en  D ruckversuche: W ü rfe l, 
P rism en  (B ild  3b), Z y lin d er (B ild 3c) h ab en  b ew iesen , daß  die zw ischen  d er 
D ruck fläche  u n d  dem  D ru ck p rü fk ö rp e r a u f tre te n d e n  R eibungen e in en  b e ­
d eu ten d en  E in flu ß  a u f  den W ert der D ru c k fe s tig k e it sowie au f die G e s ta ltu n g  
des B ruchb ildes a u sü b en . V ersuch t m an  die R e ib u n g  der D ru ck fläch en  m it
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B ild  1. D ie W ürfelfestigkeit (К ) und  die Kantenlänge

H ilfe e iner zw eckm äß ig  gew äh lten  M itte lsch ich t auszuschalten , so e rg eb en  die 
P rü fu n g en , d aß  das B ru ch b ild  im  Falle von G u m m i-, Blei-, PVC-, S te a r in -  u n d  
F e ttsc h ic h te n  d en  C h a ra k te r  des Trennbruchs , n a c h  E in füh rung  eines K a r to n ­
b la tte s  u n d  n u r  zw ischen  D ruck flächen  den C h a ra k te r  des Gleitbruchs h a t te .  
Bei V erw endung  v o n  Blei- u n d  einer w eichen o d e r  m itte lm äß ig  h a r te n  G u m m i­
sch ich t k o n n te  m an  b eo b ach ten , daß  diese M itte lsch ich t bei E rh ö h u n g  der 
D ru c k k ra ft in  die P o ren  der B etonfläche e in g e p re ß t w urde u n d  eine  S p a l t ­
b ean sp ru ch u n g  fü r  den  P ro b ek ö rp er h e rv o rg e ru fen  h a t. Im  F alle  d e r  F e t t ­
sch ich t w ar d ieser S p a ltc h a ra k te r  n ich t a u sd rü c k lic h  bem erkbar. D ie S p a lt­
w irkung  d e r Blei- u n d  äh n lich e r w eicher S c h ic h te n  is t um  so größer, je  g rö ß e re  
G ru n d festig k e it d e r g ep rü fte  S to ff b e s itz t. In fo lg ed essen  h a t sich d ie  D ru c k ­
festig k e it se lb s tv e rs tä n d lic h  b ed eu ten d  (um  30-4-50% ) v e rm in d ert. G leich-
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fa lls k a n n  der B ru ch  von  s täm m ig en  P rism en  m it e tw a  hja =  6 als re ib u n g s ­
fre i, w ogegen im  F a lle  von  Л/а <  6  als g le iten d  angesehen  w erden ( G e h l e r  [4]).

Z u r B estim m u n g  der Zugfestigkeit  (H ), eines anderen  w ich tig en  K e n n ­
w ertes  des B eto n s, b e n ü tz t  m an  Z u g p ro b ek ö rp e r (ausgeb ildet n ach  d em  B ild  
Зе, 1) oder zur B estim m u n g  der sog. Zugspaltfestigkeit  einen Z y lin d er, W ü rfe l, 
au sg eb ild e t u n d  g e p rü ft n ach  dem  B ild  3e, 2 , 3, 4 (S. A k a z a w a  [5], C a r i n e i r o  

[ 6 ] ,  B e r t h i e r  [ 7 ]  u n d  W a i t z m a n n  [ 8 ] ) .  N ach  den V ersuchsergebn issen  
k ö n n en  a n s ta t t  d er re inen  Z u g festig k e itsw erte  (b estim m t n ach  d em  B ild  
Зе, 1) die Zugspaltfestigkeitsiverte  m it e iner g u te n  A n n äh eru n g  a n g en o m m en  
w erden , en tsp rech en d e  P rüf- u n d  B e rech n u n g sm e th o d en  v o rau sg ese tz t.

Die Schubfestigkeit (T )  u n d  die Verdrehungsfestigkeit (C) des B e to n s  
p fleg t m an  im  allgem einen  in  d er im  B ild  3 f u n d  3g darg este llten  W eise zu  b e ­
s tim m en . N ach  d er A u sw ertu n g  von  G r a f  [9] e rre ich t die Schubfestigkeit  ( T ) 
den  W ert 1 /4 -f-1/5 d e r W ü rfe lfestig k eit, u n d  die Verdrehungsfestigkeit (C ) is t 
u n g e fä h r 1,2-^-1,7 -m al größer als die Z u g festig k e it.

D ie Biegezugfestigkeit (of)  w ird  m itte ls  a u f  B iegung  b e a n sp ru c h te r  P ro b e ­
p rism en  (B ild 3d) b e s tim m t. D ie W erte  o>, s in d  im  allgem einen 1,3— 1,9-m al 
g rößer als die W erte  H .  D ie V ersu ch san o rd n u n g  h a t  einen  b ed eu ten d en  E in f lu ß .

Die in  der B a u p ra x is  em p feh lb a ren  A n n äh cru n g sfo rm eln  fü r  die gegen ­
se itig en  B eziehungen  der F es tig k e itsw erte  des e rh ä r te te n  B etons h a b e  ich  
-— n a c h  A u sw ertu n g  der ausländ ischen  u n d  u n g arisch en  P rü ferg eb n isse  —  im  
B ild  3. zu sam m en g este llt. In  dem selben  B ild  sind  auch  die g e b ra u c h te n  
B ezeichnungen  u n d  die zu r F es ts te llu n g  der F es tig k e itsk en n w erte  verw  en d e te n  
P rü fk ö rp e r  angegeben .

G ü ltig k e itsb e re ich : K =  1 4 0 ^ 5 6 0  k p /c m 2. D ie D ru ck p rü fu n g  b e z ie h t 
sich  a u f  einen W ü rfe l m it 20 cm  K a n te n lä n g e . D er B ieg ezu g p rü fk ö rp er is t  ein 
P rism a  von  20 X 20 X 130 cm , d er Z y linder h a t  die A bm essungen  von  15 X 30 cm , 
M aß v erh ä ltn is  d er P rism en  1 : 3 ;  V e rd re h p ro b ek ö rp e r m it K re isq u e rsc h n itt .

Schlußfolgerungen : M it der Z un ah m e d er W ürfe lfestig k eit n e h m e n  im  
a llgem einen  alle F estig k e itsk en n w erte  zu. Z u  den  k le ineren  W ü rfe lfe s tig k e its ­
w erten  gehören im  allgem einen re la tiv  g rößere  Zug-, Biegezug- S ch u b - u n d  
V erd reh u n g sfestig k e itsw erte .

I I I .  E lem entare  theo re tische  A usw ertung

Im  nach fo lg en d en  w erden  von  den  F es tig k e itsk en n w erten  d ie jen ig en  
Z u sam m en h än g e  b ek an n tg eg eh en , w elche m it  H ilfe der e lem en ta ren  th e o re t i ­
schen  E rw äg u n g en  u n d  der a llgem einen s ta tisc h fe s tig k e its th e o re tisch e n  P r in ­
zip ien  ab g e le ite t w erden  können .

In  den  E rö rte ru n g e n  seien die P r ism en- ,  ev en tu e ll die W ürfel-  u n d  die 
Zugfestigkeitsiverte  sowie die a llgem einen B eziehungen  zw ischen d en  F es tig - 
k e its- u n d  F o rm än d e ru n g sk en n w erten  als b e k a n n t v o rau sg ese tz t.
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F ü r  die Schubfestigkeit (T ) k an n  n a c h  K ö pck e  und  M örsch  [10, 11] 
die F o rm e l

T  =  ( 1 )
h e r g e le ite t w erden .

N a c h  den  E rw äg u n g en  Sey bo ld s  [12] e rh a lte n  w ir a n s ta t t  der F o rm e l (1) 
e in en  d e r  W irk lich k e it besser an g e n ä h e rten  W e rt m it dem  Z u sam m en h an g

v o r, wo
à =  op\H

is t.
N im m t m an  die Mohrsche Hüllkurve  zw ischen  den H a u p tk re ise n  fü r 

re in e n  Z ug  u n d  re inen  D ruck  als gerade an , so e rh ä lt  m an fü r die Verdrehungs­
festigkeit  (C) den  Z u sam m en h an g

C  —  --------r------------= -------- ——  = ----------  <T„ =  ■------------------- »  ( 6 )
ap +  H  l + i >  l + k  P 1 +  к

wo к =  H/op  is t.
N a c h d e m  d er Z u g festig k e itsw ert (H) im  V erh ä ltn is  zum  W ert ap k le in  

is t, n im m t m an  im  allgem einen  a n s ta t t  C d en  W e rt H  an.
D ie  W erte  ap u n d  H  a u f  G ru n d  d er ob ig en  A nnäherungsfo rm el e in g e­

fü h r t ,  b ek o m m en  w ir fü r  ô e inen  W ert v o n  700/65 =  10,77 u n d  die F o rm e ln  
(1)— (6) in  d er F u n k tio n  des W ertes  q =  К /  (200 -f- K )  gesta lten  sich fo lg en d er­
m a ß e n :

T  =  Y ^ H  =  213 =  o,306 crp, (7)

T  =  0,75 y ^ H  =  I C O  =  o ,229 ap, (8)

T  =  0,50 yV pH  =  107 p2 =  0,153 ap, (9)

T  =  H  ( / T + Í  —  1) =  158 (f- =  0,226 ap, (10)

T  = ^ - Н ( У Т + - 0) =  112 g2 =  0,160 Op. (11)

Acta Techn. Hung. 49 (1964)

u n d  n a c h  d e r Bruchtheorie von Mohr [13]:

L e o n  [14] sch läg t die F o rm el

Ch a l o s  [151 die F orm el
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c = o Pl (  1 +  Й) =  59 Q2 = 0,085 o p , 

C  =  85 ( j \

H  =  65 q- =  0,093 Op,

( 12)

(1 4 )

d. h ., fü r die Schubfestigkeit T  s in d  die F o rm eln  n a c h  S e y b o l d  u n d  L e o n  

zw eckm äßig  an w e n d b a r, d. h.

N achdem  die a u f  G rund d e r  e lem en ta ren  th e o re tisc h e n  E rw äg u n g en  
u n d  m it H ilfe d e r bezüglichen a llgem einen  s ta tisc h fe s tig k e its th e o re tisch e n  
P rin z ip ien  a b le itb a re n  B eziehungen  als gegeben angesehen  w erden , s in d  die 
P rism en fes tig k e iten  (op) u n d  Z erreiß- (Zug-) F e s tig k e ite n  (H)  von den F e s tig ­
k e itsw erten  des B e to n s  im B ild 3 zu sam m en g este llt u n d  gleichzeitig  b ra u c h ­
b a re  W erte  von  T , H  und  C vorgesch lagen .

IV. Bruchtheorien und allgem einer Spannungszustand des Betons

Von den b ru c h th e o re tisc h en  B eziehungen : ältere Hauptspannungstheorie  
( G a l l i l e i , L e i b n i t z , N a v i e r , C l a p e y r o n , C l e b s c h , B a n k i n e ) ,  H a u p t fo rm ä n ­
derungstheorie ( M a r i o t t e , N a v i e r , P o n c e l e t , d e  S t . V e n a n t , G r a s h o f , B a c h ) 

sow ie die neuere Hauptschubspannungstheorie  ( C o u l o m b , M o i i r , M e s n a g e r , 

G u e s t ) und  die Theorie der Formänderungsenergie  ( B e l t r a m i , G i r t l e r , H u b e r , 

M i s e s ,  H e n c k y , S c h l e i c h e r ) ,  w elche e in h e itlich  den  gem einsam en Z w eck 
verfo lgen , die B ru ch g e fah r im  v o rh in e in  zah len m äß ig  zu erfassen, k a n n  die 
Mohrsche Bruchtheorie der Schubspannungen ,  d . i. die Mohrsche-Hiillkurve  
fü r  den B eton  als e inen  sp röden  S to ff, zu r V erw en d u n g  am  ehesten  in  F ra g e  
k o m m en . Diese T heorie  d eck t sich  am  b esten  m it den  P rü ferg eb n issen , obw ohl 
hei deren  A u sw ertu n g  gewisse G egensp rüche zu v e rze ich n en  sind.

Die Mohrsche Hauptschubspannungstheorie  n im m t näm lich  an , d aß  alle 
S toffe  m it e iner b e s tim m te n  F u n k tio n  r  =  f ( a )  g ek en n ze ich n e t w erden k ö n n en , 
w elche in  einem  K o o rd in a te n sy s te m  о —  т als die H ü llk u rv e , die so g en an n te  
Mohrsche Grenz- oder Hüllkurve  d e r  zu den v e rsch ied en en  B ean sp ru ch u n g en  
e rm itte lte n  S pan n u n g sk re ise  d a rg e s te llt  w erden  k a n n  (B ild 4). Solange die 
w irk liche S c h u b sp an n u n g  r 0 <  /(er) is t, b e fin d e t sich  d er S to ff in einem  re in en  
e lastischen  G le ich g ew ich tszu stan d . B eim  S p a n n u n g sz u s ta n d , wo die z u sam m en ­
gehörenden  r -  u n d  er-W erte  sich a u f  d er G ren zk u rv e  (t„, of)  be fin d en , g e lan g t 
d e r  S to ff in  den G ren zzu stan d  des B ruchs, w elcher im  allgem einen S p a n n u n g s­
z u s ta n d  zum eist dem  Gleitbruchzustand  g le ich k o m m t, u n d  on, r n sind  die in  
den  G leitebenen  e rw eck ten  b ru ch b ew irk en d en  S p an n u n g sp aa re . M o i i r  fü h r t  
das u rsp rü n g lich e  räum liche  P ro b le m  au f ein  zw eiachsiges P rob lem  zu rü c k ,

T  =  160 q2 =  0,23 Op (15)
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in d e m  er n u r das E n ts te h e n  von  G le iteb en en  an n im m t, w elche d u rch  die 
m i t t le r e  Achse (y, 2) des Festigkeits-E llipso ids  gehen. Die G le itfläch en  e n t­
s te h e n ,  indem  die im  b e tre ffe n d en  P u n k t  w irkenden  H a u p tsp a n n u n g e n  
( a x u n d  a3) den W inkel 2 cp zw ischen ih n e n  h a lb ie ren . Im  fo lgenden  w ird  —  der 
E in fa c h h e it  ha lber, n a c h d e m  es sich  u m  den  B e to n sto ff h a n d e lt  —  der Zug 
a ls  e in e  negative u n d  d e r D ru c k  als eine p o sitiv e  B elastu n g  b e tr a c h te t .  H a u p t­
m e rk m a le  des S p an n u n g sk re ises: D u rch m esse r des H au p tk re ise s  d e r einachsigen  
Z u g sp a n n u n g  К и  is t  OA  =  H  (Oj =  cr2 =  0; cr3 =  H ),  D u rch m esse r des H a u p t­

k re ise s  K p  der einachsigen D ru c k sp a n n u n g  is t  O B  =  ap (<rx =  ap, a2 =  a3 =  0), 
d e r  H a u p tk re is  K c m it d em  R ad iu s  OC ;<  H  (ffx > 0 ,  a2 =  0, cr3 =  — ffj) 
s te l l t  d ie  D reh sp an n u n g  b e im  ste ifen  S to ff  d a r , wo H  ap u n d  die D reh ­
fe s t ig k e i t  C H  is t. D er H a u p tk re is  d er re in en  S ch u b sp an n u n g  (an =  0, 
r n =  T )  b e rü h r t  die H ü llk u rv e  im  P u n k t D ,  w elch  le tz te re r  sich a u f  d e r Achse 
T  b e f in d e t  u n d  OD =  T.  D e r  H a u p tk re is  m it dem  H albm esser 0,5 ( < T 1  —  a 3 )  

b e r ü h r t  die H üllkurve  in  e in em  im  allgem einen  m it av  a3 H a u p tsp a n n u n g e n  
g e k e n n z e ich n e te n  S p a n n u n g sz u s ta n d  in  den  P u n k te n  Gx u n d  G2; an, r n sind 
d ie  d e n  G le itb ruch  h e rv o rru fe n d e n  S p a n n u n g sp aa re ; der W inkel cp, w elchen 
d ie  G le iteb en en  m it d er A chse 1 b ild en , is t  aus dem  B ild e rs ich tlich  u n d  m it 
d e r  F o rm e l

ta n  g? = -----—----  (16)
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b erech en b ar. Die im  belieb igen  P u n k t M  g eb ild e ten  G lcitebenen  u n d  deren  
B estim m ungsm ethode  w erden  ebenfalls im  B ild  4 a n g e fü h rt.

M ö r s c h  h a t  fe s tg e s te llt [ 1 6 ,  1 7 ] ,  daß  d er P ro b e k ö rp e r  infolge E rre ichens 
eler Z ugfestigkeit v e rsa g t ( Trennbruch) ,  w enn die H au p tn o rm a lsp a n n u n g e n  
en tgegengesetzte  V orzeichen  im  zw eiachsigen S p a n n u n g sz u s ta n d  h aben  und  
w enn diese Zug u n d  D ru ck  d a rste llen  und  die G röße des le tz te ren  zw ischen 
0 und  6H  liegt. So k a n n  d er H au p tk re is  K n, g ek en n ze ich n e t du rch  die H a u p t­

sp an n u n g sw erte  ff, =  6 Я  u n d  er3 =  — Я , als d e r G ren zh au p tk re is  des T renn- 
u n d  G le itb ruchs b e tra c h te t  w erden . Ge h l e r  n im m t die G renzfestigkeit des 
T renn- und  G le itb ru ch s m it einem  W ert v o n  0 ,6 K  an . D ieser W ert sch e in t 
—  a u f  G rund  des oben  G esag ten  —  zu hoch  g ew äh lt zu sein.

Die A u sw ertu n g  d er in  Bezug au f den d re iach sig en  S p an n u n g szu stan d  
d u rch g efü h rten  F o rsch u n g en  ( C o n s i d è r e  [ 1 8 ] ,  C a q u o t  und  B r i c e  [ 1 9 ] ,  

R i c h a r t  u n d  B r a n d t z a e g  [ 2 0 ] ,  B oè [ 2 1 ] ,  G l o m b  [ 2 2 ]  usw .) e rg ib t keine e in ­
d eu tig en  Sch lußfo lgerungen  h insich tlich  d er R olle d e r m ittle ren  H a u p ts p a n ­
n u n g  (T2. D ie fran zö sisch en  V ersuche ergeben  e in en  u n b ed eu ten d en  E in flu ß  
des <r2, die am erik an isch en  u n d  schw eizerischen V ersuche lassen ab e r eine 
gewisse W irkung  d er M itte l-H a u p tsp a n n u n g  cr2 zu . D esgleichen s te llte  m an  
A bw eichungen  b e im  ein- u n d  zw eiachsigen D ru c k  fest. Es is t ab er zw eifels­
ohne fes ts te llb a r, d aß  die m öglichst große H a u p td ru c k sp a n n u n g  bei d er

Acta Techn. Hung. 49 (1964)

Bild  5. Um hüllungskiirven ,,Mohr — Gehler44
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B ild  6. H üllkurve „Mohr — Leon“

zwei- o d e r  m ehrachsigen  B e la s tu n g  die P rism en festig k e it d er e inachsigen  
D ru c k p rü fu n g  w esentlich  ü b ers te ig en  k a n n  (siehe noch B ild e r 7— 11).

N a c h  den V ersuchsergebn issen  k a n n  au ch  angenom m en w erd en , d aß  die 
M ohrsche Bruchtheorie, au ch  hei sp rö d en  B austo ffen , m it e in er p ra k tisc h  
b e frie d ig e n d en  G enau igkeit, n u r  a u f  so lche S p an n u n g szu stän d e  an zu w en d en

Acta Techn. Hung. 49 (1964)

Bild  7. Versuchsergebnisse von Roá
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B ild  9. V ersch iedene  H ü llk u rv en

Bild 8. V ersuchsergebnisse von  Richart — Brandtzaeg
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w ä re , w elche du rch  ebene  S p an n u n g szu stän d e  g u t an g en äh ert w erd en  k ö n n en  
(S ch e ib en , P rism en , W ü rfe l usw .).

D ie nach  den  P rü fe rg eb n issen  von  G e h l e r  vorgeschlagene H ü llk u rv e  
w ird  im  B ild 5 a n g e fü h r t . D urchm esser des H au p tk re ise s  K H d e r re in en

Bild 10. Versuchsergebnisse v. Glomb für zw eiachsigen Druck

Z u g b e la s tu n g  is t O Z  =  H  —  0,09 K .  H alb m esse r des H au p tk re ises  K c der 
re in e n  D re h b e a n sp ru ch u n g  is t  O Z =  H.  L a u t G e h l e r  en tsp rich t dem  G ren z­
k re is  des T renn- u n d  G le itb ru c h s  ein H a u p tk re is  K h m it D urchm esser Z L  — 
=  0 ,69  K ,  w elcher die A chse r  im  P u n k t D ,  im  A b s ta n d  OD =  T  sch n e id e t. 
D e r G le itb ru c h  der P rism e n  w ird  du rch  den H a u p tk re is  K p gegeben, wo cr3 =  
=  — H ,  (Tl =  0,7 К  is t . Z w ischen  Kf ,  u n d  K p b e f in d e t sich ein U b e rg a n g sa b ­
s c h n i t t .  Zw ischen Kp  u n d  d en  H a u p tk re isen  K K d e r W ürfe lfestigkeit liegen  die

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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üblichen D ru ck fe s tig k e iten ; K t u n d  K n  sind A b sc h n itte  von größeren D ru c k ­
belastu n g en  fü r  K an ten - bzw . S tre ifen d ru ck  (Sohl-, G elenkstein).

L e o n  [ 2 3 ]  sch re ib t die H ü llk u rv e  als e ine  P a ra b e l zw eiten G rad es 
gem äß der F o rm el

T2 =  a a b

an . D er E in fa c h h e it ha lber se ien  die D ru c k sp a n n u n g  a als positiver K e n n w e rt

u n d  H , T , ap, C usw . als vorzeichenlose K e n n w e rte  des Stoffes b e t r a c h te t  
(B ild 6). N ach d em  an  S te lle  a =  — H  r  =  0 u n d  an  der Stelle a =  0 т  =  T, 
b — T 2 sow ie a =  T 2/H  is t , s te llt  die G le ichung  d e r H ü llk u rv e

г2 =  —  la  +  Я )  =  T 2 f l  +  — I (17)н [ я ]
den T o rs io n sh au p tk re is  K c, d . h. den K re is  m it H albm esser O Z  =  H  der 
H a u p tsp a n n u n g e n  a1 =  H ,  a 3 =  — Я , a2 =  0 d a r .

Die G leichung  eines H au p tk re ise s  K ; v o n  beliebigen S p an n u n g en  a  u n d
г ist:

CT2 _|_ T2 _  (ffi +  <r3) а  +  a r <x3 =  0 . (18)

Acta Techn. Hung. 49 (1964)

B ild  11. V o rsch lag  fü r zw eiachsige B ean sp ru ch u n g
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Im  zw eiachsigen S p a n n u n g sz u s ta n d  h a t  die H ü llku rve  n u r  b is  zum  
P u n k t  F  eine G ü ltig k e it, u n d  <r3 =  0, a b e r  a x u n d  er2 =f= 0. Die g rö ß te  H a u p t­
s p a n n u n g  k a n n  beim  e inachsigen  D ru ck  g le ich  ap sein, beim  zw eiachsigen  
D ru c k  h a t  sie den  W e rt ap in  be iden  R ic h tu n g e n .

D ie V ersuche v o n  G e h l e r  u n d  R o á  h a b e n  die gleiche A b n ah m e  d e r als 
o h n e  E n d flä c h e n re ib u n g  angenom m enen  D ru ck fe s tig k e iten  u n d  eine äh n lich e  
Ä n d e ru n g  des B ruchb ildes (T ren n b ru ch  a n s te lle  von G le itb ruch) b ew iesen . 
G e h l e r  u n d  L e o n  ziehen  h ie rn a c h  die oben  gesch ild erte  S ch lu ß fo lg eru n g , d . h, 
d a ß  d e r  g ed ru ck te  P ro b e k ö rp e r e igen tlich  v e rs a g t , weil der Q uerzug  d ie  Z ug­
fe s t ig k e it  ü b e rs te ig t. F r i t s c h e  [24] sc h re ib t die F e s tig k e itsa b n a h m e  der 
K e ilw irk u n g  des e in g ep reß ten  S tea rin s , R o s  d e r  n ach  der M itte  z u n e h m e n d e n  
I n t e n s i t ä t  der D ru ck sp an n u n g en  en tla n g  d e r D ru c k p la tte  u n d  d e r  d a m it 
v e rb u n d e n e n  größeren  a ch srech ten  D e h n u n g  im  M itte lte il des P ro b e k ö rp e rs  
zu . L a u t  F r i t s c h e  k ö n n en  die V ersu ch serg eb n isse  der g ed ru ck ten  P rism en  
b e im  V e rh ä ltn is  hja  =  4 fü r  die F e s tig k e it o h n e  E n d fläch en re ib u n g  als w e it­
g e h e n d  zuverlässig  angesehen  w erden . Ob d ie  F es tig k e itsab n ah m e d e r  K e il­
w irk u n g  o d er dem  u n m itte lb a re n  E rsch ö p fen  d e r  Z ugfestigkeit oder d e r  g le ich ­
z e itig e n  W irk u n g  der be iden  zuzusch re iben  sei, n ach d em  die oben g e sch ild e rten  
E rg e b n is se  e in an d er n a h e s te h e n , is t die M ohrsche  D arste llu n g  u n d  B e w e rtu n g  
g e m ä ß  A uffassung  von  G e h l e r  u n d  L e o n  fü r  an n äh ern d  zw eiachsige S p a n ­
n u n g s z u s tä n d e  fü r die P ra x is  a n n eh m b ar.

G e h l e r  se lb st b e m e rk t in  der B e w e rtu n g  d e r du rch  ihn  v o rg esch lag en en  
M o h rsch en  D arste llu n g , d aß  diese zu r B e u rte ilu n g  der S icherheit v o n  B e to n ­
k o n s tru k tio n e n  nach  u n se ren  heu tig en  K e n n tn is se n  vorläu fig  n ich t em p fo h len  
w e rd e n  k a n n .

W as die W irk u n g  d er m ittle re n  H a u p ts p a n n u n g  im  rä u m lich en  S p a n ­
n u n g s z u s ta n d  b e tr if f t , so sollen  die in  d iesem  Z usam m enhänge  d u rc h g e fü h r te n  
w ic h tig e re n  V ersuche b esp ro ch en  w erden .

E n te r  B each tu n g  d er d u rc h  R o s  [21] m it M örtelp rism en  d u rc h g e fü h rte n  
V ersu ch e  k a n n  die Mohrsche H üllkurve  als G erad e  angesehen w erden  (B ild  7):

° i аг а г
I. 362 (300) 0 0

I I . 935 (650) 100 100
I I I . 1830 (1460) 350 350
IV . 2490 (I960) 510 510

D ie S p an n u n g sw erte  in  K lam m ern  g eh ö ren  zu  den P u n k te n  d e r a  —  e- 
K u rv e , be i den  schon b e d e u te n d e  p la s tisch en  F o rm än d eru n g en  e n ts ta n d e n . 
F ü r  d ie  so gek en n ze ich n e te  G erade  s ind  2 cp —  58° u n d

r  =  0 ,625  a  +  0 ,2 7 7  a p , (19)

fe rn e r  g e lte n  fü r  die B e rü h ru n g sp u n k te  d e r d u rc h  die H a u p tsp a n n u n g e n

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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ox, o3 g ek ennzeichneten  H au p tk re ise

r n =  ~  (<4 —  a3) sin 2 <p =  0,424 (o, — <x3) ,

on =  —  ((Tj 4 - cr3) ---- — -----—-  cos 2 9? =  0,235 +  0,765 <r3
2 2

bzw .
+  =  3,26 <r3 +  (Tp.

( 20)

( 21)

Im  Falle oL =  0 b ek o m m t m an r  =  T  =  0,277 op, die V e rd reh u n g s­
fe s tig k e it 0,848 ■ 0,277 op =  0,235 op. Die F o rm el (19) is t n u r  fü r  die S p an ­
n u n g sw erte  <r3 >  0 , ffj >  ap zu verw enden .

Die V ersuchsergebn isse  von R o s  w u rd en  du rch  die A rb e ite n  von 
C a q u o t  u n d  B r i c e  [ 1 9 ]  u n te rs tü tz t .  Sie h ab en  die B eziehung zw ischen  r  und  er 

a u f  G rund  der e igenen  V ersuchsergebnisse in  d er F o rm

T3/2 = /(or)

angegeben . N ach  diesen  E rgebn issen  erzielte  die französische Chambre Syndicale  
des Constructeurs en C im ent A rm é  de France , s p ä te r  C h a l o s  [15] b zw . C h a l o s  

u n d  B é t e i l l e  [25] im  allgem einen ähnliche B eziehungen . D u r i e z  [26] sch läg t 
eine der C ou lom b-F orm el ähnliche B eziehung  vor.

V ersuche von  R i c h a r t  und  B r a n d t z a e g  [20] ergeben  eine eher ge­
k rü m m te  H ü llk u rv e  (s. B ild  8). G em äß der B ew ertu n g  von B r o d  [27] d ü rfte  
d ie  H ü llk u rv e  keinesw egs als eine G erade an g en o m m en  w erden .

Im  Bild 9 sin d  ein ige H ü llk u rv en  von  d en  obigen zusam m en  angerissen . 
D ie d u rch  G e h l e r  vorgesch lagene K u rv e  w u rd e  fü r  ap t ra n s p o n ie r t ,  w obei 
op =  0,7 K ,  gem äß  V orsch lag  von  G e h l e r , g ese tz t w urde. N ach  B ew ertu n g  
d e r K u rv en  k a n n  vo rgesch lagen  w erden, die H ü llk u rv e  im  A b sc h n itt  Z  —  F  
als eine gew öhnliche P a ra b e l anzusehen , so lange ox <  op is t,

T — OpVß(a  +  fr) =  l /o (H  +  o ) , (22)
W O

/3 =  1 +  2 k — 2 \ k { l  +  k ) ,

b e d e u te t.

, Я  -  <rк = ------ , er =  ßop , а = ------
ap ap

(22a)

I s t  o1 <  op, so k a n n  die H ü llku rve  als eine G erade an g en o m m en w erden,
d a h e r is t

г  =  m о +  (C ) , (23)
W O

sin 2 (pp — m (1 — cos 2 epp)
V+ »

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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(23a)

is t .  D  ie K o o rd in a ten  des B e rü h ru n g sp u n k te s  (F )  s ind

аП)Р — Т  =  b a p und тп>р == T  ]/1 +  ô ,
W O

b =  Y k ß  und  ap =  à H

b e d e u te t .  1st H  =  0,093 <rp, 2 (fp =  56,4, ß  =  0,55

a y <  a p : r  ap JAÔ,051 +  0 ,55 a ,

a 1 >  ap : т —- (0,659 a -f- 0,269) ap
u n d

o1 =  3,326 <r3 - f  ap .

D ie K o o rd in a te n  des B e rü h ru n g sp u n k te s  F  sind :

a — 0 ,226  ap und  r  =  0 ,417  ap .

I n  diesem  V orschlag  w ird  die durch  V ersuche bew iesene T a tsa c h e  n ic h t 
b e rü c k s ic h tig t,  w onach  e in e rse its  im  räum lichen  S p an n u n g sz u s ta n d  a u c h  der 
m i t t le r e n  H a u p tsp a n n u n g  e in e  Rolle zu k o m m t, u n d  an d ererse its  die B ru c h ­
s p a n n u n g e n  bzw. die W e r te p a a re  ax, <r2 bzw. Oj, a3 im  m ehrachsigen  S p an n u n g s­
z u s ta n d  m it den fü r den  l in e a re n  S p an n u n g szu s tan d  b e s tim m te n  G ren zw erten  
(e p, Л  u .s .w .) n ich t id e n tis c h  sind .

(23h)

m  — ta n - 2  <pp

V. Z w eiachsiger S pannungszustand  des B etons

Z u r  K lärung  dieses P ro b le m s  b e tra c h te n  w ir den  p ra k tisc h  w ich tig en  
F a ll ,  n a m e n tlic h  den zw eiach sig en  S p an n u n g sz u s ta n d  u n d  u n te rsu c h e n  w ir 
die P rü fe rg eb n isse  von  G l o m b  [ 2 2 ]  (B ild 10). A us e inem  V ergleich d ieser u n d  
a n d e re r  z. T . bereits a n g e fü h r te n  P rü fergebn isse  g e h t h e rv o r, d aß  die B e a n ­
sp ru c h u n g sfä h ig k e it des B e to n s  bei zw eiachsiger B e la s tu n g  (ax — a2) den 
W e r t  d e r  einachsigen B e a n sp ru c h u n g  w esentlich  ü b e rs te ig e n  k an n . V e rm in d e rt 
s ich  P 2, so geht die U b e rsc h u ß fe s tig k e it bzw . eben fa lls  zu rü ck ; is t P 2 n e g a tiv  
(d .h . b e im  Zug), so is t o ffen s ich tlich  m it e iner w e ite re n  V erm in d eru n g  beim  
P x zu  rech n en . U n te r B e a c h tu n g  der oben a n g e fü h rte n  P rü ferg eb n isse  d ü rf te  
m a n  m it  e iner F e s tig k e itsä n d e ru n g  la u t Bild 11. zu  rech n en  h ab en . F ü r  den 
B e la s tu n g s fa ll  cr2 =  —  ax ( re in e r  Schub) k a n n  d e r  W e rt (crj =  (cr2) =  C 
a n g e n o m m e n  w erden. N a c h d e m  die T o rsio n sfestig k e it be i R ö h ren  d e r Z ug­
f e s t ig k e it ,  bei vollen S tä b e n  a b e r  dem  1,6-fachen  d e r  le tz te re n  im  S inne der 
V e rsu c h e  g leichkom m t, h a b e n  w ir C =  1,3 H  au fg en o m m en . M eines W issens

Acta Techrt. Hung. 49 (1964)
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s te h e n  z. Z. keine P rü ferg eb n isse  fü r zw eiachsigen Zug zu r V erfügung, u n d  w ir 
h ab e n  den  A n n äh e ru n g sw ert 0,75 H  a u f  G ru n d  d e r d u rch  K á rm á n , B ö k er  
u n d  die E M P A  d u rc h g e fü h rte n  V ersuche au fg en o m m en . D en W ert H  h a b e n  
w ir d e r E in fach h e it h a lb e r in  0,1 ap angegeben . D ie dünne  S chau lin ie  des 
B ildes 11 fü h r t  den  F a ll an , wo die M ohrsche H ü llk u rv e  zw ischen den  H a u p t ­
k re isen  H  u n d  <jp n ich t lin e a r  v e rläu ft. Die p u n k tie r te  L inie s te llt die S ch au lin ie  
d e r lin ea ren  H ü llk u rv e  d a r.

D ie den dicken  S chau lin ien  en tsp rech en d en  B eziehungen  seien in  P a ra b e ln  
zw eiten  G rades au sg e d rü c k t, uzw .:

F ü r  den Schaulinienabschnitt I , w obei die B ed in g u n g  gestellt w ird , d aß  
die T an g en te  im  P u n k t D  h o rizo n ta l lieg t, u n d  d ie  K o o rd in a ten  d e r P u n k te  
C u n d  D  (ffp, y a p) gegeben sind :

4
2 ( 7 - 1 )

+  1 • (24)

F ü r  den Schaulinienabschnitt I I ,  v o ra u sg e se tz t, d aß  die W erte  d e r P u n k te  
A , В  u n d  C gegeben sin d  (H , C, ap):

wo

ist.

e ( l  — e) f  - e к
e — к

Í M 2 +  e ( l  — e) +  k* j f f jJ
Up ) e — к  U p ,

(25)

D ie b isherigen  E rgebn isse  lassen у  1,3, e ~  0,769 und к  ~  0,093 zu. 
U nd  d em en tsp rech en d  

f ü r  den Abschnitt  I :

-^l ) =  -  0,177 2 +  0,462
U p  J U p J U p )

f ü r  den Abschnitt  I I :

0,369 I—U| + 0 ,2 7 6 +  0 ,093.

(24a)

(25a)

An dem  A b sc h n itt I zu dem  W ert a2 =  ap g e h ö rt der W ert at =  1,29 ap, 
an  dem  A b sc h n itt I I  zu  dem  W ert a2 =  H  — 0,093 ap die H a u p ts p a n n u n g  
Cj =  0 ( tr iv ia le r  W ert) bzw . =  0,75 ap.

P ra k tis c h  d ü rf te  m an  n ach  der im  B ild  11 ausgezogenen p u n k tie r te n  
L inie rech n en , w obei m an  

beim Abschnitt  I:

Г  -  1 [  g  2

° p \ 7  1 a p )
(26)
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beim Abschnitt I I :

e r h ä l t .

1 1 1 4 1
ap 1 - k U J

M it den oben gegebenen  D a te n  is t

(27)

u n d

b zw .

<*2 =  0,103 1 - a l

a p _ <yp

f f i =  a p +  0 , 2 3 1  <r2 , 

<r2 =  0 Д 0 3  (ap  - -  .

(26a)

(27a)

Im  Falle der p u n k t ie r te n  L in ien  —  d . h ., wo die M ohrsche H ü llk u rv e  
z w isc h e n  H  u n d  ap l in e a r  v e r lä u f t  —  g eh ö rt im  A b sch n itt I  zu einem  belieb igen  
Co im m e r  ax =  ap und  im  A b sc h n itt  I I  is t

f_ ÎL k in _ I ГU— л

Ci.
b

4__
1

U n d  d ie  T orsio n sfestig k e it, w en n  a2 =  ay =  C  is t :

к 1
1 4 k 1

H .

(27b)

(28)

D ie  obengesag ten  la ssen  e rk en n en , d a ß  die G rö ß tw erte  d e r B ru c h ­
f e s t ig k e ite n  im  zw eiachsigen  S p a n n u n g sz u s ta n d  g rößer als ap bzw . H  an g e­
n o m m e n  w erden  k ö n n te n . D ie w ah rsch e in lich en  W e rte p a a re  аг, a2 k ö n n e n  aus 
d e n  F o rm e ln  (24)— (27) e rm it te l t  w erden . N a ch d em  die P rü fergebn isse  b ew eisen , 
d a ß  d ie  D ru ck g ren zfestig k e it b e im  zw eiachsigen  D ru ck  einen g rö ß eren  W e rt 
z u lä ß t  a ls im  e inachsigen  S p a n n u n g sz u s ta n d , d ü rf te  m an fü r  d iesen  zw ei­
a c h s ig e n  S p an n u n g szu s tan d  eine  H ü llk u rv e  V orschlägen, wo der H a lb m esse r 
des H a u p tk re is e s  der re in en  Schub- (D reh-) b ean sp ru ch u n g  m in d esten s  H  
o d e r  С  =  у  H  und  der des e in ach sig en  D ru ck s N  =  0,5 y a p is t. (Es sei b e m e rk t, 
d a ß  d ie  f ü r  C bzw. ap b ezo g en en  y -W erte  a u c h  u n te rsc h ie d lic h  sein k ö n n e n .)

Z u r  V era llg em ein eru n g  d e r  A b le itu n g  gehe m an  von  d er im  B ild  12 a n ­
g e z e ic h n e te n  H ü llk u rv e  au s , w elche aus d em  K reisbogen  Z A  u n d  au s d e r 
G e ra d e n  A  F  b e s te h t. Sei H a lb m esse r O Z  d ie D reh fe s tig k e it C =  y  H ,  B e rü h ­
r u n g s p u n k t  sei A ;  H a lb m esse r  Одг H  gleich N  =  0,5 y a p, d. h. der H ä lf te  d e r  
B ru c h fe s t ig k e it  <7ц =  y a p d e r zw eiachsigen  B e a n sp ru c h u n g . U n te r  V erw en d u n g
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d e r in  der A bb ild u n g  angegebenen Zeichen is t

und

/ V - C  . C .
cos 2 <p =  ------------ =  1 -----------=  1 — 2fc,

N  N

sin  2 <p =  ^1 — cos2 2 cp =  2 У к  (1 — к ) ,

(29)

(30)

B ild  12. Um hüllungskurven für ebenen Spannungszustand auf Grund der W erte C  =  yH
und <T|| =  yOp

v o rau sg ese tz t, daß

—  =  — ----  _  2Д. un(l t (31)
N  1

Die K o o rd in a ten  des fü r d en  zw eiachsigen  S p an n u n g szu stan d  c h a ra k ­
te ris tisch en  E n d b e rü h ru n g sp u n k te s  F  s ind :

on  =  N  - N  cos 2(p =  C =  y H =  y  К  ap =  к  au , (32)

t n  =  N  sin  2 tp =  ][2NC -  C2 =  y<rp f f c ( l  - f c )  =  er,, Щ 1  -  к ) . (33)

Die zum  P u n k t D  gehörende O rd in a te  T  =  OD , die S c h u b fe s tig k e it is t

T
sin  2<p

к
г у ° р ==  -=-<Ti 1 - f c

(34)

So z. B . fü r fc =  0,093 und  у  =  1,3 sind  2 99 35°30 ', C =  a n  =  0,121 crp, 
t n  =  0,377 Op, T  =  0,208 <rp.

10* Acta Techn. Hung. 49 (1964)



418 L. p a l o t As

D e r H albm esser r e ines zu  einem  be lieb ig en  B e rü h ru n g sp u n k t G g eh ö ren ­
d e n  K re ise s , u n te r  A n w en d u n g  der an  der A b b ild u n g  verw en d eten  Z eichen , is t

r =  ~  cos 2 ç ? - f C  =  - i - c r ( l  -  2k) +  k ycp , 

d ie  m i t  d e r  N o rm a lsp an n u n g  er d efin ie rten  H a u p tsp a n n u n g e n  s ind :

(35)

a \ =  r  +  —  =  о  (1 — k)  +  k y  op ,
LJ

=  а к  — к y a p .

D a s  W ertep aa r d er B ru c h sp a n n u n g e n  an, тп:

а
a n =  — —  r cos 2 <p =  2k (1 —  к) <r —  к (1— 2k) y<rp,

r„  =  r sin 2 99 =  ( 1— 2k) |/ 'k ( l — k) +  2fc )/fc(l k) p<rp. 

D ie  K o o rd in a te n  des T a n g e n tia lp u n k te s :

a A =  — C cos 2 9? =  — к (1— 2fc) yap,

*a  =  C  sin  2 95 =  2k у  к  (1 — k) ytfp- 

M it den frü h er v e rw e n d e te n  W erten  к u n d  у

(36)

(37)

(38)

an =  0 ,169 er —  0,098 crp, 

a n =  0,237 и +  0,070 <rp
u n d

а а  =  — 0,098 «тр,

Ta  =  0,070 ffp.

B ild  12 zeigt, d aß  die B ru c h sp a n n u n g  r n e in en  w esentlich  g rö ß eren  W ert 
h a b e n  k a n n  als die T o rsio n sfestig k e it (C) bzw . d ie  S chu b festig k e it (T ), w en n  a u f  
e in  Q u e rsc h n itte le m e n t a u c h  eine D ru c k sp a n n u n g  ff gleichzeitig  m it d e r S p a n ­
n u n g  T w irk t . M an ste lle  d ie  B eziehungen  zw ischen  ff, r  u n d  C bzw . ffp fü r  
d en  U b e rsc h u ß  auf. F ü r  d ie  O rd in a te  O B  =  T  k a n n  m an die B ez ieh u n g

T2 =  (ff!) (ff2)
.au fsch re ib en , so daß

T =  ][[<* (1 —  *) +  fcyffp] [— о к  +  к  у  Op]

=  <Уп к у  +  (1 — к)
a Y

к у  — к
a Y

U J J - ap i

(39)

(40)
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bzw .

sch ließ lich

r  — C i + W ( i - M 1 — к
а

1 C ) ■ С

T
Г 1 + l 4 - | ( 1 - f c ) 1 -  к

а

c \ c j 2

1 +  (1 — 2fc) 1-^-1 - k ( l - k )

is t. D ie F o rm el (41) e rre ic h t den M ax im alw ert a n  d er Stelle

1 — 2 к 

1 — к
1
о

i_ Г
2

т =  у а р =  Г ,

der H au p tk re ish a lh m e sse r

1 1r ==Tyf f p_

1 1
а1 =  — Уар1 а2 =  -  — Уар

1
1 — к 1 - к

2 j/A- (1 — к)

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

(47)

u n d  die H a u p tsp a n n u n g e n

1
2

le tz tlich  

sind .
Im  F alle  d er ob igen  W erte  к und  у  b e t r ä g t  r/C  =  1,73, d. h ., d ie S ch u b ­

sp an n u n g  k a n n  einen  1 ,73-fachen W ert d e r  V erd reh u n g ssp an n u n g  e rre ic h en , 
w enn g leichzeitig  au c h  eine D ru c k sp a n n u n g  v o n  a 0 =  0,585 ap a u f t r i t t .  
D an n  w ird  d e r B ru c h z u s ta n d  m it den S p a n n u n g e n  an =  0 u n d  тп — T  =  
=  0,208 ap g ek en n ze ich n e t.

U n te rsu ch en  w ir die übliche H ü llg e rad e , w elche die T an g en te  des H a u p t­
kreises des e inachsigen  D ruckes und  des e in ach sig en  Zuges is t, d . h ., w enn

к
N  —  —  a„ id  C =

1 +  к
I I  =

1 +  к ' p ’

so e rg ib t sich fo lgendes (B ild  13)

о  a P ~ Hcos 2 (p =  ——
a p + I I  1 +  к

I - к  . „ 2 ffe
; sin  2 <p =

1 +  k  ’
(48)
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(49)

(50)

(51)

4cta Techn. H ung. 49 (1964)

B ild . 13. U m h ü llu n g sk u rv en  fü r  ebenen  S p a n n u n g sz u s ta n d  a u f  G rund der W erte  H  u n d  ap



M an e rh ä lt den  M ax im alw ert an der Stelle

wo

so m it

is t. So is t bei к =  0,093

D as oben a n g e fü h rte  fü h r t  zu r S chlußfo lgerung , daß  die B e rü ck sich tig u n g  
d e r  Y ersuchsergebn isse  des zw eiachsigen S p an n u n g szu stan d es sow ie die E in ­
fü h ru n g  einer g e k rü m m te n  H ü llk u rv e  g ü n stig e r u n d  w ir tsc h a ftlic h e r  is t.

In  den B ildern  12 u n d  13 sind  au ch  die H ü llp a rab e l d er m aß g eb en d en  
H a u p tk re ise  a n g e fü h rt. W ie b e re its  e rw ä h n t, s tim m en  die a- u n d  r-W erte  
d e r p a rabo lischen  H ü llk u rv e  m it den Y ersuchsergebn issen  g u t ü b e re in , und 
die B ru ch sp an n u n g en  a  u n d  т sind  g ü n stig e r als die, d u rch  die l in e a re  Hüll- 
L in ie  gegebenen, w ie es aus den A bb ildungen  h erv o rg eh t. E z  w äre  daher
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zw eckm äß ig , die G ren zsp an n u n g sw erte  fü r  m eh rach sig e  B ean sp ru ch u n g en  
u n s e re r  B em essu n g sv o rsch riften  a u f G ru n d  e in e r  so lchen Ü berlegung  a b z u ­
ä n d e rn . F erner lieg t es a u f  d e r H and, d aß  die B ru c h th e o rie  fü r Schub- u n d  
V erd reh u n g sp rü fu n g en  d e r  a u f  B iegung b e a n s p ru c h te n  S ta h lb e to n trä g e r  u n te r  
B e a c h tu n g  der oben e rz ie lte n  E rgebnisse g ü n s tig e r  sein d ü rfte  als die k lassische 
M ö h rsc h ’sche T heorie .
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T H E  SPA T IA L  STATE OF STR ESS O F CONCRETE

L. PALOTÄS

SUMM ARY

The evaluation o f the strength state o f concrete and o f reinforced concrete structures 
encounters great d ifficu lties.

The possible concepts concerning the m utual relations between the strengths and 
deform ations, and betw een the different ultim ate stren gth s can be transferred on ly  w ith  
caution to the concrete assum ed to  be a two-phase elastic-v iscous material (F ig. 3). Taking  
in to  consideration th a t in  the concrete perm anent v iscou s deformations and dam ping p lastic  
deform ations arise before breaking, while its characteristic strengths rise, conclusions on the  
stress determ ined b y  th e  m easured or observed strains can be drawn only w hen the a n te ­
cedents are known.

For the elastic-v iscous brittle concrete m aterial first of all Mohr's m axim um  shear 
theory might be considered. This theory shows the b est agreem ent w ith  experim ent, although  
here too contradictions arise w hen evaluating the experim ental results, m ainly for bi- and  
triaxial states o f stress, w hen  stressing essentially d ifferent from  the uni-axial sta te  o f stress 
of the concrete is possible.

In order to  e lucidate  th e  problem, the paper eva lu a tes the results of the experim ents  
m ade, and theories e laborated, up to date. The author forwards proposals for the characteri­
zation of the state o f stress o f the concrete and of th e  reinforced concrete structures, and for 
relations w hich can be used in  pratice (Equs. 22 — 25 and Figs. 9, 10).

L’ÉTAT D E  CONTRAINTE T R ID IM E N SIO N N E L  DU  BÉTO N

L. PALOTÁS

RÉSUM É

L ’appréciation de l ’é ta t de contrainte du béton  e t des constructions en béton arm é  
rencontre de nom breuses d ifficu ltés.

Les hypothèses possibles concernant les relations entre résistances et déform ations, et 
entre les différentes résistances ne sauraient être app liq uées qu’avec prudence au béton, 
m atériau probablem ent élasto-visqueux et biphasé (fig . 3). É tant donné que, dans le béton , des 
déform ations v isqueuses perm anentes et des déform ations plastiques dim inuant progressive­
m ent se produisent a v an t rupture avec augm entation  sim ultanée des résistances propres, la 
contrainte déterm inée par les déform ations observées ne peu t être déduite qu’en connaissance  
du passé du béton.

Pour les bétons rigides élasto-visqueux, la théorie  de rupture de Mohr doit être con­
sidérée en premier lieu . C’est elle qui concorde le m ieu x  avec les résultats d’essais, bien qu’ici 
m êm e certaines contradictions apparaissent au cours de l ’évaluation des résultats, surtout 
dans les éta ts de contra in te  hi- et triaxiaux, quand les possibilités de sollicitation sont essen­
tiellem ent différentes de celles qui sont données dans l ’é ta t  de contrainte m onoaxial du béton .

Les résultats des essais déjà effectués et des so lu tion s théoriques sont évalués. Une 
m éthode servant à caractériser l ’é tat de contrainte des constructions en béton et béton arm é, 
et l ’établissem ent de d iverses relations pouvant être u tilisées dans la pratique sont enfin  
proposés par l’auteur (voir form ules (22)—(25) et fig . 9 —10).
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П РО СТРАН СТВЕН Н О Е Н А П Р Я Ж Е Н Н О Е  СОСТОЯНИЕ Б Е Т О Н А

Л . П А Л О ТА Ш

РЕЗЮ М Е

Оценка состояния прочности бетонных и железобетонных конструкций наталки­
вается на целый ряд трудностей.

Напряжения и деформации, а также возможные соображения относительно взаи­
мосвязи различных видов напряжения, лишь с должной осторожностью могут быть 
применены к бетону, так как таковой предположительно является двухфазным упруго­
вязким материалом (см. рис. 3.). Поскольку в бетоне перед изломом наблюдаются оста­
точные вязкостные деформации одновременно с затухающими пластическими деформа­
циями, при одновременном возрастании собственных напряжений, измеренные или на­
блюдаемые деформации не дают возможности делать выводы относительно определенных 
напряжений. Такая возможность имеется лишь, если известно предшествующее состояние.

Для упруго вязкого хрупкого бетона, в первую очередь, можно принять в расчет 
теорию излома Мора, касающуюся главных скользящих напряжений. Эта теория наи­
более полно согласуется с результатами опытов, хотя и здесь возникает ряд противо­
речий, связанных с оценкой результатов опытов, особенно по случаю двух- и трехосного 
напряженного состояния, когда представляется существенно отличная от случая одно­
осного напряженного состояния возможность нагрузки.

Статья, с целью освещения проблемы, оценивает результаты проведенных до сих 
пор опытов и теоретических рассуждений. Для характеристики напряженного состояния 
бетонных и железобетонных конструкций, а также для разъяснения применимых в прак­
тике зависимостей делается предложение в виде формул (см. формулы (22) — (25) и рис. 
9 и 10).
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DIE BERECHNUNG DER GESCHWINDIGKEITEN VON
PLANETENRÄDERN

A N W E N D U N G  VON N E U E N  G R U N D L A G E N

A. BALOGH

CAND. OF TE C H N . SC. 

[E ingegangen am  15. Mai 1963]

Zur Berechnung der G eschw indigkeitsverhältn isse der Planetenräder sind in  der L ite­
ratur mehrere M ethoden verbreitet; h ievon sind die zeichnerischen M ethoden, w ie z. B . die 
M ethoden von K u t z b a c h  und P o p p i n g e , zwar übersichtlich, hingegen im  gegebenen  Falle 
nich t genügend genau. Die rechnerischen M ethoden aber (wie z. B. die M ethoden v o n  W i l l i s  
und S w a m p ) sind in verw ickelten Fällen schwer übersichtlich. In meiner A rbeit habe ich  zur 
D arstellung der G eschwindigkeitsverhältnisse die anschaulichen Vektoren b en ü tzt und habe 
die Vorteile in der beiliegenden Arbeit in einigen schw eren Fällen vorgeführt. M eine M ethode 
is t  beinahe seit anderthalb Jahrzehnten aus literarischen M itteilungen bekannt und ist  wegen 
ihrer E infachheit sehr verbreitet, ohne daß sich die Benützer meiner M ethode jedoch  a u f mich 
als Anreger beriefen. D iesen Zustand w ünscht Verfasser durch diese Arbeit zu korrigieren.

I. E in le itung

In  den  le tz te n  J a h re n  h ab en  sich  die P la n e te n rä d e rk o n s tru k tio n e n  in 
g roßem  A usm aße v e rb re ite t, ja so g a r  w erd en  A u sfüh rungen  fü r  g an z  große 
L e is tu n g en  m it erfreu lich  g u tem  E rfo lg  v erw en d e t. D er G ru n d  h iezu  lie g t im  
W esen dieser K o n s tru k tio n , w elche a b e r so allgem ein  b e k a n n t is t , d aß  wir 
h ie r a u f  eine nähere  B esp rechung  d ieser v erz ich ten  können .

Bei der E rm ittlu n g  d er G eschw ind igkeiten  ta u c h te n  gew isse S chw ierig­
k e ite n  auf, u n d  es gelang doch  m it m eh r oder w eniger E rfo lg , e in ige V erfah ren  
e in zu fü h ren . M it d ieser schw eren  A ufgabe w ollen w ir u ns au ch  h ie r  befassen , 
da ja  die G eschw indigkeit der R ä d e r fü r  die w eiteren  R ech n u n g en  als G ru n d ­
lage d ien t.

F ü r  die B erechnung  d er G eschw ind igkeit der P la n e te n g e tr ie b e  h a b e n  wir 
ein  e infaches u n d  anschaun liches V erfah ren  a u sg ea rb e ite t, w elches a u f  dem  
b e k a n n te n  S atz  der in e in an d erg re ifen d en  R äd e r b e ru h t. D a diese R äd er 
a u fe in a n d e r ro llen , so m uß  folglich die re su ltie ren d e  G eschw ind igkeit im  B e rü h ­
ru n g sp u n k te  gleich N ull sein.

Diese B erechnungsm ethode  w urde  von  m ir im  J a h re  1949 im  K reise 
e ines w issenschaftlichen  V ereines v o rg e trag en  u n d  zugleich im  se lb en  Ja h re  
w u rd e  das ganze M ateria l in  einem  k le inen  H eft v e rö ffen tlich t.

Diese M ethode w urde  auch  im  A uslande g ü n stig  au fg en o m m en :

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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In  dem F a c h b la t te  Automobile Engineer  w u rd e  im  F e b ru a r  1950 u n te r  
d e m  T eil: »Apicyclic Gears sim plif ied  fo rm u la r  f o r  the calculation o f  velocity 
ratios«, v erö ffen tlich t.

In  der Z e itsch rift M aschinenbau-Techn ik ,  im  H e ft N o. 22 .1954. u n te r  dem  
T i te l :  » Berechnung der Geschwindigkeiten der Planetengetriebe a u f  einer neuen  
G rundlage« v e rö ffen tlich t.

In  der Zeitschrift des Vereines Deutscher Ingenieure  J a h rg a n g  1952, N o. 6 . 
w u rd e  meine Z u sch rift u n t e r  dem  T itel: » Planetengetriebe m it großer Über­
se tzu n g « verö ffen tlich t.

L eider w urde m e in e m  V erfahren  h ie ro r ts  w enig  B each tu n g  g esch en k t, 
d a g e g e n  iui A uslande h a t  s ich  aber diese v e k to rie lle  M ethode sehr v e rb re ite t . 
J a  so g a r  w urde in  d e r K o rresp o n d en z  m it e in e r  W e std e u tsc h e n  F irm a  m eine 
A n c ie n n itä t  in  F rage g e s te llt .

D ies h a t m ich d a z u  v e ra n la ß t ,  die V e rö ffen tlich u n g en  der U ng. A kadem ie  
d e r  W issenschaften  in  A n s p ru c h  zu nehm en, u m  die P rin z ip ien  m einer B erech ­
n u n g sm e th o d e  d a rz id eg en  u n d  h iem it m ein g eistiges E ig en tu m  zu fix ie ren .

M eine M ethode soll h ie r  an  einigen sch w eren  B eispielen  v o rg e fü h rt 
w e rd e n . Bei den B e re c h n u n g e n  w erden die G esch w in d ig k e iten  als P ro d u k t 
a u s  U m drehungszah l u n d  Z äh n ezah l angegeben .

II. W ilson G etriebe

E in e  der in te re s s a n te s te n  A nordnungen  d e r  R ä d e r . D ie Ü b erse tzu n g en  
w e rd e n  berechnet, u n d  h ie z u  bem erk t w erd en , d a ß  w ir die B ezeichnungen  
d e r  H erste llerfirm en  b e n ü tz e n  w erden.

a )  Im  Bild 1 is t d e r  F a ll  dargeste llt, wo n u r  ein  p a a r  R äd e r e ing esch a lte t 
s in d . D as H ohlrad  A x w ird  geb rem st.

D ie allgem eine B ew egungsleichungen  sollen  au fgeschrieben  w erden.

na i« i +  np\P \  =  und nsjSj =  npi p l +  iVj st . (1)

D iese G leichungen b e d e u te n , daß die re s u ltie re n d e  G eschw ind igkeit d e r  
in e in an d e rg re ifen d e r R ä d e r  im  B e rü h ru n g sp u n k te  g le ich  0  is t. Die B u ch stab en  
in  d ie se r  G leichung e n ts p re c h e n  den B eze ich n u n g en  d er R äd e r. N x is t  die 
U m d reh u n g szah l des A rm es . E lim in iert m an  a u s  (1) die gleichen G lieder:

[Чп «i +  nsls, =  JVj (aj +  Sj). (2)

D a  aber die U m fan g sg esch w in d ig k e it des R a d e s  A r g leich 0  is t, da ja  
g e b re m s t w urde:

a.
n s l  = ^  +  1 (3)
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b)  Es soll das B rem sen des R ad es A 1 au fgehoben  u n d  s t a t t  dessen  das 
R a d  A 2 gebrem st w erden , w elches w ir in  der B ild  2 m it В  b eze ich n e t h a b e n . 
D as R a d  A ï w ird  bei dem  n ä c h s te n  R ä d e rp a a r m it dem  m it P 2 b eze ich n e ten  
R a d  geschalte t.

Folglich is t:
N 2 =  n ai, (4)

B ild  1

B ild  2

w o N 2 die U m drehungszah l des A rm es is t. D er F a ll des zw eiten  R ä d e rp a a re s  ist 
in  B ild 2 v o rg e fü h rt, wo zugleich  das hiezu gehörige V ek to rh ild  an g eg eb en  is t, 
w oraus fo lg t, d aß

JV2 a2 =  na2p 2 +  n a2 a2 und  np2p 2 +  N 2 s2 =  ns2 s2. (5)

E lim in ie rt m an  die gleichen G lied er aus diesen G leichungen:

A 2 (® 2  2̂) =  ^"02 ®2 nS2 ®2* (^)

Acta Techn, H ung. 49 (1964)
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D a ab e r na2 =  0, so fo lg t:

(?)

F ü r  den  A usgang is t  N t , f ü r  den E ingang  n sl m aß g eb en d , folglich m üssen  diese 
W e rte  in  (7) e in g ese tz t w e rd en , wozu die F o rm e ln  (2) u n d  (4) b e n ü tz t w erden, 
so m it e rh ä lt m an:

N 2 a : +  nsl Sj =  N 1 (a, +  Si)- ( 8 )

F ü r  unseren  F all g ilt a b e r  n s2 =  nsl und  so m it is t :

N , - i V 2 - - ai  + n 5 l -------. (9)
j-  5̂

B e tr a c h te t  m an noch  (7) u n d  (8), so e rh ä lt m a n  das fo lgende E n d ergebn is:

a \ S 2  4 ~  S 1 ( a 2 ~ Ь  S 2 )

(a i +  Sl) (a2 +  S2)

B e ach ten sw ert is t n o ch  d e r fo lgende A u sd ru ck :

N t 1 va\

( 10)

( i i )

I n  d e r  F orm el (10) f in d e t  m a n  ta tsäch lich  die W e rte  N l u n d  nsl, d. h . die U m ­
d reh u n g szah len  der E in g a n g -  bzw . A usgangsw ellen .

c)  Im  Bilde 3 soll d e r  F a ll  b eh an d e lt w e rd en , wo das B rem sen  der R ä d e r 
A 1 u n d  A 2 e ingestellt w ird , a b e r  das R ad  s3 w ird  g eb rem st. H ier f in d en  w ir 
d a s  Z eichen  des B rem sen s: B .

A us diesem B ilde e rs ie h t m an sofort:

=  N,2’ "'03 — iVo, nno — N o ( 12)
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A ns dem  Bilde e rs ieh t m an die fo lgenden  B t w egungsgleichungen:

iV3 =  n pi p 3 +  na3 « 3  lind  n s3 s 3 =  np3 p 3 +  N 3 s3. (13)

E lim in ie rt m an h ie rau s  ebenfalls d ie  gleichen G lieder:

п аз «a +  n - N 3 (a3 +  s;i). (14)

D a ab e r ns3 =  0 is t ,  so folgt:

п аЯ ■■= N 3 1 f
", (15)

Die w eitere  A ufgabe ist, in die F o rm e l (15) m itte ls  V erw endung d e r  schon 
frü h e r abg e le ite ten  Form eln  die W e rte  N 1 u n d  n sl einzusetzen.

H iezu sollen die schon ab g e le ite ten  fo lgenden  Form eln b e n ü tz t  w erd en :

n ai a i +  nsi s i =  (a, +  si) unfl n ai a i +  ns2 h  — N 3 (a2 +  s2). (16)

B e n ü tz t m an die Form eln (12) u n d  (16), so e rh ä lt m an den fo lgenden  
A u sd ru ck :

In  d iesem  A u sdruck  sind  schon die g ew ü n sch ten  U m drehungszah len  zu  f in d e n , 
u n d  g eo rdne t e rh ä lt  m an das fo lgende E n d erg eb n is :

(17)

«1 S2 («3 +  S3) (18)
a. - -  s ( a , +  s ,)  [ (« 2 +  s2) ( « 3  +  s3) -  o2 a 3]

Zahlenbeispiel. Es sei a, =  60, s, =  24. Mit diesen Angaben folgt aus (3):

hieraus

W eiterhin sei a 2 =  60 und s2 =  24, som it ist m it der Benützung der Form el (10):

60 • 24 +  24 (60 +  24)
~  "S1 (60 +  24) (60 +  24) ’

nst =  2,04 ■ N t .

Endlich sei a3 =  56 und s3 20, und som it berechnet sich iV, aus (18) zu

und hieraus wird
nsl =  1,39 ■ JV,.
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I I I . M echaniatic G etriebe*

D as W esen des W echselgetriebes zeig t B ild  4 . A  u n d  В  sind die K u p p lu n ­
gen , C, D  u n d  E  b e d e u te n  d ie  B rem sen. M it d en  k le inen  B uch stab en  w u rd en  
d ie  R ä d e r  beze ich n et. A u ch  in diesem  F a lle  w erd en  n ich t säm tliche  Ü b e r­

se tz u n g e n  des W echse lge triebes b eh an d e lt, so n d e rn  es w erden die zwei w ic h tig ­
s te n  F ä lle  v o rg e fü h rt. E s  soll noch  b em erk t w e rd e n  —  w as im  B ilde n ic h t d a r ­
g e s te llt  w erden  k o n n te  —• d a ß  die m it c, bzw . m it  c3 bezeichneten  R ä d e r  in  
E in g r if f  sind .

D e r F a ll soll v o rg e fü h r t  w erden, w enn  K u p p lu n g  A  u n d  B rem se  D  
e in g e sc h a lte t sind . D as h iezu  gehörige Y e k to rb ild  ze ig t B ild 5. In  d iesem  F a ll 
is t  das R a d  a2 fe s tg e h a lte n , das R ad  c2 t re ib t  c3, c3 t r e ib t  das R ad  dx u n d  so m it 
a u c h  das R ad  d2, w elches die A usgangsw elle t r e ib t .  E s  soll ein Z u sam m en h an g

* Hersteller: H obbs Transm ission Ltd. L eam ington, Spa. England.
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gefunden  w erden  zw ischen der U m d reh u n g szah l des a u f  der E in g an g sw elle  
b e fin d lich en  R ades nc2 u n d  der d er A usgangsw elle , welche vom  R a d e  d2 
a n g e tr ieb en  w ird , u n d  deren  U m d reh u n g szah l m it nd2 bezeichnet w ird . A us 
dem  V ek to rb ild  liest m an  die folgende A u sd rü ck e  ab :

ndi d2 =  iVd2 4" ndi ^  u n d  nC2 c2 =  N  c2 -(- nc3 c3, (19)
w eite rh in  :

nc\ U =  псз 3̂5 ftai fti === N  ndl z=z ftcw ftai ~  (20)

w oselbst die gleiche U m drehungszah l d e r  a u f  e in er gem einsam en W elle b e f in d ­
lichen  R ä d e r  zum  A u sd ru ck  geb rach t w ird .

U n te r  B en ü tzu n g  der u n ten  (20) a u fg e s te llte n  A usdrücke e rh ä lt  m a n  die 
fo lgenden  E rgebn isse :

u n d

w eite rh in

( 21)

( 22 )

(23)

A us (22) und  (23) soll N  e lim in iert w e rd en :

n di =  nc2
1 4

1 4 "

a 2 C1 ^1  

a  I c  :\ d  > 

a 2 c i  

« 1  C2

(24)

w elcher A u sd ruck  m it dem  von d er H e rs te lle rf irm a  angegebenen v o lls tä n d ig  
ü b e re in s tim m t.

Zahlenbeispiel. In dem  Ausdruck (24) sollen jene Zähnezahlen e in gesetzt werden, 
welche von der H erstellerfirm a angegeben wurden:

11 Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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von  6, und 62 zu benützen . Daher ist:

62 с, 
bl c2

ndi b2 c, d,
1̂ Cg dg

1 +  -

1 +

19 • 25 
35 • 19 
19 • 2 5 - 17
35 • 35 • 37

1,715
1,1783

1,455.

D a wir uns hier m it P lanetenrädern befassen und n ich t m it W echselgetrieben, so w erden d ie  
U ntersuchungen über die weiteren Übersetzungen n ich t in  B etracht gezogen.

IV. Z ah n rad fab rik  F ried rich sh afen

D ie A n o rd n u n g  d er W echselgetriebe d ieser F irm a  ist im  B ilde 6 a n g e ­
g eb en , eine L ösung , w elche sehr v e rb re ite t is t . I n  diesem  Falle b e n ü tz e n  w ir  
eb en fa lls  die B eze ich n u n g en  des H erste lle rs , u n d  die von ihm  angegebene 
F o rm e l soll u n te r  B e n ü tz u n g  d er h ier an g eg eb en en  M ethode abgele ite t w e rd en .

A u f die m öglichen S ch a ltu n g en  des W ech se lg e trieb es  w ird  h ier n ic h t e in g e ­
gan g en .

Z u r  A b le itu n g  d e r F o rm e l is t der k o n s tru k tiv e  Teil in zwei Teile ze rle g t 
■worden, w elche im  B ilde  7 u n d  8 s ic h tb a r sin d .

Im  F alle  von  B ild  7 s in d  die G le ichungen  die fo lgenden:

«3 z3 +  N  z i  =  n i zi  u n d  N  z5 =  n 3 23 +  n.o z5. (25)

E lim in ie r t m an  die g leichen  G lieder, so e rh ä lt  m a n :

ra4 z 4 +  n 5  h  =  N ( z i  +  z5)- (26)

Im  F alle  von  B ild  7 m üssen die W in k e lg esch w in d ig k e iten  der zw ei 
P la n e te n rä d e r  —  w elche zw ar gleich sind-—-a u c h  in  B e tra c h t gezogen w erd en . 
D ie G le ichungen  s ind  d iesm al die fo lgenden:

n 3 z 3 “Ь  N  Z i  =  n i  Z 4 ’ ra2 z 2 =  n l  z l»  « 3  z 3 =  n 2 Z2* ( 2 1 )
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E lim in ie rt m an  ebenfalls die gleichen G lieder:

n2 z4 —  n, z, =  iV(z4 —  z,). (28)

A us den  A u sd rü ck en  (26) und  (28), u n d  zug le ich  e lim in ierend  JV, e rh ä lt  m a n :

1 \
4 -------— n i

Zi I
—  +  —  
*5 Z,

(29)

In  jed em  F a lle  m uß  zw ischen d e r E in g an g s-U m d reh u n g szah l n 4 u n d  d er 
des A usgangs n 4 ein  Z u sam m en h an g  g e fu n d en  w erden .

11* Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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E in  solcher S onderfa ll e n ts te h t, w enn n 5 = 
geb rem st. Die G le ichung  fü r  diesen F all la u te t :

z5 +  21 П1 *1

Z4 + Z5 n4 z 4

G eo rd n e t, und zugleich  b en ü tzen d  die A n g ab en

1 +  - ^  
/1, *!

1 +  — 
25

n 4 1 _|_ Í L  
Z4

1 +  —  
64

(30)

u n d  das E rg eb n is  s tim m t m it dem  vom  H e rs te lle r  angegebenen ü b ere in .

ANHANG

Mit Hilfe der Bilder I — X I sollen die Grundlagen der hier angegebenen M ethode — auf  
W unsch — angegeben werden.

Bild I gibt die Anordnung der G eschwindigkeitsvektoren an, woselbst im  Berührungs­
punkt der R äder-Punkt 0 — die resultierende G eschw indigkeit gleich 0 ist.

1. D ie Umdrehungen des Arm es und des Sonnenrades sind gleich 
Im  Bild II wird die Um drehungszahl des Arm es N  eingeführt:

(na — N )a  =  nb b.

Ist na s= JV. so dreht sich das Rad um Ihre eigene W elle nicht.
W ächst aber nach Bild III N  weiter, so wird die Drehrichtung des Rades b um gekehrt 

und nfj b +  na a =  N a .
2. D ie Drehrichtungen des Arm es und des Sonnenrades sind entgegengesetzt
Im  Falle B ild IY ist n  ̂b =  N a  +  na a. Der v ierte  Fall, wenn die beiden Räder die 

gleiche Richtung haben, g ibt für die Gleichung nicht N eues.
Für das Ilohlrad sind die Fälle vorgeführt, w elche in den Bildern II, III, IY bereits 

behandelt wurden.
Bild YIII gibt Dreirad-Getriebe an, woselbst die Fälle II und VI benützt worden sind. 
Bild IX  gibt hiezu ein m aßstäbliches V ektorbild.
Bild X  Dreirad-G etriebe, woselbst die Fälle III  und V benützt worden sind.
Bild X I gibt hiezu ein m aßstäbliches V ektorbild.

A N E W  M ETHOD FOR CALCULATIONS R E L A T E D  TO PL A N E T A R Y  G EA R S

A. BALOGH

SUM M ARY

Two m ethods are used for calculating the speed relations of planetary gears. One m ethod  
is that of S w a m p , using a very d ifficult method of tabu lated  data, the other one is the graphical 
m ethod of K u t z b a c h , w hich is ponderous and inaccurate, because im portant values o f  r. p . m. 
m ust be read off on the plan. According to literature newer m ethods have been tried, m ain ly  
recently, but these did not m eet w ith general acceptance. In the paper the speeds are dem on­
strated by vectors and their advantages are shown b y  several difficult exam ples. The m ethod  
of the author is known since about fifteen years and because of its sim plicity it is w idespread  
and well used, but w ithout reference to the author’s in itia tiv e . The author wishes to correct 
this state  of affairs.
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U N  N O U V E A U  PRO CÉDÉ D E  CALCUL R E L A T IF  A U X  ENG RENAG ES P L A N É T A IR E S

A. BALOGH

RÉSUM É

P our le calcul des rapports de v itesses des engrenages planétaires, on utilise hab itu elle ­
m e n t  d eu x  m éthodes. Celle de S w a m p  utilise des tab les num ériques d’un em ploi fort difficile, 
ta n d is  que l’autre, le procédé graphique de K u t z b a c h  e st  égalem ent difficile et peu précis, des 
n om b res de tours exacts devant être relevés sur les dessins. On a égalem ent ten té, su rtou t ces 
derniers tem ps, d’introduire quelques nouvelles m éth odes dont l ’emploi reste peu répandu. 
P our l ’étude des rapports de v itesses, l ’auteur u tilise  des vecteurs dém onstratifs, dont les 
a v a n ta g es sont présentés sur quelques exem ples d ifficiles. Cette m éthode connue depu is une 
qu inza in e  d’années est fort répandue et utilisée en raison  de sa sim plicité, m ais le rôle d ’in i­
t ia te u r  de l ’auteur n’étant généralem ent pas cité , l’article entend réparer cet oubli.

РАСЧЕТЫ ПЛАНЕТАРНЫХ КОЛЕС НОВЫМ МЕТОДОМ
А . Б А Л О Г

РЕЗЮМЕ

В области расчета режима скорости планетарных колес нашли широкое приме­
нение два метода. Одним из них является метод Свамп, в случае которого применяется 
очень трудный табличный метод, а вторым — графический метод Кутцбаха, который 
является затруднительным и неточным, т. к. с графика необходимо считать точные данные 
числа оборотов. В литературе, особенно в последнее время, были сделаны попытки вве­
дения новых методов, однако ни один из них не мог укорениться. В моей работе для 
анализа скоростных режимов, используя наглядные векторы и преимущества их демон­
стрируются мною в приложенной работе рядом трудных примеров. Предлагаемый мною 
метод известен почти полтора десятка лет и с тех пор вследствие его простоты нашел 
широкое распространение и применяется на практике, однако не ссылаясь на меня, как 
инициатора. Это положение желаю я изменить.

-icta Tochn. Hung. 49 (Í96'4J



VERSCHIEDENE METHODEN FUR DIE ANALYTISCHE 
UNTERSUCHUNG DER EINFACHSTEN PLANETEN­

RÄDERGETRIEBE

Z. T E R P L Á N

KAN D IDA T D ER  TE C H N ISC H E N  W ISSEN SCH A FTEN
L E H R S T U H L  FÜR M ASCH INENELEM EN TE AN D E R  T E C H N ISC H E N  U N IV ERSITÄ T FÜ R SC H W E R IN D U ST R IE ,

MISKOLC

[Eingegangen am  28. Mai 1963]

In der L iteratur, die sich m it P lanetenrädergetrieben beschäftigt, ist selten eine Studie  
zu  finden, die auf die Id en titä t der verschiedenen U ntersuchungsm ethoden hinw eist. In der 
vorliegenden Arbeit unternahm  der Verfasser die A ufgabe, m it Hilfe einer e inheitlichen  
Behandlung die analytischen  Untersuchungsverfahren darzustellen, die sich auf das gem ein ­
sam e Bauelem ent der kom plizierteren P lanetengetriebe, auf das einfachste epizyklische  
G etriebe beziehen. D ie K lassifikation nur kurz berührend werden die kinem atischen U n ter­
suchungen nach K u t z b a c h , W i l l i s , S w a m p  und P o p p i n g a  behandelt; es wird ferner a u f die 
U ntersuchungsm ethode des Ungarn B a l o g h  eingegangen. Im  zw eiten Teil der A rbeit fin d et  
m an die Besprechung der W irkungsgraduntersuchungen von  P o p p i n g a , S t r a u c h  und  
K o s c h e w n i k o w . E s werden ferner zusam m enfassende D iagram m e für W irkungsgradunter­
suchungen gezeigt, w obei Verfasser auch auf eigene M essungen hinweisen kann.

W elches k o m p liz ie rte  P la n e te n g e tr ie b e  a u c h  u n te rsu c h t w ird , z. B . d er 
D o p p e lan trieb , d as  D iffe ren tia lg etrieb e , oder d as  A usgleichsgetriebe (z u sa m ­
m enfassend  m it d e r gem einsam en B eze ichnung  ep izyklisches G etrieb e), k a n n  
es in  die in  dem  B ild  1 darg este llten  E in h e ite n  zerleg t w erden. Diese E in h e ite n  
u n te rsch e id en  sich  d a d u rc h  v o n e in an d er, d aß  das P lan e ten rad  N r. 3 m it 
e in e r äußeren  o d er in n e ren  V erzah n u n g  k ä m m t o d er m it beiden A rte n , e v e n ­
tu e ll  is t das P la n e te n ra d  g leichzeitig  G ru p p e n ra d , oder zwei Z a h n rä d e r  m it 
versch iedenen  Z äh n en zah len  w irken  zu sam m en  als P lan e ten räd e r.

D a die in n e re  V erzahnung  m it m eh r P ro b le m e n  v e rb u n d en  is t  als die 
ä u ß e re  V erzahnung , k an n  im  H inb lick  a u f  das B ild  1 schon durch  b lo ß e B e tra c h - 
tu n g  die einfachste Form  (B ild la )  gefunden  w erd en , bei der n u r e ine Z a h n ­
ra d v e rb in d u n g  b e s te h t u n d  auch  sie is t von  ä u ß e re r  V erzahnung u n d  b e s te h t  
aus den w en igsten  G liedern , n äm lich  aus d em  Sonnenrad  (dem  z e n tra le n  
R a d ), aus dem  P la n e te n ra d  (dem  ep izy k lisch en  R ad) und  dem  K urbelarm  
(S p an n arm , S teg).

U n te r  a n a ly tisc h e r U n te rsu ch u n g  v e rs te h e n  w ir im  Falle dieser M ech an is­
m en  die U n te rsu ch u n g en  des F re ih e itsg rad es , d e r K lassifik a tio n , d e r k in e m a ­
tisch en - und  d e r d ynam ischen  V erh ä ltn isse , d e r  L e istungsvorgänge , fe rn e r 
d e r  W irk u n g sg rad e .

Die in  B ild  1 d a rg este llten  ep izy k lisch en  G etriebe besitzen  a lle  zwei 
Freiheitsgrade (u n te r  W eglassung d e r e in g eh en d en  U n te rsu ch u n g  w ird  n u r  
a u f  das S c h rif ttu m  [1, 2] verw iesen); sie k ö n n e n  d a h e r als A usg le ichge triebe, 
a ls  D o p p e lan trieb  b e trieb en  w erden , fe rn e r als P lan e ten g e trieb e , w en n  das
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438 Z. TERPLÁN

S o n n e n ra d  stillgelegt w ird , au ß e rd em  als e in fach es Z ah n rad g e trieb e , w en n  m a n  
d en  K u rb e la rm  fe s th ä lt.

V om  S ta n d p u n k t d e r K lassifik a tio n  k ö n n e n  zw ar die in  B ild  1 gezeig ten  
e p iz y k lisc h e n  A n triebe  in  zwei versch iedene  K lassen  geteilt w erd en  [1— 3 ], 
d o ch  e rsch w ert d ieser U m s ta n d  im  F alle  d e r  ep izyklischen  G e trieb e  k e in es­
w egs d ie  ana ly tische  U n te rsu c h u n g , wie das be i d er A nalyse der eb en en  G elenk­
m ec h a n ism e n  der F a ll is t  [1, 2].

T
3

к

У7Р7Л
Y ///Á

W 771

2

3

к

Y ///X Y //A

w n Г77Л

V ///X

й7ТЛ

3

Y //A

3 '
2

4LL y / у а

3 3 ' 3

___ Y //A  Y/ /Л

3 ‘

__  Y/A4
k~ к

1 к
V/A 7 —  V/.'Л  VTA

L ©

I-----  У7ТЛ WTX

©  J
1—  W Z\

О

Bild 1. Skizzen von  Einheiten der epizyklischen Getriebe 
a )  E in g r iff von nur A ußenverzahnung; b)  E ingriff v o n  nur Innenverzahnung; c)  dop pelter  
Z ahneingriff bei dem Planetenrad; d)  P laneten-G ruppenrad, beide Eingriffe m it A u ßenver­
zahnung; e)  Planeten-G ruppenrad, nur m it Innenverzahnung; f )  P laneten-G ruppenrad, 

E ingriff m it äußerer und innerer Verzahnung

I n  den  w eiteren  A u sfü h ru n g en  w erden  d ie k en n ze ich n en d sten  U n te r ­
su ch u n g sm e th o d e n , die im  in te rn a tio n a le n  S c h r if t tu m  zu finden  s in d , be i d en  
e in fa c h s te n , im  B ild  1 d a rg e s te llte n  ep izy k lisch en  G etrieb en  a n g e w a n d t. 
E s e rsc h e in t an g eb rach t, w en n  gleich d a ra u f  hingew iesen w ird , d a ß  d ieser 
A n tr ie b , be i u n v e rä n d e rten  A bm essungen , a u f  in sg esam t 12 A rte n  b e tr ie b e n  
w e rd e n  k a n n , in  A b h ä n g ig k e it davon , w elches G lied (oder w elche G lieder) 
t r e ib e n d  u n d  welches G lied  o d er G lieder g e tr ie b e n  bzw. als ru h e n d  v e rw e n d e t 
w e rd e n  (Tabelle I).

W e n n  m an von d en  F o rm e ln  der T abelle  I  zu e rs t absieh t u n d  die A bm es­
su n g e n  d e r beiden Z a h n rä d e r  als u n v e rä n d e rt a n n im m t, dann  k a n n  d e r B ere ich  
d e r e rw ä h n te n  12 G e tr ie b e a rte n  noch  d u rch  eine  w eitere  B ed ingung  e in g een g t 
w e rd e n : d aß  näm lich  eine besch leun igende Ü b e rse tzu n g  selten  v e rk o m m t^  
u n d  es w äre  schw erfällig , be i der p ra k tisc h e n  A u sfü h ru n g  P la n e te n rä d e r  alg
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tre ib e n d e s  Glied zu verw enden . D ad u rch  k a n n  b e re its  ausgesag t w erden , d aß  
in  d e r P rax is eher die R eihen 1, 3, 7, 10 u n d  11 V orkom m en (m it der Z äh n ezah l­
bezeichnung  z3 >  Zx).

Die m eisten  A rtik e l oder B ü ch er d i r  F a c h li te ra tu r  u n te rsu ch en  g e tre n n t 
die G eschw indigkcits- bzw. W in k e lg esch w in d ig k e itsv erh ä ltn isse  (m it dem  
Sam m elnam en  die kinem atischen Verhältnisse) .  D as is t u n rich tig , denn  n u r  im

Tabelle Ï

A rt
G lie d e r  mit. 

d e m  S tä n d  r 
v e r b ü n d .il

T reib en d G etr ieb en F o rm el Nr.

Zahnradantrieb к
l 3 l 31 =  u 1 3 í
3 l *18 =  VU13 2

1 к 3 *з к  =  1 u i3 3

Planetengetriebe
3 к 4<з ~  1/(1 м1з) 4

к 1 *1 к  =  1 — 1/U23 5
ï к i k l  -  1 / ( 1  -  l / u l:i) 6

1  und к 3 to3 =  ( l — и 1 2 ) о > к 4 и 13ы 1 7

1 und 3 к 0)k = 8
Doppelantrieb (io3 — -  u13)

3 und к 1 CÜl = 9
[io3 -  (1 Ui3)cufc]/u13

Differential- oder — ï к und 3 Identisch m it 9 1 0

Ausgleich- — к 1 und 3 Identisch m it 8 1 1

getriebe 3 1 und к Identisch m it 7 1 2

Z u sam m en h an g  m it  d e r d ynam ischen  U n te rsu c h u n g  k a n n  m an  m it B e s tim m t­
h e it  ü b e r das e ine o d er andere G lied aussagen , d aß  es tre ib e n d  oder an g e ­
tr ie b e n  ist.

Aus der R e ih e  der U n te rsu ch u n g sm eth o d en  is t  als ü b e rs ich tlich s tes  
V erfah ren  das in  d em  deutschen  S c h rif ttu m  angegebene k o n s tru k tiv e  V erfah ren  
n a c h  K u t z b a c h  [ 4 ]  anzusp rechen . D as im  B ild  2  e rn e u t d arg este llte  e in fachste  
ep izyklische G e trieb e  h a t  zwei F re ih e itsg rad e , d . h . zwei G liedern k an n  m an 
eine W inkelgeschw ind igkeit e rte ilen  (Tabelle I ,  R eihe  7). W enn  jed o ch  d e r 
G le ichgew ich tszustand  des K räftesp ie ls  bzw . d e r M om ente b e rü ck sich tig t 
w ird  und  m an b e tra c h te t  den  g le ich g erich te ten  K ra ft-G esch w in d ig k e its­
au sd ru c k  als K en n ze ich en  der tre ib en d en  A n o rd n u n g , das P ro d u k t von e n t ­
gegengesetz tem  S in n  dagegen als ge trieb en en  T eil, d a n n  s ieh t m an so fo rt,
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d a ß  щ  von  en tg eg en g ese tz tem  Sinn sein m uß  als iok, w obei u>3 m it w k n u r 
d en g le ich en  Sinn h aben  k an n .

W enn  h ie rau f n ich t g e a c h te t u n d  n u r  eine k inem atische  U n te rsu c h u n g  
d u rc h g e fü h r t  w ird , w ürde  m a n  bei d er A u ftrag u n g  des G eschw ind igkeitsp lanes 
zu  e in e r  V orstellung  m it m eh re ren  F re ih e itsg rad en  kom m en, w obei de ra rtig e  
V e rh ä ltn is se  in  W irk lich k e it jed o ch  n ic h t a u f tre te n  kö n n en . Die B e tr ie b sa r t, 
d a s  k in em atisch e  u n d  dynam isch e  B ild  s teh en  also in  engem  Z u sam m en h an g  
m ite in a n d e r .

B eim  A ufzeichnen d er K rä f te  g en ü g t die A ngabe der U m fan g sk rä fte ; 
d ie  in  ra d ia le r  R ich tu n g  w irk en d en  K o m p o n en ten  b e lasten  led ig lich  die L ager.

Bild 2. Skizze des einfachsten epizyklischen Getriebes 
a )  a u f das Planetenrad wirkende K räfte: F k3=  — F 13 und die M omente: M ,  und M k Antrieb  
m om en te, ferner M 3 Lastm om ent; b)  G eschwindigkeitsplan: v A U m fangsgeschw indigkeit des 

Zahneingriffes, vc  U m fangsgeschw indigkeit am  Zapfenm ittelpunkt des P lanetenrades

D as B ild 2 lö st d a h e r das P ro b lem  der R eihe 7 in  d er T abe lle  I . D er 
K u tz b a c h sc h e , sog. G eschw indigkeitsplan  (B ild  2b) k an n  schnell au fg e trag en  
w e rd e n . D ie W inkelgeschw ind igkeit des P lan e ten rad es  k a n n  m an  in  d er W eise 
e r m it te ln ,  daß m an die b e k a n n te n  U m fangsgeschw ind igkeiten  (da es sich  um  
tre ib e n d e  G lieder h a n d e lt)  d e r b e id en  k äm m en d en  P u n k te  des P la n e te n ra d e s  
a u f t r ä g t .  D ie G erade, die die E n d p u n k te  der G esch w in d ig k e itsv ek to ren  v e r­
b in d e t ,  is t  einerseits d er geom etrische  O rt d er U m fangsgeschw ind igke iten , 
d ie  zu  je d e m  beliebigen P u n k t  des P la n e te n ra d e s  gehören , a n d e re rse its  is t  die 
T a n g e n te  des N eigungsw inkels a 3 von  d er G eraden  3 gleich der W in k e lg esch w in ­
d ig k e it  (&>3 =  ta n  a 3). N och  e in fach er is t  zu überb licken , daß  co1 =  ta n  a x u n d  
w k =  t a n  ak is t.

D e r  G eschw ind igkeitsp lan  e ig n e t sich  ab e r auch  dazu , d aß  m a n  m it seiner 
H ilfe  d ie  zw ischen den  W in k e lg esch w in d ig k e iten  u n d  der geo m etrisch en  Ü b e r­
s e tz u n g  bestehenden  Z u sam m en h än g e  a b le ite t. D ie folgenden A usd rü ck e  k ö n n en  
n ä m lic h  angeschrieben  w erd en :

A c ta  T echn . H ung . 49 (1964)
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<1. h.

fe rn e r

<1. h.

w oraus

und

_  _  ri<°i

vc (ri  +  гз) шк

vA +  vc =  r 3 w 3,

Bild 3. Skizze des einfachsten P lanetengetriebes 
a)  K räfteplan; b) G eschwindigkeitsplan

VA  _|_ y  _____________ r l  Ш1_______ j_ 1 _ _  г 3 ш 3

vc (ri +  r3)cok ( r 1 +  r 3 ) < u fc ’

r 3 « 3  =  ( r t  +  r 3)  COfc —  Tj CÜJ

rl  +  r23 11
(Du —  — —  (O 1 *

( 1 )

( 2 )

(3)

(4)

( 5 )

oder n ach  E in fü h ru n g  d e r geom etrischen  Ü b e rse tzu n g  u13 =  — r j r 3 (die 
wegen d er Y o rze ichcnänderung  des E ingriffes d e r  A u ß en v erzah n u n g  n e g a tiv  
ausfä llt):

co3 *= (1 —  it13) w k +  u 13 œ v  (6)

Als P lan e ten g e trieb e  v e rw en d e t (coj =  0) e rh ä lt  m an  die R eihe 3 der 
Tabelle I ,  d. h.

o>3 =  (1 —  U13) w k> (7)

w obei dieses w3 schon s icherlich  einen an d eren  W e rt b e s itz t wie das in  der 
G leichung (6). D ieselbe B eziehung  e rh ä lt m an , w enn  m an die Skizze n ach  
Bild 3 a n fe rtig t. In  diesem  F a ll w ird  näm lich

vc  =  (G +  r3) ы к =  r3 w 3, (8)
w oraus

(03 =  r ; . +  r» .Wk =  (1 — u 13) cok , (9)
гз
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d . h .
(Do

l 3k  —  =  1 M13 ’ (Ю)0)k

m a n  e rh ä lt  also denselben  W e rt, w ie in  (7) u n d  g leichzeitig  is t es gelungen , eine 
e in d e u tig e  B eziehung zw ischen  der k in em a tisch en  Ü b erse tzu n g  i 3k u n d  d er 
g eo m etrisch en  Ü b erse tzu n g  u13 zu  schaffen .

N ach  der K u tz b a c h sc h e n  M ethode w u rd en  die F o rm eln  d e r T abelle  Г 
e r re c h n e t. Die F o rm eln  d e r  le tz te n  drei R e ih en  w urden  n ic h t a n g e fü h rt, da 
sie au s  den  R eihen 7— 9 abzu lesen  sind . Z. B . e rh ä lt m an  die R eihe  12 aus 
R e ih e  7 dadurch , d aß  m an  d as  Spiegelb ild  der K rä f te  aus dem  B ild  2a n im m t, 
w obei d an n  aus dem  P la n e te n ra d  N r. 3 ein  tre ib en d es  G lied w ird , aus den 
R ä d e rn  m it der B eze ich n u n g  1 u n d  к  w erden  dagegen g e trieb en e  G lieder. 
G le ichze itig  b le ib t d e r G eschw in d ig k e itsp lan  u n v e rä n d e rt, die F o rm el aus der
7. R e ih e  b eh ä lt auch  ih re  G ü ltig k e it fü r  die R eihe  12.

D ie K u tzb ach sch e  M ethode  w ird  in  v ie len  F ach b ü ch e rn  u n d  A ufsä tzen  
v e rw e n d e t. So z. B . au ch  in  dem  B u ch  von  R u d j e n k o  [ 5 ]  w erden  die F o rm eln  
n a c h  d ieser M ethode e n tw ic k e lt, led ig lich  m it anderen  B eze ichnungen . In  
d ie sem  W erk  w ürde m an  also  die F o rm el der R eihe  3 in  der T abe lle  I  in  fol­
g e n d e r  F o rm  finden :

л
l k3 CO„

D +  r3

r 3

=  1 — 13 • ( 1 1 )

O biger A usd ruck  s t im m t vo llkom m en  m it den  G leichungen  (7) oder (10) 
ü b e re in . R ich tiger is t je d o c h  an ste lle  d er V erw endung  von  i33 die E in fü h ru n g  
d e r geom etrischen  Ü b e rse tz u n g  u, d a m it d er L eser in  der Lage sei, die k in e m a ti­
sch e  Ü b erse tzu n g  so fo rt v o n  d er geom etrischen  u n te rsch e id en  zu k ö n n en .

D ie A nw endung d er K u tz b a c h sc h e n  M ethode f in d e t m an  im  u n g arisch en  
F a c h sc h r if t tu m  [2] u n d  [6 ].

N ach  dem  V erfah ren  von  W i l l i s  g ilt fü r  das im  B ild 2  d arg es te llte  
ep izy k lisch e  G etriebe

( 12)

die sog . W illis’sche G ru n d fo rm el, die das V e rh ä ltn is  der W inkelgeschw ind ig ­
k e ite n  zum  K u rb e la rm  zu m  A u sd ru ck  b r in g t;  au s  dieser G ru n d fo rm cl k ann  
d ie  k in em a tisch e  Ü b e rse tz u n g  eines belieb igen  G e trieb e ty p s  a b g e le ite t w erd en . 

a )  In  der R eihe 1 d e r T abelle  I , w enn also со* =  0 is t, e rg ib t sich:

1 f l  ь  ?  —  ^  .
w 3

—  *13 —  T  
l 31

U  '  *31 - -  . 5
*0

(13)
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b) in  der R eihe 3 d e r T ab e lle  I ,  w enn ш1 =  0 is t, w ird:

; _  -  Шк
ft)3 — cok

d. h. I0ß)3 — iacok =  — (ok , (14)

*0 1 1 1 . (15)l 3 k  ~~
ш к

. 1 . 9 
l0 *0

c) in  der R eihe 7 d er T abe lle  I :

d. h . i0 a>3 — i0 cok =  ojy — w k , (16)
OJ3 — (Ok

w oraus

/ l _ _ M  t  +  - L ^ , .  (17)
l0 l l0 / h

W enn m an diese F o rm e ln  d er R eihe n ach  m it den F o rm eln  au s den  
e n tsp rech en d en  R eihen  d e r T abelle  I v e rg le ich t, dann  sieh t m an , d a ß  die sog. 
G ru n d fo rm el nach  W il l is  n ic h ts  anderes d a rs te llt  als den rez ip ro k en  W e rt 
d e r geom etrischen  Ü b e rse tz u n g  u13, d. h.

(18)
13

D ie M ethode n a c h  S w am p  [4] fa ß t  die Teile der B ew egungen z u sam m en . 
Sie s e tz t also vo rau s, d aß  d er G esch w ind igke itsp lan  des B ildes 2a d u rc h  die 
S u p erp o sitio n  von  zwei ken n ze ich n en d en  B ew egungen z u s ta n d e k a m , u n d  
zw ar aus der w ellenkupplungartigen  B ew egung des ep izyklischen  G e trieb es  
(w obei jedes bew egliche G lied eine D reh u n g  m it wk a u sfü h rt) , fe rn e r  au s  d er 
B ew egung eines e in fachen  Z ah n rad g e tr ieb es  (m it einem  b e s tim m te n  K u rb e l­
a rm , d . h . das S ystem  e rh ä lt  eine W inkelgeschw ind igkeit von — cok). Z u r 
E r lä u te ru n g  d ienen  nachfo lgende B eispiele.

F ü r  die 3. R eihe d er T abelle  I  k a n n  die T abelle  I I  an g e fe rtig t w e rd en .

Tabelle II

ш,/ш4 <a,/at at/ciit A r t d er B e w e g u n g

1. B ew e g u n g .......................... + 1 +  1 +  1 W ellcnkupplungartige
vollkommene Um drehung

2. B ew e g u n g .......................... — 1 +  —  
r 3

0
Bewegung eines einfachen  

Zahnradgetriebes

Zusammenfassend .............. 0 1 + ^
'3

+ 1

A cta  Techn. H u n g . 4 9  (1 9 6 4 )
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D as E rgebn is i s t  also

«■> , , г,
l 3k  —  —  '  —  1 u13 • (19)

F ü r den F a ll d e r  R e ihe  7 aus der T ab e lle  I  k a n n  die folgende T abelle  I I I  
au fg este llt w erden:

Tabelle III

0)y ©8 0)* A rt der Bewegung

1. B ew egung. . . . +  шк + тк W ellenkupplungartige
vollkom m ene U m drehung

2. B ew egung. . . . coj -  mk —К  -  щ )  ~
г3

0
Bewegung eines einfachen 

Z ahnradgetriebes

Z usam m en­
fassend +  » i +  +  (юк — œl) ~  

гз
+<»к

N eben den W in k e lg esch w in d ig k e iten  u>1 u n d  ojk is t also

ы з =  w k +  —  « г ) —  =  ( !  —  u 13) c o k +  u 1 3 t u i ,  ( 2 0 )
гз

u n d  d ieser W ert s t im m t w ieder m it den  G le ich u n g en  (6) u n d  (17) ü b ere in .
A u f die A n w en d u n g  d e r  Sw am p’schen  M eth o d e  in  U ngarn  w ird  im  S c h rif t­

tu m  [7] hingew iesen.
M it einer a n d e re n  M ethode a rb e ite t P o p p in g a  [8]. D er G eschw ind igkeits­

p la n  des e in fachsten  ep izyk lischen  G etriebes k a n n  n ach  dem  B ild  4 e rg än z t 
w erd en .

W enn  die G e rad en  к  u n d  3 des B ildes 4 a  v e r lä n g e r t  w erden, d an n  s tim m t 
die m it I  bezeichnete  sog. re la tiv e  U m fangsgeschw ind igke it des P la n e ten rad es  
im  P u n k te  A  im  a b so lu te n  W e rt gerade m it d e r m it  I I  gekennzeichneten  re la ti­
v e n  U m fan g sg esch w in d ig k e it des P u n k te s  В  ü b e re in . V on dieser G le ichheit 
au sg eh en d  k ann  fo lgende  B eziehung au fg es te llt w erd en :

I  =  — rx +  rk ojk =  r3 w3 —  r3 w k =  I I ,  (19a)

w o rau s dan n , au ch  n a c h  d ieser M ethode:

w3 =  - - - -  - - -  cok — —  co1 =  (1 — u 13) œk +  un w l . (20a)

Die 3. Reihe d e r  T ab e lle  I is t e in facher. In  diesem  Fall w ird  n a c h  dem
B ild  5

I  —  U a>k =  r3 <w3 r3 Mk I I , (21)

A c ta  Techn. H ung. 49 (1 9 6 4 )



ANALYTISCHE UNTERSUCHUNG DER EINFACHSTEN PLANETENRÄDER-GETRIEBE 445

d. h.

43 ' ( 22)

Die A nw endung  des V erfahrens von  P o ppin g a  im  ungarischen  S c h r if ttu m  
w ird  u n te r  [9] an g eg eb en .

к

B i l d  4 .  G esch w in d ig k eitsp lan  n ach  P o ppin g a  fü r  d a s  e in fach s te  epizyklische G e tr ie b e

B i l d  5 .  G esch w in d ig k eitsp lan  nach  P o ppin g a  fü r  d a s  e in fach ste  P lan e ten g etrieb e

E in  neues V e rfa h re n  w urde in U ngarn  v o n  B alogh in  seinen A u fsä tz e n  
e in g efü h rt [10, 11], d as  v o n  diesem  V erfasser h a u p tsä c h lic h  bei k o m p liz ie rte ren  
P lan e ten g e trieb en  m it  E rfo lg  angew endet w ird . Seine D arste llung  k an n  je d o c h  
in  e in fachen  F ä llen  A n laß  zu  M iß v erstän d n issen  geben. D er G ru n d g ed an k e  
dieses V erfahrens w u rd e  d ah e r aus der A rb e it v o n  Szőke [12] ü b e rn o m m en  
u n d  m it den  b e re its  h ie r  besprochenen  M ethoden  in  E in k lan g  g eb rach t.

D as B ild  6 ze ig t w ieder das e in fachste  ep izyk lische G etriebe in  V o r­
d e ran sich t. Die augen b lick lich e  G eschw indigkeit des P lan e ten rad es im  P u n k te  
P , im  e rs ten  A ugen b lick  des A brollens, e rg ib t sich  im  B ild  aus der A u ftra g u n g . 
D er M om entanpo l d e r  resu ltie ren d en  G eschw ind igkeit lieg t im  P u n k t A ;  die 
G eschw indigkeit in  d iesem  P u n k t is t also N u ll, in  d ieser W eise b e s te h t  im  
P u n k t A  ein  G eschw indigkeitsg leichgew icht.

—  U  ft>i =  r 3 c o 3 . ( 2 3 )

Es m uß  b e a c h te t w e rd en , d aß  in bezug a u f  d ie  W inkelgeschw ind igkeit d e r 
U hrzeigersinn  als p o s it iv  angesehen w urde. U n te r  B each tu n g  dieses P r in z ip s  
k a n n  w ieder der F a ll d e r  R eihe 7 aus d er T abe lle  I  a u fg eb au t w erden. A us dem

Acta  Techn. H ung . 49 (1 9 6 4 )
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G leichgew ich t der U m fan g sgeschw ind igke iten  im  P u n k t A ,  in  B ild  7c, folgt 
(d as  n e g a tiv e  V orzeichen e n ts te h t w egen des S innes von w1 —  a>k, en tg eg en ­
g e se tz t  d er U hrzeigerbew egung), daß

—  r i (Mi  —  w k) =  r 3 ( w 3 —  ftjfc), ( 2 4 )

B ild  6. G eschwindigkeitszustand eines beliebigen Punktes P  am P lanetenrad

Acta Techn. Hung. 49 (1964)

B ild  7. D as einfachste epizyklische Getriebe
a )  W inkelgeschw indigkeiten; b) und c) G eschwindigkeitspläne; d)  Um fangsgeschw indigkeit

im Punkte A  nach B alogh

I n  einem  e in facheren  F a ll, d er R eihe  3 d er Tabelle I  e n tsp re c h e n d , nach  
d e m  B ild  8, is t
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N ach  den k in em atisch en  u n d  dy n am isch en  U n te rsu ch u n g en  k ö nnen  die 
L e is tu n g en  fü r jed e  belieb ige Lage e rrech n e t w erden . In  d ieser S tu d ie  w ird  
jedoch  d a ra u f  h ingew iesen , d aß  die zu g efü h rte  L e is tu n g  innerhall) des e p i­
zyk lischen  G etriebes in  die W ellenkupp lung- u n d  in die Z ah n ra d le is tu n g  
ze rfä llt. Die se U n te rsch e id u n g  is t wegen der Z ah n rad d im en sio n ie ru n g , fe rn e r 
w egen d er W irk u n g sg rad u n te rsu ch u n g  von B ed eu tu n g .

A nstelle  der D u rch fü h ru n g  e iner e ingehenden  U n te rsu ch u n g  ü b e r  eien 
L e istungsverlau f w ird  a u f  eine an d ere  A rbeit verw iesen  [13] u n d  d a fü r die v e r­
sch iedenen  V erfahren  d e r W irkungsgrad-U ntersuchung  zu sam m en g efaß t.

B ild  8. Das einfachste Planetengetriebe
a) und b) G eschwindigkeitspläne; c) Um fangsgeschw indigkeiten am Punkte A nach B a l o g h

P o ppin g a  fü h rte  zw ar in  seinem  B uch [8 ] fü r den e in fachsten  F a ll den 
W irk u n g sg rad  n ich t e in , sein V erfah ren  k an n  jed o ch  a u f  jedes beliebige e p i­
zyk lische  G etriebe a u sg ed eh n t w erden . An d ieser Stelle soll die U n te rsu c h u n g  
jed o ch  a u f  das P lanè te  n g e trieb e  b esch rän k t b le iben .

W enn  ft)j =  0 is t , d a n n  besteh en  folgende B eziehungen

pr =  pb -  Pi, =  ph (1 -  Vb) =  Fk3 (r i +  r3) wk (1 -  t]„ ), (29)
Pb

w obei rjb den gesu ch ten  W irk u n g sg rad  des P lan e ten g e trieb es , Р/, d ie N u tz ­
le is tu n g , P b die zu g e fü h rte  L e is tu n g  und  P den  L e is tu n g sv erslu st b e d e u te n . 
B eim  A nschreiben  d er G leichungen  w urde v o rau sg ese tz t, daß  die L e is tu n g  
v o m  K u rb e la rm  au sg eh en d  in  R ic h tu n g  des P la n e ten rad es  sch re ite t.

W enn  m an in  d iesem  P lan e ten g e tr ieb e  den  A rm  (со* =  0) fe s tleg t, d an n  
a rb e ite t  das G etriebe in  der A rt eines e in fachen  Z a h n ra d a n tr ieb e s , bei dem  
(oj[ — I —со* I) folgendes g ilt;

V ,= _3_
P f +

PV =  PJ  ——  =  F13 r, (Ob 1----- Vi- (30)
nf  V/

H ierb e i is t P f  die N u tz le is tu n g  des Z ah n rad g e trieb es , P v d ieselbe V e rlu s t­
le is tu n g , die in (29) v o rk a m . Im  R ah m en  dieser P la n e te n g e tr ie b e -U n te rsu c h u n ­
gen s ieh t m an näm lich  von  den L ag erv e rlu sten  ab  und  m an re c h n e t led ig lich  
m it dem  R e ib u n g sv erlu st des Z ahneingriffi s. F ü r  den L e is tu n g sv e rlu s t des

12 A d a  Ted in. Hung. 49 (1964)
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Z a h n ra d e s  is t es je d o c h  gleichgültig , w ie sich  k in em a tisch  die B ew egung  d e r 
zwei Z ah n räd e r z u e in a n d e r  ve rh ä lt.

In  der B ez ieh u n g  n a c h  Gl. (30) k o m m t ü b rigens die Zahnradleistung  
P f  =  F 13 rj (O/t v o r, die m a n  m eistens a u f  die zu g efü h rte  L e is tu n g  P b — 
=  F k g (rx ''з) со/c b ezogen  auszudrücken  p fle g t:

Pf _  F r 3 r l  Ш к  _ _  r l  _  M13 _  M13

Ph F k3 (rj +  r3) cok rx 4- r3 1 — u 13 u 13 — 1

N ach  Z u sam m en z ieh u n g  der G leichungen  (29)— (31) e rh ä lt m an

w o rau s dann

1 —  Vb  =  -
r l 1 - V j u 13

r i  +  r 3 Vf 1 —  Uj

^ 6 = 1  +
1 -  T)f 'L s

Vf 1  u 13

1 ~ V f  

Vj
(32)

(33)

In  der u n g a risch en  F a c h lite ra tu r  f in d e t  m an , d aß  V ö r ö s  [ 9 ]  den  W ir­
k u n g sg ra d  des P la n e te n g e tr ie b es  a u f  dem  W ege d er gesonderten  B erech n u n g  
des L e is tu n g sv erlu s tes  ab le ite te .

Im  B uch von  S t r a u c h  [14] f in d e t m an  eine an d ere  A rt der B erech n u n g ; 
au c h  w urde  von  ih m  fü r  den  e in fachsten  F a ll eine W irk u n g sg ra d e rm ittlu n g  
gegeben .

W en n  wk =  0, d a n n  is t

Vf
Pf 1

Pf + Pv 1 +  (PJPf)
W enn col =  0, d a n n  w ird

P  P
+  i r = 1 ; i r  =

V f

Vf

Vb =
7 Ph + Pv 1 + (PJPh)

1 - f  -5 _  3 -  =  1 4_ Ä Pf
P  Pr fVb ■* ft

d . h . u n te r  B e rü ck sich tig u n g  der Gl. (31)

Pf P>, Vb

V b =  1
p, Л

P f P b

1 1 —  Vf

Vf

( 3 4 )

(35)

(36)

(37)

In  den so w je tischen  F ach b ü ch e rn  (z. B . bei K o sc h e w n ik o w  [1]) f in d e t 
m a n  eine andere M ethode . N ach  dem  B ild  2a w irk en  a u f  das P la n e te n ra d  drei 
ä u ß e re  L astm o m en te , d ie m ite in an d e r im  G leichgew ich t steh en :

Afi 4~ M 3 +  M k — 0. ( 3 8 )

A c ta  Techn. H ung . 49 (1964)
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W enn d er K u rb c la rm  к  das P la n e te n ra d  3 a n tre ib t ,  so la u te t  die Gleich- 
g ew ich tsbed ingung  d e r L e is tu n g en  fo lgenderm aßen :

M k w k rjb +  M , a>3 =  0. (39)

W enn dagegen  d er K u rb e la rm  к ru h t, d a n n  k a n n  fü r den  einfachen 
Z a h n ra d a n tr ieb  fo lgende B ed ingung  fü r das L e istungsg le ichgew ich t ange­
schrieben  w erden:

M , w\ rjj -f- М я io3 =  0 . (40)

O rdnet m an  die Gl. (39) u n d  (40), so is t

M k =  - ^ ~  - - -  M 3 ; hzw. - M j  =
Vb

—  M 3 ,
V f

u n d  e rn eu t in Gl. (38) e in g ese tz t:

M 3 ü _ L M i + ^
ы к rjb (ü[

—  M 3 ,
V f

(41)

(42)

У <V

Itild 9. Änderung des im  B ild la  dargestellten einfachsten epizyklischen Getriebes iak = / ( u l3)r 
wenn als Planetengelriebe betrieben (dicke ausgezogene Gerade, Reihe 3 der T abelle I); als 
Doppelantrieb  (dünne, ausgezogene Geraden, Reihe 7 der T abelle I); endlich als einfaches Zahn­

radgetriebe m it i31 = / ( u , 3), dargestellt durch gestrichelte Linie (R eihe 1 der Tabelle I)

12* A cta  Techn. H u n g . 49 (1964J.
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d iese  F o rm el kann  au ch  a u sg e d rü c k t w erden d u rch :

1  =  h k  I“  ü i  =  ( 1  » 1 3 ) ------- 1" Mi 3 ------- ---
Vh Vf Vb Vf

H ie ra u s  w ird

1 _  1  —  ( » i s h f )  _  j  _j_ »13 —  (»13 IVf)  _  j _____» i s  (1  —  Vf)IVf

Vb 1 » i3 1 » 1 3  1 — m13

(43)

(44)

B i ld  10.  Darstellung von Pf/Pfj —f ( u x9) für das im Bild la  sichtbare einfachste P lanetengetriebe, 
entsprechender Bezeichnung (31), w obei P f  die Zahnradleistung und Pk die L eistung an der

W ellenkuplung ist

B i ld  11. a )  Änderung von r)b — f ( u {3) im  Falle rjf =  0,9; b)  Änderung von Щ =  f(rjf)  bei 
ït, 3  =  —1? für den Fall des einfachsten P lanetengetriebes

d .  h .

Vb ~ l  + ^ - ^ — . . (45)
Vf 1 »i3

V erfasser v erw en d ete  b ish e r in  der u n g a risch en  F a c h l i te ra tu r  diese 
M e th o d e  [2]. N eben v e rsc h ie d e n en  th e o re tisc h e n  U n te rsu ch u n g sm e th o d en  
f in d e t  m a n  wenig V erö ffen tlich u n g en  ü b e r W irk u n g sg rad m essu n g en . A us diesem

A c ta  T e c h n . H ung. 49 (1964)
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G ru n d  w ird  a u f  das en tsp rech en d e  S c h rif ttu m  [15— 17] hingew iesen, in  dem  
ü b er W irk u n g sg rad m essu n g en  des V erfassers u n d  seiner M ita rb e ite r  am  
P la n e te n g e tr ie b e , au sg eb ild e t du rch  R e ih e n sc h a ltu n g  der im Bild lc  s ic h tb a re n  
P la n e te n g e tr ie b e -E le m e n te , b e rich te t w ird .

E in  an d eres  V e rfah ren  w urde g leichfalls v o m  V erfasser u n d  e inem  se iner 
M ita rb e ite r [13] a u sg e a rb e ite t, das s e lb s tv e rs tä n d lic h  dasselbe E n d e rg eb n is  
aufw eist.

Es is t zu erseh en , d aß  jedes U n te rsu c h u n g sv e rfah re n , jew eils e in en  a n d e ­
ren  W eg b e sc h re ite n d , zum  selben E n d e rg e b n is  fü h r t;  diese gem einsam en  
E ndergebn isse  w erden  in  d er vorliegenden  A rb e it in  F o rm  einiger D iag ram m e 
zu sam m en g efaß t (B ild  9— 11). Diese V e rfa h ren  sind  n a tu rg em äß  au ch  a u f  
die üb rigen , im  B ild  1 da rg este llten  ep izy k lisch en  A rten  an w en d b ar.

Die v o rliegende  S tu d ie  w eist n ach , d a ß  die versch iedenen  V erfah ren  
sich h öchstens d u rc h  ih ren  A u sg an g sp u n k t o d e r d u rch  ihre B eze ich n u n g en  
u n te rsch e id en , e v tl, n ic h t d u rch  d ieselbe F u n k tio n  das E n d e rg eb n is  zum  
A usdruck  b rin g e n , das jed o ch  id en tisch  w ird , w enn  m an die gleichen B egriffe 
b e n ü tz t.
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D IF F E R E N T  M ETHO DS OF A N A L Y T IC  EXAM INATION  
OF T H E  MOST SIM PLE E PIC Y C L O ID A L  DRIVE

Z. T E R PL Â N

SUM M ARY

In  th e  literature dealing w ith  epicycloidal drives one m eets seldom w ith papers which  
w o u ld  bring into evidence th e  id en tity  of the different m ethods of analysis. In  th e  present 
paper th e  author undertakes to  present in unified form  th e  analytic m ethods dealing w ith  the  
com m on  elem ent of the m ore com plicated  epicyclo idal drives, the simple ep icyclo idal drive. 
A fter  m entioning only briefly  th e  classification, he deals w ith  the methods of k in em atic  ex a ­
m in a tio n  of K u t z b a c h , W i l l i s , S w a m p  and P o p p i n g a  and especially w ith the m eth od  due to  
th e  H ungarian R a l o g h . In th e  second part of the paper the author deals w ith  the m ethods of 
e ffic ie n c y  analysis of P o p p i n g a , S t r a u c h  and K o z h e v n i k o v . The paper contains also synoptic  
diagram s for the exam ination of efficiency, contain ing references to the author’s ow n m eas­
urem en ts.

D IFF É R E N T E S M ÉTH O D ES P O U R  L ’E X A M E N  AN ALYTIQ U E  
D E S TRAINS D ’E N G R E N A G E S É P IC Y C L O ÏD A U X  LES PLUS SIM PLES

Z. T E R PL Â N

RÉSUM É

La littérature consacrée au x  trains d’engrenages planétaires ne comprend que très peu  
d ’étu d es m ontrant l ’identité des différentes m éth odes d ’analyse. L’auteur s’est proposé de 
présenter l ’ensemble des m éthodes analytiques d’ex a m en  des trains d’engrenages ép icyclo ïdaux  
les p lus sim ples, qui constituent l ’élém ent com m un au x  trains épicycloïdaux plus com pliqués. 
A près un  bref rappel de la classification , il tra ite  des m éthodes d’exam en ciném atiques de 
K u t z b a c h , W i l l i s , S w a m p  et P o p p i n g a , en exam inant à part la m éthode d’analyse du H ongrois 
R a l o g h . Dans la deuxièm e partie de l’étude, l ’auteur discute les m éthodes d’exam en  du  
ren dem en t de P o p p i n g a , S t r a u c h  et K o z h e v n i k o v . L ’étu d e contient des diagram m es synop­
tiq u es pour l ’examen du rendem ent, avec rappel des m esures faites par l ’auteur.

РАЗЛИЧНЫЕ МЕТОДЫ АНАЛИТИЧЕСКОГО ИССЛЕДОВАНИЯ ПРОСТЕЙ­
ШИХ ЭПИЦИКЛИЧНЫХ ПРИВОДНЫ Х МЕХАНИЗМОВ

3 .  Т Е Р П Л А Н

РЕЗЮМЕ

В литературе, занимающейся планетарными механиз.мами, редко можно найти 
такую работу, которая указывала бы на идентичность различных методов исследования. 
В данной работе автор взял на себя задачу, чтобы для общего элемента сложных плане­
тарных механизмов, а именно для простейшего эпицикличного привода продемонстри­
ровать единой трактовкой касающиеся аналитические методы исследований. Только 
кратко упоминая классификацию, кинематический анализ трактует методы Кутцбаха, 
Виллиса, Свампа и Поппинга, затем особо занимается изложением метода Балога. Во второй 
части работы рассматриваются методы исследования кпд Поппинга, Штрауха и Кожев­
никова. В работе приведены обобщающие диаграммы для исследования кпд, при этом 
автор ссылается также на данные своих собственных измерений.
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ÜBER DEN EINFLUß DES VERBUNDES AUF DIE 
BRUCHSICHERHEIT DER SPANNBETONBALKEN

B. GOSCHY
K A N D ID A T  D ER  TECHN. W ISSEN SC H A FT EN  

IN S T IT U T  F Ü R  BA UW ISSENSCHAFTEN, BU D A PEST 

UND

G. BALÁZS
K A N D ID A T  D ER TECHN  W ISSEN SC H A FT EN  

LE H R STU H L F Ü R  B A U M A TERIA LIEN  TECH N ISCH E U N IV ER SITÄ T F Ü R  BA U IN D U STRIE 
U ND V E R K E H R , B U D A PEST

[Eingegangen am 8. Ju li 1963]

Bei dem  E ntw urf und bei der Ausführung der zeitgem äßen Betonkonstruktionen  
w enden wir eine besondere Sorge auf die Herstellung eines vollkom m enen Verbundes zwischen  
B eton und Stah l an. D ie B edeutung des Verbundes zeigt sich in einem  günstigeren R ißbild, 
V erkleinerung der R ißbreite und R ißabstände, im  K orrosionschutz und in der Erhöhung der 
B ruchsicherheit.

Aus den Ergebnissen der vorliegenden Arbeit is t  folgendes festzustellen:
1. Das rechnerische B ruchm om ent ist bei V orspannung ohne Verbund niedriger als bei 

den  Spannbeton Verbundquerschnitte bzw. bei V orspannung m it nachträglichem  Verbund.
2. D ie Verm inderung der Tragfähigkeit der Spannbetonträger ohne Verbund kann in 

A bhängigkeit von  dem  Bewehrungsgrade und der L aststellung ausgedrückt werden und 
beträgt von  10% bis 20% .

3. D ie B erücksichtigung der Reibungskräfte ist bei der Auswertung der statischen  
Bruchsicherheit selbst im  Falle gerader Kabel begründet.

4. Die dynam ischen E ffekte  und die w iederholten B elastungen verm indern die R eibungs­
und H aftungskräfte; die B erechnung mit verm inderten R eibungsw erten führt zu einer weiteren  
Abnahme (von 5%  bis 15% ) des statischen B ruchm om entes.

I. E in le itung

D ie S p an n g lied e r s ind  beim  S pannen  n a c h  dem  E rh ä r te n  des B e to n s —  
wie b e k a n n t —  e n tw e d e r  fre i, au ß erh a lb  des B eto n k ö rp ers , oder in  G le it­
k an ä len  des T räg ers , ohne V erb u n d  bzw . m it n ach träg lich em  V e rb u n d  g e fü h rt. 
W enn  die S p a n n d rä h te  n ic h t au sg ep reß t s in d  u n d  d ad u rch  Z ugglied  u n d  
B e to n q u e rsc h n itt  n u r  teilw eise gekoppelt s in d , w irken  die S p an n g lied e r als 
Z u ghande .

Die D eh n u n g  des Zugglieds fü h rt zu e inem  sek u n d ä ren  E in flu ß  im  K rä f te ­
spiele des s ta tis c h  u n b e s tim m te n  T rag sy stem s, d er m it der V erm in d eru n g  der 
Z u g k ra ft u n d  m it d er Z u n ah m e der lo tre c h te n  V erfo rm ungen  des B alkens v e r­
b u n d en  is t. G le ichzeitig  m it der Z unahm e d e r D u rchb iegung  k laffen  die Risse 
au f, die N ullin ie  w a n d e rt ra sch  nach  oben u n d  v e rk le in e rt die D ru ck zo n e , so 
d a ß  die T rag fäh ig k e it des B alkens im  D ru c k g u r t frühze itig  e rsch ö p ft ist.

D er Zw eck d ieser A rb e it is t, den  E in f lu ß  des V erbundes a u f  die B ru ch ­
s ich e rh e it eines S p an n b e to n b a lk en s  rech n erisch  zu erfassen u n d  die B erech ­
nungsergebn isse  m it V ersuchen  zu u n te rs tü tz e n .
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I I . V oraussetzungen

a )  D ie Q u ersch n itte  b le iben  bis zum  B ru ch  eben (H y p o th ese  von  
B e rn o u illi-N av ie r). Die R ic h tig k e it des A nsa tzes w urde  fü r  D rä h te  m it k leinem  
D u rc h m e sse r  und  fü r  Q u e rsc h n itte  m it n ied rigem  B ew ehrungsg rad  d u rc h  die 
V e rsu c h e  v o n  R . W a lth e r  b e s tä t ig t .

b )  D ie größte B ru c h k ü rz u n g  des B e to n s is t zu sB =  2%0 fe s tg e leg t; 
d ie  S p a n n u n g s— D eh nungslin ie  d er S ta h ld rä h te  is t gegeben.

c )  D ie R eibungszah l is t  in  der ganzen  L änge des K abe ls k o n s ta n t .
d )  D er B ruch w ird  d u rc h  die E rsch ö p fu n g  der B iegedruckzone h e rv o r­

g e ru fe n .

III . D e h n u n g  des Spanngliedes

D ie  im  K abel des b e la s te te n  S p a n n b e to n trä g e rs  a u f tre te n d e  Z u g k ra f t 
b e s te h t  au s  zwei T eilen , d e r  A u sg an g ssp a n n k ra ft (H zl)) u n d  d er Z u g k ra f t­
z u n a h m e  ( H zl) infolge d er ä u ß e re n  K rä fte :

H z =  H zo +  H zl, ( 1 )

w o rin  z  den  A bstand  des u n te rsu c h te n  Q u e rsch n itte s  von der T rä g e rm itte  
b e d e u te t .

Im  folgenden w ird  die g radachsige  K ab e lfü h ru n g  u n te rsu c h t, wo die 
g rö ß te  W ah rsch e in lich k e it des G leitens d er D rä h te  b e s teh t. D ie Z u g k ra f t­
z u n a h m e  k an n  in einem  g rad lin ig en  S pannglied  m it vo llkom m enem  V e rb u n d  
u n te r  d e m  E in fluß  der ä u ß e re n  B e lastu n g  a n g e n ä h e rt aus

H.
4 z  < h

( 2)

b e re c h n e t  w erden , w obei jVfj d as  m ax im ale  M om ent, H } die m ax im ale  Z u g k ra f t ,  
</, d en  H e b e la rm  der in n e re n  K rä f te  b e d e u te t.

D ie  S tah ld eh n u n g  w ird  u n te rh a lb  d er P ro p o rtio n a litä tsg re n z e  d u rch

«zv =  Д*) = sivf(z) (3)
■L-'V

a u s g e d rü c k t . O berhalb  d er P ro p o rtio n a litä tsg re n z e  k an n  ezv aus d er а  —  e 
K u rv e  des S tah ls en tn o m m en  w erden .

D ie  G esam td eh n u n g  eines sy m m etrisch -b e la s te ten  B alkens m it d er 
S tü tz w e ite  L  is t du rch  die B ez iehung

AL = 2 i T e2vdz
g eg eb en . D ie D u rc h sc h n ittsd e h n u n g  b e trä g t im  F alle  einer in der B a lk e n m itte
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w irkenden  k o n zen tr ie rten  L ast

u n d  e in e r g leichm äßig  v e rte ilten  B e lastu n g

2
« 1 0  —  ~  Blv •

(5)

(6 )

D ie D u rc h sc h n ittsd e h n u n g  
dagegen

des g eraden , reibungsfreien  Z u g b an d es  ist

«io =  ««• (7)
D ie D eh n u n g  des Z ugbandes is t also im  F alle  e iner m ittig en  L a s t  2-m al 

u n d  im  F a lle  d er g leichm äßig  v e r te il te n  B e lastu n g  1,5-m al g rö ß er als bei 
den S tah le in lag en  m it V erb u n d  u n d  H aftu n g .

E in e  vo llkom m ene R eib u n g slo sig k e it k o m m t auch  bei g ra d lin ig e n  
K a b e ln  se lten  v o r. Beim  V erd ich ten  des B etons w erden  die d ü nnen  B lech h ü llen  
d er G le itk an ä le  u n te r  der W irk u n g  des B eto n d ru ck es v e rfo rm t, u n d  d a d u rc h  
w erden  die nachg ieb igen  B lech h ü llen  gegen den  S pannkabe l a n g e p re ß t. 
A u ß erd em  e rh ö h t sich der R e ib u n g sb e iw ert w egen der K rü m m u n g , d ie  d u rch  
die e las tisch e  u n d  p lastische  B iegeverfo rm ungen  des B alkens z u s ta n d e  k o m m t.

D ie zw ei E in flüsse  v e rm in d e rn  die zusätzliche Z u g k ra ft des K ab e ls  
n ach  d er B eziehung  [1]

H zl =  H , (8 )
w obei
\ / q =  eb/x  K rüm m ung des Balkens; 

f b Stauchung der Betonrandfaser;
X Abstand der neutralen Achse von der gedrückten Randfaser;

k x Reibungsw ert im geraden Spannglied;
k„ Reibungsw ert im verkrüm m ten Spannglied.
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U n te r B e rü c k s ic h tig u n g  der R e ib u n g sw erte , w ird  die D u rc h sc h n itts ­
d e h n u n g  aus der in  d e r  B a lk e n m itte  w irk en d en  K ra f t  (P ) d u rch  die G leichung

a u sg e d rü c k t.

__ 2 eiv
(ki +  k 2!Q) A [1

e- (кг + fcs/e)L/2j _
(9)

D er D eh n u n g szu w ach s des S p an n stah ls , im  V ergleich  zur D eh n u n g  des 
K a b e ls  m it V e rb u n d  is t  m it

A S qv — e20 £10
g eg eb en . Bei k o n z e n tr ie r te r  L ast is t

d,5) £iv

u n d  bei g leichm äßig  v e r te i l te r  L ast

A e ov =  (Я —  0,667) e1B.

IV. B e re c h n u n g  des B ruchm om en tes n ach  DIN 4227

1. Horizontaler Verbundkabel

Z u r B erech n u n g  des B ruchm om en tes g re ifen  w ir an  die G le ichgew ichts­
u n d  V e rfo rm u n g sb ed in g u n g en  des R e c h te c k q u e rsc h n itts

o d e r  um gefo rm t
aG bxn (<r00 +  a0v) F v ,

fjh
°00 “b ff0v Î

( 10)

( 10a)

-Acta Techn. H ung. 49 (1 9 6 4 )



EINFLUß DES VERBUNDES AUF DIE BRUCHSICHERHEIT DER SPANNBETONBALKEN 4 5 7

u n d

w obei (B ild 3)
+  ei»

( П )

<7(j =  0,5 r 28 G renzspannung des B etons;
eg  Bruchstauchung des B etons;
<r00 Ausgangsspannungen im  Stahl (nach dem  Abzug der Verluste);
<x0v zusätzliche Stahlspannung beim  Erreichen von eg ; 
e lc Stahldehnung zu <700;
e lw Stahldehnung zu <700;
x0 Abstand der Nullinie v o n  der gedrückten Randfaser im  Bruchzustand; 
h Nutzhöhe des Q uerschnitts;
fi FJbh  Bewehrungsanteil.

Bild 3

Die G leichungen (10a) u n d  (11) w erden in

^  =  ( l  +  ^ ) ( < r 00+  *„,,) (12)
И \ ев  1

zu sam m en g efaß t.
Im  B esitz  des S tah lzu g d iag ram m es w erden  die zusam m en g eh ö rig en  

<7 —  e W erte  in  die G le ichung  (12) g ese tz t u n d  die P robe  so lange w ied erh o lt, 
b is die G leichheit z u s ta n d e  k o m m t. M it elv k a n n  die n eu tra le  A ch se  aus der 
G le ichung  (11) b e s tim m t w erden  u n d  sch ließ lich  das B ru c h m o m e n t au s  der
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G le ich u n g
М в о =  aGbh2 kx (1 —  ß  k x) (13)

b e re c h n e t w erden. In  d e r G l. (13) ist ß x 0 d e r A b s ta n d  der D ru c k k ra ft von  d er 
R a n d fa se r .

2. Spannglieder ohne Verbund

D er D ehn u n g szu w ach s w ird als ein s e k u n d ä re r  E in flu ß  des s ta tisch  
u n b e s tim m te n  T rag w erk s (B a lk e  m it Z u g b an d ) b e tra c h te t  [3].

D ie D ruckzone b le ib t  w e ite r im  G re n z z u s ta n d  m it eB an  d er R a n d fa se r  
a ls angenom m enes K r i te r iu m  fü r das V ersagen  des u n te rsu c h te n  Q u e rsc h n itts . 
D ie in  der Höhe d er S ta h le in la g e  en ts teh en d e  zu sä tz lich e  V erfo rm ung  kann  
n a c h  [2 ]

A ew =  Aev +  Asb (14)

in  zw ei A nteile zerleg t w e rd e n , wobei 

/iev Verkürzung des S tah les und
/I£(, Verformung der B etondruckzone infolge der Stah ldehnung und Q uerschnittsver­

drehung.

D er W ert der T e ilv e rfo rm u n g en  w ird aus d en  G leichgew ichts- u n d  V er­
fo rm u n g sb ed in g u n g en  a b g e le ite t.

D ie G leichsetzung d e r  inneren  K räfte  l ie fe r t

a n  X  .
------------ ---  = ffoo +  —  Aat

и  h

u n d  au s  der P ro p o r t io n a li tä t  der V erfo rm ungen :

X  e D
k l  =

h eB -f- e,„ -f- A e0v — Aev 

D u rc h  die Z u sam m en fassu n g  der G leichungen (15) u n d  (16) e rh ä lt m an

(15)

( 16 )

И
1 A ôv -  A et

J K o  +  anv -  Aab) ( 1 7 )

u n d  m it der G leichung (12) k o m m t man sch ließ lich  zu

И M a 00 “Г a 0 l )

4 - zlen„ — A t
K o  +  -  Aav) - (17a)

D ie Lösung d er A u fg a b e  b e s te h t d arin , d a ß  im  B esitze der er —  e K u rv e  
des S ta h ls  die zu sam m en g eh ö rig en  W erte er' u n d  e.' so gew ählt w erden , d a ß  
d ie  G leichung  (17a) e n ts te h e n  soll. F ü r die A u fn a h m e  der S pan n u n g en  u n d  
D e h n u n g e n  gelten

<J r =  rr(ll. A(7V,
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1111(1
ei =  elv— Лег.

Die T e ilverfo rm ung  des S tah les b e trä g t:

d  fiy == Ev — (pE±v.

D as B ru ch m o m en t is t  hei den Spanng liedern  o h n e  V erbund  aus der F o rm e l

M B =  oGb h '- k i ( l —  ß k 'x) (18)

zu berechnen . Die W a n d lu n g  der N ullinie n ach  oben  im  B ezug a u f  die A n fa n g s­
lage (*0) is t m it

K  =  ~  = ------- ------------------ К  (19)
h 1 +  ^ ( 1  - q ) k x

f B
angegeben .

V. B erechnungsbeispiel

Es wird als B eispiel ein aus fünf Fertigteilen zusam m engesetzter Spannbeton-K asten­
träger betrachtet. Der Längs- und Querschnitt des untersuchten Balkens ist ifli B ild  4 dar­
gestellt.

Im  K abelkanal 1 wurden 6 0  5, im K abelkanal 2 bis 5 je 18 0  5 patentierte und gezogene  
Drähte (Güteklasse St 130.150) angeordnet. Die Litzen wurden auf den geraden Strecken in 
Betonkanälen und auf den gekrüm m ten Strecken in 0,2 in dicken, gewellten Stahlblechrohren  
gelegt. Die Betonkanäle wurden nicht ausgepreßt, dagegen wurden die Blechröhre injektiert.

lcta Techn. H ung. 49  (1 9 6 4 )
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D as Bruchm om ent wurde nach dem  von  M örsch gezeigten graphischen Verfahren  
e r m itte lt . D ie Angaben: B etongüte =  В 400; B ruchfestigkeit des Betons a B =  2/3 • 400 =  
=  26 6 ,7  kp /cm 2; Bruchstauchung des B etons eB =  2%0; Anfangsspannung 9900 kp/cm 2; 
N u tzsp a n n u n g  im  Zeitpunkt des Versuches a 00 =  9 1 30 kp/cm 2 und die zugehörige Stah l­
d eh n u n g  e 00 =  5,05%o.

M it der Annahm e des Verbundansatzes beträgt die Tiefe der Druckzone x 0 =  20 cm, 
der in n ere  Hebelarm  der resultierenden inneren K räfte  q„ =  97 cm, die Spannung des Stah les 
a ov — 6170 kp/cm 2, m it der D ehnung eiv =  8,5%0 und schließlich das Bruchm om ent M Bo =  
=  433  • 0 ,97 =  420 mMp. Das berechnete B ruchm om ent ist in guter Ü bereinstim m ung m it 
dem  gem essenen . Die Probebelastung wurde nach B ild  5 angeordnet.

Ferner wird angenom m en, daß der K abelkanal n ich t injektiert ist, und die Spannglieder  
w aa g erech t laufen. D am it ist die D urchschnittsdehnung des Stahls

«io =  0,681e1K.

A us den Messungen ergab sich der R eibun gsk oeffizient des geraden A bschn ittes zu 
kl — 0 ,0085  und für dem  krum m en A bschn itt zu A%> =  0 ,50 . Die K rüm m ung des Balkens 
ist m it

Q
«ß 0,02

0,20
in  d ie R echnung zu setzen.

A u s der Gleichung (9) gew innt m an m it diesen W erten

«го =  ■*«!!> =  0 ,978elt).
Der D ehnungszuw achs wird

•4«or =  «2 o «io ~  (0,978 0,681)£1!; =  2,53% .

A u s der graphischen E rm ittlung des B ruchm om entes folgt:

X =  18 cm ; =  1,7%0; q = 96,5 cm;

Aav 3000 — 2860 
“  0,196

714 kp/cm 2;

D  =  Z  =  8 • 18 • 2860 =  412,5 Mp
und sch ließ lich

M B =  412,5 • 0,965 =  397 mM p.

D ie  Abnahm e des Bruchm om entes ist dem entsprechend:

A M  =  420 -  397 =  23 mMp (5,5% ).

Im  F alle des Versuchsbalkens m it konzentrierter B elastung ist die Abnahm e 7,85%  des 
G esam tm om en tes. Beim  reibungslosen Zugstab n im m t die Tragfähigkeit um  9,05%  ab. Wie
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aus dem  B eispiel ersichtlich ist, is t  die Verm inderung des Bruchm om entes selbst bei den un­
günstigsten  Annahm en unbedeutend. Bei dem  bogenartig geführten Kabel ist dieser E influß  
zu vernachlässigen.

B ei den Versuchsbalken hat man auch die Verform ungen gem essen. D ie gem essenen  
Durchbiegungen der Träger m it und ohne Auspressen der Blechröhre waren die gleichen . Diese 
T atsache beweist die R ichtigkeit der B eurteilung des E influsses des Verbundes im  Bruch­
zustand.
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IN FL U E N C E  OF BO N D  ON T H E  ULTIM ATE MOMENT 
OF PR E ST R E SSE D  CONCRETE BEAMS

B. GOSCHY and  G. BALÁZS

SUM M ARY

This paper deals w ith the com putation  and tests of the ultim ate m om ent o f prestressed  
concrete w ith  no bond betw een wires and concrete.

Experim ental results obtained on prestressed concrete box-girders are in good accord­
ance w ith  this theory.

As a result of the investigations the follow ing conclusions can be drawn:
a)  S tatic  ultim ate m om ent of prestressed concrete beam s w ithout bond is a lw ays lower 

than th a t o f pre-tensioned or post-tensioned prestressed beam s grouted subsequently .
b) The lack of bond and adhesion stresses reduces bearing capacity from  10 to  20%  

depending on the steel percentage and loading.
c) Even for straight-line cables friction has to be taken into  consideration.
d)  D ynam ic and repetitive loads reduce friction stresses and thereby u ltim ate m om ents  

by about 5 to 15%.

L’IN F L U E N C E  D E  L’A D H É R E N C E  SU R  LE MOMENT D E  R U PT U R E  D E S P O U T R E S
E N  B É T O N  PRÉCO NTR AIN T

B. GOSCHY e t G. BALÁZS

RÉSUM É

Cette contribution présente une m éthode de calcul du m om ent de rupture des poutres 
en béton précontraint sans adhérence, avec les essais reliés.

Les résultats théoriques sont en bonne concordance avec l’expérience.
E n résum é, on peut établir que:
a)  Le m om ent de rupture statique d’une poutre en béton précontraint sans adhérence  

est inférieur aux poutres précontraintes, ou postcontraintes avec injection.
b)  La capacité portante des poutres précontraintes sans adhérence est de 10 à 20%  

inférieure à celle des poutres adhérentes, en fonction du pourcentage d’acier et de la position  
de la charge.

c)  Les efforts de friction doivent être considérés m êm e en cas de cables rectilignes.
d)  Les effets dynam iques et les efforts répétés dim inuent la friction et par conséquent 

le m om ent de rupture de 5 à 15% .

Acta Techn. H u n g . 49  (1964)
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ВЛИЯНИЕ СЦЕПЛЕНИЯ МЕЖДУ БЕТОНОМ И АРМАТУРОЙ НА РАЗ­
РУШАЮЩИЙ МОМЕНТ ПОСЛЕДУЮЩЕ НАПРЯЖЕННОЙ БЕТОННОЙ

БАЛКИ
Б . ГОШ И и Д . Б А Л А Ж  

РЕЗЮМЕ

В работе излагаются расчет разрушающего момента последующе напряженной 
бетонной балки, не имеющей сцепления, и связанные с данной темой опыты. Результаты 
расчетов были подтверждены опытами, проводившимися с использованием последующе 
напряженных балок. На основе результатов проведенных опытов можно установить:

а) Статически разрушающий момент напряженной бетонной балки без сцепления 
ниже разрушающего момента балки с сцепляющейся арматурой, или последующе инъек- 
тированной балки.

б) Снижение допустимой нагрузки напряженной бетонной балки, у которой не 
имеется сцепления между бетоном и арматурой, достигает 10—20%-ов в зависимости от 
коэффициента армирования и места приложения нагрузки.

в) Учет сил трения при оценке прочности разрушения является обоснованным 
даже в случае прямых кабелей.

г) Динамические воздействия и повторяющееся приложение нагрузки снижают 
эффективность трения и сцепления, степень снижения указанных воздействий можно 
принять равным 5 -4- 15%-ам.

A c ta  Techn. H ung. 49 (1964)



CALCULATION OF CONOID SHELLS 
HAYING A PARABOLIC GENERATING CURVE

P. CSONKA

D O C T O R  O F  T E C H N . SC.
W O R K IN G  C O M M U N IT Y  F O R  B U IL D IN C  S C IE N C E S  O F  T H E  H U N G A R IA N  A C A D E M Y  O F  S C IE N C E S , B U D A P E S T  

[M anuscript received Decem ber 11, 1963]

The paper refers to a conoid shell having a parabolic generating curve, constructed  
over a rectangular ground plan. The investigated  shell is supported along its tw o sides facing 
each other on parabolic edge arches which do not resist lateral forces, w hile along the other 
two sides the shell is supported b y  straigth  edge beams appropriate for bearing lateral 
forces, too.

The paper contains tw o tables for the calculation of the shell in question . For loading 
cases occurring in engineering practice, the stress function of the shell can be d irectly  read off 
from  the tables. One of them  refers to  custom ary loads, while the other to special loads caused 
by the accum ulation of snow in the troughs ly in g  betw een the adjacent conoid shell units of a 
north-light roofing.

1. In troduction

In  eng ineering  p rac tice  conoid shells, co n stru c ted  o v er a re c tan g u la r  
p lan  an d  h av in g  a p arab o lic  g en e ra tin g  cu rve , are f re q u e n tly  ap p lied  as space 
covering  s tru c tu re s  —  m ain ly  for th e  roofing  of in d u s tr ia l h a lls . T h e  shells in 
questio n  w hich  are  b u ilt in  a row , are  v e ry  a p p ro p ria te  fo r th e  co n stru c tio n  
of n o rth - lig h t roofings (F ig . 1).

T he in d iv id u a l shells them selves are  su p p o rted  a long  tw o  edges facing 
each  o th e r  b y  p arab o lic  edge arches th e  own p lane o f w hich  is v e r tic a l, while 
a long  th e  o th e r tw o edges b y  s tra ig h t edge beam s. T he edge a rch es do not 
re s is t la te ra l  forces, on th e  o th e r  h a n d  th e  edge beam s are  ab le  to  b e a r  la te ra l 
forces, to o .

T he m em b ran e  th e o ry  re la te d  to  conoid shells h av in g  a p a ra b o lic  g en era t­
ing  cu rve  has a lread y  been  d ea lt w ith  b y  several sc ien tis ts  [1— 8 ], an d  the 
princip les of th e ir  ca lcu la tio n  h av e  been cleared up . In  sp ite  o f  th is , tab les

Fig. 7. N orth-light roof consisting of conoid shells w ith a parabolic generating curve

13 Acta T echn . H u n g . 49 (1964)
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c o n ta in in g  a com pila tion  o f  com pletely  w ork ing  fo rm u lae  co rrespond ing  to  
d if fe re n t  simple load ing  cases  a re  n o t avaible fo r th e  t im e  being .

T h e  aim  of th e  fo llo w in g  is to  m ake good th is  defeciency .

2. F undam en ta l re la tio n s

T h e  chosen sy stem  o f  co o rd in a tes  as well as th e  d im ensional d a ta  are 
sh o w n  in  Fig. 2. In  th is  s y s te m  o f coord inates th e  m id d le  surface o f th e  shell 
is c h a ra c te r iz e d  by  th e  e q u a tio n

z =  h  +  cx(y~ —  b-)
w h ere

h
c = -------.

a262
I n  th e  following in v e s tig a tio n s  as load ac tin g  on th e  shell m erely  a v e rtic a l 

d i s t r ib u te d  force sy stem  is ta k e n  in to  co n sid e ra tio n . T he specific v a lue  of 
sa m e  r e la te d  to  th e  a rea  o f  th e  p la n a r p ro jec tio n  o f  th e  shell is expressed  b y  
th e  lo a d  function

Z  =  Z( x , y ) .

L o a d s  ac tin g  in the  p o s itiv e  z d irec tion  are re g a rd e d  as be ing  positives.

A d a  T e c h n . H ung. 49 (1964)
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To charac terize  th e  s tre ss  s ta te  of th e  shell Pitcher's stress fu n c tio n  
will be in tro d u ced . As is w ell-know n, in  th e  case o f v e r tic a l forces th is  fu n c tio n  
has genera lly  to  sa tis fy  th e  d iffe ren tia l eq u a tio n

Э2 2 82 F
— 2

02 ;

8 y 2 Эл:2 0 *  • Э у  8л: • Эу

As in th e  case d ea lt w ith  re la tio n s

82 F  82 z
’ +  8л:2

82 F  

8y 2
+  Z  =  0 . ( 1 )

Э22 
Эл2 

92 2 
Эл: • Эу 

92 z

О,

=  2 с у ,  

2сл:
Э у2

hold , d iffe ren tia l e q u a tio n  (1) ta k e s  th e  fo llow ing sim p ler form :

Э2 F  82 F
2 ex ------------- 4 су  +  Z  =  0 . (2)

Эл:2 Эл: Э у

B etw een  th e  red u ced  in te rn a l forces o f  th e  shell an d  th e  stress fu n c tio n  
F  th e  follow ing re la tio n s  h o ld :

82 F

n xy =  —

8y 2 

82 F  

Эл: Эу

32 F
Эл2

(3)

As th e  edge a rch es o f  th e  shell do no t re s is t la te ra l  forces, a long  th e  lines 
X =  ax an d  x  =  a2 th e  in te rn a l  force nx m u st e q u a l zero . O w ing to  re la tio n  (3) 
th e  above d em an d  e s tab lish es  th e  b o u n d a ry  co n d itio n s given h e reu n d er:

Г 8 2 F
=  0 ,

8 2 F
L Э у2 x = a t Qy2 1

=  0 . (4)

3. So lu tion  of th e  problem

To becom e a c q u a in te d  w ith  th e  s tress s ta te  o f th e  shell, d ifferen tia l 
e q u a tio n  (2) is to  he so lved  ta k in g  b o u n d a ry  co n d itio n s (4) in to  co n sidera tion . 
H ow ever, th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  stress fu n c tio n  is m ore or less connected  
w ith  d ifficu lties. To e lim in a te  th e  d ifficu lties, th e  fo rm u la  o f th e  s tress fu n c-

13* A cta  Techn. H u n g . 49 (1964)
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Table I

Formulae o f  the stress function in customary loading cases

A 10x

2 c

^41
4c

( x  In X  —  x )

1 2 c

X 4
24c

Л о A5
40c

л:5 - “ Ï ,
a | — “ Î

X 5 - “ ÎUS « 
«

-  «1

л:5 - « l 5
1 «1 —  «1

X 5 - « Î
1 «1 —  of

<! ?) » f In a2

x  — a \  

a% - -  aj

X9 —  a?

- ( * -  «i)j  

- (*2 -  « î ) j  

(*3 «?)] 

(*4 -  a*)]

(*5 — «i)J

X 5  In X

A c ta  T ech n . H ung. 49 (1964)
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Table II

Formulae o f  the stress function in certain special loading cases

z

«.0
2c

In X

«го
*2x2 4c*

B 3„ ®30
X3 12cx-

B iu ^40
X1 24cx3

fi„o ■®50
X5 40 cx4

« „ У 2 Г X 5 - ~ i n - a% —  x &_1_ 2 ___
X 10c 1 « ! - o f -  of

^?2 У“ («. — a,)  X 5 — («5 -  a?) 1 1 1
X“ 12c “ i«2 (a* - f *  J

В 32У В:,2У2 («1 o f ) x 5 — ( o f - o f ) n
X3 28c «Î «1 («1 - « ! ) - J

B t , y - в 12у 2 («i — o f ) X 5 — (of —  of)
1 1

X* 48c [ of a3 (of - o f ) * X3 J

В52У2 Bj?y2 («1 —  a}) X 5 - (a? —  af) +  1 1
X5 72 c of of (of ~ “ l) 1 x * \

в „ у 4 В.4У1 г **-_  ln fl«
o f - x 9

A 18c . “ - o f  l n “2 of —  of

В»У4 r ( « f - -  о ,)  X я  - (o f0 —  o}°) +  1 1
X 2 20c L « 1  « 2  ( “ 2  - - o f ) 1 * J

В».У* В МУ4 ( « 1 -  Of) X 9 - ( o f - O f ) , 4
X 3 44c of a |  (of - o f ) 4 X 2 J

В4 4 У В44У4 [ ( « 5 - o f ) x 9 - (o f2 -  o}2)
+  1 1

д:4 72 c l of of (of - o f ) +  X 3 J
B.,4.v’ B «  У4 [ ( « ! -  of) *9 - (o f3 -  of3)

1 1 1
X 5 104c 1 0 } o f ( o f - o f ) 4  *• J

Acta  Techn. H u n g . 49 (196 i )
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t io n  w as de te rm ined  fo r s im p le  sy m m etrica l lo ad in g  cases arising  in  en g in ee r­
in g  p ra c tic e  and  th e  o b ta in e d  resu lts  w ere com piled  in  Tables I  a n d  I I  g i­
v e n  h e re w ith . T able I  re fe rs  to  load ing  cases w h ich  can be ex p ressed  b y  a 
s im p le  po lynom ial, w hile T a b le  I I  con ta in s sev e ra l fo rm ulae, b y  th e  use o f 
w h ich  th e  load caused b y  sno w  accu m u la tin g  in  th e  tro u g h s o f saw -to o th  
roo fs c a n  be tak en  in to  acc o u n t.

I n  a  given case th e  lo a d  fu n c tio n  is to  be d iv id ed  in to  p a rts  w hich  com ply  
w ith  lo ad in g  cases fig u rin g  in  T ab le  I an d  I I ,  resp ec tiv e ly . H e re a f te r , stress 
fu n c tio n s  corresponding  to  th e  in d iv id u a l lo ad  m em bers are  to  be ta k e n  
f ro m  th e  respective  tab le s  a n d  th e se  have to  be ad d ed .

A fte r  th e  stress fu n c tio n  has a lready  been d e te rm in ed , th e  reduced  in te r ­
n a l  fo rces can be co m p u ted  from  form ulae (3).

4. E xam ple of ap p lica tio n

L et us determine the reduced internal forces o f the shell depicted in Fig. 3. 
T he dim ensional data o f th e  shell to be investiga ted  are:

Я! =  5.0 m , a2 =  15.0 m, 6 =  10.00 m , h — 3.6 m.
In th e  g iven  case

h 3.6
a , b2 =  15.0 • 10.02

0.0024 ,

Fig. 3. Num erical exam ple

A c ta  T ech n . H u n g . 49 (1964)
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and so the equation of the m iddle surface o f the shell is

г =  3.6 +  0.0024 X (у 2  -  10,02).

The shell is subjected  to the effect o f dead load and snow load. The sp ecific  value of 
dead load related to the surface unit o f the m iddle surface is

Pu  =  300 kp/mr ,

while the specific value of snow load related to  the projected planar area is

p s  =  75 kp/m 2.

A ccordingly, the reduced load acting on the shell is

*-»+»|fi + (£)T+(£]r.
where

=  c(y i  _  г,2) =  0.0024 (у 2  — 10,02) =  0.0024 у 2 -  0.24 ,

=  2сху  =  2 • 0.0024 ху  =  0.0048 х у .

S u b stitu tin g  the latter tw o values into the above form ula of the specific load th e  follow ing  
resu lt is arrived at:

Z  =  75 +  300 / Г Т  о Т о 5 7 6 ^  0.001 152 у 2  4^ 0 .000  005 7(Гу1 +  0.000 023 04*2y 2 =

=  75 +  300 /Г .0576"—Ü.ÓOl 152 у 2  +  0.000 005 76у* +  0.000 023 04 хг у* =

=  75 +  308.5 / 1 ~ 0.001 1 2 у 2  +  0.000 005 6 у 4 +  0.000 022 4 ж2 у 2 =

=  75 +  308.5 / 1  — 0.000 5 6 у 2 +  0.000 002 в у 4  +  ОЛЙЮ 0 1 1 2  х2 у 2 =  

с* 383.5 -  0.1728 у 2  +  0.003 455 а2 у 2  +  0 .000 8638 у 1.

This load can be divided into four load com ponents

z  =  A oo +  А огУ2 +  А гг *2У! +  А ы У *  >
where

А 00 =  383.5; Л 02 =  —0.1728; А 22 =  0 .003 455; А и  =  0.000 8 6 3 8 .

In com pliance w ith these  four com ponents the stress function  should also be p u t togeth er of 
four com ponents:

F  —  F  oo +  î ^oî +  ^ 2 i +  - fo i  •

The single function com ponents ,F00, F 02, F22, F oi can be taken from the 1st, 6 th , 8 th  and 11th 
row o f Table I. Accordingly

F  =  (* 1« X -  x ) -
2c

A  02 Г / а
—  O l )

X 5  —  a \

-  ( *  -  « 1) ]  Г 28c r * “ 1  —  « Î

A 22
[ ( « i - « ! )

X 5  —  U ]
— (x 3  -  af)J y '

1 2  c < * ! - « !

- ^ 0 4
— ° i )

X »  -  Я »
—  ( x  —  o ^ J y 4 .16c [ ( « 2

« 2  -  « 1
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S u b stitu tin g  the above num erical data, after due reductions th e  stress function takes the form: 

F  =  — 79 ,896  ( r l n i - j )  +

+  9 .000  00(1 .3223 • 10 - 5 a5  — ж +  4.9568) у 2

— 0 .1 1 9 7 6  (4.2975 • 1 0 - 3 x 5 - x 3  +  1 1 1 .57 )y2-

— 0.022  4 8 (2 .6 0 1 4 - 1 0 - | 0 x 9  -  x  +  4 .9 9 9 5 )y 4 

=  — 79,896(x  In x — a) —

—  (0 .000  395 6 6  x5 -  0.119 76 x 3  +  9x 31.2496)y 2 -

— (5 .8479  ■ 10 - 1 0 * 9  -  0.022 48 x  +  0.112 39 )y4.

F in a lly , the reduced internal forces are:

8 2  F
nx =  —0 y 2— =  — (0-000 791 32 x5 -  0.239 52 x3 +  18 x -  62.4992) —

— (7 .0175  • 1 0 -"  x9  -  0.269 76 x  +  1 .3487)y2 ,

6 2 F
nxy — ----- -——  =  (0 .003  9566 x4 — 0.718 56 x 2 +  18) y  +

+  (2 .1052  • IO“ 10 x8  -  0.089 92) y 3,

92 F  7 9 ,896
n =  — — - = --------7----------- (0.007 9132x3 -  0 .718  56)y2 -

y ox‘ x

-  4 .210 49 • 10 “ 10 x ’ y 1.

T he diagrams of reduced internal forces can be seen  in  Figs 4 — 6 . On these graphs 
forces n x and nxy are drawn usin g  th e  same scale, while th e  scale o f forces nv differs from  these . 
As can he seen from these fig u res , forces Пу are prevalent everyw here in the shell. T hese are 
n eg a tiv e  along the whole e x te n t  o f  th e  shell, thus, the arch-directed  normal force is at all poin ts  
a com pressive force. Forces n xy are considerably sm aller th a n  the nv ones, while forces nx are 
in sign ifican t even in com parison to  the former ones. I t  is in terestin g  to mention th a t the sign  
of forces n xy  is exactly contrary to  the customary one. T his apparent awkwardness is n o t due 
to  som e error made in co m p u ta tio n , but is a consequence o f  th e  special shaping of th e  shell.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)

Fig. 4. D iagram  of reduced in tern al forces nx
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Fig. 5. Diagram  of reduced internal forces nxy

Fig. 6. Diagram of reduced internal forces ny
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B E R E C H N U N G  VO N K O N O ID SC H A L E N  MIT PA R A B O L ISC H E R  L E IT L IN IE

P . CSONKA

ZUSAM M ENFASSUNG

D ie Arbeit behandelt K onoidschalen  m it parabolischer Leitlinie über e inem  rechteckigen  
G rundriss. Die untersuchte Schale stü tzt sich m it zwei einander gegenüberliegenden Rändern  
a u f  vertika le  Randbogen m it parabolischer Achse w elche Seitenkräften n ich t w iderstehen; 
die b eiden  anderen Schalenräder werden von geraden Randträgern unterstützt w elche sich auch  
zur A ufnahm e von Scitenkräften  eignen.

F ür die Berechnung der genannten Schalen en thält die Arbeit zwei T afeln  aus denen  
für d ie  praktisch in B etracht kom m enden verschiedenen Belastungsfälle die Spannungs­
fu n k tio n  der Schale fertig en tnom m en  werden kann. D ie eine der beiden Tafeln bezieht sich  
a u f d ie  üblichen B elastungsfälle, die andere auf spezielle Belastungsfälle der A chsen eines aus 
aneinandergereihten  K onoidschalen  bestehenden Sägedaches.

CALCUL DE VO ILES M INCES CONOÏDES A D IRECTR ICE P A R A B O L IQ U E

P. CSONKA

RÉSUM É

On étudie des voiles conoïdes à directrice parabolique, construits sur un plan rectan­
gu la ire . Le voile étudié s’appuie, à ses deux bords opposés, sur des arcs de rive à axe parabo­
liq u e  n e  résistant qu’aux efforts agissant dans leur plan propre, les deux autres bords du voile  
é ta n t  supportés par des poutres de rive à axe droit résistant aussi à des poussées latérales.

P our le calcul des vo iles en  question, l ’étude offre d eu x  tableaux donnant la fonction  
de ten sio n  du voile pour les d ifféren ts cas de charge pou vant se présenter dans la  pratique. 
L ’u n  des tableaux se rapporte a u x  cas de charges hab itu els, e t l ’autre aux cas de charges de 
neige des to its  en shed form és de v o ile s conoïdes juxtap osés.

Acta Techn. Hung, 49 (1964)
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РАСЧЕТ КОНОИДНЫХ ОБОЛОЧЕК С ПАРАБОЛООБРАЗНЫМИ ВЕДУЩИМИ
КРИВЫМИ

П. ЧОНКА

РЕЗЮМЕ

В статье говорится о коноидных оболочках, построенных над прямоугольными 
планами и имеющих параболообразные ведущие кривые. Два противоположных края 
исследованной оболочки опираются на краевые дуги с параболическими осями, не сопро­
тивляющимися боковым усилиям; остальные два края оболочки опираются двумя крае­
выми балками с прямолинейными осями, пригодными для восприятия боковых усилий.

В статье приведено две таблицы для расчета упомянутой оболочки, по которым 
может быть найдено готовое выражение функции напряжения оболочки для различных 
возможных в практике случаев нагрузки. Одна из таблиц относится к обычным случаям 
нагрузки, а  другая — к особым случаям нагрузки, когда учитывается задержка снега в 
складках зубчатой кровли, состоящей из коноидных оболочек, размещенных одна возле 
другой.

Acta Techn. Hung. 49 (1964)
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