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DIE EINHEITLICHE UNTERSUCHUNG 
UND AUSGLEICHUNG 

DER WILDSCHEN SEKTORENMETHODE
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[E ingegangen  a m  23. M ärz 1962 ]

D er e in le iten d e  T eil de r A rbeit b e fa ß t  sieh  m it d e r B e d eu tu n g  de r S chw eizer W ildschcn  
S ek to ren m eth o d e . Sie m a c h t  die p r in z ip ie lle  A n o rd n u n g  der B eo b ach tu n g  u n d  d ie  F rag e  
d es A usw ahl der G ew ich te  (W ied erho lungszah len ) b e k a n n t.

F e rn e r f ü h r t  d ie  A rb e it die v e rsch ie d en e n  A usg le ichungsverfah ren  an :
1. L ösung v o n  v e rm itte ln d e n  B e o b a c h tu n g e n  m it Z w angsbedingungen ,
2. V erfah ren  n a c h  den b e d in g ten  B e o b ach tu n g en .
Sie zeigt, d a ß  d ie  zw eite M ethode e ig en tlich  d u rc h  V erw endung  der S ch lu ß fo lg e ru n g en  

au s  d e r e rsten  ih re  e n tsp rech en d en  Z u sam m en h än g e  a n sc h re ib t (d . h. daß  bei d em  A nsch re ib en  
d e r  H o rizo n ta lsch lu ß g leich u n g  säm tlich e  B eo b ach tu n g serg eb n isse , ih rem  G ew ich t e n t 
sp rech en d , b e rü ck s ic h tig t w erden sollen u n d  d u rc h  B efried igung  dieser B ed in g u n g  a u f  dem  
W ege de r V erbesserungen  der w a h rsch e in lich s te  W ert d e r ü b rig en  W inkel b e s t im m t w ird). 
E s  w ird  bew iesen, d a ß  diese le tz ten  Z u sam m en h än g  з e igen tlich  m it den  e n tsp rec h en d e n  
F o rm e ln  der L ösung  m it  den v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  m it Z w ang sb ed in g u n g en  über- 
e in s tim m en . (Z u sam m en h än g e  (29)—(37).)

D ie A rb e it m a c h t  folgende L ö su n g  b e k a n n t:  d ie A usgleichung d e r B e o b ac h tu n g e n  
d e r S ek to ren m eth o d e  d u rc h  bed ing te  B e o b a c h tu n g e n  m it  ungem essenen  U n b e k a n n te n  u n d  
d u rc h  d ie zw ischen d iesen  b esteh en d en  Z w an g sb ed in g u n g en  (G leichungen (3 8 )—(40)). D a n n  
zeig t sie einen re c h t  anschaulichen , e in fa ch e n  A u fb a u  d e r L ösung der A u sg le ich u n g  d u rc h  
E in fü h re n  f ik tiv e r  V erbesserungen  (G le ich u n g en  (4 1 )—(42)). S äm tlich e  M e th o d en  fü h ren  
z u r  B ild u n g  des gew ogenen  a rith m e tisch e n  M itte lw ertes.

D er v ie rte  T eil de r A rbeit b e fa ß t  sich  m it de r B estim m ung  des G ew ich tes d e r a u s
geglichenen W erte . S ie u n te rsu c h t fe rn e r , ob  die a u f  diese W eise b e s tim m te n  w a h rsc h e in 
lich s ten  W erte  bei d e r  A usgleichung des N e tze s  als v o n e in a n d er u n ab häng ige  G rö ß en  zu  b e h a n 
d e ln  sind . Sie b ew eis t, d a ß  — sofern n a ch  d e r  A usg leichung  die G ew ich tsg le ichheit d e r  S ek to ren - 
w inkcl gesichert i s t  — diese, im  Sinne v o n  T h ie l e , als v o n e in an d er u n ab h än g ig  zu  b e tra c h te n  
sin d . Sie le ite t d ie jen ig en  Z usam m enhänge  ab , w elche d ie G ew ichte bzw. d ie W ied erh o lu n g s
zah len , bei B erü ck s ich tig u n g  von o b ig em , b es tim m en  (G leichungen (5 1 )—(57)). Sie b e faß t 
sich  k u rz  m it de r F ra g e , m it w elcher W eise  a u f  säm tlich en  S ta tio n e n  das g leiche G ew ich t der 
ausgeg lichenen  W e rte  zu  erreichen is t. D ie  e rs te  B ed in g u n g  d a fü r is t, d aß  d ie  M eßzah l ( m it t 
le re r  F eh ler) de r B eo b ach tu n g en  m it d e m  E in h e itsg ew ich t nah ezu  gleich sei.

D er G ru n d g ed an k e  der S ch re ib e rsch en  W in k e lm eß m eth o d e  b es teh t 
d a r in , daß  die G ew ichte der H o rizo n ta lw in k e l, sow ohl in n erh a lb  e in e r I n s t ru 
m en ten ste llu n g , als auch an  den  w e ite re n  P u n k te n  des N etzes gem essen , gleich 
sin d . Die Z u v erlässig k e it des gem essenen  W inkels w ird  d u rch  versch iedene  
to p o g rap h isch e , a tm o sp h ärisch e  u n d  S ich t-V erhältn isse  w esen tlich  b e e in flu ß t, 
u n d  infolgedessen w irk t n ich t n u r  die W iederho lungszah l der M essung, sondern  
au ch  der E in flu ß  d e r le tz te ren  d a r in  m it, d aß  die G ew ichte d e r m it d e r  S ch re i
berschen  M ethode ausgefüh rten  W inke lm essungen  fak tisch  n ic h t gleich  sind. 
D a ra u f  w eisen üb rigens auch d ie  b e i der A usgleichung sich bei je d e r  S ta tio n

l* Acta Techn. Hung. 47. (1963)
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e rg eb en d en  m ittle re n  W in k e lfeh le r h in . D a m it b e i je d e r  In s tru m e n te n s te llu n g  
d e r m ittle re  F eh ler d e r  W inkelm essung  g leich  sei, m ü ß te n  id en tisch e  M eß
v e rh ä ltn isse  geschaffen  w erd en . Die M öglichkeit d azu  b e s te h t aus äu ß eren  
G rü n d en  n ich t, w ä h re n d  das A bw arten  d er g ü n s tig s te n  S ich tv e rh ä ltn isse  fü r  
säm tlich e  W in k e lm essu n g en  die fü r die B e o b a c h tu n g  aufgew endete  Z eit u n d  
K o s te n  ü b e rtrieb en  e rh ö h e n  w ürde. N ach te ilige  W irk u n g en  h ab en  bezüglich  
d e r G enau igkeit d e r W inkelm essungen  die G elän d ev erh ä ltn isse  d er berg ig 
hüge lig en  G ebiete, d ie  V e rän d e ru n g  der a tm o sp h ä risc h e n  V erhä ltn isse , sowie 
au c h  die infolgedessen h e rv o rg eru fen en  v e rsch ied en en  S ich tv e rh ä ltn isse .

U m  diese W irk u n g e n  e in igerm aßen  zu v e rm in d e rn , h a t  W i l d  im  Ja h re  
1904 die nach  ih m  b e n a n n te  Schw eizer S ek to ren m e th o d e  a u sg ea rb e ite t. 
D as V erfah ren  is t b e so n d e rs  deshalb b e m e rk e n sw e rt, weil es in  v e rh ä ltn is 
m äß ig  einfacher W eise d ie  a llergünstig ste  V e rte ilu n g  d er W inkelm essungen  
s ic h e r t u n d , von den  ä u ß e re n  U m ständen  a b h ä n g e n d , in  der G ru p p ie ru n g  der 
M eßrich tungen , in  d e r  A n o rd n u n g  der M essungen  sowie in  d er R eihenfolge 
d e r B eobach tungen  d em  In g en ieu r m ehr F re ih e it  lä ß t  als die Schreibersche 
M ethode. Die le tz te re  fo rd e r t  von  dem  A u sfü h ren d en  der M essung eine größere 
S e lb stän d ig k e it, sie b e a n s p ru c h t  außerdem  be i fre ie r  A n o rd n u n g  der M essungen 
fü r  die sichere B e u rte ilu n g  d e r G üte der v e rsch ied en en  B eo b ach tu n g srich tu n g en  
eine g rößere E rfa h ru n g  u n d  m eh r U m sich t. M it d em  D u rch b rech en  der G renzen 
des Schem atism us s te ll t  sie d en  Ingen ieu r bei sä m tlic h e n  In s tru m e n te n s ta n d 
p u n k te n  vor im m er n e u e re  A ufgaben , u n d  die G en au ig k e it der B eo b ach tu n g en  
h ä n g t, ü b e r seine e igene  L e istungsfäh igke it h in a u s , neben  der günstigen  
A usw ah l der B e leu ch tu n g se in rich tu n g en  u n d  d e r  W in k e lm eß in stru m en te  
au ch  v o n  der rich tig en  B e u rte ilu n g  der o b je k tiv e n  V erhä ltn isse  ab .

D ie ausländische L i te r a tu r  der S ek to ren m e th o d e  — obw ohl n ic h t ü b e r
all v e rb re ite t — is t z iem lich  groß ([1], [2], [3], [4]). D ie F ach b ü ch e r geben 
ü b e r  das P rob lem  eine au sfü h rlich e  D arlegung  ([5 ], [6]). A uch die ungarische  
F a c h li te ra tu r  m ach t d ie  M ethode  m it einer den  E rfo rd e rn issen  en tsp rech en d en  
A u sfü h rlich k e it b e k a n n t ([7 ], [8], [9], [10]). D er L ösung d er F ra g e n  soll 
j e tz t ,  v o n  einer a n d e ren  S eite  b e leu ch te t, n ä h e r  g e tre te n  w erden , d azu  w ird  es 
ab e r als no tw end ig  e ra c h te t ,  gerade im  In te re sse  d e r V o llstän d ig k e it d er V er
gleiche, e in leitend  das W esen tlich e  der M ethode u n d  d er A usg le ichungsarbeit 
k u rz  zusam m enzufassen .

B ei dem  M essen m it  d e r S ek to ren m eth o d e  w erd en  die B eo b ach tu n g en  
in  solche S ek to ren  e in g e te ilt , d ie am  b esten  s ic h tb a r  s in d  u n d  vom  S ta n d p u n k t 
d e r V isu r zuverlässige, a m  H orizon t g le ichm äß ig  v e r te ilte  3 —4 m öglichst 
H a u p ttr ia n g u la tio n s r ic h tu n g e n  (S ek to ren rich tu n g en ) h ab en  (in d er A bb. 1 
die R ich tu n g en  А ,  В , C). D iese fallen nach  M öglichkeit in  solche R ich tu n g en , 
bei w elchen  v o rau sg ese tz t w ird , daß  die L a te ra lre f ra k tio n  n u r  eine k leine 
W irk u n g  h a t. N ach M ö g lichke it w ird eine k u rze  A n sch lu ß rich tu n g  n ich t als 
S ek to ren rich tu n g  an g en o m m en . Zuerst w erden  d ie W inkel zw ischen diesen

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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A n sch lu ß rich tu n g en  bei v e rsch ied en en  K reisste llungen  gem essen , w obei 
die W ied erho lungszah l in n e rh a lb  des In s tru m e n te n s ta n d e s  eine F u n k tio n  von 
ä u ß e ren  V erh ä ltn issen , von der O rd n u n g  u n d  d er B edeu tung  des zu  m essenden  
W inkels is t. D an a c h  erfo lg t die B e o b a c h tu n g  der W inkel zw ischen  d en  A n
sch lu ß rich tu n g en  zw eite r O rdnung  u n d  d en  m it ihnen  b e n a c h b a r te n  S e k to re n 
ric h tu n g e n  (zw ischen den R ic h tu n g e n  D , E ,  F , G), sodann  je n e  d e r  d r it te n  
O rd n u n g , zw ischen den  R ich tu n g en  H , I ,  J .  S o llten  diese le tz te re n  in  g rößerer

A nzah l V orkom m en, so können  in n e rh a lb  d e r S ek to ren  zw ischen  d en  v o rk o m 
m en d en  A n sch lu ß rich tu n g en  zw eite r O rd n u n g  noch U n te rse k to re n  (Z w ischen
sek to ren ) e r r ic h te t  w erden. Die W ied erh o lu n g szah l der zu m essen d en  W inkel 
w ird  so b e s tim m t, d aß  das G ew ich t fü r  die A nsch lu ß rich tu n g en  e r s te r  O rdnung  
g eso n d ert, das G ew ich t fü r die A n sch lu ß rich tu n g en  zw eiter u n d  d r i t te r  O rd
n u n g  ebenfalls gesondert, u n g e fä h r  e in en  v o rh e r b e s tim m ten  W e r t  b e trag en  
soll (z. B . fü r  e rs te  O rdnung 10, zw eite  O rdnung  6, d r it te  O rd n u n g  4, oder 
6, 4 , 2). Bei d e r A usgleichung k o m m en  d ie  gleichw ertigen W in k e l m it gleichem  
G ew ich t in  B e tra c h t. Bei d er A usg le ich u n g  dieser B eo b ach tu n g en  f in d e t das 
e r s te  M al das P rin z ip  A nw endung , d a ß  die B eobach tungen  n ie d e re r  O rdnung  
hei B erü ck sich tig u n g  ihrer G ew ich te  z u r E rh ö h u n g  der G en au ig k e it d e r B eob
a ch tu n g en  h ö h e re r O rdnung v e rw e n d e t w erden  k an n . Dieses P r in z ip  is t  in  der 
le tz te n  Zeit schon  anderen  O rtes  v e rsch ied en tlich  angew endet w o rd e n , w ährend

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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(

es z u r  E rh ö h u n g  d e r G en au ig k e it von W in k e lm essu n g en  h ier das e rs te  M al 
V e rw e n d u n g  fand . E ig en tlich  is t auch  h ie r b is zu  e inem  gewissen G rade d e r  
m a th e m a tisc h e  Z w ang w irk sam , d aß  das G ew ich t d e r einzelnen W inkel im  
v o ra u s  g esichert w erd en  soll.

D ie G rund lage  d e r A usgleichung is t  v o n  B a esc h lin  u n d  R u esc h  
fe s tg e le g t w orden  [1], u n d  soll im  In te resse  d e r V e rg le ich b ark e it h ier b e sch rie 
b en  w erd en . D ie L ösung  d e r A ufgabe is t m it d e r A usg le ichung  der v e rm itte ln -

A

Abb. 2

den  B e o b a c h tu n g e n  m it Z w angsbed ingungen  d u rc h g e fü h rt w orden. E n t 
sp re c h e n d  d e r A bb. 2. seien A ,  B ,  C die S e k to re n ric h tu n g e n , D, E  die R ic h tu n 
gen z w e ite r  O rd n u n g  u n d  F  die R ich tu n g  d r i t t e r  O rdnung . Die von  den  
H a u p tr ic h tu n g e n  eingesch lossenen  W inkel s ind  x 0, y 0, z 0, w ährend  die d u rch  
die R ic h tu n g e n  n ied e re r O rd n u n g  bzw. d u rc h  le tz te re  u n d  je  eine H a u p t
r ic h tu n g  e ingeschlossenen  W in k e l m it dem  In d e x  1 b eze ichnet w erden , d e r 
In d e x  2 b eze ich n e t dasse lbe , n u r  in  einer an d e ren  G ru p p ie ru n g . M it l die e in 
zelnen  B eo b a c h tu n g e n  u n d  m it p  d ie einzelnen G ew ich te  bezeichnend , k ö n n en  
den  n e u n  M essungen e n tsp re c h e n d  folgende G le ichungen  angeschrieben  
w erden  [6]:

F  e h le r  g leichungen  :

lxo +  vx0 =  *0 G ew icht Px0 ’

х'"
4

+ <5 X 
»

1 G ew icht Pxi »

lx\ +  vxl =  X1 G ew icht Px\ 1

Acta Techn. Hung. 47. (1963)
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К'г +  Vx2 =  X2 

h \  +  Vx’t =  *2

ho +  %  =  Уо 
hi +  vyi =  y'i

hl +  Vi =  y'i
ho +  »20 =  *0

G ew ich t p x' , 

G ew ich t p xj , 

G ew icht p Vo , 

G ew ich t p  - , 

G ew ich t py- , 

G ew ich t p ^  ,

u n d  die B ed ingungsg le ichungen  zw ischen d en  U n b e k a n n te n :

x o +  Jo +  Zu — 4 л  =  0 ,

*í +  — x 0 =  о ,

x ’, -f- x", — x 0 =  0 ,

yi +  y i  - J o  =  ° •

( la )

( l b )

D ie G ew ichte w erd en  im  allgem einen  der A n zah l d e r in  zwei F e rn ro h rla g e n  
gem essenen R ich tu n g ssä tzen  p ro p o rtio n a l au fg en o m m en . N ach  d em  sy m m e
trisch en  A nsch re iben  d er V erbesserungsg le ichungen  is t zu sehen, d a ß  in  s ä m t
lichen  G le ichungen  n u r  ein u n b e k a n n te s  G lied  m it dem  K o effiz ien ten  +  1 
v o rk o m m t, u n d  d em en tsp rech en d  e n th a lte n  die N orm alg le ichungen  auch  
n u r  die H a u p td ia g o n a le n  e n tla n g  W erte  sow ie den Z w angsbed ingungen  
en tsp rech en d e  G lieder ! Also w erden  die N orm alg le ichungen  die fo lgenden  sein:

1) +  Pxo x » — h) -  fext — кхг —  P xo h o = °  0

2) +  P x ix 'l +  k Xl - P x i h i  =  ü 0

3) +  P x \Xl +  k xi -  Px\ h \  =  Q 0

4) +  Pxi Xi +  k X i - P x i  ^  =  0 ,
5) +  Pxt X 2 +  К —  Pxi h ï  =  Q -

6) +  р УоУо — К — k y l - P y  « Л .= ° >

7) +  P y j i +  kyi - P y x  h i = °  о
8) +  РАУ* ■+• kyi - P y \ h \ L = °»
9) +  PzoZ 0- fc o — Pzo ho= 0 ’

10) +  Уо +  *u — 4 я = 0  ,

И ) — X 0 +  x[ +  x'i =  0 ,
12) —  x 0 + x ’2 +  x'i = 0 ,

13) — У о+ y i  +  y i = 0  .

Acta Techn. Hung. 47. (1963)
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w o k Xl, kx , kyi u n d  k 0 d e n  Z w angsb ed in g u n g en  en tsp rech en d e  K o rre la te n  
s in d . A u f  G rund  d er N orm alg le ichungen  [2], [3], [4], [5], [7] u n d  [8] k ö n n en  
d ie  K o rre la te n  kx , kX), kyi a u sg ed rü ck t w erd en . Also:

W e n n

P x ,
— K i  x \ ■>

0 )

Ki +  Ki — [1XI] ■> (4)
x'l +  x'i =  [Xj] ,

i s t ,  d a n n  k a n n  au f G ru n d  d e r  G leichungen (3) geschrieben  w erden :

I n  ä h n lic h e r  W eise:

u n d

"yi

1
1

Рхг J

1
1

Px,

1
1 -

Руг J

( [Кг]

([ix.]

[ * : ] ) •

[ * 2] )  ,

Ы )  ■

(5)

( 6)

( ? )

E s so llen  die W erte  von  k Xl, k Xl in  die e rs te  N o rm alg le ichung  e in g e fü h rt w erd en , 
u n d  es soll b e a c h te t w erden , d a ß  a u f G ru n d  d e r N orm alg le ichungen  (10) u n d  (11)

A lso :

wo

[*1] =  *0 u nd  [*2] =  *0 •

Px „ % -  PX1 ([iXl] -  *0 ) -  Px,([K,] -  * 0 ) +  K -  Px о К0  =  0 .

Рхг =
1 1

una Px, — - 1

Рхг J Px, J

( 8 )

(9)

(10)

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Im  S inne der w eite ren  B ezeichnungen  ist zu  sch re ib en :

Pxо +  Pxi +  Pxi =  [Px\ ,
u n d

Px0 У  Px 1 [ I J  “I- Рхг [У ] ГPx Ix] •
(И)

W erd en  diese in  die G leichung  (9) e in g efü h rt u n d  die O p e ra tio n en  d em en t
sp rech en d  fü r  die a n d e re n  N orm alg le ichungen  a u sg e fü h rt, so w erden  — u n te r  
Z ufügung  der N o rm alg le ichung  (13) — die h ie r fo lgenden  4 N orm alg le ichungen  
m it 4 U n b ek an n ten  e rh a lte n :

[Px\ *o
[ P y ] j o  +

[Pz] z0

Jo +  zo

+  0̂ — [Px У  — 0 ,

+  fco — [P y ïy] =  0  ,

+  fco — [Рг У  =  0 ,
— 4 л  =  0 .

( 12)

Z u ers t w ird aus d en  v ie r G leichungen k 0 e lim in ie rt. Z u  diesem  Zw eck soll 
k0l[px], k j[p y ] ,  . . .  aus den  e rs ten  drei G le ichungen  au sg e d rü c k t w erden :

u n d

fco [Px lx]

[Px] [Px]

fco [Pyly]

[Py]

£1

>
4

fco [Pz У

Ы

о

N

w eite ren  B ezeichnungen  e in g e fü h rt w erden

Px =  [Px] . Py NIIЫ

>>

7

[ Р х У [Py ly] [Р г У

[Px] ’ y [Py] ’ 2 ÍPz]

(13)

(14)

D ie G leichungen (13) so llen  a d d ie rt u n d  d a ra u s  d er W e rt von  fc0 au sg ed rü ck t 
w erden , m it R ü c k s ic h t a u f  die B ezeichnungen  in  (14):

_  (Lx +  Ly +  L z) — 4jt

—  +  —  +  —  
P P PXx xy z

Acta Tcchn. Hung. 47. (1964)



10 F. HALMOS

w o also  das A bso lu tg lied :

— L x -j- Ly  -j- L z — 4<л. (15a)

I n  K e n n tn is  von  k 0 k ö n n en  a u f  G ru n d  d er G leichungen  (13) die W erte  von  
x 0, Zg auch einzeln  b e s t im m t w erd en :

wo

(16)

(17)

N a c h  d e r  B erechnung  d er v o n  d en  S ek to ren rich tu n g en  eingeschlossenen  
W in k e l w erden  die W inkel d e r  R ic h tu n g e n  zw eiter bzw . d r i t te r  O rd n u n g  a u f  
G ru n d  d e r  N orm alg le ichungen  2 ., 3 ., 4 ., 5. u n d  7., 8. fo lg en d erm aß en  e rh a lte n :

* i =  -  Ш  -  *o) Pxi- ,
P* i

*1 =  к  -  Ш  ~  *«>) Fxi ,
Р ч

* í  =  i x í -  ( [ Í J - * о ) - ^ ,
Р х  2

РХ2

(18)

r i  =  k - ( [ W  -  Го)

r i = / yí - a u - r o ) Pyi

Ру1
^ácía Techn. Hung. 47. (1963)
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A u f G ru n d  des b ish e r A u sgefüh rten  k a n n  also au s d er bere its  von  B a e s c h l i n  
m itg e te ilte n  w ichtigen  R egel geschlossen w erden  : nachdem f ü r  sämtliche Sektoren- 
w inke l , die aus den unmittelbaren Beobachtungen sowie von den durch diese 
eingeschlossenen sämtlichen Kom binationen  berechneten gewogenen arithm eti
schen Mittelwerte gebildet worden s in d ,  w ird  das Absolutglied der a u f  Grund  
dieser Werte anzuschreibenden Stationsbedingung im  Verhältnis ihrer Gewichte 
verteilt. D ieser S a tz  is t  gleicherw eise auch  fü r  die a n zu sch re ib en d en  B e d in 
g u n g en  der en d g ü ltig en  S ek to ren w in k e l g ü ltig  (G leichungen (18)). D en  m i t t 
le ren  F eh le r der B eo b ach tu n g  m it E in h e itsg e w ic h t k a n n  m an  aus d en  sich  als 
D ifferenzen  der ausgeglichenen  W e rte  u n d  d e r gem essenen W e rte  e rg eb en d en  
V  V erbesserungen  bestim m en :

И-о — ±
f  [ f OT]

n  — r — m
(19)

w obei p  =  das G ew ich t der B e o b a c h tu n g , v =  die V erb esseru n g  d e r  B eo b 
a c h tu n g  (ausgeglichener W ert m in u s  gem essener W ert), n  =  d ie Z ah l der 
gem essenen  W inkel, r  — die Z ah l d e r  U n b e k a n n te n  u n d  m — d ie Z ah l d er 
Z w angsbed ingungen  is t . A u f d ie  B e rech n u n g  des m ittle re n  F e h le rs  des 
ausgeg lichenen  W inkelw ertes soll s p ä te r  z u rü c k g e k e h rt w erd en .

Z usam m enfassend  is t a u f  G ru n d  des b ish e r G esagten  fe s tz u s te lle n , d aß  
be i d e r A usgleichung der v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  m it Z w an g sb ed in g u n 
gen  die Lösung, be i s tren g s tem  E in h a lte n  des P rin z ip s  der k le in s te n  Q u a d ra te , 
a u f  die w iederho lte  A nw endung d e r  a rith m e tisc h e n  M itte lw e rtb ild u n g  u n d  des 
G esetzes der F eh le rfo rtp fla n zu n g  z u rü ck zu fü h ren  is t. Ü brigens w erd en  bei 
d e r  A usgleichung im  allgem einen a n n ä h e rn d e  W erte  e in g e fü h rt u n d  als U n b e 
k a n n te  fung ieren  die E rg än zu n g sw erte .

*

E ine an d ere  L ösung der A ufgabe  e rg ib t sich n ach  den  b e d in g te n  B eo b 
a c h tu n g e n  (u n m itte lb a re  B eo b a c h tu n g e n  m it B ed ingungen), d ie  im  J a h re  
1952 von  K n e i s s l  b e k a n n t g e m a c h t w u rd e  [4]. D as G ru n d p rin z ip  d e r A us
g leichung  is t, d a ß  m an  zuerst d ie  S ta tio n sb ed in g u n g  b e fried ig t, u n d  zw ar so, 
d a ß  sie bei deren  B efried igung  säm tlich e  am  H o rizo n t v e r te ilte  W in k e lm essu n 
gen  ih rem  G ew icht en tsp rech en d  b e rü c k s ic h tig t. In  d iesem  S inne k a n n  ein 
S ek to renw inkel e rs ten s  d u rch  d en  M itte lw e rt der u n m itte lb a r  zu  diesem  
Z w eck d u rch g e fü h rten  M essungen au sg e d rü c k t w erden  (das G ew ich t is t  gleich 
d er W iederho lungszah l der B eo b ach tu n g en ), au ß erd em  m it H ilfe d e r gew ogenen 
a rith m e tisch en  M itte lw erte  d e r M essungsergebnisse v o n  zw ei o d er m ehr 
W inkeln  in n e rh a lb  des S ek to rs. E n tsp re c h e n d  der A bb. 2 k a n n  also der 
W inke l x 0 au sg e d rü c k t w erden :

Acta Techn. Hung. 47. (1963)



12 F. HALMOS

1. d u rch  u n m itte lb a re  B eo b ach tu n g : lX), m it  d em  G ew icht p Xj
2 . d u rc h  die Sum m e v o n  zw ei gem essenen W in k e ln :

Kl +  Kl =  {KoU m it dem  G ew icht {pXo}1 = ------ ■— ----  ,
l iPx[ +  l'Pxï

b zw .

К'г +  Ki  =  {KoU m it dem  G ew icht [p x;}i =  — ------ — ----  -
1 IPxi +  1IPxl

I n  äh n lich er W eise a u c h  d e r W inkel y 0:
1. d u rc h  u n m itte lb a re  B e o b ach tu n g : lyo m it d em  G ew icht р Уо
2 . d u rc h  die Sum m e v o n  zw ei gem essenen W in k e ln :

Kl +  Kl =  lZyo}i m it dem  G ew icht {py'} i =  - --------1— ----  . (20)
1lPyl +  V p a

Zq k a n n  n u r d u rch  u n m itte lb a re  M essungen des S ek to renw inkels geb ilde t 
w e rd e n : lZf) m it dem  G ew ich t p Zj. E n tsp re c h e n d  k a n n  die S ta tio n sb ed in g u n g  
fo lg en d erm aß en  a n g e sc h rie b en  w erden:

( U  +  K o )  +  (Ko)  +  ( O  +  (Ko) +  K o )  — 471 — 0 , ( 21)

WO

(Ko)

(Ko)  =

PxoKo  “G I Pxof 1 {Ko } 1 +  { Pxo (2 {^хо}г 

Pxo +  { P x o jl  +  {iPxo}*

PyoKo ~ IPyo} { K o l  1

m it dem  G ew icht ( p x 0) 

=  Pxo +  {Pxo}l +  \PxoU ’

- У О )  -- ---------- , I I------------- m it dem  G ew icht ( p yo) =  p yo +  { p ^  (22)
Pyo > \Pyo}l

(Ko)  =  к m it dem  G ew ich t ( p Zo) =  p 2a,

u n d  (vX[)), (vyo), (vz)  d ie zu  d e n  gew ogenen a r ith m e tis c h e n  M itte lw erten  gehö
re n d e n  V erbesserungen  s in d . Die N orm alg le ichung  is t:

1

K o )  .
k 1 -f- co1 =  0 (23)

w o Cüy das en tsp rech en d  a b so lu te  Glied d e r G le ichung  ist. Die e inzelnen  
V erb esseru n g en  w erden  d u rc h  L ösung der N orm alg le ich u n g en  fo lgenderm aßen  
e rh a lte n :

K o )  =

K o )  =

K o )  =

OJl

(Pxo)
(Pxo) 1 (Pyo) 1 Ko) .

CÜl

(Pyo)
1 1 11 1

(Pxo) 1 (Pyo) Ko) .
CÜ1

(Pzo)
1 1 , 11 -f-

(Pxo) 1 K o )  ' (Pzo)

(24 )

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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D urch  A d d ieren  der zu d en  N äh e ru n g sw erten  gehörenden  V erb esse ru n g en  
w erden  d ie  ausgeglichenen S ek to ren w in k e l e rh a lte n :

*0 =  K o ) +  K o )  >

Jo =  (lyo) +  K„) » (24a)

z0 =  К о )  +  K o )  ■

I n  K en n tn is  d ieser W inkel kön n en  au ch  die end g ü ltig en  W erte  d e r  d u rc h  
die e inzelnen  Z w ischen rich tungen  gem essenen  W inkel u n te r  B efried ig u n g  
der en tsp rech en d en  B ed ingung  e rrech n e t w erden . D ie bei diesen v o rk o m m e n 
den S ek to renw inke l e rh a lte n  keine V erb esseru n g  m eh r, weil bei d e ren  B e re c h 
nu n g  säm tlich e  B eo b ach tu n g en  b e rü c k s ic h tig t w orden  sind. Es k ö n n e n  also 
die fo lgenden  B ed ingungsg le ichungen  an g esch rieb en  w erden:

+  x'i — x 0 =  0 , JÍ +  JÍ' — Ju =  0. 

x'i +  x \  — *() =  0 ,

(25)

M it H ilfe d er en tsp rech en d en  B eo b ach tu n g en  u n d  V erbesserungen:

К  +  Vx[ +  К  t’x'j — * 0  =  0 ,

К  +  Vx'i +  К  +  vx”2 — x a —■ 0 * (Щ

ly ’i +  v y'i +  h i  +  V i ~  Jo =  0 •

Die N orm alg le ichungen  s ind  u n te r  B erü ck sich tig u n g  der e n tsp re c h e n d en  
G ew ichte die fo lgenden:

1

P x \
кг + -|- co2 — 0 ,

-)- co3 =  0 ,

1

P y  Í
k t +  w4 =  0 .

(27)

Da es in  ke iner einzigen G leichung eine gem einsam e K orre la te  g ib t, k a n n  jed e  
u n m itte lb a r  gelöst w erden . Die V erbesserungen  können  aus d en  fo lgenden

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



14 F. HALMOS

Z u sam m en h än g en  e r re c h n e t w erden:

ш2 ÍPxoh

Px'il
1 1

Px Í
Px[ P.XÏ

ü)2 ÍPxoll W2

1 -  +
1

p a  ’
PA Px i

w4 {Py o}lW4

Pyi 1 -  +
1

Py'l
PA Py\

(28 )

Sollten  n eb en  d e n  Sek to ren , im  F a lle  v ie le r  R ich tu n g en , au ch  noch  
Z w ischensek to ren  g esch affen  w erden, so w e rd en  die von  den Z w ischensek to ren  
eingeschlossenen  e n d g ü ltig e n  W inkel e rs t n a c h  d e r endgü ltigen  B estim m u n g  
d e r  W inkel zw ischen d en  S ek to ren  (wo also sä m tlic h e  B eo b ach tu n g en  b e rü c k 
s ic h tig t w erden) e r re c h n e t u n d  durch  d e ren  H ilfe , den  G leichungen (25) — (28) 
e n tsp rech en d , die ü b r ig e n  W inkel.

Im  w eiteren  so llen  d ie  durch  die zwei A usg le ichungen  gebo tenen  E rg e b 
n isse  verg lichen  w erd en . D as in  der G le ichung  (24) vo rkom m ende A b so lu t
g lied  ш1 ist:

«1  =  ( U  +  ( U  +  ( У  -  (29)

W ird  d er W ert v o n  (ZXj) aus der G leichung (22) m it dem  W e rt L x der 
Z u sam m enhänge  in  (14) verg lichen , in d em  d as do rtig e

[Px] — Pxo H-------J----------- J-------bIrx l  r x  о 1 1 ' 1 1 1
+  +

Px 1 Px± Px 2 Px 2  /

=  Pxo +  {Pxo}l +  {Pxob . (30)

u n d »

[Px У  Px о У  {Pxo}l { y } l  {j°xo}2 {У}г (31)

is t, d a n n  ist
( U  =  ^x » (Px„) =  [Px] =  ^x ’ (32a)

u n d gleicherw eise аГIIIIО

b,IIО (32b)

(ho) =  L Z  , (Pzo) =  [ P z ] = P z- (32c)

E s m u ß  also sein:
« j  =  w . (33)

Acta Techn. Hung. 47. (1963)



EINHEITLICHE UNTERSUCHUNG DER WILDSCHEN SEKTORENMETHODE 15

D arau s folgend:

wo

(p) = 1

(Px„)

p (p )wl (34)
Px (Pxo)

1 p (35)1 1 1 F

(Py.) +  (Pzo) P* +  P y  1 P'~
is t. In  der g leichen W eise is t das au c h  fü r  die ü b r ig e n  U n b ek an n ten  zu bew eisen . 
F ü r  das co2 aus (28) b e s te h t fo lgender Z u sa m m e n h a n g :

w 2 — 1х 'г +  ix» #0 — [IX1] # 0. (36)

Es is t ab er au ch  d ie  h ie r fo lgende G leichung a u f  G ru n d  von  (18) u n d  (28) 
gü ltig :

=  -  Ш  -  X 0)  (37a)
Px I Px'i

da infolge d er e rs te n  Lösung

Px 1 =  — I----------- 2 ---- =  {Px„}i • (37b)
------------- 1-------------

Px i Px'i

A u f die gleiche W eise k an n  der B ew eis au ch  fü r  die übrigen  W inkel d u rc h 
g e fü h rt w erden.

D am it is t e ig en tlich  auch  bew iesen , d aß  — gleichgültig  ob die L ö su n g  
d er A ufgabe d u rc h  v e rm itte ln d e  B e o b a c h tu n g e n  m it Z w angsbed ingungen  
oder du rch  u n m itte lb a re  B eo b ach tu n g en  m it B ed ingungen  (bed in g te  B eo b 
ach tungen) erfo lg t — in  beiden  F ä llen  is t n ic h t  n u r  die Menge d er B e rech 
n u n g sa rb e it, so n d e rn  auch  die B erech n u n g  se lb s t aus denselben  E le m e n te n , 
O pera tio n en  zusam m en g ese tz t. D a m it is t g le ich ze itig  auch bew iesen, d a ß  die 
zwei L ö su n g sa rten , obzw ar a u f  v e rsch ied en en  W egen, bei s tre n g s te m  E in 
h a lte n  des P rin z ip es  d er M ethode d e r k le in s te n  Q u ad ra te , zu  d en se lb en  
S ch ritten  fü h ren , also  id en tisch  sin d . V om  G esich tsp u n k t des p r in z ip ie l
len  A nsatzes b e t r a c h te t  is t die BAESCHLiN/RuESCHsche L ösung  eine 
solche ohne B ed in g u n g  (d. h. v o n  den  v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  m it 
Z w angsbed ingungen  ausgegangen), w äh ren d  K n e i s s l  — durch  die B efried igung  
d er e rs ten  B ed in g u n g  säm tliche B e o b a c h tu n g e n  b e rü ck sich tig t — e ig en tlich  
schon  den a u f  G ru n d  d er ers ten  L ösung  gegebenen  Satz anw endet, n u r  le i te t  
e r zu e rs t die V erbesserungen  ab .

*

Es soll n u n  zu  einer d r i t te n  L ö su n g sa rt übergangen  w erden . S o fern , 
d er A bb. 2 e n tsp re c h e n d , die S ek to ren w in k e l ( x 0, y 0, z 0) als U n b e k a n n te  in  
die A usgleichung e in g efü h rt w erd en , fü h r t  d ie  L ösung  der A ufgabe zu  d e r

Acta Techn. Hung. 47. (1963)
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A u sg le ich u n g  b e d in g te r  B eo b ach tu n g en  m it ungem essenen U n b e k a n n te n  
u n d  m it  den  zw ischen d e n  U n b e k a n n te n  b es teh en d en  Z w angsbed ingungen  
([1 1 ], [12]). Die zu  b e fried ig en d en  G le ichungen  sind  die fo lgenden :

B ed in g u n g sg le ich u n g en  m it un g em essen en  U n b ek an n ten  (im  a llgem einen  
n e n n t  m a n  sie ungem essene  U n b e k a n n te , h ie r sind  sie jed o ch  gem essen  
u n d  so n u r  als g esch ä tz te  U n b e k a n n te  e in g ese tz t)

(h„ +  v x0) + — *0 =  0 ,

(h i  + vxi) +  (h i  +  vx'[} + — *0 =  0 ,

(h i  +  vx’2) +  (h l  +  vxJ2) + — *0 =  0 ,

(ho +  Vyo) + - J o =  0 ,(38a)

(h i  +  vy0 +  ( h l  +  Vy'ù "I----- У» =  0 ,

(ho +  Vzo) H----- 2 =  0 .
Z w an g sb ed in g u n g sg le ich u n g :

x o +  Jo +  *0 — =  0 • (38b)

D ie  E in fa c h h e it des an g esch riebenen  G leichungssystem s b e s te h t d a r in , daß  
in  a lle n  G leichungen versch ied en e  V erb esse ru n g en  V orkom m en. D e m e n t
sp re c h e n d  w urden , u n te r  B e rü ck sich tig u n g  d e r B ezeichnungen aus d e r  e rs ten  
U ö su n g  folgende N o rm alg le ichungen  e rh a lte n :

k ,
1

"T r ~

PA +  Px\

h
l

”1  7  г

Px i p a

Pyo

+

PyL Py"i

+ ^6
Pz 0

— *0 +  ho — 0

— x0 +  lx, =  0

*0 ~b 1Хг =  0

— Jo +  ho =  0

— Уо +  =  0

— z0 +  г̂о =  0

(39a)

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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+  k 0 =  0
+  fco =  0 (39b)

— fce +  fc(. =  0

x o +  Jo +  «0 — 4ti =  0. (39c)

D a 6 B ed ingungsg le ichungen  m it d re i U n b e k a n n te n  u n d  e in er Z w angsbed in 
gung  v o rh an d en  sind , m uß  die Z ahl d er N orm alg le ichungen  10 sein. Die 
B ezeichnungen  e rgeben  sich  s inngem äß . k 0 is t  eine sich infolge d e r  Z w angs
b ed in g u n g  ergebende K o rre la te . N achdem  in  säm tlich en  G le ichungen  n u r  eine 
K o rre la te  v o rk o m m t, k ö n n en  diese n a c h e in a n d er au sg e d rü c k t w erden :

k i =  +  Px„*о -  P XJ X0,

k 2 — “Ь {Px„}l *0 {Px0}l {̂ xoh ’ 

k 3 =  +  {Px„}2 *0 -  {Px„}2 {^x,)'2 - 

k i ■ “b Ру о Jo Py 0 ly, 1

К  =  +  {Py„}l Jo -  {Pyo}l {iy„}l ,

A'e =  +Рго*» — Р ъ 1го-

(40a)

Diese W erte  in  die N orm alg le ichungen  (39b) e in se tzend  (säm tliche  G leichungen 
w urden  m it —1 m u ltip liz ie rt, d a m it die U n b e k a n n te n  po sitiv e  K o effiz ien ten  
e rh a lten ), bekom m t m an :

(Px„ +  {Px„}l +  {Px0}2) x 0 +  +  *0 — Px0 lx* — {Px„}l { U l  —

-  {Px„}2 { Q *  =  0 ,

{Py0 +  {P>o}l)jo +  +  К  -  PyJyO -  {Py„}l { U l  =  0 , (40b)

(Рг„)20 + kO -P zo 'zo  =  ° -

D urch  A ddition  d er G leichungen, w enn  die U n b e k a n n te n  (дсп, j 0, z0) als 
K oeffiz ien ten  -(-1 e rh a lte n , u n d  die ä lte re n  B ezeichnungen  b e rü ck sich tig t 
w erden , bekom m en w ir die fo lgende G leichung:

К
[Px] +  [Py] +  [ p j

[Px /,]  , [Ру*у] +  M

[Px] [Py] [Pz]
-  (*0 +  Jo  +  2o)‘ (40b/l)

Das heiß t:

К  =  = P ( L X +  L y +  L г -  47t) =  P W . (40b/2)

U  ] 1 \  ] P z

2 Acta Techn. Hung. 47. (1964)



18 Г. HALMOS

D e n  W e r t  von  k 0 in  die G le ich u n g en  (40b) e in se tzen d , w erd en  die en d gü ltigen  
W e r te  d e r S ek torenw inkel e rh a lte n :

D ie gegebene Lösung d er G le ich u n g en  u n te r  (40b) is t  id en tisch  m it dem  
ü b lic h e n  L ösungsverfah ren  d e r  N orm alg le ichungen . D a  zu e rs t die W erte  
v o n  x a, y 0, 20 au sg ed rü ck t u n d  diese in  die Z w an g sb ed in g u n g en  e in g ese tz t 
w o rd e n  s in d , w ird derselbe Z u sam m en h an g  e rh a lte n , w ie er u n te r  (4 0 b /l)  
zu  f in d e n  is t. Es is t zu  e rse h e n , d a ß  die ab g e le ite ten  G le ichungen  id en tisch  
m it d e n  G leichungen (16) d e r e rs te n  L ö sungsart s in d . V erfasser is t der A nsich t, 
d a ß  d ie  u n m itte lb a re  A b le itu n g  d er A usgleichung v o n  d er W ildschen  S e k to re n 
m e th o d e  dieses zu le tz t an g eg eb en e  V erfahren  is t . Vom  G esich tsp u n k t der 
p ra k tis c h e n  B erechnung g e la n g t m an  schließlich au c h  h ie r zu den  gew ogenen 
a r ith m e tis c h e n  M itte lw erten . D ie B erechnung d e r W inkel in n e rh a lb  der 
S e k to re n  w ird  durch  das V e rte ile n  des A bso lu tg liedes d er fü r  die S ek to ren 
w in k e l a ls Z w angsbedingung angeschriebenen  G le ichungen  im  V erh ä ltn is  
d e r G ew ich te  der v o rk o m m e n d e n  W inkel a u sg e fü h rt. D ie Z usam m enhänge  
s in d  id e n tis c h  m it je n e n  aus (18).

I m  ü b rigen  k a n n  diese le tz te  Lösung auch  a u f  den  F a ll der „ v e rm itte ln 
d en  B eo b ach tu n g en  m it Z w an g sb ed in g u n g en “  z u rü c k g e fü h rt w erden , sofern  
a u f  G ru n d  der G leichungen (38) f ik tiv e  V erbesserungen  e in g efü h rt w erden . 
D iese le tz te re n  w erden led ig lich  im  In te resse  der V o lls tän d ig k e it ge tan , b e d e u te t 
es d o c h  v o m  G esich tsp u n k t d es  R echnens aus k eine  V ere in fachung , doch  is t 
d ie  e in fa c h e  A bleitung  u m  so ü b ersich tlich e r u n d  an sch au lich er. M an k a n n  
ü b rig e n s  auch  sonst das E in fü h re n  der f ik tiv e n  B e o b a c h tu n g e n  anw enden , 
d a  in  sä m tlich en  G leichungen  v ersch iedene V erb esseru n g en  V orkom m en. Also:

vxo =  — Ko  > G ew ich t Д хо =  —у — =  p Xo,

Px 0

vx'1 +  vx\ =  -  К  » G ew ich t p-,n =  y -  —  l  =  {Px0}i >

Px i Px'i

Acta Techn. Hung. 47■ (1963)
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t v  4- vr" =  — К  1X% I X2 X2 '

Vy'x +  V i =  -  АУ> »

G ew ich t Pix, =  - j -  ! =  {pXo}2 ,

Рх’г ' Pxî

G ew icht Рл„0 =  — j —  =  Py0, (41)

Руо

G ew icht j ------- j  =  {Py0}i »

P y i  P y’i

G ew ich t Р;.гс =  — j —  =  р г„.

Pro

D am it k o m m t in  je d e r  G leichung n u r eine V erbesserung  vor, also sin d  die 
N orm alg le ichungen :

+  (Px„ +  {Px„}l +  {p.v„}2)  *0 +  +  К  -  Px„ Ixo -  {Pxojl {̂ X„}l -

~  {РхоЬ {̂ х0}г =  0 5

(Py0 +  {Pyob) jo  +  К  -  p yo lyo — {Pyo}l {/yo}! =  0, (42)

(P z  o ) 2 0 +  K  —  Р г „ ^ „ = 0 ,

*o +  Jo +  zo — 4тг =  0 ,

bzw . u n te r  B erü ck sich tig u n g  d e r B eze ichnungen :

[P x J *0 +

[P y „ ]  J o  +  

[Pz„] ZC 

*0  +  J ü  +  Z0

+  К  ~  [ P x  «  =  0  »

+  *0 — [Ру у  == о ,

+  К  —  [ Р г  У  =  0  , 

—  4тт =  0  .

(42а)

Man gelangt zu einem  mit dem vorangehenden identischen R esultat. Bezüglich  
der prinzipiellen Ableitung ist die letztere Lösung die kürzeste. W ird diese 
m it der ersten Lösung verglichen, so ergibt sich als Zahl der zwischendurch  
angew andten N orm algleichungen nur 4, an sta tt 13 (infolge von 3 U nbekannten  
und 1 Zwangsbedingung). W ährend sich die 4 Norm algleichungen hier un m ittel
bar ergeben, können diese bei der ersten , der BAESCHLiN/RuESCH-schen 
Lösung und auch bei der dritten L ösungsart nur nach einer sukzessiven  
G leichungslösung erhalten werden.

Aus all d iesem  k a n n  also die S ch luß fo lgerung  gezogen w erd en , daß  
die zur B es t im m ung  sämtlicher Unbekannten geeigneten Zusam m enhänge durch 
bedingte Beobachtungen mit ungemessenen Unbekannten und durch die Lösung

2* Acta Techn. Hung. 47. (1963)



20 F. HALMOS

der zw ischen  diesen bestehenden Zwangsbedingungsgleichungen a u f  dem Wege 
der E in fü h r u n g  f ik t iver  Verbesserungen der Ausgleichung der Sektorenmethode 
a u f  e ine  recht einfache A r t  erhalten werden können.  G leichzeitig is t m it  d ieser 
M e th o d e  au ch  die S trenge d e r  b isherigen  M eth o d en  bew iesen w o rd en . A uch  
is t  es e rs ich tlich , daß bei s tre n g e m  E in h a lte n  des P rinz ips d er M eth o d e  der 
k le in s te n  Q u ad ra te  d u rch  d ie  sukzessiven  e inzelnen  L ösungen  d e r N o rm a l
g le ic h u n g e n  die gew ogenen a rith m e ts ic h e n  M itte lw erte  die e inzelnen  U n b e 
k a n n te n  liefern .

*

S o fe rn  die A usg le ichung  d er S ek to ren  sta tionsw eise  so a u sg e fü h rt 
w ird , w e rd e n  zur A usg le ichung  des T rian g u la tio n sn e tzes  die ausgeg lichenen  
W e rte  v e rw e n d e t. D azu  is t es je d o c h  nö tig , die m ittle re n  F eh le r der U n b e k a n n 
te n  z u  b es tim m en , d am it b e i d er neuen  A usg leichung  die en tsp re c h e n d en  
G e w ic h te  b erü ck sich tig t w e rd en  können . B ere its  in  dem  Z u sam m en h an g  
(19) i s t  d ie  Form el des m itt le re n  Feh lers der B eo b ach tu n g  m it E in h e itsg ew ich t 
a n g e g e b e n  w orden. A uf diese B erech n u n g  soll h ie r n ich t ausfüh rlich  e in g eg an 
gen  w e rd e n , die F a c h li te ra tu r  m a c h t m eh rere  L ösungen  b e k a n n t. E s soll 
d a r a u f  a n  an d ere r Stelle zu rü ck g eg riffen  w erden . D as G ew icht der U n b e k a n n te n  
e rg ib t s ich  u n m itte lb a r  au s  den  G leichungen  (40c), bzw . (16). W ird  das 
G ew ich t d e r  U n b ek an n ten  л:0 m it GXd b eze ich n e t, deren  m ittle re r  F e h le r  als 
[гХо, d a n n  is t  a u f  G rund  d er au s  d e r A usg le ichsrechnung  b e k a n n te n  F o rm e l:

1 f f  1

af

P * : ( Ù )

2

9
Po

GXnXo P . aa 

P  _

P  1t ' x --------^
P x

- 1 -  +  ^  7 
P  Pл у л z

d a  f  =  1 u n d  o =  l ,  so ist:

af 1 J L 1 aa

P = ’ p = p ^ ' - P Px Py P,

(43)

D en  A u s d ru c k  w eiter u m fo rm en d  u n d  die a lte n  B ezeichnungen  b e rü c k s ic h ti
gend  w ird :

P
Gx„ =  P xXo X

+

1 ï p x L  1 \
p P x - P
p x J l  Px )

1 +

P x - P
P v P

=  p x + 1 1

p  ~ ~ p ,

=  p x +

p  — p

± у * z

—  +

(44)

A us d ie se m  is t der Satz zu z iehen , daß das Gewicht des ausgeglichenen Sektoren-

Acta Techn. Hung. 47. (196i)
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Winkels gleich der Geivichtssumme der Beobachtungen aus dem Sektor p lus  der 
reziproke Wert der S u m m e  der Gewichtsreziproken der Su m m e  aller weiter vor
kommenden W inkel ist. I n  ähn licher W eise lä ß t  sich  dieses auch  fü r die ü b rigen  
W inkel ab le iten . D as en tsp rech en d e  G ew icht lä ß t  sich  a u f  einfache W eise au ch  
fü r  die W inkel zw e ite r O rd n u n g  ab le iten , d a v o n  k a n n  ab er h ie r A b stan d  
genom m en w erden .

Des w eite ren  is t  es eine sehr w ich tige F ra g e , ob die ausgeglichenen S ek
to ren w in k e l u n d  d e ren  m ittle re  F eh ler b ezüg lich  d e r w eite ren  A usgleichung 
als v o n e in an d er u n ab h än g ig e  W erte  zu  b e h a n d e ln  sind  ([8], S. 168). Sollte 
dies n ich t d er F a ll se in , so m ü ß ten  bei d e r A usg le ichung  des N etzes au ch  die 
S ta tio n sb ed in g u n g en  in  die A usgleichung m it e inbezogen  w erden , oder so llten  
als v o n e in an d er ab h än g ig e  W erte  b e h a n d e lt w erd en  [13] [14]. Im  Sinne d er 
g rund legenden  U n te rsu ch u n g en  T h i e l e s  [15], [16] sin d  die schon e inm al 
ausgeglichenen  W erte  im  w eiteren  als v o n e in a n d e r u n ab h än g ig  zu b e tra c h te n , 
w enn in  den  die U n b e k a n n te n  a u sd rü ck en d en  G leichungen  die Sum m e der 
P ro d u k te  d er K o effiz ien ten  der gleichen gem essenen  W erte  gleich N ull s ind . 
W enn  die in  d er G le ichung  von  x 0 v o rk o m m en d en  K oeffiz ien ten  m it s bezeich 
n e t w erden , die v o n  y u m it t u n d  die v o n  z0 m it u, so is t n ach  H inw eis v o n  
H . W o l f :

Г sí 1 su
=  0 und

tu=  0 ,
Lp  1 p P

=  0 .

In  vorliegendem  F alle  den  G leichungen (40c) bzw . (16) en tsp rech en d :

(45)

st
P

1

l \
1

P,

+

1

p T

+ +

1

и

Г  +X
1

P Í

1

+ 1 \
1

+
1

p~

1

p

1
+  ~ F  +

У
1

1

p '

P 2y
+  1 1 1 1 1 1

——— ---------- -------- ~~— ь — — h
P P PJ. X x У 1 z p x p

У Pz

+

+ (46a)

+

1

P ,
1

P,

=  -  2 P

P  PУ

1 1
Z

+  З Р

Р Х Ру 
1

Pz
Р

p  pл  X  у  > [ Р Х Ру Р ХРу  ’
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äh n lich e rw e ise :
su

ut
P

=  — 2 P

=  — 2 P

1 1
+  3 P Í 1 ‘ 1 „

\ p x Pz 1 P x Pz P XP ,
1 1

+  3 P
1 p

Py P z ) p  • py ± z p  pL y L z

(46b)

(46c)

W ie  au s  den  W erten  v o n  (46) e rs ich tlich , sind  die P ro d u k te  n ic h t  gleich 
N u ll, in folgedessen is t au ch  die U n ab h än g ig k e it d er ausgeg lichenen  W erte  
n ic h t  g esichert. Es soll b e m e rk t w erd en , d aß  d ad u rch , daß  bei d e r  B ildung  
d e r  P ro d u k tg lie d e r  die K o e ffiz ien ten  d e r einzelnen M itte lw erte  v e rw en d e t 
w u rd e n , v o lls tän d ig  s tren g  v o rg eg an g en  w urde , denn  diese sin d  v o n e in a n d e r 
g a n z  u n a b h ä n g ig  gew onnene W e rte , sie sin d  also u n ab h än g ig  v o n e in a n d e r. 
I n  d ie sem  Sinne m uß  m a n  b e i d e r A usg leichung  des N etzes d ie S e k to re n 
w in k e l als v o n e in an d er ab h än g ig e  W e rte  b eh an d e ln . W ie v e rh ä lt  es sich , w enn  
die ausgeg lichenen  S ek to ren w in k e l d as  gleiche G ew icht h a b e n ?  Also

P  = Pz y p  =  pX q> (47)

D e m e n tsp re c h en d  k a n n  a u f  G ru n d  d e r  G leichungen (46) gesch rieben  w erd en :

st
=  -  2 P

1

P,

+  3 P
1

P P
V <P

— 2 P —  +  
P -V

SU ut
p P

+  3 P  —  =  —  =
p i  p 2

<P * <P

W e n n  n u n  w eiter die fo lgende G le ichung  e ingese tz t w ird: 

P  =

(48)

d a n n  is t

1 l
1 1 1 3

— H— — H------- -
p* p* p* к

P*

St SU ut

P p p
1

3 P„

(49)

(50)

F ü r  d e n  F a ll also, daß  die au sg eg lich en en  S ek to renw inkel das gleiche G ew icht
1h a b e n , is t  der W ert d er P ro d u k tg lie d e r  in  je d e r  G leichung -f-------- . S chon

^  P f
T h i e l e  b e to n t , daß  falls die N u ll-B ed in g u n g  n ich t gesichert is t , d ie U n a b 
h ä n g ig k e it  noch im m er v o rh a n d e n  sein  k a n n , insbesondere, w enn  die Sum m e

in  d iesem  F a lle : - j - __ | . W enn  näm lich  zu d en  W er-ü b e ra ll  d ie  gleiche ist
3 P „

te n  jc0, y 0, z 0 im m er dieselbe f ik tiv e  B e o b ach tu n g  L  ad d ie rt oder d a v o n  sub-
Г :

t r a h ie r t  w ird , d an n  w ird  a u c h  die B ed ingung Г s i 1 SU ut

[ p \ p p
=  0
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erfü llt. Dies k a n n  übrigens bei diesen A usg le ichungen  g e tan  w erd en , da  es 
p ra k tisc h  soviel b e d e u te t, d aß  die h ie r ausgeg lichenen  W inkel a ls a u f  
die erste  R ich tu n g  bezogene R ich tu n g sw in k e l b e tra c h te t  w erden , die auch  
a u f  eine an d ere  A u sg an g srich tu n g  bezogen w erd en  können .

E in  R eispiel dieses Falles is t in  [8], S eite  152— 154 d a rg e s te llt, a u f  die 
Schreibersche W inkelverm essung  bezogen, zu  fin d en . E n tsp re c h e n d  des oben 
A usgefüh rten  k ö n n en  die ausgeglichenen W in ke l  auch im  Falle der Sektoren
methode im weiteren als voneinander unabhängig betrachtet werden, w enn  ihr 
Gewicht das gleiche ist. Es is t je d o c h  frag lich , w ie w eit bei der z iem lich  freien 
A nordnung  d e r B eo b ach tu n g en  u n d  der sich  infolge äu ß erer U m s tä n d e  erge
b en d en  G ew ich tsgebundenhe it die gleichen G ew ich te  nach  der A usg le ichung  
zu sichern  sind . V on der G leichung  (44) au sg eh en d :

e ,o  =  p x + l

p

=  p

+
Pr p*

Im  allgem einen, w enn es N  S ek to ren  g ib t, is t

(51)

1 Nr  _  P  I______ _________ _ _ _ _ _  P
* N  -  1 N  — l

(52)

W ie ersich tlich , h ä n g t das G ew ich t des ausgeg lichenen  W inkels v o n  der 
Zahl der S ek to renw inke l ab. D a in n e rh a lb  d e r S ta tio n  die Sum m e d e r  G ew ichte 
m it der G leichung

(53)

au szu d rü ck en  is t , m uß  infolgedessen, d a m it P y in  a llen  S ta tio n e n  g leich  sei, 
folgende B ed in g u n g  e rfü llt w erden :

Pf  — N P  =  S  , (53a)

wo S  eine k o n s ta n te  Zahl is t. D ie G ew ich tsk o n stan z  k an n  a u f  G ru n d  des 
O bengesag ten  fü r  je d e n  S ek to r fo lg en d erm aß en  gesichert w erden . D en  frü h e 
ren  B ezeichnungen  en tsp rech en d  se tz t sich  das G ew icht des cp W inke ls aus 
den folgenden E lem en ten  zusam m en :

p p +
l 1 1

+  •• (54)4> l  l 1 1 1 • 9

P ,  P„<pi •>.
1p p +  ■

1 1 -  +  ■ « (54a)-> ■ <Po & •>

Pn р*г

Ada Techn. Hung. 47. (1963)



24 F, HALMOS

wo N Vl, N v die Z ahl d e r  gem einsam en W in k e l zw eiter bzw. d r i t te r  O rd n u n g  
in n e rh a lb  des S ek to rs cp is t .  W enn an g en o m m en  w ird, d aß  zw ischen  den 
G ew ich ten  folgendes V e rh ä ltn is  b esteh t:

(55)

w o А ,  В , C reine Z ah len  s in d , d a n n  lä ß t sich d e r  Z u sam m en h an g  (54a) fo lg en d er
m a ß e n  beschreiben:

b zw .

P«o +

Pn

+  N <P 2
+  • * • --  <

B P
A

— P
A  4,0

B -  p
A  T0

«nd Pf2 II

tu
 I

n I о

(56)

(57)

Im  E n d re su lta t  b e d e u te t a lso  eine dera rtige  A n g ab e  der G ew ichte, m it den  
f rü h e re n  verglichen, ke in e  größere G eb u n d en h e it, da das V e rh ä ltn is  der 
G ew ich te  auch b isher sch o n  gegeben w ar, h ö c h s te n s  — falls in  irg en d e in em  
S e k to r  m ehrere W inkel z w e ite r  und  d r it te r  O rd n u n g  (Z w ischensektoren) Vor
k o m m e n  — en tfa llen  d em en tsp rech en d  a u f  d en  W inkel e tw as w en ig er B e
o b ach tu n g sw ied e rh o lu n g szah len  als au f einen so lchen  Sek to renw inkel, in  dem  
es k e in e  Z w ischen rich tungen  g ib t.

E s soll als B eispiel u n te rs u c h t  w erden , w elche W erte  fü r die e inzelnen  
G e w ich te  erh a lten  w erd en , w en n  nach der in  A b b . 2 gegebenen A n o rd n u n g , 
А ,  В ,  C R ich tungen  e rs te r  O rd n u n g  sind, D , F  solche zw eiter O rd n u n g  u n d  
E  d r i t t e r  O rdnung. E s sei:

N  =  3 ,  S  =  3 ,

Pxo '• Pxi '• P x 2 =  3 : 2 : 1 .
D a n n  is t :

P*o =  6 ,  P X1 =  4 6 =  4 P X2 =  4 - 6  =  2 ,
6 6

РУ 0 = 7 ,  P yi =  4 7 =  4 ’6 7 ^ 5 ’6
^0  =  9

E s  s te h t  n a tü rlich  dem  n ic h ts  im  W ege, daß  bei d e r B estim m ung  der G ew ich te  
d ie  versch iedenen  a tm o sp h ä risc h e n  B ed ingungen  u n d  auch  an d ere  äu ß ere  
U m s tä n d e  be rü ck sich tig t w e rd en . S e lb s tv e rs tän d lich  s tö ß t ab er ein  solches 
zah len m äß ig es  B e rü ck sich tig en  in  jedem  F a lle  a u f  ziem lich viele S chw ierig 
k e ite n . B esonders w esen tlich  is t  jedoch  d erjen ig e  T eil der U n te rsu ch u n g , d e r
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bezüglich  d e r A usgleichung die so w ich tig e  G ew ichtsg leichheit u n d  dam it 
die U n ab h än g ig k e it zu s ich ern  w ü n sch t.

M it den  G ew ich tsp rob lem en  d er W inke l zw eiter und d r i t t e r  O rd n u n g  
b e fa ß t sich  die A rbeit n ic h t, d a  d iese B eo b ach tu n g en  in  den  m e is te n  F ällen  
bei d e r P u n k tau sg le ich u n g  v e rw e n d e t u n d  d o r t  sowieso versch ied en e  G ew ichte 
an g ew en d et w erden.

M it diesen A u sfüh rungen  so llte  die sich  a u f  die S e b to ren m e th o d e  bezie
hende L ite ra tu r  zu sam m en g efaß t u n d  e rg ä n z t w erden . Das Y e rfa h re n  k a n n  wegen 
se iner p ra k tisc h e n  V orteile  a n  v ie len  S te llen  A nw endung fin d en . D ie  Schw eizer 
verw en d en  sie seit 1904 zu r B e o b a c h tu n g  des T rian g u la tio n sn e tzes  I I .  u n d  I I I .  
O rd n u n g , u n d  seit 1910 au ch  bei je n e r  I .  O rd n u n g . Sie k o n n te n  m it  H ilfe der 
F e rre ro sch en  in te rn a tio n a le n  F o rm el fü r  m ittle re  Fehler e in en  +  0.3"-igen 
W inkelfeh ler nachw eisen, w as fü r  die G en au ig k e it der M eth o d e  eine A uf
k lä ru n g  qualifiz ierenden  C h a ra k te rs  g ib t.

D ie M öglichkeit d e r en tsp re c h e n d en  E rw ägung  der a tm o sp h ä risc h e n  
u n d  to p o g rap h isch en  V erh ä ltn isse , die a lle rw irtsch aftlich ste  A u sw a h l u n d  die 
V e rte ilu n g  der B eo b ach tu n g sw ied erh o lu n g en , die gem einsam e A usg le ichung  
d e r B eo b ach tu n g en  n ied erer O rd n u n g  m it so lchen  höherer O rd n u n g  u n d  die 
d a d u rc h  zu  erzielende E rh ö h u n g  d e r G en au ig k e it, die einfache A u sfü h rb a rk e it 
d e r g anzen  A usg le ichungsarbeit u n d  end lich  das Sichern g le ich e r G ew ichte 
zum  Zw ecke der U n ab h än g ig k e it sp rech en  alle dafü r, daß  d ie  A nw en d u n g  
d e r M ethode von w irtsch aftlich em  G e s ic h tsp u n k t aus eine rech t g ro ß e  B ed eu tu n g  
h a t . N a tü rlic h  d a rf  m an au ch  h ie r keine ü b e rtr ie b e n  großen S c h ra n k e n  bezüg
lich  d e r G ew ichte bzw. d e r W ah l d e r M eßzah len  setzen, d enn  d a d u rc h  w ürde 
m an  sich denselben  P ro b lem en  g eg en ü b e rg es te llt sehen wie b e i d e r  S ch re ib er
schen  W inke lm eßm ethode , wo se lb st die A usw ahl der ä u ß e re n , o b jek tiv en  
V erh ä ltn isse  n ich t in  F rag e  k o m m en  k a n n . D aß der M ethode  eine  große 
B ed eu tu n g  zu e rk an n t w ird , w ird  d u rch  n ic h ts  besser bew iesen, a ls d a ß  in  den 
m eisten  L ehr- und  H a n d b ü c h e rn  eine re c h t ausführliche A n a ly se  derselben  
e n th a lte n  is t. Ü ber die b ish e r d u rc h g e fü h rte n  L an d esv erm essu n g en  h in au s
gehend , k a n n  die S ek to ren m e th o d e  zw eckm äßig  bei in d u s tr ie lle n  und  
S ta d t-T ria n g u la tio n e n  an g ew en d e t w erd en , w obei es häu fig  v o rk o m m t, daß 
die B eo b ach tu n g en  n ich t in  a llen  P u n k te n  u n d  fü r jede R ic h tu n g  gleich  sind. 
A uch  h ie r e rfo rd e rt jed o ch  das ric h tig e  E rw äg en  der v e rsch ied en en  U m stän d e  
eine große Sorgfalt und  U m sich t.
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T H E  U N IFO R M  A N A L Y S IS  A N D  A D JU STM EN T  O F  W IL D ’S SE C T O R -M E T H O D
F. HALMOS

SUM M ARY

T h e  in tro d u c tio n  o f th e  p a p e r  deals w ith  th e  im p o r ta n c e  o f  W il d ’s Swiss sec to r-m eth o d .
I n  th e  follow ing th e  d if fe re n t  ad ju s tin g  m eth o d s a re  p re se n te d .
1. So lu tion  of in te rm e d ia te  o bservations on th e  b a se  o f  c o n s tra in t conditions.
2. M ethod accord ing  to  c o n d itio n a l o bservations.
I t  is p roved  th a t  th e  re la t io n s  of th e  second m e th o d  a re  s e t  up , as a  m a tte r  o f  fa c t ,  by- 

u til iz in g  th e  final conclusions o f  th e  f irs t  m ethod . F u r th e rm o re ,  i t  is also p roved  t h a t  th e  
ab o v e-m en tio n ed  re la tio n s  a c tu a l ly  com ply  w ith  th e  c o rre sp o n d in g  form ulae of so lu tio n  1. 
[ re la tio n s  (2 9 )—(37)].

T h e  solu tion  re fe rrin g  to  th e  ad ju s tm e n t o f m ea su rin g  re su lts  ob tained  by  th e  sec to r- 
m e th o d , fo r th is purpose  u s in g  th e  unm easured  u n k n o w n s  o f  con d itio n a l o b se rv a tio n s  a n d  
c o n s tr a in t  conditions e x is tin g  b e tw e e n  th e  la tte r ,  is a lso  d iscu ssed  [equations (3 8 )—(40)]. 
L a te r  th e  v isib ly  d esc rip tiv e  a n d  sim p le  se tting  up  o f so lu tio n s  re fe rrin g  to  th e  a d ju s tm e n t,  
a r r iv e d  a t  by  in tro d u c in g  f ic t i t io u s  corrections, is p re se n te d  [eq u a tio n s  (41)—(42)]. A ll th ese  
m e th o d s  conduce to  th e  w e ig h te d  m ean  value.

T h e  fo u rth  p a ra g ra p h  d e a ls  w i th  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  w e ig h t belonging to  th e  a d ju s t 
ed  v a lu e s . F u rth e rm o re , i t  w as a n a ly se d  w hether th e  m o s t p ro b a b le  values d e te rm in ed  in  th is  
w a y  co u ld  be  trea te d  as in d e p e n d e n t  m agn itudes w hen  a d ju s t in g  th e  grid. I f  a fte r th e  a d ju s t 
m e n t  th e  un ifo rm  w eigh t o f th e  sec to r-an g les  is en su red , th e n  acco rd in g  to  T h ie l e  th e  angles 
in  q u e s tio n  can  be re g ard e d  as b e in g  in d ep en d en t of each  o th e r .  R e la tio n s  giving th e  d e te rm in a 
t io n  o f  w eigh ts and re ite ra t iv e  n u m b e rs , tak ing  th e  above  o n es in to  consideration , a re  d ed u ced  
[e q u a tio n s  (51)—(57)].

L ’A N A L Y S E  ET  LA C O M P E N S A T IO N  D E  LA M É T H O D E  D E S  SEC TEU R S D E  W IL D
F. HALMOS

RÉSU M É

D an s son in tro d u c tio n , l’a r tic le  tra ite  de l’im p o rta n c e  d e  la  m éthode d’o b se rv a tio n  
su isse  nom m ée m éthode des se c te u rs  de  W ild. Il fa it c o n n a ître  la  d isposition  de p rin c ip e  des 
o b se rv a tio n s  e t le p rob lèm e d e  la  d é te rm in a tio n  des p o ids. I l  p ré se n te  ensu ite  les d iffé ren te s  
m é th o d e s  de com pensa tion , e t  n o ta m m e n t:
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1. la  m éthode  des o b se rv a tio n s in d ire c te s  à  c o n d itio n s,
2 . la  m éthode  des o b se rv a tio n s co n d itio n n ées.
L ’a u te u r  d ém o n tre  q u e  la deuxièm e m é th o d e  u tilise , en som m e, les co n clu sio n s fina les  

de la p rem ière  pour écrire  les éq u ations co n v en ab le s . 11 p ro u v e  que ces éq u a tio n s  c o n c o rd e n t, 
p a r  co n séq u en t, avec les fo rm u les c o rre sp o n d an tes  de  la  m éthode  ind irec te  c o m p lé tée  p a r  des 
éq u a tio n s  de co n d ition  [éq. (29)— (37)].

P a r  la  su ite , l’a u te u r  fa it  co n n aître  la  so lu tio n  de  la  com pensa tion  des o b se rv a tio n s  
effec tuées en sec teu rs, p a r  in tro d u c tio n  d ’in co n n u es  n o n  m esurées, e t  des co n d itio n s  
e x is ta n t e n tre  celles-ci [éq . (38)— (40)], pu is p ré se n te  u n e  co n stru c tio n  sim ple e t  c la ire  p o u r  la  
ré so lu tio n  de la co m p en sa tio n  à l’aide de co rre c tio n s  f ic tiv e s  [éq. (41), (42)]. T o u s ces p rocédés 
nous ra m è n e n t à  la  m o y en n e  a rith m étiq u e  p o n d érée .

L a  q u a trièm e  p a r tie  de l’a rtic le  é tu d ie  la  d é te rm in a tio n  d u  poids des v a le u rs  com pensées. 
I l  ex am in e , en o u tre , si les v a leu rs  les p lu s  p ro b a b le s  ainsi déterm inées p e u v e n t  ê tre  co n 
sidérées, d a n s  la  co m p en sa tio n  d u  réseau de  t r ia n g u la t io n , com m e des données in d é p e n d a n te s . 
I l  d é m o n tre  que si l’ég alité  de poids des ang les des se c te u rs  est assurée ap rès la  co m p e n sa tio n , 
a lors ces v a leu rs  p e u v en t, selon T hiele, ê tre  considérées com m e in d ép en d an tes . P o u r  te rm in e r  
l’a u te u r  d é d u it  les fo rm ules d o n n a n t la d é te rm in a tio n  des poids, resp. des n o m b res  de  ré p é t i 
tions, c o m p te  te n u  des co n sid éra tio n s p ré cé d en te s  [éq. (51)—(57)].

ЕДИНОЕ РАССМОТРЕНИЕ И УРАВНИВАНИЕ СЕКТОРИАЛЬНОГО МЕТОДА
ВИЛЬДА

Ф. ХАЛЬМОШ

РЕЗЮМЕ

В введении работы рассматривается значение секториального метода Вильда. 
Излагается принципиальная схема измерений и обсуждается вопрос выбора весов.

В дальнейшем описываются различные способы уравнивания:
1) решение вспомогательных наблюдений при помощи принудительных условий,
2) способ по условным наблюдениям.
Автор показывает, что во втором методе соответствующие соотношения полу

чаются, собственно говоря, с использованием окончательных выводов, вытекающих из 
первого. Последние соотношения, собственно говоря, согласуются с соответствующими 
формулами, служащими для решения вспомогательных наблюдений при помощи при
нудительных условий (соотношения [29] — [37]).

Описывается решение уравнивания измерений секториальным методом, при по
мощи неизмеренных неизвестных в условных наблюдениях и действительных между 
ними принудительных условий (уравнения [38] — [40]). Затем описывается простое, 
наглядное построение решения уравнивания при введении фиктивных поправок (урав
нения [41]— [42]). Все методы приводят к образованию взвешанной среднеарифмети
ческой величины.

В четвертой части работы рассматривается вопрос об определении веса получен
ных уравниванием значений. Кроме того, анализируется возможность рассмотрения опре
деленных таким образом наиболее вероятных значений как независимых друг от друга 
величин, при уравнивании сети. Доказано, что в случае, когда после уравнивания обеспе
чивается равный вес секториальных углов, то, в соответствии с указаниями Тиле, они 
могут считаться самостоятельными. Автором выводятся соотношения, определяющие 
веса или повторяющиеся числа, с учетом вышеизложенного (уравнения [51]— [57]).
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ÜBER DIE FEHLERVERTEILUNG DER RÄUMLICHEN 
AEROTRIANGULATION

G Y . A L P Á R  u n d  J .  SO M O G Y I

GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN 
AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN

[E ingegangen  am  3. S ep tem b er 1962]

Die räu m lich e  A e ro tria n g u la tio n  t r a t  als w irtsc h a ftlic h es  P u n k tv e rd ic h tu n g sv e rfa h re n  
in  de r le tz te n  Z eit a u ch  in  U n g a rn  in den  V o rd erg ru n d . E in e  genauere  M ethode als d ie b e i 
u ns b isher an g ew an d te  g rap h isch e  F eh lerv e rte ilu n g  w u rd e  bezü g lich  e iner k o n k re ten  A u fg a b e  
b en ö tig t. N ach  einer k u rz en  D ars te llu n g  u n d  K ritik  d e r d iesbezüg lichen  ausländ ischen  F a c h 
li te ra tu r  e rö rte rn  die A u to re n  v ier V a rian ten  einer e in fach en  nu m erisch en  F e h le rv e rte ilu n g s
m eth o d e . D iese F eh le rv e rte ilu n g sm e th o d e  b e ru h t a u f  d e r  a u c h  v o n  V e r d i n  an g ew a n d ten  
b ild p aaren w eisen  T ra n s fo rm a tio n  u n d  b es tim m t d u rc h  d ie  A n w en d u n g  von  D ifferen zreih en  
von  zw eiter, d r i t te r  bzw . h ö h e re r O rdnung  die T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ien te n  der Z w ischen
teilm odelle  in n erh a lb  de r M odellreihe. D iese neue M ethode  h a t  neb en  ih re r  E in fach h e it a u c h  
d en  V orte il, d aß  sie a u ch  im  F a lle  von  Z w isch en p aß p u n k ten  an w en d b a r is t. Die A n w en d u n g  
der neuen  M ethode w ird  a u ch  an  einem  p rak tisch en  B e isp ie l v o rg e fü h rt.

In  Z u sam m en h an g  m it e iner k o n k re te n  A e ro tr ia n g u la tio n sa rb e it h a b e n  
w ir in  d er le tz te n  Z e it die d iesbezügliche F a c h l i te r a tu r  g ründ lich  s tu d ie r t  
u n d  m u ß te n  bed au erlich erw e ise  fests te llen , d a ß  d ie  u n g arisch e  F a c h li te ra tu r  
bezüg lich  d er F e h le rv e r te ilu n g  von  rä u m lich en  A ero trian g u lie ru n g en  seh r 
a rm  u n d  u n v o lls tä n d ig  is t . Z w ar w urde die rä u m lic h e  A e ro tr ia n g u la tio n  b is 
zu  den  le tz te n  J a h re n  in  U n g a rn  se lten  a n g e w a n d t, u n d  so is t es w a h rsc h e in 
lich  d iesem  U m sta n d  zuzu sch re ib en , d aß  sich  a u ß e r  den  U n iv e rs itä ts le h r
h e ften  sowie dem  B a n d  I I I .  v o n  »Geodéziai K éz ik ö n y v «  (G eodätisches H a n d 
buch) n u r  zwei neu ere  S tu d ie n  [1] u n d  [2] m it d iesbezüg lichen  e inheim ischen  
P ro b lem en  befassen . (D ie S tu d ie  [2] ersch ien  n a c h  d e r F e rtig s te llu n g  u n se res  
M an u sk rip tes .) D em g eg en ü b er is t die a u s lä n d isc h e  F a c h lite ra tu r  in  d ieser 
H in s ich t ä u ß e rs t re ich , u n d  dies is t le ich t e rk lä r lic h , w eil auch  im  Z u sam m en 
h a n g  m it geo d ä tisch en  A rb e iten  die G esch w in d ig k e it u n d  W irtsc h a ftlic h k e it 
eine im m er w esen tlich ere  F o rd e ru n g  is t, u n d  d ies v e ru rsa c h t die im m er a u s 
g ed eh n te re  A n w en d u n g  d e r F o to g ram m etrie .

In  dem  G eo d ä tisch en  F o rsc h u n g s la b o ra to r iu m  d e r U A dW  w erd en  —  
—  w enn au ch  v o rläu fig  n och  u n te r  besch e id en en  V erh ä ltn issen  —  n a c h  a u s 
län d isch en  V o rb ild e rn  F o rsch u n g en  zur w e ite re n  in län d isch en  A n w en d u n g  
ein iger fo to g ra m m e trisc h e r V erfah ren  v o llfü h r t . B e tre ffs  d er U n te rsu c h u n g  
d e r F e h le rv e rte ilu n g  v o n  A e ro tr ia n g u la tio n en  s ta n d e n  w ir im  In te re sse  d er 
B esch leun igung  k o n k re te r  A ufgaben  von  v o lk sw irtsc h a ftlic h e r B ed eu tu n g  m it 
dem  » K arto g rá fia i V álla la t«  (K a r th o g ra p h isc h e n  B e trieb ) in Z u sa m m e n 
a rb e it.
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D ie oben  e rw ä h n te n  U m stä n d e  bew ogen  uns zu r V e rö ffe n tlic h u n g  der 
w ä h re n d  u n se re r  U n te rsu c h u n g e n  b ish e r e rz ie lten  E rgebn isse , u m  d ie U n vo ll
s tä n d ig k e i t  d er he im ischen  F a c h l i te r a tu r  d er A e ro tr ia n g u la tio n  w en igstens 
te ilw e ise  nachzuho len .

V o re rs t  soll e rw ä h n t w erd en , d a ß  in  Z u sam m en h an g  m it  räu m lich e r 
A e ro tr ia n g u la tio n  h äu fig  ü b e r  A e ro p o ly g o n ie ru n g  u n d  A ero n iv e llem en t 
g e sp ro c h e n  w ird . B ezüglich  der B e n e n n u n g e n  wollen w ir h ie r n ic h t  S te llung  
n e h m e n , es soll b loß  b e m e rk t w erd en , d a ß  an d ere  F e h le rv e rte ilu n g sm e th o d en  
a n g e w e n d e t w erden  m üssen , fa lls w ä h re n d  d er A e ro tr ia n g u la tio n  n u r  die 
H o r iz o n ta l- ,  oder gem einsam  die H o riz o n ta l-  u n d  H ö h e n k o o rd in a te n  der 
G e lä n d e p u n k te  zu b e s tim m e n  sind . E s m u ß  noch  in  B e tra c h t gezogen  w erden , 
ob z u  d e n  Z w isch en au fn ah m en  d er M odellre ihe  die m it H ilfe v o n  S ta to sk o p e n  
o d e r  e lek tro n isch en  H ö h e n m e ß g e rä te n , Sonnen- bzw . H o riz o n tk a m e ra s , 
b zw . G iro sk o p g erä ten  gem essenen  ä u ß e re n  O rien tie ru n g sd a ten  z u r  V erfügung  
s te h e n  o d er n ich t.

I n  d em  von  uns e rö r te r te n  F a lle  w ird  ü b e r eine räu m lich e  A e ro tr ia n g u 
la t io n  m it  F o lg eb ild an sch lu ß  zu r B e s tim m u n g  der H o r iz o n ta l-K o o rd in a te n  
d e r  G e lä n d e p u n k te  gesp rochen . D ie M eth o d e  se lb st is t a llgem ein  b e k a n n t, 
d a h e r  so llen  h ie r n u r  die im  k a u fe  d er U m rech n u n g  der M o d e llk o o rd in a ten  
zu  G e lä n d e k o o rd in a ten  e n ts te h e n d e n  P ro b lem e  e rö r te r t  w erden .

Z u r  U m rech n u n g  d e r sog. M o d e llk o o rd in a ten  eines o r ie n tie r te n  R a u m 
m o d e lls  in  e in  geodätisches K o o rd in a te n sy s te m  w ird  allgem ein  e in e  e in fache  
lin e a re  rä u m lic h e  K o o rd in a te n tra n s fo rm a tio n  (die h äu fig s t a n g e w a n d te  F o rm , 
a u c h  H e lm e rt-T ra n s fo rm a tio n  g e n a n n t)  v e rw e n d e t. E s sei h ie r b e m e rk t , daß  
in  d e r  au s län d isch en  F a c h li te ra tu r  im m e r h äu fig e r  spezielle »affine«, »kon
fo rm e«  u n d  K o o rd in a te n tra n s fo rm a tio n e n  sogar höherer O rd n u n g  an g e tro ffen  
w e rd e n . N a c h  u n se ren  E rfa h ru n g e n  b r in g t  die A nw endung  d ieser M ethoden  
b e i z e itg e m ä ß en  fo to g ra m m e trisc h en  G e rä te n  im  Falle der K o o rd in a te n tra n s 
fo rm a tio n  eines einzigen M odells —  es sei d en n , daß  eine* v o n  v o rn h e re in  
b e k a n n te  G ese tzm äß ig k e it sie n ic h t b e g rü n d e t  —  w egen ih re r  re la t iv  k le inen  
F lä c h e  k a u m  eine G en au ig k e itse rh ö h u n g  u n d  sie is t folglich n ic h t w ir ts c h a f t
lich . A n d e rs  is t es ab e r, w en n  es sich  u m  die gem einsam e T ra n s fo rm a tio n  
e in e r  k u rz e n , von  4— 5 M odellen b e s te h e n d e n  M odellreihe h a n d e lt ,  w eil h ier 
zu m  B e isp ie l die von  Schutt v o rg esch lag en e  T ran sfo rm a tio n  v o n  h ö h ere r 
O rd n u n g  [3] auch  die A u fg ab en  d e r F e h le rv e rte ilu n g  ü b e rn e h m e n  k a n n . 
E in e  a n d e re  F rag e  is t es ab e r, ob eine  so lche  T ran sfo rm a tio n  z. B . k o n fo rm  
sei o d e r n ic h t . D ie au sfü h rlich e  B e h a n d lu n g  d ieser F rag en  w ü rd e  a b e r  zu 
w e it fü h re n  u n d  den  R a h m e n  u n se re r  je tz ig e n  S tud ie  ü b e rsc h re ite n . U ber 
u n se re  d iesbezüg lichen  U n te rsu c h u n g e n  w erd en  w ir m öglicherw eise  sp ä te r  
e b en fa lls  b e ric h te n .

D ie  m ög lichst r ich tig e  F e h le rv e r te ilu n g  bei der rä u m lic h e n  Aero- 
tr ia n g u lie ru n g  h a t  besonders im  F a lle  lä n g e re r  F lu g stre ifen  eine g ro ß e  B edeu-
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tu n g . D a ü b e r  F eh le rv e rte ilu n g  gesp rochen  w ird , m üssen n a tu rg e m ä ß  die 
G ründe d er in  F rag e  s teh en d en  F e h le r  u n d  die even tu e lle  G e se tz m ä ß ig k e it 
ih re r E rsch e in u n g  gesuch t w erd en . In  d ieser H in s ic h t können  w'ir u n s  le id e r  
a u f  e inheim ische  U n te rsu ch u n g en  n ic h t b e ru fe n , u n d  so m uß von d e r A n a ly se  
au slän d isch er Y ersuchsm essungen  au sg eg an g en  w erden . W ie im  a llg em e in en , 
so w erden au c h  be i der rä u m lich en  A e ro tr ia n g u la tio n  regelm äßige u n d  zu fä llig e  
F eh le r v o n e in a n d e r  u n te rsch ied en .

J .  M. Zarzycki e rö r te r t  in  seiner A rb e it [4], m it allgem einem  H in w eis  
a u f die F a c h li te ra tu r , au ch  q u asireg e lm äß ig e  u n d  pseudozufällige F e h le r . 
A u f G ru n d  d e r  A rb e it [5] von  L . SOLAINI u n d  C. Trombetti is t es a b e r  o ffen 
sich tlich , d a ß , w enn  auch  zw eifellose B ew eise fü r  das V orkom m en d e r  reg e l
m äß igen  u n d  zufälligen  F eh le rq u e llen  v o rh a n d e n  sind , is t die T re n n u n g  d er 
regelm äßigen  u n d  zufälligen F e h le r  b is j e t z t  n och  n ich t ge lungen , u n d  es 
b e s te h t in  u n se rem  Fall au ch  w enig  H o ffn u n g  h ie rfü r . U n te r so lchen  U m s tä n 
den k a n n  au c h  die A ugsle ichung  n u r  eine A r t  v o n  In te rp o la tio n sv e rfa h re n  
zur A n n äh e ru n g  der sehr k o m p liz ie rten  F e h le rfu n k tio n  sein. Schon d e r U m s ta n d , 
d aß  so v ie le  M ethoden  zu r F e h le rv e r tc ilu n g  d e r räum lichen  A e ro tr ia n g u -  
lie rung  v o rh a n d e n  sind  —  in  d e r S tu d ie  [5] w ird  auch  u n te r  a n d e re n  ü b e r  
V ersuche m it  e tw a  a ch t so lchen  F eh le rv e rte ilu n g sm e th o d en  b e r ic h te t  — , 
w eist d a ra u f  h in , daß  d iesbezüg lich  noch  k e in e  beruh igende  L ösung  z u r  V e r
fügung  s te h t .  Z u r C h a rak te ris ie ru n g  d er je z tig e n  Lage des P ro b lem en k re ise s  
sollen h ie r d ie  fo lgenden S ä tze  aus d er e rw ä h n te n  S tudie v o n  L . SOLAINI 
u n d  C. Trom betti an g e fü h rt w erd en : »Dans ces co n d itio n s, il e st sage d ’a d o p te r  
des p rin c ip les  p lus sim ples e t co m p a tib le s  av ec  l ’ap p ro x im atio n  des r é s u lta ts  
q u ’on p e u t  ob ten ir.«  (U n te r  d iesen  B ed in g u n g en  is t es v e rn ü n f tig , so lche 
e in facheren  u n d  le ich t an w e n d b a re n  P rin z ip ie n  anzunehm en , m it  w elchen  
die (ü b e rh a u p t)  e rre ich b aren  E rg eb n isse  (g u t)  a n n ä h b a r  sind.) Z w ar i s t  dieses 
Z ita t  n u r  e ine w illkürlich  e r fa ß te  M einung u n d  b e d e u te t k e inesfa lls , d a ß  die 
A u to ren  d ie V orteile  d er s tre n g e n  A usg le ich u n g  n ich t a n e rk en n en  w ü rd en , 
fü r  die P ro b lem e  der F e h le rv e r te ilu n g  d e r räu m lich en  A e ro tr ia n g u la tio n  
h a lte n  w ir es doch  fü r c h a ra k te ris tisc h . Im  w e ite re n  w ird eine so lche e in fach e  
Lösung e r s tr e b t .

Die z u r Z eit zu der rä u m lic h e n  A e ro tr ia n g u la tio n  a n g e w a n d te n  F e h le r 
v e rte ilu n g sm e th o d en  k ö n n en  v e rsc h ie d e n tlich  k lassifiz ie rt w erden . A llgem ein  
v e rb re ite t is t  die G ru p p ie ru n g , bei w elcher V erte ilu n g en  zw eiter u n d  d r i t te r  
O rdnung  u n te rsch ied en  w erden . W äh ren d  sich  die V erteilungen  zw e ite r  O rd n u n g  
eher der F o r tp la n z u n g  d er reg e lm äß ig en  F e h le r  anp assen , lassen d ie  V e r te ilu n 
gen d r i t te r  O rd n u n g  zu r K o rre k tio n  d e r zu fä llig en  F eh ler m eh r R a u m . Es 
b e s te h t a b e r  zu r Z eit noch  k e in  v e r lä ß lic h e r V ersuchsbew eis d a fü r ,  w elche 
A rt der F e h lc rv e rte ilu n g  d en  p ra k tis c h e n  A nfo rd eru n g en  besser e n ts p r ic h t. 
D ie F rag e  is t  wegen der o b e n e rw ä h n te n  ko m p liz ie rten  F e h le rfu n k tio n e n  
th e o re tisc h  schw er zu en tsch e id en .
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N ach  der A r t d e r  F eh le rv e rte ilu n g  w u rd e n  im  L aufe u nserer U n te rs u c h u n 
gen  d ie b e k a n n te n  M e th o d en  fü r k o n tin u ie r lic h  bzw . stufenw eise v o llfü h rte s
V e rfa h re n  e rk lä r t , je  n a c h  dem , ob d ie  K o rre k tio n  der M o d e llk o o rd in a ten
fü r  d ie ganze M odellre ihe  n ach  e in h e itlich e r, k o n tin u ie rlich e r G ese tzm äß ig 
k e i t  o d e r ab er m it e in e r  d en  einzelnen B ild p a a re n  en tsp rech en d en  A u flö su n g  
in  R au m m o d e lle  e rfo lg t.

D ie auch bei uns bekannten Verfahren gehören zu der ersteren Gruppe. 
W ie z. B . die ScHWlDEFSKYsche M ethode [6 ], bei der die zu den M odell
koordinaten  zuzurechnenden A  Korrektion als ste tige  Funktionen der K oordi
n aten  des auf die ganze Modellreihe e in h eitlich en  System s erm ittelt w erden:

Ax j  =  a 0 +  ax x { +  a2 x j ,

4 Ух =  «3 +  « 1  Ух +  «5 Xi Ух +  «K x 'i , (1)

Ahf  =  Ьг +  b2 Xj +  Ь3у,  4- b4 x ty i  +  b-ax f .

E s is t  aus den  F o rm e ln  (1) ersich tlich , d a ß  d iese  F eh le rv e rte ilu n g  im  G ru n d e  
g en o m m en  eine In te rp o la t io n  zw eiter O rd n u n g  is t .  E in  ähnliches k o n tin u ie r 
liches V e rfah ren  is t  n o ch  die M ethode v o n  Zarzycki [7] und  P aw low  [8], 
d och  s ind  die b e id en  sch o n  d r itte r  O rd n u n g .

D er gem einsam e Z ug  der stufenw eisen  V e rfa h re n  is t, daß  zu d en  M odell
k o o rd in a te n  n ich t K o rre k tio n e n  g erechnet w e rd e n , sondern  m an  a rb e i te t  je  
M odell m it eigenen T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n . So sind z. B. die M ethoden  
v o n  Ve r d in  [9] u n d  Verm eik  [10], bei d e n e n  eine  einfache lin e a re  T ra n s 
fo rm a tio n  zu je d e m  d em  jew eiligen B ild p a a r  en tsp rech en d en  R a u m m o d e ll 
g e h ö rt. A m  A nfang  u n d  E n d e  der R au m m o d e llre ih e  können  die fü r  d ie  zwei 
ä u ß e rs te n  M odelle g ü ltig e n  T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  m it H ilfe v o n  P a ß 
p u n k te n  b e re c h n e t, w ä h re n d  die T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  au f die Z w ischen 
m odelle  d u rch  e n tsp re c h e n d e  In te rp o la tio n  e r m it te l t  w erden. N ach  u n se re r  
M einung  passen  sich  le tz te re  M ethoden b e sse r  d e n  ta tsäch lich en  U m stä n d e n  
d er rä u m lic h e n  A e ro tr ia n g u la tio n  an, weil w ä h re n d  der in s tru m e n ta le n  A u s
w e r tu n g  das R au m m o d e ll d e r  ganzen R eihe au s  d e n  den einzelnen B ild p a a re n  
e n tsp re c h e n d e n  M odellen  zu sam m engeste llt w ird , u n d  so is t es o ffen sich tlich , 
d a ß  d ie  V erzerru n g en  in n e rh a lb  je  eines M odells n a c h  versch iedenen  G ese tzen  
zu r G e ltu n g  k o m m en . B ei diesen V erfah ren  m u ß  n a tü rlich  m a th e m a tis c h  
g es ich e rt w erden , d a ß  d ie  au f die Ü b erd eck u n g szo n en  gleichfalls g ü ltig en  
zw ei n ac h e in a n d e r v o llzu fü h ren d en  T ra n s fo rm a tio n e n  w esentliche W id e r
sp rü c h e  n ic h t v e ru rsa c h e n  k ö n n en . E in  solches P ro b le m  b esteh t bei d en  s te t i 
gen F e h le rv e r te ilu n g en  n ic h t ,  es tre te n  d ag eg en  b e i diesen, eben w egen  d er 
s te tig e n  F e h le rv e r te ilu n g , M odellverzerrungen  a u f , die regelm äßige F e h le r  
zu rü ck la ssen .

B ei d er B e k a n n tm a c h u n g  der M ethoden  d e r  stufenw eise F e h le rv e r te i
lu n g  k a n n  d av o n  a u sg eg an g en  w erden, d a ß  zw isch en  den M o d ellk o o rd in a ten
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jed es  M odells d e r  M odellreihe u n d  den  e n tsp re c h e n d en  geod ä tisch en  K o o rd i
n a te n  fo lgender lin e a re r  T ra n sfo rm a tio n sz u sa m m en h a n g  b e s te h t:

X  =  k(x  cos cp — y  sin  cp) -j- a , 

Y  — k(x  sin cp -\- y  cos 95) -|- b ,
( 2)

wo X ,  У  die g eo d ä tisch en  K o o rd in a te n ; к  d e r M aß s ta h fa k to r; x ,  у  d ie  M odell
k o o rd in a te n ; cp d e r D rehungsw inkel des zu m  M odell gehörenden  K o o rd in a te n 
system s im  V e rh ä ltn is  zu dem  g eo d ä tisch en  K o o rd in a tio n sy s te m ; a  u n d  b 
die V ersch ieb u n g sw erte  der be iden  K o o rd in a te n sy s te m e  sind. D ieser e in fache  
T ran sfo rm a tio n szu sam m en h an g  is t  n a tü r l ic h  n u r  eine V o rau sse tzu n g , ab e r 
es w ird  d u rch  d ie  P ra x is  bew iesen, d a ß  —  w ie es bere its  e rw ä h n t w u rd e  —  
im  F alle  eines e in z ig en  Modells a n d e re  T ran sfo rm a tio n szu sam m en h än g e  au ch  
k e in  b esserjs  E rg e b n is  liefern. A n s ta t t  d e r in  d en  G leichungen (2) v o rk o m 
m en d en  P a ra m e te r  к  u n d  cp w erden  d e r in  [11] e rö r te r te n  L ösung e n tsp re c h e n d  
fo lgende S u b s titu tio n e n  e in g efü h lt

к cos cp =  r ,

к sin  cp =  s ,

u n d  so k ö n n en  u n se re  G leichungen (2) in  e in fach ere r F o rm  an g esch rieb en  
w erden :

X  =  rx  —■ sy ! а ,
3)

Y  =  ry  +  sx +  b.

A u f G rund  d e r G leichungen  (3) is t  e in zu seh en , daß  ein d u rc h  zw ei p lan i- 
m etrisch e  (h o rizo n ta le ) K o o rd in a ten  a n g eg eb en er P a ß p u n k t zu r B es tim m u n g  
d e r T ra n sfo rm a tio n sk o n s ta n te n  r, s, a, b e ines M odells genüg t.

Falls w ir in n e rh a lb  eines M odells m e h r  als zwei P a ß p u n k te  b e s itzen , 
so w erden , dem  ebenfa lls in  [11]- E rö r te r te n  g em äß , die b e s tan sch m ieg en d en  
r, s, a, b T ra n sfo rm a tio n sk o n s ta n te n  d u rc h  d a s  M inim um  der Q u a d ra tsu m m e n  
d e r K o o rd in a ten w id ersp rü ch e  b e s tim m t. I n  d iesem  Z u sam m en h an g  h ab en  
w ir absich tlich  n ic h t  ü b er A usg leichung  g esp ro ch en , weil sich  h ie r  a u c h  die 
zufälligen F eh le r d e r  A usgleichung m it den  rege lm äß igen  F eh le rn  v e rm isch en , 
m a n  m uß  sogar m it  den  rege lm äß igen  F e h le rn  d er G e län d ep u n k te  rech n en , 
so k a n n  sozusagen  n u r  von  einer n äh e ru n g sw e isen  F eh le rv e rte ilu n g  g esp rochen  
w erden .

Als e rs te  S tu fe  soll von dem  F a lle  au sg eg an g en  w erden , be i dem  w ir 
n u r  in  den  e rs te n  u n d  le tz ten  M odellen d e r M odellreihe P a ß p u n k te  b esitzen . 
In  d iesem  F alle  k ö n n e n  dem  o b e n s te h e n d e n  en tsp rech en d  —  be i m e h r  als 
zw ei P u n k te n  m it  F eh le rv e rte ilu n g  —  die  T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  des
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e r s te n  u n d  le tz ten  M odells b e re c h n e t w erd en :

A  l =  r1X1 Sj У1 +  ° l  *

Y 1 =  r l J l  +  S1XÍ +  bn
u n d  (4)

Y n rn x n snJn  d-  an ’
Y n =  тп y n -(- sn x n -f- bn .

D e m n a c h  lieg t der G ed an k e  a u f  der H an d , d aß  die F eh le rv e rte ilu n g  d e r  r ä u m 
lic h e n  A e ro tr ia n g u la tio n  d u rc h  In te rp o la tio n  zw ischen  den T ra n s fo rm a tio n s 
k o n s ta n te n  der o b e n s te h e n d e n  zw ei äu ß eren  M odelle gelöst w ird. D as V e rfa h ren  
v o n  V e r d in  u n d  Verm eid  b e r u h t  auch  a u f  d iesem  G edankengang , a b e r  d ie  zu r 
B e s tim m u n g  der T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  d e r  Z w ischenm odelle a n g e w a n d te  
In te rp o la t io n  ist in  b e id en  F ä lle n  versch ieden . Ve r d in  zeigt du rch  d ie  A n w en 
d u n g  d e r  so genann ten  a r ith m e tis c h e n  R eih en  ein r e la t iv  einfaches A n n ä h e ru n g s 
v e r fa h re n , w ährend  die A u fg a b e  von  Verm eir  m it d e r M ethode d er k le in s te n  
Q u a d ra te  in d irek t gelöst w ird .

Im  w eiteren  w ird  eine zu r F e h le rv e rte ilu n g  d er räum lichen  A e ro tr ia n 
g u la t io n  au sg earb e ite te  n e u e  M ethode v o rg e fü h r t , w elche nach dem  v o n  u ns 
fü r  g ü n s tig e r  e rk lä rten  s tu fen w e isen  P rin z ip  aus dem  schon e rw äh n ten  V e r d in - 
sc h e n  V erfah ren  w e ite re n tw ic k e lt w orden is t . U n se r Ziel w ar es, ohne V erlu s t 
a n  G e n a u ig k e it w eitere  V ere in fach u n g en  zu  e rre ich en  u n d  den p ra k tis c h e n  
E rfo rd e rn is se n  en sp rech en d  die E in b ez ieh u n g  v o n  an  beliebiger S te lle  —  
—• zw eck m äß ig  in  d er M itte  —  der M odellre ihe liegenden  P a ß p u n k te n  zu 
e rm ö g lic h e n . Es is t n ic h t zu  b e s tre ite n , d aß  die feh lerlosen  W erte  m it H ilfe  
e in e r  a u c h  im  b esten  F a lle  n u r  du rch  s ta t is t is c h  b e k a n n te  F e h le rh ä u fu n g  
k o n s tru ie r te n  F e h le rv e rte ilu n g  n ic h t zu rü ck g ew o n n en  w erden k ö n n e n , u n d  
w en n  w ir  n u r  am  A nfang  u n d  am  E n d e  d er M odellre ihe P a ß p u n k te  b e s itz e n , 
so m u ß  m it b ed eu ten d en  R e s tfe h le rn  in n e rh a lb  d e r R eihe  gerechnet w e rd en . 
D ie G rö ß e  der R estfeh le r k a n n  —  wie b e k a n n t —  w irksam  v e rm in d e rt w e r
d e n , w e n n  P a ß p u n k te  au ch  in n e rh a lb  der M odellre ihe  v o rh an d en  sin d . D es
w eg en  w u rd e  die A u sa rb e itu n g  e iner solchen n u m erisch en  F e h le rv e rte ilu n g s
m e th o d e  a n g estreb t, w elche in  d ieser H in s ic h t w eite rgehend  a n p a ssu n g s 
fä h ig  u n d  auch zur F e h le rv e r te ilu n g  g ro ß m a ß s tä b lic h e r  räu m lich er A ero- 
tr ia n g u lie ru n g e n  b ra u c h b a r  is t .

D a s  von  uns a u sg e a rb e ite te  V erfah ren  e n th ä l t  dem  U erdinschen geg en 
ü b e r  a u c h  ohne A n w en d u n g  v o n  Z w isc h e n p a ß p u n k te n  N eues, da  es d u rc h  
d as  F o r tfa l le n  der B e re c h n u n g  d e r T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  a u n d  b eine 
w e ite re  V ere in fachung  e rm ö g lic h t.

Z u r  V eran sch au lich u n g  des V erfah rens m ü ssen  w ir uns eine r e c h t
w in k lig e  ebene K o o rd in a te n sy s te m re ih e  v o rs te lle n , be i w elcher die A u sg an g s
p u n k te  d e r  einzelnen S y stem e  in  den  sog. A n sc h lu ß p u n k te n  der b e n a c h b a r te n  
M odelle  liegen.
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D ies ist im  F a lle  tier A bb. 1 eb e n  d a d u rc h  le ich t zu  v e rs te h e n , daß  der 
A u sg a n g sp u n k t des K o o rd in a te n sy s te m s  in  jed em  F a lle  in  d en  A nschluß
p u n k t  d e r Ü berdeckungszone  g e se tz t w u rd e . D ie a llg em ein  versch iedenen  
T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  der zw ei b e n a c h b a r te n  M odelle k ö n n e n  in  diesem 
P u n k te  keine K o o rd in a te n w id e rsp rü ch e  v e ru rsach en , w eil ih re  sich  au f das 
A nsch lußm odell b ez ieh en d en  K o o rd in a te n :

X — 0 u n d  y  =  0 sind .

A u f diese W eise w urde  a n s ta t t  des e in h e itlich en  M odellre ihen-K oord i- 
n a te n sy s te m s  eine d em  obigen e n tsp re c h e n d e  K o o rd in a te n sy s te m k e tte  ein-

Mo deli 2

g e fü h rt, deren  Y ersch ieb u n g sw erte  d u rc h  die L age d e r  A n sch lu ß p u n k te  
gegeben  sind. H ie r soll nebenbei b e m e rk t d a ra u f  h in g ew iesen  w erden , daß 
w ä h re n d  der A u sw e rtu n g  a llgem ein  n ic h t ein , so n d e rn  m e h re re  (m eistens 
d rei) A n sc h lu ß p u n k te  z u r  A nsch ließ u n g  d er b e n a c h b a r te n  M odelle verw endet 
w erd en , dah er k ö n n e n  die o b e n e rw ä h n te n  K o o rd in a te n w id e rsp rü ch e  allge
m ein  in  jed em  so lchen  P u n k t  n ic h t fü r  N u ll an g en o m m en  w e rd e n . Falls aber 
in  B e tra c h t  gezogen w ird , daß  die K n ü p fu n g  d er M odelle im  A u sw erteg erä t 
ta ts ä c h lic h  m it d iesen  A n sc h lu ß p u n k te n  gesch ieh t, so is t  es le ic h t einzusehen, 
d a ß  diese zu rü ck b le ib en d en  F eh le r n ic h t  g rößer als die zu fä llig en  F eh ler der 
A u sw e rtu n g  sein k ö n n e n . Diese z u rü c k b le ib e n d en  F e h le r  k ö n n e n  dadurch  
n o ch  w e ite r v e rm in d e r t  w erden , d a ß  die A n fa n g sp u n k te  d e r  K o o rd in a te n 
sy s te m e  in  den S c h w e rp u n k t der zu sam m en g eh ö ren d en  A n sc h lu ß p u n k te  gesetzt 
w erd en .

In  dem  b ish e rig en  sp rach en  w ir  ü b e r eine ebene K o o rd in a te n sy s te m s
k e t te ,  obw ohl es o ffen sich tlich  is t ,  d a ß  s tren g  genom m en  zu je d e m  Modell 
e in  R a u m k o o rd in a te n sy s te m  a n z u o rd n e n  is t , u n a b h ä n g ig  d a v o n , ob eine 
H ö h e n a u sw e rtu n g  d u rc h g e fü h rt w ird  o d er n ic h t. So w u rd e n  d u rc h  die A nw en
d u n g  des ebenen K o o rd in a te n sy s te m s  sch e in b a r n u r  d ie  D re h u n g e n  in  der 
E b e n e  d e r M odelle b e a c h te t .  Diese A n n ä h e ru n g  is t ab e r in  d e r  P ra x is  m eistens
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e r la u b t ,  w eil die k leinen  in  d e n  x ,  z u n d  y ,  z E b e n e n  v o llzo g en en  D reh u n g en  
d e r  e in z e ln e n  Modelle n ic h t v o n  m aß g eb en d er W irk u n g  a u f  die h o rizo n ta len  
K o o rd in a te n  sind, u n d  d iese  V ernach lässig u n g  w ird  a u c h  d u rc h  die freie 
Ä n d e ru n g  d er r, s T ra s n fo rm a tio n sk o n s ta n te n  v e rm in d e r t ,  falls sie n ic h t 
d u rc h  In te rp o la tio n  b e s t im m t w erd en .

D e m  vorherg eh en d en  e n ts p re c h e n d  gehören zu  je d e m  K o o rd in a te n sy s te m  
b e s o n d e re  r, s T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n . Die B e re c h n u n g  d e r a u n d  b V er
sch ie b u n g sw e rte  b le ib t bei d e n  Z w ischenm odellen  d em  ob ig en  e n tsp rech en d  
w eg. B e i d er B erechnung d e r  r,- s, W erte  der Z w ischenm odelle , au sg eh en d  
v o n  d e m  m it Hilfe d er P a ß p u n k te  b erech en b aren  гг, da

r2 =  r i +  d r li2 ; r3 =  r2 +  A  r 2 3 =  r x +  Л r li2 +  A r 23 ; . . .

• • • ri =  ri- 1  +  Л r([—1)(| =  +  A  r12 +  A r2i3 +  • • .  +  A  r (,■_!) ,•

is t , m ü sse n  die fo lgenden B ed in g u n g sg le ich u n g en  b e fr ie d ig t w erd en :

rn — r l — 2 ’ Ar
u n d  a n a lo g

Sn —  Sj =  2 d s

( 5 )

A n d e re rse its  bestehen  zw ei K o o rd in a te n b e d in g u n g  fü r  die K o o rd in a te n 
d iffe re n z e n  der P  A n sc h lu ß p u n k te :

u n d

„ Ä p b,
i = ( n —l)

=  J : '  a x p 1(1-1),!

Y P(„_t),n - Y Pli2
i= ( n - 1)

=  2 ’ A Y p ]
i = 2 J (1-1), i

( 6)

I n  d e n  G leichungen (6) b e d e u te n  X  u n d  У  — den  B eze ich n u n g en  d er A b b . 1 
e n ts p re c h e n d  —  die m it a u f  d a s  e rs te  bzw . das le tz te  M odell bezogenen  
T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ie n te n  b e re c h n e ten  g eo d ä tisch en  K o o rd in a te n  der 
A n sc h lu ß p u n k te  der e rs te n  u n d  zw eiten , bzw. d e r  v o r le tz te n  u n d  le tz te n  
M odelle , w ährend

«—!),«
und

!\<i + l)

die m i t  a u f  die vo rherigen  A n sc h lu ß p u n k te  bezo g en en  —  v o rläu fig  u n b e 
k a n n te n  —  T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ien ten  b e re c h n e ten  D iffe renzen  d er Zw i
sc h e n a n sc h lu ß p u n k te  b e d e u te n .

W e n n  wir bei der E r fü llu n g  d e r  B edingungen (5) u n d  (6) h a u p tsäch lich  
die V e r te ilu n g  der re g e lm ä ß ig e n  F eh le r an s treb en , so k a n n  dies z. B . m it 
H ilfe  d e r  au ch  von Ve r d in  a n g e w a n d te n  a r ith m e tisc h e n  R e ih en  e in fach  v o ll
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In  den  G le ichungen  (5a) s in d  r15 rn, Sj u n d  sn n a c h  dem  b e re its  e rö r te r te n  
b erech en b are  W e rte , Ar,  A s  u n d  A 'r ,  A ' s  ab e r die b e s tim m b a re n  D iffe renz
w erte  der sich  a u f  die M odellre ihe b ez ieh en d en  r , s R eihen .

Acta Techn. Hung. 47. (1964)

f ü h r t  w erden . I n  dem  e rw ä h n te n  F a ll k ö n n en  a rith m isc h e  R e ih en  zw eiter 
O rd n u n g  a n g e w a n d t w erden , be i w elchen  fo lg lich  die sog. zw eiten  D ifferenzen  
k o n s ta n te  W erte  sin d . D. h . A 'r — k o n st, u n d  Л 's =  k o n s t. W enn  d ie  zu den 
e inzelnen  M odellen gehörenden  r,, s, T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ien ten  als G lieder 
so lcher R eihen  au fg e faß t w e rd en , so n eh m en  die R ed in g u n g en  (5) u n d  (6) 
fo lgende F o rm  an :
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I n  d e n  G leichungen  (6a) b e d e u te n  gem äß  d e r  b e k a n n te n  B eze ich n u n g  A x  
u n d  A y  die D ifferenzen  d e r  M o d e llk o o rd in a ten  d er e in a n d e r  fo lg en d en  A n
s c h lu ß p u n k te , den  In d e x b e z ie h u n g en  e n tsp re c h e n d  so, d aß  v o n  d e r m it einem  
O b e r in d e x  bezeichnete  M o d ellk o o rd in a te  die m it e inem  U n te r in d e x  bezeich- 
n e te  zu  su b s trah ie ren  is t.

A u f  diese W eise g e lan g en  w ir zu e in em  G le ich u n g ssy stem  m it v ier 
U n b e k a n n te n , wo Ar,  A ' r ,  A s  u n d  A 's die g e su ch ten  W erte  s in d . Ih re  E r m i t t 
lu n g  w ird  du rch  die e in fach e  F o rm  der G le ichungen  (5a) w esen tlich  e rle ic h te rt. 
D ie  G le ichungen  (6a) s in d  a u c h  n u r  dem  A nsche ine  n a c h  schw erfä llig , in  der 
P ra x is  k ö n n en  die in  G ro ß k la m m e r s teh en d en  S um m en  e in fach  u n d  schnell 
b e re c h n e t  w erden, das R ech n u n g ssch em a  k a n n  sogar le ich t im  K opfe  b e h a lte n  
w e rd e n .

I n  K en n tn is  d e r W e rte  Ar ,  A ' r  u n d  As,  A 's k ö n n en  die T ra n s fo rm a tio n s 
k o e ff iz ie n ten  der e inzelnen  M odelle, e n tsp re c h e n d  den  G le ichungen  (5a), e in 
fa c h  b e re c h n e t w erden :

r‘= r1+ f ; V + O zl'r
Si =  S1 +  ( ! ) ÄS +  [ 2 ) A ’S.

I n  K en n tn is  v o n  r, u n d  s, k ö n n en  a u f  G ru n d  der Z u sam m en h än g e  (3) 
die g eo d ä tisch en  K o o rd in a te n  eines jeg lichen  P u n k te s  des i- te n  M odells b e k a n n 
te rw e ise  e in fach  b e re c h n e t w erd en .

A ls zw eite  V aria tio n  d e r F e h le rv e r te ilu n g  w ollen  w ir u n sere  V o rste llu n g en  
p rü fe n , w onach  bei d e r E rfü llu n g  der B ed in g u n g en  (5) u n d  (6) M in im al
b e d in g u n g e n  fü r die Q u a d ra tsu m m e n  d er D iffe ren zen  d er e in a n d e r  fo lgenden  
r u n d  s W erte  gesichert w e rd e n  sollen . D ies b e d e u te t  n a tu rg e m ä ß  n ic h t  soviel, 
d a ß  d a d u rc h  die s tren g e  A u sg le ich u n g  d er F e h le r  v e rw irk lic h t w ird , w eil 
—  ab g e se h e n  von den  b e re its  v o rh e r  e rw äh n ten  H in d ern issen  —  die M in im al
b e d in g u n g  h ier n ich t fü r  d ie  Q u ad ra tsu m m e  d e r den  M eßergebn issen  zu zu 
re c h n e n d e n  V erbesserungen  au fg esch rieb en  w ird . In  d er g e sch ild e rten  W eise 
k a n n  m a n  aber doch e rre ic h en , d aß  die T ra n sfo rm a tio n sk o e ffiz ie n te n  der 
n a c h e in a n d e r  fo lgenden  M odelle n ic h t s ta rk  v o n e in a n d e r ab w eich en , d . h ., 
d a ß  d ie  b e n a c h b a rte n  M odelle sich  e in an d er g u t an p assen . E n d lic h  —  w enn  
n  d ie  Z a h l d er M odelle d e r M odellre ihe  u n d  fo lg lich  (n —  1) die Z ah l d er A n sch lu ß 
p u n k te  b e d e u te t —  w erd en  d ie  T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ien ten  d er Z w ischen 
m o d e lle  d u rc h  a rith m e tisc h e  R e ih en  (n  —  2 )-te r O rd n u n g  au fg esch rieb en , u n d  
d a d u rc h  w ird  eine g rößere  M ög lich k e it auch  zu r K o m p en sa tio n  d e r zu fälligen  
F e h le r  gesich ert. In  den  fo lg en d en  G leichungen  b e d e u te n  die S ym bo le  A r ] \41 
u n d  A s ] )  m it den b e re its  b e k a n n te n  B eze ich n u n g en  die D iffe ren zen  ( r i+1— r,) 
b zw . (s ,+ 1 — si). D ieser F e h le rv e r te ilu n g sv a ria tio n  e n tsp re c h e n d  g e s ta lte n
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sich  die B ed ingung sg le ich u n g en  (5) u n d  (6) fo lgenderm aßen :

D iese D ifferenzen  s in d  h ie r die zu b e s tim m e n d e n  U n b e k a n n te n , d ie  dem  
v o rh e rs teh en d en  e n tsp re c h e n d  noch  die B e d in g u n g

fd rZ lr] -j- [As As] =  m in

befried igen  m üssen .
M it den  a llgem ein  b e k a n n te n  B eze ich n u n g en  der strengen  A u sg le ich u n g  

d er b ed in g ten  B eo b a c h tu n g e n  k a n n  n u n m e h r  das N o rm alg le ich u n g ssy stem  
m it v ie r K o rre la te n  ohne w eiteres a n g esch rieb en  w erden:

[oo] -f- [o t] k., +  [ac] k 3 +  [ad] =  0 .
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H ie r  ergeben  sich w ie d e r w e ite re  M öglichkeiten  z u r  R ed u k tio n  d a d u rc h , d aß  
sä m tlic h e  K o effiz ien ten  d e r  U n b ek an n ten  d e r  G le ichungen  (5b) g le ich  d er 
E in h e it  sind , folglich is t

[ae] =  (n — 1), [66] =  (n — 1).

D ie P ro d u k tg lie d e r  w erd en  auch d a d u rc h  re d u z ie r t, daß

[ab] =  0; [cd] = 0  is t;  u n d  [oc] =  — [bd]; [ad] =  [6c]; [cc] =  [dd] sind .

N a c h  d er B erech n u n g  d e r  K o rre la ten  b e k o m m e n  w ir  aus den fo lg en d en  
b e k a n n te n  Z u sa m m e n h ä n g e n  die g esu ch ten  Z lr][+1 u n d  A s][+1 W e rte :

]2
l =  <*i К  +  bx k2 +  c4 k 3 +  d x k 4 ,

-|3
Ar I = 0 2 ^  +  ь2 кг +  c2 k3 +  d 2 k4 ,

w e ite r  (8)

]
2
 ̂ — an k1 -\-bn k1 -\- cn k3 an k4 ,

]3
2 =  an+1 k t +  bn+1 k2 +  cn+1 k3 +  dn+1 k4.

D e m n a c h  können  die r, u n d  s, T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ien ten  der Z w isch en 
m o d elle , w eiter m it d ie se n  die e n tsp re c h e n d en  geodätischen  K o o rd in a te n  
sch o n  gleich dem  v o rh e rig e n  b erechnet w erd en .

Im  w eiteren  w a re n  wrir  b e s treb t, in  u n s e re r  F eh le rv e rte ilu n g sm e th o d e  
a u c h  die B each tu n g  d e r  in  den  Z w ischenm odellen  even tu e ll zu r V e rfü g u n g  
s te h e n d e n  P a ß p u n k te  zu  erm öglichen . D ie W e ite re n tw ick lu n g  d er M eth o d e  
in  d iesem  Sinne fö rd e r t  b e trä c h tlic h  die G en au ig k e itss te ig e ru n g  d e r F e h le r 
v e r te ilu n g , weil es o f fe n k u n d ig  is t, daß  bei d e r  B estim m ung  d e r F e h le r 
fu n k tio n  du rch  K e n n tn is  e in es  Z w ischenpunk tes d ie  In te rp o la tio n s in te rv a lle  
w esen tlich  v e rk ü rz t w e rd e n  können . E b en  d e sh a lb  is t  der A u fb au  e in iger 
b e re its  b e k a n n te r  F e h le rv e rte ilu n g sm e th o d en  v o n  v o rnhere in  so g e s ta l te t ,  
d a ß  zu  ih re r  A n w en d u n g  d ie  in  der M itte  des M odells liegenden P a ß p u n k te  
a u c h  n ö tig  sind. (S. z. B . [6 ]). Die Zahl u n d  d ie  A n o rd n u n g  der P a ß p u n k ts  
s te h t  a b e r  m it der W ir ts c h a f tl ic h k e it  der rä u m lic h e n  A ero trian g u lie ru n g  s ta rk  
in  Z u sam m en h an g . B e tre ffs  d e r  F eh le rv e rte ilu n g  w ä re  allerd ings der g ü n s tig s te  
F a ll , w en n  das je  e inem  B ild p a a r  en tsp rech en d e  M odell au f G rund  d e r P a ß 
p u n k te  o rien tie rb a r w ä re . I n  d iesem  Falle w ü rd e n  a b e r  die durch  die B e s tim 
m u n g  d e r P a ß p u n k te  v e ru rs a c h te n  M eh rau sg ab en  sch o n  die W ir ts c h a f tl ic h 
k e it  d e r  räu m lich en  A e ro tr ia n g u la tio n  g e fäh rd en . F ü r  alle Fälle  w ü rd e  eine 
W irtsc h a ftlic h k e its -M in im u m re c h n u n g  m it g eg eb en en  F eh le rg renzen  zu r 
B e s tim m u n g  der Z ah l u n d  A n o rd n u n g  der a n z u w e n d e n d en  P a ß p u n k te  s ich  fü r  
n ü tz l ic h  erw eisen, a b e r m a n g e ls  verläß licher A u sg a n g sp u n k te  u n d  w egen  d e r

-,0
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V ie lfä ltig k e it d er F e h le rv e rte ilu n g sm e th o d e  k ö n n te n  w ir z u r  Z eit ein  in  d ieser 
H in s ic h t au ch  in  d er P ra x is  g u t n u tz b a re s  E rg eb n is  n ic h t  an g eb en . E s k an n  
a b e r n ic h t b e s tr i t te n  w erd en , daß  eine F e h le rv e r te ilu n g sm e th o d e , die auch  
die B erü ck sich tig u n g  v o n  Z w isch en p u n k ten  e rm ö g lich t, in  d e r P ra x is  allge
m ein e r a n w e n d b a r is t.

D em en tsp rech en d  w ird , falls w ir in  e inem  Z w ischenm odell d er M odell
re ih e  einen  P a ß p u n k t b e s itz e n , d a d u rc h  d ie  E in b ez ieh u n g  zw eier n eu e r K o o r
d in a te n b e d in g u n g e n  e rm ö g lich t u n d  b e n ö tig t, w ä h re n d  k eine  w eite ren  B ed in 
gun g en  fü r  die r u n d  s T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ie n te n  gew onnen  w erden . Es 
is t  au ch  u n m itte lb a r  e in zu seh en , daß  falls w ir in  m eh re ren  Z w ischen te ilm odellen  
je  e inen  P a ß p u n k t b e s itz e n , zw eim al so v ie l w eite re  K o o rd in a ten b ed in g u n g en  
zu erfü llen  sind . W en n  a b e r  in  einem  Z w ischenm odell n ic h t e in , sondern  
zwei o d er m eh r P a ß p u n k te  zu r V erfügung  s teh en , so k ö n n en  die r u n d  s 
T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ie n te n  fü r  dieses M odell au c h  se lb s tä n d ig  b e s tim m t 
w erd en , d . h ., d aß  au c h  fü r  die T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  eine n eu e  B ed in 
gung  gew onnen  w ird . I n  d iesem  F alle  is t es ab e r b ezü g lich  d er F e h le rv e rte i
lu n g  g ü n stig e r, die M odellre ihe a u f zwei g e tre n n te  A b sc h n itte  zu  te ilen , da 
d a d u rc h  die R e c h e n a rb e it w esen tlich  v e re in fa ch t w ird . I n  d iesem  F a lle  e rg ib t 
sich  also das in  F ra g e  s teh en d e , au ch  se lb s tä n d ig  o r ie n tie rb a re  Z w ischen
m odell als S ch lußm odell des e rs ten  A b sc h n itts  d e r M odellre ihe u n d  gleich
ze itig  als A nfangsm odell des zw eiten  A b sc h n itts , u n d  die F eh le rv e rte ilu n g  
k a n n  dem  b ish er E rö r te r te n  en tsp rech en d  in n e rh a lb  d e r e inzelnen  A b sch n itte  
v o llfü h rt w erden .

Im  w eite ren  w ird  n u r  noch der F a ll u n te rs u c h t, d a ß  n u r  je  ein P a ß 
p u n k t in  den  Z w ischenm odellen  v o rh a n d e n  is t, u n d  zu d iesem  K o o rd in a te n 
b ed in g u n g en  e in g e fü h rt w erd en  m üssen. Z w ischen  d en  r , s T ra n sfo rm a tio n s
k o effiz ien ten  des e rs te n  u n d  le tz te n  M odells b e s te h e n  w e ite rh in  die B ed in 
gungen  (5). B ei V o ra u sse tz u n g  eines e inzigen  Z w isch en p aß p u n k te s  im  i-ten  
M odell in n e rh a lb  d er g an zen  M odellreihe, k ö n n en  zw ischen  dem  e rs ten  A n
sc h lu ß p u n k t u n d  d em  Z w isc h e n p a ß p u n k t, w e ite r zw ischen  dem  le tz te re n  
u n d  dem  le tz te n  A n sc h lu ß p u n k t den  G le ichungen  (6) analoge  K o o rd in a te n 
b ed in g u n g en  au fg esch rieb en  w erden :

u n d (9)
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( In  d ie se n  G leichungen s in d  n e b s t  den  b e re its  b e k a n n te n  B eze ichnungen  
X i  u n d  Y i  die G e lä n d e k o o rd in a ten  des an  dem  i- te n  M odell b e fin d lich en  
Z w isc h e n p a ß p u n k te s , A X t u n d  A Y i  b e d e u te n  ab er die m it d en  T ra n s fo rm a tio n s 
k o n s ta n te n  des i- te n  M odells v o m  A n sc h lu ß p u n k t P ( , b e r e c h n e t e n  K o o r
d in a te n d iffe ren z e n .)

F a lls  die zu den  e in ze ln en  M odellen g eh ö ren d en  T ra n s fo rm a tio n s 
k o n s ta n te n  auch  w e ite rh in  als d ie  G lieder d er a r ith m e tisc h e n  R eih en  au f
g e fa ß t  w erd en , so m üssen  in  d iesem  F alle  zu r g le ichzeitigen  B efried igung  
d e r  B ed in g u n g e n  (5) u n d  (9) sch o n  a rith m e tisc h e  R e ih en  d r i t te r  O rd n u n g  
a n g e w a n d t w erden . Folg lich  k ö n n e n  m it d en  T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  des 
e rs te n  u n d  le tz te n  M odells fo lg en d e  B ed ingungsg le ichungen  au fgesch rieben  
w e rd e n :

D ie K o o rd in a te n b e d in g u n g e n  d e r  G le ichung  (9) g e s ta lte n  sich  fo lg en d erm aß en :
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D ie A u fsch re ib u n g  d er Z u sam m en h än g e

( In  d e n  G leichungen (5c) u n d  (9a) b ed eu ten  A " r ,  A " s ,  m it  den  b e re its  b e k a n n 
te n  B eze ich n u n g en , die sog. d r i t te n  D ifferenzen.)

I n  d iesem  F alle  m ü ssen  also  aus den G le ich u n g en  (5c) u n d  (9a) b e re its  
sechs U n b e k a n n te  (Ar,  As,  A ' r ,  A 's, A " r  u n d  A " s )  b e re c h n e t w erden , u n d  die 
T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  d e r  Zw ischenm odelle k ö n n e n  d u rc h  A u sd eh n u n g  
d e r f rü h e re n  G leichungen (7) aus fo lgenden Z u sam m en h än g en  b e re c h n e t 
w e rd e n :

D ie e n d g ü ltig e n , den e in ze ln en  M odellk o o rd in a ten  en tsp re c h e n d en  g e o d ä ti
sch en  K o o rd in a te n  k ö n n en  j e t z t  schon m it den  en tsp re c h e n d en  T ran sfo r-
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m a tio n sk o n s ta n te n  a u f  die in  dem  frü h e re n  schon  e rö rte rte  W eise b e re c h n e t 
w erden .

A u f G ru n d  des b ish erig en  —  wie b e re its  e rw ä h n t w urde —  is t  es au ch  
le ich t e inzusehen , d a ß  die E in b ez ieh u n g  eines je d e n  w e ite ren  Z w isch en 
p a ß p u n k te s  —  falls diese einzelw eise in  je d e m  M odell V orkom m en —  die 
B estim m u n g  zw eier w e ite re r U n b e k a n n te n  e rfo rd e r t. Die w e ite ren  U n b e k a n n 
te n  k ö n n en  aus den  n ach  G leichungen  (9a) au fsch re ib b a ren  K o o rd in a te n b e d in 
gungen  b e s tim m t w erd en . D iesbezüglich  m u ß  e rw ä h n t w erden , d a ß  d ie  W ir t
sc h a ftlic h k e it ohned ies die L ösung d e r rä u m lic h e n  A e ro tr ia n g u la tio n  d u rch  
die E in b ez ieh u n g  von  re la tiv  w eniger P a ß p u n k te n  e rfo rd e rt, es m u ß  also 
n ic h t b e fü rc h te t  w erd en , d aß  das von  u n s  vorgesch lagene F eh le rv e rte ilu n g s-  
v e rfa h re n  ev en tu e ll zu r L ösung  eines g ro ß en  lin earen  G le ich u n g ssy stem s 
fü h r t .  Ü brigens b es teh en  w eite rh in  b e i d e r  B estim m u n g  d e r U n b e k a n n te n  
die in  dem  v o rh erig en  schon e rw ä h n te n  Y ere in fach u n g sm ö g lich k e iten .

D ie F e h le rv e rte ilu n g  k a n n  auch  im  F a lle  d e r E inbeziehung  v o n  Z w isch en 
p a ß p u n k te n  so gelöst w erden , d aß  a n s ta t t  d e r  a rith m e tisch en  R e ih e  au ch  
h ie r eine M in im um bed ingung  a u f die Q u a d ra tsu m m e n  der D iffe ren zen  der 
au fe in an d erfo lg en d en  r bzw . s T ran sfo rm a tio n sk o e ffiz ien ten  e in g e fü h rt w ird . 
B ei d ieser L ösung k ö n n en  unsere  f rü h e re n  B ed ingungsg le ichungen  (5b) u n d  
(6b) w e ite rh in  u n v e rä n d e r t  an g ew an d t w e rd en , w äh ren d  die w e ite ren  K o o rd i
n a ten b e d in g u n g e n  d u rch  die E in b ez ieh u n g  des einzelnen in  dem  i- te n  T eil
m odell b e find lichen  Z w isch en p aß p u n k te  fo lgende F o rm  an n eh m en  w erd en :

X i  -  X , IX -M * ;(i —2;,(i —1) 'b. =  '1 H u  +  H , 3  + • • • + '

■ l * ( d * r  +  d « l M + . . .  +  4 * l < |- 1W + A , \Jl l J 1,2 12,3 l( i—!).((—2) 'I
+  A r

+  A r T \ A x Iм  +  . . .  A - A x|2 I J2,3

+  . . .  A- A r

i(í-i).í
|(/-2),(/-l)

<4 —!).<<—2)

+  41*,} -f-

( i - 1 )  

( Í -  2)
\Ax\  +  Axj
l J ( i—2),<* — 1) '

-  4  W “ + +•  • • + + i A  -
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y, -  Yp,„=•, 11'];;'+%]” + ■ ■ • + +z,j'l -
-  H W “ + lyl” +• "+H : Z  » ~Jv"! +
+4r']‘. M « + ••• + + M  +

+ - - -+ Н П М « - Е и  +  /Ч  +
( . 12,3 , 13,4 , 1 (1 -1 ) ,!  . 1

+  Sl r X\l,2 +  Н 2.З +  ■ • • +  ^ 4 .-2 ) ,(1 -1 )  +  ЛХП +

+  A s f  \ A x ]2’3 +  A x l 3’* +  . . .  +  А х ] ° ~  4,1 +  A x \  +
J l  l Jl»2 1 J2 ,3  1 J ( i - 2 ) , ( i - l )  'J

+  z l s j 3 \ A x f 4 +  . .  . +  А х Т ~ 1и +  A x , ]  +
J2  l J2,3 J ( i_ 2 ) , ( ! - 1 )

+  . . .  +  A • Г  " \ A x
J(í-2) l

(i-l),l
(i-2).(í-l) Ax. (9b)

A u f G ru n d  d er G le ichungen  (9b) k a n n  die A u fs te llu n g  der N o rm alg le ichungen , 
die B e rech n u n g  d e r K o rre la te n  u n d  der zlr- b zw . /Is -W erte , dem  v o rh e rig e n  
e n tsp re c h e n d , e in fach  v o llfü h r t  w erden . D ie E in b ez ieh u n g  des n eu e n  Z w i
sc h e n p a ß p u n k te s  h a t  die Z ah l der B ed in g u n g sg le ich u n g en  und  so au ch  die 
d e r b e s tim m e n d e n  K o rre la te n  n a tu rg e m ä ß  a u c h  h ie r um  zwei e rh ö h t. Im  
F a lle  d e r  E in b ez ieh u n g  w e ite re r  Z w isc h e n p a ß p u n k te  sind  h ier au ch  die v o r 
h e r  sch o n  e rö r te r te n  g ü ltig .

E s  k ö n n en  en d lich  in te re ssa n te  V erg le iche  bezüglich  der p a ra lle le n  
A n w en d u n g  d er Q u a d ra tsu m m en m in im a  d er D iffe ren zen  u n d  der D iffe ren zen 
re ih en  d e r  an sch ließ en d en  T ra n sfo rm a tio n sk o e ffiz ie n te n  gezogen w erd en . E s 
soll h ie r  sogleich d a ra u f  h ingew iesen  w erd en , d a ß  d ie  A nw endung d e r D iffe 
re n z e n re ih e n  re c h e n te ch n isc h  n u r dem  A nsch e in e  n a c h  einfacher is t . I n  dem  
als A n h a n g  v o rg e fü h rte n  p ra k tisc h e n  B eisp iel h a t  es sich erw iesen, d aß  die 
zw eite  V a ria n te , die also  a u f  dem  Q u a d ra tsu m m e n m in im u m  der D iffe ren zen  
d e r T ra n sfo rm a tio n sk o e ffiz ie n te n  b e ru h t, re c h e n te ch n isc h , w enn au ch  n ic h t 
w esen tlich , ab e r d och  e in fach er is t. Zu dem  w e ite re n  V ergleich k a n n  diese 
F e h le rv e r te ilu n g sm e th o d e  als eine In te rp o la tio n  m it einer D iffe renzen re ihe  
(n  —  l ) - t e r  O rd n u n g  a u fg e fa ß t w erden , g e g en ü b e r den  L ösungen m it D if
fe re n z en re ih e n  v o n  e rs te r , zw e ite r bzw . d r i t te r  O rd n u n g . So liegt d er G ed an k e , 
d a ß  d ie  zw eite V a r ia n te  d u rc h  A nw endung  e in e r  In te rp o la tio n  m it h ö h e re r  
O rd n u n g  die bessere  A n n ä h e ru n g  d er u n b e k a n n te n  F eh le rfu n k tio n  g ib t, a u f  
d e r H a n d . In  d ieser H in s ic h t s ind  ab er —  wie b e re its  f rü h e r e rw äh n t w u rd e  —  
sach lich e  B ew eise v o re rs t  n ic h t au fzu fin d en , w eil die reelle F e h le rfu n k tio n  
n ic h t  b e k a n n t  is t. D ie  T a tsa c h e  jed o ch , d a ß  b e i d e r zw eiten  V a r ia n te  die 
O rie n tie ru n g sd iffe re n z e n  d e r A nsch lußm odelle  u n te r  den  gegebenen M öglich
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k e ite n  die k le in sten  s in d , is t eine g u te  S ich eru n g  d a fü r, d aß  die sich  au s  den 
zw eierle i T ran sfo rm a tio n sm e th o d en  e rg eb en d en , a u f die Ü b erd eck u n g szo n en  
g ü ltig en  R estw id ersp rü ch e  am  k le in s te n  sein  w erden . D ies b e d e u te t  g le ich 
ze itig  soviel, daß  die a u f  dem  In s tru m e n t  e in g es te llten  re la tiv e n  O rie n tie ru n g e n  
w ä h re n d  d er F e h le rv e rte ilu n g  k a u m  v e rä n d e r t  w urden , u n d  d ies is t  eine 
n en n en sw erte  G a ra n tie  d a fü r, d aß  d a s  w äh ren d  der A u sw e rtu n g  erz ie lte  
G esam tm o d ell k a u m  v e rz e rr t  w u rd e . D ie E rgebn isse  des p ra k tis c h e n  B ei
sp iels zeigen a lle rd ings, d aß  die n a c h  d en  zwei M ethoden  b e re c h n e te n  e n t 
sp rech en d en  T ra n sfo rm a tio n sk o e ffiz ie n te n  v o n e in an d e r k a u m  ab w eichcn . 
D ies b e d e u te t soviel, d aß  im  g eg eb en en  F a lle  auch  d u rch  die A n w en d u n g  
v o n  D iffe ren z ien re ih en  ( In te rp o la tio n e n )  zw eite r bzw . d r i t te r  O rd n u n g  ein 
e n tsp rech en d es  E rg eb n is  gew onnen  w u rd e . E s m uß  ab e r b e m e rk t  w erd en , 
d a ß  die zw eite V a ria n te  re c h e n te ch n isc h  d och  e in facher w ar. W ä h re n d  unseres 
p ra k tis c h e n  B eispiels w u rd en  die, n a c h  d e r F eh le rv e rte ilu n g  zu rü ck b le ib en d en  
K o o rd in a te n w id e rsp rü ch e  an  ein igen  in  die F e h le rv e rte ilu n g  n ic h t  e inbezoge
n en  Z w isch en p aß p u n k ten  k o n tro llie r t . I n  d iesem  F alle  w u rd e  a u c h  bew iesen , 
d a ß  im  F alle  v o n  lä n g e re n  S tre ifen  d ie  g u te  A n n äh e ru n g  d e r w a h re n  F e h le r
fu n k tio n  n u r d u rch  die A nw en d u n g  v o n  Z w isch en p aß p u n k ten  zu  e rw a rte n  
is t .  D er V orte il d er h ie r e rö r te r te n  F e h le rv e r te ilu n g sv e rfa h re n  i s t ,  d a ß  sie 
n a c h  B elieben , m it o d e r ohne d e r E in b e z ie h u n g  von  Z w isc h e n p a ß p u n k te n , 
a n w e n d b a r  sind , w e ite r k ö nnen  sie a ls n u m erische  M eth o d en  z u r F e h le r
v e r te ilu n g  von  g ro ß m aß s täb lich en  A e ro tr ia n g u lie ru n g en  eine e n tsp re c h e n d e  
G en au ig k e it sichern .

W ie in  d er E in le itu n g  schon  e rw ä h n t w urde , w aren  b e i d e r  L ösung 
d e r in  F rag e  s te h e n d e n  p ra k tisc h e n  A u fg ab e  H ö h e n k o o rd in a te n  n ic h t  erfo r
d e rlich . T ro tzd em  w u rd e  —  v o lls tä n d ig k e itsh a lb e r  — , falls sie d e n n o c h  n ö tig  
w ä ren , auch  die F e h le rv e rte ilu n g  d e r  H ö h e n k o o rd in a te n  n a c h  d em  bere its  
e rö r te r te n  G ed an k en g an g  a u sg e a rb e ite t. B ei deren  B esch re ib u n g  m ü ssen  wir 
a u f  u n se re  frü h ere  F e s ts te llu n g  z u rü c k k e h re n , w onach  zu  d en  e inze lnen  
M odellen  s tren g  genom m en je  e in  R a u m k o o rd in a te n sy s te m  g e h ö rt. Dies 
b e d e u te t zum al soviel, d aß  die F e h le rv e r te ilu n g  d er x,  y  u n d  z K o o rd in a te n  
k o rre lie r t is t, u n d  a u f  alle d rei K o o rd in a te n  gleichzeitig  v o llfü h r t  w erden  soll. 
F  alls ab e r die D reh u n g sw in k e l der sich  an sch ließ en d en  R au m k o o rd in a ten sy stem e  
im  V erh ä ltn is  z u e in a n d e r k lein  s in d  —  in d er P rax is  is t  m e is te n s  d ies der 
F a ll — , so is t au ch  die v o n e in a n d e r a b g e tre n n te  F e h le rv e r te ilu n g  d e r  H o ri
zo n ta l-  u n d  H ö h e n k o o rd in a te n  e r la u b t . So eine T eilung  is t  d u rc h  p ra k tisc h e  
G esich tsp u n k te  g e re c h tfe r tig t. B ei d e r  räu m lich en  A e ro tr ia n g u lie ru n g  häu fen  
sich  näm lich  die F e h le r  der H ö h en m essu n g en  u n g ü n stig e r, u n d  so w ürde 
ih re  m it den  F e h le rn  d er h o riz o n ta le n  K o o rd in a ten  k o rre lie r te  V erte ilu n g  
zu r B ildung  eines v iel R e c h e n a rb e it b ean sp ru ch en d en  V erfah ren s  fü h ren . 
W en n  die b isherigen  F e h le rv e r te ilu n g sv e rfa h re n  d er räu m lich en  A e ro tr ia n g u 
lie ru n g  u n te rsu c h t w erd en , so is t  es au ffa llen d , d aß  bei e in igen  in  d e r  P rax is
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v e rb re i te te n  M eth o d en  u n d  bei den b e id e n  b esp ro ch en en  e in h e im isch en  
R e la tio n e n  sogar d ie  K o rre la tio n  der h o r iz o n ta le n  K o o rd in a te n  z u e in a n d e r 
n ic h t  b e a c h te t w u rd e , d o c h  w urde d ad u rch  die K o n fo rm itä t  des G ru n d risses  
d es  F e h le rv e r te ilu n g sv e rfa h re n s  w illkürlich  v e rä n d e r t .  In  u n serem  F a lle  
—  w ie bereits e rw ä h n t w u rd e  —  w aren  n u r  die H o riz o n ta lk o o rd in a te n  
n ö t ig ,  d . h . die G e n a u ig k e it des G rundrisses p r im ä r  w ich tig . W as den  A n sp ru c h  
a n  R e ch en a rb e it d e r  g em ein sam en  F e h le rv e r te ilu n g  b e tr if f t , k ö n n en  z. Z. 
d ie  M öglichkeiten  d e r  e lek tro n isch en  R e c h e n m a sc h in en  n ic h t a u ß e r a c h t  
g e la sse n  w erden, es i s t  a b e r  auch  in  d iesem  F a lle  w ich tig , daß  die V o rb e re i
tu n g s a rb e i t  m ög lichst w en ig  sei. Es k ö n n te  o h n e  w eite res ein  a llgem einer 
T ra n s fo rm a tio n sz u sa m m e n h a n g  fo lg en d erm aß en  au fg esch rieb en  w erden , w ie

x / «il «12 «13 \ ( x
Y 1= K ^22 «23 y
Z \ a 31 ®32 «33 \ z

u n d  u n se r  bere its e r ö r te r te r  G edankengang  k ö n n te  au ch  a u f  diesen an g e w a n d t 
w e rd e n . H ier so llten  a b e r  d ie  vo rher e rw ä h n te n  U m stä n d e , sowie w eite re  
W irtsc h a f tl ic h k e its -G e s ic h tsp u n k te  u n te rsu c h t w e rd e n , die die R ah m en  u n se re r  
g eg en w ärtig en  Z ie lse tzu n g en  üb ersch re iten , a u f  die w ir a b e r an d e ren o rts  n och  
z u rü c k k e h re n  w erden .

D em  bei den  H o r iz o n ta lk o o rd in a te n  a n g e w a n d te n  G ed an k en g an g  
e n tsp re c h e n d  k an n  fü r  d ie  H ö h e n k o o rd in a te n  fo lg en d e r Z u sam m en h an g  a u f
g esc h rie b e n  w erden:

Z  =  к  (x  ta n  (p +  у  ta n  ft) —}- z) -f c , (10)

w o Z  d ie sich a u f d as  g e o d ä tisc h e  K o o rd in a te n sy s te m  beziehende H ö h e n 
k o o rd in a te ;  к der M a ß s ta b fa k to r , x , y ,  z die e n tsp re c h e n d e n  M odellk o o rd in a ten ;
(p d ie  N eigung  des M o d e llk o o rd in a ten sy stem s zu  x; со die N eigung zu у  u n d  
c d e n  H ö h e n v e rsc h ie b u n g sw ert der in F rag e  s te h e n d e n  zwei K o o rd in a te n 
s y s te m e  b e d e u te t. D a in  d e r  P ra x is  an  der H ö h e n sk a la  des A u sw erteg e rä tes  
c e in s te llb a r , к • z ab e r u n m it te lb a r  ab lesbar s in d , k a n n  n a c h  d er S u b s titu tio n  
v o n  p  f ü r  к tan  cp, q fü r  fc.tan со u n sere  G leichung (10) a u f  fo lgende F orm  g e b ra c h t 
w e rd e n :

Z  =  x p  +  yq  +  Z '.  (11)

H ie r  s in d  x  u n d  у  die M o d e ll-K o o rd in a ten  u n d  Z ' =  kz.  W erd en  die T ra n s 
fo rm a tio n sk o n s ta n te n  p  u n d  q v o n  Modell zu M odell fü r  v e rän d e rlich  b e tra c h 
t e t ,  so  k ö n n en  die e n ts p re c h e n d e n  W erte  d e r Z w ischenm odelle  zw ischen die 
m it H ilfe  von  H ö h e n p a ß p u n k te n  b es tim m b aren  p  u n d  q W erte  des e rs ten  
u n d  le tz te n  Modells d er M o d e llre ih e  in te rp o lie rt w e rd e n . N eb en b e i sei b e m e rk t, 
d a ß  z u r  B estim m u n g  d e r p  u n d  q T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  das bei d en  r
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u n d  s G ru n d riß -T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  F es tg es te llte  s in n g e m ä ß  g ü ltig  
is t. B ei d e r In te rp o la tio n  m ü ssen  im  F alle  d er A nw endung  d er b e re its  e rö r te r 
te n  D iffe ren zen re ih en  fo lg en d e  B ed in g u n g en  e rfü llt w erden :

Pr, — Pi =  ( " , ')  A p  +  ( V )  A P
und  ' ‘ (12)

4u =  ?i =  ( \  ')  Aq.

Bei d e r  T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te  q, m it d e r also die N eigung  d e r  e inzelnen  
M odelle in  Q uerlage in  B e tra c h t  gezogen w ird , hab en  w ir uns m it d e r  linearen  
In te rp o la t io n  b eg n ü g t, w eil in  d ieser R ic h tu n g  die F e h le r fo r tp f la n z u n g  g ü n 
stig  is t ,  d a  die H ö h en feh le r sich  n u r  in  dem  d e r einzelnen M o d e llb re ite  e n t
sp rech en d en  A b sc h n itt h ä u fe n  k ö n n e n . E s k a n n  noch  fo lgende K o o rd in a te n 
b ed in g u n g  au fg esch rieb en  w erd en :

JP(n— \)n -  Яр,,. -  P i  + H : . + "  ■ + +

+ « •  M “ + ■  ■ ■ + +

+  A p  +  2 -F • • • +  {n — 1) A x j

+  A« М м  + 2 Ay ) Z  +•■•+(«- !) A y ] ^

+ A ' p  \ A x \ ”  +  . . .  4-
(„ _  1) (n -  2)

(n-l),n 
(n-2),(n-l) 
(n-1 ),n I 

(n—1)1

(13)

M U J  ^ l Z 'r<n-,n~ZpJ-

A p ,  A ' p  u n d  Aq k ö n n en  in  d e r b e k a n n te n  W eise aus den  ob igen  d re i G le ichun
gen b e s tim m t w erden . D ie E in fü h ru n g  d er U n b e k a n n te n  А ’q w ü rd e  übrigens 
k eine  Schw ierigkeit b e re ite n , die au ch  in  d e r  Q uerlage zu e in e r  In te rp o la tio n  
zw e ite r O rd n u n g  fü h re n  w ü rd e , w eil die z u r  B erechnung  d e r  v ie r te n  U n b e
k a n n te n  nö tige  v ie r te  B ed in g u n g sg le ich u n g  d u rch  die A u flö su n g  d e r K o o r
d in a te n b e d in g u n g  (13) in  K o m p o n e n te n  v o n  d er R ich tu n g  x  u n d  у  ([8] S. 
447— 449) a u fsc h re ib b a r is t. D ie d a m it v e rb u n d en e  G e n au ig k e itse rh ö h u n g  
k o n n te  ab e r an  einem  p ra k tis c h e n  B eisp iel n ic h t k o n tro llie r t w e rd e n , u n d  so 
k ö n n e n  w ir uns n u r  a u f  die in  [9] m itg e te ilte  VERDINsche F e s ts te llu n g  beru fen , 
w o n ach  A 'q fo rtg e lassen  w erd en  k an n .

Im  F alle  d er E in b e z ie h u n g  von  zw ischenliegenden  H ö h e n p a ß p u n k te n  
m u ß  ebenfa lls U n te rsc h ie d  g em ach t w erd en , je  n achdem  in  d e n  Z w ischen
m o d e llen  je  M odell e in  oder m eh re re  P a ß p u n k te  zu r V e rfü g u n g  s te h e n . Im  
F a lle , w enn  je  M odell zw ei o d er m eh rere  H ö h e n p a ß p u n k te  e in b ezo g en  w erden , 
k a n n  das in  F rage  s te h e n d e  M odell v e r tik a l au ch  se lb stän d ig  o r ie n t ie r t  w erden,
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u n d  solche Z w ischenm odelle  erm öglichen im  F a lle  d e r  F e h le rv e rte ilu n g  der 
H o riz o n ta lk o o rd in a te n  in  d e r  bere its  e rw ä h n te n  W eise  h ie r auch  die T eilung  
d e r  M odellreihe a u f  k ü rz e re  A b sch n itte . D ies i s t  b e i d e r  H ö h en feh le rv erte ilu n g  
w eg en  d er b e k a n n tlic h  u n g ü n s tig e n  F o r tp f la n z u n g  d e r H öhenfeh ler b esonders 
v o r te i lh a f t ,  u n d  so s in d  d ie  k ü rze ren  In te rp o la t io n s a b s c h n it te  m it k le in eren  
V ern ach lä ss ig u n g en  v e rb u n d e n . In  d iesem  Z u sa m m e n h a n g  soll e rw ä h n t 
w e rd e n , daß  h in s ic h tlic h  d e r  H ö h en feh le rv e rte ilu n g  die M odellreihe auch  
d a n n  a u f  A b sch n itte  g e te i l t  w erden k a n n , w e n n  in  den  Z w ischenm odellen  
n u r  Z w isch en p aß p u n k te  —  ohne ihre H o r iz o n ta lk o o rd in a te n  —- z u r  V er
fü g u n g  stehen , weil d ie  z u r  A ufste llung  d er G le ich u n g  (13) nö tig en  A x ,  A y  —  
K o o rd in a te n  du rch  d ie  G ru n d riß fe h le rv e r te ilu n g  sch o n  frü h e r b e re c h n e t w er
d e n  kö n n en .

W enn  w ir ab e r in  d e n  Z w ischenm odellen  n u r  je  e inen  H ö h e n p a ß p u n k t 
b e s itz e n , so m üssen  d e r  G ru n d riß fe h le rv e r te ilu n g  äh n lich  h ie r au ch  soviel 
w e ite re  K o o rd in a te n b e d in g u n g e n  b e rü c k s ic h tig t w e rd e n , w ieviel H ö h e n p a ß 
p u n k te  in  die F e h le rv e r te ilu n g  einbezogen w e rd e n . F a lls  in  dem  i- te n  M odell 
e in  H ö h e n p a ß p u n k t v o ra u s g e s e tz t  w ird , k ö n n e n  n e b s t der K o o rd in a te n 
b e d in g u n g  (13) noch  fo lg e n d e  G leichungen a u fg e sc h rie b en  w erden:

z < - z * . . = p i  H t * + h : ; + •  • • н ; : : ; п >  +■н +

+  H u + A y \ Z + ■  • • + H H . - i )  + H  !

+  A p  \ A x \ u 2 +  2  A x ]z ,3  +  • ■ • +  (* -  2 )  H H ’o - i )  + ( » - ! )  A x \  +

+  Aq \A y]u2 +  2 A y ] Z  +  • • • +  (i -  2) A y  +  (i -  A y \  +

+  A ’p  \ A x V  + . . . +  {i -  2) <* -  1)-- Ax  f " 1W +  (14)
1 l  J2-3 9  J ( f - 2 ) , ( f - l )

+А"р {ЛхХа +  • ■ •

(» — 1) (i — 2)

{i — 2) (i -  3) (i — 4) A x  (i-i)J
f i  ' j ( / - 2 ) , ( i - l )  '

(Í -  1) (i -  2) (i -  3) А * í | +  ( Z ’i ~  Z  Pb2) .

I n  d ie sem  Falle m ü ssen  w ir  in  unsere  G le ichungen  (12) noch  ein D iffe ren z
g lied  A " p  zu r E rfü llu n g  d e r w e ite re n  B ed ingung  e in fü h re n . E s soll eine solche 
K o o rd in a te n b e d in g u n g  fü r  e in e n  jed en  —  im  M odell allein s teh en d en  —  
Z w isc h e n h ö h e n p a ß p u n k t e in g e fü h r t  w erden.
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A u ß er d er L ö su n g  m it D iffe ren zen re ih en  is t  be i d er H ö h e n fe h le rv e r
te ilu n g  au ch  die A n w en d u n g  d er a u f  d e r [Ap A p ]  +  [A q A q ] =  m in  B e d in 
gu n g  b e ru h en d en  M ethode  m öglich. I n  d iesem  F a lle , w enn A p \\ ,  Ap\?>. • -A q d ,  
Aq]%,. . . d ie D iffe ren zen  zw ischen d en  en tsp re c h e n d en  H ö h e n tra n s fo rm a tio n s 
k o n s ta n te n  der m it  In d e x  beze ich n eten  M odelle b ed e u te n , b e s teh en  fo lgende 
B ed in g u n g en :

13

(15)

se in  w ird . Ax]i  l, • • • • • • b e d e u te n  in  d e r G leichung (16) die K o o rd i
n a ten d iffe ren zen  zw ischen den  m it  In d e x  b eze ich n e ten  A n sc h lu ß p u n k te n . 
E n d lic h  e rg ib t s ich  die K o o rd in a te n b e d in g u n g , fü r  den  im  i- te n  M odell 
b e fin d lich en  H ö h e n p a ß p u n k t, w ie fo lg t:

Zi -  Z p =  Pi \AX]i,2 +  • • • +  +AX'\ +

B ezüg lich  der L ö su n g  d er G le ichung  is t  das b e i der h o riz o n ta le n  F e h le r
v e rte ilu n g  b e re its  E rö r te r te  sin n g em äß  g ü ltig . D ie R e c h e n a rb e it w ird  h ie r

4* Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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a u c h  d u rc h  die E in fa c h h e it d e r G le ichungen  (12) bzw . (15) w esen tlich  e r 
le ic h te r t .

D ie  H ö h e n tra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  p  u n d  q k ö n n en  b ezü g lich  d er 
e in z e ln e n  M odelle n u n m e h r  aus d en  G le ichungen

b zw .

P i = P i  +  ( V )  A P  +  ( V )  Л ' Р '  

4i =  +  ( ' / )  Aq  +  (‘/ J  Л 'Ч'

P i  =  P i  + А р \  +  A P ] 1

ь  =  4i +  Л ч \1 +  А ч}1 +  • • • + H i - »

(18)

(19)

e in fa c h  b e re c h n e t w erd en  u n d  in  d e ren  K e n n tn is  k a n n  m an  a u f  G ru n d  des 
Z u sa m m e n h a n g e s  (11) die H ö h e  eines je d e n  P u n k te s  d e r M odellre ihe in  dem  
g e o d ä tis c h e n  K o o rd in a te n sy s te m  gew innen .

B e i dem  V ergleich  d e r zw ei fü r  die H ö h en feh le rv e rte ilu n g  gegebenen  
V e r fa h re n  m u ß  d a ra u fh in g e w ie s e n  w erd en , d aß  die a u f  dem  Q u a d ra tsu m m e n - 
M in im u m  d er D ifferenzen  d e r  T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  b e ru h en d e  M ethode , 
als e in e  In te rp o la tio n  h ö h e re r  O rd n u n g , die h ie r k o m p lex ere  F e h le rfu n k tio n  
b e s se r  a n n ä h e rn  k a n n , u n d  so k ö n n en  v o n  ih re r  A n w endung  n o ch  m eh r 
V o r te ile  e rw a r te t  w erd en  als be i d er h o riz o n ta le n  F c h le rv e rte ilu n g . D iese 
M e th o d e  is t  anscheinend  a llg em ein  v o r te ilh a f te r .

E n d lic h  soll e rw ä h n t w e rd en , d aß  bei d er A n w en d u n g  d ieser M ethode 
d ie  in  d e n  B ed in g u ngsg le ichungen  d er H ö h e n fe h le rv e rte ilu n g  v o rk o m m en d en  
A x ] i %  ■ • - 4 y ] i ’,2 G lieder m it  d en  e n tsp re c h e n d en  G liedern  der B ed in g u n g s
g le ic h u n g e n  der G ru n d riß fe h le rv e rte ilu n g  ü b e re in s tim m e n . A u f solche W eise 
k a n n  n o c h  eine w eitere  R e c h e n a rb e it e r s p a r t  w erden , die h in s ich tlich  
d e r  A n w e n d b a rk e it u n seres  V e rfa h ren s  v o r te ilh a f t  is t.

A N H A N G

D ie  in  dem  b isherigen  b e k an n tg eg e b e n en  V erfah ren  sollen im  w eiteren  an  e inem  p ra k 
tis c h e n  R ech en b eisp ie l v e ra n sc h a u lic h t w erden . D er S tre ifen  b e s te h t aus 12 M odellen. E s 
s te h e n  u n s  a u f  dem  e rsten , m it t le re n  u n d  le tz te n  M odell P a ß p u n k te  zur V erfügung . D a  die 
im  th e o re tis c h e m  Teil e rö r te r te n  F e h le rv e r te ilu n g sm e th o d e n  in  zwei G ruppen  g e te ilt  w erden :

a )  oh n e  A nw endung v o n  Z w isc h en k o n tro llp u n k ten ,
b) m it A nw endung v o n  Z w isc h en k o n tro llp u n k ten , so w urd en  die B e rech n u n g en  fü r 

d en  S tre ife n  d em en tsp rech en d  a u f  zw eierlei A rt v o llfü h rt.
D ie  zu  den B erech n u n g en  a n g e w a n d te n  P a ß p u n k te
X , Y : G elände-, я, у: M o d ellk o o rd in a ten .

D ie T ra n s fo rm a tio n sk o e ffiz ien te n  des M odells 1 u n d  12 sin d  n ach  [11]:

r L =  0,122 484 12, s L =  1,492 818 86 ,
r lo =  0,119 771 51, s,o =  1,492 143 66,

r l2 — r\ =  - 0 ,0 0 2  712 61, s12 — Sl =  - 0 ,0 0 0  675 20 .
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p У X у X Modcllnummer

1 905,68 795,00 184,26 231,18 l
2 920,46 775,24 198,25 239,98 l
3 924,59 739,39 222,27 240,74 l
4 932,07 745,25 218,84 246,05 l
5 1912,53 822,53 220,31 902,27 4
6 2372,92 814,92 250,23 1208,00 5
7 4131,83 1013,46 212,72 2388,99 12
8 4144,49 963,31 246,75 2394,61 12
9 4206,32 1012,99 217,02 2438,58 12

10 4252,61 972,15 246,60 2467,20 12
11 4334,75 1003,11 230,43 2523,51 12

S c h w e rp u n k tsk o o rd in a ten  d e r A n sch lu ß p u n k te  zw eier b e n a c h b a r te r  M odelle u n d  deren  
D ifferenzen :

yJÎ 212,70 x)\ 371,06

y]J 213,88 *]l 610,27

y]f, 215,72 *]i 828,93

y]i 216,78 1011,51

y ] t 186,36 x]t 1181,06

y] l 206,46 x]l 1389,50

y]  ! 203,44 *]f 1576,73

y]l 223,00 *]? 1836,27

У)1° 225,15 A]!," 2011,42

УШ 220,98 *]ïè 2185,16

УИ! 222,66 *л? 2418,11

Y? =  1117,94 Y Jf =  4176,54 Y ff 
X J? -  X ? =  + 2 3 2 ,3 8

1. Lösung: ( ohne A n w en d u n g  von 
Die v ier B edingungsg le ichungen :

11 Ar  +  55 A 'r

y]l +  1,18 *}\ 239,21

у]? +  1,84 218,66

у]з +  1,06 *]?, 182,54

у Л -3 0 ,4 2 * и 169,53

у] 5 +  20,10 *]! 208,48

у]б — 3,02 х]1 187,23

у]? +  19,56 *]? 259,54

у]? +  2,15 175,15

у Л° -  4,17 *]5° 173,74

y]iä +  1,68 232,95

X +  9,96 2047,04

-  YJ =  +3058,59  X ? =  769,69 X Jf =  1002,07 

Z w ischenpaßpunkt ,  dies dient n u r  zur  Kontrolle) .

11 As  +  55 A 's

=  —0,00271261, 
=  -0 ,00067520 ,

102,13 A r  +  374,64 A 'r  +  11179,19 As  +  33768,48 A 's  =  +  1,49521080 ,
11179,19 Ar  +  33768,48 A 'r  -  -102,13 A s — 374,64 A 's  =  — 3,48264200 .

Ir u n d  As sind  d u rc h  A 'r  bzw . A 's  aus den e rs ten  zwei G le ichungen  a u sd rü c k b a r , so b leiben 
zwei G leichungen m it zw ei U n b e k an n ten .

— 136,01 A 'r  — 22127,47 A 's  =  2,20659495 ,
-2 2 1 2 7 ,4 7  A 'r  +  136,01 A 's  =  -0 ,73211260  .
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D ie  W erte  der U n b e k a n n te n  n a c h  d e r  L ösung  de r G leichungen:

zlr =  — 0,00040896, 

A 'r  =  + 0 ,0 0 0 0 3 2 4 7 , 

As  =  + 0 ,0 0 0 4 3 8 2 3  , 

A 's  =  —0,00009992 .

M it H ilfe dieser W erte  k a n n  d ie T ran s fo rm a tio n sk o n s ta n te  de r e in ze ln en  M odelle 
m it  fo lg en d e n  F orm eln  b e rec h n e t w erd en :

r; =  r l +  (i l ) A r  +  —
1) (» — 2)

2 A 'r  ,

S| =  S4 +  (i — 1) ids + (i -  1) (i -  2) A ' s ,

r, =  0 ,122484 , 
r2 =  0,122075 , 
r3 =  0 ,121699 , 
r 4 =  0 ,121355 , 
r5 =  0,121043 , 
r6 =  0,120764 , 
r 7 =  0 ,120517 , 
r8 =  0 ,120303 ,
r 9 =  0,120122 , 
r 10=  0,119972 , 
r u  =  0 ,119856 , 
r 12=  0 ,119772 ,

sj =  1,492818 , 
s2 =  1,493257 , 
s3 =  1,493595 , 
s4 =  1,493834 , 
s5 =  1,493972 , 
s6 =  1,494011 , 
s 7 =  1,493949 , 
ss =  1,493788 , 
Sg =  1,493527 , 
s10 =  1,493166 , 
su =  1,492705 , 
s12=  1,492144 .

D ie  G e län d ek o o rd in a ten  der S c h w e rp u n k tsk o o rd in a te n  von  A n sch lu ß p u n k ten  zw eier b en ach  
h a r te r  M odelle:

Ay  • r Ax • s [ 1 àx.r — -4y • * [ ] j у X

M l 1117,94 769,69

M l 0,14 357,20 357,34 29,20 -  1,76 27,44 1475,28 797,13

M i 0,22 326,59 326,81 26,61 -  2,75 23,86 1802,09 820,99

M l 0,13 272,74 272,84 22,16 — 1,58 20,58 2074,96 841,57

M% - 3 ,6 8 253,30 249,62 20,52 +  45,45 65,97 2324,58 907,54

M l 2,43 311,41 313,81 25,17 — 30,03 — 4,83 2638,42 902,71

M l —0,36 279,71 279,35 22,56 +  4,51 27,07 2917,77 929,78

M l 2,35 387,70 390,05 31,22 - 2 9 ,2 2 2,00 3307,82 931,71

M l » 0,26 261,59 261,85 21,04 -  3,21 17,83 3569,67 949,68

M ih - 0 ,5 0 259,42 258,92 20,84 +  6,23 27,07 3828,59 976,67

М Ц 0,20 347,72 347,92 27,92 -  2,51 25,41 4176,53 1002,0

D ie  D iffe re n z  n ach  der F eh ler V erteilung  zw ischen  den  b e rech n eten  bzw . gegebenen  G e län d e
k o o rd in a te n  de r in dem  4. u n d  5. M odell b e fin d lich en  5. bzw . 6 . P a ß p u n k te :

Y “  =  2372,56 X f  =  815,38 Y f  =  1912,21 X f  =  823,03
Y 6 =  2372,92 X® =  814,92 Y3 =  1912,53 X 5 =  822.53

= Ö j 6 + 0 ,4 6  —0,32 + 0 ,5 0
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2. Lösung ( Fehlerverteilung mit Einbeziehung eines Zwischenpaßpunkles)

Ar =  5 A'r -  15 A " r  — 0,0002466009, Ÿ6 -  Y? =  2372,92 -  1117,94 =  + 1 2 5 4 ,9 8

/Is =  5 A's -  15 A ” s -  0,0000613818, X0 -  Xf =  814,92 -  769,69 =  +  45,23 .

D ie B edingungsg leichungen  n ach  d e r  E lim in ie ru n g  v o n  Ar u n d  zls:

136,01 A'r -  855,65 A"r — 22127,47 A's -  99557,61 A"s =  2,20659495 ,

— 22127,47 A'r — 99557,61 A"r +  136, 01 z l's  +  855,65 z T s  =  -0 ,7 3 2 1 1 2 6 0  ,
— 503,48 A 'r — 1992,74 A"r — 8105,81 z l's  — 29184,91 A"s 1,14172370 ,

-8 1 0 5 ,8 1  z l 'r  -  29184,91 A"r +  503,48 A's +  1992,74 z l" s  =  -0 ,7 6 9 3 4 9 4 3  .

O biges G le ich u n g ssy stem  m it v ie r  U n b e k a n n te n  is t  tab e llen m äß ig  n ach  [12] leich t 
zu  lösen

i к = 1 2 3 4

1 -  99 357,61 -22 127,47 + 855,65 + 136,01 4- 732,1126
2 -  29 181,91 -  8 105,81 + 1 992,74 + 503,48 + 769,3494
3 -  1 992,74 -  503,48 -  29 184,91 -  8 105,81 -1141,7237
4 — 835,65 -  136,01 -  99557,61 -22 127,47 -2206,5950

-S + 131 590,9100 + 30 872,7700 + 125 894,1300 + 29593,7900 + 1846,8567

1 -  99 537,61 -0,22225795 + 0,0085945213 + 0,0013661437 -0,007536578 -0,06008557 A ' r

2 -  29 181,91 -  1 619,2317 + 1,075763 + 0,28631432 + 0,34259060 + 0,30337715 A 'r

3 -  1 992,74 60,5777 -  29 267,2039 -0,27764445 -0,040220138 + 0,05880370
4 -  855,65 + 54,1650 -  99 506,6952 + 5 514,3509 -0,32784317 -0,32784317 A 's

-er + 131 590,9100 + 1 625,6444 + 128 773,8991 -  5 514,3509

3 1 1 0

* Z ur E rh ö h u n g  d e r R echnungsschärfe  w ird  das T au sen d fach s te  de r re in en  G lieder 
g en o m m en , daher m ü ssen  d ie b e rech n e ten  U n b e k a n n te n  d u rc h  1000 d iv id ie rt w erden .

zlr =  -0 ,0 0 0 8 6 2 2 0  , zls =  + 0 ,0 0 0 8 1 5 7 8  ,

z l 'r  =  + 0 ,0 0 0 3 0 3 3 8  , z l's  =  -0 ,0 0 0 3 2 7 8 4  ,

A " r  =  —0,00006008 , A " s  =  + 0 ,0 0 0 0 5 0 8 0  .

D ie T ran s fo rm a tio n sk o n s ta n ten  bezüglich  der e inzelnen  M odelle m it fo lgenden  F o rm eln :

П =  r, +  (i

»i =  S( +  (i
geben:

l)z l r +

l ) A s

(i — 1) (* — 2)

(i -  1) (i -  2)

A'r + (i -  1) (i -  2) (i -  3)

d 's +

и =  0,122484, s, =  1,492819 ,

r.. =  0,121622 , s., 1.493635 ,

rs =  0,121063 , s3 =  1,494122 ,

r t =  0,120748 , s4 =  1,494333 ,

Cs =  0,120615 , S3 =  1,494318 ,

re =  0,120606 , s6 =  1,494127 ,

r-, =  0,120660 , s 1 =  1,493812 ,

rs =  0,120717 , S3 =  1,493423 ,
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r9 = 0,120717 , Sg =  1,493010

r io = 0,120599 , • s10 =  1,492626

G l = 0,120305 , s,! =s 1,492320

r12 = 0,119772 , s12=  1,492144

D ie  G e län d ek o o rd in a ten  de r A n sc h lu ß p u n k te  (au sfü h rlich e  B erech n u n g  im  e rs te n  B eispiel).

Y X

M? 1117,94 769,69

Mi 1475,37 797,02

Ml 1802,29 820,74

Ml 2075,26 841,21

Mi 2324,95 907,12

M? 2638,81 902,23

Mf 2918,14 929,33

Mi 3308,10 931,45

M i0 3569,86 949,38

МЦ 3828,69 976,55

M\l 4176,53 1002,07

D ie  D ifferenz nach  de r F e h le rv e r te ilu n g  zw ischen d en  b e rech n eten  bzw . gegebenen  
G e lä n d e k o o rd in a te n  der 5. bzw . 6 . P a ß p u n k te  des 4. u n d  5. M odells:

Y f  =  1912,43 X f  =  822 ,74  =  2372,91 X f  =  814,93
Y 5 =  1912,53 X 5 =  822 ,53  Ye =  2372,92 X c =  814,92

- 0,10 70,21 - 0,01 - 0,01

3. Lösung  (ohne K o n tro l lp u n k t )

D ie K orre la ten g le ich u n g en :

15819385,2882 +  0 fc2 +  102,13 fc3 +  11179,19 fc4 — 1495,21080 =  0 ,

0 k t  +  15819385,2882 k 2 +  11179,19 fc3 -  102,13 k t  +  3482,64200 =  0 ,

102,13 fct +  11179.19 +  11 k 3 +  0 fej +  2,71261 =  0 ,

11179,19 k l — 102,13 k 2 +  0 k 3 +  11 k t +  0,67520 =  0 .

=  +0,000000495070 , 

k 2 =  -0 ,000000164256  , 

k 3 =  — 0,0000842654 , 

k t  =  —0,000566041 .

D ie e in z e ln e n  Ar- bzw. A s-W erte  k ö n n e n  m it den fc-K orrela ten  b e rech n et w erden :

Ar]? =  -0 ,0 0 0 4 1 5 5 7  , As]? =  + 0 ,00 0 4 4 9 0 3  ,
A r]] =  -0 ,0 0 0 3 7 6 8 7  , A s]| =  + 0 ,00033041  ,
A r] | =  —0,00034186 , A s]! =  + 0 ,00 0 2 2 1 8 5  ,

Ar]}? =  —0,00008426 As]}? =  —0,00056604
4  =  14 +  Ar]? 82= 5! +  As]?
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r3 =  r i +  '"H i +  M l  s 3 =  s i +  A i] l  +  J s ] |

ru  =  ri +  M l  + ••• f  M l  +  M l I  sn  = i ,  +  As]l +  As]l  + . . .  +  .ds]}J.

B edingungsg leichungen
Die R eihenfolge d e r N orm alg le ichungen  w u rd e  au s rech en tech n isch en  G rü n d e n  ve r

w echselt.

a b C d

M l 9,96 2047,05 1

M  ? 8,87 1807,84 1

M l 6,94 1589,18 1

M l 5,88 1406,60 1

M l 36,30 1237,05 1

M l 16,20 1028,61 1

M l 19,22 841,38 1

M l - 0 ,3 4 581,84 1

M l 0 - 2 ,4 9 406,69 1

M i l 1.68 232,95 1

M i l . — — 1

M l 2047,05 - 9 ,9 6 1

M l 1807,84 - 8 ,8 7 1

M l 1589,18 - 6 ,9 4 1

M l 1406,60 — 5,88 1

4 1 1237,05 — 36,30 1

M l 1028,61 -  16,20 1

M t 841,38 — 19,22 1

M l 581,84 +  0,34 1

M l 0 406,69 +  2,49 1

M i l 232,95 - 1,68 1

M i l — — 1

Die a u f  die e inzelnen  M odelle bezüglichen  T ra n s fo rm a tio n sk o n s ta n te n  k ö n n en  m it 
H ilfe  der obigen F o rm e ln  b e rec h n e t w erden:

r, =  0,122484 , 1,492819

r., =  0,122068 , $o =  1,493268

r 3 =  0,121692 , *3 1,493598

r ,  =  0,121350 , S 4 =  1,493820

r5 =  0,121037 , *5 =  1,493951

r„ =  0,120768 , =  1,494004

r ,  =  0,120523 , *7 =  1,493950

r8 =  0,120310 , s8 =  1,493803

r 9 =  0,120130 , *8 =  1,493525
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r 10 =  0 ,119977  , slu =  1 ,493160 ,

r n  =  0 ,119856  , Í U =  1,492710 ,

r 12=  0 ,119772  , s12=  1,492144 .

D ie  G elän d ek o o rd in a ten  d e r  Ü b e rg an g sp aß p u n k te .

Y f  =  1912,21 
Y s =  1912,53 

- 0 ,3 2

Y X

M ? 1117,94 769,69

M l 1475,28 797,13

M i 1802,09 820,99

M l 2074,96 841,57

M l 2324,58 907,54

M l 2638,42 902,71
M S 2917,77 929,78

M l 3307,82 931,78

M l 0 3569,67 949,61

М Ц 3828,59 976,68

M i l 4176,53 1002,07

X f  =  823 ,03  
X 5 =  822 ,53  

+  0 ,50

Y « =  2372,56 X f  =  815,38
Y6 =  2372,92 X e =  814,92

—0,36 + 0 ,4 6

4. Lösung mit K on tro llpunk t  

D ie  K orre la ten g le ich u n g en :

15819385 ,288  fei +  0 k2 +  3673780,664 k 3 — 227064,0435 fc4 +  102,13 fc5 +  11179,19 k6 -

— 1495 ,21080  +  0,
0fct +  l  5 8 19385,288k2+ 2 2 7 0 6 4 ,0 4 3 5 k 3+ 3673780 ,664k  , +  11179,19fc5—  102,13ke+ 3482 ,64200  =  0, 

36 7 3 7 8 0 ,6 6 4 k ,+  227064,0 4 3 5 k ,+  1 2 4 5 0 9 1,7675к3+ 0 к 4+  141,84fc5+ 2 0 1 0 ,2 3 k 6- 9 8 3 , 3542 0 ,

— 2 2 7 0 6 4 ,0435к ,+ 3673780 ,664к2+ 0 к з  +  1245091,7675к42010.23к5- 141,84fc6+ 1 2 5 6 ,36757 =  0 ,

1 0 2 ,1 3 k , + 11179,19k, +  141,84k3 +  2 0 1 0 ,2 3 k .,+  l l k 5+0fe6 +  2,71261 =  0 ,

11179 ,19k , — 102,13k2+ 2 0 1 0 ,2 3 k 3— 141 ,84k1+ 0 k s+ l l f e 6 +  0,67520 =  0.

k6 =  -0 ,3 0 5 1 4 4  , 

k5 =  —0,373364 , 

k 4 =  —0,00162462 , 

fc3 =  + 0 ,00126575 , 

k 2 =  +0,000400849 , 

k , =  -0 ,0 0 0 0 0 4 7 0 1 5 4  .

D ie  einzelnen Ar- bzw . A s - W e rte  können  m it d en  k -K o rre la te n  b e rech n et w erden .

Ar]l  =  —0,00085605  , 

Zlr]| =  —0,00057381  , 

Ar]% =  —0,00030854  ,

As]\  =  + 0 ,0 0 0 8 0 1 5 7  , 
/Is]» =  + 0 ,0 0 0 4 9 8 4 7  , 

Asy3 =  + 0 ,0 0 0 2 2 0 4 8  .
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A r] \\  =  —0,00037336 ,

r2 =  ri +  M b
гз =  r i +  Ar]* +  A r] \  ,

zls]}f =  0,00030514; 

s2 =  s t +  A s ]{,

Ä3 =  S1 +  +  M l ,

rn  — r i +  d r ] j  +  z]r]! + . .  .А г]Ц  , su  =  st +  A s]\ +  zls]i + . . .  / l i ] io  •

a b C d e /

M l 9,96 2047,05 37,53 836,94 l
M l 8,78 1807,84 36,35 597,73 l
M i 6,94 1589,18 34,51 379,07 l
Ar] 4 5,88 1406,60 33,45 196,49 l
M l 36,30 1237,05 — — l
M l 16,20 1028,61 — — l
M l 19,22 841,38 — — l
M l - 0 ,3 4 581,84 — — l
M l 0 - 2 ,4 9 406,69 — — l
M i l 1,68 232,95 — — l
MW - — — — l

M \ 2047,05 - 9 ,9 6 836,94 - 3 7 ,5 3 l
Zlsl = 1807,84 —8,78 597,73 - 3 6 ,3 5 l

M l 1589,18 - 6 ,9 4 379,07 - 3 4 ,5 1 l
M i 1406,60 — 5,88 196,49 - 3 3 ,4 5 l
M l 1237,05 - 3 6 ,3 0 — — l

M l 1028,61 - 1 6 ,2 0 — — l
J s ] f 841,38 - 1 9 ,2 2 — — l
M l 581,84 + 0 ,3 4 — — l
M V 406,69 +  2,49 — — l
M i l 232,95 — 1,68 — — l
MW — — — — l

Die T ran s fo rm a tio n sk o n s ta n ten  d e r einzelnen M odelle können  m it den  o b ig en  F o rm eln  
b e rec h n e t w erden .

r i  =  0,122484 , 5i = 1,492819
r2 =  0,121619 , *2 = 1,493620
r3 =  0,121045 , S3 = 1,494119
T4 =  0,120737 , = 1,494339
rä =  0,120650 , S5 = 1,494328
r„ =  0,120773 , *6 = 1,494003
r 7 =  0,120811 , »7 = 1,493686
r8 =  0,120775 , л'ч = 1,493370
r9 =  0,120635 , so = 1,493062
r 10=  0,120425 , s:o = 1,492756
r u  =  0,120145 , *n = 1,492449
r12 =  0,119772 , *12 = 1,494144
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D ie G e län d ek o o rd in a ten  d e r  A n sch lußpunk te:

Y X

м \ 1117,94 769,69

m i 1475,37 797,02

M l 1802,29 820,74

M l 2075,26 841,21

M l 2324,95 907,13

M l 2638,79 902,27

M l 2918,09 929,40

M l 3308,04 931,53

M l ° 3569,81 949,45

M i l 3828,66 976,59

М Ц 4176,53 1002,07

Y f  =  1912,43 
Y5 =  1912,53 

- 0,10

X f  =  822,74 
X 3 =  822,53 

+  0,21

Y f =  2372,92 
Y„ =  2372,92 

0

X f =  814,93 
X n =  814,92 

+  0,01
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O N  T H E  E R R O R  D IS T R IB U T IO N  IN  S P A T IA L  A E R IA L  T R IA N G U L A T IO N

GY. ALPÄR-J. SOMOGYI

SU M M A R Y

T he m ethods re fe rrin g  to  e rro r d is tr ib u tio n  in  sp a tia l aeria l t r ia n g u la t io n  scarcely  
d e a lt  w ith  in th e  H u n g a ria n  tech n ica l l i te ra tu re .  R e c e n tly  in H u n g a ry , th e  sp a tia l  aeria l 
tr ia n g u la tio n , as a n  econom ic m eth o d  o f fix ed  p o in t in te rp o la tio n , has also com e in to  the  
fo reg ro u n d . In  c o n n ec tio n  w ith  an  a c tu a l  p ro b lem , th e  necessity  o f a  m ore p rec ise  m eth o d  
o f e rro r d is tr ib u tio n , th a n  th e  in H u n g a ry  u su a l d iag ra m m a tic  one, w as re q u ire d . A fte r  a 
ro u g h ly  ou tlined  su rv e y  an d  criticism  o f th e  fo reign  tec h n ica l lite ra tu re  re la te d  to  th e  su b jec t, 
a u th o rs  re p o rt  on  fo u r v a ria tio n s  o f a  sim ple  n u m erica l m eth o d  of e rro r d is tr ib u tio n . The 
m e th o d  in  qu estio n  is b a sed  on th e  t ra n s fo rm a tio n  acco rd in g  to a p a ir  o f p ic tu re s  — w hich 
is also ap p lied  b y  V e r d in  — and  d e te rm in e s  th e  tra n s fo rm a tio n  coefficien t o f  in te rm e d ia te  
m o d e l-p a rts  lying w ith in  th e  m odel series b y  u sin g  d ifference  series o f th e  second , th ird  and 
h ig h er o rd e r. In  a d d itio n  to  th e  s im p lic ity  o f th e  new  m eth o d  th e  chief a d v a n ta g e  o f sam e 
also consists in  its  ap p lic ab ility  to  in te rm e d ia te  a d ju s tin g  p o in ts . T he ap p lic a tio n  o f th e  new  
m eth o d  is in tro d u ced  b y  a  p rac tica l ex am p le .

D E  L A  D IS T R IB U T IO N  D ES E R R E U R S  D E  L A  T R IA N G U L A T IO N  A É R IE N N E
S P A T IA L E

GY. ALPÁR-J. SOMOGYI

R É S U M É

L es m éth o d es de  d is tr ib u tio n  des e rre u rs  de la  tr ia n g u la tio n  aérienne sp a tia le  o n t  été  
p e u  é tu d iées p a r  les spécia listes hongro is. L a  tr ia n g u la t io n  aérienne sp a tia le , e n  t a n t  que 
p rocédé  de  r a tta c h e m e n t économ ique, a  ré ce m m e n t p assé  en  H ongrie  au  p re m ie r p la n  et 
à  p ro p o s d ’un  p ro b lèm e  concre t, le beso in  s’e s t f a it  s e n tir  d ’une m éth o d e  p lu s e x a c te  que  la 
d is tr ib u tio n  g rap h iq u e  des erreurs ju sq u e -là  u tilisée . A p rès u n  b re f a p erçu  e t  l’a n a ly se  c ritiq u e  
de la  l i t té ra tu re  é tra n g è re  consacrée à ce su je t,  les a u te u rs  p ré sen te n t q u a tre  v a r ia n te s  d ’une 
m é th o d e  de d is tr ib u tio n  num érique. Celle-ci se b ase  su r la  tran s fo rm a tio n  p a r  co u p les  d ’im ages 
u tilisée  égalem en t p a r  V e r d in  et d é te rm in e , p a r  a p p lic a tio n  de séries, les co effic ien ts  de  t r a n s 
fo rm a tio n  des im ages p las tiq u es p a rtie lle s  in te rm é d ia ire s  à  l’in té rieu r de la  série  d ’im ages 
p la s tiq u e s . O utre  sa  s im plic ité , la n o u velle  m é th o d e  offre  su r to u t l’a v an tag e  de  p o u v o ir  ê tre  
em ployée  en  cas de p o in ts  de ra tta c h e m e n t in te rm éd ia ire s . Son ap p lica tio n  e st i llu s tré e  p a r  un  
ex em ple  n u m érique.

РАСПРЕДЕЛЕНИЕ ПОГРЕШНОСТЕЙ ПРИ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ 
АЭРОТРИАНГУЛЯЦИИ

Д. АЛЬПАР — И. ШОМОДИ

РЕЗЮМЕ

Методы распределения погрешностей при пространственной аэротриангуляции 
мало освещаются в венгерской литературе. За последнее время метод пространственной 
аэротриангуляции, как экономичный метод сгущения точек, получает и у нас все большее 
распространение и в связи с одной из конкретных задач возникла необходимость создания 
метода распределения погрешностей, более точного, чем применявшийся у нас графиче
ский метод. После схематического обзора и обсуждения соответствующей иностранной 
литературы, авторы описывают четыре варианта простого численного метода распреде
ления погрешностей. В основе предлагаемого метода лежит трансформация по парным 
снимкам, применяющаяся и Вердэном. Коэффициенты трансформации промежуточных 
частей модели в пределах ряда моделей определяются путем применения разностных 
рядов второй, третьей или высшей степени. Кроме простоты, новый метод отличается 
главным образом тем, что он может применяться и в случае наличия промежуточных 
точек привязки. Применение нового метода иллюстрируется на практическом примере.
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ERGEBNISSE DER REGIONALEN 
TELLURISCHEN MESSUNGEN IN UNGARN

A. ÁDÁM u n d  J .  V E R Ő
GEOPHYSIKALISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE 

DER WISSENSCHAFTEN, SOPRON (UNGARN)

[E ingegangen am  3. S e p tem b e r  1962]

D as G eophysika lische  F o rsch u n g s la b o ra to riu m  d e r U ng. A kadem ie d . W issen sch aften  
h a t  in  den  le tz te n  J a h re n  a u ch  regionale E rd s tro m re g is tr ie ru n g e n  m it e inem  bew eg lichen  
O b serv a to riu m  d u rc h g e fü h rt. D as verfo lg te  Z ie l d ieser M essungen k a n n  m a n  im  fo lgenden  
zu sam m enfassen  :

1. S tu d iu m  der e lek trisch en  E ig e n sc h afte n  d es E rd m a n te ls  m it H ilfe  d e r  re la tiv e n  
F lä ch e n in h a lte  de r te llu risch e n  E llipsen zw ischen  d e r  B a siss ta tio n  des O b se rv a to r iu m s bei 
N ag y cen k  u n d  den e in ze ln en  W an d e rs ta tio n en  a ls F u n k tio n  der Periode u n d  m it  H ilfe  der 
M ag n e to te llu rik .

2. S tu d iu m  der u n g a risch e n  E rd s tro m v e rh ä ltn is se , d . h. der regionalen  V e rte ilu n g  u n d  
R ic h tu n g sc h a ra k te r is tik e n  d e r  S tröm e, die d e fo rm ie re n d e n  E inflüsse  der G ru n d g e b irg e  u n d  
de r T ek to n ik .

3. U m rech n u n g  d e r  E rd s tro m v e rte ilu n g  fü r  hom o g en en  U n te rg ru n d .
4. E rr ic h tu n g  te llu r isch e r  B asiss ta tio n en  fü r  d ie  te llu rische  E rk u n d u n g .
D ie V erfasser g eben  in  ih rem  A rtikel ein  B ild  ü b e r  ih re  d iesbezüglichen E rg eb n isse .

E in  O b se rv a to riu m  beschäftig t s ich  in  e rs te r  Linie m it den  S tu d ie n  des 
V erlaufes d er p h y sik a lisch en  E reignisse  als F u n k tio n  der Z eit. D ie  zu  u n te r 
su ch en d en  E rsch e in u n g en , in  un serem  F a ll d ie  te llu rischen  S trö m e  h ab en  
ab e r au ch  eine rä u m lich e  V erteilung , u n d  es is t  in  diesem  F a ll v o n  V o rte il, 
auch  eine räu m lich e  U n te rsu ch u n g  d ieser E rsch e in u n g  v o rzu n eh m en . D azu  
sind  bew egliche S ta tio n e n  die ra tio n e lls te n . U n ser L a b o ra to riu m  h a t  zu r 
reg ionalen  V erm essung  v o n  U ngarn  eb en fa lls  bew egliche S ta tio n en  a n g e w a n d t.

Z u e rs t soll eine E rlä u te ru n g  d er A p p a ra tu re n  u n d  M eßm ethoden  gegeben  
w erden . W ir b en ü tz e n  dazu  die im  H a n d e l befin d lich en  u n g a risc h e n  I n s t r u 
m en te , die a u f  S ch n e llv o rtrieb  m it 2 cm /m in , bzw . L a n g sa m v o rtr ie b  m it 
2 cm /h  u m sc h a ltb a r  sin d . Die F re q u e n z c h a ra k te r is tik e n  der v e rw e n d e te n  
G a lv an o m e te r sind  b is zu  einer u n te re n  P e rio d e  v o n  etw a 5 sec e in a n d e r  sehr 
ähn lich . D ie E m p fin d lich k e it v e rm in d e rt sich  ab e r d a ru n te r  im  a llgem einen  
schon rasch . Zw ischen 5 u n d  8 sec t r e te n  U n te rsch ied e  in den re la t iv e n  E m p 
fin d lich k e iten  fü r versch iedene G a lv a n o m e te r  n u r  bis e tw a 5 %  a u f , ü b e r 
8 sec s ind  sie p ra k tis c h  schon id e n tisc h .

Die R e g is trie rm e th o d e  w ird v o m  S o n n en zy k lu s  b ee in flu ß t. Z u  B eg inn  
u n se re r U n te rsu ch u n g en  in  den Ja h re n  des S onnenfleckenm ax im um s (1958—59) 
re g is tr ie r te n  w ir zwei T age lang m it L a n g sa m v o rtr ie b  u n d  e in en  T a g  lang  
m it S chn e llv o rtrieb . J e tz t ,  da die lan g p e rio d isch en  V aria tionen  v ie l k le inere  
A m p litu d en  b esitzen , u n d  im  S p e k tru m  die ku rzperiod ischen  P u lsa tio n e n
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n ic h t  so häu fig  sind , w ird  zw ei Tage lang  m it S chne llvo rtrieb  re g is tr ie r t , u n d  
d iese  A ufze ich n u n g en  w e rd e n  auch  fü r  d ie  lä n g e re n  P erioden  a n g e w a n d t. 
W ir  v e rfo lg te n  m it u n se re n  M essungen m e h re re  Ziele:

1. S tu d iu m  d er e lek tr isch en  E ig e n sc h a fte n  des E rd m an te ls  m it H ilfe  
d e r  re la t iv e n  F lä c h e n in h a lte  d e r te llu risch en  E llip sen  zw ischen d e r B a s is s ta 
t io n  des O b serv a to riu m s u n d  den  einzelnen  W a n d e rs ta tio n e n  als F u n k tio n e n  
d e r P e rio d e  u n d  m it H ilfe  d e r M ag n e to te llu rik .

2. S tu d iu m  d er u n g a risc h e n  E rd s tro m v e rh ä ltn is se , d .h . d er re g io n a le n  
V e r te ilu n g  u n d  R ic h tu n g sc h a ra k te ris tik e n  d e r S tröm e, der d e fo rm ie ren d en  
E in f lü s se  des G run d g eb irg es  u n d  der T e k to n ik .

3. U m rech n u n g  d e r E rd s tro m v e r te ilu n g  fü r  hom ogenen U n te rg ru n d .
4 . E rr ic h tu n g  te llu r isc h e r  B asiss ta tio n en  fü r  die te llu rische E rk u n d u n g .

V erteilung  der M eß p u n k te

F ü r  die W ahl d e r P u n k te  sind vor a llen  D ingen  geologische G esich ts
p u n k te  aussch laggebend . D ie einzelnen P u n k te  sollen einzelne k le in e re  
geo log ische  A b sch n itte  ch a rak te ris ie ren . Im  R a u m e  von  Sopron, W e s tu n g a rn  
u n d  S ü d o s tu n g a rn  h a b e n  w ir zu e rs t versuchsw eise  k leinere  G ebiete v e rm essen , 
u m  d ie  G enau igke it d e r M essungen s tu d ie re n  zu  können . D ann  g ingen  w ir 
a u f  d ie  sy stem atisch e  M essung größerer G eb ie te  ü b e r. U nser E n d z ie l is t  die 
Ü b e rd e c k u n g  ganz U n g a rn s  m it einem  te llu r isc h e n  M eßnetz. D a n n  k a n n  
m a n  a u c h  die in d u s tr ie lle n  te llu risch en  M essungen  an  u n se r B as isn e tz  
a n sc h lie ß e n . Zu u n se ren  U n te rsu ch u n g en  w u rd e n  vom  E ö tv ö s - In s t i tu t  in  
B u d a p e s t  u n d  vom  G eophysikc.lischen I n s t i t u t  d e r T echnischen H o ch sch u le  
in  M iskolc ihre v e rm essen en  B asisp u n k te  z u r V erfügung  geste llt u n d  m i t 
b e rü c k s ic h tig t

B earb e itu n g sm eth o d en

Z u r A u sw ertung  u n se re r  M essungen k o n n te n  w ir die üb lichen  re la t iv e n  
te llu r is c h e n  A u sw ertu n g sm eth o d en  n ich t ohne w e ite res  b enu tzen . E in e  re la tiv e  
M e th o d e  is t  fü r unsere  Z w ecke deshalb  n ic h t g ee ig n e t, weil sie s ta rk  die geo
lo g isch en  V erhältn isse  a n  beiden  M eß p u n k ten  (B asis- und  W a n d e rs ta tio n )  
e n th ä l t .  D ie B estim m u n g  d e r re la tiv en  E llip se  e rfo rd e rt bei g roßen  E n tf e r 
n u n g e n  seh r viele A b lesu n g en  u n d  e rre ich t t ro tz d e m  keine sehr h ohe  G en au ig 
k e it  (B ild  1). Es sch ien  u n s  v ie lm ehr g ee ig n e te r, die abso lu te  E llip se  n a c h  
K d n e t z  [1] zu b e n u tz e n , u n d  zw ar g e tre n n t  fü r  verschiedene P e rio d e n . 
D iese  E llip se  w ird  d esh a lb  ab so lu t g e n a n n t, w eil sie n ich t von  e in e r B as is 
s ta t io n  ab h än g ig  is t. M an e rh ä lt  sie als s ta tis t is c h e s  M itte l der F e ld v e k to re n  
in  je d e r  R ich tu n g . W ir b e n ü tz e n  aber b e i d e n  S chn e llreg is trie ru n g en  n ic h t
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die M itte lw erte  d er F e ld v ek to ren  in  d en  einzelnen  R ich tu n g en , so n d e rn  die 
M itte lw erte  der A b le itu n g en  der V a r ia tio n e n , weil diese M ethode gegenüber 
P o ten tia lsp rü n g en  n ic h t  so em pfindlich  is t .  D ie zu r B estim m ung  d e r E llip sen 
p a ra m e te r  n o tw end igen  Form eln  s in d  in  V er o s  A rbeit in  G erlands Beiträge

B ild  1. T ellu rische re la tiv e  Ellipse R o h o d /N a g y ce n k  (E n tfe rn u n g  e tw a  500 km )

im  J a h re  1960 e rsch ien en  [2]. Z u r K o n s tru k tio n  einer fü r  u n se re  Zw ecke 
geeigneten  E llipse b ra u c h t  m an 5 0 0 — 1000 A blesungen. M an k a n n  bei den 
m eisten  M essungen sch o n  im  Laufe des T ages ein b rau ch b ares  P e rio d e n sp e k 
tru m  e rh a lten . Die au s den  R eg is trie ru n g en  eines Tages e rm itte lte  te m p o rä re

B ild  2. D ie  E n ts teh u n g  d e r a b so lu te n  (S ta tions-) E llipse

E llipse is t n a tü r lic h  in  ih ren  P a ra m e te rn  zeitlich  noch v a ria b e l. E s gelingt 
a b e r m it H ilfe d er en tsp rech en d en  te m p o rä re n  E llipse d er B a s is s ta tio n  die 
te m p o rä re  E llipse d e r  W an d e rs ta tio n  a u f  d ie  abso lu te  E llipse d e r B asiss ta tio n , 
die ü b e r einen län g e ren  Z eitraum  e rh a lte n  w u rd e , um zurechnen  (B ild  2). Bei 
den  lan g sam en  R eg is trie ru n g en  w u rd e n  n ic h t die A ble itungen , so n d ern  die 
V a ria tio n en  se lbst, m it  den gleichen F o rm e ln  b en u tz t.
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E in e  abso lu te  E llipse  i s t  d u rch  drei D a te n  b e s tim m t: Zwei d av o n  g eb en  
e in  O rien tie ru n g sm aß  d e r E rd s trö m e  (R ic h tu n g  d e r großen A chse u n d  
E x z e n tr iz i tä t ) ,  aus den F lä c h e n in h a lte n  w ird  a u f  die L e itfäh ig k e it gefo lg ert. 
D ie M ög lichkeit der F req u en zso n d ie ru n g  is t d a d u rc h  gegeben, daß  die a b so lu 
te n  E llip se n  g e tren n t fü r  5 P e rio d en b ere ich e  b e s t im m t w urden . D ie m itt le re n  
P e r io d e n  d er Bereiche s in d  10, 25, 100, 500 u n d  1000 sec. Die e rs te n  v ie r  
E llip se n  w u rd en  von  d er S chnell-, die beiden  le tz te n  v o n  der L an g sam reg is trie 
ru n g  g egeben , w odurch  a u c h  eine Ü b erd eck u n g  v o rh a n d e n  is t. D ie e in ze ln en  
E llip se n  w u rd en  d u rch  gew ogene M itte lb ild u n g en  b e rech n e t. D ie G ew ich ts
z a h le n  e rg eb en  sich aus d e r A n zah l der A uslesungen  u n d  aus den G rößen  d e r 
V a r ia t io n e n . W ir gaben  d as  m ax im ale  G ew ich t d en  m ittle ren  A m p litu d en . 
D ie z u  k le in en  u n d  zu g ro ß en  s tü rm isch en  V a ria tio n e n  erh ie lten  e n tsp re c h e n d  
k le in e re  G ew ichte.

D ie Um rechnung der Erdstrom verteilung für hom ogenen Untergrimd

Z u r  B estim m ung  d er W id ers tan d se llip sen  d e r M eßpunk te is t es n o t 
w e n d ig , d a ß  die W id ers tan d se llip se  in  e inem  P u n k t  (Basis) b e k a n n t sei. 
E s  g ib t  d re i versch iedene M eth o d en  fü r die B e s tim m u n g  dieser E llipse:

a )  d ie  M agneto te llu rik ,
b)  d ie  geoelektrische D reh so n d ie ru n g ,
c)  d ie  M itte lb ildung  d e r  a u f  die B asis bezogenen  re la tiv en  E llip sen  

s ä m tlic h e r  M eßpunk te, w o d u rch  die speziellen  geologischen E in flüsse  m it 
g u te r  W ah rsch e in lich k e it au sg e sc h a lte t w erden  u n d  n u r  regionale E ffe k te  
n e b e n  d e n  der io n o sp h ärisch en  In h o m o g e n itä te n  ü b rig  b leiben. Die In v e rs 
e llip se  d ie se r M ittel n ä h e r t  s ich  d an n  der W id erstan d se llip se  an.

I n  K en n tn is  der re la t iv e n  E llipse zw ischen  d e r W iderstands- u n d  d e r 
e n d g ü ltig e n  abso lu ten  E llip se n  (die nach  dem  ob igen  regionale u n d  io n o 
sp h ä r is c h e  E ffek te  e n th ä lt) , k a n n  m an  die W id erstan d se llip se  d er W a n d e l
s ta t io n e n  bestim m en , d a  d iese  re la tiv e  E llip se  fü r  alle P u n k te  a u f  e in em  
v e rh ä ltn ism ä ß ig  großen G eb ie t an n äh e rn d  k o n s ta n t  b le ib t.

W ir  b e tonen , d aß  die M itb e rü ck sich tig u n g  d e r endgü ltigen  a b so lu te n  
E llip se n  zu  unseren  U n te rsu c h u n g e n  n ich t n o tw en d ig  is t , da m an die U m re c h 
n u n g  a u c h  a u f  die te m p o rä re n  E llipsen  m it d em  gleichen E rgebnis d u rc h 
fü h re n  k a n n .

D ie  n ach  der M ethode d e r  M ag n e to te llu rik  b e s tim m te  W id ers tan d se llip se  
u n se re s  O b serv a to riu m s u n d  d ie  inverse  L a n d esm itte le llip se  sind  in  B ild  3 
fü r  P e r io d e n  von e tw a 25 sec angegeben . Die h o riz o n ta le  L e itfäh ig k e it b e 
t r ä g t  n a c h  der T ie fsond ie rung  des G eophysika lischen  In s ti tu te s  R . E ö tv ö s  
e tw a  400  ß _1, nach  m ag n e to te llu risch en  M essungen  in  der N S -R ich tu n g  
e tw a  700 ß _1, und  in  d e r O W -R ich tu n g  e tw a  480 ß -1 .
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D ie B erechnung  d er geologischen E llip sen  s ind  im  G ange, a b e r  es is t 
schon  j e tz t  fe s ts te llb a r , d aß  deren  b ev o rzu g te  R ic h tu n g e n  m it d en  te k to 
nisch  b ev o rzu g ten  R ic h tu n g e n  in  Ü b e re in s tim m u n g  s teh en .

B ild  3. D ie  A n iso tro p ie-E llip sen  des O b serv a to riu m s: a )  M ittle re  S ta tionse llip se  u m  90° 
v e rd re h t, b) M ittle re  re la tiv e  E llipse  aus der L an d esv e rm essu n g , c) M ag n e to te llu risch e

A niso trop ie-E llip se

Interpretation der Flächeninhaltsveränderungen der relativen Ellipsen

Z u r B estim m u n g  des re la tiv en  F lä c h e n in h a lte s  is t die v o rh e r gesch il
d e rte  U m rech n u n g  n ic h t no tw end ig , da  d ieser in v a r ia n t  sein m uß. D ie re la tiv e n  
F läch en in h a lte  in  den  gem essenen 65 P u n k te n  sind  im  B ild 4 a u fg e tra g en . 
D ie E x tre m w e rte  sind  0,2 bzw . 28. Die K a r te  e n th ä l t  — wegen d e r g roßen  
S ta tio n se n tfe rn u n g e n  — n u r  regionale E ffek te  u n d  sie en tsp rech en  g u t  dem

B ild  4. K a r te  de r re la tiv e n  F lä c h e n in h a lte  bei 25 sec
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te k to n is c h e n  Bild des u n g arisch en  Teiles des K a rp a ten h eck en s . (D ie Iso 
a re a le n  sin d  dabei e tw as ausgeglichen). D ie N W -SO  stre ichende E rh ö h u n g  ist 
n a c h  У . S c h e f f e r  die sog. T ra n sd a n u b ie n — B ácskaer Schw elle. D ie w eiter

B ild  5. T ellu risches F re q u e n zso n d ie ru n g sd iag ra m m  von  Já sz a p á ti

H o r t o b á g y

B ild  6. T ellu risches F re q u e n zso n d ie ru n g sd iag ra m m  von H o rto b á g y

n a c h  O ste n , zw ischen B u d a p e s t u n d  Szeged liegende V ertiefung  sch e in t die 
F o r ts e tz u n g  der B ruchzone d e r W a rd a rid en  zu  sein. D er G raben  v o n  M ako — 
H ó d m ező v ásá rh e ly  is t auch  zu  e rk en n en . S ü d w estlich  der Schwelle b e f in d e t 
sich  a u c h  eine T iefzone. D ie G ebirgszüge im  N o rd en  sind d u rch  seh r hohe 
F lä c h e n in h a lte  gekennze ichne t.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Die A blesungen  an d e n  einzelnen  P u n k te n  w u rd en  — wie schon 
e rw ä h n t — au ch  nach P erio d en  geo rd n e t. A us je d e r  P e rio d e n g ru p p e  w urde  der 
en tsp rech en d e , zum  spezifischen  W id ers tan d  p ro p o rtio n a le  re la tiv e  F lä c h e n 
in h a lt  b e s tim m t, die g em ein sam  einen Z u sam m en h an g  zw ischen  P erioden  
u n d  L e itfäh ig k e it d a rs te llen . A ls Beispiel fü r  diesen Z u sam m en h an g  sollen 
die M eßergebnisse von J á s z a p á t i  dienen (B ild  5. Die P e rio d e n g ru p p e n  sind 
h ie r noch w e ite r u n te r te ilt) . D ie  S treu u n g  is t  h ie r ziem lich g roß , u n d  es ist 
besonders au ffa llen d , daß  es so lche  Z e itin te rv a lle  g ib t, z .B . die b e id en  S tu n d en , 
bei denen bei V aria tionen  v o n  20 sec der re la tiv e  F lä c h e n in h a lt 1,05 bzw. 
1,15 b e tru g , als der C h a ra k te r  d er V aria tio n en  in U n g arn  au ch  ve rsch ie 
den  w ar; es sind  also d ie  re la tiv e n  F lä c h e n in h a lte , w ah rsch e in lich  wegen 
k le in räu m lich er, io n o sp h ärisch er In h o m o g e n itä te n  sehr abw eich en d . Solche 
W erte  w u rd en  bei der s p ä te re n  V era rb e itu n g  w eggelassen. B ei g rößeren  
P erio d en  sind  die S treu u n g en  au ch  g rößer u n d  genügend g en au e  E rgebn isse  
w u rd en  n u r  aus einer b e d e u te n d  größeren  A nzah l von  D a te n  gew onnen.

D er Z usam m enhang  d e r  F läch en in h a lt-P e rio d en  v o n  J á s z a p á t i  zeigt 
eine zunehm ende  Tendenz v o n  W erten  0,5 bei 10 sec bis 1 bei 1 m in . D ie Ü ber
e in s tim m u n g  der schnellen  (ausgezogen) u n d  d er lan g sam en  (gestrichelt) 
R eg is trie ru n g  is t befried igend  (B ild  5). L eider is t dies n ic h t in  a llen  P u n k te n  
d er F a ll, da  die A blesung d e r  V aria tio n en  m it P erio d en  von  ein igen  M inuten  
aus den  lan g sam en  R eg is tr ie ru n g en  d u rch  die P u lsa tio n e n  e rsch w ert w ird. 
D ie B estim m u n g  der a b so lu te n  E llipsen aus S ch n e llreg is trie ru n g en  schein t 
v ie l v o r te ilh a f te r  zu sein (B ild  6).

D ie V erän d eru n g  des F lä c h e n in h a lte s  in n e rh a lb  eines P e riodenbere iches 
w urde  a u f  scm ilo g arith m isch em  P ap ie r lin ear, also nach

F  =  t log T  -|- c o n s t .

ausgeglichen , w o F  der F lä c h e n in h a lt, T  die m ittle re  P eriode  u n d  t d e r gesuchte  
W ert der F req u en zso n d ie ru n g  is t. Diese <-W crte sind zw ischen je  zwei der 
F req u en zb ere ich e  im  B ild 7 n  — d  au fg e trag en . B ild  8 g ib t den  a u f  das L an d es
m itte l red u z ie rten  M itte lw e rt. D as au ffa llen d ste  G epräge a lle r K a r te n  ist 
eine O W -stre ichende M in im alzone längs des 47. B re iten g rad es. D er südöstliche  
Teil is t d u rc h  ein s ta rk es  M ax im um  g ek en n ze ich n e t, im  N o rd en  s in d  n ich t 
sonderlich  p ositive  W erte  in  d e r Gegend des B ükk-G cbirges. Die d r i t te  positive 
Zone is t in  d e r Gegend v o n  S opron .

Es w u rd en  von u n se re n  K a rte n  die W erte  d er u n m itte lb a r  a u f  dem  
G rundgeb irge  liegenden P u n k te  w eggelassen. D ie k u rzp erio d isch en  V aria 
tio n en  sind  in  all d iesen  P u n k te n  v iel s tä rk e r  als die langperiod ischen . 
Als B eisp ie l diene ein A u fze ich n u n g sp aar v o n  B ak o n y b él u n d  N agycenk  
(B ild 9a,b) bzw . die re la t iv e n  E llipsen  m it versch iedenen  P erio d en  von 
G alvács (B ild  10). Diese d e u te n  a u f  eine g u tle iten d e  Zone in  g rö ß eren  Tiefen 
u n te r  dem  G rundgebirge h in .

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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B ild  7b

Acta Techn. Hung. 47. (1964J



ERGEBNISSE DER REGIONALEN TELLURISCHEN MESSUNGEN 71

B ild  7 . K a rte  der aus den te llu risch en  F req u en zso n d ie ru n g en  b e s tim m te n  P a ra m e te r  der 
T ie fen ab h än g ig k e it d e r  L e itfäh ig k e iten  fü r  die einzelnen P e rio d en in te rv a lle

Acta Techn. Hung. 47. (1064)
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E s b e s te h t n u n  die F rag e , w elche U rsach e  die an g efü h rten  A nom alien  
h a b e n .

Z u r  B e a n tw o rtu n g  w u rd en  m ag n e to te llu risch e  V erg leichsm essungen  
zw isch en  N agycenk  u n d  T ih a n y , die eine S ta t io n  m it n eg a tiv en  A nom alien  
is t ,  d u rc h g e fü h rt. D ie M essungen in  T ih a n y  w u rd e n  du rch  T s c h e n - L u -SÓ 
vo llzo g en . E s w u rd en  die sch e in b aren  L e itfä h ig k e ite n  n ach  der M ethode von  
N i b l e t t  u n d  Sa y n - W i t t g e n s t e i n  b e rech n e t. D ie E rgebnisse  s ind  im  B ild  
12 a — b  — c d a rg es te llt. I n  d ieser L e itfäh ig k e its teu fen v e rte ilu n g  zeigen sich  
U n te rsc h ie d e  zw ischen d en  beiden  O b se rv a to rien  in  der N —S R ic h tu n g  n u r 
b is zu  e in er Tiefe v o n  20 k m . Die U n te rsch ied e  b e i geringen T iefen s ta m m e n

B ild  8. K a r te  d e r d u rc h sch n ittlich e n  W erte  d e r P a ra m e te r  der tellu rischen  
Г  req u en zso n d ieru n g en

v o n  d e n  versch iedenen  D e c k sch ich tm äch tig k e iten  der O b se rv a to rien . In  
T ih a n y  g ib t es n u r  eine seh r geringe D ecksch ich t, in  N agycenk  dagegen  eine 
D e c k sc h ic h t von  e tw a  1500 m . Es is t auch  b e m e rk e n sw e rt, daß  die O W -L eit- 
fä h ig k e itsv e rte ilu n g en  in  b e id en  P u n k te n  ab w eich en d  sind und  w eisen  h ier 
a u f  e ine  v e rg rö ß e rte  L e itfä h ig k e it in  10 bzw . 30 k m  Tiefe h in.

E s w urde  ein D eu tu n g sv e rsu ch  d u rch  V erg le ich  seism ischer u n d  te llu - 
risc h e r D a te n  (B ild 13) d u rc h g e fü h rt. A u f d e r O rd in a te  w urden  die te l lu r i
sch en  W e rte  au fg e trag en , die den  A nstieg  bzw . d en  A bfall der L e itfäh ig k e it 
m it d e r  T eufe  re p rä se n tie re n ; a u f  d er A bszisse s ind  d ie  T iefen der M oho-Schicht 
d a rg e s te ll t , wie sie aus seism ischen  E rg eb n issen  e rm itte l t  w urden . D er K o r
re la tio n s fa k to r  zw ischen b e id en  W erten  ergab  sich zu  — 0,6.

N euerd ings s ieh t m a n  die U rsachen  d e r e lek tro m ag n e tisch en  A nom alien  
in  d en  h o rizo n ta len  In h o m o g e n itä te n  der k le in e re n  T eufen. Die T eu fenver- 
h ä ltn is se  d er in  den  G eb irg sp u n k ten  gefundenen  u n d  du rch  die M agneto te l-
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B ild  9. G leichzeitige T eilu ro g ram m e v o n  B a k o n y b é l u n d  N agycenk; Z e itm a rk e n  in jeder
M in u te

Acta Techn. Hung 47. (1964)
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B ild  10. R ela tive  E llip se n  v o n  Galvács aus v e rsch ie d en e n  Perioden  b e rechnet

B i ld  11. Ä nderungen  des V e rh ä ltn is se s  E /M  m it der P e rio d e  (A bszisse: Periode in  M in u ten )
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B ild  12. Spezifische L e itfäh ig k e iten  in  v e rsch ied en en  T iefen  aus m a g n e to te llu r isc h en
E rg eb n issen

B ild  13. K o rre la tio n  zw ischen den  te llu risch en  P a ra m e te rn  u n d  den T iefen  d e r  M oho-Schicht
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lu r ik  b e s tä tig te n  g u tle i te n d e n  Schich t w äre  a u c h  eine E rk lä ru n g  fü r  die 
E rsch e in u n g en .

E s g ib t auch  e in  O W -stre ichendes B ru c h sy s te m , die sog. sü d a lp in e  
Z o n e , die aber n u r in  d e n  jü n g eren  S ed im en ten  v o rh a n d e n  is t u n d  e rre ich t 
d ie  v o rh e r  e rw äh n ten  T ie fe n  w ahrschein lich  n ic h t .  D ie positiven  A nom alien  
sc h e in e n  im  V o rd e rg ru n d  d e r  Gebirge (A lpen b zw . B ükk-G ebirge) g eb u n d en  
zu  se in .

E s b es teh t im  a llg e m e in e n  kein Z u sa m m e n h a n g  m it der K a rte  des re la 
t iv e n  F läch en in h a lte s , m öglicherw eise b ild e t h ie r  eine A usnahm e die SO- 
A n o m alie , die im  Z u sa m m e n h a n g  m it dem  M akó — H ó d m ezővásárhely - G raben  
s te h t .

D ie in unserem  A rtik e l angefü h rten  M essungen  und  B erech n u n g en  
s te lle n  n a tü rlich  n u r  e in en  A nfang  dar. Sie so llen  fo rtg e se tz t u n d  die B erech 
n u n g e n  in  Z ukunft w e ite r  v e r tie f t  w erden.
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R E SU L T S OF T H E  R E G IO N A L  T E L L U R IC  S U R V E Y S  IN  H U N G A R Y
A. ÁDÁM an d  J .  V E R Ő

SUMMARY

D u rin g  these y ears , re g io n a l te llu ric  recordings h a v e  a lso b een  m ade by  th e  G eophysical 
R e se a rc h  L ab o ra to ry  of th e  A c a d e m y  of Sciences of H u n g a ry , w ith  th e  aid  of a m obile  obser
v a to r y .  T he aim  of th e  m e a su re m e n ts  can be re c a p itu la te d  as follows:

1. S tu d y  of th e  e le c tr ic a l p ro p e rtie s  of th e  E a r th ’s c ru s t  w ith  th e  aid  of th e  re la tiv e  
a re a s  o f  th e  tellu ric  ellipses b e tw e e n  th e  base-sta tion  a t  N a g y c e n k  and  th e  in d iv id u a l m oving 
s ta t io n s ,  as a function  of th e  p e r io d , — fu rth e r w ith  th e  a id  o f m agneto te llu rics .

2. S tu d y  of th e  te llu ric  c o n d itio n s  in  H u n g ary , i.e. o f  th e  reg io n a l d is tr ib u tio n  a n d  d irec 
t io n a l  ch arac te ris tics  o f th e  c u r re n ts ,  of the  deform ing  e ffe c t o f b asem en t an d  tec to n ics .

3. R eduction  of th e  te l lu r ic  cu rre n t d is tr ib u tio n  to  a  hom ogenous u n d e rg ro u n d .
4. E stab lish m en t o f  te l lu r ic  base -s ta tio n s fo r te llu r ic  p ro sp ec tin g .
I n  th is  paper, a v iew  o f  th e  re le v a n t resu lts  is g iv en  b y  th e  au th o rs .
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L E S  R ÉSU L T A T S D E S M E S U R E S  T E L L U R IQ U E S  R É G IO N A L E S E N  H O N G R IE
A. AdAM-J. VERŐ

R É SU M É

L e L ab o ra to ire  de R echerches G éophysiques de  l’Académ ie des Sciences de  H ongrie  
a e ffec tu é  ces dernières an n ées, avec son o b se rv a to ire  m obile, un certa in  n o m b re  de  m esures 
te llu r iq u e s  régionales. Les b u ts  de ces m esures p e u v e n t ê tre  résum és com m e s u it :

1. É tu d e  des c a ra c té ris tiq u es  é lectriq u es de la  p a r tie  supérieure de  la  T e rre , à  l’aide, 
d ’un e  p a r t ,  de la p ro p o rtio n  d ’aires des ellipses te llu riq u es  en fonction  de la  p é r io d e , re la tiv e  
à l’o b se rv a to ire  de N agycenk  e t  au x  s ta tio n s  m obiles, e t  d ’a u tre  p a r t  de la  m a g n é to te llu r iq u e .

2. É tu d e  des co n d itions de c o u ran ts  te llu riq u es, c’est-à-d ire  des c a ra c té r is tiq u e s  d ’o rien 
ta t io n  e t  de  la d is tr ib u tio n  rég ionale  des c o u ran ts , e t  de  l’effe t d é fo rm an t d u  so u b assem en t 
e t  de  la  tec to n iq u e .

3. R éd u ctio n  de la  d is tr ib u tio n  des c o u ran ts  à  u n  sous-sol hom ogène.
4. É tab lissem en t de s ta tio n s  de base  p o u r la p ro sp ec tio n  te llu riq u e  p ra tiq u e .
L ’artic le  offre un  p e rçu  des ré su lta ts  dé jà  réalisés dans les d iffé ren ts  d o m a in e s  m en

tio n n és.

О РЕЗУЛЬТАТАХ РЕГИОНАЛЬНОЙ СЪЕМКИ, ПРОВЕДЕННОЙ НА ТЕРРИТОРИИ 
ВЕНГРИИ МЕТОДОМ ТЕЛЛУРИЧЕСКИХ ТОКОВ

А. АДАМ-Й. ВЕРЁ

РЕЗЮМЕ

За последние годы Геофизической исследовательской naöopáTopHeft Академии 
наук Венгрии были проведены при помощи подвижной обсерватории региональные 
работы методом теллурических токов. Цели этих работ сводятся к следующему:

1. Изучение электрических свойств верхней части Земли по пропорциям площа
дей эллипсов, полученных в обсерватории при с. Надьценк, с одной стороны, и на раз
личных полевых станциях, с другой, в функции периода, а также при помощи магнито- 
теллурики.

2. Изучение условий, характерных для земных токов в Венгрии, т. е. изучение 
особенностей направления и регионального распределения токов, а также деформирую
щего влияния фундамента и тектоники.

3. Пересчет распределения токов для случая однородной среды.
4. Создание опорных теллурических пунктов для целей практической съемки 

методом теллурических токов.
В работе излагаются результаты, полученные до сих пор в связи с вышеуказан

ными вопросами.

A da Techn. Hung. 47. (1964)
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SONNENAUFGANGSEFFEKT IN DEN ERDSTRÖMEN

A. ÁDÁM un d J .  V E R Ő

GEOPHYSIKALISCHES LABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
SOPRON

[E ingegangen  am  3. S ep tem b er 1962]

E s w erden z u n äc h st d ie b isher in den g eo m agnetischen  P u lsa tio n en  g e fu n d en en  Sonnen
au fgangseffek te  zu sam m en g e faß t; eigenen U n te rsu ch u n g e n  gem äß w ird  ein  M ax im u m  der 
k leinperiod ischen  V a ria tio n e n  (1 — 5 sec) b e s tä tig t. E s  w ird  w eite r ein M in im um  in  den 1 — 4 
m in  V aria tio n en  beim  S o n n en au fg an g  w ahrschein lich .

D ie S ch n e llreg is trie ru n g en  des E rd s tro m o b se rv a to r iu m s  be i N agycenk  
(V orschub 2 cm /m in) w erd en  nach  [1] fo r tla u fe n d  v e ra rb e ite t . W ir c h a ra k 
te ris ie ren  die E rd s tro m p u lsa tio n e n  m it P e r io d e n , A m p litu d en , R eg e lm äß ig 
k eitsind izes u n d  P h asen v e rsch ieb u n g en  zw ischen  beiden  K o m p o n e n te n . D as 
so v o rb e re ite te  M a te ria l b ie te t  eine v ie lse itige  M öglichkeit zu r U n te rsu c h u n g  
v ersch iedener, z .B . so la r- te rre s tr isch e r B ez ieh u n g en . Im  fo lg en d en  u n te r 
suchen  w ir die be i S o n n en au fg an g  w ah rg en o m m en en  E ffek te .

H . K Ö N IG  [3] h a t  w äh ren d  der U n te rsu c h u n g  d er Spherics m it  F re q u e n 
zen v o n  0,5— 9 H z sch o n  einen  S o n n en au fg an g se ffek t g e fu n d en , näm lich  
S ignale von  9 H z m it  1— 4 H z m o d u lie rt. D iese S ignale d a u e r te n  n ach  dem  
S onnenaufgang  h ö c h s te n s  eine S tu n d e  la n g . D ie S ignale e rsch ien en  in  je  
5— 10 M inu ten  m it im m e r v e rm in d ern d en  A m p litu d e n  u n d  g em einschaftlich  
in  sog. Zügen. N ach  K ö n i g  w erden  diese S igna le  d u rc h  die sch n e llen  U m w an d 
lu n g en  d er Io n o sp h ä re  h e rv o rg eru fen : b e im  S o n n en au fg an g  ä n d e r t  sich die 
n äch tlich e  S tru k tu r  d e r  Io n o sp h äre  sehr sch n e ll, u n d  d a d u rc h  v e rä n d e r t  sich 
auch  die K a p a z itä t  des S ystem s E rd e -Io n o sp h ä re . D ie K a p a z itä ts ä n d e ru n g  
fü h r t  zu  s ta tisc h e n  e lek trisch en  F e ld sch w an k u n g en  (S ignale 1— 4 H z). In  
derse lben  Zeit b eg in n en  n a c h  [3] die S elbstsch w in g u n g en  des E rd e -Io n o sp h ä re - 
S ystem s (9 H z). D iese E rsch e in u n g en  w a n d e rn  in  0 — W  R ic h tu n g  v o n  der 
E rd e  aus gesehen. (E s is t  b em erk en sw ert, d a ß  w ir eine ähn lich e  О — W  W an 
d eru n g  in  den  20 sec -P u lsa tio n en  w ä h re n d  M essungen in  v e rsch ied en en  
G eb ie ten  von  U n g a rn  e n td e c k t haben .) A u ch  w äh ren d  des (8 0 % ) Sonnen- 
fin ste rn isses  v o n  30.06.1954 in  M ünchen k o n n te  e r solche S ignale  fe s ts te llen .

D iese E rsc h e in u n g e n  w erden  b e k a n n tlic h  d u rc h  die so lare  U V -S trah lu n g  
herv o rg eru fen . E in e  g roße U V -V erstärkung  b e d e u te n  die S o la r-F la re s . К а т о , 
T a m ä o  u n d  S á i t o  [4] e n td e c k te n  g leichzeitig  m it  S o la r-F la res au c h  geom ag
ne tisch e  P u lsa tio n e n  m it  P erio d en  von  e tw a  70— 80 sec. Sie u n te rsu c h te n
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th e o re t is c h  die M öglichkeit d e r  E rzeu g u n g  h y d ro m a g n e tisc h e r W ellen  in  der 
E x o s p h ä re  bei s ta rk e r  Z u n a h m e  d e r S o n n en strah lu n g . D ie a n n ä h e rn d e  L ösung  
ih re r  G le ichungen  lie fe rt O sz illa tio n en  m it P e rio d e n  v o n  ein igen  sec. (D ie 
U n te rsc h ie d e  zw ischen den  th e o re tisc h e n  u n d  ta ts ä c h lic h  re g is tr ie r te n  P erio d en  
k ö n n e n  n a c h  ih re r M einung  in  dem  M angel d e r v o ra u sg e se tz te n  R o ta t io n s 
sy m m e tr ie  b eg rü n d e t sein .)

D ie  E rgebn isse  d ieser b e id e n  S tu d ien  b e w eg ten  au ch  u ns z u r  A nalyse  
u n s e re r  B e a rb e itu n g sd a te n  h in s ich tlich  eines S o n n en au fg an g se ffek ts , b e so n 
d ers  in  d en  in un seren  R e g is tr ie ru n g e n  w a h rn e h m b a re n  k le in s ten  P erio d en

Tabelle I /a

P erio d en  1 — 10 sec

1960 1961 1 9 6 0 -1 9 6 1

F älle
M ittle re

A m p litu d e
|iiV /km

F älle
M ittle re

A m p litu d e
|U.V/km

F ä lle
M ittle re

A m p litu d e
jttV/km

V or 4 V iertelstunde 
d em

12 8 12 24 24 16

Son- 3 « 8 16 16 12 26 16
n en - 2 
au f-

13 24 12 24 29 24

g a n g  1 12 24 16 16 28 20

S o n n en au fg an g 12 32 18 60 32 50

N a ch  1 V ierte lstunde 
d em

12 4 10 16 22 10

Son- 2 12 15 14 40 29 30
n e n - 3 
au f-

9 4 7 28 17 16

g a n g  4 8 1 13 40 20 23

1— 5 sec . D iese sind  n ah e  d e n  v o n  K ö n ig  als s ta tis c h e  F e ld sch w an k u n g en  
b e z e ic h n e te n  V aria tio n en , a b e r  sie kön n en  n a c h  [4] au ch  einen h y d ro m ag n e - 
t is c h e n  U rsp ru n g  h ab en , d a  sie eben  im  G ren zg eb ie t d er be iden  P e rio d e n 
b e re ic h e  liegen.

W ir  h ab en  die U n te rsu c h u n g e n  fü r den  Z e itra u m  01.01.1960— 31.05.1962 
d u rc h g e fü h r t  u n d  die D a te n  d e r  V ie rte ls tu n d e  des S onn en au fg an g es m it den 
v ie r  v o rau sg eh en d en  u n d  n ach k o m m e n d e n  V ie r te ls tu n d e n  v e rg lich en . Die 
A n z a h l d e r reg is tr ie r ten  T a g e  b e trä g t  96. D ie h ie r  an g e fü h rte n  E rg eb n isse  
h a b e n  w ir  auch  in  den  g e tr e n n t  n a c h  den e in ze ln en  J a h re n  d u rc h g e fü h rte n  
U n te rsu c h u n g e n  au fg e fu n d en .

1. D ie H äu fig k e it u n d  b eso n d ers  die A m p litu d e  d er k le in s ten  P e rio d e n  
(1-У 10 sec, besonders 1-^-5 sec) w ird  um  S o n n en au fg an g  m erk lich  g rö ß e r 
(T ab e lle  I a  und  Ib).
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D ie A m p litu d en  s ind  in  [Л V /km  an gegeben , die M itte lw erte  b ez ieh en  sich 
a u f  alle reg is tr ie r ten  T age.

D ie M axim alw erte  erscheinen  m it e in er A usnahm e in  d er V ie r te ls tu n d e  
des Sonnenaufganges. A u ß erd em  h ab e n  w ir v e rh ä ltn ism äß ig  h ä u f ig  solche 
F älle  gefunden , bei d enen  die k le in p erio d isch en  V aria tio n en  nur  in  d e r V ie rte l
s tu n d e  des Sonnenaufganges a u ff in d b a r  w aren , oder, an  a n d e ren  T ag en , beim  
S on n en au fg an g  b eg an n en  u n d  noch  ein ige V ie rte ls tu n d e  d a u e rte n . D ie m eisten  
(bei 1— 5 sec 10 F älle  v o n  16) w aren  u n reg e lm äß ig . Diese s ind  m öglicherw eise  
tra n s ie n te  E rsch e in u n g en , die u n te r  U m stä n d e n  größere A m p litu d e n  (in  den 
E rd s trö m e n  bis e tw a 0,1 m V /km ) h ab en .

T abelle  I /b

P erio d en  1 — 5 sec

1 9 6 0 -1 9 6 2 Fälle

Vor

dem  4 V ie rte ls tunde 7
Son- 3 ,, 12
nen- 2 ,, 15

auf- 1 ., 12

gang

Sonnenaufgang 16
N ach

dem  1 V ie rte ls tu n d e 11
Son- 2 ,, 13
nen- 3 ,, 7
auf- 4 „ 9

gang

E s is t jed o ch  b em erk en sw ert, d a ß  5 v o n  den  6 rege lm äß igen  F ä llen  in 
d e r V ie rte ls tu n d e  des S onnenaufganges oder eine V ie rte ls tu n d e  f rü h e r  b eg an 
n e n : d em en tsp rech en d  is t in  ein igen se lten en  F ä llen  eine E rz e u g u n g  regel
m äß ig e r V aria tio n en  m it P e rio d en  v o n  1— 5 sec (»Perlen«) b e im  S o n n en au f
gang  m öglich (B ilder 1— 4).

2. D ie h ier u n te r  1 e rö r te r te  E rsch e in u n g  w ar nach  den K ön ig sch en  E rg e b 
n issen  n ich t ü b e rra sch en d ; doch  bei d en  V aria tio n en  der P e rio d en  v o n  1— 4 
m in  h ab e n  w ir auch  E ffek te  gefunden  (T abelle  I I ) ,  die b ish er in  d e r F a c h 
l i te r a tu r  noch n ich t e rw ä h n t w urden .

D as M inim um  lieg t im m er in  d e r V ie rte ls tu n d e  des S on n en au fg an g es, 
es s in d  sogar auch  die E in ze lh e iten  in  b e id en  J a h re n  sehr äh n lich . S e lb st
v e rs tä n d lic h  is t  dieses M ateria l zu en d g ü ltig en  F o lgerungen  n o ch  n ic h t ganz 
au sre ich en d , u n d  es s ind  noch  w eitere  U n te rsu ch u n g en  n o tw en d ig . U nser

6 Acta Techn. Hung. 47. (1964)



82 A. ADAM und J. VERŐ

B ild  1. S onn en au fg an g seffek t a m  15.05.1962, e tw a  zehn  M in u ten  v o n  Sonnenaufgang  b eg in 
n e n d , P e rio d e  e tw a  4 sec, u n reg e lm äß ig

N

1961. IX. 19.

\ +

0

5 *
У

1
SI 

/

л___!____

5mV/km

>

B ild  2. S o n n en au fg an g seffek t am  19.04.1964, g leichzeitig  m it  dem  Sonnenaufgang , P e rlen
m it  P e rio d en  e tw a  2— 2,5 sec
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B ild  4. 20 min nach  S o n n en au fg an g  noch im m er d au ern d e  P erlen  am  19.09.1961 m it Perioden
von etw a 3 sec

6* Acta Techn. Hung. 47. (1964)

B ild  3. S o n n en aufgangseffek t am  16.08.1961, zehn  M inu ten  n ach  S o n n en au fg an g , Periode
e tw a  4 sec, unregelm äß ig
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H in w e is  m öge d iesbezüg liche U n te rsu ch u n g en  a u c h  andersw o  an regen . Es 
s c h e in t  a b e r  sicher zu se in , d a ß  d e r E rreg erm ech an ism u s d er län g e ren  P erio d en  
h e im  S onnenaufgang , sei es in  o d er oberhalb  der Io n o sp h ä re , (w ahrschein lich  
w eg en  d e r  U V -Strahlung) a b b r ic h t .

3. I n  den P u lsa tio n e n  m i t  P erio d en  von  20— 60 sec h a b e n  w ir n u r  einen 
se h r  k le in e n  E ffek t g e fu n d e n , d e r als ein sek u n d ä re s  (n ich t sign ifikan tes)

T abelle  II

P e r io d e n  1 —4 m in

I960. 1961. 1 9 6 0 -1 9 6 2 .

M ittlere M ittle re M ittle re
F ä lle A m plitude F ä lle A m p litu d e F älle A m p litu d e

juV/km /xV /km j l í V / k m

V o r 4 V ierte lstunde 9 380 8 360 17 380
d e m  о 
Son- á 6 200 9 320 16 270

n e n -  2 „ 5 400 6 600 11 500
a u f-  J 9 400 5 540 15 500
g an g

S o n n e n a u fg an g 4 C
O О 4 160 9 200

N a c h  1 12 360 10 360 22 380
d e m
Son- 2  „ 14 660 12 800 26 740
n e n -  я 
a u f-

4 260 4 360 9 320

500g a n g  4 ” 10 400 9 520 21

Tabelle I I I

- 6 0 —*5 — 30 — 15 Sonnen- +  15 + 3 0 + 4 5 -f-60 m in
m in aufgang

A n z ah l d e r
re g e lm äß ig en
O sz illa tio n en 43 37 43 42 51 47 50 52 49

P h asen v e rsch ie -
b u n g ................. - 4 0 —47 — 54 - 4 3 - 2 9 - 3 2 - 2 9 - 3 9 — 36 G rad

M a x im u m  in der a llgem einen  Z u n a h m e  der A m p litu d e n  in  d en  M o rgenstunden  
a u f t r i t t .  D ie H äu fig k e it is t  u m  e tw a  10%  h ö h er als in  d en  b e n a c h b a rte n  
V ie r te ls tu n d e n . Die A n zah l d e r  regelm äßigen  O sz illa tio n en  n im m t e tw as 
m e rk lic h e r  zu. D er in te re s s a n te s te  E ffek t zeig t sich  h ie r in  d e r P h a se n v e r
s c h ie b u n g  zwischen b e id en  K o m p o n e n te n : m an  k a n n  eine P h ase n ä n d e ru n g  
in  d e r  V ersch iebung v o n  10— 15° festste llen  (T abelle  I I I ) .

Z usam m enfassend  k ö n n e n  w ir b eh a u p te n , d a ß  beim  S on n en au fg an g  
u n re g e lm ä ß ig e  V aria tio n en  m i t  P erioden  v o n  1— 5 sec m öglich  sind , die
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tra n s ie n te  E rsch e in u n g en  d a rs te llen . E s k ö n n e n  ab e r m a n c h m a l au ch  reg e l
m äß ige  Perlen  m it äh n lich en  P erioden  g efu n d en  w erd en , die m it den  in  [4] 
besch riebenen  O szilla tio n en  id en tisch  sind . D ie V a ria tio n e n  v o n  1—4 m in 
w erden  dagegen in  d e r  e rs te n  V ie rte ls tu n d e  n a c h  dem  A u fg an g  se ltener 
u n d  k le iner. In  d en  P u lsa tio n e n  m it P e rio d en  20— 60 sec k a n n  m a n  n u r  eine 
O rien tie ru n g sän d eru n g  fin d en .

B em erkung : A ls u n se re  A b h an d lu n g  b e in ah e  v o lle n d e t w ar, h ab e n  w ir 
[5] zu r H an d  b ek o m m en , die in  bezug a u f  e inen  S o n n en au fg an g se ffek t in  
den  P erlen  (0,3— 3 sec) ähn liche  E rgebn isse  v e rö ffe n tlic h t u n d  a u f  die U m 
w an d lu n g  der Io n o sp h ä re  als eine M öglichkeit zu r E rk lä ru n g  des E ffek tes 
hinw ies.
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S U N R IS E  E F F E C T  ON E A R T H  C U R R E N T S

A. Á D Á M - J .  V E R Ő

SU M M A RY

A fter a d iscussion  o f th e  so fa r  assum ed sunrise-effec ts in g eo m agnetic  p u lsa tio n s, on 
th e  basis of own resea rch es , th e  p resence of a  m ax im u m  in  th e  a m p litu d e s  o f th e  varia tio n s 
w ith  periods 1 — 5 sec is co n firm ed . In  th e  1—4 m in  v a r ia tio n s , how ever, a  m in im u m  is show n.

L ’IN F L U E N C E  D U  L E V E R  D E  S O L E IL  S U R  L E S  C O U R A N TS T E L L U R IQ U E S

A . Á D Á M - J .  V E R Ő

R É SU M É

L ’étude  d écrit d ’a b o rd  l’in fluence du  lever de  soleil observée ju s q u ’à p ré sen t d an s les 
p u lsa tio n s g éom agnétiques, p u is confirm e, sur la  base  d ’expériences effec tuées p a r  les au teu rs , 
l’a p p a ritio n  du m ax im u m  d ’a m p litu d e  dans les v a r ia tio n s  de fa ib le  période  (1— 5 sec). P a r 
c o n tre , dans les v a r ia tio n s  de 1— 4 m inu tes, les a u te u rs  d é m o n tre n t le m in im u m  au lever 
d u  soleil.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



86 A. ÄDÄM und J. VERŐ

О ВЛИЯНИИ ВОСХОДА СОЛНЦА НА ЗЕМНЫЕ ТОКИ
А. АДАМ -Й . ВЕРЕ

РЕЗЮМЕ

В работе сначала дается сводка о наблюдениях, выявивших влияние восхода 
Солнца на вариации геомагнитного поля, затем описываются исследования авторов 
результаты которых подтвердили наличие максимума амплитуд в вариациях малых 
периодов (1—5 сек). В то же время в периодах 1—4 мин. во время восхода Солнца отме
чается минимум.

Acta Techn. Нипд. 47. (1964)



ÜBER DEN TÄGLICHEN UND JÄHRLICHEN GANG 
DER LUFTELEKTRISCHEN UNRUHE

P. B E N C Z E
GEOPHYSIKALISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE 

DER WISSENSCHAFTEN, SOPRON (UNGARN)

[E ingegangen  am  3. S e p te m b e r  1962]

E s w erden  die T ag esg än g e  der U n ru h e am p litu d e  fü r  v ier, vo rläu fig  w illk ü rlich  gew ählte  
F req u en zk lassen  u n d  die Ja h re sg än g e , die ein  M ax im u m  im  W in te r zeigen, u n te rs u c h t , und  
R ü ck sch lüsse  au f den U rsp ru n g  der lu fte lek tr isch e n  U n ru h e  gezogen. S ch ließ lich  w ird  fe st
g e ste llt, d a ß  bei der A n a ly se  d e r lu fte lek tr isch en  U n ru h e  au ch  die L age d e r  M eß sta tio n en  in 
B e tra c h t  gezogen w erden  m u ß , u n d  auch  der G ew itte r-G en era to ru rsp ru n g  d a r f  n ic h t u n b e ac h te t 
gelassen  w erden .

Im  G eophysikalischen  O b serv a to riu m  bei N agycenk  h a b e n  w ir die R egi
s tr ie ru n g  des lu f te le k tr isc h e n  P o te n tia lg ra d ie n te n  in  1961 b eg o n n en . Bei der 
B e a rb e itu n g  der A u fn ah m en  w urde z u n ä c h s t das zu r A u sw ertu n g  d er e rd 
m agnetischen - u n d  E rd s tro m re g is tr ie ru n g e n  b e n u tz te  V e rfah ren  an g ew an d t. 
A uf G ru n d  dieses V e rfah ren s  w urden  in  je d e r  S tu n d e  auch  die V a ria tio n en  m it 
k le ineren  Perioden  b e s tim m t und  in v ie r  F req u en zk lassen  g e te ilt. In  der 
e rs ten  F req u en zk lasse  w erden  jen e  V a ria tio n e n  zu sam m en g efaß t, deren  
P eriode  0 — 6 m in is t. D ie V aria tio n en  m it P e rio d en  von  6 — 12 m in  b ilden 
die zw eite , jene m it P e rio d en  von  12 — 24 m in  die d r itte  u n d  d ie jen ige , die 
eine P eriode  von 24 — 60 m in  h ab en , die v ie r te  F req u en zk lasse . D a die zu 
einer b e s tim m ten  F req u en zk lasse  gehörigen  V aria tio n en  n u r  w ä h re n d  eines 
B ru ch te iles  der S tu n d e  a u f tre te n  (dieses b e z ie h t sich in  e rs te r  L in ie  a u f  die 
S chw ankungen  k le in e re r  P erioden), w ird  so v e rfah ren , d aß  d ie  Sum m e der 
zu e in er F req u en zk lasse  gehörigen A ussch läge  m it der V e rh ä ltn iszah l der 
G esam td au e r der g e n a n n te n  V aria tio n en  im  V ergleich zur S tu n d e  m u ltip li
z ie rt w ird . W ir b e s tim m e n  au ß erd em  au ch  d ie  v o rh errsch en d e  F req u en zk lasse . 
Die B ea rb e itu n g  e rs tre c k te  sich m it A u sn ah m e d er S tunden  m it h o h em  P o te n 
tia lg ra d ie n te n  g rö ß er als 300 V /m  ohne R ü ck sich t a u f das V orzeichen  — 
u n d  ob diese im  Schön- oder im  S c h le c h tw e tte r  reg is trie rt w u rd en  — a u f  das 
ganze M ateria l. (Die Z e itd a u e r  dieser A b sc h n itte  än d erte  sich m eisten s zw ischen 
1 7  S tu n d en , die m itt le re  Z e itd au er b e tru g  4 S tunden .)

Die E in te ilu n g  d e r V aria tio n en  n ach  den  obigen F req u en zk la ssen  w ar 
vom  G esich tsp u n k t des lu fte lek trisch en  P o te n tia lg ra d ie n te n  aus se lb s tv e r
s tä n d lic h  zu nächst w illk ü rlich , da  uns die N a tu r  dieser S ch w an k u n g en  zur 
Z eit des Beginnes d e r  B ea rb e itu n g  n u r  w en ig  b e k a n n t w ar. So w ar es auch 
n ic h t m öglich , an fän g lich  zu en tsche iden , ob die a u f  G rund d e r ob igen  K lassi-

A c ta  T e c h n . H u n g .  4 7 . ( 1 9 6 í )
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f ik a t io n  un tersch iedenen  V a r ia tio n e n  ta tsä c h lic h  v o n  versch iedener N a tu r  
s in d , ob diese F req u en zk la ssen  als se lb stän d ig e  K ateg o rien  b e tr a c h te t  
w e rd e n  kö n n en . Das v e ra rb e ite te  M ateria l b ie te t n u n  d ie  M öglichkeit, gew isse 
F o lg e ru n g e n  zu ziehen.

I n  A bb . 1 haben  w ir o b e n  die m ittle ren  m o n a tlic h e n  T agesgänge des 
A b so lu tw e rte s  des P o te n tia lg ra d ie n te n  und  d a ru n te r  die m ittle ren  m o n a t-
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Abb. la
A bb . 1 . M ittle re  m onatliche T a g e sg ä n g e  des P o te n tia lg ra d ie n te n  (oben) u n d  de r m it t le re n  

A m plitude  d e r U n ru h e  fü r  die v ier F re q u e n zk lasse n

lieh en  T agesgänge der m it t le re n  A m plituden  d er v ie r  F requenzk lassen  — d ie  
a u f  G ru n d  der D re is tu n d e n w e rte  k o n s tru ie r t w u rd e n  — g e tren n t fü r  den  
Z e itr a u m  v o n  Sept. 1961 bis A ug . 1962 d a rg es te llt. W ie ersich tlich , v e rh a lte n  
sich  n ic h t  alle F req u en zk la ssen  v o n e in an d er u n te rsch ied lich . D ie T a g e s
g än g e  d e r  ersten , zw eiten u n d  d r i t te n  F req u en zk lasse  sin d  m eistens e in a n d e r  
ä h n lic h . D er Tagesgang d e r  v ie r te n  F req u en zk lasse  u n te rsch e id e t s ich  im  
a llg e m e in e n  von den vo rigen . D ie  T agesgänge d er d re i e rs te n  F requenzk lassen .
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zeigen  m eistens e inen  dem  a u f G ru n d  d e r D re is tu n d en w erte  des P o te n t ia l 
g ra d ie n te n  k o n s tru ie r te n  T agesgang  ä h n lic h e n  A b lau f m it e in em  m o rg en d 
lichen  M inim um  u n d  einem  N a c h m itta g sm a x im u m . Die m ittle re n  A m p litu d e n  
d er d re i e rs ten  F req u en zk lassen  s in d  e tw a  gleich  und  ü b e rs te ig en  im  allge
m ein en  n ich t 10%  des A bso lu tw ertes des P o te n tia lg ra d ie n te n . D e r  T agesgang  
d er v ie r te n  F requenzk lasse  zeigt m e is ten s  unregelm äßige V a r ia tio n e n . Ih re
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m ittle re  A m p litu d e  k a n n  30%  des A b so lu tw erte s  des P o te n tia lg ra d ie n te n  
b e tra g e n . D ieser un regelm äßige  C h a ra k te r  e rs tre c k t sich m a n c h m a l auch 
a u f  die d r it te  (z. B . im  Sep tem ber, N o v e m b e r) , sogar au f die zw eite  F re q u e n z 
k lasse  (z. B . im  N ovem ber); die R e g e lm äß ig k e it des T agesganges n im m t m it 
d e r Z u n ah m e d er m ittle re n  A m p litu d e  d e r  v ie rte n  F requenzk lasse  ab . Diese 
T a tsa c h e  m ach t ü b rigens die E rg eb n isse  v o n  Ogawa [4] v e rs tä n d lic h , der 
n u r  d ie V aria tio n en  v o n  5 S tu n d en  (also v o n  größerer P e rio d e  als unsere  
v ie r te  F requenzk lasse) ana lysie rend  k e in en  T agesgang  gefunden  h a t .

A bb. 2 zeig t die Jah resg än g e  des P o te n tia lg ra d ie n te n  u n d  d e r  e inzelnen  
F req u en zk lassen . J e d e r  Jah re sg an g  h a t  im  Som m er ein M in im u m  u n d  im  
W in te r  ein M axim um . D er k le inste  J a h re s g a n g  zeigt sich hei d e r  d r i t te n ,  d er 
g rö ß te  bei der v ie r te n  F requenzk lasse .

A da  Techn. Hung. 47. (1964)
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A us den v o rg e le g te n  vorläu figen  E rg e b n is se n  k an n  m an im m e rh in  
d ie  n ach steh en d en  F o lg e ru n g e n  ziehen.

D ie A m plitude d e r lu fte le k tr isc h e n  U n ru h e  is t  m eist kleiner als 30 %  
des A bso lu tw ertes des P o te n tia lg ra d ie n te n . N a c h  [1] soll die A m p litu d e  d e r 
lu fte le k tr isc h e n  U n ru h e  d ie  G rößenordnung  des A b so lu tw ertes  des P o te n t ia l 
g ra d ie n te n  erreichen. D iese  F ests te llu n g  k a n n  a b e r  a u f  G rund der in  [1, 2] 
v e rö ffe n tlic h ten , den Z u sa m m e n h a n g  zw ischen lu fte le k tr isc h e r U n ru h e  u n d

V/m

A bb . 2. Jah resg än g e  des P o te n tia lg ra d ie n te n  (oben) u n d  d e r  m it t le re n  A m plitude d e r U n ru h e
f ü r  d ie  v ier F req u en zk lassen

A b so lu tw e rt des P o te n tia lg ra d ie n te n  d a rs te lle n d e n  A bbildungen 4 bzw . 
12 n o ch  schärfer g e fa ß t w e rd e n . Die G leichung d iese r G eraden is t n ä m lic h

A E  =  A E a +  a E  ,

w o A  E  die A m plitude  d e r  U n ru h e  in  V /m , A E 0 d e r  A ch sen ab sch n itt bzw . 
A n fan g sw ert in V/m, a d ie  R ic h tu n g s ta n g e n te  d e r G e rad en  und  E  der A b so lu t
w e r t  des P o te n tia lg ra d ie n te n  ebenfalls in  V /m  b e d e u te t. D araus e rh a lte n
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w ir fü r  die R ic h tu n g s ta n g e n te

A E  -  AElt 
E

D iese is t  also dem  V erh ä ltn is  d e r U n ru h e a m p litu d e  zum  A b so lu tw e rt des 
P o te n tia lg ra d ie n te n  gleich u n d  d a n ach  b e trä g t die U n ru h e a m p litu d e  e tw a 
2 8 %  des A bso lu tw ertes. D ieser W ert s tim m t au ch  m it dem  v o n  O g a w a  fü r 
eine L a n d s ta tio n  e rm itte lte n  W ert v o n  27%  [4] sehr g u t ü b e re in . E s is t 
w ahrschein lich , d aß  die z itie r te  F e s ts te llu n g  au ch  a u f  m eh r o d er w eniger 
g e s tö rte  F e s tla n d s ta tio n e n  au sg ed eh n t w erden  d a rf, da  die e rw ä h n te n , den 
Z u sam m en h an g  zw ischen U n ru h c a m p litu d e  u n d  A bso lu tw ert des P o te n tia l
g ra d ie n te n  d ars te llen d en  A b b ild u n g en  a u f  G ru n d  der an  G eb irg ss ta tio n en  
(Ju n g fra u jo c h , G o rn erg ra t, P ay ern e ) a u sg e fü h rten  M essungen gezeichnet 
w u rd en . Bei dem  V ergleich m it un seren  E rg ebn issen  m uß  m an  au ch  d a ra u f  R ü c k 
sich t n ehm en , daß  unsere  W erte  a u f  je  eine S tu n d e  bezogene m itt le re  A m p li
tu d e n  sind u n d  n ich t den  U n te rsch ied  zw ischen den  in e iner S tu n d e  a u f tre te n 
den  g rö ß ten  und  k le in sten  W erten  d a rs te llen , w ie in  [1, 2].

Die U n ru h eam p litu d e  is t dem  A b so lu tw ert des P o te n tia lg ra d ie n te n  
p ro p o rtio n a l. Diese P ro p o r tio n a litä t  zeigen teilw eise schon  die T agesgänge 
d er e inzelnen  F requenzk lassen , die e inen  dem  T agesgang  des P o te n tia lg ra d i
e n te n  bein ah e  p ara lle len  G ang  aufw eisen . W eitere  Beweise d a fü r  sind  die 
Ja h re sg ä n g e  der einzelnen  F req u en zk lassen , die auch  einen, dem  Ja h re sg a n g  
des P o te n tia lg ra d ie n te n  p a ra lle len  A b la u f h ab en . So schein t die F e s ts te llu n g  
in  [1], d aß  der Ja h re sg a n g  d er U n ru h e a m p litu d e  sein M axim um  im  Som m er 
h ab e , m it unseren  B eo b ach tu n g en  in  W id ersp ru ch  zu s teh en . O bige F e s t
s te llu n g  w id ersp rich t au ch  d er in  [2] g em ach ten  F e s ts te llu n g , w onach  die 
U n ru h e a m p litu d e  dem  A b so lu tw ert des P o te n tia lg ra d ie n te n  p ro p o rtio n a l is t. 
In  d iesem  F alle  m uß n äm lich , da d e r P o te n tia lg ra d ie n t in  den W in te rm o n a te n  
g rö ß er als im  Som m er is t, die U n ru h e a m p litu d e  im  W in te r  g rö ß e r sein als 
im  S om m er. D er e rw äh n te  W id e rsp ru ch  w ird  noch  d u rch  die F e s ts te llu n g  
o ffen k u n d ig er, daß  die U n ru h e a m p litu d e  m it d er Z unahm e d er L e itfäh ig k e it 
a b n im m t [1]. Es m uß  d em n ach  n äm lich  dem  Jah re sg an g  d er L e itfäh ig k e it 
e n tsp re c h e n d  dem  som m erlichen  M ax im um  d er L e itfäh ig k e it im  Ja h re sg a n g  
d er U n ru h eam p litu d e  ein M inim um  en tsp rech en . D er obige W id e rsp ru ch  
w ird  noch  d eu tlich e r d u rch  die F e s ts te llu n g  [1], daß  die U n ru h e  an  lu f t 
e lek trisch  ruh igen  T agen  w esen tlich  k le in e r is t als sonst. W enn  dem  so ist, 
so m u ß  d er Jah re sg an g  d e r U n ru h e  im  Som m er ein M inim um  h a b e n , da  im  
S om m er die Z ahl der u n g es tö rten  T age g rößer is t. B each ten sw ert is t  in  d ieser 
H in s ic h t auch  die A nnahm e von  O g a w a  [4], d aß  im  F alle  e in er k rä ftig e re n  
L u ftb ew eg u n g  infolge d er tu rb u le n te n  D urch m isch u n g  in  d en  u n te rs te n  
L u ftsc h ic h te n  die V erte ilu n g  d er G roß ionen  u n d  K o n d en sa tio n sk e rn e  g le ich 
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m ä ß ig e r  w ird . So is t es w en ig er w ahrsche in lich , d a ß  die in  der L e itfäh ig k e it 
d e r  L u f t  a u f tre te n d e n  In h o m o g e n itä te n  eine län g ere  L eb en sd au er h ab en  
k ö n n e n , u n d  daß  Io n en w o lk en , die eine v o n  ih re r  U m gebung  abw eichende 
L a d u n g sd ic h te  h ab e n , e n ts te h e n  können . D a  die tu rb u le n te n  L u ftb ew eg u n 
gen  in  den  u n te rs te n  L u ftsc h ic h te n  im  S om m er am  s tä rk s te n  sin d , m uß  
d ie  U n ru h e  auch dem zufo lge  im  Som m er k le in er sein  als im  W in te r. A lle v o r 
g e b ra c h te n  F e s ts te llu n g e n  v e rlan g en  — im  E in k la n g  m it u n se ren  E rg e b 
n isse n  — einen Ja h re sg a n g  d er U n ru h e  m it e inem  M inim um  im  S om m er 
u n d  e inem  M axim um  im  W in te r.

A us der A nalyse d e r lu fte lek trisch en  U n ru h e  w urde  auch  a u f  deren  
U rsp ru n g  gefolgert [1, 2, 3, 4] u n d  die U rsach e  d a fü r  g lau b te  m an  in  d er 
T u rb u le n z  zu finden. A u f G ru n d  u n se re r ob igen  A u sfü h ru n g en  e rsch e in t es 
a b e r  w eniger w ah rsch e in lich , d aß  im  F alle  eines Jah resg an g es  d er U n ru h e 
a m p litu d e  m it einem  M ax im u m  im  Som m er u n d  e inem  M inim um  im  W in te r, 
w ie z. B . a u f  den  B e rg s ta tio n e n  [2], die T u rb u le n z  die H a u p tu rsa c h e  d er 
U n ru h e  sei. Als an  eine Q uelle  der U n ru h e  w urde  zw ar auch  an  die S p an n u n g s
sch w an k u n g en  des G ew itte rg e n e ra to rs  g ed ach t, a b e r  diese M öglichkeit h a t  
m a n  n ach h e r m it d er B e g rü n d u n g  ab g e leh n t, d a ß  die e rw äh n ten  V a ria tio n en  
(d a  ih re  Periode k le in e r als die Z e itk o n s tan te  d e r L u f t  ist) bere its  n ic h t s ta t io 
n ä r  s in d , u n d  d a h e r  d e r G ew itte rg e n e ra to r-U rsp ru n g  u n w ahrsche in lich  
e rsc h e in t. B ek an n tlich  is t  die Z e itk o n s ta n te  d e r L u f t  die Z eit, w äh ren d  
d ie  lu fte le k tr isc h e n  E le m e n te  bei F e ld ä n d e ru n g e n d e n , dem  n euen  Z u s ta n d  
e n tsp re c h e n d e n  W ert b is a u f  1%  erre ichen  ([5] S. 141). Ih r  W ert is t  d anach :

_  ln  100 _  0 ,367 
4 тгЯ Я

w o Я d ie L e itfäh ig k e it d e r  L u f t  b e d e u te t. D ie Z e itk o n s ta n te  der L u f t  b e trä g t  
in  d e r  N ähe der E rd o b e rf lä ch e , w enn m an  d a  die L e itfäh ig k e it d er L u ft zu 
2 • 10-4  sec-1 a n n im m t, 1835 sec. In  der obigen G leichung is t jed o ch  Я eine 
v e rä n d e rlich e  G röße, fo lg lich  v e rä n d e rt sich  m it d e r Ä nderung  v o n  Я auch  
d ie  Z e itk o n s ta n te , u n d  d a m it  v e rsch ieb t sich  die G renze zw ischen s ta tio n ä re n  
u n d  n ic h t s ta tio n ä re n  S ch w an k u n g en  e in m al in  d ie  R ich tu n g  der k le ineren , 
e in  a n d e rm a l in  die R ic h tu n g  der g rößeren  P erio d en  je  n achdem , ob Я zu-, 
o d e r ab n im m t. D a d ie  Ä n d eru n g en  der L e itfä h ig k e it a u f  L a n d s ta tio n e n  
e rfah ru n g sg em äß  W e rte  b is 60%  des M itte lw ertes  e rre ichen , m üssen  sich die 
Z e itk o n s ta n te  bzw . die e rw ä h n te  G renze im  gleichen  M aße ändern . D as b ed eu 
te t ,  d a ß  fallweise a u c h  V a ria tio n en  k ü rze r als eine S tu n d e , in  ex trem em  F all 
m it  P e rio d en  von  n u r  38 m in  als s ta tio n ä re  Ä n d e ru n g en  m it den Spannungs- 
sch w an k u n g en  des G e w itte rg en e ra to rs  id e n tif iz ie r t w erden  kö n n en . Die 
U n te rsch e id u n g  zw ischen  s ta tio n ä re n  und  n ic h t s ta tio n ä re n  Ä nderungen  a u f 
G ru n d  d er Z e itk o n s ta n te  d a r f  ab er n ich t so a u fg e fa ß t w erden , d aß  w ir die
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V aria tio n en  des P o te n tia lg ra d ie n te n , die e inen  k ü rzeren  A b la u f  a ls die Z eit
k o n s ta n te  bzw . eine k ü rze re  P eriode  als die zw eifache Z e itk o n s ta n te  haben , 
ü b e rh a u p t n ich t erfassen  kö n n en , so n d e rn  d aß  diese S c h w a n k u n g e n  n ich t 
in  ih re r  ganzen  G röße, n u r  m it im  V erh ä ltn is  ih re r  P eriode z u r  Z e itk o n s tan te  
v e rm in d e rte r  A m p litu d e  b e o b a c h te t w erd en  können . D a  d ie  A nnäherung  
zum  G leichg ew ich tszu stan d  ex p o n en tie ll v e r lä u f t, sind  z u r  A n n ä h e ru n g  der 
G leichgew ichtslage bis a u f  n u r  10%  a u f  G ru n d  der obigen G le ich u n g  lediglich 
15 m in  n ö tig , u n d  so w erd en  die Ä n d e ru n g en , die eine P e rio d e  v o n  30 m in 
h ab en , n och  m it 9 0 % -ig er A m p litu d e  des s ta tio n ä re n  W e rte s  reg is tr ie r t.

D ie sich in  den  u n te r s te n  L u ftsc h ic h te n  absp ie lenden  L e itfäh ig k e its 
än d e ru n g en  spielen  also au ch  von  d em  G esich tsp u n k t aus e ine R o lle , daß  sie 
d u rch  die E rh ö h u n g  oder V erm in d eru n g  d e r Z e itk o n s tan te  die ku rzperio d isch en  
S p an n u n g sän d eru n g en  des G ew itte rg en e ra to rs  einm al in  g erin g erem , ein 
an d e rm a l in  größerem  M aße a u f  d er E rd o b e rfläch e  zur A u sw irk u n g  kom m en 
lassen. I n  w elchem  M aße diese in  E rsch e in u n g  tre te n , k ö n n e n  w ir n u r m it 
H ilfe d e r  zuverlässigen  R eg is trie ru n g  d e r V aria tio n en  der W e ltg e w itte r tä tig -  
keit u n te rsu ch en .

U nsere  obigen A u sfü h ru n g en  w erd en  au ch  du rch  d ie  B eo b ach tu n g en  
u n te r s tü tz t  [1, 2], w onach  die in  dem  V e rtik a ls tro m  a u f tre te n d e  U n ru h e  der 
des P o te n tia lg ra d ie n te n  ganz äh n lich  v e r lä u f t  (der T agesgang  u n d  Jah resg an g  
der U n ru h e a m p litu d e  u n d  d e r U n ru h e freq u en z  sind  m it je n e n  des P o te n tia l
g ra d ie n te n  para lle l, die U n ru h e a m p litu d e  is t  eine lineare F u n k t io n  des A bso lu t
w ertes). Aus dem  V erg leich  d er G le ichungen

1

~E
d E
dt

1

V
d V  1 

dt w
dw
dt

1 d j 1 d V 1 d R

T dt V dt R dt

w elche die re la tiv en  Ä n d eru n g en  des P o te n tia lg ra d ie n te n  u n d  des V ertikal- 
s tro m es in  A b h än g ig k e it v o n  den  P a ra m e te rn  des lu f te le k tr is c h e n  S trom 
kreises angeben , g eh t h e rv o r, d aß  P o te n tia lg ra d ie n t u n d  V e rtik a ls tro m  nur 
d an n  g le ichgerich tete  Ä n d eru n g en  aufw eisen , w enn e n tw e d e r  die aus der 
Ä n d eru n g  d er S p an n u n g  V  d e r A usg le ichssch ich t u n d  d en  W id e rs ta n d sä n d e 
ru n g en  dw  der u n te rs te n  L u ftsc h ic h te n  s tam m en d e  W irk u n g  g rö ß er ist als 
die W irk u n g  der S ä u len w id e rs tan d sän d e ru n g , oder w enn diese le tz te re  W irkung 
g rößer is t  als jen e  d er S p an n u n g ssch w an k u n g en  der A u sg le ich ssch ich t und  der 
W id e rs tan d sän d e ru n g en  d e r u n te rs te n  L u ftsch ich ten . D a d e r  zw e ite  Fall im  
a llgem einen  se ltener, u n d  in  d iesem  F a lle  die Ä n d eru n g  des P o te n tia l
g ra d ie n te n  k leiner als die des V e rtik a ls tro m es is t (die E r fa h ru n g  zeigt aber 
m eist d as  G egenteil: d ie U n ru h e a m p litu d e  des P o te n tia lg ra d ie n te n  is t größer
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a ls  d ie  U n ru h eam p litu d e  des V ertik a ls tro m es), ä n d e rn  sich  P o te n tia lg ra d ie n t 
u n d  V e rtik a ls tro m  d an n  in  d e rse lb en  R ich tu n g  u n d  im  m it der E rfa h ru n g  
ü b e re in s tim m e n d e n  V e rh ä ltn is , w enn  w ir ih re  S ch w an k u n g en  neben  d en  
L e itfä h ig k e itsä n d e ru n g e n  d e r  u n te rs te n  L u ftsc h ic h te n  au ch  den S p an n u n g s
sc h w a n k u n g e n  der lu f te le k tr is c h e n  A usgleichsschicht zusch re iben . E in  Bew eis 
f ü r  d ie  le tz te re  A nnahm e a ls  e ine U rsache der U n ru h e  k a n n  auch die B eo b 
a c h tu n g  sein, daß au f den  B e rg s ta tio n e n  (z.B . Ju n g fra u jo c h ) , wo die S p an n u n g s
sc h w a n k u n g e n  der A u sg le ich ssch ich t wegen d er v e rm in d e r te n  A nw esenheit 
d e r  d ie  e rs te ren  v e rd e c k e n d en  lok a len  S törungen  u n te r  günstigeren  V e rh ä lt
n is se n  u n te rsu c h t w erden  k ö n n e n , der Jah resg an g  d e r  U n ru h e  sein M axim um  
z u r  Z e it d er g rößten  G e w itte r tä t ig k e it  im  Som m er h a t  [2].

U n se re  U n te rsu ch u n g en  zeigen jedenfalls, d a ß  m a n  bei der A nalyse 
d e r  lu fte lek tr isch en  U n ru h e  a u c h  die Lage der M e ß s ta tio n e n  in  B e tra c h t z iehen  
so ll, u n d  m an  d a rf  den G e w itte rg e n e ra to ru rsp ru n g  d e r U nruhe  auch  n ic h t 
u n b e a c h te t  lassen.
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O N  T H E  D A IL Y  AND A N N U A L  V A R IA T IO N  O F T H E  A T M O S P H E R IC  E L E C T R IC A L
AG ITA TIO N

P. BENCZE

SUM M ARY

I n  th e  course of in te rp re t in g  th e  records o b ta ined  d u r in g  th e  a tm ospheric  e le c tr ica l 
p o te n t ia lg ra d ie n t  reg is tra tio n s m a d e  in  th e  geophysical o b se rv a to ry  a t  N agycenk , a lso th e  
v a r ia t io n s  o f  sh o rte r period w ere d e te rm in e d  w ith in  each h o u r, d iv id in g  th e m  in to  fo u r freq u e n c y  
c a te g o rie s . T h e  ranges of th e  in d iv id u a l  freq u en cy  categories a re : 0 — 6, 6 — 12, 12 — 24, resp . 
24 — 60 m in u te s . The average d a ily  c o u rse  o f th e  categories, w ith  th e  ex cep tion  of th e  fo u r th  
c a te g o ry , is generally  sim ilar to  th e  d a i ly  course of th e  ab so lu te  v a lu e  o f th e  p o ten tia l g ra d ie n t, 
t a k e n  o n  th e  basis of h o u rly  m e a n  v a lu e s . The h ighest a m p li tu d e  is show n b y  th e  fo u r th  
f re q u e n c y  categ o ry . The a n n u a l c o u rse  o f  th e  ind iv idual f re q u e n c y  categories, in  acco rdance  
w ith  th e  e ffec tiv ity  of th e  fa c to rs  d e te rm in in g  th e  a tm o sp h e ric  e lec trica l a g ita tio n , show s 
a m a x im u m  in  th e  w in ter m o n th s , c o n tr a r y  to  the  h ig h -m o u n ta in  s ta tio n s . In  th is co n n ec tio n , 
th e  id e a  o f  th e  “ th u n d e rs to rm -g e n e ra to r”  origin of th e  a tm o sp h e ric  e lectrica l a g ita tio n  m ay  
a r is e , w h ic h  can  be a source of th e  a tm o sp h e ric  electrical a g ita tio n , to  be  considered even  on 
th e  b a s is  o f  re la tions concerning th e  a tm o sp h e ric  electrical c irc u it .
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S U R  LA V A R IA T IO N  D IU R N E  E T  A N N U E L L E  D E  L’IN Q U IÉ T U D E  É L E C T R IQ U E
D E  L ’A T M O S P H È R E

P. BENCZE

R É S U M É

A u cours du  dép o u illem en t des e n re g is tre m e n ts  des g rad ien ts  d u  p o te n t ie l  é lec triq u e  
de  l ’a tm o sp h ère , fa its  à l ’ob se rv a to ire  g é o p h y siq u e  de  N agycenk  (H o n g rie), o n  a  d é te rm in é  
au ss i, p o u r chaque  h eu re , les v a r ia tio n s  de  pé rio d es p lu s p e tites , en les g ro u p a n t  en  q u a tre  
c lasses de fréquence. L es lim ites des g ro u p es  é ta ie n t:  0— 6; 6— 12; 12— 24 e t  24— 60 m inu tes. 
L a  m arch e  m oyenne des v a r ia tio n s  d an s  les g ro u p es de  fréquence —  ex cep té  le  q u a tr iè m e  — 
e s t gén éra lem en t sem blab le  à  la  m arche  d iu rn e  de la  v a le u r absolue du  g ra d ie n t  d u  p o ten tie l, 
é ta b lie  à la base  des m oyennes horaires. L a  p lu s  g ra n d e  am p litu d e  s’observe  d a n s  le q u a trièm e  
g ro u p e . L a  m arche  an n uelle  des groupes de  fréq u en ce  —  en accord avec l’e f fic ac ité  des fac teu rs  
d é te rm in a n t  l’in q u ié tu d e  é lectriq u e  de l’a tm o sp h è re , e t  co n tra irem en t a u x  r é s u l ta t s  des s ta tio n s  
en  h a u te  m o n tag n e , m o n tre  u n  m ax im u m  p e n d a n t  les m ois d ’hiver.

Sous ce r a p p o rt ,  on  p e u t aussi im a g in e r  que  l’in q u ié tu d e  é lec triq u e  d e  l’a tm o sp h è re  
a u r a i t  son origine en u n  «généra teu r d ’orage» , q u i à la  base  m êm e des re la tio n s  se r a p p o r ta n t  
a u  c irc u it  é lectriq u e  de  l’a tm o sp h è re , p e u t  ê tre  co nsidéré  com m e la source de  c e t te  in q u ié tu d e .

О СУТОЧНЫХ И ГОДОВЫХ ВАРИАЦИЯХ АТМОСФЕРНОГО ЭЛЕКТРИЧЕ
СКОГО БЕСПОКОЙСТВА

П. БЕНЦЕ

РЕЗЮМЕ

При обработке записей градиента атмосферного электрического потенциала, за
регистрированных в геофизической обсерватории в с. Надьценк, в круглочасовых интер
валах были определены также и вариации меньших периодов, которые зачислялись в 
четыре группы частот. Пределы отдельных частотных групп составляют соответственно 
О—6, 6—12, 1—24 и 24—60 мин. Среднесуточное изменение частотных групп, за исклю
чением четвертой группы, близко суточному абсолютных величин градиента потенциала, 
построенному по среднечасовым величинам. Наибольшей оказывается амплитуда чет
вертой группы частот. В согласии с автивностыо факторов, определяющих атмосферные 
электрические беспокойства, и в противоположность станциям, находящимся в высоких 
горах, годовое изменение отдельных частотных групп имеет максимум в зимние месяцы. 
В связи с этим возникает вопрос о возможной «грозогенераторной» природе атмосферного 
электрического беспокойства; учитывая зависимости, действительные для атмосферного 
электричества, это может быть источником атмосферного электрического беспокойства.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)





SIMPLE DETERMINATION OF THE DIRECT TANGENT 
OF THE BEARING OF AN ADJUSTING STRAIGHT LINE 

WHICH SATISFIES THE CONDITION A>e2 =  min!

S. F O R R AI

DEPART.« SNT OF MINE EXPLOITATION TECHNICAL UNIVERSITY, MISKOLC (HUNGARY) 

[M an u scrip t received  F e b ru a ry  7, 1963]

I n  th e  p resen t p a p e r  th e  ta n g e n t  o f th e  b ea rin g  belonging to  an  a d ju s tin g  s tra ig h t  
line, t h a t  sa tisfies Ga u ss’ m in im u m  co n d ition , is d e te rm in e d  b y  a sim ple fo rm u la  a n d  u n a n i
m ously . H ith e r to , in  th e  tech n ica l l i te ra tu re  re fe rrin g  to  th is  su b ject, th e  ta n g e n t  o f th e  double  
b e a rin g  h a d  been d e te rm in ed . T h e  ta n g e n t  o f th e  onefo ld  bearing  could on ly  be  d e te rm in ed  
in d ire c tly , a fte r  th e  m in im u m  v a lu e  of th e  fu n c tio n  h a d  a lread y  been c o m p u ted .

O n th e  basis o f th e  p e c u lia r ity  o f a fu n c tio n  w ith  tw o  variab les  (F ig . 3) th e  ta n g e n t 
o f th e  b earin g  (a) can  be d e te rm in e d  d irec tly  an d  u n an im o u sly . A ccordingly , th e  sign  o f the  
ro o t  sy m b o l fig u rin g  in  fo rm u la  (15) shou ld  co m p ly  w ith  th e  sign of te rm  C f ig u rin g  in  the  
d e n o m in a to r  of th e  f i r s t  te rm . In  th is  case a lw ays th e  ta n g e n t  o f th e  b earin g  o f th e  s tra ig h t 
line , w h ich  satisfies th e  m in im u m  co n d ition  2.' p e 2 =  m in  ! will be ob ta in ed .

A  problem  th a t  o ften  arises in  level d r if t  locations [1, 3], in  geodetic  
e rro r  ca lcu la tio n s [2] as w ell as in  lin e r c o rre la tio n  ca lcu la tions is th e  d e te r 
m in a tio n  of a s tra ig h t line  b e s t f i t t in g  a se t o f  po in ts  w hich are  n o t  lo ca ted  
on  one an d  th e  sam e s tr a ig h t  line.

A t  p r e s e n t  t h e  a c c e p t e d  c o n d i t io n  f o r  t h e  a f o r e m e n t io n e d  s t r a i g h t  
l in e  c o n s is ts  in  t h e  s a t i s f a c t i o n  o f  G a u s s ’ p r in c ip le ,  i .e . ,  i n  t h e  f u l f i l m e n t  
o f  t h e  m in im u m  c o n d i t io n  r e f e r r in g  to  t h e  q u a d r a t i c  s u m  o f  r e s id u a l s .

I n  th e  m a th e m a tic a l d ed u c tio n  S t e in e r ’s th eo rem , w ell-know n  from  
th e  m echan ics of so lid  bod ies , is g enera lly  u tiliz e d  [1, 2]. N o d o u b t, th is  s im 
p lifies th e  tn a th e m a tic a l d ed u c tio n , b u t  i t  m ak es th e  co m p u ta tio n  i ts e lf  le n g th 
ie r, because  th e  co o rd in a tes  o f each  p o in t h a v e  to  be tra n s fo rm e d  in to  a 
sy s te m  o f coo rd inates re fe rrin g  to  th e  c e n tre  o f  g ra v ity  of th e  se t o f  p o in ts  
in  q u es tio n ; th is  how ever, m eans fo r n  p o in ts  2 n  su b tra c tio n s .

T h e  a fo rem en tio n ed  su rp lu s  w ork  m ig h t be  avo ided  b y  d ed u c in g  th e  
fo llow ing  re la tio n s, u sing  th e  orig inal sy s tem  o f coo rd ina tes, in s te a d  o f  a 
sy s te m  th e  cen tre  o f w h ich  coincides w ith  th e  cen tre  o f g ra v ity . I n  th is  case 
th e re  is a fu r th e r  p o ss ib ility  fo r th e  s im p lifica tio n  of th e  m a th e m a tic a l d educ
tio n , a n d  th is  consists in  se tt in g  up  th e  d is ta n c e  betw een  th e  p o in t  a n d  th e  
s t r a ig h t  line in  p o la r co o rd in a te s . T his in g en io u s s im plifica tion  is to  be  found  
in  bo o k  [3]. U sing th is  m e th o d  th e  m a th e m a tic a l dedu c tio n  likew ise becom es 
sim p le , b u t  th e  co o rd in a tes  of th e  p o in ts  sh o u ld  n o t he tra n s fo rm e d  in to  th e  
sy s te m  o f coo rd inates re fe rrin g  to  th e  cen tre  o f  g ra v ity . O f course, th e  a d ju s tin g  
s t r a ig h t  line in  th is  case also ru n s th ro u g h  th e  cen tre  o f g ra v ity  o f  th e  sy stem
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o f  p o in ts . T his is c lea rly  d e m o n s tra te d  b y  th e  ex p ressio n  o f th e  p o le -d is tan ce  
([3 ] , P- 247).

T h e  d ed u c tio n s acco rd in g  to  th e  ab o v e  m e n tio n e d  tw o  p rin c ip les  give 
th e  ta n g e n t  o f th e  d o u b le  b ea rin g  d irec tly  (see [1] fo rm . 20; [2] fo rm . 50 an d  
[3] p . 247). I t  m ig h t be  in te re s tin g  to  m en tio n  t h a t  fo rm u la  (24) to  b e  fo u n d  
in  [1] p rec ise ly  com plies w ith  th e  fo rm ula  d e d u ced  on  page  274 of [3]. H o w ev er, 
p a p e r  [3] refers to  th e  po le -an g le , w hile p a p e r  [1] to  th e  b earin g  of th e  s tra ig h t  
lin e . I t  is w ell-know n t h a t  th e se  tw o  angles a re  m u tu a lly  p e rp e n d ic u la r  to  
e ach  o th e r .

T h is  is q u ite  o b v ious, as

N am e ly ,

ta n  2 a =  ta n  2 a i  к

sin  ß  == — sin (ß  ±  kn)  a n d  cos ß  == — cos (a  ^  kn) ( k =  1 , 3 , 5 . . . ) .

T h e  q u o tie n t o f th e  ab o v e  tw o  re la tio n s conduces to  th e  p rev io u sly  well- 
k n o w n  id e n tity .

T h u s , i t  can  be seen t h a t  th e  fo rm ula  u sed  fo r th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  
b e a r in g  o f  th e  s tra ig h t  line  is p o ly w o rth y , b u t  b iw o rth y  w ith in  one period . 
In  th e  case o f th e  p ro b lem  re fe rrin g  to  level d r if t  lo ca tio n  d ea lt w ith  in  [3], 
th e  p o in ts  fall n ea rly  in to  th e  sam e s tra ig h t line  a n d  are , in  ad d itio n , p lo tte d  
p o in ts . I n  th is  case th e  in v e s tig a tio n  of th e  p ro b lem  o f b iw o rth in ess  is u n 
n ec e ssa ry , as th e  s tra ig h t  lin e  p e rp en d icu la r to  th e  fo rm er is o b v io u sly  u n 
rea so n ab le .

P a p e rs  [1] an d  [2] re fe r  to  th e  in v e s tig a tio n  o f  th e  problem  o f b iw o r th i
ness. H e re , i t  is e s ta b lish e d  th a t  th e re  ex is ts  a s tra ig h t  line fo r w h ich  th e  
q u a d ra tic  sum  of re s id u a ls  is m in im um  an d  a n o th e r  s tra ig h t  line p e rp e n d ic u la r  
to  th e  fo rm er one, fo r w h ich  th e  a fo rem en tio n ed  q u a d ra tic  sum  is m ax im u m . 
A fte r  co m p u tin g  th e se  m in im a l an d  m ax im al v a lu es  ([1], fo rm ulae  30 an d  
31), w ith  th e  a id  o f sam e th e  b ea rin g  of th e  a lre a d y  m en tio n ed  tw o  s tra ig h t  
lines ca n  be co m p u ted  d ire c tly  ([1], fo rm ulae  39 a n d  49).

O f course, th e  d ire c tly  co m p u ted  v a lu e  o f  th e  ta n g e n t of th e  b ea rin g  
co in c id es  w ith  th e  v a lu e  w h ich  can  be c o m p u te d  from  th e  ta n g e n t o f  th e  
d o u b le  b ea rin g  ([1 ], fo rm u la  33), b u t  as w ill be seen th e  d irec tly  co m p u ted  
v a lu e  is u n am b ig o u s. T h is is m a in ly  im p o r ta n t  i f  th e  po in ts  are n o t  p lo tte d  
a n d  do n o t lie too  close to  a s tra ig h t line. T h is case o ften  occurs in  th e  fie ld  
o f  th e  co rre la tio n  ca lcu lus o r regressive an a ly sis .

F ro m  th e  v iew -p o in t o f  problem s d e a lt w ith  in  th e  q u o ted  p a p e rs  th e  
d ire c t d e te rm in a tio n  o f th e  ta n g e n t o f th e  b e a rin g  c a n n o t be reg a rd ed  as being  
su p e rflu o u s  e ith e r, b ecau se  th e  co m p u ta tio n  w 'ork b y  using fo rm u la  (15), 
w h ich  is to  he d educed  in  th e  follow ing, re q u ire s  m erely  one sq u a re  ro o t
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e x tra c tio n  and  one  re d u c tio n  in  a d d itio n  to  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  ta n g e n t 
belong ing  to  th e  d o u b le  b ea rin g  or th e  doub le  po le-ang le , as will la te r  be seen.

*

In  th e  sy s tem  o f co o rd ina tes 0 (x , y )  acco rd in g  to  F ig . 1 th e re  a re  n 
p o in ts . The p ro b lem  to  be so lved  sh o u ld  be fo rm u la rized  in  such  a w ay  th a t  
th e se  in d iv id u a l p a irs  o f va lues (*, y )  a re  in  a  s to c h a s tic  connection  w ith  each  
o th e r , i.e ., th e  p ro b lem  is tra n sfe rre d  to  th e  fie ld  o f  reg ressive an a ly s is .E ach  
in d iv id u a l p a ir o f  v a lu es  is th e  s ta tis t ic a l  av e rag e  v a lu e  o f  a ce rta in  n u m b e r 
o f  a lm o st id en tica l v a lu es . T herefo re, th e  w eig h ts  o f th e se  p o in ts  are d iffe ren t, 
b u t  none of th em  is in fin ite . The values o f  w eig h ts  belong ing  to  th e  in d iv id u a l 
p o in ts  should  be d e n o te d  b y  p .

T he eq u a tio n  o f  th e  a d ju s tin g  s tr a ig h t  lin e , in se r te d  on th e  base  o f  th e  
p rin c ip le  of le a s t sq u a re s , is accord ing  to  F ig . 1:

y  =  a x + b  (1)

w here , as is well k n o w n , a  =  ta n a  is th e  ta n g e n t  o f th e  b ea rin g  o f th e  s tra ig h t 
line  an d  b is th e  sec tio n  c u t off on th e  y  ax is .

A ccording to  th e  en la rg ed  d e ta il to  be seen  in  F ig . 1, th e  p e rp en d icu la r  
d is tan ce  betw een  p o in t i an d  th e  s tra ig h t line can  be exp ressed  b y  th e  follow ing 
e q u a tio n :

ei =  [j< — (a x i +  b )] c o s  «  • (2)

U sing th e  s u b s titu tio n

1
cos a -  —  —

|/1 —(- ta n 2 a
( 3)

7* Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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w h ich  is  w ell-know n from  T r ig o n o m e try , th e  m in im um  co n d itio n  acco rd in g  
to  G a u s s ’ princip le  can be se t u p  in  th e  form

(4)

F ir s t  o f  all it  should  be  in v e s tig a te d  w h a t k in d  o f  su rface  is describ ed  
b y  th e  fu n c tio n  given b y  e q u a tio n  (4), ta k in g  b or a, i.e ., a  as v a r ia b le .

I f  a  is reg a rd ed  as b e ing  c o n s ta n t  a n d  b as v a riab le , th e  sec tio n  o f  our 
fu n c tio n  in  th is  d irection  is v is ib ly  a p a ra b o la  o f th e  second o rd er, th e  e q u a tio n  
o f w h ic h  is:

2  Pt =  2  t Í t  {y‘ - a x -)2 - b 2 , 2~  (y> -  «*/) + 62 È  7 X - T  • (5)1 1 +  a- 1 1 +  0- 1 1 +  0-

O n  th e  o th e r h an d , if  b i .e ., th e  sec tio n  c u t off from  th e  y  ax is is ta k e n
as b e in g  c o n s ta n t an d  a, i.e ., th e  ang le  a v a rie s , th e n  using  n o ta tio n s  to  be

n
seen  in  F ig . 2 and  ap p ly ing  T h a l e s’ th e o re m  th e  change o f Р,- e? ca n  be

l
e x p re sse d  b y  th e  following e q u a tio n :

2  p >e* =  2  Pi li sin~ (у * ~ a ) •l l

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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A fte r  som e g o n iom etrica l tra n s fo rm a tio n  th e  above e q u a tio n  can  also 
be w ritte n  as follow s:

2 ;  Pi «? =  ~ r  2  Pi *7 -  l-  2  Pi cos 2 (« -  f i )  ■
l ^ l ^ l

(V

As can  be seen fu n c tio n  (7) is acco rd ing  to  л  period ic  an d  alw ays po sitiv e . 
T he ru n  o f th e  fu n c tio n -su m  also co rresp o n d s to  cos 2a, b u t  i t  h as  a sh ifted  
positio n , th is  follow s from  th e  w ell-know n m a th e m a tic a l th eo rem  re fe rrin g  
to  h a rm o n ic  v ib ra tio n s .

On th e  b ase  o f w h a t has been  sa id  th e  sp a tia l surface show n in  F ig . 3 
can  be p lo tte d . O n one h o rizo n ta l axis th e  ang le  a, w hile on th e  o th e r  th e  
p ro jec tio n  of th e  sec tion  b to  th e  у -d ire c te d  m ed ian  (6 x , ta n  a) p re sen t
them selves. O n th e  base  o f th e  p rev ious e s ta b lish m e n ts  th e  e q u a tio n  o f th e  
su rface in  q u es tio n  is:

Х Л  о

2 ,  P ‘ e‘l

[ у, - ( t an  ax, +  b)]2 
1 -(- t a n 2 a

( 8)

F ig . 3 c lea rly  show s th a t  within one per iod  л  the func t io n  has one single  
m in im u m  po in t  (m). The fu n c t io n  has no m a x im u m ,  b u t  th e  o th e r  s ta t io n a ry  
p o in t is a sad d le -p o in t (ny).

Acta Techn. Hung. 47 (1964)
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I n  th e  d eduction  o f  p a p e r  [1] p o in t n y  p re se n ts  itse lf  as a m a x im u m . 
T h is  is  q u ite  obvious, as a p p ly in g  St e in e r ’s th e o re m  th e  sp a tia l e x tre m u m  
v a lu e  p ro b lem  becom es re d u c e d  to  a p la n a r  v a r ia tio n . I .e ., th e  ch an g e  in v es
t ig a te d  in  p ap er [1] is th e  ch an g e  o f th e  sine-line  ru n n in g  th ro u g h  p o in ts  m  
a n d  n y ,  to  be seen in  F ig . 3.

I n  th e  p resen t d e d u c tio n  i t  is ju s t  th e  h e re  exam ined  p ro p e r ty  o f th e  
su rfa c e  ch a rac te rized  b y  e q u a tio n  (8) th a t  w ill be u tilized  to  o b ta in  a n  u n a m 
b ig u o u s  so lu tion , w hen d ire c t ly  d e te rm in in g  th e  ta n g e n t of th e  b e a r in g  of 
th e  a d ju s t in g  s tra ig h t line .

F i r s t ,  th e  p a r tia l  d iffe re n tia l q u o tie n t o f eq u a tio n  (8) sh o u ld  be se t • 
u p  a c c o rd in g  to  b an d  m a d e  e q u a l to  zero , t a n a  shou ld  again  be d e n o te d  b y  
a, th u s  th e  ta sk  in  q u es tio n  re fe rs  to  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  d ire c t ta n g e n t  
o f  th e  b ea rin g .

2
1 +  a2

" n
2 P l j i  -

П П

« V  Pi x i  +  Ь У  P i
1 1

(9)

H ere fro m  th a t  v a lu e  b fo r  w hich an  e x tre m u m  v alue  can  be o b ta in e d  
is a r r iv e d  a t  in  a sim ple w a y :

n n
2  F i j i  — « 2  p<x i

b = - ---------- я— i-------------• (10)

2  Pi

A s can  be seen, e q u a tio n  (10) in d ic a te s  t h a t  th e  s tra ig h t line  so u g h t 
fo r  r u n s  th ro u g h  th e  c e n tre  o f  g ra v ity  b e long ing  to  th e  system  o f p o in ts .

T h e re a f te r , th e  p a r t ia l  d iffe ren tia l q u o tie n t o f eq u a tio n  (8) acco rd in g  
to  a  =  t a n a  should be se t u p  a n d  m ade e q u a l to  zero:

9 2  Pi 1
da

+  а У 1 Pi [у,- — (axi +  6)]2|  =  0 .

(1 +  a2)2 2  Pi b i  -  (a x i + 6)] x i i 1 +  ° 2) +
( i i )

S u b s titu tin g  eq u a tio n  (10) in to  e q u a tio n  (11), a f te r  fin ish ing  th e  oper-

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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a tio n s  a n d  a su b se q u e n t red u c tio n  th e  fo llow ing  expression is  o b ta in e d :

(13)

T h e  f irs t  fa c to r  on  th e  le f t-h a n d  s id e  o f  equa tion  (12) c a n  a lw ay s  be 
e lim in a te d , because th e  exp ression  (1 -f- a 2)/( 1 -(- a2) has fo r a n y  v a lu e  o f a, 
even  fo r a =  oo, a d e fin ite  v a lu e . T h is  e s ta b lish m e n t can e a s ily  b e  p roved  
b y  a re p e a te d  ap p lic a tio n  of B e r n o u l l i - L ’H o s p i t a l ’s ru le . T h u s , u s in g  sim 
p lified  n o ta tio n s  acco rd in g  to  (13), th e  heterogeneous q u a d ra t ic  eq u a tio n  
from  w h ich  th e  ta n g e n t  o f th e  b ea rin g  o f  th e  a d ju s tin g  s tra ig h t lin e  c a n  d irec tly  
be d e te rm in e d  is th e  fo llow ing:

T h e  sam e re la tio n  m ig h t also be  o b ta in e d  if  th e  ta n g e n t o f  th e  double 
b ea rin g  d e te rm in ed  in  p ap ers  [1] a n d  [3] is goniom etrica lly  e x p a n d e d  b y  the  
ta n g e n t o f  th e  onefo ld  b ea rin g  (see [1] fo rm u la  33).

F o rm u lae  (10) a n d  (15) are  o b ta in e d  o n  th e  base of th e  n e c e s sa ry  con
d itio n  o f  th e  e x tre m u m  v a lue . T o  a r r iv e  a t  a n  unam biguous so lu tio n , the  
su ffic ien t co n d itio n  o f  th e  e x tre m u m  v a lu e  shou ld  be u tiliz e d . A s is well

Acti Techn. H ung . 47. (1964)

F o r  th e  sake  o f  a p la in e r  w ritin g  th e  following n o ta t io n s  sh o u ld  be 
in tro d u c e d :
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k n o w n , th e  la t te r  c an  be  e x p re ssed  b y  th e  sy m b o l

a22 Pie2i 8 Pief ( * 2 p í 4

да2 Qb2 \ Эя db

i f  h e re in  b is rep laced  b y  e q u a tio n  (10) a n d  a b y  eq u a tio n  (15). N ow , one  
c a n  a lso  p ro ceed  in  a n o th e r  w ay , nam ely , b y  c o m p u tin g  one p a ra m e te r  f ro m  
th e  n e c e s sa ry  co n d itio n  o f  th e  ex trem u m  v a lu e  a n d  su b s titu tin g  th e  o b ta in e d  
re s u l t  in to  th e  re la tio n  o f  th e  d iffe ren tia l q u o t ie n t  accord ing  to  th e  o th e r  
p a ra m e te r .  T he in v e s tig a tio n  concern ing  th e  s u f f ic ie n t cond ition  w as a c c o m 
p lish e d  b y  using  b o th  m e th o d s , obviously  g iv in g  th e  sam e fina l re su lt . T h is  
seco n d  d e d u c tio n  is c o n s id e ra b ly  briefer, th u s ,  i t  is p resen ted  here :

F i r s t ,  e q u a tio n  (12) sh o u ld  be set up u sin g  s im p lif ie d  no ta tions acc o rd in g  
to  (13) a n d  th is  fu n c tio n  sh o u ld  be d en o ted  b y  f ( a ) :

Ca? — (A  —  В )  a — C 

" ( 1 +  «**)*
(17)

T h e  d iffe re n tia l q u o t ie n t  o f th e  above fu n c tio n  according to  a is:

d /(a )_  _  2 [2 C a - ( A — B )] ( l + a 2)2- 4 a ( l  +  a2)[Ca2- ( A - B ) - C ]  ^

da  ^  (1 +  a 2)4
( 18 )

A fte r  all possib le  sim p lifica tio n s an d  re d u c tio n  th e  following re la t in g  
is a r r iv e d  a t:

df(a)
da

—--------------------[C (6 a -  2 a3) +  {A — B )  (3 a2 -  1)] >  0 .

i > , (  i + « 2)3

(19)

T h e  su ffic ien t c o n d itio n  for th e  ex is ten ce  o f  th e  m inim um  is, t h a t  i f  
s u b s t i tu t in g  th e  v a lu e  o f a  re su ltin g  from  e q a t io n  (15) in to  eq u a tio n  (19), 
th is  r e s u lt  should  be a p o s itiv e  num ber. T h e  f i r s t  fa c to r  on th e  r ig h t-h a n d  
side o f  eq u a tio n  (19) is p o s itiv e  for any v a lu e  o f  a , th u s , i t  is su ff ic ien t to  
in v e s t ig a te  th e  second fa c to r  only.

F o r  th is  pu rpose  re la t io n  (15) is to  be re p la c e d  in to  th e  second fa c to r  on  th e  
r ig h t-h a n d  side of e q u a tio n  (19). B y  so doing th e  fo llow ing  relation  is o b ta in e d :

C 6
A -  В  

2 C
f  ( A  — B  ÿ 

1 t  2 C  J
+ 1 A  -  В  

2 C
±

+  ( A - B )  3
A  — В  

2 C
± A  — В  ,2

2 C ) + 1

A -  В  , 2

2 C

- I  > 0 .

+

(20)

A c t a  T e c h n  .H u n g .  4 7 . ( 1 9 6 4 )
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P erfo rm in g  th e  o p era tions an d  s im p lific a tio n s  th e  above re la tio n  ta k e s  
th e  fo rm :

4 C
2 C

±

, A  — В  

2 C
+ 1 ±

( 21 )

1 + ± Z *  
2 С I 2 C

> 0 .

N ow , e q u a tio n  (21) is to  be tra n s fo rm e d  in to  a m ore a d v a n ta g e o u s
form :

4 C
A  — В

2 C

=  2

A - B Y -
2 C

A  -  В  |2 

2 C

+ 1 4 C
A  — В  

2 C

l2

) + 1
A  -  В  ± 2 C

! I A  — В  12
( 22)

2 C
+  1 > 0 .

As can  he seen , th e  f irs t  fac to r of e q u a tio n  (22) is p ositive  fo r  a n y  va lu e  
o f ( A — B)  an d  C. T h u s , i t  is m erely  th e  second  fac to r , i.e.,

A  -  B ± 2 C
1^F+1>0' (23)

w hich  req u ires  fu r th e r  in v es tig a tio n . D iv id in g  th e  in e q u a lity  (23) b y  th e  
ab so lu te  v a lu e  o f 2C,  th e  in e q u a lity  is in v a r ia n tly  valid :

As th e  re la tio n

(24)

(25)

ho lds, th e  in e q u a lity  (23) can  only  be s a tis f ie d  if  th e  second te rm  o f sam e 
is p o s itiv e , i.e ., if

2 C 

2 Cl
+  1 >  0 . (26)

T h is h ow ever, is on ly  possible i f  th e  sign  o f th e  ro o t-sy m b o l coincides 
w ith  t h a t  o f C.

S u m m ariz in g  re su lts  of th e  p rev io u s  d ed u c tio n  i t  can  be  es tab lish ed  
th a t  the direct tangent o f  the bearing belonging to an adjusting straight line

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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inserted  w ith in  a set o f  p o in ts  on the base o f  G a u s s ’ principle , can be determined  
s im p ly .  The sign o f  the root-symbol appearing in  fo rm u la  (15) should be chosen 
so as to coincide with the s ign  o f

n n n n

c  =  2  Pi 2  Pi Х‘У‘ -  2  Pi x i 2  PiTi 1 1  1 1

to be f o u n d  in  the denom inator o f  the f i r s t  term. B y  so doing, th e  ta n g e n t o f  th e  
b e a r in g  o f  an  a d ju s tin g  s t r a ig h t  line , c o rre sp o n d in g  to  th e  w eig h ted  sq u a re  
su m  o f  residuals, w ill d ire c tly  he o b ta in ed .

S ensib ly  i t  follow s, i f  th e  sign of th e  ro o t-sy m b o l is chosen in v e rse ly , 
th e  ta n g e n t  o f th e  b e a rin g  o f  a s tra ig h t line w ill be o b ta in ed , th is  b e in g  p e r 
p e n d ic u la r  to  th e  a d ju s tin g  one . I t  is obvious fro m  eq u a tio n  (15) t h a t  tq • a2 =  
=  — 1, th is  how ever, is th e  w ell-know n c o n d itio n  o f p e rp e n d ic u la rity .

O f course, th e  d ed u ced  re la tio n  is also v a lid  fo r  a system  of p o in ts  h a v in g  
th e  sa m e  w eight, m ere ly  th e  sym bols g iven  in  (13) ta k e  th e  form s g iven  
h e re u n d e r :

П П П
A  — n  £  y? -  2  У12  У»

1 1 1
n n n

В  =  n J g  x] — ^  x t Jj? X„
1 1 1
n n n

С =  П ^  Xiy t — 2  xt 2  Vi■
1 1 1

T h e  v a lid ity  o f th e  re la tio n  in  questio n  also  ho lds for a sy stem  o f co o r
d in a te s  re fe rring  to  th e  c e n tre  of g ra v ity  o f  th e  p o in t-sy s tem  in  q u e s tio n . 
T h is  is obvious as in  re sp e c t to  th e  c o o rd in a te s  no s tip u la tio n  w as m ad e . 
A p p ly in g  St e in e r ’s th e o re m  th e  sym bols c a n  be  sim p ly  reca lcu la ted  (see [1] 
fo rm u la  23).

In s te a d  of a g enera l p ro o f  o f th e  deduced  fo rm u la  b y  a num erica l ex am p le , 
tw o  p o in ts  hav in g  th e  sam e  w eigh t shou ld  b e  assum ed . T he s tr a ig h t  line 
g iv in g  th e  square  sum  o f re s id u a ls  m u st o b v io u sly  ru n  th ro u g h t th e  tw o  
g iv e n  p o in ts . T hus, fo r th e  ta n g e n t  o f th e  b e a r in g  o f  th is  s tra ig h t line fo rm u la  
(15) m u s t  give th e  sam e re la tio n , well k n o w n  fo r  th e  ta n g e n t o f th e  b e a r in g  
b e lo n g in g  to  a s tra ig h t line  ru n n in g  trh o u g h  tw o  p o in ts .

T h e  coo rd inates o f th e  tw o  p o in ts  in  q u e s tio n  shou ld  be (x y x) a n d  
(x2, y 2). I n  com pliance w ith  eq u a tio n s  (13a):

A  =  2 (Л +  yl )  -  ( j i  +  J 2)2 =  ( j 2 -  Ti)2>
В  =  2 (xl +  x~) — (Xl +  x2)2 =  (x2 — Xj)2,

c  =  2 (*1 T i +  Х2У2) — (X1 +  * 2) ( j i  +  y 2) =
=  © ( j i  — J l )  (*2 — *1) •

(13a)

A cti Techn. Hung. 47. (1964)
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R eplacing  th e  ab o v e  values in to  fo rm u la  (15) an d  ta k in g  th e  sign  of 
th e  ro o t sym bol as b e in g  equal to  t h a t  o f  C, i.e ., positive , fo r a  th e  follow ing 
re la tio n  is a rriv ed  a t :

a =  ( y a -  У i f  -  ( * 2  — ad)2© / [ ( j 2  — Ух)2 — («а -  * i ) 2 + 4 ( j 2  — J i ) ( * 2  — * i ) ]

2 (Уг— Ji)(*2  — x i)

A fte r  th e  in d ic a te d  o p era tions (ra is in g  to  th e  second p o w er a n d  square  
ro o t ex trac tio n ) a re  fin ish ed  th e  fo llow ing  f in a l re su lt is o b ta in e d :

a =  (J2 -  Jl)2 — (X2 -  *l)2 +  [(j2 -  У i f  +  (*2 -  Xl)2] =  У 2 - У 1  ^
2 (j2  -  J l )  (*2 — Xl) X2 ~ X1

an d  th is  is th e  w ell-know n fo rm ula  o f  th e  ta n g e n t of th e  b e a r in g  belonging  
to  a s tra ig h t line ru n n in g  th ro u g h  tw o  p o in ts .

O n th e  o th e r h a n d , if  th e  sign o f  th e  ro o t sym bol w ere ch o sen  as being  
oppo site  to  th a t  o f C, i.e ., n eg a tiv e , th e n  fo r a th e  follow ing re s u lt  is to  he 
o b ta in e d :

1*2 --- •>
У г —  УI

th is  how ever, is th e  ta n g e n t  of th e  b e a r in g  o f  a s tra ig h t line p e rp e n d ic u la r  
to  th e  form er.
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A u f G rund der E ig e n h e it d e r  d u rch  eine F u n k tio n  m it  zwei V eränderlichen  gegebenen  
F lä c h e  (B ild  3) k ann  die T a n g e n te  des R ich tungsw inkels (a ) e in d eu tig  b e s tim m t w erd en . 
H ie n a c h  is t  in  Form el (15) d a s  V o rze ich en  des W u rze lze ich en s so zu w ählen , d aß  es m it dem  
V o rz e ic h en  des im  N enner d es e r s te n  Gliedes b e fin d lich en  C id en tisch  sei. In  d iesem  F a lle  
e r h ä l t  m a n  ste ts  u n m itte lb a r  d ie  R ich tu n g s ta n g en te  d e r d ie  B ed in g u n g  2Jpi e* =  m in! e rfü llen 
d e n  G erad en .

D É T E R M IN A T IO N  S IM P L E  D E  LA  T A N G E N T E  D E  D IR E C T IO N  D IR E C T E  D E  LA 
D R O IT E  D E  C O M P E N S A T IO N  SA TISFA ISA N T A U  P R IN C IP E  А ре2 =  m in!

S. FORRAI

RÉSU M É

L a  tan g en te  de d ire c tio n  d ire c te  de la d ro ite  de  c o m p e n sa tio n  sa tis fa isan t au  p rin c ip e  
de  G a u ss  e st déterm inée p a r  u n e  fo rm u le  simple de faço n  u n iv o q u e . D an s la l i t té ra tu re  sp é c ia le , 
o n  d o n n a it  ju sq u ’à p ré sen t la  ta n g e n te  du  double de l’an g le  de d irec tion . L a d é te rm in a tio n  
d e  la  ta n g e n te  de d irec tio n  d ire c te  n ’a é té  possible q u ’a p rè s  ca lcu l de la  v a leu r m in im e  de la  
fo n c tio n .

S u r  la  base de la  c a ra c té r is tiq u e  de la surface c o rre sp o n d a n t à la fonction  à d e u x  v a r ia 
b le s  (fig . 3), la tan g en te  de  d ire c tio n  d irec te  (a) p e u t ê tre  d é te rm in é e  de façon u n iv o q u e . D a n s  
la  fo rm u le  15, le signe de la  ra c in e  carrée  doit ê tre  p ris  ég a l a u  signe de C f ig u ra n t  d a n s  le 
d é n o m in a te u r  du  prem ier m e m b re . D an s ce cas on  re ç o it  to u jo u rs  d irec tem en t la  ta n g e n te

n
d e  d ire c tio n  de la dro ite  s a t is f a is a n t  à  la  condition SJ p,- • ef =  m in!

ПРОСТОЙ СПОСОБ ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕПОСРЕДСТВЕННОГО УГЛОВОГО 
КОЭФФИЦИЕНТА УРАВНИВАЮЩЕЙ ПРЯМОЙ ПО ПРИНЦИПУ

Д ре2 =  m in!

Ш. ФОРРАИ

РЕЗЮМЕ

Непосредственный угловой коэффициент уравнивающей прямой по принципу 
Гаусса определяется простой формулой и однозначно. В литературе до сих пор всегда 
указывался тангенс двойной величины азимута, а определение самого углового коэффи
циента осуществлялось только косвенно, после вычисления минимального значения 
функции.

На основании свойственной особенности поверхности функций с двумя перемен
ными (фиг. 3), непосредственный угловой коэффициент (а) может определяться одно
значно. В соответствии с этим в формуле 15 знак квадратного корня берется тождест
венным знаку величины С, находящейся в знаменателе первого члена. В этом случае 
всегда непосредственно получается угловой коэффициент прямой, соответствующей

Л

условию ^ ’р ,е ? = ш т !
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РЕГИСТРИРУЮЩИЙ МАГНИТОМЕТР ДЛЯ 
МАГНИТО-ТЕЛЛУРИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ

Э. ТАКАЧ
ТЕХНИЧЕСКИЙ УНИВЕРСИТЕТ ТЯЖЕЛОЙ ПРОМЫШЛЕННОСТИ, КАФЕДРА ГЕОФИЗИКИ,

МИШКОЛЬЦ (ВЕНГРИЯ)

[Поступило 11-го октября 1962 г.]

Исследуется влияние созданной посредством фотоэлемента электронным путем 
магнитной компенсации на частотную и фазовую характеристики унифилярного магнито
метра. При соответствующем расчете можно создать регистрирующий магнитометр высо
кой чувствительности, обладающий положительными качествами с точки зрения маг
нито-теллурических измерений.

1

Электрический компонент естественного электромагнитного поля в 
виде теллурических измерений уже несколько десятилетий применяется 
для исследований геологических формаций. Теоретические изыскания по
следних лет позволяют также и совместно применять электрический и маг
нитный компоненты. Эти так называемые магнито-теллурические измерения 
технически выполнимы проще и, вместе с тем, дают большее количество дан
ных для исследования геологических формаций, чем классический теллу
рический метод.

Магнитометры, используемые для измерений, должны обладать очень 
высокой чувствительностью. Изменения напряженности теллурического 
поля вообще бывают величиной порядка 10""2 — 1СГ1 мв/км. Весьма мала 
также и амплитуда соответствующих им изменений напряженности маг
нитного поля. Обычно приходится измерять изменения напряженности поля 
в 10“®— 1СГ5 Э. С равной точностью необходимо регистрировать и исполь
зуемую при расчете характерных для геологической формации параметров 
область частот от 10 сек в направлении более длительных [1].

2

Для наблюдения за изменениями горизонтальной магнитной состав
ляющей был избран простейший элемент-шуп — горизонтально располо
женный магнитный стержень, подвешенный к торсионной нити — так на
зываемый унифилярный магнитометр. Проектируя часть светового луча 
отраженного зеркалом, прикрепленным к магниту, на фотоэлемент, полу
чаются изменения фототока, пропорциональные его смещению. Изменения 
фототока подвергаются электронному усилению, и, таким образом, магнито-

A c ta  T e c h n . H u n g .  4 7 . (1 9 6 4 )



п о Э. ТАКАЧ

метр получает высокую чувствительность. Чувствительность его, однако, 
становится зависимой от частоты.

На рис. 1. видно абсолютное значение функции переноса унифиляр- 
ного магнитометра в зависимости от относительной частоты и затухания. 
Абсолютное значение функции переноса может быть определено по следую
щей формуле.

ß 1 1

ßo (1 — V2) -f  j  2 av (1 — v2)2 +  4 a 2r

Рис. 7

где ß  — угол отклонения магнита под влиянием синусоидальных измене
ний напряженности магнитного поля при разной продолжитель
ности периода, но при постоянном значении амплитуды АН;  

ß 0 — угол отклонения магнита при изменении напряженности магнит
ного поля на постоянную величину А Н .  Это может быть выра
жено также и ввиде произведения статической чувствительности 
(S) и изменения напряженности магнитного поля АН;  

г — частное относительной частоты, т. е. регистрируемой круговой 
частоты (со) изменения напряженности поля, и собственной кру
говой частоты подвески (со0);

а — относительный коэффициент затухания системы, который является 
функцией коэффициента затухания (F), момента инерции (I ) и 
собственной круговой частоты

F
а = ---------

2 1с°о

A cta  Techn. Hung. 47. (1964)
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Собственная круговая частота подвески может быть рассчитана по 
следующей формуле:

С M H  cos у
( 2)

где С—торсионный параметр нити; М — магнитный момент магнитного стержня; 
I — момент инерции магнитного стержня; Н —горизонтальная составляющая 
напряженности магнитного поля, оставшаяся после частичной компен
сации магнитного поля земли, и у —угол между магнитным стержнем и Н.

Сдвиг фазы ((тр) отклонения магнита, отнесенный к изменению напря
женности поля, дает зависимость

2 av
t a n  cp —  --- ----------- . (3 )

1 — V-

Эта функция для различных значений затухания изображена на рис. 2.
Измеряемые изменения напряженности поля располагают относи

тельно длинным временем периода, таким образом, с точки зрения зависи
мости частоты и сдвига фазы действием фотоэлемента и усилителя можно 
пренебречь, они играют лишь блоков, повышающий чувствительность. 
Таким образом, соответствующим образом подобранный под соединенный 
на выход усилителя гальванометр регистрирует различной частоты изме
нения горизонтальной составляющей магнитного поля земли согласно 
функции, заданной уравнениями (1) и (3).

Унифилярный магнитометр пригоден для регистрации только такой 
области частот, где значение приемочной функции постоянно. Самый длин
ный такой участок имеется на кривой, соответствующей значению относи
тельного затухания ок. 0,7. Размеры подвески магнитометра следует выби
рать таким расчетом, чтобы время ее незатухающего колебания было, по 
крайней мере, в 2,5 раза короче чем подлежащее регистрации наименьшее

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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время периода, соответствующее постоянному значению (ß/ß0) верхней 
границы участка v =  0,4.

Также с точки зрения сдвига фазы относительное затухание в, ок. 
0,7 является оптимальным. Как известно, именно в этом случае выполнено 
то условие верной по форме регистрации, что действительна зависимость 
<р2 =  п wx между сдвигами фаз vx и v2 =  п vv  соответствующая к относитель
ным частотам.

Отрицательной особенностью унифилярного магнитометра является 
то, что изменения действия подвески, фотоэлемента и усилителя, вызванные 
температурной и другими причинами, сильно отражаются на результатах 
измерений.

На основании уравнения (1) под воздействием изменения напряжен
ности поля ЛН  ток соответственно подобранного гальванометра будет

i =  A E  (jco) А Н , (4)

где А  — произведение постоянной на коэффициент усиления, фотоэлемента 
и статической чувствительности ;

E ( j  ы) — функция переноса по зависимости

1

(1 — v2) +  j  2 uv

Поскольку изменится количество A E ( j  со), изменение тока гальвано
метра будет

d i  =  A H d  { А Е  (усу)} , (5)

что можно записать также и в виде

■ В .
A E  (jco)

(6)

Таким образом, изменение тока прямо пропорционально относительному 
изменению произведения функции переноса и вышеупомянутой постоянной.

Унифилярный магнитометр с фотоэлектрическим усилением, таким 
образом, пригоден для проведения магнито-теллурических измерений лишь 
в случае определенного затухания и незатухающей собственной частоте. 
Эти условия трудно выполнимы, так как необходимо изготовить магнит 
малой инерции (тем самым снижая чувствительность) да и затухание необ
ходимо держать на точном значении [2].

3

Функцию переноса можно значительно улучшить за счет применения 
обратной связи. Принципиальная схема прибора для этого случая показана 
на рис. 3. Ток усилителя подводится обратно на расположенную вокруг

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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подвески катушку Гельмгольца так, чтобы магнитное поле катушки тормо
зило смещению магнита. Доведение смещения до небольшой величины дает 
улучшение линейности прибора и устраняет погрешности от неравномерного 
освещения. Однако более значительно изменение рассматриваемое ниже 
[3,4].

Для исследования действия обратной связи используется блокк- 
диаграмма, приведенная на рис. 4., где записаны функции переноса отдель-

cvsk,k,H,ft)
(1-v4*j?av

Рис. 4

ных элементов. Функцию переноса всей системы дает произведение функций 
переноса всех элементов.

Под воздействием магнитного поля магнит получает небольшое сме
щение. Однако, в этом случае смещение зависит лишь от разности амплитуд 
и соотношения фаз изменения напряженности поля земли (#(*)) и изменения 
напряженности компенсирующего поля катушки Гельмгольца. Обозначим 
это изменение напряженности поля через H e(i).

Если известна функция переноса подвески, то смещение подвески
будет

ß(t) =  —— —  радианов. (7)
(1 —  V-) +  j 2 av

По фотоэлементу будет течь ток, пропорциональный углу смещения. 
Если обозначить произведение постоянной фотоэлемента (принимая во 
внимание и расстояние до зеркала) на значение усиления через К 1 (ампер/ 
радиан), то получим колебание тока на выводных клемах усилителя

*(0 =
к ,  s H e(t)

(1 — V2) + J 2 a v
( 8 )

8 Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Согласно рис. 3 часть этого тока подводится к регистрирующему галь
ванометру (cg i(t)), а другая к обмотке обратной связи (cv i(t)). Пусть по
стоянная обмотки будет К 2 (эрстед/ампер), тогда напряженность поля по 
обратной связи будет:

H J t )  =  K lCvK 2s H e(t)
(1 -  г2) + j 2 a v

Ввиду того, что с„ Cg, роль гальванометра в обратной связи незначительна.
Необходимо исследовать отношение силы тока, попадающей в гальвано

метр, к колебаний магнитного поля земли с точки зрения амплитуды и фазы 
в функции относительной частоты, поля земли, отнесенной к подвеске.

На основании рис. 4 сначала выражаем поле, действующее на магнит

На этом основании искомая функция будет иметь следующий вид

Cg Kj sH e(t)

Cgi(t)  = ___ (1 — v2) + j  2 a v

11(1) ~  J f ( í ) _ cv s K i K 2H e(t) 
e (1 — v2) -f- j  2  a v

Произведя упрощение, получаем

*g(»)
H(t)

_J1 
1 +

E(jœ)_ (13)

Acta Techn. Hung. 47. (1964)

Таким образом, динамическая чувствительность системы и в случае 
обратной связи является функцией усиления, относительной частоты и за-, 
тухания [5].

Так как речь идет о возвращении энергии, необходимо исследовать 
стабильность системы.

Простейшим образом результат можно получить, отобразив на пло
скости комплексной переменной функцию переноса (E ( j m )) так называемой
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прямой ветви впереди обмотки Гельмгольца. Согласно критерия стабильности 
Nyquist-a стабильными являются такие системы, для которых эта функция 
не охватывает точку (— 1 +  jíO) комплексной плоскости [5]. Функция по
казана на рис. 5 для значений относительного затухания 0,4; 0,6 и 0,8 при 
А  — 1. Изменение значения константы увеличивает или уменьшает векторы 
радиусом, принадлежащие отдельным значениям v, не меняя формы.

-0.6 -0А -0,2 0 0.2 ОА 0.6 0.6 ЦО

Итак, магнитометр действует стабильно. Однако, при слишком боль
шом усилении и малом затухании, по причине приближения кривой к точке 
(— 1 4- j  0), произведенные переключения в цепи и механические воздей
ствия могут привести систему в синусоидальное движение с медленным 
затуханием и с частотой, намного превышающей собственную частоту.

Комплексная диаграмма может быть использована также для расчета 
динамической чувствительности и сдвига фаз. На основе рис. б соотношение

8* Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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задает динамическую чувствительность, а угол между двумя прямыми (<р) 
дает относительный фазовый угол.

(13)-ое уравнение и рис. 6 позволяют сделать следующие выводы.
а) Направление вектора комплексной плоскости, соответствующего 

знаменателю уравнения (13), независимо от значения А,  так как оно встре
чается в знаменателе обоих слагающих вектора. Значит, при идентичном 
параметре В  формы кривых относительной частоты и динамической чувст
вительности будет совпадать и лишь абсолютное значение меняется в функ
ции А .

На рис. 7 показано изменение кривых динамической чувствительности 
и относительной частоты для значений а =  0,4; 0,6; 0,8 и В  =  1; 10; 100; 
1000. Для конкретных динамическая чувствительность может быть полу
чена посредством деления на величину А.

б) Из рис. 6 видно, что если Н А  <€ В)А,  т. е. при достаточно большом
Ç

значении —  К 2 сдвиг фаз будет незначительным.
cg

в) В знаменателе уравнения (13) для случая пункта б) величиной 
1 /А  можно пренебречь. Таким образом, динамическая чувствительность

с
становится функцией коэффициента ® К 2 т. е. функцией отношение сил

cg
токов, текущих по обмотке обратной связи и по гальванометру, и постоянной 
обмотки.

Из изложенного выше видно, что при правильном подборе параметров 
возможно осуществить регистрацию более широкого диапазона частот, чем 
без обратной связи. Нет необходимости даже в точной настройке затухания, 
так как характер примененных в практике кривых, имеющих идентичный 
параметр В,  едва меняется в функции а.

Изменяется также и передача погрешностей. Соответственно урав
нению (13) изменение тока гальванометра под влиянием изменения напря
женности магнитного поля H(t)  будет

где

т  = А Е ^ \ _  Л ( 0  =  AES-iœ)—  H ( t ) ,
1 +  B E ( jo j )  1 +  CAE(jco)

При идентичном значении H(t),  функция переноса

(14)

AE(jco)
1 +  C A E ( jm )

должна претерпеть изменение. Продифференцировав уравнение (14), полу
чим следующее из этого значение изменения тока. Ввиду того, что обмотка 
Гельмгольда и делитель тока является относительно стабильной частью

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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прибора, значение С в процессе дифференцирования можно брать постоя» 
ным.

Я(() d [AE(jco)][ 1 +  CAE(ja )]  -  H(t) AE(jco)[C d A E (jco)] 
[1 +  CAE(jco)]2

где на основании (14)

H (t ) d  [AE(jco)]
[1 +  CAE(jco)Y ’

dig(t)
ig(t) d A E (  co)

1 -f- CAE(ja>) AE(jco)

(15)

(16)

По сравнению с положением без обратной связи (уравнение (б)), пере
нос погрешностей отличается фактором 1/1 +  C A E ( j  со) который остано
виться намного положительнее.

IM(cqs)

4

На основе вышесказанных, незатухающий собственный период под
вески должен быть возможно наименьшим. В то же время, из-за повышения 
чувствительности, желательно иметь возможно больший магнитный момент. 
Эти два требования противоречат друг другу. При расчете ставится задача 
выбрать оптимальную форму. Применяя в качестве материала подвески 
сплав альнико-5, для различных соотношений длин (I) и диаметров (d ) 
было рассчитано значение намагниченности (1М) [6]. Как видно на рис. 8, 
начиная от l/d =  6, значение намагниченности сильно падает. Таким образом, 
значение l/d должно быть равно ок. б, так как дальнейшее его увеличение 
не дает существенное увеличение намагниченности, но в то же время, небла
гоприятно повышает момент инерции.

Acta  Techn. Hung. 47. (1964)



РЕГИСТРИРУЮ Щ ИЙ МАГНИТОМЕТР Д Л Я  М А ГНИТО-ТЕЛЛУРИЧЕСКИХ И ЗМ ЕРЕН И Й  119

Рис. 9

Рис. Ю. 1. Торсионная головка. 2. Арретир. 3. Фотоэлемент. 4. Зеркало. 5. Лампочка
и оптика. 6. Линза. 7. Зеркало
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5

На основе изложенных выше в мастерской Кафедры геофизики Техни
ческого университета был построен магнитометр (рис. 9—10), пригодный 
для регистрации изменений любой горизонтальной составляющей, который 
может быть подключен к теллурическому регистратору, изготовляемому

Рис. 11. 1. Катушка Гельмгольца. 2. Подвеска. 3. Фотоэлемент. 4. Электронная лампа.
5. Контрольный прибор

2 3 4 5  В 7 8  9 10 20 30
Время перша (сек)

Рис. 12

заводом геофизических измерительных приборов. Принципиальная схема 
показана на рис. 11.

Расположенные вокруг подвески обмотки Гельмгольца служат для 
частичной компенсации поля земного магнетизма, обратной связи и юсти
ровки. Частотная характеристика системы включая и регистрирующий галь
ванометр — показана на рис. 12.

Чувствительность прибора: 0,05 у /m m ; 0,1 y /m m  и 0,2 y /m m  — по дан
ным измерений на пленке теллурического прибора.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Изменение исходного положения гальванометра, выраженное экви
валентом изменения напряженности магнитного поля, имеет значение менее 
0,005 у/мин.  На рис. 13. видны детали полевых съемок. Гальванометр,

обозначенный цифрой два, показывает изменение составляющей напряжен
ности теллурического электрического поля в направлении восток — запад, 
обозначенный же цифрой один изменения составляющей напряженности 
магнитного поля направления север — юг.
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R E C O R D IN G  M A G N E T O M E T E R  F O R  M A G N E T O T E L L U R IC  M E A S U R E M E N T S

E . TA K Á CS

SU M M A RY

T h e  p a p e r  deals w ith  th e  in v e s tig a tio n  of th e  effec t o f m ag n e tic  co m p ensa tion , p ro d u c e d  
b y  e le c tro n ic  m eans w ith  th e  a id  o f  a  p h o to e lec tric  cell, on  th e  frequency- a n d  p h ase - 
c h a ra c te r is t ic  of a u n ifila r m a g n e to m e te r . An a p p ro p ria te  d im ensioning m ig h t m ak e  th e  
c o n s tru c t io n  of a m ag n e to m ete r p o ss ib le , th is  being h igh ly  sen sitiv e  and  possessing , fro m  th e  
v ie w -p o in t  o f  m agneto te llu ric  m ea su re m e n ts , a d v an tag e o u s  p a rticu la rs .

R E G IS T R IE R E N D E R  M A G N E T O M E T E R  F Ü R  M A G N O T E L L U R IS C H E  M E S S U N G E N

E . TA K Á CS

Z U SA M M EN FA SSU N G

D e r  A ufsatz  befaß t sich m it  d e r W irk u n g , die eine a u f  e lek tron ischem  W ege m it  H ilfe  
e in e r  P h o to z e lle  erzeugte m ag n e tisch e  K o m p en sa tio n  a u f  d ie F requenz- u n d  P h a s e n c h a ra k 
te r i s t ik  d e s  einfaserigen M a g n e to m e te rs  a u sü b t. M itte ls e in e r en tsp rech en d en  B em essu n g  
k a n n  e in  reg is trierender M a g n e to m e te r h e rg este llt w erden , d e r seh r em pfind lich  is t  u n d  vom  
G e s ic h ts p u n k te  m ag n e to te llu risch er M essungen aus b e tr a c h te t  ü b e r günstige E ig e n sc h a fte n  
v e r fü g t .

M A G N É T O M È T R E  E N R E G IS T R E U R  P O U R  M E S U R E S  M A G N É T O -T E L L U R IQ U E S

E . TA KÁ CS

R É SU M É

L ’é tu d e  exam ine l ’in flu en ce  q u e  la  co m pensa tion  m ag n é tiq u e , p ro d u ite  p a r  voie é le c tro 
n iq u e  a u  m o y en  d’une cellule p h o to é le c tr iq u e , exerce su r les c a rac té ris tiq u es  de fréq u e n c e  e t  
de  p h a se  d u  m agnétom ètre  u n ifila ire . A vec u n  d im en sio n n em en t convenable , on p e u t  c o n s tru ire  
u n  m a g n é to m è tre  en reg istreu r d e  g ra n d e  sensib ilité  o ffran t des p ro p rié tés  fav o rab les  d u  p o in t 
de  v u e  des m esures m ag n é to -te llu riq u es .
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OF ADJUSTMENT

P R O F . I. H A Z A Y

DR.TECHN. SC.
TECHNICAL UNIVERSITY OF BUILDING AND COMMUNICATION 

BUDAPEST

[M an u scrip t rece ived  D ec. 23, 1962]

A u th o r has re c e n tly  d e a lt  w ith  th e  q u estio n  of th e  d im ension  o f w e ig h t ap p lied  in all 
i t s  d e ta ils  in  a d ju s tm e n t. In  his p re sen t s tu d y , he d iscusses th e  d ev e lo p m en t o f d im ensions 
w ith  re g a rd  to  th e  su b s id ia ry  q u a n tit ie s  o f a d ju s tm e n t (corre la tions, t ra n s fe r  coeffic ien ts , etc.).

A u th o r in  h is s tu d y  p u b lish ed  in  th e  Acta  Technica  T o m . 43. Fasc. 
1— 2. p p . 185— 200, d e a lt w ith  the d im ensional character o f  weights  app lied  
in  a d ju s tm e n t. (“ T h e  U se o f D im ensional W eigh ts in  A d ju s tin g  C alcu la tio n s” ). 
T he ap p lica tio n  o f w eig h ts  in  th is  co n cep tio n  p e rm its  to  in i t ia te  in  th e  sam e 
a d ju s tm e n t even d iffe re n t k in d s  o f m e a su rin g  resu lts  (e.g. re su lts  o f angular 
measurements  a n d  o f  measurements o f  lengths).  I t  is a m a t te r  o f  course th a t  
new  q u a litie s  d iffe rin g  from  p rev io u s co ncep ts can  he a t t r ib u te d  to  som e 
n o tio n s  only  if  th is  q u a lity  does n o t com e in to  con flic t in  th e  w hole fie ld  of 
ap p lic a tio n  of th is  n o tio n  an yw here . R efe rrin g  th is  now  to  th e  d im ension  
o f  w eigh ts, a w e ig h t can  be reg a rd ed  as d im ensional o n ly  in  th e  case th a t  
d im ensions are s u ita b ly  fo rm ed  in  all e q u a tio n s  an d  fo rm u lae  o f  a d ju s tm e n t. 
T h ere fo re  th e  w hole fie ld  o f a d ju s tm e n t h a d  to  be ex am in ed  seek ing  fo r th e  
ap p e a ra n ce  of som e c o n tra d ic tio n . T h e re  w as no c o n tra d ic tio n , b u t  th e  
e x am in a tio n s  re s u lte d  in  th e  d iscovery  th a t  n o t on ly  w e ig h ts , b u t  o th e r 
su b s id ia ry  q u a n titie s  o f  a d ju s tm e n t are d im ensional as w ell. T h is  fa c t is n o t 
a consequence o f th e  d im ension  o f w eig h t, b u t  ap p ears  even  in  cases w here 
i t  is d isregarded , re sp ec tiv e ly , w here w eigh ts are  n o t d e a lt w ith  a t  all. S ub
s id ia ry  q u a n titie s  o f  th is  k in d  a re , fo r in s ta n c e , th e  correlates (k) o r in  case 
o f d ire c t o b se rv a tio n s  th e  socalled  transfer coefficients (r) f ig u rin g  in  th e  
ca lcu la tio n  of th e  m e a n  sq u are  e rro r o f  th e  fu n c tio n  o b ta in e d  fro m  a d ju s tin g  
ca lcu la tio n s, etc.*

L e t us ex am in e  th e  d im ensions on  th e  basis o f th e  f i r s t  ex am p le  o f th e  
a fo rem en tio n ed  s tu d y .  T he ta s k  w as to  a d ju s t a tr ia n g le  on  th e  basis of 
m easu rin g  th e  th re e  angles (a , ß  a n d  y)  a n d  th e  len g th  o f th e  th re e  sides (a, 
b a n d  c).

* W . L eh m a n n  in  h is s tu d y  “ B e tra c h tu n g e n  ü b er die stren g e  A u sg le ichung  von  E in 
rech n u n g szü g en ”  (Vermessungstechnik ,  1962, N o. 7. B erlin ) has a lre ad y  p u t  d im ensions beside 
th e  c o rre la te  values.
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A ccord ing  to  th e  th r e e  su rp lu s  o b se rv a tio n s , th re e  eq u a tio n s  o f co n 
d i t io n  w ere  no ted , such as:

« sin ß y =  0 a  sin  y  t  
b sin a c sin a

a  +  ß  +  У -  180° = 0 .

( 1 )

T h e  e q u a tio n s  reduced  to  l in e a r  fo rm  w here M  is th e  lo g a rith m ic  m odule are  
as fo llo w s:

M
co t a v'á

M
c o t ß v"ß

M M
v b +  h =  0 ,— — + -----va ~

q" e" a b

M
co t a v"a -f-

M M M
v c +  h =  0 ,— — c o t y  Vy + ---- va -o" e" a c

К  +  +  Vy —  l 3  =  0 .

T h e  absolute terms Zj a n d  l2 being  no n d im en sio n a l q u a n titie s  (logarithm ic  
v a lu e s ) , a n d  th e  value l3 a v a lu e  in  seconds o f a rc , th e  eq u a tio n s  o f co n d itio n  
a re  c o r re c t even from  th e  p o in t  o f view  of d im ensions.

W e , for th e  tim e  b e in g , w ill exam ine n o th in g  h u t  d im ensions an d  do 
n o t  n e e d  num erica l v a lu es , n ev erth e less  le t us w rite  th e  d im ensions o f th e  
c o e ffic ien ts  and  abso lu te  te rm s  o f  th e  th ree  e q u a tio n s  o f co n d itio n  in  a ta b u la r  
fo rm . T h e  dim ensionless p la c e  is m ark ed  by  n , th e  seconds of arc  b y  s, th e  
c e n tim e te rs  by  cm. T he d im en sio n s  of w eights are  also  g iven . T he coefficients 
o f  th e  f i r s t  equa tion  are  n o te d , as usual, a, th o se  o f  th e  second e q u a tio n  b 
a n d  th o s e  of th e  th ird  e q u a tio n  c.

p s 2 s - 2 s - 2 cm -2 c m -2 cm -2

va vß vy Va v b vc

a s~ 1 s -1 cm -1 c m -1 n

b s-1 s“ 1 era-1 cm -1 n

C n n n s

L e t us set up  th e  norm a l  equations :

aa ab ,  Г ас
— k 1 - ) - к., +  - - - -

p l  V P  J
Г ab bb be  ^

к  .г
L p [ p p
Г ас [ ^ c cc  1

k 2 4 - k i  +L p p L P  .

k 3 +  h  — 0 

+  h  =  0 

— 0 .

( 3)
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T he f irs t  tw o  coefficients o f th e  f ir s t  a n d  second e q u a tio n  a re  d im en 
sionless n u m b ers , th e  d im ension  o f th e  la s t  coeffic ien t of tw o e q u a tio n s  an d  
th e  tw o  f irs t  coeffic ien ts o f th e  th ird  e q u a tio n  a re  seconds o f  a rc , w h ereas  
to  th e  la s t  coeffic ien t o f th e  th ird  e q u a tio n  belongs th e  d im ension  o f  s2. Con
sidering  th e  d im ensions o f th e  ab so lu te  te rm s  g iven  in  th e  ta b le , th e  e q u a tio n s  
a re  v a lid  o n ly  if  th e  co rre la tes  kx a n d  fc2 a re  d im ensionless n u m b ers  a n d  th e  
d im ension  o f th e  co rre la te  fe3 is s- 1 .

L e t us now  exam ine  th e  correlate equations:

a i “b b± k., -f- Cj k 3 

Pi
(4)

W ith  th e  d im ensions g iven in  th e  ta b le , second v alues fo r  re s id u a ls  
o f angles a n d  c e n tim e te r  v a lues fo r re s id u a ls  o f leng ths can  be  o b ta in e d , 
on ly  i f  th e  above  d e te rm in ed  d im ensions o f  th e  co rrelates a re  ta k e n  in to  
co n sid e ra tio n  as well. W ith  these  sam e d im ensions a h a rm o n y  is re a c h e d  
in  th e  eq u a tio n

~ [ l k ]  =  [p v v ] (5)
as well.

However, the dimension o f  correlates should  not be regarded as the result 
o f  the d im ension o f  weight. L e t us consider, fo r  in stan ce , th e  sim p le  ta s k  of 
a d ju s tin g  th e  th re e  m easu red  angles o f a tr ia n g le .

T he e q u a tio n  o f co n d itio n  is

a +  ß  - f  y  — 180° =  0 (6)
resp ec tiv e ly ,

Vя* +  v"ß +  v;  +  / =  0 (7)

w here ev en  to  th e  ab so lu te  te rm  belongs th e  d im ension  of seconds. T h e  coef
fic ien ts  o f  th e  unkn o w n s arc d im ension less n u m b ers . The n o rm a l e q u a tio n

[aa] к  -\- l =  0 (8)

can  be v a lid  on ly  in  th e  case if  th e  d im en sio n  o f  th e  co rre la te  is s a n d  on ly  
in  th is  case can  be  o b ta in e d  values in  seconds o f  a rc  from  th e  co rre la te  e q u a tio n s

vt =  a, к  . (9)

L e t us now  consider one b y  one th e  d e te rm in a tio n  of th e  fu n c tio n  w eig h t 
se t u p  from  th e  jo in t ly  adjusted  m easu rin g  re su lts . R eferring  to  o u r  o rig in a l 
ex am p le , i t  is know n  th a t  from  th e  sy s te m  o f equ a tio n s

aa
ri +

ab ас
гз +

a f

_ P
ab

P
bb

Г2 +
Р
Ьс

р
b f

p
Г ас

r i +
P
be

Г2 +
Р
сс

г3 +
р

с/
рP

»i +
p

Г2 +
р

гз +

=  0

=  0

=  0

( 10)
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f i r s t  th e  tra n s fe r  co effic ien ts  r should  he  d e te rm in e d . The v alues f  a re  th e  
co e ffic ien ts  o f th e  fu n c tio n  in  question . L e t th e  fu n c tio n  he:

<p =  va (11
i.e . l e t  u s  look  fo r th e  w e ig h t o f th e  le n g th  m e a su re m e n t of th e  side a  a f te r  
th e  a d ju s tm e n t. T h e  fo llow ing  re la tio n  is o b ta in e d , all unknow ns are  in c lu d e d  
in  th e  fu n c tio n :

V = f « Va + f ß V ß + f y V y + f a V a +  f b ^ b + f c  V C (12)

w h e re  f a =  1, w hereas th e  o th e r  f  values are  id e n tic a l w ith  zero. A lso in  th is  
case  o n ly  th e  d im ensions a re  discussed. C onsid erin g  th e  d im ensions o f  th e  
w e ig h ts  o f th e  v a lu es  a , b a n d  c as well as o f  th e  re su lts  of m easu rem en ts  as 
sh o w n  in  th e  ta b le , th e  a b so lu te  te rm  o f th e  tw o  f i r s t  equa tions of th e  sy s tem  
o f e q u a tio n s  (10) is o f  th e  centimeter d im en sio n  ty p e , w hilst th a t  o f th e  th i rd  
e q u a tio n  ap p ears  to  be  zero . T he d im ension  o f  th e  coefficien ts of th e  e q u a tio n s  
h a v e  a lre a d y  been  d e te rm in e d  in  co n n ec tio n  w ith  eq u a tio n  (3). E q u a tio n s
(10) c a n  rem a in  v a lid  o n ly  i f  th e  d im ension  o f  гг a n d  r2 is cm  an d  t h a t  o f  r3: 
cm  s _1.

A fte r  hav in g  d e te rm in e d  th e  values r , th e  va lu es

Fa = f a  +  «1 r l  +  bj r 2 +  cx r3 ,

Fß = J ß  +  Я 2  Г 1  +  b2 r 2  +  C 2  r 3  »

F y  —  f y a 3r i  b3 r2 c3 r3 ,
1131

F a = f a  +  « 4  r l  +  b i r 2 +  C4 r 3 ,

Fb = f b  +  «5 rl +  b5 r2 +  C5 r3 ,

Fc = f c  +  « 6  r l  +  bfi r 2  +  C 6  r 3

h a v e  to  be  fo rm ed , an d  from  these  th e  q u a n t i ty

1

P<p

T a k in g  as basis th e  d e te rm in e d  d im ensions, th e  d im ension  cm 2 is o b ta in e d  
fo r  t h a t  v a lu e  w hich  m ee ts  th e  re q u irem en t in  w h ich  th e  w eight o f th e  re su lt 
o f  le n g th  m easu rem en ts  concern ing  side a sh o u ld  be  of d im ension c m -2 .

T h e  sam e w eig h t ca n  be  d e te rm in ed  so t h a t  v a lu e  va is ex p ressed  b y  
som e e q u a tio n  o f  co n d itio n , e.g. by  th e  f ir s t :

a co t a a c o t ß  a
cp =  va =  — ----- va ------------------v t  A-------vb .

q" 6" ß b
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A ll re s id u a ls  in c lu d ed , i t  is again  th e  re la tio n  (12) th a t  is o b ta in e d  b u t  here 
th e  d im ension  o f f a a n d  fß  is cm  s“ 1 a n d  f b is a dim ensionless n u m b e r , w hilst 
th e  o th e r  f  va lues are  zero. A cco rd in g ly , in  th e  f irs t two e q u a tio n s  o f  the  
sy s tem  o f eq u a tio n  (10), th e  a b so lu te  te rm  is o f  centimeter d im en s io n , an d  in 
th e  th i rd  eq u a tio n  th e  d im ension is: cm  s. T h e  dim ension o f th e  r  values 
ap p e a rs  to  be ju s t  th e  sam e as ab o v e  a n d  fo r th e  w eight of th e  le n g th  m easu re 
m e n ts  re su lt of side a th e  v alue  o f  d im en sio n  c m “ 2 is o b ta in ed  c o rre c tly  as 
well th ro u g h  eq u a tio n s  (13) and  re la tio n  (14).

S hou ld  we look , fo r in stan ce , fo r  th e  w e ig h t o f angle a a f te r  th e  a d ju s t
m e n t, a s im ilar o b se rv a tio n  leads to  a d im en sio n  of seconds fo r  rx a n d  r2, 
r3 is d im ensionless n u m b e r, w hilst th e  w e ig h t so u g h t for resu lts in  th e  co rrec t 
d im ension  o f s“ 2.

L e t us now  tu r n  to  th e  m e th o d  o f u n co n d itio n ed  o b se rv a tio n s . B y  th e  
w ay  o f an  exam ple , le t  us d e te rm in e  th e  co o rd in a te s  of an y  p o in t  w ith  th e  
in te rse c tio n  com bined  w ith  th e  m e a su re m e n t o f len g th . The fo rm  o f  re s id u a l 
e q u a tio n s  concern ing  m easu rem en ts  o f d ire c tio n  an d  leng th  a rc , as  know n:

p" cos Ó . p" sin  d _ , ,
Vj = -----  — o y --------- —  ox  -f- /,■

vh =  sin Ő • Ôy -fr cos Ô ■ ÔX -[- lh.
(16)

D en o tin g  th e  coeffic ien ts o f ôy w ith  a a n d  th o se  o f  ôx w ith  b, a n d  co n sid e rin g  
th e  d im ension  s“2 o f th e  w eight o f  th e  m e a su re m e n t of d irec tio n  as w ell as 
th e  d im ension  m  2 o f th e  w eight o f th e  m e a su re m e n t of leng th , th e  sy s te m  of 
e q u a tio n s

[ p a a ] ôy  -(- [ p a b ] ôx  -f- [pa l]  = 0 ,

[раб] ôy +  [pbb] ôx  +  [pbl]  =  0 , (17)

[pal] ôy +  [pbl] ôx [pli] =  [p u r]

is sa tis f ied  from  th e  p o in t o f v iew  o f  d im en sio n s . L et us look n o w  fo r th e  
weight coefficient o f th e  q u a n ti ty  ôy. F o r  th is  p u rp o se , th e  system  o f  e q u a tio n s

[раа]  O n [pab] Q12 1 =  0 ,

[раб] Qn  +  [рбб] Q12 +  0 =  0

h a s  to  b e  solved. Since th e  values Q sh o u ld  be  o f th e  d im ension  m 2 —  ôy 
b e ing  a le n g th  v a lu e  —  th is  sy s tem  o f e q u a tio n s  also fills th e  d im en sio n a l 
re q u ire m e n ts .

N ow  th e  fu n c tio n  w eigh t fo rm ed  b y  a d ju s te d  values should be co n sid e red . 
T h e  w eig h t o f  th e  d is tan ce  o f a g iven  p o in t a n d  th e  new p o in t is so u g h t for 
b y  w ay  o f exam ple . T h e  fu n c tion ,

< =  Y{y — Уа У +  (.х  +  ха )~ (19)
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128 I. HAZAY

a n d  a f te r  expansion:
(p =  dt — sin ô • ôy  -f- cos ô ■ ôx. (20)

D e n o tin g  th e  tw o co e ffic ien ts  o f th e  re la tio n  b y  A  an d  B,  th e  sy s te m  o f 
e q u a tio n s

[ p a a ]  q l +  [pab]qu - A  =  0 ,

[ p a b ]  qi +  [pbb]qu — B  =  0

sh o u ld  be  solved. A  a n d  В  be ing  d im ensionless n u m b ers , th e  d im en sio n  o f 
th e  q v a lu es  is m2 (sq u a re  m e te r) . The sam e re s u lt  is  ach ieved  by  m ean s o f  th e  
re la t io n

qx =  A Q n  +  B Q 12. (22)
T h e  rec ip ro ca l value

- 1-  =  A q x +  B q n (23)
P <P

o f th e  fu n c tio n  w e ig h t is o f  th e  dim ension m 2, h en ce  th e  d im ension  o f  th e  
w e ig h t: m -2 .

L e t us fina lly  lo o k  fo r  th e  w eight of th e  d ire c tio n a l angle of th e  d ire c tio n  
c o n n e c tin g  th e  g iven  p o in t  A  and  th e  new  p o in t .  T he fu nc tion  is

<5 =  a r c t a n —---- (24)

a n d  a f te r  expansion :

cp =  <W" =  -g" C0SÓ- d y -  g" SÍnÓ «fcc. (25)
t t

In  th is  case th e  d im en sio n  o f  A  as well as o f В  is s m —1, and  thus th e  d im en sio n  
o f  th e  q values in  th e  s y s te m  o f equations (21) is s m . T he sam e re su lt is o b ta in e d  
f ro m  re la tio n  (22). T h e  d im en sio n  of th e  re c ip ro c a l value of th e  w e ig h t o f 
th e  d irec tio n  angle is c o r re c tly  from  th e  fo rm u la  (23): s2, and  th u s  th e  d im e n 
s io n  o f  th e  w eight is : s “ 2.

I n  add ition  to  th e o re tic a l  studies, n u m e ro u s  exam ples w ere e x a m in e d  
o n  th e  deve lopm en t o f  d im en sio n s; and  in  e a c h  case a proper h a rm o n y  w as 
to  b e  found .

D IM E N S IO N E N  D E R  H IL FS G R Ö S SE N  D E R  A U SG L E IC H U N G

I. HA ZA Y

ZU SA M M EN FA SSU N G

V erfasser h a t sich  u n lä n g s t  eingehend m it d e r F ra g e  de r D im ension des in  d e r A u s
g le ic h u n g  angew an d ten  G e w ich te s  b efaß t. In  seiner n e u e n  S tu d ie  u n tersu ch t er die G e s ta ltu n g  
d e r  D im ensionen  der H ilfsg rö ß e n  der A usgleichung (K o r re la te n ,  Ü b e rtrag u n g sk o e ffiz ien ten  
u sw .).

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



DIMENSION OF THE SUBSIDIARY QUANTITIES OF ADJUSTMENT 129

LA  D IM E N S IO N  D E S Q U A N T IT É S A U X IL IA IR E S  D E  LA C O M PE N SA TIO N

I. HAZAY

R É S U M É

D ern ièrem en t, l’a u te u r  a d iscu té  à  fond la  q u e s tio n  de la d im ension  d u  po ids ap p liq u é  
d an s la com p en sa tio n . L ’é tu d e  nouvelle  ex am in e  la  n a tu re  des d im ensions des q u a n ti té s  
au x ilia ires de la  co m p en sa tio n  (corrélées, co effic ien ts de tran sp o sitio n , e tc . . .).

О РАЗМЕРНОСТИ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ВЕЛИЧИН ВЫРАВНЕНИЯ
И. ХАЗАИ

РЕЗЮМЕ

В последней своей работе автор подробно рассмотрел вопрос о размерности веса, 
применяемого в выравнении. В настоящей работе анализируются размерности вспомога
тельных величин (коррелят, переводных коэффициентов и т. п.).
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DIE RASCHE AUFLÖSUNG DER NORMALGLEICHUNGEN 
IM ALLGEMEINEN FALLE DER AUSGLEICHUNG

F . HA LM O S

GEODÄTISCHES FORSCIIUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN,
SOPRON

[Eingegangen am  14. N o v em b er 1962]

D er A utor u n te r s u c h t  die N o rm a lg le ichungsauflösungen  d e r den F a ll der ungem essenen  
U n b e k an n te n  b e tre ffen d en  A usgleichung de r b e d in g te n  B eo b ach tu n g en . E r  s te llt fe s t, d aß  
diese A usgle ichungsgruppe  bei der A usgleichung der B eo b ach tu n g sw erte  eine im m er g rö ß ere  
R olle  sp ie lt, und so d ie  m o d ern e  A uflösungsm öglichkeit de r N orm alg leichungen  die B e rec h 
n u n g en  w esentlich b e sch leu n ig t.

M it der E in fü h ru n g  de r aus den q u a d ra tis c h e n  K o effiz ien ten  m it N u llw crten  sich 
e rg ebenden  im ag inären  R ed u k tio n sw erte  k ö n n en  w ir — im  H inb lick  au f die B estim m u n g  
der U n b ek an n ten  w ie a u c h  der G ew ich tskoeffiz ien ten  — die Schw ierigkeit ü b e rb rü c k e n , 
infolge deren  die C holeskysche Lösung au f diese A u sg le ichsg ruppe  b isher n ich t an g ew en d e t 
w u rde . Die U n te rsu ch u n g e n  w urden  m it den  die B e rech n u n g  der G ew ich tskoeffizien ten  des 
F u n k tio n sw ertes  b e tre ffe n d e n  F ragen  e rg än z t, sogar d ie B estim m u n g  der P ro d u k tg e w ich ts 
koeffiz ien ten  w urde an g eg eb en . Auch der Z usch lag  d e r F u n k tio n  is t der Tabelle  d ire k t zu  
e n tn eh m en . Die e n tsp rec h en d e n  M ethoden de r P ro b en  sin d  a u ch  dargeleg t. Die au f die g egen
se itig  abhängigen  W erte  bezüglichen A uflösungen  k ö n n en  au ch  zu de rartig en  A uflösungen  
fü h ren .

Die A uflösung w u rd e  m it den m o d ern isie rten  G au ß sch en , B jerh am m ersch en  u n d  
R eichenederschen  A u flö su n g en  verglichen, d a n n  w ird  ein  Z ahlenbesp ie l m itge te ilt.

D am it ist s in n g em äß  die A uflösungsm öglichkeit a u ch  fü r  die A usgleichung de r v e r 
m itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  m it Z w angsbedingungen  (IV . G ru p p e) und  fü r  die A usg le ichung  
de r b ed in g ten  B e o b ac h tu n g e n  m it ungem essenen  U n b e k a n n te n  und  m it zw ischen d iesen  
b es teh en d en  Z w angsbed ingungen  (VI. G ru p p e) gegeben , da  h ier ähn liche P roblem e vorliegen .

Die A usg le ichung  der b ed in g ten  B e o b a c h tu n g e n  m it ungem essenen  
U n b e k a n n te n  (V. A usg le ichungsg ruppe) w ird  in  d e r neu esten  L ite ra tu r  als 
d er allgem eine F a ll d e r  A usgleichung b e h a n d e lt  ([1] S. 103.; [2] S. 572.). 
D iese B enennung  lä ß t  sich  dam it e rk lä ren , d a ß  a u f  G rund  ih re r allgem einen  
Z usam m enhänge d ie  ü b rig en  b ek a n n te n  A u sg le ichungsg ruppen  davon  a b le i t
b a r  sind , d. h. d aß  sie als die Spezialfälle d er o b igen , allgem einen G ruppe a u f 
g e faß t w erden k ö n n e n . Die B ed eu tu n g  d er Y. A usg le ichungsgruppe w ird  
im m er größer. Z ah lre ich e  Problem e d e r A usg le ichung  w erden  h ie rau f z u rü c k 
g e fü h rt, wobei w ir a u ß e r  der B estim m ung  d er Z ah len w erte  d er ungem essenen  
U n b ek an n ten  auch  d e re n  G ew icht d ire k t e rh a lte n . D ie großen  A n w en d u n g s
m öglichkeiten  d er A usg le ichungsgruppe w erd en  in  [3] dargeleg t. N eu esten s 
w urde  a u f V orschlag  v o n  T Á R C Z Y -H O R N O C H  au c h  bei der A usgleichung d e r  
B asisnetze  die Y. A usg le ichungsgruppe a n g e w a n d t, wo die b e s tim m en d e  
S eite  als ungem essene U n b ek an n te  b e tra c h te t  w ird  [4]. M lL A S O V S Z K Y  ü b e r 
p rü f t  in  seiner S tu d ie  [5] die L ösungen m it d en  v e rm itte ln d e n  u n d  b ed in g ten  
B eob ach tu n g en  m it ungem essenen U n b e k a n n te n  u n d  s te llt fest, d aß  d ie
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L ö su n g  a u f  G rund  d e r Y . A u sg le ich u n g sg ru p p e  m it der d e r v e rm itte ln d e n  
g le ich w ertig  is t, u n d  d aß  w ir doch  w egen  des v o n  den  un g em essen en  U n b e 
k a n n te n  h e rrü h ren d en  b eso n d eren  A u fb au s  d e r N orm alg le ichungen  s t a t t  der 
e le g a n te re n , m odernen  L ösu n g en  zu r langw ierigeren , k lassischen  G aßschen  
z u rü c k k e h re n  m üssen. B ezüg lich  d er A n w en d u ngsm ög lichke it sc h re ib t TÁBCZY- 
H oknoch  in  d ieser H in s ic h t in  seiner S tu d ie  [3] fo lgendes: »A uf d en  von  
Milaso vszk y  e rw äh n ten  N ach te il, d aß  m a n  zu r E lim in a tio n  das u rsp rü n g lic h e  
G a u ß sc h e  V erfah ren  an w en d en  m u ß , w ollen  w ir h ie r n ic h t e in g eh en : Die 
U n te rs u c h u n g  d er F rag e , w ie das G au ß sch e  V erfah ren  bei u n g em essen en  
U n b e k a n n te n  m o d ern is ie rt w erd en  k a n n , is t  n ich t das Ziel d iese r U n te r
su ch u n g .«

W en n  w ir also fü r  d ie  V. A usg le ichungsg ruppe  n e b s t ih re n  ü b rig en  
V o rte ile n  eine m oderne  N o rm alg le ich u n g sau flö su n g  fin d en , g lau b en  w ir d a 
d u rc h  die Schnelligkeit u n d  W irtsc h a ftlic h k e it der R ech n u n g en  in  g roßem  
M aß e  zu  erhöhen , u n d  d a m it k a n n  ih re  große A n w en d u n g sm ö g lich k e it in  
je d e r  H in s ic h t k la r  h e rv o r tre te n . D ie a llgem eine  A b le itung  d er A u sg le ich u n g s
g ru p p e  m ag  als b e k a n n t v o ra u sg e se tz t w erd en  [1, 2, 6, 7, 8]. Im  a llgem einen  
h a b e n  die B ed ingungsg le ichungen  m it d en  M essungsergebnissen u n d  den 
u n g em essen en  U n b e k a n n te n  fo lgende F o rm :

F  K  +  i \  , <r2 +  v2 , . . . an +  vn , x , y ,  . . . ) =  0 . (1)

D ie lin earen  V erb esseru n g sg le ich u n g en  m it n B eo b ach tu n g en , r  B ed in 
g u n g e n  u n d  q U n b e k a n n te n  sind :

ai vl +  a2 v2 Jr  . . .  +  an vn +  A a dx  +  B a öy +  • • ■ +  L a =  0 ,

b1t>1 b2v2 +  bn vn -)- A  b dx  +  B b ôy-\- . . .  +  L b =  0 . (2)

r1 v1 +  r2 v2 +  . . .  +  rn vn +  A r dx  +  B r öy +  . . .  +  L r =  0 .

H ie r  sin d
L a =  Fa (oi, <r2, . . . x0, y n, . . . ) =  Fa 0 , 2̂^
L b =  Fb (<7j,cr2, . . . x0, y 0, . . . ) = .  Fb0.

x 0 u n d  y u sind  die N äh e ru n g sw erte  d e r U n b e k a n n te n , ôx, öy d ie d u rc h  A us
g le ich u n g  e rh a lten en  Z usch läge, u n d  ax, a 2, . . . ,  A a, B a, . . . ,  bv  62, . . .  usw . 
d ie  d u rc h  die R e ih en en tw ick lu n g  d er F u n k tio n  (1) gew onnenen K o effiz ien ten . 
D u rc h  B efried igung d er die Q u a d ra tsu m m e  d er V erbesserungen  b e tre ffe n d en  
M in im u m b ed in g u n g  e rh a lte n  w ir fo lgende N orm alg le ichungen  (B e o b a c h tu n 
gen  m it  versch iedenen  G ew ich ten  v o ra u sg e se tz t) :
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aa + ab
k b +  • • • +

ar
k r +  A a öx  +  B a ö y  +  . • • V  L a — 0 ,

p P p

ab bb br
k r A b öx  -|- B b öy  -)- . . • +  L b =  0 ,k a + +  ■ • +

Jr Г г (4)

+  A b kb +  •• • +  A  r kr -f- 0 öx  -j- 0 öy +  • ■ + О II о

B a К +  B b ^h +  • ■ B r +  0 öx -|- 0 öy +  . .

оIIо+

A lso h ab e n  w ir in sg esam t (r -(- q) N o rm alg le ichungen  zu lösen. F ü r  die B e rech 
n u n g  der K o rre la te n  u n d  U n b e k a n n te n  b ie te n  sich  m ehrere  M öglichkeiten . 
V on den  b e k a n n te n  L ösungen  k om m en  n u r  solche in  B e tra c h t, w elche a u f  
dem  v e rh ä ltn ism ä ß ig  k ü rz e rs te n  W ege die g esu ch ten  W erte  u n d  die zu r 
B erech n u n g  d er m itt le re n  F eh le r b e n ö tig te n  G ew ich tsk o effiz ien ten  ergeben. 
D ie R e c h e n a rb e it w äch st, b ek an n tlich , a n n ä h e rn d  m it d er d r i t te n  P o ten z  
d er Z ah l d e r zu lö sen d en  G leichungen. D ie W ah l d e r M ethode h ä n g t auch  von  
den  an zu w en d en d en  R e c h e n a p p a ra te n  ab . H e u tz u ta g e  s ind  im  allgem einen 
H an d - u n d  e lek trisch e  R ech en m asch in en  u n d  e lek tro n isch e  R e c h e n a u to m a ten  
im  G eb rau ch . M it d iesen  allen  is t die m o d e rn is ie rte  G außsche G le ichungsau f
lösung  sowie die C holesky  M ethode v o r te ilh a f t  a n w en d b a r.

B ei d e r m o d e rn is ie rten  G außschen  L ösung  w erden  die e inze lnen  R echen
o p e ra tio n en  n ic h t e inzeln  abgeschrieben , so n d e rn  m an  g ru p p ie r t sie gleich 
bei d en  O p e ra tio n e n  m it R e c h e n a p p a ra te n  so, d aß  w ir so fo rt die S um m en
ergebnisse  e rh a lte n  [9, 10]. Die A n w endung  d ieser M ethode is t  h in sich tlich  
des E in flu sses d e r A b ru n d u n g sfeh le r v o r te ilh a f t . N eb st d er B estim m u n g  d er 
U n b e k a n n te n  e rh a lte n  w ir zugleich au ch  d e ren  G ew ich tskoeffiz ien ten . Bei 
B erech n u n g en  in  ta b e llis ie r te r  F o rm  sind  n u r  die e rs te n  R eih en  d e r einzelnen 
re d u z ie rten  G le ichungen  au fzuste llen . D ie L ö su n g  v erfo lg t das P rin z ip , S palte  
m it S p a lte  zu m u ltip liz ie ren , u n d  in  d ieser W eise sind  die B erechnungen  
m echan isch  d u rc h fü h rb a r . Im  V ergleich  m it d e r s p ä te r  zu  b e h an d e ln d en  
C holeskyschen  M ethode is t  h ie r die sch riftlich e  A rb e it e tw as m eh r, doch das 
m ag  im  M angel e n tsp re c h e n d e r E in ü b u n g  h in s ich tlich  d er R ech n u n g sfeh le r 
au ch  g ü n stig  sein . D ie e n tsp rech en d en  P ro b e n  sin d  genau  so d u rch zu fü h ren  
w ie bei d er k lassisch en  G außschen  L ösung , n u r  is t  das bei d er E n tw ick lu n g  
an g ew ö h n te  S chem a zu  b erü ck sich tig en .

D a die N orm alg le ichungslösungen  d er V . A usg le ichungsg ruppe  m it 
d ieser M ethode k e in e  d iesbezüglichen n eu e ren  P ro b lem e au fw erfen , w ollen 
w ir ein  Z ah len b e isp ie l an fü h ren , n u r  u m  d en  V ergleich  m it d e r Cholesky 
M ethode v o rn eh m en  zu können .

W ir b em erk en , d aß  die Lösung in  d e r F a c h li te ra tu r  m e is t m it  Ch o l e s k y ’s 
N am en  b eze ich n e t w ird  ([1 ], S. 160— 163.; [2 ] ,S .5 4 9 — 552.; [7], S. 123— 125.;
[11], S. 64., 70— 71. u n d  81. usw . O bw ohl in  [22], S. 472. diese L ösung als
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( 5 )

Acta Techn. Hung. 47. (1964)

R u b in — C holesky-V erfahren  e rw ä h n t w ird , is t sie a n  d en  drei a n d e ren  S te llen  
a ls  C holesky-L ösung d a rg e s te ll t) . D er V o lls tän d ig k e it h a lb e r w ollen  w ir v o n  
d e n  G ru n d zu sam m en h än g en  n u r  ein ige S ch ritte  m itte ile n . U m  die A b le itu n g en  
zu  v e re in fa ch e n , w erden  B e o b a c h tu n g e n  m it g leichem  G ew icht v o ra u sg e se tz t, 
w as ü b rig en s  h insich tlich  d e r  L ö su n g  der N o rm alg le ichungen  b ed eu tu n g slo s  
i s t ,  d a  es ganz g le ichgü ltig  i s t ,  in  w elcher W eise die K o effiz ien ten  in  diesen 
a b g e le i te t  w urden, w esen tlich  i s t  n u r  d er sy m m etrisch e  A u fb au .

W ir  wollen d av o n  a u sg e h e n , d aß  jed e  d er b e i d er G au ß sch en  L ösung  
zu  e rh a lte n d e n  E n tw ick lu n g sg le ich u n g en  d u rch  die Q u ad ra tw u rze l des q u a d 
ra t i s c h e n  K oeffizienten  d iv id ie r t  w ird , also z. B . im  F a lle  v o n  drei U n b e k a n n 
te n :

w o d ie  W erte  der e in ze ln en  R e d u k tio n e n  aus d en  E n tw ic k lu n g sz u sa m m e n 
h ä n g e n  b e k an n t sind. Z. B .:

B ez iehungsw eise  sy m bo lisch :
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Die Z u sam m en h än g e  in  (7) lassen sich  in  a llgem einer F o rm  fo lg en d er
m aß en  sch re iben  [1, 8 ]:

1. Im  F a lle  v o n  q u a d ra tisc h e n  G liedern

Bei d er B e tra c h tu n g  des N o rm alg le ichungssystem s in  (4) is t so fo rt 
e rk en n b a r, d aß  bei d e r  F o rm el in  d er Y. A usg le ichungsg ruppe w egen der 
ungem essenen  U n b e k a n n te n  auch  solche q u a d ra tisc h e  K oeffiz ien ten  V orkom 
m en , deren  W erte  gleich  N ull sind. N ach  d en  b e k a n n te n  F o rm eln  is t  also 
die C holesky-L ösung n ic h t an w en d b ar, da  Q u ad ra tw u rze ln  aus G liedern  m it 
n eg a tiv en  V orzeichen  gezogen w erden m ü ß te n  [5]. Im  Falle also, w enn  z. B . 
d er q u ad ra tisch e  K oeffiz ien t [mm] gleich N u ll is t , w ird

D a jedes G lied des R a d ik a n d e n  m it sich  se lb s t zu  m u ltip liz ieren  is t , b le ib t 
das n eg a tiv e  V orzeichen , infolgedessen e rg ib t d ie  Q u ad ra tw u rzelz ieh u n g  aus 
d er n eg a tiv en  Z ahl eine im ag inäre  Z ahl [11]:

ähn lich  im  F alle  v o n  P ro d u k tg lied e rn :

( 10)

da 1 /i  - — i. Im  w e ite ren  m ag auch  d er W e rt i • i =  i2 =  — 1 u n d  i/i  =  1 
eine Rolle sp ielen . E s m ag  v e rk o m m en , d a ß  au c h  mq gleich N ull is t, w as 
ab e r belanglos is t, da  es n ic h t u n te r  dem  W urzelzeichen  s te h t.

Bei den  L ösungen  m it der A u sg le ichungsg ruppe  Y. w erden  im  allge
m einen  die u ngem essenen  U n b ek an n ten  in  d e r R eihenfolge n ach  den  K o r
re la te n  in  die G le ichung  einbezogen, u n d  d em en tsp rech en d  s teh en  auch  
die q u a d ra tisc h e n  K oeffiz ien ten  m it N u llw ert am  E n d e  der N orm alg le ichun-

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



136 F. HALMOS

gen. B ei d e r  Lösung d u rch  d ie  k lassische  G au ß sch e  E lim in a tio n  is t  d as  eben  
zw e c k m ä ß ig , da sich das G ew ich t d er z u le tz t en tw ick e lten  un g em essen en  
U n b e k a n n te n  in  dieser W eise d ire k t e rg ib t. W en n  ab er zwei oder m e h r  u n g e 
m essen e  U n b e k a n n te  in  d e r A usg le ichung  V orkom m en, so m u ß  m a n  —  um  
die G ew ich te  bestim m en  zu k ö n n e n  —  die die U n b ek an n te  e lim in ie ren d e  
E n tw ic k lu n g  so oft w iederho len , w ieviel G ew ichte  d e r U n b ek an n ten  zu  b e s tim 
m en  s in d . B ei dem  m o d e rn is ie rten  G au ß sch en  A lgo rithm us is t d as  u n n ö tig , 
d a  w ir  n a c h  der E n tw ic k lu n g  u n a b h ä n g ig  v o n  d e r R eihenfolge d e r  U n b e 
k a n n te n  je d e s  beliebige G ew ich t b e s tim m e n  k ö n n en . F reilich , au ch  h ie r  is t 
es zw eck d ien lich  aus G rü n d en  d er B erech n u n g sw irtsch a ftlich k e it d ie  u n g e 
m e sse n e n  U n b e k a n n te n  z u le tz t  zu en tw ick e ln , w eil w ir d am it d e ren  G ew ich t 
d e r R e ih e  n ach  e rh a lten , u n d  so die B estim m u n g  der G ew ich tskoeffiz ien ten  
d e r K o rre la te n  u n n ö tig  is t  (d ie ü b rig en s k eine  B ed eu tu n g  h ab e n , w en n  sie 
die K o rre la te n  be tre ffen ). N u r  die G ew ich tskoeffiz ien ten  der un g em essen en  
U n b e k a n n te n  w erden also b e s tim m t.

Im  F a lle  der C ho lesky-L ösung  is t  es ebenfalls g leichgültig , in  w elcher 
R e ih en fo lg e  die u ngem essenen  U n b e k a n n te n  in  den  N orm alg le ich u n g en  im  
V e rh ä ltn is  zu den K o rre la te n  V orkom m en. Im  G egensatz zu r k lassisch en  
G a u ß sc h e n  E lim in a tio n  sin d  au ch  h ie r die e n tsp rech en d en  G ew ich tskoeffiz ien 
te n  in  je d e m  F all b e s tim m b a r. S ta t t  d er B erech n u n g  der ü b erflü ss ig en  Ge
w ich tsk o e ffiz ien ten  d er K o rre la te n  is t  es zw eckm äßig , auch  bei d e r C holesky 
L ö su n g , w ie gew öhnlich, d ie  un g em essen en  U n b e k a n n te n  am  E n d e  der 
G le ich u n g en  zu lassen.

E s  f r a g t  sich aber, w enn  gewisse q u a d ra tisc h e  K oeffiz ien ten  g leich  N ull 
s in d , w ie d a rau s  U n b e k a n n te  u n d  G ew ich tskoeffiz ien ten  m it ree llen  W e rte n  
zu  e r m it te ln  sind. N ehm en  w ir an , d aß  in  N orm alg le ichungen  (3) zw ei K o r
re la te n  u n d  eine ungem essene U n b e k a n n te  V orkom m en, zu w elcher d e r  q u a d ra 
tis c h e  K o effiz ien t m it N u llw e rt A r+1 =  A c =  0 g eh ö rt. Die zu r B estim m u n g  
d e r U n b e k a n n te n  d ien en d en  R ed u k tio n sg lied e r sind  also den  Z u sam m en 
h ä n g e n  (10), (10a) e n tsp re c h e n d :

{ A r+l}  =  { A c}  =  f o  -  { A a} { A a} -  д а 7 } =  i  К И О Т .

bzw .

{Lr+1} =  {L c} =  —  (L e -  {La}{L a} -  {L b}{L„}) =
IA  c}

=  7 т к ж ( 0 ~ т т -

Im  K e n n tn is  der R e d u k tio n e n  is t  d er W e rt d er U n b ek an n ten :

x _  {Lc} _ + [ {L } { L } ]  [{L }{L }] [{L}{L}]
{ A c} P [ { A } { A } ]  ~ [ { A } { A } ]  [{A}{A}]

( И )

( 12)

(13)
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S om it e rg ib t sich  w ieder eine reelle Z ah l. F ü r  den  G ew ich tskoeffiz ien ten  der 
U n b e k a n n te n  e rh a lte n  w ir fo lgenden Z u sam m en h an g :

K P  Ш П { А } { А } ] У  - [  {A}{A }]

1

№ { A } ]
■ (14)

W en n  in  d er A usgleichung m eh re re  ungem essene U n b e k a n n te  V orkom 
m en, e rgeben  sich  fü r  diese s in n g em äß  äh n lich  den Z u sam m en h än g en  (13) 
u n d  (14) die U n b e k a n n te n  m it ree llen  W e rte n , u n d  die zu d iesen  gehörigen  
G ew ich tskoeffiz ien ten . F ü r  die P ro d u k tg ew ich tsk o e ffiz ien ten  im  allgem einen  
bei zwei U n b e k a n n te n  (x , y ), w enn x  d ie  le tz te re  zu b e s tim m e n d e  U n b e
k a n n te  Avar, e rh a lte n  w ir sym bolisch  fo lg en d es:

Qxy Qxx
i m q}
{m m }

(15)

G em äß den  G leichungen  (10) u n d  (10a) w ird  d as  im aginäre P ro d u k t  in  diesem  
F alle  fü r  die au sg erech n e ten  G lieder:

=  ( - i ) ( - i )  =  ( - i ) 2 = - 1- (16)

In  d iesem  S inne w erden also sow ohl d ie zu  den u n b e k a n n te n  W erten  
gehörenden  K o effiz ien ten  als auch  d ie  a b so lu ten  G lieder u n d  G ew ich ts
koeffiz ien ten  in  d e r zum  q u a d ra tisc h e n  K o effiz ien ten  m it N u llw e rt gehö ren 
den re d u z ie r ten  Zeile im ag in ä r, da a b e r  im  w e ite ren  im m er das P r o d u k t  von 
zwei S p a lte n w e rte n  derselben  Zeile v o rk o m m t, e rh a lten  w ir fo lg lich  du rch  
die M u ltip lik a tio n  m it i2 w ieder eine ree lle  Z ah l. Freilich m u ß  m a n  die e n t
sp rech en d en  V orzeichen  der i-G lieder so rg fä ltig  behandeln , u n te r  B erü ck 
sich tig u n g  d e r in  (16) u n d  (10a) an g eg eb en en  Regeln.

W egen zw eckm äß iger V ere in fach u n g  d e r R echenarbeit k a n n  au ch  h ier 
das in  [26] m itg e te ilte  V erfah ren  von  G E R A S IM O V  angew endet w e rd e n , w elches 
bei P ro g ra m m ie ru n g  fü r  e lek tron ische  R e c h e n a u to m a ten  b eso n d e rs  v o rte il
h a f t  is t . W enn  w ir u n te r  die r V erbesserungsg le ichungen  (2) n o ch  die fo lgen
den b e re ch en b aren  Zeilen schreiben  ([1 ] , S. 162— 163.), e rh a lte n  w ir e n t
sp rech en d  d e r K oeffiz ien ten tabe lle :

" r+ q+1
[ab] .

Kt««]
G +9+ i —

[ac]
|/[ea ]

i , Л-r+q+l —

Ag_
]/[««]

i , . . . ,  L r+q+1 —
f[aa]

(17)

_ [bei] 
r+q+'2 ]/[661]

*г+д+2 —
W ] _

Kiwi]
"/r + < 7 + 2
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wo i =  V —1 ist. Im  H in b lick  a u f  diese G le ichungen  m üssen  wir n u r  die e rs te  
N o rm a lg le ic h u n g  von  (4) e n tsp re c h e n d  der K o effiz ien ten tab e lle  in  die E n t 
w ic k lu n g s ta b e lle  schreiben , d a  w ir durch  die E in b ez ieh u n g  der e rs ten  G lei
c h u n g  in  (17) in  die A u fs te llu n g  d er N o rm alg le ich u n g en  sofort die e rs te  
r e d u z ie r te  N orm alg leichung  e rh a lte n , weil

Ä h n lic h  e rg ib t sich u n te r  B erü ck sich tig u n g  d e r zw eiten  G leichung in  (17) 
so g le ich  d ie  zweim al re d u z ie r te  N orm alg le ichung , w eil

D u rc h  s inngem äße W e ite re n tw ick lu n g  des ob igen  k ö n n e n  wir auch die zu m  
q u a d ra tis c h e n  K oeffiz ien ten  m it N ullw ert d er G le ichung  r -)- 1 g eh ö ren d en  
re d u z ie r te n  W erte  e rh a lte n . So gew innen w ir be i d e r p ra k tisc h e n  D u rch fü h ru n g  
d e r B erech n u n g en  sogleich d ie  d e r G leichung (6) e n tsp re c h e n d en  K o effiz ien ten , 
u n d  d a s  A nschreiben  d e r K o effiz ien ten  der u rsp rü n g lic h e n  N orm alg le ichung  
fä l l t  f o r t .  D ie w eitere R e c h e n a rb e it b e s te h t n u r  aus der A uflösung d iese r 
G le ich u n g en  sowie aus d e r B erech n u n g  d er en tsp re c h e n d en  G ew ich tskoeffi
z ie n te n . D ie zur B estim m u n g  d er G ew ich tsk o effiz ien ten  nötige R e d u k tio n s-
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ta b e lle  is t a u f  G ru n d  des d er G leichungen in  (17) e n tsp rech en d en  P rin z ip s  au f
g e b a u t, u n te r  B erü ck sich tig u n g , d aß  die q u a d ra tisc h e n  K oeffiz ien ten  in  den 
u rsp rü n g lich en  G le ichungen  gleich —  1, die ü b rig en  ab e r gleich N ull sind . 
D a die tab e llen m äß ig e  F o rm  d er L ösung  m it dem  bei d e r Y. A usg le ichungs
g ru p p e  an w en d b a ren  en tw ick e lten  C holesky-Schem a id en tisch  is t, n u r  k o m m t 
von  d en  N orm alg le ichungen  im  oberen  T e il d er T abelle  b loß  die e rs te  v o r, 
b esch re ib en  w ir sie n ic h t g esondert, w ir w eisen  n u r  a u f  das u n te n  a u sg ea rb e ite te  
S chem a h in .

B evor w ir ab e r a u f  dieses e ingehen , soll e rw äh n t w erden , d aß  d as  fü r 
den  a llgem einen  F a ll d er A usgleichung besch rieb en e  Schem a auch  m it d e r zur 
G ew ich tsb e rech n u n g  d er F u n k tio n  v o n  F u n k tio n e n  nö tig en  R e d u k tio n s 
tab e lle  e rg än z t w erden  k an n . W enn  w ir d en  m ittle re n  F eh le r f ip  d e r F u n k 
tio n  F  n ach  d er A usgleichung suchen , d a n n  k ö n n en  w ir e n tsp re c h e n d  der 
F u n k tio n sfo rm  fo lgenden  Z u sam m en h an g  au fsch re ib en :

( 20 )

( 21)

D er m ittle re  F eh le r d er F u n k tio n  n ach  d e r A usg leichung  ist

wo die V erbesserungen  m it den  en tsp re c h e n d en  K o rre la te n  a u sg ed rü ck t 
w erd en  k ö n n en , also bei p , = l :

wo d ie  B eo b ach tu n g en  se lb st als N äh e ru n g sw erte  e in g e fü h rt w erd en , also 
[JZ] =  0 is t. W en n  w ir diese K o effiz ien ten  [af], [bf] - • • f x, f y, . . .  usw . in 
eine b esondere  S p a lte  e in trag en , d a n n  is t  d e r en tsp rech en d e  G ew ich tskoef
f iz ie n t a u f  G ru n d  d er n ach steh en d en  R ed u k tio n sg le ich u n g  a u sd rü c k b a r:
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W e n n  w ir  also die A u flö su n g stab e lle  d er G le ichungen  m it d en  d er F u n k tio n  
F  e n ts p re c h e n d e n  K o e ffiz ien ten g lied e rn  e rg än zen , k a n n  m an  d ire k t den  
G ew ich tsk o e ffiz ien ten  der F u n k t io n  e rh a lte n . N ich ts  h in d e r t  uns d a ra n , d aß  
w ir d ie  G ew ich tskoeffiz ien ten  a u c h  m eh re re r  F u n k tio n sw e rte  n ach  d e r A u s
g le ic h u n g  b estim m en . D er G an g  d e r B erech n u n g  w ird  in  e iner e n tsp re c h e n d en  
T a b e lle  m itg e te il t . D ieselbe f ü r  d ie v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  is t  in  [13], 
fü r  d ie  v e rm itte ln d e n  u n d  b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  in  [14] zu fin d en .

B e i d e n  A uflösungen g e m ä ß  d e r У . A usg le ich u n g sg ru p p e  k ö n n e n  w ir 
d e ra r t ig e n  m ittle re n  F e h le rb e re ch n u n g e n  v o n  F u n k tio n e n  ö fters begegnen . 
W e n n  w ir  z. B . von irg e n d e in e r  m ittle re n  S eite  des an  beid en  E n d e n  ange-

B i l d  1

sc h lo sse n e n  E in rech n u n g szu g es au sg eh en d , e inen  n eu en  P o lygonzug  an sch ließ en  
w o llen  (B ild  1.), d an n  m ag  gegebenenfalls  die F rag e  e n ts te h e n , wie g en au  
die O rie n tie ru n g sse ite  des sich  ab zw eigenden  P o lygonzuges is t  [15]. Ü b rig en s, 
e in  so lc h e r  G ang der B e re c h n u n g  lä ß t  sich  au ch  v ere in fach en , w enn  z. B. 
g le ich  b e i  dem  A ufschre iben  d e r  B ed in g u n g sg le ich u n g en  diese R ic h tu n g  (2,3) 
als d ie  ungem essene  U n b e k a n n te  b e h a n d e lt w ird , d an n  e rg ib t sich  d ire k t 
d ie  U n b e k a n n te  u n d  d e ren  G ew ich tsk o effiz ien t [3]. W ir k ö n n en  a b e r au ch  
z. B . d ie  K o o rd in a ten  x  u n d  y  des P u n k te s  3 e in fü h ren , fü r  w elche w ir n a c h  
A u sg le ic h u n g  die G ew ich tsk o effiz ien ten  suchen .

B e v o r  das R ech n u n g ssch em a  v o rg e leg t w ird , w ollen w ir n o ch  k u rz  
a n d e u te n ,  d a ß  en tsp rech en d  d e n  ob igen  P rin z ip ie n  die C holeskysche M ethode  
a u c h  f ü r  d ie  Y I. A u sg le ich u n g sg ru p p e  (A usg leichung  b e d in g te r  B e o b a c h tu n 
gen  m i t  ungem essenen  U n b e k a n n te n  u n d  m it n u r  u n te r  den  le tz te re n  b e s te h e n 
d en  Z w an g sb ed in g u n g sg le ich u n g en  [16 ,17 ]) a n w e n d b a r is t, d a  in  d iesem  F alle  
die q u a d ra tis c h e n  K o effiz ien ten  m it N u llw e rten  bei d er ü b lich en  A u fs te llu n g s
m e th o d e  d e r  N o rm alg le ich u n g en  n ic h t in  d en  le tz te n  G leichungen , so n d ern  
irg e n d w o  in  der M itte  s te h e n  w erd en . So w erd en  au ch  die im ag in ä ren  re d u 
z ie r te n  K o effiz ien ten  irg en d w o  in  d e r  M itte  d e r T abelle  bzw . v o r d en  w egen
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d er Z w angsbed ingungsg le ichungen  sich e rg e b e n d e n  N orm alg le ichungen  s teh en . 
D u rch  das P ro d u k t d e r  i-G lieder w erden  w ir  in  den  n äch sten  Zeilen w ieder 
reelle  Z ah len  e rh a lte n . Ä hnlich lassen  s ich  au ch  h ie r die Z ah len sch em en  
d u rch  eine zu r m it t le re n  F e h le rb e rech n u n g  d e r F u n k tio n  von  F u n k tio n e n  
n ö tig e  K o e ffiz ien ten sp a lte  ergänzen, d u rc h  d e ren  R ed u k tio n  w ir den  e n t 
sp rech en d en  G ew ich tskoeffiz ien ten  e rh a lte n  [18]. G egebenenfalls b ie te t  sich 
au ch  h ie r die M ög lichke it, zugleich die G ew ich tsk o effiz ien ten  v o n  m eh re ren  
F u n k tio n e n  u n d  die d ie  gegenseitige A b h ä n g ig k e it au sd rü ck en d en  P r o d u k t
gew ich tsk o effiz ien ten  zu  bestim m en , d e ren  K e n n tn is  sich w egen e iner w eite ren  
A usgleichung n ö tig  erw eisen  m ag.

D ie V erfah ren  d e r  A usgleichung d e r g egense itig  ab h äng igen  W erte  leg t 
T ie n st r a  d a r  [19], d o ch  eine eingehende A n a ly se  is t auch  in  [1] S. 107— 118. 
zu fin d en . W en n  w ir unsere  B e o b a c h tu n g e n  schon einm al v o rh e r  e iner 
A usgleichung u n te rz o g e n  u n d  im  w e ite ren  d iese bzw . deren  gewisse F u n k 
tio n en  in  die H a u p ta u sg le ic h u n g  e in g e fü h rt w erd en , so sind  diese als gegen 
seitig  ab h än g ig e  W e rte  zu b ehande ln . B e i d em  O rdnen  der v e rsch ied en en  
A usg le ichungsfo rm en  u n te rsch e id en  w ir a u c h  h ie r fü n f  G ruppen , äh n lich  den  
schon  b e k a n n te n , n u r  d aß  die in  die A u sg le ich u n g  e in g efü h rten  W erte  n ic h t 
v o n e in an d e r u n a b h ä n g ig  sind . Im  a llg em ein en  F a lle  sind die e n tsp re c h e n d en  
G leichungen:

a i ( U i  +  e i)  +  ° 2  ( U 2 +  ei)  +  • • • +  Л а hx  -j- B a ö y  +  . . .  +  la =  0 ,

(Uj. +  ej) +  b, (U 2 +  e2) +  . .  . +  A b bx  4- B b öy -j- . . . -f- lb =  0 ,

r i ( U i  +  ei) +  r2 {U 2 +  ei) +  • • • +  A r dx  -f- B r öy -f- . . .  -f~ =  0,

wo L/j, f /2. . .  d ie gegenseitig  ab h än g ig en  f in g ie rte n  B eo b ach tu n g en  (m it 
G ew ich tskoeffiz ien ten  Qn , Qn , Q13, . . .  Q.lv  Q33. . .) , eL, e2, . . .  d ie zu
diesen  gehörenden  V erbesserungen , x  u n d  у . . . d ie ungem essenen  U n b e k a n n 
ten , A a, A b,. . . ,  B a, B b, .  . . deren  K o e ffiz ien ten , av  o2. . . ,  62, b , , . . .  die K o ef
fiz ien ten  d er f in g ie r te n  B eo b ach tu n g en  u n d  la, lb, lc, . . .  die A b so lu tg lied e r 
sind . A us G le ich u n g sg ru p p e  (24) geh t so fo r t h e rv o r , d aß  es sich h ie r u m  die 
A usgleichung so lcher gegenseitig  ab h än g ig en  B eo b ach tu n g en  h a n d e lt, w elche 
gewisse B ed in g u n g en  m it  dem  E in b ez ieh en  d e r  ungem essenen  U n b e k a n n te n  
befried igen  m üssen . D as is t also auch  h ie r  d e r allgem eine F a ll d e r A u s
gleichung, w äh ren d  d ie  üb rigen  G ruppen  w ied er dem  schon b e k a n n te n  V er
fah ren  gem äß  als S pezialfälle  ab zu le iten  s in d . D a die au f die f in g ie r te n  B e
o b a c h tu n g e n  b ezü g lich en  V erbesserungen  ev  e2, . . . n ich t u n a b h ä n g ig  s in d , 
m uß  m an  diese d em  b e i der E gg ertsch en  A u sg le ichung  von K e tte n sy s te m e n  
b e k a n n te n  V e rfah ren  en tsp rech en d  d u rch  so lche  V erbesserungen  a u sd rü ck en , 
die v o n e in an d e r u n a b h ä n g ig  sind. D as l ä ß t  sich  m it den  e n tsp re c h e n d en
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G ew ich tsk o effiz ien ten  fo lg en d e rm aß en  lö sen  ([1 ], S. 109.):

W e n n  d iese  in  G leichung (24) e in g ese tz t w erd en  u n d  das en tsp rech en d e  O rd n e n  
d u rc h g e fü h r t  w ird, e rh a lte n  w ir du rch  d as  Z usam m enziehen  d er A b s o lu t
g lie d e r in  L:

D a ra u s  e rh a lte n  w ir m it d e n  in  d er F a c h li te ra tu r  üb lichen  B eze ich n u n g en  
fo lg en d e  N orm alg le ichungen :

E s  i s t  o ffensich tlich , d aß  d e r a llgem eine F a ll d e r A usgleichung a u c h  h ie r 
z u r  L ö su n g  solcher N o rm alg le ich u n g en  fü h r t ,  be i w elchen einige q u a d ra tis c h e  
K o e ff iz ie n te n  gleich N ull s in d , d. h ., die A bw ick lung  e rg ib t gem äß d e r Choles- 
k y s c h e n  M ethode im ag in ä re  Z ah len . D ie L ösung  des P rob lem s is t  äh n lich  
d e n  f rü h e re n . Es is t zw eckm äß ig , w ir tsc h a ftlic h k e itsh a lb e r die m o d e rn e n  u n d  
sc h n e lle n  V erfahren  in d e r  L ösung  d e r G leichungen  anzuw enden . A u ß e r 
g e o d ä tis c h e n  M essungen b eg eg n en  w ir a u f  gegenseitig  abhäng ige  W e rte
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bezüg lichen  L ösu n g en  besonders bei d en  in  d e r P h o to g ra m m e trie  v o rk o m 
m enden  A u sg le ichungsau fgaben  (gegenseitige  u n d  ab so lu te  O rie n tie ru n g , 
A ero tr ian g u la tio n , usw .) [20]. D a unsere  B eo b ach tu n g en  v o r d e r H a u p ta u s 
gleichung einer V o rausg le ichung  oder d e r B estim m u n g  einer v o n  d en  gem ein 
sam en  G leichungen  h e rrü h re n d e n  U n b e k a n n te n  un terzogen  w u rd e n , e rg ib t 
d a h e r die s tren g e  A uflösung  der w eiteren  A usg le ichung  gegenseitig  ab h än g ig e  
W erte , v o ra u sg e se tz t, d aß  die U n a b h ä n g ig k e it d er b e rech n e ten  W e rte  aus 
dem  v o rh e rg eh en d en  R echnungsgang  n ic h t  zu  sichern  is t (z. B . b e i d e r  A us
gleichung der S ch re ib e rsch en  W in k e lm essu n g  s ind  die b e re c h n e ten  W erte  
u n ab h än g ig ). W en n  die W erte  der die gegense itigen  A b h än g ig k e iten  au s
d rü ck en d en  G ew ich tskoeffiz ien ten  a u f  d ie  ü b rig en  G ew ich tskoeffiz ien ten  
bezogen k lein  sin d , is t  es e rla u b t, a u f  G ru n d  v o n  gewissen E rw ä g u n g e n  au f 
die A bh än g ig k e it zu v e rz ich ten .

*

A u f G ru n d  des ob igen  können  w ir n u n  das Schem a der a u f  d en  allge
m einen  F a ll d e r A usg le ichung  (V. A usg le ichungsg ruppe) bezü g lich en  Choles- 
kyschen  G le ichungsau flö sung  au fste llen  (a u c h  die gegenseitig  ab h än g ig en  
W erte  m ite in b eg riffen , da  das h in s ich tlich  d er N orm alg le ichungen  keine 
Ä nderung  b e d e u te t) . D ie tabe llen m äß ig e  L ösu n g  ist so zu sam m en g este llt, 
d aß  die B erech n u n g  v o n  [vv ] bzw. [pvv] sow ie die B estim m ung  d e r G ew ichte , 
bezüglich  a u f  die ungem essenen  U n b e k a n n te n  als auch  a u f  die F u n k tio n e n  
der B eo b ach tu n g en  u n d  U n b ek an n ten , m ö g lich  seien. Z ur B es tim m u n g  der 
P ro d u k tg ew ich tsk o e ffiz ien ten  b ie te t sich  eb en fa lls  M öglichkeit. D ie v ielen  
O pera tionszeilen  bzw . S p a lten  w erden bei d en  P ro b en  in B e tra c h t  gezogen. 
D ie M ethoden  des a llgem einen  A ufbaus d e r T ab e lle  verfo lg t die in  d e r  L ite ra tu r  
b e k a n n te n  Schem en [1, 2, 7, 8, 13, 14, 21, 2 2 ]. G egenüber dem  b ish e rg esag ten  
erscheinen  die m it i m u ltip liz ie rten  W erte  b e i d e r R ed u k tio n  d er G leichungen  
m it q u a d ra tisc h e n  K oeffiz ien ten  m it N u llw e rte n . U m  die Z ah len w erte  le ich te r 
zu b erechnen , s in d  au ch  die das i b e tre ffe n d en  O pera tionsfo rm eln  angegeben . 
D asselbe b ez ieh t sich  au ch  a u f  die B e s tim m u n g  der G ew ich tskoeffiz ien ten . 
A ußer d er B estim m u n g  d er U n b ek an n ten  d e r  N orm alg le ichungen  b ie te t  sich 
M öglichkeit au ch  z u r B erechnung  d er G ew ich tskoeffiz ien ten . E s is t s e lb s t
v e rs tän d lich , d aß  in  d iesem  Falle zu den  K o rre la te n  keine G ew ich tskoeffiz ien 
te n  b e s tim m t w erd en , d a  diese keine p ra k tis c h e  B edeu tung  h a b e n . D u rch  
die tab e llen m äß ig e  A bw ick lung  w erden zug le ich  die Zuschläge d e r F u n k tio n s 
w erte  sowie die zu  d iesen  gehörigen G ew ich tskoeffiz ien ten  b e s tim m t. D a 
gegebenenfalls n ö tig  sein  m ag, is t auch  d ie  a u f  die B erechnung  d e r  P ro d u k t
g ew ich tskoeffiz ien ten  bezügliche ta b e lle n m ä ß ig e  R echnungsfo rm  angegeben . 
In  die P ro b en  w u rd en  au ch  die au f die F u n k tio n e n  bezüglichen W e rte  m ite in - 
bezogen. D och k ö n n e n  w ir ruh ig  die d iesbezü g lich en  S p a lten  an  d as  E n d e  
d er T abelle  ste llen  u n d  d a m it sind die P ro b eg le ich u n g en  bloß a u f  d a s  u rsp rü n g -

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



144 F. HALMOS

lieh e  N o rm alg le ich u n g ssy stem  zu beziehen . A m  E n d e  d er Z ah len tab e llen  s in d  
a u c h  d ie  M ethoden d e r e in ze ln en  K o n tro llre c h n u n g e n  sowie die Z u sa m m e n 
h ä n g e  d e r  en tsp rech en d en  B erech n u n g en  des m itt le re n  Fehlers a n g eg eb en  
(T a b . I ) . D ie a u f die e in ze ln en  B erech n u n g en  bezüglichen  F o rm e ln  u n d  
Z u sam m en h än g e  sin d  im  th e o re tisc h e n  T eil an g eg eb en , bzw. die R eih en fo lg e  
d e r  R ech n u n g en  d er T ab e lle  i s t  dem gem äß a u fg e b a u t. W enn zur B e s tim m u n g  
d e r  N äh e ru n g sw erte  d e r  F u n k tio n  n ic h t die B eo b ach tu n g en  als G ru n d la g e

■ C

d ie n e n , k ö n n en  w ir an  die S te llen  72 u n d  73 die W e rte  [f\ Г] bzw . [ / n Г]  e in 
t r a g e n , so z. B. l[ — or —  o10, l2 =  o2 —  o2 „(oj, o2, o3 . . . sind die B e o b a c h tu n 
gen , o1 0, o2 0, o30, . . .  d ie  e in g e fü h rten  N ä h e ru n g sw e rte ) . D a das v o n  u n s  
a n g e w a n d te  V erfah ren  v ie l ü b lich e r is t, s in d  N u llw erte  in  die e n tsp re c h e n d en  
S te lle n  d e r  Tabelle e in z u tra g e n , die G lieder m it [ff]  w erden  in  den  u n te re n , 
d ie  G ew ich tskoeffiz ien ten  e n th a lte n d e n  T eil d e r T abe lle  geschrieben  (d a m it 
w eg en  d e r  P ro d u k tg lie d e r k e in e  S chw ierigke iten  en ts teh en ). In  d e r  S tu d ie  
v o n  H Ő N Y I —  da er k e in e n  P ro d u k tg e w ic h tsk o e ffiz ien te n  b e rech n e t —  f in d e t  
s ich  d as  an  der 72 u n d  73 e n tsp re c h e n d en  S te llen , w enn  l[ =  l2 =  0, [ f l ']  =  0 
is t .  W e n n  dieser le tz te re  Z u sam m en h an g  n ic h t  b e s te h t , d an n  is t fre ilich  au ch  
d ie  S - P ro b e  dem  e n tsp re c h e n d e n  W ert zu  ergänzen^ A u f G rund  dieses a llg e 
m e in e n  tab e llen m äß ig en  A u fb au es  lä ß t  sich  n a tü r l ic h  ein jede  belieb ige, d a v o n  
a b le i tb a re  A usg le ichungsg ruppe  be tre ffen d es S ch em a zu sam m enste llen .
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150 =  149

- M  - 141 +  Qxx =  151
6 <j “ ■142 +  Qxy 152

- h  = 143 — Qx Fi  =  153
■ K  = 144 — Qx F  и  =  154

- à x  = 145 +  Qyy —  155

л  = 146 — Qy Fl =  156
<5 Fi = 147 Q Fn  w= 157

-  ÔFa — 148 — QF i F i  =  158
Q f i  =  159
QFh Fh — 160
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So z. B. au ch  be i d e r A uflösung  d e r v e rm itte ln d en  A u sg le ich u n g en  m it 
Z w angsbed ingungen  ergeben  sich q u a d ra tis c h e  K oeffiz ien ten  m i t  N ullw erten  
in  den  en tsp re c h e n d en  N o rm alg le ich u n g en , allerd ings m it d em  U n te rsch ied , 
d a ß  bei d ieser A usg le ich u n g sg ru p p e  (IV . G ruppe) in  den  au s  d e n  Z w angs
b e d in g u n g en  h e rg e le ite ten  N o rm alg le ich u n g en  auch  A b so lu tg lied e r Vorkom 
m en . D ie A uflösung  d ieser G leichungen , d ie B estim m ung  d e r G ew ich tskoef
f iz ien ten  d er U n b e k a n n te n  u n d  F u n k tio n e n  a u f  G rund des o b ig en  b ed eu te t 
k e ine  S chw ierigkeit.

A n die Stelle 66. is t  im  F alle  d e r I I .  u n d  IV . G ruppen  d as  G lied  [//] oder 
[pll] zu schreiben .

C

В

D

B i ld  3

Als B eispiel w ird  die a u f  G ru n d  d er im  B ild  2 b eze ich n e ten  B e o b a c h tu n 
gen e in er G rund lin ie  a u szu fü h ren d e  A usg le ichung  erw äh n t [5]. W ir  bem erken , 
d aß  die in  [5] m itg e te ilte , den  v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  g em äß e  A uf
lö su n g  n u r  bei d er in  B ild  3 e n tsp re c h e n d en  einm aligen  Ü b e r tra g u n g  in 
F ra g e  k o m m t, da  z. B . e n tsp re c h e n d  d e r F o rm  in  Bild 4. w eg en  d e r vielen 
U n b e k a n n te n  zu  v iel N o rm alg le ichungen  e n ts te h e n  w ürden . E s  sei v o rau s
g ese tz t, d aß  die W in k e lm essu n g en  m it un v erm eid lich en  B eo b ach tu n g sfeh le rn  
b e la s te t  s ind , w äh ren d  die gem essene L än g e  A B  als feh lerfrei b e t r a c h te t  w ird. 
D ie W in ke lm essungen  s in d  fü r  gleich g en au  angenom m en. D ie B e o b a c h tu n g s
ergebn isse  sind  in  T abe lle  I I  e n th a lte n . W en n  w ir den m ittle re n  B e o b a c h tu n g s
feh le r d e r G rund lin ie  A B  e rm it te l t  h ä t te n , k ö n n te n  w ir u n te r  B e rü ck sich tig u n g  
seines G ew ichtes au ch  diese v e rb esse rn , d o ch  u m  m it [5] b e sse r  verg leichen  
zu  k ö n n e n , d ü rfen  w ir d a ra u f  v e rz ich ten . W en n  w ir bei d e r d e r  V. A usglei
ch u n g sg ru p p e  gem äßen  A uflösung  die en tw ick e lte  Seite C D  =  x  als unge
m essene U n b e k a n n te  e in fü h ren , m üssen  w ir d er F orm  e n tsp re c h e n d  in sgesam t 
5 B ed ingungsg le ichungen  au fsch re ib en :

a) 1 +  2 +  3 -  180°
b) 4 +  5 +  6 -  180°
c) 3 +  5 +  7 +  8 -  180°

W in k e lb ed in g u n g en

io Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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, sin 2 sin  4 s in  7 ,
a) — —  . ^ . =  1

sin 1 s in  6 s in  8
1 S e iten b ed in g u n g

e) A B
sin  2 s in  (3 -)- 5) 

s in  1 s in  8
L än g en b ed in g u n g

Tabelle II

N r "Wert G ew ich t

d e r gemessenen W inkel

l 47° 46' 12,36" l

2 O
'

C
O о 12' 29,22" l

3 69° 01 ' 19,31" l

4 53° 51' 37,50" l

5 55° 28' 26,26" l

6 70° 39' 54,65" l

7 27° 16' 50,14" l

8 28° 13' 23,45" l

L änge, d e r  gem essenen Basis 
A B  =  5 879 ,989 m

o o

D ie  B eo b ach tu n g sw erte  w e rd e n  — um  sie von  d e n  ausgeglichenen  (1 ,2 ,3 . . .) 
zu  u n te rsc h e id e n  —  m it 1 ',  2 ' ,  3 ' .  . . usw., die V e rb esse ru n g en  m it v b eze ich n e t. 
D ie  G leichungen  in  d )  u n d  e )  w erden d u rch  L o g a rith m ie re n  in  lin eare  F o rm  
g e b ra c h t ,  doch vorher w ird  e in  N äherungsw ert fü r  x  a u f  G rund  der G le ichung  
e )  b e s tim m t. D urch E in s e tz e n  der B e o b ach tu n g sw erte  in  die B ed in g u n g s
g le ic h u n g e n  erh a lten  w ir  d ie  W idersprüche d e r G le ichungen , die A b so lu t
g lie d e r . Tabelle I I I  e n th ä l t  d ie  V erb esserunsgh ichungen  in  tab e llen m äß ig e r 
F o rm . D em gem äß s ind  d ie  N orm alg le ichungen  w ie  fo lg t:

+  3 ka +  0 k b +  1 k c — 0,86 kd -  2,31 k e 

0 ka +  3 kb +  1 k c +  0,81 kd -  1,45 ke 

+  1 ka +  1 kb +  4 k c +  0,16 kd -  6,82 k e

— 0 ,86  k a +  0,81 kb +  0 ,16 k c +  39,727 kd +  20,176 k e

-  2 ,31 k a -  1,45 k„ —  6 ,82 k c +  20,176 kd +  24,381 k e

+  0,79 =  0 , 

1,59 =  0 ,  

-  0,84 =  0 , 

+  2,14 =  0 ,

— 0,0352 öx  +  0,05 =  0 ,

— 0,0352 k e = 0 .

(29)

T a b e lle  IV  e n th ä lt die z a h le n m ä ß ig e  A uflösung d e r  N orm alg le ichungen  d u rc h  
d ie  C holeskysche M ethode . D em gem äß  sin d  die K o rre la te n  u n d  die u n g e-

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Tabelle III

T abellenm äßige  Z u sam m enste llung  der V erbesserungsg leichungen , sowie die Z ahlenw erte  der d u rch  A usgleichung zu  e rh a lte n d e n  K o rre 
la te n  u n d  W inkelverbesserungen

Vf r, vi t>« 1 »6 *>6 »7 r8 ÔX L к

a +1 +  1 +  1 +0,79 -0,3426

b +  1 1 +1 -1,59 +0,4907

C +  1 +  1 +  1 +1 -0,84 +0,1746

d -1,92 +  1,06 +  1,54 -0,73 +4,08 -3 ,92 +2,14 -0,0716

e -1,92 +  1,06 -1,45 -1,45 -3,92 —0,0352 +0,05 -0,0007

<5X =  -71,7857

V -0,205" —0,419" -0,166" +0,380" +0,667" +0,543" -0,117" +  0,459"

DIE RASCHE AUFLÖSUNG DER NORM
ALGLEICHUNGEN
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T abelle  IV

k a h kc k d К i x L Q k a

+  3 0 +  1 —  0 ,8 6 -  2 ,31 0 + 0 , 7 9 — 1

+ 3 +  1 +  0 ,8 1 -  1 ,45 0 - 1 , 5 9 0

+ 4 +  0 ,1 6 -  6 ,8 2 0 - 0 , 8 4 0

+  3 9 ,7 2 7 +  2 0 ,1 7 6 0 +  2 ,1 4 0

+ 2 4 ,3 8 1 — 0 ,0 3 5 2 + 0 , 0 5 0

0 0 0

0 0

+  1 ,7 3 2 0 + 0 ,5 7 7 4 — 0 ,4 9 6 5 - 1 , 3 3 3 7 0 + 0 ,4 5 6 1 — 0 ,5 7 7 4

+  1 ,732 +  0 ,5 7 7 4 +  0 ,4 6 7 7 - 0 , 8 3 7 2 0 - 0 , 9 1 8 0 0

+  1 ,8 2 5 6 +  0 ,0 9 6 7 - 0 , 3 4 9 1 0 - 0 , 3 1 4 0 + 0 ,1 8 2 6

+  6 ,2 6 5 1 - 3 , 2 2 4 3 0 + 0 ,4 5 1 1 — 0 ,0 4 8 6

+  1 ,4861 - 0 , 0 2 3 8 - 1 , 7 0 8 6 - 0 , 0 0 3 8

+ 0 , 0 2 3 8 i +  1 ,7 0 8 6 t + 0 , 0 0 3 8 i

[ p v v ]  =  

=  — 1 ,3 5 2 8
— K  =

=  + 0 ,3 4 2 6

m e sse n e n  U n b ek an n ten :

k a =  — 0,3426; k b =  + 0 ,4 9 1 4 ;  k c =  + 0 ,1 7 5 8 ; k d =  — 0,0720;

k ,  =  0; öx =  — 71,7899 m m ; Qxx =  1780,34,

also  ih r  G ew icht P x =  0 ,0005617 1/mm2. D ie Q u a d ra tsu m m e  d er V erbesse
ru n g e n : [vv] =  + 1 ,3 5 2 8 .

W e n n  w ir die in  d ie se r W eise e rh a lten en  E rgeb n isse  m it denem  in [5] 
v e rg le ic h e n , is t die Ü b e re in s tim m u n g  in n e rh a lb  d e r A b ru n d u n g sfeh le r fe s tz u 
s te lle n . Ü brigens ergab  die A uflö su n g  in  d ieser W eise —  im  V erg leich  zu  der 
A u sg le ich u n g  m it den  b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  —  a n s ta t t  v ie r sechs N o rm a l
g le ich u n g sau flö su n g en , a lle rd in g s  e rh ie lten  w ir die en tw ick e lte  S eite  u n d  
d e re n  G ew ich tsk o effiz ien ten . A us der sech sten  N o rm alg le ich u n g  e rg ib t sich

Acta Techn. Hung. 47. (1964)

P ro b e  [ptm] =  -  [Lk]  =  1,3528 =  1,3528 
Ü b e rp rü fu n g  der N orm algleichungen: 0 =  0
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<hc Q t d Qt e <?x s £  Probe

0 0 0 0 0 +  0,62 +  0,62

- 1 o 0 0 0 +  0,77 +  0,77

0 - 1 0 0 0 -  2,50 — 2,50

0 0 - 1 0 0 +  61,153 + 6 1 ,1 5 3

0 0 0 - 1 0 +  32,9918 +  32,9918

0 0 0 0 - 1 -  1,0352 -  1,0352

0 0 0 0 0 -  0,45 -  0,45

+  0,3579 +  0,3579

- 0 ,5 7 7 4 +  0,4445 +  0,4445

+ 0 ,1 8 2 6 - 0 ,5 4 7 8 -  1,6232 -  1,6232

+ 0 ,0 4 0 3 + 0 ,0 0 8 5 - 0 ,1 5 9 6 +  9,7820 +  9,7820

- 0 ,0 3 8 3 -1 ,1 5 0 1 + 0 ,3 4 8 6 -0 ,6 7 7 5 — 1,7941 1,7941

+ 0 ,0383i +  1,1501 £ — 0,3486i + 0 ,6775t +42,01681 + 4 5 ,4 7 2 5 i + 4 5 ,4475i

II s•о*'*

ifII ~ k c =  
=  + 0 ,1 7 5 8

~ k d
=  + 0 ,0 7 2 0

1 II © -<5X =
=  + 71 ,7899

+  69,5013 +  69,4874

Q x x =  +1780,3421

ü b rig en s so fo rt, d a ß  k e =  0, k e w urde doch  in  die w eitere  B e rech n u n g  e in 
bezogen , um  d a m it G ru n d lag e  zur B erech n u n g  v o n  öx u n d  d e ren  G ew icht 
zu  gew innen. W en n  w ir m it m ehreren  D ez im alste llen  g e a rb e ite t h ä t te n , 
w äre  k e infolge d e r A b ru n d u n g sfeh le r n ich t g an z  N u ll gewesen. D ie a u f  G rund  
d e r K o rre la ten  zu b e rech n en d en  V erbesserungen  s ind  in  T abelle I I .  e n th a lte n . 
W enn  w ir diese m it r ic h tig e n  V orzeichen zu  d en  B eo b ach tu n g en  ad d ie ren , 
bek o m m en  w ir die w id ersp ru ch fre ien , ausgeg lichenen  W erte  (T abelle  V). 
D u rch  die B ildung  d e r Q u ad ra tsu m m e  dpr B e o b ach tu n g sv e rb esse ru n g en  k ö n 
n en  die a u f  G ru n d  v o n  T abelle  IV  e rh a lte n e n  W erte  ü b e rp rü ft, w e ite r die 
m ittle re n  F eh ler d e r G ew ich tse inhe it (die m it t le re n  F eh le r der W in k e lm essu n 
gen) b e rech n e t w erd en :

|f r - q
I 1,3528 
1 4

±  0,582" (30)А*о —

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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u n d  d e r  m ittle re  F eh le r d e r  en tw ick e lten  S eite :

Pcö =  Hx =  Ио YQ^x - -  0,582 1/1780,34 =  ±  2 4 ,6  m m . (31)

U m  d ie  R ich tig k e it u n se re r  R ech n u n g  m it d en  ausgeg lichenen  W e rte n  fe s t
z u s te l le n , w erden die u rsp rü n g lic h e n  R ed ingungsg le ichungen  n o ch  e inm al 
ü b e r p r ü f t .

D ie  Z ahlenw erte d e r  U n b e k a n n te n  u n d  G ew ich tskoeffiz ien ten  der 
N o rm alg le ich u n g en  w u rd en  au c h  m it d e r m o d e rn is ie rten  G au ß sch en  A u f
lö su n g sm e th o d e  b e s tim m t. Im  V ergleich m it d e r  v o rh e rg eh en d en  L ösung

Tabelle У

Nr.
d .

W in k e ls
Gem essener W inkel -[-V erbesserung =  ausgeg lichener W inkel E n tw ic k e lte  S e ite

l . 47° 46' 12,26" - 0 ,2 0 " 47° 4 6 ' 12,06"

2. 63° 12' 29,22" - 0 ,4 2 " 63° 12' 28,80" CD =  x„ +  <5r =

3. 69° 01' 19,31" - 0 ,1 7 " 69° 01' 19,14" =  12 353.663m

4. 53° 51' 37,50" + 0 ,3 8 " 53° 5 1 ' 37,88"

5. 55° 28' 26,26" + 0 ,6 7 " 55° 28 ' 26,93"

6. 70° 39' 54,65" +  0,54" О о 3 9 ' 55,19"

7. 27° 16' 50,14" - 0 ,1 2 " 27° 16' 50,02"

8.

ОC
O

CM 13' 23,45" + 0 ,4 6 "

ОСОCM 13 ' 23,91"

g ib t  d iese  etw as m ehr sch riftlich e  A rb e it, die ab e r die R ech n u n g ssich e rh e it 
g ew isse rm aß en  e rh ö h t. D e r A u fb a u  des R echenschem as d a rf  a u f  G ru n d  [1] 
b zw . [10] als b e k an n t v o ra u sg e se tz t  w erden , so d a ß  w ir n u r die m echan ische  
A u s fü h ru n g  der R e c h e n a rb e it m itte ile n  w ollen  (T abelle  V I). Die C holeskysche 
L ö su n g  fo rd e r t etw as w en ig e r schriftliche  A rb e it, doch  etw as m e h r A u fm e rk 
s a m k e it ,  w as aber e inem  g e ü b te n  R echner k e in e  Schw ierigkeiten  b e d e u te n  
d ü r f te .  Im  H inblick  a u f  d ie A b ru n d u n g sfeh le r is t  das C holeskysche V erfah ren  
e tw a s  gü n stig er ([1], S. 162 .; [23]). D ie U n te rsu ch u n g en  von  Sa l jn t k o w  
u n d  T is c h t s c h e n k o  h a b e n  n eu esten s dasselbe b e s tä t ig t  [24, 25].

D a rü b e r  h inaus is t  d ie  C holeskysche M ethode  besonders be i so lchen 
L ö su n g e n  v o rte ilh a ft, bei w elchen  die q u a d ra tisc h e n  K oeffiz ien ten  infolge 
d e r  R e d u k tio n e n  ziem lich  k le in e  W erte  h a b e n  (z. B . {mm}  =  ]/0 ,00010 — 
= 0 ,0 1 ). Die U m legung d e r D ezim alste llen  infolge der Q u ad ra tw u rze lz ieh u n g  
m a g  d a s  R echenverfah ren  g ü n s tig  beein flussen , o ft is t sie sogar die einzige 
L ösungsm ö g lich k e it ([11], S. 72).

D ieselben  N o rm alg le ich u n g en  w urden  au ch  m it der R eichenedereschen  
([2 6 , 1] u n d  der B je rh am m ersch en  M ethode [27, 1]) aufgelöst. A u f G ru n d  der

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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in  d e r  L ite ra tu r  angegebenen  R echenschem en  is t n ich ts  dagegen  e in zu 
w enden , d aß  diese bei d er A uflösung  der zu r Y. A usg le ichungsgruppe g e h ö re n 
den  N orm alg le ichung  angew en d et w erden . E ig en tlich  sind  diese die gew isser
m aß en  m od ifiz ie rten  A uflösungen  des G au ß sch en  A lgo rithm us, in  w e lch en  das 
R ech en v e rfah ren  S pa lte  m it S p a lte  au fgegeben  w ird , u n d  d a ru m  d ie  A us
fü h ru n g  e inzelner B erechnungen  e tw as schw ieriger anzueignen  is t  u n d  m eh r 
A u fm erk sam k e it v e rla n g t. A ußer den  U n b e k a n n te n  ergeben sich  d ie  Ver-

G

B ild  4

b esse ru n g sq u ad ra tsu m m e  sowie die e inzelnen  G ew ich tskoeffiz ien ten  d ire k t. 
Y on d e r A n fü h ru n g  eines au sfü h rlich en  Z ah lenbeisp ie ls  w ird h ie r A b s ta n d  
genom m en. D as E rgebn is w ar in n e rh a lb  d er R echenschärfe  m it d en  v o rig en  
ü b e re in s tim m en d .

*

E in e  an d ere  häufige  A nw endungsfo rm  d e r  V. A u sg le ichungsg ruppe  
k o m m t bei d er A usgleichung des E in rech n u n g szu g es v o r [31, 6]. A ls B eisp iel 
w ird  die A usgleichung des in  B ild  1. ab g e b ild e te n  E in rechnungszuges an g e 
fü h r t ,  in  w elchem  F a ll d er O rien tie rungs- bzw . R ich tungsw inkel ( A l )  als 
ungem essene U n b e k a n n te  e in g e fü h rt w ird . D ie im  B ild  1. e in g e trag en  B e
o b ach tu n g en  u n d  A u sg an g sd a ten  sind :

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



152 F. HALMOS

A u sg a n g sk o o rd in a te n  :

A
x A =  +191,160 m , 
y A =  +342,527 ш;

I Хв =  + 2 3 0 , 572 т ,  
[ у  в =  + 5 2 2 ,5 9 1  т .

B eo b ach tu n g se rg eb n isse  :

s °  =  27,901 m , deren  G ew ich te  =  8,06,

s° =  54,661 m , „ =  4,12,

S3 =  44,125 m , „ =  5,10,

s° =  89,386 m , „ =  2,52,

s£ =  38,033 m , „ 11 =  5,92,

ßi =  118°37 '11"

ßl =  2 2 1 °4 5 '2 7 "

ß l =  8 8 °5 7 '0 2 " P p =  1-

ßl =  2 7 9 °0 7 '4 4 ''

D er N ä h e ru n g sw e rt des O ricn tie ru n g sw in k e ls  w ird  e n tw e d e r  d u rch  
m ag n e tisch e  O rie n tie ru n g  oder d u rch  B e re c h n u n g  b es tim m t ( / + l / 0). N ach  
A n w en d u n g  dieses N äh eru n g sw ertes  a u f  d e n  O rien tie rungsw inke l u n d  n ach  
Z u o rd n e n  von  Z u sch läg en  A Ä  w erden die zw ei lin earen  K o o rd in a te n b e d in 
g u n g en  m it den  e n tsp re c h e n d en  V erb esse ru n g en  u n d  m it den un g em essen en  
U n b e k a n n te n  (in m m  E in h e it berechne t):

—0,6976^ +  0,2948v2 — 0,4165v3 +  0,9166v4 — 0,5402v3 — 0,77980! — 

—0,5254t)2 — 0,3299t>3 — 0,1551b4 +  0,8772/1+ +  245 =  0 (in R ic h tu n g  x)

+  0,7165v4 +  0,9556v2 +  0,9091v3 +  0 ,3998v4 +  0,8416v5 +  0,2854b4 —

— 0,2083b2 —  0,2979t>3 —  0,0996b4 +  0 ,1911 /1+  +  17 =  0 (in R ic h tu n g  y ) ,

wo v4, v2. . . die V erb esse ru n g en  der L än g en m essu n g en , t)4, Ö2. . .  die d e r  W in k e l
m essu n g en  sind.

N ach  A u fste llu n g  d er K o effiz ien ten tab e llc  sind  die N orm alg le ich u n g en :

+  l,51528fc„ —  0,41417fcb — 0,87723/1+  +  245 =  0 ,

— 0,41417/ca +  0,85397/сь +  0,19107/1+  +  17 =  0 ,

— 0,87723/са +  0 ,19107k b =  0 .

Actx Techn. Hung. 47. (1964)



T a b e lle  VI

Hilfegrößcn гиг 
B errch u n g  d e r 

G ew ich tekoeffiz ien ten
ka b <4 t. L s

0,33333 +  3 +  1
- 0 ,3 3 3 3 3

- 0 , 8 6
+ 0 ,2 8 6 6 6

— 2,31 
+  0 ,76999

0 + 0 ,7 9
— 0,26333

-  1 ,62  
+  0 ,5 3 9 9 9

0,33333 +  3 + 1 + 0 ,8 1 - 1 , 4 5 0 - 1.59 1,77
+  3 + 1 + 0 ,8 1 — 1,45 — 1,59 -  1,77

- 0 ,3 3 3 3 3 —0,26999 +  0 ,48333 +  0 ,52999 +  0 ,5 8 9 9 9

0.29999 + 4 + 0 ,1 6 — 6 ,82 0 - 0 . 8 4 +  1,5
+  3 ,33334 + 0 ,1 7 6 6 7 — 5,56668 — 0,57334 +  2 ,6 2 9 9 8

—0,05299 +  1,66995 + 0 ,1 7 1 9 9 -  0 ,78897

0.02548 +  39,727 +  2 0 ,1 7 6 0 +  2.14 - 6 2 ,1 5 3
+  39,25242 +  20 ,20028 +  2 ,82612 - 6 2 ,2 7 8 8 7

- 0 ,5 1 4 7 0 — 0,07201 +  1 ,58687

0.45283 +  24 ,381 - 0 ,0 3 5 2 +  0 ,05 - 3 3 ,9 9 1 8
+  2 ,20833 - 0 ,0 3 5 2 - 2 .5 2 2 2 5 0 ,3 5 2 2 0

+ 0 .0 1 5 9 2 +  1,14215 0 ,1 5 9 4 8

Qxx =  -1 7 8 5 ,7 1 4 2 8 0 0 +  0 ,0 3 5 2
- 0 .0 0 0 5 6 — 0 ,04020 +  0 ,04081

- 7 1 ,7 8 5 7 1 +  72 ,87499

ka =  - 0 ,3 4 2 6 2 kb =  + 0 ,4 9 0 7 9 kc =  + 0 ,1 7 4 6 2 kd =  - 0 ,0 7 1 6 5 ke =  — 0,0 0 0 7 öx =  - 7 1 ,7 8 5 7 1 0 -  0 ,5 5
+  [» t ]  =  +  1,34784 +  1,34823

- 0 0

( 1 1 ) =  [aa] (1 2 ) =  [«6]
( I  1 ) =  - ( 1 2 ) 1

(13) =  [oe] 
( I I I )  =  - ( 1 3 ) 1

(14) =  [ad]
( I I I  1 ) =  - ( 1 4 ) 1

(15) =  [ae]
(IV  1) =  - ( 1 5 ) 1

(16) =  A a 
(V 1 ) =  - ( 1 6 ) 1

( I 7 ) = b „
(V I 1) =  - ( 1 7 ) 1

(18) =  S e 
( S l )  =  - ( 1 8 ) 1

11 =  ( 2 2 - 1 )
(2 2 )  =  [bb]

(22 - 1 ) =  (22) +  (I 1)(12)
(23) =  [bc]

( 2 3 - 1 )  =  (23) +  (I  1) (13) 
( I I  2) =  - 1 1 ( 2 3 - 1 )

(24) =  [bd]
( 2 4 .1 )  =  (24) +  (I  1) (14) 

( I I I  2) =  - I I  (2 4 -  1)

( 2 5 ) =  [be]
(2 5 .  1) =  (2 5 ) +  (I 1) (15) 

(IV  2) =  - 1 1 ( 2 5 - 1 )

(26) =  A b
( 2 6 - 1 )  =  (2 6 )  + ( 1  1) (16) 
(V  2) - — I I  (26  -1)

(2 7 ) =  L b
( 2 7 - 1 )  =  ( 2 7 ) 4  (1 i ;  (17) 
(V I 2 ) =  - I I  (2 7 -1 )

(2 8 ) =  S b
(28-1) =  (2 8 ) +  (1 1) (18) 

(S2) =  - I I  (28 1)

111 =  (33 ~2)"
( 3 3 ) =  [cc]

(33 • 2) =  (33) +  ( I I  2) (23 -1 ) +  
+  <II 1) (13)

(34) =  [cd]
( 3 4 - 2 )  =  (34) +  (11 2) (24  - 1 ) +  

+  (11 1) (14)
( I I I  3) =  - I I I  (34  • 2)

(35) =  [ее]
(35-2) = (3 5 ) +  ( I I  2) ( 2 5 1 )  +  

+  (П  1) (15)
(IV  3) =  - 1 1 1 ( 3 5 - 2 )

(36) =  A c
(36 ■ 2) =  (3 0 ) +  ( I I  2) (26 ■ 1) +  ( I I  1) (16) 

(V 3) =  - I I I  (36  • 2)

(3 7 )  =  Lc
(37  • 2) =  (37) +  ( I I  2) (27 • 1) +  ( I I  1) (1 7 ) 
(V I 3 ) =  —I I I  (37 • 2)

(38) =  Sc
(38 -2 ) (38) +  ( I I  2) ( 2 8 -1 )  +  ( I I  1) (18) 

(S3) =  - I I I  (3 8 -2 )

IV  =  7 4 4 .3 )
(44) =  [dn]

(44 • 3) =  (44) +  ( I I I  3 ) (34  • 2) +  
+  ( I I I  2) (2 4 -  1) +

+  (H I 1) (14)

(45) =  [de]
(45-3) =  (4 5 ) +  ( I I I  3) (35-2) +  

+ ( I I I  2) (25 - 1) +  (H I  1) (15)
(IV  4) =  — IV  (45 • 3)

(46) =  A d
(46 • 3) =  (4 6 ) +  ( I I I  3) (36 ■ 2) +  ( I I I  2) (2 6 1 )
+  (H I  1) (16)
(V  4) =  — IV  (46  • 3)

(4 7 ) =  Ld
(47  • 3 ) =  (47) +  ( I I I  3) (37 • 2) +  ( I I I  2 ) • 

•(2 7  • 1) +  ( I I I  1) (17)
(V I 4 ) =  - I V  (47 3)

(48) =  Sd
(4 8 -3 ) =  (48) +  ( I I I  3) (38  • 2) +  ( I I I  2) • 
• (2 8 -1 ) +  ( I I I  1) (18)

(S4) =  - I V  (4 8 -3 )

V =  — 1------
(55 • 4)

(55) =  [ее]
(55 ■ 4) =  (5 5 ) +  (IV  4) (45 • 3) +  

+  (IV  3) (35 • 2) +  (IV  2) (25 • 1) +  (IV  1) (15)

( 5 6 ) =  A e
(56-4) =  (5 6 ) +  (IV  4) (46-3) +  (IV  3) • 
•(36 ,2 ) +  (IV  2) (26-1) +  (IV  1) (16)
(V  5) =  - V  (56  • 4)

(5 7 ) =  Lt
(57  • 4 ) =  (57) +  (IV  4 )  (47  ■ 3) +
+  (IV  3) (3 7 -2 ) +  (IV  2) (27 • 1) +  (IV  1) (1 7 ) 

(V I 5 ) =  - V  (57 • 4)

(58) =  Se
(58 • 4) =  (5 8 ) +  (IV  4) (48  ■ 3) +
+  (IV  3) (38  • 2) +  (IV  2) (2 8  • 1) +  (IV  1) (18) 

(S5) =  — V  (5 8 -4 )

V I =  - 1 — 0
( 6 6 .5 )  Vxx »

(66) =  A j
(66 • 5) =  (6 6 ) +  (V 5) (56 • 4 ) +  (V 4 ) (46  • 3 ) +  
+  (V 3) (36 • 2) +  (V 2) (26 • 1) +  (V I )  (16)

( 6 7 ) =  L
(6 7 -5 )  =  (67) +  (V 5) (5 7 -4 )  +  (V 4 ) (4 7 -3 )  +  

+  (V 3 ) (37 • 2) +  (V 2) (27  • 1) +  (V I)  (17)
(V I 6 ) =  - V I  (67 ,5)

(68) =  S ,
(6 8 -5 ) =  (6 8 ) +  (V 5) (58  -4 )  +  ( V 4 ) ( 4 8 - 3 )  +  
+  (V 3) ( 3 8 - 2 )  +  (V 2) (28 • 1) +  (V I)  (18)
(S 6) =  - V I  (6 8 -5 )

ka =  (V I 1) +  (V  l ) á x +  
+  (IV  l)kc +  ( I I I  1 )Acrf +  
+  ( I I  1 )kc +  (I 1 )k„

kb =  (V I 2 ) +  (V  2)6X +  
+  ( IV  2)ke+  ( I I I  2 )kdA 
+  (И  2) kc

kc =  (V I 3) +  (V 3) 6X +  ' 
+  (IV  3)kt  +  ( I I I  3 )kd

kd =  (V I 4) +  (V  4) <5X +  
+  (IV  4 )ke

к, =  (V  1 5 ) + (V  5)<5X öx =  (V I 6 ) (7 7 ) =  0
[ e r ]  =  (77) +  (V I 6 ) (6 7 ,5 ) +  (V I 5) (5 7 ,4 )  

+  (V I 4) (47 .3 ) +  (V I 3) (3 7 .2 ) +  (V I 2) • 
• (2 7 ,1 )  +  (V I 1) (17)

(78) =  S L
(78 • 6) =  (78) +  VI 6) (68  • 5) +  (V I 5) • 
•(58 -4 ) +  (V I 4) (48 -3 ) +  (V  I  3) ( 3 8 - 2 )  +  
+  (V I 2) ( 2 8 - 1 )  +  (V I 1) (18)





Acta Techn. Hung. 47. (1964)

T ab e lle  V II

К h AA L <?*« Qh Qaa S Г

+  1,51528 - 0 ,4 1 4 1 7 - 0 ,8 7 7 2 3 +  245,0 - 1 0 0 +  244,22388

+ 0 ,8 5 3 9 7 + 0 ,1 9 1 0 7 +  17,0 0 - 1 0 +  16,63087

0 0 0 0 - 1 -  1,68616

0 0 0 0 +  262,0

+  1,23096 - 0 ,3 3 6 4 6 - 0 ,7 1 2 6 3 +  199,03165 -0 ,8 1 2 3 7 0 0 +  198,40115 . . .  15

+ 0 ,8 6 0 6 7 — 0,05658 +  97,55908 - 0 ,3 1 7 5 7 - 1 ,1 6 1 8 8 0 +  96,88373 . . .  73

+  0 ,71487i — 206 ,12952i + 0 ,8 3 4 9 5 i + 0 ,0 9 1 9 5 i +  1,398851 -2 0 3 ,0 8 8 8 5 1 . . .  85

- ( L p H  +
[pBB])=

=  + 6 6 4 1 ,9 9 2 7 7
- f c a =

+ 2 0 ,5 6 1 3 3
— —

=  + 9 4 ,3 9 8 3 3
- A A  =  

=  - 2 8 8 ,3 4 4 2 7
-  7077,38864

II i-
l

”
11

P ro b e  der N orm algleichungen:
1. 0,0035 =  0
2. 0,0035 =  0
3. 0,0035 =  О 
Ferner:
[рпю] +  [рвв] =  6642.10 
— [Lit] =  6642,07

елu:
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T ab elle  V II e n th ä l t  d ie  m it der C ho leskyschen  M ethode au sg efü h rte  
A u flö su n g  der N o rm alg le ich u n g en . Die R ech n u n g serg eb n isse  sind , abgesehen  
v o n  d e n  A b ru n d u n g sfeh le rn , m it den in  d e r L i te r a tu r  angegebenen  ü b e re in 
s tim m e n d . D urch die B es tim m u n g  der V e rb esse ru n g en  m it H ilfe d e r  K o r
r e la te n  u n d  nach  d e re n  A d d ie ru n g  zu d en  B e o b a c h tu n g e n  e rh ä lt  m a n  die 
au sg eg lich en en  W erte  u n d  n a c h  nochm aliger D u rc h re c h n u n g  die en d g ü ltig en  
K o o rd in a te n  der e in ze ln en  P u n k te  des P o ly g o n zu g es . Bei d ieser R ech n u n g  
k ö n n e n  w ir die nochm alige  D urch rech n u n g  v e rm e id e n , w enn w ir d en  Z uschlag  
d e r ungem essenen  U n b e k a n n te n , sowie die d e n  V erbesseru n g en  en tsp rech en d en  
K o rrek tio n sg lied e r b e re c h n e n . Die en d g ü ltig en  K o o rd in a te n :

x2 =  +  171,672 m, 

x2 =  -(-187,706 m, 

x3 =  + 1 6 9 ,2 8 3  m , 

x t =  + 2 5 1 ,1 5 0  m, 

x B =  + 2 3 0 ,5 7 2  m ,

y 2 =  + 3 6 2 ,4 8 4  m , 

y 2 =  + 4 1 4 ,7 1 6  m , 

y 3 =  + 4 5 4 ,7 9 4  m , 

y 4 =  + 4 9 0 ,6 2 0  m, 

у  в  =  + 5 2 2 ,5 9 1  m.

D er m ittle re  F e h le r  d e r  G ew ich tse inheit:

Mo —  ±
[pi>r] +[pbö]

r -  q
± 8 1 , 5 .

D er m ittle re  Fehler d e r  ungem essenen  U n b e k a n n te n :

Maa  — M(Ai) — ±  Mo VQa i a i  114,02 .

D a m it is t unsere  A u fg ab e  im w esen tlich en  gelöst. Als E rg eb n is  is t also 
n ic h t  n u r  die ungem essene U n b e k a n n te  e rh a lte n , so n d ern  auch  deren  G ew ich ts
k o e ff iz ie n t. Gem äß d e m  allgem einen  R ech en sch em a  is t auch  d e r m ittle re  
F e h le r  d er F u n k tio n  a b le i tb a r  (z. B. w en n  w ir  n a c h  der A usg le ichung  den 
m it t le r e n  Fehler irg e n d e in e r  R ich tung  oder K o o rd in a te  b e s tim m en  wollen, 
d e r  im  H inblick  a u f  d e n  A nsch luß  der ab zw eig en d en  P o lygonzüge b en ö tig t 
se in  m ag).

E in e  dera rtige  A n w en d u n g  der C ho leskyschen  M ethode is t  freilich  
b e so n d e rs  im  Falle m e h re re r  U n b ek an n ten  v o r te i lh a f t  u n d  w irtsch a ftlich .

*

A u f G rund des o b ig e n  is t  der V orteil d e r  A uflö su n g  der N o rm alg le ich u n 
gen  m it  d er C holeskyschen M ethode ersich tlich . D a rü b e r  h inaus is t die M ethode 
a u c h  b e i d e rV . u n d  d a m it  a u c h  den IV. u n d  V I. A u sg le ichungsg ruppen  an w en d 
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b a r. A u ß e r der B estim m u n g  d e r U n b e k a n n te n  k ö n n en  w ir au ch  d e re n  G ew ich ts
k o effiz ien ten  e rh a lte n , es k ö n n en  sogar die P ro d u k tg ew ich tsk o e ffiz ien ten  
b e re c h n e t w erden . D ie R ech en tab e lle  m ag  au ch  m it den  z u r  B erechnung  
des m ittle re n  F eh le rs  d e r F u n k tio n  v o n  F u n k tio n e n  n ö tig en  R ed u k tio n e n  
e rg ä n z t w erden , bei w elcher B erechnung  a u ß e r  dem  Z usch lag  d e r  F u n k tio n  
auch  die nö tigen  Q u a d ra t-  u n d  P ro d u k tg ew ich tsk o e ffiz ien ten  zu  e rm itte ln  
sind . N ötigenfa lls k a n n  au ch  d er G ew ich tskoeffiz ien t des ausg le ichungen  
W ertes  (о,- -|- t>i) b e re c h n e t w erden , in  w elchem  F alle  f ,  =  1 u n d  alle  übrigen  
W erte  f  u n d  f x gleich N ull sind . Die n ö tig en  R ed u k tio n en  k ö n n e n  am  E nde 
d er T ab e lle  b e rech n e t w erden . Im  V ergleich  m it den ü b rigen  M e th o d en  erfo r
d e r t diese die w en igste  sch riftliche  A rb e it, u n d  ih re  R echenschärfe  i s t  in  gewis
sen F ä llen  größer als be i den  ü b rig en  L ösungen .

In  d ieser W eise e rla n g t die A usg le ichung  des B asisv ierecks gem äß  der 
V. G ru p p e  einen b eso n d eren  V orte il, da  sie n eb e n  der re la tiv  e in fa c h e n  B erech 
n u n g  d e r m ehrm aligen  E n tw ick lu n g  (Ü b e rtrag u n g ) eine seh r schnelle  und  
w irtsch a ftlich e  L ösung  d e r N o rm alg le ichungen  b ie te t. So is t  au c h  die F rage 
b e a n tw o r te t ,  die in  d e r w ertv o llen  S tu d ie  v o n  M lL A S O V S Z K Y  aufgew orfen  
w u rd e . D ie w irtsch a ftlich e  M ethode d er A usg leichung  eines B asisn e tze s  von 
belieb iger F o rm  is t u n se ren  E rö rte ru n g e n  e n tsp rech en d  die m it ungem essenen  
U n b e k a n n te n  a u sg e fü h rte  A uflösung  d er b e d in g te n  B eo b a c h tu n g e n , v o rau s
g ese tz t, d aß  bei d er B erech n u n g  der U n b e k a n n te n  der N o rm alg le ich u n g en  
die h ie r  an g efü h rte  u n d  zu  diesem  Zw eck aufgeschriebene C holeskysche M ethode 
an g ew en d e t w ird.

Ä hnlich  e rg ib t sich  die Lage im  F alle  d er ü b rig en  A usg le ichungsp rob lem e. 
H e u te , da  m it d er A n w en d u n g  d er e lek tro n isch en  R e c h e n a u to m a te n  die A us
g leichung  der B eo b ach tu n g sw erte  sow ohl in  d er G eodäsie u n d  P h o to g ra m 
m etrie  als auch  in  a n d e ren  tech n isch en  u n d  physik a lisch en  A rb e ite n  w eit
gehend  angew en d et w ird , gew inn t die V. A usg le ichungsg ruppe g e rad e  wegen 
ih re r Z w eckm äß igke it u n d  besonderen  V o rte ilen  an  B e d e u tu n g . So is t es 
n ic h t u n in te re ssa n t, die m it d ieser zu sam m en h än g en d en  F ra g e n , m it  beson
d ere r B each tu n g  d e r S chnelligkeit, W ir tsc h a ftlic h k e it u n d  G e n a u ig k e it der 
L ösungen , e tw as n ä h e r  zu b eh an d e ln . D a m it h ab e n  w ir fü r die v o n  H e l m e r t  

v o r m eh r als 90 J a h re n  au fg este llte  so g en an n te  V. A u sg le ich u n g sg ru p p e  [28] 
eine d en  L ösungen  d e r b ed in g te n  u n d  e rm itte ln d e n  B e o b a c h tu n g e n  ähn liche , 
m oderne  A uflösung  e rh a lte n . D ie e tlichen  an g e fü h rte n  B eisp iele w eisen  au f 
die B e d eu tu n g  u n d  w eite  A n w en d u ngsm ög lichke it von  allen  d iesen  [31, 32, 
33, 34, 35, 36, 37, 38] h in . D u rch  die in  dem  obigen gegebenen  E rg än zu n g en  
zu d en  in  d er L i te ra tu r  b ish e r ersch ienenen  d iesbezüglichen  S tu d ie n  [14, 22, 
29, 30] b e tra c h te n  w ir die A uflösung  der den  a llgem einen  F a ll d e r  A usg le ichung  
b e tre ffen d en  N orm alg le ich u n g  d er C holeskyschen  M ethode als gegeben .

A u f w eitere  v e re in fach en d e  u n d  verg le ichende  U n te rsu c h u n g e n  w erden 
w ir im  sp ä te re n  z u rü ck k eh ren .
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Q U IC K  SO LU TIO N  O F  N O R M A L  E Q U A T IO N S IN  G E N E R A L  CASE O F  A D JU S T M E N T

F. HALMOS

SU M M A RY

A u th o r exam ines th e  n o rm al e q u a tio n  so lu tions o f  a d ju s tm e n t re fe rrin g  to  th e  case 
o f u n observed  unkn o w n s o f co n d itio n a l o b se rv atio n s. H e s ta te s  th a t  th is  a d ju s tm e n t  o f obser
v a tio n  va lues and  so th e  u p - to d a te  so lu tion  of no rm al eq u a tio n s  g re a tly  in c reases  th e  speed 
of co m p u ta tio n s.

B y assum ing im a g in ary  re d u c tio n  values d e riv ed  from  th e  sq u a red  co effic ien ts  w ith  
zero v a lue , th e  d iff ic u lty  concern ing  th e  d e te rm in a tio n  of b o th  th e  u n k n o w n s a n d  th e  w eight 
coefficien ts m ay  be overcom e. T his accoun ts for th e  C holesky so lu tion  n o t  b e in g  app lied  to 
th is  a d ju s tm e n t g roup . H is s tu d y  is co m ple ted  by  p ro b lem s re ferring  to  th e  co m p u ta tio n  
o f w eigh t coefficients o f th e  fu n c tio n  values, m oreover, th e  d e te rm in a tio n  o f p ro d u c t  w eight 
coefficien ts is also g iven. T he co m p lem en t of th e  fu n c tio n  m ay  also be ta k e n  d ire c tly  from  
th e  tab le . T he m eth o d  of th e  co rrespond ing  checks is also given.

The a d ju s tm e n ts  re fe rrin g  to  co rre la ted  o b se rv a tio n s  m ay  lead  to  a so lu tio n  of th is 
k in d  as well.

C om parison has been  m ade  w ith  m odern ised  G auss, B je rh am m er a n d  R eicheneder 
so lu tio n s .

I t  s tan d s to  reaso n  t h a t  th e re w ith  th e  possible so lu tions are given fo r th e  a d ju s tm e n t 
o f in d irec t ob se rv atio n s w ith  fo rced  co n d itions (g roup  IV .) and  for th e  a d ju s tm e n t  o f con
d itio n a l ob se rv atio n s w ith  u n o b se rv ed  unknow ns, b u t  m ere ly  in case o f fo rced  conditions 
e x is tin g  am ong these  la t te r  ones (g roup  V I.), as th e  p ro b lem s here are  sim ila r.
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U N E  S O L U T IO N  R A P ID E  D E S  É Q U A T IO N S N O R M A L E S  D A N S L E  CAS G É N É R A L
D E  LA  C O M PEN SA TIO N

F. HALMOS

R ÉSU M É

L ’a u te u r  exam ine les so lu tio n s , p a r  éq u atio n  n o rm a le , de la  co m p en sa tio n  des o b se r
v a t io n s  conditionnelles en  cas d ’in c o n n u e s  non m esurées. I l  c o n s ta te  que  ce groupe de co m p en sa
t io n  jo u a n t  u n  rôle de p lus en  p lu s  g ra n d  dans la co m p en sa tio n  des m esures, la  p o ssib ilité  d ’une 
s o lu t io n  m oderne  des é q u a tio n s  n o rm a le s  p e u t accro ître  co n sid é rab lem en t la ra p id ité  d u  calcul.

P a r  in tro d u c tio n  des v a le u r s  de  réd u ctio n  im ag in a ires  reçu es des m em b res abso lus de 
v a le u r  zéro , on p eu t, du  d o u b le  p o in t  de  vue des in co n n u es e t  des coefficien ts de p o id s, su r 
m o n te r  la  d ifficu lté  en  ra iso n  d e  laq u e lle  la  m éthode de C ho lesky  n ’a p u  ê tre  ap p liq u ée  à  ce 
g ro u p e  de  com pensation . L ’a n a ly se  p o r te  égalem ent su r les p ro b lèm es du  calcu l des coefficien ts 
d e  p o id s  de la  va leu r de fo n c tio n , e t  l ’au te u r  donne m êm e la  d é te rm in a tio n  des coefficien ts 
d e  p o id s  à  indices m ix tes. L a  v a le u r  com plém enta ire  de la  fo n c tio n  p e u t ê tre  d irec te m en t 
o b te n u e  d u  tab leau . Le m ode d es  ca lcu ls  de contrô le e s t ég a lem e n t p résen té .

L es  com pensations q u i se r a p p o r te n t  à des v a leu rs  p ré s e n ta n t  e n tre  elles u n e  re la tio n  
fo n c tio n n e lle  p euven t aussi a b o u t i r  à  ce tte  solution.

L ’a u te u r  com pare la  so lu t io n  m odern isée  de G auss â celles de  B jerh am m er e t  de R eiche- 
n e r d e r ,  p u is  offre u n  exem ple  n u m é r iq u e .

O n  p e u t résoudre a in s i, e n  p rin c ip e , la co m p en sa tio n  des obse rv a tio n s in te rm éd ia ire s  
c o n d itio n n e lle s  à conditions n é ce ssa ire s  (IVe groupe) a u ss i b ien  que  celle des o b se rv a tio n s 
c o n d itio n n e lle s  à inconnues n o n  m esu rées. Pour le cas d ’in co n n u es reliées p a r  u n e  re la tio n  
fo n c tio n n e lle  (VIe groupe), les p o ss ib il ité s  de so lu tion  so n t ég a lem en t données p a r  l’a u te u r , les 
p ro b lè m e s  é ta n t  ici to u t  an a lo g u es .

УСКОРЕННОЕ РЕШЕНИЕ НОРМАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ В ОБЩЕМ СЛУЧАЕ
ВЫРАВНИВАНИЯ

Ф. ХАЛЬМОШ

РЕЗЮМЕ

Рассматривается вопрос о решении выравниваний для случая с неизмеренными 
неизвестными при условных наблюдениях, при помощи нормальных уравнений. Такие 
группы выравниваний приобретают все большее значение в выравнивании измеренных зна
чений, в связи с чем возможность решения нормальных уравнений в значительной мере 
ускоряет вычисления.

Благодаря введению мнимых редукционных величин, получаемых за счет нулевых 
ведующих членов, в определении как неизвестных, так и весовых коэффициентов можно 
было преодолеть трудности, из-за которых до сих пор для этой группы выравниваний не 
применялось решение Холеского. Исследования описываются вместе с вопросами, свя
занными с вычислением весовых коэффициентов величины функции и приводится также 
и определение произведений весовых коэффициентов. Дополнительное значение функции 
такж е может быть определено непосредственно с таблицы. Описывается прием соответ
ствующей проверки вычислений.

Выравнивания для взаимно зависимых величин приводят к получению подобного 
решения.

Дается сопоставление предлагаемого приема с усовершенствованными решениями 
Гаусса, Реихенердера и Бьергаммера и приводятся численные примеры.

Тем самым дается возможность решения вспомогательных наблюдений с принуди
тельными условиями (группа IV) и выравнивания условных наблюдений с неизмеренными 
неизвестными и для случая принудительных условий, имеющих место только между по
следними (группа VI), ввиду того, что здесь речь идет о подобных проблемах.
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DAS METEOROLOGISCHE PROBLEM DER 
ELEKTRONISCHEN ENTFERNUNGSMESSUNG

J .  M IT T E R 1

(BUNDESAMT FÜR EICH- UND VERMESSUNGSWESEN, WIEN) 

[E ingegangen  am  26. N o v e m b er, 1962]

N ach  einer ku rzen  C harak teris ie ru n g  der h e u te  in  V erw endung  s teh en d en  e le k tr is c h 
op tisch en  u n d  e lek tro n isch en  D istan zm eß v e rfah ren  u n d  de r allgem einen A u sb re itu n g sb e d in 
gungen  ih re r  T rägerw ellen  in de r A tm o sp h äre , w ird  die B estim m b ark e it der m it t le re n  F o r t 
p flan zu n g sg esch w in d ig k e it de r T rägerw ellen  d isk u tie r t .  D iese is t abhängig  von d e r  B e stim m 
b a rk e it  des h e rrsch en d en  B rech u n g sk o effiz ien ten , d e r  eine O rtsfu n k tio n  de r m ete o ro lo g i
schen V erh ältn isse  längs des W ellenw eges is t. D as K e rn p ro b le m  liegt dabei fü r  L ic h t-  und  
M ikrow ellen  in  de r B e s tim m b ark e it der rich tig en  M itte l te m p e ra tu r  bzw. bei d en  D ezim ete r- 
u n d  Z en tim ete rw ellen  au ß erd em  noch in  der B e s tim m b a rk e it  des m ittle ren  D a m p fd ru c k e s . 
B isher e rfo lg te  d ie B estim m u n g  der m eteoro log ischen  D a te n  n u r  an  den S tre c k e n e n d p u n k te n  
u n d  in  B od en n äh e . Ih r  liegt die A nnahm e eines p ra k tis c h  lin ea ren  A ufbaues des m e teo ro lo g i
schen F e ld es im  M eßraum  fü r  alle E lem en te  zu g ru n d e .

E s w erden  d e r A u fb au  des T em p era tu rfe ld es bei T ag  u n d  N ach t in B o d e n n äh e  u n d  
in de r »freien« A tm o sp h ä re  u n d  d ie zusä tz lichen  E in flü sse  au s L uftbew egung , R e lie f  u n d  
B o d en b ed eck u n g  besprochen .

N ö rd lich  von  G raz w u rd e , in  M itte lg eb irg slän d e  ein V ersuchsfeld fü r e le k tro n isch e  
D is tan zm eß v e rfah ren  e in g e rich te t u n d  eine R eihe v o n  V ersuchsm essungen  zu r K lä ru n g  des 
T em p era tu rp ro b le m e s bei N a c h t d u rch g efü h rt. E s  w u rd e n  G eodim eterm essungen  m it  H u b 
sch rau b e rm essu n g en  längs des L ich tw eges k o m b in ie rt. E s  e rg ab  sich, daß  bei E n d p u n k tm e ssu n 
gen T e m p era tu rfeh le r  bis zu 5° C a u ftre te n  k önnen . V on beso n d erem  In teresse  is t d e r  V ergleich  
zw ischen R ad io so n d en m essu n g en  bei W ien in 150 k m  E n tfe rn u n g  u n d  den ö r tlic h e n  T em p e 
ra tu rm essu n g e n . D ie E x tra p o la tio n  lieg t bei n o rm alen  W ette rv e rh ä ltn issen  noch  w e sen tlich  
b esser als das M itte l aus den  E n d p u n k tm essu n g en .

F ü r  die B estim m u n g  des m ittle ren  L u ftd ru c k es  re ic h t in  a llen  Fällen , die E n d p u n k t 
m essung  aus.

D ie B estim m u n g  der m itt le re n  L u ftfe u ch tig k e it, w ird  wohl bei E n d p u n k tm e ssu n g e n  
d u rc h  die B o d en n äh e  b e e in trä c h tig t, die H au p tfeh le rq u e lle  d ü rf te  aber h ier n u r  zu  o f t in 
feh le rh a fte n  P sy ch ro m e te rm essu n g en  liegen.

D r. R e g ő CZI h a t  im  J a h re  1959 in  den  A c ta  Technica H ung. [1] in  e iner 
S tu d ie  die A n w endungsm ög lichke iten  der n e u e n  physikalischen , e le k tro n i
schen  E n tfe rn u n g sm e ß v e rfa h re n  in  U n g a rn  u n te rs u c h t. E r  k am  d a b e i zu 
den Schlüssen , d aß  an g esich t d er fertigen  tr ig o n o m e trisc h e n  G ru n d lag en  u n d  
des dab e i in  U n g a rn  a n g ew an d ten  T ria n g u la tio n sv e rfah re n s : H e r le itu n g  d er 
N etze  h ö h ere r O rd n u n g  aus K le ind re iecken , d ie T rila té ra tio n  u n w ir ts c h a f t
lich  is t u n d  die e lek tro n isch en  E n tfe rn u n g sm e ß v e rfa h re n  n u r d o rt m it  E rfo lg  
e in g ese tz t w erden  k ö n n en , wo auch  b ish er S treck en m essu n g en  z u r L ö su n g  
d er A ufg ab en  n o tw en d ig  w aren . Zu diesen F ä lle n  gehören die M essungen  
von  G ru n d lin ien  oder lan g se itig en  P o ly g o n zü g en , die in  schw ierigem  G elän d e

1 D r. tech n . Jo se f  Mit t e r , W ien, V III . F rie d ric h  S ch m id t P la tz  3.
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(W a ld g e b ie te )  e iner ko stsp ie lig en , g ro ß räu m ig  ausgre ifenden  T ria n g u la tio n  
v o rz u z ie h e n  sind  o d er P u n k te in sc lia ltu n g e n  e r s t  m öglich  m achen  (enge T ä le r). 
Im  F a lle  d e r G ru n d lin ien m essu n g  w ird  d a b e i u n te r  B erü ck sich tig u n g  des 
G e n a u ig k e itsa b fa lle s  be i d e r M a ß s ta b sü b e rtra g u n g  du rch  das B a s ise n tw ic k 
lu n g s n e tz , so fo rt an  die d ire k te  M essung d e r a b z u le ite n d en  H a u p td re ie c k se ite  
zu  d e n k e n  sein.

D iese  Schlüsse g e lten  genauso  fü r die ö ste rre ich isch en  V e rh ä ltn isse  u n d  
a n a lo g  f ü r  alle L ä n d e r m it »klassischen« V erm essu n g sg ru n d lag en .

D ie  E n tw ic k lu n g  d e r e lek tro n isch en  D is ta n z m e ß v e rfah re n  h a t ,  wie 
Ih n e n  b e k a n n t ,  u n d  w enn  w ir b ew u ß t v o n  d e n  Im p u lsech o -V erfah ren  (S horan- 
u n d  H ira n -V e rfah re n ) fü r  die V erm essung g ro ß e r  R äum e ab seh en , z u r  A u s
b ild u n g  zw eier, d u rc h  die v e rw en d e ten  T räg e rw e llen  c h a ra k te ris ie r te n  V er
fa h re n  g e fü h rt, näm lich :

d ie  elektrisch-optischen Verfahren  m it  L ic h t  als T rägerw ellen  u n d
d ie  rein  elektronischen Verfahren  a u f  d e r  B asis der D ez im ete r- oder 

Z e n tim e te rw e llen .
D ie  e rs te  V e rfah ren sg ru p p e  w ird  b is h e u te  p ra k tisc h  n u r  d u rc h  d ie  v e r

sc h ie d e n e n  T y p en  des v o n  d e r F a . A G A  in  S tockho lm /L id ingö  n a c h  dem  
P r in z ip  v o n  E . B e r g s t r a n d  erzeu g ten  Geodimeters v e rtre te n . (A lle a n d e ren  
V e rsu c h e  a u f  d iesem  G eb ie t, d ie der E rs e tz u n g , d er m it hohem  e lek tr isch en  
E n e rg ie a u fw a n d  a rb e ite n d e n  K errzelle  d u rc h  e inen  e lek trisch  e in fach e ren  
M o d u la to r  wie K ris ta ll-  o d e r U ltra sc h a llm o d u la to r  d ien ten , s ind  b is  h e u te  
feh lg esch lag en .)

D e r  zw eiten  V erfah ren sg ru p p e  g eh ö ren  b e k a n n tlic h  das Tellurom eter  
v o n  T . L . W a d l e y  a u f  d er B asis der 10 cm  —  b zw . bei dem  n e u e s te m  M odell 
a u f  d e r  3 cm  —  W elle an , d a n n  das Electrotape  d e r Cubic Corp. in  S a n  D iego 
in  C a lifo rn ien  u n d  se it n eu es tem  der D istom at d e r F a . W il d  in  H e e rb ru g g / 
S chw eiz . D ie beid en  le tz tg e n a n n te n  G erä te  b e n u tz e n  ebenfalls T räg erw e llen  
v o n  r u n d  3 cm W ellen länge.

A lle  V erfah ren  sin d  P h ase n m e ß v e rfa h re n  u n d  ihre A rbeits- o d e r D is ta n z 
g le ic h u n g e n  gehen v o n  d e r Z eit-W eg-G leichung

2D =  c A t  (1)

au s , in  d e r  c die A u sb re itu n g sg esch w in d ig k e it des e lek tro m ag n e tisch en  T räg ers  
im  M ed iu m  des M eßraum es u n d  A t das Z e itin te rv a ll  zw ischen dem  A u ssen d en  
u n d  E m p fa n g e n  eines e lek trisch en  oder o p tis c h e n  Signales is t. D ie  D is tan z  
2D  e rg ib t  sich, d a  alle V erfah ren  a u f d em  R eflex ions- oder R e la isp rin z ip  
b e ru h e n , aus dem  D u rch lau fen  der d o p p e lte n  M eßstrecke.

D a  d er M eßvorgang  in  d e r A tm o sp h ä re  v o r  sich geht, is t  c d ie A u sb re i
tu n g sg e sc h w in d ig k e it d e r T rägerw ellen  in  d e r  L u ft. F ü r die A u sb re itu n g s 
g esch w in d ig k e it e in er e lek tro m ag n e tisch en  S chw ingung  in  einem  M ed iu m  gilt
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d ie  M A XW ELLsche G le ic h u n g

(2)

w orin  e die D ie lek tr iz itä ts -  u n d  p  die P e rm e a b ili tä tsk o n s ta n te  d e r L u f t  u n d  
c0 die un iverselle  K o n s ta n te , die L ich tg esch w in d ig k e it im  V a k u u m  is t . c0 
is t, wie b e k a n n t, n ach  d e r E m p feh lu n g  d er 11. G en e ra lv e rsam m lu n g  der 
IU G G  in T oro n to  1957 (R eso lu tio n  N r. 1) gleich

c Q =  299 792,5 ±  0,4 km /s

anzu n eh m en . F ü r  die als T räg erw ellen  in  F rag e  k o m m en d en  S p e k tra lb e re ich e  
d e r L ich t- bzw. d e r D ez im eter- u n d  Z en tim e te rw ellen  w ird  d e r A u sd ru c k  
Уs /и gleich dem  h errsch en d en  B rechungskoeffiz ien ten  d e r L u ft n  u n d  G le ichung
(2) g eh t in  die F o rm

n
ü ber.

D a die Ausbreitungsgeschw indigkeit der L ichtw ellen  in  d er A tm o sp h ä re  
w egen des D ispersionseffek tes freq u en zab h än g ig  is t  u n d  die v e rw e n d e te  
T rägerw elle  keine m a th e m a tisc h e  E inzelschw ingung  is t , sondern  im m e r, au ch  
hei m o n ochrom atischem  L ic h t aus einem  F re q u e n z b a n d , e iner W ellen g ru p p e  
b e s te h t, is t ih re A u sb re itu n g sg esch w in d ig k e it gleich  d e r G ruppengeschw indig
keit. D iese k an n  als die F o rtp flan zu n g sg esch w in d ig k e it d er d u rch  die lau fen d e  
In te rfe ren z  der E inzelw ellen  d e r W ellengruppe e n ts te h e n d e n  p e rio d isch en  
E n erg iezen tren  d e fin ie rt w erd en . Z u r B estim m u n g  d er h e rrsch en d en  G ru p p e n 
geschw ind igkeit m uß  d e r  G ru p p en b rech u n g sk o effiz ien t b e k a n n t se in , m it 
dem  die G leichung (3) ü b e rg e h t in

(3a)

D er G ru p p en b rech u n g sk o effiz ien t fü r  s ic h tb a re s  L ich t is t eine O rts 
fu n k tio n  der L u f t te m p e ra tu r , des L u ftd ru ck es, d er L u ftfe u c h tig k e it u n d  
b e tr if f t  die effek tive , d. i. d ie a u f  den  E m p fän g er sch ließ lich  w irksam e m ittle re  
T räg erfreq u en z .

Der B rechungskoeffizient fü r  den elektromagnetischen Trägerwellenbereich  
zw ischen  0,03 u n d  1,00 m  is t  n u r  von  der T e m p e ra tu r , vom  D ru ck  u n d  vom  
W asse rd am p fg eh a lt d er L u f t  abhäng ig . E in e  F re q u e n z a b h ä n g ig k e it (Dis- 
persionseffek t) b e s te h t n ic h t.

V on W ich tig k e it is t  no ch , d aß  dem  V ak u u m w ert d er L ich tg esch w in d ig 
k e it , ab e r auch  dem  jew eiligen  ak tu e llen  W ert d erse lb en , geodätisch  gesehen , 
d e r  C h a rak te r  eines M a ß s ta b sfa k to rs  zu k o m m t.
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A u f  der 12. G en era lv e rsam m lu n g  d er IU G G  in  H elsink i 1960 w urden , 
u m  E in h e itlic h k e it in  d ie  B erech n u n g  d er e lek tro n isch en  D istan zm essu n g en  
zu  b r in g e n , folgende R ech en fo rm e ln  fü r den  B rech u n g sk o e ffiz ien ten  em pfohlen  
(R e so lu tio n  N r. 1):

a )  F ü r Licht als Trägerwellen

Z u r  B erechnung des G ru p p en b rech u n g s in d ex  fü r  N o rm a lv e rh ä ltn isse , 
d . s. tro c k e n e  L u ft b e i 0° C, 760 m m  H g D ru c k  u n d  0 ,03%  K o h le n d io x y d 
g e h a lt ,  d ie als g leichw ertig  an zu sp rech en d en  F o rm e ln  v o n  B . E d l e n  u n d  von  
H . B a r b e l l  und  J .  E .  S e a r s . Ih re  gegenseitige U n sich erh e it fü r  die w ichtige 
L ich tw e llen län g e  A =  0 ,56  /um  (gelbgrün) b e t r ä g t  ru n d  1,0 • 10“ 7 [2], sie 
k a n n  d a h e r  v e rn a c h lä ß ig t w erden . Die b e k a n n te re  F o rm el v o n  B a r b e l l  

u n d  S e a r s  sei z itie r t, sie l a u te t  fü r A in pm.:

( n Gr 1) 107 = 2876,04 +  3
16,288

A2
+  5

0,136

A4
(4)

U m  von der N o rm a la tm o sp h ä re  a u f  die ta ts ä c h lic h  h e rrsch en d en  V er
h ä ltn is s e  überzugehen , d ie n t  die zw eite F o rm e l v o n  B a r r e l l  u n d  S e a r s , 

d ie  Ih n e n  ebenfalls b e k a n n t  is t:

D a r in  is t

= 1  +
(1 +  a t )  760

5,5 - IO” 8
e .

1 +  a t
(5)

nL  B rechungskoeffiz ien t be i den h e rrsch en d en  ä u ß e re n  V erh ältn issen , t L u ftte m 
p e r a tu r  in  ° C, p  L u ftd ru ck  in  M illim eter Hg, a A usdehnu n g sk o effiz ien t de r L u f t  =  0,00367, 
e P a r t ia ld ru c k  des W asserd am p fes der L uft in  M illim eter Hg.

b) F ü r M ikrow ellen  zw ischen  A =  0,03 u n d  1,00 m als Trägerwellen  
w u r d e  d ie  F o rm e l v o n  L . E s s e n  u n d  K . D . F r o OME e m p f o h le n :

' , 103 ,49  . 86,26
X +  — f , -----( P - e) + - —

1 5748

T
■ io- ( 6 )

D a r in  is t  T  die ab so lu te  T e m p e ra tu r  in  °K  o d e r (273,16 -)- t)°, p  u n d  e sind 
w ie d e r  in  M illim eter H g  e in zu fü h ren .

D ie  Form eln  k ö n n e n , n a c h  allen b ish e rig en  E rfa h ru n g e n , in  d en  üb lichen  
M eß b ere ich en  als s tre n g  g ü ltig  angesehen w erd en .

U n te r  den h ier a u f tre te n d e n  m eteo ro log ischen  E lem en ten  s ind  alle bis 
a u f  d e n  P a rtia ld ru c k  des W asserdam pfes d ire k t  in s tru m e n te ll m e ß b a r. D er 
P a r t ia ld r u c k  k ann  n u r  m it te lb a r  über P sy c h ro m e te r-  oder H y g ro m e te rm es
s u n g e n  b erechne t w e rd en . Im  allgem einen w ird  m a n  die M essung m itte ls  
A s p ira tio n s -Psychrom etern m it Ventilatoren m it eichbaren U hrwerken, deren  
W irk u n g sw eise  als b e k a n n t  v o rau sg ese tz t w e rd en  k a n n , v o rz ieh en , da  sie,
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in s tru m e n te ll gesehen , die s ich e rs ten  W erte  g eb en . D ie B erech n u n g  des h e r r 
schenden  D am p fd ru ck es  erfo lg t d a n n  m it d e r P sy ch ro m e te rfo rm e l v o n  der 
allgem einen  F o rm

e =  E ' — A p  (t — i ' ) . (7)
I n  ih r  sind

E '  S ä ttig u n g sd a m p fd ru ck  bei der T e m p e ra tu r  des fe u c h te n  T h erm o m ete rs , A  P sy ch ro 
m e te rk o n s ta n te , t T e m p e ra tu r  des tro ck e n en  T h erm o m ete rs , t '  T e m p e ra tu r  des fe u ch ten  
T herm o m eters .

Die P sy c h ro m e te rk o n s ta n te  A  is t  von  d e r W in d g eschw ind igke it, also 
von  d er W irk u n g  d e r V en tila tio n  a n  d er Q uecksilberkugel des b e fe u c h te ten  
T h erm o m ete rs  ab h än g ig . A m  zuv erlässig sten  w ird  die b en ö tig te  T e m p e ra tu r 
d ifferenz (t —  t ')  e rh a lte n , w enn b eide  T h e rm o m e te r  m it einer L u ftg esch w in 
d ig k e it V 2 m /s v e n tilie r t w erden .

F ü r  die K o n s ta n te  A  w erden  h eu te  fo lgende  W erte  b e n ü tz t:
N ach  F . L i n k e  [3] is t A  be i e iner V en tila tio n sg esch w in d ig k e it v =  2,5 

m /s gleich 0,000 656 bzw . bei V ere isung  d er K u g e l des feu ch ten  T h e rm o 
m ete rs  gleich 0,000 579.

N ach  J .  G u t m a n n  [4] u n d  d en  P sy c h ro m e te r ta fe ln  des eh em aligen  
R eichsam tes fü r W e tte rd ie n s t [5] is t  A  bei e in e r L u ftg esch w in d ig k e it v 2,0 
m /s gleich 0,000 662 bzw . 0,000 583.

Es m uß  n ach d rü c k lic h s t d a ra u f  h ingew iesen  w erden , d aß  die einfache  
F o rm  der P sy ch ro m ete rfo rm el (7) allen  A n sp rü ch en  genüg t [2], u n d  en tg eg en  
a n d e ren  M einungen  ( In s t i tu t  G éograph ique  N a tio n a l, P aris  [6]) das m it 
U h rw eh rk san tr ieb  v e n tilie r te  P sy c h ro m e te r  d en  von  H an d  g esch leu d erten  
ohne S trah lu n g ssch u tz  im m er v o rzu z ieh en  is t.

D er E in sa tz  v o n  H a a rh y g ro m e te rn  zur B estim m u n g  der re la tiv e n  L u f t
feu ch tig k e it b r in g t zw ar wegen d e r g rößeren  T rä g h e it  zeitliche M itte lw e rte , 
doch  is t das G e rä t u nsicherer u n d  u n g en au er. E s w ird  ab e r e v en tu e ll als 
K o n tro llg e rä t h e ran zu z ieh en  sein. D ie B estim m u n g  des D am p fd ru ck es erfo lg t 
n ach  der F orm el

e =  Æ  
100

D arin  is t ‘

f  re la tiv e  L u ftfe u ch tig k e it in P ro z e n te n , E  S ä ttig u n g sd a m p fd ru ck  bei de r T e m p e ra tu r  
des tro ck en en  T h erm o m eters .

Die A u sw irk u n g  eines F eh le rs  bei d er B estim m u n g  der m itt le re n  h e rr 
schenden  A u sb re itu n g sg esch w in d ig k e it bzw . des B rechu n g sk o effiz ien ten  a u f 
die D is tan z  w ird  d u rc h  die b e k a n n te  B eziehung

A D  =
n

(9)— A n  ■ D

( n ~  1)
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w ied erg eg eb en . D er m it t le re  E inze le in fluß  d e r m eteoro log ischen  E lem en te  
e rg ib t  sich  aus der d iffe re n tie llen  B e tra c h tu n g  d e r F o rm eln  (4), (5) u n d  (6) 
(s ieh e  d a z u  [2]) m it

a) F ü r Licht

A l  = ±  0,000 1 jUIn . . . A D  - ' ±  5,5 ■• 10-»  • D,

A t = ±  1° c • • . A D ' ' -  ±  1,0 • 10~6 • D,

A p  = i  1 m m H g  . . . A D ~ -  =F 0,4 ■■ 10 6 • D,

A e  — i  1 m m H g  . . . A D ~ -  ±  5,3 • IO -8 • D  ;

b ) F ür M ikrowellen

A t = ± l ° C . . A D ' - -  ±  1,4 • IO“ 6 • D,

A p  =  i  1 m m  H g . . A D ' - -  0,4 • IO -« . D?

A e =  1 m m  H g . . A D ' - =F 6,2 • 10~ 6 • D ■

D ie A ufstellung ze ig t, d a ß  bei den M ikrow ellen  die gu te  B estim m u n g  
des D am p fd ru ck es v o n  g rö ß te r  B ed eu tu n g  is t , w ozu b e a c h te t w e rd en  m uß, 
d a ß  h ie r  die T e m p e ra tu rb es tim m u n g  —  siehe G leichung  (7) —  eine e n tsch e i
d e n d e  R olle spielt.

F ü r  die D istanzm essung  entscheidend ist n u n  die tatsächliche B estim m 
barke it der meteorologischen D aten, also die G enauigkeit m it der die M itte l
w erte der meteorologischen E lem ente über den W ellenweg bestimmt werden können.

D e r allgem ein ü b lich e  V organg  beim  E rm itte ln  der m eteoro log ischen  
D a te n  is t  ih re g leichzeitige M essung an  d en  S tre c k e n e n d p u n k te n  in  B oden
n ä h e , w obei die A n n ah m e getro ffen  w ird , d aß  das m eteo ro log ischen  Feld 
des M eßraum es fü r alle E le m e n te  lin ea r bzw . gesetzm äßig  a u fg e b a u t ist. 
W ä h re n d  dies fü r die L u f td ru c k -  u n d  e v en tu e ll au ch  fü r die L u ftfeu ch tig - 
k e itsV erte ilu n g  im g roßen  u n d  g anzen  z u tr if f t , liegen  d er T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  
v ie lfä lt ig e  u n d  w echselnde E in flü sse  zug runde.

D e r  A ufbau  des Tem peraturfeldes der A tm osphäre  w ird  b is  in  große 
H ö h e n  d u rch  die R ück- b zw . A u ss trah lu n g sw irk u n g  der B o d en o b erfläch e  
b e s t im m t.  N eben Tages- u n d  Ja h re sz e it u n d  W e tte r  sp ielen  R elief u n d  B oden
b e d e c k u n g  (Bewuchs) e ine w esen tliche  R olle. D ie b o d e n b e e in flu ß te  L u ft
s c h ic h t  k a n n  eine D icke b is  zu m eh reren  H u n d e r t  M etern  e rre ich en . Die 
d a r ü b e r  lagernden  L u f ts c h ic h te n  h ab en  n u r  n och  einen  b eg ren z ten  u n d  m it 
w a c h se n d e m  B o d en ab stan d  ab n eh m en d en  tag esze itlich en  T e m p e ra tu rg an g . Sie 
h a b e n  vorw iegend  lan g ze itig  k o n s ta n te  n e g a tiv e  T e m p e ra tu rg ra d ie n te n  von  
im  M itte l  0,7 bis 1,0° C u n d  w erden  als fre ie  A tm osphäre  b eze ich n e t. In n e r 
h a lb  d e r  ho d en b ee in flu ß ten  Z one folgen die iso th e rm en  F lächen  d em  B oden-
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re lie f u n g efäh r p a ra lle l. D er A u fb au  der T e m p e ra tu rsc h ic h tu n g  in  B o dennähe  
is t  bei T ag  u n d  bei N a c h t g ru n d sä tz lich  v e rsch ied en , er m uß  d a h e r  fü r  beide 
F ä lle  g e tre n n t b e tr a c h te t  w erden .

D er T agesverlau f des Tem peraturfeldes in  B odennähe  is t  in  fa s t allen 
W ette rlag en , au ch  bei vö lliger B edeckung , d u rc h  d en  E in s tra h lu n g se ffe k t 
b e d in g t. D urch  B ü c k s tra h lu n g  des e rw ärm ten  B o d en s w ird  auch  die boden- 
n ä c h s te  L u ftsch ich t m e h r  oder w eniger s ta rk  e rw ä rm t u n d  te i l t  ih re  W ärm e 
d u rch  tu rb u le n te  A u stau sch v o rg än g e  (K o n v e k tio n , F lim m erersch e in u n g en ) 
au ch  den  d a rü b e r la g e rn d e n  L u ftsch ich ten  m it. D ab e i k o m m t es zu r A usb il
d u n g  zweier fallw eise seh r au sg ep räg te r Z onen : d e r labilen Unterschicht (in 
d en  S o m m erm o n aten  e tw a  b is 30 bis 35 m  D icke an s te ig en d  m it ü b e ra d ia b a ti
schem  T e m p e ra tu rg ra d ie n te n : dt/dh  <  —  1° C/100 m ) u n d  d er w esen tlich  
d ickeren  adiabatischen Zwischenschicht (im  D u rc h s c h n itt  m eh rere  H u n d e rt 
M eter d ick), die d en  Ü b erg an g  zur fre ien  A tm o sp h ä re  d a rs te ll t . D ie A us
b ild u n g  be ider S ch ich ten  is t  aufs E n g ste  m it d em  S o n n en stan d  v e rb u n d en  
u n d  erfo lg t auch  an  b e d e c k te n  T agen.

D as u m g ek eh rte  B ild  zeig t der N a ch tverla u f der Tem peratur Schichtung  
in  Bodennähe. D u rch  die W ied e rau ss trah lu n g  d e r  w äh ren d  des T ages einge
s tra h lte n  u n d  vom  B o d en  gespeicherten  S onnenenerg ie  w ird  eine A b k ü h lu n g  
des B odens e rzeu g t, die au ch  die d a rü b e r lag e rn d e  L u f t e rfa ß t. D er A bküh- 
lungs- u n d  A u stau sch m ech an ism u s is t k o m p liz ie r te r  u n d  an d ers  g e a r te t  als 
w äh ren d  des T ages u n d  k a n n  h ie r n ich t b e sp ro ch en  w erden . (E ine  eingehende 
D arste llu n g  w urde  in  [2] v e rsu c h t.)  D ieser V o rg an g , d e r w egen d e r U m k eh 
ru n g  der T e m p e ra tu rv e rh ä ltn is se  in  B o d en n äh e  gegen den  T ag esv e rlau f und  
gegen den n o rm a len  A u fb a u  des T em p era tu rfe ld es  als nächtliche Inversion  
b eze ich n et w ird , f ü h r t ,  äh n lich  wie bei T age , eb en fa lls  zu r A u sb ild u n g  zweier 
c h a ra k te ris tisch e r S c h ic h te n : d er b o d en n ah en  In vers io n s-U nterschicht2 und  
e iner Übergangs-Zwischenschicht. Ih re  D icken  e rre ich en  im  L aufe  d er N a c h t 
einige D ek am ete r bzw . einige H u n d e rt M eter. D ie in  d er In v e rs io n s-U n te r
sch ich t a u f tre te n d e n  T e m p e ra tu rg ra d ie n te n  s in d  j e tz t  p o sitiv  u n d  zeigen 
so n st den g leichen V e rla u f  wie bei T ag.

W ich tig  is t , d a ß  B oden inversionen  eb en fa lls  im m er  a u f tre te n . Die 
S tä rk e  ih re r A u sb ild u n g  h ä n g t außer vom  a llgem einen  W e tte rc h a ra k te r , 
vom  W ind , vom  B elief, vom  B odenbew uchs u . ä . ab . Bei k la rem  H im m el 
t r e te n  ex trem e A u sb ild u n g en  auf.

Diese beid en  Z u s tä n d e : T agessch ich tung  u n d  n äch tlich e  In v e rs io n  gehen 
im  T ag esry th m u s in e in a n d e r  ü ber. Die Ü b erg än g e , die zugleich W e n d e p u n k te  
des G rad ien ten v erlau fes  sin d , tre te n  e tw a  1 %  S tu n d e n  n a c h  S o n n en au f-

2 Das w esen tliche  U n te rsch e id u n g sm erk m a l de r lab ilen  U n te rsch ic h t bzw . der In v e r
sio n s-U n te rsch ich t gegen d ie Z w ischensch ich t is t  de r m eh r o d er m in d er gesetzm ässige  A u fb au  
n ach  einer P o te n z fu n k tio n .
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g an g  u n d  13/4 S tu n d en  v o r S o n n e n u n te rg a n g  ein, w äh ren d  g le ichzeitig  im  g an 
zen  B e re ich  des b o d e n n a h e n  T em p era tu rfe ld es  Isotherm ie  h e rrsc h t. D ies v e r
d ie n t  b esondere  B each tu n g .

D as  D iagram m  im  B ild  1. [7] zeig t n eb en  d e r A u sb ildung  d e r Iso th e rm ie  
g u t d a s  A bklingen  des B od en e in flu sses  m it d er H öhe. Bei 300 m  ü b e r dem  
B o d en  is t  kein  sy s te m a tisc h e r  E in flu ß  m eh r e rk e n n b a r. M it d e r  gleichen 
D e u tlic h k e it  k o m m t dies a u c h  in  d en  D iag ram m en  von  N . K . J o h n s o n  u n d  
G. S. P . H e y w o o d  in  [8] zu m  A usd ru ck .

V o n  großer B e d e u tu n g  fü r  die A u sb ildung  d e r  b o d e n b e e in flu ß te n  L u f t
s c h ic h tu n g e n  sind Luftbew egungen  —  W ind . W ä h re n d  d er E in s tra h lu n g s -

B ild  1. T e m p e ra tu rg a n g , R o sto ck , 20.7.1925

V organg  das A u ftre ten  v o n  W in d  d ire k t au slö st, fü h r t  die A b k ü h lu n g  der 
In v e rs io n  zu  einer s ta b ile re n  L a g e ru n g  der L u ftm assen  u n d  d a m it b e i s ta b ile r  
W it te ru n g  zu einer A b b re m su n g  a lle r h o rizo n ta len  L u ftb ew eg u n g en  bis zur 
W in d s tille . W ind  fü h r t  zu r D u rch m isch u n g  d er L u ftsc h ic h tu n g , W in d stille  
zu  ih re r  ex trem en  A u sb ild u n g .

D ie  b o d en b ee in flu ß te  L u f tsc h ic h t, die wie gezeig t, sow ohl be i T age als 
a u c h  b e i N ach t eine D icke v o n  m eh re ren  H u n d e r t  M etern  a u fw e is t, geh t 
m e h r  o d e r w eniger k o n tin u ie r lic h  in  die T e m p e ra tu rsc h ic h tu n g  d e r fre ien  
A tm o s p h ä re  ü ber, deren  T ag esg an g  sehr gering  is t . E r  b e trä g t  n á c h  allen  
E r fa h ru n g e n  bei s tab ilen  W itte ru n g sv e rh ä ltn is se n  im  D u rc h sc h n itt d e r Som 
m e rm o n a te  in  500 bzw . 1000 m  H öhe ü b e r dem  B oden  e tw a 3 bzw . 2° C [9].

W ie  schon e rw ä h n t, sp ie lt au ch  das B o d en re lie f hei d er A u sb ild u n g  
d e r »gestö rten«  b o d en n ah en  L u fts c h ic h tu n g  eine gewisse R olle. So is t  sow ohl 
d e r  T ag es- als auch  der In v e rs io n se ffe k t a u f  B ergg ip fe ln  gering, d a  d o r t  im m er 
eine  s tä rk e re  V e n tila tio n  h e r rs c h t, die k le inere  M asse zu  e in er geringeren  
W ärm esp e ich e ru n g  fü h r t  u n d  hei N ach t die K a ltlu ftm a sse n  w egen  ih re r
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größeren  D ich te  ab sin k en  und  an  ih re  S te lle  w ärm ere  L u ft aus d er um g eb en d en  
fre ien  A tm o sp h ä re  e in s trö m t u n d  e in en  gew issen T e m p era tu rau sg le ich  h e r
b e ifü h rt.

A u f einen  w eite ren  E ffe k t: das A b sin k en  d er L u f t te m p e ra tu r  in  d er 
U m g eb u n g  von  hohen  B erggipfeln  be i s tä rk e re m  W ind ebenso  w ie a u f  den  
A u fb au  des T em p era tu rfe ld es  ü b e r W asse rfläch en  soll n ich t m eh r e ingegangen  
w erd en . B eide E rscheinungen  w u rd e n  in  [2] e ingehend  b e h a n d e lt.

F a ß t  m an  die besch riebenen  E ffe k te  zusam m en , so e rg ib t sich , d aß  der 
V e rla u f d er T e m p e ra tu rsch ic h tu n g  in  B o d en n äh e  ( =  In s tru m e n te n s tä n d e )  
n ic h tlin e a r  m it den  b o denfernen  S ch ich ten  bzw . m it d er so g e n a n n te n  freien  
A tm o sp h ä re  zu sam m en h än g t u n d  n u r  in  Sonderfä llen , w enn  d e r W ellen 
weg ü b e r  hom ogenem  G elände b o d e n p a ra lle l v e rlä u ft, aus den  M essungen 
an  d en  E n d p u n k te n  re p rä se n ta tiv e  M itte lw e rte  folgen. L iegen beide Strecken
endpunkte  a u f  Bodenerhebungen, so d aß  d e r H a u p tte il  des W ellenw eges in  
g rößerem  B o d en b estan d  v e r lä u f t, so w e rd en  die M itte lw erte  aus den  T em 
p e ra tu rm e ssu n g e n  an  den E n d p u n k te n  be i Tag im m er höher u n d  bei N acht 
im m er tiefer als die w ahre m itt le re  T e m p e ra tu r  liegen.

B ei Streckenm essungen im  Gebirge m u ß  zw ischen S treck en  bei denen 
ein P u n k t  im  T a l u n d  der a n d e re  a u f  e inem  B erggipfel lieg t u n d  S trecken  
wo be id e  E n d p u n k te  G ip fe ls ta tio n en  s in d , u n te rsch ied en  w erden . Im  zw eiten  
F a ll w ird  d er M itte lw e rt der gem essenen  T e m p e ra tu ren  d er w ah ren  m ittle re n  
T e m p e ra tu r  w ahrschein lich  seh r n a h e  k o m m en . Im  e rs ten  F a ll w ir die T e m 
p e ra tu r  des T a lp u n k te s  zu t ie f  liegen .

D aß  w ahrschein lich  auch  bei sc h e in b a r günstigen  G e län d ev erh ä ltn issen  
wie sie bei tr ig o n o m etrisch en  B asen  vo rlieg en , im m er noch  sy s tem a tisch e  
T e m p e ra tu rfe h le r  a u f tre te n , g eh t aus e in e r B em erk u n g  im  B erich t d e r  S tu d ie n 
g ru p p e  N r. 19 d er IA G  fü r die 12. G en era lv e rsam m lu n g  der IU G G  in  H elsink i 
1960 [10] h e rv o r. D o rt w urde a u fg ru n d  sy s tem a tisch e r D ifferenzen  bei der 
N ach m essu n g  v o n  B asen  m itte ls  G eo d im e te rn  u n d  T e llu ro m ete rn  geschlossen, 
d aß  die G eod im eterm essungen  eine  V erg rö ß e ru n g  des em pfoh lenen  cu-W ertes 
um  0,2 km /s, die T e llu ro m e te rm essu n g en  ab er eine V e rrin g e ru n g  um  
— 0,4 k m /s v e rla n g te n . W ie sich  le ic h t au s  d er folgenden B ez iehung

A D  =  — —  A n  =  —  Ac0 (10)
n  c0

h e rle ite n  lä ß t, w ird  ein u n e rk a n n te r , n e g a tiv e r  F eh ler A t bei G eo d im ete r
m essungen  (n äch tlich e r In v ers io n se ffek t) n a c h  einer k o m p en sie ren d en  p o siti
v en  V erb esseru n g  A c u v e rlan g en  u n d  u m g e k e h rt ein p o sitiv e r F e h le r  A t bei 
T e llu ro m e te r-T ag esb eo b ach tu n g en  n a c h  einem  n eg a tiv en  W e rt von  Zlc0. 
W ä h re n d  die A n n ah m e sy s te m a tisc h e r T e m p e ra tu rfe h le r  bei d en  G eo d im e te r
m essungen  große W ah rsch e in lich k e it h a t  u n d  auch  die A bw eichungen  bei 
d en  T e llu ro m ete rfeh le rn  e rk lä ren  k a n n , lieg t bei diesen ab e r au ch  noch  ein
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a n d e re r , m it  der e lek trisch en  B o d en le itfäh ig k e it zu sam m en h än g en d er E ffe k t 
v o r. D ie se r  fü h r t  bei b o d e n n a h e m  V erlau f d e r T e llu ro m ete rk eu le  zu  e in e r 
V e rr in g e ru n g  d er A u sb re itu n g sg esch w in d ig k e it, d ie  eine L au fze itv e rlän g e ru n g  
n a c h  s ich  z ieh t. W ird  d ieser E ffe k t n ich t e rk a n n t  u n d  m it dem  c0-S ta n d a rd - 
w e r t  g e re c h n e t, so v e rla n g e n  die V erg leichsergebn isse  einen  k le in e ren  c0- 
W e rt [11].

D a s  h ie r sk izzierte  T e m p e ra tu rp ro b le m  d e r e lek tro n isch en  D is ta n z 
m e ssu n g , d as , das sei v o rw eggenom m en , das äussere H auptproblem  d e r e lek 
t ro n is c h e n  V erfah ren  is t, w u rd e  in  Ö ste rre ich  d u rc h  das B u n d esam t fü r  E ich -

B ild  2. Seite S t. A n to n  —  В Е Р  Süd, 18/19.6.1960. 9,0 k m  [12]
L ag e : S t. A n ton : au f e inem  f lac h en  R ü ck en ;

В Е Р  Süd: a u f  dem  ca 70 m  ü b e r  die R h e in eb en e  a u frag en d en , iso lie rten  K a lk 
s to c k  d es  M o n tlin g er B erges, am  R a n d e  eines S te ilabfalles (S te in b ru ch ) gegen N ord.

W e t te r :  s te rn k la r  u n d  fa s t  w in d still.
T e m p e ra tu rv e r la u f :  s ta rk e r  u n d  s te tig e r T em p e ra tu rrü c k g a n g  au f В Е Р  S üd ; T e m p e 

r a tu r  a u f  В Е Р  Süd  schließlich  u m  e tw a  5° C zu tie f, F e h le r  a u f  S t. A n to n  geringer.

u n d  V erm essungsw esen  zu sam m en  m it der T ech n isch en  H ochschu le  G raz, I I .  
L e h rk a n z e l fü r  G eodäsie, V o rs ta n d  P ro f. D r. K . RiNNEït in  einem  T e s tn e tz  
n ö rd lic h  v o n  G raz im  S om m er 1962 eingehend  s tu d ie r t .  D as öste rre ich ische  
N e tz  1. O rd n u n g  e n th ä lt  n u r  e ine  m oderne  B asis; die W iener B asis v o n  1941 
u n d  h a t  A n te il an  der E n tw ick lu n g sse iten  d er B asis  v o n  H eerbrugg/S chw eiz 
1959 b zw . v o n  R adov lijce  (Jugoslaw ien ) 1951. D er M aß stab  des ö s te r 
re ic h isc h e n  G ebrauchsne tzes i s t  zw ar unhom ogen , k a n n  ab er aus b eg re iflichen  
G rü n d e n  n ic h t  m ehr g e ä n d e rt w e rd en . F ü r  die E in fü g u n g  des ö ste rre ich ischen  
N e tzes  1 . O. in  das eu ro p ä isch e  D re ieck sn e tz  is t  je d o c h  eine V erbesserung  
des N e tz m a ß s ta b e s  n o tw en d ig , die d u rch  d ire k te  M essung von  günstig  v e r 
te i l te n  D re ieck sse iten  (bei L in z , G raz, V illach  u n d  In n sb ru ck ) m itte ls  des 
G eo d im e te rs  NSAM— 2A erfo lgen  soll, w obei es sich  fa s t  durchw egs u m  
S treck en m essu n g en  in  M itte lg eb irg sg e län d e  h a n d e lt . T e m p e ra tu rb e s tim m u n 
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gen bei V ersu ch sm essu n g en  im  B asisnetz  H e e rb ru g g  1960 u n d  im  T e s tn e tz  
n ö rd lich  G raz 1961 ze ig ten  e indeu tig  die v e rsc h ie d e n en , besch riebenen  In v e r 
sionseffek te  a u f  die fo lgenden  B ilder 2. b is  4 . u n d  7. zeigen dies fü r  das 
B asisne tz  H eerb ru g g .

A naloge B ild e r zeigen die n u n  fo lgenden  B eisp iele von  den  M essungen  
im  T e s tn e tz  n ö rd lich  G raz , bei denen  jew eils W id e rs ta n d s th e rm o m e te r  (T ype 
T em pav i) so hoch  als m öglich  ü b er dem  B o d en  u n d  Q u eck silb e rth e rm o m ete r

B ild  3. Se ite  В Е Р  N o rd  —  H ohe K ugel, 20 ./21 .6 . 1960. D  i~  8,1 k m  [12]

L age: В Е Р  N o rd : an  d e r R h e in b rü ck e  bei D ie p o ld sau ,
H ohe K ugel: g rasig er, n ach  W esten  —  in  M e ß rich tu n g  -— und  O sten  s te il a b fa l

lender, schm aler R ü ck en .
W ette r: b e d ec k t u n d  w in d still.
T e m p e ra tu rv e r la u f : w esen tlich  v e rrin g e rte  In v e rs io n se ffe k te .

in  V isurhöhe zu r q u a n ti ta t iv e n  E rfassu n g  d e r  Inv ersio n seffek te  e in g ese tz t 
w u rd en  (B ilder 5, 6 u n d  8 bis 15).

Z u r K lä ru n g  des T em p era tu rp ro b lem s u n d  u m  v o r allem  au ch  e in  B ild  
ü b e r die G rö ß en o rd n u n g  d e r T e m p e ra tu rfe h le r  zu  bekom m en, w u rd e n  n u n  
im  Som m er 1962 im  T e s tn e tz  G raz, dessen M itte lg e b irg sc h a rak te r  g u te  R ü c k 
schlüsse a u f  die V e rh ä ltn isse  in  den P ro filen  d e r  g ep lan ten  S treckenm essungen  
1.0. z u lä ß t, V ersuche m it H ilfe von  F esse lb a llo n en  u n d  einem  H u b sc h ra u b e r  
d u rch g e fü h rt. Sie e rfo lg ten  u n te r  M itw irk u n g  d e r  Z e n tra la n s ta lt fü r  M eteo ro 
logie u n d  G eo d y n am ik  u n d  des ö ste rre ich isch en  B undesheeres, d as  einen  
H u b sc h ra u b e r d er T y p e  B ell H  13 H  d a fü r  e in se tz te  (B ilder 9 b is 15).

D ie aus m eh re ren  P o ly ä th y len sch läu ch en  [13] geb ildeten  B allone  tru g e n  
das R ad io so n d en -T em p era tu re lem en t M L 419 , e in en  N T K -W id e rs tan d  hoch , 
die N y lo n h a lte sc h n u r w a r  m it zwei M eß le itu n g en  zu sam m engew ickelt, die
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B ild  4. Seite B E P  S ü d  А  —  H ohe K ugel, 23/24.6.1960. D  9,8 k m  [12]
L a g e : В Е Р  Süd A: a m  F u ß e  des M ontlinger B erges in  der R heinebene z w isch en  G eb äu 

d e n  u n d  B äu m en .
W e tte r :  В Е Р  Süd: b is 23 U h r w in d still u n d  s te rn k la r , dan n  b e d ec k t; H o h e  K ugel: 

b e d e c k t  u n d  le ich ter N W -W ind .
T em p e ra tu rv e r la u f :  in fo lge  W itte ru n g sä n d e ru n g  a u f  der H ohen  K u g e l s t a r k  gegen 

B ild  3 v e rsch ied en e  A b so lu tw erte  d e r L u f tte m p e ra tu r ,  D ifferenz  ca 9° C; b esonders b e m e rk en s
w e r t  i s t  d ie  W irkung  der ü b e r  d em  В Е Р  Süd  a u fk o m m en d e n  B edeckung a u f  den  T e m p e ra tu r 
g a n g : E rw ä rm u n g  durch  R ü c k s trah lu n g .

HX

2 Uhr
pmm
728~
727~  

726~

679-
678-

------- t  Ps у  Chrom Nr. 9977~  1,5 m üb. n .B .\
------- tThermom. Nn138/2,~0,8m üb.n.B. )
-------tTempavi Nr23634,~ 4,6m üb.n.B. \
-------tPsychromNr9979,~ 1,2m üb.n.B. j

Pleschkoge/ 1060m 

Hartbauer H~468m

B ild  5. Seite H a r tb a u e r  —  Pleschkogel, 24/25.6 .1961. D  ~  10,3 k m  [12]
L a g e : H a rtb au e r: flaches A c k e rp la te a u ,

Pleschkogel: n a ch  O sten  —  in  M eß rich tu n g  —  freier u n d  s ta rk  a b fa lle n d e r
R ü c k e n .

W e tte r :  s te rn k la r  u n d  w in d still.
T em p e ra tu rv e r la u f :  a u f  d e m  P leschkogel se h r s ta b ile  V erhältn isse  (M essung  n u r  in 

B o d e n n ä h e , da  das W id e rs tan d s th e rm o m e te r  ausfiel). T ro tz  eines H ö h e n u n te rsc h ied e s  von 
rd . 600 m  f ü h r t  der s ta rk e  In v e rs io n se in flu ß  au f H a r tb a u e r  zu r G leichziehung d e r T e m p e ra 
tu r e n  b z w . z u r  U m kehrung  d e r »norm alen«  V e rh ä ltn isse . W ahrschein lich  s ta rk e  T e m p e ra tu r 
v e r fä ls c h u n g  au f beiden S ta tio n e n .
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+t°c __
17

4  —16
15 -- ___ _

Io ------- -
12-
11

2
f~

pmm

7 2 
J l

2 23
S

------------Â

1
4 9

Uhr
5%

Uii Pm=690,6 mm gerechnet gegen~691,2mm aus Mittelung
1 fap=lmm=lcm)

-----  Гетрам Nr 23634,~4,5 m üb. n.B.
-----  PsychromNr9977~ 1,5m üb.n.B.
—  Гетрам Nr23619~ 4,6 m üb.n.B. 
-----PsychromNr.9979~ 1,0m üb.n.B.

------ 1

1 Schöckl, H~1440m 

1 Hartbauer, H~468m

B ild  6. Se ite  H a r tb a u e r  —  S chöckl W . 30.6/1.7. 1961. D  ~  11,0 k m  [12]

Lage: Schöckl: iso lie rte r, p la teau fö rm ig e r K a lk s to c k  m it A lm ch a rak te r, S ta tio n  an  der 
K a n te  des S te ilab falles n a ch  Südw esten  —  M eßrich tu n g .

W ette r: s te rn k la r  u n d  le ich t w indig.
T em p era tu rv e r lau f : stab ile  V erh ältn isse  a u f  Schöckl b e i gleichzeitiger s ta rk e r  In v e rs io n : 

k o n s ta n te  D ifferenz v o n  rd . 1 0 C/3 m zw ischen d en  b e id en  T h erm o m ete rn  —  s ta b ile  L ag eru n g  
d e r L uftm assen  a u ch  a m  P la te a u ra n d . S ta rk e  In v e rs io n  a u f  d em  T a lp u n k t H a r tb a u e r ;  T em p e
ra tu re n  au f beiden  S ta tio n e n  verfä lsch t.

+t°c
17
76
75
14
73
72

677
670
631
630-

s' \
4

4 S

21
75

2 23 7
6

J
4 84

m
%

—

-----t-Mittel aus Psychrom.Nn9977u.Thermom.Nr 138~ 7,2m üb.n. B.
-----Thermom. Nr. 138/4 ~ 7,5m üb. n.B. i> St.Anton, tt~ 1121 m
-----Thermom.IfAG ~ 7,2m üb.n.В )
-----t-M/ttelausFSychrom.Nr9979u.Thermom.Nnl38/2l~2,lm üh.n.ß. |  Hohe Kugel,H4646m

B ild  7. S e ite  S t. A n ton  — H ohe K ugel, 22 /23.6 . 1960. D ~  16,3 k m  [12]

W ette r: s te rn k la r  u n d  w indstill, zw eite  N a c h th ä lf te  le ich te r SO -W ind. 
T em p era tu rv e r lau f : langsam es, s te tig e s  u n d  k o n fo rm es A bsinken  de r T e m p e ra tu r  m it 

s ta rk e r  In v e rs io n sau sb ild u n g  a u f  St. A n to n : k o n s ta n te  T em p era tu rd iffe ren z  zw ischen  d en  b e i
den T h erm o m ete rn  rd . 1,5° C/5,7 m.
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----- Тетра И Nr. 23634 , 9,4 m üb. Plattf.
----- PsychromNr 9979,108 m üb. Plattf.
----- Tempos Nr. 23619, 4.5 m üb. NB.
----- PsychromNr.9977,1,25 m üb. ••

Fürstenstond, H ~750 m 

Schock! W, H ~ 1440 m

B ild  8. Seite F ü r s te n s ta n d —Schöckl W . 11/12.8.1961. D  ~  13,2 k m  [12]
L ag e : F ü rs te n s ta n d : n a c h  d re i S eiten  ste il ab fa lle n d e r, m it B a u m g ru p p en  b e s ta n d e n e r  

R ü c k e n  m it  h o ch au fg em au e rte r T erra sse , einige n a h e  B aum w ipfe l hö h er als d ie T errasse . 
W e tte r :  w echselnde B ew ö lk u n g  u n d  schw acher Südw ind .
T em p era tu rv e rlau f: s ta b ile  V e rh ältn isse  a u f  b e id en  S ta tio n e n  u n d  g u te  D u rch m isch u n g  

d e r  L u f t  im  b o d ennahen  B ere ich . D ie T em p era tu rd iffe ren z  zw ischen d en  b e id e n  S ta tio n e n  
e n ts p r ic h t  e inem  noch m ög lichen  T e m p e ra tu ru n te rsc h ie d  in  de r freien  A tm o sp h äre : — 0,96°/100 m

Schock!

B ild  9. Seite B u c h k o g e l —  Schöckl W . D  ~  18,9 km . P ro fil de r Seite

M essung  erfolgte am  B o d en  m itte ls  e iner W h ea ts to n esch en  B rü ck e  (M e tra 
w a t t  »M etrapo in t« -M eßbrücke). D ie B a llo n v e rsu ch e  v e rsag ten , d a  s ta rk e  
H a n g a b -  u n d  T alw inde in  b o d en fe rn e ren  Z onen , die b isher von  d en  S ta tio n s 
p u n k te n  aus nie fe s tg e s te llt w o rd en  w aren , die A ufstiege  d ieser im p ro v is ie r te n  
B a llo n e  b is in  die V isu rh ö h en  —  H ö h eu n te rsch ied e  b is 1000 m  —  v e rh in d e r te n . 
M it r ic h tig e n  B allonen  m it S ch w an zfin n en  w ären  sie w ahrschein lich  ge lungen .
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D agegen b ra c h te  d er H u b sc h ra u b e in sa tz  e inen  vo llen  E rfo lg : d as  gleiche 
T em p era tu rm eß e lem en t w u rd e  a n  der a u ß e r F u n k b e tr ie b  g e se tz te n  H eck
an ten n e  a n g e b ra c h t, das M eß g erä t in  der K an ze l au fg es te llt. E in e  S tö ru n g  der 
T e m p e ra tu rv e rh ä ltn isse  d u rc h  d en  R o to rs tra h l t r a t  n ic h t e in : die heißen 
M otorabgase w erden  n ach  u n te n  w eggedrück t, d e r  H e c k ro to r  bee in flu ß te  
die M essungen n ich t. D ie H u b sch rau b e rflü g e  w u rd en  w äh ren d  d e r Geodi-

t'C 
1 9  ■

IB

IT- 

16- 
15- 
74- 

13- 
72- 

77- 

70-
79 20 21 22 23 0 7 2 3 Uhr

ÜeiT 78 BO 82 88%
f f  57  68 7 6 %

---------Тетра vi Nr. 23634
---------Psychrometer 9977
--------- Tempóid Nr. 23619
---------Psychrometer 9979
H-, Ht H3 Hubschrauberflüge

4,55 m Ob. n.B. 
7/44 m.üb. n.B. 

20,75 m üb.n.B. 
20,90 m,üb. n.B.

Schöckl IV,H~14 37m 

Buchkogel(Hochstand)H~656m

B ild  10. Seite S ch ö ck l W. —  B uchkogel. 24/25.7. 1962 

T em p era tu rd ia g ram m  d e r B o d e n p u n k te
Lage: B uchkogel: b ew ald e te r R ö ck en , die R e fle k to rs ta tio n  a u f  einem  H o ch stan d  (auf 

E isen w arte) einige M eter ü b er d em  B aum w ipfeln .
W ette r: s te rn k la r  u n d  le ic h te r  W ind.
T em p era tu rv e rlau f: au f b e id e n  E n d p u n k te n  schw ache In v e rs io n sau sb ild u n g . Von 

In teresse  is t ab er die k o n s ta n te  D ifferenz  zwischen dem  P sy ch ro m e te r u n d  dem  W id e rs ta n d s th e r
m o m eter a u f  dem  B uchkogel d a  b e id e  in  gleicher H öhe  ü b e r  der P la ttfo rm  des H och stan d es 
an g eb rach t. Ü b erp rü fu n g en  des W id e rs tan d s th e rm o m e te rs  v o r  u n d  n a ch  d ieser M essung erga
ben seine e inw andfreie  E ichung . D ie U rsache fü r d ie D ifferenz m u ß  d a h e r in  ö rtlich en  E in 
flü ssen  gesuch t w erden . Es sei h ie r  n ach d rü ck lich  d a ra u f  h ingew iesen, d aß  äh n lich e  E rschei
nun g en , die re in  au s den lokalen  U m g eb u n g en  der T h e rm o m e te rs ta n d o rte  s ta m m e n  m uß ten , 
im m er w ieder nachgew iesen  w erd en  k o n n ten . A uch P sy ch ro m e te rm essu n g en  sin d  dagegen 
n ich t gefeit. D er V e n tila to r  w irk t n u r  a u f  seine näh ere  U m gebung  u n d  fü h r t  d a d u rc h  die gleiche 
A bhän g ig k eit v om  S ta n d o rt fü r d ie b e id en  T h erm o m eter he rb e i. D ie D am p fd ru ck b estim m u n g  
w ird  ab er im  allgem einen rich tig  se in .

m eterm essu n g en  in  Z w e is tu n d en ab stän d en  a u sg e fü h rt, w obei die M eßstrecke 
in  Y isurhöhe, ab e r seitlich  d a v o n , h in  u n d  zu rü ck  abgeflogen  w u rd e . A n den 
E n d p u n k te n  w urde  in  k u rz e n  sch rau b en fö rm ig en  A uf- u n d  A b stieg en  der 
A nsch luß  an  die b o d en n ah en  V erhä ltn isse  h e rg es te llt. B ei den  N ach tflü g en  
e rg ab en  sich zusä tz lich  f lu g n av ig a to risch e  P ro b lem e. F ü r  die H öhenbestim -
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Hm 13 Ч 15 16 17 18

Bild 11. S eite  B u c h k o g e l —  Schöckl W . 24.7. 1962. [13] 

H u b sc h ra u b e r-T e m p e ra tu r  d iag ra m m
D a s  D iagram m  zeig t g u t  d ie  fo rtsch re iten d e  A u sb ild u n g  u n d  H ö h e n au sb re itu n g  der 

B o d e n in v e rs io n  und  den geringen  T e m p e ra tu rg a n g  der fre ien  A tm o sp h ä re  sowie d e ren  lin ea ren  
A u fb a u :  k o n s ta n te r  n eg a tiv e r T e m p e ra tu rg ra d ie n t. F ü r  den  M eß term in  20°° U h r  w u rd en  die 
M itte lw e r te  aus den H u b sch ra u b e rm e ssu n g e n  (Imд ) : + 1 7 ,4 °  C u n d  aus den  B o d en w erten  
(tm E): + 1 5 ,3 °  C berechnet. D ie D iffe re n z  v o n  — 2,1° C e rg ib t e inen  D istan zfeh le r v o n  + 3 9 ,7

m ungen wurde neben dem eingebauten Flughöhenmesser ein Präzisions- 
aneroid der Fa. F. Kroneis, W ien benützt.

Die bei den Hubschraubermessungen gewonnenen Erfahrungen decken 
sich m it den russischen Erfahrungen über die M. T. P r i l e p i n  [14] berichtet

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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u n d  m it d en  englischen v o n  I . C. C. Mackenzie  [15]. In  E x tre m fä lle n  w erden  
n o ch  g rößere T em p era tu rd iffe ren zen  b e fü rc h te t  w erden  m üssen.

N u n  w äre k u rz  ü b e r  die B e s tim m b a rk e it des m ittle re n  L u ftd ruckes  
u n d  d er Luftfeuchtigkeit zu  sp rechen .

D as D ruckfeld  k a n n  in n e rh a lb  d e r  A rb e itsd is tan zen  bei G eod im eter- 
u n d  T e llu ro m eterm essu n g en  als g ese tzm äß ig  u n d  hom ogen a u fg e b a u t an g e 
seh en  w erden , w obei die ge fo rd e rte  M eß g en au ig k e it von  i  0,5 m m  m it g u ten  
u n d  s tä n d ig  gep rü ften  A nero id en  le ic h t e rre ic h t w erden  k a n n ; bzg l. g rössere r 
H ö h en u n te rsch ied e  siehe F o rm el (11) in  [2].

------  Hartbauer’Tempari Nr. 23634 , 4,60müb. n.B.
------  Hortbouer-.Psychrom. Th. 9977/78 l,23müb.n.ß.

оЛ ____ Pleschkogel Tempori Nr. 23619 1,60müb.n.B.
b.f P/eschkogel-.Psychrom Th. 9979/80 1,50m üb.n ß

H2 H3 Hubschrauberflüge

B ild  13. Seite H a r tb a u e r  —  P leschkogel 25/26.7. 1962. D  ~ 1 0 ,3  k m

T e m p e ra tu rd ia g ra m m  der B o d e n p u n k te  
W e tte r :  s te rn k la r  u n d  w indstill
T em p era tu rv erlau f: ze ig t e inen  fa s t k o n fo rm en  V e rlau f m it dem  B ild  5; W e tte r  u n d  

J a h re s z e it  gleich. B o d e n te m p era tu re n  t ro tz  600 m  H ö h en u n te rsch ied  fa s t  gleich .

Z u r B estim m ung  d e r  L u ftfeuch tigkeit w u rd e  bere its  ein iges g e sag t. Die 
V e rte ilu n g  d er L u ftfe u c h tig k e it is t  r e la t iv  g ese tzm äß ig  u n d  g le ic h a rtig  ü b er 
g rö ß ere  R äum e. O bw ohl m an  au ch  h ie r bei b o d en n ah en  M essungen  m it 
F e h le rn  gegen die fre ie  A tm o sp h ä re  rech n en  m uß , sind  d e ren  A usm aße  
w ah rsch e in lich  m ehr d u rc h  fe h le rh a fte  P sy ch ro m ete rm essu n g en  b e d in g t, als 
d u rc h  die S ch ich tu n g sv erh ä ltn isse  in  d e r  A tm o sp h äre . D ies w ird  d u rc h  die 
B e tra c h tu n g  d er schon  e rw ä h n te n  F o rd e ru n g  n ach  V erk le in e ru n g  des c0- 
W erte s  fü r  T ellu ro m eterm essu n g en  in d ire k t b e s tä tig t ,  da eine F e h le ra n n a h m e , 
d ie  d ieser F o rd eru n g  e n tsp r ic h t, p h y sik a lisch  n ic h t m öglich is t.

B ei den  e lek trisch -o p tisch en  V erfah ren  t r i t t  auch  noch d e r D isp e rsio n s
e ffek t ein , die Ä n d eru n g  d er L ic h tfa rb e  d u rc h  die w echselnde E x tin k tio n  
d e r  A tm o sp h äre  (D u n st), d er ab e r h ie r  n ic h t besp rochen  w erden  k a n n . Siehe 
a b e r  [2] bzw . [12].
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F a ß t  m an n u n  alle  E rk e n n tn is se  ü b e r die h ie r  b e r ic h te t w urde  zu sam m en , 
so l ä ß t  sich  sagen, d a ß  d iese  in  e rs te r L inie fü r  la n g e  S treck en , die m it h ö c h s te r  
G e n a u ig k e it gem essen w e rd e n  sollen, w ich tig  s in d . D o rt w ird  m an  w ohl m it 
H ilfe  v o n  F esselsonden o d e r  H u b sch rau b en  d ire k t M essungen längs des W ellen 
w eges vo rnehm en  m ü ssen . F ü r  P o lygonse iten  u n d  T rila te ra tio n en  n ied e re r 
O rd n u n g  sind  die E rk e n n tn is s e  aber in so fern e  w ich tig , als sie ein iges ü b e r 
g ü n s tig e  M eßzeiten u n d  P ro filb ed in g u n g en  au ssag en . B ed eck te r H im m el,

75 16 77 18

B ild  14. Seite  H a r tb a u e r  R ohr N —  P esch k o g e l SW  25.7. 1962. [13] 

H u b sch ra u b e rb e o b ac h tu n g en
O bw ohl hier die V e rh ä ltn is se  n ic h t ü ber den g an zen  M eßbere ich  e inheitlich  sind , zeig t 

s ich , d a s  analoge Bild wie be i d e r  S tre ck e  B uchkogel-Schöckl in  d e r V o rn ach t. D er fü r  d en  M eß
te rm in  2 2 00 U hr b erechnete  M itte lw e r t aus den H u b sch ra u b erm e ssu n g e n  (( т н ) b e trä g t  e tw a  
+  20 ,1 °  C, aus den M essungen a n  d e n  E n d p u n k te n  e rg ib t sich  m it  I m E  =  + 1 6 ,9 °  C. D ie D iffe
re n z  v o n  — 3,2° C e rg ib t e in en  D is ta n z fe h le r  von + 3 3 ,0  m m .

V o n  besonderem  In te re s se  i s t  e in  Vergleich de r H u b sch rau b erm essu n g en  a u f  der S treck e  
B u c h k o g e l —  Schöckl u m  0 °°  U h r  m it den  E rgeb n issen  des R ad io sondenaufstieges in  W ien 
H o h e  W a r te  (B ild 15). E r  ze ig t, d a ß  fallweise die E x tra p o la t io n  se lb st ü b er so große E n tfe r 
n u n g e n  (ü b e r 150 km ) ge rin g ere  F e h le r  als die B o d enm essung  v e ru rsach en  kan n .

W in d  u n d  die Z eiten  u m  d ie  Iso th e rm ieb ere ich e , neb en  der V erm eidung  
in h o m o g e n e r P ro f ilv e rh ä ltn isse  ( =  Z erlegung in  hom ogene T eilstücke) w er
d e n  b e i E n d p u n k tm e ssu n g e n  b e i A rbeiten  m in d e re r  G en au ig k e it im m er g u t zum  
Z iele  fü h re n . A bgesehen d a v o n , daß  bei k u rzen  S tre k e n  au ch  ex trem ere  F eh le r 
in  d e r  r ich tig en  B estim m u n g  des H a u p tfa k to rs , d e r  L u f tte m p e ra tu r  n u r  eine 
g e rin g e  Rolle spielen.
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77

tm£ Mittlere Temperatur aus Enapunktmessungen
tm n M itt le r e  T e m p e r a tu r  aus R a d io s o n d e
tmH Mittlere Temperatur ausilubschraubermessungen

B ild  15. R ad iosonde  W ien —  H u b sch rau b erm essu n g

Z u m  Schluß  sei d e r v o lls tä n d ig k e itsh a lb e r  e rw äh n t, d aß  v e rsch ied en e  
G erä te  u n d  V erfah ren  zu r d ire k te n  M essung oder zu r V erb esseru n g  d e r aus 
E n d p u n k tm e ssu n g e n  gew onnenen  B rechungskoeffiz ien tenw erte  e n tw ic k e lt 
w u rd en , so die e lek tron ischen  R e fra k to m e te r  [16] oder das a u f  d e r  tr ig o n o 
m e trisc h e n  H öhenm essung  au fb a u e n d e  V e rfah ren  von  J .  Sa a s t a m o in e n  [17], 
a u f  die h ie r n ich t m ehr e ingegangen  w erden  k a n n .
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T H E  M E T E O R O L O G IC A L  P R O B L E M  OF E L E C T R O N IC  D ISTA N C E  M E A S U R E M E N T S

J .  m i t t e r

SUM M ARY

A fte r a  sh o rt p re lim in a ry  c h arac te riza tio n  of th e  e le c tro -o p tic a l and  e lectron ic  m eth o d s 
o f  d is tan c e  m easu rem en ts  u se d  no w ad ay s , and  of th e  g e n e ra l p ro p a g a tio n  cond itions o f th e ir  
c a r r ie r  w aves in  th e  a tm o sp h e re , th e  problem  of a ll e le c tro n ic  m eth o d s is d iscussed , i. e. th e  
d e te rm in a tio n  of th e  m ea n  p ro p a g a tio n  velocity . T h is v e lo c ity  dep en d s on th e  d e te rm in a b ili ty  
o f th e  p revailing  re fra c tio n  c o effic ien t, rep resen tin g  fo r a ll u sed  carrie r w aves a  fu n c tio n  of 
p o s it io n  of th e  m eteo ro lo g ica l co n d itions along th e  w ave  p a th .  T he essence of th e  p ro b lem  
fo r  lig h t-  and  m icro w av es  lies in  th e  d e te rm in a tio n  of th e  co rrec t m ean  te m p e ra tu re , fo r 
th e  d ecim eter- and  c e n tim e te r  w av es besides th a t  in  th e  d e te rm in a tio n  of th e  m ean  v a p o r 
p re ssu re . H ith e r to , th e  d e te rm in a tio n  of m eteoro log ical d a ta  w as generally  p e rfo rm ed  on ly  
a t  th e  en d p o in ts  o f th e  d is ta n c e  an d  near th e  g ro u n d , b ecau se  of techn ica l an d  econom ic 
re aso n s . T h u s is based  on  th e  a ssu m p tio n  of a p ra c tic a lly  l in e a r  c o n stru c tio n  of th e  m e te o ro 
lo g ic a l fie ld  in  th e  m ea su rin g  reg io n  of all e lem ents.

In  o rder to  ga in  a  c le a re r  in sig h t, th e  c o n s tru c tio n  o f  th e  te m p e ra tu re  fie ld  b y  d a y  
a n d  n ig h t, n ear th e  g ro u n d  a n d  in  th e  “ free”  a tm o sp h e re , a n d  th e  ad d itio n a l in flu en ces o f 
a ir  m o v em en t, re lief a n d  g ro u n d  covering are d iscussed , a n d  th e  d ifficu lties o f o b ta in in g  
m easu rem en ts  free o f s y s te m a tic  effects are p o in te d  o u t.

I n  A ustria , in  m o u n ta in o u s  te rra in  n o rth  o f G raz, a  te s t  f ie ld  for e lectronic d is tan ce  
m easu rem en ts  was e s ta b lish e d , a n d  in  1961 and 1962 a  series o f te s ts  w as perform ed to  e lu c id a te  
th e  te m p e ra tu re  p ro b lem  a t  n ig h t.  In  1962 g eo d im ete r m ea su re m e n ts  were com bined  w ith  
m ea su re m e n ts  b y  h e lic o p te r  a lo n g  th e  ligh t p a th , w h ich  .confirm ed  all m eteoro log ical p red ic 
t io n s  a n d  previous e x p e rie n c e s  w ith  th e  base-line n e t  o f H e e rb ru g g , Sw itzerland . T he re su lt 
w as t h a t  m easu rem en ts a t  th e  e n d p o in ts  could cause  e rro rs  in  th e  tem p e ra tu re  o f u p  to  5° C. 
O f spec ia lly  in te res t is th e  c o m p a riso n  betw een  m e a su re m e n ts  b y  rad io  balloons n e a r  V ienna
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in  150 k m  d istan ce , an d  th e  local te m p e ra tu re  m easu rem en ts . The e x tra p o la tio n  is s t i ll  essen
t ia l ly  b e tte r  th a n  th e  m ean  of th e  e n d p o in t-m ea su re m e n ts . T he re su lts  a re  sh o w n  in  a series 
o f d iag ram s.

F o r th e  d e te rm in a tio n  of th e  m ean  a ir  p ressu re , th e  e n d p o in t-m ea su re m e n ts  a re  suf
f ic ien t for all possible cases, even  for g re a te r  e lev a tio n  differences.

T he d e te rm in a tio n  of th e  m ean  a ir  h u m id ity , w hich  is o f th e  g re a te s t  im p o rta n c e  for 
m icrow aves, from  e n d p o in t-m easu rem en ts  is in flu en ced  n ear th e  g round , b u t  th e  m ain  source 
o f e rro rs  m ig h t qu ite  o ften  lie in e rro n eo u s p sy c h ro m e te r m easu rem en ts.

L E  P R O B L È M E  M É T É O R O L O G IQ U E  D E  LA D É T E R M IN A T IO N  É L E C T R O N IQ U E
D E S  D ISTA N C ES

J .  M IT T E R

R É S U M É

L ’étu d e  d écrit b rièv em en t les p rocédés é lec tro -o p tiq u es e t é lec tro n iq u es  de d é te rm i
n a tio n  des d istances a c tu e llem en t en  usage e t  les co n d itio n s de p ro p ag a tio n  d a n s  l’a ir  des ondes 
p o rteu ses , puis exam ine d ’une  façon  d é ta illée  la  p o ssib ilité  de d é te rm in a tio n  d e  la  v itesse  de 
p ro p a g a tio n  m oyenne de ces dern ières . C e tte  d é te rm in a b ilité  dépend de celle de  l’ind ice  de 
ré fra c tio n , qu i e s t à  son to u r  fo n c tio n  des c o n d itio n s  m étéoro log iques e x is ta n t le long  du  tra je t  
des ondes po rteuses. D ans le cas d ’ondes lu m in eu ses e t de m icro-ondes, le p ro b lèm e  consiste 
essen tie llem en t d an s la  d é te rm in a b ilité  de la  te m p é ra tu re  m oyenne ex ac te , e t  e n  cas d ’ondes 
d éc im étriq u es e t cen tim é triq u es, d an s celle, en  o u tre , de la p ression  de v a p eu r m o y en n e , J u s q u ’à 
p ré sen t, on a d é te rm in é  les données m étéo ro lo g iq u es au x  p o in ts  te rm in au x  de la  lig n e , à  p ro x i
m ité  d u  sol, en  su p p o san t que d an s l’espace  in té ressé  p a r les m esures, le c h am p  m étéo ro lo g i
que  e s t —  p o u r to u s les é lém en ts —  de co m p o sitio n  linéaire .

L ’a u te u r  é tu d ie  la  fo rm a tio n  d iu rn e  e t  n o c tu rn e  des zones de te m p é ra tu re  à  p rox im ité  
d u  sol aussi b ien  que dans l’a tm o sp h è re  «libre», a in s i que l’in fluence des c o u ra n ts  a tm o sp h é ri
q u es, de la fo rm a tio n  du te r ra in  e t  de la couche  végétale .

A u n o rd  de G raz, u n  ch am p  e x p é rim e n ta l a é té  é ta b li pour les m esures é le c tro n iq u es  et 
des m esures n o c tu rn es y  o n t é té  effec tuées en  v u e  de l’ex am en  des p rob lèm es de  te m p é ra tu re . 
Les m esures au  géodim ètre  o n t é té  co m binées avec  celles fa ites sur h é lico p tè re , le long du 
t r a je t  de la lum ière. On a t ro u v é  que les don n ées re la tiv e s  à la tem p é ra tu re , r é s u l ta n t  des m esures 
e ffec tuées au x  p o in ts  te rm in a u x , p e u v e n t ê tre  en tach ées d ’erreu rs de l’o rd re  de  5° C. Il est 
p a rticu liè re m en t in té ressa n t de co m p arer les m esu res ob ten u es pa r rad io -so n d e , à  V ienne, avec 
les données de la tem p é ra tu re  en reg istrées su r  u n  te r ra in  situ é  à 150 k m  de d is ta n c e . D an s des 
con d itio n s m étéoro log iques n o rm ales, l’e x tra p o la t io n  donne des ré su lta ts  se n s ib lem e n t m eil
leu rs que  les m esures fa ites a u x  p o in ts  te rm in a u x .

P o u r la  d é te rm in a tio n  de la p re ss io n  de P a ir , les m esures fa ite s  a u x  p o in ts  te rm i
n a u x  so n t su ffisa n te s  en  to u t  cas.

L a  d é te rm in a tio n  de l’hu m id ité  m o y en n e  de l’air e st bien  in fluencée p a r  la  p rox im ité  
d u  sol, m ais l’erreu r est à im p u te r  trè s  so u v e n t au x  m esures fa ites au  p sy c h ro in è tre .

О МЕТЕОРОЛОГИЧЕСКОЙ ПРОБЛЕМЕ ЭЛЕКТРОННОГО ДАЛЬНОИЗМЕРЕНИЯ
Й . М И Т Т Е Р

РЕЗЮМЕ

В работе дается краткая характеристика применяющихся в настоящее время 
электро-оптических и электронных методов дальноизмерения, а также условий распрост
ранения несущих волн в воздухе. Затем подробно анализируются возможности опреде
ления средних скоростей распространения несущих волн. Эти возможности зависят от 
определяемости коэффициента преломления, что, в свою очередь, обуславливается метео
рологическими условиями, характерными для пути волн. Для случая световых и микро
волн сущность этой проблемы сводится к правильному определению средней темпера-
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туры, a для дециметровых и сантиметровых волн — к определению кроме этого, среднего 
давления пара. До сих пор метеорологические данные определялись в конечных точках 
профилей, вблизи дневной поверхности и предполагалось, что в пределах участка изме
рения метеорологическое поле имеет — в отношении всех элементов — линейное строение.

Рассматривается образование днем и ночью температурных слоев как в близи 
дневной поверхности, так и в «свободной» атмосфере и изучается влияние движения воз
духа, рельефа и почвенного покрова.

Севернее г. Граца создан экспериментальный участок для проведения электронных 
измерений и здесь были осуществлены ночные измерения для изучения проблемы тем
пературы. Измерения геодиметром сопровождались измерениями, проведенными на 
вертолете по направлению света. Было выявлено, что данные температуры, полученные 
по измерениям на конечных пунктах профиля, могут иметь погрешности до 5° С. Обра
щает на себя внимание сопоставление результатов измерений, проведенных радиозондом 
в районе Вены с данными, полученными на 150 км от этого района. При нормальных 
метеорологических условиях экстраполяция приводит к значительно лучшим резуль
татам, чем измерения, проводимые в конечных пунктах профиля.

Д ля определения среднего давления воздуха всегда достаточно проводить изме
рения в конечных пунктах.

Хотя и на определение средней влажности воздуха влияет близость почвы, но все 
же погрешности очень часто получаются за счет психрометра.
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ÜBER DIE BERECHNUNG DER BASISNETZE MIT 
GEMESSENEN RICHTUNGEN

P R O F . B . M ILA SO V SZK Y

D O K T O R  D E R  T E C H N IS C H E N  W IS S E N S C H A F T E N  

(E in g eg an g en  am  17. D ez. 1962)

B ei den  T rian g u lie ru n g en  spielen  d ie B asisv e rg rö ß eru n g sn e tze  h e u te  noch  e ine  w ich tige  
R olle . Z. Z. w e rd en  näm lich  m eist noch  m it In v a rd rä h te n  v e rh ä ltn issm äß ig  k ü rz e re  B asis  
lin ien  gem essen u n d  so d a n n  au s d iesen  die L ängen  de r „V erg rö ß eru n g sse iten “  a b g e le ite t. 
D ie A usgleichung dieser B a s isn e tz e  e rfo lg t fa s t  aussch ließ lich  n ach  b ed in g ten  B e o b a c h tu n g e n .

D ie A nsprüche de r G en au ig k e it u n d  W irtsc h a ftlic h k e it g leichze itig  v o r  A uge 
h a lte n d , h a t  V erfasser sch o n  bei a n d e re r  G elegenheit [2] v ie r A lte rn a tiv e n  d e r B e rec h n u n g  
d e r  B a sisn e tze , u n te r  V o rau sse tzu n g  v o n  W inkelm essungen , besprochen . G e g en w ärtig  w a r 
es seine A b sich t, h ier v ie r L ösungen  de r A usg leichung  des B asisv e rg rö ß eru n g sv ie reck s, u n te r  
V orau sse tzu n g  von R ich tungsm essungen , k ritisch en  B e tra ch tu n g e n  zu  u n te rz ie h e n . Z ufolge 
P la tz m an g e ls  k o n n te  jed o ch  d ieser P la n  n u r  teilw eise, u n d  zw ar insofern  v e rw irk lic h t w e rd en , 
d a ß  d iesm al bloß zwei R e c h n u n g sm e th o d e n  besp rochen  u n d  m ite in an d er v e rg lich en  w erd en , 
w äh ren d  die E rö rte ru n g  v o n  zwei w e ite ren  M öglichkeiten  einer sp ä te ren  G e legenheit Vor
b e h a lte n  w erden  m uß.

B ei der e rs te ren  d e r h ie r besp ro ch en en  M ethoden  w ird von der w o h lb e k an n ten  K or- 
re la te n m e th o d e  ausgegangen , dieselbe je d o c h  v e rb essert, in d em  die E rm ittlu n g  d e r K o rre la ten  
m it de r gleichzeitigen  B estim m u n g  des G ew ichtes de r V erg rößerungsse ite  v e rb u n d e n  w ird .

D ie an d ere , h ier gezeig te  R e ch n u n g sa r t b e ru h t a u f  de r B e tra ch tu n g  des V erfassers, 
d ie S e iten v erg rö ß eru n g  als D o p p e lp u n k te in sch a ltu n g  au fzu fassen  u n d  d e m e n tsp rec h e n d  die 
K o o rd in a ten au sg le ich u n g  an zu w en d en .

Seit den  le tz te n  10— 12 J a h re n  v e rb re ite n  sich die p h y sik a lisch en  M eß
m e th o d en  auch  in  d e r G eodäsie ü b e rra sch en d  schnell. W ie d u rc h  E in fü h ru n g  
d e r T ria n g u la tio n  v o r ru n d  400 oder der P h o to g ra m m e trie  v o r e tw a  50 J a h re n , 
is t  d a d u rc h  a u f  dem  G ebie te  d er In s tru m e n te  u n d  auch  d er M e th o d e n  der 
W eg e iner g rund legenden  Ä n d eru n g  e rö ffn e t w orden .

D ie e lek tro o p tisch e  u n d  die e lek tro n isch e  E n tfe rn u n g sm essu n g  e rm ö g 
lich en  das E rric h te n  eines die K o n tin e n te  v e rb in d en d en , e in h e itlich en , in te r 
n a tio n a le n  geodätischen  N etzes.

D as a lle rn äch ste  A nw en d u n g sg eb ie t d e r physik a lisch en  E n tfe rn u n g s 
m essung  schein t die M essung d e r S e iten längen  d er T ria n g u la tio n sh a u p tn e tz e  
zu sein . Die G en au igke it sow ohl d er e lek tro n isch en  als au ch  d e r  e le k tro 
o p tisch en  E n tfe rn u n g sm essu n g  w ird  jed o ch  d u rch  die a tm o sp h ä risc h e n  V er
h ä ltn isse  b ee in flu ß t. Z u r Z eit g eh ö rt noch  die zah lenm äß ige  B es tim m u n g  
d e r en tsp rech en d en  F a k to re n  zu  den  H a u p ta u fg a b e n  d er F o rsc h u n g . D azu  
b e d a r f  es aber, im  S inne d e r k lassischen  M ethoden , m it g ro ß er E x a k th e it  
gem essener verg le ichender B asislin ien .
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A bgesehen  d a v o n  w e rd e n  ab er die k la ss isch en , e x a k te n  M ethoden  der 
E n tfe rn u n g sm e ssu n g  v o ra u ss ic h tlic h  auch  in  Z u k u n f t ih re  E x is te n z b e re ch ti
g u n g  n ic h t v erlie ren , so d a ß  die m it diesen z u sam m en h än g en d en  U n te rsu c h u n 
g en  a u c h  w eiter a k tu e ll  e rscheinen .

D ie d u rc h sc h n ittlic h e  Seitenlänge d e r eu ro p ä isch en  T ria n g u la tio n s 
h a u p tn e tz e  b e trä g t  30 k m , w ährend  die m it I n v a r d r a h t  gem essene, d u rc h 
sc h n ittlic h e  L änge d e r  B asis lin ien  6,7 km  is t  [1]. B ei B asislin ien  d ieser G rößen
o rd n u n g  is t ein  b eso n d e re s  B asisv e rg rö ß eru n g sn e tz  no tw en d ig , m it dessen 
H ilfe  w ir aus der gem essen en  u n d  im  a llg em ein en  fü r  feh lerfrei b e tra c h te te n  
L än g e  d er B asislinie e ine  S eiten länge des H a u p tn e tz e s  ab le iten  k ö n n en . D a 
w ir au s  G ründen  d e r S ich e rh e it u n d  der G e n a u ig k e it in  jed em  Fall fü r  eine 
ü b ersch ü ss ig e  A n zah l v o n  M essungen Sorge tra g e n , u n te rw erfen  w ir das 
B as isv e rg rö ß e ru n g sn e tz , w elches w ir k u rz  »B asisnetz«  n en n en  w ollen , einer 
se lb s tä n d ig e n  A usg le ichung , m it dem  Ziel, die e in d eu tig e , w idersp ruchsfre ie  
E rfü llu n g  des zw ischen  d en  ausgeglichenen  W e rte n  au fzu ste llen d en , belieb igen  
m a th e m a tisc h e n  Z u sam m en h än g e  zu sichern .

Je d e m  gem essenen  W in k e l bzw. je d e r  gem essenen  R ich tu n g  in  dem  
B a s isn e tz  ordnen  w ir je  e ine  V erbesserung  zu , das P rin z ip  d er k le in s ten  
Q u a d ra tsu m m e n  d iese r V erbesserungen  v o r  A u g en  h a lte n d . B ei W inke l
m essu n g en  m uß die A usg le ich u n g  im  S inne d e r  V erb esseru n g en  d er W inkel, 
bei R ich tu n g sm essu n g en  im  Sinne der V e rb esse ru n g  d er R ich tu n g en  d u rc h 
g e fü h r t  w erden.

I n  einer f rü h e re n  A b h an d lu n g , die sich  m it d e r A usgleichung d er B asis
n e tz e  b esch ä ftig t [2], h a b e n  w ir W inkelm essungen  angenom m en , da  so infolge 
d e r  w en igeren  V erb esse ru n g en  die V erh ä ltn isse  e in fach er sind . D ies d ü rfte  
d e m n a c h , w enn es sich  u m  d as V ergleichen m e h re re r  B erech n u n g sm eth o d en  
h a n d e l t ,  v o r te ilh a f te r  sein .

W enn  ab er d iesm al a u c h  die F rage  d e r zw eckm äßigsten  Beobachtungs
methode aufgew orfen w ird , d a n n  is t fe s tzu s te llen , d aß  die Beobachtung der 
vollständigen R ichtungssätze  e ine b ed eu ten d  in n ig e re  V e rk n ü p fu n g  d e r N e tz 
r ic h tu n g e n  u n d  eine b essere  E lim in a tio n  d e r M eßfeh ler als die einfache M es
su n g  der benachbarten W in k e l  b ed eu te t.

I n  v e ra n sc h a u lich e n d e r W eise ä u ß e rt s ich  d ieser U m sta n d  z. B . im  F alle  
e in e r  fre ien  D re ieck sk e tte . D en n  offenbar h ä n g t d o r t  jed e  einzelne W inke l
v e rb e sse ru n g  n u r  v o n  d em  Schlußfehler des e n tsp re c h e n d en  D reieckes ab, 
w e lch  le tz te re r  a u f  d ie  en tsp rech en d en  d re i in n e re n  W inkel zu v e rte ile n  is t. 
D ag eg en  w erden im  F a lle  v o n  R ich tu n g sm essu n g en  u n d  d em en tsp rech en d er 
A u sg le ichung  nach  R ic h tu n g e n , die e inzelnen  W in k e lv e rb esse ru n g en  m it den 
S ch lu ß feh le rn  sä m tlic h e r D reiecke in  fu n k tio n e lle m  Z u sam m en h an g  stehen . 
E s  l ä ß t  sich ferner b ew eisen , d aß  im  Falle d e r  A usg le ichung  n ach  R ich tu n g en  
die ausgeg lichenen  N e tz w in k e l kleinere m itt le re  F e h le r  als n ach  e iner W inke l
au sg le ich u n g  aufw eisen w erd en .
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D a m an  im  F a lle  von W in k e lm essu n g en  aus dem  M in im u m p rin z ip  der 
gew ogenen  Q u ad ra tsu m m e  der W in k e lv e rb esse ru n g en , im  F a lle  v o n  R ich 
tu n g sm essu n g en  a b e r  aus jen em  d e r  R ich tu n g sv erb esse ru n g en  au szu g eh en  
h a t ,  so is t  n ic h t zu  e rw arten , d aß  d ie  E rg eb n isse  der beiden  L ö su n g e n  völlig 
id e n tisc h  sein w erden .

Die aus d er g leichen B asislin ie  u n d  dem  gleichen B asisn e tz , n a c h  Mes
su n g  u n d  A usg le ichung  einm al d e r  e n tsp re c h e n d en  W inkel, d as  a n d e re m a l 
d e r denselben  W in k e ln  en tsp re c h e n d en  R ich tu n g en  e n tw ick e lte  D re ieck s
se ite  (die »abgeleitete V erg rößerungsse ite« ) w ird  also n ich t g an z  id e n tisc h  
au sfa llen .

A nläß lich  d er w eite ren  B e re c h n u n g sa rb e ite n  des H a u p tn e tz e s  p fleg t 
m a n  die L änge d e r abg e le ite ten  V erg rö ß e ru n g sse ite  als feh lerfrei zu  b e tra c h 
te n ,  obw ohl dies in  W irk lich k e it n ic h t  d e r F a ll is t. M an m uß  v ie lm e h r  im  
L au fe  der B asisn e tzau sg le ich u n g  a u c h  d en  m ittle re n  F eh ler d iese r D re ieck s
se ite  e rm itte ln .

D es w eite ren  w ird  an  H a n d  des B ildes 1 von  der n ach  H e l m e r t  [3] 
g ü n s tig s te n , e in fachen  rh o m b isch en  F o rm  des B asisnetzes au sg eg an g en .

D ie der B asislin ie  gegenüber lieg en d en  sp itzen , sog. p a ra lla k tis c h e n  
W in k e l sind  o ffen b ar m it solcher G e n a u ig k e it zu m essen, d a m it d e r  m it  dem  
re la t iv e n  F eh le r v o n  2 m m /km  a n g e b b a re n  G enau igkeit d er B asism essu n g  
g eg en ü b er keine G en au ig k e itsv e rm in d eru n g  e in tr i t t .  G leichzeitig  lä ß t  sich 
die b e s te  e rre ich b are  W inkelm essung  m it  dem  m ittle re n  F eh le r v o n  ±  0 ,3 "  
ch a ra k te ris ie re n .

U m  eine vorgeschriebene G e n a u ig k e it des H au p tn e tze s  zu  e rre ich en , 
is t  u n te r  so lchen U m stä n d e n  d as  E in sc h rä n k e n  der R ic h tu n g s lä n g e n  die 
e inzige zu r V erfügung  stehende M ö g lichke it. A us diesen Ü b e rleg u n g en  au s
g eh en d  s te llt Si'RASSER ([1], S . 57.) fe s t , d a ß  das V erhä ltn is  d e r e n tw ic k e lte n  
D re ieck sse ite  zu r gem essenen B asis lin ie  n ic h t g rößer, als 2,55 : 1 se in  soll.

D iese V erh ä ltn isszah l n e n n t m a n  die »Vergrößerung«. W ird  also  m it 
e in em  einfachen  rh o m b isch en  E n tw ic k lu n g sn e tz  g ea rb e ite t, so i s t  z u r  E n t 
w ick lu n g  der 30 k m  lan g en  H a u p td re ie c k sse ite  u n m itte lb a r  eine 10— 12 km  
la n g e  Basislinie zu  m essen.

D ie g ründ liche  S tu d ie  von  S t r a s s e r  [1] b e h a n d e lt die m it d e r  M essung, 
d e r  F o rm  u n d  d en  G en a u ig k e itsv e rh ä ltn issen  d er L ä n g e n ü b e rtra g u n g  der 
B asisn e tze  v e rb u n d e n e n  ho ch w ich tig en  F ra g e n . In  den  fo lgenden  A u s fü h ru n 
g en  dagegen  w ollen w ir uns —  R ich tu n g sm essu n g en  v o ra u sg e se tz t —  m it 
d e r  zw eckm äßigen  u n d  gleichzeitig  w irtsc h a ftlic h e n  B erech n u n g  d e ra r tig e r  
N e tze  befassen . D ab e i sollen d iesm al zufolge P la tzm an g e l von  d en  g e p la n te n  
v ie r  B e re c h n u n g sa rten  b loß deren  zw ei b e h a n d e lt w erden. *

*
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W ie bere its  a n g e d e u te t ,  w ird  im  In te re s s e  d e r le ich te ren  Ü b e rs ic h t 
im  L au fe  dieser A u sfü h ru n g e n  von  der d ia g o n a le n , e in fachen  rh o m b isch en  
F o rm  des B asisnetzes au sg eg an g en . A n allen  v ie r  E ck en  des R hom bus sollen 
vo lle  R ic h tu n g ssä tz e  gem essen  sein.

E s  sei h ier b e m e rk t , d a ß  sich m it der W ied e rh o lu n g szah l d er in  B asis
n e tz e n  au szu fü h ren d en  M essungen  u n d  d e m e n tsp re c h e n d  deren  ve rw ick e lten  
G ew ich tsv e rh ä ltn issen  n a c h  d en  g rund legenden  U n te rsu c h u n g e n  von  Schrei
b e r  [4] m ehrere  n a m h a f te  F o rsch er b e sc h ä ftig t h a b e n  [5, 6, 1].

Z u r besseren  V e ra n sc h a u lich u n g  m ögen  k o n k re te  Z ah lenw erte  d ien en . 
D ie  L än g e  der B asis lin ie  u n d  die gem essenen  R ic h tu n g sw e rte  sind  in  d e r 
T a b e lle  I  angegeben.

I. Lösungsart: K orrelatenausgleichung, erw eitert mit der gleichzeitigen  
Berechnung des G ew ichtes der E ntfernungsfunktion F.

»Da die A usg le ich u n g  eines B asisv e rg rö ß eru n g sn e tzes  fa s t ausn ah m slo s 
n a c h  b ed in g ten  B e o b a c h tu n g e n  au sg efü h rt w ird«  ([7 ], S. 645), soll z u e rs t 
ü b e r  d iese M ethode d ie R ed e  sein. A bw eichend  v o n  d er üb lichen  K o rre la te n - 
m e th o d e  wollen w ir je d o c h  —  wie dies auch  in  u n se re r  S tud ie  [2] geschah  —  
im  g leichen  R ech n u n g sg an g  d er B as isn e tzau sg le ich u n g  gleichzeitig  au ch  die 
G en au ig k e it der a b g e le ite te n  V erg rößerungsse ite  e rm itte ln . Es w ird  also n ic h t 
n o tw e n d ig  sein, das G ew ich t d ieser D reiecksseite  n a c h  vollzogener A usg le ichung  
in  e in e r  besonderen  A rb e itsp h a se  zu b e s tim m e n .

Sow ohl in  d er A b b ild u n g  wie auch  in  d e n  T ab e llen  sind  die R ic h tu n g e n  
des B asisnetzes m it d e n  a rab isch en  Z ah len  v o n  1 bis 12 b eze ichnet. D e r

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Tabelle  I

Gemessene R ichtungswerte. Verbesserungen. Ausgeglichene R ichtungswerte

No. Gemessen Verbesserung Ausgeglichen No. Gemessen Verbesserung Ausgeglichen

1 0 °  0 0 '0 0 ,0 0 " + 0 ,1 2 " 0 °0 0 '0 0 ,1 2 " 7 0 ° 0 0  '00 ,00" + 0 ,0 4 " 0 °0 0 '0 0 ,0 4 "

A 2 63  12 2 9 ,2 2 - 0 , 3 2 63 12 2 8 ,9 0 c 8 27  16 5 0 ,1 4 + 0 , 0 2 27 16 5 0 ,1 6

3 13 3  52  2 3 ,8 7 + 0 , 2 0 133  52  2 4 ,0 7 9 47  46  1 2 ,2 6 - 0 , 0 5 47  46  12 ,21

4 0 00  0 0 ,0 0 — 0 ,2 9 35 9  59  59 ,71 10 0  00  0 0 ,0 0 - 0 , 1 5 35 9  59  5 9 ,8 5

В 5 55 28  2 6 ,2 6 + 0 , 2 8 55 28  2 6 ,5 4 D 11 25 38  14 ,05 — 0 ,2 0 25  38  13 ,85

6 124  29  4 5 ,5 7 + 0 , 0 2 124  29  4 5 ,5 9 12 5 3  51 3 7 ,5 0 + 0 ,3 5 53 51 3 7 ,8 5

Gem essene und  als fehlerfrei b e tra ch te te  B asislänge: A B  — 5 8 7 9 ,9 8 9  m

Tabelle I I

B ildung  der Absolutglieder der W inkelbedingungsgleichungen  (2 )

R ich tu n g s
No. W inkelw erte

R ich tu n g s
No. W inkel w erte

R ich tu n g s
No. W inkelw erte

2 — 1 6 3 °1 2 '2 9 ,2 2 " 3 -  2 7 0 °3 9 '5 4 ,6 5 " 6 -  4 1 2 4 °2 9 '4 5 ,5 7 "

6 - 5 69  01  19 ,31 5 -  4 55 28  2 6 ,2 6 8 -  7 27  16 5 0 ,1 4

9 - 7 47  46  1 2 ,2 6 1 2 - 1 0 53 51 3 7 ,5 0 1 2 - 1 1 28  13  2 3 ,4 5

180  00  0 0 ,7 9 179  59  5 8 ,4 1 179  59  5 9 ,1 6

l a  =  + 0 ,7 9 " G =  — 1,59" l c  =  -  0 ,8 4 '
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Z u sam m en h an g  d e r gem essenen  wie auch  d e r ausgeg lichenen  R ic h tu n g sw e rte  
u n d  d e r R ich tu n g sv e rb esse ru n g en  v g e s ta lte t  sich  im  Sinne »M essung +  V e r
b esse ru n g  =  A usgleichung« fo lgenderw eise:

1 ' +  Vj =  1; 2 ' -f- v2 =  2 ; . . .  1 2 ' -f- v12 =  12 (1)

D ie dem  B ild  1 e n tsp re c h e n d en  d re i G le ich u n g en  der W in k e lb ed in g u n g en  
s in d :

a )  (2 —  1) +  (6 — 5) +  (9 —  7) —  180° =  0;

b)  (3 — 2) +  (5 —  4) +  (12 —  10) —- 180° =  0; (2)

c)  (6 — 4) +  (8 — 7) +  (12 —  11) —  180° =  0 .

Tabelle I I I

Logarithm ische L inearisierung  der Seitenbedingungsgleichung  (3 )

Z äh ler N en n er

R ie h - R ieh -
tu n g s W inkel w e rt lg sin /Г tu n g s W inkelw ert lg sin Л"

N o. N o.

2 -  1 6 3 °  1 2 ' 29 ,22" 9 ,9 5 0  68  107 +  10 ,6 3 — 2 7 0 °  3 9 '  54 ,65" 9 ,9 7 4  78  789 +  7 ,3

8 -  7 27  16 5 0 ,1 4 9 ,6 6 1  19  587 + 4 0 ,8 9 — 7 4 7  4 6  12 ,26 9 ,8 6 9  49  78 4 +  1 9 ,2

1 2 - 1 0 53  51 3 7 ,5 0 9 ,9 0 7  18 695 +  1 5 ,4 1 2 - 1 1 28  13  2 3 ,4 5 9 ,6 7 4  77  60 2 +  3 9 ,2

9 ,5 1 9  0 6  38 9 9 ,5 1 9  0 6  175

A bsolutg lied: L  =  + 2 1 ,4  (in E in h e iten  d e r 7. Dezim ale des lg).

D ie n u m erisch en  W e rte  der A b so lu tg lied e r d ieser W in k e lb ed in g u n g s
g le ichungen  f in d e t m a n  in  T a b . I I .  zu sam m en g este llt.

D ie G leichung d e r  S e itenbed ingung :

sin  (2 — 1) sin  (8 — 7) sin (12 — 10)____j  =  0 (3)

sin  (3 — 2) s in  (9 — 7) sin (12 — 11)

D ie G leichung d e r  S e itenbed ingung  w ird  in  d e r üb lichen  W eise d u rch  
L o g a rith m ie ren  in  d ie  fo lgende lineare  F o rm  g e b ra c h t:

d1 v1 -f- d2 v2 d3 v3 +  d7 v1 -f- ds v8 - f  d (J t>9 -)- d10 t)10 -f-

+  ^11 r l l  +  ^12 V 1 Z  +  0  •

(4)

I n  n u m erisch er F o rm  ze ig t dies T abelle I I I .
U m  die A u sg le ichung  d e r gem essenen R ic h tu n g e n  des B asisne tzes m it 

d e r B erech n u n g  des G ew ich tes der a b g e le ite te n  V erg rößerungsseite  CD  in

Acta Techn. Hung• 47. (1964)
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einem  G uss d u rc h fü h re n  zu  können , s c h re ib t  m a n  diese E n tfe rn u n g  C D  m it 
A nw endung  des S in ussa tzes als F u n k tio n  d e r  feh lerfreien  B asislin ie  A B  u n d  
der ausgeg lichenen  R ic h tu n g e n  auf. I n  V erfo lg  des Bildes:

/ ) CD  =  A B
sin ( 2 — 1) sin  (6 — 4) 

sin (9 — 7) sin  (12 — 11)
A B .F ,

w obei in  d e r E n tfe rn u n g sfu n k tio n

(5)

sin (2 — 1) s in  (6 ■— 4) 

sin (9 — 7) sin  (12 — 11)
(6 )

wie g esag t, die ausgeglichenen  R ic h tu n g e n  f ig u rie re n  m üssen. V o rlä u fig  sin d  
diese je d o c h  noch n ic h t b e k a n n t, w eshalb  w ir d en  genäherten , m it d e n  gem es
senen  R ic h tu n g sw e rte n  gebildeten  A u sd ru c k  F 0 gebrauchen . A u c h  is t  die 
E n tfe rn u n g s fu n k tio n , genauso  wie d ie  S e iten b ed in g u n g sg le ich u n g  (3), zu 
linearisie ren . M an k ö n n te  dies zw ar eb en fa lls  d u rc h  L og arith m ieren  e rre ic h en , 
d iesm al w ollen  w ir je d o c h  die T ay lo rsch e  E n tw ick lu n g  v e rw e n d e n , w obei 
die R ic h tu n g e n  als unab h än g ig e  V e rä n d e rlich e  erscheinen. D ie p a r tie lle n  
A b le itu n g en  g es ta lten  sich  wie fo lgt:

Э F
=  / i

cos (2 — 1) sin (6 — 4)
— — F0 co t ( 2  — i ) ;

a i sin  (9 — 7) sin (1 2 — 11)

a F f cos (2 — 1) sin (6 — 4)
=  +  F0 co t ( 2 - i ) ;Э2 J 2

sin (9 -  7) sin (12 -  11)

a F - f sin (2 — 1) cos (6 — 4)
=  — F0 co t ( 6 — 4 ) ;

84 sin  (9 — 7) sin (12 — 11)

a F
=  / •

sin (2 — 1) cos (6 — 4)
=  -)- F0 co t ( 6 — 4 ) ;

(
Э6 sin  (9 — 7) sin (12 — 11)

a F
=  / ,  =

cos (9 -  7) sin (2 -  1) s in  (6 — 4)
=  +  F0 co t ( 9 7 ) ;

Э7 sin- (9 — 7) Sin (12 -  11)

a F
=  / .  =

cos (9 — 7) sin (2 — 1) s in  (6 — 4)
=  — F0 co t ( 9 — 7 );

Э9 s in - ( 9 - 7 )  sin (12 — 11)

a F
— f i l  —

cos (12 — 11) sin (2 — 1) sin  (6 — 4)
=  +  Fu co t (12 — i i ) ;

a n sin  (9 -  7) sin2 (12 — 11)

a F
=  J 12 — ~

cos (12 — 11) sin (2 — 1) s in  (6 — 4)
=  — Fu cot (12 í i ) .

812 sin  ( 9 - 7 )  sin2 ( 1 2 — 11)

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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M ith in  die in  lin e a re  F o rm  g eb rach te  E n tfe rn u n g s fu n k tio n :

F  =  f l  »1 +  f l  Г2 +  f i  »4 +  /б  »6 +  f l  »7 +  /9 »9 +  A l »11 +  / l 2 »12 +  F 0  • (8)

Z u r  zah len m äß ig en  E rm itt lu n g  d er A b le itu n g e n  f 4, / 2, . . .  f 12, w ie au c h  
des g e n ä h e rte n  W erte s  F 0 d e r E n tfe rn u n g s fu n k tio n  verw enden  w ir  je n e  
W in k e l, w elche aus d en  gem essenen  R ic h tu n g sw e r te n  gebildet u n d  in  T a b . 
I I  m i t  (2 —  1), (6 —  4), (9 —  7) u n d  (12 —  11) b e z e ic h n e t w urden. D ie B ild u n g  
d e r  F u n k t io n  F  is t  so d a n n  au s T ab . IV  zu  e rse h e n . A us Gl. (8) e rh ä lt  m a n , 
n a c h  W eg lassen  des A bso lu tg lied es  F 0, fo lg en d e  f in g ie rte  G leichung:

A » i  +  Л »2 +  A  »4 +  / e  »6 +  / 7  »7 + / 9  »9 +  A l » l l  + / l 2 » 1 2  =  8 .  (9)

T ab e lle  IV

L in ea ris ieru n g  der E n tfe rn u n g sfu n k tio n  F  unter (6)

N äh eru n g sfu n k tio n : 
F 0 =  2,101

C o ta n g e n sw e rte  d e r  R ich tungsdifferenzen

( 2 - 1 ) :  
+  0,5050

(6 — 4): 
- 0 ,6 8 7 2

( 9 - 7 ) :  
+  0,9077

( 1 2 - 1 1 ) :  
+  1,8632

f i

/ 7

—  1,061 

+  1,907
/ .

f s

+  1,061 

0
Л
/ 9

0

-1 ,9 0 7 >
 

>
 

0

+ 1 ,4 4 4

0 f u

0

+  3,914
Л  

f  12

— 1,444

—  3,914

S o m it e rh ä lt die S e iten b ed in g u n g sg le ich u n g  (3) folgende n u m e r is c h 
l in e a re  F o rm :

— 10 ,6  v 1 +  17,9 v 2 — 7,3 v 3 — 21,6 v 7 -(- 40,8 v 8 — 19,2 v9 — 15,4 v10 +

+  39,2  v n  — 23,8 v n  +  21 ,4  =  0- 

M ith in  is t die n u m erisch e  F orm  d er l in e a re n  F u n k tio n  (8):

F  =  — 1,061 v 4 +  1 ,0 6 1 v 2 +  0 v 3 -f- 1,444 v 4 - f  0 t 5 — 1,444 v 9 +  1,907 v 7 +

+  0 v s — 1,907 v 9 +  0 v10 +  3,914 v n  — 3,914 v 12 -  2,101.

W e rd e n  die K o e ffiz ien ten  der d re i W in k e lb ed in g u n g sg le ich u n g en  (2) 
m it  a ,  b u n d  c b eze ich n e t, u n d  schre ib t m a n  n o c h  die S e iten b ed in g u n g sg le i
c h u n g  (4) wie auch  die f in g ie r te  G leichung (9) d azu , so e n ts te h t fo lg en d es  
l in e a re  S y stem  von  G le ichungen :

a )  a 4 v 4 +  a2 i;2 +  a 5 v 5 +  a6 v 6 +  a 7 v 7 +  a 9 v 9 +  la =  0 ;
b ) b2 v 2 +  b 3 v 3 +  b4 v 4 +  bs v 5 +  b10 v 10 +  b 12 v 12 +  lb =  0 ;
c) c4 v 4 +  c61>6 +  c7 v 7 +  c8t>8 +  cn  rxl +  c 12 v 12 4- lc = 0 ;
d )  d 1 v 1 +  d 2 v 2 +  d 3 v 3 +  d 7 v 7 +  d 8 v 8 +  d 9 v 9 +  (10)

d10 v 10 -(- d41 v 14 -j- d l2 v 12 -\- 1л =  0 ;

/ )  f l  »1 + / 2 » 2  + / 4  V 4 + f e  »6 +  A  »7  +  / 9  ” 9 +

+  / l l  »11 + / 1 2  »12 +  6  =  0  .
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D ie B ild u n g  d e r nu m erisch en  K o e ffiz ie n ten  d ieser G le ichungen  zeigen 
die T ab e llen  I I I  u n d  IY , deren  K o effiz ien ten sy stem  ab er T ab . Y .

D a n a c h  fo lg t die A ufste llung  der N o rm alg le ich u n g en . H ierbe i is t  d a ra u f  
zu a c h te n , d a ß  im  S ystem  (10) die fü n fte  G le ichung  m it dem  K o effiz ien ten  
f  keine B ed ing u n g sg le ich u n g , sondern  b lo ß  eine fin g ie rte  G le ich u n g  is t. 
D em en tsp rech en d  sin d  n ic h t fünf, so n d e rn  n u r  v ie r N o rm alg le ich u n g en  m it 
ebenfalls v ie r K o rre la te n  au fzuste llen . D ie K o e ffiz ien ten  der N o rm a lg le ich u n 
gen w erden  d u rc h  die P ro d u k te n su m m e n

aa ab dd
9 9 • • •

p P P

sym b o lis ie rt. D a w ir jed o ch  gleichzeitig  m it  d en  v ier K o rre la ten  au c h  a u f 
den  W e rt des G ew ich tsrez ip roks der F u n k t io n  F  A nsp ruch  e rh e b e n , sind  
m it u n te r  V erw en d u n g  d e r /-K o e ff iz ie n te n  d e r f in g ie rte n  G leichung (9) z u sä tz 
lich  au ch  die P ro d u k te n su m m e n

af Г b f f f

P P P
zu  b ilden .

E s  sei a n  d ieser S telle  a u f  F o rm el (15) in  [8] § 46, S. 143. verw iesen . 
D as G ew ich t P p  irg en d e in e r F u n k tio n  F  v o n  B eo b ach tu n g sw erten , w elche 
n ach  d e r K o rre la te n m e th o d e  ausgegleichen  w erd en , w ird  d em n ach  —  u n te r  
V o rau sse tzu n g  v o n  4 B ed in g u ngsg le ichungen  —  la u t  fo lgendem  A u sd ru c k  
e rh a lte n :

af 2
bf .  i l

2
c f  ■ 2I 2 * L .  31

2

1 I f f ] p p P p f f

P f  ~ p aa Ü L i \ J L . 2 " . 3 p
p L p p p

Im  Z u sa m m e n h a n g  m it d ieser F o rm el (11) sei h ie r an  jen e  A rt d e r  L ö su n g  
von  N o rm alg le ich u n g en  e r in n e rt, die in  d e r  F a c h lite ra tu r  als C ho lesk y sch e  
oder C ho lesky— R u b in sch e  M ethode [9] b e k a n n t  is t. A us dem  A u fb a u  d ieser 
M ethode is t es o ffen b ar, d aß  die G lieder m it  n e g a tiv em  V orzeichen  des Ge
w ich tsau sd ru ck es  (11) n ic h ts  anderes, als die Q u a d ra te  d er re d u z ie r te n  G lieder 
d er in  die C holeskysche L ösung e in b ezo g en en  F u n k tio n  (6) bzw . (8) s in d . 
U m  also im  W ege d e r nu m erisch en  R ech n u n g  g leichzeitig  m it d en  K o rre la te n  
auch  die G ew ich tsrez ip roke  d er F u n k tio n  F  zu  e rh a lte n , w erden  w ir e in e rse its  
das n ach fo lg en d e  »erw eiterte« K o effiz ien ten sy stem  der N o rm alg le ich u n g en  
gem äß (12) au fs te lle n , an d ere rse its  dieses S y stem  n ach  der C ho leskyschen  
M ethode au flö sen .

Acti Techn. Hung. 47. (1964)
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Tabelle V

Das K oeffizientensystem  der Gleichungsgruppe (10). D ie Richtungsverbesserungen v

V1 Vi Vi V5 »7 *8 r» V10 1̂1 'u  < к

a - 1 +  1 - 1 +  1 - 1 +  1 +0 ,79 -0 ,0 9 5 5

ь - 1 +  1 - 1 +  1 - 1 + 1 -1 ,5 9 +0,1835

С - 1 +  1 - 1 +  1 - 1 + 1 -0 ,8 4 +  0,1104

d -1 ,0 6 +1,79 -0 ,7 3 -2 ,1 6 +4,08 -1 ,9 2 -1 ,5 4 +3,92 -2 ,3 8 +2 ,14 -0 ,0 2 2 9

f -1 ,0 6 +  1,06 0 +  1,44 0 — 1,44 +  1,91 0 -1 ,9 1 0 +  3,91 -3 ,9 1 +2,10

Die Verbesserungen werden gemäß (17) berechnet

V +0,120 —0,320 +0,200 -0 ,2 9 4 +0,279 +0,015 +0,035 +  0,017 -0 ,0 5 2 -0 ,1 4 8 -0 ,2 0 0 +  0,348

Kontrolle: [pvv] =  —j—0,5085; —[kl] =  +0,5090

190 
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Im  G egensatz  zu r k lassisch en  K o rre la ten au sg le ich u n g  des B asisn e tze s , 
is t  u n se r  V orgehen , k u rz  gesag t, d e rg e s ta lt , d aß  w ir die E rm itt lu n g  d e r  K o r
re la te n  m it d er g le ichzeitigen  G ew ich tsb e rech n u n g  der ab g e le ite ten  V erg rö ß e 
ru n g sse ite  CD  v e rb in d en . D iese M od ifiz ie rung  w ird  du rch  die e in g e ra h m te  
K o lu m n e  F  des Schem as (12) v e ra n sc h a u lic h t.

W ir w erden  also die e n tsp re c h e n d e n  n u m erisch en  G lieder n a c h  dem  
S chem a (12) g ru p p ie ren  u n d  bei d e r A uflö su n g  n a c h  den V orsch riften  d e r  Choies-

D as erweiterte K o e ffizien tensystem  der N orm algleichungen

k a К i F s — 1 Z

if] Гac 1 
L P  J tf] la -  1 m

1 b b ^ 1 P  JШ ‘ bd 

p  1 h -  1 m
и [fl h -  1 m

[f] h 1 m
1

1m
( 12)

H ie rh er gelangen in  v ier Z eilen  d ie  re d u z ie r te n  G lieder

D ie  R e su lta te  :

-[pH - K — kb - K — kd

1
p 7

k y sc h e n  M ethode Vorgehen. F re ilich  w erd en  d ab e i die R ed u z ie ru n g en  au ch  
a u f  die G lieder d e r  K olum ne F  e r s tre c k t , als w ürde  es sich h ie r  u m  eine 
w e ite re  U n b e k a n n te  han d e ln . Als E rg e b n is  e rh ä lt  m an  im  u n te re n  T e il des 
ta b e lle n a r tig e n  Schem as e inerse its  m it  n e g a tiv e m  V orzeichen d ie  gew ogene 
Q u a d ra tsu m m e  d e r V erbesserungen  u n d  säm tlich e  K o rre la ten , a n d e re rse its  
d en  G ew ich tskoeffiz ien ten  d er E n tfe rn u n g s fu n k tio n  (6), d. h . d en  rez ip ro k e n  
W e rt v o n  dessen  G ew ich t: Q P =  1 /P p .

D ie A nw endung  a u f  u n se r Z ah len b e isp ie l ze ig t T ab . V I. N a c h d e m  h ie r 
d u rch w eg  gleichgew ichtige R ic h tu n g sw e rte  v o ra u sg e se tz t w erden , so i s t  ü b e ra ll 
p  =  1 zu  sch re iben .

F ü r  die L änge  der ab g e le ite te n  S eite  CD  is t  der Z u sam m en h an g  (5) 
g ü ltig . W äre  in  (5) au ch  die B asislin ie  A B  e in  m it  dem  m ittle re n  F e h le r  ц АВ

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Tabelle VI

A u flö su n g  des erweiterten Norm algleichungssystem s nach der Choleskyschen Methode. M ittlerer Fehler der abgeleiteten Vergrößerungsseite CD

к h kc kd l F s  — 1 Г

+ 6 - 2
+ 6

+  2 
+  2 
+  6

+  3,0900 
— 3,3600 
-0 ,0 6 0 0  

+ 53 ,2614

+ 0 ,7900  
-1 ,5 9 0 0  
-0 ,8 4 0 0  
+  2,1400

- 1
- l

- 1
- 1

-3 ,1 4 0 0  
-6 ,4 1 0 0  

-1 2 ,6 1 0 0  
+  27,1956

+ 5 ,7 4 0 0  
- 6 ,3 6 0 0  
- 4 ,5 1 0 0  

+  81,2670

+ 44,2668 + 44,7668

+  2,4495 —0,8165
+ 2 ,3 0 9 4

+ 0 ,8 1 6 5  
+  1,1547 
+  2,0000

+  1,2615 
-1 ,0 0 8 9  
+ 0 ,0375  
+  7,1169

+ 0 ,3 2 2 5
- 0 ,5 7 4 5
-0 ,2 2 0 0
+ 0 ,1 6 3 2

—0,4083
—0,1444
+ 0 ,2501
+ 0 ,0 5 0 6

- 0 ,4 3 3 0
+ 0 ,2 5 0 0
-0 ,0 6 2 7

- 0 ,5 0 0 0
+ 0 ,0 0 2 6 -0 ,1 4 0 5

-1 ,2 8 1 9  
— 3,2288 
-3 ,9 1 7 5  
+ 3 ,6 1 1 4

+ 2 ,3 4 3 3  
-1 ,9 2 5 5  
-2 ,1 0 0 0  

+  10,7416

+ 2 ,3 4 3 3  
-1 ,9 2 5 5  
- 2 ,0 9 9 9  

+  10,7416

Zur Fehlerrechnung:

»,357
R esu lta te  1

-0 ,5 0 9 1 + 0 ,0955 -0 ,1 8 3 5 - 0 ,1 1 0 4 + 0 ,0 2 2 9 +  41,3740* + 40,6899 + 40 ,6894

1/ °’5091 .
Л =  / 4 = ± (

— [pvv] — ha — kb k c - k d** +  3,8094 

Qf =

* Bloß zur Zeilen
kontro lle1 ___  1 I ^879 9892

P CD -  “  A B !  в ■ =  206264,82 3’8094 -  ° ’00310 • • • e em äß (15)

l l C D  =  t*o 0,357 ^0,00310 =  ±  0,0198 m . . .  gem äß (16)
** M it diesen K o rre la ten  w erden 

die V erbesserungen berechnet 
(Tabelle V, u n ten ).

Cdt. M
IL

A
S

O
V

S
Z

K
Y
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b e h a f te te r  W ert, w ä h re n d  zu r F u n k tio n  F  d e r  m . F . fip  g e h ö rt, so w ürde  
sich im  S inne des F eh le rg ese tzes  der m . F . d e r Seite CD  fo lg e n d e rm a ß en  
g es ta lten :

P cd — F 2 +  A B 2 (13)

N ach  u n se rem  Ü b ere inkom m en  is t jed o ch  /i AB — 0» d . h . p AB =  oo u n d  so

H-cD =  A B 2 (14)

bzw . a u f  d ie  e n tsp re c h e n d en  G ew ichte ü b e rg e h e n d :

(15)

M it dem  m . F . [xü der R ich tu n g sm essu n g  is t  j e t z t  der m . F . d er a b g e le ite te n  
Y erg rö ß eru n g sse ite  CD

P c d  — Po (16)

Die n u m erisch e  B erech n u n g  dessen b e f in d e t s ich  am  u n te ren  Teil d e r  T abe lle  
V I.

E in e  zu n äch st w ich tig ere  A ufgabe a b e r  is t  die B erechnung  d e r  e n d g ü l
tig en  S e iten län g e  CD, w elche von  den  N orm alg le ichungen  d e r K o rre la te n -  
au sg le ichung , auch  n ach  deren  E rw e ite ru n g , n ic h t geliefert w ird . So m u ß  
m an  den  en d g ü ltig en  W e r t  CD  aus dem  m it  d en  ausgeglichenen R ic h tu n g e n  
g eb ild e ten  Z u sam m en h an g  (5) e rm itte ln .

Zu d iesem  Zw eck s in d  v o rh e r die V erbesserungen  der b e o b a c h te te n  
R ic h tu n g sw e rte  zu b e rech n en , w as je tz t  —  in  K en n tn is  d er K o rre la te n  к 
gem äß d en  K o rre la ten g le ich u n g en  (17) e rfo lg t

ai +  cl k c +  e?i kd

a 2  kg ~b b2 kb -\- c2 k c -)- d2 kd ' 

P t

® 12 ^ a  +  ^12 ^ 6 ~ Ь С12 ^ c + ^ 1 2  k d
U12

P it

(17)

Die d e ra r t  gew onnenen  num erischen  R ich tu n g sv erb esse ru n g en  e n th ä l t  die 
m it u -beze ichnete  R eihe d e r T ab . V. D ie ausgeg lichenen  R ic h tu n g e n  ab er 
ze ig t T a b . I .

13 Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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B e k a n n tlic h  is t  a u c h  fes tzu s te llen , ob d ie  B ed ingungsg le ichungen  d u rc h  
d ie  au sg eg lich en en  R ic h tu n g sw e rte  b efried ig t w e rd en .

E s  s in d  also zw ei w e ite re  T abellen , ä h n lic h  w ie T ab . I I  u n d  I I I ,  je d o c h  
u n te r  V erw en d u n g  d e r ausgeg lichenen  u n d  n ic h t  d e r gem essenen R ic h tu n g s 
w e rte  h e rzu ste llen . D iese b e id e n  T abellen  s in d  h ie r  n ich t m ehr d a rg e s te ll t .  
E s  sei b lo ß  e rw äh n t, d a ß  im  vorliegenden  Z ah len b e isp ie le  alle d re i W in k e l
b e d in g u n g e n  feh lerfrei a u f  1 8 0 °0 0 '0 0 ,0 0 "  a b sc h lie ß e n , w ährend  bei d en  S e ite n 
b e d in g u n g e n  die lo g s in -K o lu m n en  einen S ch lu ß fe h le r  von

9,519 06 411 —  9,519 06 412 =  — 0,000 00 001 (18)
au fw e isen .

Tabelle V II

Berechnung der endgültigen E n tfern u n g  C D  gem äß  (6) und  (5)

Zähler vo n  (6) N en n er von (6)

R ic h tu n g e n W inkelw ert sinus R ic h tu n g e n W inkelw ert s in u s

2 — 1 
6 — 4

63°12'28,78" 
124 29 45,85

0,892 64 873 
0,824 16 501

9 — 7 
12 — 11

4 7 046'12,17" 
28 13 24,00

0,740 45 335 
0,472 90 962

0,735 68 985 CD =  A B  F . . .  lau t (5) 0,350 16 751

2,100 96 548
0,350 16 751

CD  =  5879,989-2,100 96 548

CD  ±  B C D  =  12 353,654 ±  0 ,0198 m .

D a n a c h  folgt zum  S ch lu ß  gem äß (6) u n d  (5) die B erechnung d e r E n tf e r 
n u n g s fu n k tio n  F  sow ie d e r  S eiten länge CD ; d ies zeig t T ab . V II. D e m n a c h  
is t  d ie  ausgeglichene L än g e  d e r ab g e le ite ten  V erg rö ß eru n g sse it

C D  =  12 353,654 ±  0 ,0198  m . (19)

D e r  h ier angegebene, gem äß  (16) g e b ild e te  m ittle re  F eh ler v o n  C D  is t  
in  T a b .  V I, le tz te  R e ihe  lin k s  b erechnet.

I I .  L ösungsart: K o o rd in a ten au sg le ich u n g , in  E rw eiterung  a u f  die
E n tfe rn u n g sb estim m u n g .

D ie  B erechnung  des B asisnetzes k a n n  m a n  auch  als T ria n g u lie ru n g s 
a u fg a b e  auffassen u n d  d em en tsp rech en d  d ie  K o o rd in a te n  der b e id e n  E n d 
p u n k te  d e r ab g e le ite ten  V erg rö ß eru n g sse ite  im  W ege der v e rm itte ln d e n  A u s
g le ic h u n g  bestim m en .

I m  w esentlichen  w ird  also die A ufgabe  d e r  B asisverg rößerung  a u f  die 
d e r  P u n k te in sc h a ltu n g  z u rü c k g e fü h rt. D em  V erfa sse r  is t es n ic h t b e k a n n t ,  
ob  d iese  B e rech n u n g sa rt des B asisnetzes sch o n  v e rw en d e t w urde . E in  o ffen 

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



b a re r  V orteil des v o rgesch lagenen  V erfah ren s d ü rfte  es se in , d a ß  die Sorge 
d e r  K o rre la ten au sg le ich u n g , die S eitenbed ingungsg le ichung  in  ih re r  günstig 
s te n  F o rm  au fzu sch re ib en , ü b e rh a u p t n ic h t in  E rsch e in u n g  t r i t t ,  weil hier 
e ine solche G leichung  n ic h t v o rk o m m t. D es w eite ren  w ollen w ir d e n  üblichen 
A rb e itsg an g  in  d e r W eise a b än d e rn , d a m it die A usg le ichung , gleichzeitig  
m it  d en  K o o rd in a te n  d e r be id en  N e u p u n k te , sow ohl das G ew ich t d er abge
le ite te n  Seite wie au ch  deren  endgü ltig e  L än g e , d . h . das g esu ch te  E n d re su lta t  
e rgebe.

In  dem  au ch  b ish e r b eh a n d e lte n  e in fachen  F alle  unseres B ild es  1 w erden 
w ir also die B estim m u n g  d e r be id en  N e u p u n k te  C u n d  D  als e in e  D oppel-
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Tabelle V III

Berechnung der Näherungskoordinaten

N eu e F este
У X Ô

P u n k te

A +  20  0 0 0 ,0 0 0 + 2 0  0 0 0 ,0 0 0 2 5 0 °0 0 '0 0 " sin Ö A B =  — 0 ,9 3 9  6926
5 5 2 5 ,3 8 2 — 2 0 1 1 ,0 7 4 cos ö A B =  — 0 ,3 4 2  0201

В +  14 4 7 4 ,6 1 8 +  17 9 8 8 ,9 2 6 l A B =  5 8 7 9 ,9 8 9  m

А +  20 0 0 0 ,0 0 0 +  20  0 0 0 ,0 0 0 18 6  47  31 t g  <5дс =  + 0 , 1 1 9  1002
В +  14 4 7 4 ,6 1 8 +  17 9 8 8 ,9 2 6 13 9  01 19 t g  Ô B C =  — 0 ,8 6 8  6145

+  0 ,9 8 7  7147
c +  19 1 2 3 ,1 0 3 +  12 6 3 7 ,3 1 7

А + 2 0  0 0 0 ,0 0 0 + 2 0  0 0 0 ,0 0 0 3 2 0  39  55 t g  à  a d =  — 0 ,8 1 9  5030
В + 1 4  4 7 4 ,6 1 8 +  17 9 8 8 ,9 2 6 14 31  34 tg  à B D =  + 0 , 2 5 9  1039

— 1 ,0 7 8  6069
D +  16 1 9 7 ,8 3 4 +  24 6 3 9 ,6 0 0

p u n k te in sc h a ltu n g  d u rc h fü h re n . Als G ru n d lag en  d ienen  w ied er d ie  beobach 
te te n  R ich tu n g sw erte  d er T abelle I.

D ie K o o rd in a te n  des einen  B asisen d p u n k te s  A  w erden  a u f  d e r  P ro jek 
tio n seb en e  des B ildes 1 belieb ig  angenom m en . M it einem  e n tsp rech en d en  
R ich tu n g sw in k e l u n d  d er fes t gegebenen  B asislänge A B  is t  es le ic h t  m öglich, 
die en dgü ltigen  K o o rd in a te n  des an d e ren  B asisen d p u n k te s  В  p o la r  zu  berech 
n en . A u f G rund  d e r en d g ü ltig en  P u n k te  A  u n d  В  wie au ch  d e r  gem essenen 
R ich tu n g sw erte  e rh ä lt  m a n  d a n n  d u rch  V o rw ä rtse in sc h n itt d ie g en äh erten  
K o o rd in a te n  y 0 u n d  x u d e r be id en  E n d p u n k te  C u n d  D  d e r a b g e le ite te n  V er
g rö ßerungsse ite . D iese B erechnungen  e n th ä lt  T ab . V III .

D abei zeig te  es sich  als angem essen , m it einem  R ich tu n g sw in k e l 
öAB =  250°00 '0 0 ,0 0 "  zu a rb e iten . D as Z usam m enfallen  d e r B asislin ie  A B  
m it  d er y -Achse w ü rd e  näm lich  zu u n b eq u em en  Z ah len w erten  d e r R ic h tu n g s
k o effiz ien ten  fü h ren . N ach d em  die B erech n u n g  des P u n k te s  В  n u r  a u f das

13» Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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gan ze  M illim eter genau is t , e rg ib t  die aus den  K o o rd in a te n  m it e iner Schärfe  
d e r  H u n d e rts te lse k u n d e  d u rc h g e fü h rte  K o n tro llre c h n u n g  des R ic h tu n g s 
w in k e ls  :

dAB =  250°00'00,02".

A u f  G rund der g e n ä h e r te n  K o ord ina ten  y 0 u n d  x 0 k ö nnen  schon alle 
g e n ä h e r te n  R ich tungsw inkel d° w ie auch  alle E n tfe rn u n g e n  t der D reiecksseiten

T abelle  IX

B erech n u n g  der genäherten R ic h tu n g sw in ke l d° und E n tfernungen  t. Berechnung der R ich tu n g s
koeffizienten a und b

ьсg
3

2 Pu
nk

t У

•

X tg а sin è0 
cos ô0 jV =20 626,48

9
1

с
А

+
+

19 123,103
20 000,000

+ 12 637,317 
20 000,000 0,119 10 020 —0,118 26 

- 0 ,9 9 2  98
ôu =  186°47'31,00" 
t — 1 414,7

876,897 7 362,683 a  =  —2,76 

b =  + 0 ,3 3а =  6°47 '31 ,00"

5
2

В
А

+
+

14 474,618 
20 000,000

+
+

17 988,926 
20 000,000

о 747 4.7 821 ! - 0 - 9 3 9  69 2,747 47 821 _ 0 342 02

1
1

ô0 =  250°00'00,02"

5 525,382 2 011,074

а =  70 °0 0 '00,02"

10
3

D
А

+
+

16 197,834 
20 000,000 

3 802,166

+
+

24 639,600 
20 000,000 

4 639,600

0,819 50 297 - 0 ,6 3 3  85 
+  0,773 46

<50 =  320 °39'55,00" 
t =  5 998,5

a =  +  2,66

а =  39°20 '05 ,00" b =  + 2 ,1 8

12
4

D
В

+
+
+

16 197,834 
14 474,618

+
+
+

24 639,600 
17 988.926 0,259 10 396 +  0.250 82 

+ 0 ,9 6 8  03
<50 =  14°31'34,02" 
l =  6 870,3

1 723.216 6 650,674 a — + 2 ,9 1

а =  14°31 '34 ,02" 6 =  - 0 ,7 5

7
6

С
В

+
+
+

19 123,103 
14 474,618 
4 648,485

+
+

12 637,317 
17 988,926 

5 351,609

0,868 61 447 +  0.655 77 
- 0 ,7 5 4  96

<50 =  139°01'19,00" 
t =  7 088,6 
a =  —2,20

а =  4 0 о58 '41 ,00" b =  - 1 ,9 1

11
8

D
С

+
+

16 197,834 
19 123,103 +

+

24 639,600 
12 637,317 0,243 72 605 - 0 ,2 3 6  79 

+ 0 ,9 7 1  56
<50 =  346°18'09,29" 
<0 =  12 353,623

2 925.269 12 002,283 a CD — +1>62 
CL QC — —1,62 
bcd =  + 0 ,4 0  
bDC == —0,40

а =  13°41 '50 ,71"
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des vo rliegenden  B asisn e tzes  b e re c h n e t w erd en . Dies is t aus T a b . I X  zu 
erseh en .

D ie A nw endung  d e r s tren g en  K o o rd in a ten au sg le ich u n g  b e a n s p ru c h t  für 
je d e n  gem essenen R ic h tu n g sw e rt die A u fs te llu n g  Von je  e iner V e rb esse ru n g s
g le ichung  fo lgender F o rm :

Ô =  L  +  V +  г. (20)

D em n ach  is t d er ausgeg lichene R ic h tu n g sw in k e l ó jed er b e lieb ig en  R ich tu n g  
g leich : gem essener R ic h tu n g sw e rt L  p lu s  dessen  V erbesserung  v p lu s  die 
O rie n tie ru n g sk o n s ta n te  z des b e tre ffe n d en  In s tru m e n te n s ta n d p u n k te s . D er 
d e fin itiv e  R ich tu n g sw in k e l ő ab er lä ß t  sich  wie fo lg t au flösen :

ô =  ô° +  d ô .  (21)

E b en so  die O rie n tie ru n g sk o n s ta n te :

z == z° -f- dz, (22)

w o dö  d ie Ä n d eru n g  des R ich tu n g sw in k e ls , w äh ren d  dz die Ä n d e ru n g  der 
O rie n tie ru n g sk o n s ta n te  b e d e u te t. D iese zw ei Ä nderungen  s in d  v o rläu fig  
u n b e k a n n t, m an  m u ß  dieselben  a n lä ß lic h  d e r A usgleichung b e s tim m e n . 
d u u n d  z 0 ab er sin d  d ie  e n tsp rech en d en  N äh eru n g sw erte . J e n e r  v o n  z 0 w ird 
zw eckm äß ig  angenom m en .

D ie V erbesserungsg le ichungen  g e b ra u c h t m an  in  der F o rm

v =  dÖ — dz -|- <)n — L  — z°, (23)

w obei jed o ch  d<5 se lb s t eine F u n k tio n  d e r K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  dy  und  
d #  d er N e u p u n k te  is t. W ir sch re iben :

У =  Уо +  dy  u n d  x  =  x 0 +  d x ,  (21)

wo у  u n d  X die en d g ü ltig en  w äh ren d  y 0 u n d  x 0 die gen äh erten  K o o rd in a te n  
des N eu p u n k te s  b ed e u te n .

B ezüglich  d er G le ichungen  d e r R ich tu n g sv erb esse ru n g en  e rg e b e n  sich 
d re i F ä lle :

1. A u f einem  F e s tp u n k t  w urde  die R ic h tu n g  nach  einem  z w e ite n  F e s t
p u n k t  b e o b a c h te t. In  d iesem  F a ll is t (5„ =  d, also  dö =  0. D ie V e rb e sse ru n g s
g le ich u n g  des b e o b a c h te te n  R ic h tu n g sw e rte s  L  is t  also:

v =  0 — dz +  à — L  -  z°. (25)

E s sei an  d ieser S telle  b e to n t, d a ß  d ie  einfache A rt d e r K o o rd in a te n 
au sg le ich u n g , w elche in  d e r g eo d ä tisch en  P ra x is  »mit v o rh e r o r ie n tie r te n  
R ich tu n g en «  allgem ein  ü b lich  is t, fü r  d ie  B asisn e tzau sg le ich u n g  a ls  n ich t 
ganz  a n g e b ra c h t e rsch e in t. Sie w ürde  e ine , v o n  d er ex ak ten  L ö su n g  ab w ei
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c h e n d e , abgeleite te  V e rg rö ß e ru n g sse ite  C D  e rg e b e n . E s w ürden  n äm lich  
b e i d e r  N äh e ru n g sm e th o d e  die V erbesserungsg le ichungen  der en d g ü ltig en  
R ic h tu n g e n , welche also  k e in e  R ic h tu n g sw in k e län d e ru n g  en th a lten  (in  u n se 
re m  B ild  die R ic h tu n g e n  N o . 2 und  5), n ic h t  z u r  G eltung  gelangen. B eim  
B a s isn e tz  is t also d ie  s tr e n g e  M ethode d e r K o o rd in a ten au sg le ich u n g  a n z u 
w e n d e n , d am it die V erbesseru n g sg le ich u n g en  v o m  T y p  (25) n ic h t h e ra u s 
fa lle n .

2 . E s w urde d e r  R ic h tu n g sw e rt v o n  e in e m  F e s tp u n k t n ach  einem  
N e u p u n k t ,  oder v o n  e in e m  N e u p u n k t n a c h  e in e m  F e s tp u n k t gem essen. In  
d ie sem  F a ll h än g t d ie  R ic h tu n g sw in k e lä n d e ru n g  d<3 m it den K o o rd in a te n 
ä n d e ru n g e n  dy u n d  d v  d es  N eupu n k tes  fo lg en d erw eise  zusam m en:

dd =  а . dy -f- b . d x . (26)

M ith in  w ird  in  diesem  F a lle  d ie  V erbesserungsg le ichung  (23) in fo lgende F o rm  
ü b e rg e h e n :

V =  а . d y  -)- b . dx  — dz -f- d° — L  — 2°. (27)

D ie  F a k to re n  a  u n d  b der K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  in (26) u n d  (27) 
n e n n t  m a n  R ich tu n g sk o e ffiz ien ten . Vom S ta n d p u n k t ,  von  dem  der R ic h tu n g s 
w e r t  L  b eo b ach te t w u rd e , is t  auch in  (27) d e r  g e n ä h e rte  R ich tu n g sw in k e l 
<5° in  R ich tu n g  des Z ie lp u n k te s  zu deu ten .

3. E nd lich  s ind  n o c h  d ie  F eh lerg le ichungen  f ü r  die beiden gegenseitigen  
R ic h tu n g e n  zw ischen d e n  N eu p u n k ten  C u n d  D  aufzustellen . I n  so lchen  
F ä lle n  is t  die R ich tu n g sw in k e län d e ru n g  dd  F u n k t io n  der in sg esam t v ie r  
K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  d e r  beiden N e u p u n k te . E s handle  sich u m  den  
R ic h tu n g sw e rt L e o , d e r  v o m  S ta n d p u n k t C n a c h  d e m  Z ie lpunkt D  b e o b a c h te t 
w u rd e . D er g enäherte  R ich tu n g sw in k e l is t Öqd- D ie  V erbesserungsgleichung 
des R ich tu n g sw ertes  la u te t :

v c d  — ac dJ c  +  bc d * c +  aD d y D -f- bD A xD —  dzc -f- <5£D — L CD — . (28)

D ie  R ich tu n g sk o e ffiz ien ten  d e r  Fälle  (2) u n d (3 )  s in d  folgenderw eise zu  d e u te n :

q "  c o s  d 0d —  — -

10 t

b =  sin  do
10 t

(29)

(30)

D ie  g en äh erte  E n tfe rn u n g  t i s t  in  M etern zu  s u b s ti tu ie re n . Infolge des D iv iso rs  
10 w erd en  jedoch  d ie  zu  e rm itte ln d en  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  dy  u n d  d% 
in  D ez im ete r e rh a lten .

U m  in den V o rz e ic h e n  d er num erischen  W e r te  a und  b F eh le r zu  v e r 
m e id e n , m erke m an  s ich  d ie  R egel, daß in  (29) u n d  (30) d er genäherte  R ic h tu n g s 
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w inkel (5° im m er v o n  d em  P u n k t  zu d eu ten  is t, u m  dessen Ä n d eru n g  es sich 
h a n d e lt, das h e iß t dessen  W erte  dy und  d x  m it a bzw . b m u ltip liz ie rt w erden . 
Z. B .: D er R ich tu n g sw in k e l <5° der beiden  R ich tu n g sk o e ffiz ien ten , die m it 
den  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  des N eu p u n k tes  C m u ltip liz ie rt s in d , is t von 
C, in  R ich tu n g  des a n d e re n  E n d p u n k te s  d er e n tsp rech en d en  S eiten län g e  zu 
d eu ten .

D em n ach  s in d  in  d en  beiden  Y erbesserungsg le ichungen  d er R ich tu n g en  
v o m  F e s tp u n k t A  n a c h  dem  N eu p u n k t C w ie au ch  vom  N e u p u n k t C nach  
dem  F e s tp u n k t A  d ie R ich tu n g sk o effiz ien ten  a u n d  b m it ôc a . also m it d em 
selben , von  C n a c h  A  g e d e u te te n  R ich tu n g sw in k e l zu berechnen . M it anderen  
W o rten , es t r i t t  in  b e id en  Y erbesserungsg le ichungen  dieselbe R ic h tu n g s 
w in k e län d eru n g

d<5 =  a . dyc -j- b . dxc

auf. D ie beid en  h ie r  a n g e fü h rte n  V erbesserungsg le ichungen  w erden  n u r  in 
ih ren  dre i le tz te n  G liedern  v o n e in an d er ab  w eichen , d. h .:

va c  — a ■ d yc  +  l> ■ d*c — dz4 -f- <5дС — L ac —  z°A  ; (31)

v c a ~  a  ■ d j e  ~b ^ . dicc — d rc -f- ô ç A  —  L ca —  Zq  . (32)

D ies is t  ü b rigens a u c h  v e rs tä n d lic h , nachdem  es sich  ja  in  be id en  F ä llen  um  
die K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  desselben N e u p u n k te s  C h an d e lt. D ie v o n  diesen 
h e rv o rg eru fen e  R ic h tu n g sä n d e ru n g  d<5 is t  sow ohl bezüglich  d er G röße als 
au ch  d e r R ic h tu n g  d ieselbe.

W as die V erbesserungsg le ichungen  d er gegenseitigen  R ic h tu n g e n  zwi
schen  den b e id en  N e u p u n k te n  b e tr iff t, so g ilt h ie r  die gleiche Ü berlegung .
D ieselben  v ie r K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  k ö n n e n  sow ohl dem  V orzeichen  als
au ch  d er G röße n a c h  n u r  genau  dieselbe R ic h tu n g sä n d e ru n g  d e r  G eraden  
C —  D v e ru rsa c h e n , u n a b h ä n g ig  d avon , ob d ie  R ic h tu n g  v o n  C n a c h  D, 
oder u m g e k e h rt v o n  D n a c h  C b e d e u te t w ird . I n  d e r V erbesserungsg leichung  
C —> D is t d er g e n ä h e rte  R ich tungsw inke l in  d e n  zw ei K oeffiz ien ten  a bzw. 
b, d ie m it den  zwei K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  des P u n k te s  C m u ltip liz ie rt 
s in d , au ch  von  C n a c h  D zu d eu ten . D er R ich tu n g sw in k e l der K oeffiz ien ten  
a u n d  b d e r K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  im  P u n k t  D derse lben  G leichung  zeigt 
ab e r u m g e k e h rt v o n  D n a c h  C.

In  den  F eh le rg le ich u n g en  d er gegenseitigen  b e id en  N eu p u n k ts ric h tu n g e n  
s ind  die rech tsse itig en  v ie r  e rs ten  G lieder, w elche die R ic h tu n g sä n d e ru n g  aus- 
d rü ck en , ganz g leich , n u r  die drei le tz ten  G lieder ô°, L u n d  z° w eichen  in  den 
beiden  G leichungen  v o n e in a n d e r ab.

M it R ü ck s ich t h ie ra u f  wie auch  im  S inne d e r V orzeichenregel d e r R ich 
tu n g sk o effiz ien ten  in  (29) u n d  (30) bzw. im  d a rau ffo lg en d en  T e x tte ile  g ilt:

—-- — und  — — 6 ^ , (33)
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also  g e s ta lte n  sich sch ließ lich  d ie V erbesserungsg le ichungen  d e r b e id en  N eu 
p u n k ts r ic h tu n g e n  wie fo lg t:

vc  =  a . dyc +  b . d # c — о . d y D — b ,d x D — dzc — — L CD — z£. , (34)

v D =  a .A y c +  b . Axc — а . d y D — b . AxD — dzD —  ö°DC —  LDC —  z g  . (35)

D ie  R ich tu n g sk o effiz ien ten  a u n d  b n a c h  (29) u n d  (30) s in d  h ie r  m it 
d e m  R ich tu n g sw in k e l ö° v o n  C n ach  D zu b e rech n en . D ie n u m erisch e  R ech 
n u n g  ze ig t T ab . IX .

U m  die V erg le ichsm öglichkeit m it d er v o rh e r  ausfüh rlich  b esp ro ch en en  
e r s te n  B erech n u n g sa rt zu  b e w a h re n , w u rd en  au c h  diesm al g leichgew ichtige 
R ich tu n g sm essu n g en  v o ra u sg e se tz t.

D ie  A bso lu tg lieder ( d ° — L  —  z°) d e r V erb esserungsg le ichungen  sind  
n u m e risc h  in der T a b . X  v o rz u fin d e n . H ie r e rsch e in t die g e n ä h e rte  O rien 
tie ru n g s k o n s ta n te  eines je d e n  S ta n d p u n k te s  als einfaches a rith m e tisc h e s  
M itte l  a lle r O rien tie ru n g sw in k e l des b e tre ffen d en  S ta n d p u n k te s , d . h .:

r o _  _  [ à - Ц
n 3

(36)

D ies h a t den V o rte il, d aß  bei der B ild u n g  d er S um m eng le ichung  der 
V erbesseru n g sg le ich u n g en  d es  S ta n d p u n k te s  das A bso lu tg lied  v e rsch w in d e t.

Z. B. die Verbesserungsgleichungen  d e r d re i gem essenen R ic h tu n g e n  des 
In s tru m e n te n s ta n d p u n k te s  A , sowie deren  Sum m engleichung  g e s ta lte n  sich 
fo lg en d erm aß en  :

v i =  a i dVc +  bi d*c — d2A +  dï  — L 1

v 2 =  — dzA -f- <5? — L 2

v 3 =  a3 d y D +  fc3 A x d  — dzA +  <5° — L 3

[ à - Ц  л
3

[ à - Ц л
3

[ à - Ц л

(37)

0 =  Ayc -)- 6j Axc  +  a3 A y D +  b3 A xD — 3 dzA - f  ([<5 — Ц А~  [d — Ц а ) • (38)

A u s d e r  nu llw ertigen  S u m m eng le ichung  (38) w ird  die O rie n tie ru n g su n b e 
k a n n te  dzA als F u n k tio n  d e r  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  a u sg e d rü c k t:

A za  =
1

3
(«i dJ c  +  h  Axc +  a3 d y D +  b3 d * D) +  0 . (39)
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Tabelle X

Absolutglieder I der Verbesserungsgleichungen. — Genäherte und endgültige O rientierungswinkel: «0, z.
Verbesserungen. — R ichtungsw inkeländerungen

Stand- Ziel- Richtung» Beoh. wert Genäherte 
Richtwinkel 

ô  c

ô° — L  — a° Endgültige
Richtwinkel

ô

Verhess. Rieht, wink, 
änderung

d ôpunkt No. L =  / V

А c 1 0 ° 0 0 '00 ,00" 1 8 6 °4 7 '3 1 ,0 0 " 1 8 6 °4 7 '3 1 ,0 0 " + 0 , 0 2 1 8 6 °4 7 '3 1 2 ,4 " 1 8 6 °4 7 '3 1 ,2 4 " + 0 ,1 2 " + 0 ,2 4 "
в 2 6 3  12 2 9 ,2 2 2 50  00  0 0 ,0 2 186  4 7  3 0 ,8 0 - 0 , 1 8 25 0  0 0  0 0 ,0 2 186  4 7  3 0 ,8 0 - 0 . 3 2 0
D 3 13 3  52  2 3 ,8 7 3 20  39  5 5 ,0 0  

z0 =  9 2 ,9 3

18 6  47  3 1 ,1 3  

3 =  30 ,98"

+ 0 ,1 5 3 2 0  3 9  5 5 ,1 9  

z =  9 3 ,3 6  :

186  47  3 1 ,3 2  

3 =  31 ,12"

+ 0 , 2 0 + 0 , 1 9

D 4 0 0 0  0 0 ,0 0 14 31 3 4 ,0 2 14  31 3 4 ,0 2 + 0 , 2 8 14  31 3 3 ,1 9 14 31 3 3 ,1 9 — 0 ,2 9 - 0 , 8 3
В А 5 55 28  2 6 ,2 6 70  00  0 0 ,0 2 14 31 3 3 ,7 6 +  0 ,0 2 70  0 0  0 0 ,0 2 14 31 3 3 ,7 6 +  0 .2 8 0

C 6 124  29  4 5 ,5 7 139  01  1 9 ,0 0  

z0 =  101 ,2

14 31 3 3 ,4 3  

1 : 3  =  33 ,74"

- 0 , 3 1 13 9  01  19 ,07  

z =  1 0 0 ,4 5

14 31 3 3 ,5 0  

3 =  33 ,48"

+ 0 ,0 2 + 0 , 0 7

В 7 0 00  0 0 ,0 0 3 1 9  01  19 ,00 31 9  01  19 ,00 + 0 . 0 4 3 1 9  01  1 9 ,0 7 31 9  01 1 9 ,0 7 + 0 , 0 3 +  0 ,0 7
С D 8 21 16 5 0 ,1 4 3 4 6  18  0 9 ,2 9 31 9  01  19 ,15 + 0 ,1 9 3 4 6  18 0 9 ,2 0 31 9  01  1 9 ,0 6 +  0 ,0 2 - 0 , 0 9

А 9 47  4 6  1 2 ,2 6 6 47  3 1 ,0 0  

z0 =  5 6 ,8 9

3 1 9  01  1 8 ,7 4  

3 =  18,96"

- 0 , 2 2 6  4 7  3 1 ,2 4  

z =  5 7 ,1 3  :

31 9  01 18 ,98  

3 =  19,04"

- 0 , 0 6 + 0 , 2 4

А 10 0 00 00,00 140 39  5 5 ,0 0 140  39  5 5 ,0 0 - 0 , 5 9 140  3 9  5 5 ,1 9 140  39  5 5 .1 9 - 0 . 1 5 +  0 ,1 9
D С 11 25 3 8  1 4 ,0 5 1 66  18 0 9 ,2 9 140 39  5 5 ,2 4 - 0 , 3 5 166  18 0 9 ,2 0 140  39  5 5 ,1 5 - 0 , 1 9 - 0 , 0 9

В 12 53 51 3 7 ,5 0 1 94  31 3 4 ,0 2 140  39  5 6 ,5 2 + 0 , 9 3 19 4  31 3 3 ,1 9 140  39  5 5 ,6 9 + 0 , 3 5 - 0 , 8 3

«0 =  166,76 : 3 =  55,59" « =  166,03 : 3 =  55,34"

[rv] =  0,5057
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D u rc h  S u b s titu tie re n  d ieses A usdruckes (39) in  die V erbesserungs- 
g le ic h u n g e n  (37) lä ß t s ich  a u s  le tz te re n  G le ichungen  die U n b e k a n n te  dz^ 
e lim in ie re n , w odurch die re d u z ie r te n  Y erbesserungsg le ichungen  (40) e n ts te h e n :

v i  =  — Oi d y c H— — dA:c ---- — a 3 d y D— —  b3 d x D +  lx ,
О Э  О О

«2 =  — y  «1 d j c  — y  К  Axc — “ -«3dAD — Y  b* A x d  +  h  » (4 0 )
и  О  О d

1 1 2  2
* 3 = - 7 a i dy c -----— bi Axc +  г яз ^ о +  Y b[i i x °  +  / з 'ó ó О О

I n  (40) erscheinen d ie  A b so lu tg lied e r d e r u rsp rü n g lich en  Y erb esse ru n g s
g le ic h u n g e n  (37) m it d en  S y m b o le n  l beze ich n et, d . h .:

(d° -  L )  - [ à - Ц
3

I h r e  Sum m e a u f  je  e in e n  S ta n d p u n k t w ird  a b e r N ull, wie d ies au s  der 
S u m m en g le ich u n g  (38) zu  e rse h e n  ist:

[I] =  [d - L ] — 3 - ^ ü  =  0 .

U m  alle red u z ie rten  F eh le rg le ich u n g en  zu  e rh a lte n , s ind  in  d e r  u n te r  
(37) —  (40) gezeigten A rt a u s  d en  Y erbesserungsg le ichungen  die O r ie n tie ru n g s 
k o n s ta n te n  dzB, dzc bzw . d z D au ch  der ü b rig e n  d re i S ta n d p u n k te  zu  e lim i
n ie re n .

D ie  insgesam t zw ö lf u rsp rü n g lic h e n  Y erbesserungsg le ichungen  u n seres  
B a s is n e tz e s  m it den  aus T a b . X  en tn o m m en en  A bso lu tg liedern  sow ie die 
v ie r  S u m m en g le ich u n g en  g e s ta l te n  sich, e n tsp re c h e n d  der A nalog ie  v o n  (37) 
u n d  (38) fo lgenderm aßen :

ti, =  —2,76 dyc  +  0,33 dxc • —Aza +  0,02; ]
v2 =  —Aza — 0,18; 1
t>3 =  4- 2,66dyn +  2,18d*n — Aza -f- 0,15; j
0 =  — 2,76dyc +  0,33dxc +  2,66dyo +  2,18d*D — 3dz^.

«4 =  +  2,91dyn — 0,75Axd — dzB +  0,28;
t)5 =  — dzB -(- 0,02;
i>6 =  —2,20dyc — 1,9Ыдгс — dzB — 0,31;
0 =  —2,20dyc — l,91da:c +  2,91dyo — 0,75d.rn — 3dzB.

v7 =  —2,20dyc — l,91d xc — dzc +  0,04; j
va =  —l,62dyc — 0,40d*c +  l,62dyn +  0,40dxn — dzc +  0,19; 1 
vg — —2,76dyc +  0,33d*c — dzc — 0,22; |
0 =  —6,58dyc — l,98d *c +  l,62dyn -f- 0,40dxn — 3dzC.

(41)

(42)

(43)

(44)

(45)

(46)

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



ÜBER DIE BERECHNUNG DER BASISNETZE MIT GEMESSENEN RICHTUNGEN 203

t)l0 =  +  2,66dyn +  2,18d*D — dzo — 0,59; |
t)u =  — l,62dyc — 0,40d*c +  l,62dyu +  0,40d*D — dzo — 0,35; |  (47)
v,2 =  +  2,91dyn — 0,75d*D — dzo +  0,93; J

0 =  — l,62dyc — 0,40d*c +  7,19dyo — l,83d*D -  3dzD. (48)

T ab e lle  X I zeigt die gem äß  (37) —  (40) red u z ie rten  —  u n d  m it  I ,  I I ,  
I I I ,  IV  b eze ich n e ten  —  K o effiz ien ten  d e r V erb esserungsg le ichungen , deren

T abelle  XI

D ie reduzierten Verbesserungsgleichungen

Stand
punkt

Richtungs
No.

dvc dxC <t yD àXD
Summen

gliederDie reduzierten

Koeffizienten A b so lu tg lieder

V I II III IV / s

1 -1,84 +0,22 —0,89 -0,73 +0,02 — 3,22
A 2 +0,92 -0,11 -0 ,89 -0,73 -0,18 —0,99

з +0,92 -0,11 +  1,77 +  1,45 +  0,15 +4,18

4 +0,73 +0,64 +  1,94 -0,50 +  0,28 +  3,09
В 5 +0,73 +0,64 -0,97 +0,25 +  0,02 +  0,67

6 -1,47 -1 ,27 -0 ,97 +0,25 -0,31 — 3,77

7 -0,01 -1 ,25 -0 .54 -0,13 +0,04 — 1,89
С 8 +0,57 +0,26 +  1,08 +0,27 +0,19 +  2,37

9 -0,57 +0,99 —0,54 -0,13 -0,22 —0,47

10 +0,54 +0,13 +0,26 +  1,57 -0,59 +  1,94
D 11 -1,08 -0 ,27 -0,78 -0,21 -0,35 -2 ,6 9

12 +0,54 +0,13 +0,51 -1 ,36 +0,93 +0,75

Das Koeffizientensystem der Normalgleichungen.

I] i ll ill] IV] '1 *1

[I +  10,7379 +  2,2264 +  6,7760 +  2,0722 +  1,3875 +  23,2000
[II +  5,2216 +  2,2920 -0 ,5 2 9 3 + 0 ,5137 +  9,7244
[H I +  13,0482 +  2,7213 +  2,1287 +  26,9662
[ í v + 8 ,0 0 8 6 -1 ,9 2 1 1 +  10,3517
[1 » +  1,6518 +  3,7606

A b so lu tg lied e r l wie auch  die zu r K o n tro lle  d ien en d en  S um m eng lieder s d ieser 
K o e ffiz ien ten . Im  u n te ren  Teil d e rse lb en  T abelle  sind  auch  die K o e ffiz ien ten  
d e r N o rm alg le ich u n g en  z u sam m en g e faß t.

E s  is t  offenbar eine d e ra rtig e  L ö su n g  d er A usg leichungsaufgabe e rw ü n sc h t, 
d u rc h  d ie  gem einsam  u n d  g leichzeitig  neb en  d en  K o o rd in a ten  d e r  b e id en  
N e u p u n k te  C u n d  D n am en tlich  a u c h  die en d g ü ltig e  L änge d er a b g e le ite te n  
V erg rö ß e ru n g sse ite  CD sa m t d e ren  G ew ich t e rh a lte n  w ird.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



204 B. MILASOVSZKY

D eshalb  is t d ie  F u n k t io n  (49) d ieser a b g e le ite te n  Seite:

C D  =  V (y  о — Ус)2 +  ( * d  — x c f  =  <P ( 4 9 )

in  e ine  lineare  F o rm  zu b rin g en , was d u rc h  R e ih en en tw ick lu n g  geschehen  
k a n n :

895 899 . dq> . . 89? ,
----- d jc  H--------- d*c -b -------‘lyо H--------- ua,93
Эус 9 %

O d er m it  k ü rze ren  S y m b o len :

9J d d x D
+  9 V

<P=fyc dJ c  + / x c  d *c + / fl d y D + / Xß d * D +  9>o =  A ( P  +  <Po■ 

D ie  h ie r  v o rk o m m en d e  Ä n d eru n g

<]<P = f y c  АУс +  fxC dxc +  f y D  ЛУо  +  fx „  à x D

(50)

(51)

(52)

d e r  E n tfe rn u n g s fu n k tio n  q> in  (49) w ird  d u rc h  die gem einsam e E in w irk u n g  
d e r  v ie r  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  h e rv o rg e ru fen . D er m it den  g en äh e rten  
K o o rd in a te n  e rh a lte n e  W e r t  von  <p w ird  in  (50), (51) m it <p0 b eze ichnet.

D ie D iffe re n tia tio n  la u t  (50) e rg ib t d a s  R e s u lta t:

(p =  — sin ÖqD d y c — cos dxc -f- sin djiß d y D cos à x D -j- (p0. (53 )

D ie  nu m erisch en  W e rte  v o n  sin Öqdi cos dco  u n d  Ç’o =  *cd sind  >n  d er T a b . 
I X  e n th a lte n . D e m e n tsp re c h en d  ist die n u m e risc h e  F o rm  von (53):

<p —  - f -  0 ,2368  dyc —  0,9716 dx c — 0,2368 dyD -f~ 

+  0,9716 dxc +  123536,23 d m .
(54)

Im  Sinne d e r F o rm e l (13) von [8], § 31, S. 400, is t das G ew icht P  d e r 
F u n k tio n  (51) aus fo lg en d em  Z u sam m en h an g  zu  e rm itte ln :

=  0 Гус U * '  l ] 2
[pU]  [ p I I I I - 1 ]

______[/хй -3 ]2 =
[p IVIV • 3]

_ [ / Уд-2 ]2
[ p I I I I I I - 2 ]

[0-4] .

(55)

R e c h ts  h ier is t das G lied  N ull bloß a n g e fü h r t ,  u m  den  V ergleich m it dem  
G ew ich tsau sd ru ck  (11) d e r  K o rre la ten lö su n g  zu  erm öglichen . A n S telle von

f fN u ll s te h t  n äm lich  in  (11): , fe rner e rsc h e in t in  (11) ein po sitiv es , in  (55)

d ag eg en  ein n eg a tiv e s  G ew ich tsrez ip rok . W e se n tlic h  is t, d aß  die G lieder v o n
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(55) n ic h t an d eres  als die Q u a d ra te  d e r  re d u z ie rten  G lieder d e r  F u n k tio n  
(52) s in d , w enn  diese F u n k tio n  in  die C holeskysche L ösung  d e r  N o rm a l
g le ichungen  einbezogen  w ird .

Z u r g le ichzeitigen  B estim m u n g  d e r v ie r  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n , fe rn er 
d er L ä n g e n ä n d e ru n g  dip sowie d e ren  fü n f  G ew ich tskoeffiz ien ten  w ollen 
w ir au c h  d iesm al die m it d e r F u n k tio n  <p e rw e ite rten  N o rm alg le ich u n g en  
an w en d en . F ü r  die A uflösung  nach  d em  C holeskyschen V erfah ren  sch lagen  
w ir h iezu  fo lgendes Schem a v o r:

dyc d x c <Gd d x D l -  <P s — 1 E

[pH] [ p H I ]  [ P H D ] p I IV ] [p i  l] - l
—  f y C

[ p H  П ] [p H  H R [p H  IV] [pH  l] — l — f x C

[p i l in i] [p H I IV] [p lin j - 1 — f y D

[piv IV] [P IV /] - 1 f x D j (56)

[P U ] 0

H ierher gelangen in  v ier Zeilen d ie red uzierten  Glieder

Die R e su lta te  sind: j
[p H —dyc — d xc —dyD — d*D — dip

Q yC Q xC Q yD Q x D <?*

G anz re c h ts  im  Schem a (56) s teh en  die b e id e n  K olum nen  s —  1 u n d  Z  der 
n u m erisch en  K o n tro lle . In  den W erten  s —  1 is t se lb s tv e rs tän d lich  au c h  das 
en tsp re c h e n d e  G lied d e r K o lum ne <p zu  b e rü ck sich tig en .

In  A n w en d u n g  des b e k a n n te n  A u flö su n g sv erfah ren s v o n  Ch o l e s k y  
sind  die R e d u k tio n e n  au ch  a u f  die G lieder d e r K olum ne cp, g le ich  wie a u f  
eine fü n fte  U n b e k a n n te  zu  e rs treck en .

Als E rg eb n isse  zeigen sich in  der v o r le tz te n  R eihe von (56): d ie  Q u a d ra t
sum m e d e r V erbesserungen , die v ie r K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  m it n e g a tiv e m  
V orzeichen  u n d  die L än g en än d eru n g  Acp. I n  d e r le tz te n  R eihe a b e r  die fü n f  
G ew ich tskoeffiz ien ten  d e r fü n f  U n b e k a n n te n . D as he iß t, der G ew ich tsk o ef
fiz ien t Qv d e r  E n tfe rn u n g  cp =  CD e rg ib t s ich , in d em  m an die Q u a d ra tsu m m e  
d e r re d u z ie r te n  G lieder d er K o lum ne (— (p) b ild e t. Im  b ek an n ten  Z u sa m m e n 
h an g  des m itt le re n  F eh lers d er G ew ich tse in h e it (h ier sind alle R ic h tu n g s 
w erte  g leichgew ichtig):

n  —  и
( 5 7 )
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b e d e u te t  n  die Z ahl v o n  säm tlich en  gem essenen  R ich tu n g sw erten  (gegen 
w ä rtig  12), и  die Z ahl d e r U n b e k a n n te n ; d iesm al s in d  in  и  v ier K o o rd in a te n 
ä n d e ru n g e n  u n d  v ie r O rie n tie ru n g sk o n s ta n te n , je d o c h  n ich t die L ä n g e n 
ä n d e ru n g  dcp zu b e rü ck sich tig en .

D e r  m ittle re  F e h le r  d e r  ab g e le ite ten  V erg rößerungsse ite  cp =  CD  is t  
im  S in n e  v o n

V cd  =  Va VQ<p (5 8 )

zu b ild e n . I n  äh n lich er W eise , m it den  e n tsp re c h e n d e n  G ew ich tskoeffiz ien ten  
e rg eb en  sich  auch  die m itt le re n  F eh ler d e r v ie r  N e u p u n k tk o o rd in a te n  y c ,
x c u n d  y D, x D.

A ls w ich tig stes E rg e b n is  e rg ib t die A u flö su n g  la u t  Schem a (56) b e re its  
die L ä n g e n ä n d e ru n g  dcp de r ab g e le ite ten  V erg rö ß eru n g sse ite , w oraus gem äß  (51):

CD  =  dcp +  cp0 (59)

a u c h  d ie  endgü ltige  L änge  d ieser Seite h e rv o rg e h t.

*

Im  F a lle  u n se re r  B asisn e tzau fg ab e  is t  es dem nach  v o r te ilh a f t ,  die 
C ho leskysche  A uflösung  in  dem  Sinne zu e rw e ite rn , wie es die K o lu m n e  cp 
des S ch em as (56) zeig t. W ü rd e  m an  diese K o lu m n e  n ic h t e in scha lten , so e rg äb e  
die n o rm a le  Choleskysche M ethode  n u r die v ie r  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  u n d  
d e re n  G ew ich tsk o effiz ien ten . D ie ab g e le ite te  S eiten län g e  m ü ß te  m a n  gem äß

cp = C D  =  V ( y D — y cy  +  ( x D — xc f  (60)

e rm itte ln .  D as G ew icht d iese r Seite aber, w elches in  diesem  Falle als G ew ich t 
e in e r  im  W ege der v e rm itte ln d e n  A usg leichung  zu  b estim m enden  U n b e k a n n 
te n  g ilt , w äre  d an n  im  Z uge e iner b eso n d eren  A rb e itsp h ase  in  d e r ü b lic h e n  
W eise zu  berechnen .

*

D ie A nw endung  des Schem as (56) a u f  u n se r  Z ahlenbeisp iel ze ig t T a b . 
X I I .  D em n ach  is t die e n d g ü ltig e  Länge d e r V erg rößerungsse ite :

C D  =  12 353,653 ±  0 ,020 m . (61)

N um erische K ontrolle der K oordinatenausgleichung

N ach d em  die en d g ü ltig e  L änge d e r V erg rößerungsse ite  in  T a b . X I I  
b e re its  n u m erisch  v o rlieg t, h a t  m an  die d a se lb s t ausg erech n eten  K o o rd in a te n -
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Acta Techn. Hung. 47. (1964)

Tabelle X II

D ie A u flö su n g  des erweiterten Norm algleichungssystem s nach der M ethode Cholesky. 
Endgültige Länge und  m ittlerer F ehler der abgeleiteten Vergrößerungsseite CD

Aye Axc dyD dxD l - f  s -  1 1 Z

+  10,7379 + 2 ,2264
+ 5 ,2 2 1 6

+ 6 ,7760  
+ 2 ,2920  

+  13,0482

+ 2 ,0722
-0 ,5 2 9 3
+ 2 ,7213
+ 8 ,0 0 8 6

+  1,3875 
+ 0 ,5 1 3 7  
+ 2 ,1 2 8 7  
-1 ,9 2 1 1

— 1
- 1

- 1
- 1

-0 ,2 3 6 8
+ 0 ,9716
+ 0 ,2368
-0 ,9 7 1 6

+  21,9632 
+  9,6960 
+ 26 ,2030  
+  8,3801

+  1,6518 0 +  3,7606

+  3,2769 + 0 ,6 7 9 4
+ 2 ,1 8 1 7

+ 2 ,0 6 7 8  
+ 0 ,4 0 6 6  
+  2,9338

+ 0 ,6 3 2 4
-0 ,4 3 9 5
+ 0 ,5 4 2 8
+ 2 ,6685

+ 0 ,4 2 3 4
+ 0 ,1 0 3 6
+ 0 ,4 1 2 8
-0 ,8 8 7 2

-0 ,3 0 5 2
+ 0 ,0950
+ 0 ,2019
+ 0 ,0 4 6 9

- 0 ,4 5 8 4
+ 0 ,0 6 3 5
-0 ,0 8 8 4

-0 ,3 4 0 9
+ 0 ,0693 -0 ,3 7 4 7

—0,0723
+ 0 ,4 6 7 9
+ 0 ,0 6 6 8
-0 ,2 8 3 5

+  6,7024 
+  2,3571 
+ 3 ,8 8 0 8  
+  1,1508

+ 6 ,7 0 2 4  
+ 2 ,3 5 6 9  
+  3,8807 
+  1,1509

Fehlerrechnung

1/ 0,5043
j  1 2 - 8  =  i  0,355 

/V  =  V0 =  0,355 [0,3090

R esu lta te : + 0 ,5 0 4 3  
=  [ p H

+ 0 ,0 7 7 6
=  - d y c

—0,0572 
=  —d xc

+ 0 ,2022
=  — dy D

-0 ,3 3 2 4  
=  — d x D

-0 ,2 9 7 0
=  —d (p

+ 0 ,0 9 7 6 +  0,0975

<p0 =  12 353,623 m  

dœ =  + 0 ,0 3 0  m

— 0,3090

[tç =  +  0,197 d m .=  +  0,0197 m CD =  <p= 12 353,653 ±  0,020 m
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ä n d e ru n g e n  der E n d p u n k te  C und  D im  P r in z ip e  n ich t m ehr n o tw en d ig . 
P ra k tis c h  h ab en  le tz te re  a b e r  a u f dem  G eb ie t d e r  um fassenden  K o n tro lle  
sä m tlic h e r  B erech n u n g en , m ith in  auch  bei je n e n  des E n d re su lta te s  (60) eine 
b e d e u te n d e  Rolle. W ir k o m m en  n u n  a u f d iese  zu  sp rechen .

D ie Verbesserungen der beobachteten R ich tu n g en . S u b s titu ie rt m a n  die 
b e re its  b e k a n n te n  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  in  d ie  re d u z ie rten  V erb esseru n g s
g le ich u n g en  der T a b . X I ,  so e rh ä lt m an  sow ohl fü r  die V erbesserungen  se lb s t

T ab e lle  X II I

D ie R ichtungsverbesserungen v. — Die Ä nd eru n g en  dt5 der R ichtungsw inkel

Richtungs
No.

dyc  =
— -0,0776

dxc  =
= +0,0572

d\D  =
=  -0,2022

d xd =
- +0,3324 dd — dz l

dd —dz +
+  l  =  v dz dd

I. dyc II. d*c III. dyD IV. dxD

l +0,144 +0,013 + 0 ,180 -0 ,2 4 2 +0,095" +  0,020" +  0,115" +0,140" +0,235"
2 -0 ,0 7 2 -0 ,0 0 6 +  0,180 -0 ,2 4 2 -0 ,140 — 0,180 -0 ,3 2 0 +  0,140 0
3 —0,072 -0,006 — 0,358 +  0,481 +0,045 +  0,150 +0,195 +0,140 +  0,185

4 —0,057 +0,036 -0 ,3 9 2 -0 ,1 6 6 -0 ,5 7 9 +  0,280 -0 ,2 9 9 -0 ,2 5 9 —0,838
5 -0 ,0 5 7 +  0,036 +  0,196 +0,083 +0,258 +  0,020 +0,278 -0 ,2 5 9 -0 ,0 0 1
6 +0,115 -0 ,0 7 2 +  0,196 +0,083 +0,322 — 0,310 +0,012 -0 ,2 5 9 +  0,063

7 +  0,001 -0 ,0 7 1 +  0,109 -0 ,0 4 3 0 + 0 ,0 4 0 +  0,040 +  0,068 +0,068
8 -0 ,0 4 4 +0,015 —0,218 +  0,090 -0 ,1 5 7 + 0 ,190 +0,033 +0,068 —0,089
9 +0,044 +0,056 +  0,109 -0 ,0 4 3 +0,166 -0 ,2 2 0 -0 ,0 5 4 +0,068 +0,234

10 —0,044 +0,007 — 0,053 4-0,521 +0,431 —0,590 -0 ,1 5 9 —0,248 +0,183
11 +  0,084 -0 ,0 1 5 + 0 ,158 -0 ,0 7 0 +0,157 — 0,350 -0 ,1 9 3 -0 ,2 4 8 —0,091
12 — 0,042 +0,007

.
— 0,103 -0 ,4 5 2 -0 ,5 9 0 +  0,930 +0,340 -0 ,2 4 8 -0 ,8 3 8

[et>] =  0,5041

wie au ch  deren  Q u a d ra tsu m m e  [рот] n u m e risc h e  W erte . F ü r je d e n  S ta n d 
p u n k t  m üssen  die im  S in n e  von  (37) —  (40) re d u z ie r te n  K oeffiz ien ten  wie 
au c h  die A b so lu tg lied er in  ih ren  a lg eb ra isch en  S um m en der T heorie  n ach  
N u ll e rgeben . D as h e iß t ,  je  S ta n d p u n k t soll se in : [I]  =  0; [II]  =  0; [ I I I ]  =  0; 
[IV ] =  0. U nd  b ezü g lich  d e r V erbesserungen  fre ilich  auch  [t>] =  0 .

A lle diese K o n tro llre c h n u n g e n  sind  in  T a b . X I I I  e n th a lte n . In  d er 
K o lu m n e  v f in d e t m a n  h ie r  die einzelnen R ich tu n g sv e rb esse ru n g en , ganz u n te n  
d e re n  Q u a d ra tsu m m e : [от] =  0,5041. W ogegen  in  T ab . X II  d u rch  L ösung  
d e r N o rm alg le ich u n g en  [от] =  0,5043 e rh a lte n  w u rd e . Ü ber e inen  d r i t te n  
W e rt [от] w ird  noch  im  u n ten steh en d en  d ie R e d e  sein.

D ie O rientierungskonstante. Im  B esitz  d e r  v ie r  K o o rd in a te n ä n d e ru n g e n  
d e r b e id e n  N e u p u n k te  k a n n  aus den  S u m m en g le ich u n g en  (42), (44), (46) 
u n d  (48) die O rie n tie ru n g su n b e k a n n te  dz eines je d e n  S ta n d p u n k te s  e rm itte l t  
w erd en . D eren  a u sfü h rlic h e  num erische A u sre c h n u n g  is t h ier n ic h t m eh r
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d a rg e s te llt . D ie g en äh e rten  z°-W erte  a b e r  w erden  fü r  je d e n  S ta n d p u n k t 
g e so n d e rt, b e k a n n tlic h  gem äß  (36) e rh a lte n , wie dies aus d er se c h s te n  K olum ne 
d e r T a b . X  zu  ersehen  is t. D ie A u f d iese W eise e rm itte lte n  W e rte  v o n  z u -)- 
-)- dz =  z a ller v ie r  In s tru m e n ts ta n d p u n k te  s ind  in  der zw eiten , d r i t te n  und  
v ie r te n  K o lum ne d er T ab . X IV  e n th a lte n .

D ie aus T a b . X II . in  D ez im e te rn  en tn o m m en en  K o o rd in a te n  w erden 
in  M eter ü b ersch rieb en  u n d  so d an n  gem äß  (24) die en d g ü ltig en  N eu p u n k t-

T a b e llc  X IV

D ie endgültigen Werte der O rientierungskonstanten  und der N eu p u n ktko o rd in a ten

Die Orientierungskonstanten der Instruinentenstandpunkte

Punkt- dz aus (62), (64), (66) und (68) aus (d — dj)
Symbol

*0 dz Z z

A 186 °47'30,98" +  0,14" 186°47'31,12" 186°47 '31,12"
11 14 31 33,74 - 0 ,2 6 14 31 33,48 14 31 33,48
C 319 01 18,96 +  0,07 319 01 19,03 319 01 19,04
D 140 39 55,59 - 0 ,2 5 140 39 55,34 140 39 55,34

Die endgültigen  K o o rd in a ten  der beiden N eupunkte

c D

У X У X

+  ¥) 123,103 +  12 637,317 +  16 197,834 +  24 639,600
0,008 0,006 0,020 +  0,033

+  19 123,095 +  12 637,323 +  16 197,814 +  24 639,633

k o o rd in a te n  g eb ild e t. Dies is t  in  T ab . X IV , u n d  zw ar in deren  u n te re m  Teil 
eb en fa lls  angegeben .

D ie endgültigen R ich tungsw inkel. —  D ie endgültige E n tfe rn u n g  CD. Die 
B e rech n u n g  derse lb en  w urde a u f  G ru n d  d e r endgü ltigen  K o o rd in a te n  in  T ab . 
X V  d u rc h g e fü h rt. F ü r  die ab g e le ite te  V erg rößerungsse ite  e rh ä lt m a n  in  dieser 
W eise  den  W e rt:

C D  =  12 353,6518 m .

D urch  A uflösen  d er N o rm alg le ich u n g en  ergab  sich ab e r in  T a b . X II  
d ie  E n tfe rn u n g  CD  =  12 353,653 m . D ie A bw eichung der be iden  L än g en w erte  
b e t r ä g t  also b loß  1 m m , w as fü r  die R ic h tig k e it der R ech n u n g en  sp rich t.

D ie en d g ü ltig en  O rie n tie ru n g sk o n s ta n te n . A berm als die R ic h tu n g sv e r
besseru n g en . —  D ie in  T ab . X V . gew onnenen  Ó-W erte s u b s ti tu ie r t  m an  in 
d ie  K o lu m n e »E ndgültige R ich tungsw inke l«  d er T abelle X . D a se lb s t b ild e t
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m a n  in  den  u n te rs tr ic h e n e n  Zeilen nach  A nalog ie  v o n  (36) die O rien tie ru n g s
k o n s ta n te n  aller v ie r  S ta n d p u n k te  wie fo lg t:

[ à ~ L ] A _ _ . 

~ S

[ à - L ] , [« -  L]c
ùB-> =  zc \

[ö - L \ d
■

Tabelle XV

D ie endgültigen R ich tungsw inkel. — D ie endgültige E ntfernung  CD

P u n k t
Z e ich en У X

tg  à ,
а Ô

c
A

+
+

19 123,095
20 000,000 

876,905

+
+

12 637,323 
20 000,000 

7 362,677 0,119 10 138
а  =  6°47'31,24"

186°47'31,24"

В
А

+
+

14 474,618 
20 000,000 

5 525,382

+
+

17 988,926 
20 000,000 

2 011,074 2,747 47 821 
а =  70°00'00,02"

250°00 '00,02"

D
А

+
+

16 197,814 
20 000,000 

3 802,186

+
+

+

24 639,633 
20 000,000 

4 639,633 0,819 50 146 
а =  39°20'04,81"

320°39'55,19"

D
В

+
+

+

16 197,814 
14 474,618 

1 723,196

+
+

+

24 639,633 
17 988,926 
~6 650,707 0,259 09 967 

а =  14°31'33,19"

14°31'33,19"

С
В

+
+

+

19 123,095 
14 474,618 
4 648,477

+
+

12 637,323 
17 988,926 

5 351,603 0,868 61 395 
а  =  40°58'40,93"

139°01'19,07"

D + 16 197,814 + 24 639,633 346°18'09,20"
С + 19 123,095 + 12 637,323 cos <5 -

2 925,281 + 12 002,310 0,243 72 650 
а =  13°41'50,80"

=  0,971 55 968 
CD  =  12 353,6518

Im  Besitze d iese r W e rte  w erden die V erb esse ru n g en  der b e o b a c h te ten  
R ich tu n g sw erte  gem äß  (20) en ts teh en :

«1 =  1̂ L 1 zA  ; v 2 =  d 2 L 2 za  ; . . .  v 12 =  ö12 L 12 z D .

D ie nu m erisch en  W e rte  sind  aus d er v o r le tz te n  K olum ne v d e r T a b . X  
zu  ersehen . In  d e rse lb en  T abe lle  ganz u n te n  re c h ts  s te h t auch  die Q u a d ra t
su m m e  der V erb esse ru n g en : [nn] =  0,5057, Avas m it den  W erten  0,5043 d er 
T a b . X I I  u n d  0,5041 in  T a b . X I I I  b efried ig en d  ü b e re in s tim m t.

*

A c t a  T e c h n . H u n g .  6 4 . ( 1 9 6 4 )
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F ü r die g esch ild e rten  K o n tro llen  k ö n n te  m an  a n s ta t t  d e r  red u z ie rten  
V erbesserungsg le ichungen  auch  die u rsp rü n g lich en  V erbesserungsg le ichungen  
(41), (43), (45) u n d  (47) h e ran z ieh en . L e tz te re  sind sogar in so fe rn  vo rte il
h a f te r , da  sie die Ä n d eru n g en  dó d er g e n ä h e rte n  und  e n d g ü ltig e n  R ich tu n g s
w inkel u n m itte lb a r  lie fe rn , die eben fa lls  w ich tige K o n tro llen  b ie te n . Z. B. 
im  F alle  der R ic h tu n g  1, aus d er V erbesserungsg leichung  u n te r  (41):

d<5 =  — 2,76 ( -  0,0776) +  0 ,33 (0,0572) =  +  0 ,2 3 4 ".

W äh ren d  die ta ts ä c h lic h e  A bw eichung d e r  R ich tungsw inkel im  S inne »end" 
g ü ltig  m inus g en äh ert«  n ach  T ab . X .

d — d° =  186° 47 ' 31,24" — 186° 47 ' 31,00" =  +  0 ,24"

b e trä g t . D em gegenüber e rg ib t a u f  G ru n d  d e r red u z ie rten  F eh le rg le ich u n g en  
die T ab . X I I I  in  d e r sech sten  K o lum ne

dó _  dzA =  +  0 ,095".
D em nach  ist

dó =  0,095 +  dzA =  0,095 +  0,140 =  +  0,235" 

noch  besonders zu b ild en .
U nserseits w u rd en  die K o n tro llen  an  H an d  der r e d u z ie r te n  F eh ler

g leichungen  d u rc h g e fü h rt, u n d  die Ä n d e ru n g en  dó in  der le tz te n  K olum ne 
d er T ab . X I I I  als S u m m en  der W erte  d e r  K o lum nen  ( d ó —  dz) u n d  dz aus
gew iesen. Die so e rh a lte n e n  dó-W erte  s in d  m it den d ó -W e rte n  d e r  le tz ten  
K o lum ne der T a b . X  v e rg le ich b ar. L e tz te re  sind  im Sinne

dÓ -- Óendgültig Ôgenâhert

zu  d eu ten . M an e rs ieh t aus den  T ab e llen , d ie en tsp rechenden  d ó  W e r te  beider 
A r t w eichen v o n e in a n d e r b loß um  die T a u se n d s te l M illim eter a b .

*

Schlußwort. D ie K o o rd in a te n a u sg le ich u n g  des B asisnetzes u n d  n a m e n t
lich  die num erischen  K o n tro llen  w u rd en  v o rliegend  e igen tlich  au sfü h rlich e r 
b e h a n d e lt, als dies d e r F ac h m a n n  b e a n sp ru c h t. Dies geschah  d e sh a lb , weil 
es sich  h ier um  die e rs tm a lig e  A n w endung  e in er u n gew ohn ten  A n sc h a u u n g s
w eise h an d e lte .
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O N  T H E  CALCULATION O F  T H E  B A SE Q U A D R IL A T E R A L  IN  T H E  M E T H O D  O F
SE R IE S

DR. B. MILASOVSZKY

SUMMARY

P ro d u c in g  the  new  t r ia n g u la t io n  ne ts the base  e x te n s io n s  have  still an  im p o r ta n t  
ro le . C onsidering  the  s ta n d p o in ts  o f  e x ac titu d e  and eco n o m y  th e  a u th o r  shows in th is  p a p e r  
th e  e x a m in a tio n  of two a lte rn a t iv e s ,  am ong the four n ew er p o ss ib ilities of a d ju s tm e n t o f 
b a se  q u a d rila te ra ls  with direction  m easu rem en ts: 1. S ta r tin g  fro m  th e  w ell-know n c o rre la te  
a d ju s tm e n t  b u t  w ith  th a t  c o rre c tiv e  m odification  th a t  s im u lta n e o u s ly  w ith  th e  co rre la te s  
in  a  u n ifo rm  working process he  a lso  gives the w eight o f  th e  ex te n sio n  dide. 2. T he a u th o r  
t ra c e s  d e te rm in a tio n  of len g th  o f th e  developed m ain t r ia n g u la r  side back  to  th e  c o o rd in a te  
a d ju s tm e n t  as a double p o in t jo in in g  problem  by his in d iv id u a l  reflection.

C A L C U L  D U  R É SE A U  D E  D É V E L O P P E M E N T  Q U A D R IL A T È R E  A M E S U R E S  D E
D IR E C T IO N

B. MILASOVSZKY

RÉSU M É

D a n s  les tr ian g u la tio n s , le s  ré sea u x  de d év e lo p p em e n t de  base jo u en t, a u jo u rd ’h u i  
e n co re , u n  rôle im p o rtan t. L ’a u te u r ,  te n a n t  com pte du  d o u b le  p ro b lèm e  de la p récision  e t  de  
l’é co n o m ie , choisit d’ex am in er l ’a l te rn a t iv e  su ivan te : 1) p a r t i r  de la  com pensation  co rré lée  
g é n é ra le m e n t connue, avec to u te fo is  c e tte  m odification  q u ’o u tr e  les corrélées, l’a u te u r  d onne  
s im u lta n é m e n t  le poids du  cô té  d é v e lo p p é  en ré su lta t d u  m êm e  calcul; 2) ram en er la  d é te r 
m in a t io n  de  la  longueur d u  cô té  d é v e lo p p é  à une so lu tion  p a r  c o m p en sa tio n  sim ultanée de d eu x  
p o in ts .

О ВЫЧИСЛЕНИИ ЧЕТЫРЕХУГОЛЬНОГО БАЗИСА ПЕЛЕНГАЦИИ
Б. МИЛАШОВСКИ

РЕЗЮМЕ

Сегодня ещё занимают важную роль формации, расширяющие основную линию, 
при создании новой триангуляционной сети. С точки зрения одновнимания чёткости и 
экономичности в настоящее время из четырёх новых возможностей уровнения пеленга- 
ционного четырёхугольного базиса в докладе показаны две проверки альтернативы:
1. Исходя из общеизвестного уровнения корреляции, но тем исправлением, что одно
временно коррелятами в единственном ходе работы покажется вес развитого бока. 2. 
Автор индивидуально сводит определение длины развитого триангуляционного бока 
заданием с двойным точкоключением к уровнению координат.

A cta  Techn. Hung. 47. (1964)
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DETERMINATION OF THE ADJUSTING STRAIGHT LINE 
WITHIN SEVERAL POINTS, AND THE MAJOR AND 
MINOR AXES OF THE TELLURIC STATION ELLIPSE

A. T Á R C Z Y -H O R N O C H

MEMBER OF THE HUNGARIAN ACADEMY OF SCIENCES 

[M an u scrip t rece ived  D ecem b er 8, 1962]

T he calcu la tio n  of th e  a d ju s tin g  s tra ig h t  lin e  w ith in  several p o in ts  is  a  p ro b lem  of 
su rv ey in g  a n d  m in ing . T h is  p ro b lem  m a th e m a tic a l ly  resem bles th e  d e te rm in a tio n  o f the  
d irec tio n  o f th e  m a jo r  ax is  o f th e  te llu ric  s ta t io n  e llip se  in  geophysics, o r o f  th e  ellipse of 
in e r t ia  in  m echan ics, re sp ec tiv e ly . H ow ever in  th e  l a t t e r  cases, in a d d itio n  to  th e  d irec tio n  
o f th e  m a jo r axis, th e  d e te rm in a tio n  of th e  n u m e ric a l v a lu es of b o th , of th e  m a jo r  a n d  m inor 
ax es is also  req u ired .

T he p re sen t p a p e r co m pares th e  so lu tio n s  g iv en  in  th e  enum erated  b ra n c h e s  o f  science 
co m p le tin g  th em , p a r tic u la r ly  in  re sp ec t to  th e  c a lcu la tio n  of bo th  th e  m a jo r  a n d  m inor 
axes, w ith  ad d itio n a l, in  p ra c tic e  e x p e d ie n tly  u til iz a b le  solutions. The p a p e r  a lso  covers the 
in v es tig a tio n s  o f th e  am b ig u o u s s itu a tio n  o f th e  m a jo r  an d  m inor axes, a n d  c o m p le te s  the 
h ith e r to  in v es tig a tio n s  in  th is  field .

T h e so lu tio n  a n d  p ra c tic a l im p o r ta n c e  o f  th e  firs t p rob lem  p ro p o u n d e d  
in  th e  t i t le  w as re c e n tly  t r e a te d  b y  F o r r a i  [1], jo in ing  w ith  M il a s o v s z k y ’s 
[2] a n d  Z a m b o ’s [3] in v e s tig a tio n s  co n ce rn in g  a re la ted  s u b je c t .  B o th  
h av e  co m p u te d  th e  ta n g e n t o f th e  do u b le  b e a rin g  a of the  a d ju s t in g  s tra ig h t 
line . M iLASO VSZKY d e te rm in ed  e.g. th e  ta n g e n t  in  question  w ith  th e  eq u a tio n

ta n  2 a
2 [ p l v ]

[ р Щ  — [p m ]
( i )

w here  acco rd in g  to  F ig . l a  £ an d  rj d en o te  th e  coord inates of th e  p o in ts  re fe r
rin g  to  th e  c e n tre  o f g ra v ity  C o f th e se  p o in ts  an d  p  th e  w eights o f  sam e . In  
co n n ec tio n  w ith  th e  p ro b lem  in  q u e s tio n  th e  above form ula h as  o f te n  p layed  
a ro le  in  th e  p a s t ,  as h as  a lread y  b een  p o in te d  ou t b y  M iL A SO V SZ K Y  in  an 
ea rlie r p a p e r  ([4 ], eq u . 15). In  th is  fo rm u la  —  according to  th e  n o ta t io n  of 
a su m  in tro d u c e d  b y  G a u s s  d en o te :

[pit]] =  P l Th +  p 2 f 2 %  +  • • ■ »

[ р Щ  = P i f i  + p 2fi +
[ p m ]  = p m l  +  P 2 v l  +  • • - .

In  th e  fo llow ing th e  second  pow ers o f  sum s w ill be denoted  b y  a n  u p p e r  ind ex  
2 w r it te n  ab o v e  th e  b ra c k e ts , th u s  e.g.:

[ P t v ] 2 =  ( P i h V i  + P a l 2 %  +  • • • ) * •

Ada Techn. Hung. 47. (1964)
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F rom  th is  equation th a t stra igh t line, in resp ect to  which square-sum  o f  
perpendicular differences is  m inim um , can n ot im m ediately  he ob ta ined  
unam bigouosly , because from  the double bearing 2 a  th a t value which is per
pend icu lar to  it  and for w h ich  the square-sum o f  differences is m axim um , is 
also obtained .

I f  th e  points are s itu a ted  close to a straight lin e , as in  the case o f a leve l 
drift location , the straight lin e  giving the m in im um  can be determ ined from  
th e  ab ove m entioned tw o  so lu tions im m ediately an d  w ithout any separate  
in v estig a tio n . But the s itu a tio n  is different, i f  th e  p o in ts are either not p lo tted  
or are ly in g  fairly scattered: th e n  the unam biguous determ ination of the stra ight  
line g iv in g  the m inim um  is rea lly  im portant. T his case occurs when deter
m in in g  th e  station ellipse o f  telluric currents, w here a certain part of the m a x 
im al square-sum  of perpendicular residual b elon g in g  to  the points —  in  the  
case o f  points measured w ith  th e  same accuracy th e  re-th part1 —  determ ines 
h a lf o f  th e  major axis ot th e  ellipse, or the sam e broken part of the m in im al 
square sum  of same the h a lf  o f  th e  minor axis. T h u s, th e  m athem atical problem  
is here also the same.

T he aforem entioned question  referring to  th e  unam biguity had already  
been  treated  by M iL A S O V S Z K Y  [ 2 ;  pp. 1 9 3 — 2 0 0 ] ,  and in  connection w ith  the  
d eterm ination  of the te llu ric  station  ellipse also b y  Ve b Ő [ 5 ;  pp. 2 5 9 — 2 6 0 ] .  

M iL A S O V S Z K Y  from his form ulae (3 0 )  and ( 3 1 )  com putes the value o f  the  
m in im u m  as well as th a t o f  th e  maxim um , and determ ines with the aid of  
th ese  va lues the straight lin es pertaining to  th e  m inim um  and m axim um  b y  
u sin g  for th is purpose his form ula ( 3 9 ) ,  from w hich  th e  tangent of the onefold  
bearing can be com puted. F or the calculation o f th e  double bearing according  
to  form ula ( 1 ) ,  a diagram  w as published b y  Verő  [ 5 ;  p. 2 6 0 ,  Fig. 2 ] ,  th is  
diagram  is valid  for a geod etica l system  of co-ord inates and can only be used  
for p o in ts having the sam e w eight. Fromt he aforem entioned diagram, accord
ing  to  th e  fact w hether [ f f ]  is greater or sm aller than  f??)?], the position  
of th e  m ajor axis can be determ ined. Vero’s resu lt can be com pleted and  
p u t in to  words as follow s:2 T h e line giving the m in im um  of the square sum  of

1 T h e  difference b e tw e e n  th is  s ta tio n  ellipse a n d  th e  ellipse of inertia  of m ech an ic s  
c o n s is ts  in  d iv id ing  b y  n , o r  in  th e  case of m easu rem en ts  h a v in g  d ifferent w eigh ts b y  [p ], 
re sp e c tiv e ly . (Com pare w ith  [4; p . 7]).

2 T h is  resu lts  from  th e  s ig n s o f ta n  2 a =  sin  2 a /c o s  2 a . I f  th e  d e te rm in a to r o f  (1) is 
p o s it iv e , i.e ., if  [p££] — [ p v y ]  >  0 , th e  angle 2 a lies in  th e  f i r s t  or fo u rth  q u a d ra n t ;  w hile  
fo r  a  n e g a tiv e  deno m in a to r o f (1) th e  angle in q u estio n  lies in  th e  second or th ird  q u a d ra n t .  
H e re fro m , fo r a th e  follow ing l im its  resu lt: in th e  f i r s t  case  0° — 45° and 135° —180°, in  th e  
seco n d  case  45° —90° an d  90° — 135°. F o r a  s tra ig h t line  ( b u t  n o t  for a direction) in s te a d  of 
1 35°— 180°, 315° —360° m ig h t be  w r itte n , too.

T h e  m ath em a tica l p ro o f  o f  V e r o ’ s  rule is g iv en  h e re u n d e r .
I f  th e  function  (4), a f te r  m ak in g  i t  for th e  d e te rm in a tio n  of the  lim it v a lu es e q u a l 

to  zero , w ith  th e  aid o f th e  d o u b le  angle is w rit te n  in  th e  fo rm

d  [ f  'eg  ̂ = 0  =  2 ( [p f f ]  — [p>w]) sin  2 a  — 2 cos 2 a , (a)

Acta Techn, Hung. 47. (1964)
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differences ru n s fo r [/>££] >  [/>»???] th ro u g h  th e  q u a d ra n t b e tw een  315° and 
45°, w hile for [ p | f ]  <  th ro u g h  th e  q u a d ra n t b e tw een  45° a n d  135°.
I f [ p f f ] =  Lpt?)?], th u s  ta n  2 a =  oo, th a n  for [ p f  ry] > 0  th e  v a lu e  o f  a  is 45°, 
w hile fo r [p$rj] <  0 th e  sam e is 135°. N everthe less, as will la te r  be  seen the 
o therw ise  sim ple e q u a tio n  (1) is in  re g a rd  to  th e  double ang le  n o t  alw ays 
th e  m ost su itab le .

C o n tra ry  to  th e  p rev io u sly  d iscussed  m eth o d s, F o r r a i  s ta r ts  his cal
cu la tio n  w ith  th e  d e te rm in a tio n  o f th e  ta n g e n t of th e  b ea rin g , i.e ., o f tu n  a, 
an d  s ta r tin g  ou t from  th e  second d iffe ren tia l q u o tie n t, an d  w ith  th e  aid of 
his eq u a tio n s (16) —  (26), he a rriv es  a fte r  eq u a tio n  (26) f in a lly  to  th e  rule 
w hich  ensures th e  u n a m b ig u ity  o f th e  s tra ig h t line giving th e  m in im u m .

H ere, it  shou ld  im m ed ia te ly  be m en tio n ed  th a t  in  geodetic  ca lcu la tions 
also m en tio n ed  b y  F o r r a i  —  n e ith e r  in  re sp ec t to  th e  te llu ric  s ta t io n  ellipse 
—  th e  prob lem  is n o t  q u ite  th e  sam e if  th e  co o rd ina tes o f th e  g iven  po in ts 
w ere d irec tly  m easu red , th e n  th e  co n d ition  consists in  th e  m in im u m  o f th e  
sq u are-su m  of co rrec tio n s g iven  to  these  m easu rem en ts . T h is case has also 
been  d e a lt w ith  b y  M lL A S O V S Z K Y  re fe rring  to  th e  onefold b ea rin g  [ 2 ;  p p . 1 9 1 —  

1 9 3 ] ,  an d  a u th o r  also p u b lish ed  so lu tions re fe rrin g  to  th is  q u e s tio n  [ 6 ;  pp. 
2 5 2 — 2 5 9 ] .  A t th e  en d  o f th is  p a p e r  a u th o r  w ill re tu rn  to  th is  su b je c t. I f  the  
co o rd in a tes  are n o t d ire c tly  m easu red  b u t  co m p u ted , th u s  th e  in d iv id u a l 
co o rd in a tes  are n o t in d e p e n d e n t o f each  o th e r, th e n  in  th e  a d ju s tm e n ts  th e ir  
co rre la ted  c h a ra c te r  sh o u ld  also be ta k e n  in to  con sid era tio n  [7; p p . 3 3 2 —

N ow , th e  g en era lly  used  case shou ld  be ta k e n  u p , i.e. w h en  s ta r tin g  
o u t from  th e  m in im u m  o f th e  w eig h ted  sq uare-sum  o f p e rp e n d ic u la r  differ
ences. H ere , F o R R A I  co m p u tes  in s te a d  of coo rd inates re fe rrin g  to  th e  cen tre  
o f g ra v ity  as used  b y  M l L A S O V S Z K Y ,  w ith  va lu es  referring  to  th e  orig inal 
sy s tem  o f coo rd in a tes , because  in  th e  case on n  po in ts  2 n  s u b tra c tio n s  can 
be o m itte d . As will be  seen  from  th e  follow ing, th e  use o f a sy s te m  o f coordi-

th e n  for th e  value of th e  second  d iffe ren tia l q u o tie n t >  0 a t  th e  place d [p ee]/d a  -  0 a m in im um  
arises. T herefore, the  p lace  o f th e  m in im um  is d e te rm in ed  by  th e  re la tio n

S u b s titu tin g  for ta n  2 a th e  expression  (1) in to  th e  above in eq u a lity , th is  can  also  be w ritten  
in th e  form

i f  I P « ]  >  [prjrj], th en  co n d itio n  (c) is sa tis fied  for cos 2 a >  0, and herefo rm  fo r a th e  values 
0° — 45° an d  135° —180° are  o b ta in e d . On th e  o th e r  h a n d , if  [p |£ ]  <  [prjTj] th e  sa tis fac tio n  
of co n d itio n  (c) calls fo r th e  v a lu e  cos 2 a  <  0, an d  in  th is  case for a an  an g le  b e tw een  45° 
an d  135° is o b ta ined . I f  [p££] - \pf]rj]4 th e n  according to  (1) 2 a  can  he 90° o r 270°. H ow ever,
th e  m in im um  accord ing  to  (6) — (as sin  90° =  1 an d  sin 135° =  — 1) — w ill a rise : if  [p£rj] 
is p o sitive  for a  =  45°; a n d  if  [pSrj] is n eg ativ e  fo r a =  135°.

335].

( [ p f f [  — IPVVÍ) cos 2 a +  [pfi?] sin 2 a  >  0 . ( b )
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n a te s  re fe rr in g  to  th e  c e n tre  o f  g ra v ity  m igh t be fa ir ly  a d v a n ta g e o u s , n o t only  
in  th e  m a th em a tica l d e d u c tio n , b u t  in  th e  c a lc u la tio n , to o . In  a d d itio n  to  
th e  d ire c tio n , one p o in t o f  th e  s tra ig h t line m u s t  a lso  be know n , an d  th is  
can  b e  th e  cen tre  of g ra v ity , th e re fo re , th e  ab o v e  m e n tio n e d  su rp lus in  com 
p u t in g  m ig h t he m o tiv a te d . M oreover, as th e  ra n g e  o f  m ag n itu d e  o f coo rd i
n a te s  re fe rr in g  to  th e  c e n tre  o f  g ra v ity  is a lw ays sm alle r, th e re fo re , to  ra ise  
th e m  to  th e  second pow er a n d  m u ltip lica tio n s c o n n e c te d  w ith  th e m  req u ire  
less w o rk , th u s  in  a g iven  ca se  th e  a fo rem en tio n ed  su rp lu s  in  c o m p u ta tio n  
w o rk  m ig h t even becom e d u b io u s .

M ark in g  th e  c o o rd in a te s  o f  p o in t i re fe rr in g  to  th e  cen tre  o f  g ra v ity  
C b y  f  ,• a n d  rji, and  th e  p e rp e n d ic u la r  d ifference fro m  th e  s tra ig h t line so u g h t

F ig . 1

f o r  b y  e,-, t h e n  ( s e e  [ 2 ;  p .  1 9 8  e q u .  ( 1 5 ) ]  t a k i n g  o v e r  M i l a s o v s z k y ’s a n d  F o r - 

R A l ’ s  m a t h e m a t i c a l  ( a n d  n o t  g e o d e t i c a l )  s y s t e m  o f  c o o r d i n a t e s  t h e  r e l a t i o n

e;- =  rji cos a — sin a

h o ld s . F o r  th e  w eight p i o f  p o in t  i th e  w eig h ted  sq u a re  of th e  resid u a l is:

Pi ei =  Pi Vi cos2 a  — 2 p , !,• rji sin a ■ cos a  -)- p t | f  sin2a . (2)

H o w e v e r , i t  m ight be m e n tio n e d  th a t  in  a g eo d e tic  sy stem  of co o rd in a tes  
fo r  t h e  sq u are  th e  sam e re la t io n  is o b ta ined  (F ig . lb ) .

E x p re ss in g  th e  sum s b y  n o ta tio n s  in tro d u c e d  b y  G a u s s , w ith  th e  aid  
o f  (2) th e  s ta rtin g  fu n c tio n  f ig u rin g  in  a lm ost a ll d e d u c tio n s  can  be  se t up  
as fo llo w s:

F(a) =  [pee] =  [ р щ ]  cos2« — 2 [ p ip ]  sin  a  • cos a  +  [ p l i ]  sin2 a .  (3)

T h e  a n g le  a in  th e  case o f  w h ic h  F (a) reaches th e  m in im u m  is to  be  so u g h t 
fo r . I n s te a d  of in tro d u c in g  th e  doub le  angle, fu n c tio n  (3) shou ld  im m ed ia te ly
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be d iffe re n tia ted  a n d  se t eq u a l to  zero:

d \p ee \ __ Q _  — 2 [p 7]tj] cos a ■ sin  a — 
da

—  2 [pl»?](cos2 a — sin2 a ) +  2 [ p | | ]  sin a • cos a .
(4)

R em o v in g  cos2 a  fro m  th e  expression  w ith in  b races  an d  th e n  red u c in g  th e  
e q u a tio n

_ LPee] _ =  2 co s2 « { ( [ p | | ]  — [pr ]T] \ )  tan  a — [p |» ? ]( l — ta n 2 a)} =  
da

{[ p l r/] ta n 2 a +  ( [ p | | ]  — [ p w ] ) t a n a  — [p£?/]}

(4a)

1 - f  ta n 2 a

is a rr iv e d  a t . I t  sh o u ld  be  m en tio n ed , t h a t  i t  m ig h t som etim es be e x p e d ie n t 
to  w rite  an d  to  c o m p u te  th e  value  ( [ p l l ]  —- [p????]) in  th e  fo rm  [ p ( |2 —  ??2)], 
b ecau se  in  th is  case th e  d ifference b e tw een  th e  sq u a re s  o f co o rd in a tes  p e r ta in in g  
to  an  in d iv id u a l p o in t  h a s  to  be m u ltip lie d  w ith  th e  w eigh t o f  th e  p o in t in 
q u e s tio n  only once . In tro d u c in g  th e  n o ta t io n  ta n  a =  a e q u a tio n  (4) can  
also be w ritte n  in  th e  follow ing form :

d [p ee]  2

d a  1 + —  U K » ? ]« 2 +  { [ р Щ  — [ р т ] ) а — [рёУ]} =  0 • (4b)

T he v a lu e  of a p ro d u c t  eq u a ls  zero if  one o f th e  fa c to rs  equals zero  a n d  th e  
o th e r  is n o t in fin ite . As fo r  th e  zero v a lu e  o f  th e  f ir s t  fac to r , i.e., fo r a = '  o o  

th e  v a lu e  of th e  seco n d  fa c to r  is in fin ite  a n d  acco rd in g  to  L ’H o sp ita l’s ru le 3 
th e  p ro d u c t is 2 [p |? ? ] , th e  la t te r  can  on ly  e q u a l zero , if  [pi??] =  0. N ow  th e  
zero v a lu e  o f th e  seco n d  fa c to r  is to  be in v e s tig a te d , fo r w hich  th e  v a lu e  
o f  th e  f irs t  fa c to r  c a n n o t be o o :

H erefro m :

ta n  a 1>2 =

[p£r/] a2 +  ( [ р Щ  — [p yy])  a — [ p fy ]  =  0 .

-  ( [рЩ — [руу]) ±  Y([p££]—[pyy])2 +  4 [p$y]2 
2 [p£y]

(5)

( 6 )

I f  [p i??] =  0 , th e n  a =  o o ,  th u s  in  th is  case th e  v a lu e  o f a com plies w ith  
th e  v a lu e  w hich is o b ta in e d  fo r th e  zero v a lu e  o f th e  f irs t  fa c to r . So, th is

3 D eno ting  th e  re c ip ro ca l v a lu e  of th e  f irs t  fa c to r  b y  a n d  th e  second fa c to r  b y  / , ,  th en  
fo r a =  »  th e  d e r iv a tiv e s  o f sam e are:

/ i  =  -y - .  / 7 = 1 ;  / 2'= 2 a [p |td  +  [/> i£ ]-[p W b  / ? = 2  [pit;];
a n d  fro m  here

^ -  =  2 [pi»;].
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c irc u m s ta n c e  is n o t to  b e  co n sid e red  se p a ra te ly . F o rm u la  (6), a lth o u g h  on 
th e  b a se  o f o th e r d ed u c tio n s , re p e a te d ly  ap p e a rs  in  l i te ra tu re  (co m p are  w ith  
[4; e q u . (16)]), b u t  w ith o u t in v e s tig a tin g  th e  v a lu e  fo r w hich  th e  m in im u m  
a rise s . T h is  p roblem  is t r e a te d  b y  F o r r a i . H o w ev er, in  h is fo rm u la  th e  
o r ig in a l coord inates a p p e a r , a n d  his p ro o f a n d  re su lt  is also d iffe ren t fro m  
t h a t  to  be given in  th e  fo llow ing .

T o  de te rm ine  th e  v a lu e  fo r  w hich  th e  m in im u m  arises, th e  second  d if
fe re n t ia l  q u o tien t o f fu n c tio n  (4b), w hich h a s  to  be g re a te r  th a n  zero , is to  
b e  c o n s titu te d :

d  \ре^  =  2 {2 [ p fy ]  o + ([p £ £ ]  — ] p w ] ) } -
da- 1 +  a- ^

-  ' 4 а „,„ {[pf£] a2 +  ([p ff]  -  [pm])  a -  [p&j] } •
(1 +  a-)2

A s acco rd in g  to  e q u a tio n  (5) th e  exp ression  w ith in  th e  la s t b races  on  th e  
r ig h t-h a n d  side of e q u a tio n  (7) a t  th e  p lace d[pee]/da  =  0 is zero , w hile  th e  
co e ffic ien ts  2 an d  (1 -f- a 2) o f  th e  exp ression  w ith in  th e  f irs t  b races a re  a lw ays 
p o s it iv e , therefo re , i t  w o u ld  be  su ffic ien t to  in v e s tig a te  th e  ex is ten ce  o f in 
e q u a l i ty

{2 [p£r)[ a +  ( [ p f l [ - [ p w ] ) }  >  0

as a co n d itio n  of th e  m in im u m . S u b s titu tin g  e q u a tio n  (6) in to  sam e, th is  
c o n d itio n  is given b y  th e  re la tio n

—( [ р Щ—[ р т ] ) ± У ( [ р Щ — [рг1г1]Т +  /Ц р ^ ] г
[Р(Щ] +  (8) 

+  ([p£f] — [pm])  =  /([p ífJ  — [pm])2 +  4 [p£?]2 >  0 •

T h u s , when determ ining the p lace o f  the m in im u m , in  equation ( 6 ) ,  serving  
the calculation o f  ta n  a =  a, a lw ays the positive  value o f  the expression com puted  
fr o m  the square root should  be taken into consideration. T he n eg a tiv e  v a lu e  of 
th e  sq u a re  roo t o f th is  ex p ress io n  d e te rm in es  th e  s tra ig h t line g iv ing  th e  
m a x im u m  of th e  q u a d ra tic  su m  of d ifferences.

I n  respect to  th e  fa c t  t h a t  th e  w a n te d  s tr a ig h t  line or lines m u s t ru n  
th r o u g h  th e  cen tre  o f g ra v ity , a n d  in  a d d itio n  to  th e  d irec tio n  a t  le a s t  one 
p o in t  o f  sam e m u st be  k n o w n , th e  se t p ro b lem  is so lved  b y  ex p ressin g  th e  
c o o rd in a te s  of th e  c e n tre  o f  g ra v ity  w ith  th e  a id  o f th e  o rig inal co o rd in a tes  
o f  th e  g iven  po in ts :

X c
[P*] „ _  [РУ]
[P ] ’ [P ]

(9 )

T h e  h e r e  d e d u c e d  r u le  is  s i m p l e r  t h a n  FO BK Al’s , b u t  F o r r a i  m e r i t s  a p p r e c i a t i o n
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for h is in it ia tio n  fo r  e lim in a tin g  th e  a m b ig u ity  arising  in  th e  c o m p u ta tio n  
of th e  onefo ld  ang le . T he course of d e v e lo p m e n t conduces to  n ew er re su lts  
sooner or la te r  ev ery w h ere .

*

t
N o d o u b t, th e  d e te rm in a tio n  o f th e  d ire c tio n  of th e  s tra ig h t  line  b y  

using  e q u a tio n  (1) w hich  gives th e  d o u b le  b e a r in g  is even so s im p le r  th a n  
th e  use  o f  eq u . (6 ) . As V e r Ö’s ru le here  a lso  ensu res th e  u n a m b ig u ity  o f  th e  
s tra ig h t line , th e  c o m p u ta tio n  accord ing  to  e q u a tio n  (1) is w ith  th e  a fo re m e n 
tio n ed  co m p le tio n  m ore  ex p ed ien t, if  m ere ly  th e  d irec tion  of th e  b e s t  f i t t in g  
s tra ig h t line  is so u g h t for, an d  th e  b ea rin g  o f  sam e does no t fa ll close to  45° 
or 135°. I n  th is  case i t  is b e tte r  to  co m p u te  c o t 2a  w ith  th e  re c ip ro c a l v a lu e  
of E q u . (1).

H ow ever, i f  in  ad d itio n  th e  w eigh ted  sq u a re  sum s of d ifferences is also 
req u ired , as e.g., w hen  de te rm in in g  th e  s ta t io n  ellipse, one can  p ro ceed  in  
v a rio u s w ays.

1. A g ain  u s in g  eq u a tio n  (1) an d  Y e r Ö’s ru le , 2 a  an d  herefrom  th e  angles 
a1 b y  m in im u m  a n d  a 2 b y  m ax im um  are  to  b e  co m p u ted . S ta r tin g  o u t  fro m  
eq u a tio n  (3) w ith  th e  a id  of th e  sin an d  cos o f  th ese  angles h a lf  th e  m a jo r  
axis a n d  h a lf  th e  m in o r axis o f th e  s ta t io n  ellipse can be c o m p u te d  from  
fo rm ulae  g iven  h e re u n d e r:

1 [ P ee]max 1 [/>11] s in 2 a x - 2 [ p i t ; ]  s i n  a x co s  a j  -j- [ р щ ]  c o s2 a x

' [P] [P ]

1 [ P ee]mln I [ /> | |]  s in 2 a0 - 2 [ p i t / ]  s i n  a2 co s a2 -f- [pt/»/] c o s 2 a 2

[P\ 1 [P]

( 10)

This c a lc u la tio n  a n d  th e  prev ious search  fo r  t a n  2 a requires th e  re p e a te d  
use o f  tr ig o n o m e tr ic  tab le s . Owing to  in te rp o la tio n s  th is  re ta rd s  th e  co m 
p u ta tio n , p a r t ic u la r ly  in  th e  case of accurate  ca lcu la tions. H o w ev er, i t  is 
tru e  t h a t  cos a 2 =  —- sin  ax and  sin a2 =  cos cq, th e re fo re  th e  second  e q u a tio n  
can be  c o m p u te d  m ore  qu ick ly . T hus, w here  in  th e  calcu la tion  o f th e  m a jo r  
and  m in o r axes a re la tiv e ly  lesser accu racy  is su ffic ien t, as e.g., in  th e  case 
of th e  te llu ric  s ta t io n  ellipse, th e  above d e sc rib ed  m eth o d  m igh t be  su ita b le . 
In  th e  c a lc u la tio n  o f th e  s ta tio n  ellipse e sp ec ia lly  for th is  v e ry  re a so n , as in  
th e  c a lc u la tio n  o f  th e  so-called re la tiv e  ellipse  th e  values cos2 a a n d  sin2 a 
are o th erw ise  re q u ire d , to o  (com pare w ith  [2; p . 267, equ. (1)]).

F o r p o in ts  h a v in g  th e  sam e w eight th e  a b o v e  equations ta k e  th e  fo rm :

[ I I ]  sin2 a x — 2 [ | t;] sin  a x cos a j +  [rjrj] cos2 a1

(Юа)
[ I I ]  sin2 a2 — 2 [ |t/]  sin  a 2 • cos a 2+  [t/t/] cos2 a 2 

n

A  =  

В  -
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2 . C om p u tin g  th e  ang les cq an d  a2, th e  ta n g e n ts  of sam e re sp e c tiv e ly  
a c c o rd in g  to  eq u a tio n  (6), fu rth e rm o re , re m o v in g  cos2 a from  e q u a tio n  (10) 
a n d  re p la c in g  i t  b y  1/(1 -(- t a n 2 a) =  1/(1 -f- a2), th e n  equa tions (10) c a n  be 
w r i t te n  in  th e  follow ing fo rm :

A  =

В  =

r ( [ p £ £ ]  a j - 2  [pÇrj]  c q  +  [ р щ ])

[p](! +  «ï)

г( [ р Щ  « 1  —  2  [pÇrj ]  a 2 +  [ p m ] )

[p](i +  «D

( 11 )

I n  th is  case  th e  d e te rm in a tio n  of th e  ha lf-ax es A  a n d  В  does n o t re q u ire  th e  
u se  o f  tr ig o n o m e tr ic  ta b le s , a n d  all th e  v a lu e s  fig u rin g  in  th e  c o m p u ta tio n  
o f e q u . (11) h av e  a lre a d y  a p p e a re d  in th e  c a lc u la tio n  of (6). T h e re fo re , th is  
m e th o d  o f ca lcu la tio n  m ig h t he used  q u ite  w ell fo r  co m p u ta tio n s to  b e  m ad e  
b y  u s in g  a co m p u to r, th u s  fo r o b ta in in g  a c c u ra te  re su lts .

F o r  p o in ts  h av in g  th e  sam e w eigh t e q u a tio n s  (11) can be w r i t te n  as 
fo llow s:

4 / ( [ I f ]  «Ï -  2 [£»?] % +  [ щ ] )
1 n (  1 +  a'i)

/ [ I f ]  «1 — 2 a., +  [rjrj])
n (1 -f- a j)

(11a)

In  th e  l a t t e r  case e q u a tio n  (6) also becom es s im p le r:

t a n  a12 =  а1л = - ( [ £ £ ] - [ W ] ) ± K ( [ « ] ~  Ш У  +  4 W t
2 [ Й ]

(6a)

A  d ra w b a c k  o f th is  ca lcu la tio n  is t h a t  fo r  a =  90° or 270° v a lu e s  <q 
a n d  a2 becom es in f in ite , th is  m ak ing  th e  c a lcu la tio n  in  th e  v ic in i ty  of 
th e  a fo re m e n tio n ed  angles in a c c u ra te . O n th e  o th e r  h an d  an  a d v a n ta g e  is 
g iv en  fo r con tro lling  b y  th e  fa c t th a t  fo r a p o s itiv e  value of

K ([ |* f i]  -  [ T O ] ) 2 +  4 [ ir ,Y

th e  h a l f  m in o r ax is, w hile fo r  a n eg a tiv e  v a lu e  o f  th e  above exp ression  th e  h a lf  
m a jo r  ax is  is o b ta in ed . T h e  m e th o d  is in  th e  v ic in i ty  o f a =  45° a n d  a t  135° 
also  b e t t e r  th a n  e q u a tio n  (1), b u t  n o t b e t te r ,  as  its  recip rocal v a lu e .

3. I t  shou ld  be m e n tio n e d  here  th a t  V e r ő  as  an  ad d itio n a l d e v e lo p m e n t 
to  h is  e q u a tio n  (3), to  be fo u n d  in  [5; p . 2 6 0 ], s im plified  th e  fo rm u la e  for 
th e  d e te rm in a tio n  o f A  a n d  В  b y  e lim in a tin g  t a n  2 a . These fo rm u lae  a re  n o t
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p u b lish e d  y e t, th e ir  form s e x ten d ed  fo r d iffe re n t w eights are  g iv en  h e re u n d e r:

[ p t t ] + [ p m ]  +  Y([p$£]-[piiTi])2 +  4 [ p l 7?]2
2 [p]

[ p H ]  +  [P7?7?] — Y ( [ p t t ] - [ p m ] ) 2 +  4  [ p i t ; ] 2
2 [ p ]

( 12)

F o r m easu rem en ts  h av in g  eq u a l w eig h ts  fo rm u lae  (12) ta k e  th e  follow ing 
fo rm :

A = [m + ш  ± K ([ í í] - [w ] )2 +  4 [I»?]2
В  =  1 2 n

(12a)

F o r  th e  d ed u c tio n  o f th is  fo rm ula  e q u a tio n s  (10) can ex p e d ie n tly  be used , if 
th e re in  [pt?t?]2 cos2 a is rep laced  b y  [ p 7?7?]^ 1 — sin2 a) an d  sin2 a b y  (1—-cos 2 a)/2; 
th e n  rem o v in g  cos 2 a  from  th e  fo rm u la , in  th e  expression  w ith in  braces 
t a n  2 a  is to  be exp ressed  acco rd ing  to  e q u a tio n  (1), while cos 2 a  s ta n d in g  
o u ts id e  th e  b races  is to  be exp ressed  b y  1/1/1 -[- ta n 2 2a, f in a lly  ta n 2 2 a to b e  
fo u n d  in  th e  d e n o m in a to r o f th e  l a t te r  fra c tio n  is also to  be e x p re ssed  w ith  
th e  a id  o f eq u a tio n  (1). T hese fo rm u lae  a re  su itab le  for th e  c a lc u la tio n  of the  
s ta t io n  ellipse, as ow ing to  th e  e lim in a tio n  of ta n  2 a th e y  do n o t  becom e in 
a c c u ra te  even  fo r 2 a =  90° or 270°.

2. E q u a tio n s  (12) can  also be w r it te n  in  an o th e r fo rm . As

[ р Щ + Í P w ]  = 2 [ p w ] - f ( [ p l l ]  -  [pm]) ’•
th e re fo re  su b s ti tu tin g  th e  above ex p ressio n  in to  equ. (12) a n d  rem oving  
[ p | | ]  —  [p p p ]  here from , th e  fo llow ing fo rm u lae  are a rriv ed  a t :

2 [p/???] +  ( [ p H ]  -  [p»?7?]) j l  ± l 1 +
2 [ p ! 7?])

[ p | | ]  -  [p /p?]

2 [ p ]

S u b s titu tin g  equ . (1) an d  th e n  1 ta n 2 2 a =  l/c o s22 a in to th e  ab o v e  eq u a tio n , 
th is  w ill ta k e  th e  follow ing fo rm :

2 [pm]  +  ( [ p H ]  — [pm])  1
l

cos 2 a
2 [ p ]

(13)

F ro m  th e  tw o  v alues th e  g re a te r  one gives th e  h a lf  m ajo r axis a n d  th e  sm aller 
one th e  h a lf  m ino r ax is4 * *.

4 I f  [ p i ! ]  >  [ p 7/»?]. th e n  acco rd ing  to  V e r ô ’ s  ru le  cos 2 a >  0, th u s  th e  m in o r axis
is o b ta in e d  for — 1/cos 2 a, while th e  m ajo r ax is  fo r +  1/cos 2 a. In  th e  case o f  [ p ! ! ]  <  [pi?»/]
cos 2 a w ill be n eg ativ e , b u t  as th e  p ro d u c t ( [ p ! i ]  — [p ? ;^ ])(l/co s 2 a) is h en ce fo rw ard  positive ,
s im ila rly  th e  m in im u m  arises for — 1/cos 2 a , a n d  th e  m axim um  fo r +  1/cos 2 a.
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F o r  po in ts  h a v in g  e q u a l w eights th e  ab o v e  eq u a tio n  tu rn s  in to  th e
fo rm

A  = 1 /  2 [ m ]  +  ( №  -  Ш ) f l , 1 _

*  =
cos 2 a

2 n

T his is a  v e ry  sim ple fo rm u la  fo r th e  ca lcu la tio n  o f  th e  s ta tio n  ellipse, a lth o u g h  
i t  is in c o n v en ien t fo r v a lu e s  o f cos 2 a being  n e a r  to  zero. In  th is  l a t te r  case 
th e  fo llow ing  m e th o d  m ig h t be used.

5. F o r  c o m p u ta tio n s  to  be p erfo rm ed  in  u s in g  a com pu to r, fo rm u lae
(12) can  s till be tra n s fo rm e d  as given h e reu n d er. T h is  is p a rtic u la rly  e x p e d ie n t, 
i f  one  also  requ ires th e  know ledge of th e  a rea  o f  th e  ellipse, as in  th e  case 
o f  te llu r ic  cu rren ts . As

( [ p £ £ ]  — [pm])2 =  ( [ p f £ ]  +  [pm])2 —  4  [рЩ[рщ]  >

th e re fo re , rep lac ing  th e  ex p ressio n  on th e  r ig h t-h a n d  side in to  equ . (12) a n d  
re m o v in g  [p f£ ]  +  [ p w ] ^  e 4 u - (12) can  be w r i t te n  in  th e  form :

A  -

В

[p££] +  [pyi?] 
2 [p] 1 +

' _  4 ( [p££][p?p?] -  [pin]
( [ p m  +  [ pm] )

[pf£] +  [ p m]
2 [p]

1 — \  _  4 ([p££] [pm]  — [pft?]2) 
([p££] +  [pm])2

(14)

F o r  m easu rem en ts  h a v in g  th e  sam e w eights th e  a re a  o f th e  ellipse can  be 
e x p re sse d  viz. b y  th e  e q u a tio n  (com pare w ith  [5; p . 260, equ. (5)]:

T =  - W m m ] -  Ш 2)-n

F o rm u la e  (14) offer s till a d d itio n a l a d v an tag es , n a m e ly , th e  num bers fig u rin g  
in  c o m p u ta tio n s  are  r e la tiv e ly  sm all; th e  re m a in in g  values had  a lread y  been  
c o m p u te d  w hen d e te rm in in g  ta n  2 a accord ing  to  eq u . (1); finally , as th e  fo r
m u la  in  question  is in d e p e n d e n t of 2 a, i t  g ives good  values everyw here.

T h e  case re fe rrin g  to  eq u a lly  w eigh ted  m e a su re m e n ts  is o b ta in e d  from  
th e  a b o v e  form ulae  b y  th e  su b s titu tio n s  p  =  1 a n d  [p] =  n.

6. T he u n c e r ta in ty  ta k in g  place in  e q u a tio n  (13), of 2 a =  90° an d  
270°, c an  also be e lim in a te d  in  an o th e r w ay. R e p la c in g  th e re in  [p f£ ]  —  [ p w ]  
a cco rd in g  to  eq u a tio n  (1) b y  2 [p ^ ^ ] /ta n  2 a , e q u a tio n  (13) tu rn s  in to  th e  
fo rm

A  =  

В  =
/  [pm]  +  [ p m 1 ±  1

ta n  2 a s in  2 a

[p]
( 15)
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o r in  th e  case o f m easu rem en ts  h av in g  th e  sam e w eight

A  =

В  =
1 [ m ]  +  [f»?] 1 1 ±  1

ta n  2 a  sin  2 a
n

(15a)

F o r 2 a  ^ 270° 1 /tan  2 a converges to w ard s  zero an d  1/sin 2 a to w a rd s  one. 
T h u s , if  eq u a tio n s  (13) or (13a) c an n o t he u sed , th e n  in  m a n y  cases equ a tio n s

resp ec tiv e ly

A =  ] [  [pm\  ±  [ p h ]
В  =  г  [P ]

A = ][  [nn\ ±  [£*?3
в  =  1 n

(15b)

(15c)

m ig h t a lread y  be a p p ro p r ia te , to o .
T he here d ed u ced  fo rm u lae  are  p a r tic u la r ly  su itab le , i f  th e  a re a  o f the  

ellipse is n o t to  be  d e te rm in ed .
7. T he h a lf  m a jo r  a n d  m inor axes can  s till be co m p u ted  in  a n o th e r  way. 
T he r ig h t side exp ression  w ith in  p a re n th e se s  u n d e r th e  ro o t-s ig n  figuring  

in  eq u a tio n s  (15) an d  (15a) can  also be tran sfo rm ed  as fo llow s:

----------- +  . 1--ta n  2 a sin  2 a

1 1

ta n  2 a sin  2 a

1 +  cos 2 a
sin 2 a 

1 — cos 2 a 

sin 2 a

=  co t a =  — ta n  (90° +  a ) ,

=  — ta n  a.

S u b s titu tin g  th e  ab o v e  va lu es  in to  eq u a tio n s  (15) an d  (15a) in  su c h  a w ay 
th a t  a should  a lte rn a te ly  d en o te  th e  angle p e rta in in g  to  th e  m in o r  o r  m ajo r 
ax is, th e n  th e  a fo rem en tio n ed  eq u a tio n s  w ill ta k e  th e  form  g iv en  h e reu n d e r:

A  =  f  [ pm .I — [p£v] t a n  «
в  =  Í  [p]

or fo r po in ts  h av in g  eq u a l w eigh ts

[m ]  — t a n a

(16)

(16a)

O f course, s im ilar e q u a tio n s  can  also be se t u p  w ith  th e  a id  o f  [ p f f ]  or [ f f ] .  
In  these  cases A  a n d  В  m ig h t m erely  be expressed  b y  th e  ta n g e n t  o f one 

ang le  a. T hus, if  a  is th e  b ea rin g  o f th e  m a jo r ax is, th e n  from  fo rm u la e  (16)
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a n d  (16a) the  h a lf  m in o r  a x is , while from  th e  fo llow ing  fo rm ulae  (16b) an d  
(16c) th e  half m ajo r ax is  is o b ta in e d , nam ely  fo r  p o in ts  th e  w eights o f w hich 
a re  d iffe ren t

/  [ p H ]  +  [p H ]  t a n  «
1 [P]

(16b)

a n d  fo r  po in ts h av in g  e q u a l  w eights

A  =
[ I I ]  +  [ |q ]  t a n  a 

n (16c)

I t  can  easily be u n d e rs to o d  th a t  by  s u b s t i tu t in g  ta n  a accord ing  to  (6) 
o r  (6a) in to  eq u a tio n s (16) o r  (16a), VerÖ’s fo rm u la e  g iven u n d e r (12) an d  
(12a) a re  ob tained .

I f  ta n  a figu ring  in  fo rm u la e  (16) and  (16a) is to  be de te rm in ed , i t  m igh t 
o f te n  be  m ore e x p e d ie n t f i r s t  to  determ ine th e  an g le  2 a from  ta n  2 a re su ltin g  
f ro m  fo rm ula  (1) w ith  th e  a id  o f trig o n o m etric  ta b le s , an d  th e n  to  search  for 
in  th e s e  tab les th e  v a lu e  o f  th e  ta n g e n t b e long ing  to  th e  h a lf  of th e  p rev io u sly  
d e te rm in e d  angle 2 a.

T h e  above fo rm u lae  a re  n o t good in  th e  v ic in i ty  of a  =  90° a n d  270°. 
I n  th is  case the  use o f fo rm u la e  (13) and  (13a) is m ore  ex p ed ien t.

A s can be seen, fo r  d iffe re n t calcu la tions re fe rr in g  to  th is  su b jec t, d if
f e re n t  form ulae are a v a ila b le . In  a given case th e  m o st ad eq u a te  one is to  
b e  chosen .

H ow ever, th e re  is n o  o b stac le  e ither to  c o m p u te  in  all a fo rem en tioned  
c a se s  w ith  original c o o rd in a te s . I f  x  and  у  d e n o te  th e  orig inal co o rd in a tes , 
th e n  accord ing  to  S t e i n e r ’s th eo rem  [2; p . 199, eq u . (23)]:

[pH ] =  [pxx] — [p ] x 2c , [pr]Tj] =  [p y y ]  -  [p] f c ,

\ p £ * l ]  =  [Р ХУ\ -  [p] х с У с -

F in a lly , i t  sh o u ld  b e  m en tio n ed  th a t  in  th e  case fa irly  sc a tte re d  p o in ts , 
e .g ., w hen  dete rm in in g  th e  s ta tio n  ellipse, i t  is e x p e d ie n t to  p erfo rm  one of 
th e  p rev iously  given c a lc u la tio n s  even th e n , i f  th e  a d ju s tm e n t is to  be p e r
fo rm e d  m ore a c c u ra te ly  b y  ad d in g  correc tions to  th e  coo rd inates. N am ely , 
in  th e  la t te r  a d ju s tm e n t a  good ap p ro x im ate  v a lu e  of a is req u ired , w hich 
m ig h t  be com puted , e .g ., acco rd in g  to  (1) w ith  an  a d e q u a te  accu racy .

A ccording to  F ig . l a  a n d  lb  the  co n d itio n  eq u a tio n s  given h e reu n d e r 
a re  v a lid :

X 0 —  X , X „  — X , x„ —  x.
cot a =  z =  —------- F — — --------- =  . . . =  — -------- .

У 2 — Уз -  У I  Уп —  У 1
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In tro d u c in g  for 2 a fa ir ly  ap p ro x im ate  v a lu e  z 0, th e n

z =  z0 ÔZ .

N ow  ad d in g  to  th e  co o rd in a te s  residuals

v x,l ’ v  *x,2 » • • ■ v y ,l  ■> v y ,2

th e n  a fte r  re d u c tio n  e q u a tio n  (17) can  be w r i t te n  as follows (see [6, p p . 252— 
253]):

г о vy,2 -  v x,2 =  zo v y .i  —  v x,i -  (Уг -  Уг) Ôz —  zo (У2  -  Уг) +  i x 2 —  x i ) ,  ̂18 ) 

*o v y.s — vx,3 =  zoУу.г — vx,i -  (Уз — J i )  ôz — zo (Уз -  y i)  +  (*з — * i) *
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In tro d u c in g  th e  fo llow ing  fic titious re s id u a ls  A:

R e s id u a ls  A,-: R ec ip ro ca l va lues of th e  w e ig h t o f  A,:

3 1 *0
+

1
— Л\ 9

P k. 1 P y .  1 P x.l

=  a2 ,
1 Z0 1 1

P k  2 P y.2
1

Px.2

=  ’
1 4

+
1

Pk,n P y.n Px.n

(19)

residua l e q u a tio n s  g iven  h ereu n d er can  he s e t  u p :

h  =  — {Уг — Уг) ôz — {*о ( j 2 — J i )  — ( x 2  — * i ) b  it® w eight is р кл

К  =  ^ г ~  (Уз — J i )  ôz — {*0 (Уз — J i )  — (*з — * i)b  its w eight is p x,3

......................................................................................................................................................................................................( 20)

=  К  — (Уп — J i )  dz — {zo (Уп — Уг) — (ХП — x i)} its w eight 1S p Kn

At =  Ax its w eigh t is p x x.

F ro m  th e  above e q u a tio n s  th e  tw o u n k n o w n  Óz an d  Ax can be c o m p u te d , 
accord ing  to  th e  m e th o d  o f in d irec t o b se rv a tio n s . H ere, Aj is a t  th e  sam e tim e  
an  un k n o w n  w hich  h as  also to  he d e te rm in e d . H erefrom  resid u a ls  vxд an d  
17у1 belonging  to  th e  f ir s t  p o in t (com pare w ith  [6; pp. 245— 246]) can  be 
co m p u ted :

v x,l  =  — P l , l  - K ’ v y,l =  — P k ( 2 1 )
Px.l Py, 1
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T h e  m o s t  reliab le co o rd in a te s  of th e  f ir s t  p o in t are  o b ta ined  in  th is  w ay . 
O n  th e  o th e r  han d , th e  m o s t re liab le  v a lu e  o f  one p o in t an d  o f th e  d ire c 
t io n  o f  th e  ad ju s tin g  s tra ig h t  line , or th e  d ire c tio n  of th e  m ajo r ax is , re s p e c 
t iv e ly ,  d e te rm in e  th e  l a t te r  in  th e  p lane . I f  th e  a d ju s tm e n t re fe rs  to  m e a s 
u r in g  e rro rs , th e re  is rea so n  fo r co m p u tin g  o f  th e  m ean  e rro rs, a n d  th e s e  
c o u ld  im m ed ia te ly  be  c o m p u te d  w ith  th e  f ic ti t io u s  corrections b y  u s in g  
th e  e x p re ss io n  [pAA].
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Ü B E R  D IE  B ESTIM M U N G  D E R  A U S G L E IC H S G E R A D E N  Z W ISC H E N  M E H R E R E N  
P U N K T E N  BZW . D E R  G R O SS E N  U N D  D E R  K L E IN E N  A C H SEN  D E R  T E L L U R IS C H E N

S T A T IO N S E L L IP S E

A. T Â R C Z Y -H O R N O C H

Z U SA M M EN FA SSU N G

D ie  B erechnung  der A usg le ichsgeraden  zw ischen  m eh re ren  P u n k te n  is t  e in  P ro b le m  
d e r  G eo d äsie  u n d  des B erg b au es. M ath em atisch  g le ich t es der B estim m ung d e r R ic h tu n g  
d e r  g ro ß e n  Achse der te llu risch e n  S ta tionse llip se  in  de r G eophysik  bzw. d e r d e r  g roßen  
A ch se  d e r  T rägheitse llipse  in  d e r M echan ik . Bei den  le tz te re n  is t  ab er im  Z usatze  z u r  R ic h tu n g  
d e r  g ro ß e n  A chse auch  no ch  d ie  K e n n tn is  des z ah len m ä ß ig e n  W ertes der g ro ß e n  u n d  der 
k le in e n  A chse notw endig .

I m  vorliegenden  A ufsa tze  w e rd en  die in  d en  e rw ä h n te n  G ebieten der W isse n sc h aft 
g e g e b e n e n  Lösungen m ite in a n d e r  verg lichen  u n d  b eso n d e rs  bezüglich der g ro ß en  u n d  der 
k le in e n  A chse du rch  w eite re , a u c h  p ra k tisc h  g u t v e rw en d b a re  Lösungen e rg än z t. D e r  A uf
s a tz  e r s t r e c k t  sich au f d ie U n te rsu c h u n g  der e in d eu tig en  L age der großen u n d  d e r  k le in en  
A c h se  u n d  e rg än z t die b ish e rig en  U n te rsu ch u n g en  a u c h  a u f  diesem  G ebiete.
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D E  L A  D É T E R M IN A T IO N  D E  LA D R O IT E  D E  C O M PEN SA TIO N  E N T R E  P L U S IE U R S  
PO IN T S , R E S P . D E S  D E U X  A X E S  D E  L ’E L L IP S E  C A R A C TÉ R ISA N T  LA  STA TIO N

D ’O B SE R V A T IO N  T E L L U R IQ U E

A. TÁRCZY-HORNOCH

R É S U M É

Le calcul de la  d ro ite  de co m p en sa tio n  e n tre  p lu sieu rs  p o in ts  est u n  p ro b lèm e  in té re s sa n t 
la  géodésie e t l’in d u s tr ie  m inière. M a th é m a tiq u e m e n t, il se rap p ro ch e , en  géodésie , de la  d é te r 
m in a tio n  de la  d irec tio n  du  g ran d  axe de l’ellipse c a ra c té ris a n t la s ta tio n  d ’o b se rv a tio n  te l lu r i
q ue , e t  en  m écan ique  de celle de la  d irec tio n  du  g ra n d  axe de l’ellipse d ’in e rtie . D an s ces cas 
c ep e n d an t il fa u t c o n n a ître , en  p lus de la  d irec tio n  d u  g ran d  axe, la v a leu r n u m ériq u e  du  g ran d  
e t  d u  p e ti t  axe de l’ellipse.

L ’é tu d e  com pare  les so lu tions données d a n s  les spécia lités énum érées, e t  les com p lè te  
p a r  des so lu tions ap p licab les to u t  p a rticu liè re m en t d a n s  le calcul du  g ra n d  e t  d u  p e ti t  axe  e t 
fo r t  u tile s  dans la  p ra tiq u e . L ’é tu d e  s’é ten d  aussi à l ’ex am en  de la  p osition  u n iv o q u e  du  g ran d  
e t  du  p e ti t  axe, e t com plè te  encore sur ce p o in t les ré su lta ts  de recherches co nnus.

ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ УРАВНИВАЮЩЕЙ ПРЯМОЙ МЕЖДУ НЕСКОЛЬКИМИ 
ПУНКТАМИ, T. Е. ОБ ОПРЕДЕЛЕНИИ БОЛЬШОЙ И МАЛОЙ ОСЕЙ ЭЛЛИПСА 

ТЕЛЛУРИЧЕСКИХ СТАНЦИЙ
А. ТАРЦИ-ХОРНОХ

РЕЗЮМЕ

Вычисление уравнивающей прямой между несколькими пунктами представляет 
собой проблему геодезии и горного дела. Математически это подобно определению на
правления большой оси теллурического эллипса в геофизике или большой оси эллипса 
инерции в механике. Однако в указанных случаях необходимо знать не только направ
ление большой оси, но и численные значения большой и малой осей.

В настоящей работе сопоставляются-решения, применяющиеся в перечисленных 
отраслях науки и они дополняются дальнейшими, удобно применяемыми на практике 
решениями, касающимися главным образом вычисления большой и малой осей. Рассмат
ривается также и однозначное определение положения большой и малой осей и прове
денные до сих пор исследования дополняются и в этом отношении.

15* Acta Techn. Hung. 47. (1964)





DIE AUSGLEICHUNG DER PUNKTEINSCHALTUNG 
DURCH LÄNGENMESSUNGEN MIT DER METHODE 

DER AUSGLEICHUNG DER BEDINGTEN 
BEOBACHTUNGEN

F R A U  M. V E R Ő -H E T É N Y I

GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
SOPRON

[E ingegangen  am  6. M ai 1963]

Z ur A usg le ichung  d e r P u n k te in sch a ltu n g  m it g le ichen  G ew ich ten  w u rd e  eine einfache 
M ethode v o n  A. Tárczy-Hornoch m itg e te ilt , bei der d e r  THiELE’sche S a tz  an g ew en d e t w urde: 
d u rc h  d ie  E in fü h ru n g  e ines en tsp rec h en d e n  H ilfsk o o rd in a ten sy stem s w erd en  d ie V erb esse ru n 
gen de r beiden K o o rd in a te n  des N eu p u n k tes  v o n e in a n d e r u n ab h än g ig . D iese S tu d ie  w eist 
d a ra u f  h in , daß  eine äh n lich e  B erech n u n g  auch  bei v e rsch ied en en  G ew ich ten  de r L ängen  
m öglich  is t. Die U n te rsu c h u n g  w ird  d u rc h  ein Z ah lenbeisp ie l e rg ä n z t.

D ie e lek tro n isch e  u n d  e lek tro o p tisch e  E n tfe rn u n g sm e ssu n g  gew inn t 
im m er m ehr an  B e d e u tu n g . G leichzeitig  w erden  die L än g en n e tze  au ch  im m er 
h äu fig e r. Mit d e r A u sg le ichung  solcher N etze h a b e n  sich  schon  viele A rtike l 
b e sc h ä ftig t. U n te r  a n d e re n  h a t te  der b u lgarische  F o rsc h e r Z o n k o w  in  [1] 
e in  A usg le ichsverfah ren  zu r P u n k te in sc h a ltu n g  d u rch  L än g en m essu n g en  aus
g ea rb e ite t.

E s w ird a b e r  von  TÄECZY-Hornoch in  [2] ein w esen tlich  einfacheres 
A u sg le ichsverfah ren  gezeig t. D as W esen tlichste  d er M ethode  is t die E in fü h ru n g  
eines en tsp rech en d  au sg ew äh lten  K o o rd in a ten sy stem s. D a d u rc h  w erden die 
zw ei K o o rd in a ten  des zu  bestim m en d en  P u n k te s  sog. freie F u n k tio n e n . 
Solche freie F u n k tio n e n  k ö n n en  nach  Thiele als v o n e in a n d e r un ab h än g ig e  
W erte  ausgeglichen  w erd en . (Siehe au sfü h rlich er in  d en  E rö r te ru n g e n  [2] u n d
[3]). D ie w eitere A u sg le ichung  w ird  gem äß d e r A usg le ichung  d e r b ed in g ten  
B eo b ach tu n g en  vo llzogen .

D iese M ethode, die sich  u rsp rü n g lich  a u f  B e o b a c h tu n g e n  m it gleichen 
G ew ich ten  bez ieh t, k a n n  au ch  a u f  B eo b ach tu n g en  m it v e rsch ied en en  G ew ichten  
e rw e ite r t w erden , d ie  ab e r ein  an d ers  au fgenom m enes H ilfsk o o rd in a ten sy stem  
erfo rd e rn . L e tz te res  soll e rö r te r t  w erden.

D as A usg le ichsnetz  sei n a c h  A bb. 1.
U nsere V erbesserungsg le ichungen  sind  n ach  d er A usg le ichung  d e r v e r

m itte ln d e n  B e o b a c h tu n g e n  die fo lgenden:

v4 =  Oj öx +  b4 öy ,
v2 =  a2 öx -f- b2 öy ,

v3 =  a3 öx +  b3 öy +  l3 , (1)

v4 =  a 4 öx +  64 öy +  Z4 , 

t>5 =  a5 öx +  b5 Öy +  l . .
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I n  den  ersten  zwei G le ich u n g en  sind  keine W id ersp rü ch e , d a  die N äh e
ru n g s k o o rd in a te n  des g e su c h te n  P u n k te s  P  aus d iesen  b e s tim m t w urden . 
A u s  d ie se n  G leichungen w e rd e n  die U n b e k a n n te n  öx  u n d  öy  a u sg ed rü ck t, 
d ie  m i t  dem  Zuschlag d e r zw ei K o o rd in a ten  des g esu ch ten  P u n k te s  ü b e r
e in s tim m e n . L au t [2] g e lan g en  w ir so zu den  fo lgenden  G leichungen :

ÔX =  vx b l  V l  —  b l  V 2 

a l  b 2  ° 2  b l

Ôy =  Vy =
f l j  62 1 Ö2 ^2.

( 2)

W e n n  d e r  THiELEsche S atz  [ab] =  0 gü ltig  is t, so s ind  öx u n d  öy v o n e in an d e r 
u n a b h ä n g ig , was in u n se rem  F a lle  u n d  bei v e rsch ied en en  G ew ich ten  fo lgender
m a ß e n  aufgeschrieben  w e rd e n  k a n n : (Die m it S trich en  v e rseh en en  W erte  
s in d  d ie  a u f  das H ilfsk o o rd in a te n sy s te m  bezogenen  W erte ).

P la l bl +  P ia2b2 =  0 . (3)

I n  d ie se r  Form el is t n a c h  A b b . 3:

a[ =  cos a[ , 02 =  cos ai  ,

b( =  s in  a [ , bi =  sin  a i ,

a[ u n d  a 2 sind  im  H ilfsk o o rd in a te n sy s te m  die R ich tu n g sw in k e l d e r R ich 
tu n g e n  (A P 0) und  (B P 0), p x u n d  р г sind  die G ew ichte d e r en tsp rech en d en  
L ä n g e n . D er a2 —  ax =  у  =  a 2 —  a x W inkel is t  b e k a n n t, fo lg lich  k a n n  Gl. (3) 
a u c h  in  d ieser F orm  au fg esch rieb en  w erden :

p x cos a[ • s in  a[ -f- p 2 cos a i • sin  a i =  0 . (За)

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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M it d e r  A n w en d u n g  der F u n k tio n e n  des d o p p e lte n  W inkels u n d  E in fü h ru n g  
des W inkels y  g e s ta lte t  sich die G leichung :

Pi sin  2 (cí2 —  y)  —  p 2 s in  2 0(2 =  0 . (3b)

A us d ieser G leichung k a n n  m an  den  m it d e r  R ich tu n g  ( P 0B) eingesch lossenen  
W inke l Ü2 des H ilfsk o o rd in a ten sy stem s b e re c h n e n :

ta n  2 a'2
Pi s in  2 y  

P i +  P i cos 2 y
(4)

M it a2 w urde  das H ilfsk o o rd in a ten sy stem , in  dem  vx, u n d  vy, v o n e in a n d e r 
u n a b h ä n g ig  b e h an d e lb a re  W erte  sind , b e s tim m t. V ere in b aru n g sg em äß  soll 
die A chse x ' in n e rh a lb  des B ereiches des W inkels y  laufen .

D as G ew ich t von  vx. u n d  vy, w ird  im  H ilfsk o o rd in a ten sy stem  aus der 
G leichung  (2) ab g e le ite t:

p \, =  J % -  =  — *£—  . Л -  +  — — ---------- Æ ,  (5)
Px' ( ® i  b2 — a'2 b'i)2 Pi (a'i Ы, oó b[y p 2

Die F o rm e l is t v e re in fa ch b a r, w enn in  B e tr a c h t  gezogen w ird, d a ß  a[b2 —  a2b i=  
=  s in  y ,  m it po re d u z ie rt u n d  p x. a u sg e d rü c k t, die G leichung sich  fo lgender-
m aß en  g e s ta lte t:

Px' — Pv*’ — '
P  i P i sin_ У (6)

P l Ь2 +  P l К*
U n d  in  an a lo g er W eise:

Py' =  P v  =
P l P l  sin2 У (6a)

P l  «22 +  P l a 'l

U nsere  w eite re  B erechnungen  k ö n n e n  m it  deren  A nw endung , g em äß  der 
A usg le ichung  d e r b ed in g ten  B eo b ach tu n g en  vollzogen w erden. U n se re  B ed in 
gungsg le ichungen  w erden  die fo lgenden:

aáUc- +  b'zVy, —  v3 +  l3 =  0,

aivx' +  b'iVy, —  i ’i  +  Z4 =  0, (7)

®5*V +  b'5vy, —  v5 +  /s =  0,

wo, fa lls (f den  m it d er F orm el

(BPo) -  a i =  tp (8)

gegebenen  W in k e l zw ischen dem  H ilfsk o o rd in a ten sy stem  u n d  d em  H a u p t
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k o o rd in a te n sy s te m  b e d e u te t, d ie  K o effiz ien ten  d ie  fo lgenden  sind:

аз =  cos <23 =  cos (a3 —  <p) , b'3 =  s in  03 =  sin  (a3 —  <p),

«4 =  cos 04 =  cos (a4 —  ç?) , 64 =  s in  а'ц —  sin  (a4 —  9 9), (7a)

a 4 - cos =  cos (a5 —  cp) , b'5 =  sin  =  sin  (a5 —  9?).

D ie A usg le ich u n g  k a n n  m it H ilfe  d er b e s tim m te n  W erte  p Vjc, u n d  p,,^, v o ll
f ü h r t  w e rd en . D ie b e re c h n e ten  vx u n d  vy,- W e r te  w erden  aus dem  H ilfs 
k o o rd in a te n sy s te m  in  das en d g ü ltig e  K o o rd in a te n sy s te m  z u rü c k tra n sfo rm ie rt 
([2 ]; G le ichungen  (6)).

D as ZoNKOWsche R echenbeisp ie l gab M ö g lichke it zur A usgleichung d e r  
b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  m it  gleichem  u n d  v ersch ied en em  G ew icht, d a  in  
se in em  B eisp ie l die zu den  P u n k te n  В  und  D  g eh ö ren d en  G ew ichte der E n tf e r 
n u n g e n  gleich  w aren.

D ie D a te n  von  Z o n k o w :

Triangula
tionspunkte

Koordinaten
ч

Gemessene
Längen

(m)
Gewichte

PiУ X

A +  1061,99 +  548,30 1 331,60 5,41

в +  1420,30 + 5 7 0 ,5 8 2 272,00 6,93

с +  1552,03 +  297,72 3 247,10 5,16

D +  1276,00 +  56,29 4 269,50 6,93

E +  896,99 +  246,43 5 416,70 2,60

(D ie B erech n u n g en  w u rd en  im  Z en te s im a lsy s tem  v o llfü h rt. V erg le ichsha lber 
b e re c h n e n  w ir die W erte  au c h  in  diesem  S y stem .)

I .  A usgleichung von den P u n k ten  В  und  D  ausgehend, fa lls  die Gewichte 
gleich s in d . (A bb. 2)

D ie N äh e ru n g sk o o rd in a te n  des P u n k te s  P  au s  den  P u n k te n  В  u n d  D  
b e re c h n e t sin d  die fo lgenden :

x a =  -f- 324,225 m  , 

y 0 =  -j-1305,004 m  .
R ich tu n g sw in k e l :

aj =  (A P 0) =  147,4201® , 

a2 =  (B P 0) =  227,8666® , 

a3 =  (C P 0) =  306,8047® , 

a 4 =  (D P 0) =  6,8646® ,

a5 =  ( E P 0) =  88,0057® .
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A us diesen  b e re c h n e t is t y  =  y2 +  y 3 , d a s  h e iß t (P„D) —  ( P 0B) =  178,9980g . 
D ie B e rech n u n g  d e r W idersp rüche :

/, - A P 0 —  Sl =  330,553 —  331,600  =  — 1,047 m  ,

l3 =  C P U —  s3 =  248,444 —  247,100  =  + 1 ,3 4 4  m  ,

Z5 =  E P 0 —  s5 =  415,364 —  416 ,700  =  — 1,336 m  ,

l2 u n d  l4 =  0 , d a  die N äh e ru n g sk o o rd in a te n  des P u n k te s  P  aus d en  P u n k te n  
В  u n d  D  b e s tim m t w orden  sind. D en  W in k e l zw ischen den  zwei K o o rd in a te n 
sy s tem en  b e rech n en  w ir fo lgenderm aßen :

200g —  ( P UD) +  y /2 =  cp =  82,6344g .

N u n  k ö n n en  schon  die K oeffiz ien ten  a{, а 3, a l, b{, bl, u n d  bl d e r B ed in g u n g s
g le ichungen  in  dem  H ilfsk o o rd in a ten sy stem  b e rech n e t w erden :

a i =  cos a[ =  cos (dj +  <p) =  — 0,890617 , 

a à =  cos aá =  cos (a3 +  9 9 ) =  + 0 ,9 8 6 2 7 1  , 

a'5 =  cos a l =  cos (a5 +  cp) =  — 0,895526 ,

b{ =  sin  a[ =  sin (aj +  q>) =  — 0,454753 , 

bl =  sin  a 3 =  sin (a3 +  9 9 ) =  — 0,165130 , 

b'b =  sin a'& =  sin (a5 +  <p) =  + 0 ,4 4 5 0 0 8  .
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W e ite r  d ie  B ed ingungsg le ichungen :

— 0,890617 v x . —  0 ,454753 v y  —  vx —  1,047 =  0 ,

+  0,986271 vx. —  0 ,165130  v y .  —  v3 +  1,344 =  0 .

— 0,895526 v x . +  0 ,445008  v y .  —  v3 —  1,336 =  0 .

D ie G e w ic h te  der K o o rd in a te n v e rb esse ru n g e n  b e rech n en  w ir gem äß [2], G in . 
(4a):

a '  =  a'2 =  a i =  0,164202 , 6 ' =  —Ъ’3 =  b'á =  0,986425 ,

P  =  P t  =  P i  =  6,93 ,

р Гг = 2 a ' • p  =  0,373, p,ŝ  =  26 ' • p  =  13,486 .

D u rc h  A n w en d u n g  dieser W e r te  u n d  der gegebenen  L ängengew ichte  k ö n n e n  
die K o e ff iz ie n te n  der N o rm alg le ich u n g en  b e s tim m t u n d  die N orm alg le ichungen  
a u fg e sc h rie b e n  w erden:

+  2,343951 kx — 2 ,368460 k ,  +  2,140595 fc3 —  1,047 =  0 ,

— 2,368460 kx +  2 ,824820 k 2 —  2,392558 k 3 +  1,344 =  0 ,

+  2,140595 fej —  2 ,392558 k 2 +  2,566771 k 3 —  1,336 =  0 .

A us d ie s e n  W erten  ergeben  s ic h  die kx-, k 2-, fc3-W erte  der K o rre la ten  zu :

k x - — 0,397699 , 

k 2 =  — 0,415505 , 

k 3 =  + 0 ,4 6 4 8 6 2  .

D ie B e re c h n u n g e n  der V erb esse ru n g en :

®1 =
«1

К + 0 + 0 — + 0,073511 ,
Pl

vx' =
a2

К + h . h + C2 k3 = — 1,275402 ,
Pt P t Pl

v3 — 0 + K + 0 — + 0 ,0 8 0 5 2 4 ,
Рз

Vy' = «4_ К +
h _

h +
J + fe3 = + 0,033825 ,

P l P i Pi

vi = 0 + 0 + k3 = — 0 ,178792.
Ps
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Als K on tro lle  d er B e rech n u n g  dienen die F o rm e ln :

[рто] =  — [kl], bzw . [av] — lx =  0, [ 6 p ]  —  l3 =  0 u n d  [ c p ]  —  Z5 =  0 .

F a lls  die W erte  v o n  vx, u n d  vy, aus dem  H ilfsk o o rd in a ten sy s tem  in  das e n d 
gü ltige  K o o rd in a te n sy s te m  z u rü c k tra n sfo rm ie rt w erd en , e rh a lten  w ir m it den 
gew onnenen  dx u n d  dy  W erten  die e n d g ü ltig e n  K o o rd in a ten  des g esu ch ten  
P u n k te s  P: (der D reh u n g sw in k e l ist — cp)

öx =  vx, cos (p —  Vy, s in  cp =  — 0,311029 m  ,

dy =  px, sin  <p +  vy, cos cp =  —1,237358 m  ,

y p = y 0 +  dy =  + 1 3 0 5 ,0 0 4  +  1,237 =  + 1 3 0 6 ,2 4 1  m ,

xp =  x 0 +  dx =  +  324,225 —  0,311 =  +  323,914 m .

D ie L än g en v erb esseru n g en  sind  die fo lgenden :

p 4 =  + 0 ,0 7 3 5  m  , p 3 =  + 0 ,0 8 0 5  m  , 

V .,  =  — 0,2427 m  ,  p 4 =  — 0,1760 m  ,  

v5 =  — 0,1787 m  .

D ie V erbesserung  p 2 u n d  p 4 w urde fo lg en d e rm aß en  b erechne t:

v2 =  a2 dx +  b , dy  , 

v4 =  «4 dx 64 dy .

V erglichen  m it d en  L än g en v erb esseru n g en  in  [1], w eichen unsere  v2- u n d  
P4- W e r te  u m  3 bzw . 3 m m  von  den W erten  v o n  Z o n k o w  ab*. D iese U n te r 
sch iede ergeben sich  d a ra u s , d aß  die F o rm  des D re iecks B P D  Л seh r u n g ü n s tig  
is t , u n d  so zu dem  N ä h e ru n g sw e rt ein r e la tiv  se h r  g roßer Zuschlag  gew onnen  
w ird . Bei so g ro ß en  V erbesserungen  k ö n n e n  ab e r die G lieder zw eite r 
O rd n u n g  n ich t v e rn a c h lä ss ig t w erden. W en n  d ie  G lieder zw eiter O rd n u n g  
b e rech n e t w erden:

I 3s0 . 8Sq 1
st =  so +  - — vx +  — ^-vy +  V  

Э* d y  2
d s0 p ;
dx2

ds0 
dx  8y

v x v y  +
3so

dy2

is t  die Sum m e d e r G lieder zw eiter O rd n u n g  b ezü g lich  s2 in  u n se rem  F a lle

* W egen eines D ru ck feh le rs  w urde bei Z onkow  fü r  t>2 a n s ta t t  des r ic h tig e n  W ertes  
v o n  —0,239 —0,209 an g eg eb en , fü r  v t  ergab sich n a ch  g e n au e r  B erechnung a n s ta t t  —0,172 
—0,173.
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3 m m , f ü r  s4 gleichfalls 3 m m  u n d  dies is t d e r G ru n d  der A b w eichungen . D er 
m i t t le r e  F eh le r der G ew ich tse in h e it:

S  — ±
/[ p v v ]
I ~ i r ~

0,763 092 
3

=  ±  0,504.

I I .  Ausgleichung m it verschiedenen Geivichten

D ie  N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  des P u n k te s  P  w u rd en , wie bei dem  R e c h e n 
b e isp ie l v o n  Z o n k o w , au s  d e n  P u n k te n  A  u n d  В  b e rech n e t (A bb . 3):

x 0 =  +  323,761 m  , 

y 0 =  + 1 3 0 6 ,0 0 0  m  .
D ie R ich tu n g sw in k e l:

a2 =  (A P 0) =  147 ,3560« , a3 =  (C P 0) =  306,7132« , 

a2 =  (B P 0) =  227 ,6094« , a 4 =  ( D P 0) =  7,1106«,

a. =  ( E P 0) =  88,1040« .

H ie ra u s  berechnen w ir y , d a s  gleich y1 +  y2 is t ,  d. h.

у =  ( P 0B) -  (P 0A) =  80,2534«.
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D ie B erechnung  der W id ersp rü ch e :

/3 =  C P 0 —  s3 =  247,404 —  247,100 =  + 0 ,3 0 4  m  ,

Z4 =  DP,, —  s, =  269,148 —  269,500 =  — 0,352 m  ,

Z5 =  E P 0 —  s5 =  416,256 —  416,700 =  — 0,444 m  .

Z4 u n d  l2 — 0, da  die N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  des P u n k te s  P  aus d e n  P u n k te n  
+  u n d  В  b e s tim m t w urden .

D ie B erechnung  des zu d e r A u fn ah m e des H ilfsk o o rd in a ten sy s tem s  
n ö tig e n  W inkels а'г w ird  a u f  G ru n d  d e r G leichung (4) d u rc h g e fü h r t:

ta n  2а3 =  1,244033 , w oraus a 3 =  28,4480g , 

у  —  ai =  51,8054g, =  400* —  51,8054g =  348,1946g .

D er W inkel zw ischen d en  K o o rd in a te n sy s te m e n  gem äß G le ichung  (8) is t:

<p =  199,1614s .

D ie K oeffiz ien ten  d er B ed in g u ngsg le ichungen  im  H ilfsk o o rd in a te n sy s te m  
n a c h  G leichung (7a):

a 3 =  — 0,118345 , bi =  + 0 ,9 9 2 9 7 2  ,

« i =  — 0,992214 , bi =  — 0,124541 , 

a'5 =  — 0,172817 , b’5 =  — 0,984954 .

D ie B ed ingungsg le ichung  n ach  (7):

— 0,118345 vx. +  0,992972 vy, —  v3 +  0,304 =  0 , 

— 0,992214 vx. —  0,124541 t y  —  v4 —  0,352 =  0 ,

— 0,172817 vx, —  0,984954 vy  —  vb —  0,444 =  0 .

D ie G ew ichte der K o o rd in a te n v e rb esse ru n g e n  können  aus (6) bzw . (6a) 
gew onnen  w erden:

Pvx. =  8,187 , p ,v =  4,152 .

M it H ilfe  d er G ew ichte k ö n n en  die N orm alg le ichungen  au fg esch rieb en  w erden :

+  0,433096 —  0,015461 k ,  —  0,233173 k 3 +  0,304 =  0 ,

— 0,015461 fc4 +  0,268243 k 2 +  0,050494 fc3 —  0,352 =  0 ,

— 0,233173 fc4 +  0,050494 k 2 +  0,622028 fc3 —  0,444 =  0 .
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U n d  d ie  K orre la ten :
k { =  — 0,409987 , 

k ,  =  + 1 ,2 0 1 5 4 2  , 

k 3 =  + 0 ,4 6 2 5 7 2  .

M it d iesen  sind die V e rb e sse ru n g e n  zu b e re c h n e n :

vx, =  -ÜL k i  +  k 2 +  k 3 =  -  0 ,1 4 9 4 0 1 ,
Pi Pi “ Pi

v . = ï * - k 1 +  b - k 2 +  ï î . k 3 = -  0 ,2 4 3 9 3 9 ,
Pi Pi Pi
(Irt

Zcj + 0 + 0 =  +  0 ,079454 ,
P l

« 4 = 0 +
l>< 0 =  — 0,173382 ,
Pi

i;5 =  0 + 0 + i l к3 = —  0 ,177912.
Рь

Z u  d en  K on tro llen  d ie n e n  dieselben  Z u sam m en h än g e  wie bei der v o rh e rig en  
L ö su n g .

A us dem  H ilfsk o o rd in a te n sy s te m  in  d as  u rsp rü n g lic h e  zu rü ck g ek eh rt:

öx  =  + 0 ,1 5 2 6 0 1  m  ,

ôy  =  + 0 ,2 4 1 9 5 0  m  ,

y p =  Jo  +  by  =  + 1 3 0 6 ,0 0 0  +  0,242 =  + 1 3 0 6 ,2 4 2  m ,

xp =  Xu +  Ar =  +  323,761 +  0 ,153 =  +  323,914 m .

D ie L än g en v erb esseru n g en  s ind  die fo lgenden:

Uj =  + 0 ,0 7 4 7  m ,  v3 =  + 0 ,0 7 9 4  m ,  

v2 =  — 0,2401 m , t>4 =  — 0,1733 m  , 

v5 =  — 0,1779 m  .

D e r  m ittle re  F eh le r d e r  G ew ich tse inheit w ird

±Po [ P v v  1 =  ± 1 /  ° ’752 938 =  ±  0 ,500. 
r ' 3

D er Vergleich der B erechnungsarbeit zeigt offenkundig, daß die hier erörter
te n  zw ei Methoden v ie l einfacher als die ZONKOWsche sind.
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T H E  A D JU S T M E N T  O F  F IX E D  PO IN T  IN T E R P O L A T IO N  IN  L IN E A L  M E A S U R E M E N T S  
BY U SIN G  T H E  M E T H O D  F O R  T H E  A D JU S T M E N T  O F  FIC T IT IO U S O B S E R V A T IO N S

MRS. M. VERŐ

SU M M A RY

P ro f. A. TÁRCZY — HORNOCH elab o ra ted  a s im p le  m e th o d  for th e  a d ju s tm e n t o f fix ed  
p o in t in te rp o la tio n  in  lin ea l m easu rem en ts h av in g  e q u a l  w eights. The m eth o d  in  q u estio n  
u tilizes T h ie l e ’s th eo re m . In tro d u c in g  an  a u x ilia ry  sy s te m  of coord inates, th e  re c tif ic a tio n s  
o f  th e  tw o  co o rd in a tes  o f th e  new  p o in t becom e in d e p e n d e n t  o f each  o th er. T he p re se n t  p a p e r  
also co n ta in s  th e  a p p lic a tio n  of th is  p rincip le  to  m ea su re m e n ts  th e  w eights o f  w h ich  are 
d iffe ren t.

C O M PEN SA TIO N  D U  R A T T A C H E M E N T  D ES P O IN T S  P A R  M E SU R ES D E S L O N G U E U R S  
S E L O N  LA M É T H O D E  D E  CO M PEN SA TIO N  D E S O B S E R V A T IO N S C O N D IT IO N N E L L E S

Mme M. VERŐ

R É SU M É

A . T a rczy -H o rno ch  a é laboré  une  m éthode  d e  c o m p e n sa tio n  sim ple p o u r  la  co m p en 
sa tio n  du  ra tta c h e m e n t des p o in ts  p a r m esures de lo n g u e u r  de poids égal. L a m é th o d e  u tilise  
le th éo rèm e  de T h ie l e : p a r  in tro d u c tio n  d ’un  sy s tè m e  de coordonnées au x ilia ire , les deu x  
co rrec tions des coordonnées d u  nou v eau  p o in t se ro n t in d é p e n d a n te s  l’une de l’a u tre .  L ’artic le  
c o n tie n t l’a p p lica tio n  de  ce p rin c ip e  en cas de po ids d iffé re n ts .

ВЫРАВНЕНИЕ ПРИВЯЗКИ ПУНКТОВ ДАЛЬНОИЗМЕРЕНИЯ МЕТОДОМ 
ВЫРАВНЕНИЯ УСЛОВНЫХ НАБЛЮДЕНИЙ 

M. BEPÊ

РЕЗЮМЕ

Профессором А. Тарци-Хорнох был разработан простой метод для выравнения 
привязки пунктов дальноизмерения с одинаковыми весами. В основе метода лежит тео
рема Тиле и благодаря введению вспомогательной системы координат две поправки ко
ординаты нового пункта будут независимыми друг от друга. В работе, кроме этого, опи
сывается применение этого принципа при различных весах.
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ÜBER DIE AUSGLEICHUNG DER STRECKENNETZE 
MIT KOORDINATEN NACH DER METHODE DER 

BEDINGTEN BEOBACHTUNGEN

A. T Â R C Z Y -H O R N O C H

MITGLIED DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN 

[E ingegangen  am  18. S ep tem b er 1963]

B e k a n n tlic h  k a n n  m an die G leichungen  fü r  die A usgleichung des S tre ck e n v ie re ck s  
n ach  d en  v e rm itte ln d e n  B eo b ach tungen  le ich t au fste llen . Sie h aben  ab er bei w en ig  ü b e r
sch ü ss ig en  B e o b ach tu n g en  den N ach te il, d a ß  die K o o rd in a te n  der P u n k te  als U n b e k a n n te  
re la tiv  v ie l N orm alg leichungen  erfo rdern . W erd en  ab er d u rc h  en tsp rechende  G ru p p ie ru n g  
d e r V erm ittlu n g sg le ich u n g en  aus je  zwei B ezieh u n g en  die beiden K o o rd in a ten  d e r  e inzelnen  
P u n k te  als F u n k tio n e n  der S e iten v erb esseru n g en  a u sg e d rü c k t u n d  in die en tsp rech en d  g ew äh lte  
V erm itte lu n g sg le ich u n g  e ingese tz t, so e n ts te h t  n u r  eine B edingungsgleichung u n d  so m it a u ch  
eine N o rm alg le ich u n g . W ir e rh a lte n  aus de r A usg le ichung  m it Hilfe der v o rh e r e rw ä h n te n  
B eziehungen  sogleich die K o o rd in a ten  der P u n k te . D ies h a t  besonders bei g rö ß e re n  E n tf e r 
n u n g en  d en  V o rte il, d aß  dabei die B erechnung  d e r sp h ärisch en  bzw. sp h äro id isch en  E xzesse  
u n d  d e r P u n k tk o o rd in a te n  im  P ro je k tio n ssy stem  e n tfä llt .

D ie S tu d ie  b e h an d e lt die A usg leichung  des S treck en v ie reck s nach  K o o rd in a te n  a )  in 
e inem  H ilfsk o o rd in a ten sy stem  u n d  b) im en d g ü ltig en  K o o rd in a ten sy stem . E s w e rd en  zum  
S ch luß  noch  w eite re  B eispiele a n g efü h rt, wo diese M ethode bei de r A usgleichung v o n  S tre c k e n 
n e tzen  v o r te ilh a f t  verw en d e t w erden kann .

D ie B e d e u tu n g  der S treck en n e tze  n im m t im  Z e ita lte r d er G eo d im e te r  
u n d  T e llu ro m e te r  s tän d ig  zu. Es k a n n  d a h e r  u ns n ich t w u n d ern , w e n n  eine 
im m er g rö ß er w erdende L ite ra tu r  d ie  A usgleichsproblem e so lcher N etze  
b e h a n d e lt . A uch  w ir h aben  u ns w ied e rh o lt m it d e r A usgleichung d e r w ohl 
w ic h tig s te n  G ru n d fig u r der S treck en n e tze , des S treckenv ierecks b e fa ß t  [1, 2, 
3, 4 ] u n d  n a c h  d er M ethode d er b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  einige L ö su n g en  
angegeben .

D ie A usg le ichung  nach  den  b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  h a t  b e i S tre c k e n 
v ie reck en  b e k a n n tlic h  den V orte il (A bb. 1), d aß  zw ischen 6 gem essenen  S e iten  
n u r  e ine  B ed ingungsg le ichung  b e s te h t, die d a h e r  n u r  eine N o rm alg le ich u n g  
e rfo rd e r t. D ie B ed ingung  b e s te h t a lle rd in g s zw ischen den aus d en  e in ze ln en  
D re ieck en  b e re c h n e ten  W inkeln  (die S um m e d er aus den e n tsp re c h e n d en  
D re ieck en  gem essenen  W inkel m uß  e in em  aus einem  d r itte n  D re ieck  g e rech 
n e te n  en tsp re c h e n d en  W inkel gleich se in , z. B . G  -f- C2 =  C3). So s in d  die 
K o e ffiz ien ten  d e r B edingungsg le ichung  n ic h t seh r einfach , u n d  m a n  b ra u c h t  
dab e i die T afe ln  der tr ig o n o m e trisch en  L u n k tio n e n  zu den  K o o rd in a te n 
b e re c h n u n g e n  au ch  nach  der A usg le ichung . D ieser U m stan d  is t fü r  d ie  B e re c h 
n u n g  щ к  e lek tro n isch en  R ech en m asch in en  n ic h t günstig .

B ei d e r  A usgleichung n ach  den  v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  s in d  die 
K o effiz ien ten  d e r V erm ittlu n g sg le ich u n g en  b e k a n n tlic h  sehr e in fach , u n d  m an

16 A c ta  T e c h n . H u n g .  4 7 .  ( 1 9 6 4 )
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e rh ä l t  als E rg eb n is  d e r  A usgleichung so fo rt d ie K o o rd in a ten  hzw . die K o o r
d in a ten zu sch läg e . D e r  g roße  N achteil b e s te h t  h ie r  d a rin , daß  m an  be i d ieser 
A usg leichung , wo d ie  K o o rd in a ten zu sch läg e  d e r  P u n k te  als U n b e k a n n te  auf- 
t r e te n ,  viel U n b e k a n n te  u n d  so viel N o rm alg le ich u n g en  h a t. S elbst in  dem  
v e re in fa ch te n  F a ll, d a ß  m a n  ein H ilfsk o o rd in a te n sy s te m  m it dem  N u llp u n k t 
in  dem  einen E c k p u n k t  des S treckenv ierecks e in fü h r t  u n d  die л:-A chse d u rc h  
e in en  an d eren  E c k p u n k t  leg t, sind noch  5 K o o rd in a te n  zu b estim m en , w ozu  
5 N orm alg le ich u n g en  erfo rderlich  sind . D iese b e d e u te n  im  V ergleich  zu d e r 
e in en  N o rm alg le ich u n g  d e r  bed ing ten  B e o b a c h tu n g e n  eine ansehnliche M ehr
a rb e it  in  den  R e ch n u n g en .

E s e rh eb t sich  d ie  F rag e , ob es n ic h t m ö g lich  is t, die V orteile  d er b e id en  
A u sg le ich u n g sm eth o d en  b is zu einem  gew issen  G rade zu verein igen . H ierzu

g ib t o ffenkund ig  d as  v o n  u n s  schon w ied erh o lt a n g ew an d te  V erfah ren  [5, 6, 7] 
eine M öglichkeit, bei w elchem  die G leichungen  d e r  v e rm itte ln d e n  B e o b a c h tu n 
gen a u f  m a th e m a tisc h e m  W ege in G le ichungen  d e r b ed in g ten  B eo b ach tu n g en  
u m g ew an d e lt w erd en .

B ezeichnen  w ir d ie  N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  d er P u n k te  В  u n d  C m it 
e in em  N ullindex , d ie  gem essenen u n d  e n tsp re c h e n d  a u f  die H o riz o n t.aie 
u m g erech n e ten  S e iten  m it einem  S trich in d ex , so k a n n  fü r  die in  d er A bb 1 
m it  6 beze ichnete  S eite  s6 fo lgende V erm ittlu n g sg le ich u n g  angeschrieben  w erden  :

B C  = s 6 +  v„ =  \{x°c +  äxc — x°B — ôxB)2 +  (y°c  +  ö y c  — y°B — <5y Bf . (1)

W ird  n u n  die den  N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  x°c , y°c u n d  x °B, y°B en tsp re c h e n d e  
S eite  m it sj? b e ze ich n e t, so e rh ä lt m an  aus G l. (1) du rch  R eih en en tw ick lu n g  
u n d  bei V ern ach lässig u n g  der k leinen G lied e r h ö h ere r O rdnung  fo lgende 
V erm ittlu n g s- hzw . V erbesserungsg le ichung :

5 6
*-bxr * c ~

*6
dxB - f У с - У в

*6
дУ с ~

Ус ' У в
в0S6

дув +  s6 —s6- (2)
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W ir fü h ren  zu r A b k ü rzu n g  folgende B eze ich n u n g en  ein:

„0
s 6

У с - У в
4

b. (3)

D an n  k a n n  Gl. (2) wie fo lg t geschrieben  w erd en :

v6 =  a 0 dxc -  ae öxB +  6e dyc — 6e öyB +  Z6 . (4)

G ru n d sä tz lich  ähn lich  kön n en  die V erm ittlu n g sg le ich u n g en  d e r  ü b rigen  
5 gem essenen  u n d  a u f  die H o rizo n ta le  u m g erech n e ten  S e iten  angegeben  
w erden . H ie r m u ß  ab e r noch  in  B e tra c h t gezogen  w erden, daß  bei au s  О aus
geh en d en  S e iten  x n0, y n0 sowie <S%0 u n d  d y 0 g leich  N ull sind, w e ite rs , d a ß  zur 
B estim m u n g  d er K o o rd in a ten  die R ic h tu n g  e iner Seite b e k a n n t se in  m uß. 
I s t  dies n ic h t d er F a ll, so n im m t m an  z u r  A usgleichung ein H ilfsk o o rd in a te n 
sy s tem  m it dem  U rsp ru n g  in  О u n d  m it  d e r  л:-Achse z. B. d u rc h  A  a n  und  
b ez ieh t die B erech n u n g  a u f  dieses S y s te m . W ir wollen zu e rs t d ie sen  Fall 
b eh an d e ln .

1. B erechnung des Streckenvierecks in  einem  H ilfskoordinatensystem  

E n tsp re c h e n d  dem  vorherigen  so llen  die N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  von 
A  m it s4 [ x \  =  s(, у  а  =  0), jen e  von  В  au s  s2 u n d  Sj, endlich die v o n  C aus 
S3 u n d  s4 e rm itte l t  w erden . D an n  s ind  d ie  re in en  Glieder Z4, Z2, Z3, Z4 u n d  Z. 
d ieser V erbesserungsg le ichungen  gleich N u ll u n d  m an  e rh ä lt fo lg en d e  v e re in 
fach te  B eziehungen :

V1 =  &X A  »
v2 =  a.,öxB +  b2öyB ,

v3 =  a3 öxc +  b3öyc  , (4a)
u4 =  a f)x c — a4ö xA - f  64dyc , 

v5 =  а- дхв  -  a.oö x A +  baöyB ,

A us d en  G in. fü r  vlt v2 u n d  v5 k ö n n e n  ô x A, öxB u n d  öyB, au s  je n e n  fü r 
Uj, t>3 u n d  v4 ab e r öxc  u n d  öyc  als F u n k tio n e n  d er V erbesserungen a u sg e d rü c k t 
w e rd e n :

bxA =  ®4

h  v 2 —  b 2( a ö v 4 +  V-)öxB =
o2 bb — aüb2

0Ув =

ôxc =

ô>'c =

—  «5 «2 +  « 2  (« 5  V1 +

«2 Ьъ —  a b b2 

l>iv3 — b3{a4 v 1 +  v4) 

a3 t t  — a 4 b3

— a4 V jA - a3(a4 v 4 +  ®4)

«3 b4 — a 4 b3

(5)

16* Acta Techn. Hung. 47. (1964)



244 A. TÄRCZY-H0RN0CH

W e n n  w ir diese W e rte  in  Gl. (4) e in se tzen , so e rh a lten  w ir n a c h  e n t 
sp re c h e n d e r  O rdnung  die e inzige B ed ingun g sg le ich u n g  in  fo lgender F o rm :

a 4(a3 b6 — a0b3) ab(a.2 ^  — a662) __ , a 5 b6 — a6 65

« 3  ^4 ai ^3 a i b3 ®5 b2 o2 b5 a3 b2

ai b$ 64 o3 6e a 6 b3 a 2 fre a6 b2
— ------------------V3 -f- ------------------- v i  —■ -------------------V,

a3 64 — o4 bs a :} bi — a 4 f>3 a 2 ^5 — a 5 62

— ve +  — 0 •

( 6 )

D ie w e ite re  A uflösung k a n n  sow ohl im  F alle  v o n  g le ichen  als auch hei v e rsc h ie 
d en e n  G ew ich ten  als b e k a n n t v o rau sg ese tz t w e rd en .

E s  sei h ier b e m e rk t, d a ß  Gl. (6) m it A u ssc h a ltu n g  einer je d e n  t r a n s 
z e n d e n te n  F u n k tio n  h e rg e le ite t w urde.

G l. (6) is t n u r  sch e in b ar k o m p liz ie rt: m an  h a t  z. B . n u r zweierlei N e n n e r. 
E s i s t  a u c h  von  großem  V o rte il, d aß  die lan g sam e In te rp o la tio n  in  den  t r ig o n o 
m e tr is c h e n  F u n k tio n en  se lb s t d a n n  e n tfä llt , w e n n  die K oeffiz ien ten  z. B . 
n a c h  G l. (3).

in  d e r  F o rm  von  cos 6 aus T afe ln  (wobei 6 den  B ich tungsw inkel d er S eite  
6 b e z e ic h n e t)  aufgeschlagen  w erd en , da fü r die G en au ig k e it der K o effiz ien ten  
die W in k e lfu n k tio n e n  d er a u f  10" a b g e ru n d e te n  W erte  in d er R ege l 
sch o n  z u  genau  sind. D er g ro ß e  V orteil, d aß  m a n  in  K enn tn is  d er S e ite n 
v e rb e sse ru n g e n  n ach  G in. (5) so fo rt die K o o rd in a ten zu sch läg e  b e re c h n e n  
k a n n , k o m m t h ier, bei V erw en d u n g  eines H ilfsk o o rd in a ten sy stem s, n ic h t  
u n m it te lb a r  zu r G eltung , d a  d iese noch in  das e n d g ü ltig e  System  u m g e re c h n e t 
w e rd e n  m üssen .

G l. (6) k an n  noch  w e ite r  v e re in fach t w e rd e n . E s is t näm lich :

Ус
b.j sin 3 s3

a 3 64 — a4 b g cos 3 s in  4 — cos 4 sin3 „ vc . y c
COS D ----- ---  COS ti

S„ » ,

___________4 __________
s3 cos 3 — s4 cos 4 s4

Ä h n lic h  w ird :

sin 2 s5 s in  5 s2
cos 2 sin  5 — cos 5 sin  2 s4 ’ cos 2 sin  5 — cos 5 sin 2 s4
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usw . M an k a n n  deshalb  Gl. (6) wie fo lg t sch re iben :

«4К  — «в h )  s4 a-o(a2 К  — аь bi) -sr,
b„

+
6*

« 5  - S 2
V 2 —

« 4  h c, - a 6 b.i S3

К S 1 . b S 1

К )  . S4 V .  ----
« 2  h  —  « « К  *5

S 1 4 К • l l

vl +  

»3 +

(6a)

D ie K oeffiz ien ten  d er G l. (6) k ö n n e n  d u rch  W in k e lfu n k tio n e n  auch 
noch  anders au sg ed rü ck t w erd en . D iese h a b e n  bei der B erechnung  m it  e lek tro 
n ischen  R echenm asch inen  n u r  w enig  B e d e u tu n g ; sie sollen a b e r  gew isser 
V ergleiche u n d  d er V o lls tän d ig k e it h a lb e r  d och  an g efü h rt w erd en .

W enn  w ir in  A bb. 1. d ie  den  S e iten  en tsp rech en d en  R ich tu n g sw in k e l 
1, 2, 3 usw . m it Pfeilen b eze ich n en , so w ird  im  Sinne der G in . (3)

a3 b6 — ae b3 =  cos 3 sin  6 — cos 6 sin  3 =  sin (6 — 3) 

usw . M an k a n n  deshalb  Gl. (6) au ch  wie fo lg t angeben:

sin(6 — 3) cos 4 
sin(4  — 3)

sin (6  — 2) cos 5 
sin (5  — 2) ®i +

sin(6 — 5) 

sin(5 — 2)

sin(6 — 4) sin(6 — 3) sin (6  — 2) 

sin(4 — 3) 3 sin(4 — 3) 4 sin (5  — 2)
(6 b)

Im  F a lle , w enn v1 =  0 , v3 =  0 u n d  =  0 sind , d. h. w en n  d ie  P u n k te  
0 ,  A ,  u n d  C als fehlerfreie gegebene P u n k te  angenom m en w erden , d a n n  b e s te h t 
die A ufgabe d a r in , aus diesen P u n k te n  d en  P u n k t  В  m it H ilfe d e r  gem essenen  
S e iten  s à, s5 u n d  s6 e in zuscha lten  (E in sch n e id en  aus drei P u n k te n  m it  gem esse
nen  L än g en ; au ch  B o g en sch n itt aus d re i P u n k te n ) . Aus Gl. (6) e n ts te h t  fü r 
d iesen  F a ll die B eziehung:

sin(6 — 5) v2 — sin(6 — 2) v5 — sin(5 — 2) ve -(- sin(5 — 2) Ze =  0 . (6c)

D iese B eziehung  en tsp rich t s in n g em äß  d e r, v o r  Gl. (1) in  [7] s te h e n d e n , für 
d iesen  F a ll a u f  anderem  W ege h e rg e le ite ten  B eziehung. M it R ü c k s ic h t d a rau f, 
d aß  in  Gl. (6c) übera ll die D iffe renzen  v o n  R ich tu n g en  a u f tre te n , is t  ihre 
G ü ltig k e it u n ab h än g ig  vom  K o o rd in a te n sy s te m  u n d  sie is t so m it a u c h  fü r  das 
en d g ü ltig e  K o o rd in a ten sy stem  g ü ltig . A b er n u r  Gl. (6c) fü r das E in sch n e id en  
u n d  n ic h t au ch  Gin. (6a) u . (6b), d enn  es k o m m en  in  den le tz te re n  a u c h  die 
v o n  d e r A n n ah m e des K o o rd in a te n sy s te m s  ab h äng igen  W erte  cos 4 , cos 5
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w e ite rs  s in  2, sin 3 usw . v o r . E in e  In te rp o la tio n  b e i d en  W in k e lfu n k tio n en  is t  
bei d e r  e rfo rderlichen  G en au ig k e it der K o e ffiz ien ten  in  der Regel au ch  h ie r  
n ic h t e rfo rderlich .

D ie  W id ersp ru ch sg le ich u n g  k an n  n a tü r lic h  n ic h t n u r fü r die S eite  s6, 
so n d e rn  au ch  fü r eine a n d e re  Seite, z. B . fü r  s3 angeschrieben  w erd en . In  
d iesem  F a lle  bestim m en  w ir d ie  N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  von C m it den  gem esse
n en  S e ite n  S4 u n d  s '6 au s A  u n d  B , wobei ö xc u n d  ôy c  als F u n k tio n e n  v o n  vx, 
v2, v4, v5 u n d  Vf- a u sg e d rü c k t w erden.

2. Berechnung des Streckenvierecks im  endgültigen Koordinatensystem

D ie B erechnung  im  en d g ü ltig en  K o o rd in a te n sy s te m  h a t bei n u r  e iner 
B ed ingungsg le ichung  n o c h  d e n  großen V orteil, d a ß  m an  m it Hilfe d e r K o o r

d in a ten zu sch läg e  so fo rt a u c h  die endgültigen  K o o rd in a te n  e rh ä lt. D ie A n w en 
d u n g  des endgü ltigen  S y s tem s  se tz t vo raus, d a ß  m a n  den R ich tu n g sw in k e l 
e in er S e ite , z. B. je n e n  d e r  S eite  1 in  A bb. 2, k e n n t.

W e n n  w ir n u n  d e r gem essenen  Seite s{ w ie d e r die V erbesserung  vL z u 
o rd n e n , so w erden d ie  K o o rd in a ten zu sch läg e  d e r  N äh e ru n g sk o o rd in a ten  
x °a u n d  y°A :

X  0
ö x A =  cos 1 = ---- v l =  a ± ,

4
Уд

0Уа  =  ví si« 1 =  bi v i -  (7 )
4

D ie N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  beziehen sich  n a c h  A bb. 2 allerd ings a u f  
e in  p a ra lle l verschobenes K o o rd in a ten sy stem  m it  О als N u llp u n k t. In  d iesem  
F a lle  m üssen  zu den  N ä h e ru n g sk o o rd in a ten  d e r  e inzelnen  P u n k te  n ic h t n u r  
die e n tsp rech en d en  K o o rd in a ten zu sch läg e , so n d e rn  auch  die en tsp rech en d en

A c t a  T e c h n  ■ H u n g .  4 7 . (1 9 6 4  )



ÜBER DIE AUSGLEICHUNG DER STRECKENNETZE 247

K o o rd in a ten  von  0  a d d ie r t w erden. D ie an g eg eb en en  B eziehungen  g e lten  aber 
au ch  fü r das en d g ü ltig e , para lle l n ic h t verschobene K o o rd in a te n sy s te m , 
v o rau sg ese tz t, d a ß  die endgü ltigen  K o o rd in a te n  von  0  gegeben sind .

W erden  n u n  die N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  von  В  m it H ilfe v o n  s2 u n d  S 5 , 

jen e  von  C m it S3 u n d  s4 b e rechne t, so s in d  /2, l3, i4 u n d  /5 au c h  h ie r  gleich 
N ull, w eshalb w ir fü r  v2 —  v5 h ier fo lgende V erbesserungsg le ichungen  e rh a lte n :

M it H ilfe d er Gl. (7) k ö n n en  w ir aus d en  G in . fü r  v2 und  vs die Z usch läge  öxB 
u n d  ôyB, aus je n e n  fü r  v3 u n d  u4 die Z u sch läg e  öxc u n d  <5yc wie fo lg t aus- 
d rü ck en :

W erden  n u n  die B eziehungen n ach  G in . (7) u . (7a) in  Gl. (4) e in g e fü h rt, 
so e n ts te h t die fo lgende einzige B ed in g u n g s- bzw . V erbesserungsg leichung  
im  en d g ü ltig en  S y stem :

V ergleichen w ir n u n  diese Gl. (8) m it Gl. (6) im  H ilfsk o o rd in a ten sy stem s, 
so f in d en  w ir n u r  in  dem  K oeffizien ten  и4 e ine  A bw eichung. D a rau s  fo lg t aber, 
d a ß  im  Falle , wo v1 =  0 , va =  0 , t>4 =  0 s in d , auch  aus ob iger B eziehung  
Gl. (6c) e n ts te h e n  m u ß , was au f an d e rem  W ege bereits fe s tg e s te llt w urde .
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W e n n  die N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  von  А , В  u n d  C n ich t m it den  e n ts p re 
c h e n d e n  gem essenen L ä n g e n  e rm itte l t  w u rd en , so erscheinen in  Gl. (8) m it 
d e n  en tsp re c h e n d en  K o effiz ien ten  au ch  die ü b rig en  /-G lieder. Von e in e r e ige
n e n  B e h a n d lu n g  dieses F a lle s  w ollen  w ir A b s ta n d  n eh m en , da das N u llw e rd en  
d e r  re in e n  Glieder f  —  Z5 le ic h t  zu  e rre ichen  is t.

D ie  B erechnung  n a c h  G l. (8) is t noch  v o r te ilh a f te r  als die m it G l. (6), 
d a  n u r  d e r  K oeffizien t v o n  e tw as län g er als in  Gl. (6) is t. M an e rh ä lt  a b e r  
d a f ü r  a u s  den  V erbesserungen  n a c h  Gl. (7) u n d  (7a) die K o o rd in a ten zu sch läg e  
im  e n d g ü ltig e n  System .

D ie  A usgleichung m it H ilfe  d er Gl. (8) is t  beso n d ers  bei großen  E n t f e r 
n u n g e n  v o rte ilh a ft, wo m a n  d ie  K ugel- bzw . E llip so id fo rm  der E rd e  b e rü c k 
s ic h tig e n  m uß . Bei den  b ish e rig en  M ethoden  d e r  A usgleichung n a c h  d en  
b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  b ra u c h te  m an  in  d iesem  F alle  zur A usg le ich u n g  
a u c h  d ie  sphärischen  bzw . sp h äro id isch en  E xzesse  u n d  m an  m uß  n a c h  d er 
A u sg le ic h u n g  m it den  sp h ä risc h e n  bzw . sp h äro id isch en  L ängen  die d em  
g e w ä h lte n  P ro jek tio n ssy s tem  e n tsp re c h e n d en  K o o rd in a te n  eigens b e re c h n e n . 
I n  d e m  h ie r  b eh an d e lten  F a ll  s ind  lediglich  d ie  gem essenen  u n d  a u f  die K u g e l 
b zw . a u f  das E llipsoid sich b e z ie h e n d en  L ängen  m it H ilfe  der, dem  P ro je k tio n s 
s y s te m  en tsp rech en d en  L ä n g e n v e rz e rru n g s fa k to re n  (wozu m an in  d e r  A u s
g le ic h u n g  n ich t v e rw en d b a re  e rste  N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  b ra u c h t)  u m z u 
re c h n e n , u n d  m an  k a n n  m it  d iesen  L ängen  in  d e r E b en e  die (zw eiten) N ä h e 
ru n g s k o o rd in a te n , die A u sg le ichung , die K o o rd in a ten zu sch läg e  u n d  en d lich  
d ie  P ro je k tio n sk o o rd in a te n  b e rech n en . D ies b e d e u te t eine b e a c h te n sw e rte  
V e re in fa c h u n g  der B e rech n u n g . H ie r m üssen  w ir die N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  
m m e r  m it  den  u rsp rü n g lich en  K o o rd in a ten  des P u n k te s  0  b e rech n en .

3. D  ie Anw endbarkeit des angegebenen Verfahrens allgemein bei der A u s 
g le ich u n g  von Streckennetzen

D as v o rh er angegebene A u sg le ich sv erfah ren  k a n n  auch  au f an sch ließ en d e  
S tre c k e n v ie rec k e  au sg ed eh n t w erd en . W ir k ö n n e n  z. B . n ach  A bb. 3. fo lg en d e  
w e ite re  V erbesserungsg le ichungen  an sch re ib en :

V1 =  « 7  ÔxD —  « 7  ÖXC +  b7 —  b 1 t y c  »

» 1 0  =  « 1 0  ÖXD — « 1 0  ä x B +  b io t y ü  — b io 0У в  > ( 1 0 )

v8 =  o8 SxE — a8 d xc +  b8 öyE — b8 öyc ,

»9 =  «9 ÖXE —  « 9  ÖXB +  b0 0УЕ —  b ÿ 0УВ ■

W e n n  in  diese Gin. ôxB, ôyB, ö x E u n d  öyc n a c h  G in . (7a) als F u n k tio n e n  d e r 
e n tsp re c h e n d e n  L än g en v erb esseru n g en  e in g e fü h rt w erd en , so kön n en  au s d en  
e r s te n  zw ei Gin. (10) ôxD, ö y D, aus den  zwei w e ite ren  Gin. ö xE, dyE als F u n k 
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tio n en  d er L än g en v erb esseru n g en  a u sg e d rü c k t w erden. W enn diese in  die 
fü r  su  g eltende V erbesserungsg leichung

«ix =  «u ÖXE — «il ö x d  +  bn 0У е  — bi  0Уй +  lu (10a)

ein g ese tz t w erden , e rh a lte n  w ir die zw eite B ed ingungs- bzw . V erb esse ru n g s
gleichung des in  A bb. 3 d a rg e s te llte n  S treck en n e tzes  usw . B em erk en sw ert 
is t d er U m sta n d , d aß  auch  h ie r die K o o rd in a ten zu sch läg e  als F u n k tio n e n

А 5 В 10

d e r L än g en v erb esseru n g en  aus je  zw ei G le ichungen , also e in fach  a u sg e d rü c k t 
w erden  kö n n en .

D as b e h a n d e lte  V erfah ren  is t  ab er b e i d iesen  ansch ließenden  S tre c k e n 
v ierecken  n ic h t m eh r so zw eckm äßig , d a  d e re n  B eziehungen im m e r länger 
w erden . W enn  ab e r die B erech n u n g  b e re its  a n  einem  E llipso id  e rfo lg en  m uß , 
d a n n  is t das h ie r  b eh an d e lte  V e rfah ren  infolge des E ntfa llene  der sp h äro id isch en  
E xzesse u n d  d e r P ro jek tio n sb e rech n u n g en  a u c h  in  diesem  F a lle  g ü n stig e r. 
E s is t ü b rigens g ar n ic h t erfo rd erlich , die K o o rd in a ten zu sch läg e  als F u n k tio n e n  
d er L än g en v erb esseru n g en  fo rm elm äß ig  a u szu d rü ck en . Es g en ü g t d ie  ein
zelnen öx u n d  öy  W erte  (hier aus G in. (10)) m it  zah lenm äßigen  K o e ffiz ien ten  
als F u n k tio n e n  d er L än g en v erb esseru n g en  zu  b e rech n en  u n d  in  die d en  W id e r
sp ru ch  e n th a lte n d e n  Gin. (h ier in  (10a)) e in zu se tzen .
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D a s  in  dieser S tu d ie  b e h a n d e lte  V e rfah ren  is t auch  d an n  g ü n stig , w enn  
m a n  b e i  m ehreren  an sch ließ en d en  D reiecken  a u ß e r  den  D reiecksse iten  auch  
d e re n  d u rch sch n e id en d e  L in ie  (in A bb. 4 d ie  L änge  OF)  m iß t. E s w erd en  
im  S in n e  d e r Gl. (7) in  d iesem  F a lle , falls 0  d e r  gegebene A n fa n g sp u n k t u n d  
O A  d ie  o rien tie rte  Seite b e d e u te t :

W ir  k ö n n e n  h ier m it H ilfe  v o n  (11) sowie d e r  e rs te n  zwei Gin. in  ( H a )  die 
W e r te  ö x B u n d  öyB; m it d ie sen  u n d  den zw ei fo lgenden  Gin. öxc u n d  öyc, 
m it  d e n  vo rherigen  Öx u n d  öy  W erten  sowie d en  fü r  v6 u n d  v7 an g esch rieb en en  
G in . ö x D u n d  öyB , end lich  m it den  b isherigen  öx  u n d  öy W erten  u n d  d en  zwei 
le tz te n  G in . in  (11a) die ö x F u n d  d y^-W erte  als F u n k tio n en  d er L ä n g e n 
v e rb e s se ru n g e n  au sd rü ck en . W en n  diese le tz te re n  in  die Gl.

t; io  =  « i o  Ôx f  +  bw by F +  hn ( l l b )

e in g e s e tz t  w erden (w obei s in n g em äß  Z10 =  s40 —  s{0 is t), e rh a lten  w ir  h ie r 
die e in z ig e  B edingungs- bzw . V erb esserungsg le ichung . Diese Lösung is t b e re its  
b e i k ü rz e re n  E n tfe rn u n g en , w o die B erech n u n g  d e r sphärischen  E xzesse  u n d  
die B e rü ck sich tig u n g  d er P ro je k tio n  n ich t n u r  be i der h ier an g eg eb en en  
M e th o d e , sondern  a llgem ein  e n tfä ll t ,  em p feh len sw ert.

D a s  b ehande lte  V e rfa h re n  is t b esonders d a n n  ra tsa m , w enn  in  den 
G in . (6) bzw . (8) die V e rb esse ru n g  «4 N ull is t ,  d . h . das V iereck sc h lie ß t sich 
an  zw ei gegebene P u n k te  0  u n d  A  an  (A bb. 5). In  diesem  Falle e rg ib t sich 
au s G l. (8) fü r  die B ed in g u n g s- bzw . V erbesserungsg le ichung  fo lgende B ezie
h u n g :

q5 bü ' q(i h

«2 К  -  «5 Ь2
a 4 Ь в  Я 6 Ь 4 I « 3  b 6 a 6 h_  — 17g —j—
a3 bi a4 b3 a3 b4 a4 bs ( 12)

a 2 b6 aC, bl

« 2  b a  —  « 5  b i
vö -  v6 +  h  =  0 •
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W enn sich an  dieses V iereck  ein w eiteres V iereck  a n sch ließ t, so w erden  n a tü r 
lich auch  in  den  w e ite ren  G in. vx bzw. öx& u n d  дуд  N u ll und  diese v ersch w in d en  
d ah er auch  in  d en  B ed in g u n g s-b zw . V erbesserungsg le ichungen  d er w e ite ren  
V ierecke.

G anz b eso n d ers  v o r te ilh a f t w ird das an g eg eb en e  V erfah ren , w enn  die 
aus V ierecken b e s te h e n d e  K e tte  sich b e id e rse its  a n  je  zwei gegebene P u n k te  
a n k n ü p ft, wie in  A bb . 6 an  die P u n k te  A  u n d  Q bzw . D  u n d  T . W enn  w ir im  
folgenden die e inze lnen  L än g en v erb esseru n g en  m it den  Ind izes ih re r  E n d 
p u n k te  bezeichnen , u n d  die N ä h e ru n g sk o o rd in a te n  w ieder m it den  gem essenen  
L ängen  b erech n en , so e rh a lte n  w ir z u n äch s t fo lgende  V erbesserungsg leichun-

Abb. 5

gen (erste  G ruppe):

v  AB = a AB öxE! -f Ь AB b y  В ■

VQB — aQB ÖXB + bçB b y  B >

VAR ~ a AR ÖXr + b AR b y  R ,

VQR = aQR ÖXr + bçR b y  R ,

VDC — a DC öxc + b DC b y  C ,

VTC ~ a TC öxc + b тс b y c .

VDS = a DS öxs + b D S

VTS — a TS 15xs +  <bTS b y  s -

(13)

M an k a n n  aus je  zw ei G in. die W erte  ô xB, ô yB, ô xR, ôyR, ôxc, ôyc, bx$ u n d  
d js  als F u n k tio n e n  d e r L än g enverbesserungen  in  e in facher F o rm  a u sd rü c k e n . 
W enn diese in  die fo lgende (zweite) G ruppe  m it  6 Gin. e ingesetz t w erd en :

v b c  =  а вс  öxc  — авс ö x b  ~b bßc byc  — bBC öyB -f- lBC , 

vbr — aBR öxr abr bxB - ( -  bBR d yR —  bBR öyB - j -  lBR,
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v b s  —  a B S  ô x s  — a B S  Ô X B +  1>b s  à y s  — b B S  ô y B -f- l e s  »
VCR =  a CR &X R  -  a CR ô x C +  b CR  d y R  — bCR Ô y c  - \ - I c r -, (14)

V CS —  a C S 0 X S  — a C S ô x C +  l>cs Ô y s  — b c s  ô y c  +  l c s ,

VR S =  a R S  ô x S  — a R S  à XR +  b R S  Ô y s  — bRS Ôy R  +  l Rs  5

so e n ts te h e n  h ier 6 B ed ingungs- bzw . Y erbesserungsg le ichungen , d e re n  A uf
lö su n g  in  der üb lichen  F o rm  erfolgen k a n n .

D e r V orteil des fü r  d en  in  A bb . 6 d a rg e s te llte n  F a ll an g eg eb en en  V er
fa h re n s  w ird  besonders b e m e rk b a r , w enn  w ir dieses m it der v o n  T h o r t o n - 
Sm it h  fü r  dieses P ro b lem  gegebenen  L ösung  [8] verg leichen . Bei ih m  ersch e in en

Abb. 6

fo lg en d e  6 B ed ingungsg le ichungen : Z u n ä c h s t w erden  in  den  d re i V ierecken  
je  e in e  W inkelbed ingungsg le ichung  (wie fü r  die W inkel C in  A b b . 1) an g e
sc h rie b e n . D azu k o m m t eine in  [8] als A zim u tb ed in g u n g sg le ich u n g  bezeich- 
n e te  B ed ingung , d aß  m a n  n äm lich  von  d er gegebenen  R ich tu n g  Q A  au sg eh en d  
m it  H ilfe  der aus d en  v e rb e sse rte n  L än g en  g erech n e ten  W inke ln  die g leich
fa lls  gegebene R ic h tu n g  T D  e rh a lte n  m u ß . D ie zwei le tz te n  B ed in g u n g s
g le ich u n g en  w erden en d lich  in  [8] d a d u rc h  e rh a lte n , daß  zu den g eo g rap h isch en  
L ä n g e n  bzw . B re iten  v o n  A  d u rch  A d d itio n  d er den v e rb e sse rte n  S e iten 
lä n g e n  u n d  R ich tu n g en  e n tsp re c h e n d en  geograph ischen  Längen- bzw . B re ite n 
u n te rsc h ie d e  m an je n e  des P u n k te s  D  e rh a lte n  m uß . Die L in e a rm a ch u n g  
in  b e z u g  a u f  die V erb esseru n g en  is t b esonders be i den  le tz te n  d re i B ed in g u n g s
g le ich u n g en  im  V ergleich  zu  den  hiesigen  G in. (13) u. (14) seh r v e rw ick e lt, 
w o b e i n och  dazu  bei u n s  die A usg le ichung  m it den  K o o rd in a ten zu sch läg en  
sc h o n  im  P ro jek tio n ssy s tem  se lb st v o rg en o m m en  w ird. In  dem  in  [8] b e h a n 
d e lte n  F a ll is t sogar die A usg le ichung  u n m itte lb a r  nach  den  v e rm itte ln d e n  
B e o b a c h tu n g e n  zw eckd ien licher, obw ohl d iese zu  8 N orm alg le ichungen  fü h rt. 
B e i u n se re r  U m form ung  h a b e n  w ir, w ie w ir sah en , 6 N orm alg le ichungen .

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



ÜBER DIE AUSGLEICHUNG DER STRECKENNETZE 253

Im  G egensatz zu  T h o r n t o n - S m i t h  g le ich t D o n a l d  W . S t i p p  d as  in  A bb. 
7 d a rg es te llte  S treck en n e tz  n ach  d en  v e rm itte ln d e n  B e o b a c h tu n g e n  aus [9]. 
H ie r  k ö n n en  w ir a b e r  diese L ösung  n ic h t m e h r  als v o rte ilh a ft a n se h e n , d a  bei 
d en  gegebenen  P u n k te n  10 und  12 u n d  be i zw ei überschüssigen  B eo b a c h tu n g e n  
die A usg leichung  n a c h  den  v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  6 U n b e k a n n te  (die 
K o o rd in a ten zu sch läg e  der P u n k te  13, 14 u . 15) u n d  so 6 N o rm alg le ich u n g en  
e rfo rd e r t, w äh ren d  m a n  bei der U m w a n d lu n g  in  die b ed in g ten  B e o b a c h tu n g e n  
schon  m it zwei N orm alg le ichungen  zu m  Z iele k o m m t, wie dies a u c h  die fol
g en d en  zeigen.

W en n  wir die N äh e ru n g sk o o rd in a te n  d e r P u n k te  13,14 u n d  15 v o n  10 u n d  
12 au sg eh en d  au ch  h ie r m it d en  gem essenen  L ängen  se lb st b e re c h n e n , so

A bb. 7

e n ts te h e n  zu n äch st die Y erbesserungsg le ichungen :

t>i =  a , <5д:13 6, &y23 •>

v2 =  a2 ö x13 +  6, öy13, 

v3 =  a3 ö xu  +  b3 <5y14 ,

v4 =  o4 öxu  — a4 <5*13 +  i>4 ô yu  — t 4 öyl3 , (15)

v3 =  a6öx13 — ac ôxl3 - f  ba ôyl5 — bR ö y 13 ,

v7 =  a7 ô x ls +  b7 öy15 .

A us d en  ers ten  zwei G in. kön n en  &r13 u n d  <5y13, aus den fo lg en d en  zw ei Gin.
(5л:,4 u n d  ôy u , en d lich  aus den zw ei le tz te n  G in. &t15 und  (5yls als F u n k tio n e n
d e r L än g en v erb esseru n g en  le ich t a u sg e d rü c k t w erden. W enn  diese in  die 
fo lgenden  zwei V erbesserungsg le ichungen

va =  a5 <5x14 +  b5 áy14 +  l-0 ,

vs =  ag öx13 — a8 öxlt +  b8 öy ls — bg ö yH +  lg (16)
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e in g e se tz t  w erden , e rh a lte n  w ir die zu r A u sg le ich u n g  erfo rderlichen  zwei 
B ed in g u n g s- bzw . Y erbesserungsg le ichungen , die zu  zwei N orm alg le ichungen  
fü h re n . V on einer fo rm elm äß ig en  H erle itu n g  k a n n  au c h  h ier A b stan d  g en o m 
m e n  w e rd e n , da  es au ch  h ie r  g enüg t, in G in . (16) d ie  zah lenm äßigen  K o e ffi
z ie n te n  einzusetzen .

M an  k a n n  die N äh e ru n g sk o o rd in a te n  des P u n k te s  14 se lb s tv e rs tän d lich  
a u c h  au s  10 u n d  12 m it d en  gem essenen S tre c k e n  3 u n d  5 berechnen , in  w el
ch em  F a lle  die eine B e d in g u n g  sich au f die S tre c k e  4 beziehen m uß .

*

D iese U n te rsu ch u n g en  zeigen auch, d a ß  es in  v ie len  F ällen  zw eckm äß ig  
is t ,  d ie  G leichungen  n a c h  d e n  v e rm itte ln d en  B e o b a c h tu n g e n  a u f  m a th e m a ti
sch em  W ege in  jen e  d e r b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  um zu w an d eln  u n d  d a n n  
d iese  z u  lösen . Dies g ilt b eso n d e rs  dann  —  w ie a u c h  in  den  h ier b e h a n d e lte n  
F ä lle n  — , w enn

a )  im  V ergleich zu  d en  n ic h t gem essenen U n b e k a n n te n  die A n zah l d er 
ü b e rsc h ü ss ig e n  B e o b a c h tu n g e n  gering is t,

b)  w enn  die B ed ingungsg le ichungen  u m s tä n d lic h , die v e rm itte ln d e n  
d a g e g e n  ein fach  sind , u n d  end lich ,

c )  w enn  die e inze lnen  n ic h t  gem essenen U n b e k a n n te n  le ich t als F u n k 
t io n e n  d e r  V erbesserungen  au sg ed rü ck t w erd en .

J e  m e h r diese U m s tä n d e  besteh en , u m  so e n tsc h e id e n d e r  is t  d e r V o rte il, 
d e r  b e i d e r A usg le ichung  d u rc h  die U m w a n d lu n g  d er B eziehungen  d e r 
v e rm itte ln d e n  B e o b a c h tu n g e n  in  jen e  der b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  e n ts te h t .
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T H E  A D JU S T M E N T  O F  N E T W O R K  W IT H  M E A S U R E D  SID E S  BY C O O R D IN A T E S  
A C C O R D IN G  TO  T H E  M E T H O D  O F C O N D IT IO N A L  O B S E R V A T IO N S

A. TÁRCZY-HORNOCH

SU M M A RY

As is w ell know n, fo r q u a d rila te ra l  w ith  m ea su re d  sides th e  in d irec t e q u a tio n s  can 
easily  be se t u p . H ow ever, in  th e  case o f on ly  a  few  su p e ra b u n d a n t m ea su re m e n ts  i t  is 
d isad v an tag eo u s  t h a t  th e  co o rd in a tes  o f p o in ts , ta k in g  sam e as unknow ns, give re la tiv e ly  
m an y  no rm al e q u a tio n s . B u t, if  th e  in d irec t e q u a tio n s  are  a p p ro p ria te ly  g ro u p e d , and  
from  each  tw o  e q u a tio n s  th e  co ord ina tes of one p o in t e ach  are  expressed  as a  fu n c tio n  
of th e  re s id u a ls  fu r th e rm o re , if  th e  so o b ta in ed  re la tio n s  a re  su b s ti tu te d  in to  th e  la s t  in d i
re c t eq u a tio n , th e n  th e  p ro b lem  can  be solved by  one s ing le  n o rm al eq u atio n  a n d  as a  re su lt 
th e  co o rd in a tes  o f these  p o in ts  can  im m ed ia te ly  be o b ta in e d . T h is is especially  a d v an tag e o u s , 
in  th e  case o f larg e  d is tan ces because  th e  calcu la tio n  o f  sp h e rica l o r ellipsoidal ang le-excesses 
resp ec tiv e ly , a n d  of p ro jec tio n  coo rd in a tes  becom es su p e rflu o u s .

In  th e  p re se n t p a p e r th e  a d ju s tm e n t of q u a d r ila te ra ls  w ith  m easured  sides to  coor
d in a te s  is d e a lt  w ith  in  co n fo rm ity  w ith  th e  m e th o d  o f c o n d itio n a l m easu rem en ts  in  tw o 
v a r ia tio n s , n am e ly : a)  in a sy s tem  of a u x ilia ry  c o o rd in a te s , a n d  b) in  th e  d e fin itiv e  sy s te m  of 
coord ina tes. F in a lly , th e  p a p e r also in tro d u ces e x am p les  fo r a fu r th e r  ad v an tag e o u s  u t i l i 
zation  of th e  m eth o d  in  eq u a tio n  to  be used in  th e  a d ju s tm e n t  of ne tw ork .

C O M PEN SA TIO N  P A R  C O O R D O N N É E S D E S Q U A D R IL A T È R E S  A U X  C Ô T É S M E S U R É  S 
S E L O N  LA M É T H O D E  D E S O B S E R V A T IO N S C O N D IT IO N N E L L E S

A. TÁRCZY-HORNOCH

R É SU M É

On sa it q u ’en  cas de q u a d rila tè res  aux  côtés m esu rés , il e s t aisé de d o n n er les é q u a tio n s  
in te rm éd ia ire s  p o u r  les longueurs m esurées. C ep en d an t, e n  cas de m esures su ra b o n d a n te s , c e tte  
m éthode  p ré sen te  l’in co n v en ien t que les coordonnées des p o in ts  considérées com m e in co n n u es 
d o n n en t u n  n o m b re  re la tiv e m e n t g ran d  d ’éq u a tio n s  n o rm a le s . M ais si, en g ro u p a n t co n v en a 
b lem en t p a r  d e u x  les éq u a tio n s  in te rm éd ia ires , on e x p rim e  les coordonnées des p o in ts  de  c h a 
que groupe, en  fo n c tio n  des correc tions des côtés, e t  on  les su b s ti tu e  dans la  d e rn iè re  é q u a tio n  
in te rm éd ia ire  c o n v en ab lem en t choisie, le p rob lèm e p e u t  ê tre  réso lu  p a r une é q u a tio n  n o rm ale  
e t les coordonnées des p o in ts  so n t a lors o b ten u es d ire c te m e n t. E n  cas s u r to u t  de g ran d es 
d istan ces , c e tte  m éth o d e  a l’a v an tag e  de d ispenser du  c a lcu l de l ’excès d’angle sp h é riq u e , resp . 
e llipso ïd ique , e t  des coordonnées p lanes.

L ’é tu d e  t r a i te  de la  co m p en sa tio n  p a r  coordonnées des q u ad rila tè res  au x  cô tés m esu rés , 
selon la m éth o d e  des o b se rv a tio n s conditionnelles a)  d a n s  u n  systèm e de coordonnées a u x ilia ire , 
e t b) dans u n  sy s tèm e  de coordonnées d é fin itif. E lle p ré se n te  en fin  des exem ples d ’a u tre s  a p p li
cations a v an tag e u se s  de la m éthode  p o u r co m p en sa tio n  des q u a d rila tè res  a u x  cô tés m esurés.
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ВЫРАВНЕНИЕ КВАДРАТОВ СЕТИ ДАЛЬНОИЗМЕРЕНИЯ 
КООРДИНАТАМИ ПО МЕТОДУ УСЛОВНЫХ ИЗМЕРЕНИЙ

А. Т А Р Ц И - Х О Р Н О Х

РЕЗЮМЕ

К ак известно, в квадратах сети дальноизмерения нетрудно задать вспомогатель
ные уравнения измеренных расстояний. Однако, при отсутствии достаточного количества 
дополнительных измерений, координаты точек, как неизвестные, приводят к сравни
тельно большому количеству нормальных уравнений. Но если путем соответствующей 
группировки вспомогательных уравнений брать по два вспомогательных уравнения и 
выразить координаты по одну точку в функции поправок расстояний и подставить их 
соответствующим образом в подобранное последнее вспомогательное уравнение, то задача 
решается одним нормальным уравнением и в качестве результата сразу получаются ко
ординаты пунктов. Особенно при больших расстояниях, преимущество такого приема 
заключается в том, что отпадает необходимость вычисления излишних сферических или 
эллиптических углов и проективных координат.

Выравнение квадратов дальноизмерения по координатам рассматривается в работе 
по методу условных измерений а) в системе воспомогательных координат и б) в оконча
тельной системе координат. В заключении приводятся примеры дальнейшего эффектив
ного применения предлагаемого метода для выравнения сетей дальноизмерения.
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О ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ СЛОВАРЯХ

К. НЕКРАСОВА
У Н И В Е Р С И Т Е Т  К И Ш И Н Ё В

[Поступило 10 октября 1963 г.]

Переводные и толковые отраслевые словари используются при чтении 
иностранной технической литературы широкими кругами специалистов и 
студентами высших и средних учебных заведений.

В Советском Союзе и в социалистических странах с каждым годом 
увеличивается количество переводных и толковых словарей по различным 
областям науки и техники. Составлением такого рода словарей занимаются 
разные издательства, а также отдельные лица и группы лиц. К сожалению, 
работа по составлению словарей все еще остается не вполне исследованной 
и координированной; отсутствуют даже обзоры вышедших в свет словарей.

В нашей статье мы даем обзор геодезических словарей, вышедших 
за последние 20 лет в СССР и отчасти в странах народной демократии.

/. Геодезические словари, изданные в СССР

В дореволюционной России геодезические переводные и толковые 
словари не издавались. Некоторое количество терминов по этой отрасли 
науки и техники можно было найти лишь в общих переводных технических 
(политехнических) словарях.

В советское время в СССР изданы следующие геодезические словари:
1. Немецко-русский геодезический словарь, составленный Е. Лундом, 

изд. 1940 г.
2. Англо-русский словарь по картографии, геодезии и аэрофототопог

рафии, составленный Г. Гальпериным, изд. 1958 г.
3. Немецко-русский геодезический словарь, составленный И. Писку

новой, изд. 1961 г.

1

Немецко-русский геодезический словарь Е. Лунда содержит около 
5500 заглавных слов. В предисловии Словаря указаны основные отрасли 
знания, нашедшие отражение в словаре (геодезия, картография, астрономия
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и т. д.). Назначение словаря в основном учебное, т. к. он предназначен для 
студентов высших геодезических учебных заведений.

Словарь Е. Лунда — первый геодезический переводный словарь, вы
шедший в СССР. Ему были присущи некоторые недостатки, которые сво
дятся к следующему:

1. Неполный охват даже основной геодезической лексики.
2. Перегрузка общелитературной лексикой, около 16% данных в сло

варе Лунда заглавных слов можно найти в любом общем немецко-русском 
переводном словаре.

3. Перегрузка терминами, относящимися к химии и полиграфии.
4. Отсутствие ряда терминов практической астрономии, графики и 

математики, применяемых в геодезии.
5. Отсутствие в очень многих случаях указаний относительно области 

применения данных в словаре терминов.
6. Чрезмерная множественность переводов немецких слов на русский

язык.
7. Отсутствие в словаре рисунков, схем, т. е. наглядных иллюстраций, 

которые имеют особо важное значение, в особенности в отношении терминов, 
относящихся к устройству, функционированию, поверке и исследованию 
геодезических приборов.

2

Англе-русский словарь по картографии, геодезии и аэрофототопог
рафии, составленный Г. Гальпериным, содержит около 9300 слов и сосре
доточивает в себе материал, относящийся к картографии, картоиздатель
скому делу, геодезии и аэрофототопографии. К англо-русской части имеется 
указатель русских слов и выражений, что делает возможным использование 
словаря и для перевода с русского языка на английский.

Словарь Гальперина является ценным пособием для советских специа
листов и студентов, имеющих дело с геодезической (и картографической) 
литературой на английском языке. Охват геодезической терминологии 
английского языка вполне достаточен.

Следует упомянуть о некоторых недостатках словаря Гальперина:
1. Отсутствие указаний по произношению, несмотря на то, что сло

варь предназначен для использования в высших учебных заведениях, где 
овладение правильной устной речью настолько же важно, как и приобре
тение навыков правильного перевода.

2. Несколько своеобразный метод гнездования, при котором материал 
не сосредоточен в одной словарной статье под одним заглавным словом. 
Заглавное слово повторяется таким образом много раз.
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3. Обилие слов общелитературного английского языка (напр., library, 
room, book, society).

4. Чрезмерная множественность русских переводов.
5. Отсутствие должного критицизма в подаче русских переводов.
6. Отсутствие грамматических помет.
7. Отсутствие рисунков и схем.

3

Немецко-русский геодезический словарь, составленный И. Пискуно
вой, содержит около 12 000 слов и претендует на исчерпывающую полноту 
охвата терминологии геодезии, а также картографии и фотограмметрии.

Несомненно, что словарь Пискуновой, появившийся через 20 лет после 
выхода в свет словаря Лунда, представляет собой шаг вперед по сравнению 
с этим словарем. Однако в словаре Пискуновой тоже много недостатков:

1. Отсутствие критического подхода к составлению словника, т. к. 
автор словаря как бы механически выписывал материал из ранее изданных 
словарей. Так бросается в глаза чересчур широкое, некритическое исполь
зование несколько уже устаревшего политехнического словаря Белькинда  
(1948 г.), благодаря чему в словарь были внесены слова — D u a litä t , Skip, 
A k tio n , A sso rtim en t, A ufw and.

2. Обилие общелитературных слов (напр., a k tiv , behufs, selbst).
3. Значительное количество погрешностей в переводной, русской 

части.
4. Отсутствие рисунков и схем.

II. Геодезические словари, изданные в странах народной 
демократии

Насколько нам удалось выяснить, в странах народной демократии из
даны следующие геодезические словари:

1. Русско-чешский геодезический словарь, 1954, авторы: L. A. H r a b y n a , 
N .  Y . N è m c e n k o , К . K u c e r a , F . B r o z .

2. Slow nik g eo d esy jn y  w 5 ja z y k a c h  (po lsk im , ro sy jsk im , n iem ieck im , 
ang ielsk im , fran cu sk im ), 1955, W arszaw a.

3. Венгерский терминологический словарь по низшей геодезии, 
„ Á l t a l á n o s  g e o d é z i a ” , составленный доктором R é d e y  I, 1961 Г.

1

Русско-чешский геодезический словарь содержит около 12 500 слов, 
причем они относятся не только к геодезии, но также к ряду других 
областей (физика, химия, геология, география и др.). Несмотря на доста
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точно положительные качества данного словаря, в нем имеется ряд недо
статков, к которым можно отнести:

1. Обилие малоупотребительных слов.
2. Пропуск многих русских геодезических терминов.
3. Наличие неудачных переводов русских слов на чешский язык, 

на что указывал Н. И . М одринский  (рецензия — «О русско-чешском геоде
зическом словаре» — в «Трудах МИГАиК», — 1957 г.).

2

Пятиязычный геодезический словарь, увидевший свет в Польше, содер
жит в себе геодезическую лексику языков польского, русского, немецкого, 
английского и французского. Всего в этом словаре около 5000 терминов. 
Несмотря на то, что польский словарь обладает значительными достоин
ствами, можно указать на недостатки, характерные и для вышеперечислен
ных словарей-двуязычных:

1. Обилие общелитературных слов (пролетать, пыль, полночь и др.).
2. Неполнота охвата геодезической лексики.
3. Неточность ряда переводов на различные языки.

3
« Á lta lános geodézia»  является толковым словарем по низшей гео

дезии и представляет собой один из выпусков большой серии толковых 
словарей, издаваемых Академией наук Венгрии. В словаре около 1500 тер
минов, расположенные в алфавитном порядке. Пояснительный текст к каж
дому термину достаточно краток. Особенность данного словаря состоит в том, 
что наряду с терминами венгерскими в большинстве случаев приведены соот
ветствующие термины (без пояснительного текста) на немецком, английском 
и русском языках. Помимо основного текста в словаре имеются алфавит
ные указатели немецких, английских и русских геодезических терминов, 
приведенных в словаре, а также сводный алфавитный указатель венгерских 
терминов с указанием соответствующих им немецких, английских и русс
ких эквивалентов.

Говоря о словаре д-ра Редей, мы должны с сожалением отметить, что 
в СССР до сего времени не издан толковый словарь, аналогичный словарю 
д-ра Редей.

Заключение

1. Геодезическим словарям везде уделяется достаточное внимание, 
причем наибольшее внимание подобным словарям уделено до сего времени 
в Польской и Венгерской народных республиках. В СССР еще не издавался 
толковый геодезический словарь или многоязычный геодезический словарь.

Act I Techn. Hung. 47. (1964)



О ГЕО ДЕЗИ ЧЕС КИ Х  СЛОВАРЯХ 261

2. Исследование и обобщение опыта работы по составлению и изданию 
геодезических переводных и толковых словарей еще не привлекло к себе 
надлежащего внимания, благодаря чему в изданных до сего времени геодези
ческих словарях наблюдаются существенные недостатки, устранение кото
рых — дело ближайшего будущего.
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BUCHBESPR ECHUNG

Dr. A . Réthly  — D r. Z . Berkes

N O R D L IC H T B E O B A C H T U N G E N  IN  U N G A R N  (1523 I960)

V erlag  der U ngarischen  A kadem ie der W issenschaften , B u d a p es t 1963. 189 S e ite n , 21 B ilder,
4 farbige B eilagen .

Die F o rsch u n g  de r H ä u fig k e it des N o rd lich tes  h a t  in U ngarn  wohl der g eo g rap h isch en  
B re ite  w egen geringere  B e d eu tu n g  als in  an d eren , n ö rd lic h e r gelegenen L än d ern . D er g e sc h ic h t
liche W ert der in d iesem  B uch  beschriebenen  B e o b ac h tu n g e n  u n d  die E rg eb n isse  die m an  
bei ih re r  A u sw ertung  e rh ie lt, zeig ten  jedoch , d a ß  a u ch  bei m ittle ren  g eo g rap h isch en  B re iten  
B eobach tungen  fü r  die N o rd lich tfo rschung  w ertv o ll sein können . Die h ier a n g e s te ll te n  B eob
ach tu n g en  ü b er die B estim m u n g  der A usdeh n u n g  d e r N ord lich tersch e in u n g en , d ie  beso n d ers 
in J a h re n  s ta rk e r  S o n n e n tä tig k e it sehr in ten siv  s in d , le is ten  bei der B estim m u n g  d e r E nerg ie  
de r das N o rd lich t v e ru rsac h e n d en  K o rp u sk u la rs trah lu n g e n  w ertvolle  D ienste. D ie  V erfasser 
s te llten  sich die A ufgabe, d u rc h  A u farbeitung  des zu r V erfü g u n g  stehenden  W a h rn e h m u n g s 
m ate ria ls  fe stzu ste llen , w elche G esetzm äßigkeiten  d e r geb ie tsm äß igen  u n d  ze itlich en  H ä u fig 
k e it  des N ord lich tes  in  U n g a rn  gegeben sind, fe rn e r, in  w elchem  Z usam m enhang  d iese  G esätz- 
m äß ig k e iten  m it an d eren  geophysikalischen  E rsc h e in u n g en  sind . M it Hilfe der B e o b ac h tu n g e n  
des N o rd lich tes k a n n  m an  a u ch  in dem  Fall a u f  die Ä n d eru n g en  der K o rp u sk u la rs tra h lu n g e n  
de r Sonne zuverlässig  fo lgern , wenn noch keine B e o b ac h tu n g e n  ü ber die A n zah l d e r  S o n n en 
flecke u n d  ü b er m ag n e tisch e  S tü rm e zur V erfü g u n g  steh en .

D as B uch b e s te h t aus zwei Teilen , der e rs te  T eil geht, a u f  438 J a h re  z u rü c k  u n d  v e r
m it te l t  fü r  224 F älle  k a ta lo g m äß ig  242 B esch reib u n g en . D er K a talog  b e r ic h te t  ü b e r  Zeit 
u n d  O rt de r W ah rn eh m u n g en , die S tä rk e  der N o rd lic h ts tra h lu n g , b esch re ib t d ie b e o b a c h te te  
E rscheinung  u n d  n e n n t a u ch  den  N am en des B eo b ach te rs . In  den  Fällen , wo d e n  V erfasse rn  
ü b e r  S tö ru n g en  des E rd m ag n e tfe ld es D a ten  V orlagen, w erden  diese an g egeben . B is 1872 
w urde  zu r K o n tro lle  der B eo b ach tu n g en  der K a ta lo g  v o n  II . F ritz  b e n u tz t, w ä h ren d  fü r  sp ä te r  
die in te rn a tio n a le n  m ag n e tisch en  K ennzah len  u n d  die U n te rsu ch u n g  der W irk u n g  d e r  sieben- 
undzw an z ig täg ig en  W ied erho lungstendenz  der S o n n e n tä tig k e it  v e rw endet w u rd en .

D er zw eite  T eil e n th ä lt  die A u fa rb eitu n g  des im  K a ta lo g  b e rich te ten  W a h rn e h m u n g s 
m ate ria ls , h ier geben  die V erfasser die H ä u fig k e it des N ord lich tes  in U n g a rn  in  A b h än g ig 
k e it  von der g eo g raph ischen  B re ite  an. A ußer d e r U n te rsu c h u n g  der täg lich en  u n d  jä h r lic h e n  
Ä n d erungen  de r N o rd lich th äu fig k e it a u f  G ru n d  des zu r V erfügung s te h en d e n  M a teria ls  
b esch äftig en  sie sich  a u ch  m it der H ä u fig k e itsän d e ru n g  des N ord lich tes m it d em  M ond- 
m o n a t. D er zw eite T eil b e h an d e lt den Z u sam m en h an g  des N ord lich tes m it de r S o n n e n tä t ig 
k e it. w obei als E rg eb n is  de r genauen  A nalyse sow ohl in  d e r N o rd lich tän d e ru n g  a ls a u ch  in 
de r S o n n e n tä tig k e it die V ie lhe it der S äk u larp e rio d en  gefu n d en  w ird , die von d e r  H aieschen  
P eriode  bis zu e iner h u n d e rts ieb en u n d s ieb z ig jäh rig en  P eriode  angegeben w erd en . D u rc h  die 
A nalyse  de r P la n e te n k o n s te lla tio n  geben die V e rfasse r a u ch  eine sinngem äße B e g rü n d u n g  
d ieser Periode.

Schließlich  b esch äftig en  sich die V erfasser m it einem  sehr k o m p liz ie rten  P ro b lem . 
Sie u n te rsu ch en  zu r näherungsw eisen  B estim m ung  d e r in  den u n te re n  und  oberen  L u fts c h ic h te n  
vo r sich g ehenden  E rsch ein u n g en  den  Z u sam m en h an g  zw ischen der N o rd lic h th ä u fig k e it  
u n d  den K lim asch w an k u n g en . Sie ben u tzen  bei d iesen  U n te rsu ch u n g ep  das E rsc h e in e n  des 
N o rd lich tes als In d ik a to r  d e r oberen  L u ftsch ich te rw ä rm u n g e n , die eine Folge d e r  K o rp u s 
k u la rs tra h lu n g  de r Sonne sind . Diese U n te rsu ch u n g en  zeigen, d aß  das S tu d iu m  d e r  t ra n s ie n te n  
E rw ärm u n g  der oberen  L u ftsch ich ten  durch  die K o rp u sk u la rs trah lu n g  bei de r K lä ru n g  der 
Z u sam m enhänge  zw ischen oberer und  u n te re r  L u fts c h ic h t bessere E rgebnisse  lie fe r t  als die 
lan g sam en , sich regelm äß ig  w iederholenden Ä n d e ru n g en .

E in  w esen tlicher Teil des B uches b es teh t in  e in em  K a ta lo g  der N o rd lich te rsch e in u n g en  
in U n g a rn  von 1523 bis 1960 und  h a t  deshalb  a u ch  gesch ich tlichen  W ert. D ie  o rig in a len  
B erich te  ü b e r B eo b ac h tu n g e n  von  N o rd lich t e rm ö g lich en  ein S tu d iu m  der E n tw ic k lu n g  n a tu r 
w issenschaftlicher D e n k u n g sa rt. Die b u n ten  B eilagen  m ach en  u ns m it der frü h en  D a rs te llu n g  
des N ord lich tes  b e k a n n t. Die A rbeit w ird d u rc h  e in  g roßes S ch rif ttu m reg is te r  e rg än z t.

P . Bencze
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ANALYSIS OF THE MERIDIAN METHOD OF TIME 
DETERMINATIONS

B. M ILASOVSZRY

DR. OF TECHNICAL SCIENCES, TECHNICAL UNIVERSITY OF HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC 

[M an u sc rip t received F e b ru a ry  8, 1963]

T h is m eth o d  has been  in  use  fo r several decades on  th e  L ap lace -s ta tio n s  in  H u n g a ry .
C erta in  d ifferences in  th e  a p p lic a tio n  of th e  m eth o d  a re  possib le , acco rd ing  to  in d iv id u a l 

co n sid e ra tio n s , experiences ta k e n  o v e r from  p redecesso rs, a n d  in s tru m e n ta l e q u ip m e n t.
T hese  differences m ay  co n ce rn  1. th e  s ta r  p ro g ram  a n d  th e  o b se rv a tio n , 2. th e  in s tru m e n t 

c o n s ta n ts  a n d  p e rso n al e rro rs , 3. th e  num erica l e v a lu a tio n .
P ro b lem s, resp . a lte rn a tiv e s  p a r t ly  of o b se rv a tio n , b u t  m a in ly  th o se  o f th e  n u m erica l 

e v a lu a tio n  are  in v es tig a te d  b y  th e  a u th o r . The essen tia l p ro b lem s are : se lec tion  o f th e  s ta r  
p ro g ram , w eigh ting  of tim e  t r a n s i ts ,  a lte rn a tiv e s  o f th e  e x a c t, resp . a p p ro x im a tiv e  d e te r
m in a tio n  of a z im u th  c o n s ta n t a n d  c lock  correction , fu r th e r  o f th e ir  m ean  sq u a re  erro rs .

1. Foreword

A ltho u g h  for th e  a b so lu te  d e te rm in a tio n  o f  positio n  o f te r re s tr ia l  su r
face p o in ts  has a lre a d y  re a c h e d  the  age of e lec tro n ica l m e th o d s, th e  use of 
p ro ced u res  based  on a s tro n o m ica l o b serv a tio n s is s till fa r from  becom ing  
ob so le te . On th e  c o n tra ry :  th e y  will p re su m a b ly  n o t  lose th e ir  w ell-based 
v a lu e  even in  th e  fu tu re . T h erefo re , to  be occup ied  w ith  th ese , does n o t  seem 
a fu tile  w ork.

In  th is  age, th e  case o f  estab lish ing  n o t o n ly  c o n tin e n ta l b u t  — beyond 
th e se  — in te rc o n tin e n ta l  tr ia n g u la tio n  n e tw o rk s  in te rc o n n e c tin g  th e  former^ 
h a v e  becom e tim e ly . T o d a y , how ever, on ly  a  single n e tw o rk  o f  th is  k ind 
e x is ts :  th e  to ta l i ty  o f  b a s ic  s ta tio n s  o b ta in ed  th ro u g h  geograph ica l position  
d e te rm in a tio n s  — th e  so -called  L ap lace -s ta tio n s.

On th e  o th e r h a n d , i t  is a  w ell-know n fa c t  t h a t  th e  ab so lu te  m ethods 
o f  p o sitio n  d e te rm in a tio n  c a n n o t cope, b y  th e  n a tu re  o f th e  th in g  itse lf , w ith 
s tr ic t ly  geodetical, i.e . re la tiv e  m ethods o f p o s itio n  d e te rm in a tio n  in  respect 
to  accu racy . I t  seem s to  be  w ell p laced , th e re fo re , to  exam ine an d  to  prom ote  
a ll th o se  possib ilities w h ich  m a y  be su itab le  to  in c rease  th e  a c c u ra c y  o f the  
a b so lu te  position  d e te rm in a tio n  m ethods. O f a ll th e  geograph ica l co o rd in a tes , 
th e  d e te rm in a tio n  o f lo n g itu d e  is th e  m ost c irc u m s ta n tia l  one, b e ing  essen tia lly  
an  e x a c t d e te rm in a tio n  o f  tim e . H ence, th e  e sse n tia l su b jec t o f th e  p resen t 
in v e s tig a tio n s  is a g re a te s t  possible increase o f  i ts  accu racy .

1 47/3-4 Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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O n th e  one h a n d , th e  n a tu re  of tim e  d e te rm in a tio n s , is o f  com m on 
k n o w le d g e ; the  re spec tive  b a s ic  no tions, on th e  o th e r , were a lre a d y  discussed 
in  o u r  s tu d y  [1].

2. E xact m ethods of time determ ination

T h e  de te rm in a tio n  o f  c lo ck  correction , a lso  on th e  L a p la c e -s ta tio n s  of 
th e  p r im a ry  tria n g u la tio n  n e tw o rk , can be m ad e  accord ing  to  d iffe re n t m e
th o d s .  A m ong these, som e e x p e rim e n ta l o b se rv a tio n s  were m ade in  H u n g a ry , 
w ith  th e  Ci n g e r  m eth o d  in  th e  years 1948 a n d  1949 [2]. As to  th e  D o e l l e n  
m e th o d  [3], th is was f r e q u e n t ly  applied  in  H u n g a ry , m a in ly  in  az im u th  
o b se rv a tio n s  and in  d e te rm in a tio n s  of la titu d e s . F o r th e  pu rpose  o f  long itu d e  
d e te rm in a tio n s  on th e  L a p la c e -s ta tio n s , h o w ev er, i t  is th e  m erid ian  m ethod  
t h a t  fo r  decades has b een  u se d  n ea rly  exclusively . In  th e  f irs t  p lace  fo r th is  
m e th o d , an  A skan ia -type  p a ssa g e  in s tru m e n t, fu r th e r  W ild T4 ty p e  th eo d o lite s  
w e re  u se d .

A ccord ing  to  in te rn a t io n a l  e x p e rts ’ o p in io n , for d e te rm in a tio n s  on field 
s ta t io n s ,  th e  m erid ian  m e th o d  on accoun t o f  i ts  s im p lic ity  a n d  p e rsp icu ity  
is th e  m o s t su itab le . In  th e  fo llow ing, th e  a u th o r  w ishes to  give an  analysis 
o f  th e  m erid ian  m eth o d .

I n  1952, P . N. D o l g o v  pub lished  a v o lu m e  o f 400 pages in  R ussian , 
e n t i t le d  “ Tim e d e te rm in a tio n s  w ith  the  passage  in s tru m e n t in  th e  m e rid ia n ”
[4]. T h e  h igh  m erit o f D o l g o v  is , a p a r t fro m  th o ro u g h n ess  an d  d e ta il, th a t  
he  c o lle c te d  the  en tire  in te rn a t io n a l  lite ra tu re  re fe rr in g  to  th is  su b je c t, since 
he l i s te d ,  in  the  lite ra ry  l is t  o f  his book, som e 186 books an d  a rtic le s , all 
r e la te d  to  the  sub jec t in  q u e s tio n .

T h e  au th o r of th e  p re s e n t  s tu d y  a lread y  in  1941, ca rried  o u t h is own 
in v e s tig a tio n s , in d e p e n d e n tly  o f  th e  w ork m e n tio n e d .

3. E xecu tion  of the observation and reduction o f tim e transits in the meridian
method

A s is know n, an  e n d e a v o u r  was m ade w h en  se ttin g  up  th e  in s tru m e n t 
to  b r in g  th e  vertica l s ig h tin g  p la n e  of the  te lesco p e  as n e a r as possib le  to  the  
p la n e  o f  th e  local m erid ian ; t h a t  is, to  keep th e  angle к in th e  fo rm u la  (1), 
k n o w n  as  azim uth  c o n s ta n t  o r  az im u th  e rro r, as sm all as possib le, b u t  su re ly  
sm a lle r  th a n  1 s =  15".

T h e  tra n s it tim e  o f e a c h  s ta r  is recorded  on th e  ch ro n o g rap h  ta p e . In  
“ h a l f - t im e ” , the  te lescope is l if te d  and  rev e rsed . In  th is  w ay , p a r t ly  th e  col- 
l im in a t io n  error will be r e g a rd e d  as e lim in a ted  an d  p a r tly  th e  ev a lu a tio n  
o f  th e  reco rd ed  tra n s i t  t im e s  U* b y  m ean c o m p u ta tio n  — fro m  10 — 10 sy m 
m e tr ic a l  pa irs of values — w ill be g rea tly  sim p lified .
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A ccord ing  to  M a y e r ’s red u c tio n  fo rm u la  used in H u n g a ry , th e  t r a n s i t  
tim e  U , re ferred  to  th e  in s tru m e n t m erid ian , is

U = U *  +  o +  I i  +  K k .  (1)

H ere , the  m em ber a  re p re se n ts  th e  ad d e d  reduc tions a ris in g  fro m  the  
f in ite  w id th  of th e  c o n ta c ts  o f th e  im p e rso n a l m icrom eter, fro m  th e  lost 
m o tio n  o f its  screw , also th e  d a ily  a b e rra tio n . F u r th e r , i m eans th e  in c lin a tio n  
of th e  telescope ax is to  th e  h o rizo n ta l. In c lin a tio n  coefficient I  a n d  a z im u th  
co effic ien t К  can be fo rm ed  acco rd ing  to  th e  co rrespond ing  tab les  o f  A l b r e c h t ’s 

hook  [5].
I f  th e  fo rm ula (1) o f th e  reduced  tim e  t r a n s i ts  is com pleted  b y  a m em ber 

( U — E)g  p roduced  b y  th e  clock  ra te  g,  th e n  th e  tr a n s i t  tim e  o f ea c h  o b serv ed  
s ta r  fu rn ishes a value for clock  correction  A E ,  valid  in th e  m ean  epoch  E,  
in  th e  follow ing form :

A E  =  a - { U *  +  <* +  H  +  ( U  -  E)g +  K k } .  (2)

T he m em bers co llec ted  u n d e r th e  sy m b o l a  can  be re lia b ly  o b ta in ed  
b y  a la rg e  n u m b er o f e x p e rim e n ta l o b se rv a tio n s . Due c o n sid e ra tio n  o f  in c li
n a tio n  i is ensured  b y  an  a x ia l level o f  a c o n s ta n t 1". F in a lly , th e  clock  ra te  
g  can  be ob ta in ed  w ith  h igh  accu racy  b y  th e  recep tio n  o f rad io  tim e  signals.

On the  o th e r h a n d , a z im u th  c o n s ta n t к is a fac to r, th e  d e te rm in a tio n  
of w h ich  is re la tiv e ly  m ore u n c e rta in . T his is w h y  here, t ry in g  to  in v e s tig a te  
th e  possib ilities of in c rea s in g  th e  accu racy  o f  th e  m erid ian  m e th o d , a consid 
e ra b le  role m ust be g iv en , beside th e  m ain  p ro b lem  of the  clock  co rrec tion  
AE ,  to  th e  case o f th e  a z im u th  c o n s ta n t k,  to o . In tro d u c in g  th e  s h o r te r  ex 
p ression

U'  =  17* +  a +  I i  +  ( U -  E)g (3)

in  (2), n  n u m b er o f v a lu es  w ill be o b ta in ed , in  case o f th e  o b se rv a tio n  o f  the  
tim e  t r a n s i t  o f n n u m b e r  o f s ta rs , in  th e  follow ing form :

A E  =  К  -  U [) -  K l к ; (Œl -  U[)  =  К ,  к  +  1 • A E  ;

A E  =  (a 2 -  U',) — K 2 k :  ( a 2 — U'2) =  К 2к + 1 - Л Е  ; (4)

A E  =  (an - U ,n) - K „ k i (a„ -  U'n) =  K n к +  1 • A E .

T hese are such o b se rv a tio n a l e q u a tio n s , w here к and  A E  a re  th e  tw o 
u n k n o w n s, fu rth e r  p re lim in a ry  clock co rrec tions о,- — l/J re p re se n t th e  o b se rv 
ed v a lu es , and  fin a lly  th e  az im u th  coeffic ien ts К  are th e  e rro r-free  p a ra 
m e te rs .

l* Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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4. The p rin c ip le  o f  the selection o f  th e  s ta r  program

Since in  th e  a s tro n o m ic a l annual vo lum e [6] a large choice o f  m an y  
tim e s  d e te rm in e d , so -ca lled  “ fu n d am en ta l s ta r s ”  a re  a t  d isposal, th e  questio n  
a rise s , w h a t p rin c ip le  sh o u ld  be followed in  th e  se lec tion  o f th e  12. . .2 0  s ta rs  
to  be  observed  from  one ev en in g  to  th e  o th e r  ev en in g ?

T h is is an in tr ic a te  co m p lex  question  in  itse lf , in  th e  se ttlin g  o f w hich , 
s im ila r ly  to  num erous o th e r  questions to  be d iscu ssed  la te r , also th e  su b jec tiv e  
re a so n s , in e v ita b ly  p la y  a c e r ta in  role. To a c e r ta in  e x te n t, th e re fo re , i t  w ill 
a lw ay s  rem ain  a m a t te r  o f  op in ion , w h e th e r th e  ev idence of one s ta n d p o in t 
or th e  o th e r  should  be a c c e p te d  as s tr ic tly  th e  o n e . T he reason  for th is  is th a t  
m a n y  such  factors a re  in v o lv e d  which c a n n o t b e  expressed  m a th e m a tic a lly , 
su c h  as a th m o sp h erica l ano m alies .

T h e  problem  o f th e  s t a r  p rogram  was d iscu ssed  in  a sep a ra te  s tu d y  [7]. 
H e re , th ere fo re , on ly  so m u c h  is m entioned t h a t ,  fo llow ing  the  foreign p ra c tic e , 
th e  p rin c ip le  of “ a z im u th  b a la n c e ”  of th e  sm a ll z en ith  d istance , so-called 
tim e stars have also b eco m e a rule in  hom e re la tio n s . This p rin c ip le  was 
e x c h a n g e d  by  th e  a u th o r ,  d u r in g  th e  period  o f  h is p rac tica l a s tro g eo d e tica l 
w o rk  in  1943 —1950, fo r th e  princip le o f “ z e n ith  sy m m e try ”  o f th e  tim e  
s ta r s . T h e  resu lt o f th e  in v e s tig a tio n  in [7] is re f le c ted  b y  th e  follow ing com 
p a riso n  o f the  w eigh t fo rm u la s  of the  u n k n o w n s к  an d  A E  soug h t for:

Case of az im u th  b a la n c e : 

P ae =  n  cos2 f  — [sin2 2] (5 A)

P *e*[**] (6 A )

Case o f  th e  zen ith  sy m m e try :

Pae =  n  cos2 Ф — [sin2 2] cos2 <p (5Z) 

[22]
Pk

1 -f- - ta n 2 cp
(6Z)

iple
T h e p rincip le  o f  z e n ith  sy m m etry  can be  w ell ap p roached  by  th e  p rin -

W  -> 0 ( ? )

o f z e n i th  b alance , in tro d u c e d  b y  the  a u th o r  in  1943 on the  L ap lace -s ta tio n  
ca lled  B ugaci Füzeshegy, s in ce  i t  assures, in v o lv in g  th e  sam e q u a n t i ty  o f 
la b o u r , a h igher degree o f  acc u ra cy  for th e  clock  co rrec tion  th e  w a n te d  A E , 
th a n  th e  p rincip le  o f a z im u th  balance,

a p p lie d  earlier.
[K] -> 0 ( 8 )

iiClassicaV> procedures fo r  the determ ination  o f  к and A E

W ith in  th e  lim its  o f  th e  m erid ian  m e th o d , th re e  such p rocedures will 
be o u tlin e d , w hich can  be  accep ted  as n o t s t r ic t ,  b u t  well a p p ro x im a tin g  
so lu tio n s  o f  th e  o b se rv a tio n a l equations (4).
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A ccording to  th e  con cep tio n  followed in  n u m ero u s  in s tan ces  ab ro ad  
too , i t  is assum ed th a t  e q u a tio n s  (4) re su lt exclusively  from  th e  o b se rv a tio n  
o f fu n d a m e n ta l “ tim e  s ta r s ”  o f  sm all m erid ian -zen ith  d is tan ce  s. T h e ir sum  
e q u a tio n  solved for A E  is ev id en tly :

A E  - J — -  U  ̂ -  M I  к  , (9)
n n

w here, how ever, th e  a z im u th  c o n s ta n t к is s till u n k n o w n .

In  o rd er to  d e te rm in e  k, th e  p ro g ram m  w ill be com pleted , beside th e  
tim e  s ta rs , w ith  som e circum polar stars o f w ide zen ith  d is tan ces . B esides 
th is , an effo rt w as m ad e  to  observe a p a r t  o f th e se  in  u p p e r, a n o th e r p a r t  in  
low er cu lm in a tio n . T h is sy s tem  is illu s tra te d  in  o u tlin es  b y  F ig . 1, show ing  
also 3 n o rth e rn  an d  3 so u th e rn , i.e. a lto g e th e r 6 tim e  s ta rs  in  th e

— 14° < 2  <  +  14°

sec to r, fu r th e r  one c ircu m p o la r s ta r  in  each p a r t  o f  th e  (80° >  Ó >  75°) 
sec to r, one in  th e  u p p e r , one in  th e  low er c u lm in a tio n .

In  th e  fo llow ing, th e  th ree  a lte rn a tiv e s  to  be d en o ted  b y  a ) , b) a n d  c) 
a re  to  be d is tin g u ish ed  in  th e  question  o f th e  d e te rm in a tio n  of k.

In  p rinc ip le , alternative a )  requ ires a single c ircu m p o lar s ta r .  To be 
observed  are  th e  in s ta n ts  U u an d  Ut o f its  u p p e r  (u) an d  of its  low er (l) cu l
m in a tio n , ad jo in in g  chrono log ically . F ro m  th e  tw o  eq u a tio n s

A E  =  ( a -  U )u — K u k  and  A E  =  (a  ±  12h -  U), -  К ,  к , (10)
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th u s  o b ta in e d , th e  v a lu e  o f  th e  req u ired  a z im u th  c o n s ta n t u sab le  in  (9) is:

k  (a  ±  12- -  U), -  (a  -  U )u 

K , -  K u

Since th e  tra n s i t  tim e s  o f  one an d  th e  sam e s ta r  are in v o lv e d , only th e  
c a lc u la b le  in fluence o f p recessio n , n u ta tio n  an d  a b e rra tio n  is in  force in  th e  
d iffe re n c e  (a; — a u), b u t  th e  e rro r o f r ig h t ascension falls o u t.

As ag a in s t th is  a d v a n ta g e , th e  d isa d v a n ta g e s  are  m ore se rious, n am ely : 
p a r t l y  th e  tre n d  of th e  clock  ra te  d u rin g  th e  en tire  12 hours in te rv a l  m ust be 
k n o w n , p a r tly  th e  a z im u th  c o n s ta n t is a ssu m ed  as c o n s ta n t fo r h a lf  a d ay , 
w h ic h  is p rob lem atic .

A ccord ing  to  th e  second alternative, to be marked here by b) ,  th e  tim e  
t r a n s i t s  are  em ployed , n o t  o f  a single, b u t  o f  tw o  c ircu m p o lar s ta rs  th e  righ t 
a sc e n s io n s  of w hich d iffer b y  n ea rly  12 h o u rs , i.e. one is o b serv ed  in  u p p er 
u , th e  o th e r  in  lower l c u lm in a tio n . T he va lu e  к of th e  a z im u th  c o n s ta n t is 
a lso  g iv en  here b y  (11), b u t  th e  indices и an d  l refer to  tw o  d iffe ren t s ta rs . 
T h is  m e th o d  gives re liab le  re su lts , b u t  i t  is ad v isab le  to  check th e se  analogously  
a g a in s t  a n o th e r sim ilar p a ir  o f  a z im u th  s ta rs .

In  th e  sense of alternative c) ,  also a few  c ircum po lar s ta rs  are  in te r 
s p e rse d  am ong th e  n n u m b e r  o f  tim e  s ta rs  o f th e  p ro g ram , possib ily  a lter- 
n a t in g ly  in  b o th  cu lm in a tio n s . F ro m  th e  t r a n s i t  tim es o f  th e  a lto g e th e r q 
n u m b e r  o f  c ircum polar s ta rs  le tte re d  А , В , C . . . Q, follow ing in te rm e d ia ry  
e q u a tio n s  w ill be d e riv ed  to  th e  an a lo g y  o f (4):

Л Е  =  К  — U 'a )  — K A к  ; 

A E  — ( a B — LI B) — К в к  ;

( 12)

A E  — (aQ — U'q ) — K Q к .

F ro m  each of these  th e  su m  eq u a tio n  (9) is su b tra c te d , a n d  a re  solved 
fo r th e  a lread y  single u n k n o w n  k, acco rd in g  to  th e  follow ing:

к
(a -  U ') -

[a -  U ’]t
n

К . - Ш
(13)

I n  th is  sense, values k A, k B,. . . kg  of th e  az im u th  co n stan ts  a re  o b ta in ed . 
I t  is u su a l, in the  a lte rn a tiv e  o u tlin e d , to  accep t th e  sim ple a r ith m e tic  m ean 
v a lu e

k A 4- k B ■ • • +  kq

4

[k]p

q
( 14)
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o b ta in e d  in  th is  w ay , as th e  f in a l a z im u th  c o n s ta n t and  to  a p p ly  i t  in (9). 
In  th is  w ay , th e  fin a l clock co rrec tio n  is:

I t  is u su a l to  form  th e  m ean  sq u are  e rro r o f  such a f ic titio u s  o b se rv a tio n  
L  acco rd in g  to

T he a p p ro x im a tiv e  so lu tio n  c),  in tro d u c e d  on th e  basis o f  (12) — (18),

S u rv e ry in g  to o , w hen in te rp o ja tin g  3 . . .5  c ircu m p o la r s ta rs  a m o n g  12 . . .16 
tim e  s ta rs  in  th e ir  a ll-evening  p ro g ram . In  a d d itio n , th e  c ircu m p o la r s ta rs  were 
used  in  a lte rn a tin g  cu lm in a tio n s , an d  in  th e  p resen ted  w ay th e y  w ere  d irec tly  
ap p lied  on ly  in  th e  fo rm a tio n  o f  th e  a z im u th  c o n s ta n t. H ere, as a com m on 
re fe ren ce  epoch E  — th e  so called  “ m ean  ep o c h ”  — th e  a lg eb ra ic  m ean  of 
th e  tr a n s i t  tim es of on ly  th e  tim e  s ta rs  a p p e a rs , in  th e  form

T he ap p ro x im a tin g  e v a lu a tio n  a lte rn a tiv e  c)  d iscussed w as in  use in 
H u n g a ry  as well as ab ro ad  w ith o u t d is tin g u ish in g  betw een th e  a c c u ra cy  of 
th e  t r a n s i t  tim es of th e  tim e  s ta rs  on th e  one h a n d , and  th a t  o f  th e  c ircum 

AE =  [a -  U'] _  Щ ,  [Щр (15)
n n  q

T he correspond ing  fic titio u s  co rrec tions are  th en :

n

А E  -  {(eq — U[) — К у к }  =  Л Е  — L x 

A E  -  { ( a 2 -  17') -  К ,  к} — A E  — L 2

(16)

vn =  A E  -  {(«„ -  I / ' )  -  K n k} =  A E  — L n .

(17)

w hile th e  w eigh t, resp . th e  m ean  e rro r o f th e  a d ju s te d  clock c o rre c tio n  accor 
d in g  to

w as for decades follow ed, by  th e  a stro g eo d e tica l g roup  of the  H u n g a r ia n  S ta te

E  =
U,  +  U2 +  . . .  +  u,n [U ], (19)

n n

d is re g a rd in g  the  c ircu m p o la r s ta rs .

5. The problem o f weighting the transit times
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p o la r  s ta rs  on th e  o th e r ;  t h a t  is , m erely u n it w e ig h t o b se rva tions w ere assum ed . 
T h u s , in  th e  th ir tie s , th e  C om m ission Géodésique B a ltique  [8], w hen m easu rin g  
th e  in te rn a tio n a l lo n g itu d e  r in g  of th e  B a ltic  a re a s , th a t  is, even  in  w orks 
o f  th e  h ig h est o rder, s t i l l  u se d  u n it w eights in  c o n n ec tio n  w ith  th e  a lte rn a tiv e
c ) . L a te r , th e  C om m ission Géodésique Suisse  [9] in tro d u c e d  th e  use o f  d iffe ren t 
w e ig h ts , so th a t  th e y  a lr e a d y  ev a lu a ted  th e  o b se rv a tio n  d a ta  of th e  m erid ian  
m e th o d  accord ing  to  th e  p rin c ip le  of leas t sq u a re  sum s.

N o d o u b t, th e  a c tu a l  s itu a tio n  is co n c lu d ed  m ore rea lis tica lly , if  th e  
v e ry  essen tia l d ifferences e x is tin g  betw een th e  accu racies  of th e  t r a n s i t  tim es 
o f  s ta rs  observed u n d e r  d iffe re n t declinations Ь a re  considered. T h is c ircu m 
s ta n c e  is ta k e n  in to  c o n s id e ra tio n  b y  w e ig h tin g  th e  tra n s it  tim es . In  th e  
d e r iv a tio n  of th e  c o rre sp o n d in g  w eight re la tio n , th e  p o in t o f d e p a r tu re  is 
t h a t  th e  r ig h t ascensions a n d  th e  tra n s it tim es  in  th e  expression for th e  clock 
c o rre c tio n ,

A U  — a — U  , (20)

a re  v a lu e s  in d e p e n d e n t o f  e ach  o ther, c o n se q u e n tly  the  law  of e rro r  o f a 
fu n c tio n  o f in d e p e n d e n t o b se rv ed  q u an titie s  m a y  be  applied  to  (20):

P a U =  P l  +  P U  ( 21)

w h ere  each  m em ber r e p re s e n ts  th e  square o f  th e  m ean  square e rro r o f clock 
c o rre c tio n , rig h t ascension  a n d  tra n s it  tim e , in  succession . F u rth e r  i f  th e  m ean 
e r ro r  o f  th e  r ig h t ascension  o f  a s ta r  in  the  E q u a to r ,  i.e . w hen Ô — 0, is d en o ted  
b y  /.ia e i  m ean e rro r o f  th e  a  of a s ta r  u n d e r  anyT Ô will be:

Pa =  Pae  sec Ô . ( 22)

A s  t o  t h e  m e a n  e r r o r  ц и  o f  t h e  o b s e r v e d  t r a n s i t  t i m e s ,  t h e  r e l a t i o n  

d e r i v e d  o n  p a g e  2 1  o f  A l b r e c h t ’s b o o k  [ 5 ] ,  n e g l e c t i n g  t h e  i n f l u e n c e  o f  t h e  

i n c l i n a t i o n  e r r o r  i, c a n  b e  a p p l i e d :

Pu =  я2 + (23)

H ere , a s tands fo r th e  erro r arising fro m  follow ing th e  s ta r  w ith  th e  
m o v in g  w ire of th e  im p e rso n a l m icrom eter, b re p re s e n ts  th e  erro r in  b isec tin g  
th e  s ta r  w ith  the  w ire, f in a lly  V  is th e  m ag n ifica tio n  o f  the  telescope. A ccord 
in g ly , th e  m ean e rro r o f  th e  clock co rrec tion , on th e  basis of (21), is:

PAU  — P a  +  P b
О о S

Ра е  sec- о о tа- +
b |2

~ v ,
sec2 ô . (2 4 )

D a ta  for th e  m . s. e r ro r  ц а of th e  r ig h t ascen sio n  are co n ta in ed  in  th e  
a s tro n o m ic a l yearbooks. A s to  th e  m ean e rro r [ги  o f  th e  observed tim e  tra n s i ts
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th is  can  be d e te rm in ed  in  an  e lem en ta ry  w ay  acco rd in g  to  th e  co rresp o n d in g  
read in g s o f  the  c h ro n o m e te r  ta p e . The a d ju s tm e n t o f th e  р и  v a lu es  on the  
basis o f  (23) fu rn ishes a a n d  b coefficients c h a ra c te r is tic  o f th e  o b se rv e r. As 
in fo rm a to ry  d a ta  co n cern in g  th e  o rder of m a g n itu d e  o f th e  la t te rs , i t  can  be 
m en tio n ed  th a t  these  a re  u su a lly  values a ro u n d

a =  0.02 an d  b =  2.2,

i.e . fa c to r  a is in s ig n if ic a n t as com pared  w ith  b.
H ence, p u ttin g  a sec <5 in  (24), in s tead  o f  a, is an  in s ig n ifican t n eg lec tion  

from  th e  p o in t o f v iew  o f th e  problem  o f w eig h tin g . T hus, i t  will b e :

Pau “ Р а е  ~Ь я 2 + —  sec2 d . 
F

(25)

A ccord ing ly , th e  w eig h t of th e  clock co rrec tio n  A U  w ill be :

P a u s *l F  cos2d . (26)

T he ap p ro x im a tiv e  w eigh t expression  w ritte n  as in  (26) sa tisfie s  p ra c tic a l 
needs. In  th is  w ay , th e  accu racy  o f each clock  co rrec tion  v alue  (a — U)  can 
be es tim a ted  as an  exclusive  fu n c tio n  of th e  d ec lin a tio n  of th e  s ta r  o b served .

T he w eight exp ression  w hich satisfies re a li ty  b e tte r  is m ore  com pli
c a te d , since the  m ore e x a c t w eights d ep en d , beside th e  d ec lin a tio n s  o f th e  
s ta rs  observed , also from  th e  m erid ian -zen ith  d is tan ces  of th e  la tte rs . T h erefo re , 
acco rd ing  to  the  conclusions d raw n  from  n u m ero u s  ex p e rim en ta l o b se rv a tio n s , 
th e  a c tu a l re a lity  is fa r b e t te r  ap p ro x im a ted  b y  th e  w eight exp ression

p AU =  G cos2ô ,  (27)

in s te a d  o f (26). F a c to r  G here  was de te rm in ed  em p irica lly , from  th e  o b se rv a tio n  
o f  num erous tim e  t r a n s i ts  ex ten d in g  over sev e ra l y ea rs , n am ely , as a fu n c tio n
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o f  d ec lin a tio n  ô a n d , a t  th e  sam e tim e , o f z e n ith  d is tan ce  z, b as in g  on the  
re g is tra tio n  accu racy  o f e ach  c o n ta c t of th e  im p e rso n a l m icrom eter. A ccord ing  
to  th e  conclusions d raw n  f ro m  th e  e x p e rim e n ta l observa tions a im in g  a t  th e  
d e te rm in a tio n  of th e  w e ig h t fu n c tio n  (27), th e  course o f th e  v a r ia tio n s  of G 
is su c h , th a t  the v alue  o f G is eq u a l to  th e  u n i t ,  w hen 0 =  0, an d  it  increases, 
d u r in g  th e  increase o f th e  s ta r  declina tion  fro m  zero to  90°, from  1.0 to  1.5. 
T h is  process is il lu s tra te d  b y  F ig . 2, the  la t te r  b e in g  based  on th e  o b se rv a tio n  
r e s u lts  o f sta tio n s on th e  la ti tu d e s  4 6 ° . . .4 8 °  o f th e  n o rth e rn  hem isp h ere . 
C o n ce rn in g  stars  o bserved  in  low er cu lm in a tio n , th e  cu rve  falls m ore ra p id ly  
th a n  i t  rises in u p p e r c u lm in a tio n . A t th e  sam e tim e , th is  process co rresponds 
to  th e  generally  know n  ex p e rie n c e , th a t  e x a c tly  th e  observ a tio n  o f th e  m erid 
ia n  t r a n s i t  tim es o f c irc u m p o la r  s ta rs  is th a t  w h ich  develops m ore a c c u ra te ly , 
t h a n  w ould correspond to  th e  sim ple re la tio n  (26).

6. The azim uth constant expressed by centre of gravity coordinates

L e t us assum e th a t  th e  t r a n s i t  tim es U* o f  n n u m b er of tim e  s ta rs  and  
q n u m b e r  of c ircum po lar s ta rs  o f an observed  ev en in g  p ro g ram  are  reduced  
a c c o rd in g  to  (3), an d  fo llow ing  l values, re p re se n tin g  th e  o b se rv a tio n  resu lts  
o f  d iffe re n t w eights, w ere fo rm ed :

=  a i  U l  i ^2 =  a 2 ’ • • • I n  =  a n  U n  ; ( 2 0 )

( д  —  aA —  U A; lB — a B —  U в! ■ • • Iq =  aQ ~~ U q -

In  o b serva tiona l e q u a tio n s  (4) and  (12), th e se  are th e  ab so lu te  te rm s , 
th e  w eigh ts of w hich a re , acco rd in g  to  (26):

Pi =  cos2 ; p 2 =  cos2 áa ; . . .  p n =  cos2 ôn 

pA =  cos2 ôA ; p B =  cos2 ôB ; . . .  p Q =  cos2 ôQ.

T h e correspond ing  a z im u th  fac to rs Kp,  • • • K n, resp . K A ; K B; 
a re  to  be com puted  acc o rd in g  to

(29)

. . K Q

К  =  sin  (9? ô) sec ô ju p p e r lc u lm , case 
[low er J

(30)

I n  order to  o b ta in  a re p re se n ta tio n  i l lu s tra t in g  th e  tim e  d e te rm in a tio n  
a l te rn a t iv e  cj ,  re fined  b y  w e ig h tin g , the  К  an d  l va lues are to  be considered  
as ab sc issas , resp. o rd in a te s  o f  a fic titio u s sy s tem  o f  p lane p o in ts . L et us g roup  
th e  d a ta  o f sm all z en ith  d is ta n c e  tim e  sta rs  s e p a ra te ly  an d  form  th e  co o rd in a tes
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o f  these , as th o se  of th e  cen tre  o f  g ra v ity  S  of a f ic titio u s  g roup  o f  p o in ts :

g  __ Pi K i  +  Pi Кг  +  • • • +  Pn Kn _  [Р^Ъ . 
Pi +P-1 +  • • • + Pn [p]

j Pi ^ 1  +  Р г  h  +  • • • +  P n  К  _  [P^L 
Pl + P 2 +  • • • + P n  [P]

(31)

(32)

w here indices s an d  t refer to  th e  fa c t th a t  th e  c e n tre  of g rav ity  S  fu rn ish ed  
exclusively  b y  tim e  s ta rs  — d isreg ard in g  th e  c ircum po lar s ta rs  — is in 
q u e s tio n .

I f  now  all К  an d  Z, fu r th e r  K sl an d  lst va lu es  are  rep resen ted  as abscissas 
an d  o rd in a tes  in  a p lane re c ta n g u la r  system  o f ax es , th e n  the  p ic tu re  d raw n

in Fig. 3. w ill be o b ta in ed . In  th is , cen tre  o f g ra v ity  S  is sym bolized  b y  tw o 
e m p ty  circles, th e  tim e s ta rs  b y  fu ll circles, th e  c ircum po lar s ta rs  b y  h a lf
full circles.

L et us p u t  a cross of axes f ,  rj pa ra lle l w ith  th e  К ,  l sy stem  ac ro ss  th e  
p o in t S.  T he co o rd in a tes  o f th e  g roup  of p o in ts  re la tin g  to  th is , a re :

f / =  — K sl ; rji — lt — lst ( tim e  s tars)

=  K p  — K sl ; r\p — Ip — lst. (c ircum po lar s ta rs )

The va lu e  o f th e  a z im u th  c o n s ta n t, fo rm ed  a lthough  in th e  sense of 
(14), b u t by  considering  th e  d iffe ren t w eights (26), is: *

* =  r , ( P a  kA  +  P b  fcß +  • ■ ■ +  P q  К )  » (34)
[ P ] p

w here
[p ]p  =  cos2<5a 4- cos2dB cos2 dp =  [cos2d]p (35)
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f u r th e r ,  considering (13), (31) and  (32):

fc =
[ P h

P a
Ia  -  Is,

К л -  К .
+  P b

Ib -  h,
K R -  К '

+  . . . Pq
h  -  h t

Kr к ,
(36)

In  the (33) c e n tre  o f  g ra v ity  system :

k =
1

[P)p
lPa  - j -  +  P b 
' SA

V b _ 

£ в
+  • • • +  P q

Vq (37)

H ere, the in d iv id u a l q u o tien ts  (»?/£) r e p re s e n t  d irection  ta n g e n ts . A ccord
in g ly , az im uth  c o n s ta n t  (37) is n o th in g  b u t  th e  w eighted  m ean  v a lu e  o f th e  
d ire c tio n  tan g en ts  fo rm ed  on th e  b as is  o f  tim e  tra n s i t  o b se rv a tio n s.
I n  F ig . 3, the four s t r a ig h t  lines of the  fou r d ire c tio n  tan g en ts  re su ltin g  from  
th e  in d iv id u a l po la r s t a r  observ a tio n s, p assin g  th ro u g h  po in t S , w ere d raw n  
w ith  th in  full lines, th e  s t r a ig h t  line of th e  d ire c tio n  ta n g e n t co rresp o n d in g  to  
th e  m ean  value k  o f  th e  fo rm ers  in  (37) — w ith  a  heav ier d a sh -a n d -d o t line. 
T h e  la t te r  m ight also b e  ca lled  “ c lock -co rrec tion”  line , since i t  passes th ro u g h  
th e  c e n tre  of g rav ity  S  a n d  th e  o rd ina te  o f a n y  o f  its  po in ts  re p re se n ts  a clock 
c o rre c tio n  belonging to  a c e r ta in  az im u th  fa c to r  К  as to  abscissa. T h e  degree 
o f  accu racy  of th e  c lo ck  co rrec tio n  o b ta in ed  in  th is  w ay  d ep en d s on w h a t 
m e a su re  of exactness c a n  b e  a ttr ib u te d  to  th e  d e te rm in a tio n  of p o in t S a r d  
a z im u th  co nstan t k.

T he clock co rrec tio n  lin e  discussed here  m a y  c la im  only an  a p p ro x im a tiv e  
c h a ra c te r ,  because 1. m e re ly  th e  tim e s ta rs  o f  th e  observed even ing  p ro g ram , 
a n d  n o t  all o f its  tim e  s ta r s  and  c ircu m p o lar s ta rs  were considered  in  t i e  
c o o rd in a te s  (31) a n d  (32) o f  th e  p o in t S , 2. E sp ec ia lly , th e  fo rm in g  o f (37) 
d e f in in g  the  az im u th  does n o t  correspond to  th e  p rincip les o f e x a c t a d ju s tin g  
co m p u ta tio n s .

F o r  a given o b se rv a tio n  m ateria l, a s ing le  e x a c t clock co rrec tio n  line, 
b u t  sev era l ap p ro x im a tio n s  o f  the  la tte r  can  e x is t . E ith e r  th e  cen tre  o f  g ra v ity  
S  o r  th e  d irec tio o rn an g en t k  will change, th e  c lo ck  correction  A E ,  in te rcep ted  
on  th e  axis of o rd in a te s  b y  th e  clock co rrec tio n  line will, n ecessarily  be d if
fe re n t .

7. The accuracy of the azim uth constant к

(classical a lte rn a tiv e : c)

In  an  analysis o f  th e  t im e  d e te rm in a tio n  m e th o d s , ev id en tly  an  essen tia l 
p a r t  m u s t be p layed  n o t  o n ly  b y  th e  u n k n o w n s k  a n d  A E  th em se lv es , b u t  also 
b y  th e ir  accuracy. A s to  th e  classical m e th o d  in  q uestion , th e  ex p o sitio n  of 
th e  co rresponding  m ean  e rro rs  and (i Ae  a cco rd in g  to  th e  law  o f errors 
is w a n te d  for the fo llow ing  to  be m ade.
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D ep artin g  fro n t the  az im u th  c o n s ta n t re la tio n  w ritten  up  in  (36), th is  
is to  be re w ritte n , ta k in g  (32) in to  c o n s id e ra tio n , accord ing  to  th e  fo llow ing :

Pa P b
} b_
£b [p]p\-

(38)

The f irs t m em b er in  b rack e ts  c o n ta in s  on ly  th e  c ircum po lar s ta r s ,  w hile 
th e  s tra ig h t b ra c k e ts  include th e  f ic titio u s  o b se rva tions l o f th e  tim e  s ta rs ;  
co n seq u en tly  th e  law  of error of a fu n c tio n  o f  in d e p e n d e n t q u a n tit ie s  can  be 
ap p lied  to  (38). A ccordingly  i t  is v a lid  for th e  m ean  erro r pk o f th e  a z im u th  
c o n s ta n t

Pk =
[P]p

P a
P a

Га
P b

Pjt_

П
+  P q

PQ 1 p
r Q +  [p]p _ f

Pit  (39)

In tro d u c in g  th e  m ean sq u are  e rro r  ц 0 o f  th e  u n it w eigh t:

a n d Pst ---
Pb

[PL
(40)

acco rd in g  to  w hich th e  expression (39) of th e  m ean  e rro r of th e  a z im u th  w ill 
now  be tran sfo rm ed  as follows:

Pk =
Pb

[p]p
P a

ГА
+  JP b

£b
+ Pq

Го
+

1 Po
[p]p [p]t  £

(41)

or, passing  over to  th e  w eight p k o f  th e  a z im u th  c o n s ta n t an d  fa c to r in g  o u t:

1

Pk

Pk

Po

1

[P]P «

1

я f  ы7
(42)

T his w ill th e n  be, w ith  f ic titio u s  o b se rv a tio n s l =  (a — U) o f  v a rio u s 
acc u ra cy , th e  expression  of th e  w e ig h t rec ip ro cal o f th e  a z im u th  c o n s ta n t. 
A ssum ing  an  eq u a l degree of a c c u ra cy  o f all observ a tio n s, th e  fo rm u la  (42) 
will ev id en tly  ta k e  th e  form :

I

Pk
1 1 1 2

+  —
[ I F . p n 7 P

(43)

The resulting clock correction A E  expressed by centre o f  gravity coordinates

(classical a lte rn a tiv e : c)

L e t us now  pass on to  th e  e x a m in a tio n  o f  th e  m ean sq u are  e r ro r  o f  th e  
clock  co rrec tion . S ince, also now , o b se rv a tio n s  o f  d iffe ren t w eights a re  a ssu m ed , 
th e  fo rm u la  of th e  clock correc tion  A E ,  w ritte n  in  (9), will th u s  be  ch an g ed :

d E  =  M
[p]t

± £ K k k  =  is t - K stk ,
[p]t

( 4 4 )
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w h ere  index  t only  re fe rs  to  th e  sum m ation  o f  th e  tim e  s ta r  d a ta  in  q u estio n . 
B esides, the  in te rp re ta t io n  o f A E  accord ing  to  F ig . 3 as th e  in te rc e p t OG 
c u t  o ff the  axis o f  o rd in a te s  b y  the  s tr a ig h t  line  SG, rem ains u n ch an g ed . 
C o nsequen tly , acco rd in g  to  (44) and  (38):

A E  =  lsl -  K st Pa +  P D
Ib

£ в
+  ••• +  P q

1

[P)p

a n d  a fte r  possible fa c to r in g  ou t:

(45)

A E  =  L 1 +  * *
[ P ] p \P],

Pa  —  h P b [B 
ь в

+  ' ‘ ' +  Pq
lr (46)

The accuracy o f  the clock correction ( classical alternative : c)

A nd now , ta k in g  (40) in to  co n sid e ra tio n , for th e  m ean e rro r o f the 
c lock  correction  is o b ta in e d :

P af.
[PL

1 + K ,

[p] l
+  PÎ

K sl_
■ ( ?  + PJ  + ■

[ p ] p j
(47)

H ence, the  w e ig h t rec ip ro ca l of th e  clock  co rrec tion  is:

1 =  P2B

P a e  P o

1

[P]t
1 + Kst

[ P h
(48)

I t  is c h a ra c te ris tic  fo r the  s ta r p ro g ra m s used in p rac tice , th a t  the  
ab sc issa  K st of th e  c e n tre  o f  g rav ity  has a v e ry  low  num erica l va lue , allow ing 
fo r  th e  neglection o f  th e  ex tre m e  rig h t m em b er o f (48) and also to  use the  
ap p ro x im a tio n

1
------ ^
P a e

1

[Pb
(49)

A  fu r th e r , b u t less f in e  ap p ro x im a tio n  w ould  be  to  neglect also th e  ad d itiv e  
m e m b e r s tan d in g  besid e  th e  u n it in (49). T h is w ould  lead  to  a ra th e r  sim ple 
fo rm

P A E ^ [ p ] t  =  [C 0S 4] (50)

o f  th e  ad justed  clock  co rrec tio n . N ev erth e less , accord ing  to  (44), w eight 
fo rm u la  (50) w ould be v a lid  only if
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1. к were eq u a l to  zero, i.e. th e  p lane  o f d irec tio n  of the  in s tru m e n t  
co incided  w ith  th e  m erid ian  p lane, o r

2. acc id en ta lly  i t  so happened  to  se lect th e  tim e  s ta r  group w ith  th e  
re su lt [p i£ ]/ =  0.

In  case of all observ a tio n s h a v in g  th e  sam e w eights, (50) w ou ld  be 
rep laced  b y  the  v e ry  sim ple a p p ro x im a tiv e  w eigh t expression

P a e  =  n  (51)

u su a lly  accep ted  in p ra c tic e . C o nsequen tly , th e  w eig h t o f th e  clock c o rre c 
tio n  so u g h t for is e q u a l to  th e  n u m b e r o f tim e  s ta rs  included  in th e  ev en in g  
p ro g ram . H ence, th e  expression  (18) o f  th e  m ean  e rro r  o f th e  clock c o rrec tio n  
is ju s tif ia b le .

The mean square error o f  the unit  weight

A zim u th  c o n s ta n t к  as well as clock co rrec tion  A E  itse lf  is o b ta in e d  
on th e  basis  of th e  o b se rv a tio n  of t im e  tra n s its ,  so n e ith e r  is free o f  e rro rs . 
C on seq u en tly , in s tead  o f  (17), the  u se  o f th e  expression

Po =
j [ p v v ] t  +  [pv v]P

n  -f- q — 2
(52)

is considered  more ju s tif ie d . In  a c tu a l  p rac tice , how ever, th e  q n u m b e r  of 
t r a n s i ts  o f c ircum po lar s ta rs , b y  reason  o f th e ir  in s ig n ifican t w eight, is u su a lly  
le ft o u t. In  th is  case, th e  form ula w ill be red u ced  to  th e  form

Po ” ] /
[pv t f l
n  — 2

(53)

M oreover, in  the  la t te r ,  in case of m ere  sm all z en ith  angle tim e s ta r s , th e  
d iffe ren t p t w eights can  ev en tu a lly  b e  d isreg ard ed .

8. Variations o f the classical solution c discussed above

In  possession o f  th e  tim e tra n s its  o f  each  in d iv id u a l evening  s ta r  p ro g ra m  
an d  also ta k in g  th e  e v a lu a tio n  p rin c ip le  ju s t  o u tlin ed  for a base, as is a lre a d y  
v isib le  from  the  fo regoing , several d iffe re n t c o m p u ta tio n  v a ria tio n s  a re  p o s
sib le , accord ing  to  w h e th e r

1. th e  in d iv id u a l tim e  tra n s its  a re  w eigh ted  sep ara te ly  acco rd in g  to  
(26), or all o f th em  a re  assum ed to  h a v e  th e  sam e degree of a c c u ra cy ;

2. th e  tra n s its  o f  all s ta rs  o bserved  or on ly  th o se  o f sm all zen ith  d is ta n c e  
tim e  s ta rs  are considered  in the  fo rm in g  o f th e  cen tre  of g rav ity  c o o rd in a te s ; 
th is  l a t te r  being th e  case in (31) a n d  (32);
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3. th e  a z im u th  c o n s ta n t  is tre a te d  as d a ta  free of e rro r, or its  u n av o id  - 
a b il i ty  in erro r a n d  su b se q u e n tly  w h e th e r its  re a l v a ria tio n s  d u rin g  th e  o b ser
v a t io n  period are  co n sid e red  or n o t.

The possible v a r ia tio n s  accord ing  to  1— 3 were a lread y  ex ten s iv e ly  
d iscussed  in  [1] on th e  b as is  of a n u m erica l ex am p le , th erefo re  th ese  w ill n o t 
be  tre a te d  in  d e ta il in  th e  p resen t su m m a riz in g  discussion.

9. Exact evaluation o f the observations o f  the time determination according 
to the meridian m ethod, based on the principle of least square sum s

The o b se rv a tio n a l eq u a tio n s in  (4) serve  as a p o in t o f d e p a r tu re . The 
r ig h t  ascensions a ta k e n  from  th e  Y ea rb o o k  as well as th e  t r a n s i t  tim es U'  
o b serv ed  and red u ced  accord ing  to  (3) a re  encum bered  w ith  u n av o id ab le  
e rro rs . T here b e ing  an  e x a c t  a d ju s tm e n t in  q u es tio n , th e  w eig h tin g  o f o b se r
v a t io n  resu lts  l =  (a — U')  accord ing  to  p  =  cos2 ô m u st n o t be neg lec ted . 
C on seq u en tly , i t  is n o t  n ecessary  to  d is tin g u ish  in  princip le  b e tw een  th e  values 
o f  th e  sm all z en ith  d is ta n c e  tim e sta rs  on th e  one h an d , an d  th e  values o f th e  
la rg e  zen ith  d is tan ce  c ircu m p o la r s ta rs  on th e  o th e r. N am ely , th e  w eigh ting  
acco rd in g  to  d ec lin a tio n s  a lread y  assures a d u e  in fluence on each  p a ir  o f 
v a lu es  K ,  l.

H ence, in  g en era l, th e  correction  e q u a tio n s  o f th e  tim e  s ta rs  an d  c ircu m 
p o la r  s ta rs  can  be w r it te n  in  a single co m m o n  group . The co rrespond ing  
co rrec tions th em selv es  a re  deno ted  b y  sy m b o ls  va, resp . vu. T h u s , a f te r  (4):

к  +  1 • A E  =  a x -j- val —  U i vU]l
K 2 к  — 1 • A E  =  a2 -f- va2 — U 2 — vV2

K n к +  1 • A E  — an -(- van — U n vUn

K A к  -j- 1 ■ A E  =  aA -f- vaA U A v UA
К  в к  -j- 1 • A E  =  aB -f- vaB —  U  B — v UB

E q к 4- 1 ■ A E  =  üq -f- vaq — U q Vuq

n n u m b e r 
o f

eq u a tio n s

q n u m b e r  
of

eq u a tio n s

(54)

Since a an d  U'  b e a r  th e  ch a ra c te r  o f  o b se rv a tio n s  in d e p e n d e n t o f each  
o th e r , it  is p e rm itte d  to  u n ite  th e  re la te d  va an d  vu co rrec tions in  a single 
f ic titio u s  co rrec tion  V,  t h a t  is

vi =  *41 — v m  ;

V A = v a A — V U A l

K  =  vu2 — VU2 ;

V B  —  V a B  V U B ’->

Кг — v a n  v U n

V q  =  V a Q  V U Q  ■

( 5 5 )
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The fic titio u s  co rrec tion  eq u a tio n s  w ith  th e  d ifferen t p  w e ig h ts  w ill 
accord ing ly  be :

The n o rm a l eq u a tio n s  w ith  tw o  u n k o w n s, form ed from  (n  -|- q) n u m b e r  
o f co rrec tion  e q u a tio n s , a re :

The m ean  e rro r o f th e  u n it w eigh t is :

the  so-called con tro llin g  su ra  eq u a tio n  o f w h ich  is:

T he w eights o f th e  u nknow ns:
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C onsequen tly , th e  m ean  square  e rro rs  o f  th e  unknow ns can  be  fo rm ed  
acco rd in g  to

resp . 2
P л е  —

P5

P a e

(64)

10. The first form o f the exact expression o f  the azimuth constant in  the
centre of gravity system

I n  th e  fo llow ing, th e  fo rm ulas of th e  e x a c t  so lu tions will be  tra n s fo rm e d  
in  th e  sense th a t  th e y  sh o u ld  be co m p arab le  w ith  our foregoing re su lts .

F irs t  of all, th e  n u m e ra to r  of th e  a z im u th  co n stan t к in  (59) w ill be 
c o m p le te d  b y  a m em b er [p A ][p l] , its  d e n o m in a to r , a t  the  sam e tim e , b y  a 
m e m b e r [pK]2 in  p o s itiv e  an d  n egative  sense . A fte r d iv id ing w ith  [p ]  :

[pKl ]  -  [p K ] M  №  [pt] +  [P] №  w
k  = [p] tp ] [p] [p ]

[ p K K ] - 2 [- ^ - [ P K ] +  [p]
[P]

[pK]
(65)

[P ] )

H ere , th e  c o o rd in a te s  of th e  cen tre  o f  g ra v ity  of th e  sy s te m  o f  К ,  l 
v a lu e s  w ill be recogn ized . W hile, how ever, in  (31) an d  (32) on ly  th e  d a ta  o f  
th e  sm all zen ith  d is ta n c e  tim e  s ta rs  are p re s e n t , h ere  also th e  К ,  l d a ta  o f  th e  
la rg e  zen ith  d is tan ce  a z im u th  s ta rs  are in c lu d e d . T h a t is:

К s
(Px -^ i  +  P 2 ^2 +  • • ’ +  Рп К п) 4~ ( P a  K a  - f -  Р в  К  в +  • • • +  Pq K q )  

(P i +  Рг +  ’ ' ' +  P n ) +  (P a  +  P b +  ' • ' +  P q )

[ p K ]  .

[P] ’
(66 )

ls
(p  1 +  P i  h  +  • • • +  P n ln) +  ( P a  (д  +  P b ^b  +  ’ ‘ 1 +  P q Iq )

(P i +  P i  +  ' ' • +  P n )  +  (P a  +  P b +  ’ ‘ ‘ +  P q )

_  [Pi ] ^  [Pi]

[p] Pis
(67)

W ith  these, (65) w ill ta k e  th e  fo rm :

k  =  [ p K l ]  -  [p K ] h  -  [pi] K s +  [p ] K s ls 
[ p K K ] - 2 [ p K ] K s +  [ p ] K 2

(68 )

T h e sum  te rm s w ill b e  developed, th e  m u ltip lica tio n s  carried  o u t. A f te r  
re d u c tio n  :

k _  Pi ( K i  —  Ю  ( h  — h )  +  ' ‘ ' +  ' • • +  P q  ( K q  — K s) (Iq  — l s ) 

P i  (^1  -  K s)~ + • • •  +  • • > +  P q  ( K q  -  K sf
( 6 9 )
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The m em bers in  b rack e ts  re p re se n ts  su ch  co o rd in a tes  of th e  K ,  l sy s te m , 
w hich refer to  th e  f ,  r) axes p assin g  th ro u g h  th e ir  ow n cen tre  o f g ra v i ty  S  
o f th e  sy stem  a n d  para lle l to  th e  o rig in a l cross o f  axes K ,  l .W ith  th ese  a n d  w ith  
th e  w eight co o rd in a tes  as in  (33) th e  a z im u th  c o n s ta n t к will be :

k  _  (P i  £ 1  Vi  4-------+  Pn Vn) +  (P a £a 4a +  ■■■ + P q Iq  Vq ) _  [ p $ v ]

(P i  f ï  + ------ b Pn  fn )  +  (Pa  S2a  H----------b P q  I q) [ p f í  I
(70)

11. Expression o f the mean error and weight o f  the exact azim uth constant 
by means of the centre of gravity coordinates r\

To (70), th e  erro r law  will be ap p lied . T he s itu a tio n  is fa c ilita te d  by  
th e  fa c t th a t  th e  reduced  a z im u th  fac to rs |  =  К  — K s are free o f e r ro rs , and  
m erely  th e  f ic titio u s  o b serv a tio n s 7] =  l — ls a re  charged  w ith  u n a v o id a b le  
e rro rs. The m ean  errors of th e se  rj values will be d eno ted  b y  /и a n d  b y  th e  
co rrespond ing  indexes:

Pi  =-- r — - (Pi f î  P Ï + ----- b p'n in Pn + ----- b P% Pb) ■ (71 )
l p t t r

In tro d u c irg  th e  m ean e rro r  o f  the  u n it  w eig h t, for the  analogy  o f  (40):

(72)Pk r„W12 (P l ^  fn +  ••• +  P(?£$) — ' °A1
[ p t t Y  [ p H ]

T hus, th e  w eight of th e  a z im u t exp ression  (69) is:

Pk =  4 » [ p f f ] .
Pk

(73)

C o nsequen tly , th e  e x a c t w eigh t o f th e  a z im u th  is n o th in g  b u t  th e  
w eigh ted  sq u a re -su m  of th e  a z im u th  fac to rs  £ =  К  — K s, red u ced  to  th e  
cen tre  of g ra v ity  cross of axes.

This i l lu s tra tiv e ly  sim ple w eigh t exp ression  can  of course also be d e riv e d , 
from  (59). N am ely , a fte r m u ltip lica tio n  an d  d iv ision  b y  [p], fu r th e r  again  
considering  (66) and  (67):

[pKl]  -  [p]
к  =

[PK]  (pl)  

(P) [p]

( p K K )  -  [p] [ P * ]
[p]

I p K l ]  -  [p ]  K s ls 
[ p K K ]  -  [p ] K i

( 7 4 )

2* Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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C om paring  th is  w ith  (70), th e  co rrec tn ess  o f  th e  follow ing tw o  im p o r ta n t  
r e la t io n s , too , becom es m an ife s t as an  in te rm e d ia ry  re su lt:

[ p K l ] - [ p ] K s ls = [ p t V] and  [Р К К ] - [ р ] Щ ^ [ р Ц ] .  (75)

A ccord ing  to  th e  th e o ry  o f a d ju s tin g  o f  in d ire c t observ a tio n s w ith  in d e 
p e n d e n t  unknow ns, th e  d e n o m in a to r of (74) c a n n o t be b u t  th e  w eigh t o f  th e  
a d ju s te d  az im u th , i.e . w ith  (75):

Pu =  [ p K K ]  -  в  =  [ p K K ]  -  [p ]  
[p]

[ Ip K ]

l [p] .
[ p m  ■ (76)

12. Comparison o f the classical and exact azimuth formulas

T h e s tr ic t a z im u th  fo rm u la  (70), o b ta in e d  above, c an n o t in  a n y  w ay 
be re d u c e d  to  the  a p p ro x im a tin g  re la tio n  o f  th e  classical so lu tion , as w ritte n  
in  (37),

[p]i
Р л - Ц ^  +  р , ^ -  +

S \ PQ
S q  V q

S b

O n th e  c o n tra ry , i t  is th e  s t r ic t  fo rm ula (70) t h a t  is a sim pler fo rm . H ence , 
th e  ju s tif ic a tio n  of th e  a p p ro x im a tin g  a z im u th  expression of th e  fo rm  (37):

k  =
[p]r

P A ^ +
s.A

P q
Vq_

Sq

1

O L

Sa  Va  I , S q V q
P a  —  I r  P q —

S a  S q

(37a)

a n d  w ith  equal w eigh ts re sp ec tiv e ly :

k  = l f - + - +
 

г 
I О 1 S a  Va  I 1 S q  Vq

£<? ч S a  S q

(37b)

is n o t  m o tiv ab le , n e ith e r  fro m  th e  p o in t o f v iew  o f accu racy  n o r from  th a t  of 
e co n o m y .

13. The second form o f the exact expression o f  the azimuth constant in the
centre of gravity system  rj

T h e  d en o m in a to r o f (69) co n ta in s o n ly  error-free az im u th  fac to rs , 
th e re fo re  th e  develop ing  h as  to  be re s tr ic te d  o n ly  to  th e  n u m e ra to r , i.e .:

k  = P i  Si ( h  — h )  +  • • • +  Pn  Sn — h )  +  • • ' P q Sq ( h  ~  h )  .

[ p m
( 7 7 )
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*  =  - 7 ~ 7 7 7  И л  ---------- ь  P n £n H------- +  P q Sq ) h  -  ( P l  h  h  +
[p££]

+  • • • +  P n  f n  In +  • "  P q Çq  Iq )} 5

w h ere , how ever, th e  f irs t  sm a ll-b rack e ted  sum  h as  zero va lu e , since, acco rd ing  
to  (33):

[ p i ] = [ p K ] - [ P ] K s =  0 .  (78)

N am ely , a fter d iv id in g  w ith  [/>]:

[pg] =  [ p K  ] _  [ p K ]  =  0 

[p ] [p ]  [p]

In  th is  w ay , rem a in s  as a re m a rk a b le  n ew er re la tio n  of th e  a z im u th  
c o n s ta n t:

к — — _ (Pi £ 1  *i +  •" +  P n  £n К  +  • • • +  P q  £q Iq ) —  — ~ ~ r  ■ (79)
[pgg] [ p f f ]

In  consequence, (69) can also be w ritte n  in  th is  w ay:

fc = [ p t y ]

Pk

[P**]
P k

(80)

14. The exact expression of the clock correction in the centre of gravity
system  f ,  r]

Sim ilarly , th e  n u m e ra to r  o f  th e  A E  ex p ressio n  (60) derived  fro m  th e  
so lu tio n  of the  n o rm a l eq u a tio n  sy s te m  (57) is com pleted  b y  a m em b er 
l p l ) [ p K ] \  a t th e  sam e  tim e , th ro u g h o u t m u ltip ly in g  by  [p ]:

A E =  [p] [p i]  [р Щ  - [ p ]  [ p K ]  ]P K i ] -  [P i ]  [ p k ] +  [pi] [P K Y  ,8 ] ,
[ p ] ( [ p ] [ p K K ] ~ [ p K Y )

A fter fac to rin g  o u t and  d iv id in g  each  m em b er b y  th e  d e n o m in a to r:

A E  =  Ш
[P]

[ p * l

[P]

[pKl ]  -  [p] 

[P K K ] - \ J > ]

[ p K ]  [pi]

[p ]  [p ]
[ p K ]  2

[p ] I

(82)

H ere, th e  c o o rd in a te s  (66) an d  (67) o f  th e  cen tre  of g ra v ity  S  o f th e  
К ,  l sy stem  of v a lu es  again  a p p e a r; on th e  r ig h t  side, a t  th e  sam e tim e , th e

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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e x p re ss io n  (74) of th e  a z im u th  c o n s ta n t к can  be recognized. A ccord ing ly , 
th e  clock  correction  is

A E  =  - И -  _  K L  к =  ls — К  к . (83)
[P] [P]

F o rm a lly , th is  is th e  sam e re la tio n  as w as prev iously  p re se n te d  — 
on  th e  assu m p tio n  o f o b se rv a tio n s  o f e q u a l w eights — in (44). A cco rd ing  to  
th e s e , A E  is equal to  d is ta n c e  OG c u t o ff b y  th e  a d ju s tin g  s tra ig h t lin e  o f th e  
К ,  l sy s te m  of values on th e  ax is o f o rd in a te s  l in  F ig . 3. The clock co rrec tio n  
fo rm u la s  of th e  a p p ro x im a tin g , resp . o f  th e  s tr ic t  a d ju s tm e n t are  th e n  fo r
m a lly  th e  sam e, b u t  th e  K s an d  ls co o rd in a tes  o f th e  cen tre  of g ra v ity  S  are 
d if fe re n t  in  b o th , fu r th e r  th e  in te rp re ta tio n  o f az im u th  c o n s ta n t к  is n o t  th e  
sa m e  ev en  in  princ ip le . I n  th e  co o rd in a tes  (31) an d  (32) of S,  ex c lu siv e ly  th e  
d a ta  o f  sm all zen ith  d is ta n c e  tim e  s ta rs  a re  in c lu d ed , h u t  th e  co rresp o n d in g  
d a ta  o f  th e  c ircum polar s ta rs  are  n o t considered . In  (66) an d  (67), how ever, 
a lso  th e  c ircum po lar s ta rs  com e in to  th e ir  ro le  in  th e  m easure of th e ir  w eigh ts. 
T h a t  th e  az im u th  fo rm u las  (37) an d  (70) c a n n o t be b ro u g h t to  a com m on 
b a se , h a s  a lready  been p o in te d  o u t above .

15. E xact computation o f m ean square error and weight of the clock correction

E x p ression  (83) is to  be  re w ritte n , in  considera tion  o f (69), in  such  a 
w a y  t h a t  i t  should co n ta in  one b y  one th e  f ic titio u s  observations l =  a  — U, 
in d e p e n d e n t of each o th e r:

A E — (p j -f- • • • +  P q Iq ) —
[P]

~ ~ r b r { p ^ i ( h ~ l s ) +  ■■■ + P Q £Q(lQ - h ) }  ■ (84)
L p l l ]

In s id e  th e  b rack e ts , how ever, also th is  tim e  can [ p |]  =  0 be  fac to red  
o u t .  F u r th e r ,  on th e  basis o f  (79) and  (80):

A E -----— - ( P i  /j +  • • • +  P q Iq ) H---------— ( P i  ! i  h  +  +  P q I q  Iq ) ■ (85)
[p] Pk

T h e  m ean e rro r p,A E  o f th is  exp ression  is o b ta in ed  on th e  basis  o f  th e  
e r ro r  law :

— r (P i  P i  +  ' ' ' +  P q ------- ( P i  I Î  P Í  +  "  ' +  P q 1 $  P q )-
[P] Pk
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T he m ean e rro r p j  =  f-tfpi o f th e  u n it w eigh t is in tro d u c e d  th is  tim e  also:

^ Е  = ~гЛР\+Щ-р1[рЩ.
[p ]2 Pk

(87a)

In  (87a), th e  f ir s t  m em ber o f th e  r ig h t side is ev id en tly  n o th in g  b u t  th e  
m ean e rro r p /s of th e  cen tre  of g ra v ity  o rd in a te  ZSf in  (32). In  th e  second 
m em ber, on th e  o th e r  h a n d , accord ing  to  (73), [ p | f ]  =  p^.  C onsequen tly , 
a fte r red u c tio n , th e  fo llow ing ex ac t an d  a t  th e  sam e tim e  v e ry  s im plex  re la tio n  
iä o b ta in ed  for th e  m ean  e rro r цд Е o f th e  clock  co rrec tio n :

p I e =  P i  +  К Ы  (87)

th e  ev a lu a tio n  of w hich  will be ta k e n  u p  in  (95). H ere , is th e  m ean  e rro r  
of th e  az im u th  c o n s ta n t k.

On th e  o th e r h a n d , th e  w eight р ЛЕ o f th e  clock correc tion  is, accord ing  
to  (73):

_ J _ =  Æ _ =  +  (88)
P a e  P o [P] Pk

W ith  a com m on d e n o m in a to r  on th e  r ig h t s ide , an d  accord ing  to  (75):

1 =  [р Щ  +  [ р ] К *  =  [ p K K ]  (8 9 )

P a e  [ p ] p k [ p ] P k

Since u n fa ilin g ly  [/>11] <  [ p K K ] ,  th e re fo re  i t  is alw ays tru e , a t  th e  
sam e tim e , th a t

P ae  <  [p] • (90)

E xpressed  in  w ords: th e  w eigh t of th e  a d ju s te d  clock correc tion  is — e v id e n tly  
— alw ays less th a n  th e  sum  o f th e  o b se rv a tio n  w eig h ts . W ith  th e  co rresp o n d in g  

m ean e rro rs, th is  can  be w ritten  even  in  th is  w a y :

Рае  =  1 / [ p K K ]  _  f  [P ] [p K K ] 
Pk Г [p ] r [p ]

(91)

T h a t is, for th e  m ean  erro rs of th e  clock co rrec tio n  an d  a z im u th  c o n s ta n t 
th e  thesis o f  geom etric  m eans is va lid .

B u t (89) follow s im m ed ia te ly  from  th e  n o rm a l e q u a tio n  sy s tem  (57) 
to o . N am ely , fro m  here , accord ing  to  (63):

P ae  =  [ P ]
[ p K ] 2

[P K K ]

[p ]  [ p K K ]  -  [ p K ] 2 
[ p K K ]

( 9 2 )
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re s p .,  considering  (75) a n d  (76):

H en ce ,

Р ае =  [ P ]
[ p K K ] - [ p ] K *

[ р К К ] =  [р]
[ p H ]

[ р К К ]  '

Р ае [> ]

Т* [ р К К ]  ’

(93)

(94)

i.e . th e  w eights of th e  a d ju s te d  clock co rrec tion  an d  a z im u th  c o n s ta n t are 
p ro p o r tio n a l to  each  o th e r  as th e  sum  o f th e  o b se rv a tio n  w eights is p ro p o rtio n a l 
to  th e  w eighted  sq u are  su m  o f th e  a z im u th  fac to rs .

16. ls and k  as m utually “ free” functions

T h e  p re lim in ary  clock  co rrec tion  Zs fig u rin g  in  th e  basic  re la tio n

А Е  =  Ш
[P]

[p K ]

[.P ]
k  =  ls — K s k ,

o f th e  a d ju s te d  clock co rrec tio n , w r it te n  in  (83), fu r th e r  a z im u th  c o n s ta n t 
k  a re  ev id en tly  n o t in d e p e n d e n t o f each o th e r, since th e y  w ere o b ta in e d , 
a c c o rd in g  to  (67) an d  (68), from  th e  sam e com m on fic titio u s  o b se rv a tio n s  
/ =  a  — t/ .  If, in  sp ite  o f th e se , s till th e  law  o f e rro r of fu nc tions o f in d e p e n d e n t 
o b se rv e d  q u an titie s  is ap p lied  in  o rd e r to  derive  th e  m ean  e rro r  o f AE:

P a e  =  Ph  +  Щ р 1 (95)

o r, rem em b erin g  (67), p assin g  over s im u ltan eo u sly  from  th e  m ean  e rro rs  to  
th e  co rrespond ing  w eig h ts :

1 =  1 K]

P a e  [ p ]  Pk

i t  is e v id e n t th a t  th e  c o rre c t re la tio n s  (87) an d  (88) were o b ta in e d .
H e re b y  th e  re m a rk a b le  c ircu m stan ce  is e s tab lish ed  th a t  th e  w eigh t 

o rd in a te  ls and  th e  a z im u th  c o n s ta n t k,  in  th e  expression  (83) o f  th e  clock 
c o rre c tio n , can  be t r e a te d , in  re sp ec t o f th e  m ean  e rro r an d  w eig h t co m p u 
ta t io n ,  as fic titious o b se rv a tio n s  in d e p e n d e n t o f each  o ther.

(96)

17. Sim plification o f calculation in the exact solution

As is know n, th e  s u b s ta n tia l  m ass w ork  is rep resen ted  b y  th e  ca lcu la tio n  
o f  th e  coefficients o f th e  n o rm a l e q u a tio n s  (57). A n o t  co m tem p tib le  re d u c tio n  
o f  th e  ca lcu la tion  w o rk  can  be  a tta in e d , w ith o u t th e  leas t d isa d v a n ta g e  in
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e x a c tn e ss , b y  th e  ap p lica tio n  o f th e  well k n o w n  thesis of th e  a d ju s tm e n t 
c o m p u ta tio n , accord ing  to  w hich , if  an y  o b se rv a tio n  value is m u ltip lie d  b y  
th e  sq u a re  ro o t o f its  ow n w eig h t, th e  w eigh t o f  th e  fic titious o b se rv a tio n  
d e riv ed  in  th is  w ay will be eq u a l to  th e  u n it .  S ta r tin g  ou t from  th is , i t  is 
a d v isab le  an d  econom ical to  m u ltip ly  th e  co rrec tio n  equa tions (56) o f  d iffe ren t 
w eigh ts b y  th e  square ro o t o f th e ir  own w e ig h ts : |Ap  ̂ =  cosô,-, w h e re b y  th e y  
a re  successively  reduced  to  u n it  w eights.

18. Introduction of average weights

As to  th e  accu racy  o f  tim e  d e te rm in a tio n , th e  problem  o f w eig h tin g  
is n o t a decisive fac to r a c tu a lly . T he m ain  p o in t is only  to  d is tin g u ish  b e tw een  
th e  d iffe re n t accuracies o f  th e  reg is tra tio n  o f t r a n s i t  tim es o f sm a ll, resp . 
la rge  zen ith  d istance  s ta rs . C onsequen tly , i f  no  ex trem e  accu racy  is a im ed 
a t ,  a n d  th e  p ro g ram  w as se lec ted , acco rd ing  to  F ig . 1, so th a t  th e  zen ith  
d is ta n c e  o f tim e  s ta rs  does n o t  exceed ± 1 4 ° , th e  declinations o f th e  c irc u m 
p o la r  s ta rs , on th e  o th e r h a n d , lie be tw een  75° a n d  80°, th en , in s te a d  o f th e  
in d iv id u a l w eighting  o f cos2 Ö, th e  fac ility  m ay  be  allowed th a t  th e  w eigh t 
o f  all tim e  s ta rs  be considered  w ith  cos2 (p an d  th a t  o f all c ircu m p o la r  s ta rs  
w ith  cos2 0„, w here 00 m eans th e  average  d ec lin a tio n  of th e  c irc u m p o la r  
s ta rs . In  th is  w ay , only  tw o  k in d s  o f w eigh ts, in s te a d  of th e  o rig in a l (n  -f- q) 
n u m b e r  o f observa tion  w eigh ts, will have  to  be d e a lt w ith , an d  even  these  
can  ag a in  be reduced  to  u n it  w eights.

19. The problem o f changes o f the azim uth constant

B eside th e  decisive a d v a n ta g e  of e x a c tn e ss , the  ap p lica tio n  o f  th e  
a d ju s tm e n t co m p u ta tio n  — in  an  in te re s tin g  w ay  — has also an  u n fa v o u ra b le  
side in  tim e  d e te rm in a tio n  ca lcu la tio n s, as a g a in s t th e  classical a p p ro x im a tio n  
m e th o d s  in tro d u ced  in  th e  fo rm ulas (4), (9) — (19). N am ely , it  does n o t  give 
a n y  in fo rm atio n s  as to  e v e n tu a l changes in  th e  az im u th  of th e  in s tru m e n t 
d u rin g  th e  ob serv a tio n , since i t  fu rn ishes th e  u n k n o w n  к as a sing le , c o n s ta n t 
v a lu e  va lid  for th e  w hole period  o f o b se rv a tio n . This c ircu m stan ce  p u ts  
em p h asis  on th e  m ain  re q u ire m e n t o f th e  m erid ian  m ethod : th e  necessity  
o f  a s ta b le  in s tru m e n t se ttin g . In  case o f an  e x a c t ev a lu a tio n  in  a sin g le  g roup , 
no  im m ed ia te  know ledge is o b ta in ed  o f a ch an g e  in the  a z im u th , re su ltin g  
fro m  a n y  reason . This w ill be m an ifested  on ly  in  m ean  errors o f th e  u n k n o w n s, 
h ig h er th a n  usual. T h is, how ever, m ay  h av e  sev era l o th e r rea so n s  beside 
chan g es in  az im u th . F o r ex am p le : these o th e r  reaso n s are slacken ing  o f o b ser
v in g  p e rso n ’s a tte n tio n  w hen follow ing th e  s ta r  w ith  the  m oving  w ire  o f the
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m ic ro m e te r , fu r th e r  th e  in co n s ta n c y  of th e  c lock  ra te , and  — to  a large 
e x te n t  — changes in  th e  re frac tio n  co n d itio n s  o f  th e  a tm o sp h ere .

T h e  classical a p p ro x im a tio n  m eth o d , on  th e  o ther h a n d , fu rn ish es , 
a c c o rd in g  to  fo rm ula (13), sev era l values fo r a z im u th  к  itse lf, a llow ing  no tio n s 
to  b e  o b ta in ed  a b o u t ch an g es o f th e  in s tru m e n t  az im u th  d u rin g  th e  obser
v a t io n , as is illu s tra te d  in  F ig . 4 for a co n c re te  case.

O n th e  axis U  o f  absc issae  of th e  fig u re , th e  tra n s i t  tim es U  o f  11 tim e  
s ta r s  a n d  4 c ircu m p o lar s ta rs  o f an  earlie r p ro g ra m  in H u n g a ry  w ere re p re 

s e n te d  w ith  g rap h ica l p rec is io n . On th e  ax is  o f  o rd in a tes , th e  fo u r az im u th  
c o n s ta n t  values к r e s u ltin g  from  the  t r a n s i t  tim e  o f the  c ircu m p o la r s ta rs  
N g , N h  an d  759, o bserved  in  u p p er cu lm in a tio n , an d  N d, observed  in  low er 
c u lm in a tio n , were p lo tte d  accord ing  to  th e  fo rm u la  (13). T he fo u r  po in ts  
o b ta in e d  in  th is  w ay  w ere m a rk e d  b y  Ng, N h , 759 an d  N d in  th e  f ig u re ; th e ir  
c o n n e c tio n  b y  a m ark ed  lin e  refers to  an  a lm o s t ev en  negative in crease  o f th e  
in s t ru m e n t  az im u th  d u r in g  th e  o bserva tion  p e r io d , as the  effect o f  a sm all 
p i l la r  ro ta tio n  p re su m a b ly  caused by  a g ra d u a l sum m er-n igh t cooling . The 
d o t te d  line passing th ro u g h  th e  p o in t Sk o f th e  f ig u re  rep resen ts th e  a d ju s tin g  
s t r a ig h t  line of th e  fo u r “ a z im u th  p o in ts” , re f le c tin g  th e  m ost p ro b ab le  process 
o f  th e  az im u th  v a r ia tio n . O n th e  o ther h a n d , th e  ex ac t a d ju s tm e n t com 
p u ta t io n  w ould h av e  y ie ld e d  n o t four, b u t  a sing le  az im u th  v a lu e  k,  ly ing  
n e a r  th e  o rd in a te  o f p o in t  S k .
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A N A L Y SE  D E R  M E R ID IA N M E T H O D E  D E R  Z E IT B E ST IM M U N G E N

B. MlLASOVSZKY

ZU SA M M EN FA SSU N G

D iese M ethode f in d e t a u f  d en  u n g arisch en  L a p la c e -P u n k te n  se it m ehreren  J a h rz e h n te n  
V erw endung .

Gewisse U n te rsch ied e  in  d e r  A nw endung  d e r M e th o d e  k ö n n en  — ab h än g ig  v o n  in d i
v iduellen  E rw äg u n g en , von  ü b e rlie fe r te n  E rfah ru n g e n  u n d  v o n  den  in s tru m e n te lle n  E in r ic h 
tu n g en  — a u f tre te n .

D u rch  diese U n te rsch ied e  k ö n n e n  1. das S te rn p ro g ram m  u n d  die B e o b ac h tu n g . 2. die 
In s tru m e n te n k o n s ta n te n  und  die p e rsö n lich en  F eh ler, 3. d ie  n um erische  A u sw ertu n g  b e tro ffe n  
w erden.

V om  V erfasser w erden d ie  P ro b lem e  bzw . d ie A lte rn a tiv e n  d e r B e o b ac h tu n g , h a u p t 
säch lich  a b e r die de r n u m erisch en  A u sw ertu n g  u n te r s u c h t .  D ie w esen tlichen  F ra g e n  sind : 
Z u sam m en ste llu n g  des S te rn p ro g ram m s, G ew ich tsb ild u n g  de r Z eitd u rch g än g e , A lte rn a tiv e n  
der e x a k te n  bzw . a n n äh e rn d en  B estim m u n g  der A z im u tk o n s ta n te n  u n d  de r U h rk o rre k tio n  
sowie d e ren  m ittle re  Feh ler.

L ’A N A L Y S E  D E  LA  M É T H O D E  M É R ID IE N N E  D A N S L E S  D É T E R M IN A T IO N S
D E  T E M PS

B. MlLASOVSZKY

R É SU M É

C ette  m éth o d e  e st u tilisée  d ep u is  p lusieu rs a n n ées  su r les p o in ts  L ap lace  de H o n g rie . 
Selon les p o n d é ra tio n s  in d iv id u e lle s , les expériences h é rité e s  d u  passé e t les in s tru m e n ts  
u tilisés , c e rta in e s  différences p e u v e n t  se p ré sen te r  d a n s  son  a p p lica tio n . Ces d ifférences p e u v e n t  
p o rte r : 1° su r le p ro g ram m e d ’é to iles  e t  l ’o b se rv a tio n ; 2° su r les co n stan tes  in s tru m e n ta le s  
e t les e rre u rs  personelles, en fin  3° su r l ’év a lu a tio n  n u m ériq u e .

L ’a u te u r  ex am ine  les p ro b lèm es , les a lte rn a tiv e s  de  l’o b se rv a tio n  e t s u r to u t  de l’é v a 
lu a tio n  n u m ériq u e . Les p ro b lèm es essen tie ls so n t: la  co m p o sitio n  du  p ro g ram m e  d ’é to iles , 
la p o n d é ra tio n  des passages des é to iles , l’a z im u th  in s tru m e n ta l  e t  la  c o n s tan te  de  la  ga rd e  
de tem p s, a in s i que les a lte rn a tiv e s  de  la  d é te rm in a tio n  e x ac te  e t approchée de  le u rs  e rre u rs  
m oyennes q u a d ra tiq u e s .
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АНАЛИЗ МЕРИДИАННОГО МЕТОДА ОПРЕДЕЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ
Б . М И Л А Ш О В С К И

РЕЗЮМЕ

Этот метод используется в течение десятилетий на точках Лапласа, расположенных 
на территории Венгрии.

В отношении применения метода в зависимости от индивидуальных сображений, 
опыта, перенятого от предков, и данного прибора могут иметь место определенные от
клонения.

Эти отклонения могут относиться к 1. звездной программе и обсервации, 2. постоян
ным прибора и 3. числовой оценке.

Автор исследует в основном вопросы и альтернативы числовой оценки, а частично 
обсервации. Важнейшими вопросами являются: составление звездной программы, взве
шивание переходов времени, азимут прибора и показание часов, а также альтернативы 
строгого и приближенного определения их средних ошибок.
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GEOTHERMAL MEASUREMENTS IN THE TWIN SHAFTS
OF HOSSZÚHETÉNY

T . B O L D IZ SÁ R

DOCTOR OF TECHNICAL SCIENCES, GEOTHERMAL RESEARCH BOARD, BUDAPEST 

[M an u scrip t rece iv ed  F e b ru a ry  22, 1963]

A d eta iled  g eo th e rm ic  m ea su re m e n t in  th e  S o u th e rn  p a r t  o f T ra n sd a n u b ia  in  H osszú- 
h e té n y  in tw o m in e -sh a fts  o f 540 m e te rs  d e p th  a t  a d is tan c e  o f 90 m ete rs  fro m  each  o th er 
is described  here, a cco rd in g  to  w h ich  th e  va lue  of te r r e s t r ia l  h e a t  flow  is:

(2.49 ±  0.02) • 10~e cal/cm I. 2sec

In  a geologically  s im ilar a rea  a t  a  d is tan ce  of 5 k m s fro m  H o sszú h e tén y , also in  tw o 
m in e -sh a fts  90 m ete rs  a p a r t ,  acco rd ing  to  th e  sam e k in d  o f m ea su re m e n ts  ta k e n  in  1955, th e  
v a lu e  of te rre s tr ia l  h e a t  flow  w as:

(3.31 i  0 .04) • 10-« cal/cm 2sec

T he average v a lu e  o f te r re s tr ia l  h e a t  flow  in  th is  te r r i to ry  can  be g iven  as 

(2.9 -r  3 .0) • 10_e cal/cm 2sec

H ig h  h e a t flow is c h a ra c te ris tic  fo r th e  w hole H u n g a rian  B a sin  h av in g  va lues be tw een  2 and 
3 • 10-e cal/cm 2sec. T h e  h igh  h e a t flow  m ay  be in  co n n ec tio n  w ith  th e  po sitiv e  B ouguer 
an o m a ly  and  the  h ig h er level o f th e  M ohoroviCic d isc o n tin u ity  in  th e  H u n g a rian  B asin .

I. In tro d u c tio n

Based on g eo th e rm al m easu rem en ts  m ade a t  tw o  places in  T ra n sd a n u b ia  
th e  v alue  of te r re s tr ia l  h e a t flow  is know n since 1955. T he m easu rem en t in 
th e  M ecsek M o u n ta in s , on th e  te r r i to ry  of K om ló  coal m ines a t  th e  Zobák 
m ine-shafts  is re m a rk a b le  for its  re liab ility  [1 , 7] an d  also for its  accu racy  
(F ig . 1). The fac t t h a t  d irec t h e a t  flow  m easu rem en t w as co n d u c ted  a t  Z obák  
fo r th e  firs t tim e  on th e  E u ro p ean  c o n tin e n t, m akes i t  even  m ore s ig n ifican t.

W ith  th e  sam e m eth o d  used  a t  th e  tw in  m in esh a fts  of Z obák , i t  was 
possible to  c o n d u c t a n o th e r  su rv ey  a t  H o sszú h e tén y  5 km s S. E . o f Z obák . 
H osszúhetény  is s i tu a te d  in th e  M ecsek M o u n ta in s  N. E . of th e  c ity  of Pécs 
(F ig . 2). On th e  su rface  m iddle  liassic m arl occur w ith  a th ick n ess  o f ab o u t 
600 m. A t a b o u t 500 m eters d e p th , th e re  are tra c h id o le r i t  sills. T he m ine 
sh a fts  w here th e  m easu rem en t w as m ade did  n o t reach  th e  coal fo rm atio n  which 
belong  to  the  L iassic (H e ttan g ian -S in em u rian ) level.

A ccording to  th e  in v e s tig a tio n s  of L . K o v á c s  th e  M ecsek M ounta in  
is a sax o n o tip e -frac tu red -fo ld ed  s tru c tu re , b u ilt  u p  on a Perm ian-M esozoic
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b a s e m e n t up  to  th e  low er C re taceo u s, its  to p  lay er is a N eogene fo rm atio n  
f ro m  th e  m iddle M iocene [8].

T h e  m o u n ta in ’s so u th -w e s te rn  p a r t  — W est o f H o sszú h e tén y  — is 
s t r u c tu r a l ly  a b ra c h ia n tic lin e , la te r  to  th e  N o rth  o f H o sszú h e tén y  th e  K isúj- 
b á n y a  peric lina l basin  was fo rm ed . T he m ine sh a fts  them selves a re  s itu a te d  
in  th e  b o rd e r zone o f th e se  tw o  s tro n g ly  d is tu rb e d  m ain  s tru c tu re s . T hese

0  7  2  3k m

Fig. 1

s t ru c tu re s  can be associa ted  w ith  th e  A u strian  (pregosau) p h ase  o f  th e  Alpin 
o ro g en esis  beg inn ing  in  th e  u p p e r  C retaceous. T hen  in  th e  L a ra m y a n  and  
S ty r ia n  phases th e  M ecsek M o u n ta in  m ig h t h av e  been in flu en ced  b y  some 
sy n o ro g en e  ty p e  of te c to n ic  m o v em en ts  w hich c rea ted  fissu res , fa u lts  and  
h o r iz o n ta l th ru s ts  (F ig . 2).

T h e  basic geom orpho log ica l c h a ra c te r  of th e  M ecsek M o u n ta in  is the  
r e s u lt  o f  th e  d en u d a tio n  b e g in n in g  w ith  th e  yo u n g er low er C retaceous and 
la s tin g  t i l l  th e  lower M iocene.
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T he p rev ious te c to n ic  p ic tu re  in  th e  P liocene w as enriched  w ith  new  
s tru c tu ra l  form s u n d e r  th e  synorogen  in fluence  o f th e  R h o d an ian  cycle  and  
th e  increased  s tra in  in  th e  c ru st w as relieved  m a in ly  b y  o v e rth ru s ts .

M agm atism  in  th e  M ecsek M ts. is rep re se n te d  b y  pho n o ly te  a n d  tra c h i-  
d o le rite , fo rm ed in  th e  A u triv ian  (low er C retaceous) an d  andesite  f ro m  th e  
m iddle  Miocén (F igs. 2 an d  3), th e  la s t  vo lcan ic  a c t iv i ty  to o k  p lace  a b o u t 
25 — 30 m illion years  ago.

МА5°Ю'

CEE Upper Triossic CEE Tertiary
LaverLiassic n—nwith cooi seams Ь J  Phono!ite
Middle .and Lower i---- 1Liassic mari Tracht dolente

Fig.  2

0 05  7 2km

t- + \  Andezité

*  O verth ru st '  F a u lt

In  th e  v ic in ity  o f H o sszú h e tén y  — th e  m asses o f th e  M ecsek (Zengő 
H ill) reaches from  th e  level o f th e  p la in s  of a b o u t 120 m  up  to  682 m e te rs ; 
th e  sh a ft collars are  ly in g  270 m eters  above sea level. T he Paleozoic-M ezozoic 
rocks g rad u a lly  su n k  in  stages and  th e  M iocene-P liocene tran sg ressio n  covered  
th e  b asem en t rocks. I t  can  be assum ed  th a t  th e  M esozoic rocks of th e  M ecsek 
M o un ta in  were o rig in a lly  s itu a te d  u n d e r  th e  p re se n t sea level and  th e  M esozoic 
beds h ad  lifted  up  d u rin g  th e  A u s tr ia n  m o u n ta in  b u ild u p , while th e  m ain  
fea tu re s  o f th e  p re se n t to p o g rap h y  w as form ed u p  to  th e  P liocene. T he s in k in g  
o f  th e  base m o u n ta in  h a d  also been com pleted  u p  to  th e  P liocene. T h e  u p lif t
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o f  th e  Mesozoic base  m o u n ta in  70 — 80 m illion  years  ago, m ak es th e  B irch- 
c o rre c tio n  [9] u n n ecessa ry , because since t h a t  tim e  th e  h e a t flow  h as becom e 
p ra c tic a l ly  s ta tio n a ry .

O ne can n o t a ssu m e  a n y  re la tio n  b e tw een  th e  m ag m a tism  a n d  h e a t 
f lo w  because on th e  one h a n d , a long tim e  h a v in g  passed  since th e n  an d  on 
th e  o th e r  the  in s ig n if ic a n t vo lum e of its  m ass does n o t in flu en ce  th e  reg ional 
v a lu e  o f  h ea t flow  co m in g  from  th e  d e p th .

T opograph ic  co rre c tio n s  have n o t b een  m ade because th e  to p o g ra p h y  
is to  com plica ted  (F ig . 1) a n d  th e  s tru c tu re  o f  th e  s tro n g ly  te c to n iz e d  area  
is n o t  qu ite  well k n o w n .

II . T em peratu re  m easu rem en ts

T h e  sinking of th e  sh a f ts  was done b y  b la s tin g  a t  a b o u t 2 m e te rs  deep 
se c tio n s . For m easu rin g  th e  v irg in  rock  te m p e ra tu re  a hole o f  1 — 1.5 m eter 
d e p th  was drilled in to  th e  side of th e  s h a f t ,  r ig h t  a f te r  m u ck in g . To avoid  
a n y  e rro r  b y  d rilling  h e a t ,  th e  hole was a llow ed  to  s ta n d  fo r 4 -—6 h ours for 
th e  h e a t  to  d isap p ea r b e fo re  m ak ing  th e  m easu rem en ts . T he te m p e ra tu re  
o f  th e  rock  was m easu red  w ith  a ca lib ra ted  0.1° C th e rm o m ete r . T he m easu re 
m e n ts  were co n d u c ted  o n ly  in  d ry  rocks w h ere  w a te r  an d  ex p an sio n  of gas 
w e re  ab sen t.

F igure  4 show s v a lu e s  o f rock te m p e ra tu re s  in  th e  sh a f ts  90 m eters 
a p a r t .  A t a d ep th  o f  200 m ete rs  th e  geo iso th erm s ap p eared  to  be  d e fin ite ly  
s lo p in g  to  the  S ou th  (F ig . 5). A lthough , in  th e  v ic in ity  of th e  sh a fts  th e  te rra in  
is f l a t ,  th e  ne ig h b o u rin g  a re a  is s itu a te d  on a gen tle  slope on th e  side o f th e  
M ecsek  M ountain . T he o r ie n ta tio n  of th e  geo iso th erm s co rresponds w ith  th a t  
o f  th e  slope (Fig. 3). T h e  p ro b ab le  e rro r o f  th e  te m p e ra tu re  m easu rem en t 
is a b o u t  0.2° C.
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T e m p e r a t u r e

I I I . C onductivity  m easu rem en ts

M easurem ents w ere m ade w ith  th e  re la tiv e  m e th o d , th e  so called 
“ d iv id ed  b a r ”  m eth o d . To o b ta in  th e  th e rm a l c o n d u c tiv ity  of th e  ro c k  sam ples, 
th e  th e rm a l co n d u c tiv ity  o f  th e  b rass  b a rs  w ere com pared  w ith  sy n th e tic  
q u a r tz  c ry s ta ls  and  to  q u a r tz  é ta lo n s o b ta in ed  from  th e  N a tio n a l P hy sica l 
L a b o ra to ry  in  T ed d in g to n .

F o r o b ta in in g  th e  te m p e ra tu re  g rad ien t in  th e  b rass b a r , i t  is n ecessary  
to  m easu re  te m p e ra tu re  d ifferences v e ry  p recisely . T he m e a su re m e n t of

3 Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Fig. 5

te m p e ra tu re  difference w as  done w ith a p rec is io n  of 0.01° C w ith  copper- 
c o n s ta n ta n  th e rm o co u p le . T h e  therm oelec tric  v o ltag e  was m easu red  by  
c o m p e n sa tio n . The th e r m a l  res is tan ce  of th e  a ir-film s betw een  th e  b ra ss  and  
sp e c im e n  was also ta k e n  in to  acco u n t. To e s tab lish  th e  film  correc tion  m easu re 
m e n ts  were m ade w ith  3 d iscs  of d ifferen t th ick n esse s  [1].

T he rocks are d e n se , th e i r  porosity  is b e tw e e n  0.5 —1.5% . T he m easu re 
m e n t  was m ade in  d ry  c o n d itio n . Because o f  sm a ll po ro sity , th e  d ifference 
b e tw e e n  the  in si tu  w a te r  c o n te n t and w a te r  p re se n t a t  th e  m easu rem en t is 
so  sm a ll th a t  it  was d is re g a rd e d . P robable  e r ro r  o f  th e  m easu rem en t is 1 .5% .

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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IV. C om putation o f the  h e a t flow

K now ing  th e  geological section  o f th e  s h a f t ,  w ith  help of te m p e ra tu re  
an d  co n d u c tiv ity  m easu rem en ts , th e  te r re s tr ia l  h e a t flow  could be  c o m p u te d . 
In  th o se  th ic k  beds w here severa l sam ples w ere o b ta in ed , each  v a lu e  w as 
considered  to  re p re se n t th e  co n d u c tiv ity  of a ro ck  sec tion  from  th e  m id -d e p th  
be tw een  th e  p rev ious an d  p re se n t sam ple to  th e  m id -d ep th  b e tw een  th e  fo l
low ing an d  p re se n t sam ple . W ith in  th e  sam e b ed  th e  co n d u c tiv ity  w as su b je c t 
to  considerab le  change. To co m p u te  th e  h e a t flow , th e  m id -d ep th  te m p e ra tu re s  
w ere o b ta in ed  fro m  F ig . 4.

To co m p u te  th e  v e r tic a l com ponen t of th e  h e a t flow  th e  fo llow ing fo r
m u la  w as em ployed :

A T

q ~  $  Д К
1=1

w here A T  is th e  sum  o f te m p e ra tu re  d ifferences,
Ahi is th e  th ick n ess  of th e  bed , h a v in g  a th e rm a l c o n d u c tiv ity  o f A;. 

T he e q u iv a le n t th e rm a l co n d u c tiv ity  o f  th e  fo rm atio n  su rv e y e d  w as 
co m p u ted  b y  th e  follow ing fo rm u la :

h
A h  I

1 _ Í*1
Ácq -  4 — J f  •

T he m ost p ro b ab le  va lu e  o f th e  h e a t flow  w ith  its  s ta n d a rd  d e v ia tio n , co m 
p u te d  in  v e rtic a l d irec tio n  as th e  tw o m ine sh a fts  is

q =  (2.49, d: 0.02) • 10~6 cal/cm 2sec.

T h e  co n d u c tiv ity  o f th e  sam ples — h av in g  th e  sam e age, being  m inera log ic- 
a lly  th e  sam e, g re a tly  v a ried  (e.g. in  the  M iddle L iassic m arl, betw een  0.00421 — 
0.00928 CGS), so , th a t  th e  sam ple  d id  n o t re p re se n t th e  w hole sec tio n  from  
w hich  th e  sam ple  was ta k e n . T he in s ig n ifican t d ifference in h e a t flow , co m 
p u te d  in d e p e n d e n tly  in  b o th  sh a fts , show s t h a t  th e  average o f th e  n u m ero u s  
ra n d o m  m easu rem en ts  a lm o st com plete ly  co m p en sa ted  th is possib le  m is
re p re se n ta tio n .

D ry in g  o u t o f rock  sam ples m ay cause e rro rs , b u t  th is  b ecau se  o f  th e  
sm all p o ro sity  (1 —1,5% ) could  n o t be to o  g re a t;  d ry in g  ou t decreases th e  
th e rm a l c o n d u c tiv ity , so b y  ta k in g  th e  v a lu e  o f th e  in situ  w a te r  c o n te n t 
in to  acco u n t w ould  increase  th e  h e a t flow . I t  is n o t p robab le , th a t  th e  a c tu a l  
a n d  m easu red  h e a t flow  d ev ia te  m ore th a n  4 — 5 % .

3* Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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V. C onclusions

F iv e  k ilom eters from  H o sszúhe tény  — th e  m easu rem en ts a t  Z obák  
u s in g  th e  sam e m e th o d  gave a h e a t flow  o f 3.3 • 10-e  cal/cm 2 sec. H o sszú 
h e té n y  an d  Z obák  a re  in  an  area  of th e  sam e  geological s tru c tu re . So th e  
d iffe ren ce  in  h e a t flow  can  be ex p la ined  e ith e r  b y  to p o g rap h y  or b y  th e rm a l 
c o n d u c tiv i ty  anom alies o f  unknow n  deep  la y e rs , b u t  possib ly  b o th  fac to rs  
h av e  an  in fluence , since th e  te r r i to ry  is te c to n ic a lly  d is tu rb ed .

B o th  sh a fts  a t  H o sszú h e tén y  and  Z o b ák  a re  in  th e  sam e M iddle Liassic 
m a rl ho rizo n . A lth o u g h  th e  m arl a t  b o th  p laces  looks alike, th e ir  th e rm a l 
c o n d u c tiv i ty  d ev ia te  fro m  each  o th e r. A t H o sszú h e tén y  th e  average  co n d u c
t i v i t y  fo r m arl b e tw een  332—480 m eters is :

X =  0.00609 CGS,

a t Z o b á k , betw een  3 1 6 —518 m eters is:

X =  0.00663 CGS.

In  re g a rd s  to  th e  m o u n ta in  b u ild ing  an d  sh a p in g  o f th e  p resen t to p o g ra p h y , 
it  is n o t  necessary  to  em p lo y  an y  correc tion  [9] because all these  ev en ts  h a p p e 
n ed  in  th e  U pper C retaceous and  M iddle M iocene.

T h e  volcan ism  — in  connection  w ith  th e  m o u n ta in  fo rm a tio n  — also 
to o k  p lace  in th e  U p p e r  C retaceous an d  M iocene. T he volcanic  a c t iv i ty  was 
sm a ll a n d  for th is  reaso n  th e  p resen t h ig h  h e a t  flow  could n o t be b ro u g h t 
in to  re la tio n  w ith  th e  tra c h id o le rite  an d  a n d e s ite  sills.

T h e  te r r i to ry  o f  H o sszú h e tén y  lies on a slope raising  o u t o f th e  p lains 
o f M ecsek M ts. so th e  p la in s  of th e  g eo iso th e rm  are n o t h o rizo n ta l. The 
m e a su re d  values o f h e a t  flow  reco m p u ted  in  a d irec tio n  p e rp en d icu la r to  th e  
geo iso th e rm s , gives so sm all a d ev ia tio n  t h a t  th is  w ould n o t  ex p la in  th e  
d iffe ren ce  in  h e a t flow  o f 3.3 • 10~6 and  2.5 • 10 -6 CGS in  Z obák  an d  H osszú 
h e té n y . I t  m u st be concluded  th a t  th e  d iffe rence  in  te rre s tr ia l h e a t  flow  
b e tw e e n  th e  tw o tw in  sh a fts  is caused b y  th e  to p o g ra p h y , an d  m a in ly  b y  th e  
d e e p e r an d  y e t u n k n o w n  layers w ith  u n k n o w n  h e a t  c o n d u c tiv ity  an d  o rien 
ta t io n .

C onsidering  th e  a fo rem en tioned  i t  m ay  be  concluded  th a t  th e  re la tiv e ly  
low  h e a t  flow  of H o sszú h e tén y  and  th e  h igh  h e a t  flow  of Z obák  m ay  be  v e ry  
n e a r  to  th e  m ax im u m  a n d  m in im um  h e a t  flo w  o f th is  area. T he av e rag e  can  
he a c c e p ted  as th e  v a lu e  o f th e  reg iona l h e a t  flow  com ing from  th e  d e p th .

So in  th e  a rea  o f  th e  M ecsek M ts. th e  h e a t  flow  is a b o u t

(2.9 -г- 3.0) • 10~6 cal/cm 2sec.
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/ .  Hosszúhetény 4. Lötschberg 7. Arlberg
2. Nagylengyel 5. Simplon 8. Tauern
3. Kaba-Hajdúszoboszló 6. Gotthard

Fig. 6

Table I

Virgin rock tem p era tu re  values o b se rv ed  in th e  d o w ncast sh a ft a t  H o sszú h etén y

No.
Depth

M
Measured

Temperature
°C

Correction
°C

Virgin Rock 
Temperature

°C

1 107 ,3 14 ,9 + 0 , 0 5 14 ,95

2 113 ,2 15 ,3 +  0 ,0 5 15 ,35

3 119 ,6 15 ,0 + 0 , 0 5 15 ,05

4 138,5 16,1 +  0 ,0 5 16 ,15

5 193,0 16 ,7 + 0 , 0 5 16 ,75

6 2 1 5 ,0 17 ,8 +  0 ,0 5 17 ,85

7 2 2 2 ,0 17,8 +  0 ,0 5 17 ,85

8 2 3 9 ,0 18,4 +  0 ,0 5 18 ,45

9 2 5 3 ,0 18,6 + 0 , 0 5 18 ,65

10 2 6 9 ,0 18,8 + 0 , 0 5 18 ,85

11 2 7 8 ,0 19,6 +  0 ,0 5 19 ,65

12 3 3 8 ,0 2 1 ,3 0 ,0 2 1 ,3 0

13 4 8 9 ,0 2 8 ,0 - 0 , 1 5 2 7 ,8 5

14 4 9 2 ,0 28 ,1 - 0 , 1 5 2 7 ,9 5

15 4 9 5 ,0 28 ,1 - 0 , 1 5 2 7 ,9 5

16 4 9 8 ,0 2 8 ,2 - 0 , 1 5 2 8 ,0 5

17 5 1 3 ,0 2 8 ,3 - 0 , 1 5 2 8 ,1 5

18 524 ,0 2 9 ,4 0 ,0 2 9 ,4 0
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I n  C o n tin en ta l E u ro p e  — exclud ing  m e a su re m e n ts  in  H u n g a ry  h e a t flow  is 
k n o w n  according to  Cl a r k  an d  N ib l e t t  [11] a n d  Cl a r k  [12] in  th e  tu n n e ls  
o f  th e  A lps. T heir r e s u lts  show  m any u n c e r ta in tie s  an d  th e ir  va lu es  are b e 
tw e e n  1.4 • 10“® a n d  2 .2  • 1 0 _® CGS. A verage  h e a t  flow  values o f  th e  Swiss 
a n d  A u strian  Alps ca n  b e  ta k e n  as 1.8 • 1 0 _ ® CGS (Fig. 6).

Table II

V irgin rock te m p e ra tu re  v a lu es observed in  th e  u p c a s t  shaft a t  H osszúhetény

No. Depth
M

Measured
Temperature

°C
Correction

°C
Rock

Temperature
°C

l 100,0 14,3 0,0 14,30

2 112,4 15,2 + 0 ,0 5 15,25

3 119,1 15,0 + 0 ,0 5 15,05

4 127,0 15,1 + 0 ,0 5 15,15

5 135,5 16,3 + 0 ,0 5 16,35

6 190,7 16,7 + 0 ,0 5 16,70

7 213,7 17,8 + 0 ,0 5 17,85

8 219,2 17.8 +  0,05 17,85

9 235,0 18,5 +  0,05 18,55

10 249,0 18.6 +  0,05 18,65

11 265,0 18,6 +  0,05 18,65

12 272,0 19,2 +  0,05 19,25

13 340,0 22,3 0,0 28,30

14 352,0 23,1 0,0 23,10

15 410,0 25,6 0,0 25,6

16 499,0 29,6 —0,3 29,3

17 506,0 29,5 —0,3 29,2

18 525,0 29.6 0,0 29,6

T he la tes t m e a su re m e n ts  of p resen t a u th o r  E a s t of th e  D an u b e  — on 
th e  H u n g a rian  P la in  sh o w  th e rm a l g ra d ie n ts  o f  50—70° C/km . T his also 
p o in ts  to  large h ea t flo w  in  th e  whole te r r i to ry  o f  H u n g a ry  w hich is confirm ed 
b y  th e  la te s t c o n d u c tiv ity  m easu rem en ts. In  H u n g a ry  th e  h ea t flow  is p ro b ab ly  
b e tw e e n  2 and 3 p ca l/c m 2 sec; Now it can  sa fe ly  be concluded th a t  ev e ry 
w h ere  w ith in  the  C a rp a th ia n s  the  h ea t flow  is h ig h . A dvancing  to w ard s  th e  
d e p th  th e  te m p e ra tu re  in  H u n g a ry  increases a t  le a s t tw ice as fa s t as a n y 
w h ere  in  the  n e ig h b o u rin g  coun tries ou tside  o f  th e  C arp a th ian s.

G rav ity  m e a su re m e n ts  m ade in  H u n g a ry  disclosed positive  B ouguer 
an o m alies  in the  w hole  te r r i to ry  of the  c o u n try  [13]. The M ohorovicic dis-
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c o n t in u i ty  is a t  a d e p th  o f 33 — 36 k m  th a t  is, i t  is h igher th a n  in  p laces b o r
d e r in g  th e  ou ter side  o f th e  C a rp a th ia n s  (40 — 50 km ). S c h e f f e r  b rin g s  h ea t 
flo w  an d  g rav ity  as well as deep re flec tio n  su rv ey s in to  re la tio n sh ip  w ith  
e ach  o th e r  and  concludes th a t  th e  h ig h  h e a t flow  is caused  b y  d en se  basic 
ro ck s elevated  to  a h ig h er level [1 4 ]. H e su p p o rts  his in te rp re ta t io n  b y  the  
h e a t  flow  anom alies o f th e  A tlan tic  R id g e  an d  A lba tro ss P la te a u  in  th e  P acific  
O cean  w hich m ay also  be connected  w ith  th e  e lev a ted  position  o f th e  M ohoro-

T a b le  I I I

R ock conductiv ities in  th e  d o w n cast shaft a t  H osszúhetény

Depth
M Description of the Rock Thermal Conductivity 

cal/cm sec, Deg. C.

332,0 M iddle L iassic  M arl 0.00473

342,0 ” 0.00928

353,0 0,00672

366.7 41 0.00479

377,0 ЧЧ 0,00483

387,0 9» 0,00571

392,0 1» 0,00433

400,0 ЧЧ 0,00552

477,0 0,00657

478,0 ” 0,00654

479,0 0,00684

480.0 ” 0,00724

507,0 C ontact m arl 0,00582

519.0 T rach id o ie rite 0.00664

o v ic ic  d isco n tin u ity . A ccording to  B u l l a r d  an d  G r ig g s  [15] i t  is v e ry  possible 
t h a t  th e  M ohorovicic d isc o n tin u ity  is n o t  a phase  change b u t  a ch an g e  in 
m a te r ia l ,  w hich seem s also to  s u p p o r t  th is  th e o ry .

I f  the  above-sa id  can be ta k e n  as co rrec t, th e n  th is  fac t can  g ive a w holly 
new  lig h t to  th e  conclusion  of B u l l a r d  an d  G r ig g s  [15] co n cern in g  th e  
re la tio n sh ip  of te r re s tr ia l  h ea t flow  an d  th e  d e p th  o f M ohorovicic d isco n 
t in u i ty .

In  an in v e s tig a tio n  in 1960 [16 ] it  w as p o in ted  o u t, th a t  if  th e  te r re s tr ia l  
h e a t  flow  o rig in a tes  p a r tly  from  th e  in n e r  h e a t and  p a r tly  fro m  th e  ra d io 
a c tiv e  decay  in th e  g ran itic  c ru st (in  v a ry in g  am o u n ts) th en  in  a b o u t 10 km  
in a c tiv e  sed im ents an d  in 20 k m  g ra n ite  th e  te m p e ra tu re  g en era lly  increases 
to  600° C, b u t in  H u n g a ry  it in c reases  to  1250°. In  the  f irs t case 1.2 • 10~e
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CG S, in  th e  second case 2 .8  • 10-e  CGS h e a t flow  w as ta k e n  in to  acc o u n t. 
T h is  to o  underlines th e  v iew s of B u l l a r d  a n d  G r i g g s .

A ccording to  th e  p re s e n t know ledge, th e  re la tio n  of h e a t flow  an d  th e  
s t ru c tu re  of th e  c ru s t  — also  considering  ra d io a c tiv e  h e a t p ro d u c tio n  — 
c a n n o t be fo rm u la ted  b ecau se :

1. Values o f h e a t  flo w  an d  its  d is tr ib u tio n  on th e  su rface o f th e  E a r th  
a re  n o t  well know n  e n o u g h , still m any  m ore  m easu rem en ts  are  necessa ry .

Table IV

R ock  c o n d u c tiv itie s  in  th e  u p cas t sh a f t  a t  H osszúhetény

Depth
M Description of the Rock Thermal Conductivity 

cal/cm sec, Deg. C.

330,0 M iddle Liassic M arl 0,00525
340,0 99 0,00678

351,0 99 0.00524

366,0 99 0,00421

373,0 99 0,00732

390,0 99 0,00683

409,1 ” 0,00674

481,0 ” 0,00624

507,0 Sandy-m arl 0,01228

513,0 Sandstone 0,00802

523,0 99 0,00606

525,0 Marl 0,00633

U p to  now  on th e  E u ro p e a n  co n tin en t only th e  Z o b ák  — H o sszú h e tén y  m eas
u re m e n ts  can  be ta k e n  as b e in g  reliab le . B eside  th ese  on ly  a few  in d ire c t 
h e a t  flow  m easu rem en ts  a re  know n of in th e  A lps.

2. The c ru s ta l s t ru c tu re  of th e  e a r th , is n o t  know n w ith o u t d o u b t, 
a n d  i t  is also n o t k n o w n  w here  the  te r re s tr ia l  h e a t  o rig inates from .

3. T here is a g re a t  p o ss ib ility  th a t  th e  an o m alo u s  values o f h e a t flow  
— i f  th e  “ an o m aly ”  can  b e  estab lished  a t  a ll, since th e  “ n o rm a l”  va lu e  is 
n o t  k n o w n  e ith er — cou ld  n o t  be exp la ined  w ith  th e  sam e h y p o th esis  e v e ry 
w h ere  on th e  e a rth .

4 . T he cause o f  th e  anom alously  h igh  re g io n a l h e a t flow  can  be th e  
h e a t  o f  ra d io a c tiv ity  o f  th e  th ickened  c ru s t, b u t  i t  can  also be in  re la tio n  
w ith  th e  up lifted  basic  ro ck s .

T h e  a u th o r be lieves t h a t  th e  v a ria tio n  in  o b se rv ed  h e a t flow  close to  
th e  su rface  of th e  c ru s t c a n n o t be exp lained  b y  th e  sam e causes ev e ry w h ere  
a n d  fo r  in d iv id u a l cases d iffe re n t ex p lan a tio n s  h a v e  to  be so u g h t fo r. T h e
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value of heat flow obtained on the surface may be influenced by the diversity 
in crustal structure together with the changing amounts of radioactive 
materials.

Summing up all these, the H ungarian Basin with a territory of over 
100 000 km2 with its big geothermic gradient and large heat flow, stands out 
sharply from the norm al geothermic surroundings and as far as it is known, 
it is a unique hypertherm al territory. The cause of the high heat flow over 
the whole territory within the Carpathians may be the elevated position of

T able  V

C om putation  of te rre s tr ia l h ea t flow  in  th e  d o w ncast a t H osszúhetény

Depth
M

Thickness
M Rock

Thermal 
Conductivity 

cal/cm sec, deg. c
J  hi 

1 0 - *  — Î-
Ai

Temperature
°C

327,0 21,0

337,0 10,0 Marl 0,00473 0,2114

347,5 10,5 99 0,00928 0,1131

359,9 12,4 99 0,00672 0,1845

371,9 12,0 ” 0,00479 0,2505

382,0 10,1 ” 0,00483 0,2091

389,5 7,5 ” 0,00571 0,1313

396,0 6,5 99 0,00433 0,1501

438,5 42,5 99 0,00552 0,7699

477,5 39,0 99 0,00657 0,5936

478,5 1,0 99 0,00654 0,0152

479,5 1.0 99 0,00684 0,0146

490,0 10,5 99 0,00724 0,1450 27,9

498,0 8,0 T rach ido lerite 0,00664 0,1204

502,0 4,0 C o n tac t m arl 0,00582 0,0687

506,0 4,0 Marl 0,00610 0,0656

516,0 10,0 C ontact m arl 0,00582 0,1718

524,0 8.0 T rach ido lerite 0,00664 0,1205 29.4

S A h , =  197,0 1 0 *  V  - -
Ai

-  =  3,3353 . IT  =  8.4

T h e  v a lu e  of te rre tr ia l  h e a t  flow :

9 =  =  3.33534 10« “  2’52 • 10-6 cal/cm2 8ec

“  h

E q u iv a le n t  th e rm al c o n d u c tiv ity  o f th e  fo rm a tio n :

■*< =  « —
У/  A h t 

A T
„ 2 . 5 2 . 1 0 - i ? ^ 102

=  0,00591 CGS
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the  basic rocks of higher density. The upward movement of the basic rocks 
m ay have transported the excess heat. A nother possibility is the higher than  
average content of radioactive material in the crust underlying the Carpathian 
basin but this assum ption cannot yet be supported by any factual evidence.

Table VI

C om putation  o f te r re s tr ia l  heat flow in  th e  u p c a s t  sh a ft a t  H o sszúhetény

Depth
M

Thickness
M Rock

Thermal 
Conductivity 

cal/cm. sec, deg. c.

Ahi IO“ *--- -
h

cm sec °C/cal.
Temp.

°C

325,0 21,9

335,0 10,0 Marl 0,00525 0,1905

345,5 10,5 ” 0,00678 0,1549

358.5 13,0 ” 0,00524 0,2481

369,5 11,0 ” 0,00421 0,2613

381,5 12,0 ” 0,00732 0,1639

399,6 18,1 0,00683 0,2650

437,1 37,5 ” 0,00674 0,5564

501,7 64,6 ” 0,00624 1,0353

508.2 6,5 Sandy m arl 0,01228 0,0529

518,7 10,5 Sandstone 0,00802 0,1309

520,5 1,8 Marl 0,00600 0,0300

523,3 2,8 Sandstone 0,00606 0,0462

525,5 2,2 Marl 0,00633 0,0348 29,7

Г.1Л, =  200,5 ю - «
Ai

-  =  3,1702 A T  =  7,8

T h e  v a lu e  of te r ra s tr ia l  h e a t  flow  :

Л Т  7 8
9 =  Т Ж - =  3,1702 ■ 10-* =  2’46 • 10"  ca,/ " * 2*ec

-  Л,-

E q u iv a le n t  th e rm al c o n d u c tiv ity  of tk e  fo rm a tio n

A h,
A T

2,46 • 1 0 -e
200,5 • 102 

7,8
=  0,00632 CGS
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M E SSU N G  D ES IR D IS C H E N  W Ä R M E F L U S S E S , IN  D E R  Z W IL L IN G SS C H A C H T  VON
IIO S S Z U H E T É N Y

T. B O L D IZ S Á R

Z U SA M M E N FA SSU N G

D en  au sführlichen  M essungen gem äß, d ie  in H o sszú h etén y , a u f  dem  sü d lich e n  Teil 
des tra n sd a n u b isc h e n  G eb ie tes  U ngarns, in zw ei, v o n e in a n d e r  um  90 m e n tfe rn te n  S c h a ch ten  
in  e tw a  540 m Tiefe v o rg en o m m en  w urden , i s t  d e r  W ert des ird ischen  W ärm eflu sses

(2,49 ±  0,02) X 10 -6  cal/cm 2sec.

I n  e in e r E n tfe rn u n g  von  5 km  von H o ssz ú h e té n y , a u f  geologisch äh n lic h em  G eb iet, 
eb en fa lls  in zwei, v o n e in a n d er u m  90 m e n tfe rn te n  S c h a ch ten  in 1955 a u sg e fü h rte n  M essungen 
gem äß  is t  de r W ärm efluß

(3.31 i  0,04) X 10 -e  cal/cm 2sec.

D er W ert des ird isch en  W ärm eflusses a u f  d iesem  G ebiet k ann  fü r 

(2 ,9 -r3 ,0 ) X  10 ~ e ca l/cm 2sec

g en o m m en  w erden. D as gan ze  G ebiet des u n g a ris c h e n  B eckens is t d u rc h  e in en  h o h e n  — 
— zw ischen  2 und  3 • 10e cal/cm 2sec sc h w a n k en d e n  — W ärm eflu ß w ert c h a ra k te r is ie r t .  Die 
U rsach e  e ines so g roßen  W ärm eflusses m ag  m it  e in e r H ochlage der b a s isch en  E rd k ru s te  
Z u sam m enhängen , was ü b rig en s  au ch  d u rch  d ie  g ro ß e  p o sitiv e  B ouguer-A nom alie  b e s tä t ig t  
zu w erd en  schein t.

M E S U R E S  D U  C O U R A N T  G É O T H E R M IQ U E  D A N S L ES PU ITS JU M E A U X  D E
H O S S Z Ü H E T É N Y

T. B O L D IZ S Á R

R É S U M É

A  H o sszú h etén y , d a n s  la  p a rtie  sud de  la  T ra n sd a n u b ie , des m esures p réc ises  e ffec tu ées 
en  d e u x  p u its  d ’env. 540 m  de p ro fondeur, fo n cés à 90 m  de d istance, o n t p e rm is  d e  re lev er 
u n  c o u ra n t  g éo therm ique  de

(2,49 ±  0,02) X 10 ~ 6 cal/cm 2sec
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A 5 km  de H o s sz ú h e té n y , sur u n  te rra in  g éo lo g iq u em en t sem blable, le c o u ra n t  géo 
th e rm iq u e  m esuré  en  1955, d a n s  deux  p u its  ég a lem en t d is ta n ts  de 90 m , a  é té  de

(3 ,31  ±  0,04) X 10~e c a l/cm 2 sec

L a  v a leu r m o y en n e  d u  c o u ra n t géo th e rm iq u e  p e u t  ê tre  évaluée, su r ce te r ra in ,  à 

(2 ,9  +  3,0) X 10-6  c a l/cm 2 sec

T o u t  le te rr ito ire  d u  b a ss in  ho n g ro is  est carac té risé  p a r  u n  c o u ra n t géo th e rm iq u e  in te n se , 
v a r ia n t  e n tre  (2 -i-3) 10-6  c a l/cm 2/sec. Ce c o u ran t g é o th e rm iq u e  d ’u n e  v a le u r élevée p o u rra it  
a v o ir  p o u r  cause l’é lé v a tio n  de  la  c ro û te  te rre s tre  de  c a ra c tè re  b a siq u e , hy p o th èse  que  se m b le n t 
é g a lem e n t confirm er les g ra n d e s  anom alies positiv es de  B o u g u er.

О РАБОТАХ ПО ИЗМЕРЕНИЮ ГЕОТЕРМИЧЕСКИХ ПОТОКОВ, В СДВОЕН
НЫХ ШАХТАХ РАЙОНА ХОССУХЕТЕНЬ

Т- БОЛЬДИЖАР

РЕЗЮМЕ

По результатам детальных измерений, проведенных в шахтах глубиной около 
540м и находящихся на 90 м друг от друга в районе Хоссухетень, в южной части Задунай
ской области Венгрии, значение геотермического потока составляет

(2,49 ±  0,02). Ю~6 кал/см- сек.
На 5 км от района Хоссухетень, в области, характеризующейся аналогичными геологи
ческими условиями, в 1955 г. были проведены подобные измерения в двух шахтах, рас
положенных также на 90 км друг от друга. По данным этих измерений величина тепло
вого потока равна

(3,31 ±0,04). 10-« кал 1см2 сек.
Следовательно, в данном районе геотермический поток имеет величину 

(2,9 -г 3,0). Ю_с кал/см сек.
Для территории всего Венгесркого бассейна характерно высокое значение геотермиче
ского потока, изменяющееся в пределах (2 у  3). 10~6 кал1см2 сек. Причина такого высо
кого значения теплового потока может быть связана с приподнятым положением земной 
коры основного состава, что подтверждается и наличием здесь крупной положительной 
аномалии Буге.

Ac.li Techn. Hung. 47. (1964)



ADJUSTMENT OF A DISCRETE VALUE SYSTEM 
BY A LINEAR FUNCTION

CS. ASSZONY I

TECHNICAL UNIVERSITY FOR HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC (HUNGARY) 

[M an u sc rip t received  on M arch  9 th , 1963]

T h e  p a p e r deals w ith  a  p ro b lem  freq u e n tly  a p p ea rin g  in  tech n ica l and  econom ic p ra c tic e . 
T h e  p ro b lem  in  q u estio n  arises , w hen  a  d iscre te  sy s te m  o f v a lu es w ith  n v a ria b le s  c o n sis tin g  
of d isc re te  p o in ts  is to  be ap p ro ac h ed  b y  a lin ea r fu n c tio n .

A s b asis  o f th e  a p p ro x im a tio n  a u th o r  choses th e  m in im u m  of th e  squ are  su m  o f  w e ig h ted  
p e rp en d icu la r  resid u als  b e tw ee n  th e  sy s tem  of p o in ts  a n d  th e  lin ea r fu n c tio n , b e ca u se  in  th is  
case th e  a d ju s tin g  fu n c tio n  is in v a r ia n t  in  re la tio n  to  th e  tran s fo rm a tio n  of c o o rd in a te s .

A u th o r  show s t h a t  th e  so lu tio n  of th e  p ro b lem , i.e ., th e  d e te rm in a tio n  o f  th e  n o rm al 
v e c to r o f th e  a d ju s tin g  h y p e r-p la n e  conduces to  th e  e s ta b lish m e n t of th e  e ig en -v ec to rs  b e lo n 
ging to  th e  co o rd in a te -m a tr ix  D . so in te rp re te d  by  h im . T h e  p a p e r  en ligh tens th e  g eo m e tric a l 
tense  o f th e  ch a ra c te ris tic  v a lu es, th e  so-called e ig en -v a lu es o f D , and  using  sam e  en su res 
she u n iq u en ess of th e  so lu tio n  of th e  p ro b lem  in  q u e s tio n .

In the field of measurements performed in technical and economic 
practice the following problem frequently arises: to  a value-system consisting 
of discrete values an adjusting function is to be attached, by which the given 
value-system is approached as well as possible.

Investigations to  be made in this paper approach the value-system  by 
a linear function. As a condition of the approxim ation the weighted quadratic 
sum of perpendicular residuals is chosen.

In the case of one variable, i.e., when the problem consists in the ad ju st
m ent of a planar system  of points by a straight line, the problem in question 
is well-known chiefly in mining — and geodetic practice [1], [2], [3]. Howe- 
ever, to the best of au thor’s knowledge the unambiguous solution of the case 
related to more than  one variable, is heretofore not to be found in literature.

Phenomena occurring in engineering practice generally depend on many 
variables, and so it seems to be necessary to  adap t to given function-points 
an approaching empirical function, the equation of which is known and 
properly approaches the phenomenon itself. In  practice this always occurs 
by using a linear function, or a function th a t m ight be turned by transfor
m ation into a linear one, and heretofore the usual condition to be satisfied 
was th a t the square sum of weighted residuals of coordinates should be a 
minimum. As is well-known, in this case the solution depends on the chosen 
system of coordinates also, while the solution investigated in the paper, 
determined on the base of the condition of perpendicular residuals, is invarian t 
in relation to the transform ation of coordinates.
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In  the paper the adjustm ent of a general point system characterized 
by  more variables is dealt with, using for this purpose a linear function with 
more variables, i.e., the so-called hyper-plane. The investigation, refers to 
bo th  cases occurring in practice i.e., when:

1. the adjusting linear function is to  be determined on the base of 
the m inimum of weighted residuals;

2. the adjusting function should satisfy, in addition to the minimum 
condition also an accessory one, i.e., th a t same should run through a given 
s ta rtin g  point.

The square sum of w eighted residuals

The value-system  should be given in  an orthogonal system  o f coor
d in ates attached to  variables x, y , . .  . ,  v.

The variables are included into a vecto r  r  having n  e lem ents,

r =  { x y  . . .  v} (1)

The direction of the axes o f  coordinates should  be explained by the orthogonal 
unit-vectors

=  {1 0  . . .  0}

e , =  {0 1 . . .  0}
................................................................  ( 2 )

e n —  {o  0 . . .  1 } .

The values of the discrete value-system  belonging  to each other should he 
m arked b y  the vectors

r i =  f * i J i  v i}

r 2 =  { * 2  Уг ■ • •
.........................................  (3)

r q =  i Xq Уд ■ • • v i?} ’

ca llin g  sam e the points o f  an n-dim ensional space expanded by the vectors  
e 15 e 2. . . e„. The single poin ts are taken w ith  a not in fin itely great positive  
w eigh in g  p i  (i =  1, 2 ,.  . .  q ) into consideration.

The equation o f  th e  adjusting hyper-plane (according to H e s s e ) is

n r  —  l —  0 , (4)
or

n x x  +  п у У  +  • • • +  n « v  —  1 =  0 > (4 a )
where

n  =  { « X  n y  • • • n v )  ( 5 )

Act'i Techn. Hung. 47. (1964)
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is the normal unit-vector of the hyper-plane, and l is the distance between 
the hyper-plane and the centre of the system of coordinates.

This distance of the  i-th  point from the hyper-plane is

e, =  nr, — n r  =  nr, — / (i =  1, 2, . . ., q) (6)

thus, the square sum of weighted residuals is represented by the relation

S =  EPief — £ Pi ( n r , - / ) 2, (7)

or expressed in the scalar form

S =  £>,- (rax Xj -\-nyy t +  . . .  +  nq vt — l)2. (7a)

Application o f the minimum principle

In compliance with the previous paragraph the problem consists in the 
determ ination of the extrem e value (minimum) of the scalar-vector function

S = / ( n ,  / ) , (8)
under the condition

n- =  1 , (9)
namely, it should be taken  into consideration, th a t the normal vector is a 
unit-vector, i.e. th a t the single components are not independent of each other.

Applying the m ethod of Lagrange’s multipliers (.A) the enlarged 
function takes the form

L = Z > , ( n r , . - / ) 2 - A ( n 2-  1), ( 10)

or fully written out

L =  Zpi (rax Xj -f  nyy t +  . . .  +  nv Vi — l)2 — A (re2 -f- n~ +  . . .  -fra2 — 1). (10a) 

Constituting the first differential quotients and making them  equal
to zero:

1 9 L
2 0 nx

=  ny £Pi A  +  ny Zpi X/yi +  . . . -f  ra,,2>, xt Vi 

— / Spi xt — Arax =  0

— ” L =  xi +  nv EP, У1 +  • • • +  riq EPl y, V —
z  9ray

— t - P i J t  — Any =  0 (И )

1

2
a L

anv Z P i  V , Xl +  n y  Z P i  Vi J i  +  • • • +  n v ^ P ,  v'i —

— I Epi vt — Ara„ =  0

Acta Techn. Hung. 47. (1964 )
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1 9 L

2 эА 
3 L 
31

=  n x ^ P i  x i  +  " y  Г р ,  y ,  +  ■

=  "x +  "ÿ +  • • • +  nv — 1

• • +  " ,  Гр, », — l Epi =  O

=  0 ,

or set up in the vectorial way

1 3 L
2 3n
1 8 L
2 ЭЯ
3 L
ЭЯ

" Г р , (г, ° г , ) - / Г р ,  г, 

Г р ,- ( n r , )  —  1 1 > ,  =  0  

—  1 =  0

— Ап =  0

( 12)

(13)

(11а)

(12а)

(13а)

where ° denotes the dyadic multiplication.
Expressing l from relation (12), replacing the result into (11) and red

ucing the following relations are arrived at:

nx {Гр, A  -  (Гр ,)“ 1 • Г р, x2 -  A} +
+  ny {Гр,- X, у , -  (Гр ,)-1 • Гр, ж, Г р , у,} +

+  " , {Гр, ж, V, -  (Г р ,)-1 • Г р , ж, Гр, у,} =  0 
"х  {Гр, у. Ж,- — (Г р ,) -1 • Гр, у, Гр, X,} +

+  " у {Гр, у? — (Г р ,)-1 • Гр, у? — А} +

+  " ,  {Г р ,у , V, — (Гр,)“ 1 - Г р ,у ,Г р ,  V,} =  0

"х {Гр, у  ж, -  (Гр,) 1 • Гр, 17, Гр, X,} +
+  " у {Гр, *7, у, -  (Гр,)—1 • Гр, », Гр, у,} +

+  " ,  {Гр, »Г — (Г р ,)-1 • Гр, »,2 — А} =  0 ,

or set up in the vectorial way:

П {Гр, (г, о r,) -  (Г р ,)-1 Гр, г, ° Гр, г, -  А} =  0

(14)

(14а)

Let us introduce for the marking of the p a rt of expressions excepting 
A w ithin  braces { .. . } the  la tte r  symbols Dxx, Dxy,. . . ,  Dxv,. . ., Dvv, referring 
to  which, due to sym m etry, conditions Dxy =  Dyx, Dxv =  Dvx, . .  . hold, then 
the  necessary conditions for the existence of a minimum can be formularized 
as given hereurder:

(^xx — "x +  Dxy "y +  • • • +  Dxv nv — 0 
Dyx nx -f- (Dyy — A) ny -j- . . .  -f- Dyv nv =  0

Dvx " x  +  Dvy ny -f- . . .  -f- (Dvv — A) » , =  0.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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Introducing the coordinate matrix

D xx D xy . . .  D XT 

D vx A?yy • • •
D =  . . . . . . . .

_

(15) turns into the following m atrix equation:

(D -  AI) n = 0 ,

where I is the unit m atrix  the size of which is identical with D:

“ 1 0  . . .  0 “

0  1 . . .  0

0  0  . . .  1

(16)

(17)

(18)

Summing up it can be stated tha t the determination of the norm al 
vector of the adjusting hyper-plane conduces to a so-called principal axis 
problem, i.e., to the establishment of the roots of equation (17).

D eterm ination of the pole-distance

Determining the normal-vector n from the available relations, then  in 
compliance with equation (12a) the pole-distance can be computed from  the 
equation

/ =  (£/,,.)-*■ Гр, ( nr,.), (19)

/  = ZPi xi
z p ,

'P i  y i
S p i

«V ■ + ■ •••  +
Z p j  V,

Z p t
(19a)

Let us introduce the centre of gravity of the point system or its coor
dinates, respectively, which is represented by  the location-vector pointing 
towards the centre of gravity:

r s =  К - У ,  ■■■ v s}  > (2°)
and is interpreted by relations

Z p i  x t

z P .
У , =

Z p j y ' i

Z p i

± p i  v i

Zpi
( 21)

4 47/3-4 Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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then  the pole-distance is
/ =  r 5 n  (19b)

or
1 =  XS n x +  Ух ПУ -r  • ■ • vs nv (19c)

A transform ation o f coordinates

Let us perform the following transform ation of coordinates 

Qi = ri ~ r s i =  (1, 2, . . q),
or w ritten  in detail

=  xi — x s
Vi =  Yi — У,
.................. i =  (1 ,2 , . . q)

This transform ation means the shift of the centre of coordinates in to  the 
centre of gravity. The transform ation in question takes the coordinate m atrix 
in terp re ted  by the relation

D =  EPt (r, ° r,) -  (EPi) - i  EPi r , 0 EPi r, (23 )
in to  the  matrix

° s =  ZPi ( Q i  ° Q i ) > (24)
which is interpreted by relations

D XX  =  - P ,  P i  .  D x y  =  - P i  S i  V i  ■ ■ ■  D x v  =  EPi { (

ß y x  =  rh I , . ,  D  =  Ep, rft . . .  D  =  EPi rji CO,.
(25)

=  -Pi °>t P , Dvy =  EPi со,- >],, . . ., Dm =  EPl w j.
Comparing relations (19b) and (22) it can be seen tha t in the system 

of coordinates the centre of which complies with the centre of gravity , the 
pole-distance equals zero, thus, the adjusting hyper-plane comprises the 
centre of the system of coordinates. Consequently it follows: the adjusting 
hyper-plane always includes the centre of gravity of the point-system.

In  the following investigations it is always assumed that the centre 
of the  system of coordinates and that of gravity  coincide with each other. 
This assumption does not mean a restriction of generality, as between matrices 
D belonging to the centre of the system of coordinates and Ds belonging to  
the  centre of gravity the relation

D =  D s + E Pi(rs° r s)
holds.

(22)

(22a)
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In  the transformed case the weighted square sum of residuals is given 
by the following relation:

S  =  E Pi ej  =  E Pi  ( n  Qif  =  E Pi ( n x +  n y » ? , +  . . . +  n„ (ot f .

Method for the solution o f the normal unit-vector and the uniqueness o f the
solution

For the determ ination of the nor mal-vector of the ad justing  hyper
plane the system of equations

(D — Я1 )  n  =  0  (17)

n2 =  1 (9)

is available. The equation system (17) has a solution deviating from  the trivial 
solution n  —  0  only then , if the determ ination of the system is equal to zero, 
thus

i.e., if
d e t  ( D  —  A I )  =  0  ,

Dxx- A Dxy ■ D„
Dyx Dyy -  Я . . ■ Dyv

Dvx Dvy ■ Dm- X

(26)

(26a)

Relation ( 2 6 )  is the so-called characteristic equation of m atrix  D ,  the 
roots of which are the eigen-values of the m atrix. As the number of variables 
X, y , . .  . ,  V is n,  equation ( 2 6 )  gives an algebraic equation of the n-th  order, 
namely:

A n _ A " - 4 i ( D )  +  A " - 4 2 ( D ) -  . . .  ± i n ( D )  =  0  ( 2 7 )

where

i/(  D) =  2  Df,
i = x

U V
ia (D) =  £  2

i = x  i —X

D u  D , j

D ji D jJ

XX

О

Dxy Dxv
in (D) = Dyx Dyy • Dyv

D,x Dvy . . ■ Dm
are the scalar invariants of matrix D.

(28)
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316 CS. ASSZONY I

As the matrix D is symmetrical all eigen-values of same are real. The 
eigen-vectors belonging to  the eigen-values give the solutions of equations 
(17) and (9), thus, know ing eigen-values ?.k (ft =  1, 2 ,. . . n), the eigen-vector
Пк (k =  l , 2 , . . . , n )  and its  components nkx, nky,. . nkv can be computed
from  equations

Dn* =  h  " a- (29)
nI =  1 (30)

or
D XX n kx “Ь D Xy Hfry “Ь • • ■ “Ь n v h  n kx

D yx  n kx D y y  Tl^y • • • “Ь D ye n v =  ^ k  n ky
...................................................................   (29a)

Dvx nkx +  DVy nky +  . . .  +  Dm nv — Xk nkv

nkx +  nky +  • ■ • +  nkr =  1 • (30a)

As is well-known from  literature, for a sym m etrical matrix the eigen
vectors, which in pairs are orthogonal to each other and comply with the 
num ber of the rows or columns of the m atrix, can always be chosen. Thus, 
th e  problem is always solvable.

Among these eigen-vectors the solution of the problem requires only 
th a t  (or those) which ensures (or ensure) the best adherence. This statem ent 
is arrived at on the base of the following tra in  of thoughts:

I t  is well-known th a t  the element of the j -th  row and the j -th column 
of a quadratic m atrix — i.e., the J-th element of its principal diagonal —- can 
be produced in the form

e y D e ;  Ü  =  2 ,  • • - , n )  ;

on the  other hand, on the base of relation (25) it is conceivable that this element 
gives the weighted square sum of residuals taken  from the hyper-plane, 
form ed with the aid of coordinate-vector e; .

In the system of coordinates determined by  eigen-vectors n,, n2, . . ., n„ 
the  coordinate-matrix D tu rn s  into the diagonal-m atrix

О

1__ о . .

Г
"

О

О
 

*

. 0

* 
* 

О
 

______
1 0  . .

. 
.

3 1__
__

__

I f  th e  eigen-values are enum erated according to a decreasing range of mag 
r itu d e , i.e.,

^1 ^2 ^3 ^  ,
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then
К  =  min E  Pi ef , (32)

consequently, the eigen-vector belonging to the minimum eigen-value of 
Xn gives the solution sought for.

If  more than  one, e.g., s eigen-values Xn exist, the values of which are 
minimal and equal to each other, then (s — l)-tim es innumerable solutions 
exist, this indicating a particularly weighted symmetrical distribution of the 
point system.

The plane of adherence, formed by all vectors lying in the hyper-plane 
determined by the normal-vectors belonging to  equal eigen-values, ensures 
an identical adherence.

Adjusting hyper-plane running through a given starting paint

Upon the adjusting hyper-plane the condition might be imposed for 
it to run through a given point. Placing the centre of the system of coordinates 
into this point, the run of calculation will be identical with the previous 
one, merely the elements of D will take the form

D x x  =  2 > ,  A  D x y  =  2 > ,  x i J i  ■ ■ ■ D x v  =  Z P i  x i  » i

D y x  =  ZPi У i x i D yy =  Zp, yr . . .  Dyv =  EPi у  I Vi

Dvx =  ZPi vi xi Dvy =  Zpi Vi y t . . .  D m =  Ep, v'i

The elements of m atrix D obtained in this way might also be explained as 
being the moments of inertia belonging to the multidimensional point system. 

In this case the adjusting function is

n r = 0 .  (34)

Additional rem arks

1. Knowing the eigen-values Я15 Л2, t he eigen-vectors are to be 
determined from equations

D n& =  Àknk (к =  1, 2, . . ., n). (29)

?.i and Xj should be two different eigen-values, i.e.,

Xi=/=X], (35)
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then  on the base of (29)
Dn, =  A,  n,

D n ,  -  Xj n ,

and as the matrix D is symmetrical, if the first equation is m ultiplied with 
Пу, the  second one with n , - ,  then the two equations substracted from  each 
o ther, the following result is obtained:

(A,.  —  Ay)  n, n ;  =  0

From  here it follows on the base of (35) th a t

n ,  n y =  0  ,

thus, eigen-vectors belonging to different eigen-values are orthogonal to 
each other in pairs.

2. To check the calculation the scalar invariants of the coordinate- 
m atrix  D can be used:

The scalar invariants of the m atrix D set up in (28') and those of the 
diagonal matrix D () m ust comply with each other, i.e.:

* i  ( D )  —  £ X j  —  A j  - f -  A 2 - J -  • • • +  A „ ,

n — 1 n
(D) =  2  2

i X j — 1

(36)

i n (D) — j  j  А,- — Ax A2 . . .  A„.
i= i
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ZUSAM M EN FA SSU N  G

Im  A u fsatze  w ird  d as  in  d e r tech n isch en  u n d  na tio n a lö k o n o m isch en  P ra x is  o ft a u f
ta u c h e n d e  P rob lem  b e h a n d e lt ,  w enn  ein au s d isk re te n  P u n k te n  bestehendes W ertsy s te m  
m it  n  V erän d erlich en  d u rc h  e ine  lin ea re  F u n k tio n  a n z u n ä h e rn  ist.
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D er V erfasser w ä h lt als B asis de r A n n äh eru n g  d as M in im um  der q u a d ra tis c h e n  S um m e 
d e r m it e inem  G ew icht v e rseh en en  se n k rec h ten  A b w eichungen  zw ischen dem  P u n k ts y s te m  
und  de r lin ea ren  F u n k tio n , d a  in d iesem  Falle d ie A usg le ich u n g sfu n k tio n  g eg en ü b e r der 
K o o rd in a te n tra n sfo rm a tio n  in v a r ia n t  is t.

Es w ird  v o rg e fü h rt, d aß  die L ösung  des P ro b lem s, d. h. die B estim m ung  des N o rm a l
v e k to rs  de r H yper-A usg le ichsebene  zu r F es ts te llu n g  de r E ig en v ek to ren  zu der v o m  V erfasse r 
e r lä u te r te n  K o o rd in a te n -M a trix  D fü h r t .  E s w ird  a u f  d en  g eo m etrischen  In h a lt  d e r  c h a ra k 
te ris tisc h en  W erte  de r M atrix  D. d. h. a u f  d ie so g en an n ten  E ig en w erte  h ingew iesen, m it d e ren  
Hilfe die E in m a lig k e it de r L ösung  des P ro b lem s s ich erg este llt ist.

C O M PE N SA TIO N  D E S SY ST È M E S D E  V A L E U R S  D IS C R È T E S  P A R  F O N C T IO N S
L IN É A IR E S

CS. ASSZONYI

R É SU M É

L ’é tu d e  tra i te  d ’u n  prob lèm e se p o sa n t assez so u v e n t d a n s  la p ra tiq u e  de l’in g én ieu r 
e t  de l ’économ iste, qu i consiste  à a p p ro ch e r p a r une  fo n c tio n  linéa ire  u n  sy s tèm e  de v a le u rs  
à n  v a ria b le s  com posé de p o in ts  d iscre ts . C om m e base de l’a p p ro x im a tio n , on ch o is it le m in im u m  
du carré  pon d éré  des é ca r ts  v e r tic a u x  e n tre  le sy s tèm e  de p o in ts  e t la fo n c tio n  l in é a ire , vu  
que d an s ce cas la fo n c tio n  co m p en sa trice  est in v a r ia n te  à l ’égard  de la t r a n s fo rm a tio n  des 
co ordonnées.

L ’é tu d e  d é m o n tre  que la  so lu tio n  d u  p ro b lèm e, c’e s t-à -d ire  la d é te rm in a tio n  d u  v e c te u r  
n o rm al d u  p lan  co m p e n sa te u r c o n d u it à la  d é te rm in a tio n  des v ec teu rs  p ro p res de  la  m a trice  
de coordonnées D défin ie  p a r  l’au te u r . E lle  m o n tre  le c o n te n u  g éom étrique  des v a le u rs  c a ra c 
té r is tiq u e s  —  dites v a leu rs  p ro p res —  de D, e t assu re , à l’aide de celles-ci, l’u n ic ité  de  la 
so lu tio n  du  problèm e.

УРАВНИВАНИЕ ДИСКРЕТНОЙ СИСТЕМЫ ЗНАЧЕНИЙ ПРИ ПОМОЩИ 
ЛИНЕЙНОГО УРАВНЕНИЯ

Ч. АССОНИ

РЕЗЮМЕ

В работе рассматривается та часто встречающаяся в технической и экономической 
практике проблема, когда при помощи линейного уравнения необходимо осуществить 
приближение системы значений с п переменными, состоящей из дискретных точек.

В работе за основу приближения выбирается минимум взвешенной суммы квад
ратов перпендикулярных отклонений между системой точек и линейной функцией, так 
как в этом случае функция уравнивания по отношению к преобразованию координат 
является инвариантной.

Показано, что решение проблемы, то есть определение нормального вектора урав
нивающей гиперплоскости приводит, в конечном счете, к определению собственных век
торов трактованной автором координатной матрицы D Далее указывается геометрический 
смысл характеристических значений D, т. е. так называемых собственных значений, и при 
помощи их обеспечивается инициативность решения.
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CONTRIBUTION TO THE DETERMINATION OF THE 
TANGENT OF THE BEARING BELONGING TO AN 

ADJUSTING STRAIGHT LINE SATISFYING THE 
PRINCIPLE Ape2 =  min

CS. ASSZONYI

TECHNICAL UNIVERSITY FOR HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC (HUNGARY) 

[M an isc rip t received  on  M arch  9 th , 1963]

H ere to fo re  in  th e  l i te r a tu re  th e  d irec tio n  o f a n  a d ju s tin g  s tra ig h t  lin e  h a d  usually  
been  g iven  b y  d e te rm in in g  th e  ta n g e n t  o f th e  d o ub le  po le-angle  o r th e  d o u b le  b e a r in g  of sam e. 
In  th is  w ay  th e  angle so u g h t fo r  cou ld  n o t be d e te rm in ed  unan im o u sly , b e ca u se  as a  resu lt 
tw o  s tra ig h t  lines w ere o b ta in e d  th e se  being p e rp en d icu la r  to  each  o th e r . S. F o r RAI w as th e  
f ir s t ,  w ho in  h is p a p e r [7] d ev elo p ed  a  m eth o d  to  solve th e  q u estio n  o f b iw o rth in ess .

F o r th e  a d ju s tm e n t o f  a  p lan a r  p o in t sy s tem  a u th o r  app lies th e  g e n e ra l m ethod  
e x p o u n d ed  in  his p a p e r  [8]. H e  also in v es tig a te s  b o th  cases o f a d ju s tm e n t,  i .e .;

1. i f  th e  s tra ig h t  line  sh o u ld  m ere ly  sa tis fy  th e  m in im u m  co n d itio n , a n d
2. in  a d d itio n  to  1. i t  sh o u ld  also ru n  th ro u g h  a  g iven  p o in t.
F in a lly  a u th o r  p ro v es t h a t  F o r r a i’s co n d itio n  is necessa ry  and  su ffic ie n t.

A problem frequently arising in geodetic, mining, economic etc. cal
culations and in the field of measurements as well consists in the attachm ent 
of an adjusting straight line to a system of points in such a way, th a t the 
weighted square sum of residuals in respect to same should he minimum.

In the literature the minimalization of the weighted sum of absolute 
values of residuals is also usual, moreover, the condition th a t  the algebraic 
sum of signed weighted residuals should equal zero is also to  be found.

According to experience the application of G a u s s ’ principle ensures 
the best adherence. Therefore, in the following the squares of residuals are 
to be taken into consideration.

In the mining literature M i l l e r  von H a u e n f e l s  was the first who 
in his book entitled “ Die höhere Markscheidekunst” dealt with this problem. 
In Hungary, the application of the adjusting straight line in the analytics 
of the location of mining works was dealt with in papers [1], [2] and [3]. 
In accordance with Z a m b Ó’s investigations [1], [4] the location of unbroken 
level drifts requires the solution of the problem in question. As he established, 
two cases are possible:

1. The adjusting straight line should merely satisfy the condition 
1'pe1 =  min.

2. In addition to 1. the adjusting straight line should also run through 
a given point.

In  papers [1], [4] the problem is solved: in case 1 by determining the 
tangent of the double pole-angle of the adjusting straight line, while in case 
2 the tangent of the double bearing.
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In  other papers to be found in the literature also the double angle [5], 
[6], or the onefold angle deduced from the double one [6], [7] appear.

As the relation tan  2 a =  tan  2 (a  -f- к гг), (where к — 1, 2,. . . )  holds, 
the  angle a cannot be determ ined from tan 2 a unanimously, because two 
angles might be obtained which deviate from each other by 90°.

The problem related to  biworthiness was first discussed by M i l a s o v s z k y

[5], [6], while F o r h a i  advised a method for the solution of same [7].
In  his paper [8] au tho r investigated the adjustm ent of a general, n- 

dim ensional, discrete value system . In the present paper he applies the 
there in  propounded m ethod to  the case of a p lanar point system.

Though author’s p resent paper proves th a t  F orrai’s condition of 
uniqueness [7] cannot be generalized, however investigations carried out on 
the  base of general principles involved in [7] verify the necessary and sufficient 
ch arac te r of Forrai’s condition.

A djustem ent of a discrete value system 

I.

The system of points should be given in a p lanar orthogonal Cartesian 
system  of coordinates, which is generated by the unit-vectors i and j .  With 
the  aid of same the single poin ts can be characterized by the relation

r, =  *7 i +  У,- j (i =  1, 2, . . . ,q) .  (1)

To th e  single points belong the positive (not infinitely  great) weights pv
p , , . . . , p q. The angles form ed by the normal unit-vector of the adjusting 
s tra ig h t line and the positive branche of the x  and y  axes chould be marked 
by a and  ß  (Fig. 1). In  th is case

n i  =  cos a 
n j  =  cos ß

where n  is the aforementioned normal unit-vector, which on the base of (2) 
can be expressed by the relation

n  =  ( n i )  i  +  ( n j )  j  =  c o s  a i  - f -  c o s  ß ] . ( 3 )

On the base of the above the weighted square sum of residuals can be
set up in  the form

S =  Upi (Xj cos a -J- y  j cos ß  — Z)2, (4)

or b y  notations used in vecto r arithmetics

S  =  Ар, ( r , -  n  — I f ,  (5)

where l denotes the pole distance.
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Thus, the problem can be formularized as follows: the normal-vector 
and pole distance of the adjusting straight line are to be sought for, starting 
out from the condition th a t the function

S =  EPl e'j (6)

should be minimalized, and at the same tim e the accessory condition

n -  =  cos2 a -f- cos2 ß =  1 (7)

should also be satisfied, as angles a and ß are not independent of each other 
— because a -f- ß =  90°.

Let us apply the classical method of the conditional Extrem um  Value 
Calculus, i.e., the method of Lagrange’s multipliers. The function to be 
minimalized is

L ~  Ep( ( r ,  n  — Z)2 — A ( n 2 — 1), (8)
or written in detail

L =  Epi (x, cos a -f- Ji cos ß — l)2 — X (cos2 a cos2 ß — 1 ). (8а )

The function L =  L ( n ,  Z, Я) defines a scalar space, the extreme value 
of which can only be there where the following conditions are satisfied:

1 8 L
2 a n

1 8 L
2 8 Z

8 L
ЗА

=  Epi ( r ,  n  — Z) r, — A n  =  0 

=  ZPi ( r ,  n  -  Z) =  0

=  n 2 -  1 =  0

(9)

( 10)

( И )
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or
1 Э L
2 9 cos a
1 Э Jj

2 9 cos ß

=  c o s  a Ept x f  -f- c o s  ß Ept х { у { — l Ept x t —  A c o s  a =  0  

=  c o s  a E p i y j  jcf - j - c o s  ß Ер(у 2{ — lE pty t — Я c o s  /3 =  0

1 9 L
2 d i

cos а Ер I Xj -f- cos ß Ept y t — / Ept =  0

Э L 
9 Я

— cos2 а -)- cos2 /3 = 1 .

R educirg  equations (9a) and (10a) and introducing the symbols

(9a)

(10a)

(11a)

Dxx =  XI — (^Pi)_1 -P , x'i
Dyy — E p iy \  — (Epß-1 EpiyJ  (12)

Dxy =  ZPi x iJi — (2> ,) -1 */ -P.O', »

the necessary condition for the existence of a minimum can be written in the 
following form:

(Dxx — A) cos a -(- Dxy cos /3 =  0 

Dxy cos a-\-(Pyy — A) cos /3 =  0 

cos2 a -f- cos2 /3 =  1

(13)

(7 )

Introducing — to the analogy of [8] — the coordinate-matrix

D  =
D x

Dxy

D
D

xy

У У -

and with the aid of the un it matrix

(14)

1 0

0 1
(15)

the minimum condition can be formularized as follows:

( D  —  A I )  n  =  0  

n 2 =  1

(13a)

(7a)

I I .

In  the following merely the direction of the adjusting straight line or 
th a t of the normal to same will be dealt with, as knowing this direction the 
pole distance can be com puted from relations (10) or (10a).
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Knowing the centre of gravity of the point system

P I x i ,=  —=----  and Js =
Z p ,

V Pi У,
Z P i

(16)

the elements of m atrix D can be computed from relations

D x x  =  Z P i  X I  -  “ P i  x s  

D yy =  I p , y J - Z p i f s (17)

Dxy Z p i  x i J i  - Z P i x sy s -

Shifting the centre of the system of coordinates on the base of the law of 
transformation

(i =  1,2, . . .  q) (18)
V, =  У , ~  y s

into the centre of gravity, equation (17) takes the following simpler form:

D xx =  Z P l  <?r

Dyy =  £pirf  (19)
D xy =  Z P i  Vi

III.

The determination of the normal vector of the adjusting straight line 
requires the solution of the system of equations

(D — A l )  n  =  0  (13a)

n - ’ =  1 • (7a)

As is well-known from literature, the solution is given by the so-called eigen
vectors of the coordinate m atrix D. In the system of coordinates of eigen
vectors matrix D turns into a diagonal m atrix i.e.,

i.e.,

Dxx =  ríj D n  =  A x 

Dyy =  n 2 D n  , =  A 2 

Dxy =  ríj D n 2 =  n 2 D n ,  =  0  ,

( 20 )

( 21)

Here n ,  and n 2 are eigen-vectors, while Aj  and A2 the so-called eigen-values 
which comply with Lagrange’s multipliers of the problem in question.
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In  the case of the equation system (13a) the precedent condition of 
a solution differing from the  trivial one n =  0 is

D xx —  ̂
D

D
xy

xy
D yy — A

0

or fully written out

A2 — (Dyy +  Dxx) A -f- Dyy Dxx — D ŷ =  0 ,

wherefrom  the eigen-values are obtained from relations

( 22 )

A =  ^УУ Dxx I D — D 2УУ ——— 1 +  D%
ХУ

1 _  ~ y y  
л 2 ------------- ;

D y y  D x x +  D%x y

(23)

(24)

Observing relations (19) it can be seen th a t  the elements of m atrix 
D standing on the principal diagonal of the m atrix  represent the weighted 
square sum of residuals m easured from the axes of coordinates. Consequently, 
as the  m atrix D is to be in terpreted  in the coordinate system of the eigen
vectors, examining an adjusting straight line running through the centre 
of g rav ity , Ax and A2 reflect the maximum and minimum of perpendicular 
residuals, thus,

Ax =  max-Zp, ej? (25)

A2 =  min Ept ef , (25)

accordingly, the eigen-vector belonging to the eigen-value A., is the normal 
vecto r sought for.

Knowing A2 the norm al of the adjusting straight line can simply be 
com puted from equations

Dn =  A2 n (27)

n 2 = l .  (7a)

IV.

Geometrically the problem can be interpreted as follows :
Let us regard the coordinate matrix D as being a quadratic form m atrix, 

i.e., m atrix  D should determ ine a curve of the second order characterized 
by relations

and

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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The above mentioned eigen-vectors constitute the principal axes of 
the curve of the second order in question, and eigen-values Aj and A2 are 
proportional to the squares of the lengths of the minor and m ajor axes, res
pectively.

1. As
27

i t  e n s u e s  f r o m  S c h w a r t z ’s e q u a l i t y  t h a t

D yy D x x - D l y ^ O ,  (29)

t h u s ,  t h e  v a l u e  o f  t h e  r e l a t i o n

Ai ,2 =  — \̂ Dyy -f  Dxx±  У(Dyy +  Dxx)- — 4 (Dyy Dxx — D jy) J (30)

is always positive. Consequently, the curve of second order in question is 
an ellipse, and as follows from (25), (26) the direction of the norm al of the 
adjusting straight line coincides with th a t of minor axis of the ellipse.

2. I f  the condition
DyyDxx- D l y =  0 (31)

is satisfied, then
l ,  =  0 .

Thus, the ellipse degenerates to a straight line and the points of the point 
system fall up on one and the same straight line.

3. I f  the condition
Ax =  A2

is satisfied, then the curve of the second order in question is a circle. Thus, 
the square sum of residuals, taken from each straight line running through 
the centre of gravity, is identical and minimal. Accordingly, innumerable 
adjusting straight lines exist. This depends on the satisfaction of the con
dition

Dxx =  Dyy and Dxy =  0 ,

th a t relates to a special location of the points of the point system .

V.

To compare the obtained results with formulae related to the subject 
to be found in literature, let us determine the tangents of the pole angle and 
the bearing.

As can be seen from Fig. 1

cos ß =  sin a ,
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consequently, on the base of (13) the relations

^■2 Dxxtan  a =

tan  a =

Dxy
D.

L - D УУ

hold. Comparing (32) to  (24) the result

—  Dtan  a =__  y y

2 D
±

xy
Dyy -  D xx

2D
+ 1

xy

is arrived at. Turning to  th e  double pole angle the formula

2 D vtan  2 a  = xy

Dyy -  D xx

(32)

(33)

(34)

(35)

i s  obtained, which is well-known from literature.
The i  sign to be found in formula (34) indicates tha t the value of Dxy 

m ight be positive or negative. Consequently, the  division by Dxy influences 
th e  sign of the root.

Thus, the pole angle and bearing are given by the following formulae:
1. For Dxy >  0:

a =  arc tan Dyy ö v

<p — arc tan

2. For Dxy <  0:

2  D xy

Dyy -  Dx
2D +

xy

a =  a rc ta n  ^  +
2D

<p =  arc tan D yy
2 D

xy

Dxx

xy

j Dyy -  Dxx 2
+  1

1 2  Dxy

Dyy -  Dxx о
+  1

2  Dxy

Dyy Dxx 2
+  1

l  2  Dxy

Dyy Dxx 2
+  1

2  Dxy

(36)

(37)

(38)

(39)

As can be seen on the  base of (37) and (3 9 ), F o r r a i’s condition is not 
onlv necessarv but also sufficient.

VI.

For the diagram m atical determination of an adjusting straight line 
Mohr’s circle of inertia (Fig. 2) and Mohr — La n d ’s circle of inertia (Fig. 3), 
bo th  usual in Mechanics, can also be used. (The figures refer to the case Dxy — 
=  Z p i t f i H  <  0 ).

*
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A possibility for checking is given by using the scalar invariants of 
m atrices D and D„, nam ely,

Dyy +  Dxx — +  X2 (40)
DyyDxx- D l y =  Xx X2. (41)

D eterm ination of an ad ju stin g  straight line running through a given point

For the sake of sim plicity let us place the centre of the system of coor
d inates into the given po in t (Fig. 4). The system  of points is given by points 
characterized by the relation

r i =  * / '  +  У-; j (» =  1,2, . . , ,q).

As the  weighted square sum  of residuals can be set up in the form

S =  EPi e\ -= EPi (r, n)2, (42)

the  norm al of the adjusting straight line and the pole angle and bearing of 
sam e can be determined by  using the method given in the previous paragraph. 
H ow ever, the elements of m atrix  D are to be produced in the forms

D x x  =  EP, A
Dyy =  EPiyf  (43)

Dxy =  ZPixi J i 
l t  can easily be conceived tha t in this case the adjusting straight line 

does n o t run through the centre of gravity.
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E IN  B E IT R A G  ZU R  B E ST IM M U N G  D E R  R IC H T U N G S T A N G E N T E  E IN E R  D E R  DEM  
P R IN Z IP  Epe'- =  m in  E N T S P R E C H E N D E N  G E R A D E N

CS. ASSZONYI

Z U SA M M EN FA SSU N G

B ish e r w ar es in  de r L ite r a tu r  ü b lich , die R ic h tu n g  einer au sg le ich en d en  G eraden  
m it H ilfe  d e r T an g en te  des zw eifachen  Pol- oder R ich tu n g sw in k e ls  anzugeben . H ie ra u s  k o n n te  
d e r g e su c h te  W inkel n ich t e in d e u tig  b e s tim m t w erd en , u n d  als E rgebn is e rh ie lt  m a n  zwei 
a u fe in a n d e r  senkrech te  G erad en . E s  w ar S. F o r r a i, d e r in  seinem  A ufsatze  [7] e in  V e rfah ren  
zu r L ö su n g  de r Z w eiw ertigke it b e k a n n t  gab.

V o m  V erfasser w ird das in  d a s  in  seinem  A u fsa tze  [8] en tw ickelte  a llg em ein e  V erfah ren  
zu r A usg le ichung  eines eb en en  P u n k tsy s te m s  an g ew en d e t, u n d  es w erden  b e id e  F ä lle  der 
A usg le ich u n g  u n te rsu c h t, n ä m lich  w enn:

1. d ie  A usgleichsgerade b lo ß  dis M in im um bed ingung  zu erfü llen  h a t,
2. d ie  A usgleichsgerade a u c h  noch  d u rc h  e in en  gegebenen P u n k t zu  g e h en  h a t.
F e rn e r  w ird a u ch  nachg ew iesen , d aß  die FoRRAische B edingung  n o tw e n d ig  u n d  h in 

re ic h en d  is t.

R E M A R Q U E S  SU R LA  D É T E R M IN A T IO N  D E  L A  T A N G E N T E  D E  D IR E C T IO N  DE 
L A  D R O IT E  D E  C O M P E N S A T IO N  SA T ISFA ISA N T  A U  P R IN C IP E  Z p e 2 =  m in

CS. ASSZONYI

R É SU M É

J u s q u ’à p ré sen t, la  d irec tio n  de  la d ro ite  de  co m p en sa tio n  é ta i t  g é n é ra le m en t précisée 
p a r  la  ta n g e n te  du  double  de  l ’an g le  po laire  ou de l’ang le  de d irec tion . De ce lle-c i, l’angle 
ch erch é  n ’a pas pu  ê tre  d é te rm in é  d ’un e  façon éq u iv o q u e . Ö n  a , en effe t, o b te n u  c o m m e ré su lta t 
d eu x  d ro ite s  p e rp en d icu la ires l’u n e  à l’au tre . S. F o r r a i é ta i t  le p rem ier à  p ré s e n te r ,  dans 
son é tu d e  c itée , une  m é th o d e  p e rm e tta n t  de ré so u d re  c e tte  am bivalence.

L ’a u te u r  ap p liq u e  la  m é th o d e  d écrite  dans u n e  é tu d e  an té rieu re  [8] à  la  co m p en sa tio n  
d u  sy s tè m e  de p o in ts d a n s  le p la n , e t exam ine  les d e u x  cas de co m p en sa tio n  si

1° la  d ro ite  ne d o it sa tis fa ire  que la co n d itio n  m in im u m , e t si
2° la  d ro ite  do it aussi p a sse r p a r  u n  p o in t d o n n é .
II d é m o n tre  en fin  la  n écessité  e t la suffisance  de  la  co nd ition  in d iq u é e  p a r  F orRaI

5* Act a Techn. Hung. 47. (1964)
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ЗАМЕЧАНИЯ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ТАНГЕНСА УГЛА УРАВНИВАЮЩЕЙ 
ПРЯМОЙ, ИСХОДЯЩЕЙ ИЗ ПРИНЦИПА 2  рег =  мин

Ч. АССОНИ

РЕЗЮМЕ

В литературе до сих пор определение направления уравнивающей прямой обычно 
производилось при помощи тангенса двухкратной полюсного угла или направляющего 
угла. Используя эти данные, нельзя было однозначно определять искомый угол и в каче
стве результата получались две прямые, перпендикулярные друг к другу. Метод для 
решения двухзначности впервые был указан Шандор ФОРРАИ в работе, указанной в 
заглавии.

Автор применяет рассмотренный в работе [8] общий метод для уравнивания 
точечной системы в плоскости и исследует оба случая уравнивания при условии, что

1. прямая должна удовлетворять только условию минимума и
2. прямая должна также проходить через некоторую заданную точку, 

и это доказывает необходимость и достаточность условия Форраи.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



RELATIONS BETWEEN THE STANDARD ERROR 
ELLIPSE AND ADJUSTING STRAIGHT LINES

S. F O R R A I

CANDIDATE OF TECHNICAL SCIENCES DEPARTMENT OF MINE EXPLOITATION, TECHNICAL UNIVERSITY 
OF HEAVY INDUSTRIES, MISKOLC (HUNGARY)

[M an u sc rip t rece iv ed  M arch  19. 1963]

In  geodetic  and g en era l e rro r ca lcu la tio n s as w ell as in  econom ic c o rre la tiv e  ones an 
a d ju s tin g  s tra ig h t  line ru n n in g  in  d iffe ren t d irec tio n s  a n d  a so-called m ea n  e r ro r  ellipse is 
to  be  d e te rm in ed . T he m ean  o r s ta n d a rd  e rro r  ellipse (8) is th e  co n to u r lin e  o f  th e  d en sity  
fu n c tio n  o f  th e  duod im en sio n a l n o rm a l d is tr ib u tio n  (eq u . 18 and  34), w hile  s t r a ig h t  lines 
a d ju s tin g  in  d ifferen t d irec tio n s are  th e  d iam e te rs  o f  th is  erro r ellipse. T h e  s ta n d a r d  errors 
re la tin g  to  th e  a d ju s tin g  s tra ig h t  lines a re  th e  c o n ju g a ted  h a lf  d iam eters b e lo n g in g  to  these  
d iam e te rs . T he p a irs  o f c o n ju g a ted  ta n g e n ts  o f  th e  s ta n d a rd  e rro r ellipse a cc o rd in g  to  e q u a tio n  
(34) give th e  s ta n d a rd  e rro r  b a n d  w h ich  in v o lv es a  p ro b a b ili ty  of 68 .2 6 % . T h is  s ta n d a rd  
e rro r b a n d  is  obviously  th e  sm allest, i f  th e  tw o  d iam e te rs  a re  paralle l to  th e  m a jo r  ax is  o f th e  
e llipse, i.e ., for a  n o rm ally  d irec te d  a d ju s tin g  s tra ig h t  line . Using th e  m e th o d  a p p lie d  in  th is 
p a p e r  th e  m ean  e rro r ellipse d e a lt  w ith  in  [5] can  also  be  de term ined , a n d  n o t  o n ly  in  th e  
case  o f a sim ple in te rse c tio n  as d iscussed  in  [5] as w ell as in  th e  case o f in te rs e c t io n s  m ade 
fro m  m ore th a n  tw o  co n tro l p o in ts . T he la t te r  case is also verified  by  a  n u m e r ic a l exam ple.

A mathematical problem often arising in geodetic and general error 
calculations [1, 3, 5], in economic correlative calculations [4, 8, 10], as well 
as in mining in level drift location [6, 7] consists in the determ ination of 
an adjusting straight line best fitting  a set of points which do no t fall on one 
and the same straight line, or the determ ination of the so-called mean error 
ellipse surrounding the probable value of the point, respectively.

All these problems were solved on the base of the method of the least 
squares introduced by G a u s s . The base of this probability calculation is that 
the distribution of points is assumed as being normal, i.e., complying with 
the error distribution [4]. On the correctness of this assumption one might 
be convinced by the knowledge of the theorem  of the central lim it distrib
ution [2]. I t  is well-known [2], th a t in the case of a normal point distribution 
the distribution-density function reaches its maximum at the centre of gravity 
of the point system. This is the very reason why adjusting stra ig h t lines 
always comprise the centre of gravity of the point system and why this point 
is also the centre of the mean error ellipse.

In the regressive analysis and the English scientific literature the mean 
error is usually named “ standard” error. In accordance with this denomination 
the mean error ellipse is to be called in the following standard mean ellipse. 
I t  will also be proved th a t same is identical with the mean error ellipse dealt 
with in [5].
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In  his paper [9] au th o r tried to develop the problem related to the 
ad justing  straight line. In  his revising opinion Academician Dr. h. c. Dr. 
A. TÁRCZY-HoRNOCH expounded that he met w ith a similar m athem atical 
problem  connected with calculations related to  the telluric station ellipse. 
The present paper wishes to  elucidate the m athem atical basis of this problem. 
In  addition it will also be veryfied that the regressive straight line suggested 
in au th o r’s paper [8] en titled  “ Unambiguous Solution of Linear Correlative 
Calculation with Two V ariables” can always give a better regressive straight 
line th a n  the hitherto applied one. It will also be seen that by the use of

rela tions to be deduced in th is  paper the problem  dealt with in [5] can be 
solved simply also in the case of intersections s tarting  out from more control 
po in ts.

In  Fig. 1 n points are depicted, each of same having a finite weight p t . 
According to assumption th e  distribution of these points is normal in each 
direction, i.e., the d istribu tion  in question is a duodimensionally normal 
one. This case might be assum ed in geodetic point determinations, if m easur
em ents are burdened merely by an accidental error, as well as in the well- 
know n trajectory (bombing) problem [2].

On the base of the above the most probable coordinates of point P  can 
be the  following relation:

J ?  Pi У,
У =  ------- and *

JZ Pi

П
У  P i  x i

n
У р .

( i )
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The coordinates belonging to the individual points might also be given 
in the system of coordinates 0 ( | ,  rf) referring to  the centre of gravity  (e.g., 
in [4]) and then

П
> 'Pi У i

Vi =  Vi — у  =  j i  — hi---------- ’

P i
1

n
2  P i  x i

( 2)

Pi

To write down of the following deductions in a briefer form, the notations 
used in formula (13) to be found in [9] should be introduced:

A  =

nи

P i

n
у

P i  У 1  -

n
y P i Y i

n

2 p í V í  =

n

2  P i

n
у  P i  v \

l 1 1 X l 1
n n n n n n

В  == V
P i

X ’
P i  *?  - У  p < * • -= "il

l

2  P i y p i S i
1 l 1 1 l \

n n n n n n

C  == V P i у P i x i V i -  У  P i x > У  P ,  y, -
== V

P i  2  P i
i l  l i  l i

The identity  (3) obviously holds, as the summing of (2) up of i  from 1 
to  n always gives zero.

The following calculations will require the knowledge of the different 
dispersion-squares and the correlation coefficient. Utilizing equations (1), 
(2) and (3) the dispersion-squares can be expressed, on the analogy of the 
dispersion pertaining to a set of points having the unit weight to  be found 
in [4], by the following relations:

^ P i ( y i - y ) 2
1

n

2  P i

n n

2  P i  2 ■
l l l

P i  ( * i  —
i в

n

2  P i
l

n n

2 p ‘ 2 p
l 1

( 4)

The above relations give the x and у  directed dispersion-squares belon
ging to the single points.
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For the calculation of the correlation coefficient usually the symbol 
aXy is also introduced. This can be set up, sim ilarly to equations (4), in the 
following form:

n

2  p > (x i ~  * )  ( у /  ~  y) n
-1----------------------------- =  ------- - ------  . (5)

2:Pi ^  Pi 2: Pi
1 1 1

Denoting the correlation coefficient by r and utilising equations (4) 
and (5) after reduction the  following relation is arrived at:

r xy

a x  a y

c
1/ЛВ  ' ( 6 )

As is well known, the value of this coefficient is always between —1 and 
+  1, i.e., 0 < | r | < [ l l f r  =  0 then one can say th a t  the probability variables 
X  and  y  are not correlated, on the other hand, if r2 =  1, then between variables 
X  and  y  a linear functional relation exists. In  the la tte r  case the duodimensional 
norm al distribution is singular, i.e., its explanatory  region is restricted to 
one single straight line of the  plane. It is easily conceivable tha t this degen
erated  duodimensional norm al distribution is identical with the monodimen
sional norm al distribution. This case occurs e.g., when making a geodetical 
m easurem ent of length in a faultlessly by determ ined direction.

As in the case r2 =  1 the duodimensional normal distribution degen
erates in to  a monodimensional one, thus the case r2 =  1 must be excluded 
from  the  investigation of the  duodimensional norm al distribution.

The generally known density function of the duodimensional norm al 
d istribu tion  (e.g. see in [2,4]) set up in the system  of coordinates given in Fig. 
1 is:

z ( p ( x , y )  =
2 7iax a y ][\ — r-

• exp
2 ( 1 - r 2)

( j  — У)2 _ 2r  (* — x) ( j  — У)
° x a y

( 7 )

Substituting relations (4) and (6) into equation (7) and then reducing, 
the equation

П П

z =  <p (x,y)

is ob tained .

2 Pi 2  Pi
1 1

2n]fAB — C 2 

( y  —  У ) 2
+ В

• exp

2C

n n
IB 2 ' Pi 2 Pi

2л  (AB  -  С 2) 

(x — x) (у  — ÿ) 
AB

(x — я)2

( 8 )
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T h e d en sity  fu n c tio n  (8) reaches its  m a x im a l value w here th e  e x p o n e n t 
equals ze ro . As can be seen th is  occurs a t  p o in t P  where x  =  x  a n d  y  =  y ,  
and h ere  th e  value o f th e  m ax im u m  is obv io u sly

sp =  <p(x,y)

П П

1 1
2 л У А В  — C1

( 9)

T h e  d en sity  fu n c tio n  o f p ro b a b ility  co rresp o n d in g  to  e q u a tio n  (8) is 
show n in  F ig . 2. I t  can  be p roved  th a t  th e  p ro je c tio n  of th is su rface to  w h ich 

ever p la n e , resu lts  in  a m onodim ensional n o rm a l d is trib u tio n . The p ro je c tio n  
is in te rp re te d  on th e  an a lo g y  o f volum e d is tr ib u tio n , i.e., so th e  v o lu m e  to  
be im ag in ed  is as large th e  vo lum e is be tw een  th e  d is tr ib u tio n -d e n s ity  fu n c tio n  
an d  th e  p lan e  xy . The fu n c tio n s o f p ro jec tio n s  in  th e  x  and  у  d ire c tio n s  are  
called d e n s ity  func tions o f b o u n d a ry  d is tr ib u tio n . On th e  base o f  th e  ab o v e  
th e  x  d ire c te d  d en sity  fu n c tio n  o f b o u n d a ry  d is tr ib u tio n  can be d e te rm in e d  
m a th e m a tic a lly  as follow s:

<M *) =  \ +°° <P (x , y )  d y  ■ (10)J — oo

B y  an  a p p ro p ria te  su b s titu tio n  an d  u tiliz in g  relation  (2) fu n c tio n  (7) 
o r (8), re sp ec tiv e ly , sam e ca l also be w ritte n  in  th e  following fo rm :

<P(V-£) =  á exp  [ — (arj2 +  2 ßrj +  у ) ] . ( 11)
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S u b s titu tin g  fu n c tio n  (11) in to  in te g ra l (10), the  follow ing in te g ra l  is 
a r r iv e d  a t ,  in g enera l:

Г 4«
exp  [ — (a»?2 -f- 2 ßr\ -(- y)] Atj =<Pi

=  &

ГПг
( f )  =  M  '

J

1
exp 4 - ui= V“l

e “2d u .

In  th is  w ay a fo rm  o f th e  error in te g ra l  is arrived  a t. T his c a n n o t be 
so lv ed  in  a closed fo rm , b u t  fo r its  so lu tion  ta b le s  a re  available. R e su b s titu tin g  
th e  a fo rem en tio n ed  c o n s ta n ts  and know ing  th e  e rro r in teg ra l, th e  d e n s ity  
fu n c tio n  co rrespond ing  to  th e  b o u n d a ry  d is tr ib u tio n  (10) can be  s e t  u p  as 
fo llow s:

<Pi (*) =

П

1
Y2 tzB

exp

y i T xp

n  n

У  P i 2 2  P i
1 1

2
2 <*x )

( 12)

N ow , if  assum ing  th e  x  — d irec ted  v a r ia b le s  as being c o n s ta n t ,  th e  
d e n s ity  func tions o f th e  у  — d irected  b o u n d a ry  d is trib u tio n , is o b ta in ed  
o n  th e  base of a s im ila r considera tion :

'* + CXD
У  P i

(У ) = < p(x,y) à x  =
2 :  Pi 2 ^  Pi

]/2 n A
exp

2 A (y — y f

a ]/ 2:
—— exp 1  j У — У I2

2 cr„
(13)

F o r a p ro jec tio n  in  a general d irec tio n  a d is tr ib u tio n -d e n s ity  fu n c tio n  
can  a lso  be se t up . T h is w ill sim ilarly  be a m onodim ensional n o rm a l d is t r ib 
u tio n , i.e .:

<p(d) = 1
------==r  exp
ad \ 2  л

1 ( d — d 2
2 ! (14)

T h e  dispersion in  th e  d irec tion  of th e  s t r a ig h t  line d is o b ta in e d  b y  a 
sim p le  tra n sfo rm a tio n  o f coo rd inates. I f  th e  an g le  co n stitu ted  b y  th e  pole 
o f s tra ig h t  line d an d  th e  -f-x axis is e, th e n  th e  dispersion sq u a re  can  be 
w r i t te n  in  th e  form :

=  n -  [A  cos2 e -f- В s in2 e — 2 C s in s  cose] (15)

2  Pi 2 2  Pi1 1
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U tiliz ing  e q u a tio n s  (4), (5) and  (6), th e  d ispersion  square b e lo n g in g  to  
th e  d  d irec ted  d is tr ib u tio n  can  also be ex p ressed  b y  the  c o o rd in a te  d irec ted  
d ispersions as g iven h e reu n d e r:

a \ — a'y cos2 f  +  crj sin2 e — 2 axy sin  e cos s =

=  oj; cos2 e -f- u j s in2 — 2 r  a x ay sin  e cos e. (15a)

O f cou rse , b y  th e  u tiliza tio n  o f g enera l p ro je c tiv e  form ulae (14) a n d  (15), 
th e  d en sity -fu n c tio n s  of b o u n d a ry  d is tr ib u tio n  (12) and (13) m ig h t a lso  be 
o b ta in ed , if  e is rep laced  b y  th e  pole ang les be longing  to  th e  a x e s  o f  coor
d in a tes .

T he d e n s ity  fu n c tio n  o f th e  d u o d im en sio n a l norm al d is tr ib u tio n  can  be 
p roduced  from  th e  d e n s ity  fu nc tions o f b o u n d a ry  d is tribu tion  o n ly  in  th a t 
case, b y  a sim ple m u ltip lica tio n  if  th e  v a r ia b le s  are no t c o rre la te d , i.e ., if 
r =  0. In  th is  case b ased  on th e  p rev ious d ed u c tio n s

<p{x,y) =  <p1(x)cp2 (y ) .  (16)

On th e  base  of th e  tw o  figures i t  is e a s ily  conceivable, th a t  b y  an  a p p ro 
p ria te  ro ta tio n  o f co o rd in a tes  tw o  such d isp ers io n  com ponen ts a re  to  be 
found  w hich  a re  p e rp en d icu la r to  each o th e r . In  th e  system  o f co o rd in a te s  
c o n s titu te d  b y  th ese  tw o  com ponen ts th e  p o in ts  are  no t c o rre la te d , i.e ., by 
using n o ta tio n  o f  Fig. 1:

<p(a,b) =<pa (a)<p„(b). (17)

The a fo rem en tio n ed  tw o d irec tions a re  th e  d irections of th e  m a jo r  and  
m inor axes belong ing  to  th e  ellipse o f e q u a l p ro b ab ility .

T he level-line of th e  d en sity  fu n c tio n  to  be seen in Fig. 2 is c a lle d  ellipse 
of eq u a l p ro b a b ility  [4]. T h is d en o m in a tio n  d e riv es  from  the  fa c t ,  t h a t  along 
th is  line , th e  va lu e  o f d en sity  fu n c tio n s (7) o r (8), are u n v a ria b le .

On th e  an a lo g y  o f (9) th e  general e q u a tio n  o f ellipses of e q u a l p ro b a b 
ility  is

( У - .У У  — 2 C  =  con8 t.
A B  AB

(18)

In  p rac tice  a d ju s tin g  s tra ig h t lines ru n n in g  in d ifferent d ire c tio n s  are 
ap p lied . T he g enera l eq u a tio n  of sam e is

y '  =  ax  -f b ■ (19)

T he c o n s ta n t te rm  figu ring  in  e q u a tio n  (19) can alw ays b e  co m p u ted  
from  th a t  co n d itio n  th a t  th e  s tra ig h t line  m u s t ru n  th rough  th e  c e n tre  of 
g ra v ity , i.e .:

n  n

J^PiYi  ~ а У  Pi Xi
b =  - i---------^ -----------  (20)

1
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F o rm u la  (20) is o f  g en era l v a lid ity , th u s ,  m erely  the  ta n g e n t o f  th e  
b e a r in g  p e rta in in g  to  th e  d iffe ren t ad ju s tin g  s t r a ig h t  lines should  be  in v e s t i
g a te d .

H ith e r to  in  th e  c o rre la tio n  calculus tw o  a d ju s tin g  s tra ig h t lines w ere 
a p p lie d , these  co rre sp o n d in g  to  the  m in im um  o f  th e  square sum  o f x  a n d  y  
d ire c te d  residuals, re sp e c tiv e ly .

In  th e  case o f w e ig h te d  po in ts th e  m in im u m  of the square  su m  o f  y -  
d ire c te d  residuals is e n su re d  b y  the  cond ition

2 :  P ‘ ( j í  — ay xi -  by)2 =  m in - (21 )
l

F ro m  the  d if fe re n tia l q u o tien t of e q u a tio n  (21), fu rth e rm o re , u tiliz in g  
e q u a tio n s  (3), (4), (5) a n d  (6) th e  ta n g e n t o f  th e  bearing  belong ing  to  th e  
reg re ss iv e  s tra ig h t line  ru n n in g  in  the  y  d ire c tio n  is ob ta ined  from  th e  fo rm u la

ay
C

В
( 22)

I n  th e  co rre la tion  ca lcu lu s  th e  d ispersion re la te d  to  the  regressive s t r a ig h t  
line  is called  standard error [4] and  is d e n o te d  b y  S:

Sу
2 ' р ^У‘ —yí)2

n

1

2  Pt f r i  — ay x i ~  by)2
1

n

y  p,
(23)

T h is  value is to  be  co m p u ted  ta b u la r ly  p o in t  b y  p o in t [4], a n d  th is  
m ean s a cum bersom e w o rk . In  paper [8] i t  is p o in te d  out th a t  th is  c a n  be 
c a lc u la te d  b riefly  a n d  w ith  a sim ple fo rm ula  (e .g ., in  the  case o f a p e rp e n 
d ic u la r  a d ju s tm e n t b y  fo rm u la  (19).) The sa m e  c a n  also be done h e re  b y  
s u b s t i tu t in g  resu lts (20) a n d  (22) in to  fo rm ula  (23). F in ishing the  o p e ra tio n s  
a n d  re d u c in g , th e  v a lu e  o f  S y is ob tained  fro m  fo rm u la

S y

1

(24)

U sin g  the  ab o v e  fo rm u la  m uch w ork  c a n  be  spared. A lth o u g h  th is  
fo rm u la  is know n [4], th e  p ra c tic a l app lica tion  o f  i t  has no t been e n c o u n te re d  
y e t.

T h e  m inim um  o f  th e  sq u a re  sum  of x -d ire c te d  residuals is en su re d  b y  
th e  co n d itio n

2> Pi (*; — К )2 =  m in . (25)
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Search ing  for th e  ex trem e  v alue  o f e q u a tio n  (25) an d  tu rn in g  to  th e  
g en era l form  (19) [8], a n d  using  th e  p rev io u sly  app lied  n o ta tio n s , th e  ta n g e n t 
o f  th e  b ea rin g  o f th e  reg ressive  s tra ig h t line ru n n in g  in  x  d ire c tio n  is given 
b y  th e  form ula

(26)

w hile th e  value o f  th e  s ta n d a rd  e rro r p e r ta in in g  to  sam e is

— y r  ^ 7 2 =  ax \ l  - f > .
1 1 „ c>  / В

n 1 A
2 :  P i У  P i

(27)

E q u a tio n s  (22) a n d  (26) in d ica te  th a t  in  th e  case r =f= 1 tw o  regressive 
s tra ig h t  lines ex is t. T h e  ang le  c o n s titu te d  b y  th e m  is th e  g re a te r  th e  sm aller 
is th e  value  of r. I f  r  =  0 th e  tw o  s tra ig h t lines are p e rp e n d ic u la r  to  each  
o th e r . In  th is  case th e  p o in ts  are  n o t co rre la ted .

F o r an u n an im o u s so lu tio n  th e  a d ju s tin g  s tra ig h t line ru n n in g  in  the  
n o rm a l d irec tion  is th e  m ost ad e q u a te  [8], [10], i f  b o th  v ariab les  a re  assum ed  
to  be  v ariab les o f  p ro b a b ili ty  re la te d  to  u n ifo rm ly  no rm al d is tr ib u tio n s .

U sing n o ta tio n s  to  be seen in  F ig . 1 th e  ta n g e n t o f th e  b e a r in g  o f th is  
reg ressive  s tra ig h t line  ru n n in g  in  th e  b d irec tio n  is ob ta in ed  fro m  th e  fo rm ula

a ,  =  - L  [ A  -  В  +  Y ( Â ~ È Y  +  4 & ]  =
Z и

=  — --------[ ° ï  -  4  +  - * ? ) *  + 4  r* * * •* ] . (28)
2 гах ау

O n th e  o th e r h a n d , th e  ta n g e n t o f th e  b ea rin g  belonging to  th e  regressive 
s tra ig h t  line , e n su rin g  th e  m in im u m  o f th e  sq u a re  sum  of a d ire c te d  p e rp e n 
d ic u la r  residuals is g iven  b y  th e  fo rm ula

aa =  ~ ~ r  [A  —  В  — Ц А - B f  +  i a )  =
Z Cj

=  — --------К  -  -  K K - ^ ) 2 +  4 r* o * o * ] . (29)
2 rox ay

On th e  base o f  th e  above th ese  tw o  la t te r  regressive s tra ig h t  lines are 
p e rp en d icu la r to  each  o th e r , th is  is c learly  in d ic a te d  b y  th e  ta n g e n ts  o f th e ir  
b earin g s.

T he s ta n d a rd  e rro rs  p e r ta in in g  to  th e  a d ju s tin g  reg ressive  s tra ig h t 
lines can be com p u ted  in  th e  s im p lest w ay  fro m  th e  general p ro je c tiv e  eq u a tio n  
(15) b y  su b s titu tin g  in to  sam e th e  va lu es  o f  th e  tan g en ts  o f b e a rin g s  given 
b y  fo rm ulae  (28) an d  (29), re spec tive ly .

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



342 S. FORRAI

B y  th e  u tiliza tio n  o f  th e  w ell-know n trig o n o m e tric a l re la tio n s , a f te r  
th e  n ecessary  tra n s fo rm a tio n  an d  reduc tions th e  s ta n d a rd  e rro r p e rta in in g  
to  th e  a d ju s tin g  s tra ig h t lin e  ru n n in g  in th e  b d ire c tio n  is o b ta in ed  from  the 
fo rm u la

1
I b  c  1 l A +  c

n

2  Pi /  - ” i * 1 '
(30)

T h e  sam e w ritten  b y  c o o rd in a te  d irec ted  d ispersions and  th e  co rre la tion  
co e ffic ien t:

Г
/

'xy _
a„

a‘i -  r ~x^y al +  r - ^ 1 (30a)

As w ill be seen th e  v a lu e s  resu ltin g  from  th e  la t te r  tw o fo rm ulae  give 
th e  h a lf  m inor axis o f  th e  s ta n d a rd  erro r ellipse show n in Fig. 1.

T h e  h a lf  m ajo r ax is  o f  th e  s ta n d a rd  e rro r e llipse is given b y  th e  s ta n d a rd  
e r ro r  p e rta in in g  to  th e  a d ju s t in g  s tra ig h t line ru n n in g  in  th e  a d irec tio n . 
T h is  can  also be co m p u ted  fro m  form ula (15) b y  u sin g  th e  m ethod  ex p la in ed  
a b o v e :

S„ =  -
1

I b  c  - 1 I a +  cn

2  P ‘l
-  "  I «  1

l A +  ab
(31a)

T he sam e w ritten  b y  d ispersions and  th e  co rre la tio n  coefficient

ah
ax ay __ G l +  T ^ h L (31)

H erea fte r , le t us se t u p  th e  equa tion  o f  th e  s ta n d a rd  erro r ellipse. In  
th e  sy s te m  o f coo rd inates (a , b) to  be seen in  F ig . 1 th is  eq u a tio n  has obv iously  
th e  fo rm :

" °  '  (32)=  1

R e la ted  to  th e  sy s te m  o f coo rd inates (x , y )  th e  sy s tem  (a, b) is sh ifted  
to  d is ta n c e s  x  and  у  an d  ro ta te d  b y  th e  angle  a b.

U tiliz ing  the  w ell-know n  general o rth o g o n a l e q u a tio n s  of tra n sfo rm a tio n

a =  (x  — x)  cos ab -)- (y  — y )  s in  a b 

b — (y  — y )  cos ab — (x  — x )  s in  ab ,

a f te r  a som ew hat le n g th y  co m p u ta tio n  th e  re su lt

- * ) 2 9 Г  (*  — * )  (у — У)
В  A B  A B

П
Pi P/

(y  — y f  +  ( *

1 1 
is a r r iv e d  a t.

A B  — С2

(33)

( 3 4 )
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W ith  th e  aid  o f th e  co o rd in a te  d irec ted  d ispersions an d  co rre la tion  
coeffic ien t eq u a tio n  (34) can  also be w ritte n  in  th e  form

(У -  V f  , (*  -  * )2 _  2 r C*  ~  « )  (Г  ~  У) =  1 _  r 2
ax ay

(34a)

In  th e  system  o f co o rd in a tes  (fj, £) re fe rrin g  to  th e  cen tre  o f  g rav ity  
th e  eq u a tio n  o f th e  ellipse in  questio n  obv iously  tu rn s  in to  th e  form

+
f 2 2 r - =  1 — r2. (34b)

I t  can  be seen th a t  p o in ts  I  and  I I ,  d e te rm in ed  b y  s ta n d a rd  erro rs y  
an d  X  re su ltin g  from  e q u a tio n s  (24) an d  (27), are  also p o in ts  ly ing  on th e  s ta n 
d a rd  e rro r ellipse, because th e ir  co o rd ina tes (0, ±  S y an d  ±  S x, 0) sa tisfy  
eq u a tio n  (34).

T he regressive s tra ig h t  line y'y =  ay x  by in te rsec ts  th e  s ta n d a rd  
e rro r  ellipse a t  po in ts  I I I ,  th e  co o rd ina tes o f w hich  a re  ±  rery. The
ta n g e n ts  of th e  s ta n d a rd  e rro r  ellipse a t  p o in ts  I I I  is th e  s tra ig h t line £ =

1 zto'x.
T he ta n g e n ts  of th e  s ta n d a rd  e rro r ellipse a t  po in ts  I  are ch a rac te rized  

b y  eq u a tio n s  r) =  ay£ ± S y. D istances P  I  =  S y an d  P  I I I  are  co n ju g a ted  
h a lf  d iam ete rs , because

S l +  S l  =  S ~ +  P Ï U 2 =  <r2 +  <r2. (35)

T he correctness o f e q u a tio n  (35) can s im p ly  be verified  b y  su b s titu tin g  
re la tio n s  (24), (30), (31) an d  P H I  =  [/ cr2 -|- r(Jy in to  sam e.

S im ilarly , i t  can  be p ro v ed  th a t  d istan ces  P  I I  =  S x an d  P  IV  are  also 
c o n ju g a te d  h a lf  d ia m e te rs ; th u s , th e  eq u a tio n s  o f th e  ta n g e n ts  a t  po in ts  
IV  (rax, ay) are rj =  ± o x, w hile th e  eq u a tio n s  o f ta n g e n ts  a t  p o in ts  I I  are

V

T he fac t th a t  S a an d  S b rep re sen t th e  lim it tra n s itio n  o f th e  above is 
o b v ious, as th e y  are th e  m a jo r an d  m inor axes o f  th e  s ta n d a rd  e rro r  ellipse, 
i.e ., th e  special co n ju g a ted  h a lf  d iam eters  o f sam e.

K now ing  th e  law  re fe rr in g  to  co n ju g a ted  d ia m e te rs , th e  a d ju s tin g  s tra ig h t 
line ru n n in g  in  an y  d irec tio n  an d  th e  s ta n d a rd  e rro r re fe rrin g  to  sam e can 
s im p ly  be com pu ted  or d raw n .

I t  is w ell-know n from  th e  co rre la tion  ca lcu lus [4] th a t  ro u n d ly  68%  
of a ll p o in ts  are lo ca ted  w ith in  th e  b an d  o f th e  ±  onefold s ta n d a rd  e rro rs, 
w hile ro u n d ly  95%  w ith in  th e  b an d  o f th e  tw ofo ld  ones (F ig . 3).
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T h is  obviously h o ld s  fo r  a n y  h an d  o f s ta n d a rd  e rro rs , as no rm aliz in g  
th e  g en era l p ro jec tive  d e n s ity  fu nc tion  (14), fo r th e  d is tr ib u tio n  function  
th e  re la tio n

<p(x) (36)

is o b ta in e d .
C onsequently , k n o w in g  th e  e rro r in te g ra l th e  p ro b a b ility  tq re la te d  to  

p o in ts  ly ing  w ith in  th e  b a n d  of onefold e rro rs  can  be co m p u ted  as follows

1 r+ l U*
e 2 =

1 Л+1 u a Ç— 1 “a
1 e 2  d u  — e 2 dn

\ 2 л У2лJ  -1 . J — со J  — оо

=  0 ,8413 - (1 - 0 ,8 4 1 3 )  = 0 ,6 8 2 6 .

F ig. 3

T h e  p ro b ab ility  v2 r e la te d  to  po in ts  lo ca ted  w ith in  th e  b a n d  o f  tw ofold  
e rro rs  can  sim ilarly  be c o m p u te d :

v2 =  - L  I “ e~ T  d u  =  2 • 0,9772 -  1 =  0 ,9544.
У2л J  _2

T h e  erro r b and  is o b v io u sly  th e  n a rro w est, i f  th e  co n ju g a ted  d iam ete rs  
a re  e x a c tly  the  axes o f  th e  e llip se , an d  th e  d ire c tio n  o f th e  a d ju s tin g  s tra ig h t 
lin e  com plies ex ac tly  w ith  th e  d irec tion  o f  th e  m a jo r ax is.

I t  follows from  th is , i f  b o th  v ariab les are p ro b a b ili ty  v a riab les  o f  norm al 
d is tr ib u tio n , the a d ju s tin g  s t r a ig h t  line en su rin g  th e  m in im um  o f th e  square  
su m  o f  residuals in  th e  p e rp e n d ic u la r  d irec tio n  (form . (28)] gives th e  „ b e s t” 
re g re ss iv e  s tra ig h t line . T h u s , th e  regressive s tr a ig h t  line suggested  in  [8] is 
n o t  o n ly  unam biguous, b u t  a lso  gives a b e tte r  so lu tio n  th a n  a d ju s tin g  s tra ig h t 
lin es  ru n n in g  in th e  d ire c tio n  o f coo rd in a te  axes.

I f  r  =  1, th en  as h a s  a lread y  been m en tio n ed  th e  d o udom ensiona l 
n o rm a l d is trib u tio n  d e g e n e ra te s  in to  a m onod im ensiona l one an d  betw een

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



STANDARD ERROR ELLIPSE AND ADJUSTING STRAIGHT LINES 345

q u a n tit ie s  x , y  a lin ea r fu n c tio n a l re la tio n  ex is ts . In  th is  case e q u a tio n s  (22), 
(26) an d  (28) conduce to  an  id en tica l a d ju s tin g  s tra ig h t line, i.e .:

" Í  A  Оуay = a x =  ab =  /  —  = .

T he s ta n d a rd  e rro rs  belong ing  to  sam e re su ltin g  from  fo rm u lae  (24), 
(27) an d  (30) are:

s„  =  sr =  s„ =  o.

In  th is  case th e  d ispersion  ellipse ch a rac te rized  by  re la tio n  (34) degen
e ra te s  in to  a line w ith  a len g th  o f 2 |/a \ -)- oj;, w hich  falls in to  th e  d irec tion  
o f th e  a d ju s tin g  s tra ig h t line . This can  be p ro v ed  b y  using  e q u a tio n  (31).

T h e  d en sity  fu n c tio n  o f  d is tr ib u tio n  can  be o b ta in ed  b y  a p p ly in g  p ro jec 
tiv e  eq u a tio n  (14), th is  in d ic a tin g  th a t  th e  d u o d im ensiona l n o rm a l d is tr ib 
u tio n  re a lly  d eg en era ted  in to  a m onodim ensional one.

H erea fte r , le t us tu rn  to  th e  so lu tion  o f  th e  p rob lem  d e a lt  w ith  in  [5] 
(w hich acco rd ing  to  th e  fo o t-n o te  w as p u b lished  in  th e  Z eitschrift f ü r  Ver
m essungswesen, 1957, p p . 395 — 411) by  a p p ly in g  th e  m eth o d  describ ed  in 
th is  p a p e r.

A ccord ing  to  F ig . 4 p o in t P  was d e te rm in ed  b y  a sim ple in te rsec tio n  
fro m  d irec tio n s A  an d  В  w hich from  th e  angle  y .  In  th e  in te rse c tio n  errors

a n d  ±  тпв occured , con seq u en tly  po in ts  P 15 P 2, P 3 and  P 4 w ere ob ta in ed  
as re su lts .

T h e  coo rd inates o f th ese  po in ts  can  be se t up  in  an y  sy s tem  o f  o rthogonal 
c o o rd in a te s . As th e  in te n tio n  is to  adhere  to  n o ta tio n s  used in  p a p e r  [5], the
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c o o rd in a te s  should be  w r i t te n  in  th e  system  o f co o rd in a tes  show n in  Fig. 4.

sin y

In  th is  case each  p o in t  is ta k e n  in to  c o n s id e ra tio n  w ith  th e  u n i t  w eigh t
П

JV  p i =  n — 4. A fter p e rfo rm in g  th e  necessary  o p e ra tio n s  an d  s im p lifica tions
l

th e  v a lu e s  of sym bols a c c o rd in g  to  (3) can  b e  w r it te n  as follow s:

A  — 16 m 2B ,

В  =  -  (m 2B cos2 у  +  m ^ ) , (3’)
s in 2 у  '

C =  16 rrVß co t у.

K now ing  the  a b o v e , th e  se ttin g  up to  d isp e rs io n s in  d iffe ren t d irec tio n s 
on  th e  base  of e q u a tio n  (4) is unnecessary , as th is  is q u ite  sim ple.

S u b s titu tin g  th e  o b ta in e d  resu lts  in to  e q u a tio n  (28), a f te r  th e  a d e q u a te  
g o n io m e tr ic a l tra n s fo rm a tio n s  th e  d irec tion  o f th e  m a jo r  axis o f th e  s ta n d a rd  
e r r o r  ellipse is o b ta in ed  f ro m  th e  form ula g iven  h e reu n d e r:

ta n  ab =  ab
m~A +  m 2B cos 2 у 

тп% sin  2 у
m A -|- m ‘B cos 2 у  

m% sin  2 у
(28 ')

w h ile  th e  tan g en t of th e  b e a r in g  belonging to  th e  m in o r  axis re su lts  from  
e q u a t io n  (29) after s im ila r  tra n s fo rm a tio n :

m 2A +  тпъ cos 2 у Im~A - 4 -  cos 2 уta n  aa =  aa = -------— ё--------------L  _  / _A _Z — ё--------- L
m B s in  2 y l l  m B s in  2 y

K now ing  the  fo rm u la  re la te d  to  tw ofo ld  go n io m etrica l fu n c tio n s , it  
c a n  e a s ily  be u n derstood  t h a t  b o th  re la tio n s s a tis fy  fo rm ula  (13) to  be found  
in  p a p e r  [5].

T h e  h a lf m inor ax is  o f  th e  s ta n d a rd  e rro r  ellipse is o b ta in ed  fro m  fo r
m u la  (30), e.g. by  s u b s t i tu t in g  th e  values o f (3 ')  a n d  (29 ') in to  sam e. A fte r
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red u c tio n  th e  re su lt

S b =  b =
c o t у

(30')

is a rriv ed  a t.
The h a lf  m a jo r ax is  o f  th e  sam e s ta n d a rd  e rro r  ellipse is to  be co m p u ted  

from  fo rm ula (31). S u b s ti tu t in g  the  values o f  (3 ')  an d  (28 ') a n d  reducing  
th e  re su lt

Sa =  a =  m B
c o t y  

аь
(31')

is o b ta in ed .
To check th e  co rrec tn ess  and  u til i ty  o f  th e  form ulae  d ed u ced  in  th is 

p a p e r , le t us co m p u te  th e  exam ple  to  be fo u n d  in  p ap e r [5]: T h e  angle of 
in te rsec tio n  y  =  50°, m A =  ±  5 cm and  m B =  i  4 cm .

The ta n g e n t o f  th e  b e a rin g  re la tin g  to  th e  m a jo r axis o f th e  s ta n d a rd  
e rro r ellipse d e te rm in ed  fro m  form ula (2 8 '):

25 -  16 0,173648 [ 25 — 16-0 ,173648  I
ab =  ~ ■■■■■■ ......... +

16 • 0 ,984808 1 16 -0 ,9 8 4 8 0 8  1

=  -  1,410277 +  1,728838 =  +  0,318561,

and  th e  b earin g  belo n g in g  to  sam e:

ab = 1 7 ° 4 0 '1 1 "  .

The ta n g e n t o f th e  b e a rin g  p e rta in in g  to  th e  m inor axis o f  th is  ellipse 
d e te rm in ed  from  fo rm u la  (29 ')

aa =  — 1,410277 -  1,728838 =  — 3,139115

an d  th e  bearin g  belo n g in g  to  sam e:

aa =  107° 40 ' 11" .

C om puting  th e  le n g th  of the  h a lf  m in o r ax is from  fo rm ula  (3 0 ') :

b 4
0,839100 

— 3,139115
=  3,4239 cm ,

w hile th e  leng th  of th e  h a lf  m ajo r axis re su ltin g  from  form uls (3 1 ') :

n =
0,839100

0,318561
7,6252 cm.

As can be seen , th e  s ta n d a rd  erro r ellipse co m p u ted  in th is  w ay  coincides 
w ith  th e  m ean e rro r  ellipse de te rm ined  in  p a p e r  [5].

By th e  use o f  th e  m e th o d  d ea lt w ith  th e  m ean  e rro r e llipse can  be 
d e te rm in ed  n o t o n ly  in  th e  case of a sim ple in te rse c tio n , b u t  also in  th e  case
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o f  o n e  s ta r tin g  ou t f ro m  se v e ra l contro l p o in ts . O f course, in  re sp e c t to  in 
a c c u r a te  po in ts a p o in t-sy m m e tr ic a l loca tio n  o f  th ese  p o in ts  is n o t  to  be 
a s s u m e d , i.e., i t  is u n n e c e s sa ry  th a t  the  fig u re  P 1P 2P 3P 4 should  be a reg u la r 
o n e . S tr ic t ly  speaking su ch  a n  assum ption  does n o t  cover th e  a c tu a l s i tu a tio n , 
i t  m ig h t  be a m ore or less good ap p ro x im a tio n  o f re a lity  [5].

W ith  regards to  in a c c u ra te  po in ts th e  d e d u c tio n s  d ea lt w ith  a re  based  
m e re ly  on the  a ssu m p tio n  t h a t  th e  d ensity  fu n c tio n  o f  d is tr ib u tio n  is n o rm a l, 
w h ic h  assum ption  is r ig h t  in  connection  w ith  m easu rem en ts . A ccord ing  to  
a u th o r ’s opinion th e  h e re  d iscussed  p rincip les m ig h t also be a p p ro p r ia te  to  
be  u s e d  fo r solving m ore  co m p lica ted  p ro b lem s th a n  th a t  d e a lt w ith  in  th is  
p a p e r .

A ccord ing  to  th e  f in a l  conclusion e x p o u n d e d  in  p ap e r [3] th e  u n c e r
t a i n t y  re la ted  to  a p o in t m a n ife s ts  itse lf in  tw o  d im ensions, th u s , th e  c h a ra c 
te r iz a t io n  of same b y  one  sing le  q u a n tity  c a n n o t be expected .

A u th o r ’s opinion is t h a t  even th is  is u n n ecessa ry . S e ttin g  up  th e  eq u a tio n s  
o f  th e  s ta n d a rd  e rro r e llip se  referring  to  th e  p o in t-u n c e r ta in ty  (fo rm ula  
(3 4 )], th e  s tan d ard  e rro r  r e la te d  to  th e  p o in t in  q uestion , in  o th e r  w ords 
th e  u n c e r ta in ty  of th e  p o in t ,  can  be read  re fe rr in g  to  a n y  d irec tio n .

T h e  equation  o f th e  s ta n d a rd  error ellipse o f  th e  p rev iously  co m p u ted  
e x a m p le ,  set up in  th e  s y s te m  o f coord inates g iven  in  Fig. 4 is

°2 г Г  _  *У =  j
42 ,5979  12,6505 25,3781

K n o w in g  the  ab o v e  e q u a tio n  th e  le n g th  o f  an y  secan t ly in g  in  the  
s t r a ig h t  line y  — ax  can  b e  s im p ly  com pu ted . O n th e  base o f w h a t h as  been 
sa id  th is  is exactly  th e  s ta n d a r d  error or u n c e r ta in ty  a b e long ing  to  th e  
p o in t  in  question.

F o r  the  c h a ra c te r iz a tio n  o f th e  p o in t-u n c e r ta in ty  th e  so le -p o in t cu rve  
o f  th e  s ta n d a rd  error e llipse is u su a lly  given. O n th e  base of th e  in te rp re ta tio n  
r e fe r r in g  to  the so le -p o in t c u rv e  i t  is easy  to  u n d e rs ta n d  th a t  sam e gives 
th e  d is ta n c e  betw een th e  p a ir s  o f  con jugated  d ia m e te rs  of th e  s ta n d a rd  erro r 
e llip se . T herefore, va lu es  to  b e  seen in  Fig. 3 a re  v a lid  for th a t  p a r t  c f  the 
p la n e  ly in g  w ithin th e  p a ir  o f  tan g en ts .

T h e  p rob ab ility  in te rp re te d  by  the  a rea  o f  th e  onefold s ta n d a rd  e rro r 
e llip se  is  obviously sm alle r th a n  th a t  rep re sen ted  b y  th e  s ta n d a rd  e rro r  b a n d . 
I t  c a n  b e  com puted s im p ly  a n d  in  closed fo rm .

T h e  p robab ility  re p re s e n te d  by  th e  a rea  o f  a c-fold e rro r ellipse can 
g e n e ra lly  be com puted b y  th e  form ula

C2

1 — e 2

(See [11])
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T he p ro b a b ility  rep re sen ted  b y  th e  onefo ld  e rro r ellipse is vc=i = 
=  0.39347, w hile t h a t  in te rp re te d  b y  th e  tw o fo ld  ellipse is v c = 2  — 0.86466.

F rom  e q u a tio n  (37) th e  e rro r ellipse re la te d  to  a given p ro b a b ili ty  
m easure  (v) can  also be easily  co m p u ted :

c(t>) =  2,146 / — lg (1 — v) (38)

T he c o n s ta n ts  o f s ta n d a rd  erro r e llipses rep resen tin g  p ro b a b ilitie s  
w hich a re  e q u iv a le n t to  those  rep resen ted  b y  th e  s ta n d a rd  e rro r b a n d s  are 
c (0.6826) ä  1.50 an d  c (0.9544) % 2.47, re sp ec tiv e ly .

I t  m igh t be assum ed  th a t  s ta n d a rd  e rro r  b an d s  given b y  th e  so le -p o in t 
cu rve  o f th e  s ta n d a rd  e rro r  ellipse are  d a ta  re fe rr in g  to  d irec tio n a l e rro rs , 
w hile th e  e rro r ellipse i tse lf  supplies d a ta  re fe rr in g  to  th e  p o in t. T h u s , th e  
tw o  d a ta  d iffer fro m  each  o th e r q u a lita tiv e ly  too .
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Z U SA M M E N H Ä N G E  Z W IS C H E N  D E R  S T A N D A R D -F E H L E R E L L IP S E  U N D  
D E N  A U S G L E IC H E N D E N  G E R A D E N

S. FORRAI

ZU SA M M EN FA SSU N G

In  geodetischen  u n d  a llgem einen  F eh le rb e rech n u n g en  wie au ch  in de r w ir tsc h a ftlic h e n  
K o rre la tio u srec h n u n g  ta u c h t  o f t d as P rob lem  au f, in  versch ied en en  R ich tu n g e n  e in e  a u s 
g leichende G erade u n d  d ie so g en an n te  M itte lfeh lere llip sc  zu  bestim m en . D ie M itte l-  o d er
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S ta n d a rd -F e h le re llip se  (G le ich u n g en  (18) u n d  (34)] is t  d ie Iso h y p se  der im  A ussa tze  (8) b e h a n 
d e lte n  zw eid im ensionalen  n o rm a len  D ic h te -F u n k tio n , w äh ren d  die in v e rsch ied en en  R ich 
tu n g e n  la u fe n d e n  ausg le ichenden  G erad en  die D u rch m esse r d ieser E llipse  sind . D ie zu  den 
a u sg le ic h e n d e n  G eraden gehörigen  S ta n d a rd fe h le r  s te llen  die zu  d iesen D urch m essern  gehörigen  
k o n ju g ie r te n  H albm esser d a r. D ie  k o n ju g ie r ten  T a n g e n te n p a a re  der du rch  die G le ichung  (34) 
b e s t im m te n  S ta n d ard -F eh le re llip se  ergeben  das S ta n d a rd fe h le rb a n d , zu dem  eine W ah rsc h e in 
l ic h k e it  v o n  68,26%  g eh ö rt. D ieses S ta n d a rd fe h le rb a n d  is t  o ffensich tlich  d a n n  am  sc h m äls ten , 
w en n  d ie  zw ei T an g en ten  zu r g ro ß e n  A chse de r E llip se  p a ra lle l sind , d. h. im  F alle  d e r  A nw en
d u n g  e in e r  n o rm al g e rich te ten  ausg le ich en d en  G erad en . U n te r  A nw endung  des h ier b e h a n d e l
te n  R e c h n u n g sv e rfa h ren s  k a n n  a u ch  die im  A u fsa tze  [5] b eh an d e lte  M itte lfeh lere llip se  
b e s t im m t w erd en  und  zw ar n ich t b lo ß  im  F a lle  des d o r t  b e h an d e lte n  e in fachen  V o rw ä rtse in 
s c h n i t te s ,  so n d e rn  auch  im  F a lle  e ines au s m eh re ren  P u n k te n  d u rch g efü h rten  V o rw ä rtse in 
s c h n i tte s .  D e r le tz te re  F a ll is t a u c h  d u rch  ein Z ah len b e isp ie l b e s tä tig t  w orden.

L E S  R E L A T IO N S  E N T R E  L ’E L L IP S E  D ’E R R E U R  ST A N D A R D  ET  LES D R O IT E S
D E  C O M PE N SA TIO N

S. FORRAI

R É SU M É

L o rs  du  calcul d ’erreu r géodésique  ou général e t  d a n s  les calculs de co rré la tio n  éco n o m i
q u e s , d e s  d ro ite s  de co m p en sa tio n  e t  des ellipses d ’e r re u r  m oyenne  d o iv en t ê tre  d é te rm in é es  
d a n s  d iffé re n te s  d irections. L ’ellipse  d ’erreu r m o y en n e  ou d ’erreu r s ta n d a rd  e s t l’isophyse  
de  la  fo n c tio n  8 de ré p a r t it io n  n o rm ale  à deu x  d im en sio n s (éq u atio n s 18 e t  34); les d ro ite s  
de  c o m p e n sa tio n  dans les d iffé ren te s  d irec tio n s so n t les d iam e te rs  de ce tte  ellipse. L es e rreu rs  
s t a n d a r d  c o rre sp o n d a n t a u x  d ro ite s  de co m p en sa tio n  so n t les dem i-d iam ètres a p p a r te n a n t  
à ces d ia m è tre s . Les couples de ta n g e n te s  con jugués de l’ellipse d ’erreu r s ta n d a rd  34 d o n n e n t 
la zo n e  d ’e r re u r  s ta n d a rd , à laquelle  co rresp o n d  une  p ro b a b ili té  de 68,26% . C ette  zone d ’e rreu r 
s t a n d a r d  e s t év id em m en t la  p lu s p e ti te  q u a n d  les d e u x  ta n g e n te s  so n t parallè les a u  g ran d  
a x e  de  l ’e llip se , c’est-à-d ire  q u a n d  o n  ap p liq u e  une d ro ite  co m p ensa trice  de d irec tio n  n o rm ale . 
L a  m é th o d e  de calcul u tilisée  p e rm e t aussi de d é te rm in e r  l’ellipse d ’e rreu r m o y en n e  (5) en 
cas n o n  seu lem en t de l’in te rse c tio n  sim ple é tu d iée , m ais  aussi d ’in te rsec tio n s à  p a r t i r  de 
p lu s ie u rs  p o in ts . Celle-ci a é té  d é m o n trée  p a r  u n  ex em p le  n u m érique.

ЗАВИСИМОСТИ ЭЛЛИПСА СТАНДАРТНЫХ ОШИБОК И ПРЯМЫХ УРАВНИВАНИЯ
Ш. ФОРРАИ

РЕЗЮМЕ

Расчет геодезических ошибок и общих погрешностей, а также экономический 
корреляционный расчет требуют определения прямой уравнивания в различных напра
влениях и т. н. эллипса средней ошибки. Эллипс средней или стандартной ошибки явля
ется изогипсой функции плотности нормального распределения (уравнения 18 и 34). 
А прямые, уравнивающие в различных направлениях, являются диаметрами этого эллипса 
ошибки. Стандартные ошибки, соответствующие прямым уравнивания, являются конъю
гированными полудиаметрами, соответствующими этим диаметрам. Конъюгированные 
пары касательных 34-ого эллипса стандартной ошибки дают полосу стандартных ошибок, 
которым соответствует вероятность порядка 68,26%. Естественно, эта полоса стандарт
ных ошибок является наименьшей тогда, когда две касательные параллельны большой 
оси эллипса, то есть используется уравнивающая прямая нормального направления. 
При помощи примененной методики расчета (5) можно определить также эллипс средней 
ошибки не только в случае рассматриваемой там простой прямой засечки, но также в 
случае прямой засечки из многих точек. Этот случай доказывается автором также число
вым примером.
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BESTIMMUNG DER CHARAKTERISTISCHEN FUNKTION 
DER WINKELTREUEN PROJEKTIONEN MIT HILFE 

DER GRUNDGLEICHUNG DER KONFORMEN 
ABBILDUNG

I. H A ZA  Y

DOKTOR DER TECHN. WISSENSCHAFTEN LEHRSTUHL 
FÜR HÖHERE CEODÄSIE.-TECHNISCHE UNIVERSITÄT FÜR BAU- UND VERKEHRSWESEN, BUDAPEST

[E in g eg an g en  am  14. M ai 1963]

Die G rundg le ichung  d e r k o n fo rm en  A bb ildung  w ird  im  allgem einen d a z u  b e n u tz t ,  
d ie G ru n d fu n k tio n  einer w in k e ltreu e n  P ro je k tio n  au fzu n e h m e n , die a u s d rü c k t ,  w elche 
x -K o o rd in a te  dem  B ilde des am  A nfan g sm erid ian  lieg en d en  O rig in a lfläch en p u n k tes  m it  d e r  
g eo g rap h isch en  B re ite  <p a n  de r x-A chse des B ild f läch en -K o o rd in a ten sy stem s e n ts p r ic h t ,  
u n d  die R eihen  de r x- und  y -K o o rd in a te n  w erd en  d u rc h  R e ih en en tw ick lu n g  a u f  G ru n d  der 
G ru n d fu n k tio n  de r G ru n d g le ichung  d e r  konform en A b b ild u n g  b estim m t. Die A b h a n d lu n g  
des V erfassers su ch t, von d iesem  ab w eich en d , die u n b e k a n n te  G ru n d fu n k tio n  in  d e n  e in ze ln en  
g ro ß en  G ru p p en  (z. B. in  de r G ru p p e  de r A zim uta l-, K egel- o d er Z y lin d e rp ro je k tio n e n ) m it 
H ilfe  de r G rundg le ichung  der k o n fo rm en  A bb ildung , su c h t d u rc h  diese die c h a ra k te r is ie re n d e  
F u n k tio n  d e r w ink e ltreu en  P ro je k tio n , die bei den  e inzelnen  P ro jek tio n sg ru p p en  d ie  w in k e l
tre u e  P ro je k tio n  von an d eren  P ro je k tio n e n  de r G ruppe , d ie d u rc h  andere  B ed in g u n g en  g e k en n 
ze ich n e t s in d , u n te rsch e id e t.

Es soll e in le itend  b e m e rk t w erden , d aß  ich  m it d er B en en n u n g  »charak
terisierende F u n k tio n « n ic h t d ie  A bsich t h a t te ,  e inen  neuen B eg riff  e in z u 
fü h re n , sondern  ich w ollte b lo ß  m it einem  zu sam m en fassen d en  N am en  jene  
F u n k tio n e n  b enennen , die in n e rh a lb  jed e r g roßen  P ro jek tio n sg ru p p e  d ie  e in 
zelnen  P ro jek tio n en  m it versch ied en en  B ed ingungen  von e in an d er u n te rs c h e i
d en . E in e  solche u n te rsch e id en d e  (ch a rak te ris ie ren d e ) F u n k tio n  z. B . in  der 
G ru p p e  d e r A zim utal- u n d  reellen  K eg elp ro jek tio n en  is t das H albm esserge
setz, in  d e r G ruppe der reellen  Z y lin d e rp ro jek tio n en  die F u n k tio n  d e r  E n tf e r 
n u n g  d e r P ara lle lk re is-(H ilfsp ara lle lk re is)-B ild er, d . h. die F u n k tio n  der 
x-K oordinate , und  in  d er G ru p p e  d er K u g e lp ro jek tio n en  des E llip so id es  die 
F u n k tio n  der geographischen Breite a u f  der K ugel <p d e r P ara lle lk re isb ild e r. I n n e r 
h a lb  d e r e inzelnen  P ro je k tio n sg ru p p e n  is t n äm lich  die überw iegende M ehr
h e it d e r geom etrischen  E ig en sch a ften  id en tisch , u n d  die den e inze lnen  b e so n 
deren  B ed ingungen , wie z. B . W in k e ltreu e , F lä c h e n tre u e  oder L ä n g e n tre u e  d e r 
M erid iane (H ilfsm erid iane), en tsp rech en d e  U n te rsch e id u n g  w ird n u r  d u rc h  die 
o b en e rw äh n ten  ch a rak te ris ie ren d en  F u n k tio n e n  angegeben .

E in e  beliebige P ro je k tio n  is t n u r  d an n  w in k e ltreu , w enn d e r  L in e a r
m o d u l b loß  die F u n k tio n  des O rtes und  n ic h t d e r  R ich tu n g  is t, d . h .,  w enn 
d e r L in ea rm o d u l in e inem  belieb igen  P u n k t n a c h  je d e r  R ich tu n g  h in  gleich 
is t , u n d  som it die T isso tsche  In d ik a tr ix  einen  K re is  b ild e t. Die K o n fo rm itä t  
d e r P ro je k tio n  w ird d a d u rc h  bew iesen, d aß  sich an  ingendeinem  P u n k t  der 
O rig ina lfläche , der sich n ic h t m it dem  verzerru n g sfre ien  P u n k t d e c k t oder 
n ic h t a u f  d er v erzerrungsfre ien  L inie lieg t, in  zw ei au fe inander se n k re c h te n
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R ic h tu n g e n , deren P ro je k tio n sb ild e r  eben fa lls  au fe in an d e r se n k re c h t fa llen , 
d en  L inearm odu l b e s tim m e n d , zwei id en tisch e  W e rte  ergeben. I s t  die P ro je k 
t io n  n ic h t w in k e ltreu , so g ib t es — den  v e rze rru n g sfre ien  P u n k t  oder die 
v e rze rru n g sfre ie  L in ie  a u ß e r  ach t gelassen — in  jed em  belieb igen  P u n k t 
d e r  O rig inalfläche b lo ß  e in  einziges rech tw in k lig e s  R ic h tu n g sp a a r, dem  
en tsp re c h e n d e  R ic h tu n g e n  a u f  der B ild fläche  eben fa lls  einen re c h te n  W inkel 
b ild e n . Diese zwei R ic h tu n g e n  nennen w ir P ro jektions- (  Verzerrungs-) H a u p t
rich tungen , und  in  d iese  R ich tu n g en  fallen  a u c h  die Tissotschen In d ik a tr ix -  
achsen. B ezeichnet m a n  d ie  L änge der g roßen  H a lb ach se  m it a u n d  die L änge 
d e r  k le in en  H albachse  m it  b, so erg ib t sich  b e i n ic h t  w ink e ltreu en  P ro je k tio 
n e n  a >  b, w ährend d ie  w ink e ltreu en  P ro je k tio n e n  d ad u rch  c h a ra k te ris ie r t  
w e rd e n , daß

a — b . (1)

B e i w inke ltreuen  P ro je k tio n e n  b ilde t se lb s tv e rs tä n d lic h  das B ild flächenb ild  
je d e s  rech tw ink ligen  R ic h tu n g sp a a re s  der O rig in a lfläch e  ebenfalls e inen  rech 
te n  W inkel.

D ie B eziehung (1) k a n n  zw eckm äßig z u r  A b le itu rg  von  P ro je k tio n s 
g le ich u n g en  w in k e ltre u e r P ro jek tio n en  a n g e w e n d e t w erden. Z u e rs t m uß  
n ä m lic h  in  zwei a u fe in a n d e r  senkrech t fa llen d en  solchen R ich tu n g en , deren  
B ild fläch en g eg en stü ck e  eb en fa lls  au fe in an d er se n k re c h t sind , d ie  F o rm el des 
L in ea rm o d u ls  bezüg lich  irgendeines P u n k te s  d e r  O rig inalfläche, w elcher sich 
n ic h t  m it dem  v e rze rru n g sfre ien  P u n k t bzw . m it d en  P u n k te n  d er v e rz e rru n g s
fre ien  L inie d eck t, au fg eze ich n e t w erden . D a n a c h  sind beide A usd rücke 
e in a n d e r  g leichzusetzen . I s t  die O rig inalfläche e ine  K ugel oder ein  R o ta tio n s 
e llip so id , und  w ird e in e  n o rm a l an g eb rach te  so g en an n te  reelle P ro je k tio n  
(eine az im u ta le , reelle  Z y lin d e r-  oder reelle K eg e lp ro jek tio n ) e rw ü n sc h t, so 
is t  e in  solches re ch tw in k lig e s  R ich tu n g sp aa r in  jed em  belieb igen  P u n k te  
d ie R ic h tu n g  des M e rid ia n s  und  die des P a ra lle lk re ises . (U n te r  n o rm a le r  
A n o rd n u n g  verstehen  w ir , w enn der A n fa n g sp u n k t der az im u ta len  P ro je k 
t io n  d e r  N ord- oder S ü d p o l i s t ,  bzw. w enn d ie  A chse  des Z ylinders o d er K egels 
s ich  m it dem  die D re h a c h se  der E rde d a rs te lle n d e n  D urchm esser d e r K ugel 
b zw . m it der k leinen A chse  des Ellipsoides d e c k t. I n  e iner an d eren  A n o rd n u rg  
b ild e n  n ic h t die ree llen  G rad n e tz lin ien , so n d e rn  bezüglich  der O rig inalfläche  
d e r  K u g e l die so g e n a n n te n  H ilfsm erid iáné u n d  H ilfsparalle lk reise  d as  zu r 
P rü fu n g  geeignete re c h tw in k e lig e  R e ich tu n g sp aa r.W en n  die O rig inalfläche  ein 
E llip so id  is t, k ann  a u ß e r  d e r  norm alen A n o rd n u n g  im  allgem einen n u r  von  
e in e r  tran sv ersa len  A n o rd n u n g  die R ede se in , b e i w elcher der A n fa n g sp u n k t 
sich  a u f  dem  Ä q u a to r b e f in d e t , bzw. die A chse des Z ylinders oder K egels 
irg en d e in en  D urchm esser d es  Ä quato rs d e c k t. K e in e  einfache A ufgabe is t 
es, z u  den  n ich t n o rm a l an g eo rd n e ten  P ro je k tio n e n  des E llipso ides das zu r 
P rü fu n g  geeignete R ic h tu n g s p a a r  auszusuchen .
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N achdem  im  w eiteren  n u r  eine P ro je k tio n  des E llipso ides e rw ä h n t 
w ird  u n d  diese auch  n o rm a l a rg e o rd n e t is t , w obei wir u r s  im  a llg em ein en  
m it den  w in k e ltreu en  P ro jek tio n en  d er K u g e l befassen , da es fe rn e r  bezüg lich  
d e r K u g e lp ro jek tio n en  zw ischen d er n o rm a len  u n d  sonstigen A n o rd n u n g  in 
u n se re r A b h an d lu n g  keinen  U n te rsch ied  g ib t, w erden hier b loß  d ie  F ragen  
d e r  n o rm alen  A n o rd n u n g  gep rü ft.

B ei den A z im u ta lp ro jek tio n en  d er K u g e l z. B. is t die a llgem eine  F o rm el 
des M erid ian- bzw . P ara lle lk re is-L in ea rm o d u ls

I = J P -  l P (2)
m R d ß  ’ P R  sin ß '

wo p  das H albm essergesetz  is t, w elches d ie  F u n k tio n  der P o ld is ta n z  ß  is t 
u n d  w elches den  H albm esser des B ildes des P arallelkreises b e s t im m t:

P = f ( ß ) (3)

R  is t  d e r H albm esser d er K ugel. Bei e in e r w inke ltreuen  A z im u ta lp ro je k tio n
i :

dp  p

m üssen  lm u n d  lp id en tisch  sein :

R d ß  R  s in  ß

N ach  O rd n u n g  d e r G leichung u n d  In te g r ie ru n g  beider Seiten e rg ib t  s ich :

(4)

dp

P

dß ß
ln  p  =  ln  t a n ----- )- ln  c ,

2sin  ß

wo ln c d ie In te g ra tio n sk o n s ta n te  is t. Z u  d en  N um eri ü b erg eh en d  is t

ß
p  =  c t a n —  .

(5)

( 6 )

Soll im  P ro je k tio n sa n fa n g sp u n k t (wo /5 =  0) keine L än g e n v e rze rru n g  auf- 
t r e te n , d a n n  m uß  au sg ed rü ck t w erden , d a ß  an  der Stelle ß  =  0 d e r  L in e a r
m odu l 1 gleich sei. A us d e r F o rm el (2) des M erid ian linearm odu ls e rg ib t  sich, 
den  W ert (6) des H albm essergesetzes b e a c h te n d :

1

1 =
dp 2 cos2/5/2 ^

R d ß  R d ß

M it E in se tzu n g  von /5 =  0 und  G le ich se tzu n g  m it 1 wird

( 7 )

*o =  —  =  1
2 R

und  h ie ra u s  c =  2 R. ( 8 )
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D as H albm essergesetz  d e r  w inkeltreuen  A z im u ta lp ro je k tio n  ist d em n a c h  a u f  
G ru n d  von (6) u n d  (8):

P = 2 R  ta n  —  . 
2

( 9)

N achdem  die w in k e ltre u e  azim utale b zw . stereog raph ische  P ro je k tio n  
e ine  P erspek tive  P ro je k tio n  is t, kann  das H a lb m esse rg ese tz  auch a u f  G ru n d  
d e r B e tra c h tu n g  a u fg e z e ich n e t w erden. U nsere  G leichung  (9) s t im m t v o ll
k o m m e n  m it der a u f  G ru n d  der B e trach tu n g  au fgesch riebenen  w o h lb e k a n n 
te n  F o rm el überein .

D ie B eziehung (1) is t  jed o ch  n ich t d a z u  g e e ig n e t, die G leichungen aller 
w in k e ltre u e n  P ro je k tio n e n  abzu le iten , n ic h t au s  p rinz ip ie llen  G rü n d en , so n 
d e rn  infolge des v e rw ic k e lte re n  A usdruckes o d e r A u sd rü ck b a rk e it d e r L in e a r 
m o d u ln . Aus diesem  G ru n d e  erw ies sich ein a n d e re r  A usdruck  des K rite r iu m s  
d e r K o n fo rm itä t eb en fa lls  als notw endig . E in e  solche B edingung is t  (die 
A b le itu n g e n  sollen h ie r v e rm ied en  w erden), d a ß  d ie  F u n k tio n

* = / i ( < M ) ,  y = / 2 ( < M )  ( i o )

d e r geographischen  B re ite  u n d  Länge <p u n d  A d e r  O rig inalfläche d er r e c h t 
w in k lig en  K o o rd in a ten  d e r B ildfläche n ach  d e r  isometrischen Breite tp bzw . 
geograph ischen  L änge A p a r tie ll  d ifferenziert w e rd e , und  die D iffe re n tia l
q u o tie n te n  gleichzeitig  d ie B edingungen

э *  __ 9y und _l_ 9* 9y

COCO dtp ЭЯ

o d er ab e r die B ed ingungen

д х  Э y
und _l_ Эя: 8у

CONCO dtp ЭА

( П )

( 12)

e rfü lle n .
D ie sogenannte  isom etrische Breite is t eine F u n k tio n  der geograph ischen  

B re ite  cp, die d u rch  d ie  D ifferen tia lg leichung

dtp
M

N  cos <p
dtp (13)

b e s t im m t w ird. M  is t  d e r  M eridian-, N  d e r  Q u erk rü m m u n g sh a lb m esse r. 
N a c h d e m  bei der K u g e l d ie  beiden dem  K ugeldurchm esser R  g leich sind  
b e t r ä g t  die D iffe ren tia lg le ich u n g  bezüglich d e r  O rig inalfläche d er K ugel 
b zw . d ie  sich h ie raus e rg e b e n d e  isom etrische B re ite :

cos cp
tp =  ln  ta n 45° + (14)
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Die B edingung (11) oder (12) w ird  d u rch  die k o m p lex en  G leichungen

(15)

(16)
beziehungsw eise

* +  iy  =  F  (ip - f  iA) 

X -f- iy  =  F  (ip — iA)

e rfü llt  (i =  1/— ] ). Die beiden  G leichungen  w erd en  m it dem  gem einsam en  
N am en  der G rundgleichung der K on form itä t b e ze ich n e t. Ih re  p rak tisch e  A n w en 
d u n g  erfo lg t in  F o rm  einer R e ih en en tw ick lu n g . D ie R eihenen tw ick lung  w ird  
beim  A nfangsm erid ian  a u sg e fü h rt, wo A =  0 is t. N achdem  die x-A chse des 
K o o rd in a ten sy stem s d er B ildfläche des B ild des A nfan g s m erid ians is t, b e trä g t  
y  =  0, wenn A =  0 is t.

Es w erde n u n  bezüglich  des A n fan g sm erid ian s  irgeneine belieb ige 
B eziehung (F u n k tio n )

X =  F  (v>) (17)

aus den  K o o rd in a ten  (15) irgendeines O rig inalflächenb ildes der g eo g rap h i
schen K o o rd in a ten  cp und  A au fgenom m en:

2 dip2 24 dip4

dF(y>) x 1 d*F(y>) x 1 r f » F ( y ) y
dip 6 dip3 120 dip5

W enn aber die R e ih en en tw ick lu n g  bei d e r B ez ieh u n g  (16) erfo lg t, d a n n  b le ib t 
die Reihe von x  u n v e rä n d e r t  gleich d er in  (18), w ä h re n d  die G lieder d e r R eihe 
von y  ihre V orzeichen  än d ern .

Die A n w en d u n g  der G rund g le ich u n g  d er k o n fo rm en  A bbildung  h ab en  
w ir an läß lich  d er A b le itu n g  der G a u ß — K rügerschen Projektion  kennen  g e le rn t, 
wo d e r den A n fan g sm erid ian  b e tre ffen d e  x -W e rt — die F u n k tio n  (17) 
gegeben is t: e r is t  gleich d er B ogenlänge des E llip so id m erid ian s vom  Ä q u a 
to r  bis zum  P u n k t  d e r geograph ischen  B reite  cp. In  d iesem  Falle b e s te h t  die 
A ufgabe der G ru n d g le ich u n g  d er ko n fo rm en  A b b ild u n g  n u r  m ehr d a r in , aus 
d ieser gegebenen F u n k tio n  la u t (18) die R eih en  d e r K o o rd in a ten  zu  e n t 
w ickeln . Der Zw eck der vorliegenden A bhandlung  weicht hiervon ab. Ich  gedenke 
n ich t die R e ih en en tw ick lu n g  e in er gegebenen F u n k tio n  F  (ip) v o rz u fü h re n , 
sondern  an h an d  e in iger Beispiele zu  p rü fen , wie m it dieser G rundgleichung , 
d ie n ich t viele k e n n e n , die G rundfunktion  laut ( 1 7 ) , d .  h. der a u f  den A n fa n g s 
m eridian bezügliche W ert x , und  durch diesen die die Projektion charakterisierende  
F unktion  bestim m t werden kann .

1. Es sei so fo rt das e rste  B eispiel die b e re its  e rö rte rte  winkeltreue a z i
mutale ( stereographische)  Projektion. W ir wollen im  v o rau s n u r soviel w issen
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— w as die gem einsam e E ig e n sc h a ft a lle r a z im u ta le n  P ro jek tio n en  is t  —, d a ß  
d ie  A b b ild u n g  der P a ra lle lk re ise  ein  u m  den  P ro je k tio n sa n fa n g sp u n k t gezo
g e n e r  K re is  is t u n d  la u t  d em  (3) e n tsp re c h e n d en  H albm essergesetz  d e r  H a lb 
m e sse rw e rt p  m it d e r Z u n ah m e  von  ß  au c h  zu n im m t. In  d ieser P ro je k tio n s 
g ru p p e  w ird  die c h a ra k te ris ie re n d e  F u n k tio n  d er K o n fo rm itä t, das H a lb 
m esse rg ese tz  der w in k e ltreu en  P ro je k tio n  g esu ch t.

D ie Lage d er A b b ild u n g  A ' irg en d e in es  P u n k te s  A d e r K u gelfläche  
w ird  in  A bb. 1 d a rg e s te llt. D er d u rc h  die P u n k ta b b ild u n g  A ' gezogene K reis 
is t  d ie  A bb ildung  des d u rc h  den  P u n k t  A  gehenden  P ara lle lk re ises  m it d er 
P o le n tfe rn u n g  ß. Die K o o rd in a te n  x  u n d  y  k ö n n en  von d er A b b ild u n g  m it

A bb. 1

e in e m  u n b e k a n n te n  W e rte  p  n ach  B e tra c h tu n g  aufgezeichnet w e rd en . N a c h 
d e m  w ir die vom  A n fan g sm erid ian  östlich  liegenden  geograph ischen  L ängen  
fü r  p o s it iv  h a lten , e n ts p r ic h t diesen in  d em  d arg este llten  südlich  o rie n tie r te n  
K o o rd in a te n sy s te m  eine  n eg a tiv e  y -K o o rd in a te . Die d u rch  B e tra c h tu n g  
b e s t im m te n  ebenen K o o rd in a te n  e rgeben  d em n ach , w enn die B eze ich n u n g  
p  =  F(ip) e in g efü h rt w ird :

x  =  F  (ip) cos Я, y  = — F  (ip) sin Ä. (19)

W e n n  w iederum  die b e k a n n te  R eihe von  cos Я bzw . sin Я e in g e se tz t w ird , 
d a n n  is t :

x  =  F  (y>) i l
24

y  =  F(y>)
Я5

120

( 20 )

A us der F o rm  (15) d e r  G ru n d g le ich u n g  d er w inkeltreuen  P ro je k tio n  
e rg e b e n  die R eihen (18) die ebenen  K o o rd in a te n . W erden diese m it (20) v er-
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glichen , so k an n  m an  festste llen , d aß  die zw eierle i A rten  von G le ichungs
paaren  n u r d ann  zu  einem  iden tischen  E rg eb n is  fü h ren , w enn

F(y>)
d F  (ip) d 2 F  (г/)) d 3 F  (ip)

dip dip2 dip3

d ' F  (ip) d b F  (ip)

dip4 dip6
( 21 )

Es m u ß  dem nach  eine solche F u n k tio n  F(ip) =  f ( ß )  gefunden w erd en , w elche 
die A n fo rderung  (21) e rfü llt, w obei p  m it d e r  Z unahm e von ß  eb en fa lls  zu 
n im m t.

In  A n b e tra c h t dessen, d aß  ß  =  90° — <p is t ,  e rg ib t sich a u f  G rund 
von (14)

=  — cos <p — — sin  ß.  (22)
dip

L a u t des ers ten  D iffe ren tia lq u o tien ten  ip von  F(ip):

dF( ip) dF(ip)  dß  

di/i

d F  (ip)
(— sin ß). (23)

dip dß  dip dß

M it d em  ersten  D iffe ren tia lq u o tien ten  soll d em n ach  la u t (21) die B ed in g u n g

(24)
d F  (ip) d F  (ip)

( —  sin ß )  = ----- 2- L- sin  ß  =  t  (ip).
dip dß

e rfü llt w erden . D ie en tsp rech en d e  F u n k tio n  F(ip) =  f ( ß )  k an n  n u r  e ine  tr ig o n o 
m etrische  F u n k tio n  sein , und  zw ar eine so lche, wo n u r  in  d em  N e n n e r des 
D iffe ren tia lq u o tien ten  n ach  ß  eine W in k e lfu n k tio n  v o rk o m m t. E s k a n n  auch  
so fo rt fes tg este llt w erden , d aß  die B ed ingung  (24) n u r  m it e inem  H albicinkel 
u n d  en tw ed er m it e in er Tangenten- oder C otangentenfunktion  e rfü llb a r  is t. 
D iese le tz te re  e n tsp r ic h t ab er n ic h t d er F o rd e ru n g , d aß  m it d e r  Z un ah m e 
von ß  auch p  zu n eh m en  soll. D ie en tsp re c h e n d e  F u n k tio n  la u te t  d a h e r

D er D iffe ren tia lq u o tien t

p  — F  (ip) =  c ta n ß
2

d F  (ip)

dip
ßc ta n  — ,
2

(25)

(26)

d er la u t (23) geb ilde t w urde , e n tsp r ic h t d er F o rd e ru n g  (21). M an k a n n  le ich t 
e in sehen , d aß  die w eiteren  D iffe ren tia lq u o tien ten  in  ih rem  A b so lu tw e rt m it
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d e m  A bso lu tw ert von  (26) ü b ere in stim m en  u n d  ih r  V orzeichen sich  d e r R eihe 
n a c h  ä n d e r t, so d a ß  sä m tlic h e  D iffe ren tia lq u o tien ten  der B ed in g u n g  (21) 
e n tsp re c h e n . D em zufolge is t  (25) die g esu ch te  H a lb m esse rfu n k tio n . Die 
B e s tim m u n g  der c -K o n s ta n te  erfo lg t n u n m e h r a u f  dieselbe A rt wie zw ischen
(6) u n d  (8). Schließlich s t im m t die H a lb m esse rfu n k tio n  der az im u ta len  w inke l
t r e u e n  P ro jek tio n  — a b g e le ite t  aus der G ru n d g le ich u n g  der k o n fo rm en  A b
b ild u n g  — ebenfalls g en au  m it unserem  A u sd ru ck  (9) überein . Bei d e r A nw en
d u n g  eines nörd lich  o r ie n tie r te n  K o o rd in a ten sy s tem s  m uß  m an aus d e r  F o rm  
(16) d e r  G rundg le ichung  d e r  konform en A b b ild u n g  ausgehen.

2 . Es sei im  fo lgenden  die winkeltreue, reelle Berührungskegelprojektion  
b e t r a c h te t .  H ier sei au ch  n u r  soviel b e k a n n t, w ieviel die gem einsam e E ig en 
s c h a f t  d er reellen K eg e lp ro jek tio n en  a u sm a c h t, d . h ., daß  die A b b ild u n g  
d es  P ara lle lk re ises ein  u m  d ie  K egelspitze gezogener K reis is t, die H albm esser
n e ig u n g  y  — n X b e trä g t ,  w o die K o n s ta n te  n  e ine positive Z ahl k le in e r  als 
e in s  is t ,  und  d aß  bei d e r  (3) en tsp rech en d en  H a lb m esse rfu n k tio n  m it der 
Z u n a h m e  von ß  au ch  d e r H albm esser p  z u n im m t. (Als H albm esserneigung  
n e n n e n  w ir den W inkel, d en  d er die K eg e lsp itze  an  der B ildfläche m it der 
A b b ild u n g  des p ro jiz ie rten  P u n k te s  v e rb in d en d e  H albm esser u n d  d ie A bb il
d u n g  des A nfangsm erid ians b ilden).

D ie Lage des B ildes B ' irgendeines P u n k te s  В d er K ugelfläche  in  dem  
b e i  d e n  K egelp ro jek tionen  üb lichen  rech tw in k e lig en  K o o rd in a te n sy s te m  w ird 
in  A b b . 2 darg este llt. D er d u rch  das P u n k tb ild  B ' gezogene K reisbogen  
is t  d ie  A bbildung  des d u rc h  den  P u n k t В geh en d en  P aralle lk reises m it der 
P o ld is ta n z  ß. A uf G ru n d  d e r  B e tra c h tu n g  k a n n  m it H ilfe des u n b e k a n n te n  
W e rte s  p  angeschrieben  w erd en , daß

X =  p 0 — p  cos (nA), у  =  p  sin (nX) , (27)

w o p 0 d e r H albm esser d e r A b b ild u n g  des au fg en o m m en en  B e rü h ru n g sp a ra lle l
k re ise s , also ein b e k a n n te r  W e rt ist, und

P =  f ( ß ) -

D ie R eihen  cos (n A) u n d  sin  (n A) in (27) e in se tz e n d , wird

x =  P o — P  

y  =  P \ n X -

ri-X2 n 4 A4 

24

1 A3 n '  A5

120

(28)

(29)

Die aus der G ru n d g le ich u n g  der k o n fo rm en  A bbildung  en tw ick e lten  
R e ih e n  finden  w ir u n te r  (18). Die zwei A u sd ru c k sa rte n  können  n u r  d a n n
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zu  e in em  gleichstim m igen  E rgebn is fü h re n , w enn

d F  (v>)
dtp

— +  n p

d 4 F  (tp)
dtp*

d 2F(y>) d*F(y>)------- =  ---------  П- p ------- LÍ-Í-
dif)2 dtp3

=  —  П  4 П  --------------y r j _  _  „ 5  p

=  +  n 3 p ,

TV p

f X

dtp3

(30)

Die en tsp rech en d e  F u n k tio n  is t
„ ß

p  =  c ta n  —  
2

( 31 )

b zw . d as  allgem eine G esetz der ж-K o o rd in a te n  d er K eg e lp ro jek tio n en  v e r
fo lgend :

, n lF  (V) =  Po -  c t a n ” (32)

M an bestim m e d en  ersten  D iffe re n tia lq u o tien te n :

d F  (tp) d F  (tp)

dtp

1 „ , ß

< - » ” «  =  - - ---------( - ■ » « -

cos'  2

1 „ . ß  _ . ß  ß—  cn ta n ” 1 —  2 s in  —  cos —
2 2 2 2 „ ß

------z— ---------=  nc t a n ”—-.
о ß  2cos-T

(33)
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W enn  nun  die w e ite re n  D iffe ren tia lq u o tien ten  g eb ild e t w erden , so e rh ä lt  
m a n  offensich tlich  d e r G le ich u n g  (30) e n tsp rech en d e  W erte . Die H a lb m esse r
fu n k t io n  b e trä g t d e m n a c h

P  - c tan " ß_
2

(34)

M an b estim m t d en  W e r t  c aus d er F o rm e l des n ach  R ic h tu n g  des 
P a ra lle lk re ise s  g e rich te ten  L inearm odu ls so, d a ß  d ie  D a te n  des B e rü h ru n g s
p a ra lle lk re ises  e in g ese tz t w e rd e n  und  die F o rm el 1 g le ichgesetz t w ird . D er 
B e rü h ru n g sp a ra lle lk re is  i s t  n ä m lic h  v e rzerru n g sfre i.

u n d  h ie rau s

lPo = R  sin ß 0
=  1

i l  b III Q

R  ta n  ß 0

tan ßo

(35)

(36)

W ird  dies nun  in (34) e in g e se tz t , so gelangen w ir z u r b e k a n n te n  F o rm el d e r  
H a lb m esse rfu n k tio n  d e r w in k e ltre u e n , ta n g e n tia le n  reellen  K eg e lp ro jek tio n :

P =  R  ta n  ß0
( « Л \

2

ta n Al
2 '

(37)

3» U nsere n ä c h s te  P ro je k tio n  sei die w inkeltreue Z ylinderprojektion . Es 
i s t  d ie gem einsam e E ig e n sc h a f t  säm tlicher n o rm a l a n g e o rd n e te r  ree ller Z y lin 
d e rp ro je k tio n e n , d aß  d ie  A b b ild u n g en  d er P a ra lle lk re ise  m it d er y -A chse 
(m it  d e r  P ro jek tion  des Ä q u a to rs )  parallele G e rad en  s ind ; die M erid ian 
p ro je k tio n e n  sind h ie rzu  s e n k re c h te  G eraden, u n d  w en n  d e r Z y linder die K ugel 
b e r ü h r t ,  liegen die M e rid ian p ro jek tio n en  in derse lben  E n tfe rn u n g  v o n e in a n d e r, 
in  w elcher ihre G eg en stü ck e  d en  Ä q u ato r a u f  d e r  K ugel schneiden . J e tz t  
so ll au s  der G ruppe d e r  re e lle n  Z y lin d erp ro jek tio n en  die G leichung b e s tim m t 
w e rd e n , die die k o n fo rm e A b b ild u n g  c h a ra k te ris ie r t.

A bb . 3 s te llt d ie  L ag e  d er P ro jek tio n  C ' irg en d e in es  K u g e lf lä c h e n 
p u n k te s  C im  ebenen K o o rd in a te n sy s te m  d a r. D ie zw ei G eraden , die d u rc h  
d ie  P u n k tp ro je k tio n  C ' g e h e n , sind  die A b b ild u n g en  des P ara lle lk re ises von  
d e r  geographischen  B re ite  cp d e s  P u n k te s  C bzw . dessen  M erid ians von  d e r geo
g ra p h isc h e n  Länge Л. A u f  G ru n d  der o b e n e rw ä h n te n  E igenschaften  g ilt 
f ü r  je d e  B e rü h ru n g szy lin d e rp ro jek tio n :

y  =  R  U (38)
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M an vergleiche dies m it d e r y -R e ih e  von (18). Diese und  (38) fü h re n  n u r  
d a n n  zu  gleichem  E rg eb n is , w enn

=  R
dip

is t , u n d  die übrigen  G lieder d e r  R eihe gleich N u ll s ind . N achdem  d e r  K u g e l
halb m esser R  ein k o n s ta n te r  W e rt is t, b e trä g t  sein D iffe re n tia lq u o tien t N u ll; 
d ies is t  also schon d e r zw eite D iffe re n tia lq u o tien t d er gesuch ten  F u n k tio n  
F(ip), d e r m it N ull id e n tisc h  is t. D em en tsp rech en d  fo lg t aus d e r  jc-Reihe 
v o n  (18), d aß

X =  F(ip) (40)

dF( ip)

is t. (39) e rg ib t den  D iffe ren tia lq u o tien ten  d e r F u n k tio n : dem  u n d  (40) e n t 
sp rech en d  w ird dem nach

X  =  R  I dip — Rip -j- c. (41)

D ie In te g ra tio n sk o n s ta n te  c is t  gleich N ull, d a  ja  a u f  dem  Ä q u a to r  x  u n d  
ip au ch  gleich N ull s ind . W ird  in  (41) d er W e rt (14) d er iso m etrisch en  K u g e l
b re ite  e in g ese tz t, so e rh ä lt  m an  die b e k a n n te  G leichung  d er ^ -K o o rd in a te  
d e r w ink e ltreu en  B e rü h ru n g szy lin d e rp ro jek tio n :

x  =  R  ln ta n 4 5 c +fl (42)

4 . Schließlich e rw äh n e  ich b loß , d aß  d ie ch a rak te ris tisch e  G leichung  
d e r w in k e ltreu en  P ro je k tio n e n  in  ähn licher W eise auch  in  der Schnittlage  
der B i l f lâche (ebener, K egel- oder Z y lin d erm an te l)  b e s tim m t w erd en  k a n n , 
au ß e rd em  auch  d a n n , w enn die O rig inalfläche keine K ugel, so n d e rn  ein 
Rotationsellipsoid  is t , ja  se lb st d a n n , w enn die Originalfläche e in  E llip so id  
u n d  die B ild fläche eine K ugel ist. Im  le tz te ren  F a lle  is t  das V erfah ren  d em  seh r 
äh n lich , w elches im  Z u sam m en h an g  m it d e r Z y lin d e rp ro jek tio n  e rw ä h n t 
w orden  is t. N achdem  d as G esetz der geograph ischen  L änge (w enn d ie  geo
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g ra p h isc h e  Länge a u f  d e r  K u g e l m it A, a u f  d em  E lliposid  m it Л  b eze ich n e t is t)

a =  п Л  (43)

i s t ,  w o n eine V e rh ä ltn isz a h l is t, e rh a lten  w ir d ie  G leichung

V* =  n  J  dxpe =  mpe +  c , (44)

w o d e r  In d e x  к a u f  die K u g e l, der In d ex  e a u f  d a s  E llipso id  h in w e is t. W enn  
a u s  (14) in  die G le ichung  d ie  isom etrische B re ite  a u f  der K u g el e in g ese tz t 
w ird , sowie der in  d iese r A b h an d lu n g  n o ch  n ic h t  angeschriebene W ert d e r 
d a s  E llipso id  b e tre ffe n d en  isom etrischen  B re ite , w ird  au ß erd em  die I n te 
g ra tio n sk o n s ta n te  c d em  lo g arith m isch en  C h a ra k te r  d er isom etrischen  B re iten  
e n tsp re c h e n d  in  d er F o rm  ln  к geschrieben, so e rh a lte n  w ir die c h a ra k te r i
s tisc h e  F u n k tio n  d er w in k e ltre u e n  K u g e lp ro jek tio n  des E llipso ides. Diese is t, 
w en n  die geographische B re ite  a u f  der K u g e l m it  ij>, a u f  dem  E llip so id  m it 
Ф  u n d  die erste E x z e n tr iz i tä t  des E llipso ides m it e b ezeichnet w ird :

ln  ta n 4 5 ° +  V- =  In  ( tan "
ф

45° +  —
1 — e sin  Ф

2 1 2 1 A  e sin Ф !
A  ln  ^

b zw . in  einer anderen  F o rm :

ta n [45° A  — =  к ta n n
Ф

45° H-------
1 —■ e sin Ф !

2 2 1 A  e sin  Ф 1

(45)

(46)

D ie K o n s ta n te n  n  u n d  к  h ä n g e n  neben E rfü llu n g  d e r w ink e ltreu en  A bb ild u n g  
v o n  w eiteren  e rfo rd e rten  B edingungen  ab .
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P R O JE C T IO N S  BY M E A N S O F  T H E  F U N D A M E N T A L  E Q U A T IO N  O F C O N FO R M A L IT Y

DR. I. HAZAY

SUM M ARY

T h e  fu n d a m e n ta l e q u a t io n  o f conform ality  is  g e n e ra lly  used  fo r a d o p tin g  th e  f u n d a 
m e n ta l  fu n c tio n  of a c o n fo rm a l p ro jec tio n  expressing  how  ex te n siv e  th e  x -co o rd in a te  is w hich  
c o m p lies  w ith  th e  p ro jec tio n  o f  th e  base surface p o in t o f th e  la t i tu d e  <p, ly in g  a t  th e  in it ia l  
m e r id ia n  on th e  x-axis o f th e  im a g e  surface co o rd in a te  sy s te m . T he series o f th e  x- a n d  v -coor- 
d in a te s  o f th e  p ro jec tio n  a re  d e te rm in e d  b y  e x p an d in g  th e  basic  e q u a tio n  o f c o n fo rm a lity  
in to  series on  th e  basis o f th e  fu n d a m e n ta l fu n c tio n . C o n tra ry , a u th o r  in  his p re se n t s tu d y  
is se e k in g  for th e  u n k n o w n  fu n d a m e n ta l  fu n c tio n  a n d  b y  th is  m eans th e  c h a ra c te ris tic  fu n c tio n  
o f  th e  conform al p ro jec tio n  in  th e  in d iv id u a l g ro u p s o f p ro jec tio n s  (e.g. in  th e  a z im u th a l, 
co n ica l o r cy lindrical p ro je c tio n  g ro u p s). The c h a ra c te ris tic  fu n c tio n in g  q u estio n  d is tin g u ish es  
th e  c o n fo rm a l p ro jec tio n  fro m  th o se  based  on o th e r  co n d itio n s  belonging to  th is  g ro u p .
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D É T E R M IN A T IO N  D E S  FO N C TIO N S C A R A C T É R IS A N T  L E S  P R O JE C T IO N S  C O N 
F O R M E S , AU M O Y E N  D E  L ’É Q U A T IO N  F O N D A M E N T A L E  D E  LA C O N F O R M IT É

I. HAZA Y

R É S U M É

L ’éq u atio n  fo n d a m e n ta le  de la c o n fo rm ité  e st em p lo y ée , en  général, p o u r  l’ad o p tio n  
de la  fo n c tio n  fo n d a m e n ta le  d ’une p ro jec tio n  co nfo rm e, e x p r im a n t quelle v a le u r de  la  coor
donnée  x  correspond , su r  l ’axe x  d u  sy s tèm e  de co o rd o n n ées de la  surface d ’im age , à l’im age  
d ’u n  p o in t de la  su rface  orig inale  de la t i tu d e  <p, s itu é  su r le m érid ien  d ’orig ine , e t  p o u r  la 
d é te rm in a tio n  des séries de  coordonnées x  e t  y  de  l’é q u a tio n  fo n d a m e n ta le  de la  co n fo rm ité , p a r  
d év elo p p em en t en  série su r  la base  de la fo n c tio n  fo n d a m e n ta le . D ans son é tu d e , l’a u te u r  
u tilise , p a r  con tre , l’é q u a tio n  fo n d am en ta le  de la co n fo rm ité  p o u r chercher l’é q u a tio n  fo n 
d a m e n ta le  inconnue d a n s  de g ran d s g roupes de p ro jec tio n s  (p ro jec tio n s az im u ta le s , co n iques 
ou cy lin d riq u es , p a r  ex .) , e t  à trav e rs  c e t te  é q u a tio n  fo n d a m e n ta le  inconnue , la  fo n c tio n  
c a ra c té ris a n t la  p ro jec tio n  conform e, qu i d is tin g u e  d a n s  les g roupes de p ro jec tio n  ex am in és 
la  p ro jec tio n  conform e des a u tre s  p ro jec tio n s  a p p a r te n a n t  a u  m êm e groupe, m ais c a rac té risée s  
p a r  d ’a u tre s  co n d itions.

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКОЙ ФУНКЦИИ КОНФОРМНЫХ 
ПРОЕКЦИЙ ПРИ ПОМОЩИ ОСНОВНОГО УРАВНЕНИЯ КОНФОРМНОСТИ

И. ХАЗАИ

РЕЗЮМЕ

Основное уравнение конформности вообще используется для того, что для выра
жения некоторой конформной проекции принимается то основное уравнение, которое 
выражает, что какая координата х соответствует отображению точки основной поверх
ности с географической широтой q>, находящейся на начальном меридиане, на оси х си
стемы координат поверхности изображения, и разложением в ряд основного уравнения 
конформности на основе основной функции определяются ряды координат х и у проек
ции. Автор в своей работе, отклоняясь от этого, ищет основную функцию при помощи 
основной функции конформности в некоторых больших семействах проекций (напр. в 
группе конусных, цилиндрических проекций) и посредством этого характеристическую 
функцию конформности, которая в отдельных группах проекций различает конформную 
проекцию от других поверхностных проекций, относящихся к группе.

7* Acta Techn. Hung. 47. (1964)



■



KONSTRUKTION DER FUSSPUNKTKURVE 
DER MITTLEREN FEHLERELLIPSE 

BEI EINFACHEM BOGENSCHNITT

F . HA LM O S

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 
GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM 

DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN, SOPRON

[E ingegangen  am  4. J u l i  1963]

V erfasser u n te rs u c h t  die M öglichkeiteu  e iner e in fach en  K o n s tru k tio n  d e r F u ß p u n k t
k u rv e  d e r m ittle ren  F eh lere llip se  fü r die F ä lle  ohne  ü b erschüssige  B e o b ac h tu n g e n . D as V er
fa h re n  v o n  T arCZY-Ho rn o ch  m it H ilfe de r k o n ju g ie r te n  H a lb m esser d e r E llip se  w ird  a u f  den 
B o g e n sc h n itt ang ew en d e t, d e r  also m it H ilfe  d e r in  de r R ich tu n g  d e r zw ei E n tfe rn u n g en  
b e k a n n te n  m ittle ren  F e h le r  d ie einzelnen P u n k te  de r F u ß p u n k tk u rv e  e rg ib t. E in  gutes 
a n n ä h e rn d e s  einfaches K o n s tru k tio n sv e rfa h re n  w ird  zu r B estim m u n g  d e r F u ß p u n k tk u rv e  
a u f  G ru n d  ih rer zwei b e k a n n te n  P u n k te  g eze ig t. E n d lic h  b e h a n d e lt  er d ie U n s ich e rh e it der 
m it t le re n  F eh ler und  die B erü ck sich tig u n g  d ieser W erte  bei de r A ngabe d e r P u n k tu n s ic h e rh e it.

D ie Fehlerellipse v e rb re ite te  sich  in  d er G eodäsie a llm äh lich  a u f  G rund  
v o n  H e l m e r t s  U n te rsu ch u n g en  v o n  1868 zu r B estim m u n g  d e r P u n k tu n 
s ic h e rh e it [1]. V or ih m  hab en  au ch  B r a v a is  u n d  A n d r Ae  diesbezügliche 
U n te rsu ch u n g en  a u sg e fü h rt [2, 3]. A lle diese M ethoden  b e ru h e n  a u f  B erech
n u n g , die im  Z u sam m en h an g  m it d e r  A usg le ichung  d er v e rm itte ln d e n  und  
b e d in g te n  B eo b ach tu n g en  die e n tsp re c h e n d en  A ngaben  d e r F ehlerellipse 
e rg eb en . Die von d e r A usgleichung u n ab h ä n g ig e  L ösung  d e r  m ittle re n  F eh le r
ellipse w ar k au m  b e k a n n t. In  d iesem  Z u sam m en h an g  m ögen n u r  J o r d a n  [4] 
u n d  W e r k m e is t e r  [5] e rw ä h n t w erd en . D ie m it B e rech n u n g  d u rch g e fü h rte  
B estim m u n g  der m itt le re n  F eh lerellipse is t o ft ziem lich  lan g w ie rig , w ährend  
v o n  d e r G rö ß en o rd n u n g  d er v o rk o m m en d en  F eh le r a b h ä n g e n d  d ie  F eh le r
f ig u r  im  allgem einen se h r  augenfällig  d a rg e s te llt  w erden  k a n n . So is t  es se lb s t
v e rs tä n d lic h , d aß  d ie zw eite  Linie d e r  U n te rsu ch u n g en  die a u f  g raphische 
W eise d u rch g efü h rte  B estim m u n g  d e r  Feh lere llipse  b e tra f . V on diesen sind 
d ie  M ethoden  von B l a s s  [6], G e l b k e  [7] u n d  G o t t h a r d t  [8] zu  erw ähnen  
sow ie d ie m it H ilfe des M o h r — L a n d s c Iic ii  K re isd iag ram m s au sg efü h rte  
ge is tre ich e  Lösung v o n  M il a s o v s z k y  [9, 10]. N euestens h a t  T a r c z y - H o r - 
NOCH z u r  einfachen B estim m u n g  d e r m ittle re n  Feh lere llipse  ein rechnerisches 
u n d  g raphisches V e rfah ren  fü r die F ä lle  d e r v ersch ied en en  P u n k te in sc h a l
tu n g e n  ohne überschüssige  B eo b ach tu n g en  m itg e te ilt  [11, 12].

E s  is t b e k a n n t, d a ß  die Lage des b e s tim m te n  P u n k te s  in  d e r E bene, 
u n d  d a h e r  seine in  d en  versch iedenen  R ich tu n g en  d e r E b en e  au ftre te n d e  
U n sich e rh e it, n ich t d ie  m ittle re  F eh le re llip se , so n d ern  d e ren  F u ß p u n k tk u rv e  
a n g ib t. E s is t in te re s s a n t zu  b em erk en , d a ß  die B estim m u n g  d ieser le tz te ren  
d u rc h  graphische K o n s tru k tio n  k a u m  b e h a n d e lt w u rd e . D ie F u ß p u n k tk u rv e
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d e r  g rap h isch en  K o n s tru k tio n  w urde  an die rech n erisch  oder g raph isch  
b e s t im m te  m ittle re  F eh le re llip se  g e s tü tz t angegeben . T a r c z y - H o r n o c h  w ar 
d e r  e r s te ,  d er die F u ß p u n k tk u rv e  d er m ittle ren  F eh lere llipse  d u rch  K o n s tru k 
t io n  a n g a b , ohne d am it d ie E in fü h ru n g  des B egriffs d e r m ittle re n  F e h le r
e llip se  u n d  diese se lbst, d ie  K e n n tn is  der k le inen  u n d  großen  H a lb ach sen  
n ö t ig  z u  m achen. Die L ö su n g  s tü tz t  sich an  die K e n n tn is  zw eier k o n ju g ie rte r  
D u rc h m e sse r , die aus den  B e o b a c h tu n g e n  so fo rt angegeben  w erden k ö n n en .

N eu esten s  haben  S ü t t i  u n d  D r a b a n t  in  ih rem  A rtik e l [ 1 3 ]  U n te r
su c h u n g e n  fü r den F a ll des B o g en sch n itte s  ohne überschüssige  B e o b a c h tu n 

gen  a u sg e fü h rt, zur B e s tim m u n g  d er m ittle ren  F eh lere llipse  und  ih re r  F u ß 
p u n k tk u r v e  durch  R echen  v e r fa h re n . W ir w ollen d iesm al n ach  den  in  [12] 
a u c h  f ü r  den  B ogenschn itt an g eg eb en en  R ich tlin ien  die sich  a u f  den  B ogen
s c h n i t t  beziehende und  d ie  P u n k tu n s ic h e rh e it in  d er E bene  bezeichnende 
F u ß p u n k tk u rv e  k o n s tru ie ren . So können  w ir ohne b esondere  m a th em a tisch e  
A b le itu n g  u n m itte lb a r das Z ie l erreichen .

B ek an n tlich  spielen d ie  P u n k te in sc h a ltu n g e n  d u rc h  L ängenm essungen  
m it d e r  ste igenden  V e rb re itu n g  d e r e lek tro n isch en , e lek tro o p tisch en , e le k tro 
m a g n e tis c h e n  und  anderen  G e rä te  eine im m er g rößere  R olle. In  d iesem  Sinne 
w ird  es v o n  In teresse sein , a u c h  die sich a u f  diese bezieh en d en  G en au ig k e its 
p rü fu n g e n  eindring licher zu  b e h a n d e ln .

E rs te n s  haben w ir d en  E in f lu ß  der F eh ler d er b e s tim m en d en  L ängen  
fü r  d e n  e infachen  B o g en sch n itt a u f  den P u n k t zu u n te rsu c h e n . A bb. 1 e n tsp re 
c h e n d  w erden  die K o o rd in a te n  des P u n k te s  P  m it H ilfe d er gem essenen 
L ä n g e n  Sj u r d  s2 in K e n n tn is  d e r P u n k te  A  u n d  В  d u rc h  B o g en sch n itt b e 
b e s t im m t.  Es sei v o ra u sg e se tz t, d a ß  der m ittle re  F eh le r von  Sj fxs u n d  der
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v o n  s2 pa ist. Fo lg lich  w ird  die L age des P u n k te s  P  unsicher. D u rch  K o n 
s tru k tio n  e rh ä lt m a n  den  m ittle ren  F eh ler des P u n k te s , w enn S e iten län g e  

e inm al m it W ert sx — /iSl, dann  a b e r  m it W e rt sx -f- [iSl als K re ish a lb m esser 
vom  P u n k t A  a u fg e tra g en , und  m it d e r L änge  s2 vom  P u n k t В  in  gleicher 
W eise verfah ren  w ird . So w ird d ie  m it d en  e n tsp rech en d en  K re isb ö g en  
b eg ren z te , m it E c k p u n k te n  P jP 2P 3P 4 versehene  F eh le rfig u r e rh a lten  (A bb. 1 
e n tsp r ic h t Abb. 12 v o n  [12]). W enn  w ir e rw äg en , d a ß  die m ittle re n  F eh le r 
fiSl u n d  fiSl die G rö ß en o rd n u n g  v o n  ein igen Z e n tim e te rn  n ic h t ü b e rsc h re ite n  
u n d  im  V erhältn is  d a z u  s4 und  s2 gew öhnlich  m eh rere  K ilom eter b e tra g e n , 
d a n n  m ag die m it P u n k te n  P jP 2P 3P 4 b e s tim m te  F ig u r — wie b e k a n n t —

p ra k tisc h  als P a ra lle lo g ram m  b e tra c h te t  w erd en  (A bb. 2). D er A b s ta n d  der 
zw ei paralle len  S e iten  v o n e in an d er is t:

2 n si =  12 bzw. 2 fiSi =  34 . (1)

Sehen w ir d ie  P u n k te  1, 2, 3, 4 n ä h e r  an . Diese v ier P u n k te  d rü ck en  
im  V erhä ltn is  zum  M itte lp u n k t d en  m ittle re n  F eh le r in  der R ic h tu n g  der 
bestim m en d en  L än g en  A P  und  B P ,  d. h . d ie  rich tu n g sg e b u n d e n e  P u n k tu n 
sich erh e it aus. D ie g en an n ten  v ie r P u n k te  s in d  d a h e r  die P u n k te  d e r F u ß 
p u n k tk u rv e  der zu  k o n s tru ie re n d e n  m ittle re n  F ehlerellipse, die d u rc h  die 
P u n k te  gehenden , rech tw in k lig  a u f  die b e s tim m e n d e n  R ich tungen  liegenden  
G eraden  aber s in d  d ie  T an g en ten  der m ittle re n  Fehlerellipse. So s in d  die 
V erb indu n g slin ien  d e r  gegenüberliegenden  P u n k te  die zwei D u rch m esser der 
F u ß p u n k tk u rv e . D ie k o n ju g ie rten  D u rch m esse r d er m ittle ren  F eh lere llipse  
s in d  m it diesen le tz te re n  zu k o n s tru ie re n . D a je d e r  R o g en sch n itt h in s ich tlich
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d e r  G en au ig k e itsp rü fu n g en  als ein a u f  d iese lben  R ich tungen  rech tw in k lig e r  
У o rw ä rtse in sc h n itt a u fg e fa ß t w erden k a n n , so w erden , w enn A 'P  re c h t
w in k lig  a u f A P  sow ie B ’P  rech tw ink lig  a u f  B P  k o n s tru ie r t w e rd en , die 
S c h n it tp u n k te  m it d en  o b en  e rw äh n ten  T a n g e n te n  der m ittle re n  F e h le r
e llip se  die a u f  die F eh le re llip se  bezogenen k o n ju g ie rte n  D urchm esser ergeben 
( 1 '2 ' ,  3 '4 ') .  Z ah lenm äß ig  s in d  die W erte  d ieser D urchm esser m it d em  fo lgenden  
Z u sam m en h an g  zu b e s tim m e n :

- £ й -  =  a! u n d  - i b i —  =  b’. (2)
sin  cp s in  у

Im  w eite ren , da die U n sich e rh e it des P u n k te s  P  in  beliebiger R ic h tu n g  n ich t 
v o n  d e r  m ittle ren  F eh le re llip se , sondern  v o n  d e ren  F u ß p u n k tk u rv e  angegeben  
w ird , w erden  die d a z u  geh ö ren d en  m ittle re n  F eh le rm aß e  d u rc h  d ie  r e c h t
w in k lig e  Z u sam m en se tzu n g  d er m ittle ren  F eh le ran te ile  im  S inne v o n  [12] 
b e s t im m t.

A u f G rund d er A bb . 2 sowie der Z u sam m en h än g e  (2) is t es le ic h t e in 
z u se h e n , d aß  auch  die W erte  a u n d  b' e ine A rt m ittle re  F eh ler u n d  zugleich 
a u c h  u n ab h än g ig  v o n e in a n d e r  sind . W ollen w ir d ie  zu den E n tfe rn u n g e n  A P  
sow ie B P  rech tw in k lig  a u f tre te n d e n  F eh le r b e s tim m en , m uß  m a n  b lo ß  die 
v o n e in a n d e r  u n ab h än g ig en  D urchm esser a u f  diese R ich tu n g en  p ro jiz ie ren  
(d ie  rech tw ink lige  P ro je k tio n  von  6' a u f  A P  is t  N u ll, in  d em  a n d e re n  Fall 
g le ich fa lls), u n d  so e rgeben  sich  die die P u n k te  1, 2, 3, 4 d er die F u ß p u n k t
k u rv e  bestim m enden  E n tfe rn u n g e n :

|“ Ä P  =  « '  cos (90° — y) =  a! sin  у  =  fiSl ^
P b p  =  b’ cos (90° — y) =  b' s in  у  =

B eim  Suchen  des m ittle re n  F eh le rs  fü r  a n d e re  R ich tu n g en  w irken  a u n d  b' 
z u sa m m e n . W enn z. B . d e r  m ittle re  F eh le r, A b b . 3 en tsp re c h e n d , in  d er 
R ic h tu n g  ( B P )  -f- I  g e su ch t w ird , sind  die W erte  a u n d  b'  zu  d ieser R ic h tu n g  
re c h tw in k lig  zu p ro jiz ie ren  u n d  diese m u ß  m an  dem  F e h le rfo rtp flan zu n g s- 
g e se tz  gem äß  ad d ie ren , ebenso  wie in  G le ichung  [11, Gl. 11] b e i d e m  V or
w ä r ts e in sc h n itt  :

p ( B P ) + S  —  ,u a’,(B P )+ ; +  № , ( ß P ) + ?  5 ( 4 )

w o fi(ßp)+£ der m ittle re  F e h le r  des P u n k te s  P  in  d er R ic h tu n g  ( BP)  -{- f ,  
Pa' (BP)+i die rech tw in k lig e  P ro je k tio n  von  a ’ a u f  die R ich tu n g  ( B P )  -j- |  u n d  
Pb'XBP)+( die P ro jek tio n  v o n  b' a u f  die R ic h tu n g  ( B P )  -f- |  is t . D a

u n d
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e rh a lte n  w ir du rch  E in se tz u n g  d ieser W erte  in  G leichung (4) d en  m ittle ren  
F eh le r des P u n k te s  P  in  d e r R ich tu n g  ( B P )  -|- £:

^ (В Р Ж  =  Ya'2 c°s2 I  +  &2 cos2 (y — I) • (6)

Zweifellos is t dies eine v iel e infachere F o rm e l als die von S ü t t i  u n d  D k a b a n t  
[13; G leichung 11 u n d  d ie  w eiteren]. E in e  zah lenm äßige  B e s tim m u n g  is t aber 
n ic h t n ö tig , d a  der W e rt in  (6) — äh n lic h  wie in  A bb. 5 v o n  [11] — auch 
le ic h t zu  k o n stru ie ren  is t. Z u  dem  E n d p u n k t  d er einen P ro je k tio n  (/ua , (BP)+i )

w ird  rech tw in k lig  die a n d e re  P ro jek tio n  (/J/,*, (b p ) + ( ) gelegt, u n d  d ie  E n tfe rn u n g  
des so e rh a lten en  E n d p u n k te s  von P  e rg ib t den gesuchten  m itt le re n  F eh ler 
in  d er R ich tu n g  ( B P )  - f  £ (A bb. 3).

D er Z u sam m en h an g  in  (4) is t zug le ich  die G leichung d e r  F u ß p u n k t
k u rv e  [11; Gl. 45], a u f  deren  G rund  — wie d o rt — auch  d ie  R ich tu n g en  
d e r großen  u n d  k leinen  A chsen der m ittle re n  Fehlerellipse le ic h t zu  b e s tim 
m en s in d :

d t l ( B P ) + i

d l
=  — 2 a '2 cos I  sin I  -j- 2 b'2 cos ( y  — £) sin (y  — £) =  0 . (7)

H ie rau s  is t
t  £ _  b'2 sin 2 у  _  /и2г sin 2 у

a ’2 -j- b'2 cos 2 y  f i -f- ц 2х cos 2 y
( 8 )
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D a s  E rgebn is is t äh n lic h  d e m  des V o rw ä rtse in sc h n itte s  [11; Gl. 17a], w as 
a b e r  n a tü rlic h  ist, d a  d ie  L ö su n g  des B o g e n sc h n itte s  geom etrisch  a u f  d en  
V o rw ä rtse in sc h n itt z u rü c k g e fü h r t  w urde.

D a  dem  Z u sa m m e n h a n g  (6) en tsp re c h e n d , d ie  F u ß p u n k tk u rv e  d e r 
E llip se  m it Hilfe d er zw ei k o n ju g ie rten  D u rc h m e sse r d er E llipse, also ohne 
K e n n tn is  der großen u n d  k le in en  Achsen, le ic h t zu  k o n stru ie ren  is t, is t  es 
a u c h  n ic h t nötig , die R ic h tu n g  a u f G rund v o n  (8) zu  bestim m en . Ü b rig en s, 
in  d e r  R ich tung  d er g ro ß e n  u n d  kleinen A ch sen , w enn  die rech tw in k lig en  
P ro je k tio n e n  der D u rc h m e sse r  a '  und 6' dem  Z u sa m m e n h a n g  (6) e n tsp rech en d  
g e z e ic h n e t und a d d ie r t w e rd e n , w erden g en au  d ie  große und  k leine H a lb 
a c h s e  e rh a lten , da an  d ie se n  Stellen die m itt le re  F eh lere llipse  u n d  ih re  F u ß 
p u n k tk u r v e  zu sam m en fa llen  (A bb. 4). D a d e r  W e r t  des m ittle ren  F eh le rs  
Jb i s t ,  sind  in der A b b ild u n g  dieselben W erte  in  u m  180° abw eichenden  R ic h 

tu n g e n  zu zeichnen. D e r M a ß s ta b  der P ro jek tio n  w ird  zw eckm äßig  so g ew äh lt, 
d a ß  d ie  en tsp rechenden  W e rte  m it der g e w ü n sc h te n  G enau igkeit v o n  d e r 
Z e ic h n u n g  abgenom m en w e rd e n  können.

U n te r  en tsp re c h e n d en  B edingungen k a n n  m a n  die einzelnen m ittle re n  
F e h le r  d er E n tfe rn u n g en  a u c h  m it dem  G ew ich tse in h e itsfeh ler a u sd rü c k e n :

<“*! = /*0 KÏV
~  f1 о УP 2  ’

(9 )

w o  /jL0 d er sich a u f d ie  L ä n g e n e in h e it bez iehende  m ittle re  F ehler, p v  p 2 d ie  
G e w ic h te  der e n tsp re c h e n d e n  E n tfe rnungen  (z. B . p Y : p 2 =  ; t2) s ind .

W enn die m ittle re n  F e h le r  durch  K o n s tru k tio n  in  8 —10 R ic h tu n g e n  
m it  H ilfe  der k o n ju g ie r te n  H albdurchm esser q ' u n d  b' b e s tim m t w erd en , 
e r h a l te n  wir durch  V e rb in d u n g  der e n tsp re c h e n d en  P u n k te  die F u ß p u n k t
k u r v e  der m ittleren  F e h le re llip se , welche also g ee ig n e t is t, die U n sich erh e it 
d e s  P u n k te s  in je d w e d e r R ic h tu n g  zu b e s tim m en  (A bb. 4).

A uch der r ic h tu n g sg e b u n d e n e  m ittle re  F e h le r  k an n  le ich t b e s tim m t 
w e rd e n , der nach [11] d e r  ]/2te  Teil des l in e a re n  m ittle ren  P u n k tfe h le rs  
i s t  [19]:

M r К Py l a2 +  b2
— /<o

[q,. q,-] +  [a, bt]
2D

( 10 )

WO

a { — cos ( j p )  =  COS Cpt .

bj =  sin  ( J P )  =  sin  (pr  

D  =  at b,+1 =  q(+1 bj.

/лх =  der m ittle re  F e h le r  in  der R ic h tu n g  d e r  a:-Achse.
Hy =  der m ittle re  F e h le r  in  der R ic h tu n g  d e r  y-A chse ist.
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Im  Falle ohne überschüssige B eo b ach tu n g en  g e s ta lte t sich  d er Z u sam m en 
h an g  in (10) fo lgenderm aßen :

о 2
M ; =  ——  {cos29?j -f- cos29?2 -f- sin2 <p1 -f- s in2 y 2} =  —— . (11)

2 D  ТУ

M it E insetzung  des W ertes D :

M r = -------------- ---------äo ------------------------=  — — £?.-----------  =  _ ^  . ( 12)
(cos (px sin Cp2 — COS 9?2 sin  9?j) sin  (cp2 — (рг) sin  у

D er W ert in  (12) is t gleichfalls in  e in facher W eise k o n s tru ie rb a r  in  K en n tn is  
des a u f  die G ew ich tse inheit bezogenen  m ittle ren  F eh lers. B isher w urde  bei 
d e r  A bleitung  des r ich tu n g sg eb u n d en en  m ittle ren  Feh lers v o ra u sg e se tz t, d aß  
d ie  einzelnen B eo b ach tu n g en  gleichen  G ew ichts sin d , d . h ., d a ß  die zwei 
gem essenen E n tfe rn u n g en  n ah e  gleich  sind . W enn  diese V o rau sse tzu n g  n ich t 
e rfü llt is t, so k a n n  m an u n te r  B erü ck sich tig u n g  von  (9) an sch re ib en :

M ;  =  p  2 [.P iai ai] +  [P ia i bi]

W enn i =  2:

bzw .

[PiPi + l («i hi +1 — «H-1 bi +1)2]

Щ  =  Po
p  1 f Pi

— Po
p  1 +  Pi

P 1 P i  s in2 (<p2 ~  <Pi) p I Pi  s in2 <P

M  = Po
sin  у

Pl +  P i  
P IP i

(13)

(14)

(15)
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W e n n  p 1 =  s15 p 2 - s2, d a n n  is t

M  = Po
sin  у  

1

/ S1 +  S2

Pst

Ksi •
+

P h  — P~s2 

Sj s2 sin2 у

P%

F a lls  s2 =  tsj is t, so is t

M  =
s, m

Psi
- +  —

Sln^y

Po f  1

sin у S1

Po (1 +  <)
sj t

( 1 0 )

(17)

A u f  G ru n d  von Z u sa m m e n h a n g  (12) bei g leichen  E n tfe rn u n g e n  s is t le ich t 
zu  b es tim m en , w elcher d e r  g ü n stig ste  S ch n ittw in k e l is t:

Э M

ay
— cos у 

s in 2 У
Po =  cos у =  0 . (18)

A u f  G ru n d  des obigen e rg ib t  sich die g ü n stig ste  L age h in s ich tlich  d e r P u n k t
u n s ic h e rh e it bei у  =  9 0 ° , w as auch  zu e rw a rte n  w ar. B ei k le in erem  bzw . 
g rö ß e re m  S ch n ittw in k e l is t  d ie  P u n k tu n s ic h e rh e it w esen tlich  sch lech te r. M it 
d e r  V erlän g eru n g  d er gem essenen  E n tfe rn u n g e n  w ird  freilich  die G enau igkeit 
in  s te ig en d em  M aße sc h le c h te r . B ei S ch n ittw in k e l n ah e  180° w ird  die K o o r
d in a te  in  der zu den M eß lin ien  rech tw in k lig en  R ic h tu n g  gen au er, w äh ren d  
in  d e r  anderen  w en iger g e n a u  e rh a lten . H ie r e n ts te h t  die u n g ü n stig e  Lage, 
d a ß ,  w enn  die Sum m e d e r  zw ei gem essenen E n tfe rn u n g e n  g rößer is t als die 
zw isch en  den F e s tp u n k te n  gegebene E n tfe rn u n g , doch  d av o n  n u r  w enig 
a b w e ic h t, sich zwei L ö su n g en  d a rb ie ten , u n d  die W ah l des rich tig en  W ertes 
w ird  schw ierig.

Ü b er den r ic h tu n g sg e b u n d e n e n  m ittle re n  F eh le r w u rd e  von  F ö r s t - 
N E R  [20, S. 30] und  H o m o r ó d i  [14] bew iesen, d a ß  die F läch e  des m it d iesem  
a ls  H albm esser um  d en  P u n k t  gezeichneten  K re ises  d er v o n  d er F u ß p u n k t
k u r v e  d e r Ellipse b e g re n z te n  F läche gerade  gleich  is t. D er zw ischen den  
b e id e n  nachgew iesene g eo m etrisch e  Z u sam m en h an g  is t  also d e r Beweis d a fü r, 
ob  d e r  r ich tu n g sg eb u n d en e  m ittle re  P u n k tfe h le r  in  gew issen F ä llen  die F u ß 
p u n k tk u rv e  zu erse tzen  g ee ig n e t is t. *

*
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Im  w eite ren  wollen w ir p rü fen , ob die K o n s tru k tio n  d e r F u ß p u n k t 
k u rv e  d er m ittle re n  F ehlerellipse m it ih ren  gegebenen v ier P u n k te n  1, 2 , 3, 
4 — zw ar m it a n n ä h e rn d e r  M ethode — doch  in  e iner e in facheren  W eise a u s 
g e fü h rt w erden  k a n n . In so fern  a u f  G ru n d  des Z usam m enhanges (8) oder 
m it den  in  [8] bzw . [10] m itg e te ilten  g rap h isch en  Lösungen b e i d en  v ie r 
gegebenen P u n k te n  die R ich tu n g  d er g roßen  A chse der m ittle ren  F eh le re llip se  
a u f  irgen d e in e  gegebene R ic h tu n g  bezogen b e s tim m t w ird , w ird  a u c h  ohne 
A ngabe der e inzelnen  P u n k te  d e r m ittle re n  Fehlerellipse sowie d e r F u ß p u n k t 
k u rv e  das Ziel e rre ic h t. E s is t näm lich  — au ch  ohne strenge m a th e m a tis c h e  
R ew eisführung  — einzusehen , d a ß  die F u ß p u n k tk u rv e  d er m ittle re n  F e h le r 
ellipse d u rc h  zw ei K reise  e rse tz t w erden  k a n n , deren  M itte lp u n k t a u f  d er 
g roßen  Achse d e r E llipse lieg t. N un f ra g t es sich  b loß , in  w elcher W eise diese 
M itte lp u n k te  zu  k o n s tru ie re n  s in d . W enn  w ir je  zwei zu d em selb en  K re is  
gehörende P u n k te  der F u ß p u n k tk u rv e  v e rb in d en  und  die V e rb in d u n g slin ie  
als eine Sehne h a lb ie re n , w ird  d er M itte lp u n k t d e r  zu  k o n stru ie ren d en  K re ise  
im  S c h n ittp u n k te  d e r h a lb ie ren d en  L inie u n d  d e r großen Achse lieg en . D er 
H albm esser w ird  gleich dem  A b stan d  zw ischen dem  M itte lp u n k t u n d  e in em  
perip h erisch en  P u n k t .  So sind  die zw ei, die F u ß p u n k tk u rv e  in  sich  sch lie ß e n 
den  K reise  b e s tim m b a r. D a die m ittle re  Fehlerellipse ih re F u ß p u n k tk u rv e  
be i d en  großen u n d  k le inen  A chsen b e rü h r t ,  e rg ib t der äußere S c h n i t tp u n k t  
d er großen  A chse m it dem  K reis einen  P u n k t  d er m ittle ren  F eh le re llip se . 
Die Ü b erg an g sk u rv e  in  d e r R ich tu n g  d e r k le in en  Achse k an n  fo lgenderw eise  
k o n s tru ie r t  w erd en . D a die eine B ed ingung  d e r B estim m ung  d e r m ittle re n  
F eh lerellipse bzw . ih re r  F u ß p u n k tk u rv e  is t , d a ß  die Sum m e d e r Q u a d ra te  
d e r in  jedw eden  zw eien zu e in an d er rech tw in k e lig en  R ich tungen  e n tsp re c h e n d en  
m ittle ren  F eh le r k o n s ta n t sei:

+  <“y =  / 4  +  /4+90° =  3 ,I I I 2, (19)

wo (ix u n d  (iy d ie m ittle re n  F eh le r in  d e r R ic h tu n g  der K o o rd in a te n a c h sen  
s in d , u n d  ( i f  z. B . d e r gegebene m ittle re  F e h le r  in  d er R ic h tu n g  d e r  d re i 
P u n k te  (ein P u n k t  d er F u ß p u n k tk u rv e )  is t , is t  (ic+so- d azu  re c h tw in k lig  
zu  k o n s tru ie re n  (A bb. 5). W enn m an n u n  aus einem  äußeren  E n d p u n k t  
d e r großen  A chse m it d e r E n tfe rn u n g  3 , I I I  d ie  d azu  rech tw in k e lig e  k le ine  
A chse sch n e id e t, w ird  d er P u n k t d er m ittle re n  Fehlerellipse bzw . d e r  d a z u  
gehörigen F u ß p u n k tk u rv e  a u f  d e r k le inen  A chse e rh a lten . N u n  k a n n  m an  
den  zw ischen den  zw ei K reisen  liegenden  Teil d e r F u ß p u n k tk u rv e  m it  z iem 
licher A n n ä h e ru n g  einzeichnen . B ei d e r erfo rderlichen  G enau igkeit i s t  d as  
in  den  m eisten  F ä llen  zulässig . Sollte d as  u n g en ü g en d  sein, so k ö n n e n  die 
Ü b e rg an g sp u n k te  in  K e n n tn is  d er g roßen  u n d  k leinen  A chsen so g a r m it 
rech tw in k lig en  P ro je k tio n e n  b e s tim m t w erden . Ü brigens können  die In f le x io n s 
p u n k te  auch  d u rc h  K o n s tru k tio n  g ezeichnet w erden  [14].
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In  K e n n tn is  d e r  F u ß p u n k tk u rv e  m ag  d ie  P u n k tu n s ic h e rh e it in  b e lie 
b ig e r R ich tu n g  b e s t im m t w erden . So, u n te r  a n d e re n , w enn die m ittle re n  
F e h le r  fix und  [xy in  d e r  R ich tu n g  der zw ei K o o rd in a te n a c h sen  g esu ch t w er
d e n , m üssen w ir e in fach  die E n tfe rn u n g  zw ischen d en  in der R ich tu n g  des M itte l
p u n k te s  d er F u ß p u n k tk u rv e  und  der A chsen sich  ergebenden  S c h n ittp u n k te n  
ab  m essen (A bb. 5).

Im  w eiteren  b e tra c h te n  w ir den F a ll, w o d e r m ittle re  F eh le r in  d er 
R ic h tu n g  d e r e inen  A chse gleich N ull is t. I n  d iesem  Falle tan g ie ren  d ie  zw ei 
k o n s tru ie r te n  K re ise  e in a n d e r  im  M itte lp u n k t d e r  gesuch ten  F u ß p u n k tk u rv e . 
I n  d e r  R ich tu n g  d e r  k le in en  Achse k an n  m a n  das du rch  die M ethode d e r 
K o n s tru k tio n  im  F a lle  d e r  e inander b e rü h re n d e n  K reise ü b erp rü fen , w enn

w ir w ieder die E n tfe rn u n g  zw ischen den E n d p u n k te n  der in  zwei z u e in a n d e r 
rech tw in k lig en  R ic h tu n g e n  au ftre ten d en  m itt le re n  F eh ler vom  E n d p u n k t d e r 
g roßen  Achse a u f tra g e n . Die F u ß p u n k tk u rv e  e n ta r te t  in  solchen F ä llen  in 
zw ei e in an d er b e rü h re n d e  K reise. Das s t im m t üb rigens m it den b isherigen  
T h eo rien  völlig ü b e re in , d a , wenn die L änge  d e r  einen  Achse gleich N ull is t, 
d ie  V erb indungslin ie  d e r in  die einzelnen R ic h tu n g e n  fallenden P ro je k tio n e n  
e in en  K reis e rg ib t (A bb . 6). W enn der m itt le re  F e h le r  in  der R ic h tu n g  b e id e r 
A chsen  gleich is t (a  =  b, d ie Achsen d e r E llip se  sind  gleich), ü b erg eh en  die 
zw ei K reise  in  e in en  K re is , und  so e n ts te h t  a n s ta t t  einer F ehlerellipse ein 
F eh le rk re is , dessen F u ß p u n k tk u rv e  m it d en  e ig en en  peripherischen  P u n k te n  
zu sam m en fä llt (A bb. 7).

A u f G rund  des ob igen  k an n  m an au ch  im  F a lle  überschüssiger B eo b ach 
tu n g e n  bei den  zw ei d u rc h  die A usg le ichung  e rh a lten en  m ittle ren  F eh le rn  
d e r  K o o rd in a ten  sow ie b e i in  einer e in fa c h e n  W eise b erech en b aren  oder 
k o n s tru ie rb a re n  A ch sen rich tu n g  die F u ß p u n k tk u rv e  le ich t an geben . A uch  
h ie r  k a n n  das oben  G esag te  angew endet w e rd e n . W enn  die A chsen des K o o r
d in a te n sy s te m s  m it den  A chsen der m itt le re n  F ehlerellipse bzw . ih re r  F u ß 
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p u n k tk u rv e  zusam m en fa llen , so k a n n  m an die vorige K o n s tru k tio n sm e th o d e  
w ieder an w en d en , obw ohl in  d iesem  Falle — s tre n g  genom m en — d as die 
k leine A chse en tlan g  gegebene M aß kein  P u n k t des zu  k o n s tru ie re n d e n  K reises

is t , u n d  k a n n  b loß m it g u te r  A n n äh eru n g  als so lcher au fg e faß t w e rd en . W enn 
größere G en au igke it e rfo rd erlich  is t, k an n  m an au ch  h ie r das Ziel e rre ichen , 
w enn w ir m it H ilfe d er zw ei M aße der E llipse bzw . d e r F u ß p u n k tk u rv e  in 
e iner be lieb ig  au sgew äh lten  R ic h tu n g  d u rch  rech tw in k lig e  P ro je k tio n  einen 
w eiteren  P u n k t d er F u ß p u n k tk u rv e  b es tim m en , d a n n  d u rc h  V erb in d u n g
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d ie se s  P u n k te s  m it d e m  E n d p u n k t  der g roßen  A chse d er F u ß p u n k tk u rv e  
w ie d e r  die Sehne des zu  k o n stru ie ren d en  K re ises  e rh a lte n . D er G ang der 
L ö s u n g  is t schon d a m it g eg eb en .

A u f  die m a th e m a tisc h e  B estä tig u n g  d e r  F rag e  w erden  w ir in  einer 
s p ä te r e n  S tudie m it a llen  E inzelheiten  zu rü c k k e h ren . D as h ie r gegebene 
K o n s tru k tio n sv e rfa h re n  e rg ib t  jedenfalls a u f  e in em  sehr k u rz e n  W ege die 
f ü r  d ie  P u n k tu n s ic h e rh e it beze ichnende  F u ß p u n k tk u rv e .

*

E n d lic h  e rw ähnen  w ir  k u rz , daß  in  seh r v ie len  F ällen  ziem lich  w enig 
B e o b a c h tu n g e n  zur B e s tim m u n g  der m ittle re n  F eh le r v o rh a n d e n  sind . In  
so lc h e n  Fällen  ist es zw eck d ien lich , die G en au ig k e it u n se re r M eßergebnisse 
m i t  a u f  frühere zah lre ich e  M essungen g e s tü tz te n  m ittle re n  F eh le rn  zu  v e r
g le ic h e n . A uf G rund d e r  n e u e re n  F o rschungen  [15, 16] b e s tim m t m an m it 
STUDENTscher V erte ilu n g  d ie  V e rtrau en s in te rv a lle  d e r m ittle re n  F eh le r, in 
w e lc h e n  u n te r  an d eren  a u c h  die Zahl der übersch ü ssig en  B eo b ach tu n g en  
z u m  A u sd ru ck  k o m m t. E in e  d e ra rtig e  B estim m u n g  d e r V ertrau en sin te rv a lle  
m a c h t  a b e rd e n  G ebrauch  b e so n d e re r  Tabellen  n ö tig , die a u f  G ru n d  d er W a h r
sch e in lich k e its rech n u n g  zu  v e rfe rtig en  sind . Im  S inne u n se re r U n te rsu c h u n 
g en  [17] sind die a u f  so lch e  W eise b es tim m ten  V e rtra u e n s in te rv a lle  gleich 
d e n  W e rte n , welche e rh a l te n  w erden , w enn w ir den  m ittle re n  F eh le r um  
s e in e n  eigenen m ittle re n  F e h le r  ändern , d . h . a u c h  das G enau igke itsm aß  
d e s  m ittle re n  Fehlers b e rü c k s ic h tig e n . A uch  in  d iesem  le tz te re n  näm lich , 
w ie b e i  dem  den T h esen  d e r  W ah rsch e in lich k e itsrech n u n g  en tsp rech en d en  
V e r tra u e n s in te rv a ll, k o m m t a u c h  die Zahl d er übersch ü ssig en  B eo b ach tu n g en  
z u m  A usdruck . D aher is t a lso :

/G =  ±  (<us +  <“/*.) > (20)

w o n s d e r  au f G rund d e r  B eo b ach tu n g en  b e re c h n e te  m ittle re  F eh le r, ц  der 
m it t le r e  Fehler des v o rig en  is t .

D e r E influß  d ieser le tz te re n  au f die F u ß p u n k tk u rv e  d er m ittle ren  
F e h le re llip se  k ö n n te  w oh l a u c h  u n te rsu c h t w e rd en , doch  diesbezüglich  v e r
w e ise n  w ir au f unsere a n d e rsw o  e rm itte lten  E rg eb n isse  [17]. M an k a n n  fe s t
s te l le n , d a ß  im  Falle v o n  se h r  wenigen ü b ersch ü ssig en  B eo b ach tu n g en  auch  
d e r  m itt le re  Fehler se lb s t m it  e iner ziem lich g ro ß en  U n sich erh e it b e h a fte t 
is t  (z . B . im  Falle e in e r  ü berschüssigen  B e o b a c h tu n g  d er m ittle re  F eh ler 
d es  m ittle re n  Fehlers d ie  G röße  des m ittle ren  F eh le rs  e rre ich t). D ies alles 
m u ß  m a n  auch bei d e r B e s tim m u n g  der fü r d ie  P u c k tu n s ic h e rh e it  bezeich
n e n d e n  F u ß p u n k tk u rv e  in  B e tra c h t  ziehen.
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C O N ST R U C T IO N  O F  P E D A L  C U R V E  O F  T H E  E L L IP S E  O F  E R R O R  
W IT H  SIM PL E  AR C  SE C T IO N

F. HALMOS

SU M M A RY

A u th o r  exam ines th e  possib ilities o f a  sim ple  co n stru c tio n  of th e  p e d a l cu rv e  of th e  
e llipse  o f  e rro rs fo r cases w ith o u t  superfluous m ea su re m e n ts . T á rCzy-H o r n o c h ’s procedure  
u sin g  c o n ju g a ted  h a lfd ia m e te r  o f th e  ellipse is a p p lied  fo r a rc  section , w h ich  g iv es  th e  single 
p o in ts  o f th e  p ed a l cu rv e  b y  m ean s of know n m ean  sq u a re  e rro rs  in  th e  d ire c tio n  o f th e  tw o 
d is tan ces . A good a p p ro x im a te  m eth o d  of sim ple c o n s tru c tio n  is show n fo r d e te rm in in g  th e  
p e d a l cu rv e  on  th e  b asis o f i ts  tw o  know n p o in ts . F in a lly  th e  u n c e r ta in ly  o f  m e a n  square  
e rro rs  a n d  th e  co n sid e ra tio n  o f these  va lues a t  g iv ing  th e  u n c e r ta in ty  of a p o in t  a re  discussed.
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C O N ST R U C T IO N  D E  L A  C O U R B E  P O D A IR E  D E  L ’E L L IP S E  D ’E R R E U R
P A R  SEC TIO N  D ’A R C

F. HALMOS

R ÉSU M É

P o u r  les cas sans o b se rv a tio n s  su rab o n d an te s , l ’a u te u r  exam ine  les poss ib ilité s  de  
c o n s tru c tio n  sim ple de la  co u rb e  p o d a ire  de  l’ellipse d ’e r re u r  m o y en n e . Le procédé de  T á r c zy - 
H o h n o Ch , u til is a n t le d e m i-d ia m è tre  con jugué de l ’e llip se , e s t  ap p liqué  au  se c tio n n em e n t 
de l ’a rc . A  l ’aide des e rreu rs  m o y e n n e s  connues en  d ire c tio n  des deu x  d is tan ces , ce p ro céd é  
d é te rm in e  d o n c  les d ifféren ts p o in ts  d e  la  courbe pod a ire . U n  in té re s sa n t  p rocédé  de  c o n s tru c 
t io n , s im p le  e t  a ssu ran t u n e  b o n n e  ap p ro x im atio n , e st p ré se n té  p o u r  d é te rm in e r la  p o d a ire  
su r la  b a se  de  deux  p o in ts co n n u s . L ’a u te u r  é tend  enfin  son  e x a m e n  à l’in ce r titu d e  des e rre u rs  
m o y e n n e s  e t  à  leur c o n sid é ra tio n  d a n s  le calcul de l ’in c e r ti tu d e  des po in ts .

П О С Т Р О Е Н И Е  К Р И В О Й  Т О Ч К И  П О Д О Ш В Ы  Э Л Л И П С А  О Ш И Б К И  П Р И  
П О М О Щ И  П РО С Т О Й  З А С Е Ч К И  Д У Г И

Ф. ХАЛЬМОШ

РЕ ЗЮ М Е

А в т о р  дл я  случаев б е з  избы точ н ы х наблю дений п р о и зв о д и т  анал из в о зм о ж н о ст ей  
п р о ст о г о  п остроени я кр ивой  т о ч к и  подош вы  эллипса с р е д н и х  ош ибок. А втор и сп о л ь зу ет  
м ето д  п р о ф ессо р а  Тарци-Горноха, вы полняемы й при п ом ощ и  к он ъ ю гир ованн ого п о л у -  
д и а м е т р а  эл л и п са , для  за сеч к и  д у г и , которы й метод, т а к и м  обр азом , в нап равлен и и  д в у х  
р а с с т о я н и й  при помощи и зв ест н ы х  ср ед н и х  ош ибок д а е т  точк и  кривой точки подош вы . 
Д е м о н с т р и р у ет с я  удов л етв ор и тел ь н о  прибли ж ен ны й п р о ст о й  м етод  п остроени я д л я  о п р е
д е л е н и я  к р и в ой  точки подош вы  н а  о сн о в е  д в у х  известны х т оч ек . Н акон ец , автор рассм ат
р и в а ет  неопр еделенность  с р е д н и х  ош и бок  и учет эт и х  зн а ч е н и й  при ук азан и и  н е о п р ед е 
л е н н о ст и  точки.
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DIE ZURÜCKFÜHRUNG DER BEDINGTEN 
BEOBACHTUNGEN MIT UNGEMESSENEN 

UNBEKANNTEN AUF DIE REINEN BEDINGTEN 
BEOBACHTUNGEN

F . HA LM OS

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN
GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN-

SOPRON

[E in g eg an g en  am  16. A u g u st 1963]

D er V erfasser u n te r s u c h t  d ie F rag e , wie die A usg leichung  der b e d in g te n  B eo b ach tungen  
m it  ungem essenen  U n b e k a n n te n  (V. A usg le ichsg ruppe) a u f  die re in en  b e d in g te n  B eo b ach tu n 
gen z u rü ck fü h rb a r i s t ,  w en n  a n s t a t t  der ungem essenen  U n b e k an n te n  u n d  d e ren  G ew ichts
k o effiz ien ten , die g e su ch ten  U n b e k an n te n  a ls F u n k tio n e n  de r ausgeg lichenen  W erte  bestim m t 
w orden  sin d . E r s te ll t  fe s t , d a ß  d u rc h  die E rg än zu n g  de r A u flösungstabe lle  m it d en  en tsp rech en 
den  v e rtik a le n  Spalten  u n d  d u rc h  R e d u k tio n e n  u n m itte lb a r  d ie E rg än zu n g sw erte  d e r F unk tio n en  
sowie die dazu gehö ren d en  G ew ich tsk o effiz ien ten  gew onnen w erden  k ö n n e n . E r  u n tersuch t 
den  F a ll,  w enn m an den E -F u n k tio n s w e r t lie fernde  G leichung d u rch  L o g a rith m ie ru n g  lineari- 
s ie r t. In  diesem  Falle  m ü ssen  d ie en tsp rec h en d e n  R ed u k tio n e n  e in fach  m it den  R ezip rokw erten  
d e r d azu  gehörenden T afe ld iffe ren zen  bzw . deren  Q u a d ra te n  m u ltip liz ie r t w erd en . D iederw eise 
d u rc h g efü h rten  B e rech n u n g en  sin d  e tw as k ü rz e r als die B erech n u n g en  n a ch  d e r V . A usgleichs
g ru p p e , au ß erd em  k o m m t d e r  V o rte il noch bei m eh re ren  g esu ch ten  F u n k tio n sw e rte n  zum  V or
schein . A ls R echenbeisp ie l w ird  die b e k an n te  L ösung  de r G ru n d lin ien n e tzen tw ick lu n g  v o r
g e fü h rt. Die M ethode is t  d a n n  an w en d b a r, w enn die F u n k tio n  als die F u n k tio n  d e r ausgegliche
nen  W erte  au sg ed rü ck t i s t ,  w ofü r die K rite rien  ebenfa lls  u n te rs u c h t w erden . D a d u rch  wurde 
also  neb en  der, au f den  a llgem einen  Fall d e r  A usg leichung  bezogenen , a u f  d ie  v e rm itte ln d en  
B eo b ach tu n g en  d u rch  f ik tiv e  V erb esse ru n g en  z u rü ck g e fü h rten  L ösu n g , a u ch  die Z urück
fü h ru n g  a u f  reine b e d in g te  B eo b ach tu n g en  bew iesen.

D ie A usg leichung  d er b ed in g ten  B eo b ach tu n g en  m it ungem essenen  
U n b e k a n n te n  (der a llgem eine F a ll d er A usgleichung) f in d e t n eu esten s eine 
im m er größere A n w en d u n g , da diese A usg leichsgruppe h ä u fig  zu r Lösung 
zah lre ich er P rob lem e fü h r t .  So fü h ren  u .a . die bei den M essungen v o rk o m m en 
d en  regelm äßigen  F e h le r , die B estim m u n g  d er In s tru m e n te n -K o n s ta n te n , die 
E in fü h ru n g  der un g em essen en  W erte  als U n b e k a n n te  in  die A usg le ichung  usw. 
zu  d ieser M ethode. D iese P ro b lem e w u rd en  teilw eise v o n  T a r c z y - H o r n o c h  
b e re its  e rö r te r t [1]. D ies h a t  auch  den  V orte il, d aß  die u n gem essenen  U nbe
k a n n te n  und  die m it d iesen  v e rb u n d en en  G ew ich tskoeffiz ien ten  u n m itte lb a r  
gew onnen  w erden k ö n n en . D ie V o rau sse tzu n g  h ie rfü r is t, d a ß  die ungem essenen 
U n b e k a n n te n  als le tz te  G lieder in  den  N orm alg le ichungen  angeschrieben  
w erd en , da  die GAUSS’sche k lassische L ösung n u r  in  d iesem  F a lle  das G ew icht 
d er en tsp rech en d en  U n b e k a n n te n  s ich e rt. W enn  m ehrere  U n b e k a n n te  v o r
h a n d e n  sind, m uß  die A uflösung  d e r N orm alg le ichungen  h ö ch sten s  öfters 
w ied erh o lt w erden . L a u t  u n se ren , b e re its  in  [2] e rö r te r te n  U n te rsu c h u n g e n  k an n  
in  d iesen  F ällen  sow ohl d e r m o d ern is ie rte  GAUSS’sche A lg o rith m u s als auch  die 
CHOLESKv’sche L ö su n g  angew en d et w erden . So k a n n  also d ie  w iederholte  
L ösung  d er N orm alg le ichungen  verm ieden  w erden .

8« Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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D ie  allgem eine F o rm  d e r  B ed ingungsg le ichungen  m it ungem essenen  U n 
b e k a n n te n  is t:

4>j (°i +  o2 +  v2, . . . ,  on +  vn, x , y , z .  . .) =  0 .  

j = a , b , .  . . r

( 1 )

D ie l in e a re n  Y erbesserungsg le ichungen  sind die fo lg en d en :

« 1  V1 +  « 2  v2 +  • • • +  a n v n +  A a ö x  +  B a f y  +  Ca Öz +  . . . - f  lQ =  0  ,

bl v 1 — b2 v2 -f-. .  . +  bn vn -f- A b Öx -)- B b öy  +  Cb dz -j- ■ ■ ■ +  lb — 0 ,  (2)

g le ic h u n g e n  (r ist die Z ah l d e r  B ed ingungsg le ichungen  u n d  q die Z ah l der 
U n b e k a n n te n ) . N ach dem  v o rh e r ig e n  ist es le ich t e rs ich tlich , d aß  die E in 
fü h ru n g  von  zuviel U n b e k a n n te n  n ic h t zw eckm äßig  is t, w eil sie die Z ahl der

g le ic h u n g e n  m it der Z ah l d e r  U n b e k a n n te n , jed e  n eu e  U n b e k a n n te  e rfo rd e rt 
d a s  A u fs te lle n  einer w e ite ren  N orm alg le ichung).

I m  w eiteren  soll u n te r s u c h t  w erden , w ann  d ie obige A usgleichung v e r 
e in fa c h b a r  is t:

1 . F a lls  in  jed e r G le ich u n g  m ehrere  V erbesserungen  v o rh a n d e n  sind , so 
d a ß  d ie  gleiche V erbesserung  in  e in e r  anderen  G le ichung  n ic h t v o rk o m m t, so 
k ö n n e n  d ie  B edingungs- bzw . V erbesserungsg le ichungen  in  allgem einer F o rm  
fo lg e n d e rm a ß en  angesch rieben  w erd en :

r-i »! +  r2 v2 +  . . . +  rn v n +  A n öx  +  B n Óy +  C„ dz +  . . . +  ln =  0 ,

wo ôx, öy , Öz . . . die d u rch  A u sg le ich u n g  gew onnenen  Z u sa tzw erte :

u n d
lj — <pj (ox, o2, . . . on, x 0, y 0, z0 . . . ) (4)

s in d . D e r  w eitere  L au f der A u sg le ich u n g  fü h r t  zu r L ö su n g  v o n  (r q) N orm al-

zu  lö se n d e n  G leichungen s ta r k  e rh ö h t (oft w äch st die Z ah l der B edingungs-

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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In  d iesem  F alle  k ö n n en  b e k a n n tlic h  säm tlich e  V erbesserungen in  e in e  f ik tiv e  
V erbesserung  zusam m engezogen  w erden :

a ’l f Í + a 'l «[' +  < “
' / / / 1 
V1 + • •

K v '2 + K ' V'í + K " /// 1 r, +. II 1 to

r'n v'n + G »" + r"' vn + • • C1II

D ie G ew ichte d er e inzelnen  f ik tiv e n  B eo b ach tu n g en , falls die u rsp rü n g lic h e n  
B eo b ach tu n g en  versch iedene G ew ichte h a t te n  ([5 ]; S. 262; [7]; S. 255 ; [8];
S. 106), s ind  w ie fo lg t:

j _ =  « r

P *  P i  P Ï

1 b'2 b"2
—  =  - i -  +  - i -
P A2 P 2 Pl

Pl

/fi
Pi

■ +  . . . =

a1 a l

Pi .

Л У
. Pi .

( ? )

1 / 2  / / 2  / / / 2  rn rn rn
—  =  - ^ -  +  - т г  +  - !Ь  +  . . . =

Т„ r

Xn Pn Pn Pn'
n ' n 
Pn

D u rch  E in fü h ru n g  d er Л-W erte  in  die G l(5) e rg ib t sich ü b e ra ll n u r  eine 
V erbesserung , u n d  so k a n n  die L ösung a u f  d ie v e rm itte ln d en  B e o b a c h tu n g e n  
z u rü c k g e fü h rt w erden . D ies is t v o r allem  d a n n  v o rte ilh a ft, w enn v ie le  B ed in 
gungen  m it w enig U n b ek an n ten  v o rh a n d e n  s in d , da  die Zahl d e r zu  lö senden  
N orm alg le ichungen  s ta rk  v e rm in d e rt w ird . D as W ich tigste  w ird  h ie r  die 
E rm ittlu n g  d er U n b e k a n n te n , wo z.B . die zah lenm äß ige  A ngabe d e r  e inzelnen  
ü -W erte  n ic h t so w esen tlich  is t (z.B . bei E rm itt lu n g  der K o n s ta n te n  der 
F a d e n d is ta n z m e ß g e rä te , wo d er m ittle re  F e h le r  der G ew ich tse in h e it au ch  
n a c h  d en  f ik tiv e n  V erbesserungen  b e s tim m b a r is t).

2. D ie E in fü h ru n g  v o n  f ik tiv e n  V erb esseru n g en  k an n  auch  in  d e m  F alle  
an g ew en d e t w erden , w enn  in  den einzelnen  V erbesserungsg le ichungen  d iese lben  
ü ,-W erte  V orkom m en. In  diesem  F alle  sin d  d ie einzelnen f ik tiv e n  V erb esse 
ru n g en , da  sie v o n e in an d e r n ic h t u n a b h ä n g ig  sind , in fo lgender F o rm  a n z u 
w enden  [3]:

“ t  +  « 2  ®2 +  • • • +  an vn =  *1 +  a2 Я2 +  . . . +  a„ Xn ,

b x v x -\- b2 v 2 - \ - . .  , - \ - b n v n =  ß l Xl -\- ß t X2 - \ - ß n Xn , (8)

ri vi +  ri vi +  • • • +  rn vn =  Ql 1̂ +  É?2 2̂ +  • • • +  Qn Лп •

Falls die obigen Zusam m enhänge (8) ähnlich w ie bei der EGGERT’sch en  N etz 
ausgleichung eingeführt werden, können m it H ilfe der K oeffizienten  der ur
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s p rü n g lic h e n  V erbesserungsg le ichungen  (3) die K o effiz ien ten  der A e n th a lte n  
d e n  G lied e r au sg ed rü ck t w e rd e n  [4]:

[««] =
aa

p
Wß] =

ab

P
, .  . . ,  [a e ] =

ar 

. p
9

[ß ß [  =
bb 

P .
>• •■> [ßo\  =

br

P
(9)

P  J
E in ig e  d e r K oeffiz ien ten  k ö n n e n  auch frei g e w ä h lt [3] und  können  a lso  alle 
n a c h  (9) e rm itte lt  w erden . D u rc h  ihre E in se tz u n g  in  die u rsp rü n g lich en  G lei
c h u n g e n  (3), u n te r  B e rü ck sich tig u n g  der G l(8), b ekom m en  w ir die fo lgenden  
a llg e m e in e n  B ed ingungsg le ichungen  m it d en  e n tsp rech en d en  f ik tiv e n  V er
b e sse ru n g e n :

a i Xx +  a 2  ^ 2  +  а з +  • • • +  an +  A a ôx  +  B a öy -)- . . . -(- la =  0 ,

ßz 2̂ +  ß i  3̂ +  • • • +  ßn +  B b öy  -(- . . . -f- lb =  0 ,

Уз +  • • - +  Уп +  A c ôx  +  B c öy +  . . . +  lc =  0 , (10)

xn- 1 ^n-l +  xn К  +  Ä-k +  -В* ty  +  . . . +  lk =  0 ,
Qn + -4 n + B n ö y  + ... + l n —  0 ,

w o l a u t  d er H e l m e r t—EGGERT’schen V o ra u sse tz u n g  die K o effiz ien ten  d er 
f e h le n d e n  Glieder gleich N u ll sind . Falls l a u t  d e r  le tz te n  G leichung die als 
F u n k t io n  der U n b e k a n n te n  au sd rü ck b are  f ik t iv e  V erbesserung  A„ in  d ie  v o r
l e tz te  G leichung e in g ese tz t w ird , bekom m en w ir  eine die fik tiv e  V erb esse ru n g  
A„_x e n th a lte n d e  G le ichung . D ieses V erfahren  k a n n  so lange fo rtg e se tz t w erd en , 
b is  n a c h  stufenw eisen  S u b s titu tio n e n  sä m tlic h e  G leichungen n u r  n o c h  eine 
f ik t iv e  V erbesserung  e n th a l te n  [4]:

Ax — A x ôx -f- B l öy -)- . . . -{- la , 

A2 =  A'2 ôx -)- B'2 öy -)- . . . -j- lb ,

Àn =  A'n bx +  B'n öy 4 - . . . -f- l'n .
( И )

D a s  h e iß t ,  w ir g e lan g ten  d u rc h  die E in fü h ru n g  d e r f ik tiv en  V erbesserungen  
z u r  A u sg le ichung  d er re in e n  v e rm itte ln d en  B e o b a c h tu n g e n . D ie L ö su n g  is t 
d a n n  v o rte ilh a f t , w enn  w ir  d ie  einzelnen v-W e rte  n ic h t benötigen .

3. E in e  d r it te  L ö su n g  e rg ib t sich d a n n , w e n n  in  den einzelnen G le ich u n 
g e n  d iese lb en  V erb esseru n g en  V orkom m en, a b e r  es g ib t pro G leichung w en ig .

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



DIE ZURÜCKFÜHRUNG DER BEDINGTEN BEOBACHTUNGEN 383

s ten s  eine V erbesserung , d ie andersw o n ic h t v o rk o m m t [5; S. 2 66 .]. I n  diesem  
F alle  k ö n n en  die gem einsam en  V erbesserungen  als U n b e k a n n te  in  d ie  A us
g leichung e in g efü h rt w erd en , u n d  so k a n n  die L ösung  w ieder a u f  d ie  v e rm it
te ln d en  B eo b ach tu n g en  z u rü c k g e fü h rt w erd en . F a lls  keine in  e in e r  anderen  
G leichung  v o rk o m m en d e  V erbesserung  v o rh a n d e n  is t, fü h r t  d ie  M eth o d e  zu 
e in er Z w angsbed ingungsg le ichung . W enn  d ie  Z ah l d er gem ein sam en  V erbes
se ru n g en  k le in  is t, is t  sie v o r te ilh a f t a n w e n d b a r.

4. W ie b e re its  e rw ä h n t, w erden  die ungem essenen  U n b e k a n n te n  in  die 
A usg le ichung  e in g e fü h rt, u m  die im  w e ite ren  nö tig en  u n b e k a n n te n  W erte  
sowie die zu  diesen geh ö ren d en  G ew ich tskoeffiz ien ten  u n m itte lb a r  zu  e rh a lten  
(z.B . im  F a lle  eines G ru nd lin ienv ie recks die en tw ick e lte  Seite, be i E in re c h n u n g s 
zügen d e r u n b e k a n n te  O rien tie ru n g sw in k e l). So e rh ö h t sich a b e r  d ie  Z ah l der 
zu lö senden  N orm alg le ichungen  (z.B . im  F a lle  des e infach  e n tw ic k e lte n  G ru n d 
lin ienv ie recks von v ie r a u f  sechs, bei d en  E in rech n u n g szü g en  v o n  eins au f 
d rei). E s e rg ib t sich die F ra g e , w ie die E rh ö h u n g  d er Z ahl der N o rm a lg le ich u n 
gen v e rm e id b a r is t. W ir w ollen  u n te rsu c h e n , ob — die u n g em essen en  U nbe
k a n n te n  in  F u n k tio n  d e r auszug le ichenden  W erte  au sg ed rü ck t — die  Lösung 
a u f  die re inen  b ed in g ten  B eo b ach tu n g en  zu rü ck g e fü h rt w erd en  k a n n . Die 
A ufgabe  w u rd e  in  gew issen F ä llen  b ish e r so gelöst, d aß  die g e su ch te  F u n k tio n  
bzw . U n b e k a n n te  in  d e r F u n k tio n  d er g esu ch ten  W erte  b e re c h n e t u n d  dann  
au ch  d e ren  G ew icht d u rc h  die fü r die F u n k tio n sfo rm  b e k a n n te  G ew ich ts
form el b e s tim m t w u rd e . D u rch  die Z u rü c k fü h ru n g  d er A ufgabe  a u f  die be
d in g ten  B eo b ach tu n g en  u n d  d u rch  E rg ä n z u n g  d e r A u flö su n g stab e lle  d e r N or
m alg le ichungen  m it d e r e n tsp rech en d en  S p a lte  k ö n n en  die d a z u  gehörenden  
W erte  b e s tim m t w erd en . D ad u rch  k a n n  d ie  Z ah l der zu lö se n d e n  N o rm al
g le ichungen  im  V e rh ä ltn is  zu dem  allgem einen  F a ll red u z ie rt w e rd e n  — was 
ein  w esen tlicher V o rte il is t  — da die B e c h e n a rb e it b ek an n te rw e ise  u n g efäh r 
m it d er d r it te n  P o te n z  d e r  Z ahl d er zu lö senden  G leichungen z u n im m t.

Z u e rs t m uß  fe s tg es te llt w erden , d a ß  die Z u rü ck fü h ru n g  d a n n  d u rch 
fü h rb a r  is t, w enn die den  ungem essenen  U n b e k a n n te n  e n tsp re c h e n d e  F u n k 
tio n sfo rm  fü r  die b e o b a c h te ten  W erte  au fgeschrieben  w erden  k a n n , u . z.:

a)  F a lls  die ungem essene U n b e k a n n te  n u r  in  einem  d e r  B ed in g u n g s
g le ichungen  v o rk o m m t, so k an n  diese G le ichung  u n m itte lb a r  so u m gefo rm t 
w erd en , d aß  a u f  d er e inen  Seite die gesu ch te  U n b ek an n te , a u f  d e r  anderen 
die F u n k tio n sfo rm  s teh e :

X  =  F  =  F x (oj +  «J, o2 +  »2, . . .  o„ +  V n ) . (12

b)  F a lls u n te r  den  v ielen  B cd ingungsg le ichungen  die einzige U n b e k a n n te  
n u r  in  zwei G leichungen  v o rk o m m t, so k a n n  aus beiden  die U n b e k a n n te  aus
g e d rü ck t u n d  die re c h te n  S eiten  m ite in a n d e r g leichgestellt w e rd en . A ls F u n k 
tio n  w ird  von  den b e id en  en tw ick e lten  G le ichungen  jen e  z u r  B estim m u n g
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d e r  m it  d er U n b e k a n n te n  v e rb u n d e n e n  W erte  a n g e w a n d t, die bezüg lich  d e r 
F e h le rfo rtp fla n zu n g  v o r te i lh a f te r  is t:

x  =  F  = F 'x (o1 +  »!, o2 +  »2, . . ., on +  v n) , 

X =  F  =  F " ( o 1 +  v v  o2 +  v 2,  . . on +  v n) .
A lso :

(13)

F'x (»i +  »i. o2 +  v2, . . . ,  on +  v„) — F "  (oj +  v1, o 2 +  v2, . . . , o n +  vn) =  0 .  (14)

So w e rd e n  die zwei B ed in g u n g sg le ich u n g en  in  e ine G le ichung  zusam m engezogen , 
z u r  E rre c h n u n g  der U n b e k a n n te n  w ird  aber e ine  d e r  Gl. (13) v erw en d e t.

W en n  u rsp rüng lich  zw ei B edingungen v o rlieg en , u n d  die U n b e k a n n te  
in  b e id e n  vo rkom m t, k ö n n e n  w ir  dem  obigen e n tsp re c h e n d  vorgehen .

c )  W enn die u n g em essen e  U n b ek an n te  in  m eh re re n  B ed in g u n g sg le ich u n 
g en  v o rk o m m t, k an n  d iese  a u s  d e r einen a u sg e d rü c k t in  die anderen  d er R e ihe  
n a c h  su b s titu ie r t  w erd en . D a d u rc h  gelangen w ir  w ied er zu B ed ingungsg le i
c h u n g e n  ohne U n b e k a n n te n , w ährend  zu r B e s tim m u n g  der U n b e k a n n te n  
w ie d e r  je n e  F u n k tio n  v e rw e n d e t  w ird, in w e lch er ih r  W ert in  d e r F u n k tio n  
d e r  B eo b ach tu n g en  u n d  V erb esseru n g en  a u sg e d rü c k t is t.

d )  Im  Falle von zw ei U n b e k a n n te n , w enn sie e inzeln  in  einer B ed in g u n g s
g le ic h u n g  V orkom m en, n a c h  d e m  vorherigen ( P u n k t  a) k ö nnen  sie als F u n k 
t io n e n  d e r  auszug le ichenden  W e rte  au sg ed rü ck t, also  als F u n k tio n sfo rm  b e 
s t im m t  w erden . Falls sie e in ze ln  in  m ehreren  G le ichungen  V orkom m en, so 
k ö n n e n  w ir dem P u n k te  c )  e n tsp re c h e n d  v e rfa h re n . W en n  die zwei U n b e k a n n 
te n  gem einsam  v o rh an d en  s in d , so k an n  die eine als die F u n k tio n  d er B eo b ach 
tu n g e n  u n d  als F u n k tio n  d e r  an d eren  U n b e k a n n te n  au sg ed rü ck t w erd en , sie 
w ird  au s  den anderen  G le ich u n g en  stufenw eise e lim in ie rt, w o durch  B e d in 
gun g sg le ich u n g en  gew o n n en  w erd en , die n u n m e h r n u r  eine U n b e k a n n te  e n t 
h a l te n . D iese U n b e k a n n te  k a n n  nach  dem  ob igen  w ied er e lim in ie rt w erd en . 
A u f  d ie  gleiche W eise k a n n  a u c h  im  Falle m e h re re r  U n b e k a n n te n  v e rfa h re n  
w e rd e n . A llerdings m uß  m a n  in  solchen F ällen  bei d e r  m ehrfachen  S u b s titu tio n  
a u f  d ie  rich tige  A u sfü h ru n g  d e r  O perationen  b e d a c h t  sein.

e)  I n  dem  b ish e rig en  s in d  w ir davon au sg eg an g en , daß  die B ed in g u n g s
g le ic h u n g e n  fü r den a llg e m e in e n  F a ll der A usg le ichung  (d .h . m it ungem essenen  
U n b e k a n n te n )  au fg esch rieb en  w orden  sind. (z .B . be i d e r  B estim m u n g  d er reg e l
m ä ß ig e n  F eh ler durch  A u sg le ich u n g .) E s k ö nnen  a u c h  solche F älle  v e rk o m m e n , 
w o d ie  en tsp rechenden  B ed in g u n g sg le ich u n g en  a u c h  ohne die gesu ch ten  u n 
g em essen en  U n b ek an n ten  a u fsc h re ib b a r sind  (z .B . be i der A usg leichung  des 
G ru n d lin ie n  Viereckes, d a  d ie  en tw ickelte  S eite  n ic h t  einbezogen w ird ), ab e r 
n a c h  d e r  A usgleichung a u ß e r  den  V erbesserungen  d e r gesuchte  u n b e k a n n te  
W e r t  (W erte ), und  d e re n  G ew ich tskoeffiz ien t (K oeffiz ien te) au ch  g esu ch t 
w e rd e n . I n  solchen F ä llen  k a n n  die U n b ek an n te  in  d e r  F u n k tio n  d er b e o b a c h 
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te te n  W erte  u n d  F u n k tio n e n  d e r V erbesserungen  a u sg e d rü c k t w e rd en , und  
die gew ünsch ten  D a te n  k ö n n e n  a u f  deren  G ru n d  n ach  dem  im  fo lg en d en  ein
gehend  E rö r te r te n  b e s tim m t w erden . E benso  k a n n  im  F a lle  v o n  m ehreren  
U n b e k a n n te n  v o rg eg an g en  w erd en . So k an n  beispielsw eise im  F a lle  d er A us
g leichung  des G ru n d lin ien v ie reck s die en tw icke lte  Seite  m it d e r e n tsp rech en d en  
S inus-B ed ingung  a u sg e d rü c k t w erden . N a tu rg e m ä ß  is t be i d e r zah len m äß ig en  
L ösung  die E in fü h ru n g  d e r N äh eru n g sw erte  d er F u n k tio n e n  v o r te ilh a f t .

In  w eiteren  soll u n te rs u c h t  w erden , wie der F u n k tio n sw e rt u n d  dessen 
G ew icht u n m itte lb a r  a u f  G ru n d  d er b ed in g ten  B eo b ach tu n g en  zu  e rm itte ln  
is t . B ekann terw eise  b e s te h e n  zw ischen den ausgeglichenen  W e rte n  u n d  ihren  
F u n k tio n e n  fo lgenden Z u sam m en h än g e  ([5 ]; S. 175; [6]; S. 203; [7 ]; S. 189; 
[8]; S. 89):

F  =  F ( 0l +  »г +  «2, . . . , о „  +  vn) =

F  (° i, °2, • ■ • °n) + / i  *’i +  / 2«2 +  . . . +  /„  Vn=  (15)

F 0 +  f l  V1 +  j l  v2 +  • • • +  in  vn »
wo

u n d

f i  =
8 F
3 о,

(16)

F 0 =  F  (oj, o2, . . . ,  o„)

sin d . F alls der N ä h e ru n g sw e rt F„ n ich t ox, o2, . . .  o„« e n tsp re c h e n d , sondern  
n a c h  einem  gew issen o{, o2, . . . o„ W ert angenom m en w ird , d .h .

F'o =  F  (o i,o 2, .  . . o 'n) , (17)

so g e s ta lte t sich d er Z u sam m en h an g  (1) fo lgenderm aßen :

F  — F'0 +  [ / '  l] + / i  f i  Jr f i v% +  • • • + f n vn 5 (18)

wo l =  o i — o1 is t.
S e lb s tv e rs tän d lich  is t  w egen d e r p ra k tisc h e n  B erech n u n g en  die A usfü h ru n g  
la u t  (15) b eg rü n d e te r  u n d  zw eckm äßiger, u n d  w ir w erden  im  w e ite re n  d anach  
V orgehen. D ie einzelnen  V erbesserungen  sind  im  F alle  von  B eo b ach tu n g en  
m it versch iedenen  G ew ich ten :

Vj =  —— k a -)----— k h -j----- — kc +  . .  . -f---- — k r , (19)
Pi Pi Pi Pi

wo a,-, bj, с,, . . . Tf die in  den  V erbesserungsg le ichungen  v o rk o m m e n d e n  e n t
sp rech en d en  K o effiz ien ten , p i  das G ew icht d er einzelnen  B e o b a c h tu n g e n , ka, 
ki,, . . . kr die d u rch  d ie L ösung  d er N orm alg le ichungen  gew o n n en en  K o r
re la te n  sind .
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D ie  Gl(10) k an n  n o c h  fo lgenderm aßen  au fg esch rieb en  w erd en :

F  =  F 0 + « / b f
+  • • • + r f kr , (20)

o d e r  d e r  Gl(18) e n tsp re c h e n d :

F  =  F i  +  [ / '  l] + « /
к  a +

b f
&(>+•••  + J /

P  J

k r . ( 21)

F a lls  in  d e r le tz ten  S p a lte  d e r  A uflösungstabelle  d iese W e rte  au fgeze ichne t u n d  
d ie  n ö tig e n  R ed u k tio n en  l a u t  d e r  üblichen A u fze ich n u n g sfo rm  d er N o rm al
g le ic h u n g e n  e rm itte lt w e rd e n , so is t ([8]; S. 92):

F  =  F n

af
P
aa

P

(h)

b f

p

* 1
(h  ! ) - ■

r f (r — 1)
(fr (г — 1) ) ,  (22)

( r - 1 )

w o la, lb die reinen G lieder d e r  en tsp rech en d en  N o rm alg le ich u n g en  sind . E s is t 
a b e r  v o n  der F a c h li te ra tu r  au s  b e k a n n t, d aß  se lb s t das G ew ich t des F u n k 
t io n s w e r te s  u n m itte lb a r  m it d e r  A uflösung b e s tim m b a r  is t:

Q  F F
1 f f

af
P

2
—  i  
P

2

p

2

i w
PP f P aa

P
[ “ ll

P -
- ( r - 1 )
p

(23)

B ei d e r  den  bed ing ten  B e o b a c h tu n g e n  e n tsp re c h e n d en  L ösung ergänzen  w ir 
a lso  m it  der dem  F u n k tio n s w e r t  en tsp rech en d en  S p a lte  die N orm alg leichungen  
u n d  e rh a lte n  u n m itte lb a r  d e n  a u f  G rund der e rm itte l te n  W erte  berechenbaren  
F u n k tio n s w e r t  (als R e d u k tio n )  u n d  dessen G ew ich t. F a lls  d u rch  die B estim 
m u n g  des m ittle ren  F e h le rs  d e r  vo rhergegangenen  B ed in g u n g en  n ic h t befrie 
d ig t  w o rd en  sind, so s in d  d ie  einzelnen l-W erte  in  d e r  Gl. (22) gleich N ull, 
u n d  w ird  gelangen also zu  d e m  a u f  G rund d e r u n m itte lb a re n  F e h le rfo r tp f la n 
z u n g  ab le itb a ren  m itt le re n  F e h le r . D er m ittle re  F e h le r  v e rm in d e rt sich h in 
g eg e n  m it der E in fü h ru n g  e in e r  jed en  neuen  B ed in g u n g , w as gleichzeitig  a u f  
d ie  d u rc h  A usgleichung e rz ie lb a re  G en au ig k e itse rh ö h u n g  h inw eist.

W en n  der als F u n k t io n s w e r t  angew an d te  Z u sam m en h an g  d er Gl. (20) 
m it  d e r  G leichung, w elche  m it  d e r ungem essenen  U n b e k a n n te n  n ach  der V. 
A u sg le ichsg ruppe  v e rw e n d e t w u rd e  u n d  als B ed in g u n g sg le ich u n g  au fsch re ib b ar 
i s t ,  ve rg lich en  w ird, seh en  w ir , d a ß  die K o effiz ien ten  d e r  so gew onnenen  neuen
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N orm alg le ichung  m it den en  in  Gl. (20) ü b e re in s tim m en d  sind, u n d  d as  G lied 
[ f f /p ]  w ürde  das Q u a d ra tg lie d  d er neuen  N o rm alg le ichung  b ilden . In  d iesem  
S inne w ürde  also die B estim m u n g  d er K o effiz ien ten  des F u n k tio n sw e rte s  in 
ke inem  F alle  m eh r A rb e it b ed eu ten  als die E rm itt lu n g  d er K o effiz ien ten  der 
e n tsp rech en d en  N orm alg le ich u n g en  der V. A usg leichsgruppe.

H ie r sei b e m e rk t, d aß  im  F a lle , w enn die L in earis ie ru n g  in Gl. (16) n ic h t 
d u rch  D iffe renz ierung , so n d ern  m it H ilfe v o n  L o g arith m u s v o llfü h r t w ird , 
e rg ib t sich  aus d er le tz te n  R ed u k tio n , die zw eckgem äß  m it ô' F  b e z e ic h n e t 
w ird , d e r E rg än zu n g sw ert ô F  fo lg en d erm aß en :

ÔF
F

=  ô' F  —  
M

(24)

w o F 0 d er F u n k tio n sw e r t an  d er S telle des A n n äh eru n g sw ertes , M  d e r  loga- 
rith m isch e  M odul, Af 0 a b e r  an  d er S telle v o n  F 0 die T afe ld ifferenz  in  der 
R ech en e in h e it is t. D ie U m rech n u n g  is t n ö tig , d a  bei d er L o g a rith m ie ru n g  
m it d er A nw endung  d e r T afe ld ifferenz  a u to m a tis c h  jedes Glied m it d em  W e rt 
M /F 0 m u ltip liz ie rt w ird . D em en tsp rech en d  w ird  der G ew ich tsk o effiz ien t im  
F a lle  d er m it L o g a rith m u s  abg e le ite ten  K o effiz ien ten  fo lg en d erm aß en  e r
m itte lt:

F 2
Q'fF  '  ~  =  Q ' f F  

M 2
1 '2

(25)

wo Q'p f d e r d u rch  das b e id e n  R ed u k tio n en  in  d e r  R e ih en en tw ick lu n g  in  B e
t r a c h t  gezogene M u ltip lik a tio n sg lied  gegebene G ew ich tskoeffiz ien t is t , w elcher 
n och  m it den  in  (24) v o rk o m m en d en  b e k a n n te n  W erten  m u ltip liz ie rt w erden  
m u ß , d a m it d e r d e r u rsp rü n g lich en  F u n k tio n  en tsp rech en d e  K o e ffiz ie n t e r
m itte l t  w erden  k a n n . F a lls  die L in earis ie ru n g  d u rc h  D ifferenzierung  v o llfü h r t  
w ird , so e rg ib t sich  bei d e r A b tre n n u n g  d e r d e r  F u n k tio n  e n tsp re c h e n d en  
S p a lte  u n m itte lb a r  d e r  Z usch lag  d er F u n k tio n  u n d  der w irk liche G ew ich ts
koeffiz ien t.

D ie d e ra rtig e  A b le itu n g  d e r A usg le ichung  is t  d ann  zw eckdien lich , w enn  
d e r F u n k tio n sw e rt u n m itte lb a r  als die F u n k tio n  d e r V erbesserungen  d e r  M eß
ergebnisse  m it e in er G leichung  a u sd rü c k b a r  is t . In  diesem  F alle  is t  a lso  die 
e rg än zen d e  neue  S p a lte  d er A uflösungstafe l d iese lbe , als die d u rch  d ie  u n g e 
m essene U n b e k a n n te  gew onnene neue N orm alg le ich u n g , w obei die d u rc h  die 
E in b ez ieh u n g  d er U n b e k a n n te n  in  die [pvv] M in im um -B edingung  gew onnene 
N orm alg le ichung  e n tfä ll t .

E s  sei k u rz  b e m e rk t, d aß  a u f  diese W eise auch  die B es tim m u n g  der 
W erte  d er F u n k tio n  d e r F u n k tio n e n  gelöst w erd en  k an n . D a ra u f  w o llen  w ir 
a b e r n ic h t m eh r e ingehen .

Z u r zah len m äß ig en  V eran sch au lich u n g  des b ish er E rö r te r te n  se ien  fo l
gende B eispiele e rw ä h n t. In  d er neu esten  L i te r a tu r  w ird  bei der A u sg le ich u n g
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d e r  G ru n d lin ie n n e tz e n tw ick lu n g  die b ed in g te  A usg leichung  m it u ngem essenen  
U n b e k a n n te n  v e rw e n d e t (Y. G ruppe), bei d e r  d ie  en tw ickelte  S eite  d ie  U n 
b e k a n n te  is t [9], 10, 11]. D ie  Tabelle I . e n th ä l t  die B eo b ach tungsergebn isse  
g e m ä ß  d e r A n o rd n u n g  d e r  A bbildung  1. D ie  z u r A usgleichung d ien en d en  
b e d in g u n g sg le ich u n g en  s in d  die fo lgenden:

1 +  2 +  3 — 180° =  0 
4 +  5 +  6 — 180° =  0 

3 + 5 + 7 + 8 — 180° =  0
3 W in k e lb ed in g u n g en

sin 2 sin  4 sin  7 ]
-------------- ---------- =  1. } 1 S e iten b ed in g u n g
sin 1 sin  6 sin  8

(26)

Tabelle I

No. Beobachtete Werte Gewichte

l 4 7 ° 46 ' 1 2 ,2 6 " l

2 6 3 ° 12' 2 9 ,2 2 " l

3 6 9 ° 01 ' 1 9 ,3 1 " l

4 5 3 ° 51' 3 7 ,5 0 " l

5 5 5 ° 28' 2 6 ,2 6 " l

6 7 0 ° 39' 5 4 ,6 5 " l

7 2 7 ° 16' 5 0 ,1 4 " l

8 2 8 ° 13' 2 3 ,4 5 " l

A B Gem essene G ru n d lin ie
5 8 7 9 ,9 8 5  m

:x

A ls N äh eru n g sw erte  so llen  d ie  E rgebnisse  d e r  einzelnen  B eo b ach tu n g en  a n 
g e fü h r t  w erden. D u rc h  d ie L o g arith m ie ru n g  lin ea ris ie rte  Gl. (4) w 'erden die 
fo lg e n d e n  V erbesserungsg le ichungen  gew onnen :

v i V  v 2 H“ 0,79" =  0,

+  *>5 +  г’в — 1,59" =  0, (27)

v3 +  v5 +  vi +  vs — 0,84" =  0,

— 1,92t;! +  l,06i72 +  l,54i74 -  0,73n6 +  4 ,08 , -  3,92t78 +  2 ,14 =  0.

U m  d ie  B estim m ung  des m ittle re n  F eh lers d e r  en tw icke lten  Seite zu  erm ög
lic h e n , wTird  die F u n k tio n  d e r ausgeglichenen W e rte  e ingeführt:

CD — A B  —  2 8m (j - ± - 5L  =  A B f  =  F  (28)
sin 1 sin 8
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D ie B eo b ach tu n g en  an  Stelle d e r e in ze ln en  W inkel e in g e fü h rt, w ird  die 
L in earis ie ru n g  d a d u rc h  e rw irk t, d aß  ein je d e s  G lied m it dem  W e r t

M  M

Ж “  * 7 “  Fo
m u ltip liz ie rt w ird .

F '  — F  a — f i v i + / 2^2 +  J i  v3 +  /5 v& “Ь Ц 1 (29)

F '  =  — l ,9 2 r 1 +  l ,0 6 r 2 — l,4 5 u 3 — l,4 5 u s — 3,92u8 +  12 353 735 +  0,05,

c

A bb. 1

wo F 0 =  12 353 735 m m , d er W ert d e r F u n k tio n  durch  S u b s titu ie ru n g  der 
B eo b ach tu n g en  gegeben is t. Folglich

F  =  F 0 +  ÔF =  C D 0 +  ÔCD,
und

1 7Tf)
t)F =  Ô' F  —— =  ô' F  — —,

m

w eite r d er G ew ich tskoeffiz ien t:

Q FF — Q 'f f  ■
CD2
M 2

(30)

(31)

(32)

D ie N orm alg le ichungen , die G leichung z u r  B erechnung  von  [pvv]  u n d  die 
zu r B estim m u n g  d e r F u n k tio n sd a te n  n ö tig e  S p a lte  is t die fo lg en d e :
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+  3fca + 0 k b + 1*C — 0,86kd + 0,79 = 0 +  2,31
0 k a + 3fc„ + l * c + 0,81fcd — 1,59 = 0 +  1,45 ~ [ b f ]

+  lfea + 1 + 0,16 kd — 0,84 = 0 +  6,82 - [ c f ]
— 0,86  k a + 0,81fcü + 0,16 k c + 39,7273fcd + 2,14 = 0 -2 0 ,1 7 6  = - [ d f ]
+  0 ,79  k a 1,59*6 — 0,84fcc + 2,14fcd + 0 = — — 24,381 =

[pvi ] - 0 ,0 5  = - V f  =- I f  =

-  [ f l ]  (33)

D ie  L ösu n g  der N o rm a lg le ich u n g en  und  die z u r  B es tim m u n g  des F u n k tio n s 
w e r te s  u n d  dessen G ew ich tsk o effiz ien ten  n ö tig en  B erech n u n g en  (D a ten ) sin d  
in  d e r  T abelle  I I  e n th a lte n . E s  sei bem erk t, d aß  d as  G lied  — Ц =  — [ / '/ ]  in  d e r 
P ra x is  gleich 0 is t, da  z u r  B estim m u n g  d er N ä h ru n g sw e rte  der F u n k tio n  die 
B e o b a c h tu n g e n  se lb st v e rw e n d e t  w urden. D er h ie r  a u ftre te n d e  W ert — 0,05 
e rg ib t  sich  durch  A b ru n d u n g e n  d er B erechnungen . D a  er so gering is t, k ö n n te  
e r  a u c h  v e rnach lässig t w e rd e n , ab e r er w urde v e rg le ich sh a lb e r m it den  L ö su n 
g en  v o n  [10] u n d  [11] d o c h  in  B e trach t gezogen . D ie N orm alg le ichungen  
w u rd e n  m it der CHOLESKY’sch en  M ethode gelöst. E s  is t  ersichtlich , d a ß  die 
d e r  S p a lte  F '  e n tsp re c h e n d e n  R eduk tionen  u n m it te lb a r  die 6 'F- u n d  Q'FF- 
W e r te  ergeben , w o durch  d e r  Z usch lag  der F u n k tio n  sow ie der dazu g eh ö ren d e  
G ew ich tskoeffiz ien t b e s t im m t w erden k an n . A m  E n d e  der Tabelle I I  geben  
w ir  d ie  F orm el der B e re c h n u n g e n  fü r den F a ll d e r  d u rch  D iffe ren z ieru n g  
e rm it te l te n  K oeffiz ien ten . H ie r  is t die F u n k tio n s-G le ich u n g :

F  — F  0 +  [a f]ka -f- [bf]kb -f- [cf]kd +  • • • +  If —
(34)

=  12 353 735 -  65,9fca -  41,3*6 -  194,8k c +  57,40fcd +  1,422

D u rc h  die R ed u k tio n  d ie se r  G leichung gew innen  w ir  u n m itte lb a r  den  Z u 
sc h la g sw e rt sowie das G e w ic h t der F u n k tio n .

B ei der Lösung n a c h  d e r  I I I .  A usgleichsgruppe (A usgleichung d er b e d in g 
te n  B eo bach tungen) e rh a l te n  w ir

k a =  -0 ,3 4 2 5 , k b =  + 0 ,4 9 0 8 , kc =  + 0 ,1 7 5 9 , k d

d as  h e iß t  

u n d

ÔF  =  —71,6 m m ,

F  — F 0 +  ÔF =  12 353,663 m  

Q f f  =  1786, [»»] =  + 1 ,3 5 2 8 .

- 0 ,0 7 2 0 ,

(35)

D ie ausgeglichenen W e r te  u n d  V erbesserungen  s in d  in Tabelle IV  e n t 
h a l te n . F alls die E rg eb n isse  m it  den in [10] u n d  [11] gefundenen  v e rg lich en  
w e rd e n , is t es o ffen k u n d ig , d a ß  in  der G e n a u ig k e it d e r B erechnungen  eine 
v o llk o m m en e  Ü b e re in s tim m u n g  vo rhanden  is t.
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Tabelle II

ka kb К kd
'  1

Qb Q' Qi — F' S--1 r — F

+  3 0
—

+  1 -  0,86 + 0 ,79 — 1 0 0 0 +  2,31 +  5,24 +  65,9

+ 3 +  1 +  0,81 — 1,59 0 — 1 0 0 +  1,45 +  3,67 +  41,3

+  4 +  0,16 —0,84 0 0 — 1 0 +  6,82 +  11,14 +  194,8

+  39,7273 +  2,14 0 0 0 — 1 — 20,176 +  20,801 — 574,0

0 0
0

0 0 —  0,05 +  0,45 —  1,422

+  1,732 0 +  0,5774 0,4965 +  0,4561 — 0,5774 0 0 0 +  1,3337 +  3,0254 +  3,0254 +  37,938

+  1,732 +  0,5774 +  0,4677 — 0,9180 0 — 0,5774 0 0 + 0 ,8372 +  2,1189 +  2,1189 +  23,815

+  1,8257 +  0,0967 —0,3140 +  0,1826 + 0,1825 — 0,5478 0 +  3,0491 +  4,4748 +  4,4748 +  86,733

+  6,2651 +0,4511 — 0,0486 +  0,0403 +  0,0085 — 0,1596 -  3,2243 +  3,3327 +  3,3325 -  91,717

— 1,3528 + 0 ,3425 — 0,4908 — 0,1759 + 0 ,0 7 2 0 +  2,5221 +  0,9170 +  0,9171 +  71,54

-24,381 +  1 _  

+  22,172 j ~
— 19726,83 +  1 ___ 17o c 7fi
+  17941,07 J ~  1 7 Н 5 ’7 Ь

— <5F =  + 7 1 ,7 4 — Q u  =  — 1787,4

B erechnungsschem a

ka kb ke kd / Qa Qb 0« Qd —F ' I j—1 £ — F

[aa]
1

[ab]
2

[ac]
3

[ad]
4

h
5

— 1
6

0
7

0
8

0
9

—[аде']
10

+ — 1
11

- [ « / ]
10

[bb]
12

[M
13

[M]
14

h
15

0
16

— 1
17

0
18

0
19

-[*> /']
20

S o ---1
21

- [ b f ]
20

[cc]
22

[cd]
23

h
24

0
25

0
26

— 1
27

0
28

- [ c f ]
29

s3— 1
30

— [cf]
29

[ad]
31

«4
32

0
33

0
34

0
35

— 1
36

- Н П
37

*i— 1
38

- W i
37

0
39

0
40

0
41

0
42

0
43

- [ / ' * ]
44

* 5 -1
45

- [ / 1 ]
44

/ Г

46

2
Ж

47

3
46

48

4
46"

49

5
Ж

50

6
Ж

51

0

52

0

53

0

54

10
Ж

55

11
46

56

4 6 + 4 7 + 4 8 + 4 9 + 5 0 + 1  
+ 51 +  52 +  53 +  5 4 + 5 5  J 

57

10
Ж

55

V 12— 472 

58

13— 47 • 48 14— 47 • 49 15—47 ■ 50 16— 47 • 51 17
0

64

0

65

20— 47 • 55 21— 47 • 56 58 +  59 +  6 0 + 6 1  +  6 2 + 1  
+  63 +  64 + 65 + 66

68

20— 47 • 55
58

59
58

60
58

61
58

62
. .

58
63

58
66

58
67

58
66

23— 48 -4 9  59 • 60 24— 48 ■ 50— 59 ■ 61 25— 48 ■ 51— 59 • 62 26— 59 • 63 27
0

75

29— 48 • 55 59 • 66 30— 48 • 56— 59 • 67 69 + 70 + 71 + 72 + 1 
+ 73 + 74 + 75 + 76J

78

29—48 • 55— 59 • 66
/2 2 — 48*—  59* 

69
69

70
69

71
69

72
69

73
69

74
69

76
69

77
69

76

32— 49 • 50—60 • 61—  
— 70 • 71 

79 80

33— 49 • 51— 60 • 62—  
— 70 • 72

79 81

34— 60 ■ 63— 70 • 73 35— 70 • 74 36 37—19 • 55—60 • 66—70 • 76 3 8 - 4 9  • 56—60 ■ 67—70 • 77 79 1 80 1 81 +  82 +  1 
+  83 +  8 4 + 8 5  J

87

3 7 -4 9  • 55—60 • 66—70 • 76

79
79

82
79

83
79

84
79

85
79

86
79

85

39— 50*— 61*— 71*—  
— 80*= — [per]

88

40— 50 • 51— 61 • 62— 
— 71 • 72— 80 • 81 =  

=  — K  89

41— 61 • 63— 71 • 73—  
— 80 • 8 2 = — fcj,

90

42— 71 • 74— 80 • 83 =
= ~ k c

91

43— 80 • 84 =  — k a

92

44— 50 ■ 55— 61 ■ 66— 
— 71 • 76— 80 ■ 85 =

- Ô ' F  93

45 — 50 • 56 61 • 67— 
— 71 • 77— 80 • 86

94

88 +  8 9 + 9 0 + ]
+  91 +  92 +  93J

95

44— 50 • 55— 61 • 66— 
— 71 • 76— 80 • 85 =  

=  — ô F  93

— [ / ’/ ’] +  55‘+ 6 6 ‘+
—f~762—f-852= — Q f f  

96

- [ / / ] + 8 5*+ 66*+ 76*  
-|~852= — Q f f

96

- Ó É - - ™
ÄFb

97
- Q f f = - Q f f  ( ^ )

98



-

—



DIE ZURÜCKFÜHRUNG DER BEDINGTEN BEOBACHTUNGEN 391

F alls  in  d er L ö su n g  derselben  A ufgaben  d ie  A usgleichung der b e d in g te n  
B eo b ach tu n g en  m it ungem essenen  U n b e k a n n te n  an g ew en d e t -wird, w ird  d u rc h  
E in fü h ru n g  d er en tw ic k e lte n  Seite CD  als u n g em essen e  U n b ek an n te , a u ß e r  
den  b e re its  gegebenen  B ed ingungen  noch  fo lgende  G leichung au fg esch rieb en :

A B  8*n  2 s’n  (3 +  5)_ _  д. _  Q
sin 1 sin  8

(36)

Bei d er lo g a rith m isch en  R e ihenen tw ick lung  g ew innen  w ir die lineare G le ich u n g  
m it dem  d er Gl. (29) e n tsp rech en d en  K o e ffiz ien ten , das Glied m it öx  (d e r  
Z uschlag  des x ü =  C D  N äherungsw ertes), in  b e k a n n te r  W eise ab g e le ite t. D e r  
K o effiz ien t is t  u ns aus den  vo rherigen  b e re its  b e k a n n t :  M /C D  =  M / jF 0 =  Лр0 
(Bei e iner L in ea ris ie ru n g  d u rch  D ifferenzierung  w äre  d er W ert dieses K o e ff i
z ien ten  o ffen b ar eins).

E n tsp re c h e n d  d e r [pvv ] M in im um bed ingung  sin d die N orm alg le ichungen
die fo lgenden:
-j- 3k„ +  Okb + 1 kc — 0,86 k d — 2,31k,, + 0,79 = o,

0ka +  3kh + l k c + 0,81fcd -  1,45 k e — 1,59 = 0,
+  l^a +  1 k b + 4 k c + 0,16 k d -  6,82 k c — 0,84 = o,
— 0,86fca -j- 0,81 к), + 0,16kc + 39,727fcd +  20,176k,, 2,14 = o,
-  2,31fca -  l ,4 5 k ft — 6,82 k c + 20,176kd - f  24 ,381k, — 0,0352 öx-\- 0,05 = o,

— 0 ,0352kc =  0,
(37)

E s is t k la r , d aß  die K oeffiz ien ten  der h iesigen  fü n ften  N o rm alg le ichung  
m it den W erten  d e r F '  S p a lte  der L ösung m it b ed in g ten  B eo b ach tu n g en  
ü b ere in stim m en . V erg le ichsha lber sollen kur z  die T abe llen  der L ösungen  d e r  
N orm alg le ichungen  (T abelle I I I )  m itg e te ilt w e rd e n , bei der m it A b le itu n g  
d er im m ag in ären  Z ah len  die CHOLESKY’sche M eth o d e  [2] anw endbar is t . E s  sei 
ab e r b e m e rk t, d aß  alle an d eren  zeitgem äßen  G leichungslösungen  auch  in  d iesen  
F ä llen  zum  Ziele fü h re n . N ach  u nserer M einung k a n n  ab er durch  A u sd e h n u n g  
d er CHOLESKY’schen  M ethode auch  a u f  diesen F a ll d ie  b ish er öfter an g ew en d e te  
u n d  bezüglich  d e r v o rk o m m en d en  A b ru n d u n g sfeh le r v o rte ilh a fte re  M eth o d e  
angew endet w erd en . E s s te h t  ab er dem  auch  n ic h ts  im  W ege, daß die G ew ich te  
der F u n k tio n sw e rte , falls es sich fü r  n ö tig  erw eisen  sollte , in  die ta b e l le n 
m äßige B e rech n u n g en  einbezogen w erden. D ie T ab e lle  I I I  g ib t die L ö su n g en  
der N orm alg le ichungen . In  F ällen , wo der ungem essen e  U n b ek an n te  n u r  in  
e iner N o rm alg le ich u n g  v o rk o m m t, k o m m t d ie  ih r  en tsp rech en d e  R e d u k tio n s 
gleichung an  d en  en tsp rech en d en  zwei S te llen  e in m al m it reellen W e rte n , 
e inm al a b e r m it im m ag in ä ren  W erten  vo r. D u rc h  w eitere  O pera tio n en  e n t 
fä llt d e r im m ag in ä re  W e rt, w ir gelangen also w ied e r zu reellen Z ah len .

W enn  die Z ah l d e r R ech en o p era tio n en  d e r zw ei M ethoden m it e in a n d e r  
verg lichen  w ird  (n ach  d er I I I .  u. V. A usg le ich sg ru p p e), b e s teh t ke in  w e s e n t
licher U n te rsch ied , es is t  h öchstens bei d er L ö su n g  n a c h  der d r itte n  G ru p p e
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T abelle  III

ka h К kd ke ÔX l Qa

+  3 0 +  1 — 0,86 — 2,31 0 +  0,79 — 1
+  3 +  1 +  0,81 — 1,45 0 — 1,59 0

+  4 + 0 ,1 6 - 6 , 8 2 0 — 0,84 0

+  39,727 +  20,176 0 +  2,14 0

+  24,381 — 0,0352 +  0,05 0

0 0 0

0 0

1,732 0 + 0 ,5 7 7 4 — 0.4965 — 1,3337 0 +  0,4561 — 0,5774

+  1,732 +  0,5774 + 0 ,4 6 7 7 — 0,8372 0 — 0,9180 0

+  1,8256 + 0 ,0 9 6 7 — 3,0491 0 — 0,3140 +  0,1826

+ 6,2651 +  3,2243 0 +  0,4511 — 0,0486

+  1,4861 -  0,0238 — 1,7086 — 0,0038

+  0,0238i +  1,7086; +  0,0038;

— [ p H  =
=  — 1,3528

— k a —
=  + 0 ,3 4 2 6

d ie  Z a h l der R ed u k tio n sg le ich u n g en  u m  zw ei R eihen w eniger, es m u ß  aber 
u m  e ine  ve rtik a le  S p a lte  m eh r b e rech n e t w e rd en . G leichzeitig fä llt a b e r  infolge 
w e n ig e r  N orm alg le ichungen  die B e rech n u n g  d e r en tsp rech en d en  Q u a d ra t
g lie d e r  (Q u ad rie ru n g en  u n d  W u rze lz ieh u n g en ) fo rt. Die R e c h e n a rb e it der 
R e d u k tio n sg lied e r d e r v e rtik a le n  S pa lte  is t  d e r  B erechnung der R e d u k tio n e n  
o h n e  q u ad ra tisch es  G lied e iner R eihe g le ich w ertig . Es e rg ib t s ich  n o ch  der 
V o rte il, d aß  die der im ag in ä ren  R eihe e n tsp re c h e n d e  R ed u k tio n sg le ich u n g  n ich t 
n o c h e in m a l au fgesch rieben  w erden  m uß . W en n  aber die Z usch läge  u n d  Ge
w ic h tsk o e ffiz ie n ten  n ic h t n u r  e iner so n d e rn  m eh re re r F u n k tio n e n  n a c h  der 
A u sg le ich u n g  g esuch t w erd en , is t d er U m fa n g  d e r Tabellen  u n d  d ie R ech en 
a r b e i t  b em erk en sw ert w en iger. A ußer d e r g ew o h n ten  A uflösung  d e r  N o rm a l
g le ich u n g en  w ird  a b e r  a llerd ings auch  d ie  A nw endung  der zu r B estim m u n g  
d e r  ausgeg lichenen  W e rte  d ienenden  G le ich u n g en  vo rausgesetz t.

W en n  bei d er L ösu n g  n ach  der V. A usg le ichsgruppe die L in ea ris ie ru n g  
d e r  B ed ingungsg le ichungen  m it einem  S inu sg lied  durch  D ifferenzierung  d u rc h 
g e fü h r t  w ird , so sin d  die K oeffiz ien ten  d e r fü n f te n  N orm alg leichung in  G ln(37) 
m it  d e n  F -W erten  d e r  I I .  T abelle  ü b e re in s tim m e n d , und  das &c-Glied sowie 
in fo lg ed essen  der K o effiz ien t der ke K o rre la te  d e r  6. N orm alg le ichung  be i der 
g eg e b e n e n  B ezeichnung  d er B ed ing u n g sg le ich u n g , w äre gleich — 1.
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Qb Qc Qi <?, Qi n—1 У'

0 0 0 0 0 + 0 ,6 2

— 1 0 0 0 0 +  0,77

0 — 1 0 0 0 — 2,50

0 0 — 1 0 0 +  61,153

0 0 0 — 1 0 +  32,9918

0 0 0 0 — 1 — 1,035

0 0 0 0 0 — 0,45 ■ *

+  0,3579 + 0 ,3 5 7 9

— 0,5774 + 0 ,4 4 4 5 + 0 ,4 4 4 5

+  0,1826 — 0,5478 — 1,6232 — 1,6232

+  0,0403 +  0,0085 — 0,1596 +  9,7820 +  9,7820

— 0,0383 — 1,1501 + 0 ,3 4 8 6 — 0.6775 — 1,7941 — 1,7941

+ 0 ,0 3 8 3 i +  1,1501t —0.3486Í + 0 ,6775t +  42,0768i + 4S ,4725i + 4 5 ,4775i

-*»  == — 0,4914
- K  ==  -  0,1758

- k d - 
= + 0 ,0 7 2 0

—К =  0 -«5,=
=  + 71 ,7899

+  69,5013 +  69,4874

<?xx ==  1780,3421

B eide L ösungen  liefern  also fü r  die g esu ch ten  K o rre la ten , die F u n k tio n  
(ungem essene U n b e k a n n te n ) u n d  die en tsp rech en d en  G ew ich tskoeffiz ien ten  
in n e rh a lb  der S chärfe  der B erech n u n g  ein ü b ere in stim m en d es E rg eb n is . D ie 
ausgeg lichenen  W e rte  sowie die R e su lta te  der B erech n u n g en  d er F u n k tio n e n  
s ind  in  T abelle  IV  zu  finden .

T ab e lle  IV

No. Beobacht. Winkelwerte Verbesserung Atisgeglich. Winkelw. Ausgeglich. Entfernung u. 
deren mittl. Fehler

1 47° 46 ' 12,26" — 0,20” ^
 

i

° 46 '

_______

12,06"

2 63° 12' 29,22" — 0,42” 63° 12' 28,80"
CD  =  F  =  F 0 +  <5 F  =

3 69° 01 ' 19,31" — 0,17” 69° 01 ' 19,14" =  12 353,663 m
4 53° 51' 37,50" +  0,38” 53° 51' 37,88"

5 55° 28' 26,26" +  0,67” 55° 28' 26,93" _  / M  nl l CD — ^ r  Qxx 

== +  24,6 m m6 70° 39' 54,65" +  0,54” 70° 39' 55,19"

7 273 16' 50,14" — 0,12” 27° 16' 50,02"

8

Осо 13' 23,45" + 0 ,4 6 ”

ОC
O 13' 23,91"
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D as V erfah ren  is t  in  a llen  F ä llen  a n w e n d b a r , w enn d er F u n k tio n sw e rt 
in  d e r  F u n k tio n  der ausgeg lichenen  W erte  a u sg e d rü c k t u n d  d em en tsp rech en d  
in  d ie  A uflö su n g stab e lle  d e r  N o rm alg le ichungen  einbezogen  w ird . D ie A nw en
d u n g  is t  la u t  dem  v o rh e r  E rö r te r te n  in  a llen  F ä lle n  ü b erau s v o r te ilh a f t, w enn 
d ie B estim m u n g  m eh re re r  F u n k tio n sw e rte  u n d  G ew ich tskoeffiz ien ten  in  die 
A usg le ich u n g  einbezogen  w ird . Bei e iner e inzigen  abg e le ite ten  F u n k tio n  g ib t 
sie a b e r  au ch  eine m äß ig e  A rb e itsv e rrin g e ru n g .

E s sei v o n  d e r A n w en d u n g  a u f w eite re  F ä lle  sowie d er M itte ilu n g  v o n  
R ech en b e isp ie len  h ie r ab gesehen , es s te h t d em  ab e r n ich ts  im  W ege, d aß  das 
V e rfa h re n  la u t den  obigen  Schem en a u f  w e ite re  F ä lle  au sg ed eh n t w erde . Die 
A u fsch re ib u n g  d er r ic h tig e n  F u n k tio n sfo rm  is t  a b e r u nerläß lich . E s k a n n  z.B . 
h ie r  die M ethode von  G e r a s im o v  [12] a u c h  angew endet w erd en , w onach  
n u r  die e rs te  N o rm alg le ich u n g  in  die A u flö su n g stab e lle  e in g efü h rt w erden  m u ß , 
u n d  es k ö n n en  d a n ach  u n m itte lb a r  die K o e ffiz ien ten  der einzelnen red u z ie rten  
N orm alg le ich u n g en  b e re c h n e t w erden. D ie A n w en d u n g  des CHOLESKY’schen  
V e rfa h ren s  is t au ch  d esh a lb  zw eckdienlich , w eil sie gew isserm aßen b e tre ffs  d e r 
V e rlä ß lic h k e it der le tz te n  Z iffer der b e re c h n e ten  W erte  v o rte ilh a f te r  is t, u n d  
d as  tab e llen m äß ig e  B erechnungsschem a in  V e rh ä ltn is  zu an d eren  L ösungen  
se h r  k u rz  u n d  le ich t a n e ig e n b a r ist.

Im  Z u sam m en h an g  m it der Z u rü c k fü h ru n g  des a llgem einen F alles d er 
A u sg le ich u n g  a u f  die re in en  b ed in g ten  B eo b a c h tu n g e n , k o m m t die F rag e  d e r 
P ro g ra m m ie ru n g  a u f  R ec h e n a u to m a ten  zu m  V orschein . D ie d er F u n k tio n  
e n tsp re c h e n d e  S p a lte  k a n n  u n m itte lb a r  in  d as  L ösungsschem a e ingeg liedert 
w e rd en . A uch  die d e r F u n k tio n  e n tsp re c h e n d en  R ed u k tio n en  k ö n n en  d u rch  
A n w en d u n g  derse lben  M u ltip lik a tio n sk o effiz ien ten  fo rtlau fen d  m it den  R e d u k 
tio n e n  d er N o rm alg le ich u n g en  gebildet w e rd en : So s te h t der P ro g ram m ie ru n g  
n ic h ts  im  W ege. D ie L ösu n g  is t v e rm u tlic h  au c h  in  diesem  F alle  k ü rze r als 
im  allgem einen .

D ie E rö r te ru n g  d e r verg le ichenden  U n te rsu c h u n g e n  w ird  in  e iner sp ä 
te re n  S tu d ie  m itg e te ilt.
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T R A C IN G  BA C K  O F  C O N D IT IO N A L  O B SE R V A T IO N S W IT H  U N M E A S U R E D  
U N K N O W N S  TO P U R E  C O N D IT IO N A L  O B S E R V A T IO N S

F. HALMOS

SU M M A RY

A u th o r in v es tig a te s  th e  p o ss ib ility  o f trac in g  b ack  th e  a d ju s tm e n t o f  con d itio n a l 
o b se rv a tio n s  w ith  u n m ea su re d  u n k n o w n s (V -th  g roup  o f a d ju s tm e n ts )  to  t h a t  o f  p u re  condi
t io n a l  ob se rv a tio n s, w hen th e  u n k n o w n s so u g h t fo r a n d  th e ir  w eigh t-coeffic ien ts a re  d e te rm in ed  
as a  fu n c tio n  of th e  a d ju s te d  v a lu e s , in s te a d  of m easu rin g  th em  d irec tly . H e  e s ta b lish e s  th a t  
by  co m p le tin g  the  d ed u ctiv e  ta b le  w ith  th e  co rresp o n d in g  v e r tic a l co lum ns, th e  c o m p le m e n ta ry  
fu n c tio n  v a lues, allow ances a n d  th e  w eigh t-coeffic ien ts belonging to  sam e as w e ll, a re  d irec tly  
o b ta in e d  as th e  re su lt o f re d u c tio n s . T he case when th e  e q u a tio n  expressing  th e  fu n c tio n  value 
w ith  th e  a id  o f th e  lo g arith m  is tran s fo rm e d  in to  a lin e a r one, is also in v e s tig a te d .  In  th is  
case  th e  co rresponding  re d u c tio n s  m u s t be sim ply  m u ltip lied  w ith  th e  re c ip ro ca l v a lu e  o f the  
d ifferen ce  to  be fo und  in  th e  ta b le  belonging to  th e  fu n c tio n , or w ith  th e  sq u a re  o f sam e 
re sp ec tiv e ly . T he so pe rfo rm ed  c o m p u ta tio n s  are  so m ew h at b riefer th a n  th o se  acco rd ing  
to  so lu tio n  V, th e ir  a d v a n ta g e  becom es p a r tic u la r ly  e v id e n t if  severa l fu n c tio n  v a lu e s  a re  
so u g h t for. As num erica l ex am p le  a u th o r  p re sen ts  th e  w ell-know n so lu tio n  r e la te d  to  th e  
n e tw o rk  fo r basic ex tension . T h e  m eth o d  can  be used  i f  th e  fu n c tio n  is ex p ressed  a s  a  fu n c tio n  
o f th e  a d ju s te d  v a lues, th e  re sp ec tiv e  c rite rio n s a lso be ing  in v es tig a te d  b y  th e  a u th o r .T h u s , 
in  ad d itio n  to  th e  so lu tion  re fe rrin g  to  th e  general case o f  a d ju s tm e n t tra c e d  b a c k  to  f ic titio u s  
c o rrec tio n s  o f con d itio n a l o b se rv a tio n s , th e  trac in g  b ack  to  pu re  co n d itio n a l o b se rv a tio n s  is 
a lso  verified .

L E S  R A P P O R T S  E N T R E  LA  C O M PE N SA TIO N  D ’O B SER V A T IO N S C O N D IT IO N N E L L E S  
A IN C O N N U E S NO N  M E S U R É E S  E T  LA C O M PEN SA TIO N S D ’O B S E R V A T IO N S

C O N D IT IO N N E L L E S  P U R E S

F. HALMOS

R É SU M É

L ’a u te u r  exam ine c o m m en t la  co m p en sa tio n  à in co n n u es non m esurées d e s  o b se rv a tio n s  
co n d itio n elles (Ve g roupe  de c o m p en sa tio n ) p e u t ê tre  ram en ée  à la c o m p e n sa tio n  des obser
v a tio n s  conditionnelles p u re s , q u a n d  les inco n n u es cherchées e t leu rs c o e ffic ie n ts  de  poids 
so n t  d é te rm in és  en fo n c tio n  des v a leu rs  com pensées. II c o n s ta te  q u ’en c o m p lé ta n t  le tab le au  
d ’a lg o rith m es p a r  les colonnes v e rtic a le s  co rre sp o n d a n tes , on  reço it d ire c te m e n t,  p a r  su ite  
des ré d u c tio n s , la  v a leu r c o m p lém en ta ire  des fo n c tio n s e t  les coeffic ien ts de p o id s  q u i  y  corres
p o n d e n t. II exam ine le cas où  l ’é q u a tio n  e x p rim a n t la  v a le u r de fo n c tio n  F  e s t  r e n d u e  linéaire.
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a u  m o y e n  de logarithm es. D a n s  ce  c a s , les réductions c o rre sp o n d a n te s  d o iv en t ê tre  sim p lem en t 
m u lt ip lié e s  p a r la v a leu r ré c ip ro q u e  de  la  différence ta b u la ire  a p p a r te n a n t  à la fo n c tio n , resp . 
p a r  le  c a r ré  de cette  v a leu r. L es c a lc u ls  a insi fa its  so n t u n  p e u  m o in s  longs que d an s la  so lu tio n  
se lon  le  g roupe  У; leu r a v a n ta g e  a p p a ra ît  su rto u t en cas d e  p lu s ieu rs  va leu rs  de fo n c tio n s, 
in c o n n u e s . Comme exem ple, l ’a u te u r  p ré sen te  la so lu tio n  b ie n  co n n u e  d u  ré seau  de d év elo p 
p e m e n t  de  base. Le p rocédé  p e u t  s ’ap p liq u e r q uand  la  fo n c tio n  e s t  exprim ée avec  les v a leu rs  
c o m p e n sé e s ; les c ritères d e  l ’e x p re s s io n  so n t analysés p a r  l ’a u te u r .

С В Е Д Е Н И Е  У С Л О В Н Ы Х  Н А Б Л Ю Д Е Н И Й  С Н Е И З М Е Р Е Н Н Ы М И  Н Е И З В Е С Т 
Н Ы М И  К  Ч И С Т Ы М  У С Л О В Н Ы М  Н А Б Л Ю Д Е Н И Я М

Ф. ХАЛЬМОШ

РЕ ЗЮ М Е

А втор  исследует, к а к и м  о б р а з о м  м ож но свести у р а в н и в а н и е  условн ы х набл ю ден и й  
с неизм ер ен ны м и неизвестны м и (гр у п п а  уравнивания V ) к  чистым условны м  н а б л ю д е
н и я м  в том  случае, к о г д а  в м ест о  н еизм ерен ного н еи зв ес т н о го  иском ы е неизвестны е и и х  
в есо в ы е коэффициенты о п р е д е л я ю т с я  в качестве ф у н к ц и и  у р а в н ен н ы х зн ачен и й . А втор  
о п р е д е л я е т , что д оп ол н и в  т а б л и ц у  развертки соотв етств ую щ и м и  вертикальны ми к о л о н 
н а м и , вследстви е р ед у к ц и й  н еп о ср ед ст в ен н о  пол учаю тся  доп ол н и тел ьн ы е зн ачен и я  ф ун к 
ц и й , и х  наращ ивание, а  т а к ж е  и х  весовы е коэффициенты . И сс л е д у е т ся  случай , к о гда  у р а в 
н е н и е , вы раж аю щ ее зн а ч е н и е  ф у н к ц и и , при пом ощ и л о га р и ф м о в  дел ается  линейны м . 
В  э т о м  случае соответствую щ и е р ед ук ц и и  н ео б х о д и м о  п р о ст о  пом нож ить на обратн ое  
з н а ч е н и е  табличной р а зн о с т и , соответствую щ ей ф ун к ц и и , и л и  ж е  на квадрат эт о го  з н а 
ч ен и я . Т ак и м  образом  п о л у ч а е т с я  некотор ое сокращ ение вр ем ен и  расчетов по отнош ению  
к р еш ен и ю  V; преим ущ ество п р о я в л я е т с я  в особен ности  в  с л у ч а е  опр еделения р я да  и с к о 
м ы х  ф унк цион альн ы х зн а ч е н и й . В  качестве прим ера п р и в о д и т с я  известное реш ен ие р а з
в и т и я  бази сн ой  сети. Э тот м е т о д  пр им еним  в том сл у ч а е , е сл и  ф унк ция вы раж ена в ф ун к 
ц и и  у р ав н ен н ы х зн ач ен и й , к р и т е р и и  которой т а к ж е  а н а л и зи р у ю т с я  автором . С ледова
т е л ь н о , н а р я д у  со сведен н ы м  реш ен и ем  фиктивны х п о п р а в о к  п о ср едн и ч еск и х  н абл ю 
д е н и й , касаю щ имся о б щ его  с л у ч а я  уравнивания, д о к а з а н о  т а к ж е  сведение к  чистым  
у сл о в н ы м  наблю дениям .
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ZUR GENAUEN BESTIMMUNG KUEINER 
NEIGUNGSWINKEU MUTEES SEKUNDENUIBEULEN

A. T Á R C Z Y -H O R N O C H  u n d  G Y . A L P Á R

GEODÄTISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE DER WISSENSCHAFTEN
SOPRON

[E ingegangen  am  16. A u g u st 1963]

Bei d e r B estim m ung  der N eigungsw inkel m it H ilfe  von  Sekunden libe llen  is t  in  der 
R egel ein  m itt le re r  F eh ler von  ^  0 ,1 "  e rfo rderlich . N ach  u n seren  b isherigen U n te rsu ch u n g e n  
e n ts te h e n  bei der B erechnung  m it d u rc h sch n ittlich e m  P a rsw e rt F eh ler v o n  1 ,5 "  u n d  sogar 
noch  größere  Feh ler. W ir g ab en  d a h e r eine M ethode zu r w esentlichen H e ra b s e tz u n g  dieser 
F eh le r an . Sch äd lich  e rk e n n t in  se iner A b h an d lu n g  [1] d ie F o rd eru n g  v o n  0 ,1 "  a n , doch 
m it R ü c k s ic h t d a rau f, d aß  die T em p era tu re in flü sse  n ic h t m inder große F e h le r  v e ru rsac h e n , 
h ä lt  er die B erechnung  m it d u rc h sch n ittlich e m  P a rsw e rt als zu friedenste llend . N a c h  u n se rer 
M einung is t  es jeden fa lls  v o rte ilh a f te r , d ie e rfa ß b a ren  F e h le r  auszum erzen , u n d  fü r  d ie  b isher 
noch  n ic h t e rfaß b a ren  F eh ler sind  M ethoden  zu deren  A usm erzung  oder w en ig sten s  V e rm in 
d e ru n g  zu suchen . Die S tu d ie  e n th ä l t  G esich tsp u n k te  z u r  A usm erzung bzw . V e rm in d e ru n g  
de r T em p era tu re in flü sse .

Im  H eft 8/1962 d er »Vermessungstechnik«  ersch ien  eine S tu d ie  v o n  M. 
Schädlich [1], in  d er d er V erfasser sich  au ch  a u f  unsere  u n te r  [2] u n d  [3] 
a n g e fü h rte n  S tu d ien  bez ieh t. Im  E in k lan g  m it diesen s te llt au ch  Schädlich 
fe s t, d aß  die regelm äßigen  F eh le r d er W in k e lb estim m u n g en  m itte ls  S e k u n d e n 
libellen  d en  A blesefehler von  e tw a  0,1" d e r B lasenlage n ic h t w esen tlich  
ü b e rsch re iten  d ü rfen . T ro tzd em  h ä lt  e r u n se r, fü r  die E rfassu n g  d e r  K rü m 
m u n g sfeh le r au sg earb e ite te s  V erfah ren  fü r ü b e rtr ie b e n , m it d er B e g rü n d u n g , 
d a ß  es bei dem  re la tiv  g roßen  W ert d e r bis j e tz t  noch  n ich t e r fa ß b a re n , von  
d e r T e m p e ra tu rv e rte ilu n g  des L ibellenkörpers u n d  der M eta llfassu n g  a b h ä n 
gigen F eh le r genügend sei, d u rch  eine e in fachere  M ethode die K rü m m u n g s 
feh le r zu  b e rücksich tigen .

Z u n äch st m üssen  w ir a u f  einen  g ru n d leg en d en  W id ersp ru ch  in  [1] h in- 
w eisen. W enn  w ir bei den  W inkelm essungen  m itte ls  S ek u n d en lib e llen  eine 
G en au ig k e it von  u n g e fäh r ^  0,1" sichern  m üssen , wie das Schädlich in  
d er E in le itu n g  seiner S tu d ie  v o n  k o n k re te n  G en au ig k e itsan fo rd eru n g en  au s
gehend  m it H ilfe des F eh le rfo rtp flan zu n g sg ese tzes  b eg rü n d e t, d a n n  w äre  es 
en tsch ied en  ein R ü c k sc h ritt  a u f  die E lim in ie ru n g  eines b e d e u te n d  g rö ß eren  
F eh le rs  zu  v e rz ich ten , falls diese E lim in ie ru n g  m öglich  ist. In  d e n  S tu d ie n  
[2] u n d  [3] h ab en  w ir zah lenm äß ige  W erte  ü b e r  die Größe d e r  E in flü sse  
d er K rü m m u n g sfeh le r bzw . ü b e r die G röße d e r be i d er R ech n u n g  m it  d u rc h 
sc h n ittlic h e m  P a rsw e rt a u f tre te n d e n  F eh le r angegeben , w onach  d iese  b e i den 
m eisten  v o n  uns g ep rü ften  S ekunden libellen  A bw eichungen  bis 1,5" g ab en .
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E s is t  d a h e r  o ffen k u n d ig , d aß  die K rü m m u n g sfe h le r  bei den  au c h  von  
S c h ä d l ic h  au fg este llten  A n fo rderungen  n ic h t v e rn ach lä ss ig b a r sind .

D a  die G en au ig k e itsfo rd e ru n g  von  0 ,1 "  a u c h  n ach  Sc h ä d l ic h  g e re c h t
fe r t ig t  is t , k an n  d a h e r je n e  M ethode n ich t r ic h tig  se in , welche einen b e d e u te n d  
g rö ß e re n  au sm erzb aren  F e h le r  n u r deshalb  b e lä ß t ,  w eil m an  an d ere  F eh le r 
n o ch  n ic h t erfassen k a n n . (W ir b e rü ck sich tig en  j a  z. B. das R u n  bei den  
M ik ro sk o p en  auch  d a n n , w en n  m an  die S e ite n re fra k tio n  n ich t u n sch äd lich  
m a c h e n  kann .) M an m u ß  eben  b e s tre b t se in , M ethoden  zur E lim in ie ru n g  
a u c h  d e r  w eiteren  F e h le r  zu  fin d en . Die genaue K e n n tn is  der K rü m m u n g sfeh le r
e in flü sse  is t auch  v o n  d iesem  G esich tsp u n k t v o n  en tsch iedener B e d e u tu n g , 
w eil d iese die R u h e lag e  d e r  Blase p rim ä r b ee in flu ssen , u n d  die w eite ren  
F e h le r  sich  an  diese ü b e rla g e rn . A uf diesen U m s ta n d  sind w ir k u rz  schon  in 
[2; S. 253] eingegangen  u n d  w ir h ab en  d o r t  d ie  K rüm m ungsfeh le re in flü sse  
v o n  F e h le rn  der T e m p e ra tu r-  und  L u ftd ru c k ä n d e ru n g  gesondert b e s tim m t. 
D ie K e n n tn is  der K rü m m u n g sfeh le re in flü sse  e r le ic h te r t  so offenbar d ie  w eitere  
P rü fu n g  u n d  E rfa ssu n g  d e r anderen  F eh le re in flü sse .

A n  H an d  von  d iesen  is t  es v e rs tän d lich , d a ß  schon  Wanach d en  K rü m - 
m u n g sfeh le rn  eine g ro ß e  A u fm erk sam k e it g ew id m e t h a t  [4] u n d  e r  s te llte
— fü r  die H erste lle r v o n  S ekunden libellen  n ic h t  eben  erfreu licherw eise — 
so s tre n g e  F eh le rg ren zen  au f, daß  die A n h ä u fu n g  d er K rü m m u n g sfeh le re in 
flü sse , bei A n w endung  e in e r  d u rc h sch n ittlich en  L ibellenangabe, das d u rch  
die p ra k tisc h e n  A n fo rd e ru n g e n  gegebene F e h le rm a ß  n ich t ü b e rsch re iten  d ü rfe . 
D iese F o rd eru n g  is t  d e sh a lb  so schw erw iegend , w eil bei den  L ibellen  m it 
v e rä n d e rlich e r K rü m m u n g  je d e r  Blasenlänge  e in  an d erer d u rc h sc h n ittlic h e r 
P a r s w e r t  en tsp ric h t. U n te r  solchen U m stä n d e n  k a n n  es uns n ic h t w u n d e r
n e h m e n , daß  e tw a 5 0 %  v o n  den d u rch  W a n a c h  bis 1926 g e p rü fte n  108 
L ib e llen  bei R ech n u n g  m it  d u rch sch n ittlich em  P a rsw e rt n ich t e in m al d er 
d o p p e lte n  F eh le rg ren ze , also  0,2" e n tsp ra c h . D iese w ichtige WANACHsehe 
F e s ts te llu n g  is t ab e r S c h ä d l ic h s  A u fm e rk sa m k e it w ahrschein lich  e n tg a n 
gen . B ei den in  [2] b esch rieb en en  eigenen U n te rsu ch u n g en  w ar d ie  Lage 
b e tre ffs  d er g ep rü ften  L ibellen  noch viel u n g ü n s tig e r , und  es w ar keine e in 
zige d e r gep rü ften  28 L ibellen  zur R ech n u n g  m it  d u rch sch n ittlich em  P a rs 
w e r t geeignet, w elche R e c h n u n g  auch  n ach  u n se re r  M einung bei entsprechen
den  L ibellen  am  zw eck m äß ig sten  is t. (Vgl. [3; S. 363 u. 368]). D esha lb  is t 
d ie  Suche nach  M eß- u n d  R ech en v erfah ren , w elche  bei den ohnedies schw ierig
— einzelw eise — h e rs te llb a re n  S ek unden libe llen  m äßigere H e rs te llu n g sa n 
fo rd e ru n g e n  e rlau b en , nah e lieg en d  u n d  au ch  p ra k tis c h  w ichtig , u m  d a d u rc h  
d ie  A n zah l der b ra u c h b a re n  L ibellen zu e rh ö h e n . D a k an n  n a tü r lic h  auch  
e ine  w esentliche V erb esse ru n g  der b isherigen  H ers te llu n g stech n ik  d e r L ibellen  
h e lfen . H ie r sei sog leich  b e m e rk t, daß  das v o n  S c h ä d l ic h  em pfohlene B r e in - 
sche V erfah ren  d e r L ib e llen p rü fu n g  [5] a u c h  a u f  der A nw en d u n g  von  
e in em  L ib e llen p arsw ert b e ru h t , und  so is t d ie  erforderliche H era b se tz u n g
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d e r  K rüm m u n g sfeh le re in flü sse  auch  bei d ieser M ethode n u r d u rc h  eine  sehr 
s tren g e  A usw ahl der L ibellen  m öglich. Ü brigens b r in g t die von  B r e i n  em p fo h 
len e  M ethode n u r bei d er B erech n u n g  d er K rü m m u n g sfeh le re in flü sse  N eues, 
w ä h re n d  der L ib e llen p arsw ert se lb s t auch  w e ite rh in  m it d em  F e h le r  des 
b e k a n n te n  näherungsw eisen  e in fachen  (m itte lb ild en d en ) V e rfah ren s  b e la s te t 
is t . D isbezüglich  s te llte  au ch  B r e i n  fest, d a ß  d er L ib e llen p a rsw ert m it  der 
M eth o d e  von  H i r v o n e n  g en au er b e s tim m t w erd en  k an n ; le tz te re  is t  aber 
d e r  v o n  W a n a c h  schon frü h e r  an g ew an d ten  M ethode ähnlich , w ie  d ies auch 
d ie  red ak tio n e lle  B em erk u n g  am  E n d e  von  [6] fe s ts te llte . M an e r h ä l t  üb rigens 
d iese  M ethode der B es tim m u n g  des P a rsw erte s  auch  aus d er A usg le ich u n g  
n a c h  d en  v e rm itte ln d e n  B eo b ach tu n g en  bei ä q u id is ta n te n  M essu n g en , in 
w elchem  Falle m an  m it gleichen G ew ich ten  a rb e ite n  kan n . E s i s t  im m erh in  
e rw äh n en sw ert, daß  m an  zu  dem selben  E rg eb n is  auch  m it H ilfe d e s  J a c o b i - 
sch en  S atzes (vgl. [7; B d. 22. 1841 Seite 285 — 312]) gelangen k a n n , in  w elchem  
F a lle  d e r L ibe llenparsw ert au s  dem  gew ogenen M itte l von sä m tlic h e n , bei den 
L ib e llen p rü fu n g en  b e o b a c h te te n  B lasen lagen  e rm itte lte n  P a rs w e r te n  b e rech 
n e t  w ird . W ir h a lten  die BRElNsche F es ts te llu n g  n u r  form al b e g rü n d e t , w onach  
im  G egensatz  zu der von  J o r d a n  v e rö ffe n tlic h ten  u n d  von ihm  a n g ew en d e ten  
e in fa c h e n  m itte lb ild en d en  M ethode es sich bei W a n a c h  um  eine M itte lb ild u n g  
m it ung le ichen  G ew ichten  h an d le . D as WANACHsche V erfahren  i s t  jed en fa lls  
in h a ltl ic h  w esentlich  b e g rü n d e te r . W ir e rw äh n en  abschließend  z u m  V erg leich , 
d a ß  bei der in  [2] b esch rieb en en  A chsenlibelle  N r. 83 für den  L ib e lle n p a rs 
w e rt be i einer B lasen länge v o n  40 P a rs  — die v o n  B r e i n  an g ew an d e te  M ethode 
m it e in fach er M itte lb ild u n g  1,21 " /P a r s ,  die WANACHsche s tre n g e re  M ethode 
ab e r 1 ,1 8 ''/P a rs  lie ferte . (D ie äu ß eren  B lasen lagen  w urden  w egen  d e r d o rt 
v e rm u tlic h  größeren K rü m m u n g sfeh le r in  d en  B erechnungen  w eggelassen .) 
D iese D ifferenz von  0,03 " /P a r s  is t gar n ic h t zu  v e rn ach läß ig en , d a  es sich 
u m  e in en  regelm äßigen  F e h le r  h a n d e lt, u n d  d e r durch  diese v e ru rsa c h te  
F e h le r  schon bei einer B lasenabw eichung  von  3 P a rs  p rak tisch  b is z u r  F eh le r
g renze an w ächst. D er von  S c h ä d l i c h  ü b ern o m m en e  BRElNsche V orschlag  
is t  d a h e r  auch  von diesem  G esich tsp u n k t b e a n s ta n d b a r .

B ezüglich  der neu en  L ib e llen p rü fm eth o d en  is t es n ich t o h n e  In te re sse , 
zu  b em erk en  — wie dies b e re its  au ch  B r e i n  fe s ts te llte  —, daß  d e r th e o re tisc h  
e in w an d fre ie  W eg d a rin  b e s teh en  w ürde , n eb en  dem  L ib e lle n p a rsw e rt noch 
e ine  K o rrek tio n stab e lle  fü r  die K rü m m u n g sfeh le r zu berechnen , w o rü b e r  er 
a lle rd in g s  b em erk t, d aß  diese n u r  fü r  eine b e s tim m te , der B erech n u n g  zu g ru n d e  
geleg te  B lasenlänge g ü ltig  w äre . D asselbe g ilt ab e r fü r den L ib e lle n p a rsw e rt, 
w eil zu  je d e r  B lasen länge — n ach  B r e i n  — eine andere E ic h k u rv e  u n d  so 
im  a llgem einen  eine an d ere  E ich g erad e  (d. h . L ibellenparsw ert) g e h ö r t .  B r e i n  
fa n d  a b e r  diese M ethode fü r  die P ra x is  zu  u m stä n d lic h , u n d  so i s t  es W y s s ’ 
V e rd ie n s t, d aß  er in  seiner S tu d ie  [7] neue W ege zur V erw irk lich u n g  dieser 
V o rs te llu n g  zeigte. D ie WYSSsche M ethode k a n n  jedoch  w a h rlic h  n u r  als
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w egw eisend  b e tra c h te t  w e rd e n , weil die von  ih m  an g ew an d te  ite ra tiv e  L ösung 
— im  G egensatz zu se in e r A n n a h m e  — n ich t k o n v e rg e n t is t, wie w ir das schon 
in  d e r  S tud ie  [3] an  e in e m  p rak tisch en  B eisp iel d a rg e s te llt  u n d  z u le tz t in  [9] 
a u c h  m a th em atisch  n a c h g e w ie se n  haben. B ish e r i s t  die einzige au ch  p ra k tisc h  
g u t  anw endbare  M eth o d e  f ü r  die E rfassung  d e r  K rüm m ungsfeh le re in flü sse  
u n se re  in  [3] angegebene L ö su n g , welche z w a r — w ohl n u r bei d en  E ic h 
m essu n g e n  — m it b e trä c h t l ic h e r  M ehrarbeit a n  M essung u n d  B erech n u n g  
v e rb u n d e n  ist, dafü r a b e r  g e w ä h r t sie w esen tlich  m e h r  E x a k th e it  u n d  M öglich
k e i t  a ls  die au f e inem  P a rs w e r t  b eg rü n d e ten  M eth o d en . O hne u n se r  V er
fa h re n  h ie r noch e in m al e rö r te rn  zu wollen, m ö c h te n  w ir im m erh in  no ch m als  
b e to n e n , daß  die A n w e n d u n g  dieses V erfahrens b e i d en  p rak tisch en  M essun
g en  k a u m , oder gar k e in e  M eh ra rb e it im V erg le ich  z u  den  früheren  M ethoden  
b e d e u te t .  Diese T a tsa c h e  s p r ic h t  auch vom  S ta n d p u n k t  der W irtsc h a ftlic h k e it 
fü r  d ie  von  uns v o rg esch lag en e  M ethode, w eil w ir  n ach h er d u rch  p ra k tis c h  
g le ich e  A rbeit eine w e se n tlic h e  — und zugleich  s e h r  nötige — G en au ig k e its
s te ig e ru n g  erzielen k ö n n e n . B ezüglich  der E ic h m e ssu n g e n  u n d  deren  B erech 
n u n g e n  — die w ir (v o n  d e n  K on tro llm essungen  abhäng ig ) n u r  in  gew issen 
Z e ita b sc h n itte n  d u rc h fü h re n  m üssen  — w eisen w ir  h ie r  a u f  die in  d er S tu d ie  [3] 
e rw ä h n te n  V ere in fachungsm öglichkeiten , w o d u rc h  die von S c h ä d l i c h  als 
m a x im a l bezeichneten  M eß- u n d  B erech n u n g sa rb e iten  sich w eitg eh en d  v e r
m in d e rn  und  weniger Z e it in  A nspruch  nehm en  a ls  z. B. eine HEUVELiNKsche 
K re is te ilu n te rsu ch u n g , w e lch e  obendrein die T e ils tr ic h  V erbesserungen n ich t 
l ie fe r t  u n d  daher n u r  q u a lif iz ie ren d  ist. D ie V ere in fach u n g en  sind  in  u m  so 
g rö ß e re m  Maße zu lässig , j e  k le iner die K rü m m u n g sfe h le r  sind. M it e le k tro 
n isc h e n  R echenm asch inen  k ö n n e n  die B e rech n u n g en  au ch  ohne V ere in fach u n 
g en  se h r  schnell e rled ig t w e rd e n . Bei großen K rü m m u n g sfeh le rn  — v o n  den  
so g e n a n n te n  D äm m en g a n z  abgesehen — k ö n n e n  w ir aber selbst v o n  d ieser 
M e th o d e  keine von  re g e lm ä ß ig e n  Fehlern  fre ie  E rgebn isse  e rw a rte n , wie 
w ir  d ies, im  G egensatz z u  W y s s , bereits in  [3 ]  fe s tg es te llt u n d  n eu e rd in g s  
in  [9] ausführlicher b e g rü n d e t  haben.

W ir haben ö fte rs , z u le tz t  in  [9] d a ra u f  h ingew iesen , daß  au ch  z u r  
B e s tim m u n g  bzw. E r fa s s u n g  der K rü m m ungsfeh le re in flü sse  von  L ibellen  
n o c h  gewisse F o rsc h u n g sa rb e ite n  erforderlich s in d . W eite r m üssen  w ir auch  
d ie M öglichkeiten  d e r E r fa s s u n g  bzw. A u ssc h a ltu n g  oder V erm in d eru n g  d e r  
(be i d e n  Feldm essungen zw eifellos sehr w ich tigen ) sog. tem p e ra tu rab h ä n g ig e n  
F e h le r  prüfen. Bei u n s e re n  zu r E rfassung v o n  K rü m m u n g sfeh le rn  d u rc h 
g e fü h r te n  serienm äßigen L ib e llen u n te rsu ch u n g en  m u ß te n  w ir schon u . a. auch  
d ie  m öglichst v o lls tän d ig e  A usschaltung  d e r te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  F eh le r 
s ic h e rn , und  in diesem  Z u sam m en h an g  auch d ie  te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  F eh le r 
p rü fe n . H ier bem erken  w ir , d aß  diese U n te rsu c h u n g e n  zur E n ts te h u n g  des 
in  [10] beschriebenen a u to m a tis c h e n  L ib e llen p rü fe rs  m it P h o to reg is tr ie ru n g  
fü h r te n ,  m it dem  w ir a u c h  d ie  E inw irkung d e r  d u rc h  die K ö rp erw ärm e  des
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B eo b ach te rs  h e rv o rg eru fen en , ung le ich m äß ig en  u n d  v erän d erlich en  T em p e
ra tu rv e r te ilu n g  au ssc h a lte n  kon n ten . D ie s ich  bei den L ib e llen p rü fu n g en  
b ew äh rten  M ethoden  k ö n n en  n a tü rlic h  be i F eld m essu n g en  n ic h t an g ew en d e t 
w erden , sie k ö n n en  a b e r A u skünfte  ü b e r die Q uellen  sowie d en  V e r la u f  u n d  
au ch  die A n h a ltsp u n k te  zu r E rfassung  v o n  te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  F eh le rn  
geben.

Im  L aufe u n se re r  b isherigen  U n te rsu c h u n g e n  hab en  wir die te m p e ra tu r 
ab h äng igen  F eh le r in  zwei G ruppen  g e te ilt: u . z. in  th erm o m ech an isch e  und  
th e rm o h y d ro s ta tisc h e  F eh le r. U n te r  th e rm o m ech an isch en  F eh le rn  v e rs te h e n  
w ir jen e  F eh le r, die d u rc h  F o rm v e rä n d e ru n g  in  den  M eta llfassungen  bei 
T em p era tu re in w irk u n g en  v e ru rsach t w erden . W e ite r  sollen die d ie R uhelage  
d er B lase b ee in flu ssen d en  E rsche inungen , w elche  in  der F lüssigke it d e r  L ib e l
len  d u rch  die ung le ichm äß ige  T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  v e ru rsa c h t w erden , 
th e rm o h y d ro s ta tisc h e  F eh le r g en an n t w e rd en . D ie B enennungen  s in d  v ie l
le ich t n ich t die z u tre ffe n d s ten , aber w ir m u ß te n  w ährend  u n se re r  U n te r
suchungen  die F e h le r  versch iedenen  U rsp ru n g s  vone inander u n te rsc h e id e n , 
u n d  so h ab e n  w ir, als vo rläu fig e  L ösung, d ie obige G rupp ierung  d e r  F eh le r 
angew endet.

Die te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  F eh le re rsch e in u n g en  sind in  d e r M eßprax is 
n a tü rlic h  schon lange b e k a n n t, u n d  es is t  d e sh a lb  n u r die Suche n a c h  ih re r  
U rsache u n d  die B e s tim m u n g  d er Größe d e r h erv o rg eru fen en  F e h le r  neueren  
U rsp rungs. D iesbezüg lich  h a lte n  w ir die A rb e it  [1 1 ]  von D r o d o f s k y  fü r  die 
b ed eu ten d ste , w elche die zu r E rfassung  d er W irkungsw eise  der L ibe llen  e rfo r
derlichen  p h y sik a lisch en  u n d  chem ischen E rsc h e in u n g e n  — eben a u f  d en  F all 
der L ibellen  bezogen  — e rö r te r t . D er b esondere  W e rt dieser A rb e it lie g t d a rin , 
d aß  sie zah lreiche c h a ra k te ris tisch e  A ngaben  u n d  T abellen  e n th ä lt , m it  deren  
H ilfe die sich  in  d en  L ibellen  absp ie lenden  E rsch e in u n g en  au ch  q u a n t i ta t iv  
verfo lg t w erden  k ö n n en . Diese D a ten  sind  a lle rd in g s  in  e rs te r L in ie  fü r  die 
L ibellenherste ller w ich tig , w ährend  die G e o d ä te n  u n d  A stronom en  d ie  G ü te  
u n d  die V erläß lich k e it d e r W irkungsw eise a n  d e n  fertigen L ibe llen  se lb st 
p rü fen  m üssen . So wie w ir uns bei den g eo d ä tisch en  In s tru m e n te n  m it den  
P rü fu n g en  in  den  F a b r ik e n  n ich t begnügen  d ü rfe n , sondern  in  d e r R egel 
aus den K o n tro llm essu n g en  im  sog. e n d m o n tie r te n  Z ustan d  d ie  c h a ra k 
te ris tisch en  D a te n  d e r In s tru m e n te  b e s tim m en : so is t es auch bei d en  L ibellen  
u n en tb eh rlich , ih re  F u n k tio n sfeh le r  aus d en  in  ih rem  b estim m u n g sg em äß en  
Z u stan d  d u rc h g e fü h rte n  M essungen zu e rm itte ln . In  dieser H in s ic h t h a t  die 
F o rsch u n g  noch  w eite  A ufgaben , weil b eso n d ers  die ex perim en te lle  B e s tim 
m u n g  der th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F eh le r n o ch  als ein  ungelöstes P ro b lem  
b e tra c h te t  w erden  m u ß .

D ie th e rm o m ech an isch en  Feh ler e n ts te h e n  h au p tsäch lich  d u rc h  die 
D ila ta tionsbew egungen  d e r  L ibellenfassung . Im  Sinne der in  [2] b e re its  
e rw äh n ten  U n te rsu c h u n g e n  von  S a m e l  u n d  P i n k w a r t , w eiter n a c h  den
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d ie sb ezü g lich en  th e o re tisc h e n  E rw ägungen  v o n  D r o d o f s k y  [11; S. 17] k a n n  
es a ls  erw iesen  angesehen w e rd e n , daß  die T e m p e ra tu rä n d e ru n g  bei d e r  A n w e n 
d u n g  v o n  spannungsfre iem  G lasm ate ria l k e ine  n en n esw erte  W irk u n g  a u f  die 
F o rm  des G laskörpers d e r  L ib e llen  u n d  so au ch  a u f  die K rü m m u n g  d e r  L a u f
f lä c h e  a u sü b t. Die v o n  d e r  T e m p e ra tu rä n d e ru n g  herv o rg eru fen en  D e fo rm a 
t io n e n  beeinflussen  d a h e r  d ie  rich tige  W irkungsw eise  der L ibellen  p ra k tis c h  
n u r  im  W ege der F assu n g , jed en fa lls  ab er au ch  d a v o n  abhängig , ob d ie  T em 
p e ra tu rv e r te i lu n g  der L ib e lle  g leichm äßig  is t, o d e r n ich t.

E s  k an n  schon bei g le ichm äß iger T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  d u rc h  d ie  v e r 
sc h ie d e n e  D ila ta tio n  v o n  G las u n d  F assu n g  eine S p an n u n g  e n ts te h e n , w elche 
d ie  K rü m m u n g  der L a u ff lä c h e  — von der A u sfü h ru n g  der F assung  a b h ä n g ig  — 
e rfa h ru n g sg e m äß  b e d e u te n d  v e rän d e rn  k an n .

Im  Falle e iner u n g le ich m äß ig en  T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  su p e rp o n ie r t  
s ich  d ie  d u rch  die v e rsc h ie d e n en  D ila ta tio n en  d e r E infassungs-, B e fe s tig u n g s
u n d  A u fh än g u n g sste llen  d e r  L ibellen  h e rv o rg eru fen e  E n ts te llu n g  a u f  d ie  obige 
E rsc h e in u n g , und dies k o m m t in ih re r E n d fo rm  einer D e ju s tie ru n g  gleich.

I n  solchen F ällen  is t  d ie  A nhäu fu n g  d er F e h le r  allerdings n o ch  k o m p li
z ie r te r ,  w eil — wie w ir d a r a u f  gleich e ingehen  w ollen  — die u n g le ich m äß ig e  
T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  sich  n o ch  au f andere  W eise ausw irk t. Z ur U n te rsc h e i
d u n g  d e r Fehlerteile  is t  es a b e r  w esentlich , die F eh lerquellen  zu  t re n n e n .

D ie th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F eh ler t r e te n  ausschließlich  als F u n k tio n  
d e r  ung le ichm äßigen  T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  au f. W ie d a ra u f au c h  be i d er 
E in fü h ru n g  der B en en n u n g  dieses Fehlers h ingew iesen  w urde, w e rd e n  h ie r 
je n e  F e h le r  u n te rsu ch t, d ie  d u rc h  die S u m m ieru n g  d er die G leichgew ichtslage 
d e r  B lase  bzw. der F ü llf lü ss ig k e it gem einsam  beein flussenden  G ra v ita t io n s 
u n d  th erm isch en  W irk u n g e n  en ts teh en . Solche Fehlereinflüsse s in d  auch  
sch o n  lan g e  b ek an n t, z. B . b e i den M essungen m itte ls  S ekunden libe llen  beim  
A n h a u c h  der Libelle in  d e r  N ähe eines B lasenendes. M it einem  A n h a u c h  
g a n z  au s  der N ähe k a n n  d iese  F eh le re rsch e in u n g  v erg rö ß ert gezeig t w erd en , 
u n d  z. B . hei den A ch sen libe llen  der W ild  T4 T heodolite  b ew eg t sich  die 
B la se  in  solchen F ä llen  n ic h t  selten  um  2 — 3 P a rsw e rte  nach  d e r w ä rm eren  
S te lle . W enn wir die A b lesu n g en  ins F e ld b u c h  d ik tie ren , w ird  sozusagen  
a u f  d ie  Libelle »draufgesprochen« , u n d  au ch  dies k a n n  im  k le in e re n  M aße 
d ie  o b ige  E rscheinung h e rv o rru fe n . D aru m  sc h ü tz e n  w ir bei den  P rü fu n g e n  
d ie  L ib e llen  gegen die u n m itte lb a re  W irk u n g  d e r  K örperw ärm e des B e o b ach 
te r s  u n d  besonders des e rw ä h n te n  A nhauchs sch o n  lange m it e in er G lasw an d , 
a b e r  d ie  beste L ösung , m in d en s ten s  fü r  die P rü fu n g , is t die v o lls tä n d ig e  
A u ssc h a ltu n g  des B e o b a c h te rs  m it H ilfe e n tsp re c h e n d e r A u to m a tis ie ru n g  d er 
B eo b ach tu n g en .

A u f die zu e rw a rte n d e  G röße solcher F e h le r  h a t  D r o d o f s k y  a u c h  eine 
m a th e m a tis c h e  B eziehung  ab g e le ite t [11; Seite  23, Gl. 59], w elche a b e r  eh er 
e in e n  q u a lita tiv en  C h a ra k te r  h a t ,  weil — v o n  d en  k leineren  Y ern ach läss ig u n -
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gen abgesehen  — die zah len m äß ig en  W erte  d er d a r in  a u f tre te n d e n  p h y sik o 
chem ischen K o n s ta n te n  bei den  fertigen  L ibellen  aus d en  W erten  der schw ierig  
a b tre n n b a re n  th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F eh ler b e s tim m t w erden  m ü ß ten . E s 
is t näm lich  n ic h t üb lich , d a ß  diese physiko -chem ischen  K o n s ta n te n  von  den  
H ers te lle r-F irm en  m itg e te ilt  w erden . H ier b em erk en  w ir, d aß  in  den  in  [12] 
m itg e te ilten  au sfü h rlich en  U n te rsu ch u n g en  eine sog. T e m p e ra tu rk o n s ta n te  
aus F e ldm essungen  ab g e le ite t w urde , w elche fü r  die gem einsam e  K o rrek tio n  
d er th e rm o m ech an isch en  u n d  th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F e h le r  d ien te . Im  L aufe  
d er seh r u m sich tig en  U n te rsu ch u n g en  h a t  sich  eine T e m p e ra tu rk o n s ta n te  
von  2,0"/C° fü r  die IIo rrebow -L ibellen  der W ild  T4 T h eo d o lite  ergeben  [12;
S. 62], was so zu  v e rs te h e n  is t , d aß  zw ischen b e id en  E n d e n  des L ibellen 
ro h res  1° C des T e m p e ra tu ru n te rsc h ie d e s  einen B lasen au ssch lag  von  2" v e r
u rsach te . N ach  D r o d o f s k y  [11; S. 23] dagegen  m ü ß te  m a n  in  ähn lichem  
F a lle , allein w egen der th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F e h le r  m it einem  B lasen 
aussch lag  von  e tw a  10" rech n en . W ir m üssen  dem  noch  h inzu fügen , d aß  die 
th e rm o m ech an isch en  u n d  th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F e h le r  im  gleichen Sinne 
w irken  (die B lase bew eg t sich  im m er n ach  d er w ä rm eren  S telle), u n d  so ist 
d er zw ischen b e id en  E rg eb n issen  erscheinende W id e rsp ru ch  eigen tlich  noch  
größer. Es is t w ah r, d aß  bei den  in  [12] b esch rieb en en  U n te rsu ch u n g en  die 
äußere  T e m p e ra tu r  an  den  E n d e n  der M eta llfassung  d e r  L ibellen  gem essen 
w u rd e , hingegen die D a te n  v o n  D r o d o f s k y  a u f  die innere  T e m p e ra tu r
v e rte ilu n g  d er L ib e llen röh re  sich beziehen , u n d  so k a n n  d e r oben  festgeste llte  
W id ersp ru ch  au ch  m it d e r W ärm eiso lierung  d e r L ibe llen  e rk lä r t w erden . 
D ies d e u te t ab e r d a ra u f, d aß  d ieser zw ischen den  zw eierlei T em p era tu ren  
b esteh en d e  U n te rsch ied  v o n  S c h ä d l i c h  n ich t b e rü c k s ic h tig t w urde , u n d  so 
is t seine In te rp re ta t io n  d e r U n te rsu ch u n g en  v o n  D r o d o f s k y  bezüglich  d er 
G röße der T em p era tu rfeh le re in flü sse  n ich t ganz e in w an d fre i. E x a k te  E rg e b 
nisse können  w ir a b e r au ch  h ie r n u r  aus den  in  L a b o ra to r ie n  d u rch g efü h rten  
E ichm essungen  e rw arten . E s s te h t  aber au ß er Zw eifel, d a ß  m an , zu r H e ra b 
se tzu n g  der T em p era tu re in flü sse , d er F rage der W ärm eiso lie ru n g  der S ek u n d en 
libe llen  d u rch  A n w en d u n g  von  ze itgem äßen  Iso lie rs to ffen  eine v iel größere 
S o rg fa lt w idm en m u ß . A uch  m üssen  die S ekunden libe llen  vom  W ind  b ed eu ten d  
besser als bis j e tz t  g e sch ü tz t w erden . Gegen diese F eh le re in w irk u n g en  v e r
sp r ic h t die V erw endung  v o n  m it T h e rm o s ta t g e sch ü tz ten  L ibellen  g u te  E rfolge. 
In  A n b e tra c h t d e r W ich tig k e it so lcher M essungen is t die d a d u rc h  en ts teh en d e  
geringe M ehrbe lastung  d u rc h a u s  tra g b a r .

I n  V erb in d u n g  m it den  th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F e h le rn  wollen w ir a u f  
einen  b isher a u ß e r  a c h t gelassenen  U m stan d  h inw eisen . W en n  w ir eine T em 
p e ra tu rv e r te ilu n g  m it e inem  k o n s ta n te n  T e m p e ra tu rg ra d ie n te n  en tlan g  d er 
L ibelle  v o rau sse tzen  — solche w urde  auch  von  D r o d o f s k y  in  seinen U n te r 
suchungen  e rö r te r t  —, d a n n  h a t  der th e rm o h y d ro s ta tisc h e  F eh le r bei e iner 
L ibelle  m it feh le rfre ie r K rü m m u n g  in derselben  L ibellen lage  bei jed e r B lasen 
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läg e  d en se lb en  W ert. In  so lchem  F alle  w erden  die in  e iner L ibellen lage  d u rc h 
g e fü h r te n  W inkelm essungen , als U n tersch ied e  v o n  zwei B lasen lagen , du rch  
d ie  th e rm o h y d ro s ta tisc h e n  F e h le r  n ic h t b e la s te t. D asselbe g ilt im  obigen 
F a lle  a u c h  fü r die th e rm o m e c h a n isch e n  F eh le r. M it d en  S ekunden libellen  
m ü sse n  w ir aber du rchw egs in  zwei L agen  m essen u n d  d a n n  m u ß  d a m it 
g e re c h n e t w erden, d aß  die T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  d er L ibelle  in  d e r zw eiten 
(sy m m etrisch en ) L ibellen lage  e n tg eg en g ese tz t w irk t. D ie in  d e r  L ibelle  e n ts te 
h e n d e  T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  w ird  n äm lich , von  d er K ö rp erw ärm e  des B eobach 
te r s  abgesehen , du rch  k o n s ta n t  an n eh m b are  W ärm eq u ellen  he rv o rg eru fen . 
W e n n  sich  die Lage d e r L ibelle  gegen diese v e rä n d e rt, ä n d e r t  sich  auch  die 
T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  d e r L ibelle  d em en tsp rech en d . W en n  w ir en tsp rech en d e  
Z e it z u r  B eruhigung d e r L ibelle  u n d  fü r  die E n ts te h u n g  e iner s ta tisch en  
T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  v o ra u sse tz e n , so w ird  die T e m p e ra tu rv e r te ilu n g  der 
L ib e lle  in  der sy m m etrisch en  L age in  bezug  a u f  die L ibelle se lb s t dem  Sinne 
u n d  d e r  Größe n ach  e n tg e g e n g e se tz t sein, u n d  die te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  
F e h le r  b e lasten  m ith in  d en  N eigungsw in k e lu n te rsch ied  zw ischen  den  zwei 
L ib e llen lag en  m it dem  d o p p e lte n  B e trag . Diese a u f  d er H a n d  liegende F e s t
s te l lu n g  k a n n  m an b e re its  in  [11] bei D r o d o f s k y  v o rfin d e n , u n d  so is t die 
ScHÄDLlCHsche A nsich t sch w er zu  v e rs teh en , w onach  d er E in f lu ß  d er von  uns 
als th e rm o h y d ro s ta tisc h  b e z e ic h n e te n  K o m p o n en te  der te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  
F e h le r  d u rch  M essung in  zw ei L ibellen lagen  v e rm in d e rt w erd en  k an n . U m  
M iß v e rs tän d n isse  zu v e rm e id e n , sei b e m e rk t, d aß  w ir h ie r u n te r  M essungen 
in  zw ei L ibellenlagen die M essungen  m it e iner u m  eine v e r tik a le  A chse d reh 
b a r e n  u n d  dam it v e rb u n d e n e n  L ibelle in  zwei sy m m etrisch en  L agen  — v o r 
u n d  n a c h  der D rehung  — v e rs te h e n . W enn  die L ibelle n ic h t d u rc h  D reh u n g , 
so n d e rn  m itte ls  U m h än g u n g  in  sy m m etrisch e  Lage g e b ra c h t w ird , d an n  
m ü sse n  w ir auch die m ech an isch en  U nsich erh e iten  d er A u flag eän d eru n g en  
in  R e c h n u n g  ziehen. D iese is t  g a r n ic h t zu ve rn ach lässig en , w eil z. B . bei 
e in e r  H ängelibelle  m it e inem  H a k e n a b s ta n d  von  30 cm  eine ein se itige  H ö h en 
ä n d e ru n g  im  A ufliegen u m  0,00015 m m  (d. h . u m  e tw a  ein  D r it te l  d er L ic h t
w e llen län g e) schon einen  W in k e lfeh le r v o n  0,1" v e ru rsa c h t. D ie U m h än g u n g  
is t  d a h e r  in  unserem  F a lle  k e in e  en tsp rech en d e  L ösung.

I n  der P rax is  t r e te n  die te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  F e h le r  n ic h t in den  
o b ig e n  v e re in fach ten  F o rm e n  a u f  u n d  es is t d a ru m  die A u sa rb e itu n g  eines 
e in fa c h e n  M eßverfahrens zu  ih re r  e x a k te n  E rfassu n g  n ic h t le ic h t. D ies b e d e u te t 
a b e r  n ic h t, daß  w ir au ch  a u f  d em  G eb ie t d er E rfassu n g  v o n  te m p e ra tu ra b 
h ä n g ig e n  F eh lern  m it E ich m essu n g en  — ähn lich  wie bei d en  K rü m m u n g s
feh le re in flü ssen  — oder d u rc h  bessere A ussch a ltu n g  d ieser F eh lerquellen  
n ic h t  v o rw ärts  kom m en  k ö n n te n . D u rch  E rfassen  der reg e lm äß ig en  F eh le r
te ile  b e k a n n te n  U rsp ru n g s u n d  dxirch B estim m u n g  deren  A u sw irk u n g  — etw a 
d u rc h  A usgleichung bzw . d u rc h  V erm in d eru n g  der F eh le re in flü sse  — k an n  
n ä m lic h  die G enau igkeit b e d e u te n d  e rh ö h t w erden.
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I n  u n se ren , die vo rherigen  e infachen  F ä lle  b ehandelnden  E rö r te ru n g e n  
h ab en  w ir jed en fa lls  schon einige G esic h tsp u n k te  unserer w e ite ren  U n te r 
su ch u n g en  a n g ed eu te t.

Schließ lich  gehen w ir noch a u f  das v o n  S c h ä d l i c h  gleichfalls au fg e 
w orfene P ro b lem  ein : wie w eit in  der Z u k u n f t  P e n d e l-E in ric h tu n g e n  fü r 
a u to m a tisc h e  Z ie llin ieneinstellung  von F e rn ro h re n  bzw . In d ex e in s te llu n g  von  
A b lesev o rrich tu n g en  die L ibellen v e rd rä n g e n  w erden . A uf G ru n d  u n se re r  
b ish er ziem lich  um fassen d en  E rfah ru n g en  a u f  dem  G ebiete der P rü fu n g  von  
a u to m a tisc h e n  N iv e llie rin s tru m en ten  u n d  H ö h en in d ex en  sind w ir d e r M einung , 
d aß  m an  bei In s tru m e n te n  m it e iner a n g e s tre b te n  G enau igkeit v o n  0,1" 
infolge d er S chw ingungsem pfind lichkeit d e r  pendelm äß igen  L ösu n g en  noch  
m it b e d e u te n d e n  S chw eierigkeiten  rechnen  m u ß . D er W ind is t n ic h t n u r  bei 
den L ibellen  eine F eh lerquelle  (die d er te m p e ra tu ra b h ä n g ig e n  F e h le r ) , er 
v e ru rsach t au ch  bei den  P en d e lg e rä ten  F e h le r , d a  er sie in  S chw ingung  b r in 
gen k a n n . W eite r m üssen  w ir noch b e a c h te n , d a ß  in  den  P e n d e lg e rä te n  in  
d er R egel P rism en , Spiegel oder andere  o p tisch e  E lem en te  a n g ew en d e t w er
den, deren  unverm eid lich e  H erste llungsfeh le r b e i d er G en au ig k e itsfo rd e ru n g  
von 0 ,1 "  schon  in  E rsch e in u n g  tre te n  k ö n n e n . E s w äre noch v e r f rü h t ,  in  
d ieser H in s ic h t e in  endgü ltiges U rte il zu b ild en , doch  im  In teresse  d e r w e ite ren  
F o rsch u n g en  h a lte n  w ir es fü r a n g e b ra c h t, die diesbezüglichen A n s ic h te n  
von S c h ä d l i c h  m it w eite ren  G esich tsp u n k ten  zu  ergänzen.

A u f G ru n d  des b isherigen  w ürde es sch w er sein, v o rau szu sag en , w an n  
die a u ß e ro rd e n tlich  e in fachen , v e rh ä ltn ism ä ß ig  k le inen  u n d  dabei r e la t iv  seh r 
g enauen  L ibellen  d u rch  die e rw äh n ten  P e n d e lg e rä te  v e rd rä n g t w erden . B ezü g 
lich d er S ekunden libellen  is t  es an d ere rse its  anzunehm en , daß  d ie  ra sch e  
E n tw ick lu n g  d e r H erste llungstechno log ie  u n d  d e r P rü fm eth o d en  a u c h  zu r 
B esserung  d e r Q u a litä t  d er S ekunden libellen  fü h re n  w ird. Es d ü rf te  w e ite r 
die e lek tro n isch e  R ech en tech n ik  auch deren  A n w en d u n g  e rle ich tern . So k ö n n e n  
die S eku n d en lib e llen  noch  lange fü r die g eo d ä tisch en  u n d  a s tro g eo d ä tisch en  
M essungen nü tz lich e  D ienste  le isten . D eshalb  besch äftig en  w ir uns in  u n se rem  
L a b o ra to riu m  se it län g e re r Z eit auch  m it d en  L ib e llen u n te rsu ch u n g en , w elche 
schon  n ach  u n se rem  u rsp rüng lichen  P lan  s tu fenw eise  auch  au f die P rü fu n g  
u n d  m ög lichst au ch  a u f  die U n sch äd lich m ach u n g  d er T e m p e ra tu re in w irk u n 
gen hei den  S ekunden libellen  ausg ed eh n t w erd en . A us den schon e rw ä h n te n  
G rü n d en  m u ß te n  w ir ab e r m it den P rü fu n g e n  d e r K rüm m u n g sfeh le re in flü sse  
beg innen . D ie h ie r an g ed eu te ten  R ich tlin ien  d e r P rü fu n g  von T e m p e ra tu r 
e inw irk u n g en  m ögen zeigen, d aß  unsere  d iesbezüg lichen  P läne  w eit v o r  dem  
E rsch e in en  d e r ScHÄDLiCHschen S tud ie  [1] en tw o rfen  w aren. D iese A u fg ab e  
k a n n  ab e r k u rz fr is tig  n ic h t gelöst w erden  u n d  ih re  Lösung e rfo rd e r t sow ohl 
Z eit w ie auch , als V orausse tzung , die E rfa ssu n g  d er K rü m m u n g sfeh le re in 
flüsse d er L ibellen .
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O N  T H E  D E T E R M IN A T IO N  O F  SM ALL SL O P E  A N G L E S  B Y  U SIN G  A S E C O N D -S P IR IT
L E V E L

A. T Ä R C Z Y -H O R N O C H  a n d  G Y . A L P Á R

SU M M A RY

A s is well k n ow n , th e  a cc u rac y  (m ean e rro r)  to  be  reach ed  in  the  d e te rm in a tio n  of 
s lo p e  an g les  by  using  a  se c o n d -sp irit  level is 0.1". H i th e r to  in v estig a tio n s p ro v ed  t h a t  com 
p u t in g  w ith  th e  value  o f th e  av erag e  d ivision an  e r ro r  o f  1.5" or even m ore sh o u ld  be  ta k e n  
in to  a c c o u n t. T herefore, a  m e th o d  was developed, b y  th e  use of w hich th ese  e rro rs  could  
b e  c o n s id e ra b ly  lessened. In  h is p a p e r  c ited  here Sc h ä d l ic h  agrees w ith  th e  d em an d  re fe rrin g  
to  0 .1". H ow ever, w ith  re g a rd s  to  th e  fa c t th a t  te m p e ra tu re  effects conduce to  e rro rs  w hich  
a re  e v e n  as g rea t, he ta k e s  th e  c o m p u ta tio n  based  o n  th e  av erag e  value  of a  d iv is ion  as being  
s a t is fa c to ry .  A ccording to  o u r  o p in io n  it  is m ore e x p e d ie n t  to  e lim inate  erro rs w hich  c an  be 
c h e c k e d , while re la te d  to  th o se  w h ich  so fa r c an n o t be  c h eck ed  y e t, m ethods fo r th e ir  e lim i
n a t io n  o r a t  least lessen ing  of sam e  should be so u g h t fo r . T h e  p ap er gives d irec tiv e s  fo r th e  
e lim in a tio n  or lessening of e rro rs  resu ltin g  from  te m p e ra tu re  effects.
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D E  LA D É T E R M IN A T IO N  E X A C T E  D E  P E T IT S  A N G L E S D ’IN C L IN A IS O N  
A U  M O Y E N  D E  N IV E A U X  D E  H A U T E  P R É C IS IO N

A . T Á R C Z I-H O R N O C H  e t  G Y . A L P Ä R

R É SU M É

D ans la  d é te rm in a tio n  des angles d ’inelinaison , les n iv eau x  de h a u te  p réc is io n  d o iv en t 
a ssu re r , com m e on sa it,  u n e  p récision  (e rreu r m o y en n e) de 0,1". Des rech e rch es  e ffec tuées 
p a r  les a u te u rs  il re sso rt que  d a n s  le calcu l u t il is a n t les v a leu rs  de g ra d u a tio n  m o y en n es, il 
f a u t  c o m p te r avec des e rre u rs  de  1,5" e t m êm e plus g ran d es . U ne m éth o d e  p ro p o sée  p a r  l’é tu d e  
p e rm e t u n e  d im in u tio n  co n sid érab le  de ces e rreu rs . D an  son  é tu d e  c itée, S c h ä d l i c h  a d m e t 
l’ex igence d ’une  p récision  de 0,1", m ais en  ra iso n  des e rre u rs  non m oins g ra n d es  causées 
p a r  les e ffe ts de te m p é ra tu re , il se c o n te n te  du  ca lcu l à va leu rs  de g ra d u a tio n  m oyennes. 
Selon l ’av is  des a u te u rs , il c o n v ie n t d ’élim iner les e rre u rs  d é te rm in ab le s , e t  de c h e rc h e r de 
n o u v e au x  procédés p e rm e tta n t  d ’élim iner si possib le , ou  d u  m oins d im in eu r les e r re u rs  qu i ne 
p e u v e n t p as encore ê tre  d é te rm in ées . Les a u te u rs  in d iq u e n t en fin  les d iverses  poss ib ilité s  
d ’é lim in a tio n  ou de d im in u tio n  des e ffe ts de te m p é ra tu re .

К ТОЧНОМУ ОПРЕДЕЛЕНИЮ НЕБОЛЬШИХ УГЛОВ НАКЛОНА С 
ПОМОЩЬЮ УРОВНЯ С ОТВЕСОМ, ИМЕЮЩИМ СЕКУНДНОЕ ДЕЛЕНИЕ

А. ТАРЦИ-ХОРНОХ и Д. АЛЬПАР

РЕЗЮМЕ

При помощи уровней с отвесом, имеющих секундное деление, как известно, необ
ходимо достигать точности (средней ошибки) порядка 0,1". Из проведенных до сих пор 
исследований следует, что в случае расчетов при помощи средних значений необходимо 
считаться с погрешностями порядка 1,5" и даже более, и поэтому сообщается метод для 
значительного снижения влияния этих погрешностей. В цитированной работе Шедлиха 
он согласен с требованием точности порядка 0,1", но, исходя из того, что температурные 
воздействия вызывают неменыную погрешность, он считает достаточным производить 
расчеты при помощи средних значений. По нашему мнению установимые ошибки целесо
образнее устранить, в то же время по неустановимым до сих пор ошибкам необходимо 
искать методы для их возможного устранения или же хотя бы снижения. В отношении 
устранения и снижения температурных воздействий в работе приведены определенные 
соображения.
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GEOPHYSICAL INVESTIGATION OF THE 
GEOTHERMAL ZONES OF THE EARTH

V. S C H E F F E R

DR. TECHN. SC.
HUNGARIAN OIL- AND GAS-INDUSTRIAL TRUST, BUDAPEST 

[M anuscrip t received O c to b e r 3, 1963]

B ased  on a s tu d y  of th e  c ru s ta l th ick n ess m ap  o f th e  C arp a th ian  B asin s, c o n s tru c te d  
o n  seism ological d a ta , th e  conclusion  can  be d raw n  th a t  th e  regional v a r ia tio n s  o f  th e  geo
th e rm ic  g ra d ie n t in  th is  a rea  follow  th e  changes in  th e  th ick n ess  of th e  E a r th  c ru s t.

I f  th e  g ra v ita tio n a l anom alies, seism ological re la tio n s , h e a t flow values o f th e  rem a in in g  
g e o th e rm a l zones o f th e  E a r th  a re  in v es tig a ted , i t  c an  b e  observed  th a t  in som e p lac es  th e  
a b n o rm a lly  h igh  h e a t flow  a rea s  a re  re la te d  n o t to  th e  e le v a te d  position  of th e  M ohorovicic  
d isc o n tin u ity , b u t  to  re la tiv e  h e ig h ts  in th e  u p p e r d is c o n tin u ity  surfaces.

F in a lly , som e g e o th e rm a l zones o f th e  E a r th ,  s i tu a te d  along deep fa u lts  o f  c o n tin e n ta l  
size, g ive  a p ro o f th a t  c e rta in  g eo th e rm a l zones w ere d ev elo p ed  in areas o f su ch  d eep  fau lts .

O u r geo therm ic  in v es tig a tio n s , ca rried  o u t  in  th e  p ast few y e a rs , show  
th a t  th e  geo therm ic  g ra d ie n t, in  th e  c e n tra l zone o f th e  C a rp a th ia n  B asins, 
h as  a reg iona l m in im um  averag in g  ab o u t 20 m /°C , as rep resen ted  in  F ig  1 [1].

In  o rder to  s tu d y  th e  position  o f th e  g eo th e rm ic  anom aly  w ith  re la tio n  
to  th e  v a ria tio n s  in  th e  th ick n ess  o f th e  E a r th ’s c ru st, Fig. 2 w as d raw n , 
show ing  th e  c ru s ta l th ick n ess  in th e  zone o f  th e  C arpath ian  B a s in s , based  
on seism ological d a ta .

O n th is  m ap , th e  d e p th  con tours o f  th e  M ohorovicic d is c o n tin u ity  are 
show n a t  10 km  in te rv a ls .

F o r th e  co n stru c tio n  of th is  m ap , th e  c ru s ta l  thickness v a lu e s  o f  th e  
C a rp a th ia n  B asins an d  o f th e  su rro u n d in g  c o u n tr ie s  were considered , acco rd ing  
to  th e  sources lis ted  below :

F o r H u n g a ry , a 33 k m  value was o b ta in e d  by  E . B i s z t r i c s a n y  and  
D . Cs ö m ö r  [2] from  th e  in te rp re ta tio n  o f th e  d a ta  of the  1956 D u n a h a ra s z ti  
e a r th q u a k e . As a f in a l in te rp re ta tiv e  conc lusion , th e  au tho rs m e n tio n , th a t  
“ th e  g ran itic  lay er show s a th ick en in g  from  H elg o lan d  tow ards H a s la c h , and , 
acco rd in g  to  our re su lts , th is  seems to  co n tin u e  to w a rd s  the  C a rp a th ia n  B a s in ” .

A n o th e r d e te rm in a tio n  of th e  c ru s ta l th ic k n e ss  in  H u n g a ry  w as m ade 
b y  D . C s ö m ö r  and  J .  G á l f y  [ 3 ]  on e v a lu tin g  th e  N ógrád  e a r th q u a k e  in  1 9 5 1 .  

A ccord ing  to  th is , “ a c ru s ta l th ickness o f 3 4  —  3 9  km  is given in  th e  a re a  of 
th e  H u n g a ria n  B asin ” . A n o th e r im p o r ta n t s ta te m e n t in th is  w o rk  is th a t  
th e  th ick n ess  of th e  c ru s t is m uch less w ith in  th e  basin , th a n  b e y o n d  th e  
C arp a th ian s .

T he d a ta  for th e  so u th e rn  p a r t  o f th e  G re a t H ung arian  P la in , fo r th e  
te r r i to ry  o f th e  E a s t an d  S ou th  C a rp a th ian s  a n d  for th e  R o u m a n ia n  P la in

10 47/3—4 Act a Techn. Hung. 47. (1964)
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Fig. 2. T he th ick n ess of th e  E a r th ’s c ru s t in the  zone of th e  C a rp a th ian  B asins, accord ing  to V. S c h e f f e r .

G
EO

PH
Y

SICA
L IN

V
ESTIG

A
TIO

N
 OF TH

E G
EO

TH
ERM

A
L ZONES



412 V. SCHEFFER

w ere  p u t  a t our d isposa l b y  th e  P residen t o f th e  Seism ological D e p a rtm e n t 
o f  th e  A cadem y of S ciences o f  th e  R o u m an ian  P e o p le ’s R epub lic , P ro f. G. 
P e t r e s c U . These fu rn ish  th e  following c ru s ta l th ic k n e ss  d a ta :

I n  th e  so u th eas te rn  m a rg in a l zone o f th e  G re a t P la in , th e  d e p th  o f the  
M o h o ro v ic ic  d isc o n tin u ity  w a s  determ ined  as 44 k m , from  th e  d a ta  o f  th e  
T im is o a ra  ea rth q u ak e  in  1959 p rep ared  b y  G. P e t r e s c u , C. R a d u  an d  P. 
I o n e s c u - A n d r e i  [4].

G . P e t r e s c u  a n d  C. R a d u  [5] assem bled  th e  c ru s ta l th ick n ess  values 
d e te rm in e d  for R o u m an ian  te r r i to ry  up to  th e  p re se n t, for th e  C. E . S. (Com 
m iss io n  E uropéenne S éism olog ique) congress h a ld  in  J e n a  in S ep tem b er 1962.

T h e  dep th  of th e  M ohorov ic ic  d isco n tin u ity :

B u cu resti zone, m e a n  v a lu e  61 km
C îm pulung „  „  „  57 „
Ia s i  „  „  „  46 „  .

I n  th e  V ran cea-F o csan i d is tr ic t, in  th e  m o s t e a s te rn  p a r t  o f th e  S ou th  
C a rp a th ia n s  and th e  m o s t so u th e rn  p a r t  o f th e  E a s t  C arp a th ian s, on th e  
S o u th e a s t  section of th e  C a rp a th ia n  Arc, a m ean  v a lu e  of 72 km  was o b ta in ed . 
T h e  l i te ra ry  sources u sed  h e re  are  con ta ined  in  o u r lis t of l ite ra tu re  [6, 7, 8, 
9 , 10 , 11, 12, 4, 13, 14, 15, 16 an d  17].

T h e  crustal th ick n ess  v a lu e  of <  50 k m  fo r th e  en v iro n m en t o f  Sofia, 
B u lg a r ia , was ind ica ted  on  th e  basis of the  w ork  o f  I . P e t k o v  and  E . G r i g o - 

r o v a  [ 1 8 ] .

T h e  40 km  va lu e  fo r  th e  Southw est c o rn e r o f  th e  R ussian  P la tfo rm  
a n d  th e  45 km  value fo r th e  fo reground  o f th e  N o r th -E a s t  C arp a th ian s  were 
t a k e n  from  the c ru sta l s e c tio n  published  in  th e  s tu d y  of A. A. B o r i s o v  and 
G . I .  K r u g l j a k o v a  [19]. T h is  section was d ra w n  accord ing  to  g ra v ita tio n a l 
d a t a ;  fo r  th e  P re c a rp a th ia n s , i t  tak es  a d e p th  o f 3 5 —40 km  of th e  M ohorovicic 
d is c o n tin u ity  in to  ac c o u n t a n d  considers a f u r th e r  rise  tow ards th e  ce n tra l 
zone  o f  th e  P ann o n ian  B a s in  as probable.

T h e  45 km  value fo r  a ro u n d  V ienna w as ta k e n  from  th e  in te rp re ta tio n  
o f  th e  1927 Schw adorf e a r th q u a k e  d a ta  b y  V . C o n r a d  [20].

T h e  35 km  value fo r  S o u th  B ohem ia is p re se n te d  on th e  basis  o f the  
in fo rm a tio n  by Prof. A. Z á t o p e k  [21].

T h e  29 km va lu e , c h a ra c te r is tic  for th e  s o u th e rn  p a r t  o f th e  G erm an  
D e m o c ra tic  R epublic is b a s e d  on the in fo rm a tio n  from  th e  c o llab o ra to r  of 
th e  I n s t i t u t  für B o d e n d y n a m ik  u n d  E rd b eb en fo rsch u n g  der D eu tsch en  A k a
d e m ie  d e r  W issenschaften  in  J e n a , W . U l l m a n n  [ 2 2 ] .

T h e  crustal th ic k n e ss  v a lu es  for A lz-S alzach  (33 km ), H o fk irchen - 
S eh w in d eg g  (29 km ), O ste rm ü n ch en -M an g fall (32 k m ), Im m e n s ta d t (36 km ) 
a n d  M in d e lh tim  N ord- K a u fb e u re n  N ord (31 k m ), in d ic a te d  in th e  fo reg round  
o f  t h e  B av arian  A lps, o r ig in a te  from  a tre a tis e  b y  H . I . L i e b s c h e r  [23].
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Fig. 3. C rusta l th ick n ess values o f th e  C a rp a th ian  B asins in th e  M ed ite rran ean  M o u n ta in  b e lt.
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T he 45 km  v a lu e  fo r  Cansiglio, N o rth  I ta ly ,  com es from  a tre a tise  b y  
P .  Ca l o i  [24]. T he d e p th  va lu es  of 60 k m  fo r Salo, re sp ec tiv e ly , fo r G ran 
S asso  d ’lta l ia  (the l a t t e r  n o t  being in d ica ted  on th e  m a p , sim ilarly  to  the  
v a lu e  fo r Iasi, R o u m a n ia )  w ere tak en  over from  an  in te rp re ta tio n  b y  D. d i  
F i l i p p o  and  F. P e r o n a c i  [25].

T h e  th ree th ic k n e ss  v a lu es  for th e  c o a s ta l zone o f Y ugoslav ia , 39 km  
fo r  C a v ta t, 41 km  fo r th e  en v iro n m en ts  o f  N iksic  an d  44 km  a t  T ito g rad , 
a re  v a lu es  com pu ted  fro m  g ra v ita tio n a l an o m alies  b y  M. R o k s a n d i c  [26].

I f  we s tu d y  th e  c ru s ta l  th ickness m ap  o f th e  C a rp a th ia n  B asins, c o n s tru c 
te d  fro m  seism ological d a ta ,  a considerable th in n in g -o u t o f th e  E a r th ’ c ru st 
c a n  b e  observed in  th is  a re a .

T he d ep th  of th e  M ohorovicic  d isc o n tin u ity  in  th e  cen tra l zone o f th e  
m a n t le  h igh un d er th e  H u n g a ria n  B asin  is, acco rd in g  to  th e  seism ological 
d a ta ,  33 km .

In  every  d irec tio n  fro m  th is  m an tle  h ig h , a s tro n g  deepen ing  o f  th e  
M ohorov ic ic  d isc o n tin u ity  is observable. T he v a lu e  o f th is  deepen ing  is ab o u t 
40  k m  around  B raso v , a b o u t  30 km  on th e  A d ria tic , 10 k m  in  th e  fo reground  
o f  th e  N o rth -E ast C a rp a th ia n s  and  in  th e  V ien n a  B asin . F ro m  th e  la t te r ,  
in  th e  d irection  o f th e  B o h em ian  M assive, to  th e  N o rth  an d  th e  W est, the  
su rfa c e  o f the  m a n tle  rises  a b o u t 20 k m . In  th e  S o u th -E a s t, b e tw een  th e  
B a lk a n  M ountains a n d  th e  A d ria tic , the  re la tiv e  h igh  o f th e  m an tle  ex ten d s 
a t  a  c o n s ta n t d ep th  o f  a b o u t  40 km  to w ard s  th e  S o u th -E a s t.

F ro m  the  s tu d y  o f  th is  c ru sta l th ick n ess  m a p  o f th e  C a rp a th ian  B asins 
zo n e , co n struc ted  from  seism ological d a ta , th e  conclusion  can  be d raw n  th a t  
th e  reg iona l v a ria tio n s  o f  th e  geotherm ic g ra d ie n t, observed  in  th is  area 
a n d  rep resen ted  in  F ig . 1, follow  th e  v a r ia tio n s  o f th e  c ru s ta l th ick n ess  in  
a  sen se  th a t  th e  m in im u m  zone of the  g eo th erm ic  g ra d ie n t in  th e  C a rp a th ia n  
B a s in s  corresponds to  th e  near-su rface  h ig h  o f  th e  m an tle .

In  Fig. 3, th e  10 k m  d e p th  con tours o f  th e  m a n tle  h igh  are d raw n  in to  
th e  o u tlin e  of K o b e r ’s M e d ite rran ean  ran g e . T h e  d raw in g  im m ed ia te ly  allows 
fo r  th e  app recia tion  o f  th e  m a n tle  high co rresp o n d in g  to  th e  so-called “ M edian 
M a ss” , fu rth e r  th e  c o n n e c tio n  of th e  la t te r  to  th e  o rogenetic  vergencies.

T he resu lt of th e se  s tu d ie s  m ake th e  a ssu m p tio n  p ro b ab le  th a t  th ere  
is a close connection  b e tw e e n  th e  procedure o f o rogenesis an d  th e  to p o g ra p h y  
o f  th e  E a r th ’ m an tle .

T he seism ological in v es tig a tio n s  re la te d  to  th e  w este rn  b asin  o f  th e  
M e d ite rra n e an  in d ica te  th e  e lev a ted  positio n  o f  th e  g abbro  an d  p e rid o tite  
in  th e  eastern  I ta lia n  zone o f  th is  area, su rro u n d e d  b y  th e  T y rrh en ian . The 
g e o th e rm a l zones a ro u n d  L ardere llo , M onte A m ia ta , V iterbo , T olfa an d  in 
S a rd in ia  lie over th e  E a s t  p a r t  of th is  m a n tle  h ig h  [27, 28, 29, 30].

G eophysical e x p lo ra tio n s , m ade in  th e  g eo th e rm a l zones fo r n a tu ra l 
s te a m  or th e rm al w a te r , a im , in  m an y  cases, a t  th e  d e tec tio n  o f deep fau lts .
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In  genera l, how ever, i t  can  be observed  th a t  th e  geo therm al zones o f  th e  
E a r th  lie over reg ionally  e lev a ted  p a r ts  o f  th e  deep er section  o f  th e  c ru s t.

T he reg ional h ighs o f th e  m a n tle  surface or o f th e  d isc o n tin u ity  su rfaces 
o f  th e  c ru s t p re sen t th em selves, as th e ir  d e n s ity  v alues are h igher th a n  th o se  
o f  th e ir  e n v iro n m en t, as reg iona l g ra v ita tio n a l m ax im a .

Fig. 4. P rofile  across th e  A tla n tic  R idge, m easu red  w ith  G raf-type  sea g ra v im e te r

In  ou r F ig . 4, p ro file  su rv ey ed  w ith  G ra f-ty p e  sea g ra v im e te r  across 
th e  A tla n tic  R idge is show n, to g e th e r  w ith  its  geological in te rp re ta t io n  [31].

Since th e  th e rm a l c o n d u c tiv ity  values o f  th e  deeper and  g en era lly  m ore  
co m p ac t p a r ts  o f th e  c ru s t are  h ig h er th a n  th o se  o f  th e  layers n e a re r  to  th e  
E a r th ’s su rface , th e  te r re s tr ia l h e a t flow  is o f h ig h e r value in  th e  zone o f  th e  
e lev a ted  p a r ts  o f th e  deeper lay e rs .

N a s o n  an d  L e e  [ 3 2 ]  p u b lish ed  in  1 9 6 2  a h e a t flow  section  across 1 4  

p o in ts  o f th e  A tlan tic , from  M artin iq u e  to  th e  C an ary  Is lan d s. T he v a lu es

Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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o b se rv ed  range  from  0.3 to  6.5 • 10-e  yMcal/cm2/sec. The h igher v a lu es  w ere 
fo u n d  o v er th e  A tla n tic  R idge, w ith in  a w id th  o f 200 km , th e  low er v a lu es , 
on  th e  o th e r  h a n d , on th e  flan k s o f th e  R id g e , s im ila rly  to  th e  E a s t  P ac ific  
R ise , th e  ea s te rn  ridge  o f th e  P acific  O cean .

In  h is c u m u la tiv e  re p o r t  on th e  g eo th e rm a l be lts  o f th e  E a r th ,  I . R . 
E l i z o n d o  [27], ra p p o r te u r  a t  th e  geo th erm ic  conference of th e  U n ite d  N a tio n s, 
he ld  in  R om e, 1961, ra ised  th e  follow ing q u es tio n :

“ In  areas w ith  v o lcan ic  P liocene to  R e c e n t rock , lack ing  superfic ia l 
h y d ro th e rm a l m a n ife s ta tio n s , w h a t w ill be th e  possib ilities o f f in d in g  com m er
c ia l s te a m  in th e  su b su rfa c e ? ”

I n  th e  sam e re p o r t ,  G. B o d v a r s s o n  [ 3 3 ]  estab lishes th a t ,  a d m ittin g  
a re la t io n  betw een  th e  kn o w n  h ig h te m p e ra tu re  geo therm al d ep o sits  o f th e  
E a r th  a n d  zones o f re c e n t volcanic a c t iv i ty , th e  th e rm a l a c tiv ity  is b y  fa r 
n o t  so fre q u e n t as v o lcan ism . To th e  re la tiv e ly  g rea t n u m b er o f  vo lcanoes, 
o n ly  a  su rp ris in g ly  sm all n u m b er o f s ig n ifican t th e rm a l zones belong .

I n  th e  follow ing we w ish to  an sw er th e  q u es tio n  raised  b y  I .  G. E l i 

z o n d o ,  b y  th e  re su lts  o f  th e  geophysical in v es tig a tio n s  o f th e  g eo th e rm al 
zones o f  th e  E a r th , g iv ing , a t  th e  sam e tim e , a geophysical c r ite r io n  for th e  
d e te c tio n  o f  p re se n tly  u n k n o w n  g eo th e rm a l zones.

B ased  on ou r experiences g a th e re d  in  th e  C a rp a th ian  B asin s  an d  in 
th e  w e s te rn  p a r t  o f th e  M ed ite rran ean , w hich  w as d iscussed in  th e  foregoing, 
a n d  to  exam ine  w h e th e r th e y  are o f g enera l v a lid ity  for th e  geo th e rm al zones 
o f th e  E a r th  or n o t.

In  F ig . 5, th e  g eo th e rm al zones o f th e  E a r th  are p resen ted , accord ing  
to  th e  m a te r ia l co llec ted  b y  I . R . E l i z o n d o  a n d  th e  L ardere llo  C om pany .

U r r y  [ 3 5 ] ,  i n  h i s  w o r k  p u b l i s h e d  i n  1 9 4 9 ,  g i v e s  a n  e x p l a n a t i o n  f o r  t h e  

v a r i a t i o n s  o f  t h e  t e r r e s t r i a l  h e a t  f l o w  a s  f o l l o w s :

“ T h e  h e a t from  th e  in te rio r  m u s t flo w  th ro u g h  th e  o u te r  c ru s t an d  in 
so d o in g , i t  affects th e  te m p e ra tu re  o f th e  u p p e r  surface lay ers  o f  th e  e a r th . 
T h is  te m p e ra tu re  w ill n o t be  un ifo rm  b u t  w ill v a ry  w ith  th e  th e rm a l conduc
tiv i t ie s  o f th e  v a rio u s m a te ria ls  in  th e  su rface  an d  near-su rface  o f  th e  c ru s t 
a n d  w ith  th e ir  geom etric  d is tr ib u tio n .”

A s to  th e  deep er p a r ts  of th e  c ru s t, h a v in g  d en sity  and  th e rm a l con
d u c t iv i ty  values h ig h e r th a n  th e  lay ers  n e a re r  to  th e  surface, i t  is th e  g ra v it
a tio n a l an o m aly  p a t te r n  t h a t  gives an  in fo rm a tiv e  view .

I n  F ig . 6, th e  m ap  o f th e  free-a ir an o m alies  o f th e  E a r th ,  d e te rm in ed  
up  ti l l  3 1  D ecem ber, 1 9 5 9 ,  com pu ted  fo r a 5° X  5° ne tw o rk  is p re sen ted , 
c o n s tru c te d  b y  th e  H u n g a ria n  S ta te  G eophysica l In s t i tu te  R o lan d  E ö tv ö s, 
a n d  b a se d  on W .  A . H e i s k a n e n ’s d a ta  [ 3 4 ] ,  w ith  1 0  m gal in te rv a ls .

I t  is a d m itte d  t h a t  iso s ta tic  an om alies are  m ore co n v en ien t for th e  
d e lin e a tio n  o f th e  la rg e  s tru c tu re s  o f th e  E a r th  c ru s t, th a n  free-a ir anom alies 
a re . H o w ev er, th e  iso s ta tic  m ap o f th e  E a r th  is n o t com plete  y e t ;  fo r th e
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Fig.  5. Geothermal zones of the Earth.
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F ig. 6. F ree -a ir anom alies over th e  E a r th ,  acco rd ing  to  W . A. H e i s k a n e n  
(T he te x t  of th e  signes 1 a n d  3 as p e r legend h av e  been  exchanged  by  e rro r.)
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t im e  bein g  i t  is n o t p o ssib le  to  p resen t th e  iso s ta tic  anom alies on a single 
m a p . F o r  th e  in v es tig a tio n  o f  th e  d ifferen t a rea s  we h av e  th u s  ta k e n  v a rio u s 
is o s ta t ic  m aps, of a loca l c h a ra c te r  from  th e  reg io n a l p o in t o f view , in to  con
s id e ra tio n .

In  Fig. 7, show ing  th e  geo therm al a reas  o f  th e  E a r th , th e  follow ing 
a re  rep re sen ted :

th e  areas of th e  fre e -a ir  anom alies o f v a lu es  h ig h er th a n  10 m gals,
know n geo therm al zo n es o f th e  E a r th , on th e  basis o f a co llection  b y  

I .  R . E l i z o n d o  an d  th e  L ard e re llo  C om pany,
t e r r e s t r i a l  h e a t  f l o w  v a l u e s  h i g h e r  t h a n  2 . 0  j U c a l / e n F / s e c ,  a c c o r d i n g  t o  

t h e  d a t a  o f  t h e  7 8 0  h e a t  f l o w  m e a s u r e m e n t s  g a t h e r e d  b y  W .  H . K . L e e  [ 3 6 ]  

u p  t i l l  t h e  b e g i n n i n g  o f  1 9 6 3 ,  a n d

th e  epicenters o f  shallow -focus e a r th q u a k e s  h av in g  m ag n itu d es g rea te r  
t h a n  7 , recorded  from  1904 to  1952, according to  C. F . R i c h t e r  an d  B. G u t e n 

b e r g  [ 3 7 ] .

A  com parison a n d  a n a ly s is  of these d a ta  g re a tly  co n trib u te s  to  th e  k n o w 
le d g e  o f  th e  m a c ro te c to n ica l re la tions of th e  g eo th e rm a l zones o f th e  E a r th .

I f  we com pare th e  p o s itio n  of th e  g eo th e rm a l zones of th e  A m erican  
c o n t in e n t  w ith  the  g ra v ita t io n a l  p a tte rn , th e  conclusion  m ay  be d raw n  
t h a t  a ll th e  14 g eo th e rm al a re a s  of the  USA, M exico an d  E l S a lv ad o r as well 
as th e  S o u th  A m erican  g e o th e rm a l zones lie over th e  v e ry  m ark ed  g ra v ita tio n a l 
m a x im u m , w hich passes a lo n g  th e  whole o f A m erica . The com parison  to  th e  
g ra v ita t io n a l  anom alies m a y  also be m ade b y  u s in g  th e  iso sta tic  an o m aly  
m a p s  pub lished  b y  th e  I s o s ta t ic  In s ti tu te  o f th e  In te rn a tio n a l A ssocia tion  
o f  G eodesy  [38].

T h e  geotherm al a re a  o f  H aw ai sim ilarly  lies on  a g ra v ita tio n a l m ax im u m . 
T h e  g eo th erm al area o f  Ic e la n d  corresponds to  a p o s itiv e  g ra v ita tio n a l an o m aly .

B esides the  N o r th  A fric a n  geo therm al zone, belonging to  th e  w estern  
b a s in  o f  th e  M e d ite rra n e an , a lread y  re fe rred  to , we have  to  m en tio n  th e  
th e r m a l  zone o f Colli E u g a n e i and  M onti B eric i, N o rth  I ta ly , ly in g  on th e  
r id g e  o f  an  isostatic  m a x im u m  [39].

T h e  g rav ita tio n a l a n d  seism ological in v e s tig a tio n s  carried  o u t in  th is  
a re a  in d ica te  an e lev a ted  zone o f th e  g ran itic  c ru s t  o f th e  E a r th  [40, 24, 25].

T h e  very  in te re s tin g  iso s ta tic  anom alies o f  J a p a n  have  been  s tu d ied  
a n d  w ritte n  up by  H e i s k a n e n  [41].

A  com parison o f  th e s e  anom alies to  th e  20 g eo th e rm al zones in  J a p a n  
sh o w s a good areal co rresp o n d en ce .

T h e  g ra v ita tio n a l an o m alies  of th e  g eo th e rm al a rea  o f K a m c h a tk a , 
U S S R , arc  no t p u b lished  y e t .  F ro m  th e  resu lts  o f th e  geophysical o b se rv a tio n s 
m a d e  in  th is  area in  1957 — 1958 [42], how ever, i t  can  be s ta te d  t h a t  an 
e le v a te d  zone of th e  g ra n itic  c ru s t  ex tends u n d e r  th e  a rc  of th e  K u rili Is la n d s , 
f ro m  th e  Jap an ese  is la n d s  to w a rd s  K a m c h a tk a .
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T h e g eo therm al zones o f New Z ealand  a n d  R áb áu l, fu r th e r  th e  o th e r  
g eo th e rm a l areas of th e  W est In d ia n  a rch ip e lag o  are  s itu a ted  on s ig n if ic a n t 
g ra v ita tio n a l anom alies an d  on th e ir  p e r ip h e ry .

T h e  tw o  well know n E a s t A frican g eo th e rm a l areas are no t c h a ra c te r iz e d  
b y  m ark ed  g ra v ita tio n a l anom alies, b u t  are re la te d  to the deep fa u lts  o f  th e  
know n A frican  tren ch es [43], show n in F ig . 8.

F ig . 8. T he E a s t A frican  R ift S ystem , acco rd in g  to  R. W. G ir d l e r

E a r t h q u a k e  e p i c e n t e r s  a n d  g e o t h e r m i c  a n o m a l i e s

A ccord ing  to  G u t e n b e r g , th e  cause o f  ea rth q u a k e s  lies in  th e rm a l 
energy . T he p o sitio n  o f e a rth q u a k e  ep icen tre s , in  re la tion  to  g e o th e rm ic  
an o m a ly  zones, seem s to  s tren g th en  th is  a ssu m p tio n  (Fig. 9).

Act i  Techn. Hung. 47. (1964)
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Fig. 9. Shallow -focus e a rth q u ak e s  of m ag n itu d es h igher th a n  7, from  1904 till 1952, accord ing  to  R ic h t e r  an d  Gu t e n b e r g
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In  general, th e  e a r th q u a k e  ep icen tres lie on th e  flanks o f reg io n a l h ighs 
o f th e  E a r th ’s c ru s t .

T he la rg es t seism ic b e lt of th e  E a r th ,  th e  so-called “ C ircum -P acific  
B e lt” , follows th e  w este rn  coasts o f N o rth  a n d  S o u th  A m erica fro m  C ape 
H o rn  to  A laska , th e n  i t  b o rd e rs  th e  areas o f  g eo th e rm ic  anom alies a long  th e  
e a s te rn  co ast o f th e  A sian  co n tin en t, th ro u g h  J a p a n  and  In d o n esia  to  N ew  
Z ealand .

In  F ig . 7, o n ly  th e  ep icen tres o f e a r th q u a k e s  stro n g er th a n  m a g n itu d e  
7 are  in d ica ted . B y  considering  th e  lesser m a g n itu d e s , it  is possible to  v e rify , 
t h a t  th e  seism ic zone o f  th e  Pacific  is fo llow ed b y  th a t  b ro ad  E a s t-W e s t 
seism ic b e lt — second  in  im p o rtan ce  — w hich  e x te n d s  from  th e  h igh  m o u n ta in s  
o f S ou th  A sia th ro u g h  th e  M ed ite rran ean  to  G ib ra lta r  [44].

The th ird  e x te n d e d  seism ic b e lt passes fro m  th e  A rctis to  th e  A n ta rc tis , 
a long  th e  A tla n tic  R id g e ; th e  fo u rth , from  th e  M iddle In d ia n  ta b le - la n d  to  
E a s t  A frica. S m alle r e a rth q u a k e  zones su rro u n d  th e  is land -g roups o f  th e  
A tla n tic  an d  P ac ific .

E v en  th is  sim p le  d escrip tions p o in ts  to  th e  re la tio n  betw een  g e o th e rm a l 
zones an d  e a r th q u a k e  a reas.

I t  m u s t be m e n tio n e d  th a t  80%  o f th e  e a r th q u a k e s  are re leased  in  th e  
P acific  a rea  an d  som e 15%  in  th e  area  o f th e  H im a la y a  and  in  th e  m o u n ta in -  
sy s tem  o f th e  A lps.

T e r r e s t r i a l  h e a t  f l o w  o b s e r v a t i o n s

F ro m  th e  p o in t  o f  v iew  of geo therm ics, g re a t a tte n tio n  shou ld  be  p a id  
to  th e  com prehensive  w orks o f W . H . K . L e e . A m ong these , “ H e a t flow  d a ta  
an a ly sis” , ed ited  a t  th e  beg inn ing  o f 1963, p u b lish es  th e  resu lts  o f 634 h e a t  
flow  observ a tio n s — 73 co n tin e n ta l an d  561 oceanic.

A ccording to  L e e ’s analysis , th e  m ean  v a lu e  o f th e  te r re s tr ia l  h e a t  
flow  is

1.5 i  0.15 /tca l/cm 2/sec,

th e  co n tin e n ta l m e a n  v a lu e  being  1.43 /m a l/cm ^sec  and  th e  oceanic  m ean  
va lu e  1.65 /ical/cm 2/sec.

In  Ju n e , 1963, L e e  a lread y  h ad  th e  d a ta  o f  m ore th a n  900 h e a t  flow  
m easu rem en ts  a t  h is d isposa l [45]. O u t o f  th e se , 757 were used , 92 b e in g  th e  
n u m b e r o f th e  c o n tin e n ta l  an d  665 th e  n u m b e r  o f  oceanic m easu rem en ts . 
T he a rea l d is tr ib u tio n  o f  th ese  is show n in a  5° X 5° ne tw o rk  in  F ig . 10.

W e h av e  no  in te n tio n  o f giving a d e ta iled  a cco u n t of th is  n ew est w ork , 
o n ly  to  m en tio n  t h a t  acco rd ing  to  th is  new  m a te r ia l  th e  a r ith m e tic  m e a n
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v a lu e  o f  th e  te r re s tr ia l  h e a t flow  is

1.61 /ical/cnFsec,

1.48 b e in g  th e  co n tin e n ta l a n d  1.63 th e  ocean ic  m ean  value.
I n  th e ir  p re se n t w ork , L e e  an d  M a D c o n a l d  a tte m p t to  co m p are  th e  

h e a t  Полу w ith  th e  u n d u la tio n s  o f th e  geoid . F a ilin g  to  o b ta in  a n y  p ro b a b le

F ig . 12 . T h e  E u ro p ea n  geoid  c o n s tru c ted  in  2 m  v a lu e  in te rv a ls  in  Colum bus (Ohio) in  1954 — 57
acco rd in g  to  W . A. H e is k a n e n

re s u lts ,  how ever, th e y  f in a lly  rem ark , t h a t  i t  is possible th a t  th e  te r re s tr ia l  
h e a t  f lo w  anom alies are  sm alle r th a n  th e  a p p ro x im a tio n  applied .

T h a t  th is  is re a lly  so, is illu s tra te d  b y  th e  following exam ple .
I n  o u r F ig . 11, th e  p a t te rn  of geoid u n d u la tio n s , d raw n b y  K a u l a  

a c c o rd in g  to  sa te llite  o b se rv a tio n s  is g iven  [46]. I f  we regard  th e  E u ro p e a n  
p a r t  o f  th is  m ap , th e n , on acco u n t of th e  20 m  in te rv a l of v a lues, th e  geoid
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highs o f  th e  C a rp a th ian  B asin , o f th e  w estern  b as in  o f th e  M ed ite rran ean , 
o f  N o rth  A frica an d  E n g lan d , w hich  re fer to  a g rea t h e a t flow , are n o t  obv ious.

If, how ever, we re g a rd  th e  E u ro p ean  u n d u la tio n s  o f th e  geoid c o n s tru c te d  
in  C olum bus, to  be seen in  F ig . 12 [47], th e  h igh  h e a t  flu x  a reas , as local 
u n d u la tio n s , are  well to  be seen on it.

In  F ig . 7, we re p re se n te d  th e  h e a t flow  p o in ts  exceeding  2 /ical/cnP/sec 
o f  th e  E a r th ,  th a t  w ere kn o w n  u n til  th e  beg inn ing  o f  1963, even in th o se  p a r ts  
o f  th e  P acific  O cean, o f w hich  th e  g rav itio n a l anom alies are  n o t kn o w n  up 
to  th e  p resen t.

160° 140° 120° 80°

F ig . 13. H igh  h e a t flow  v a lues o f th e  E as t Pac ific  R ise , acco rd ing  to  H e r z e n

T he high h e a t flow  v a lu es  o f  th is  a rea  fall to  th e  E a s te r  R ise  o f  th e  
P ac ific , as is know n from  H e r z e n ’s d a ta  [48]. (See F ig . 13).

A com parison  o f th e  h igh  h e a t flow  spo ts o f  th e  E a r th  w ith  th e  g ra v it
a tio n a l m ax im u m  areas opens th e  possib ility  o f  check ing  w h e th e r th e  geo
th e rm a l zones lie over th e  h ighs o f th e  c ru st.

I t  can  be s ta te d  t h a t  th e  g ra v ita tio n a l m ax im u m , co rresp o n d in g  to  
th e  A tla n tic  R ise, a t  th e  sam e tim e  ind ica tes a m ax im a l h e a t flow  a rea .

T he h igh  flow  va lu e  o bserved  in E n g lan d  lies over an  a rea  o f  p ositive  
g ra v ita tio n a l anom aly .

11 * Acta Techn. Hung. 47. (1964)
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T h e  high h e a t flow  v a lu e s  observed in  th e  C a rp a th ian  B asin , in  E a s t 
A u s tra l ia  and in th e  N o r th  o f  N ew  Zeeland coincide w ith  zones o f g ra v ita tio n a l 
m a x im a .

F in a lly , the  h igh  h e a t  flow  zones of th e  In d ia n  O cean m a y  be re la ted  
to  th e  deep fau lts o b se rv a b le  in  th is  area .
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G E O P H Y S IK A L IS C H E  U N T E R S U C H U N G  D E R  G E O T H E R M IS C H E N  G E B IE T E
D E R  E R D E

V. SCHEFFER

Z U SA M M EN FA SSU N G

Die K a rte  de r E rd k ru s te n m ä c h tig k e ite n  d e r  Z one de r K a rp a te n b ec k en , w elche a u f  
G ru n d  von  seism ologischen D a te n  zu sam m en g este llt w u rd e , bew eist, d aß  die reg ionalen  
Ä n d e ru n g en  der g e o th e rm isch e n  T iefenstufe  dieses G eb ie tes  die Ä n d erungen  de r E rd k ru s te n 
m ä c h tig k e it  w iderspiegeln .

D ie U n te rsu ch u n g  d e r  S chw ereanom alien , d e r  se ism ologischen V erh ä ltn isse , die W erte  
d e s  W ärm estro m es d e r a n d e re n  geo therm ischen  G eb ie te  d e r E rd e  b rin g t u n s  zu  de r F e s t
s te llu n g , daß  einige g e o th e rm isch e  Gebiete n ic h t a n  e in e  H ochlage der M ohorovicicflâche, 
so n d e rn  a n  re la tiv e  E rh e b u n g e n  de r ü ber dieser l ie g e n d en  D isk o n tin u itä ts f lä ch e n  gebunden  
s in d .

E in ige g eo th e rm isch e  Z o n en , welche sich a u f  G e b ie ten  großer B ru ch fläch en  von  k o n 
t in e n ta le m  A usm aße b e f in d e n , bew eisen , daß  sich d iese lb en  en tlan g  dieser T ie fb rü ch e  geb ildet 
h a b e n .

IN V E S T IG A T IO N  G É O P H Y S IQ U E  DES ZO N E S G É O T H E R M IQ U E S  D E  L A  T E R R E

V. SCHEFFER

R É SU M É

E n  é tu d ia n t la  c a r te  de  l ’épaisseur de la  c ro û te  te r re s tre  dans la  rég io n  des B assins 
C a rp a th iq u e s , c o n s tru ite  su r  la  b ase  de données sé ism olog iques, o n t p e u t c o n s ta te r  que les 
v a r ia tio n s  du  g ra d ie n t g é o th e rm iq u e  su iven t d an s  c e t te  rég io n  les ch an g em en ts  d ’épaisseur 
d e  la  c roû te .

L ’é tu d e  des a n o m a lie s  d e  la  g ra v ita tio n , des re la tio n s  séism ologiques e t  des va leu rs 
d u  f lu x  géo therm ique  des a u tr e s  zones g éo th e rm iq u es d e  la  T erre  p e rm e t de  c o n s ta te r  que 
d a n s  ce rta in s  lieux , les ré g io n s  à  f lu x  therm iq u e  p lu s  é levé  que le no rm al so n t liées n o n  pas 
à u n e  p ro fo n d eu r m o d érée  de la  d isco n tin u ité  M o h orov ic ic , m ais à une  é lév a tio n  re la tiv e  des 
su rfa ce s  de d isco n tin u ité  su p é rieu re s .

C ertaines zones g é o th e rm iq u e s  de la  T erre , s itu ée s  le long de frac tu re s  de d im ensions 
c o n tin e n ta le s , p ro u v e n t q u e  des zones géo th e rm iq u es s’é ta ie n t  form ées d an s les régions de 
te lle s  frac teu re s  p ro fo n d es .

ГЕОФИЗИЧЕСКОЕ ИЗУЧЕНИЕ ГЕОТЕРМИЧЕСКИХ ЗОН ЗЕМЛИ
В. ШЕФФЕР

РЕЗЮМЕ

Изучение карты распределения мощностей земной коры, построенной для терри
тории Карпатских бассейнов по данным сейсмологии, позволяет сделать вывод о том, 
что региональное изменение величины геотермического градиента, наблюдаемое в данном 
районе, следует изменению значений мощности земной коры.

Анализируя гравитационные аномалии, сейсмологические условия и величины 
теплового потока других геотермических зон Земли, можно установить, что районы с 
повышенными по сравнению с нормальными значениями теплового потока приурочены 
не к зонам с приподнятым залеганием горизонта Мохоровичича, а к относительным под
нятиям более высоко залегающих границ разделов.

А некоторые геотермические зоны Земли континентального масштаба, располагаю
щиеся по глубинным разломам, указывают на образование отдельных геотермических зон 
в зонах глубинных разломов.

Acta Techn. Hung. 47. (1964)



ÜBER DIE ERDMAGNETISCHEN BEOBACHTUNGEN 
IM OBSERVATORIUM BEI NAGYCENK 

UND ÜBER DEREN AUSWERTUNG

Á. W A L L N E R

GEOPHYSIKALISCHES FORSCHUNGSLABORATORIUM DER UNGARISCHEN AKADEMIE 
DER WISSENSCHAFTEN, SOPRON

[E ingegangen  am  24. O k t. 1963]

Im  b e i N ag y cen k  lieg en d en  O b serv a to riu m  des G eophysika lischen  F o rsch u n g s la b o 
ra to r iu m s d e r U n g arisch en  A kadem ie  de r W issen sch aften  f in d e n  seit 1960 reg e lm äß ig  e rd 
m ag n e tisch e  R eg is tr ie ru n g en  s t a t t .  D ie E m p fin d lic h k e it  d e r  beiden  zur R e g is tr ie ru n g  der 
e rd m ag n e tisch en  E lem en te  b e n ü tz te n  V ario m e te rsy s tem e  w u rd e  so g ew äh lt, d a ß  d iese fü r 
die n a ch  P e rio d en g ru p p e n  d u rc h g e fü h rten  A b lesu n g en  g ü n stig  sei. Die A b so lu tw e rte  der 
m ag n e tisch en  E lem en te  w erd en  v o rläu fig  aus den  im  E rd m a g n e tisc h en  O b se rv a to r iu m  v o n  
T ih a n y  des G eo p h ysika lischen  In s t i tu te s  »E ötvös L ó rán d «  gem essenen W erten  ab g e le ite t. 
Zw ischen d en  b e id en  O b serv a to rie n  w erden  jä h r l ic h  zw ei V erb in d u n g sm essu n g en  d u rc h 
g e fü h rt.

Z ur A u sw ertu n g  de r e rd m ag n e tisch en  R e g is tr ie ru n g en  w u rd e  eine M ethode  en tw ic k e lt, 
die m it d e n  E rg eb n issen  d e r E rd s tro m re g is tric ru n g en  des O b serv a to riu m s b. N . e in en  g u ten  
V erg leich  e rm ö g lich t. D iese M ethode g ib t ü b e r  d ie V e rte ilu n g  d e r V a ria tio n en  v o n  v e rsch ie 
d enen  P e rio d en  ein  g u tes  R ild . Z um  Schluß  w erd en  e in ige  B eispiele an g efü h rt, u m  zu zeigen , 
im  w elchen  M aße d ie m ag n e tisch en  u n d  te llu risch en  E rg eb n isse  verg le ich b ar sind .

*

E in le itung

D as b e i N agycenk  liegende O b se rv a to riu m  des G eophysikalischen  F o r 
sc h u n g s la b o ra to riu m s d e r U ngarischen  A k ad em ie  d e r  W issenschaften  b eg an n  
seine A rb e it im  A u g u st 1957 z u n äch s t m it E rd s tro m re g is tr ie ru n g en . D as 
H a u p tz ie l des im  IG J  e rb a u te n  O b serv a to riu m s is t  die L ieferung  v o n  D a ten  
zu r U n te rsu c h u n g  des e lek tro m ag n e tisch en  F e ld es  d e r  E rde . Zu d iesem  Zw eck 
w ar n eb en  den  E rd s tro m m essu n g en  auch  d ie  M essung der e rd m ag n e tisch en  
E lem en te  u n d  d e r a tm o sp h ä risch en  E le k tr iz i tä t  erfo rderlich . Als zw eiter 
S c h r it t  im  A u sb au  des O b serv a to riu m s b e g a n n e n  n a c h  e n tsp rech en d en  V o r
a rb e ite n  im  J u n i  1960 die regelm äßigen  e rd m a g n e tisc h en  R eg is trie ru n g en . Die 
regelm äß ige  M essung d e r A bso lu tw erte  d er erd  m agn etisch en  E lem en te  w u rd e  
in  d er zw eiten  H ä lfte  des J a h re s  1963 b eg o n n en . V erb indungsm essungen  m it 
d em  E rd m a g n e tisc h e n  O b serv a to riu m  in T ih a n y  e rm öglich ten  jed o ch , d a ß  die 
A b so lu tw erte  auch  in  d e r Ü bergangsperiode  m it noch  b ra u c h b a re r  G en au ig 
k e it  b e s tim m t w erden  k o n n te n . D er B eginn  u n se re r  M essungen h a t  n ic h t 
n u r  die G en au ig k e it e rh ö h t, sondern  au ch  z u r  gegenseitigen  K o n tro lle  b e i
g e trag en .

D as O b se rv a to riu m  b . N. (cp =  4 7 °3 7 ,6 ' N ; A =  16°43,2 ' E  Gr)  liegt 
im  n o rd w estlich en  T eil U n g arn s, e tw a 15 k m  östlich  von S opron , am  S ü d 
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u fe r  d es  F e rtő  Sees. Ü b er d ie  be i d er A usw ahl des O rtes m aßgebenden  B e d in 
g u n g e n  sowie über die a llg em ein e  g eophysika lische  und  geologische Lage 
b e r ic h te te n  A dam  u n d  V e r ő  in  ih re r A b h a n d lu n g  [1].

D ie  Registriereinrichtungen

D ie V aria tionen  d e r  e rd m ag n e tisch en  E lem en te  w erden  d u rc h  zwei 
v o m  D änischen  M eteoro logischen  I n s t i tu t  gelieferte  La C ourschen  V ario 
m e te rsy s te m e  reg is tr ie r t. D ie  E m p fin d lic h k e it des O stsystem s (N o. 1) is t 
d ie gew öhnliche, die des W estsy s tem s (N o. 2) — insbesondere d ie  d e r  V ario 
m e te r  H  u n d  Z  — is t g rö ß e r. D ie E m p fin d lich k e iten  der e inzelnen  V ario 
m e te r  s in d  im ersten  T eil d e r T afel I  angegeben . Die zwei S y stem e  m it

T afel I

System
Empfindlichkeit Temperaturgang der 

Basislinien
D’/mm (у/mm) H  yjmm Z  yj mm D H  y/°C z  y/°c

N o . 1 (Ost) . .  . 0,95 (5,69) 4,96 4,67 — +  1,37 —0,7
N o . 2 (W est) . 0.88 (5,26) 1,68 1.45 — +  5,0 +  6,1

v e rsc h ie d e n en  E m p fin d lich k e iten  ergänzen  e in a n d e r  gu t. D ie A uslesungen  
e rfo lg en  be i größerer A k tiv i tä t  von  den  u n em p fin d lich e ren , in  ru h ig e n  A b 
s c h n i t te n  dagegen von  d en  em p fin d lich eren  A u fn ah m en , w odurch  die A rb e it 
sc h n e lle r  und  genauer w ird .

D as  zur U n te rb r in g u n g  d e r R eg is trie re in rich tu n g en  d ien en d e  V ario 
m e te rh a u s  (Bild 1) wmrde m it d icken  W än d en  am  A bhang eines H ügels a u f
g e b a u t .  D adurch  k an n  d a r in  d er täg liche  T e m p e ra tu rg an g  a u f  ein ige Z eh n te l 
G ra d  h e rab g ese tz t u n d  k a n n  so v e rn ach lä ss ig t wrerden . D er jä h r lic h e  G ang 
in  d e n  beiden  Jah ren  1961 u n d  1962 w ar 15° C. D er T em p era tu rg an g  von  1° C 
v e ru r s a c h t  bei den V a rio m e te rn  eine Ä n d eru n g  d e r B asislin ien -W erte , deren  
G rö ß e  in  dem  zw eiten T e il d e r T afel I  angegeben  is t. Die L a C ourschen 
V a r io m e te r  für die H o riz o n ta l-  u n d  V e rtik a lk o m p o n en ten  s ind  m it e ire r  
o p tis c h e n  T em pera tu rk o m p en sie ru n g  v ersehen . E in  P rism a ist a u f  eine B im e ta ll
p la t te  b e fe s tig t und  dieses b ew eg t sich p ro p o rtio n a l d er T e m p e ra tu rä n d e ru n g . 
E s ä n d e r t  dabei den W eg d e r  vom  Spiegel des M agnets re fle k tie rten  L ic h t
m a rk e  d e ra r t ,  daß  d e r T e m p e ra tu rg a n g  des M agnets d ad u rch  k o m p en sie rt 
o d e r w en igstens v e rm in d e rt w ird . Bei d em  S y stem  1 is t die K o m p en sa tio n  
a u s re ic h e n d : V ariom eter Z x is t  sogar e tw as ü b erk o m p en sie rt. D agegen  is t 
d a s  S y s te m  2 n u r im  g e rin g en  M aße k o m p e n s ie rt und  die K o m p en sa tio n  
k a n n  n ic h t  m ehr v e rg rö ß e rt w erden , da  in  diesen In s tru m e n te n  fü r  g rößere  
B im e ta llp la tte n  kein  P la tz  v o rh a n d e n  is t.
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ERDM AGNETISCHE BEOBACHTUNGEN IM  OBSERVATORIUM  B E I NAGYCENK 433

Bei den se it e tw a  3 J a h re n  a rb e iten d en  V ariom etern  is t eine langsam e 
V era lte ru n g  d e r M agnete  b em erk b a r, w o ra u f  m an  aus d er V erm in d eru n g  
d er E m p fin d lich k e iten  u m  ein ige P ro zen te  u n d  aus dem  lan g sam en  V er
sch ieben  der B asislin ien -W erte  schließen k a n n . Diese E rsch e in u n g en  zeigen 
eine expo n en tie ll ab n eh m en d e  T endenz. •

B ild  1. Die beiden  fü r  m ag n e tisch e  M essungen b e s tim m te n  G ebäude im  O b se rv a to r iu m  bei 
N agycenk . Im  V o rd erg ru n d  das G ebäude  fü r  A bso lu tm essungen

Die B estim m ung  der Absolutwerte

Im  E rd m ag r.e tisch en  O b serv a to riu m  des G eophysikalischen  In s t i tu te s  
L o rán d  E ö t v ö s  (cp =  46° 54 ,0 ' N ; A =  17°53 ,6 ' E  Gr) in  T ih an y  w erden  seit 
1954 die A bso lu tw erte  d e r m agnetischen  E lem en te  regelm äßig  (w öchen tlich ) 
gem essen1. B eim  E n tw u r f  d er In s tru m e n ta tio n  des O b serv a to riu m s b . N.. 
w urde  d ieser U m sta n d  in  B e tra c h t gezogen. D an a c h  sollen die B estim m u n g en  
d er A bso lu tw erte  m it In s tru m e n te n  Q H M  u n d  BMZ aus D ä n e m a rk  erfolgen 
(Q H M  soll auch  als D ek lin a to riu m  d ienen), u n d  es is t g ep lan t, diese I n s t r u 
m en te  jäh rlich  in  T ih a n y , in  größeren Z e ita b sc h n itte n  auch  in  a n d e ren  O bser
v a to r ie n  zu e ichen . D azu  sei noch  b e m e rk t, d a ß  die m agnetischen  A rb e iten

1 V on den B e o b ac h tu n g e n  de r zeitlich en  Ä n d e ru n g en  des e rd m ag n e tisch en  Feldes 
in  U n g a rn  is t eine gesch ich tlich e  Z usam m enfassung  in  [2] e n th a lte n .
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434 A. W A LLNER

in  u n s e re m  In s t i tu t  in  e rs te r  L in ie  a u f  d ie  U n te rsu c h u n g  d er m ag n e tisch en  
V a r ia t io n e n  selbst g e r ic h te t s in d  u n d  d azu  eine  B estim m ung  d e r A b so lu t
w e r te  m it  einer G en au ig k e it v o n  einigen y  bzw . S ek u n d en  n ic h t e rfo rderlich  
u n d  d e rz e it  n ich t b e a b s ic h tig t is t .2 Die en tsp re c h e n d e  m agnetische  I n s t r u 
m e n ta t io n  des O b se rv a to riu m s w ird  im  lau fen d en  J a h r  been d e t w erden .

D ie lau fenden  M essungen  im  O b se rv a to riu m  v o n  T ih an y  erm ö g lich ten  es, 
d a ß  a u c h  in  der Z w ischenze it die A b so lu tw erte  von  N agycenk  m it noch  
b ra u c h b a re r  G enau igkeit e rm it te l t  w erden k o n n te n . Die U m rech n u n g  w urde  
je d e n  T a g  fü r den M itte lw e rt d er ersten  S tu n d e  n ach  M itte rn a c h t m itte l
e u ro p ä isc h e r  Zeit d u rc h g e fü h rt. D ieser Z e itp u n k t schien  d a ru m  d er g ü n stig s te

T afe 1 I I

Ergebnisse der Verbindungsm essungen zwischen N agycenk und T ihany

Zeitpunkt 
Mittelwert der

Deklination Horizontal-Intensität 
in y

Vertikal-Intensität 
in y

1. Stunde N T N -T N T N -T N T N -T

10. 5 .1 9 6 1 —0°24,5 ' —0 °0 0 ,5 ' —0°24 ,0 ' 20 853 21 248 —395 42 071 41 741 +  331
16. 11. 1961 — 0°18,6 ' + 0 ° 0 5 ,0 ' —0°23 ,6 ' 20 831 21 223 - 3 9 2 42 077 41 759 +  318
27. 6 .1 9 6 2 — 0°18,8 ' + 0 ° 0 4 ,9 ' —0°23 ,7 ' 20 838 21 242 —404 42 091 41 767 +  324
12. 1 2 .1 9 6 2 —0°11 ,1 ' + 0 ° 1 0 ,7 ' —0°21 ,7 ' 20 813 21 210 - 3 9 7 42 125 41 801 +  328

N  =  in  N agycenk gem essene W erte  
T  =  in  T ih a n y  gemessene W erte
N —T  =  die D ifferenzen zw ischen d en  M essungen b e id e r O bserva torien

zu  se in , weil zu d ieser Z e it in  jed em  der E le m e n te  die regelm äßige zeitliche  
Ä n d e ru n g  die geringste  is t.

Z u r  B estim m ung  d e r  D ifferenz zw ischen den  beiden O b serv a to rien  
w e rd e n  jäh rlich  zw eim al V erb in d u n g sm essu n g en  vorgenom m en. Die B eo b ach 
tu n g e n  w erden zu d iesem  Zw ecke m it H ilfe  v o n  w eiteren  QHM  u n d  BMZ 
In s tru m e n te n  bzw. m it H ilfe  eines m ag n e tisch en  R eisetheodo lites v o m  T yp 
W ild -A sk a n ia  d u rc h g e fü h rt. D iese In s tru m e n te  w erden in  gegenseitiger 
Z u sa m m e n a rb e it freu n d lich erw eise  vom  O b se rv a to riu m  T ih an y  zu r V erfügung  
g e s te l l t .  E ine Z u sam m en fassu n g  d er E rgebn isse  d e r b isherigen V e rb in d u n g s
m e ssu n g e n  e n th ä lt T afe l I I .  D a rau s  is t zu  e n tn e h m e n , daß  die S tre u u n g  der 
D iffe ren zen  überall u n te r  15 y  bzw . 2 ,5 ' is t. B ei d e r D ek lina tion  g ilt d ie  O s ta b 
w e ic h u n g  als positiv .

2 D ie  A bsolu tw erte  d e r m ag n e tisch e n  E le m en te  im  O b serv a to riu m  b . N . w e rd en  v o n  
S tu n d e  zu  S tunde  in  F o rm  e in es J a h rb u c h e s  n ic h t v e rö ffe n tlic h t. Bei A nfrage s te ll t  das 
L a b o ra to r iu m  diese D a ten  a b e r  g e rn e  zu r V erfügung .
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Die Ausw ertung  der Registrierungen

F ü r  die E rd s tro m reg is tr ie ru n g en  e n tw ic k e lte n  Á dám  und  V e r ő  [1] eine 
A u sw ertu n g sm eth o d e , m it deren H ilfe m a n  von  den zeitlichen Ä n d eru n g en  
in  den P erioden  u n d  A m plituden  der V a ria tio n e n  ein gutes B ild bek o m m en  
k a n n . Es schien  zw eckm äßg , auch  fü r  d ie  A usw ertung  der m ag n e tisch en

R eg istrie ru n g en  eine M ethode m it d e rse lb en  Z ielsetzung a u sz u a rb e ite n , 
w odurch  die E rgebn isse  d er te llu rischen  u n d  m agnetischen  A u sw e rtu n g  m it
e in an d e r v e rg le ich b ar u n d  die U n te rsu ch u n g  d e r  E igenschaften  d er V a ria tio n en  
e rm ög lich t w erden .

Im  B ild 2 zeigen w ir beispielsw eise e ine  m agnetische R eg is tr ie ru n g , 
au fgenom m en  am  6. 12. 1961, T afel I I I  z e ig t das V e ra rb e itu n g sb la tt fü r 
denselben  T ag .

D as V a ria tio n ssp e k tru m  w urde a u f  fü n f  P ericd en g ru p p en  a u fg e te ilt , 
deren  G renzen (bei 2 ',  6 ',  12 ', 24 ' und  6 0 ')  m it denen der fü r die E rd s trö m e

Acla Techn. H u n g . 47 . (1964)



436 A. W ALLNER

T afel

M agnetisches

6. 12. 1961.

D

0-1 1-2 2 -3 3-4 4-5 5 -6 6 -7 7-8 8-9 9-10 10-11 11-12

1 (O' — 2 ') 1 — l l l l — — l _ 1 l

2 ( 2 '—6 ') 1 — — l l — — l - l 1 l

3 ( 6 ' - 1 2 ' ) — — — 4 l l — — l 2 — —

4 ( 1 2 '—24 ') — — 3 — — l 3 — l 1 3
5 ( 2 4 ' - l h ) 10 18 — 12 20 38 — — — 4 8 8

S tu n d e n w e rte  
S y s te m  2 380 378 395 415 419 427 393 389 379 373 385 400

M 2 3 1 1

S tu n d e n w e rte  
S y s te m  1 268 265 283 300 305 317 280 : 276 266 268 272 289

H

1 (O '— 2 ') — — — 1 1 1 1 — — 2 2 2

2 ( 2 '—6 ) 2 0 1 — — — — 1 2 1 2 1
3 ( 6 '— 12') — — 2 4 2 4 2 2 2 3 — —

4 (1 2 ' —24') — 4 2 4 2 2 3 — 3 — — 4
5 (2 4 ' — lh) 38 — 4 20 60 28 20 7 15 — 22 15
S tu n d e n w e rte  
S y s te m  2 948 929 926 958 1005 973 990 980 988 970 925 931
M 0 1 0 1
S tu n d e n w e rte  
S y s te m  1 570 562 561 577 590 580 586 581 585 578 562 565

Z

1 — 3 (O '—12') 1 — 1 1 2 1 — 1 1 1 1
4 ( 1 2 '— 24 ') — — 2 1 — 1 1 — — 1 1 2
5 ( 2 4 '— lh) — 3 — 5 12 12 8 — — — 2 7
S tu n d  en  w erte 
S y s te m  2 331 328 328 320 303 295 289 290 289 285 269 252
M 0 0 0 0
S tu n d e n w e rte  
S y s te m  1 361 360 360 359 352 350 349 350 349 349 343 339

Die Tabelle e n th ä lt d ie  d ire k t

b e s tim m te n  fü n f  Perioden  g ru p p en  id en tisch  s in d . D en  m agnetischen  R e g is tr ie 
ru n g e n  w ird  fü r jed e  S tu n d e  in  jed e r v o rh a n d e n e n  Perioden gruppe die m itt le re  
A m p litu d e  en tn o m m en . D iese a u f  Z eh n te lm illim e te r geschätzten  W e rte  w e r
d en  in  d ie  R eihen 1 — 5 (siehe Tafel I I I )  e in g esch rieb en . In  der V e rtik a lk o m 
p o n e n te  w u rd en  die e rs te n  d re i G ruppen  zusam m engezogen . Den G ru n d  d a z u  
g ib t d a s  re la tiv  ruh ige  V e rh a lte n  dieser K o m p o n e n te , w odurch eine S c h ä tz u n g  
d e r  W e rte  in  den n ied rig en  P erioden  illu so risch  sein w ürde. D azu  k o m m t
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Verarbeitungsblau

I I I

1 2 - 1 3 1 3 - 1 4 1 4 - 1 5 1 5 - 1 6 1 6 - 1 7 1 7 - 1 8 1 8 - 1 9 1 9 - 2 0 20-21 21-22 2 2 - 2 3 2 3 - 2 4
M itte lw ert

bzw .
S um m e

2 l i 2 2 l 2 l l l _ 0,9

1 - — — — - — — — l — 0,4
1 - - 2 1 — 1 - 2 — — 2 l 0,7

— 4 3 — — 12 5 — — l — — 1,5
3 — — 12 55 75 65 29 30 35 18 25 19,4

419 426 428 428 412 417 378 357 358 362 360 371 393,7
1 6 5 3 22

302 312 : 315 316 299 304 269 247 245 251 249 261 281,6
3 3 l 3 2 1 2 1 2 2 1 — 1,3
1 — l 1 2 — — _ — 1 — 2 0,7
4 2 2 — 4 — — 7 — 4 — 1 1,9

— — — 12 — 20 12 2 — — 12 — 3,4
12 20 30 60 110 60 170 140 100 45 65 15 44,8

942 881 795 740 740 577 745 815 830 913 967 942 892,1

3 5 5 3 18

570 548 515 498 497 439 493 520 524 551 572 562 549,4

1 1 — 2 1 3 2 1 2 1 — 1 1,0
2 2 3 2 1 1 3 2 — — — 1,0
8 — - 10 22 10 20 8 9 12 12 8 7,0

250 282 320 352 373 423 420 407 389 357 332 329 325,5

1 1 0 0 2

338 346 357 370 374 390 390 385 379 368 360 358 359,8

ausgelesenen W erte in Z ehntelm illim etern

n o ch , d aß  bei den  E rd s trö m e n  keine V ertik a lk o m p o n en te  re g is tr ie r t  w ird , 
w o d u rch  diese K o m p o n en te  beim  V ergleich zw ischen  M agnetik  u n d  E rd s trö 
m en eine k leinere  Rolle sp ie lt. Die A uslesungen  d er ersten  P e rio d en  g ruppe  
in  H  u n d  D  können  au ch  teilw eise n u r  g e sc h ä tz t w erden , und  d ie  E rg eb n isse  
s in d  n u r  q u a lita tiv . A u f dieses P ro b lem  k e h re n  w ir noch zu rü ck .

Es m uß  h ier d a ra u f  h ingew iesen w erden , d a ß  die ins V e ra rb e itu n g s b la tt  
e ingeschriebenen  m ittle re n  A m plituden  sich  im m er a u f  die vo lle  S tu n d e
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b e z ie h e n , auch d an n , w e n n  d ie  betreffende P e rio d e n g ru p p e  n u r  in e in em  Teil 
d e r  S tu n d e  v o rk o m m t. Z. B . w enn eine G ruppe  n u r  in  einem  D ritte l d e r S tu n d e  
a u f t r i t t ,  so w ird ins Y e ra rb e itu n g sb la tt  d as  D r i t te l  d er fü r diese G ruppe  
au sg e lesen en  m ittle ren  A m p litu d e  e ingefüh rt.

I n  die Reihen 6 u n d  8 kom m en die den  A u fn a h m e n  beider V a rio m e te r
s y s te m e  en tnom m enen  S tu n d en w erte , gem essen  von  der en tsp rech en d en  
B a s is l ir ie . Der P a ra lle lg a n g  b e id e r System e k a n n  d a d u rc h  s tän d ig  k o n tro llie r t  
w e rd e n .

Z u r  C h a rak te ris ie ru n g  d e r  A k tiv itä t d e r  m ag n e tisch en  E lem en te  b e s tim 
m e n  w ir  d re is tü n d lich  d ie  K ennw erte  M ,  d ie  d ie  W erte  in  ganzen  Z ahlen

Tafel IV

D ie Grenzwerte der magnetischen K ennw erte  M  
verglichen m it den  internationalen m agnetischen K-W erten

K e n n w e rt 0 l 2 3 4 5 6 7 8 9

D e k lin a tio n  . . . . .  7 . .1 4 . .21 ..2 8 . .35 . . 42 . .  49 . .  56 . .  63

//-K o m p o n e n te . . 7 . .1 4 . .21 . .28 . .35 . .  42 . . 49 . .  56 . .  63

Z -K o m p o n en te  
In te rn a tio n a le  
S k a le  d e r K - 
W e r te  fü r

..5 ,5 . .1 1 ,0 . .16 ,5 ..2 2 ,0 . .27,5 . .  33,0 . . 38,5 . . 44,0 . .  49,5

N iem eg k  ......... . . 5 . .10 . .20 . .40 . .7 0 . .120 . .200 . .330 . .500

S ä m tlich e  W erte der T afe l s in d  in  y  angegeben.

v o n  0 b is 9 annehm en  k ö n n e n  (Tafel I I I .  R e ih e  7). F ü r die K e n n w e rte  M  
w u rd e n  die G renzen (h ö c h s te  und  n iedrigste  W e rte  d er D ifferenzen zw ischen 
m a x im a le m  und m in im a le m  A usschlag) so g e w ä h lt , daß  die H ä u fig k e it der 
M  W e r te  m it denen d e r  b e i  d en  E rd strö m en  b e s tim m te n  K t W erte  g u t ü b e r
e in s tim m e  (Tafel IV ). D ie  K ennw erte  w erd en  fü r  jedes E lem en t g eso n d ert 
b e s t im m t. Die W erte  s in d  ü b e ra ll in y  zu v e rs te h e n , w obei bei der D ek lin a tio n  
7 y  —  1 ,17 ' sind. D ie u n te r e  R eihe zeigt die S k a la  d e r in te rn a tio n a len  m ag n e 
t is c h e n  К -W erte fü r N ie m e g k  bzw. F ü rs te n fe ld b ru c k .

E s m uß h ier b e m e rk t  w erden , daß  die E n tn a h m e  im m er d u rc h  d ieselbe 
P e rs o n  erfolgte, w o d u rc h  d e r  persönliche F e h le r  a u f  an n äh e rn d  g leichem  
N iv e a u  gehalten w erd en  k a n n  und  in  den D iffe ren zen  n ich t w irk sam  w ird . 
D ies  g ilt insbesondere f ü r  d ie  E n tn ah m e d e r  m ittle re n  A m p litu d en .

D er nächste  S c h r i t t  d e r  V erarb e itu n g  is t  die Z usam m enfassung  der 
D a te n  u n d  die B e s tim m u n g  von M itte lw erten . N eben  den täg lich en  M itte l
w e r te n  w ird m o n a tlich  f ü r  jede  S tunde die m itt le re  A m plitude b e re c h n e t. 
So bekom m en  wir fü r  je d e n  M onat in den P e rio d en  g ruppen  einzeln d ie  d u rc h 
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sc h n ittlic h e  Ä nderung  d e r m ittle re n  A m p litu d en . Ä hnlich w ird  d e r  m o n a tlich e  
D u rc h sc h n itt d er T agesgänge (d u rch  E rm ittlu n g  der M itte lw erte  aus den 
R eihen  6 bzw . 8 in  T afel I I I )  geb ild e t. Die d u rch sch n ittlich e  Ä n d e ru n g  der 
m ittle re n  A m plituden  in  den  einzelnen  P erioden  g ruppen  sowie d e r  D u rch 
s c h n it t  d er T agesgänge w erden  au ch  fü r  d as  ganze J a h r  u n d  fü r  d ie  ausge
w ä h lte n , als ruh ig  (Ç) bzw . als g e s tö rt (D) bezeichneten  T age b e re c h n e t.

F ü r  die A usw ahl d ieser ru h ig en  (Q) u n d  gestö rten  (D ) T age g ilt fo lgende 
R egel: A u f G rund  d er m ag n etisch en  u n d  te llu rischen  K en n w erte  bezeichnen  
w ir e inen  T ag  d an n  als g e s tö r t, w enn die g rö ß te  d er C h a ra k te rz ah le n  n u r  in 
e in em  d re is tü n d lich en  A b s ta n d  a u f  3 s in k t, sonst aber ü b e ra ll g rö ß er is t. 
Als ru h ig  w ird  je n e r  T ag  b eze ich n e t, an  w elchem  die g rö ß te  d e r  C h a ra k te r 
zah len  den  W ert 3 n ich t e rre ich t. B estim m en d  fü r einen d re is tü n d lic h e n  A b
s ta n d  is t im m er d er g rö ß te  d e r fü n f  C h arak te rzah len  (2 te llu risch e  u n d  3 m a
g ne tische). M it d ieser M ethode d e r A usw ahl bekam en  w ir fü r 1961, 13 D  u r d  
87 Q T age.

Die fü r  die M onate , fü r  das J a h r ,  sowie fü r die g es tö rten  u n d  ruh igen  
T age b e rech n e ten  M itte lw erte  w erden  in  T abellen  zu sam m en g e faß t u n d  im  
Ja h re sb e r ic h t des L ab o ra to riu m s regelm äßig  in  A cta  T echn ica  A cadem iae  
S c ien tia ru m  H u n g aricae , Series G eodaetica  e t G eophysica v e rö ffe n tlic h t. 
A u ß e r diesen W erten  e n th ä l t  d er m agnetische  T eil des B erich tes d ie  d u rc h 
sc h n ittlic h e n  T ag esg ärg e  fü r  die M onate , fü r  das J a h r  sowie fü r  d ie  D  und 
Q T age  u n d  die e rs ten  sechs G lieder deren  h a rm o n isch er A nalyse . D as L ab o 
ra to r iu m  v erö ffen tlich t diese D a te n  e rs tm als  fü r das J a h r  1961.

Vergleich zwischen den magnetischen und  tellurischen Ergebnissen

In  d er A b h an d lu n g  [3] w u id e  v e rsu c h t, die fü r die sieb en  M onate 
zw ischen J u n i  u n d  D ezem ber 1960 e rh a lten en  m agnetischen  E rg eb n isse  m it 
den  e n tsp rech en d en  te llu risch en  R e su lta te n  zu  vergleichen. W ir m ö c h te n  h ier 
d iesen  einige Beispiele e n tn e h m e n , um  zu  zeigen, w iew eit e in  V ergleich 
zw ischen  den  en tsp rech en d en  P e rio d en g ru p p en  m öglich is t.

Im  B ild 3 s ieh t m an  den  täg lich en  V erlau f d er m ag n e tisch en  u n d  te llu 
risch en  d re is tü n d lich en  m ittle re n  A m p litu d en  im  D u rc h sc h n itt d e r  sieben 
M onate  von  1960. D er in d u k tiv e  Z u sam m en h an g  zw ischen M a g n e tik  ui:d  
E rd s trö m e n  w urde d ab e i in  B e tra c h t gezogen, so d aß  die te llu risch e  K o m p o 
n e n te  E x m it d er m agn etisch en  H y (D ek lin a tio n ) verg lichen  w ird  (linke 
K o lonne  des B ildes 3) und  d ie te llu rische  E y zu r m agnetischen  H x (H o riz o n ta l
in te n s i tä t)  para lle lg este llt is t (rech te  K olonne des B ildes 3).

B ei B e tra c h tu n g  des B ildes 3 s ieh t m an , d a ß  in den P erio d en g ru p p en  
1 — 3 u n d  5 die K u rv en  e inen  äh n lichen  V erlau f zeigen, dagegen k a n n  m an  in 
d e r G ruppe  4 keine Ä h n lich k e it fes ts te llen . Diese U n reg e lm äß ig k e it k an n  
d a r a u f  zu rü ck g efü h rt w erden , d aß  viele m agnetische  V aria tionen  v o n  g rößerer
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P e rio d e  als 24, aber k le in e re r  a ls 48 M inuter, bei d en  E rd s trö m e n  als A ble itungen  
m it  h a lb e r  Periode in  E rsc h e in u n g  tre ten  u n d  d e sh a lb  in  der 4. G ruppe a u s 
g e lesen  w erden. In  d e r  5. G ru p p e , wo die m itt le re n  A m plituden  w esentlich

•---- • Mognetik

B ild  3. T äglicher V erlau f d e r  m ag n e tisch e n  und te llu risch e n  d re is tü n d lich e n  m ittle ren  A m p li
tu d e n  im  D u rchschn itt des Z e ita b s c h n itte s  Ju n i —D ezem b er 1960, in  den  fü n f P erio d en g ru p p en

g rö ß e r  sind (häufigere Y a iia tio n e n  m it g rößeren  A m p litu d e n ), is t diese E rsch e i
n u n g  k au m  zu b em erk en .

W ie schon oben  e rw ä h n t w urde, k a n n  m a n  bei der e rs ten  G ruppe  
h a u p tsä c h lic h  über d ie  H ä u fig k e it des V o rk o m m en s ein q u a lita tiv e s  Bild 
b ek o m m e n . Die A m p litu d e n  sind näm lich  m e is ten s  sehr k lein  u n d  kön n en
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B ild  4. Q u asiv ek to rd iag ram m  der m ag netischen  u n d  te llu risch en  d re is tü n d lich en  m it t le re n  
A m p litu d en  im  D u rc h sc h n itt des Z e itab sch n itte s  J u n i —D ezem ber 1960

n u r  g e sc h ä tz t w erden . Die ex ak te re  B estim m u n g  dieser G ruppe g e h ö r t  in  
den  B ere ich  e in er R eg is trie ru n g  m it g rö ß erem  V orschub  und  e m p fin d lich e ren  
In s tru m e n te n . E ine  solche A rt von R eg is tr ie ru n g  w ird  im  O b se rv a to riu m  
d e rz e it v o rb e re ite t.

M an k a n n  den Z u sam m en h an g  p lau s ib le r m ach en , wenn m an  d ie  W erte  
d e r  m ittle re n  A m p litu d en  von  Bild 3 in d e r  F o rm  eines so g en an n ten  Q uasi-

12 47 /3—4 .-Ida Techn. Hung. 47. (1964)
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v e k to rd ia g ra m m e s  z e ich n e t (Bild 4). A uch  h ie r  sind wegen des in d u k tiv e n  
Z u sam m en h an g es  die m agnetischen  K o m p o n e n te n  m ite in an d er v e r ta u s c h t . 
D ie R ic h tu n g  d er U m d reh u n g  is t in  b e id en  F ä lle n  dieselbe, sie zeigen in  den 
e rs te n  zw ei G ruppen  in  die R ich tu n g  des U hrze igers, in  den G ru p p en  3 u n d  
4 s in d  U m sch lingelungen  b em erk b a r, b is d a n n  G ruppe  5 eine d em  U hrzeiger 
e n tg eg en g ese tz te  R ic h tu n g  an n im m t. D as b e d e u te t m it a n d e ren  W o rte n , 
d a ß  in  d er ers ten  T ag esh ä lfte  allgem ein E x bzw . D  m it re la tiv  g rö ß erer 
A m p litu d e  zum  V orschein  k o m m t als E y bzw . H ;  in der zw eiten  T ag esh ä lf te

B ild  5 . R äu m lich e  D a rs te llu n g  d e r m ittle ren  A m p litu d e n  d e r 5. P e riodengruppe  (d icke  L in ie) 
sowie de ren  ebene P ro jek tio n  (das Q u asiv ek to rd iag ram m  H , D )

is t  d ieses V erh a lten  u m g e k e h rt. In  den G ru p p e n  1 und  2 fä llt d ie m ax im ale  
A k t iv i tä t  in  die M o rg en stu n d en , in  5 d agegen  v o r M itte rn ach t.

Im  Bild 5 w u rd e  das räum liche  B ild  d e r  m ittle ren  A m p litu d e n  der 
G ru p p e  5 d a rg es te llt (d icke Linie). Die ebene  P ro jek tio n  (das Q u a s iv e k to r
d ia g ra m m  H , D) w u rd e  a u f  das D u rc h sc h n ittsn iv e a u  der V ertik a lk o m p o n en te  
a u fg e tra g e n  (dünne L in ie). A us der A bb ild u n g  s ie h t m an gut, d aß  die räu m lich e  
K u rv e  v o n  ih re r eb en en  P ro jek tio n  n ic h t w esen tlich  abw eich t, d as  h e iß t, 
d a ß  d ie  m ittle re  A m p litu d e  von Z  eine n ied rig e re  G rößenordnung  h a t  als 
die v o n  H  und  D. M an k an n  auch  b em erk en , d a ß  die m ittle ren  A m p litu d en  
von  Z  in  den  V o rm ittag s- u n d  A b en d stu n d en  k le in e r, in den frü h en  M orgen
s tu n d e n  sowie n a c h m itta g s  größer sind als ih r  D u rch sch n ittsn iv eau .

In  unserem  L a b o ra to r iu m  bilden die U n te rsu ch u n g en  des e le k tro m a 
g n e tisc h e n  Feldes d e r E rd e , nam en tlich  die U n te rsu ch u n g  der Ä hn lich k e iten  
u n d  A bw eichungen  im  p rim ären  Feld , sow ie d e r  erdphysischen  P a ra m e te r , 
die a u f  das E n ts te h e n  des sekundären  F e ldes (R ückw irkung) einen  E in f lu ß
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h ab en , einen  w ichtigen  Teil d er A rb e iten . D ie V erarb e itu n g  der m ag n e tisch en  
R eg is trie ru n g en  m it H ilfe der h ier e r lä u te r te n  M ethode k ann  zu d iesen  A rb e i
ten  einen  g u ten  B e itrag  le isten . Die U n te rsu c h u n g  der s ta tis tisch en  V e rte ilu n 
gen bzw . H äu fig k e iten  d u rch  eine längere  P eriode  (z. B. d u rch  e inen  S o n n e n 
fleck en zy k lu s  von 11 Ja h re n ) k a n n  d e r A u sg an g sp u n k t w eite re r F o rsc h u n 
gen sein.
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a rb e itu n g sm e th o d en  im  O b serv a to riu m  b. N . u n d  de r V ergleich de r E rg eb n isse  m it 
den  te llu risch en  D a ten ). M agyar G eofizika  4  (1963), 177—186.

ON O B S E R V A T IO N S R E L A T E D  TO T E R R E S T R IA L  M AGNETISM  M A D E  IN  T H E  
O B S E R V A T O R Y  N E A R  N A G Y C E N K  A N D  T H E  E V A L A U A T IO N  O F  SA M E

A. WALLNER

S U M M A R Y

In  th e  O b se rv a to ry  of th e  G eophysical R esea rch  L ab o ra to ry  of th e  H u n g a r ia n  A cadem y 
of Sciences n ea r N ag y cen k  sy s tem atic  o b se rv a tio n s  re la te d  to  te rre s tr ia l m ag n e tism  are  in 
p rogress since 1960. T o reg is te r v a ria tio n s  o f e le m en ts  o f te rre s tr ia l m ag n e tism , v a rio m e te r 
sy s tem s w ere se t u p , th e  sensitiveness o f w hich is ad v an tag e o u s  for read in g  o ff  o b se rv a tio n s  
acco rd ing  to  g ro u p s of periods. T he ab so lu te  v a lu es o f e lem en ts of te r re s tr ia l  m a g n e tism  are 
for th e  tim e  being  deduced  on th e  base o f v a lu es m easu red  in th e  o b se rv a to ry  o f te r re s tr ia l  
m ag n e tism  belonging  to  th e  “ E ö tv ö s L o rán d  G eo p h y sical In s t i tu te ”  a t  T ih a n y .

F o r  th e  ev a lu a tio n  of re g is tra tio n s  re la te d  to  te r re s tr ia l  m agnetism  a sy s te m  h as  been 
w orked o u t, m ak in g  a good com parison  to  re su lts  o f  re g is tra tio n s  re la ted  to  te llu r ic  c u rre n ts , 
m ade by  th e  o b se rv a to ry  n ea r N agycenk , possib le . T h is  m eth o d  gives a good p ic tu re  on  th e  
d is tr ib u tio n  of v a r ia tio n s  o f d iffe ren t periods. F ig u re s  p resen ted  a t  th e  end o f  th is  p ap er 
en lig h ten  th e  q u estio n  to  w hich degree m ag n e tic  a n d  te llu ric  resu lts could  be  c o m p a red  to 
each  o th e r .

D E  L ’É V A L U A T IO N  D E S O B S E R V A T IO N S G É O M A G N É T IQ U E S 
FA IT E S  A L’O B S E R V A T O IR E  D E  N A G Y C E N K  

A. WALLNER

R É S U M É

L a L ab o ra to ire  de R echerches G éo p h y siq u es de l’A cadém ie des Sciences de  H ongrie  
effec tue  ré g u liè rem en t, depuis 1960, des o b se rv a tio n s  géom agnétiques d an s so n  o b se rv a to ire  
situ é  p rès de N agycenk . E n  vue de l’en reg is trem e n t des v a ria tio n s  des é lém ents g éo m a g n é tiq u es  
o n t é té  é ta b lis  des systèm es de v a rio m ètre s , d o n t  la sensib ilité  p e rm et a v a n ta g e u se m e n t la 
le c tu re  des d iffé ren ts  groupes de périodes. Les v a le u rs  absolues des é lém ents g é o m ag n é tiq u es  
so n t m o m e n tam ém e n t déd u ites des va leu rs  m esu rées à l’o b servato ire  g é o m ag n é tiq u e  de  l’In s
t i t u t  G éo p h y siq u e  L ó rán d  E ö tvös, à T ih a n y . E n tre  les d eu x  observato ires , on e ffe c tu e  chaque  
année  des m esures de liaison.

12* Acta  Techn. H u n g . 47. (1964)
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P o u r  l ’év a lu a tio n  des en reg is trem en ts  g é o m ag n é tiq u es , on  a élaboré  une  m é th o d e  d o n t 
les r é s u l ta ts  so n t fac ile m en t co m p arab les  à ceux  des e n reg is trem e n ts  de c o u ra n t te llu r iq u e  
fa its  à  l ’ob se rv a to ire  de N ag y ce n k . C ette  m éthode  d o n n e  u n e  im age  fidèle de la  r é p a r t i t io n  
des v a r ia tio n s  de d iffé ren te s  p é rio d es. Des figures p ré se n té e s  à  la  f in  de l’é tu d e  m o n tre n t  en 
q u e lle  m esu re  les r é s u lta ts  m ag n é tiq u es  e t te llu riq u es  s o n t  co m parab les.

О НАБЛЮДЕНИЯХ ЗЕМНОГО МАГНЕТИЗМА В ОБСЕРВАТОРИИ В РАЙОНЕ 
НАДЬЦЕНК И ОБРАБОТКЕ ДАННЫХ НАБЛЮДЕНИЙ

А. ВАЛЛНЕР

РЕЗЮМЕ

В обсерватории Геофизической исследовательской лаборатории Академии наук 
Венгрии, расположенной в районе Надьценк, начиная с 1960 г. производятся системати
ческие наблюдения земного магнетизма. Для регистрации вариаций элементов земного 
магнетизма установлены такие системы вариометров, чувствительность которых явля
ется подходящей для отсчета по группам периодов. Абсолютные значения элементов зем
ного магнетизма временно выводятся из значений, измеренных в обсерватории земного 
магнетизма Геофизического института им. „Eötvös L o rá n d ”  в Тихане. Между упомяну
тыми выше обсерваториями два раза в год проводятся связующие измерения.

Для оценки регистратов земного магнетизма разработан метод, который может 
быть хорошо сравнен с результатами регистраций земного тока в обсерватории в районе 
Надьценк. Этот метод дает подхоящий обзор о распределении вариаций различного 
периода. Приведенные в конце работы рисунки показывают, что в какой мере можно срав
нить результаты .магнитных и теллурических измерений.
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IM BERGBAUGEBIET

P rof. D r. K A R L  N E U B E R T

BERGAKADEMIE, FREIBERG 

[E ingegangen  am  16. N o v e m b e r 1963]

Im  b e rg b au lich en  E in w irk u n g sg eb ie t fin d en  B oden b ew eg u n g en  s ta tt .  D as tr ig o n o m e 
tr isch e  P u n k tfe ld  is t  desh a lb  L ag eän d eru n g en  u n te rw o rfe n . E s  is t  jedoch  m öglich, m it  M eth o 
den  d e r V o rau sb erech n u n g  die H o rizo n ta lv e rsch ieb u n g  zu  b estim m en . Diese W e rte  k ö n n en  
zu r N eu b erech n u n g  v e rä n d e r te r  W inkel b e n u tz t w e rd en . F e rn e r  läß t sich bei K e n n tn is  de r 
R ich tu n g  u n d  G röße d e r h o rizo n ta len  P u n k tw a n d e ru n g  e in e  geeignete A usw ahl v o n  P u n k te n  
tre ffen , d ie zu r Ü b e rtra g u n g  v o n  R ich tu n g en  u n d  K o o rd in a te n  nach  u n te r  T ag e  g ee ig n et 
sind . E s w erden  d ie v e rsch ied en en  M öglichkeiten zu r w irtsc h a ftlic h en  N e u b es tim m u n g  m a r 
k ie r te r  P u n k te  u n d  R ich tu n g e n  m it S e k u n d en th eo d o lit, T e llu ro m e te r und K reisel u n te r s u c h t .

Die d em  B erg b au  geste llten  A ufgaben  s in d  im  V erlauf des 20 . J a h r 
h u n d e r ts  b ea c h tlic h  schw ieriger gew orden als in  f rü h e re n  Zeiten. D ie U rsach en  
h ie rfü r sind  m an n ig fa ltig e r A rt. Die le ich t g re ifb a re n  L ag ers tä tten  s in d  m eist 
a b g e b a u t, so d a ß  d er B erg b au  m it jed em  J a h r  in  größere T eufen v o rrü c k e n  
m uß . A uch erfo lg t die G ew innung  bere its  u n te r  dem  M eeresboden o d e r in  
G eb ie ten  ew iger E isb ed eck u n g . Die A nsprüche in  tech n isch er und ö k o n o m isch e r 
H in s ic h t s ind  b e d e u te n d  en tw ick e lt w orden  u n d  d ie  R ücksich t a u f  d ie  V er
w e r tb a rk e it  e in er b each tlich  größeren Z ah l v o n  R ohstoffen in n e rh a lb  d e r  
E rd rin d e  e rsch w ert die b ergbau lichen  A rb e ite n . D ie E rstreck u n g  d e r G ru b e n 
fe lder w ird  im m er g rö ß er, um  den w irtsc h a ftlic h e n  N utzen g a ra n tie re n  zu  
k ö n n en  u n d  derg leichen  m ehr.

Im  m ark sch e id erisch en  A ufgabengeb ie t s in d  es die O rien tie ru n g sm es
su n g en , die den  F ac h m a n n  im m er w ieder v o r  n eu e  Problem e s te lle n  u n d  
ih n  zu  höheren  L e is tu n g en  anspo rnen . D as G ru b en g eb äu d e  m uß au s S ich e r
h e itsg rü n d en  gegen die E rd o b erfläch e  sow ie d ie  bergbaulichen  H o h lrä u m e  
sollen u n te r  sich m it e in e r G enauigkeit o r ie n tie r t  w erden , die den te c h n isc h e n  
A nfo rd eru n g en  e n tsp r ic h t [1]. In  vielen F ä llen  d e r  P rax is  wird eine M a x im a l
abw eichung  in  G rö ß en o rd n u n g  einer h a lb en  S treck en b re ite  von d e r  w a h re n  
Lage als au sre ich en d  g en au  angesehen, die e in e m  B e trag  von 1,20 b is  1,60 m  
e n tsp r ic h t. D er m ittle re  F eh le r d ü rfte  d an n  im  u n g ü n s tig s te n  Fall b is zu  e in em  
D ritte l  dieses B etrag es, also 0,40 bis 0,53 m  an w ach sen . E r k an n  a b e r  au ch  
u n te r  B each tu n g  des G renzfehlers

^  g — m  g i  +
2

y n  — l

w enn n  seh r groß  is t, b is an  die H älfte  h e ra n re ic h e n , d . s. 0,60 bis 0 ,80  m . F ü r
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die  R ic h tu n g sa n g a b e  g en ü g t im  a llgem einen  a u c h  heu te  noch die v o n  H a u s s - 
m a n n  geste llte  F o rd e ru n g  m it ±  2C (d i Ü ), d ie  jedoch  keine G ü ltig k e it fü r 
sp ez ifisch e  A ufgab en ste llu n g en  b es itz t. D er to ta le  Őrientie ru rg s fe h le r  se tz t 
sich  au s  m ehreren  G ru p p en  von F eh lern  zu sa m m e n , bestehend  aus

1. üb ertäg ig e r T r ia n g u la tio n ,
2. A nsch lußm essung ,
3. S ch ach tlo tu n g ,
4. P o lygon ierung .

D ie le tz ten  d re i K a teg o rien  n eh m en  b e re i ts  einen so hohen  A n te il des 
G esam tfeh le rs  fü r  sich in  A n sp ru ch , d a ß  fü r  d e n  ersten  kein g rö ß e re r  B e tra g  
ü b rig  b le ib t. Im  fo lgenden  wollen w ir u ns aussch ließ lich  m it d iesem  F e h le r
e in f lu ß  befassen .

B ei tr ig o n o m e trisch en  P u n k te n  des L an d esn e tzes  d a rf  n ach  d en  E rg ä n 
z u n g sb es tim m u n g en  von  1931 oder dem  F e s tp u n k te r la ß  von 1940 d ie  L änge 
d e r g ro ß en  H alb ach se  d e r  Feh lere llipse  15 cm  n ic h t ü b e rsch re iten . D ieser 
F o rd e ru n g  is t d an n  en tsp ro c h e n , w enn d ie  m itt le re n  Fehler fü r  d en  H och- 
u n d  R e c h tsw e rt u n te r  10 cm  b leiben , w ä h re n d  P u n k te in sc h a ltu n g e n  m ittle re  
R ic h tu n g s fe h le r  b is ±  25cc z u r Folge h ab e n  k ö n n e n  [2]. Bei 3 k m  E n tfe rn u n g  
d e r G ren zb au e  vom  S c h a c h ta n sa tz p u n k t e n ts te h e n  allein d u rch  d iese  R ic h 
tu n g su n s ic h e rh e it  L agefeh ler von ru n d  12 cm . D ieses Beispiel ze ig t d ie  große 
B e d e u tu n g  e in w an d fre ier R ic h tu n g sa b n a h m e n  aus dem  tr ig o n o m e trisc h e n  
F e s tp u n k tfe ld . Es k a n n  d esha lb  n ich t g le ich g ü ltig  sein, wenn die R ic h tu n g s 
e rm it t lu n g  aus P u n k te n  v e rsch iedener O rd n u n g  h e rg e le ite t w ird. A uch  b es teh en  
in  m e h re re n  B e rg b au rev ie ren  u n e in h e itlich e  N etze , die ze itab sch n ittsw e ise  
v e rd ic h te t  w orden  sin d . B ei Ü bergängen  k o n n te n  W idersprüche b is zu  40 cm  
n ach g ew iesen  w erden . E s k o m m t h in zu , d a ß  trig o n o m etrisch e  P u n k te  in fo lge 
u n z u re ic h e n d e r  G rü n d u n g  oder d u rch  re z e n te  E rd k ru s ten b ew eg u n g  L ag e
v e rä n d e ru n g e n  u n te rw o rfen  sind . Es is t d e sh a lb  v o r  A usführung  v o n  V e rm a r
k u n g e n  e in  geologisches G u ta c h te n  e in zu h o len . E rfah ru n g sw erte  fü r  W ie d e r
h o lu n g  v o n  M essungen zu r E rfassu n g  v o n  V erän d eru n g en  bew egen sich  bei 
H ö h e n n e tz e n  in  A b s tä n d e n  von  30 J a h re n , w ä h re n d  sich bei tr ig o n o m e tr i
sch en  P u n k tsy s te m e n  eine  In te rm itte n z  v o n  90 Ja h re n  h e ra u sg e b ild e t h a t .  
D iese F a u s tre g e l b e s itz t ke in e  G ü ltigke it fü r  geologisch  unruh ige  G eb ie te  der 
E rd k ru s te .  In  d iesem  F a ll m üssen e n tsp re c h e n d  häufiger M essungen au sg e
f ü h r t  w erden .

A u ch  in  B e rg b au rev ie ren  is t eine W ie d e rh o lu n g  in  kurzen  Z e ita b s tä n d e n  
e r fo rd e r lic h , da  die b e rg m än n isch e  H o h lra u m b ild u n g  den d a rü b e r  b e f in d 
lichen  G eb irg sk ö rp er z e r rü t te t  und  das an  d e r  E rdoberfläche v o rh a n d e n e  
P u n k tn e tz  sow ohl in  v e r tik a le r  w ie au ch  in  h o rizo n ta le r  Lage v e rä n d e r t .

M arksch e id erisch e  M essungen h ab e n  im  Z w ickau-O elsn itzer R ev ie r 
P u n k tw a n d e ru n g e n  in  d e r V ertik a len  b is e tw a  20 m  und  in  der H o riz o n ta le n  
v o n  m eh re ren  M etern  fests te llen  k ö n n en . Ä h n lich e  B eträge w u rd en  a u c h  in
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a n d e ren  S te in k o h len rev ie ren  nachgew iesen . D er N u llp u n k t des lo k a le n  sächsi
schen  S te inkoh lenbeckens Z w ickau-O elsn itz  z. B . h a t  im  Laufe e in es  k n a p p e n  
J a h rh u n d e r ts  eine H o rizo n ta lw an d e ru n g  von  3,6 m au sg e fü h rt. A b er auch 
im  K ali- , B rau n k o h len - und  E rz b e rg b a u  k ö n n en  P u n k tv e rsc h ie b u n g e n  g röße
ren  A usm aßes au fgezeig t w erden . O bw ohl d e r K am m e r-P fe ile ra b b a u  im  K ali
b e rg b a u  u rsp rü n g lic h  m it d er A b sich t a u sg e fü h rt w urde, das H a n g e n d e  in 
se iner u rsp rü n g lich en  Lage zu e rh a lte n , s in d  ho rizon ta le  P u n k tb e w e g u n g e n  bis 
zu  e inem  M eter au fg e tre ten .

U m fangre iche  m arkscheiderische  M essungen zur E rfa ssu n g  v o n  B oden
bew egungen  im  b erg b au lich  b e e in flu ß te n  G eb iet fü h rten  zu r E rk e n n tn is  von 
G e se tzm äß ig k e iten . H eu te  is t die v e rh ä ltn ism ä ß ig  junge  W issen sch a ft der 
B e rg sch ad en k u n d e  sow eit en tw ick e lt, d a ß  G rößenordnung  u n d  R ich tu n g  
d e r H o rizo n ta lv e rsch ieb u n g sk o m p o n en te  m it g roßer Z u v erläss ig k e it v o ra u s
b e re c h n e t w erden  k ö n n en , w enn d er A b b a u z u sc h n itt und  spezielle  b e rg b a u 
liche A n gaben  wie M äch tigke it, V e rsa tz , G eb irg szu sam m en se tzu n g , A b b au 
fo r ts c h r i t t  usw . fe s ts teh en . M it den  e n tw ick e lten  M ethoden lä ß t  s ich  in d ire k t 
au ch  d e r N achw eis fü r  die R ic h tig k e it d e r V orausb erech n u n g  im  V ergleich 
zu  den  n a c h trä g lic h  geodätisch  gem essenen  W erten  erb ringen .

D as b erg m än n isch e  R iß -, P lan - u n d  K arten w erk  is t G ru n d la g e  und 
A u sd ru ck  fü r  die E rfassu n g  von  P u n k tw a n d e ru n g e n  im  B e rg b a u g e b ie t. Mit 
d ieser K e n n tn is  lä ß t  sich eine gee igne te  A usw ahl von tr ig o n o m e trisch en  
P u n k te n  tre ffen , die der A u fg ab en ste llu n g  R echnung  tr ä g t . In se ln  in n erh a lb  
des B erg b au fe ld es , die infolge V e r ta u b u n g  oder V erarm ung  n ic h t  ab g eb au t 
w erd en , ausre ich en d e  S icherhe itsp fe ile r, so g en an n te  B ergfesten , fe rn e r  R eviere, 
die v o m  A b b au  noch  n ich t b e e in flu ß t s in d , b ie ten  M öglichkeiten , au ch  in n e r
h a lb  des b e rg b au lich en  S ch u tzg eb ie tes  trigonom etrische  P u n k te  in  u n v e r
ä n d e r te r  Lage zu  e rh a lte n . S te h t w en ig sten s ein d e ra rtig e r P u n k t z u r  V erfügung , 
so ließe sich z. B . ein  W inkel, dessen  G röße infolge W a n d e ru n g  d e r  beiden 
Z ie lp u n k te  v e rä n d e r t  is t, im  v o rau s e rrech n en  und  n ach träg lich  d u rc h  M essung 
die R ic h tig k e it b e s tä tig en  (B ild 1). D ie n a c h  M ethoden der B erg sch ad en k u n d e  
b e s tim m te n  P u n k tv e rsch ieb u n g en  w erden  im  M aßstab  1 : 1 d a rg e s te l l t  und 
a u f  die R ic h tu n g ss tra h le n  p ro jiz ie rt. L än g en än d e ru n g  und  Q u erv ersch ieb u n g  
m it an sch ließ en d er E rm ittlu n g  d er k le in en  V erschw enkungsw inkel A ß  führen 
zu r K o rre k tu r  des u rsp rüng lichen  W inkels ß 0, d er vor E in w irk u n g  des B erg
b au s  gem essen w u rd e . Schw ieriger g e s ta lte t  sich die U m re c h n u n g , w enn es 
sich n ic h t u m  B oden- sondern  u m  H o c h p u n k te  h an d e lt. D u rc h  E rm ittlu n g  
d e r Schieflage is t  noch  eine w eitere  K o rre k tu r  anzubringen .

A uch d ie  v e rä n d e rten  E n tfe rn u n g e n  s lassen sich a u f  d ie  an g ed cu te te  
W eise k o rrig ie ren . L iegt die B e s tä tig u n g  fü r  die R ich tig k e it v o r , so können 
zwei a u f  diese W eise neu  b e s tim m te  P u n k te  als G rund lage  fü r  eine N eu
o rie n tie ru n g  v e rw en d e t w erden . W eite re  K o n tro llp u n k te  s te ig e rn  d ie  Z uver
lässig k e it d e r A ngaben .

Acta  T echn . H u n g . 47 . (1964)
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I n  jedem  Falle l ä ß t  s ich  m it der V o ra u sb e re ch n u n g  der H o riz o n ta l
v e rsc h ie b u n g  tr ig o n o m e tr isc h e r  P u n k te  die g ee ig n e te  A usw ahl der fü r  O rien 
tie ru n g szw eck e  zu v e rw e n d e n d e n  P u n k te  tre ffe n . D iese V o ru n te rsu ch u n g  is t  
s e lb s t d a n n  w ertvo ll, w en n  infolge kom p liz ie rte r L ag eru n g sv erh ältn isse  eine 
g e n a u e  E rfassung  d e r h o riz o n ta le n  P u n k tw a n d e ru n g  n a c h  den M ethoden d e r 
B e rg sch ad en k u n d e  n ic h t  m ög lich  is t. U n k o n tro llie rb a r  sind  A uslagungszonen , 
d ie  e in e  V oraussage ü b e r  P u n k tb ew eg u n g en  an  d e r  E rdoberfläche  n u r  in  
A u sn ah m efä llen  g e s ta tte n .

B ild  1. V o rau sb erech n u n g  v o n  W in k e l- u n d  L än g e n än d e ru n g en  zw ischen trig o n o m e trisch en  
P u n k te n  im  B ergbaugeb ie t. T P A  — P u n k t im  bergfre ien  G e b ie t. T P I ,  T P2 — P u n k te  im

b e rg b au lich en  E in w irk u n g sg eb ie t

A ß ,= 4t ■ Q
s, /,

Aß, = Яг ■ в
+  h

ß =  ßo +  Aßl -  Aß,

Im  folgenden is t  v o r  a llem  die Frage d e r zu v erlässigen  R ic h tu n g sa b 
n a h m e  im  B erg b au zen tru m  n ä h e r  zu u n te rsu ch en , w ä h re n d  die genaue E rfa s 
su n g  d e r  K o o rd in a ten  e rs t  a n  zw eiter Stelle s te h t . K o n tro lle n  oder N eubestim - 
m u n g e n  sin d  m it

1. S ek u n d en th eo d o lit d u rc h  T riangu la tion  o d e r Po lygon ierung ,
2. T e llu rom eter o d er G eod im eter,
3 . G yrokom paß  (K re ise l) ,
4 . A zim utm essungen  n a c h  außerird ischen  Z ie len ,
5. P h o to g ram m etrie  

d u rc h fü h rb a r .

A c ta  T ech n . H ung . 47. (1964)
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Die le tz te  M öglichkeit b e s te h t n u r  in  b eso n d eren  F ällen  u n d  so ll h ie r 
n ic h t b e h a n d e lt w erden .

Z u  1

N eu trian g u lie ru n g en  g roßer B erg b au g eb ie te  e rfo rdern  einen  seh r g roßen  
A ufw and . H inzu  k o m m t, d a ß  der diesen A rb e iten  beizum essende W e r t  n a tu r 
gem äß  gering  is t, da  schon  n ach  k u rz e r  Z eit bzw . b e re its  w ährend  d e r  M essung 
B odenbew egungen  e in tre te n . A usgenom m en w äre eine  spezielle B ic h tu n g sü b e r-  
t r a g u n g  aus dem  b erg b au fre ien  ins b e rg b a u b e e in flu ß te  G ebiet in  S c h a c h tn ä h e  
d u rc h  eine D re ieck sk e tte  geringer E rs tre c k u n g .

Z u  2

E in e  andere  M öglichkeit b ie te t  sich d u rc h  E in sa tz  des T e llu ro m e te rs  
zu r S tre c k e n tr ia n g u la tio n  in  D iagona lv ie reck  an . D er V orteil b e s te h t  in  d er 
A n w en d b a rk e it u n te r  allen  m eteoro logischen  B ed ingungen . Die in  B e rg b a u 
g eb ie ten  sich h äu fig  b ild en d en  K o n d en sa tio n sk e rn e  haben  k e in en  E in f lu ß  
a u f  eine erfolgreiche D u rc h fü h ru n g  d er M essung. F e rn e r lassen sich  sy s te m a 
tische  F eh lere in flü sse  in  e inem  T estfe ld  ausre ich en d  genau  erfassen . E s k o m m t 
h in z u , d aß  die G en au ig k e it b is zu  E n tfe rn u n g e n  von  10 k m  e tw a  k o n s ta n t  
b le ib t. U m fangreiche U n te rsu ch u n g en  beim  M ark sch e id e in s titu t d e r  B e rg 
ak ad em ie  F re iberg  fü h r te n  zu r B erechnung  des m ittle ren  Fehlers [3]:

m =  ±  У(2,0 cm )2 +  (4,0 ■ 10-e  • E )2, 

w orin  E  die E n tfe rn u n g  b e d e u te t.
S ind im  D iagonalv iereck  säm tlich e  S eiten  m it dem  T ellu ro m eter gem essen , 

so b e s te h t eine Ü b e rb es tim m u n g , w ofür eine B ed ingungsg le ichung  a u fg e s te llt 
w erden  k a n n . Die W inke l ß x -f- ß 2 =  ß3 w erden  d u rch  die e n tsp re c h e n d en  
S treck en  au sg ed rü ck t. A m  e in fach sten  g e s ta lte t  sich  die U n te rsu c h u n g  in 
e inem  a n g en äh e rten  D ia g o n a lq u a d ra t [4] (B ild  2). Es w erden

w a W b ^  w c w d =  W  , w e =  W  У 2  я «  IVj .

B ei einer S e iten län g e  von  a n g e n ä h e rt 1,2 k m  w urde  in einem  p ra k tis c h e n  
B eispiel ein  d u rc h sc h n ittlic h e r  W idersp ruch  von  w  =  — 10cc e rre ic h t, w o rau s 
gesch lußfo lgert w erden  k a n n , d aß  ein längen  u n ab h än g ig e r S tre c k e n m e ß 
feh le r von  u n g efäh r 1,5 cm  n ich t ü b e rsc h ritte n  w ird .

Als E n d erg eb n is  k a n n  fe s tg es te llt w erd en , d a ß

dw =  —  9,0 ds
is t.

Z u r w eiteren  S te ig e ru n g  d er G en au igke it lä ß t  sich die s trecken  m essende 
m it d er w inkelm essenden  T rian g u la tio n  sin n g em äß  v erb in d en , w o d u rch  sich
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b e i gegebenen  V o rau sse tzu n g en  m it e in fachen  F ig u re n  a u f  große E n tfe rn u n g e n  
w e rtv o lle  R ich tungs- u n d  K c o rd in a te n k o n tro llen  ausüben  bzw. B e ric h tig u n 
gen an  geben lassen.

D a jedoch  in  B e rg b au g eb ie ten  n u r se lten  S ich tv e rb in d u n g  zw ischen zwei 
P u n k te n  a u f große E n tfe rn u n g e n  ohne T re n n w ä n d e  d u rch  B odenerhebungen , 
G eb äu d e  und  dgl. b e s te h t ,  is t  der P ra k tik e r  v ie lfa c h  gezw ungen, a u f  k leinere 
E n tfe rn u n g e n  von e tw a  1 b is  2 km  zu g eh en , w o m it sich eine P o ly g o n ieru n g  
m it lan g en  Seiten a n b ie te t .  W ährend  die W in k e l m it dem  S ek u n d en th eo d o lit 
b e s t im m t w erden , la ssen  s ich  die S trecken  se h r  v o r te ilh a f t m it d em  T elluro- 
m e te r  e rm itte ln . D ie G en au ig k e it dieser R ic h tu n g s -  und  K o o rd in a ten ü b e r-

e ^ f ^ s Y ï

dwn =  — - da

» U 7  _dw  — ------- о ds

fü r  s —  1,2 km  

w ird  dw =  — 9,0 ds

usw .

t rag u i?g en tsp rich t d e r  g este llten  A ufgabe. D er m ittle re  Q uerfeh ler in  Z ug
m itte  b e i einseitigem  R ich tu n g san sch lu ß , je d o c h  beidse itigem  K o o rd in a te n a n - 
u n d  -absch luß  b e trä g t  n a c h  G r u b e r

m  L
1 (n — l ) 2 +  2 m

1 L3
9 48 (re -  1) в 48 s

m q =  ±

u n d  b e i be iderse itigem  K o o rd in a te n a n sc h lu ß  u n d  R ich tu n g san - u n d  -absch luß

m q =

w o rin  m  der m ittle re  F e h le r  der W inkelm essu n g  is t.

™ L
/  (n +  l ) ( « 2 +  3) m

1 L 3
<> 192 re (и  — 1) e 1 192 s
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Z u 3

Die Z ahl n d e r po lygonom etrischen  B e o b a c h tu n g ss ta n d p u n k te  b e s tim m t 
den  G rad  d e r G en au ig k e it und  e n tsch e id e t d a rü b e r , ob ev tl, eine K re ise lm es
sung  bessere E rgebn isse  liefern k a n n . Die K reise lm eßste lle  der W estfä lisch en  
B erggew erkschaftskasse  g ib t den m ittle re n  F eh ler einer M erid ian w eiser
m essung  m it m R =  ±  1 7 cc an [ 2 ] .  K r y g e l  von  der K re ise lm eß ste lle  der 
ÍS S R  in O s tra v a  [ 5 ]  e rrech n e t den m ittle re n  F eh le r der K re ise lo rien tie ru n g  
m it dem  MV1 m it M  =  J ;  134cc, w äh ren d  als m ittle re r  F eh ler des v o n  der 
F a . F en n e l g e lie fe rten , ab e r be im  M a rk sc h e id e in s titu t der B erg ak ad em ie  
F re ib e rg  m eh rfach  ve rb esse rten  K reisels K T 1 m it i  80cc angegeben  w erden 
k a n n . D ieser W ert k o n n te  nach  reich lich  e in em  J a h r  erzielt w erd en , n ach d em  
eine R eihe von  V erän d eru n g en  am  g esam ten  A u fb au , w obei d e r T h eo d o lit 
n ic h t ausgenom m en is t, erfolgen m u ß te . B ei L ieferung  des m it S p e rry k re ise l 
a u sg e rü s te te n  K re ise lth eo d o lits  bew egte sich  d e r m ittle re  F eh le r zw ischen 
i  2 9 5 cc bis 580cc m it d e r T endenz e in e r  d a u e rn d e n  R ic h tu n g sa b g le itu n g , 
w obei U n tersch ied e  bis zu 1 5 c aus 7  U rm itte ln  a u f tra te n . A uch  b e i dem  
angegebenen  W ert von  ^  1 7 cc b le ib t d e r K re ise l fü r Zwecke ü b e rta g ig e r  
R ich tu n g sk o n tro llen  zu r O rie n tie ru n g sü b e rtrag u n g  in  ein w e itg e s treck tes  
G ru b en g eb äu d e  u n g ee ig n e t. Folglich k a n n  d e r  N achw eis fü r d ie  K o n s ta n z  
des E ich w ertes  an  e in er L inie im  B erg b au g eb ie t n ic h t m it der e rfo rd e rlich en  
G en au igke it e rb ra c h t w erden . D ie K o n tro lle ich u n g  m uß desh a lb  a n  einer 
L inie au ß e rh a lb  des bergbau lichen  E in w irk u n g sg eb ie tes  erfolgen.

E in e  an d ere  M öglichkeit, R ich tu n g en  u n v e rä n d e r t  zu e rh a lte n , b e s te h t 
in d e r Ü b e rtra g u n g  a u f  die tie fste  Sohle im  S ch ach ts ich e rh e itsp fe ile r [2] d u rch  
m echan ische L o tu n g . Im  B edarfsfall k a n n  eine R ückeichung  n a c h  d e r  T ag es
o berfläche  m it K reise l erfolgen. Dieses V e rfah ren  is t aufw endig . A u ß erd em  
d ü rf te  d er E rfo lg  in  F rag e  geste llt sein , da  m it h o rizo n ta len  P u n k tw a n d e ru n g e n  
in  den  m eist un zu län g lich  bem essenen P fe ile rn  zu rechnen is t . E s  k o m m t 
h in zu , d aß  auch  be i ausre ichenden  B erg festen  d ie  noch n ich t a b g e b a u te  K ohle 
G ebirgsbew egungen  auslö st.

D a n u r  in  A usnahm efällen  m it u n v e rä n d e r te n  P u n k tlag en  in n e rh a lb  
des B erg b au g eb ie tes  gerechne t w erden  k a n n , w ird  eine W ied erh e rs te llu n g  
des trig o n o m e trisch en  F es tp u n k tfe ld es  von  b e k a n n te n  P u n k te n  au ß e rh a lb  
des E in w irk u n g sb ere ich es ausgehen  m üssen . A m  günstig sten  sind E in re c h n u n g s 
züge zw ischen u n v e rä n d e rte n  P u n k te n  im  B ergfreien  und  V e rb in d u n g  quer 
d u rch  das B erg b au g eb ie t m it S e k u n d en th eo d o lit u n d  T e llu ro m eter, m öglichst 
u n te r  V erw endung  des neuen  T yps M R A  3. D er m ittle re  R ic h tu n g sfe h le r  
e in er Seite in d er M itte  des Zuges b e trä g t  n a c h  N iemczyk—Emschermann [6] 
bei e inem  g es treck ten  E in rech n u n g szu g  m it u n g e fäh r gleich lan g en  S eiten

_  , [  n  (n  +  2)
m  r>m  —  t u  /  ------------ ---------------------------.

Rm 12 (n  +  1)
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w ä h re n d  d e r R ich tu n g sfeh le r d er ersten  o d er le tz te n  Zugseite m it

m R0  =  ±  m
n (2 n  -|- 1)

6 (n +  1)

a n g e g e b e n  w ird, wenn n  d ie  A n zah l der zu m essen d en  P olygonw inkel b e d e u te t :  
F ü r  e in e  Zuglänge von z. B . 30 k m  und  S e iten län g en  von 3 k m  w ird  n =  10. 
B e i e in e m  W inkelfehler m  =  + 3 CC b e trä g t

lRm =  ± 3

u n d

10(10 +  2) 
1 2 ( 1 0 + 1 )

m R0 ~  i  3
10-21

6-11

=  ±  2,9*

±  5 ,3 fC.

A n d ie se s  E rgebnis re ic h t se lb s t die G en au ig k e it e iner K reise lm essung  von  
m  =  +  17cc n ich t h e ra n .

Z u  4

D ie  R ic h tu n g sb e s tim m u n g  m it Hilfe au ß e rird isc h e r Ziele is t n u r  be i 
g ü n s tig e n  W itte ru n g sv e rh ä ltn isse n  m öglich u n d  e rfo rd e rt einen g rö ß eren  
M eß- u n d  R echenaufw and . A u ß erd em  lassen sich  K o o rd in a te n v e rän d e ru n g e n  
d u rc h  geographische O rtsb e s tim m u n g  n ic h t m it ausre ichender G en au ig k e it 
e rm i t te ln .

A bsch ließend  k a n n  fe s tg e s te llt  w erden , d a ß  im  bew egten P u n k tfe ld  
des B e rg b a u s  m ehrere M ög lichkeiten  zur R ic h tu n g s -  u n d  K o o rd in a te n k o rre k 
t io n  b e s te h e n . E rfo rd erlich e  G enau igkeiten  u n d  w irtsch aftlich  v e r t r e tb a re r  
A u fw a n d  w erden m it S e k u n d e n th e o d o lit u n d  T e llu ro m ete r e rre ich t. E in ige  
a n d e re  V a ria n te n  sind  fe rn e r  u n te r  b e s tim m te n  V erhältn issen  m öglich  u n d  
w e rd e n  z u r  A nw endung  em p fo h len . Von b e so n d e re r  B edeu tung  is t je d o c h  
d ie  zu v erlä ssig e  V o ra u sb e re ch n u n g  von P u n k tb e w e g u n g e n  in n e rh a lb  des 
b e rg b a u lic h e n  E in w irk u n g sg eb ie tes , um  F eh ld isp o sitio n en  bei g eo d ä tisch en  
A rb e ite n  d e r W ied e rh e rs te llu n g  des P u n k tfe ld e s  zu  verm eiden.
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H IG H L Y  A C C U R A T E  D E T E R M IN A T IO N  O F  D IR E C T IO N S  IN  M IN IN G  D IS T R IC T S

K. NEUBERT

SU M M A RY

O w ing to  e a r th  m o v em en ts  occurring  in  m in in g  d is tr ic ts  th e  position  o f t r in a g u la t io n  
p o in ts  also changes. T he h o rizo n ta l co m p o n en t o f  th e  d isp lacem en t o f these  p o in ts  c an  be 
d e te rm in e d  in ad v an ce  by  c a lcu la tio n  and hy  th e  so o b ta in e d  va lues th e  ang les w h ich  have  
u n d erg o n e  a change can  be co m p u ted  anew . K now ing  th e  d irec tio n  and m ag n itu d e  o f h o r iz o n ta l 
p o in t d isp lacem en ts , those  p o in ts  m ig h t be se lec ted , w h ich  are  a p p ro p ria te  to  th e  p u rp o se , 
t h a t  w ith  th e  a id  o f th ese  p o in ts  d irec tions an d  c o o rd in a te s  could be tra n s fe rre d  be low  th e  
g ro u n d  level. T he p ap er also d eals w ith  th e  re d e te rm in a tio n  o f fix ed  po in ts by  using  a th e o d o lite , 
a  te llu ro m e te r  or a gyroscope.

D É T E R M IN A T IO N  D E  H A U T E  P R É C IS IO N  D E S D IR E C T IO N S 
D A N S L ES R É G IO N S  M IN IÈ R E S

K. NEUBERT

R É SU M É

D an s les rég ions m in ières, la p osition  des p o in ts  de tr ia n g u la tio n  se t ro u v e  m odifiée  
p a r su ite  des m o u v em en ts  d u  sol. L a com p o san te  h o rizo n ta le  du  d ép lacem en t d es p o in ts  
p o u v a n t ê tre  dé te rm in ée  à  l ’av an ce  p a r voie n u m ériq u e , les angles m odifiés p e u v e n t  ê tre  
calcu lés à n o u v eau  avec  les v a leu rs  a insi o b ten u es. E n  co nnaissance  de la  d ire c tio n  e t  de  la 
g ra n d e u r  des d ép lacem en ts  h o rizo n tau x  des p o in ts , on  c h o is it les p o in ts à l’a id e  d esq u e ls  
des d irec tio n s e t  des coordonnées p e u v en t ê tre  re p o rté e s  a u  n iveau  so u te rra in . L ’a rtic le  
ex am in e  aussi, co m m en t les p o in ts  stab ilisés p e u v e n t ê tre  d é te rm in és  à n o u v eau  d ’u n e  façon  
économ ique  à l’aide de th éo d o lite s , de te llu ro m è tre s  ou  d e  gyroscopes.

ВЫСОКОТОЧНОЕ ОПРЕДЕЛЕНИЕ НАПРАВЛЕНИЯ В РАЙОНАХ ГОРНЫХ
РАЗРАБОТОК

К. НЕЙБЕРТ

РЕЗЮМЕ

В районах горных разработок из-за смещений грунта изменяется также положение 
триангуляционных точек. Горизонтальный компонент смещения триангуляционных точек 
при помощи расчетных методов можно определить заранее и, используя эти данные, можно 
вновь вычислить изменившиеся углы. Если известны направление и величина горизон
тальных смещений точек, тогда можно выбрать те точки, которые подходят для того, 
чтобы с их помощю под земную поверхность спроектировать направления и координаты. 
— В статье рассматривается, каким образом можно экономично определить вновь стацио- 
нированные точки при помощи теодолита, теллурометра или гироскопа.
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ANWENDUNG DER NEUTRONEN-INDUZIERTEN 
REAKTION ZUR SCHNEULANAUYSE VON BAUXIT

D r. J .  T A T Á R

KANDIDAT DER TECHNISCHEN WISSENSCHAFTEN 
UNGARISCHES STAATLICHES GEOPHYSIKALISCHES INSTITUT LORÁND EÖTVÖS, BUDAPEST

[E in g eg an g en  am  19. N o v em b er 1963]

Bei den  V orgängen  d e r B au x itfo rsch u n g , P ro d u k tio n , V erw ertu n g  u n d  A u fa rb e itu n g  
e rw e ist es sich als n o tw en d ig , e ine  große A nzahl v o n  A lum in ium - u n d  S iliz ium -G ew ich ts
p ro z en ten  zu b estim m en . D ie A u sfü h ru n g  de r chem ischen  P rü fu n g en  b e a n s p ru c h t  m ehrere 
T ag e , w o durch  die te c h n isch e n  M aß n ah m en  e iner n ach te ilig en  V erzö g eru n g  u n terw o rfen  
s in d , oder a u f  u n b eg rü n d e te  S c h ä tz u n g en  b a s ie r t w erden . U m  Spesen zu  v e rm e id e n , die sich 
in fo lge  des langen  W arten s  u n d  n a ch träg lich e r K o rre k tio n e n  e rg eben , w u rd e  e in  einfaches 
an a ly tisch e s  V erfah ren  a u sg e a rb e ite t.  M it dem  a u f  de r N e u tro n e n a k tiv ie ru n g  b e ru h en d en  
V e rfah ren  w ird  das G e w ich tsp ro zen t des A lum in ium s u n d  S ilizium s in  d e r P ro b e  b innen  
9 M in u ten  b estim m t. L a u t  d e r s ta tis t is c h e n  A u fa rb e itu n g  de r 300 K o n tro llm essu n g en  ergab 
sich  als M itte lw ert der A bw eichungen  zw ischen de r A k tiv ie ru n g san a ly se  u n d  d e r chem ischen 
A nalyse  bei A lum in ium oxyd  -{-1,12 ^ 2 ,4 3 % ,  bei S iliz ium dioxyd  —0,03 ^ 2 ,0 1 % .  D as h ier 
v o rg e fü h rte  V erfah ren  is t  — d em  langw ierigen  chem ischen  V erfah ren  g eg en ü b e r — eine 
S ch nellm ethode, die a llen  A n sp rü ch en  de r In d u s tr ie  en tg eg en k o m m t.

Die E m p fin d lich k e it d e r in  den A to m reak to ren  au sg e fü h rte n  N e u tro n e n 
a k tiv ie ru n g san a ly sen  is t u m  m ehrere  G rö ß enordnungen  h ö h e r als die der 
k lassischen  chem ischen A naly sen . Vom  S ta n d p u n k t d er geologischen  A nw en
d u n g  aus s tö ß t — abgesehen  von  den K o sten au sw irk u n g en  — die In a n 
sp ru ch n ah m e  des A to m re a k to rs  a u f  S chw ierigkeiten , n a c h d e m  infolge der 
B eh an d lu n g  und  B efö rd e ru n g  des a k tiv ie rte n  P ro b estü ck es n u r  d ie  P rü fu n g  
so lcher ra d io a k tiv e r  Iso to p e  m öglich is t, die eine längere  H a lb w e rtz e it haben . 
B ei den geologischen A rb e iten  sind  die Iso to p en  m it e in er H a lb w e rtz e it von 
e in igen  M inuten von g ro ß er B ed eu tu n g , die A k tiv ie ru n g  u n d  M essung m uß 
d em n ach  an  der gleichen S te lle , in  schnellem  N ach e in an d er erfo lgen . Die in 
g roßen  M engen d u rc h z u fü h re n d e  P robem essung  b e a n sp ru c h t o ft F e ld a rb e iten . 
In  d er B a u x itin d u s tr ie , wo die L e itu n g  der F o rsch u n g , P ro d u k tio n , K lassifi
z ie rung , B eförderung  u n d  A u fa rb e itu n g  aussch laggebend  von  d e r  Q ualifika tion  
des Stoffes a b h ä n g t, is t es von  beso n d erer W ich tig k e it, d ie B estim m u n g  der 
H a u p tk o m p o n e n te n  u n v e rz ö rg e rt, also an  d e r Stelle des B e trieb es  d u rc h z u 
fü h re n . B esch rän k t sich  die A ufgabe a u f  die B estim m u n g  des G ew ich tsp ro zen 
te s  von A lum inium  u n d  S ilizium , d an n  sind  die N e u tro n e n g e n e ra to re n  oder 
N e u tro n e n m u ltip lik a to re n  [1, 2] sowie die m it E n e rg ie sp e k tro m ete rn  ko m b i
n ie r te n  M eßgeräte v iel zu  kostsp ie lig  und  au ch  deren  B e trieb  is t zu  teu e r, 
d a  sie die M ita rbe it von  F a c h le u te n  höherer A u sb ildung  e rfo rd e rn .

U n p rak tisch  in  d e r  A u sw ertu n g  is t die In te rp re ta t io n  d e r Z erfa llsk u r
v en  [3, 4 ], da infolge d er k u rzen  B eo b ach tungsze iten  d e r g rap h isch e  A us
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g le ich  u n d  die E x tra p o la tio n  d e r  d u rch  die s ta tis tis c h e n  F lu k tu a tio n e n  b e d e u 
t e n d  b e la s te te n  D a ten  die B e u rte ilu n g  der M essung in  v ie len  F ä llen  su b je k tiv  
m a c h t .  Z ur Lösung d ieser A u fg ab e  m uß d em n ach  e in e  b illige, le ich t t r a n s 
p o r ta b le  u n d  d isp o n ie rb a re , e in fache  A u srü s tu n g  g e p la n t w erden , m it vo ll
s tä n d ig e r  A usschaltung  d e r  chem ischen  V o rb e re itu n g , m it N om ogram m aus- 
w e r tu n g  und  h a u p tsä c h lic h  m it  einer D u rch lau fze it v o n  ein igen M inu ten .

Technische Ausrüstung zur Bestimmung des Aluminiums und Siliziums

D er Z erfallsstand  d e r  b e i  d e r  N e u tro n e n a k tiv ie ru n g  en ts te h e n d e n  R adio- 
n u k le id e  b e trä g t n ach  e in e r  A k tiv ie ru n g  von  t D au e r im  Z e itp u n k t 0

Dl+I
<PmN0f o

A
-0 ,6 9 3  - - 0 ,6 9 3  -Д- 

T

w o b e i

Ф -■= N eu tronenfluß , N e u tro n /c m 2sec, 
m  =  die Masse des E le m e n te s  im  P ro b estü ck , g, 

N 0 =  A vogadrosche Z ah l, A to m /G ram m ato m , 
f  =  Iso to p en h äu fig k eit d e s  T arg e tk e rn es,

A  — A tom gew icht des E le m e n te s , g /G ram m ato m , 
о  =  E in fa n g sq u e rsc h n itt fü r  N eu tro n en , cm 2,
T  —  H a lb w ertze it des a k t iv e n  P ro d u k tes .

D en W ert D  m it S trah lu n g sm essu n g  b e s tim m e n d , e rh ä lt m an  einen 
M e ß w e rt, der dem  W ert m  p ro p o r tio n a l is t, w enn im  L aufe  d er A nalysenre ihe  
d ie  d e n  W ert D  b ee in flu ssen d en  übrigen  F a k to re n  k o n s ta n t  s ind .

D er Z erfallstand  d e r a k tiv ie r te n  P roben  w u rd e  n a c h  B eta  -f- G am m a
a k t i v i t ä t  gem essen, u . zw . m it  einem  aus A lum in iu m -G M -R ö h ren  (Type 
N B  — 8024, W anddicke 24 m g /cm 2) zu sam m en g este lten  R ö h ren k ran z . D ieser 
R ö h re n k ra n z  g ib t in  e inem  2,5  cm  dicken, m it K u n s ts to f f  v e rk le id e ten  B lei
t u r m  e in en  N ulleffekt von  100 cpm  an. Zu den  M essungen w urden  einfache 
S c a le r  ang ew an d t.

D ie S teigerung des N eu tro n en flu sse s  is t im  a llgem einen  zwecks S te igerung  
d es  D -W ertes  v o rte ilh a ft.

Z u r  D urch fü h ru n g  d e r A k tiv ie ru n g sau fg ab e  s ta n d  eine Po — Be N e u tro 
n e n q u e lle  zur V erfügung, d e re n  E n erg ie sp ek tru m  bis 11 MeV k o n tin u ie rlich  
i s t ;  d a s  M axim um  is t bei 4 ,5  M eV. Die von der P o — Be N eu tro n en q u e lle  s ta m 
m e n d e  N e u tro n e n in te n s itä t b e t r ä g t  2 • 106 N eu tro n en /S ec . C.

D ie in  der P robe b e fin d lic h e  Menge m  k a n n  d u rc h  S te igerung  der A bm es
s u n g e n  des P robestückes e rh ö h t  w erden. Bei k le in en  K o n z e n tra tio n e n  is t es 
d a h e r  zw eckm äßig , das M eß sy stem  zur A ufn ah m e g rö ß ere r P ro b en  geeignet 
zu  m a c h e n . P rak tisch  w e rd e n  d ie  A bm essungen des P ro b estü ck es  d u rc h  die 
G rö ß e  d e r  D etek to ren  u n d  d u rc h  die in  der P ro b e  a u f tre te n d e  S e lb stab so rp tio n  
b e g re n z t .
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Die P robe  (pu lverfö rm iges G estein) w u rd e  in  einer K u n s ts to f f tu b e  
a k tiv ie r t .  Diese T u b e  erw ies sich n ach  g rü n d lic h e r  P rü fu n g  d e r A k tiv ie 
ru n g  gegenüber n e u tra l .  Es w urden  V ersu ch sre ih en  im  Z u sam m en h an g  
m it d er W irk u n g  des G ew ichtes und  V o lu m en s d er P roben  d u rc h g e fü h rt. 
In fo lge d e r A b so rp tio n sv erh ä ltn isse  b e e in f lu ß te  die Ä nderung  des V olum ens 
das E rg eb n is  ganz en tsch e id en d , w ährend  d a s  G ew icht (nach A usfü llen  des 
V olum ens d u rch  V e rd ich tu n g  geste igert) ü b e r  30 g einen u n b e d e u te n d e n  
E in flu ß  a u f  das E rg eb n is  au sü b te .

T a fe l I

Kernprozesse der N eutronenaktivierung bei A lu m in iu m  und S ilizium

T  arge t
Iso topen-
h ü ufigke it

%

N eu tró n é n  - 
energ ie  

MeV

Q uer
schn itt
m b arn

K e r n 
p ro ze ß

A ktives
P ro d u k t

H a lb w ert
zeit

T

E nerg ie
B e ta

MeV
G am m a

Al27 100 therm isch 212.0 (n , v) Al28 2,3 Min. 2,80 1,78

Al27 100 1 0.4 (n . y ) Al28

Al27 100 2.1 2,8 (n . p) Mg27 9,45 Min. 1,75 0,83

1,59 1,01

Ai2' 100 2,39 0.6 (n , a) N a21 14,8 S td. 1,39 1,37

2,75

Si28 92,27 3,9 3,0 (n , p) Al28

Si28 92,27 15,7 (n . 2n) Si27 4,5 Sek. 3,60 0,50
S;2» 4,68 3,9 2.7 (» . p ) AI28 6.7 Min. 2,50 1,28

1,60 2,43

Si30 3,05 therm isch 120.0 (“ ■ v) Si31 2,7 Std. 1,48 1,26

Si30 3,05 1 1.1 (n . y ) Si31

Si3» 3,05 (n , «) Mg27

Die A k tiv ie ru n g sze it t w urde a u f G ru n d  d e r  H a lbw ertze it T  des g ep rü ften  
Iso to p s b e s tim m t. E x p e rim en te ll erw ies s ich  die A k tiv ie ru n g sze it v o n  4,6 
M inu ten  bei den  B a u x itp rü fu n g e n  am  g ü n s tig s te n .

N ach  A bsch lu ß  d e r A k tiv ie ru n g  w u rd e  die W artezeit b is zu  B eginn 
d e r M essung, b is zu m  Z e itp u n k t 0  in  0,4 M in u te n  b estim m t. W äh ren d  d ieser 
W a rte z e it zerfielen  p ra k tis c h  die bei d e r A k tiv ie ru n g  en ts tan d en en  s tö ren d en  
Iso to p e  m it k u rz e r  H a lb w ertze it.

T afe l I  fa ß t d ie  K e n n d a te n  der K e rn p ro zesse  zusam m en, die im  Z u sam 
m en h an g  m it d e r N e u tro n e n a k tiv ie ru n g  im  A lu m in iu m  und Silizium  b e k a n n t 
sind .

W as die A k tiv ie ru n g  des Silizium s b e tr i f f t ,  so k o m m t d ie  R eak tio n  
Si28 (n, 2 n) Si27 n ic h t in  F rage , n ach d em  die  anzuw endende geschlossene 
N eu tro n en q u elle  k e in e  N eu tro n en  h o h er E n e rg ie  em ittie r t. E s k a n n  auch
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m it d e r  B ildung  eines a k tiv e n  S i31 P ro d u k te s  n ic h t  gerechnet w erd en , d a  die 
H a lb w e r tz e i t  in  A n b e tra c h t d e r  schnellen  A n a ly se  lan g  is t. Bei der A lu m in iu m - 
a n a ly s e  k a n n  sich N a24— eb en fa lls  infolge d e r lan g en  H alb w ertze it — im  a k tiv e n  
P r o d u k t  n ic h t an h äu fen . B e im  E n tw u rf  soll d a h e r  n u r  m it dem , u n te r  d er 
W irk u n g  d er th erm isch en  u n d  schnellen  N e u tro n e n  en ts teh en d en  Iso to p  A l28, 
u n d  in  geringem  M aße m it d en  u n te r  d er W irk u n g  d er schnellen N e u tro n e n  
e n ts te h e n d e n  Iso to p en  Al29 u n d  Mg37 g e rech n e t w erden .

Tafel I I

Produkte der ISeutronenaktivierung bei einer durchschnittlichen Bauxitprobe

Isotop

Aktives
Target 1 Produkt

Targe t- 
Isotopen- 
häufigkeit

/. %

Einfangs- 
querschnitt 
thermischer 
Neutronen 

a, mb

Masse des 
Elementes 

in der 
Probe 

mg

Sättigungs
aktivität

Doo

Halb wert
zeit 

T, Min

Aktivität
bei

1 =  4,6 Min 
Dt

A l27 Al28 100 212,0 26,40 123 129 2,3 91 115

S i30 Si31 3,05 120,0 4,65 340 162,0 7
T i50 T i61 5,30 140,0 1,80 160 6,0 68
Ca48 Ca49 0,18 550,0 0,14 2 30,0 0,2

C a48 Ca49 0,18 200,00 0,14 1 150,0 0,02

M g28 Mg27 11,29 48,0 0,18 23 9,5 6
M n 66 M n56 100 12 800,0 0,06 8 284 156,0 166

C r64 Cr65 2,38 6,0 0,07 0,1 78,0 0,004
уБ1 уб2 99,75 5 000,0 0,06 3 531 3,7 2 013
JT19 JT20 100 10 0,10 32 0,2 32

N a 23 N a24 100 500 0,05 652 888,0 0
K 41 K 12 6,91 1 000 0,03 30 744,0 0
G a 69 G a 70 60,2 1 500 0,02 157 20,5 22

G a 71 G a72 39,8 3 400 0,02 229 855,0 0
Z r96 Zr97 2,8 290 0,05 3 1020,0 0

D e r E ffek t des E in flu sses  d e r in  der B a u x itp ro b e  befind lichen  K o m p o n e n 
te n  w u rd e  m itte ls  B erech n u n g en  g ep rü ft. A us D a te n  d er L ite ra tu r  a u sg e h e n d , 
w u rd e  in  e in er E in h e it des th e rm isc h e n  N eu tro n en flu sses  bei einer A k tiv ie ru n g  
v o n  4 ,6  M inu ten  d er Z e rfa lls s ta n d  p ro  K o m p o n e n t einer B a u x itp ro b e  von  
D u rc h sc h n ittsz u sa m m e n se tz u n g  b es tim m t (T afel I I ) .  D en therm ischen  N e u tro 
n e n  g e g e n ü b e r lieg t d e r N e u tro n e n e in fa n g s q u e rsc h n itt  des M angans 64 fach  
h ö h e r , je d o c h  is t auch  se ine  H a lb w ertze it 68m al g rößer; som it w ü rd e  b e i 
e in e r  g ew äh lten  A k tiv ie ru n g sze it e rs t eine 1% -ige  M n 0 2-K o n zen tra tio n  e inen  
1 %  A120 3 en tsp rech en d en  Z e rfa llss tan d  e rg eb en . E in e  solch h ohe  M n 0 2- 
K o n z e n tra t io n  k o m m t je d o c h  im  B au x it n ic h t  v o r. Im  Falle des V a n a d iu m s  
e r r e ic h t  b e re its  0 ,1%  des Z erfa llss tan d es v o n  V 20 6 1%  des Z e rfa llss tan d es  
v o n  A120 3, u n d  dies e n ts p r ic h t  d er G rö ß en o rd n u n g  d er in den B a u x itp ro b e n
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b efin d lich en  V20 5-K o n z e n tra tio n . B ei den  versch iedenen  P ro b en  m a c h t 
h ingegen  die Ä n d eru n g  d e r V20 .-K o n z e n tra t io n  b loß  um  0 ,01% , a u s  w as 
u n se r M eßergebnis in n e rh a lb  d er v o rg esch rieb en en  G enauigkeit n ic h t  s tö r t .

Im  F alle  d er A k tiv ie ru n g  m it schnellen  N eu tro n en  m uß a u ß e r  d e n  fü r 
A lu m in iu m  u n d  Silizium  b ek an n tg eg eb en en  K ern reak tio n en  au ch  m it  den  
R eak tio n en  O 16 (n, p )  N ie u n d  F e5e (n, p )  M n5e g e rech n e t w erden. D ie H a lb -
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5 15 25 35 45 55 65 75 85 95105 115 125135145 155 в  Mi: 

B ild  1

w e rtz e it des ak tiv en  P ro d u k te s  von  S a u e rs to ff  b e trä g t  jedoch  7,5 S e k u n d e n , 
z e rfä llt also  p ra k tisc h  w äh ren d  d er zw ang sm äß ig en  W artezeit, d ie  s ich  aus 
dem  A usheben  d er P ro b e  e rg ib t. D as u n te r  E in w irk u n g  der schnellen  N e u tro 
nen  au s F e56 e n ts te h e n d e  Iso to p  M n56 e rre ic h t in fo lge der an g ew an d ten  A k ti
v ie ru n g sze it von  4,6 M inu ten  n u r  1%  seiner S ä ttig u n g sa k tiv itä t;  seine W irk u n g  
ze ig t sich  d a h e r in  den  M eßergebnissen n ic h t. W ird  jedoch  die A k tiv ie ru n g s 
zeit a u f  d as  M ehrfache d e r H alb  w e rtz e it von  M n5e e rhoben , so w ird  d ie  A k ti
v ie ru n g san a ly se  d a z u  geeignet sein , den  E isen g eh a lt der B a u x ita r te n  zu 
b estim m en  (B ild 1).

V om  O b en erw äh n ten  ausgehend , w u rd en  b e im  E n tw u rf  der A k tiv ie ru n g s 
v o rr ic h tu n g  folgende Ziele ins A uge g e fa ß t:

1. Sie soll d a z u  geeignet se in , eine geschlossene N eu tro n en q u elle  a u fz u 
n eh m en , die einen  th e rm isch en  N e u tro n en flu ß  von  104 N eu tro n en /cm 2 sec
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s ic h e r t . Z um  m ax im alen  S trah len sch u tz  soll d a s  S y stem  anstelle d er N e u tro n e n 
quelle  P o  — Be a u f  d ie  N eu tronenquelle  R a  — Be ausgelegt w erd en , w elche 
eine  b ed e u te n d  s tä rk e re  G am m astrah lu n g  e m itt ie r t .

2. Sie soll d a z u  g ee ig n e t sein, die P ro b e n , d ie  d em  M eßraum  (0 = 2 0  m m , 
h =  150 m m ) des d en  B etazäh lu n g en  d ie n e n d e n  R ö hrenkranzes e n ts p re 

ch en , sow ohl e iner th e rm isc h e n  wie auch  e in e r  schnellen  N eu tro n e n b e s tra h lu n g  
a u szu se tzen .

3. Sie soll d a z u  g ee ig n e t sein, die P ro b e  v o n  der in ak tiv en  Z one in  die 
a k tiv e  in  w eniger als 0,5  S ekunden , u n d  v o n  d e r ak tiven  Zone ins M eßhaus 
—- b e i dessen e n tsp re c h e n d e r  Anlage — in w en ig e r als 5 S ekunden  zu  v e r 
se tz e n .
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4. Sie soll — n ach  E n tfe rn u n g  der N eu tro n en  quellen — o h n e  In v e s ti
tionsspesen  zu r V erse tzu n g  geeignet sein.

Diese A ufgaben  w u rd en  fo lg en d erm aß en  gelöst:
D as äu ß ere  G ehäuse des A k tiv ie ru n g sg efäß es is t ein am  u n te re n  und 

oberen  E n d e  abg esch w eiß te r S tah lzy lin d e r ( 0  =  200 m m , h —  1500 m m ) 
(B ild 2). D ie obere A b sc h lu ß p la tte  w ird  d u rc h  einen  längs d er L än g en ach se  
an g e b ra c h ten  A k tiv ie ru n g sk a n a l u n d  d u rc h  die Ö ffnung der d a m it  p ara lle l 
lau fen d en  d re i N eu tro n en  quellen trä g e rrö h re n  d u rch b ro ch en . A u ß e r  B etrieb  
w erden  die R öh ren k ö p fe  d u rc h  eine m it Schloß  versch ließbare  P la t te  b ed eck t.

Die S tra h le n sc h u tz a u sb ild u n g  des S ystem s w urde fü r e inen  e rd v e rse n k 
te n  B e trieb  bem essen . D er innere  R au m  is t  in  d re i Teile g e te ilt . D er obere 
A b sc h n itt w urde  m it B e to n  gefü llt. Ü ber dem  B eton  s te ig e rt e in e  0,5 nun 
d icke K ad m iu m - u n d  eine 20 m m  dicke B le isch ich t die A b sc h irm u n g . Im  
m ittle re n , m it P a ra ff in  au sgefü llten  R au m  w erden  die N e u tro n e n  a u f  das 
th e rm isch e  N iv eau  g eb rem st. Im  F alle  e in e r A k tiv ie ru n g  m it lan g sam en  
N eu tro n en  s ind  d em n ach  Q uellen u n d  P ro b e  in  der M itte  d ieses R au m es, 
1050 m m  von d er O b erfläche  an g eo rd n e t. D en  W eg der S tra h le n b ü n d e l von 
den  Q uellen ü b e r die T rag ro h re  sch ließ t ein P fro p fen  von 400 m m  a b , d e r  ha lb  
m it P a ra ff in , h a lb  m it B lei ausg efü llt is t.

Bei A n w en d u n g  d e r N eu tro n en  quelle Po — Be b e trä g t d e r  N u tzp eg e l 
des th e rm isch en  N eu tro n en flu sses  5,55 • 10:! N eu tro n en /cm 2 sec 10 000 mC, 
w obei au ch  die V erluste  infolge des Meß W irkungsgrades in B e tra c h t  gezogen 
w u rd en . In  d em  A k tiv ie ru n g sk an a l b e trä g t  d e r effek tive N e u tro n e n flu ß  v e r
m u tlich  e tw a  das D op p elte  [5].

E ic h u n g  d e s  M e ß s y s te m s

A uf G ru n d  d er E in fa n g q u e rsc h n itte  u n d  d e r na tü rlich en  Iso to p e n h ä u fig -  
k e iten  k a n n  die A ufgabe a u f  die P rü fu n g  d e r K ern reak tio n en

Al27 (n , y)  A l2®

Si28 (n, p) A l28

v e re in fa ch t w erden . Es is t w ahrsch e in lich er, d a ß  die erste K e rn u m w a n d lu n g  
u n te r  dem  E in flu ß  d e r th e rm isch en  N eu tro n en  und  n ich t dem  d e r  schnellen  
N eu tro n en  e rfo lg t. Z ur zw eiten  U m w an d lu n g  w erden N e u tro n e n  b e n ö tig t, 
d ie eine u m  3,9 MeV g rößere  E nerg ie  aufw eisen . Die E n e rg ie v e rh ä ltn isse  
d e r N eu tro n en q u elle  P o — Be erm öglichen  es, d a ß  auch im  R au m e  d e r  la n g 
sam en  N eu tro n en  N eu tro n en  so lcher E nerg ie  V orkom m en, die sich  z u r  A k ti
v ie ru n g  von  Si28 eignen. E b enso  g ib t es auch  im  schnellen R au m e th e rm isc h e  
N e u tro n e n , die das Iso to p  Al27 u m w an d e ln . D em en tsp rechend  w ird  d as  m it
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d e r  langsam en  N e u tro n e n a k tiv ie ru n g  u n d  m it d e r  schnellen N e u tro n e n 
a k tiv ie ru n g  erhaltene  Z e rfa lln iv e au  dem  A120 3- u n d  S i0 2-G ehalt p ro p o rtio n a l 
s e in , d ie  P ro p o r tio n a litä ts fa k to re n  w erden je d o c h  versch ieden  sein :

A  =  ax -\- by 

B  =  au  -j- bv ,
w o b e i

A  =  der m it der la n g s a m e n  N eu tro n en a k tiv ie ru n g  e rh a lte n e  Z erfa llstand , Im p  
В  =  der m it de r sc h n e lle n  N e u tro n en a k tiv ie ru n g  e rh a lte n e  Z erfa llstand , Im p  
а =  A120 3 G e w ich tsp ro z e n t au s der chem ischen  B e stim m u n g  
b =  SiÖ2 G e w ich tsp ro z e n t au s  der chem ischen  B e s tim m u n g  

X, у ,  и, V sind P ro p o r t io n a li tä ts fa k to re n , P a ra m e te r  des A k tiv ierungs- u n d  M eßsystem s
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N ach  Lösung d e r  G le ichung  e rh ä lt m a n :

a i  v ff У =  A K ,  - B K y
X V  —  y u X V  —  y u

b - B  x A
и

=  B K X - A K U
X V  —  y u  X V  —  y u
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Die A b le itu n g  d e r  W erte  K x, K y, K u u n d  K„ erfo lg te  m itte ls  A usgleich
rech n u n g  aus den  d u rc h  die A k tiv ie ru n g  d e r chem isch  a n a ly s ie rten  B a u x it
p roben re ihe  e rh a lten en  Z erfallspegeln  als in d ire k te n  B eo b ach tu n g en  gleichen 
G ew ichtes. In  dem  m ittle re n  R au m e d er A k tiv ie ru n g sv o rric h tu n g  w ird  eine 
P o  — B e-N eu tro n en q u e lle  von  8,0 C u n d  in  dem  u n te re n  R a u m  eine v o n  9,0 C 
a n g e b ra c h t; n ach  B estim m u n g  d e r К  W erte  e rg ib t sich als E ichg le ichung  
des S ystem s:

a' =  (6,190 А  -  3,818 В)  • IO“ 3 

b' =  (8,462 В  -  1,503 А )  • IO“ 3 ,
w obei

а =  G ew ich tsp ro zen t A120 3 aus de r A k tiv ie ru n g sb estim m u n g
b' —■ G ew ich tsp ro zen t S i0 2 au s de r A k tiv ie ru n g sb estim m u n g .

Die E ichg le ichung  is t  se lb s tv e rs tän d lich  n u r  so lange g ü ltig , b is das 
M eßsystem  u n v e rä n d e r t  b le ib t.

U m  die A u sw ertu n g  zu  e rle ich te rn , w u rd e  aus d er E ichg le ich u n g  ein 
N om ogram m  g eze ichnet (B ild  3).

Aktivierungsanalyse von Bauxitproben in der Praxis

D as v o rg e fü h rte  V erfah ren  w urde m it d e r A nalyse von  300 B a u x it
p ro b en  einer k ritisch en  P rü fu n g  un te rw o rfen .

Die U n te rn e h m u n g  fü r  B au x itsch ü rfu n g  beso rg te  die A usw ah l der 
e iner K o n tro llp rü fu n g  zu  u n te rz ieh en d en  G este in sp roben  aus d em  L ag er
b e s ta n d  d er B o h rk ern e .

D as P rü fm a te r ia l s ta m m te  von a c h t reg iona len  E in h e ite n , aus 63 
B ohrungen .

Die U n te rn eh m u n g  s te llte  u ns die chem ischen  A nalysen  des P ro b em a te - 
ria ls  n ach  A bschluß  d e r A k tiv ie ru n g san a ly se  z u r V erfügung.

E s k o n n te  fe s tg e s te llt w erden , d aß  in  den  P ro b en  A120 3 7 — 6 9 % , S i0 2 
0 — 6 8 % , F e20 3 4 —3 1 % , T i0 2 0 —4 % , der G lü h v e rlu s t 6 —24%  b e tru g .

Die M eßv o rb ere itu n g  d er P ro b en  w urde im  In te re sse  d er S chne lligke it, 
E in fa c h h e it u n d  W irtsc h a ftlic h k e it a u f  das M inim um  b e sc h rä n k t. D ie s tü c k i
gen , lu fttro ck en en  P ro b en  w urden  n ach  e in fachem  S tam p fen  in  den  K u n s t
s to ff-P ro b e n b e h ä lte r  gefü llt. D ie P ro b en  s ta m m te n  ö fters  v o n  größeren  
G este in sstü ck en , so d a ß  es ke in en  Beweis d a fü r  g ib t, ob eine m it d e r chem isch 
an a ly s ie rten  S u b s ta n z  in  ih re r  chem ischen Z u sam m en se tzu n g  vö llig  id en tische  
S u b s ta n z  a k tiv ie r t w orden  is t.

D a die P ro b en  e n th a lte n d e  K u n s ts to ff tu b e  b e s tim m t die A b m essu n 
gen d er P ro b en , die Z eit b ean sp ru ch en d e  G ew ich tsm essung  w urde  v e r
m ieden .
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D ie ungarischen  B a u x ita r te n  e n th a lte n  eine  b e d e u te n d e  M enge ra d io 
a k t iv e r  S ubstanzen  [6, 7, 8 ]. E in  D u rc h sc h n ittsw e rt k a n n  die n a tü rlic h e  
A k t iv i t ä t  d e r gepfrü ften  B a u x itp ro b e n  n u r  ganz g rob  k en n ze ich n en , dennoch  
w u rd e  au s  w irtschaftlichen  G rü n d e n  die B estim m u n g  d er in d iv id u e llen  n a tü r 
lich en  A k tiv i tä t  v e rn a c h lä ss ig t. A us d er P rü fu n g  von  100 P ro b en  b e re c h n e t, 
k a n n  d ie  angew and te  N ä h e ru n g  im  E x trem fa ll eine A bw eichung v o n  1 ,5%  
in  A120 3 u n d  3,0%  in  S i0 2 v e ru rsa c h e n .

E s  w u rd en  bei 217 P ro b e n  w iederho lt A k tiv ie ru n g san a ly sen  d u rc h g e fü h rt. 
D ie A b w eich u n g  der re p ro d u z ie r te n  W erte  v o m  e rs ten  M eßergebnis ze ig t 
e ine  G au ß sch e  V erteilung  a n , u . zw. la u t fo lgender V erte ilu n g sd a ten :

B ei P rü fu n g  von
S treu u n g sg re n ze n  A120 3 S i0 2

in n e rh a lb  ± 2 %  181 S t. 177 S t.
in n e rh a lb  ± 4 %  214 S t. 213 S t.
in n e rh a lb  ± 6 %  216 S t. 217 S t.

T h eo re tisch  e rfo rd e rt

148 S t.
206 S t.
216 S t.

A u f  G rund  der R e p ro d u k tio n sp rü fu n g  w urde  e rfo rd e rt, d aß  d e r S tre u 
u n g sm e ß w e rt in der H ä u fig k e itsv e r te ilu n g  d er A bw eichung  zw ischen A k tiv ie 
ru n g s a n a ly s e  und  ch em isch er A nalyse 2%  n ic h t ü b ersch re iten  soll. Alle 
P ro b e n , d ie  außerhalb  d e r d re ifach en  G renzen d e r so b es tim m ten  S tre u u n g  
fie len , w u rd e n  als A bfall b e t r a c h te t .  Es e rgaben  sich  a u f  diese W eise 17 A bfälle  
u n te r  300 P ro b en , teils in fo lge  A bw eichung  in  d er B estim m u n g  des A lu m in iu m 
g e h a lte s , te ils  infolge A b w eich u n g  in  der B estim m u n g  des S ilizium gehaltes,, 
u n d  b e i  v ie r  P roben  w egen A bw eich u n g  b e id e r B estim m u n g en . Die chem ische 
K o n tro lla n a ly se  der als A b fa ll q u a lifiz ie rten  P ro b en  bew ies in  v o llem  M aße 
d ie  R ic h tig k e it  der A k tiv ie ru n g sa n a ly se . Die H äu fig k e itsv e rte ilu n g  d e r  A bw ei
c h u n g e n  g ib t nach  A n n a h m e  d e r D aten  chem ischen  K o n tro llan a ly se  —■ bei 
E r fo rd e ru n g  der ± 2 % -ig e n  S tre u u n g  — eine gu te  A n n ä h e ru n g  der G außschen  
V e rte ilu n g .

S treu u n g sg ren zen  

in n e rh a lb  ± 2 %  
in n e rh a lb  ± 4 %  
in n e rh a lb  ± 6 %

Bei P rü fu n g  von 
A l ,0 3 Si(X

193 S t. 247 St.
270 S t. 289 St.
300 S t. 300 St.

T h eo re tisch  e rfo rd e rt

205 S t.
286 S t.
299 S t.

N a c h  d er K o rrek tio n  a u f  G ru n d  der chem ischen  K o n tro llan a ly se  e rgab  
sich a ls  E rgebn is der S tre u u n g sb e re c h n u n g  d er A b w eichungen , d a ß  be i 300 
P ro b e n  d e r  m ittle re  W ert d e r  A bw eichungen  u n d  deren  S treu u n g

bei A120 3 + 1 ,1 2  ± 2 ,4 3 %
bei S iÓ 2 - 0 ,0 3  ± 2 ,0 1 %

ist.
W erd en  nun  diese E rg eb n isse  der R e p ro d u z ie rb a rk e it der chem ischen  

A n a ly se  gegenübergestellt, so  e rg ib t sich, d a ß  d ie  v o rg e fü h rte  S ch n e ll
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m e th o d e  d er A k tiv ie ru n g san a ly se  in  seiner Z u v erlässig k e it p ra k tis c h  g leich
w ertig  m it der in  d er In d u s tr ie  an g ew an d ten  chem ischen  A nalyse i s t ,  se lb st 
in  d em  F a lle , w enn im  In te re sse  d er S chnelligkeit d e r  E in flu ß  d e r e rw ä h n te n  
F eh le rq u e llen  zu r G eltu n g  k o m m en  k a n n . Die b e i d e r  B estim m u n g  des A120 3 
a u f tre te n d e  -f-l,12% -ige  A bw eichung  des m ittle re n  W ertes ze ig t b e i d e r  A us
w e rtu n g  einen  b ea c h te n sw e rte n  sy stem atisch en  F e h le r  an . A us d iesem  sy s te 
m a tisch en  Feh ler fo lg t, d a ß  die zu r E ich u n g  b e n u tz te n  S ta n d a rd -B a u x it
p ro b en  die gep rü fte  P ro b e su b s ta n z  n ich t k en n ze ich n e ten .

W irtschaftliche Auswertung des Verfahrens

D ie F rage  d er W irtsc h a ftlic h k e it kann  a n h a n d  d er Z u v erlässig k e it, des 
Z e itb ed arfes  und  d er K o sten au sw irk u n g  abgem essen  w erden.

D ie F rage d er Z u v erlässig k e it w urde schon  b esp ro ch en , vom  Z e itb e d a rf  
k a n n  folgendes fe s tg es te llt w erden  :

D as S tam pfen  d er P ro b e  u n d  das F ü llen  d er beiden M eß tu b en , die 
A k tiv ie ru n g , M essung u n d  A u sw ertu n g  k a n n  ein  g eü b te r  M ita rb e ite r  in  25 
M inu ten  au sfü h ren . Bei e in e r  Serienm essung m it d e r  Z u sam m en arb e it zw eier 
L a b o ra n te n  überdecken  sich  jed o ch  die A rb e itsp h a se n . Als die e ingehend  
b e h a n d e lte  k ritische  P rü fu n g  au sg efü h rt w u rd e , k o n n te n  bei d ieser O rg a
n isa tio n  in  e iner sech sstü n d ig en  A rbeitssch ich t in  40 P ro b en  A lu m in iu m - und  
S iliz ium  b e s tim m t w erden . Die d u rch sch n ittlich e  D u rch lau fze it e in e r P robe  
b e tr ä g t  dem nach  9 M in u ten .

A ngesich ts des p ra k tis c h  bew iesenen Z e itb ed arfes  m uß das v o rg e fü h rte  
V erfah ren  d er N e u tro n en ak tiv ie ru n g san a ly se  gegenüber d er m eh rtäg ig en  
ch em isch en  M ethode als e ine  Schnellm ethode b e tr a c h te t  w erden .
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SU M M A RY

T h e  operations o f b a u x ite  resea rch , p ro d u c tio n , u til iz a tio n  an d  p ro cess in g  req u ire  
n u m e ro u s  d e te rm in a tio n s o f  a lu m in iu m  and  silicon w e ig h t p e r  cen t. C hem ical a n a ly s is  need ing  
s e v e ra l  d a y s , th e  tech n ica l a r ra n g e m e n ts  a re  d isa d v an tag e o u s ly  delayed  or b a se d  on  u n fo u n d ed  
e s t im a tio n s .  In  order to  p re v e n t  c o s ts  re su ltin g  fro m  d e la y  a n d  u lte rio r  c o rrec tio n s , a  sim ple 
a n a ly t ic a l  m ethod  was w o rk ed  o u t .  W ith  th e  m eth o d  b a se d  on n e u tro n  a c tiv a tio n , th e  w eigh t 
p e r  c e n t  o f  th e  a lum in ium  a n d  silicon  sam ple is d e te rm in e d  w ith in  9 m in u te s . A ccord ing  to  
s t a t i s t i c a l  d a ta  of 300 c o n tro l m ea su re m e n ts , th e  m ea n  v a lu e  o f th e  d ifference b e tw ee n  a c tiv 
a t i o n  a n a ly s is  and chem ica l a n a ly s is  fo r a lu m in iu m  o x id e  a m o u n ts  to  + 1 .1 2  +  2 .4 3 %  and  
fo r  s ilic o n  oxide to  —0.03 +  2 .0 1 % . T he m eth o d  p re se n te d  is — opposite  th e  le n g th y  chem ical 
a n a ly s is  — an “ express”  m e th o d  sa tis fy in g  all r e q u ire m e n ts  o f in d u s try .

APPLICATION OF NEUTRON ACTIVATION FOR SPEEDY BAUXITE ANALYSIS

L ’A P P L IC A T IO N  D E  L ’A C TIV A TIO N  P A R  N E U T R O N S  
A L ’A N A L Y S E  R A P ID E  D E S  B A U X IT E S

J. TATÁR

R É SU M É

L es procédés de re c h e rc h e , de  p ro d u c tio n , d e  c la ssem en t q u a li ta t if  e t  de  fa b ric a tio n  
d e  la  b a u x ite  exigent u n  g ra n d  n o m b re  de d é te rm in a tio n s  d u  p o u rcen tag e  en  p o id s de  l ’a lu 
m in iu m  e t du  silicium . L es a n a ly se s  chim iques d e m a n d a n t  p lusieu rs  jo u rs , les d ispositions 
te c h n iq u e s  à p rendre  so u ffre n t u n  re ta rd  d é sa v a n ta g e u x  o u  so n t basées su r des e s tim a tio n s  
s a n s  fo n d e m e n t. A fin d ’é v ite r  le s  fra is  p ro v e n an t de  l ’a t te n te  e t des co rrec tio n s  u lté rieu re s , 
u n e  m é th o d e  d’analyse sim p le  f u t  élaborée . A l’a ide  de  c e tte  m éth o d e  basée  su r  l’a c tiv a tio n  
p a r  n e u tro n s ,  la  d é te rm in a tio n  d e  la  co n cen tra tio n  e n  a lu m in iu m  et silic ium  de l’éch an tillo n  
s’e ffe c tu e  en  9 m inutes. Se lon  le s  données s ta tis t iq u e s  de  300 m esures de co n trô le , la  v a le u r 
m o y e n n e  des différences e n tre  l ’a n a ly se  p a r a c tiv a tio n  e t  l ’an a ly se  ch im ique  e s t, p o u r  l’a lu 
m in e : +  1,12 +  2 ,43% , e t  p o u r  l ’o xyde  de silic ium : — 0,03 +  2 ,01% . E n  c o m p ara iso n  du  
p ro c é d é  chim ique long e t  f a s t id ie u x , le procédé p ré se n té  re p ré se n te  une  m é th o d e  u ltra - ra p id e  
r é p o n d a n t  au x  besoins de l’in d u s tr ie .

О ПРИМЕНЕНИИ АКТИВАЦИИ НЕЙТРОНАМИ ДЛЯ УСКОРЕННОГО
АНАЛИЗА БОКСИТОВ

Я. ТАТАР

РЕЗЮМЕ

Процессы разведки, добычи, использования и переработки бокситов требуют 
большого объема работ по определению содержания алюминия и кремния в образцах. 
Проведение химических исследований занимает несколько дней, в связи с чем необхо
димые технические меры принимаются с значительным опозданием или же опираются 
на соответствующим образом не обоснованные оценки. Для устранения затрат, возникаю
щих за счет указанного опоздания или поправок, осуществляемых впоследствии, был раз
работан простой метод анализа. При помощи этого метода, в основе которого лежит акти
вация нейтронами, определение содержания алюминия и кремния в образце проводится 
в течении 9 мин. Статистическая обработка 300 контрольных измерений показывает, 
что средняя величина отклонения активационного анализа от химического составляет 
+  1,12 ±  2,43% для окиси алюминия и —0,03+  2,01% для окиси кремния. По сравне
нию с длительным химическим анализом предлагаемый прием представляет собой «ско
ростной» метод, удовлетворяющий требованиям промышленности.
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A n ta l Т ár czy-H or noch :

M A R K S C H E ID E R IS C H E  S T U D IE N

V erlag  de r U ngarischen  A kadem ie  de r W issen sch aften , B u d ap es t, 1963. 1010 S eiten .

D as um fangre iche  W erk  sch ließ t 31 A b h an d lu n g en  in  sich; die e rs te  e rsch ien  zu m  e rsten  
M al im  Ja h re  1925, die le tz te  1957. T ro tz  des Z e itab s ta n d es , de r also auch  zum  B e itra g  jü n g s te n  
D a tu m s v o rlieg t, h a t  m an  keinesw egs den E in d ru c k , als ob  e iner der G edan k en  d ieses B uches 
an  A k tu a li tä t  e in g eb ü ß t h ä t te .  E s  w ird  wohl v iele J a h re  d a u e rn  bis der fach w issen sch aftlich e  
W e rt dieser S am m lung  d u rc h  d ie  Z eit in  ein w issenschaftsh isto risches M a te ria l v e rw an d e lt 
w ird . D iese Ü berzeugung  g ew in n t der L eser b e re its  be im  D u rc h b lä tte rn  des B a n d e s . N ehm en  
w ir die T ite l der e inzelnen  K a p ite l  der R eihe n ach  he r:

I .  N eue G esich tsp u n k te  zu r rech n erisch en  L ösu n g  der M ark sch eid e rau fg ab en .
I I .  D as V erw erferp rob lem  im  L ich te  des M arkscheiders.
H L  D er V erm essungskreisel.
IV. B e itrag  zur A u srich tu n g  de r V erw erfungen .
V. Z ur T heorie de r fre isch w eb en d en  S tah lb an d m essu n g .
V I. Ü ber die e x ak te  B eh an d lu n g  des V erw erferp rob lem s.
V II. Die P h o to g ra m m e trie  im  D ienste  des B erg b au es.
V III. Ü ber die A usg le ichung  de r E in rech n u n g szü g e .
IX . G en au ig k e itsv o ran sch läg e  bei D urchsch lagszügen .
X . Z ur B erechnung  d e r k ü rzes ten  V erb in d u n g  zw eier sich k re u ze n d e r G ru b en 

strecken .
X I. Ü ber die v e rk n o te te n  E in rechnungszüge .
X II. Z ur F eh lerth eo rie  de r o ffenen  Polygonzüge.
X III . Die du rch  den E in rech n u n g szu g  erz ie lb a re  O rien tie ru n g sg en au ig k eit.
X IV . Die zeitgem äße V erbesserung  des S ch m id tsch en  S c h ach tlo tg e rä te s .
XV. D er E in flu ß  de r reg elm äß ig en  F eh ler a u f  d ie  O rien tie ru n g sg en au ig k e it d e r  E in 

rechnungszüge .
X V I. D as m ark scheiderische  S te ilsch ach tp ro b lem .
X V II. Ü ber ein  ab g eä n d e rte s  C sétisches H än g en ive llier.
X V III. F eh lerth eo re tisch e  S tu d ien  ü b er das S ch ach tan sch lu ß d re ieck .
X IX . Zur E n tw ick lu n g sg esch ich te  m ark sch e id e risch er In s tru m en te .
X X . Zu den A nfängen  des höh eren  b e rg tech n isch en  U n te rrich te s  in  M itte leu ro p a .
X X I. Z ur G eschichte des G rubenrißw esens.
X X II . Die D rehhü lsen zw an g szen trie ru n g .
X X III . G en au ig k e itsv o ran sch läg e  bei D u rch sch lag sk e tten .
X X IV . Die g ü n stig s te  G ew ich tsv erte ilu n g  im  ausgeglichenen E in re ch n u n g szu g .
X X V . Die g ü n stig ste  G ew ich tsverte ilung  im  ausgeglichenen S c h a c h ta n s c h lu ß 

dreieck.
X X V I. E ine w eitere  M ethode zu r s tren g en  A usgleichung  der E in re ch n u n g szü g e .
X X V II. Ü ber das S ch ach tlo tp ro b lem .
X X V III. Z ur V ere in h e itlich u n g  des G rubenrißw esens.
X X IX . Das S oproner R ich tu n g sfix ie rg e rä t.
X X X . Z w an g szen trie ru n g en  u n d  ih re  B ed eu tu n g  bei T u n n e lab s teck u n g en .
X X X I. Die D reh p rism en au fs te llu n g , eine w eite re  genaue Z w an g szen trie ru n g sm e th o d e . 
D ie oben au fg ezäh lten  A ufsä tze  sin d  u rsp rü n g lich  in  m ehreren  L ä n d e rn  u n d  in  v e r

sch iedenen  Sprachen  v e rö ffe n tlic h t w orden . Die M ehrzah l lag  d eu tsch  vor, d a h e r  w u rd e  die 
Ü b e rse tzu n g  de r üb rig en  d u rch  den  V erlag  der U n g arisch en  A kadem ie der W issen sch aften  
eb en fa lls  in diese S prache v e ra n la ß t.

E s is t  n ich t unsere  A ufgabe, ü b e r  den In h a lt  d ieses B uches ein U rte il a b zu g e b en . Dies 
is t  b e re its  frü h er d u rch  zu stän d ig ere  P ersonen , u n d  n ich t z u le tz t d u rch  den sc h ä rfs te n  K ritik e r :
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die  Z e it ,  g e tan . H ier soll led ig lic h  e rw äh n t werden, d a ß  d ie  e rs te , 110 Seiten  u m fassende  A b 
h a n d lu n g  (eine D isse rta tio n  z u r  E rla n g u n g  des D o k to rg rad e s  aus dem  Ja h re  1924) m eh r als 
e in e  E rin n e ru n g  an den A n fan g  d a rs te l l t ;  zahlreiche a u s lä n d isc h e  Z eitsch riften  h ab en  sich  a u f  
sie  b e ru fe n  und  ihre E rg eb n isse  s in d  in  m ehrere F a c h b ü c h e r  au fgenom m en w orden. So z. B. 
w id m e te  P rofessor W il s k i (T ech n isch e  H ochschule zu  A a ch e n ) im  e rsten  B and  seines W erk s 
» L eh rb u c h  der M ark sch eid e rk u n d e«  (B erlin , 1929) 21 S e ite n  d ieser e rs ten  A b h an d lu n g  von 
T á r c z y - H ornoch  u n te r  d e m  T ite l:  »Hornochsche A ufg ab en « . A ber auch  an d ere  x \u to ren  
ü b e rn a h m e n  Teile d avon , w ie P ro fe sso r H addock  aus C oalv ille  (»D isrup ted  S tra ta« . L o n d o n , 
1929, S e ite n  17 — 26 bzw . 85 — 96; u n d  sp ä ter in  »The B asis  o f  M ine-Surveying«, L o n d o n , 
1952, S e ite n  267 — 297), o d e r P ro fe sso r Seg u ti (»T opográfia  d i M iniera«, M ilano, 1939, S e iten  
297 — 299 u n d  3 0 2 -3 0 4 ) .

E s  k o m m t einem  b e in a h e  se lb s tv e rs tän d lich  v o r, d a ß  d e r 24jährige B erg ingen ieu r u n d  
M ark sch eid e rin g en ieu r d ie G eo d äs ie  zur L ebensaufgabe w ä h lte , zum al sein E rfo lg  eine v e r
e rb te  Z uneigung  a n g esp o rn t h a t t e :  sein V ater, ein D ip lo m -In g e n ieu r besch äftig te  sich g leich
fa lls  se h r  v iel m it der G eodäsie.

N eb en  den fach lichen  A b h a n d lu n g en  en th ä lt d ieser B a n d  au ch  drei tech n isch -g esch ich t
lich e  A u fsä tze  (Nr. X IX , X X  u . X X I) , u n te r  denen  d ie  w e rtv o llen  A rtikel des A u to rs  ü b e r  
L eb e n  u n d  A rbeiten  von  M ik o v in y  von Leser le ider v e rm iß t  w erden.

D as  vorliegende re ic h h a lt ig e  B uch könnte  d u rc h a u s  d ie b each tliche  F ru c h t  eines 
la n g e n , schöpferischen  L eb en s se in . E s h a n d e lt sich h ie rb e i je d o c h  n u r um  den unvo llzäh lig en  
E r t r a g  v o n  33 L eb en sjah ren , in d e m  dieses W erk die A rb e ite n  des V erfassers ü b e r o b ertäg ig e  
G eo d äsie  sowie G eophysik  n ic h t  e in m al m ite in sch ließ t. Se ine  V erö ffen tlichungen  a u f  dem  
G e b ie t d e r Geodäsie d ü rf te n  w o h l n och  zwei ähnliche B ä n d e , d ie in der G eophysik  no ch  einen 
w e ite re n  B an d  ausfüllen . W ir h o ffen  die R ich tig k eit d iese r  v o rsich tig en  S ch ä tzu n g  sp ä te r  
e in m a l k o n tro llie ren  zu d ü rfen ! So lange g ilt diese m it  S o rg fa lt  g ese tz te  u n d  geschm ackvoll 
g e b u n d e n e  N euerscheinung  a ls e in  Gewinn für W isse n sc h a ftle r , F ach leh rer, S tu d e n te n  u n d  
M ark sch e id e r.

D r . E .  R e g o c z i
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Les A c ta  T ech n ica  p a ra issen t en  fran ç a is , a llem and , an g la is  e t russe  e t p u b l ie n t  des 
tra v a u x  du  d o m ain e  des sciences te c h n iq u e s .

Les A c ta  T ech n ica  son t p ub liés sous form e de fascicules qu i se ro n t réu n is  en  v o lu m es. 
On e s t p rié  d ’envoyer les m a n u s c r its  destinés à  la ré d a c tio n  à  l’adresse  su iv a n te :

A c ta  Technica 
N á d o r и. 7.
B u d a p est V.

H ongrie

T o u te  co rresp o n d an ce  do it ê tre  en v o y ée  à ce tte  m êm e adresse.
Le p r ix  de l ’ab o n n em en t e s t de  110 fo rin ts  p a r  vo lu m e.
On p e u t  s’a b o n n e r  à l’E n tre p ris e  p o u r  le Com m erce E x té r ie u r  de L ivres e t J o u rn a u x  

»K ultúra«  (B u d a p e s t I . ,  Fő  u tca  32. C o m p te  c o u ran t N o. 43-790-057-181) ou  à  l’é tr a n g e r  chez 
to u s  les re p ré se n ta n ts  ou  déposita ires.

«Acta Technica» публикуют трактаты из области технических наук на русском, 
немецком, английском и французском языках.

«Acta Technica» выходят отдельными выпусками разного объема. Несколько вы
пусков составляют один том.

Предназначенные для публикации рукописи следует направлять по адресу:

A c ta  Technica 
N á d o r и. 7.
B u d a p est V.

Венгрия
По этому же адресу направлять всякую корреспонденцию для редакции и адми

нистрации.
Подписная цена «Acta Technica» — 110 форинтов за том. Заказы принимает пред

приятие ПО внешней торговле книг и газет «Kultúra» (Budapest I . ,  Fő utca 32. 
Текущий счет № 43-790-057-181) или его заграничные представительства и уполномо
ченные.
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